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Einleitung

In dieser Arbeit werden Average-Thetareihen von periodischen Punktmengen
und Distanzzahler von Codes untersucht. Als Motivation dient dabei das Kugel-
packungsproblem, d.h. die Fragestellung, wie dicht man Kugeln gleicher Grofle
in den n-dimensionalen euklidischen Raum R"™ packen kann. Die Lage der Ku-
geln soll dabei nicht beliebig sein. Es wird verlangt, daf§ die Kugelmittelpunkte
eine periodische Punktmenge A = U}, (u; + L) bilden, d.h. A ist eine endli-
che Vereinigung von Translaten eines festen Gitters L. Dies ist keine wesentliche
Einschréankung, da die Dichte jeder beliebigen Kugelpackung durch die Dichten
solcher periodischen Kugelpackungen approximiert werden kann.

Die einfachsten periodischen Punktmengen sind Gitter. Einem Gitter L kann
seine Abstandsverteilung vom Nullpunkt (a;);e; zugeordnet werden. Dann ist die

Reihe
Op =D azq’
jerl
eine erzeugende Funktion fiir diese Abstandsverteilung. Setzt man ¢ := €™,

z € H, so erhdlt man eine holomorphe Funktion 9,(z) auf der oberen Halbebene
H. Dies ist die Thetareihe des Gitters L.

Thetareihen zu rationalen Gittern L C R™ sind Modulformen vom Gewicht
5 zu gewissen Kongruenzgruppen und Multiplikatoren. Zu gegebener Gruppe T'
und einem geeigneten Multiplikator y ist der C-Vektorraum der Modulformen
vom Gewicht 7, bezeichnet mit [I, 7, x], endlich dimensional. Unter bestimmten

Bedingungen ex1st1ert in [I, §, x] eine eindeutig bestimmte extremale Modulform

= 1+Za]qa3 € [ , ,X} d = dim¢ [F,g,x] ,  a € Q geeignet,

j>d

und man kann die Fragestellung untersuchen, ob ein Gitter L C R™ mit ¥, = f
existiert. Dieses dann nicht unbedingt eindeutig bestimmte extremale Gitter L
hat ein Minimum min(L), welches grofitmoglich beziiglich des Raumes der Mo-
dulformen [I', §, x] ist. Ein extremales Gitter gibt daher Anlafl zu der Vermutung,
daf} die zugehorige Kugelpackung besonders dicht ist.

In Analogie zu Thetareihen zu Gittern kann man einer periodischen Punkt-
menge A C R” ihre Average-Thetareihe

M

®A = % Z Upy —Uky+L = Zd]q

k’l,kQ 1 jEI

zuordnen. Diese Reihe ist eine erzeugende Funktion fiir die Distanzverteilung
(dj)jer von A, und mit ¢ = €™ ist ©,(z) unter bestimmten Voraussetzungen
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ebenfalls eine Modulform vom Gewicht % beziiglich einer geeigneten Kongruenz-
gruppe.

Ausgangspunkt dieser Arbeit ist ein Packungsproblem im 16-dimensionalen
Raum. Die Thetareihen 9 zu unimodularen Gittern U C R'6 sind Modulformen
vom Gewicht 8 zur Hecke-Gruppe G(2) und trivialem Multiplikator x = 1. Im
Vektorraum [G(2), 8] := [G(2), 8, x| existiert die extremale Modulform

©*(2) = 1 + 7680¢> + 4320¢* + 276480¢° + 61440¢° + ... |

und es ist bekannt, dafl es kein Gitter L C R mit 9, = ©* gibt. Dies fiithrt zu
der Frage, ob vielleicht eine periodische Punktmenge A C R mit ©, = ©* exi-
stiert. Aus dem Transformationsverhalten der Modulform ©* 148t sich schlieflen,
daB eine solche periodische Punktmenge A eine besonders dichte Kugelpackung
liefern wiirde.

Um dieses Problem zu untersuchen, werden in dieser Arbeit Average-Thetarei-
hen @5{’) von héherem Grad ¢ definiert und bestimmte Eigenschaften dieser Rei-
hen nachgewiesen. Unter der Annahme der Existenz einer periodischen Punkt-
menge A = UL, (u; + L) mit ©4 = ©* sind die Average-Thetareihen @E\g), g > 2,
Siegelsche Modulformen zu bestimmten Gruppen, die von der Stufe des Gitters
L abhéngen.

Eine iibliche Methode bei der Untersuchung analoger Fragestellungen nach
der Existenz von extremalen Gittern ist das Berechnen méglichst vieler Fourier-
Koeffizienten der (hypothetischen) Grad 2 Thetareihe. Im Fall periodischer Punkt-
mengen erweist sich dies als schwierig, da aus dem Wissen von ©, € [G(2), §]
keinerlei Riickschliisse auf die Stufe des Gitters L gezogen werden konnen. Da-
her ist es im Allgemeinen nicht moglich, die Modulgruppe der (hypothetischen)
Grad 2 Average-Thetareihe @E\z) zu bestimmen. Es wird jedoch ein Verfahren
angegeben (Abschnitt 4.4), mit dem man unter gewissen Annahmen Gleichun-
gen in den Fourier-Koeffizienten einer hypothetischen Grad 2 Average-Thetareihe
erhélt. Eine der Annahmen ist dabei, dafl sich auch die Grad 2 Reihe unter der
Substitution Z +— —Z~! wie eine Modulform verhilt. Um Beispiele fiir diesen
Sachverhalt zu konstruieren, werden bindre Codes herangezogen.

Im ersten Kapitel wird eine Definition fiir Distanzzéhler hoheren Grades zu
bindren Codes angegeben. Es wird gezeigt, dafl die schon bekannten hoéheren
Gewichtszéhler fiir (lineare) Codes als Spezialfall der hier neu definierten Di-
stanzzéhler auftreten. Desweiteren werden einige Eigenschaften dieser Zéihler
nachgewiesen. Insbesondere wird gezeigt, dafl die fiir Grad 1 bekannte Beziehung
zwischen dem Distanzzéhler eines bindren Codes C' und dem Gewichtszéhler der
Distanzverteilung D¢ auch fiir die Zéhler hoheren Grades bestehen bleibt.
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Im Gegensatz zu Gewichtsziahlern linearer Codes erfiillen die Distanzzéhler
nicht automatisch die MacWilliams-Gleichung. In Abschnitt 1.4 wird bewiesen,
daf fiir die Grad 1 und Grad 2 Distanzzéhler von Codes, die ein selbstduales
Urbild unter der Gray-Abbildung haben, die MacWilliams-Gleichung gilt. Diese
Codes liefern spéter die Beispiele fiir periodische Punktmengen, deren Grad 2
Average-Thetareihe sich unter der Substitution Z +— —Z~! wie eine Modulfor-
men verhélt.

In Analogie zu den Distanzzahlern werden im zweiten Kapitel Average-Theta-
reihen von hoherem Grad zu periodischen Punktmengen definiert. Auch hier zeigt
sich, daf} diese Reihen eine Verallgemeinerung der Thetareihen zu Gittern darstel-
len. Es werden die Eigenschaften dieser Reihen untersucht. Desweiteren wird ge-
zeigt, dafl Average-Thetareihen zu bestimmten Punktmengen Modulformen sind.

Das dritte Kapitel stellt den Zusammenhang zwischen Average-Thetareihen
und Distanzzéhlern her. Es wird bewiesen, dafl die wohlbekannte Beziehung zwi-
schen Gewichtszéhlern (linearer) Codes und Thetareihen der nach Konstruktion
A konstruierten Gitter auch fiir Distanzzdhler und Average-Reihen gilt.

Nach weiteren Betrachtungen zur Extremalitit im vierten Kapitel wird im
fiinften Kapitel schliellich die Anwendung der in den vorangegangenen Abschnit-
ten bereitgestellten Konzepte auf das spezielle Problem der extremalen Modul-

form ©* € [G(2), 8] diskutiert.
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1 Gewichts- und Distanzverteilungen von Co-
des

1.1 Bezeichnungen

Es werden zuerst ein paar Notationen angegeben, die in dieser Arbeit verwen-
det werden. Es bezeichnet (Z,,, +, ) den Restklassenring modulo m und S, die
Symmetrische Gruppe tiber n Elementen. Fiir n € N = {1,2,...} ist Z} ein
Zy-Modul und (z,y) := " | x;y; definiert eine symmetrische, nicht-ausgeartete
Bilinearform auf Z,. S,, operiert auf Z;, durch Permutation der Koordinaten,

S, X 7 — Zr

(o,2) — a’l(x) = (To-1(1)s - > To1(n))

Eine beliebige nicht-leere Teilmenge C' C Z heifit C'ode, und ein Code C heift
linear , falls C' eine Untergruppe der additiven Gruppe (Z?,, +) ist. In diesem Fall
ist C' auf kanonische Weise ein Z,,-Modul. Zwei Codes C; und Cy C Z, heiflen
permutations-iquivalent, falls eine Permutation o € S, mit o(C}) = Cy existiert.
C1 und C5 heiflen dquivalent, falls es eine Permutaion o € S,, und eine Diagonal-
matrix M = Diag(\i, ..., ), A1y-.., Ay € Zy, quadratische Einheitswurzeln,
mit Cy = o(C) - M gibt.

Fir x € Z}, bezeichnet wt(z) := [{j € [n] | x; # 0}| das Hamming-Gewicht
von x und dgam(z,y) = wt(z — y) die Hamming-Metrik auf Z . Die Lee-Metrik
auf Zy, ist durch dpe.(v,y) = 37, dree(x),y5) mit dpee(r;,y;) = min(|z; —
yjl,m —|z; — y;|) gegeben, das Lee-Gewicht durch Lee(x) := dp(z,0). Die Lee-
Metrik dp.(z,y) ist wohldefiniert, wenn man Z,, mit der Menge {0,1,...,m—1}
identifiziert. Speziell fur Z, gilt also Lee(0) = 0, Lee(l) = Lee(3) = 1 und
Lee(2) = 2.

Zu einem (linearen) Code C' C Z" bezeichnet C+ = {y € Z" | {y,C) =
{0}} den zu C' dualen Code. Fiir die oben definierten Diagonalmatrizen M gilt
(C-M)*+ = C*+- M, d.h. die Dualbildung kommutiert mit dem Ubergang zu einem
dquivalenten Code (vgl. [RaS98]). Fiir einen nicht-linearen Code C' und den von
ihm erzeugeten linearen Code (C) gilt C+ = (C)*, d.h. die dualen Codes von C
und (C) stimmen {iberein; sie bieten also keine Unterscheidungsmoglichkeit von
C' und (C). Zu diesem Zweck werden im néchsten Abschnitt Codes als Elemente
der Gruppenalgebra betrachtet.

Die Gewichtsverteilung eines Codes C' C Z7, ist die Folge (A;);=o,..,
A; = |{z € C | wt(z) = j}|. Diese ist insbesondere fiir lineare Codes von In-
teresse. Fiir nicht-lineare Codes C' C Z; betrachtet man die Distanzverteilung
(Bj)j=o0,..n» Bj = |—é||{(x,y) € C? | dgam(z,y) = j}|. Im Fall eines linearen Co-
des C stimmen Gewichts- und Distanzverteilung iiberein. Die im Abschnitt 1.3
angegebenen Gewichts- und Distanzzéhler vom Grad 1 sind erzeugende Funktio-
nen fiir diese Verteilungen.
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1.2 Die Gruppenalgebra

Sei C' C Z7, ein Code der Blocklange n. Schreibt man C' als formale Summe C =
Y vec 2¥, 0 kann man C' als ein Element der Gruppenalgebra C[Z7] := C[G,, ,]
beziiglich der multiplikativen Gruppe

Gm,n::{ZV|UGZ¢IL¢}

2V W= vt

Un

auffassen. Fiir die Unbestimmte z = (21,...,2,) ist dabei z¥ := 27" - ... - 2"
gesetzt. Fiir den binéren Fall m = 2 siehe [MacW1Slo77] Im folgenden werden C'
und C identifiziert.

Bemerkung 1.1

1. Man erhélt einen Gruppenisomorphismus Z;}, — Gy, p, V — 27.

2. Sei C[xy,...,x,] der Polynomring in den Unbestimmten 1, ..., z, und sei

I das Ideal I := (2" — 1] j=1,...,n). Die Abbildung

Clxy,...,zn)/I — CIZ}]

Za,,x” mod I +— Z Z

n n
veNg vEZLY,  neNg
pn mod m=v

liefert einen Isomorphismus der Algebren.

3. Fiir ein Element ) .. a,2" € C[Z} ] existiert ein Code C' C Zj, mit
C =3, csn @z genau dann, wenn a, € {0,1} fiir alle v € Z7, gilt.

4. Die Symmetrische Gruppe S, operiert auf C[Z!"] vermoge

Sn x ClZ,] — ClZy)]

—1
o, g a2’ — g a,2°

vELY, vELY,

Sei nun ¢, := €2™/™ eine m-te Binheitswurzelund u € Z7,. Definiere den Cha-
rakter y, auf Gm’n (vel. [MacWiSlo77],p. 134;|[RaS98|, [HaOu99]) durch x,(z7) :=
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XQ(Lm)(Zv) .= ¢\, Dann kann y, durch

Xu:ClZp] — C

Y az = Y ay-

vELR, vEL,
linear auf C[Z!"] fortgesetzt werden.

Lemma 1.2 Se: C' C Z7, linear und u € Z, beliebig. Dann gilt

(m) . |C| ,U,ECJ‘

Beweis : Es gilt X&Z”)(C) = vec Xq()m)( “). Angenommen, es existiert ein w € C'
mit ™ (%) # 1. Dann gilt

X (") = T =D Mt = XM,

veC veC

da (C,+) eine Gruppe ist. Es folgt (X (z0) = 1)xI™(C) = 0, also x{™(C) = 0.

Die Existenz eines w € C' mit Xq(u (2%) # 1 ist dquivalent zu u ¢ C*. O

Definition 1.3 Sei C' =) _,. c¢,2" € C[Z] ] beliebig.

1. Die Folge (A;)j_o mit Aj := 3" cyn 4)=; Cv heiBt Gewichtsverteilung von
C.

2. |Cl = 3, czn co heiBt die Anzahl der Elemente von C'. Setze
Clz,]" ={C e ClZ,] [ |C] # 0}

3. Falls C' € C[Z}]*, so heifit
1
O = 2 (@
ueZn
die Transformierte von C'.

4. Fir C e C[Z}]* setze
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Bemerkung 1.4

1. Es gibt natiirlich Elemente C' € C[Z!] mit C' # 0 aber |C| = 0.

2. Sei C' C Z7, ein Code. Dann gilt |C| > 0, und falls C' linear ist, so stimmt
C" mit dem zu C dualen Code C* iiberein.

3. Fiir C C [ ist die Gewichtsverteilung von D¢ gerade die Distanzverteilung
von C'.

4. Fiir alle A € C* gilt ' = (A- C)'.

Die Beweise zur letzten Bemerkung sind trivial, fiir m = 2 vergleiche [MacWiSlo77].

1.3 Zahler vom Grad g

In diesem Abschnitt werden die hoheren Gewichtszéhler P,(C) aus [Rung96] fiir
Elemente der Gruppenalgebra C[Z!] definiert, und es wird gezeigt, dafl diese
Zahler eine MacWilliams-Gleichung erfiillen; vgl. auch die Einleitung in [Rung96].
Fiir m = 2 werden Distanzzahler vom Grad g angegeben und der Zusammenhang
zu Gewichtszédhlern hergestellt. Dies verallgemeinert ein fiir ¢ = 1 bekanntes Re-

sultat, siehe [MacWiSlo77].

Definiere also fiir C' =) _,. ¢,2" € C[Z}] den Grad g Gewichtszihler zu C
durch

PC)(X) = PY(CNX) = Y (cpy e cpy) X € CIX e, |

wobei die folgende Notation benutzt wird (vgl.[Rung96)):

Es ist X = (Xo,..., Xno—1) der Vektor der Variablen. Bei dieser Schreibweise
werden die Mengen [ :={0,1,...,m% — 1} und Z,, geméafl der m-adischen Dar-
stellung der Elemente von [ identifiziert, d.h. ein Z?;é a;m? € I mit 0 < a; <m
fir alle 7 = 0,...,g — 1 entspricht dem Tupel (ao, ..., a,-1) € Z9,. Desweiteren
ist

(B, By) = €™ By, By) = (e By By), - € (B -0 By))
gesetzt, mit elm (51, By =Hien]a= (B, Bgi)}H-

Setze abkiirzend C[X] := C[Xy, ..., X;ns_1] fiir den Polynomring in den Varia-
blen Xi,..., X,,s_1. Die Gruppe GL,,s(C) operiert auf C[X] durch (A4, p(X)) —
p(X - AT). Es bezeichnet dabei AT die transponierte Matrix zu A.
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Satz 1.5 (MacWilliams-Gleichung fiir die P,(C) auf C[Z]])

Ser T, = ™ = (Xgm)(z”)) , » lexikographisch angeordnet, d.h.

u,ve
g‘;vo,vo> C;Zvo,v1> Csbv07v2> L Cn<1UO7vm>
jﬂ - <<v1mo> C<v1m1> C<v1m2> C<vhvm>

g

mit vg := (0,...,0), v; = (1,0,...,0),..., 01 = (m—1,0,...,0),..., v, =
(0,1,0,...,0), vyrs = (1,1,0,...,0), .., vomes = (m—1,1,0,...,0), ..., 0ys_1 =
(m—1,...,m—1), und sei C' ==Y cp2¥ € C[Z]. Dann gilt die MacWilliams-
Gleichung

vELY,

1

R(C)X) = 1z

B(O) (X - Ty) .

T, ist das g-fache Kronecker-Produkt von

11 11
I A

I&Z:: . y
1 ¢t Emh et

dJL 7} ::71 @)...@371.

Der Beweis des Satzes verlauft vollig analog zum Beweis fiir Gewichtszéhler zu
Codes C' C F3, wie er in [Rung96] skizziert ist. Zuerst zeigt man :

Lemma 1.6 Sei j € [g] fest. Fiir u,fy,...,Bj-1, Bjt1,- .., 0y € Z7, gilt

Z Xu(z’gj) . X€E(BroBy) Y(X;j)E(ﬁlv-"vﬁj—lvuﬂj-‘rl ----- Bg)

mit
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Y(X;j) — (Z XO(Za)Xe(m»U(o,o,...,o,a,o,...,o)’ Z Xl(za)Xerl)(1,0,.‘.,0,a,0,...,0),

aEZm (IGZm
Z (m,1) (m—1,0,...,0,a,0,...,0
a € m 3Upe Uy @V,
) Xm—l(Z )X ( )7
QEZm

Die a-Eintrige in €™ (...) stehen in dieser Notation an der j-ten Stelle.

Beweis : Induktion nach der Blockldnge n. Dabei ist zu beachten, daf§ aufgrund
der Anordnung der Koordinateneintrége in Y(X; j) fiir 51, ..., 5-1, Bj+1,- - -, Bq,
u € Zyy, die Gleichung

Y(X;j)G(m’l)(Bl:--~7ﬁj717u»ﬁj+1:”~7ﬁg) — Z C<U7a> . Xﬁ(m’1>(ﬁl7~~~:,3j717a75j+1:"~7ﬁg)
m

anm

gilt. Damit ist der Induktionsanfang klar. Fiir den Induktionsschritt von n nach
n+ 1 zerlegt man z € Z™ in z = (%,2,.1), T € Z7,. Bezeichne mit [;,,; den
(n + 1)-ten Koordinateneintrag in ;. Es folgt
Y(X;j)ﬁ(m’n+l)(/61:~--7Bj—17uaﬁj+1><-wag)
= Y(X;j)e(m’">(ﬁ~17---,Bj_1,ﬁ,ﬁj+1,...,ﬁ~g) . Y(X;j)G(m‘1>(51,n+1,---7ﬁj—1,n+1,un+1,ﬁj+1,n+17---,ﬁg,n+1)

= 5cm <Bpa> Xe<m*">(ﬁl7...,ﬁg).zﬁ o SBint1nt1> | xret™ D (Br g1, Bg.n 1)
J m J,n+1 m

= Zb’ czntl C;ﬂj7u> . XG(M7n+1)(ﬁ1’~~'vﬁg)
J m
und damit die Behauptung. U

Dann betrachtet man die Zahler
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wobei C; = > . iz’ € C[Zp] fiir i = 1,..., g gesetzt ist. Es gilt

mit

Daraus folgt

g
Pey,...c., o, (X) = Z H Cig - Eis X E(Brreg)
B1y--,Bg ELT, i=1
i# ]
1 g
LS [TTea ] 5 e guxoms
1 B Bo €L, ol a€Zy,
1# ]
1 g
RTeHl Z H Cig; | Cla Z Yo (2%9) - XBrnBo)
’ J’/Bl ,,,,, a,...,Bq4 €LY, z;; B,€Zn,

:L- 2. T cis | ciaY (X5 ) 0rmano

| ]| ﬁl ..... Q... Bgez% z;;

wobei Y (X; j) wie im vorigen Lemma zu setzen ist. Damit gilt

1
Poy...cr(X) mpclcz ..... o (Y(X;1))
1
:—P / ’ YYX 1 2 —
‘ClHC’2| C1,C2,C5,..., Cg( ( ( ) )7 )) )
also
1
P (X)) = — P, X . 7m 1
[0/ C'g( ) ’CI||Cg| C1yenns Cg( g ) ) ()
und fiir ¢4 = ... = Cy, = C folgt

Py(C)(X) = ﬁpgw)(x L)
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Die Aussage iiber die Matrizen T}, beweist man mit Hilfe vollstandiger Induktion
nach g unter Beriicksichtigung der Definition des Kroneckerproduktes

Abll Ce Abls

A ® B — y B — (bij)izl,“.,r .

j=1,...,s

Abyy ... Abg
O

Der Hamming-Gewichtszihler Pi(C) ist ein erzeugendes Polynom fiir die Ge-
wichtsverteilung eines Codes C. Im Fall nicht-linearer Codes ist allerdings die
Distanzverteilung von C von Interesse, im bindren Fall also die Gewichtsvertei-
lung von D¢. In der folgenden Definition werden Distanzzéhler vom Grad g fiir
bindre Codes angegeben. Diese Definition 148t sich in der offensichtlichen Weise
fir Codes C' C Z, bzw. fiir Codes C' € C[Z}]* tibertragen. In dieser Arbeit wird
darauf allerdings verzichtet, da spéter nur Distanzzahler bindrer Codes betrachtet
werden.

Definition 1.7 Sei C' C FJ ein Code. Der Distanzzihler zu C vom Grad g € N
ist gegeben durch

. ]' e(p1—a1 —x
DZStg(C>(X) = |C’_|g E X (Br—ous..., Bg—ayg) c (C[Xa]a,ng ,
Bise-os Bg ecC
Qe ag € C

wobei wieder X := (X,..., Xas_1) und

E(ﬁl, Ce ,ﬁg) = (60(51, Ce 769)7 ceey 629_1(51, Ce ,ﬂg)) mlt
€a(Br,....0) =l{ten]|a= (B, ..., 0q:)} gesetzt wurde.

Der Distanzzihler Dist,(C) ist ein erzeugendes Polynom fiir die Distanzvertei-
lung von C, vgl.[MacWiSlo77]. Weitere Eigenschaften der Distanzzihler vom
Grad g sind in der folgenden Bemerkung zusammengefafit:

Bemerkung 1.8

1. Fiir jede natiirliche Zahl g gilt Dist,(C)(X) = P,(Dc¢)(X).
Ist C' C FJ ein linearer Code, so gilt Dist,(C)(X) = P,(C)(X).

2. Sei C[X]sery der Polynomring in den 29 Variablen X, ..., Xps1. Die Ab-
bildung

ist ein Homomorphismus, vgl. [Rung96]. Es gilt
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(a) Fiir C =, cq 2" € C[Fg] ist p(Py(C)) = o Py1(C). (Analog fiir
Codes C' € C[Z].)
(b) Fir 0 # C C F} gilt o(Disty(C)) = Disty_1(C).

Wiirde nun (D¢)" = o(Der) fiir eine Permutation o € S,, gelten, so gibe es ein
direktes Analogon zur MacWilliams-Gleichung fiir Gewichtszéhler auch fiir die
Distanzzéhler von Codes, denn es gilt
1 1
G Dst(C)X 1) = L P(D)(X - T) = B((De))(X) . (@)
Leider gilt im Allgemeinen die geforderte Gleichung nicht, wie das folgende Bei-
spiel zeigt.

Beispiel 1.9

1. Sei C' := {(1,0),(0,1)} € FZ Dann gilt D), = 1+ 2z%Y = De und C' =
1 — 2D, Daher ist also |C'| =1 —1 =0, d.h. D¢ ist nicht definiert.

2. Sei C' = {(0,0,0),(1,0,0),(0,1,1)} C F5. Notiere die Koeffizienten von C' =
2(00.0) 4 (1,0.0) 4 (0.1 gemif der Bindrzahldarstellung in einem Vektor der
Lénge 8, d.h. C entspricht dem Vektor (1,1,0,0,0,0,1,0). Dann entspricht
C" dem Vektor %(3, 1,1,-1,1,-1,3,1), und es folgt |C'| = % #+ 0. D¢
ist durch 3(3,2,0,0,0,0,2,2) bestimmt, (D¢) durch §(9,1,1,1,1,1,9,1)
und D¢ durch %(3, 1,1,—1,1,-1,3,1) (siehe Programm Bsp.mag) . Es gilt
also Do = €', und da (D¢)" nur positive Koeffizienten hat, existiert keine
Permutation ¢ € S mit (D¢)' = o(Der).

3. Fiir lineare Codes C' C F} gilt natiirlich D, = C+ = D¢

Es kann also nicht erwartet werden, dafl die MacWilliams-Transformierte des
Grad g Distanzzihlers eines Codes C' C FJ mit dem Grad g Distanzzihler des
zu C' transformierten Codes C’ iibereinstimmt. Bei distanzinvarianten Codes ist
dies fiir den Grad-1-Distanzzéhler trivialerweise doch der Fall. Fiir die hoheren
Distanzzahler ist aber auch hier die Behauptung im Allgemeinen falsch.

Beispiel 1.10 Sei C' C F,° durch die Erzeugermatrix
1 00 0

0
0
1
0

OO = OO

0
1
1
1

—_ = = = =
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gegeben. C' ist der in Tabelle 2 in [BeHa01l] mit Cs bezeichnete Code. C' ist ein
linearer, formal-selbstdualer Code. Insbesondere gilt Dist,(C) = Pg(2)(C’) und

. I .
D’LStl(C)(X(), Xl) = EDZStl(C)(XO + Xl,X() — Xl) .

Eine Computerrechnung (siehe Programm Distnotinv.mag) zeigt

Disto(C)(X) = 17

Im folgenden wird das Verhalten des Zéhlers Dist,(Cy x Cy) unter MacWilliams-
Transformation untersucht, unter der Voraussetzung, dafl die Distanzzéhler
Dist,(C;) der Codes C; C Fy und Cy C FJ invariant unter MacWilliams-
Transformation sind.

Dazu ist zuerst die Notation zu erkliren. Zu v = (vy,...,Vpr) € F5™ setze
v = (vy,...,v) und v® = (Vpi1, ..., Vpen). Seien Cp C F¥ und Cy C FJ
Codes. Setze Cy := D _veFfxon V2 und Gy = D _veokxFy APz € CIFF™]. Dabei
sei ¢ € {0,1} mit =1 genau dann, wenn v\ € C;. Diese (J-Bildung
induziert Einbettungen

(T: C[F} — C[F;Jr"] und (J: C[F)] — ~<C[IF2]“+”}
Cl = Cl C(2 = 02

Bemerkung 1.11 Betrachte C; x Cy € C[F5™™]. Dann gilt
1. Oy x Cy=C - Cy
2. Doyxey = D - De,
3. Fiir j = 1,2: D, = (Dc, T

4' DleCQ = (chl)’v (D/CQ)N

Beweis : Es ist O] x Cy = ZUEMM ¢pz¥ mit ¢, € {0,1} und es gilt ¢, = 1
genau dann, wenn v € () x Cy, woraus sofort 1. folgt. Die Gleichung D¢, xc, =

m(C’l x Cy)? = m(él LCh)? = D¢, - D¢, zeigt 2.. Die Behauptung 3. ist
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offensichtlich und 4. wird durch

1 u
1 2

ueF
(2) ’ll,(l)70 O,U(Q)
|DC ||DC Z X u(l) u(2) ) X(u(1) u(2>)(D ) Z( ). Z( )
! 2 FkJrn
: % uth,0 1 (2) 0.u(®
= | D, | Z X(u(ﬂ,g)(Dél)z( ). @ Z X(o,u@))(DC'z)Z( )
ue]F2k+" uG]FQIH"
= (D’le. (DICJ
bewiesen. .

Bemerkung 1.12 Scien A = 3z 002" € C[F¥], B = >_very buz" € C[FJ]

und A = ngﬂ?fxo" a,m2", B = Zveokxﬂ?; by 2" € C[F5™]. Dann gilt fiir den
Grad g Gewichtszahler

2(i. R — p@ 2
PP(A-B)=PP(A)- PP (B).
Insbesondere gilt fiir Codes C; C F4 und Cy C FJ

D’iStg(Cl X Cg) = DZStg<Cl) . DZStg(CQ) .

Beweis : Es gilt A-B= ZUE]FQ;CM a1 b2 2” und daher

= Z (nglaozj) XE(al ..... ag) | Z (H] lb%) Xe( ,,,,, g)
k n

Desweiteren ist

Dist (Ol X 02) = (DC1><C'2) = Pg(Dél ’ Dé'g) = PQ(DC1 ' DC2)
— B(De,) - Py(Dey) = Disty(C) - Dist, (C)
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Proposition 1.13

1. Seien C; C F} und Cy C F3 zwei Codes, deren Grad g Distanzzihler
Dist,(C;), j = 1,2, unter MacWilliams-Transformation invariant sind.
Dann ist auch Dist,(Cy xCs) invariant unter Mac Williams- Transformation.

2. Seien C7 C Isz und Cy C F} zweir Codes und o1 € S und o9 € S, zwei
Permutationen, so daff Dy, = 01(Dc,) und Dy, = 02(Dg,) gilt. Dann gilt
D¢, v, = 0(Deyxey), wobei 6 € Spyrn durch 6(j) == o1(j) fiir j € [k] und
G(j) == 02(j — k) fir j € [k+ n]\[k] definiert ist.

Beweis : Zu 1.: Nach Bemerkung 1.12 gilt Dist,(Cy xCy) = Dist,(C1)-Disty(Cs)
und mit P,(Dg,)(X) = = Py(De, ) (X - Ty?) fiir j = 1,2 folgt die Behauptung,

e
Zu 2.: Nach Bemerkung 1.11 folgt D, ., = (Dg, J- (Dg, ) = (01(Dey ) ) (02(Dey,) )
:5<<D01)~<D02D :&<DC‘1 'Dé‘g) :&(DCIXC2) . U

Als ein weiteres Beispiel wird abschliefend der Nordstrom-Robinson-Code
N RC'¢ betrachtet. Dies ist ein nicht-linearer Code der Blocklinge 16, der ein
Zy-lineares Urbild unter der Gray-Abbildung (siche Abschnitt 1.4) besitzt, und
dessen Grad-2-Distanzzdhler die MacWilliams-Gleichung erfiillt. Das Transfor-
mationsverhalten von Distanzzéhlern zu Codes, deren Urbild unter der Gray-
Abbildung linear ist, wird im néchsten Abschnitt 1.4 genauer untersucht.

Beispiel 1.14 Der (16, 256, 6)- Nordstrom-Robinson-Code N RCi¢ ist ein binérer,
nicht-linearer Code mit Minimaldistanz 6. Dieser Code ist (bis auf Aquivalenz und
Translation) eindeutig durch seine Parameter bestimmt (siehe [Pless98], p.128).
N RC ist eine Vereinigung von 8 Translaten des Reed-Muller-Codes RM (1,4).
Wiihlt man als Erzeugermatrix von RM(1,4) die Matrix

11111111111 111T171
0110101001 101O0T1O0
06001111111 10000¢O0O0
060000111 1000O01T1T171
06ooo0oo00011111111¢00¢0

und setzt

.= (0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0),
¢ = (0,0,0,0,0,0,0,1,1,0,0,1,1,0,1,1),
.= (0,0,0,0,0,1,0,0,1,0,1,0,1,1,0,1)
.= (0,0,0,0,0,1,0,1,1,1,0,0,0,1,1,0),

Y
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dann liefert

13

.= (0,0,0,1,0,0,0,0,1,0,1,1,0,1,1,0),
¢ = (0,0,0,1,0,0,0,1,1,1,1,0,0,0,0,1
c7 :=(0,0,0,1,0,1,0,0,1,1,0,1,1,0,0,0

.= (0,0,0,1,0,1,0,1,0,1,1,1,1,1,1,1),

Cs

Y

)
),
)
)

Cs

NRCyg = U5 (¢; + RM(1,4))

den Nordstrom-Robinson-Code.
(Nachrechnen mit Programm NRC16Konstruktion.mag )

Der Nordstrom-Robinson-Code N RCjg in obiger Darstellung ist ein distanz-
invarianter Code mit ¢; = 0 € NRCjg. Daher gilt Dist;(NRCi6)(Xo, X1) =
P1<NR016)<X0,X1). Es ist

. I
DZStl(NRCw)(Xo, Xl) = ﬁDlStl (NROlﬁ)(X() + Xl, X() — X1)7

vgl. [ConSlo99]. Der Grad 2 Distanz- bzw. Gewichtszéhler des Nordstrom-Robin-
son-Codes hat die folgende Form (siche Programme Dist2NRC.mag (bzw. fiir das
Ergebnis Grad2DistNRC) und P2NRC.mag ):

DiStQ(NR016) =

X0+ 112X0°X0 4+ 112X° X8 + 28 X0 X8 + 30X5 X ¢
+1260X5 X7 X5 X5 + 30X5 X5 + 30X5 X3

+3360 X X3P X3X3 + 112X5 X0 + 5460 XS X X3 X2
+1680 XS X T X2 X5 + 420X X1 XS + 1680X X7 X5 X5
+112X0 X% + 420 X0 X5 X3 + 28X5 X% + 2016 X5 X7 X5 X3
+2016 X5 X7 Xo X5 + 2016 X5 X, X5 X35 + 420X X7 X3
+1680 X X X5 X2 + 5460X) X0 X3 X5 + 1680 Xy X XS X3
+840 X X1 Xy X5 4+ 1680X 7 X X3 X8 + 5460X 5 X2 X5 X3
+1680X ) X7 X5 X5 + 1260X 5 X7 X5 X5 + 3360X7 X[ X5 X2
+3360X5 X3 X5 X3+ 3360X3 X P X5 X7 + 1260 X X X5 X7
+1680 X7 X7 X5 X5 + 1260X7 X XS X3 + 1680X7 X} X5 X5
+5460 X3 X1 X5 X5 + 2016 X, X7 X5 X2 + X6 + 28 X0 X5
+112X,°X5 + 30X7 X5 + 30X7 X5 + 28X7 X,°
+420X7 X5 X5 + 112X0 X0 + X0 + 112X,° X9 + 30X5 X3
+112X5 X3 + X36
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Py (NRCi6) =  X® +112X° X7 + 112X° X9 + 112X° X3 + 30X5 X7
+30X5 X5 + 30X5 X8 + 6720X ) X7 X5 X5 + 112X5 X[°
+1680X5 X1 X5 X2 + 1680 X5 X! X5 X3 + 1680X5 X7 X5 X5
+112X5 X0 + 112X X3 + 4032 X5 X7 X5 X3
+4032X5 X7 X0 X5 + 4032X5 X, X5 X3
+1680 X XS X3 X2 +1680X, X0 X2 X5 + 1680 X7 X XS X2
+840 X X1 X5 X5 4+ 1680 X X X2 X5 +1680X5 X2 X5 X}
+1680 X3 X7 X5 X5 + 6720 X5 X ] X5 X3 + 6720X5 X35 Xa X
+6720 X5 XXX T + 1680 X2 X0 Xy X5 + 1680 X3 X XS X3
+1680 X2 X X3 X5 +4032X, XD XS X2 4+ X6 + 112X7°X%
+112X7° X9 + 30X7 X5 + 30X 7 X5 + 112X7 X,)°
+112X7 X5 + X0 + 112X,° X5 4+ 30X5 X5 + 112X9 X0 + X3°

Die beiden Zéhler sind also verschieden. Beide Polynome sind invariant unter
MacWilliams-Transformation (siche Abschnitt 1.4). Es gilt also

1 . :
WDzstg(NRClg)(X -Ty) = Disty(NRC6)(X)

1
und |C'_|2P2<NRCI6)<X : TQ) = Pz(NRClG)(X) .

Sei E die g x g-Einheitsmatrix. Setze W := \%sz)@)E (wie in [Rung96]). Dann ist
der Zéhler Disty(N RCi6) auch invariant unter W, Po(N RC4¢) aber nicht (siche
Programm ZaehlerWinv.mag, ).

1.4 7Z,-lineare Codes

Schreibe © € Z4 als © = 2a + b mit eindeutig bestimmten a,b € {0,1}. Die
Gray-Abbildung G : Z, — F3 ist dann durch x — (a,a + b mod 2) gegeben,
und man erhélt durch koordinatenweise Fortsetzung eine Abbildung G : Z} —
F3". Genauer gesagt: Fiir x = (21,...,%,) mit 2; = 2a; + b; definiere G(x) :=
(a,...,ap,a1 + by mod 2,...,a, + b, mod 2) und setze G(x); := (ai,...,a,)
und G(z)2 := (a1 + by mod 2,...,a, + b, mod 2). Wahlt man auf Z} die Lee-
Metrik und auf F}" die Hamming-Metrik, so ist G eine Isometrie, und das Bild
eines Zy-linearen Codes unter GG ist ein bindrer distanzinvarianter Code, vgl.
[CHKSS94],[Wan97]. Zum Beispiel gilt fiir den Nordstrom-Robinson-Code aus
Beispiel 1.14 NRCis = G(Og), wobei Og den Octacode bezeichnet, welcher
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durch eine Erzeugermatrix der Form

10002111
01003213
00103321
0001313 2

gegeben ist, siehe [ConSlo93].

Wie in Abschnitt 1.1 erldutert, heiflen zwei Codes C},Cy C Z) #quivalent,
falls sie durch Permutation der Koordinaten und Vorzeichenwechsel in bestimm-
ten Koordinaten aus einander hervorgehen, d.h. falls eine Permutationsmatrix P
und Ar, ..., A, € {1,3} existieren, s.d. C; = Cy - (Diag(A1,..., \,) - P) gilt.
Falls alle A; = 1 sind, heilen C; und Cj permutations-dquivalent. Sind C}
und Cy dquivalent, dann sind auch die bindren Codes G(C}) und G(Cy) &dqui-
valent, denn eine Permutation der Koordinaten j und k& in C5 bewirkt Per-
mutation der Koordinaten j mit £ und n + 7 mit n + k in G(Cs); Multipli-
kation einer Koordinate 7 mit 3 in C5 bewirkt Permutation der Koordinaten
j und n + j in G(Cy). Die Umkehrung gilt natiirlich nicht, denn sei zum Bei-
spiel C' C Z3 von (1,0,2) erzeugt und H C FS der binére Code, den man aus
G(C) durch Vertauschen der zweiten und dritten Koordinate erhélt, dann ist
G7Y(H) = {(0,0,0),(1,3,1),(2,0,0),(3,3,1)}. Insbesondere ist G~*(H) nicht li-
near und daher auch nicht dquivalent zu C.

Jeder lineare Code C' C Z} ist permutations-dquivalent zu einem Code mit

Erzeugermatrix
Ek1 [0 ﬁ
0 2B 2v ) °

Dabei ist F; die j x j-Einheitsmatrix. Die Matrizen «, 8 haben Eintrige in Zy,
und die Eintrége in 7 sind aus {0, 1}, siche [ConSlo93]. Ein binérer Code H C Fj"
heiflt Z4-linear, falls ein linearer Code C' C Z} existiert, so dafl H und G(C') dqui-
valent sind.

Im folgenden werden selbstduale Codes C' C Zj genauer untersucht. Im Ge-
gensatz zu bindren Codes existieren iiber Z, selbstduale Codes in beliebigen
Blockléngen. Aus einem selbstdualen Code C' C Zj kann durch Verkiirzen an
einer beliebigen Koordinate j € [n] ein selbstdualer Code C' C Z2~! konstruiert
werden:

Sei C' C Zj selbstdual. Bezeichne mit pr; : Z} — Z, die Projektion auf
die j-te Koordinate, und zu x € Z} sei & = (21,...,%j-1,%jt1,...,T,). Falls
pr;(C) = {0,2} ist, dann setze C' := {y € Z}' | o € C mit & = y und prj(z) =
0}, ansonsten (also falls pr;(C) = Zy) setze C = {y € Z}7' | 3z € C mit & =
y und pr;(z) € {0,2}}. In beiden Fillen ist C ein selbstdualer Codes der Blocklin-
ge n — 1, vgl. [ConSlo93],[Wan97].
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In [ConSlo93] sind die selbstdualen Z4-Codes bis zur Blocklidnge 8 klassifi-
ziert. Es sei an dieser Stelle darauf hingewiesen, daf§ dort in Figure 2 im Baum
am Knoten £ ein Blatt mit der Beschriftung £ .A; fehlt. Auf der Internetseite
[Fields] und in [FGLP98] findet man die Klassifikation bis zur Blocklédnge n = 15.

In diesem Abschnitt soll nun untersucht werden, ob die Distanzzéhler binérer
Codes, die ein selbstduales Urbild unter der Gray-Abbildung haben, invariant
unter Mac-Williams-Transformation sind.

Setze die Gray-Abbildung G : Z} — F2" vermoge
G:Clzy] — C[F"

Z hvgv = Z th(u)z"

vEZY ueF2n
auf die Gruppenalgebren fort. Um die Elemente der beiden Algebren besser un-
terscheiden zu konnen, wird in C[Z}] die Unbestimmte mit Z bezeichnet. Der
Zusammenhang zwischen linearen Codes C' C Z}, ihren Bildern unter der Gray-
Abbildung und den entsprechenden Transformierten ist durch das folgende Lem-
ma gegeben.

Lemma 1.15 Setze fir o, € Z} k(a, ) == Z?:l k(ay, B;) (die Summe ist in
0,008, =0(2)

1. Firo,p € Z} gilt Xgl)(,%o‘) = ¢~ r(f) -Xg()ﬁ)(zG(a)).

Z zu berechnen) mit k(ay, 3;) := {

2. Die Diagramme

a) b)
G 2 G 2
Clzy]* — C[F3"]* Clz3]* — C[F5"]*
0 J J () <.>'{ { v
G G
Clzy] — C[F3"] Clz}] — C[F3"]
mat
i H=>Y hi % S DS i) | 2
veELY ’ ’ neZy \veLy

Y H= Z hy2t =S Z Z iGN D) (50 |

uEFQQ" ’ ’ ue]FQQ" UGFQQ"

kommutieren.
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Beweis: Zu 1.: Fiir n =1 gilt Xgl)(io‘) = X&A‘)(Qﬂ) = i, Betrachte die Tabelle:

o B xS (EY) Gla) GB) X (z6@)
0 x 1 (0,0) = 1
11 i (0,1) (0,1) -1
1 2 -1 (0,1) (1,1) -1
1 3 —i  (0,1) (1,0) 1
2 2 1 (1,1) (1,1) 1
2 3 -1 (1,1) (1,0) -1
3 3 i (1,0) (1,0) ~1

Wie sich aus der Tabelle leicht ablesen 1é83t, gilt die Behauptung fiir n = 1. Fiir
n > 1 folgt

4 0% n 4 S n r— RO i n 2 (o7 r— RO 2 (03

Zu 2. Zeige a): Set H = 3 ;0 hy2" € C[Zy]" beliebig. Dann gilt G(H) =
u 2 v u
> uerzn ha—1z" und G(H)' = @ > uewzn (ZUE]FZ% hG71(v)Xq(J (2 )) 2". Daher

1 k(G (v G (v u
Glp(H)) = > AT g xgh ) (297 | 2

|H| G H(u)
u€FZ™ \veFsn

|
~|G(H)) > | 2 heron@() ) 2t

ueF%" vEF%"

— G(H)'

Teil b) 148t sich analog beweisen. O

Ziel dieses Abschnitts ist der folgende Satz, das Hauptresultat dieses Kapitels:
Satz 1.16 Sei C' C Zj ein Zy-linearer selbstdualer Code. Dann gilt

Dista(G(C))(X) = 5 Disty(G(C)) (X - T4Y)

1
G(CO)]

Zum Beweis dieses Satzes ist es notwendig, Z, zusétzlich mit der Struktur der
Kleinschen-Vierergruppe zu betrachten. Definiere also eine Verkniipfung * durch
die Verkniipfungstafel
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* 01 2 3
0O 01 2 3
1 1 0 3 2
2 2301
3 3210

und setze die Verkniipfung koordinatenweise auf Zj fort. Beziiglich dieser Ver-
kniipfung ist G : (Z},x) — (F3",+) ein Gruppenisomorphismus. Fiir z,y € Z,4
gilt txy = x +y+ 2xy. Falls o, f € Z], setze ave 3 := (a1, ..., a,0,). Es folgt
axfB=a+[F+2aef.

Fiir O C Zy und o € Zj definiere ax C := Y, 2**’ € C[Z}] und
CxC = ﬁzaeca*C’ = ﬁza,ﬁecéa*ﬁ' Dann gilt |a x C| = |C| und
|IC'xC| = |C].

Proposition 1.17 Sei C = C+ C Z} ein selbstdualer Code und sei o € C. Es
gilt (axC) =axC.

Beweis: Es ist (ax () = 10‘ Zuezg ngl)(oz * C)z" und

ok

XEL4)(04 * C) = Z Xz(;l) (201*5) _ Z X1(L4) (5a+ﬁ+2a.g)

BeC BeC
— X784) (ga) Z C4<u,ﬁ+2aoﬁ>
peC
= qu4) (ga) Z <4<u+2aou,ﬂ> _ Xz(;i)(ga) .XS{’)_%C.U(C)
peC
Mit Lemma 1.2 folgt
@) (za
W) = 4 X (E9) - |axC] ut2a0uecl 5
v (ax0) { 0 , sonst ' (3)

Behauptung: u +2c0eu e C < ue axC.

Dann folgt die Aussage der Proposition durch Einsetzen in die Gleichung fiir
(o x C'). Dabei mul man noch beriicksichtigen, daf fir u = axv, v € C, der
Faktor

- ) ) ) 2 402
(4) (za) — jSawa> _ <aa>  g<au> ZQZﬂzl vjay _ q

ist.
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Zum Beweis der Behauptung setze v := a x u. Es folgt u +2ceu=axv+2a e
(axv)=a+v+2aea.

Zeige 2ae a € C: Sei z € C = C+. Es gilt

<2aoa,x>:22a]2-xj:2 Z z; €{0,2}.
j=1 Jj=1

aj51(2)

a € C = O+, daher gilt < a,a >= Z?Zl a? = 0. Die Anzahl der ungeraden
Koordinateneintrige von « ist also durch 4 teilbar. O.B.d.A. seien die Eintrége
aq, ..., aq ungerade und aypyq, - . ., ap gerade (B € Ny geeignet) und die Eintrage
x1,...,2; von x ungerade und 1, ..., x4 gerade (I € Ny, | < 4k geeignet).
Angenommen, < 2a @ o,z >= 2. Dann ist £ > 1 und [ ungerade.

l n
<oa,r >= ZO&jl’j—i‘ Z Oéjl’je{l,g},
j=1 j:l+1v

gerade

d.h. a ¢ C+. Widerspruch.
Wegen o, 2aea € C'und u+ 2000 u = o+ v + 2a o « gilt:
u+t2ceucC & vel. O

Aus dieser Proposition folgen nun zwei Korollare:

Korollar 1.18 Sei C' = C*+ C Z} ein selbstdualer Code. Dann gilt

1 < ~
— . p® .7y — p@)
|C'x Cl9 (O O)X -T7) = BP(Cx C)(X) .
Beweis : Es ist
S 1 -
(4) —_ 6(0{ *ﬁ ,,,,, ag*,Bg
Qe OthC
B1s-ees BgeCl
1 -
“op 2 Puceapel®)
at,..,0g€C
~[Cs Y. Poncy..apoy(X)
at,...,0g€C
e Y g P el € T)
|C"g H:;]:l‘a] * C' ai1xC,..., Ozg*c g
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Die dritte Gleichung gilt nach Proposition 1.17 und die letzte Gleichung gilt nach
Gleichung (1) auf Seite 7. Es folgt

~ 1 1 ~
PCONX) = ferep 2 fep eI
at,...,0g€C
1 .
= . p& .T4)
rop PO T

Korollar 1.19 Sei C = C+ C Z} ein selbstdualer Code und sei o € C. Dann
folgt
~ 1 ~
PP (axC)(X) = WPg<4>(a *C)(X T

Beweis : Analog zum vorherigen Korollar. U

Definition 1.20 Sei H = ZueZZf h,z¥ € C[Z}). H heifit unter Multiplikation mit
3 invariant, falls fiir alle a € Z} h, = h3, gilt.

Ein Code H C Zj ist also genau dann unter Multiplikation mit 3 invariant, wenn
fiir alle « € H auch 3a € H gilt.

Bemerkung 1.21 Sei H € C[Z}] unter Multiplikation mit 3 invariant. Dann ist

der Zéhler Pg(4)(H ) invariant unter den Variablentranspositionen o, der folgen-
den Form:

Sei k € [g] eine feste Koordinate und seien a,b € Zj mit a; = b; fiir alle j €
[g]\{k} und a;, = 1, b, = 3. Dann ist die Variablentransposition o, definiert
durch Ua,b<Xa) = Xb, O'a,b(Xb) = Xa.

Beweis: Nach Definition gilt Pg(4)(H)()~() = . ageH(nglhaj)Xe(al """ ). Sei
k € [g] fest. Da H unter Multiplikation mit 3 invariant ist, gilt ha, = haa,. Fiir
obige 0, ist o,p(X @) = X ar-1danarii-a9)  Eg folgt die Behaup-

tung. 0

Fiir lineare Codes C' C Z} ist H :== CxC = ﬁ > ageC zoxB — zuezz h,z" wegen
3(a* ) = (3a) * (34) invariant unter Multiplikation mit 3, denn:
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! 2laxfB=v :L &, 3 2 a)* (36) = v
hy —ml{(a,ﬁ)eC | ax 3 =v}| ,C|!{( ,B) € C7 [ (3&) * (30) = v}
1

= W{@,@ €C?|axf=v}=hs

Korollar 1.22 Fiir einen Zy-linearen Code C' C Z} ist der Zdihler Pg(4)(C' *C)
invariant unter den Variablentranspositionen ogy.

Bezeichne nun mit 7 den C-Algebrahomomorphismus

7:C| a]aezi - C[Xb]belb‘zg

Xo = X, X6(a)

und setze X = (Xo, . . ,X4g,1). Es gilt

X (1) (%8 ,...,00%
T(Pg(C* C)(X)) = W Z ) T(X ( 1%01,., g 69))
Bsleo
. 1 (2 n)(oq,ﬁl .... ag—By) _ .
o 2 X = Disty(G(C))(X)

Setze o := U(l) (1) und oy := 0'(3) (3)

1/°\3 1)

Lemma 1.23 Fiir beliebige (31, 32 € Z} gilt

(oW @) | aw)) = (Y0, V2 oY, YoYs, Yo,

}/1}/37 }/1}/2, }/22’ }/’2}/?37 }/:32’ }/—2}/3,
YoYs, Y1Ys, Y15, Yb}/?))s(ﬂlﬂz)

— Y <(G(61),G(52))
mit Y = X - T\,

Beweis: Nachrechnen. Wie das Programm T2Lemma .mws zeigt, gilt

X = (Y2 YoV1, Y2 oY1, YoYa, ViYa, VY5, YoV,
X(l:XG(a)lXG(a)2 ,CLGZZ

Yy, YaYs, Y3, YaYa, YoYa, YoYa, Y1V, Y1Y2) .
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Mlt U = (UQ, Ul, UQ, Ug) lllld V = (Ug, UQUl, U12, U()Ul, UQUQ, U()Ug, UlUg, UlUQ,
U22, U2U3, Ug?, UQUg, UOU2, U1U2, U1U3, U()Ug) gllt fiir beheblge 61, 52 € ZZ die Glei-

chung
VeBrb2) — [re(G(B1).G(B2))

Damit sich das Ergebnis der Berechnung mit dem Programm T2Lemma.mws und
der Vektor V fiir U := Y nicht mehr in den Koordinaten 6,8,14 und 16 unter-
scheiden, miissen die Eintrdge an den Stellen 6 und 8 bzw. 14 und 16 vertauscht
werden. Dies erledigen die Variablentranspositionen o; und os. U

Als Korollar erhédlt man nun Satz 1.16:

Sei C' C Z} ein selbstdualer Code. Dann gilt

. 1
Dista(G(C))(X) = (P (€ (X)) = 7 (1P (€ ) (X 14 )
<|Cl2 o100 (P(CxO)W)) ‘W:X_T2(4))
1 *, Q2% 02
= W Z T <01 OO—Q(WG(al B1,a2%3 )‘W:X-T2(4)>
e
Mit obigem Lemma 1.23 folgt
; 1 el —P1,a2—02
DZStQ(G(C))(X) = ‘CY_|2 Z Y ( b, p )‘Y:X-TQQ)
ay1,ap€G(C)
B1,82€G(C)
|O|2Dzstz(G<C>>(X - 137)
Damit ist Satz 1.16 bewiesen. [

Um auf diesem Weg einen analogen Satz fiir den Grad 3 Zéhler Dist3(G(C))
eines selbstdualen Z,-Codes C' zu beweisen, miiffite man eine Aussage analog zu
Lemma 1.23 fiir die Matrizen T3(4) und T3(2) zeigen. Setzt man X := (X, ..., X7),
Y =X. T?)(Q) und definiert X = (Xa)a622 durch X, := X6(a)1 XG(a)s 50 sollte gel-

ten, daB jeder Koordinateneintrag in X - T, 354) ein Produkt von Eintrdgen des Vek-

tors V' ist (analog Lemma 1.23). Leider zeigt das Programm T3gehtnicht.mws,
daB Xo = X ,1,1)r sich nicht als Produkt zweier Eintrige in Y schreiben laft.

Ein dhnliches Problem tritt an einer anderen Stelle auf. Fiir Grad g = 1 beweist
man Satz 1.16 wie folgt, siche auch [RaS98|, [Wan97]: Fiir Z,-lineare Codes C' C
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Zy sei Lee(C)(X,Y) = Y, oo X2 Lee@ylecl@) der Lee-Gewichtszihler von C.
Es gilt

PP(G(0))(X,Y) = Lee(C)(X,Y) = PP (C) (X2, XY, Y% XY) .

Da die Gray-Abbildung eine Isometrie und C' als Zy-linearer Code distanzin-
variant ist, gilt Dist;(G(C)) = PfQ)(G(C)). Fiir selbtduale Codes C' erbt der

Lee-Gewichtszihler Lee(C) die MacWilliams-Identitat von PY(C), denn es gilt
mit W= (X2, XY, Y2, XY)

1

Lee(O)(XY) = POW) = i P(OW - 1)
= ﬁpw(c)((x +Y)L XY (X -Y)E X2 -Y?)
= |—é|Lee(C)(X +Y,X-Y).

Es folgt die MacWilliams-Identitét fir Dist;(G(C)).

Versucht man nun, einen Grad 2 Lee-Gewichtszdhler zu definieren, so soll-
te dieser Zahler in Analogie zum Grad 1 Fall die folgenden Elgenschaften ha-
ben: Er sollte erstens durch Spez1ahsleren der Variablen in P (C’) konstruierbar
sein, wobei zwischen Variablen in P (C’)(X ) der Form X (1,7 und X(&*)T bzw.
X(* yr und X (v,3)7 Wegen Lee(1) = Lee(3) = 1 nicht mehr unterschieden werden

sollte. Zweitens sollte er mit dem Zahler P(2)(G(C)) tibereinstimmen. Diese bei-
den Forderungen konnen jedoch nicht gleichzeitig erfiillt werden: Im Lee-Zéhler
soll zwischen den Variablen X (1,37 und X @,nyr nicht unterschieden werden, der
binédre Ziahler Py(G(C)) unterscheldet aber sehr wohl zwischen G((1,3)7) = ((1)(1))
und G((1,1)7) = ( 01) Ein noch einfacheres Argument ist, dafl der das Lee-

Gewicht respektierende Zahler dann ein Polynom in den 9 Variablen X(O 0)7
XlO)T XQOT XOlT X(llT X21T XOQ)T X12)T X22T Ware PQ(G(C))
ist aber nur ein Polynom in 8 Variablen.

Im Programm T3gehtnicht.mws wird der Restterm R := X 21

Xa=Xc(a), XG(a)y:0€L]
=Y - Yy, unter anderem fiir j = 2 und £ = 6 "am kleinsten”, d.h. es treten die
wenigsten Summanden auf. In diesem Fall gilt

R=4|X X X, i\ X, 1\ —X X - X, 1\ X )
((Z) ()7 T ) (%))
Wenn man nun in den ersten beiden Summanden jeweils in den Indices in der

zweiten Zeile 1 und 0 vertauschen diirfte, dann wiirde R = 0 folgen. Dabei wiirde
man natiirlich den Fehler begehen, dafl man zuvor die Koordinaten in den Indices
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mit Eintrag 3 € Z, als (1,0) iibersetzt hat, und diese nun an den Stellen, wo es
nicht pafit, durch (0, 1) ersetzt. Das Problem liegt hier also ebenfalls darin, daf
beim Ubergang zum binéren Zihler die Ziffern 1,3 € Z4 nicht beliebig in (1,0)
oder (0, 1) iibersetzt werden diirfen.

Da es nun nicht gelungen ist, Satz 1.16 fiir ¢ > 3 zu beweisen, konnte
man versuchen, ein Gegenbeispiel zu konstruieren, d.h. einen selbstdualen Co-
de C' C Z} anzugeben, so dafl Dist3(G(C')) nicht invariant unter MacWilliams-
Transformation ist. Mit den Codes der Blocklinge < 8 aus [ConSlo93] 1&8t sich
allerdings kein Gegenbeispiel konstruieren, denn es gilt:

Lemma 1.24 Fiir die Codes aus der Liste in Figure 2. in [ConSlo93] Ay, DY, EF,
&L, Ks, K, Og gilt D’G(C) = Dq (). Fiir D§, DS, Ls gilt D’G(C) = 0(Dg(c)), wobei
die Permutation o im Fall von DY durch o := (2 8)(4 10)(6 12) und im Fall von
D bzw. Lg durch o = (2 10)(4 12)(6 14)(8 16) gegeben ist.

Beweis: Nachrechnen mit den Programmen Al.mag, D4oplus.mag, D6oplus.mag,
E7plus.mag, D8oplus.mag, E8oplus.mag, 08.mag, L8.mag, K8.mag und
K8Strich.mag. U

Korollar 1.25 Fir die unzerlegbaren Codes C' aus der Liste in [ConSlo93], Fi-
gure 2, qilt fiir beliebigen Grad g die Gleichung

Dist,(G(C))(X) = Disty(G(C))(X -T2y .

o
[G(C))e

Beweis: Mit Gleichung (2) auf Seite 9 folgt die Behauptung. O

Bezeichne wie in [ConSlo93] die Abbildung 3 : Z} — FJ',  — x mod 2.

Bemerkung 1.26 Sei C' C Z} ein linearer Code und Cy := kern(f3|c) der gerade
Teilcode von C, d.h. der Code, der aus den Codeworten von C' mit lauter geraden
Koordinateneintréigen besteht. Falls [C': Cy] < 2 gilt, so ist G(C) linear. Ist C
zusitzlich selbstdual, so ist G(C') selbstdual, und fiir alle Grade g ist der Zahler
Dist,(G(C)) invariant unter MacWilliams-Transformation.

Beweis: Fiir [C': Cy] = 1 gilt C' = Cp, und G(Cp) ist linear. Sei also [C' : Cy] = 2.
Dann gilt C' = CyU(a+Cp) fiir ein a € C\Cy. Es folgt G(C') = G(Co) UG (a+Cy).
Fir 8 € Cy ist ax 8 = «a + 3, daher gilt G(a + ) = G(a) + G(B) und
G(C) = G(Cy) U (G(a) + G(Cy)), also ist G(C) linear. Es ist Cy € Ci- und
nach Lemma 1.15 gilt G(Cy) = ¥(G(Cy)) = G(Cy)t, also G(Cy) C G(Cy)*.
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Mit P (G(C))(1,1) = chﬂpl(G(C))(Q,O) fiir selbstduales C folgt |G(C)| = 2™
Wegen P (G(C)*) = P(G(C)) ist |G(C)H| = |G(C)|. Fiir C = Cy folgt also
G(C) = G(C)*, und im anderen Fall C' = Cy U (a + Cp) erhélt man ebenfalls
G(C) = G(C)*. Denn fiir festes 3 € C gilt fiir alle y € C = C* k(8,7) = 0(4),
und mit Lemma 1.15 folgt x5 (G(C)) = X (C) = 0, also G(8) € G(C)*. Da-
her ergibt sich G(C') € G(C)*+. Mit |G(C)| = |G(C)*| folgt die Behauptung. Die
Aussage iiber den Distanzzihler ist klar. d

Aus der Bemerkung 1.26 folgt die Aussage in Korollar 1.25 sofort fiir die Codes
T, DY, DY AT und Ky, aus [ConSlo93].

Korollar 1.27 Sei C = () x...xCy C Z} ein selbstdualer Code, der sich in Co-
des C; zerlegen lifit, mit der Figenschaft C; € {Ay, DY, Dg,EF, DS, &, OF, Ls,
ICs}, oder C; = Kay, fiir geeignetes m € N, oder [C; : (C)o] < 2. Dann ist der
Grad g Distanzzihler Disty(G(C)) invariant unter Mac Williams- Transformation.
Insbesondere gilt diese Aussage fiir alle selbstdualen Codes der Blocklinge < 8.

Beweis : Folgt mit Proposition 1.13. U

Sollte es wirklich einen selbstdualen Code C' C Z} geben, fiir den der Distanzzéh-
ler Dist3(G(C')) nicht invariant unter MacWilliams-Transformation ist, so gilt
alson > 8. Als Indiz dafiir, daf eventuell bei grofleren Blocklédngen durchaus noch
so ein Code gefunden werden kénnte, betrachte man den bindren Reed-Muller-
Code RM (1,5) C F32. Dieser ist Zy-linear, also zu einem Code C' dquivalent, der
unter der Gray-Abbildung ein Z-lineares Urbild hat. Der duale Code RM(1,5)+ =
RM(3,5) ist aber nicht Zj-linear, [Wan97]. Der duale Code eines binédren Zg4-
linearen Codes ist somit nicht notwendig Z,-linear. RM (1,5) scheint das (zur
Zeit 7) kleinste bekannte Beispiel fiir diesen Sachverhalt zu sein.

Bemerkung 1.28 Der Beweis von Satz 1.16 impliziert auch fiir den Gewichts-
zéhler PQ(Q)(G(C)) eines selbstdualen Codes C' C Z} die Identitét

L OGO (X -1 .

(2) _

Nach Satz 1.5 gilt P{V(C)(X) = 2z P (C)(X - Ty"). Wegen 7(P;”(C)(X)) =

PP(G(C))(X), und da C trivialerweise invariant unter Multiplikation mit 3 ist,
folgt die Behauptung.
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Es ergibt sich die gleiche Frage fiir Gewichtszéhler: Angenommen, C' C Z} sei
eir12 beliebiger selbstdualer (230de. Gilt dann2fi'1r g > 3 die MacWilliams-Gleichung
PP(GONX) = e Py (GONX - 1) 2

Im Fall der Gewichtszéhler ist die Antwort leichter zu geben. Wie oben beschrie-
ben, ist es schon fiir Grad ¢ = 2 nicht moglich, einen Lee-Gewichtszéhler zu
definieren, der einerseits das Lee-Gewicht respektiert, und andererseits mit dem
Grad 2 Gewichtszédhler P»(G(C')) tibereinstimmt. Die Aussage fiir Gewichtszahler
fiir g > 2 auf diese Art beweisen zu wollen, muf3 also scheitern. Gliicklicherweise
kann im Fall der Gewichtszéhler die Antwort durch Angabe von Gegenbeispielen
gefunden werden:

Bemerkung 1.29 Fiir die Codes D, & und Oy aus Figure 2 in [ConSlo93] gilt
1. G(Dg) = o(G(Dy)), wobei o € Si3 in Lemma 1.24 angegeben ist.
2. G(&) ist nicht dquivalent zu G(E7).
3. G(Og)’ ist nicht dquivalent zu G(Og).

4. P3(G(&F)) und P3(G(Og)) sind nicht invariant unter MacWilliams-Trans-
formation.

Beweis: Die Richtigkeit der Aussage in 1. rechnet man mit dem Programm
GD6oplus.mag nach. Zu 2. und 3.: Beide Aussagen folgen aus 4.; bzw. man rech-
net mit den Programmen GE7plus.mag und GO8.mag nach, daf in G(&) =
Z“@Fz“ hyz* und G(Og)" = Euerm h.z" negative Koeffizienten auftreten. Zum

Beweis von 4.: Die Zéhler P3(G(&5)) bzw. P3(G(Og)) werden mit den Program-
men P3GE7plus.mag bzw. P3G08.mag berechnet. Die Ergebnisse dieser Berech-
nungen stehen in den Dateien P3GE7pluszaehler bzw. P3G08zaehler. Diese
konnen unter MAGMA mit dem restore-Befehl geladen werden. Die Programme
P3GE7plusMacW.mag bzw. P3G08MacW.mag berechnen die MacWilliams-Transfor-
mierte von P3(G(EF)) bzw. P3(G(Og)). Die Ergebnisse stehen in den Datei-
en P3GE7plusMacWzaehler bzw. P3G08MacWzaehler. Die MacWilliams-Transfor-
mierten der Zihler P3(G(E7F)) bzw. P3(G(Og)) enthalten negative Koeffizienten.

O

Fiir bindre Codes C; C Fy und Cy C FJ gilt P,(Cy x Co) = P,(Cy) - P,(Cy),
siehe [Rung96]. Da G(A;) und G(DY) selbstduale Codes sind, ist £ der selbst-
duale Code C kleinster Blocklinge (modulo Aquivalenz), fiir den der Grad 3
Gewichtszahler P;(G(C)) nicht invariant unter MacWilliams-Transformation ist.
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2 Thetareihen zu periodischen Punktmengen

2.1 Das Kugelpackungsproblem

Als Motivation fiir die ndchsten Kapitel sei an das Kugelpackungsproblem im n-
dimensionalen euklidischen Raum R™ erinnert. Dabei geht es um die Frage, wie
dicht man n-dimensionale Kugeln gleicher Gréfie in den R™ packen kann (siche
dazu auch [ConSlo99], [Rog64], [Zong99]). Zu Beginn dieses Abschnitts werden
einige Bezeichnungen und Schreibweisen eingefiihrt, die spéter benétigt werden.

Betrachte den (R”, (.,.)) zusammen mit dem Standardskalarprodukt (z,y) =
>, xy;. Die Vektoren x € R™ werden in dieser Arbeit als Spaltenvektoren ge-
schrieben. Die Norm N(x) eines Vektors x € R" ist seine Quadratliange, d.h. es
gilt N(x) := (x,x).

Ein Gitter L C R™ ist eine diskrete Untergruppe der additiven Gruppe (R", +)
von vollem Rang, d.h. es existiert eine Basis by,...,b, € R® mit L = Zb, + ...+
Zb,,. Die Matrix Q = (by,...,b,)T heiBt eine Erzeugermatriz des Gitters L, und
Gram(L) := Q- Q" = ((bj, b))}y ist die Gram-Matriz von L beziiglich der Ba-
sis by, ..., b,. Man beachte, dafl die Gittervektoren by, ..., b, in den Zeilen von {2
stehen. Es bezeichnet det L := det(Gram(L)) die Determinante von L. Diese ist
eine Invariante des Gitters, d.h. unabhéngig von der Wahl der Basis, und fiir das
Volumen eines Fundamentalbereichs des Gitters gilt vol(R"/L) = v/det L, siehe
[Ebe02]. Das zu L duale Gitter wird mit L* := {y € R" | (y, L) C Z} bezeichnet.
Ein Gitter L mit L C L* heiit ganzzahlig, und L heifit gerade, falls N(x) € 2Z
fiir alle x € L gilt.

Eine periodische Punktmenge A ist eine disjunkte, endliche Vereinigung von
Translaten eines fest gewahlten Gitters L, d.h.

M
A=+ 1)
j=1
mit wuy,...,uy € R" und u; —u, € L fiir alle j # k, (j, k) € [M]*. Die letzte
Bedingung ist dquivalent zur Disjunktheit der Translate u; + L und u, + L.

Einer periodischen Punktmenge, oder allgemeiner einer diskreten Menge X C
R™, kann man eine Kugelpackung P zuordnen, indem man die Punkte x € X als
Mittelpunkte von n-dimensionalen Kugeln B, (x) vom Radius r auffafit,

P=J B .

Dabei diirfen sich die Kugeln hochstens in jeweils einem Punkt beriihren, d.h.
der Packungsradius r ist kleiner gleich dem groftmoglichen Radius 7,,4,, s.d.
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|Brae (@) N B, (y)| < 1 fiir x # y gilt. Das Minimum min(X) einer diskreten
Menge X C R" ist durch

min(X) := min N(z —vy)
T,y€
Ty

gegeben. Fiir den maximalen Packungsradius gilt also rZ,,, = min(X).

Die Kuf$zahl T einer Kugelpackung P ist die groitmogliche Anzahl an Kugeln
in P, die eine feste Kugel in P beriihren. Die Dichte einer periodischen Kugel-
packung P C R"”, d.h. die Kugelmittelpunkte bilden eine periodische Punktmenge

A = UM, (u; + L), ist durch die Formel

A — M-V, -r"
F vdet L

gegeben, siche [ConSlo99]. Dabei bezeichnet V;, das Volumen der n-dimensionalen
Einheitskugel und r den Packungsradius. Oftmals verwendet man als Maf fiir die
Dichte auch die center density op := Ap/V,.

Die (obere) Dichte A}, einer beliebigen Kugelpackung P kann durch die Dich-
te periodischer Kugelpackungen beliebig genau approximiert werden. Das kann
man sich wie folgt iiberlegen:

Bezeichne mit W, := {z € R" | |z1],...,|z,] < 3} den n-dimensionalen
Einheitswiirfel. Zu einer diskreten Menge X C R" sind die obere Dichte

1 rm. V
AT(X) := limsup —— - vol(B,(z)) = limsu -
By (z)NIWn#0 Br(z)NIWn#0

und die untere Dichte

_ . . 1 . . r' - vn
By (x)ClWnp By (x)ClWnp

der zu X gehorenden Kugelpackung mit Packungsradius r definiert. In dieser
Notation bezeichnet vol(A) das n-dimensionale Volumen von A C R". Sei nun
eine diskrete Menge X mit AT(X) > 0 und ein € > 0 vorgegeben. Gesucht ist
eine periodische Kugelpackung P, fiir deren Dichte |AT(X) — dp| < € gilt. Nach
der Definition der oberen Dichte AT (X)) existiert ein I > 0 mit

T VA = vol ((I 4 2r)W,,) — vol(IW,,)
2, <z wd wol(IW,) =

DN

reX
By (z)NIWn #0
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Weiterhin gilt vol(({ + 2r)W,,) > vol(IW,,) + > ecex, Bo@)ziw,, 7"V, woraus mit der

‘ ‘ By (z)NIWp £0
Dreiecksungleichung

At - YL 'nv" <e
z€X, Br(z)CIW,,

folgt. Sei {u1,...,un} = {& € X | B,(z) C IW,}. Dann hat die zu A :=
UL, (u;+1Z") gehsrende Kugelpackung P die Dichte Ap = 3 By (x) LW, T
und leistet somit das gewiinschte. Einen #hnlichen Beweis findet man in [CoEl03]
im Anhang A.

Die Dichte-Formel fiir periodische Packungen héngt von der Anzahl der Trans-
late M, der Determinante des Gitters det L und dem Packungsradius r ab. Es ist
immer moglich, durch geeignetes Skalieren einer periodischen Packung (der zu-
grunde liegenden periodischen Punktmenge A) mit einem fest gew#hlten a € R,
d.h. durch Multiplikation eines jeden Vektors mit «, zu erreichen, daf det L = M?
gilt. In diesem Fall gilt nach obiger Dichte-Formel fiir periodische Packungen fiir
die center density von P

min(A) "
2n
Um eine dichte Kugelpackung zu erhalten, ist man bei dieser Art der Normierung
daran interessiert, eine periodische Punktmenge A mit det L = M? zu finden, de-
ren Minimum min(A) moglichst groff ist. Im Kapiel 5 dieser Arbeit wird die
Existenz einer solchen Kugelpackung mit einer bestimmten vorgegebenen The-
tareihe diskutiert.

op =

Die Distanzverteilung einer periodischen Punktmenge A = Uj]‘/il(uj + L) ist
durch die Folge (d;)jcs, J := {N(up, — up, + ) | (k1, ko, z) € [M]* x L} mit

1 :
dj = MH(/ﬁ?kz;l’) € [MJ? x L | N(uy, —ug, + ) = j}|

gegeben. d; ist also die durchschnittliche Anzahl der Punkte aus der periodischen
Punktmenge, die zu Verschiebungsvektoren uy den euklidischen Abstand /7 ha-
ben (mit Vielfachheit gezéhlt). A heifit distanzinvariant, falls fir alle v € [M]

die Folgen (d\");e; mit d) = L|{(k,z) € [M] x L | N(ug, — u, + z) = j}|
ubereinstimmen.

Zur Verdeutlichung dieses Sachverhaltes wird noch eine andere Sichtweise an-
gegeben, auf die im Abschnitt 2.3 noch einmal eingegangen wird.

Zu einer periodischen Punktmenge A = Ujj‘il(Uj + L) betrachte die Menge
St(A) = {ug, —up, + | (k1, ko, ) € [M]* x L} = U($+3t) ;

xeL
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wobei der Stern st durch st := {ug, —ux, | k € [M]?} gegeben ist. Man erhlt
also die Menge St(A), indem man an jeden Gitterpunkt den Vektorstern st klebt.
Ordnet man den Elementen y € St(A) Gewichte

1
ny = 37 (ks ko, ) € [MP XL | wy — i, + 2 =y}

zu, so ist die Distanzverteilung von A durch die Abstandsverteilung von St(A)
beziiglich 0 unter Beriicksichtigung der Gewichte 7, gegeben, d.h. fiir alle j € J

gilt
dj = Z My -
yESt(A_)

N(y)=j

Zur Veranschaulichung betrachte man folgendes Beispiel:

A=LU(uy+L)U (us+ L) St(A)
o ° [o) o U2 o ° > ° [¢] ° ° o o U2 . o °
up =0 0

In diesem Bild werden die Punkte des Gitters L durch Kreise dargestellt und die
Punkte der Translate des Gitters durch die schwarzen Punkte. Im rechten Teil
des Bildes sind die Gitterpunkte mit 1 und die {ibrigen Punkte mit je 1/3 zu
gewichten.

2.2 Modulformen

In diesem Abschnitt werden Schreibweisen und grundlegende Sachverhalte iiber
Modulformen bereitgestellt, die in spateren Abschnitten benttigt werden. Als
Referenz sei auf [Frei83] und [Frei9l] verwiesen. Die Notation aus diesen Quellen
wird hier iibernommen.

Fiir n x n-Matrizen A und n x k-Matrizen G sei A[G] := GT AG, wobei GT
die transponierte Matrix von GG bezeichnet. 2g x 2g-Matrizen

v=(¢p)
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werden in Blocke A, B, C, D zerlegt, wobei jeder Block eine g x g-Matrix ist. Die
Matrix E bezeichnet in dieser Arbeit immer die Einheitsmatrix, und es wird aus
dem Zusammenhang klar werden, wieviele Zeilen die Matrix jeweils besitzt. Setze

0 F
r=( %0

dann ist die symplektische Gruppe Spy(R) definiert durch
Spy(R) :={M € GLyy(R) | I[M] =1} .

Eine Matrix M € Sp,(R) mit Blocken A, B, C, D erfiillt die symplektischen Re-
lationen

ATD-C'B=FE, ATCc=C"4A, B'™D=D"B.
Die Inverse einer Matrix M € Sp,(R) in Blockgestalt ist durch

. DT —BT
= (Lo )

gegeben. Eine Matrix M € Sp,(R) heiit projektiv rational, falls ein ¢t € R\{0}
existiert, s.d. tM rational ist.

Die symplektische Gruppe Sp,(R) operiert auf der Siegelschen Halbebene
H, :={Z=2" € C99 | Im(Z) > 0} durch
Spg(R) x H, — H,
(M,Z) w M(Z):=(AZ+ B)(CZ+D)™*
Die Siegelsche Modulgruppe Spy(Z) := Spy(R) NG Lyy(Z) ist eine diskrete Unter-

gruppe von Spy(R) und operiert daher eigentlich diskontinuierlich auf H, siehe
[Frei83]. Zu [ € N sei wie iiblich

Lyol) :={M € Spy(Z) | C =0 mod I}

Loi(l) ={M eT,0(l) | A,D=FE mod [}

Ly(l) :=={M € Spy(Z) | M = E mod l}
Die Gruppe I'y(l) heiBBt Hauptkongruenzgruppe der Stufe I, und es gilt I'y(l) C
L,1(l) € Tyo(l). Eine Modulgruppe I' C Sp,(R) heifit Kongruenzgruppe , falls es
eine natiirliche Zahl [ mit I'j(l) C I' gibt. Die Sequenz

1— T, (1) “L Spy(Z) 22" Spy(Z/1Z) — 1

ist exakt. Insbesondere hat I'y({) endlichen Index in Sp,(Z). Damit hat auch jede
Kongruenzgruppe I' C Sp,(Z) endlichen Index in Sp,(Z). Fiir die Menge

I (1) :={M el ()| B=0 mod 2}
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gilt I'y(1) C Fg(l) fiir gerades [, und fiir ungerades [ gilt I'y(2]) C Fg(l). Es ist
leicht zu verifizieren, daf3 Fg%(l) fiir beliebiges [ € N eine Untergruppe von I' 1 (/)

ist. Die im néchsten Abschnitt definierten Average-Thetareihen sind Modulfor-

men zur ng(l) fiir geeignetes [, wenn die Differenzen der Vektoren der zugrunde

liegenden periodischen Punktmenge ganzzahlige Norm haben, siche Korollar 2.24.

Im folgenden wird der Begriff des Multiplikatorsystems eingefiihrt, vgl. [Frei91].
Zu M € Spy(R) besitzt die Abbildung Z — det(C'Z + D) eine holomorphe Wur-
zel h(Z), die bis auf das Vorzeichen eindeutig bestimmt ist. Fiir alle nachfol-
genden Betrachtungen sei jetzt eine dieser Wurzeln fest gewéhlt. Diese wird mit

/det(CZ + D) bezeichnet. Setze

Jo(M, Z) .= (det(CZ + D))*, 2k € Z.
Zu jedem k € 17 existiert eine Abbildung wy, : Spy(R) X Spy(R) — {£1} mit
Jo(MN, Z) = wp(M,N) - J(M, N(Z)) - Jo(N, Z)
und es gilt wy = 1 genau dann, wenn k € Z ist, [Frei91].

Definition 2.1 Sei I' C Sp,(R) eine Kongruenzgruppe. Eine Abbildung
X : ' — C* = C\{0} heiit Multiplikatorsystem vom Gewicht k (2k € Z) genau
dann, wenn die Bedingungen

1. x(MN) =wi(M,N)-x(M)-x(N) fir alle M, N € T.
2. X(—E)-det(0-Z — E)* =1, falls —F € T.
erfiillt sind.

Ein Multiplikatorsystem von ganzzahligem Gewicht ist ein Charakter auf I'.
Wie in [Frei91] werden auch hier nur Multiplikatorsysteme y betrachtet, die auf
einer geeigneten Kongruenzunterguppe I'y von I' mit einer Potenz des Theta-
Multiplikatorsystems xy libereinstimmen, d.h. es soll

X‘FO = Xﬁ|?0

fiir ein geeignetes r € Ny gelten. Die Existenz dieses Multiplikator-Systems ist
durch das nachfolgende Lemma gegeben:

Lemma 2.2 (Propositionen 5.1 und 5.5, Seite 21f in [Frei91])
Die Thetareihe 9(Z) = > cpnexp(wiZlgl), Z € Hy, ist eine Modulform vom

Gewicht % beziiglich der Thetagruppe

Ly = {M = ( é g ) S Spg(Z)‘ AB”T und CD” haben gerade DiaQOnalemtrdge}
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und beziiglich eines bestimmten Multiplikatorsystems xy (dem sogenannten Theta-
Multiplikatorsystem), d.h. es gilt

VW M{(Z)) = xo(M)\/det(CZ + D) - 9(Z)
fir alle M € Ty, 9. Fir jedes solche M st x9(M) eine achte Einheitswurzel.

Wie in [Frei91], Kapiel II, Abschnitt 7, gezeigt wird, stimmt y, fiir gerade Gitter
der Stufe [ und Gram-Matrix S mit dem in dieser Arbeit in Satz 2.22 definierten
Multiplikator iiberein (siche dazu auch [AnMaT75]).

Fiir Matrizen M € Sp,(R) und Funktionen f : H; — C definiere den Slash-
Operator durch

fle M:=det(CZ+ D)™ f(M(Z)), 2k € Z.
Es gilt fl.(MN) = wy(M,N) - (f[xM)[sN.

Definition 2.3 Sei f : H; — C eine holomorphe Funktion, I' C Sp,(R) eine
Kongruenzgruppe und y : I' — C* ein Multiplikatorsystem. f heifit Modulform
vom Gewicht k € Z zu ' und zum Multiplikator x, falls gilt:

L. flg M=x(M)- f fir alle M €T

2. f |k N ist fiir alle projektiv rationalen Matrizen N € Sp,(R) in Bereichen
der Art {Z =X +iY e H, | Y > Y, > 0} beschrénkt.

Dabei geniigt es in der zweiten Bedingung, wenn N ein Vertretersystem der
Nebenklassen I'N, N € Spy(Z), durchlduft (siche [Frei83]). Falls g > 1 ist,
folgt 2. schon aus 1. und der Holomorphie von f nach dem Koecherprinzip,
[Frei83]. Die Bedingung 2. ist dquivalent dazu, da fiir die zu betrachtenden
projektiv rationalen Matrizen N € Sp,(R) in der Fourierentwicklung f[,N(Z) =
Yo ape™T2) fiir die Koeffizienten die Implikation ap # 0 = T > 0 gilt,
siche [Frei83]. In dieser Notation bezeichnet o(7'Z) die Spur der Matrix T'Z.
Zu einer Kongruenzgruppe I' C Sp,(R) definiere
A B - B
F|<I>.:{M:(CD)ESpg_l(]R)‘M:< D)EF} ,
. ox A O ~ 0 B = 0 0 ~ 1 0
WObelA.—(O 1),B.—<O 0 ),C’.—(C 0),D.—(0 D)
gesetzt sind. IT'|® ist dann ebenfalls eine Kongruenzgruppe. In der Notation von

[Frei83], [Frei9l] bezeichne den C-Vektorraum der Modulformen vom Gewicht k
zu I und zum Multiplikator x mit [T, k, x]. Falls x(M) = 1 fiir alle M € T gilt,

Qe
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148t man die Angabe des Multiplikators weg und schreibt einfach [I', k]. Zu festem
[, k, x ist der Raum [I', k, x| endlich dimensional, insbesondere ist eine Modul-
form f € [[', k, x| durch endlich viele Fourierkoeffizienten bestimmt. Nach obiger
Voraussetzung existiert ndmlich eine Hauptkongruenzgruppe I'y C T, fiir die x|r,
Werte in den 8-ten Einheitswurzeln annimmt. Sei B eine Basis von [Ig, k, x| und
fo € B. dann ist fJ - B C [T, 8k, x®] = [, 8k] und nach [Frei83] ist [T, 8k]
endlich dimensional (siche dort Theorem 6.11. in Kapitel 2).

Der Siegelsche ®-Operator
(f12)(Z) = lim £ ((§ %))
liefert eine C-lineare Abbildung

kXl — [[19,k,X]
fo=fl®

wobei ¥ durch Y(M)-(det(CZ+ D))* = x(M)- (det (é( 50+ b))k definiert

ist, siehe [Frei91]. Da f(Z) = > p_prs are™T?) ¢ [T, k, x] in Bereichen der Art
Y > Yy > 0 gleichméBig konvergiert, kann man den ®-Operator gliedweise auf
die Reihe anwenden.

Definition 2.4 Sei f € [T, k, x|. f heiit Spitzenform, falls (f|.N)|® = 0 fiir alle
projektiv rationalen Matrizen N € Sp,(R) gilt.

Auch hier reicht es wieder, ein Vertretersystem der Linksnebenklassen I'N, N €
Spy(Z) zu betrachten. Der C-Vektorraum der Spitzenformen wird mit [I', k, x]o
(bzw. [I', k]o) bezeichnet. Eine Modulform f ist genau dann eine Spitzenform,
wenn fiir alle projektiv rationalen Matrizen N fiir die Koeffizienten in der Ent-
wicklung flxN(Z) = Y r_prsgare™ T2 die Aussage ap # 0 = T > 0 gilt
(Beweis analog [Frei83]). -

Satz 2.5 Sei I' eine Kongruenzgruppe, x : I' — C* ein Multiplikatorsystem
und N € Spy(R) eine projektiv rationale Matriz. Dann ist auch N7'I'N eine
Kongruenzgruppe und die Abbildung

[ kx] — [NTTN kX"
o= [N
ist ein Isomorphismus. Dabei ist YN (N'MN) := x (M )-wy(M, N)w(N, N"'MN)
fiir M € T' gesetzt.

Zum Beweis siehe [Frei83] und [Frei9l]. Die Aussage des Satzes bleibt natiirlich
giiltig, wenn man die Matrix N € Sp,(R) durch ein Vielfaches tN mit ¢t € R\{0}
ersetzt.
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Beispiel 2.6 Sei L C R" ein Gitter und S eine Gram-Matrix von L. Dann ist
die Thetareihe vom Grad g zu L durch

19(Lg)(Z) = Z o (S1G)-2) , Z € Hy,

Geznx9

gegeben. 1929) ist eine holomorphe Funktion auf H,. Wenn L ein gerades Gitter
ist und [ die Stufe von L bezeichnet (d.h. [ ist die kleinste natiirliche Zahl, fiir
die [S™! eine gerade Matrix ist), so ist 19(57) eine Modulform vom Gewicht n/2 zur
Gruppe I'yo(l) und einem geeigneten Multiplikator x, siche [AnMa75|, [Frei83],
[Frei91] bzw. Satz 2.22 in dieser Arbeit. Skaliert man nun das Gitter mit 1 , (dh.

man multipliziert die Punktmenge mit diesem Faktor), so erhélt man ein Gltter

L= \%L. Es gilt 19%9)(2) = 19(Lg)(Z/2). Mit N := ( ” %% > gilt nach obigem

Satz 19%9) € [N7ITN, k, xN].

Zerlegt man in der Fourier-Entwicklung einer Siegelschen Modulform f(Z) =
> r_grsg are™®T?) vom Gewicht k die Matrizen Z € Hy und T in Blocke

. Zl ZQ o Tl T2
=(az)=(dn)

wobei Zs und T3 m x m-Matrizen sind (m < g), so &t sich f in der Form

T3=TT>0

schreiben. Diese Zerlegung der Reihe heifit Fourier-Jacobi-Zerlegung von f. Die
Koeffizienten o7, sind dann Jacobi-Formen vom Gewicht k und Index 73 zu einer
geeigneten Gruppe, siehe [Frei83], [Zie89], [EiZa85]. In dieser Arbeit wird nur
der Fall der Modulformen vom Grad 2, ganzzahligem Gewicht k£ und trivialem
Multiplikator benotigt.

Sei daher f eine Siegelsche Modulform mit diesen Eigenschaften. Schreibe
7 = ( ooz ) € Hy und T = (2 2 ) Desweiteren gelte f(Z 4+ S) = f(Z)
fir alle Matrizen S € Z?*2. Diese Bedingung garantiert, dafi die Koeffizienten

ts - H X C — C eine Reihenentwicklung der Form

90t3 21, 22 Z Z 2”C2T

n>0 reZ
r2§4nm

mit ¢ = ™, ( = e™*2 besitzen.
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Die folgenden Definitionen wurden aus [EiZa85] iibernommen. Fiir (¢ ) €
SLy(Z), (N, p) € Z* und Funktionen ¢ : H x C — C setze

a b ‘ B Lk QM-m% az1+b 2
(W‘k,m ( c d >) (z1,22) 0 = (cz +d) ¢ e (czl +d ¢z —I—d)

und (@lm (A, 1)) (21, 22) : = 2rim(A\+22z)

(21, 22+ Az )
Mit diesen Bezeichnungen rechnet man leicht
(Dlkm M) | kmMo = @l m (M - Ms)

(@lm®)|my = @lm(z + )
(Pl M) |m(x - M) = (p|mz) |5m M

fiir x,y € Z2 und M, My, My € SLy(Z) nach. Es folgt, dal

90|/€,m<M7 [E) = (@‘k,mM”mm

eine Operation von SLy(Z) x Z* auf der Menge der Funktionen ¢ : Hx C — C
definiert.

Definition 2.7 Sei ¢ : H x C — C holomorph, I" C SLs(Z) eine Untergruppe
von endlichem Index und K C Z? ein Gitter, auf dem I' durch (M, z) — x- M
operiert. ¢ heifit Jacobiform vom Gewicht k und Index m zu I' x K, falls die
folgenden Begingungen erfiillt sind:

L. ¢lgmM = fur alle M € T’
2. Ylmr = firalez e K

3. Fir jedes M € SLy(Z) hat ¢|;,,M eine Fourier-Entwicklung der Form
ano Zﬂ?iim C(’rL, r>q2nC2T (q = emz1’ g — BMZZ),

Der C-Vektorraum der Jacobiformen vom Gewicht k und Index m zu I' x K wird
mit J ., (I' X K) bezeichnet.

Satz 2.8 (vgl. Theorem 6.1. in [EiZa85]) Sei f eine Siegelsche Modulform vom
Grad 2 und Gewicht k zu einer Untergruppe I' C Sps(Z) von endlichem Index.
Es gelte f(Z + S) = f(Z) fiir alle S € Z**%. Schreibt man f in der Form

F(2) =" pmlar, 2) - e¥mims

m>0

so sind die Koeffizienten o, (21, 22) Jacobiformen vom Gewicht k und Index m.
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2.3 Average-Thetareihen zu periodischen Punktmengen

Sei A = UL, (u; + L) eine periodische Punktmenge, d.h. L C R" ist ein Gitter
vom Rang n und fiir die Verschiebungsvektoren wuy,...,upy € R" gilt u; + L #
uy + L fiir j # k. In [OdS1o80] wird die Average-Thetareihe zu einer periodischen
Punktmenge A definiert,

S
M )

M
k=1 =1 z€L

wobei ¢ 1= €™ gesetzt ist und N(v) wieder die Quadratlinge von v € R™ be-
zeichnet. ©,(z) ist eine erzeugende Funktion fiir die Distanzverteilung von A. Es

gilt
2
Oa(z) =V1(2) + A Z Z gV
k<l w€L
und fiir M = 1 (d.h. A ist ein Gitter) erhélt man ©5(z) = J.(2). Falls die

periodische Punktmenge A distanzinvariant ist und 0 enthélt, dann ist 795\1) =
Y osen ¢N® = ©,. In der Notation von Abschnitt 2.1 gilt ©, = ZyeSt(A) n, a7 ™.
Man kann die Reihe ©, also als eine gewohnliche Thetareihe zur periodischen
Punktmenge St(A) auffassen; allerdings hat man dabei noch die Gewichte 7, zu
beriicksichtigen.

Proposition 2.9 In der ¢g—Entwicklung der Reihe ©,(z) = Zjej a;q’, J =
{N(ug, — ug, + ) | (k1,ke,2) € [M]* x L}, ist der Koeffizient a;, mit jo :=
min{j € J | j # 0} eine untere Schranke an die Kufizahl der durch A definierten
Kugelpackung.

Beweis: Es ist

E ﬁUkl—qu-*-L 2 : Ua- “kz

ke[M k2€ M)

In dieser Notation bezeichnen 19uk1_uk2+ 1, die Thetareihe zur Nebenklasse uy, —
ug, + L und ﬁA—UkQ die Thetareihe zu der um —uy, verschobenen Punktmenge
A, dh.es gilt Doy w11 = ZxEukl_UszrL gV @ (fiir Ur-u, analog). Fiir jedes
ke € [M] stimmen die Kuizahlen 7 und 73, der von A bzw. A — uy, definierten
Kugelpackungen tiberein. Mit Jy, := {N(y —ug,) | y € A} und jo(k2) := min{j €
Ji, | 7 # 0} folgt fiir den Koeffizienten b(ko; jo(k2)) in der Entwicklung

Oncu, (2) = D blka; j)e™*

JE€JIky
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daB im Fall jo = jo(k2) die Abschétzung b(ks; jo(k2)) < 7 gilt. Wegen jo < jo(ko)
fur alle ko € [M] folgt

'Z—Zbk%]0<—z7’kz_7—‘ O

ko€[M] ko€[M]

Falls A selbst schon ein Gitter mit Kufizahl 7 ist, dann folgt a,, = 7. Das folgende
Beispiel zeigt, daf es auch Félle gibt, in denen a,, echt kleiner als die Kufizahl
der Packung ist.

Beispiel 2.10 Betrachte A := Uj_;(u; + L) mit L = 4Z* C R* und v, :=
0,uy := (1,0),u3 := (1/2, —/3/2) und uy := (1,1) .

O
O

() O,
O ol200

o
)<
996

Die KuBzahl der durch A definierten Kugelpackung ist 7 = 3 und es gilt

1 1 ./
@A(z):1+2q1+§q‘/§+§q V3L

In [OdSlo80] wird die folgende Transformationsformel fiir die Reihen ©4 be-
wiesen, die ein Analogon zur Thetatransformationsformel von Thetareihen zu
Gittern darstellt:

det L (i\™?
EEE () ent1a = g s

yeL*

Dabei ist B, := S.n | 2™ @) gesetzt,
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Das kann man nun auf Reihen von héherem Grad g > 1 verallgemeinern: Ana-
log zu Thetareihen (zu Gittern) hoheren Grades, kann man die Grad g Average-
Thetareihe einer periodischen Punktmenge A definieren und eine Transformati-
onsformel fiir diese Reihen beweisen.

Definition 2.11 Sei A = U}, (u; 4 L) eine periodische Punktmenge und g € N.
Zu k= (ki,..., kyy) € [M]? und X, := (z1,...,2,) € L9 definiere

A(Q? k; Xg) = ((l’] + Ukgj_1 — Ukg,s X1 + Uky 4 — ukm));l:l

(1'1 + Uy — Uky, L1 + Upy, — qu) (%1 + Uy — Ukyy T2 + Uks — uk4)
= | (@24 Uy — Uy, 1+ Uy — Uky) (T2 A+ Uk — Uk, T2+ Uy — Uy)

Die Reihe
@5{1) Z Z ewio(A(g,k;Xg)-Z)
ke [M]?9 X =(x1,...,x9)ELI

heifit Average-Thetareihe zu A vom Grad g.

Fir g = 1 stimmt @Exl)(z) mit der in [OdSlo80] definierten Reihe ©, iiberein.
Daher wird oft im folgenden bei der Schreibweise der Index (V) weggelassen.

Bemerkung 2.12 Fiir jedes g € N konvergiert die Reihe @%)(Z ) auf Bereichen
der Art D(Yy) ={Z =2" e H, | Im(Z) > Yy, > 0}, Yo =Y >0, Yy € R9*9,
absolut und lokal gleichmé&fig. Insbesondere ist @X’) : Hy — C eine holomorphe
Funktion.

Beweis:
Der Beweis verlauft vollig analog zum Beweis fiir Thetareihen zu Gittern, vgl.
[Frei83]. Die Behauptung folgt auch aus der Darstellung iiber die Thetareihen

79%)3 (S, Z), siehe unten. O

Bemerkung 2.13 Die Reihen @Ef) sind invariant unter Translation der periodi-
schen Punktmenge, d.h. fiir alle © € R" gilt

@E\g) = @'ELglA'

Die Reihen @E{q) sind unabhéngig von der Wahl der Darstellung von A, d.h.:
Sind L,L" C R™ Gitter, uy,...,up,ul,...,uy € R", A = Uj]\/il(uj + L), N =
UN, (u) + L') disjunkte Vereinigungen mit A = A’, dann gilt fiir alle g € N

oy =el.
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Beweis:

Die erste Behauptung ist klar. Beweis der zweiten Behauptung (Skizze): Es gilt
(L' : LNLN, [L:LNL] < oco. Man kann sich auf den Fall L’ C L beschrénken
(ansonsten A und A’ beziiglich L N L’ darstellen und die Unabhéngigkeit der Rei-
he @E\g) beziiglich der Wahl der Repréasentanten der Nebenklassen w; + (L N L)
ausnutzen). L ist dann eine Vereinigung von Nebenklassen von L'. Da die Reihe

@X]) unabhéngig von der Wahl der Repréasentanten der Nebenklassen ist, folgt die
Behauptung. O

Wie im Beweis der vorigen Bemerkung angedeutet, gilt fiir die Darstellung
einer periodischen Punktmenge A = Uj]‘il(uj + L) beziiglich eines Untergitters
L' ¢ L vom Index N und den Vektoren vy, ...,vxy € R", die ein Vertretersystem
der Nebenklassen von L’ in L bilden,

M N
UU (uj +vp) + L) .

Dies ist wieder eine disjunkte Vereinigung. Ist nun L ein Gitter mit 2L C L* und
gilt weiterhin 2u; € L* fiir alle j € [M], so kann man durch die Wahl L' := 2L
erreichen, da§ A = UL, UZZ, ((u; + vx) 4+ L')) die folgenden Eigenschaften hat:

1. L)' (L)

2. Uy, ..., up € %L* = (L')*

3. v1,...,vgm € LCL*C (L)
Es folgt also:

Bemerkung 2.14 Ist A = Uj]\i1<Uj+L> eine periodische Punktmenge mit N (u;—
w + L) C Z fiir alle j,1 € [M], so existiert eine Darstellung A = U}, (w; + L),
wobei L’ ein gerades Gitter ist und die Verschiebungsvektoren wy,...,wy im
dualen Gitter von L’ liegen.

Diese Bemerkung gestattet es, die Reihen @E\g) fiir solche periodischen Punktmen-
gen A als Modulformen zu geeigneten Gruppen aufzufassen, siche Abschnitt 2.4.
Zunéchst soll aber eine analoge Transformationsformel wie in [OdSlo80] fiir die
héheren Reihen @E{J) bewiesen werden.

Sei dazu S = ST € R™" eine positiv definite Matrix, n,¢g € N, und seien
A, B € C™9. Dann konvergieren die Reihen

99,(8,2):= Y erolslorsalzenTa)

GeZn*x9
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absolut und lokal gleichméBig auf der Siegelschen Halbebene H,, siehe [Frei83].

Im folgenden werden die Reihen @Ef) durch Reihen der Form 19%,)3(5, Z) darge-
stellt:

Um eine einigermaflen unkomplizierte Darstellung zu erhalten, ist erst ein wenig
Notation nétig. Es bezeichne wieder A = UL, (u; + L) C R™ eine periodische
Punktmenge,  eine Erzeugermatrix von L und S := Gram(L) = Q- Q7 die
Gram-Matrix von L beziiglich Q. Zu beliebigen z4,...,2, € L existieren h; :=
hi(x1),... hy = hy(zy) € Z" mit z; = QT - h; fir alle j € [g]. Zu X, =
(71,...,2q) setze Gg = (hi,...,hy) und zu k € [M]*9 definiere

C(k) == (c1(k), ..., cg(k)) € R™™ mit ¢;(k) 1= Upy;_, — Upy,
und C'(k) == (QT)~1- C(k).

Behauptung 2.15 Es gilt A(g,k; X,) = SGx, +C(k)].

Beweis:
Seien i, j € [g] fest. Setze ¢, := ¢,(k) und ¢, := &,(k). Mit diesen Bezeichnungen
gilt
A(g7 k7 Xg)ij = (xl + Ukog;_q — Ukg; Lj + uk2j*1 - uk2j>
= (QTh; + ¢, Q"h; + ¢;)
= C?QThj + CZTC]' + hZTQQTh] + hzTQCj
— &'Shy + &S&; + T Sh; + hT 5S¢
= (S[Gx, + C(k)])y

Man erhilt fiir die Darstellung von © A) durch die Reihen der Form 9%’ AB:
Lemma 2.16 Es gilt
1
(9) _ (9)
Oy (2) = M9 Z ﬁQO(k),O(S’ Z)
ke[M]?9

Beweis: Die Abbildung X, : Z"9 — L9, G — X,(G) := QT - G ist bijektiv. Es
folgt

Z ﬁé)k)o z) = Z Z emioSIGHemI

kG[M]2g ke [M]29 GeZn*9

Z Z om0 (Alg ki Xg)Z) @A‘J (Z) ' ]

ke[M]?9 X,eL9
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Eine Verallgemeinerung der Transformationsformel aus [OdSlo80] auf die Average-
Thetareihen vom Grad g stellt der folgende Satz dar.

Satz 2.17 (Transformationsformel fir die Reihen @Sf))
Fiir die Reihen @5{7) gilt

det59/2 N\ —T2 — 1 T
S (aer(z/i) ™2 O (-2 = o S <H|Byj|2> At

Yye(L*)9 \j=1

Dabei ist Yy = (y1,- .-, y,), y; € L*, und A(g;Yy) := ((yj,91))3 1=, bezeichnet die
Gram-Matriz von yi, ..., Y,.

Beweis: 3
Setzt man A = 2C'(k) und B = 0 in die Transformationsformel

Dap(S7 =271 = e 7 AT B) (det §)72 (det(Z/i))™* V5, a(S, Z)

fiir die Reihen 19%)3(5, Z) (siehe [Frei83]) ein, so erhdlt man mit Lemma 2.16

O (~z7") = D V(S -2
ke[MQq
_ /2 n/2 (
—Mg(det(S 1)9/2 det(Z /i) Z o871 2)
e[M)?
Es folgt
(det 5)9/2 n/2 o9 —1
T(det(Z/z)) oY (-2
Z 198?726(/%)(5*71’2)
ke[M]?9
Z Z e7rw G1Z—2C(k)T-G)
ke[M]29 Gezrxyg
— 12 Z em'a(S’l[G]Z). Z e—27ria(é’(k)~G)
M*s GEeZn*9 ke[M]29
_ 1 Z oo (Ag:Y9)2) | Z 672m‘a(c~’(k)-G9g)
2
M5 (L*)9 ke[M]?9

Bei der letzten Gleichung ist zu beachten, dal die Abbildung

K:Z™9 — (L*)Y
G — k(@) =(H"H.g=0"'G
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eine Bijektion ist, und daf Gy, := k1(Y,) gesetzt ist.

Bleibt also noch fiir Y, = (y1, ..., y,) € (L*)? zu zeigen:

Z e—27ru7 Yq o H |By] |2

ke[M]29

Es gilt |B,|? = | M, e2miv" w2 = > ke[M] e~ 2miy" (uky ~uky) und damit

1=

g
H |B A|2 H E 6—27rz Urq —u@) Yj
2]

J=1 J=1 ke[M]?
_ Z 6727rz((u;Cl —Ug,) y1+.A.+(uk2g_1—uk2g)Tyg)
ke[M]?9
_ Z efZWiU(C(k)Tf/g): Z e—QWiU(C‘(k)TG{,g)
ke[M]?9 ke[M]29

Die letzte Umformung gilt wegen C'(k)T - Gy, = C(k)" - Y,. Damit ist der Satz
bewiesen. A 0

Weitere Eigenschaften der Reihen @g\g) sind in der nachfolgenden Bemerkung

zusammengefaf3t. Die erste dieser Eigenschaften sichert, daf§ die Reihen @E\g)
Modulformen zu den in Korollar 2.24 angegebenen Gruppen sind, sofern die ¢-
Entwicklung von @Exl) ganzzahlige Exponenten hat.

Bemerkung 2.18

1. Wenn die Reihe @5\1) ganzzahlige Exponenten in der g-Entwicklung hat,
dann gilt 2L C L*, N(ug, — ug,) € Z und 2(uy, — ug,) € L* fiir alle
ke [M]*

2. Sei Z € H,;, und W € H,_,,. Dann gilt

o (5 &) =ex"(2)- ey ™)

3. Fiir Z € H,_, ist 0 |0(2) =0 "(2).

4. Sei P eine g x g-Permutationsmatrix, d.h. P hat in jeder Zeile und jeder
Spalte genau einen von 0 verschiedenen Eintrag 1. Es bezeichne M die
Matrix mit Blécken A = D = P, B = C = 0. Dann gilt ©?(M(Z)) =
oy (2).
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Beweis:

Zu 1.: Es gilt N(ug, — ug, + ) = N(up, — up,) + N(x) + (2(ug, — ug,), ) € Z
fir alle (k,z) € [M]? x L. Dies ist dquivalent zu N(x), N(ug, — ux,) € Z und
2(uy, — ug,) € L* fiir alle (k,z) € [M]*> x L. N(L) C Z impliziert 2L C L*.
Zeige 2.: Der Beweis ist der gleiche wie der zur analogen Aussage fiir Thetareihen
zu Gittern. Fiir k = (ky, ko) € [M]* x [M]29=*) und X, = (zy,...,z,) € L?,

Xyos = (Torns ... 1g) € L9, X, = (X, X,_,) gilt

A( k~X’)~<Z 0 )_ Als, i X) - 2 .
95 R o w ) * A(g—s,kg;f(g_s)~W 7

woraus die Behauptung durch direktes Nachrechnen folgt.

Zeige 3.: Folgt direkt aus 2. und der Definition des ®-Operators.

Zeige 4.: Sei P die Matrix einer Transposition, dann gilt P = P~! = PT. Es folgt
o(S|G)- PZP™') = o(PTGTSGPZ) = o(S|G - P]Z). 0J

Abschlielend werden jetzt noch die Reihen @le) betrachtet, und es wird deren
Verhalten beziiglich der Vereinigung von periodischen Punktmengen untersucht.

Proposition 2.19 Seien A, := Uj-w:ll (uj + L) und Ay := U?fMl v, (s + L) zwei
periodische Punktmengen mit My > M. Setze A3 := A{NAy = j%Ml M; (u;+L).
Durch Umnummerierung der Translate und geeignete Wahl von M3 kann dieses
fiir beliebige Ay, Ay immer erreicht werden. Es gilt

M2 : @A1UA2 = Ml : @Al (MQ - M]. + M3 + ) ' @AQ
—Ms—1 Mo
— (M3 +1) -0y, +2 Z > Vuycurr
k=1 j=Mi+1

Beweis: Nachrechnen unter Beachtung von 0, y, 11 = ¥y, ;41 und M - O =
2%:1 Vy;—u,+L liefert die Behauptung. O

Proposition 2.20 Sei A = Uj]\/il(uj + L) eine periodische Punktmenge. Bezeich-

ne mit A®) := A\(up + L) die an der Stelle k punktierte Punktmenge. Dann
qgilt

M
M—1)) Oym =MM=2)-0y+M-9,.
Ist A distanzinvariant, so stimmen die Rethen © \w alle tiberein, und man erhdlt

(M —1)-Opa = (M —2)-0,+7 .
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Beweis: Fiir die Average-Thetareihe zu A®) gilt

(M=1)0y0 = Y Yy cuyer = MOA— > Vuymurz— O Yy s 1.
JE(MN\{k})? JEIM] J€[M]
Bildet man nun die Summe dieser Reihen iiber alle £ = 1,..., M, so folgt die

erste Gleichung.
Nun zur zweiten Behauptung: Setze g, := Zj\il Vu;—up+r- Wenn A distanzinva-
riant ist, dann gilt g, = ¢; fur alle k € [M]. Es folgt

(M_1>‘@A(k):M'@A_2gk+Q9L ,

und fiir distanzinvariantes A ist die rechte Seite unabhéngig von k. Insbesondere
gllt gk = © A- [

Eine Anwendung von Proposition 2.20 wird fiir den distanzinvarianten Fall im
Anhang A auf Seite 96 angegeben.

Bemerkung 2.21 Die Propositionen 2.19 und 2.20 lassen sich in analoger Weise
fiir Codes und deren Distanzzahler formulieren.

1. Sei Cy C F2 ein linearer Code, und seien C; = U;w:ll(uj + Cp) und Cy =
U;ijl_MB(Uj + Cy) zwei Codes mit My > M. Setze C3 := C; N Cy =
U;.V[:er a1, (4 + Co). Durch Umnummerierung der Translate und geeignete

Wahl von M3 kann dieses fiir beliebige Codes C', C'y immer erreicht werden.
Es gilt

MQ . D’iStl(Ol U 02) == M1 . D’LStl(Cl) + (MQ - M1 + M3 + ].) . DZStl(CQ)
—(Mz +1) - Disty(C3) + 23 5ty 7t 520 ICol - Pr(uy — ug + Co)

2. Seien Cy, C' = UM (u; + Cy) C F§ zwei Codes und Cp linear. Setze Cc®) =
C\(ug + Cp). Dann gilt

(M — 1) Dist(C™) = M(M — 2) - Dist;(C) + M - |Co| - Py(Cy) .
k=1

Ist C' distanzinvariant, so stimmen alle Zihler Dist;(C®)) iiberein, und
man erhélt

Die Beweise dieser Aussagen verlaufen vollig analog zu denen der Propositionen
2.19 bzw. 2.20 und werden daher weggelassen.
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2.4 Average-Reihen als Modulformen

Sei L C R" ein gerades Gitter und S := Gram(L) eine Gram-Matrix von L. Seien
Ui, ..., un € R™ Vektoren, deren paarweise Differenzen u; — u; nicht in L liegen,
und fiir die Zahlen ~q,...,vy € Z mit der Eigenschaft viuy,...,vyuy € L*
existieren. Bezeichne wieder mit A = Ujﬂil(uj + L) die zu diesen Daten gehorende
periodische Punktmen%e. Im folgenden werden geeignete Gruppen konstruiert,
zu denen die Reihen © Modulformen sind.

Ubertriigt man die Theoreme 1 und 3 aus [AnMa75] in die Notation der Reihen
19&9”)@(5, Z), so erhélt man:

Satz 2.22 Sei S = ST > 0 eine n-reihige gerade Matriz der Stufe l. Dann gilt
fiir die Reihen 192%(5, Z) folgende Transformationsformel :

L : A B :
Fiir jede Matriz M = ( c D ) elyo(l) gilt

det(CZ + D)™ 99 1 or par—sapr (S, M(Z))

_mig T_gaBT\T.(§—1 T _oDTYV—8T o
= YO (M) - e~ ToUBAT-SaBT)T(STF0T —aDT)~p ).195%(572)

Dabei ist der Multiplikator X(Sg) :Lyo(l) — {ehsij | j € [8]} unabhdngig von den

Matrizen o und 3, und fiir gerades n ist X%‘Z)(S) ein Charakter, der durch

(9) 1  b=1
Xs (M) = sign(det D)"/? <—(—1)"/2~det5) ,1>1

| det D|

angegeben werden kann. In dieser Notation bezeichnet () das verallgemeinerte
Legendre-Symbol.

Beweis: Folgt sofort aus [AnMa75] unter Berticksichtigung von ?9(_933/’2 (5, 2) =
emXTY) . 9o(Z: X,Y). Dabei bezeichnet Ag(Z; X,Y) die in [AnMa75] verwende-
ten Reihen. O

Aus Satz 2.22 kann man nun eine Aussage iiber die Average-Reihen zu periodi-
schen Punktmengen ableiten.

Satz 2.23 Sei L C R" ein gerades Gitter mit Erzeugermatriz Q, S = QQT ei-
ne Gram-Matriz und | die Stufe von L. Seien uq,...,up € R™ Vektoren, deren
paarweise Differenzen nicht in L liegen und fiir die Zahlen vy, ...,y € Z mit
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der Eigenschaft ~yyuq, ..., yyuy € L* existieren. Setze v = kgV(y1,...,Ym)-
Dann gilt fir die Grad g Average-Thetareihe der periodischen Punktmenge A =

Ser M = ( a5 ) e, (v*) und Xé?) der in Satz 2.22 auftretende Multiplikator.
Es ist
det(CZ + D)™ - 0 (M(2)) = x§' (M) - 0 (2)

Insbesondere gilt fiir gerades n

n
of e 1y (+%1) 5. ¢]
mit

1 !
(9) = - ’
e (M) — { sign(det D)n/2 i <(_1|)de/%rts> ,l >1

Beweis: Es wird wieder die Darstellung

@/ L (
(%) = 15 >, 79290@ (S, %)

ke[M]29

aus Lemma 2.16 benutzt. Es geniigt, die Behauptung fiir die Reihen 19;“2 (5.0 (8. 2)
zu beweisen. Zu zeigen ist also fiir Matrizen M = ( & 7 ) € I'y (%) die Trans-
formationsformel

S, M{Z)) = x& (M) -0

det(CZ + D)™ - 9! 22,0

(9)
20(k), o( (S Z)

(Hinweis zur Notation: Der Matrixblock C' und die Matrizen C(k) bzw. C(k)
haben nach Definition von C(k) bzw C(k) nichts miteinander zu tun.)

Fiir Matrizen M = (& 5 ) € I'y (%) C Ty(l) werden nun die Aussagen
(9) (9)
L. 19 2C(k)-DT ,—25-C(k) BT<S Z) 192@(1@),0(5’ Z>
9 o—Zo((SRCHNDT-B) _ |

bewiesen. Dann folgt die behauptete Transformationsformel mit Satz 2.22.

Zeige 1.: Zu k € [M]* setze

N 1 1 1 1
H(/{) = (_hk1 — _hk2> ceey —hkzg—l - hk2g> ’
9

Vi > Vhzg—1 Vo
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wobei die h,, so gewihlt sind, dafl %Q_lh,, = u, gilt. Da (QT)~! eine Erzeuger-
matrix fiir das duale Gitter L* ist, sind die h, € Z. Es gilt

C(k) = ()1 Ck) = (D) ' H(k) = ST H(K)
und es ist yH (k) € 2.

(9) wio(S[G+C(k)DT|Z—-2GT SC (k)BT
1920(1@ DT ,—25C(k (S Z) = Z ¢ (sl ] )
GeZn*9

Fiir eine Matrix B mit B = 0(v) existiert eine ganze Matrix B mit B = WB. Da
fir G € 29

7(2GTSC(k)BT) = 20 (GT (5571 ('yﬁ(k)BT)) €2z

gilt, folgt

( (
Uaty.07 asci57 (5 ) = Uity pr (5. 2)

Weiterhin ist o(S[G + C(k)D ] ) = o(S[G + ST'H(k)D")Z). Fiir eine Matrix
D = E mod vl existiert eine Darstellung D = vID + E mit einer ganzen Matrix
D. Es gilt .

'12) = o(S[G +C(k))Z)

)D
wobei G := G + (1S~ (vH(k)) DT Z"Xg gesetzt ist. Die Zuordnung G +— G ist
bijektiv, es folgt 19;96),( Z) = (S 7).

o(S[G + C'(k

k)DT,()(
Zeige 2.: Es existiert eine ganze Matrix B, so daB B = 42IB. Es ist

_%U(S[Qé(k)]BTD) = —mio(C(k)"C(k)B"D) ,

und wegen C'(k) = Q' H (k) folgt

_”Zig(s[zé(k)]BTD) = —rio (((157) [y ®K)|) B™D) .

Die Matrix [S~" ist gerade und symmetrisch, vH (k) ist ganzzahlig. Daher ist
(1571 [%]:I (/{;)} eine gerade, symmetrische Matrix. Aus den symplektischen Re-
lationen fiir M folgt BTD = DTB, d.h. BTD ist symmetrisch. Fiir ganzzah-

lige symmetrische Matrizen U und V, U gerade, gilt o(UV) € 2Z. Es folgt
6——0( [2C(k)-BTD) _ — 1. 0

Beschrinkt man sich auf die Situation, dafl die Verschiebungsvektoren uy, ..., uys
im dualen Gitter von L enthalten sind und daf auerdem N (uy, —uy,) ganzzahlig
ist fiir alle ¥ € [M]?, so kann man noch eine gréBere Gruppe finden, beziiglich
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der die Reihe @5{‘]) eine Modulform ist. Man beachte an dieser Stelle, daf3 diese
Forderung an die Verschiebungsvektoren durch Skalieren der Punktmenge mit
V2 bzw. durch den Ubergang zu einem geeigneten Untergitter L' C L und die
Darstellung der periodischen Punktmenge A beziiglich L’ immer erreicht werden
kann, falls N(z —y) € Z fiir alle z,y € A gilt (vgl. Bemerkung 2.14).

Korollar 2.24 Sei L. C L* ein gerades Gitter der Stufe [, uq,...,uy € L*, so
daf die paarweisen Differenzen nicht in L liegen. Auferdem gelte N(u; —u;) € Z
fir alle 1,5 € [M]. Sei

M= ( é g ) e () = {( é lB) ) e, (l)| B=0(2), DEE(Z)} :
Dann folgt
det(CZ + D)™ 0 (M(2)) = x&' (M) - 0(2) .

Ist insbesondere n = 0(4) und det S eine Quadratzahl, so ist

el ¢ [rg?{(z), g} .

Fir ¢ = 1 findet man die Aussage dieses Korollars in [Miya89]. Dort ist sie fiir
Thetareihen zu Nebenklassen eines Gitters formuliert, d.h. fiir Reihen der Form

1921#(2)

Beweis:
Da im Beweis von Satz 2.23 in Teil 1. fiir v = 1 nur B € Z9*9 und D = E(l)
benutzt wird, kann dieser iibernommen werden und es bleibt nur

e—’%a(S[zé(kz)BTD}) —1

fiir Matrizen M € ng([) zu zeigen.
Es ist wieder S[2C(k)|BTD = 4C(k)'C(k)- BT D. Sei 0.B.d.A. 0 € A. Die Matrix

C(k?)TC(k) = ((uk2l—1 T Ukgys Uk y — quj))ijzl

ist symmetrisch und hat ganzzahlige Diagonaleintriage. Wegen

1 1
(w,uy) = 5(N(w) + N(uy) = N(u — vy)) € 5Z
ist die Matrix 2 - C'(k)"C(k) eine ganzzahlige Matrix mit geraden Diagonalein-
triigen. Schreibe B = 2B, dann gilt wieder B”-D = D" B, woraus sich schlieflich
o(S[2C (k)] BT D) € 87, ergibt. 0
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3 Distanzzihler von Codes und Average-Reihen

In [Rung96] wird die Beziehung zwischen Gewichtszdhlern linearer Codes C' C
FJ' und Thetareihen zu Gittern Lo beschrieben, die mit der Konstruktion A
aus dem Code C' konstruiert worden sind, vgl. [ConSlo99]. Dabei werden die
Thetakonstanten
fa(Z) — Z e?m’Z[:fc+%a] L a€ F2g 7
x€ZI
in den Grad g Gewichtszéhler P,(C') eingesetzt. Man erhélt die Grad g Thetareihe
zu L¢, d.h. es gilt
195292 = Py(C)(fos-- -, fao-1) -

Man kann nun in der gleichen Weise die Thetakonstanten f, in den Grad g Di-
stanzzéhler einsetzen. Dazu wird die folgende Notation benutzt:

Es bezeichne ¢ : Z" — FJ}, x — 2z mod 2 die (koordinatenweise) Projektion
modulo 2. Sei C' := {iy,...,Uy} C F ein nicht notwendig linearer Code und
M := |C|. Setze L := +/2Z" und fiir alle j = 1,..., M sei u; := \/Lﬁ ~u; € R™.
Bezeichne mit A(CA) die Konstruktion-A-Liftung von C, d.h. es sei

M

AY = %-w_l(C’) ~Jw+L) R

j=1
Dann ist A(CA ) eine periodische Punktmenge und genau dann ein Gitter, wenn C
linear ist (siche [ConSlo99]).

Den Zusammenhang zwischen Distanzzéhlern von bindren Codes und Average-
Thetareihen zu periodischen Punktmengen liefert der folgende Satz.
Satz 3.1 Sei mit obigen Bezeichnungen C' = {ty,...,up} C FY ein Code und
A(CA) = \/Liw_l(C’) die Konstruktion-A-Liftung von C. Dann gilt

Disty(C)(fos - -, fae—1) = @E\gém :

Dieser Satz verallgemeinert Proposition 4.1 in [Rung96] auf Distanzzéhler. Da
dort kein ausfiihrlicher Beweis der Proposition angegeben ist, soll dies an dieser
Stelle geschehen:

Zum Beweis des Satzes werden die folgenden beiden Bemerkungen benotigt:

Es seien Ly, ..., L, Translate von Gittern Ly, ..., L, C R". Schreibe

ﬁg(Z> = Z eﬂ'io’(((z]-,mk))g’k:l.z) .

T1€LY,..., CCgE[,g

»»»»»
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Bemerkung 3.2 Fiir a = (ay,...,a,)" € F ist

fa(Z) = 19%a1+\/§z ..... %ag%ﬂ/iZ(Z) .

Beweis : Seien yy,...,y, € R, Z € H,,. Es gilt

o (W) opes - Z) =0 (W vk)oes - Z) = D winZig = Z [, 9)"] -

k=1
Es folgt :

. oo (Wi ve)] —1°Z)
V2
eﬂiZ[(yl ..... yg)T] _ Z 7rzZ[ a—&—\/»ac}

x=(z1,...,xg) T €ZI

0

Um eine einfachere Notation zu erhalten, werden wie im ersten Kapitel die Men-
gen F§ und {0,1,...,29 — 1} in der dort angegebenen Weise identifiziert.

Bemerkung 3.3 Setze f(Z) = (fo(2),..., fas—1(Z)). Seien fi,...,3, € Fi.
Dann gilt

e(B1,..-, B —
f( 1 q)(Z) — 19%51+\/§Zn .... %ﬁg-ﬂ/ﬁZ"(Z) .

Beweis : Setze abkiirzend €; := €;(f,...,0,) und € := €(f4,..., ;). Dann gilt
mit Bemerkung 3.2

0(2) . [ (2) _ﬁiofz ..... ﬁZ(Z) ﬂelfﬂfzfz ..... \/§Z(Z)""
€29 -1
o ﬁ%%ﬁz ..... %‘F\/ﬁZ(Z)
€0
_ Z eﬂio((:pjxk)ikzl-Z)
L1y zg € V27
_ Z eﬂio((mgp) ))gk 1 ) .

0
zg )= (115> zlEO)T € V270

z_go) = (:vgl ,,,,, Tge 0) € /270
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Bei der Notation in der letzten Gleichung ist zu beachten, daf} ein Faktor

; (v) .(v)
Z ewzo((:rj T, )g,k:rZ>
zy = (2115 -, zley)T € V2z°v

zgy) = (Tg1, - zgey)T € V27V

nur dann auftritt, wenn €, > 0 ist. Ansonsten ist fiir diesen Faktor im Produkt 1
einzusetzen. Es folgt

fe _ Z eTria'(...) . Z eﬂia(.‘.) . Z eﬂia(...)

= Z e”i(’((yj W)} %)

y1 € V2L°0 x (%+\/§Z)€1 X ... X% (%4,\/52)(29—1

yg € V2L°0 x ... x /2229 -2 x (%Jr\/iz)‘?g—l

Zur Verdeutlichung : Auch hier ist die Notation etwas irrefithrend. Bei der letzten
Summenbildung gilt fiir die Vektoren y;

yj < (xﬁ()) + \/izeo) X (1;51) + \/§Z61> X ... X <$§29—1) + ﬂZEZE]—l) .

Dabei besteht das kartesische Produkt aus Faktoren xg-k) + +/2Z¢ . Ein solcher
Faktor tritt genau dann auf, wenn ¢, > 0 gilt. Fiir ¢, = 0 ist dieser Faktor weg-
zulassen, s.d. insgesamt y; ein Element einer Nebenklasse des Gitters V27" ist.
Die Vektoren :Bg-k) € R* k=0,...,29 — 1, sind dabei beliebige (fest gewéhlte)
Summationsindices aus der Gleichung ().

k) (k)

Man kann nun die :c§ so wihlen, daf die Koordinateneintridge von x; entweder
0 oder 1 sind. Fiir j = 1,..., g definiere Nebenklassenvertreter
or ()T 29-1)T\T
aj::(;c§-),:c§),...,x§. )) ,
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d.h. es gilt
1
@ = —=-(0,...,0,1,...,1,0,...,0,...,1,...,1)7,
\/§ —_— e —— ~——
€0 €1 €2 €291
1 T
ay = —-(0,...,0,0,...,0,1,....1,...,1,..., D7,
\/é —_— e~ Y— ~——
€0 €1 €2 €291

1
—-(0,...,0,...,0,...,0,1,...,1,...,1,...., DT,
g \/§ (\ ~~ ~ ~~ J)

—1_ —-1_
"‘Zig:o Ye Zig:o Ye

und die Matrizen v/2 - (ay,. .., a,)" und (By, ..., 3,)T stimmen bis auf Spalten-
permutation iiberein.

Es folgt
f2) = 2. 77 (0] 7)

y1 € a1 + V22", ..., yg € ag + V2I"

Die letzte Umformung gilt, da eine Permutation 7 der Spalten mit

existiert. [l

T ((Oél, e 7049)71) = %(517 o aﬁg)T _

Nun zum Beweis des Satzes: Mit Hilfe der Bemerkung 3.3 folgt unter Beriick-
sichtigung der Definitionen u; := \%ﬂj eR” j=1,...,M, und L := 27"

Di8t9<0)(f07 cee 7f29_1)(Z) = L Z f€(ﬁ1—o¢1 ..... Bg—ag)

M9
Biye-es Bg €C
a1, ..., ag€<j
1
Mo > V1 Gi—an+vazn,.(Z)
By Bg €C
a1, ..., ag € C
1
- M9 ZQ ﬁuklfuk2+[’ """ Ukog—1 “k2g+L(Z>
ke[M]29
1 A .
e p— mio(A(g,k;Xg)-2) _ @(g) 7 0
6 .
M9 Z Z A(CA)( )
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Die Average-Thetareihe @Ef()A) ist eine Modulform zu einer Gruppe und einem

Multiplikator, die von den Eicgenschaften von C' abhéngen. Die Modulgruppe und
der Multiplikator werden in der néchsten Bemerkung bestimmt. Setze dazu noch

Ng:= (7% %), wobei E die g x g-Einheitsmatrix ist.

Bemerkung 3.4 Sei C := {ay,...,uy} C F}, n=0(2) und A(CA) die Konstruk-

tion-A-Liftung von C'. Dann ist @iﬁ)m eine Modulform vom Gewicht  zur Gruppe
C

I:=N" Fg(S) - N, und zum Multiplikator x(M) = sign(det D)> - ((rjgtfg‘n>7

M = (4 7). Falls fiir jedes k € [M]* das Hamming-Gewicht wt(ty, — )

gerade ist, kann man I' = Fg%(él) und x(M) = sign(det D)3 - ((Tjgf;'n) wéhlen.

Fiir n = 0(4) ist x trivial.

Beweis: Die Aussage ist eine direkte Folgerung aus Korollar 2.24. Mit den ein-
gefiihrten Bezeichnungen gilt fiir C' = {uyq,..., Uy}

V2AE) =y () = U, (a; + 227).

Es folgt @E{ZA”%NQ = @fjll(c) . Da fiir alle j = 1,..., M der Vektor u; € (2Z")"
ist, und fiir alle k € [M]?* N (1, —1y,) € Z gilt, ist @5\2“‘) |2 Ny eine Modulform zur
Gruppe Fg(8). Den Multiplikator erhélt man aus den Sétzen 2.22 und 2.5. Wenn
fiir alle k € [M]? wt(tug, — x,) gerade ist, dann gilt \%(ﬁkl —U,) € (\/§Z”)>k und
fiir alle k € [M]? ist N (ug, — Ug,) € Z. Ist n = 0(4), so ist die Determinante von
V27" eine Quadratzahl, nach Korollar 2.24 ist y also trivial. 0

Die in der Bemerkung angegebene Modulgruppe kann im FEinzelfall natiirlich
noch grofler sein. Zum Beispiel kann man das Eg-Gitter durch die Konstruktion-
A-Liftung des biniiren [8, 4, 4-Hamming-Codes Hg C F$ konstruieren. Der Ham-
ming-Code ist ein gerader Code der Blockldnge n = 0(4); nach der Bemerkung
3.4 ist 195518) also eine Modulform vom Gewicht 4 beziiglich der Gruppe Fﬂ(él) und
trivialem Multiplikator. Das Fg-Gitter ist aber gerade und unimodular, daher ist
die Stufe des Fg-Gitters [ = 1, und die Thetareihe 195918) ist eine Modulform vom
Gewicht 4 zur vollen Gruppe SLs(Z).

Das folgende Beispiel behandelt die Average-Thetareihe der Konstruktion-A-
Liftung Apes: des (10,40, 4)-Best-Codes. Diese periodische Punktmenge liefert die
zur Zeit dichteste bekannte Kugelpackung in Dimension 10.
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Beispiel 3.5 Sei Cy... C F4° der (10,40, 4)- Best-Code (siehe [Best80], [ConS1099]),
u € Cp., beliebig. Bezeichne mit Ag.,, die nach Konstruktion A aus Cg.,, konstru-
ierte periodische Punktmenge im R'Y. Nach [Best80] ist der Best-Code distanzin-

variant, daher gilt fiir die Average-Thetareihe @S\ll)%st =9 .- I [OdSlo80]

ABest_%
wurde die Grad 1 Reihe berechnet, es gilt

()ﬂ)

ABest

Der Grad 1 Distanzzahler des Best-Codes

(2) = Dist1(Crew)(fo, f1)(2) = 1+ 372¢* + 768¢> + 5684¢"* + 6144¢° + ... .

Dist1(Cpe)(X,Y) = P (Coe —u)(X,Y) = X'+ 22X%V* + 12XV 4+ 5X%Y®
enthélt nur gerade Y-Exponenten, nach Bemerkung 3.4 folgt

O € T3 (4),5, X7

ABest

_910

mit x9(M) = sign(det D)° - (W)' Insbesondere ist fir ¢ = 1 die Rei-
he @S;est(z)\ 5IN1 eine Modulform zur I'; ;(8) vom Gewicht 5 zum Multiplikator
X(M) = sign(dy” - (5").

Im folgenden soll untersucht werden, wie sich die Reihen @%)A) unter der Modul-
C

substitution Z — —Z~! verhalten.

Wie in [Rung96] erwihnt wird, erfiillen die Thetakonstanten die Transforma-
tionsformel

S (1) f(2) = V27 et (Z]i) - ful(—=Z27Y) .

aeFf

Beweis: In der Notation aus [Frei83] J(Z;a,b) == 3 zn emi(Z[o+30]+0"9) 1nq
mit der dort angegebenen Transformationsformel

I(—Z""1a,b) = e 2™\ /det (Z]i) - 0(Z; b, —a)
gilt f,(Z) =9(2Z;a,0), a € FJ, und es ist
S e (~1) (=2 71);0,0) = AR(Z]20)) - Fpeng (—1)< - 9 (2/2:0,0)
= V2 A(Z[i) - Lyg €3 gy 0T = H(Z)

Die Abbildung a +— e™<@*+0> jst ein Charakter auf FJ, insbesondere ist der
Wert der letzten Summe entweder gleich 0 oder gleich 29. Die Summe ist gleich
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29 genau dann, wenn x + b gerade ist, d.h. wenn = + b modulo 2 der Nullvektor
ist. Es folgt

H(Z) = V2" Aet(Z]i)- Y s = V2% faet(Z]i) - Y el
z€Z9 r€b+279
z+b gerade
-y/det(Z/i) - Z izt 3t] -/ det(Z/i) - fio(Z
yeZ9I

Ersetzt man Z durch —Z~!, so folgt die Behauptung.

Mit dieser Transformationsformel erhalt man

Lemma 3.6 Sei C C F}, ein Code und Al

die Konstruktion-A-Liftung von C
Es gilt
09—z = Sz P (D)) (o2 Z
(-2 = S VEHZ]) - P(DE)) (ol 2).o fn(2))
Beweis : Es bezeichne wieder f = (fy,..., fos_1). Es folgt
Py((De) ) (NZ) = g5 - Po(De)(f - Ty)(2)
— L

25 /det(Z]i) " @féA)<—z—1)

Korollar 3.7 Sei C' C F} und A(CZA) die Konstruktion-A-Liftung von C. Wenn
Dist,(C) invariant unter MacWilliams-Transformation ist, dann gilt

@X’(L) — /det (2]i)" - Y (A)

Beweis: Wenn der Grad g Distanzzéhler Dist,(C') invariant unter MacWilliams-
Transformation ist, dann gilt P,((Dc¢)")

= Dist,(C). Mit Lemma 3.6 folgt
@(9) g1
O

-y/det (Z / i) e AL ' (
Einsetzen von Xy = ... = X9_1 = 1 in die MacWilliams-Gleichung fiir Dist,(C')
liefert |C]9 = 27

[l
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Definition 3.8

1. Zwei Codes C1,Cy C FJ heiflen k-dual , wenn gilt :

Gl
Gilt dabei C' := C; = (Y, so heifit C' k-selbstdual.

2. Zwei periodische Punktmengen A; = U;w:ll (uj+L1), Ay C R™ heifen k-dual,
wenn gilt :

vV det L1 F
My

0|3

det (2/i)"2 -0 (—z Yy =e(2) .

Gilt dabei A := Ay = Ay, so heifit A k-selbstdual.

Codes bzw. periodische Punktmengen, die k-dual fiir alle k& € N sind, heiflen
oo-dual.

Zwei Codes € und (5 sind genau dann 1-dual zueinander, wenn sie formal dual
sind.

Bemerkung 3.9 Die Eigenschaft, k-dual zu sein, ist symmetrisch. Sind zwei
bindre Codes C, Cy C FJ bzw. zwei periodische Punktmengen A; = U;W:ll(uj +
L), Ay = U?fl(vj—i—Lg) k-dual, so sind sie auch (k—1)-dual und es gilt |Cy|-|Cs| =
2" bzw. det Ly - det Ly = M? - M2.

Beweis: Mit Hilfe der Gleichung (2) auf Seite 9 erhélt man

Disty(C)(X) - Disti(C)(X - Th,) = Pi((De,))(X) .

AL

Anwenden des ¢-Operators auf diese Gleichung liefert nach Bemerkung 1.8 die
entsprechende MacWilliams-Gleichung fiir die Distanzzéahler vom Grad k — 1,
denn es gllt Pkfl((ch)/)(X) = wﬁDZStk71<C2)(X . Tk*l)-

Nun zum Fall der k-dualen periodischen Punktmengen:
Setzt man Z := ( z0 ) in die Transformationsformel ein, so ergibt sich

w

—%k-(da@m)_

0|3

(w/i) 20¢ (=20l (—w ) = e (2)-0) (w)
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Setzt man Z := Dzag( w) in die Transformationsformel ein, so erhdlt man
el * (w/i)~ .ol )( w‘l)’g = @5\12)( )¥ und daher

M
vV det L1
M,

(w/i)"E 0L (—w ™) = - OF) (w)

mit einer k-ten Einheitswurzel €. Mit Satz 2.17 fiir ¢ = 1, d.h. der Transforma-
tionsformel aus [OdSlo80], folgt durch Vergleich des 0-ten Fourier-Koeffizienten
er = 1. Es folgt, dafl Ay und Ay (k — 1)-dual sind.

k-duale Codes bzw. Punktmengen sind also insbesondere 1-dual. Einsetzen
von Xg = X; = 1 in die Grad 1 Distanzzahler in der Definition von 1-dualen
Codes Cy und Cy liefert |Cy| - |Cy] = 2. Um die Gleichung det L; - det Ly =
M?M3 zu zeigen, substituiere man in der definierenden Gleichung fiir 1-duale
Punktmengen A; und A, die Variable z durch —1/z. Man erhilt auf diese Weise

detL1 (1) . 2\ "2 (1)
SN =(5) el

und mit der Transformationsformel aus Satz 2.17 folgt durch Vergleich der O-ten

Fourier-Koeffizienten
vV det L1 . Mg
M1 B V det L2 .

Die Symmetrie der Eigenschaft, k-dual zu sein, folgt nun leicht aus der Definition
unter Beriicksichtigung der Formeln |C|-|Cy| = 2™ bzw. det L;-det Ly = M?- M3.
O

Nach Satz 1.16 ist der Grad 2 Distanzzdhler von bindren Codes, die &dqui-
valent zu einem Code mit selbstdualem Urbild unter der Gray-Abbildung sind,
invariant unter MacWilliams-Transformation. Diese Codes sind also 2-selbstdual
und ebenso die Konstruktion-A-Liftung A(CA) solcher Codes. Codes, die dquivalent
zum Bild eines Codes aus Lemma 1.24 unter der Gray-Abbildung sind, sind nach
Proposition 1.13 oo-selbstdual.

Bemerkung 3.10 Betrachte wieder den Best-Code Cy,,, C F,°. Es gibt keinen
bindren Code C, der 1-dual zu Cfy,,, ist, denn die MacWilliams-Transformierte
des Distanzzéhlers Dist)(Ch.,,) ist
1 26 64 26 1
p(X,Y) = X1+ g)(83/2 + EX6Y4 + EX5Y5 + EX‘*Y"’ + gX2Y8 + Y10,

Wiirde es nun einen bindren Code C' mit Dist;(C) = p geben, so wire |C| =
Dist1(C)(1,1) = p(1,1) = &8 = 210 ¢ Z. Widerspruch. (Ein kiirzerer Beweis
benutzt direkt die Bemerkung 3. 9 Es gilt |Cy...| = 40, aber 40 ist kein Teiler von
210‘)
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4 Extremalitit von Ziahlern und Reihen

4.1 Extremale Modulformen

Man betrachte die Gleichung fiir die center-density der durch eine periodische
Punktmenge A = U} (u; 4+ L) definierten Kugelpackung,

M min(A)"
~ 2/det L

Im Hinblick auf das Kugelpackungsproblem ist von Interesse, dafl d, moglichst
grof} ist. Beschrinkt man sich zunéchst auf den Fall, dal A = L ein Gitter ist,
und betrachtet nur Gitter gleicher Determinante, so wird 67 umso grofler, je
grofier das Minimum min(L) des Gitters L ist. Dies bedeutet, daf man unter al-
len Gittern L C R" gleicher Determinante solche Gitter finden muf3, fiir die in der
q—Entwicklung der Thetareihe U;(2) = >_,y(;) a;¢’ moglichst viele Anfangsko-
effizienten verschwinden. Etwas préziser: Man ist an Gittern L interessiert, deren
q—Entwicklung der Thetareihe

Q9L(Z) =1+ Z Cquj
3230
JEN(L)

oA

mit einem moglichst grofien jo = min(L) beginnt. Bei gegebenem n und gegebe-
ner Determinante kann jo nicht beliebig grof§ werden, da fiir die Dichte Ap der
zu A gehorenden Kugelpackung Ap < 1 gilt.

Falls L C R", n = 0(2), ein gerades Gitter der Stufe [ ist, dann ist 9 eine
Modulform vom Gewicht n/2 zur Gruppe I'y () und einem geeigneten Charak-
ter x (siehe Satz 2.22). Der Raum [I'; ¢(1),n/2, x| ist ein endlich-dimensionaler
C—Vektorraum. Fiir die Stufe [ und die Determinante det L eines Gitters L gel-
ten die Beziehungen [ | 2det L und det L | [".

Diese Uberlegungen fithren zu der folgenden Definition, die erstmals in [SSP99]
gegeben wurde.

Definition 4.1 Sei M C [I'1(l),k, x] ein Unterraum der Dimension d. Man
sagt, Extremalitdt ist definierbar beziiglich M, genau dann, wenn die Projektion

M — C?
Z ajqj — (ao, c. ,(ldfl)
J=0

injektiv ist. Ist dies der Fall, so heifit die (eindeutig bestimmte) Modulform f =
1+ 0, € M die extremale Modulform beziglich M. Ein Gitter L C R*
heifit extremal beziiglich M, falls Extremalitéit definierbar ist beziiglich M und
falls die Thetareihe 97, mit der extremalen Modulform in M iibereinstimmt.
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Diese Definition 148t sich in der offensichtlichen Weise fiir beliebige Rdume von
Modulformen formulieren. Dazu braucht man nur die Forderung an die Definier-
barkeit von Extremalitat leicht abzuschwéchen.

Definition 4.2 Sei M ein beliebiger C-Vektorraum von Modulformen mit d :=
dimc M < oco. Man sagt, Fxtremalitdt ist definierbar beziiglich M , genau dann,
wenn eine Basis von M der Form

fi=a"+Y_ a", keld
J>Jjd

mit j; < jo < ... < jg existiert. Ist dies der Fall, so heifit die (eindeutig bestimm-
te) Modulform f = ¢* + > ._ . a;¢’ € M die extremale Modulform beziiglich
M.

J>Jd

Beispiel 4.3

1. Bezeichne mit Ey das 8 —dimensionale Gosset-Gitter. Die Thetareihe dieses
Gitters ist eine Modulform vom Gewicht 4 zur vollen Modulgruppe S Ly (Z)
und hat die Form

Ope(2) = Y ¢V =14240) " 05(j)q” = 1+ 240¢” + 2160g" + ...

reFkg JEN

Beziiglich M := [SLy(Z),4] ist Extremalitdt definierbar. Wegen dim¢ M
= 1 ist eine Modulform in diesem Raum durch die Angabe des ersten Fou-
rierkoeffizienten bestimmt. Daher ist ¥p, die extremale Modulform in M
und das Fg—Gitter ist extremal beziiglich M.

2. Bezeichne mit BWj¢ das 16-dimensionale Barnes-Wall-Gitter. Es gilt
Ipw,s(2) = 1+ 4320¢* + 61440¢° + 276480¢° + ... € M := [['14(2)*,8] .

Dabei bezeichnet I'y o(2)* die Fricke-Gruppe zur Stufe 2. Diese wird von
I'10(2) und der Matrix wy := (%5 "* ) erzeugt. Beziiglich M ist Extre-
malitét definierbar und es gilt dim M = 2, siehe [Queb98|. Eine Modulform
in M ist also durch die Koeffizienten von 1 = ¢° und ¢? eindeutig bestimmt.
Daher ist BWig ein extremales Gitter beziiglich M.

3. Wie in den vorangegangenen Beispielen ergibt sich, dafy die Thetareihe des
Leech-Gitters

Oreeen(2) = 1+ 196560¢* + 16773120¢° + ... € M := [SLy(Z), 12]

mit der extremalen Modulform beziiglich M {ibereinstimmt, da der Raum
2-dimensional ist.
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Es sei darauf hingewiesen, dafl nach obiger Definition der Begriff der Extrema-
litdt eines Gitters vom vorgegebenen Raum M der Modulformen abhéngt. Ist
L ein beliebiges Gitter mit Thetareihe ¥/, so ist L natiirlich extremal beziiglich
M = C9¥p. Dieser Fall tritt auch im ersten Beispiel von 4.3 ein. Jedes Gitter
ist also extremal beziiglich eines geeigneten Raumes M. Sinnvoll sind daher nur
Fragestellungen nach Extremalitét, bei denen der Raum der Modulformen vorge-
geben ist, wie zum Beispiel dann, wenn man sich fiir gerade unimodulare Gitter
interessiert.

Es gibt Fille, in denen zwar die extremale Modulform f beziiglich eines Raum-
es M existiert, es aber kein Gitter L mit v/, = f gibt, siehe zum Beispiel den
in Abschnitt 5 behandelten Fall M := [G(2),8]. In diesem Fall wiirde auch eine
periodische Punktmenge A mit ©, = f eine Kugelpackung im R liefern, die
dichter wire als die zur Zeit bekannten Kugelpackungen in Dimension 16 (siche

Abschnitt 5).

Definition 4.4 Sei M ein Raum von Modulformen beziiglich dem Extremalitét
definierbar ist. Eine periodische Punktmenge A = UM, (u; 4+ L) heiBt exztremal
beziiglich M | falls ihre Average-Thetareihe ©, mit der extremalen Modulform
in M iibereinstimmt.

Die folgende Bemerkung ist unmittelbar klar.

Bemerkung 4.5 Sei M ein Raum von Modulformen, beziiglich dem Extrema-
litdt definierbar ist, und sei f die extremale Modulform in M. Eine notwendige
Bedingung dafiir, da} f mit der Average-Thetareihe einer periodischen Punkt-
menge A iibereinstimmen kann, ist, dafl alle Koeffizienten in der ¢—Entwicklung
von f nicht-negative rationale Zahlen mit beschrinktem Nenner sind. Ist A = L
ein Gitter, so miissen die Koeffizienten sogar ganzzahlig sein.

Die Thetareihe eines geraden Gitters L der Stufe [ ist eine Modulform zur
Gruppe I'1o(l). Fiir [ = 1 und die Gewichte 4 bzw. 12 wurden im Beispiel 4.3
extremale Gitter angegeben. Betrachtet man nun fiir Average-Thetareihen zu pe-
riodischen Punktmengen A (mit den Eigenschaften aus Korollar 2.24) den Raum
der Modulformen, in dem sie auf natiirliche Weise vorkommen, so erhilt man
folgende Aussage:

Proposition 4.6 Sei L C R ein gerades Gitter der Stufe | und A = Uj]‘il(uj +
L) C R% eine periodische Punktmenge, die kein Gitter ist und deren Verschie-
bungsvektoren uy, . ..,uy € L* die Voraussetzungen uy, + L # ug, + L fiir ky # ko
und N(uy, —u,) € Z fir k € [M]? erfiillen. Sei weiterhin x der in Satz 2.22
definierte Charakter und sei fiir [Fﬁ)(l), k,x] Extremalitit definierbar. Dann ist

O nicht die extremale Modulform in [Fﬂ(l), k,x].
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Beweis : Die Reihen ©) = > ga;¢/ und 9, = Y. b;¢’ sind in [Fﬂ(l), k., x]
enthalten. Wegen - -

1 1
@A - 19[/ = M E ﬁukl —uk2+L - 19[4 - M E ﬁukl —uk2+L 7é 0
ke[M]? 726%2
17k2

gilt ¥, # Ox. Sei d € N so gewdhlt, dal a; = 0 fiir 1 < 5 < d und a4 # 0 gilt.
Wegen min(A) < min(L) hat entweder L ein grofieres Minimum als A, oder 9,
und O, sind zwei verschiedene Modulformen mit a; = b; fiir alle 0 < j < d. Die
extremale Modulform ist aber eindeutig bestimmt. 0

Nun stellt sich die Frage, ob in Proposition 4.6 die Forderung nach Definier-
barkeit von Extremalitéit tiberhaupt erfiillbar ist. Das folgende Beispiel zeigt, dafl
beziiglich [Fﬁ(Z), k| fiir gerades Gewicht k Extremalitéit definierbar ist.

Beispiel 4.7 Sei | = 2 und k gerade. Es ist Fﬂ@) =T11(2) und es gilt I';(2) =
T-Tio(4)-T'mit T = (§ ¢ ). Nach [Kob84], p.146, hat die graduierte Algebra
der Modulformen geraden Gewichts zur I'y o(4) die Form

@[F1,0(4)7 k] = Clg, g2
2lk

mit Modulformen

g1(2) 1 = D ygp(z) =148 +24¢" + . ..
ga(z): = E al(n)qzn =@ +4¢+ ...
n>0
n=1(2)

Beide Funktionen sind Modulformen vom Gewicht 2 und g, ist eine Spitzenform.
Die Elemente g{gg_j(z) = %7 4+ 85 ¢4 7*2 + ... erzeugen fiir j = 0,1,...,d —
1 den C-Vektorraum M := [['yo(4), k], wobei d := dimc M = £ gesetzt ist.
Beziiglich M ist also also Extremalitét definierbar. Da T' € GLo(Q) eine obere
Dreiecksmatrix ist, ist auch Extremalitiat beziiglich [FQ(Z), k| definierbar.

Betrachtet man die Rdume zu durch 4 teilbaren Gewichten, so passiert etwas
bemerkenswertes: Beispielsweise hat die extremale Modulform beziiglich [I'y (4), 8]
die Form

f*=1—7680q¢" + 4320¢"¢ — 276480¢*° + 61440¢** — . ..

Der Raum [I'1o(4),8] ist 5-dimensional, daher verschwinden die Koeffizienten
zu ¢%, ¢ ¢% ¢%. In diesem Fall verschwindet aber auch der Koeffizient zu ¢'°,
und ebenso alle Koeffizienten der ¢?-Entwicklung zu ungeraden Indices. Das liegt
daran, daf8 f* von der extremalen Modulform zur Gruppe I'1 (2) herkommt, wie
in Abschnitt 4.3 erldutert wird.
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4.2 Extremale Zahler

Die Gewichtspolynome P;(C)(Xo, X1) zu selbstdualen Codes C' C FJ' sind homo-
gene Polynome vom Grad n mit gewissen Invarianzeigenschaften. Definiere die
Gruppen H; := (11, Dy) und Hs := (T}, Ds), wobei

1 1 1 1 0 10
(1) 2 ( ) ()

gesetzt ist. Dann sind die néchsten beiden Sétze wohlbekannt, [ConSlo99], [RaS98].
Satz 4.8 Sei C' C FJ ein selbstdualer Code. Es gilt

P,(0) € C[Xo, X1 = C[p1, p4]
mit p1(Xo, X1) := X¢ + X? und ps(Xo, X1) := XX3(XZ — X?)~

Satz 4.9 (Gleason)
Sei C' C F} ein doppeltgerader selbstdualer Code. Es gilt

Pl(C) - C[Xo,Xﬂ}b = (C[Pl(Hg), Pl(g24)] .

Dabei bezeichnet Hg den [8, 4, 4]— Hamming-Code und Goy den [24,12,8]— Golay-
Code.

Betrachtet man die n—te homogene Komponente P eines gegebenen Invari-
antenringes C[Xp, X;]¢ beziiglich einer Gruppe G, d.h. P = C[Xj, X;]¢, so kann
man auch hier die Frage stellen, ob ein beziiglich P extremales (und eventu-
ell eindeutig bestimmtes) Polynom in P existiert, und ob dieses dann der Ge-
wichtszdhler eines Codes ist.

Definition 4.10 Sei P C C[Xy, X}],, ein C-Vektorraum homogener Polynome
vom Grad n und sei d := dim¢ P. Man sagt, Extremalitit ist definierbar beziiglich
P, genau dann, wenn eine Basis von P der Form

q]c(X(th) = XSL_JkX{k + Z a’yc)X(T)L_JX{? k € [d]7 a’gk) € C
J>Jk
mit j; < jo < ... < jg existiert. In diesem Fall heifit das (eindeutig bestimmte)
Polynom p(Xo, X1) = X0 " X{' +a;,, X) VX3 L 6, X7 das extremale

Polynom beziiglich P. Ein Code C C Zj,, (bzw. C' C F") heifit extremal beziiglich
P, falls der Hamming-Distanzzihler

1 n—w — w —
HD(C)(Xo. X1) = 17 ST XTI e
a,BeC

mit dem extremalen Polynom in P iibereinstimmt.
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Im Fall der binédren selbstdualen Codes der Blockliange 16 erhélt man (siehe
[ConSlo99)):

Beispiel 4.11 Sei C' C FJ9 ein selbstdualer Code. Dann ist
Py(C) = Mp} + Aapipa + Aspi € Clpy, palie

fiir geeignete A1, Ao, A3 € Q. Das extremale Polynom p(Xg, X7) in C[py, ps]i6 hat
die Form

p(Xo, X1) = X0 + 112X3°X7 + 30X5 X7 + 112X X" + X{¢ .

Nun gibt es keinen linearen Code C' mit P;(C) = p, siche [ConSlo99]. Allerdings
gilt fiir den Nordstrom-Robinson-Code N RC'¢ aus Beispiel 1.14

Dist(NRCys) = HD(NRCyg) = Py(NRCys) = p .

Aufgrund der Invarianz des Zéhlers Dist; (N RC1g) unter MacWilliams-Transfor-
mation 148t sich aus dem Nordstrom-Robinson-Code ein Beispiel einer periodi-
schen Punktmenge konstruieren, deren Average-Thetareihe eine Modulform zur
Hecke-Gruppe G(2) ist, siche Kapitel 5.

4.3 Die extremale Modulform in [I'y(4), 2k]

In diesem Abschnitt werden die extremalen Modulformen beziiglich der Rdume
I'10(4),2k], k € N, genauer untersucht. Es wird bewiesen, dafl eine solche ex-
tremale Modulform von der entsprechenden extremalen Modulform zur Gruppe
I'1 0(2) herkommt.

Im folgenden sei wie in Beispiel 4.7 die Matrix 7' = (§ ¢ ) und gi(z) =
D japa(2) s g2(2) = an&) o1(n)g* die Erzeuger des Polynomrings Clg;, go] =

Dren, [['1,0(4), 2k]. Der Ring der elliptischen Modulformen zur I'y ¢(2) ist in [Skor92]
bestimmt, es gilt

P r10(2),2k] = C[o.e] .

keNy

Die beiden Erzeuger 6 vom Gewicht 2 und € vom Gewicht 4 sind algebraisch
unabhéngig und wie folgt definiert: Bezeichne mit

1 1 1
=gt Y (i)
t 0#£vy€e2mi(Zz+1Z) (iIZ’ ’7) v

die Weierstrafsche p-Funktion. Setze a¢%(n) ;=" 4. d. Dann gilt

d=1(2)

€(2) = (p(z,m) —p(z,miz))(p(z, ) —p(z,mi(2+1))) = 1—16—q2+7q4—28q6+. ..
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und 6(z) = §+6-3°, -, 09%(n)¢*". Fiir die Dimension der Vektorréume [Ty o(2), 2k]

ergibt sich
k
dimC[F1,0(2),2kJ] = l§:| +1 .

Wie in [Skor92] setze € := (6% —¢) = ¢* + 8¢* + 28¢° 4 .... Eine Basis von
[T10(2), 2k] ist durch {6"1¢"2 | (v1, 1) € N2, vy +2vy = k} gegeben. Insbesondere
ist Extremalitét definierbar beziiglich [T o(2), 2k].

Satz 4.12 Seien f1 € [I'10(4),2k] und fo € [I'10(2),2k] die extremalen Modul-
formen beziiglich der angegebenen Rdume. Dann gilt fi = fo|orT. Insbesondere
verschwinden in der ¢*-Entwicklung von f; = Zj>0 a;q* die Koeffizienten a; zu
ungeraden Indices j. Ist k gerade, so gilt ag =1, a; = as = ... = az4, = 0.

Dieser Satz liefert also eine Erklirung dafiir, warum in der ¢*-Entwicklung der
extremalen Modulform in Beispiel 4.7 die Koeffizienten zu ungeraden Indices
verschwinden, und warum a; = 0 gilt, wo doch der Raum [I'; o(4), 8] aus Dimen-
sionsgriinden nur a; = ay = az = a4 = 0 erzwingt.

Beweis: Die extremale Modulform f, € [I'1¢(2),2k] ist eine Modulform zur
Hauptkongruenzgruppe I'y(2). Es gilt T'10(4) = T 'T1(2)T, daher ist fo|oxT €
[T'1,0(4), 2k], siehe Beispiel 4.7. Sei fo = 14,5, big”, by # 0, die g-Entwicklung
von fy. Aus der Extremalitiat von fo folgt d > [%} + 1. Es gilt also

T =1+ b = a4 =1+ a;q”

1>d §>0 j>2d

und a; = 0 fiir ungerade Indices j. Wegen dime[I'19(4), 2k] = k+1und 2 ([£] + 1)
> k+ 1 stimmt fs]o, 7 mit der extremalen Modulform f; iiberein. Fiir gerades k
ist [g} = g und 2d > 2 ([%} + 1) =k + 2 > k + 1. Daher verschwindet auch der
Koeffizient a;,; in der ¢>-Entwicklung von f;. U

In den nachfolgenden Beispielen werden die extremalen Modulformen f* beziiglich
der Raume [I'10(4), 2k] fiir k£ € [6] angegeben. Dabei wurden die Berechnungen
mit dem Programm ganzvieleextrMFGamma0O4.mag durchgefiihrt.

Beispiel 4.13

o k=1:f"=1+24¢" +24¢% + 96¢'% + 24¢"0 + 144¢*° + . ..
Es gilt f* = 46]oT, und diese Modulform stimmt mit der Thetareihe des
Gitters v/2D, iiberein, vgl. [ConSlo99], p. 202.

o k=2:f*=14240¢® + 2160q¢*® + 6720¢** + 17520¢*% + . ..
Diese Modulform stimmt mit der Thetareihe des Gitters 2FEyg iiberein.
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o k=3:f*=1-504¢® — 16632¢'® — 122976¢** — 532728¢*% + . ..
Es gilt f*(z) = Eg(4z). Dabei bezeichnet Eg die Fisensteinreihe vom Ge-
wicht 6. Zur Definition der Eisensteinreihen siehe Seite 81.

o k=4: f*=1-7680¢" + 4320¢'® — 276480¢%° + 61440¢** — . ..
Diese Modulform steht in Verbindung zur extremalen Modulform zur Hecke
Gruppe G(2) (siehe Bemerkung 5.8), welche in Kapitel 5 genauer untersucht
wird.

e k=5: f*=1+10560¢" + 3960¢'% + 1039104¢* + 1689604¢>* + . ..
Ein Vergleich dieser Modulform mit der Thetareihe eines 10-dimensionalen,
2-modularen, extremalen Gitters L,

Y = 1+ 3960¢* + 168960¢° + 2094840¢° + ... ,

zeigt, daf} die Koeffizienten a; aus der ¢-Entwicklung von f* fiir j = 0(8) mit
den Koeffizienten von ¢, iibereinstimmen. Es gibt (bis auf Isometrie) genau
drei 10-dimensionale, 2-modulare, extremale Gitter, siehe [BaVe0l]. Zwei
dieser Gitter wurden von Nebe und Plesken entdeckt, [NePle95]. Scharlau
und Hemkemeier fanden das dritte, [SchHe98]. Die Frage, ob es vielleicht
eine periodische Punktmenge A = U, (u; + 2L) eines 10-dimensionalen,
2-modularen, extremalen Gitters L mit ©, = f* gibt, ist offen. Eine analo-
ge Fragestellung wird in Kapitel 5 fiir die extremale Modulform beziiglich
[G(2), 8] untersucht.

o k=06: f*=1+196560¢' + 167731204%* + 398034000¢%* + .. .
Bezeichne mit Lyee.n, das Leech-Gitter (min(Leecn) = 4). Dann gilt fir die
extremale Modulform f* =4,, .

4.4 Zwei Spezialfille

Sei M ein endlich-dimensionaler Raum von Modulformen vom Gewicht k¥ € N
beziiglich dem Extremalitéit definierbar ist und sei f* € M die extremale Modul-
form.

Problem: Gibt es eine periodische Punktmenge A mit @g) =f*7
Man beschrénke sich hierbei auf den Fall, dal die Exponenten in der ¢-Entwicklung

von f* ganzzahlig sind, k ein Vielfaches von 4 ist, und f*(—1/z) = 28 f*(2) gilt.
Dann ist f* eine Modulform zur Hecke-Gruppe G(2) , die von den Matrizen

s (20) = (3)
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erzeugt wird. Unter der Annahme der Existenz der gesuchten periodischen Punkt-
menge A C R” impliziert die Ganzzahligkeit der Exponenten von f* = 65\1), daB
L C 3L* und wy,...,uy € 3L* gilt. AuBerdem ist n = 2k = 0(8). Die Ein-
schrankung k£ = 0(4) wurde gemacht, um in der Thetatransformationsformel fiir
@f\l) den Faktor i2 = 1 zu erzwingen (vgl.Satz 2.17).

Fiir den Fall, daB es keine periodische Punktmenge A mit ©, = f* gibt,
kann man versuchen, die Nicht-Existenz von A mit Hilfe von Grad 2 Modul-
formen zu beweisen. Dazu nimmt man an, dafl die periodische Punktmenge A
existiert, und daf @5\1) = f* gilt. Dann kann man die Grad 2 Average-Thetareihe

@g\z) (Z) = > gm0 are™T2) zu A betrachten. Diese Reihe ist eine Modulform

beziiglich einer gewissen Gruppe H und es gilt 65\2)@ = @E\l). Aus dieser Glei-
chung und aus den Eigenschaften, daf§ f* extremal und @f) eine Modulform
beziiglich H ist, kann man nun Bedingungen an die Koeffizienten a; ableiten.
Sollte dabei einer der Koeffizienten a; negativ oder nicht rational sein, so erhélt
man einen Widerspruch zur Existenz von A. Fiir den Fall, daBl eine solche Punkt-

menge A existiert, kann man versuchen, auf diese Weise einige Koeffizienten ar
. k
der Reihe @E\) zu berechnen.

In diesem Abschnitt soll ein Verfahren vorgestellt werden, mit dem sich Be-
dingungen (lineare Gleichungen) an die Fourier-Koeffizienten einer moglichen Sie-

gelschen Modulform F' vom Grad 2 mit F|® = @f\l) ableiten lassen.

Sei A = U}, (u; + L) eine periodische Punktmenge mit N (ux, — ux, + ) € Z
fiir alle (k,x) € [M]? x L, und seien @&1) =)

@5\2) = 117w are™(T2) die Fourier-Entwicklungen der Average-Reihen. We-
T halbganz

eNo bj¢’ und

gen

0P |®(z) = tlim @5\2)(( Pon)) = Z aTtlim eﬂi"(( o)) = 0)(2)
) T

folgt fiir die Fourierkoeffizienten a; zu Index-Matrizen ( A ) die Beziehung
ar = bj

Setzef’::(g 2),[::(? é)undP::(é ‘}).Dannfolgt aus der Defi-

nition von O die Gleichung @f)| +P =0 und damit auch ay = a;.

Weitere Einschriankungen an die Koeffizienten bekommt man, wenn man ver-
sucht, die Modulform @5\2 € [H, k] als Linearkombination einer Basis von [H, k]
darzustellen. Hierbei ist das Problem, die Modulgruppe H zu bestimmen.
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O.B.d.A. sei A eine endliche Vereinigung von Translaten eines geraden Git-
ters L, s.d. die Verschiebungsvektoren im dualen Gitter liegen. Nach Korollar
2.24 ist @f) eine Modulform zur Gruppe FQ(Z) und zu einem Multiplikator x,

wobei [ die Stufe des Gitters L bezeichnet. Aus @fxl)]kS = @&1) folgt mit der
Transformationsformel

vdet L
M

1
B (1
zk@g\)|k5’ =1 E |By|2qN(y)

yeL*

durch Vergleich des 0-ten Fourier-Koeffizienten, daf§ det L = i" det L = M? gilt,
und daher ist wegen k = 0(4) der Charakter x trivial, vgl. Korollar 2.24.

Man kann nun erstmal keine Aussage iiber die Stufe [ machen, da das Gitter
L nicht bekannt ist, und da man die Stufe von L nicht an der Modulgruppe G(2)
ablesen kann. In vielen Fillen gilt aber fiir die Grad 2 Average-Thetareihe die zu
@g)|k5’ = @E\l) analoge Gleichung

O (-z1) = (det 2)* - 0P(2) .

Dies ist zum Beispiel dann der Fall, wenn A ein unimodulares Gitter oder die
Konstruktion-A-Liftung eines bindren Codes C' ist, der ein Zj4-lineares, selbst-
duales Urbild unter der Gray-Abbildung hat. Denn nach Satz 1.16 ist dann der
Distanzzihler Disty(C') invariant unter MacWilliams-Transformation und Ein-
setzen der Theta-Konstanten fy, ..., f3 liefert nach Korollar 3.7 die Behauptung.

Die folgenden Betrachtungen geschehen unter der

Annahme (1): Die periodische Punktmenge A sei 2-selbstdual, d.h. es gelte
@5\2)|k52 = @5\2), wobei Sy 1= ( o ) gesetzt ist.

Das folgende Beispiel zeigt, dal es nicht moglich ist, diese Annahme aus der
Gleichung @5\1)|kS = @5\1) zu folgern:

Beispiel 4.14 Sei C der lineare Code aus Beispiel 1.10 und A¢+ die Konstruktion-
A-Liftung von C* C F3°. Es gilt Dist,(C) = Pg(2)(0)7 @5@4 — 99 qnd

Disty(C*)(X) = ek Disty(CH)(X - T;%)
= (Dist, (€)(X))* ~ (s Disty(O)(X - T3

Da der Grad 1 Gewichtszihler P;(C) = Dist,(C) invariant unter MacWilliams-
Transformation ist, folgt mit Korollar 3.7 @5&;4|205 = 19&124\205 = 195\124 = @5&24.
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Nach Beispiel 1.10 ist P,(C) = Disty(C) nicht invariant unter MacWilliams—
Transformation, daher ist nach obiger Gleichung Dist2(04) = (04) nicht

invariant unter MacWilliams-Transformation, d.h. es gilt P ( ) (( H.
Die Theta-Konstanten fo,..., f; sind algebraisch unabhéngig (vg [Rung96])
daher gilt mit Satz 3.1 und Lemma 3.6

o . =08 S # O,

(cHt

Unter der Annahme (1) ist die Grad 2 Average-Reihe @5\2) eine Modulform
zur Gruppe

H = <r§?{(z), SQ,P>

Wie eine Rechnung mit dem Programm Gruppentest.mag zeigt, sind die Grup-
pen H; fir [ € N nicht alle identisch. So sind z.B. die Gruppen H», H, und
Hg paarweise verschieden. Setze N; := (3 (1)), Ny = (Qf ,%) und H; :=
N2_1 - H; - Ny. Dann ist 95\2)|kN2 eine Modulform vom Gewicht k£ zur Gruppe ﬁl.
Fiir Matrizen

(2 5)etuonn (1 0).(4 1)) encovien

(vgl. [Kob84]) und (X, i) € (IZ) x Z enthélt die Gruppe H; die Matrizen

bzw.

O 0 O Q
—_ 0 o o
oO—~,T O

1
0
A
1

o O = O
O QO
O DO > =
O O = O

Diese Behauptung priift man fiir die beiden Erzeuger von I 10(4) direkt nach und
beriicksichtigt, daf§ die Struktur der Matrizen der linken Form unter Matrixmul-
tiplikation erhalten bleibt (vgl. [EiZa85]). Die Matrizen der rechten Form sind

fiir (\, p1) € (IZ) x Z Elemente der Untergruppe N, ' - Fﬁ(l) - N, von Hj.

Sei Z = ( oz ) und

z3

O [kNo(Z) = 3 e, ) - €2

meENg

die Fourier J acobi-Zerlegung von @(2)| xN2. Nach [EiZa85] sind die Koeffizienten

Om VON @ |kN2 invariant unter der .|;,, A - bzw. .|,, (A, i) -Operation fiir Ma-
trizen A € F1,o( ) und Tupel (A, ) € (IZ) x Z.
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Gesucht ist eine geeignete Gruppe, beziiglich der die Koeffizienten ,, Jacobifor-
men sind. Allerdings operiert fiir allgemeines [ die Gruppe I'y ¢(4) nicht auf dem
Gitter [Z x Z. Definiere d := ggT'(4,1).

Behauptung: Die Koeffizienten ¢,, sind invariant unter der .| ,,(4, (A, p))-
Operation von I'y o(4) x (dZ x Z).

In SLy(Z) x 72 gilt

(A1, (A1, 1)) - (A2, (Ao, p2)) = (ArAa, (Mg, ) Ag + (N2, p2)) -

Wihle Ay = 0, Ay = ( b ) Zu A € Tro(d) setze A, == A- A;'. Sei
(A, 1) € (dZ) x Z, dann existiert ein (A1, 1) € (IZ) X Z mit A = Ay + 4. Setze
o := pt— 1. Dann sind fiir j = 1,2 die Tupel (A;, (A, ;) € T10(4) x ((IZ) X Z)
und es gilt

(Ala ()‘17 ,Ul)) ’ (A27 ()‘27 ,UQ)) = <A7 ()‘7 M))

Die Fourier-Jacobi-Koeffizienten ¢,, sind invariant unter der .|;.,(A4;, (Aj, i;))-
Operation und daher auch invariant unter .| (A, (A, ). Nach Satz 2.8 ist ¢,
eine Jacobiform vom Gewicht k£ und Index m zur Gruppe I' o(4) x ((dZ) x Z).

Man erhélt folgendes Diagramm:

kN2

[Hb k] — [ﬁhk]
| | J

o d 50Jkm(T10(4) % ((dZ) x Z))

¥ Y
6.0 B ok

Dabei ordnet die Abbildung J einer Modulform F € [H;, k] die Folge ihrer
Fourier-Jacobi-Koeffizienten (¢, )men, zu. Die vertikalen Pfeile sind gestrichelt,
da es sich hierbei nicht um Abbildungen zwischen den Rdumen der Modulfor-
men handelt, sondern lediglich verdeutlicht werden soll, dafl fiir die Grad 2
Average-Thetareihen @f) bzw. 65\2)|kN2 die Gleichungen @f)|<1> = @5\1) bzw.
@5\2)|kN2|<I> = 65\1)|kN1 gelten.

Zu v € Ny bezeichne D, wie in [EiZa85] die Abbildung
Doyt Jem(T(4)10 X ((dZ) x Z)) — [T10(4),k +20] = [[10(4),k+2v]

¢ = Dup
und es sei PZ(IIf_l) das 2v-te Gegenbauerpolynom
_ : 2v)! k+2v—p—2
P(k 1) = —1)~ ( . 202, 1t
o () Z( ) w(2v — 2u)! ktv—2 "

=0



Zwei Spezialfille 73

Dann ist fiir eine Jacobiform ¢(z1,22) = 37,54 > rez ¢(n,r)q"(" die Funktion
- r<<4dnm

Doy := Z Z Pz(f_l)(r, nm)c(n,r) | ¢"

n>0 TEL
r2 <4nm

eine Modulform, und fiir v > 0 ist Dy, eine Spitzenform, siehe [EiZa85], Theo-
rem 3.1.

Nun kann man das in [BaVe0l] beschriebene Verfahren benutzen, das dort auf
Jacobi-Thetareihen angewendet wird. Sei m fest gewéhlt. Fiir den Fourier-Jacobi-
Koeffizienten ¢,, von @5\2) |k Vo ist Dy, @, eine Modulform vom Gewicht k+2v zur
Gruppe I'y (4). Nach Beispiel 4.7 gilt fiir die graduierte Algebra der Modulformen

@ [F1’0(4), k + 2V] = C[gl, 92] s

he2Ny

insbesondere ist {ﬁ]( — giPt gl | 5 =0,... k/2+v} eine Basis von T10(4), k+
2v], und {8, ... ,ﬁk/2+y} ist eine Basis von [F1,0(4), k + 2v]o.

Das Ziel ist nun, lineare Gleichungen in den Koeffizienten c¢(n,r) von ¢, zu
erhalten, denn der Koeffizient ¢(n,r) stimmt fiir 7= ( 7 ), ) mit dem Fourier-

koeflizienten ar aus 65\2)| 1INy liberein.

Dy, o ist eine Modulform zur I'y o(4), insbesondere existiert eine Darstellung

Do, = Zfi 2 /\§”)6§”) mit geeigneten Koeffizienten /\((JV), e /\,(€ Va1, € C. Falls

v > 0 ist, gilt )\(()V) = (. Seien

= " b\"g" und Doyipr =y Y q"

n>0 n>0

die g-Entwicklungen von ﬁ](-y) bzw. Do, . Fiir jedes n € Ny gilt die Gleichung
l;gly) _ ZI?£2+V )\(V)b(lj)

gm0 A Oin und nach Konstruktion ist

Z PQ(l]f_l)(r, nm)c(n,r) .

TEL
r2 <4dnm

Firv =0,..., Ve und n = 0, ..., Nypae erhélt man ein lineares Gleichungssy-

stem
k/24v

(%) Z PQllf Y(r,nm)e(n, ) Z )\

TEL
r2§4nm
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in den Unbestimmten (¢(n, 7)) n=o....nmaee und ()év)) »

mit noch zu bestim-
rE€Z, r2§4nm v

v=0,...,vmazx
menden Parametern v,,qu, Nmae. Dabei gilt )\g’) = 0 fiir v > 0. Indem man v,,,,

vergroflert, bekommt man mehr Gleichungen in den Variablen (c¢(n, 7)) n=o.....nmas ,
re’Z, r2§4nm

aber man erhoht auch gleichzeitig die Zahl der Unbekannten )\;V) . Indem man
Nmaz VergroBert, fiigt man Gleichungen mit neuen Unbekannten ¢(n, r) aber ohne

neue Variablen /\5-”) hinzu. Eliminiert man im Gleichungssystem (k) die Unbe-

kannten <A§V)> ; _» so erhélt man lineare Gleichungen in den Koeffizienten

=0,...,vmazx

(c(n, 7)) n=0... mmae . Damit ist gemeint, daffi man zuerst nach den Variablen )\gy)
rEL, r<«<4dnm

auflost. Auf diese Weise erhilt man die )\gl’) in Abhéngigkeit der Unbekannten
¢(n,r). Einsetzen in das Gleichungssystem (x) liefert ein neues Gleichungssystem
(**) in den Unbekannten c(n,r).

Das Ziel ist, im Gleichungssystem (#*) moglichst viele linear unabhéngige
Gleichungen in den Unbekannten c¢(n,r) zu erhalten.

Bestimmung der Parameter n,,,, und v,q.:

Die Parameter n,,,, und v, sollen nun so bestimmt werden, dafl das Glei-
chungssystem (*) mehr Gleichungen als Unbekannte ¢(n, r) und )\gy) besitzt. Das
ist immer moglich, jedoch werden diese Gleichungen in der Regel linear abhéngig
sein.

Es gilt c¢(n,r) = ¢(n, —r), denn fiir geeignetes k € [M]* und geeignete z,y € L
ist r = 2(ug, — up, +, Ug, — ug, +y). Identifiziert man in (x) die Variablen c¢(n, r)
und c(n, —r), so ist fiir jedes n die Anzahl der Variablen ¢(n,r) im Gleichungssy-
stem gleich 1+ [v/4nm|. Wenn man mit den ersten (ng+ 1) Fourier-Koeffizienten
von Dy, p,, bzw. ﬂ](.") rechnen mochte, um Gleichungen in den Variablen ¢(n, )
fir n = 0,...,n9 zu bekommen, dann erhdlt man im Gleichungssystem (x)
V(ng) == > 10 ([V4nm] + 1) Unbekannte c(n,r). Setze gy := ng — k/2 und fiir
v>0

k
Gy =ng — dimg([Iy o(4), k + 2v]g = ng — 5~ v .

Fiir jedes v mit g, > 0 erhélt man im Gleichungssystem (x) neue Gleichungen in
den Unbestimmten c¢(n,r),n =0, ...,ng, r*> < 4nm, und )\(()V), e )\(;J)ry. Aufgrund
2

von g, > 0 fiigt man dem Gleichungssystem (**) nach Elimination der Variablen
AW ,/\(;J)FV also g, (neue) Gleichungen hinzu, deren einzige Unbestimmte nur
die Variablen ¢(n,r) sind.

Man kann nun v, und g, so wihlen, da > """ g, > V(ny) gilt. Dazu
starte man bei ng = 1, berechne zu diesem ng das zugehorige Ve = no — k/2
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und teste, ob die Ungleichung erfiillt ist. Falls nicht, erhohe ny und iteriere. Auf
diese Weise erhdlt man mehr als V(nq.) (i. a. linear abhéngige) Gleichungen in
den V(nma,) Unbestimmten c(n, ).

Weitere Bedingungen an die Koeffizienten ¢(n, r) ergeben sich aus der zweiten
Transformationsformel fiir Jacobiformen, @,,|m (A, 1) = @y, fir (A, 1) € (dZ) x Z.
Wie im Beweis von Theorem 2.2. in [EiZa85] ist fiir (A, u) € (dZ)xZ die Gleichung
Omlm(A, 1) = @ dquivalent zu

c(n,r) = c(n+rX+mA r+2m\)

fiir alle n € Ny und r € Z mit r? < 4nm. Es gilt also c(n,r) = c(n’,r’), falls
r = 1'(2md) und 4n'm — r”> = 4nm — r%. Diese Gleichungen héingen von d und
damit von [ ab, jedoch sind nur noch die drei Félle d = 1,2 oder 4 zu unterschei-
den. Man hat also durch die Annahme (1) die Unkenntnis der Stufe [ auf drei
Falle reduziert.

Alle Gleichungen hat man unter der Annahme @5\2) Sz = @f) erhalten. Wenn
nun diese Annahme durch die

Annahme (2): Es existiert eine periodische Punktmenge A = U}, (u; + L), L
gerades Gitter der Stufe [ = 2, mit @Exl) = f*

ersetzt wird, so ergibt sich folgendes:

65\2) ist eine Modulform zur Gruppe I'5(2) und @5\2)] kN2 ist eine Modulform zur
Gruppe H := N; ' -T'5(2) - N. Die Matrizen

1000 100 pu
0100 N1y 0
s010 | o001 -
000 1 000 1

sind fiir (X, p1) € (2Z) x Z in H enthalten. Man erhilt also wieder eine Abbildung
(beachte ggT'(4,1) = 2)

J [F[,k] — Hmzojk,m(fl,o(‘l) x ((2Z) x Z)) ,

die einer Modulform die Folge ihrer Fourier-Jacobi-Koeffizienten zuordnet. Fiir
festes m 148t sich wieder die Abbildung

Doy Jum(D(A)10 X ((dZ) x Z)) —> [Fro(4), k + 20] = [T10(4), k + 20/

anwenden, und man erzeugt auch hier dasselbe Gleichungssystem (x). Weiterhin
gilt c(n,r) = c(n/,r"), falls r = r'(4m) und 4n'm —r’? = 4nm —r? gilt. Insgesamt
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fithrt die Annahme (2) auf den Fall der Annahme (1) fir d = 2.

Leider erweist sich diese Methode in der Praxis als nicht ausreichend. In vielen
Anwendungen (sieche z.B. Kapitel 5, Bemerkung 5.14) ist das Gleichungssystem
(%) in den Unbestimmten c¢(n,r) nicht eindeutig l6sbar. Dann kann mit die-
ser Methode keine eindeutig bestimmte Siegelsche Modulform F' mit F|® = f*
konstruiert werden, sondern nur ein Losungsraum. In diesem Vektorraum von
Modulformen ist dann die Nicht-Existenz einer Modulform mit nicht-negativen
Koeffizienten a7 mit beschranktem Nenner nachzuweisen, um den gewiinschten
Widerspruch zu erhalten; bzw. es ist der Kegel aller Modulformen mit nicht-
negativen Koeffizienten mit beschrinktem Nenner zu bestimmen. Falls die ge-
suchte periodische Punktmenge A existiert, mufl die Grad 2 Average-Thetareihe
@5\2) in diesem Kegel liegen.

Trotz alledem bietet das hier vorgestellte Verfahren die Moglichkeit, iiber-
haupt Bedingungen an die Koeffizienten einer moglichen Grad 2 Average-Theta-
reihe zu finden.



7

5 Die extremale Modulform vom Gewicht 8 zur
Hecke-Gruppe G(2)

In diesem Kapitel soll die Frage untersucht werden, ob eine bestimmte periodi-
sche Kugelpackung im 16-dimensionalen euklidischen Raum mit vorgegebener
Average-Thetareihe existiert. Aus dieser Reihe und ihrem Transformationsverhal-
ten lassen sich Eigenschaften dieser hypothetischen Kugelpackung ableiten. Insbe-
sondere ist dann die Dichte dieser Packung allein durch ihre Average-Thetareihe
bestimmt. Die Fragestellung ist deshalb von besonderem Interesse, weil eine solche
Kugelpackung dichter wére als jede zur Zeit bekannte Kugelpackung in Dimen-
sion 16.

Betrachte den (R, (.,.)) zusammen mit dem Standardskalarprodukt (x,y) =
2?21 z;y;. Um eine dichte Kugelpackung zu konstruieren, kann man sich zunéchst
einmal auf den einfachsten Fall beschranken, ndmlich den, dal die Kugelmittel-
punkte auf einem Gitter liegen und dafl dieses Gitter sogar unimodular ist. Fiir
die center-density einer solchen Kugelpackung gilt dann 6 = (ml;%))s

Im Fall eines geraden unimodularen Gitters L ist die Thetareihe 9, eine Mo-
dulform vom Gewicht 8 zur vollen Modulgruppe SLy(Z). Der Raum [SLs(Z), 8]
ist eindimensional, [Ebe02]. Es gibt bis auf Isometrie genau zwei verschiedene
16-dimensionale gerade unimodulare Gitter, ndmlich Fg x Eg und Dfﬁ. Deren
Thetareihen stimmen also mit der extremalen Modulform in [SLs(Z), 8] tiberein.

Betrachtet man auch ungerade unimodulare Gitter, so sind die Thetareihen
Modulformen vom Gewicht 8 zur Hecke-Gruppe G(2). Diese Gruppe wird von den
Matrizen S und U der Substitutionen z — —1/z bzw. z — 2z + 2 erzeugt, S :=
(% ), U:= (s 1).DerRaum [G(2),8] ist dreidimensional, siche [ConSlo99).
Die extremale Modulform in [G(2), 8] hat die Form

O*(z) = 1 + 7680¢> + 4320¢* + 276480¢° + 61440¢° + . ..

Wenn es nun ein unimodulares Gitter L mit ¥, = ©* gibe, dann wiirde min(L) =
3 gelten, und daher fiir die center-density § = 3% /2% = 0.1001129150. Die zur Zeit
dichteste bekannte Kugelpackung im R!® ist durch das 16-dimensionale Barnes-
Wall-Gitter BW14 gegeben. Fiir die center-density der zugehorigen Kugelpackung
gilt dpw,, = 1/16 = 0,0625. Mit dem gesuchten Gitter L kénnte man also dich-
ter packen. Nach [ConSlo99], Theorem 1, p.441, existiert aber kein unimodulares
Gitter L mit 9, = ©*.

Beschrénkt man sich bei der Suche nicht nur auf unimodulare Gitter, so kann
man nach einem isodualen Gitter L mit dieser Thetareihe fragen. Dieses Gitter
wiirde ebenfalls eine Kugelpackung mit center-density 6 = 0, 1001129150 liefern.
Quebbemann hat jedoch in [Queb98| gezeigt, daf es tiberhaupt kein Gitter gibt,
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dessen Thetareihe mit ©* {ibereinstimmt. Dazu iiberlegt man sich folgendes:

Die Gruppe G(2) ist zur Fricke-Gruppe I'; (4)* der Stufe 4 tiber die Matrix
T := (5 1) konjugiert, d.h. es gilt G(2) = T - T'1o(4)* - T7. Die extremale
Modulform f* in [I'y o(4)*, 8] ist durch f*(z) = (©*sT)(z) = ©*(2z) gegeben.
Die ¢*-Entwicklung von f* stimmt also mit der ¢-Entwicklung von ©* {iberein.
Insbesondere sind die Koeffizienten in der ¢*-Entwicklung von f* genau dann
ganzzahlig und nicht-negativ, wenn es die Koeffizienten in der g-Entwicklung
von ©* sind. Auflerdem existiert genau dann ein Gitter L C R mit 9, = ©*,
wenn ein Gitter L € R'® mit ©; = f* existiert (dann gilt namlich L = v/2L).
In [Queb98] wird gezeigt, dal es kein Gitter L gibt, dessen Thetareihe mit f*
iibereinstimmt.

Bemerkung 5.1 Sei L C R?! ein gerades Gitter der Stufe I. Zu n € N setze
M, = ( o ) Dann gilt fiir jedes I’ € N mit 9|, My = ¥, die Beziehung [ | I.

Beweis : Schreibe I" = kl + 7, 0 < r < [ (Division mit Rest). Dann gilt M, =
M - M,. Da [ die Stufe des Gitters L ist, folgt ¥ |, M; = 9. Damit erhélt man
aus U [x My = 9, die Gleichung

IplpM,. =9 .

Mit M, := ( Lo ) gilt M, = SM,S~1. Daher folgt aus Jp|p M, = 9 unter

Beriicksichtigung der Thetatransformationsformel 9|, S = ik detL_lﬁ 1« die
Gleichung 9+ |5 M, = Up-. Sei V1(2) = >, a;q¥/t, q = ™, die ¢-Entwicklung
von ¥p+. Da nun fiir alle z € H die Gleichung J.+(z — r) = J1+(2) gilt, folgt

0= Z aj(l - e—?wijr/l)qu/l ]

J€No

Fiir alle j mit a; # 0 ist daher 1 — e=2™"/! = (. Die Gleichung e~2"9"/! = 1 ist
dquivalent zur Aussage [|jr.

Sei > = 7 der gekiirzte Bruch mit [ > 0. Dann gilt 0 < 7 < [. Fiir alle j mit
a; # 0 gilt Z\j

~i=

Sei by, ..., by, eine Basis von L* und G' = ((b,,b,))y ucpr> die Gram-Matrix
von L* beziiglich der gegebenen Basis. Fiir jedes v € [2k] existiert ein j, € N mit
N(b,) = 2%. Insbesondere ist a;, # 0. Es folgt

l 3
N () = 2‘77 €27
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Fiir jedes Tupel (v, 1) € [2k]? existiert ein j,,, € Ny mit N(b, 4 b,) = 22, Es
folgt

(N(by) + N(b,) + 2(b,, b)) = 2*7”1“ €27

o~ =~

Dies zeigt, dafl %G eine gerade Matrix ist. [ ist aber die Stufe des Gitters L, d.h.
die kleinste Zahl mit dieser Eigenschaft. Es folgt % =l,alsol=1und7=0. O

Mit dieser Bemerkung folgt, dafl man alle Moglichkeiten fiir die Stufe [ des Git-
ters an der Modulgruppe ablesen kann. Ein gerades Gitter L mit ¥; = f* hétte
also die Stufe 1,2 oder 4 gehabt.

Die Frage ist nun, ob vielleicht eine periodische Punktmenge A = UL, (u;+L)
mit O, = O existiert. Eine solche Punktmenge A wiirde ebenfalls eine besonders

dichte Kugelpackung P liefern:

Wegen O,]sS = ©4, wiirde dann aus der Transformationsformel

VA det

@A|88_ M2 Z |B ‘2 N(y)

yeL*

durch Vergleich des O-ten Fourierkoeffizienten ¥9&& . 1 = _L;|By|? folgen. Mit
By = S0 2mO0u) — M erhélt man v/det L = M und fiir die center-density

: 16
ergibt sich 0p = w) = 3—6 Das ist derselbe Wert wie fiir die (nicht

existente) Gitterpackung.

Allerdings konnen die Kugeln nicht beliebig dicht gepackt sein; es gibt Schran-
ken fiir die Dichte bzw. die maximale Kufizahl von Kugelpackungen. Notwendige
Bedingungen fiir die Existenz der gesuchten periodischen Punktmenge A (bzw.
Kugelpackung P) mit ©, = ©* sind daher

1. dp darf den Wert der besten zur Zeit bekannten Dichte-Schranke in Dimen-
sion 16 nicht {iberschreiten.

2. Die KuBzahl 7 der Packung P darf den Wert der besten zur Zeit bekannten
Kufzahl-Schranke in Dimension 16 nicht iiberschreiten.

3. Die Fourierkoeffizienten in ©, miissen nicht-negative rationale Zahlen mit
beschranktem Nenner sein.

Die Dichte-Schranke (Rogers-Schranke) liefert in Dimension 16 einen Wert fiir
die center-density von 6 = 0,11774 (siehe Table 1.2. in [ConSlo99]), und die zur
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Zeit neueste Schranke von Cohn und Elkies liegt in Dimension 16 bei 6 = 0, 10738
(siehe Table 3 in [CoEl03]). Der Wert dp = 3%/2'6 = 0,10011 ... der gesuchten
Packung P liegt unterhalb der beiden Schranken. Die Schranke fiir die maximale
KuBzahl wird ebenfalls nicht {iberschritten, in Dimension 16 liegt der Wert bei
8313, siehe Table 1.5. in [ConSlo99].

Betrachtet man die Anfangsstiicke der ¢-Entwicklungen von ©* und der The-
tareihe des Barnes-Wall-Gitters BWg

U, (2) = 1 +4320¢" + 61440¢° + 522720¢° + ... |

so erkennt man, dafl die Koeffizienten zu geraden Indices in der Entwicklung
von ©* mit den Koeffizienten in 9y, iibereinstimmen. Daher wurde in [Slo77]
vermutet, dafl geeignete M = \/det BW;s = v/256 = 16 Translate von BWig
eine periodische Punktmenge liefern, deren Average-Thetareihe mit ©* iiberein-
stimmt. Jedoch besagt Theorem 14 in [ConSlo99], p. 190, daB fir das Minimum
jeder periodischen Punktmenge A die Abschitzung min(A) < 3 gilt, sofern A
aus M Translaten des Barnes-Wall-Gitters mit M > 10 besteht. Dieses Theorem
wird dort allerdings nicht bewiesen. Die Richtigkeit der Aussage kann mit dem
Programm KeinelOTranslate.mag verifiziert werden. Ein theoretischer Beweis,
der auf einer Idee von Rudolf Scharlau beruht, ist im Anhang A angegeben. In
[ConSlo99] wird vermutet, daf es keine periodische Punktmenge A mit ©, = ©*
gibt.

Im folgenden wird eine Formel zur Berechnung der Koeffizienten in der g¢-
Entwicklung von ©* angegeben und es wird bewiesen, daf§ alle Koeffizienten zu
geraden Indices mit den Koeffizienten der Thetareihe des Barnes-Wall-Gitters
iibereinstimmen. Insbesondere wird gezeigt, dafl die Koeffizienten der Modul-
form ©" nicht-negative ganze Zahlen sind. Setze oy(n) =3, d".

Satz 5.2 Sei ©%(2) = Y, ~ga.q" die g-Entwicklung von ©*. Dann gilt fiir die
Koeffizienten a,

1 y n =

480'2 m1+{n2+m3+m4=2n H?:]_O—]_(mj) ,nEl(Q)

Leeoama = 1(2)

480 - (07(n/2) DI TH SN | al(mj)) n=0(2),n>0

m ldots, mg = 1(2)

Ay =

und fir alle n € Ny ist a, > 0. Insbesondere sind die Koeffizienten in der q-
Entwicklung von ©* ganzzahlig und nicht-negativ.

Zum Beweis des Satzes tiberlegt man sich folgendes: Nach [ConSlo99] gilt
P [G2), k, x*] = CB3(2), As(2)]

ke2Ng
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Dabei ist x : G(2) — C der durch x(U) = 1 und x(S) = i gegebene Charakter.
Die Modulformen 03 und Ag sind durch 03(z) =1+23" -, ¢™ und

1
Ag(z) = 1—692(,2)4«94(,2)4 = q—8¢* +28¢° —64¢* +126¢° —224¢° +. .. € [G(2), 4, x]

definiert, wobei in der Darstellung von Ag(z) wie in [ConSlo99] die Reihen

Or(2) =2 Z gD und O4(z) =142 Z(—q)m2

m>1 m>1

benutzt werden. Fiir den Raum der Modulformen vom Gewicht 8 gilt [G(2), 8, x] =
[G(2), 8], und nach Theorem 7 in [ConSlo99], p.187, folgt dim¢[G(2),8] = 3. Die
Reihen

03°(2) = 1+ 32q+480q% +4480¢" + 29152 + ...
03(2)0s(2) = a+8¢°+12¢° - 6dg" — ...
AY(z) = ¢’ 16" +120¢" — ...

sind linear unabhéngig in [G(2), 8], bilden also eine Basis. Es gilt
O = 03° — 3205Ag — 224A2 .

Daher sind die Koeffizienten von ©* ganzzahlig, weil auch die Koeffizienten in den
Reihen 0y, 05, 04 ganzzahlig sind. Bleibt zu zeigen, dafl alle Koeffizienten nicht-
negativ sind und die in Satz 5.2 angegebene Formel erfiillen.

Bezeichne zu k € N, k > 2, mit Esy;, die Fisensteinreihe vom Gewicht 2k |

Dabel ist By, die 2k-te Bernoulli-Zahl. Die Bernoulli-Zahlen erhélt man aus der
Darstellung =%~ = >, Ziz’. Die Eisensteinreihe Ey; ist eine Modulform vom
Gewicht 2k zur vollen Modulgruppe SLs(Z) und trivialem Multiplikator. Wie in
[Ser78], bemerkt, gilt fiir die Eisensteinreihe E; die Gleichung E; = 6§ — 16Ag.
Es folgt

O*(2) = Ej(z) — 480A%(z) .

Benétigt werden nun Formeln fiir die Koeffizienten von E4 und Ag. Dazu ist es
jetzt am bequemsten, im Vektorraum [I'; o(2), 8] zu rechnen.

Bemerkung 5.3 Die Gruppen G(2) und I'; 4(2) sind zueiander konjugiert, ge-
nauer gilt:
Fio2)=N""-G@2) N, mit No= (7 }).
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Beweis: Wie man nachrechnet, gilt N=!.S-N = ( 4o ) = Sund N"L.U-N =
(5 1) =:U.Sund U erzeugen I'; (2). 0

Man erhalt also einen Isomorphismus

JsN - [G(2),8] — [T0(2),
f(z) = [flsN(2)

Zu betrachten ist jetzt ©*|sN € [I'10(2), 8]. Wie iiblich bezeichne mit

@(zw):%Jr 2 (ﬁ_%)

0#£vyE2mi(Z2z+1Z)

8]

f(2z+1)

die Weierstrafische o-Funktion. Setze wie in [Skor92]
e1(2) = p(z,m), ex(z) := p(z,miz) und ez(z) := p(z,mi(z+ 1))

und o%%(n) == Y an d. Mit diesen Bezeichnungen und ¢ = ™ gilt (vgl.
d=1(2)
[Skor92], p.132):

Satz 5.4 Die .|oM-Operation fir M € SLy(7Z) permutiert ey, eq, €3, und ey ist
invariant unter I'y o(2). Es gilt

(1 +24) op*(n € [T10(2),2] ,

n>1

ey = (1 +24) o7(n € 1%2),2] ,

12
n>1
1 . .
=3 ( + 24;(7 ( e W ,(2)W, 2],
wobei W= (3 7' ) und T9(2) :={ (¢ )€ SL(Z)| b=0(2)} gesetzt ist.

Wie in [Skor92] definiere

1

16(e2 —e3)? = ¢* 4+ 8¢* +28¢° + 64¢° + 1264 +224¢"* + ... € [['10(2),4].

M

Dann gilt —Ag|4,N = €. Denn die ¢-Entwicklungen von —Ag(2z+1) und €(z) stim-
men in den ersten beiden Fourierkoeffizienten iiberein, es gilt dime¢[I';¢(2), 4] =
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dimc[G(2),4] = 2 und eine Basis von [I'1(2),4] ist durch E4[4N =1+ ... und
AglsN = —¢* — ... gegeben. Es folgt

O sN(z) = (E4lsN(2))* —480(AslsN(2))
= F,(22)* — 480¢(2)* = Es(2z) — 480¢(2)?

Lemma 5.5 Es gilt:

my, mg = 1(2)

1L H2) =3 (Z 1 ma = 2n Ul(m1>al(m2)> ¢

2. gz(z> = ZTL>1 (Z miy + mo + m3 + my =2n H] lal(m])) q2n

M,y my = 1(2)

3. Fiir alle k € 2N gilt

| os(k/2) Jk=2(4)
"ng_k o1(mq)oi(mg) = { o3(k/2) — o3(k/4) ,k=0(4)
mi, ma = 1(2)

Beweis: Nach der Definition von € gilt

1

~ 2 2 odd n
S 1—6(62 —e3)" = TR 242 .1 2 Z o7 (n)q
nn521(12)
2
= > o | =) Y. olmi)oi(ms) | ¢
n>1 n>1 my +mg = 2n
n = 1(2) m1, mg = 1(2)

Damit erhélt man die erste Behauptung. Die Behauptung 2. folgt sofort. Nach
[Skor92], p.138, ist

. 1 o 4
é(z) = 310 (E4(2) — E4(22)) Z os(n — Z o3(n)q

n>1 n>1

Ein Koeffizientenvergleich liefert die Behauptung 3. . U

Mit Hilfe dieses Lemmas folgt aus der Gleichung ©*|sN(z2) = Eg(22) — 480¢(z)?
die Formel fiir die Koeffizienten der ¢-Entwicklung von ©*|sV.
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Bemerkung 5.6 Sei ©%sN(2) = > .bnq" die g-Entwicklung von ©*[sN. Es
folgt fiir die Koeffizienten (by,)nen,

(1 ,n=>0
0 ,n=1(2)
bn = —480 <Z my + mo + m3 +:Tr1u(12>: 2n H?:l Ul(mj)) ,n/2 = (4)
480 (07(77,) - (Z my + mo + m3 -»—anl?m: 2n szl Ul(m]’))) ,n= 0(4)

Sei ©%(z) = 3,5 a,;¢/ die g-Entwicklung von ©*(z). Dann folgt aus der letzten
Bemerkung die Formel fiir die Koeffizienten von ©*, denn es gilt

s — by 7 =0(2)
/ by, =1(2)

Um den Satz 5.2 vollstandig zu beweisen, muf3 noch fiir gerade j die Abschéatzung
a; > 0 gezeigt werden.

Lemma 5.7 Seit Upw,, die Grad 1 Thetareihe des Barnes-Wall Gitters. Dann
gilt

1

3 (0"(22) + ©7(22 + 1)) = Vpw,(22) .

Beweis: Das Barnes-Wall-Gitter BW;3 C R ist ein gerades Gitter der Stufe
[ = 2. Daher gilt 9pw,, € [I'10(2),8] C [I'1(2),8]. Die Gruppen G(2) und I'y (2)
bzw. G(2) und T'10(4)* sind zueinander konjugiert. Mit 7= (5 | ) und N =
( 2 ) erhilt man Isomorphismen

JsN JsT

[G(2),8] — [I'0(2)] und [G(2),8] — [['10(4)".8] .

Die Réume [I'1 ¢(2), 8] und [I'1 o(4)*] sind in [['1 o(4), 8] enthalten. Nach Beispiel
4.7 ist der Raum [I'1(4),8] 5-dimensional und eine Modulform f ist durch
die ersten fiinf Koeffizienten der ¢-Entwicklung eindeutig bestimmt. Es folgt
VB, (22) —3(0%(22)+0*(22+1)) = 0+0¢>+0¢*+0¢°+0¢%+. .. = 0 € [['0(4), 8].

U

Da die Koeffizienten in der ¢-Entwicklung von ¥y, nicht-negative Zahlen sind,
folgt mit diesem Lemma fiir die Koeffizienten by, aus Bemerkung 5.6 die Abschétz-
ung by, > 0. Damit ist Satz 5.2 vollstéindig bewiesen. 0
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Die Aussage by, > 0 iiber die Koeffizienten von ©*|sN kann man auch durch
elementare Abschétzungen der o-Funktion zeigen. Im Anhang B wird dieser ele-
mentare Beweis angegeben.

Die Reihe ©* hat nach Satz 5.2 nicht-negative ganzzahlige Koeffizienten, und
nach Lemma 5.7 stimmen die Koeffizienten zu geraden Indices mit den Koeffizien-
ten der Thetareihe des Barnes-Wall- Gitters iiberein. Im Beweis dieses Lemmas
wurde benutzt, dafl ©* 3T eine Modulform vom Gewicht 8 zur Gruppe I'y o(4) ist.
Die Beziehung zwischen ©* und der extremalen Modulform beziiglich [I'y ¢(4), §]
ist nach Abschnitt 4.3 durch die folgende Bemerkung gegeben.

Bemerkung 5.8 Die extremale Modulform f € [I';(4), 8] hat die Form
f(2) =1 —7680¢"% + 4320¢"° — 276480¢*° + 61440¢** + ... |

und es gilt f(z) = (0*[sN)|sT(2) = ©*(4z + 1).

Zuerst einmal stellt sich jetzt die Frage nach einem nicht-trivialen Beispiel,
d.h. nach der Existenz einer periodischen Punktmenge A, die kein Gitter ist,
mit O, € [G(2), 8]. Ein solches Beispiel kann mit Hilfe des Nordstrom-Robinson-
Codes konstruiert werden:

Bezeichne dazu mit Ag\?]){cm die Konstruktion-A-Liftung des Nordstrom-Robin-
son-Codes, d.h. es ist

1
o= U (ggo+veze).

reNRChg

Fiir die Average-Thetareihe gilt dann

O,  (2) = Disty(NRC6)(fo(2), f1(2)) =1+ 32¢% + 7168¢° + 8160 + . ..

NRCqg

O,  ist eine Modulform vom Gewicht 8 zur Hecke-Gruppe G(2), denn die

NRCqg
Exponenten in der ¢-Entwicklung sind nach Konstruktion ganzzahlig und der

Distanzzéhler Dist;(NRCig) ist invariant unter MacWilliams-Transformation.
Aufgrund der Konstruktion A kann diese Reihe natiirlich nicht mit ©* {iberein-
stimmen.

Bezeichne nun mit Ag die im Anhang A angegebene periodische Punktmenge be-
stehend aus 9 Translaten des Barnes-Wall-Gitters und mit A@Cm die Konstruk-
tion-B-Liftung des Nordstrom-Robinson-Codes, d.h. setze

Ay = Usewncas (57 +V2D1s) mit Dig = {y € R | £, 3 = 0(2)}.
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Lemma 5.9 Fiir die Average-Thetarethen zu diesen periodischen Punktmengen
qgilt @Ag\%c ,@Ag S [Fl(Z), 8].
16

Beweis : Der Nordstrom-Robinson-Code ist eine Vereinigung von 8 Translaten
des 16-dimensionalen Reed-Muller-Codes erster Ordnung,

NRCy = u;‘.‘:l(a:j + RM(1,4)),

siehe Beispiel 1.14. Die Konstruktion-B-Liftung des Reed-Muller-Codes RM (1, 4)
liefert das Barnes-Wall-Gitter (siehe [ConSlo99], p.191), d.h. AE\%CIS ist eine Ver-
einigung von 8 Translaten des Barnes-Wall-Gitters BWi45. BWig ist ein gerades
Gitter der Stufe [ = 2 und die Verschiebungsvektoren \%351, cee \%xs sind im
dualen Gitter BW;; enthalten, daher gilt nach Korollar 2.24

O,  €[F(2),8 =[I(2),8] .

NRCyg

Nach Anhang A sind die Verschiebungsvektoren yi,...,y9 in Ag = U?:l(yj +
BWig) ebenfalls im dualen Gitter BW5; enthalten. So folgt die Behauptung fiir

Oy, O

Dieses Lemma wird benétigt, um den folgenden Satz zu beweisen:

Satz 5.10 Es gilt
0" = @A(B) + @A9 - 193{/[/16 .

NRC1g

Wenn man diesen Satz auf der Ebene der Punktmengen lesen mochte, was man
im Hinblick auf das Kugelpackungsproblem natiirlich nicht darf, so ist die Aus-
sage die folgende: Man nehme die Menge Ag\ BWjs bestehend aus den 9 Trans-
laten des Barnes-Wall-Gitters ohne das Barnes-Wall-Gitter selbst, und vereini-
ge diese verbleibenden 8 Translate mit der Menge Agf%cw der 8 Translate des
Barnes-Wall-Gitters. Man erhélt also 9 — 1 + 8 = 16 Translate des Barnes-Wall-
Gitters. Dabei ist zu beriicksichtigen, dafl bei der Konstruktion von ASV]?})%CIG der
Nordstrom-Robinson-Code N RC'4 in der Darstellung von Beispiel 1.14 verwen-
det wurde, und deshalb fiir BW;5 und Ag in der Darstellung wie im Anhang A
BWis ¢ Ang?})zcm N Ag gilt. Man muf} in diesem Fall statt Ag\?RCw die dazu isome-
trische Punktmenge Ag aus Anhang A verwenden.

Die Punktmengen Ag und Ag sind distanzinvariant, daher gilt ©,, = ¥, und
Op, = Up,. Die Thetareihen der im Anhang A angegebenen periodischen Punkt-
menge Ag, die aus 16 Translaten des Barnes-Wall-Gitters besteht, berechnen sich
zu

Ony(2) = 1+ 148¢° + 5312¢° + 22080¢" + 191232¢° + 366320¢° + ... |
Da,(2) = 1+ 7680¢° + 4320¢" + 276480¢° + 61440¢° + . . .
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Ay ist also nicht distanzinvariant und fiir die gewohnliche Thetareihe ¥, ,, gilt
Jp,, = O Die center-density der durch Aj;s gegebenen periodischen Kugel-
packung P betragt op = ﬁ. Dies ist nur %6 der center-density des Barnes-

Wall-Gitters.

Bemerkung 5.11 Die Reihe ©,,, ist eine Modulform zur Hecke-Gruppe G(2),
denn es gilt
On,, = 03° — 3205A5 — T6A; € [G(2),8].

Falls es nun keine periodische Punktmenge A mit ©y = ©* geben sollte, so
liefern Satz 5.10 und die im Anhang A angegebene periodische Punktmenge Aig
wenigstens eine Erklarung dafiir, was die Modulform ©* mit dem Barnes-Wall-
Gitter und den Thetareihen der 8- bzw. 9-Translate-Packungen zu tun hat: Es
gilt die Gleichung

ﬁAlG = 0" = 19/\9 + ﬁAB - ﬁBWw :

Diese Identitét gilt fiir die gewohnlichen Thetareihen, welche erzeugende Funk-
tionen fiir die Abstandsverteilung vom Nullpunkt sind. Eine analoge Gleichung
fiir die Average-Thetareihe einer 16-Translate-Packung des Barnes-Wall-Gitters
gibt es nicht, weil eine solche Packung Minimum 2 haben muf. Die Angabe der
periodischen Punktmenge Aj4, deren Thetareihe die Gleichung ¥, ,, = ©* erfiillt,
liefert auch einen kurzen Beweis dafiir, dafy die Koeffizienten der ¢-Entwicklung
der Modulform ©* ganzzahlig und nicht-negativ sind.

Beweis von Satz 5.10: Es gilt ©,5) 0., U5w, € [['1(2),8]. Beziiglich
N

RCy

[T'1(2), 8] ist Extremalitidt definierbar und es gilt dimc[I'1(2),8] = 5, da I'1(2)
und I'; o(4) konjugiert sind (siehe Beispiel 4.7). Die Behauptung folgt nun durch
Betrachtung der Anfangsstiicke der ¢g-Entwicklungen der Reihen

O, (2) =1+ 3584¢> +4320¢" + 129024¢° + 61440¢° + . ..
NRCqg
On,(2) =14 4096¢° + 4320¢" + 147456¢° 4 61440¢° + . ..
Upw,(2) =1 + 4320¢* +614404¢° + . ..
O*(z) = 1+7680q + 4320q¢* + 276480¢° + 61440¢° + . ..

Korollar 5.12 Sei L. C BWyg ein beliebiges Untergitter von vollem Rang. Dann
ist ©F ein Element des von den Thetarethen zu Nebenklassen uw + L, u € L*,
erzeugten C-Vektorraums, d.h.

O* € span{¥,yr |u € L*} .
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Das Problem bei der Konstruktion einer periodischen Punktmenge A = Uj]‘il (uj+
L) mit ©y = ©* bzw. beim Beweis der Nicht-Existenz einer solchen Menge ist,
daff man unter der Annahme der Existenz von A die Stufe [ des Gitters L nicht
genau kennt. Wenn man zum Beispiel mit Hilfe einer Grad 2 Reihe @f) die Nicht-
Existenz von A beweisen mdéchte, so mufl man die Stufe [ kennen, weil davon die
Modulgruppe Fg(l) abhéngt. Trotzdem lassen sich die folgenden Aussagen iiber
die Stufe des Gitters aus den Eigenschaften der Reihe ableiten:

Die Stufe kann nicht gleich 1 sein, da v/det L = M und det L | {™ ([Ebe02], p. 95)
gilt. Sonst wiare A wegen M = 1 ein gerades unimodulares Gitter, daher diirften
in der ¢-Entwicklung von ©* keine ungeraden Exponenten auftreten. Aulerdem

ist die Stufe [ gerade, denn ©, ist eine Modulform zur Gruppe Ffi(l), also gilt

mit A := ( P ) die Gleichung ©,|sA = O,. Setze A= ( R ), dann gilt
A= SAS! und wegen OxlsS = O, folgt @AISA = O4. Da in der ¢-Entwicklung
von O, ungerade Exponenten auftauchen, muf} [ gerade sein.

Leider kann man die Bemerkung 5.1 nicht auf die Reihen ©, verallgemei-
nern. Wie im Beweis der Bemerkung 5.1 erhélt man die g-Entwicklung ©,[sS =
D ieNo a;q¥/", jedoch kénnen jetzt die Koeffizienten

1
4G =n > B

yeL*
IN(y)=2j
verschwinden, auch wenn ein y € L* mit [N(y) = 2j existiert. In diesem Fall
verschwinden alle B, = S e2(y) mit y € L*, N(y) = 2j/l. Man erhélt auf
diese Weise also nur Bedingungen an die Vektoren der Norm 2j /1 in Abhéngigkeit
zu den Verschiebungsvektoren wuy, ..., uy;.

Beispiel 5.13 Sei Hg C F5 der [8,4,4]-Hamming-Code. Das Fg-Gitter kann man
aus der Konstruktion-A-Liftung dieses Codes erhalten, d.h.

Bs= (%va\/EZg) .

z€Hs

Die Stufe [ des Gitters L = V278 ist gleich 4. Es gilt a; = 0 fiir alle j € Ny mit
A ¢27;dh. B, =0 firalley € L* = 752° mit N(y) ¢ 2.

Man kann nun versuchen, die Nicht-Existenz der gesuchten Punktmenge A in
Spezialfillen mit Hilfe der in Abschnitt 4.4 vorgestellten Methode zu beweisen.
Dazu nimmt man an, dafl eine periodische Punktmenge A mit ©, = ©* existiert
und dafl entweder L ein gerades Gitter der Stufe 2 ist, oder dal A 2-selbstdual
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ist, d.h. daf3 @ |8( Oy ) = @5\2) gilt. Man erhélt auf diese Weise lineare Glei-

chungen in den Fourierkoeffizienten a; von @5\2)(2) = > _grare™ %) Ein
Widerspruch ergibt sich, falls mindestens einer der Koeffizienten ar negativ oder
nicht rational ist. Leider fiihrt diese Vorgehensweise aber nicht zum Ziel, wie die
nachstehende Bemerkung zeigt.

Bemerkung 5. 14 Seien F = 19Agg) + ) g) 19539‘)4, , F(g = Oy (9) +@ 1931)4/16,

F @E\gg +19 — ‘),V und F @ = 19 —l—@ 193931/ Dann smd dle Funktio-

nen Fé ), F(E)g ), Fég 7)9, Fﬂ%, 195{]) und @ Modulformen zur Hauptkongruenzgruppe

I',(2), d.h. es gilt
Fg>,Fg>,Fg;,Fﬁgg,ﬁAggﬁ,@Am e [[,(2),8] .

Weiterhin liefert (g — 1)-faches Anwenden des Siegelschen ®-Operators auf die
ersten fiinf Modulformen (in obiger Reihenfolge) die Modulform ©*. Die Koeffi-

zienten in den Fourier-Entwicklungen der Reihen Fég), F(S)g), Fé%, Fé%, 195\91)6 und
@%1)6 sind nicht-negative rationale Zahlen mit beschranktem Nenner. Fiir g > 2
ist 195{71)6 £ Fég), und es gilt

Ol # LFL". FS P FSb 00}

Die Reihen 195\91)6, @E\g) und F ég ) sind linear unabhéngig.

16

Beweis : Die Verschiebungsvektoren der periodischen Punktmengen Ag, Ag und
A6 sind im dualen Gitter des Barnes-Wall-Gitters enthalten. IThre paarweisen
Differenzen haben ganzzahlige Norm. Mit Korollar 2.24 folgt die erste Behaup-
tung. Die zweite Behauptung iiber das Anwenden des ®-Operators ist klar. Die
Aussage iiber die Fourierkoeffizienten wird hier exemplarisch fiir die Funktion
FY bewiesen:

Setze L := BWjg und Fé = @Efg 19 9 Dann gilt die Behauptung fiir Fg wegen

@ _ o0 _ |1 S 9 _ 9@
@Ag 7'9L - 8g ‘ ﬁuklfu;QJrL ..... uk29717uk29+L 19[/
ke[8]29
_ L S g RTON 0
89 Uk —uk,2+L ..... uk2gfl_uk2g+L L L
ke[8]29
k1 #ko i[de]r kg#kyg "
_1 S 99
89 Uk, 7uk2+L ..... ukzg_lfukzg%*[/ )
ke[8]29

k1#kg oder kz#ky ...



90 DIE EXTREMALE MODULFORM ZUR HECKE-GRUPPE

und damit fir F(E)g) = @5{‘]9) + F(E)g).

Um zu zeigen, dafl die Modulformen 195{’1)6 und Flgg) fiir ¢ > 2 verschieden sind,
geniigt es, diese Aussage fiir ¢ = 2 zu beweisen. Denn durch (g — 2)-faches An-
wenden des ®-Operators wiirde aus der Gleichheit der Grad g Reihen die Gleich-
heit der Grad 2 Reihen folgen. Sei also ¢ = 2. Die periodische Punktmenge
Aig = (V(Ag)\BWig) U Ag aus Anhang A wird in der Form Ay = U}il(uj + L)
geschrieben, wobei u; = 0 gilt, und die Translate wie im Anhang A so ange-
ordnet sind, da8 Ag = US_, (u; 4+ L) und 9(Ag) = L U (U8 o(u; + L)) gilt. Setze
B :={10,11,...,16} und A := BU{1}. Um eine einfachere Notation zu erhalten,
bezeichne abkiirzend Uy, := U, 41u,,+1 fiir k € [16]2. Dann gilt

0 — F Zﬁk+20k+2ﬁk+2ﬁk

ke 9]2 k1€[9 k1€B ke B2
ko eB ko€[9]
PRI
kel9]? ke A?

5 gilt Sy pe Oh = e Vh + L pas i+ Lnen v+ 9% Es folgt

195\16 F(Q) Z 19k + Z ﬁk 7& 0.

ky€[o\{1} k1€B
koeB ko€[9]\{1}

Zu zeigen ist noch die lineare Unabhingigkeit der Reihen 19/\91 @5\91)6 und Fy @)

Angenommen 81e wiren linear abhéngig. Dann existieren pq, o, u3 € C nnt
,u119 A T /12@ Mg T H3Ey @ — 0. Da die drei Modulformen paarweise verschieden
sind, gilt py, po, pi3 # () Man kann 0.B.d.A. ug = —1 annehmen. (g — 1)-faches
Anwenden des ®-Operators liefert p1;0* +u2@A16 O* = 0. Wegen min(Ag) = 2
folgt p1 — 1 = pe = 0. Widerspruch. U

Es gibt also Modulformen f € [I'5(2), 8] mit f|® = ©*, die nicht-negative Koeffi-
zienten mit beschranktem Nenner haben. Mit der in Abschnitt 4.4 vorgestellten
Methode kann man daher weder eine eindeutige Modulform f mit f|® = ©*
berechnen, noch zeigen, dafl eine Modulform mit dieser Eigenschaft mindestens
einen negativen Koeffizienten hat. Nach Bemerkung 5.14 ist der Kegel in [['5(2), 8]
der Modulformen mit nicht-negativen Koeffizienten mindestens 2-dimensional. Je-
de Modulform f := )\-19531)6 —i—(l—)\)-Fng) mit A € QN|0, 1] erfiillt die Bedingungen

an eine mogliche Grad 2 Average-Reihe @f).
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Zusammenfasssung 5.15 :

Es konnte gezeigt werden, dafl die Koeffizienten in der ¢-Entwicklung der extre-
malen Modulform ©* nicht-negative ganze Zahlen sind, die man mit Hilfe der
Formel aus Satz 5.2 berechnen kann. Durch die im Anhang A angegebene peri-
odische Punktmenge A;g wurde bewiesen, dafi ©* die erzeugende Funktion fiir
die Abstandsverteilung der Punkte in Ajg vom Nullpunkt ist. Dadurch ist eine
mogliche Erklarung fiir den Zusammenhang des Barnes-Wall-Gitters mit der ex-
tremalen Modulform ©* gefunden. Satz 5.10 liefert eine Identitét der Thetareihen
der 8-,9- und 16-Translate-Packungen des Barnes-Wall-Gitters und der Reihe des
Gitters selbst.

Das Problem, ob es eine periodische Punktmenge gibt, deren Average-Theta-
reihe mit ©* {ibereinstimmt, ist weiterhin offen. Die Schwierigkeit wurde beim
Ansatz aus Abschnitt 4.4 deutlich. Die Unkenntnis der Stufe des Gitters L berei-
tet Probleme, da von ihr die Modulgruppe einer moglichen Grad 2 Reihe abhéngt.
Selbst unter Annahmen (z.B. A 2-selbstdual) war es wegen der Aussage in Bemer-
kung 5.14 nicht moglich, die Existenz bzw. Nichtexistenz einer solchen periodi-
schen Punktmenge zu klédren. Die Schwierigkeit des Problems wird auch deutlich,
wenn man versucht, den Spezialfall zu untersuchen, dafi A eine distanzinvariante
periodische Punktmenge mit ¥/, = ©* ist. In diesem Fall stimmen die Reihen ©4
und ¢, iiberein, d.h. es gilt ¥, = ©*. Es existieren nun nach Anhang A sehr wohl
periodische Punktmengen A mit ¥, = ©*, allerdings haben diese Minimum 2 und
sind nicht distanzinvariant. An der Reihe 9, kann man das aber nicht erkennen.
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6 Anhang A

Als Erzeugermatrix fiir das Barnes-Wall-Gitter BWy¢ sei die Matrix
4000000O0OO0OO0OO0OO0OO0OO0O®O0O® O
22000000000O0O0O0O0°O0
2020000000O0O0O0O0O0°O0
20020000000O0O0O0O0°O0
20002000000O0O0O0O0°O0
20000200000O0O0O0O0°O0
20000020000000O0O0°O0
O 1 1200000020000000°0
BWis = V21200000002 00O00O0O00
200000000200000O0°O0
20000000O0020000O0°O0
111101011001000O00
0111101011 0O01O0O0O0
060011110101 1001O0O0
0600011110101 10010O0
111111111111 1111

gewihlt (vgl. [ConSlo99]). Dann gilt min(BWi6) = 4 und die Thetareihe
Opwie(2) = 1+ 4320g" 4 61440¢° + 522720¢° +- . ..

ist eine Modulform vom Gewicht 8 zur Fricke-Gruppe I'y (2)* und trivialem Mul-
tiplikator, siche [SSP99]. Die in den folgenden Abschnitten angegebenen periodi-
schen Punktmengen Ag, Ag und A4 sind beziiglich dieser Erzeugermatrix darge-
stellt.

Die folgende Bemerkung wird bei der Berechnung der Thetareihen zu A, =
U;(u; + BWie), k € {8,9,16}, benotigt. Die Verschiebungsvektoren wu; dieser
Punktmengen haben Abstand /3 zum Barnes-Wall-Gitter. Daher sind sie tiefe
Locher von BWis.

Bemerkung 6.1 Der Uberdeckungsradius des Barnes-Wall-Gitters BWig ist v/3.
Die tiefen Locher liegen im dualen Gitter BWS;, und je zwei verschiedene tiefe
Lécher haben modulo BWig Abstand v/2 bzw. v/3 voneinander, d.h. fiir verschie-
dene tiefe Locher z; und x5 gilt

yer%%/lmN(ajl —xo+y) €{2,3}.

Beweis : Die Aussage iiber den Uberdeckungsradius wird in Chapter 6, Theorem
12 in [ConSlo99] bewiesen. Die Behauptung tiber die tiefen Locher rechnet man
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entweder mit dem Programm deepholesinBWdual.mag nach, oder man iiberlegt
sich folgendes:

In Figure 4.12 in [ConSlo99] ist eine Erzeugermatrix des Leech-Gitters in MOG-
Koordinaten angegeben. Indem man in den ersten 16 Zeilen die letzten 8 Koordi-
naten (diese sind alle gleich Null) wegléafit, erhélt man eine Erzeugermatrix eines
Gitters L, das zu BWjg isometrisch ist. Genauer: Mit der Permutation

o=(14239568)(7121311) € Syg

gilt o(BWjg) = L. Nach Chapter 6, Proposition 11 in [ConSlo99] lassen sich die
Vektoren der tiefen Locher durch Anhéngen geeigneter Vielfacher von Minimal-
vektoren des Eg-Gitters zu Minimalvektoren des Leech-Gitters erweitern (alles
in MOG-Koordinaten !). Ein solcher Minimalvektor hat ganzzahliges Skalarpro-
dukt mit jeder der ersten 16 Zeilen der Erzeugermatrix des Leech-Gitters, da
das Leech-Gitter unimodular ist. Weil nun in jeder dieser 16 Zeilen die letzten 8
Koordinaten verschwinden, liegen die tiefen Locher von L im dualen Gitter L*.
Das Barnes-Wall-Gitter BWyg ist 2-modular, daher gilt fiir y € BWjs und
zwei verschiedene tiefe Locher x1 und xo N(z1 — 29 +y) € {2,3,...}. Da der
Uberdeckungsradius von BW;g gleich v/3 ist, folgt auch die letzte Behauptung.
O

Die Punktmengen Ag und A wurden experimentell am Rechner konstruiert.
Dabei wurden die tiefen Locher des Barnes-Wall-Gitters berechnet und geeignete
Locher als Verschiebungsvektoren gewéhlt. Die Ergebnisse dieser Berechnungen
werden in den Programmen Lambda9.mag und Lambdal6.mag benutzt.

6.1 Die periodische Punktmenge Ag

Der Nordstrom-Robinson-Code N RC'4 ist nach Beispiel 1.14 eine Vereinigung
von 8 Translaten des Reed-Muller-Codes RM (1,4), d.h. es gilt

NRCs = | J(z; + RM(1,4)).

J=1

Es ist bekannt, dal die Konstruktion-B-Liftung LS%B]&(L 2) des Reed-Muller-Codes
RM(1,4) das Barnes-Wall-Gitter liefert, [ConSlo99]. Betrachtet man RM(1,4)
in der Darstellung von Beispiel 1.14, so stimmen L%BA)J(L 1) und das von gy, er-
zeugte Gitter nicht iiberein. Die beiden Gitter konnen aber durch eine geeignete

Permutation ineinander iiberfithrt werden:

Die letzten funf Zeilen in Qpy,, bilden eine Erzeugermatrix fiir einen zu RM (1, 4)
iber die Permutation

o= (116139831112)(21574 14)(6 10) € Sig
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dquivalenten Code. Das Dq4-Gitter ist invariant unter Permutationen, und durch
die Matrix

2 00 . 0
1 10 0
1 01 0
1 00 1

ist e(in)e Erzeugermatrix von D14 gegeben. Eine einfache Rechnung zeigt BWi4 =
B

U(LRM(lA))'

Die Punktmenge Ag@zcm erhélt man durch Liftung des Nordstrom-Robinson-

Codes N RC'¢ nach Konstruktion B. Insbesondere liegen die Translationsvektoren

\%Ih ce \%.Ig im dualen Gitter (Lg@cw)* = (07! (BWg))*. Setze

Ag = U(AS\%CIG) .

Dann liegen fiir j € [8] die Vektoren \/iia(xj) in BW},. Weil der Nordstrom-

Robinson-Code distanzinvariant ist, sind Ag\%cm und damit auch Ag distanzin-
variant. Fiir die Thetareihen zu Ag gilt

On,(2) = Upe(2) = 1 + 3584¢> + 4320¢* + 129024¢° + 61440¢° + ... |

wie man mit dem Programm Lambda8.mag berechnet.

6.2 Die periodische Punktmenge Ay

Die Punktmenge Ag léft sich durch Hinzunahme eines weiteren Translats des
Barnes-Wall-Gitters zu einer periodischen Punktmenge bestehend aus 9 Trans-
laten des BWi4-Gitters erweitern. Dazu berechnet man alle Norm 3 Vektoren u
in BW},, deren Nebenklassen u + BWjs von Ag einen Abstand > v/3 haben. Da
der Uberdeckungsradius von BWg gleich v/3 ist (vgl. Bemerkung 6.1), sind diese
Vektoren u gerade tiefe Locher von BWig mit min{N(u —y) | y € Ag} = 3. Eine
einfache Computerrechnung zeigt, dafl es 256 solche Vektoren u gibt, die aber alle
dieselbe Nebenklasse u+ BWig bestimmen. Die Punktmenge Ag ist dann durch die
Matrix Qpw,, und die Verschiebungsvektoren u, . .., ug festgelegt. Eine mogliche
Wahl der Verschiebungsvektoren ist in der folgenden Matrix angegeben. Dabei
stehen die Vektoren in den Spalten.
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1/2
~3/2
~1/2
~1/2
~1/2
~1/2

1/2
~1/2

1/2
~1/2
~1/2

1/2

1/2
~1/2

1/2

1/2

O DO DO DDDOD DO oo
OO O R OO R H PR OOOR,OR
O OO R R ORFR PR P OODODODOOoO RO
OO OO OO RO MFFEOOFMFEO
OO O R OO0 MFEFOOOO M =
OO PR P, OO O OO kOO
OO R OO R HRPr PP ORrRrRrOOODO -
O OoORrHRPrHrRPRORRFRPRORRPRPROORRKRR

Bei dieser Wahl bestimmen die Matrix {2py,, und die Vektoren wuy,...,us die
Menge Ag. Nach Konstruktion liegen wus,...,ug in BW;. Wie das Programm
Lambda9.mag zeigt, ist Ag distanzinvariant und fiir die Thetareihen zu Ag gilt

Ony(2) = Uny(2) = 1 +4096¢° + 4320q" + 147456 + 61440¢° + . ..

Als Anwendung der Proposition 2.20 kann man aus diesen Daten auch die

Average-Thetareihe der Punktmenge Aﬁ@m berechnen: Ag ist distanzinvariant

und es gilt Ag C Ag. Nach Proposition 2.20 besitzt jede 8-Translate Packung Agk)
(k € ]9]) dieselbe Average-Thetareihe

1
O, = 3(T-Ony + V) = 1+ 3584¢> + 4320¢" + 129024¢° + 61440¢° + . ..
9

Eine allgemeinere Konstruktion fiir periodische Punktmengen, die squaring
construction, ist in [Forn89] angegeben. Dort werden auch 9-Translate-Packungen
des Barnes-Wall-Gitters konstruiert und die gewtchnliche Thetareihe dieser Punkt-
mengen berechnet.

6.3 Packen mit Translaten des Barnes-Wall-Gitters

In diesem Abschnitt wird gezeigt, dafl fiir jede periodische Punktmenge A =
UM, (u; + BWi6) mit Minimum 3 die Anzahl der Translate hochstens 9 ist. Diese
Aussage findet man in [ConSlo99], Chapter 7, Theorem 14. Dort wird allerdings
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kein Beweis angegeben. Die Idee zu folgendem Beweis stammt von Rudolf Schar-
lau.

Satz 6.2 Sei A = UL (u; + BWyg) eine Vereinigung von M Translaten des
Barnes- Wall-Gitters BWyg mit min(A) = 3. Dann gilt M < 9.

Beweis: Bezeichne mit D := BW;;/BW¢ die Diskriminantengruppe des Barnes-
Wall-Gitters BWys. D ist isomorph zu (Z/27Z)8 und kann daher als Fy-Vektorraum
aufgefalt werden. Setze .
[:D — Z
I=x+BWy — I(z):= meipN(y)
YET

und [ : D — Z/27Z, 1(Z) := 1(Z) mod 2. Da BWy; ein gerades Gitter ist, gilt
[(z) = N(y) mod 2 fiir alle y € Z. Definiere

b:DxD — T,
(7,9) = UWz+y) —1Uz)-1U7) -

b ist eine symmetrische Bilinearform, und wegen I(Z + 3) = I(Z) + I(g) + b(Z, y)
ist [ eine quadratische Form auf D.

Sei A = UL, (u; + BWyg) eine periodische Punktmenge mit min(A) = 3 und
M > 9. O.B.d.A. sei u; = 0. Nach Bemerkung 6.1 ist der Uberdeckungsradius
des Barnes-Wall-Gitters v/3, daher sind us, . .., uys tiefe Locher von BWig. Fiir
j=2,...,M gilt also u; € BW;s und I(u;) = 3. Setze G := (b(i;, iz ))
Dann gilt

§,k=2,...,9°

o 1 1 ... 1
r 0 1 ... 1
G=| 1t . - - it | eFPs,
1 ... 1 0 1
1 ... 1 1 0
denn fiir k = j ist b(ag, ux) = 1(2ug) — 2l(u) = 0, und fiir j # k gilt wegen

-0
min(A) = 3 nach Bemerkung 6.1

by, Ux) = 1(T; + Gg) — 1(T;) — (@) = 1(G; — @) mod 2 = 1.
Aus det(G) =1 (€ Fy) folgt, daB {as,...,u} eine Fo-Basis von D ist.

Angenommen, es gilt M > 10. Dann ist u; ein weiteres tiefes Loch von BWig,
und @y lafit sich als Linearkombination

9
ﬂlo = Z)\jl_bj ,)\j € FQ
7=2
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darstellen. Wegen min(A) = 3 folgt wie oben nach Bemerkung 6.1 (19 —u;) =1
fiir alle j = 2,...,9. Auerdem gilt
9
Utg — ;) = (o) — (i) + b0, ;) = Y Neb(tx, ;)
k=2
und daher 1= 3"0_, \eb(ilg, @) = S k-2 Mg

o

Es gilt nun Ay = ... = Ag = 1, denn sonst existierte ein j, mit \;; = 0. Wihle j;

mit \;, # 0. Es wiirde nun 1 = (@10 —j,) = %2 Me+Ajy—A;, = 1+0—1=0
ket

folgen. Widerspruch. ’

Man erhélt also @9 = 2322 Uj. uyp ist ein tiefes Loch von BWjg, somit gilt
l(w1p) = 1. Andererseits ist (u19) = Z?:2 (@) + Y0, Zf;gl b(u;, ux) = 0. Wi-

derspruch. Es folgt also M < 10. O

6.4 Die periodische Punktmenge A4

Man kann aus den Mengen Ag und Ag eine periodische Punktmenge A4 konstru-
ieren, die aus 16 Translaten des Barnes-Wall-Gitters besteht. Es gilt Ag C Ag.
Gesucht ist daher ein geeigneter Automorphismus des Barnes-Wall-Gitters v €
O(BW16> mit w(Ag) N Ag = BWIG' Dann gllt ('lb(Ag)\BWlﬁ) N Ag = Q), und

A16 = (w(/\g) \ BW16) U Ag
ist eine disjunkte Vereinigung von 16 Translaten des Barnes-Wall-Gitters BWg.
Nach Konstruktion gilt dann fiir die gewohnliche Thetareihe von A4
Ine(2) = Oag(2) +0p,(2) = 1 4 7680¢° + 4320¢" + 276480¢° 4 61440¢° + . ..

Mit dem Programm Lambdal6.mag wird die Gruppe O(BWjs) berechnet. Es
werden einige Automorphismen 1) erzeugt und getestet, ob (1(Ag)\BWig) NAg =
() gilt. Ist dies der Fall, so wird die Average-Thetareihe ©, der periodischen
Punktmenge A = (¢(As)\BWis) U Ag bestimmt. Unter anderem kommen die
folgenden Reihen vor:

1 + 104¢° 4 6016¢® + 16800¢* 4 216576¢° + 275680¢° + ... |
1+ 120¢* + 5760¢° + 18720¢" + 207360¢° + 308640¢° + ... |
1+ 1244° 4 56964¢° + 19200¢* 4+ 205056¢° + 316880¢° + ... ,
1+ 132¢° 4 5568¢® + 20160q¢* 4 200448¢° + 333360¢° + ... ,
1+ 1364° 4 5504¢> + 20640¢* 4+ 198144¢° + 341600¢° + ... |
1+ 148¢° 4 5312¢® + 220804 4 191232¢° + 366320¢° + ... ,
1+ 152¢° 4 5248¢® + 22560q¢* + 188928¢° + 3745604¢° + . ..
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Diese Reihen © = 1+a¢®+. .. sind Modulformen zur Hecke-Gruppe G(2), und
es gilt ©p = OF + ay - AZ. Diese Gleichung gilt, da eine Modulform in [T';(2), 8]
durch die ersten fiinf Fourier-Koeffizienten bestimmt ist.

Wie man an den verschiedenen Average-Thetareihen erkennen kann, reichen
die Bedingungen, dafl A4 eine Vereinigung von 16 Translaten des BWi4-Gitters
ist und obige Thetareihe ¥, ,, hat, nicht aus, um Aj¢ eindeutig zu bestimmen.
Die zu diesen Average-Thetareihen gehorenden Punktmengen liefern allerdings
Kugelpackungen P mit derselben center-density dp = %G.

Sei nun der Automorphismus ) so gewahlt, dafl
On,(2) = 1+ 148¢° + 5312¢° + 22080¢" + 191232¢° + 36632045 + . ..

gilt. Ein solches 1 findet man, sieche Programm Lambdal6.mag . Fiir das dort
gewithlte ¢ = G.26 gilt:

Die periodische Punktmenge Ajg ist durch Qpy,, und die Verschiebungsvektoren
Ury...,Up mit

(ug, ..., ug) =
01001011 1/2 -1/2 1/2 -1 —-1/2 -1 —1/2 -1
00111001 32 —1/2 —1/2 0 —1/2 -1 —1/2 0
01010101 -1/2 1/2 1/2 0 1/2 1 1/2 1
00000000 —1/2 1/2 1/2 1 1/2 0 1/2 1
00000000 —1/2 1/2 1/2 0 —-1/2 0 —1/2 0
00010111 -1/2 1/2 1/2 0 1/2 1 1/2 1
01011001 1/2 —1/2 —1/2 -1 —1/2 0 —1/2 0
o111t 1110 —12 12 -12 0 12 0 —-1/2 0
v2lo1100011 1/2 32 12 0 1/2 0 1/2 1
00110011 -1/2 1/2 -1/2 0 1/2 0 -1/2 0
00000000 —1/2 —1/2 —1/2 -1 —1/2 0 —1/2 -1
00101101 1/2 -1/2 1/2 0 1/2 0 —-1/2 1
01100101 1/2 -1/2 -1/2 0 -1/2 0 —-3/2 —1
00001111 -1/2 —-1/2 -1/2 0 1/2 0 1/2 0
00000000 1/2 1/2 1/2 1 -1/2 1 1/2 1
00000000 1/2 1/2 3/2 1 32 1 1/2 1

gegeben. Diese Wahl von v liefert eine periodische Punktmenge A1 mit Minimum
2 und der in Kapitel 5 angegebenen Average-Thetareihe. Wegen ©p,, # Uy, ist
A6 natiirlich nicht distanzinvariant.
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7 Anhang B

In diesem Anhang soll die Aussage by, > 0 fiir die Koeffizienten der g-Entwicklung
von O©*[sN = ) eNo b;jq¢’ durch elementare Abschitzungen der oj-Funktion be-
wiesen werden. Die Eigenschaft by; > 0 fiir gerade j ist dquivalent zu folgender
Behauptung:

Behauptung 7.1 Sei é(2)* = }_, . caq" die ¢-Entwicklung von €2, d.h. es gelte

= Y, o3(k)os(ky)
k1 + ko =n
ki,ko >0

mit o} (k) = o3(k), falls k ungerade, und o3 (k) = o3(k) — 03(k/2), falls k gerade.
Dann folgt fiir alle n € 2N die Abschitzung ¢, < o7(n/2) .

Benotigt werden Abschéitzungen fiir die Funktionen o3(n) und o7(n).

Bemerkung 7.2

1. Fiir alle n € N gilt Z0=ost) — 5~ 0 ga(ky o (ky).

120 2+ =
2. Fur alle k € N gilt 803(k) < 03(2k) < 9o3(k).

3. Fur alle k € N gilt 12807(k) < 07(2k) < 12907 (k).

Beweis: Die Behauptung 1. ist in [Ser78], p.93, bewiesen. Sei nun k = 2! - x,

pp(M+1i_q

£ =1(2). Esgilt o(n) = >y, & =1] rer Tt siehe [HaWri58], pp. 271,
272. Dabei ist v,(n) = s, falls p°||n gilt. Es folgt

0;(2k) ;2" Noy(k) 2047 —1
o;(F) 0;(2)o;(x) — 20705 1
27 (2017 — 1) + 27 — 1 A 27 —1 ,
— — 97 J
o o(+1)j — 1 =2+ 2(+1)j — 1 <241

Also gilt 270, (k) < (2]’ + 2(3—;1_1) o;(k) = 0;(2k) < (2 + 1)o;(k). Fir j = 3
bzw. j = 7 folgen die zweite und dritte Behauptung. U
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Fiir gerades n € N ergibt sich

o= Y oslkos(ka)+ Y (03(k) — o3(ki/2))(os(ke) — o(k2/2))

k1 +ko=n ki +keo=n
k1, ke = 1(2) ki, ko =0(2)
ki,ka >0 ki,kg >0
= E o3(k1)os(k2) + g os(k1)os(k2)
k1 +keo=n k1 +keo=n
k1, ko = 1(2) k1, ko =0(2)
ki,k2 >0 ki,ko2 >0
—2 E 0'3(]61/2)0'3(]62) + E 0'3(]{31/2)0'3(]{?2/2)
ki+ke=n ki +ke=mn
k1, ko = 0(2) k1,ky = 0(2)
ki,ko >0 ki,ko >0
= E 0'3(]{31)0'3(1{72) -2 E 0'3(k'1/2)0'3(l€2) + E O'3(/€1/2)0'3(k‘2/2)
ki+ko=n ki +ko=mn k1 +ka=n
ki, ks >0 k1, ke = 0(2) ki, ko = 0(2)
ki,k2 >0 ki,k2 >0

_ or(n) —a3(n) +1<;B(n/2)—03(n/2>_2 S os(ki/2)os(ks)

k1 +keo=mn
k1, ko =0(2)
ki,ka >0

Die letzte Umformung gilt nach Bemerkung 7.2. Mit der Abschétzung 2. aus der
Bemerkung 7.2 folgt fiir gerades n

o7(n) — a3(n) + o7(n/2) — 03(n/2)

o= 120 —16 ) o3(k)os(ke)
— % (o7(n) + 07(n/2) — 03(n) — 03(n/2) — 1607(n/2) + 1603(n/2))
< L (01(m) = 1507(n/2) — 0s(m) + 1505(n/2)) == b,

und fiir gerades n > 2 gilt nach Abschétzung 3. aus der Bemerkung 7.2

by — 07(n)2) = %(w(n) 13507(n)2) — 05(n) + 1503(n/2))
< o (~B0r(n/2) — ay(n) + 1503(n/2))
< 510(—607(71/2) + Tos(n/2)

_ 1 3 4
—120%;d(7 6d') <0
2

Man erhélt also 0 < 07(n/2) — h, < 07(n/2) — ¢,. Zusammen mit ¢y = 1 ergibt
das die Behauptung 7.1. 0J
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8 Anhang C

Liste der benutzten Computerprogramme:

MAPLE Programme:

e T2Lemma.mws, 21

e T3gehtnicht.mws, 22

MAGMA Programme:

e Al.mag, 24

e Bsp.mag, 9

DCBerechnung.mag
(wird von den auf Seite 24 angegebenen Programmen aufgerufen)

e deepholesinBWdual.mag, 94

e Distnotinv.mag, 10

e Dist2NRC.mag, 13

e D4oplus.mag, 24

e D6oplus.mag, 24

e D8oplus.mag, 24

e E7plus.mag, 24

e E8oplus.mag, 24

e ganzvieleextrMFGamma0O4.mag, 67

e GCStrichBerechnung.mag
(wird von den Programmen GD6oplus.mag, GE7plus.mag und GO8.mag auf-
gerufen)

GD6oplus.mag, 26

GE7plus.mag, 26

GO8.mag, 26
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e Grad2DistNRC
(Ergebnis der Berechnung von Dist2NRC.mag. Kann unter MAGMA mit
dem restore-Befehl geladen werden)

e Gruppentest.mag, 71
e KeinelOTranslate.mag, 80

e K8.mag, 24

e K8Strich.mag, 24

e Lambda8.mag, 95

e Lambda9.mag, 96

e Lambdal6.mag, 98

e L18.mag, 24

e NRC16Konstruktion.mag, 13
e (08.mag, 24

e P2NRC.mag, 13

e P3GE7plus.mag, 26

e P3GE7plusMacW.mag, 26

e P3GE7plusMacWzaehler, 26
e P3GE7pluszaehler, 26

e P3G08.mag, 26

e P3G08MacW.mag, 26

e P3G08MacWzaehler, 26

e P3G08zaehler, 26

e ZaehlerWinv.mag, 14
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