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Einleitung

Zu Beginn des letzten Jahrhunderts begann mit den Arbeiten von FATOU und
JuLia (siehe [6] und [7]) die systematische Untersuchung der Folge der Ite-
rierten einer rationalen Funktion. Beide zerlegten unabhéngig voneinander die
RIEMANNsche Zahlenkugel in zwei heute nach ihnen benannte Mengen. In der
FaTroumenge bildet die Iteriertenfolge definitionsgeméf eine im MONTELschen
Sinne normale Familie. Thre lokalen dynamischen Eigenschaften sind dort un-
anfillig gegeniiber kleinen Stérungen von Startwerten. In der komplementéiren
JuLiamenge ist das Verhalten der Iteriertenfolge dagegen ,,unvorhersagbar®,
sozusagen chaotisch.

Ein wichtiges Ergebnis fiir die Untersuchung der stabilen Gebiete, das sind die
grofftmoglich zusammenhéngenden Normalitétsbereiche, war die von FATOU
begonnene Klassifikation der invarianten Gebiete, die aber noch lingere Zeit
unvollsténdig blieb. Denn erst SULLIVAN zeigte in den achtziger Jahren, dass es
neben periodischen (stabilen) Gebieten und solchen, die unter einer Iterierten
auf periodische Gebiete abgebildet werden, keine wandernden stabilen Gebiete
gibt. Sein Beweis beruht auf der Methode der quasikonformen Konjugation,
durch die sich topologische und geometrische Aussagen iiber die JULIAmenge
einer Funktion auf deren Konjugierte iibertragen lassen. Wir bedienen uns in
der vorliegenden Arbeit dieser Methode nur insofern, dass wir eine daraus re-
sultierende Anwendung benutzen.

Die Klassifikation der Fixgebiete verdeutlicht die Bedeutung des Zusammen-
spiels von periodischen Punkten mit kritischen Punkten, in denen die zugrunde
liegende Funktion definitionsgemaf nicht lokal konform ist und deren endliche
Anzahl durch den Funktionsgrad festgelegt ist. Die aus der Klassifikation resul-
tierenden FATOU- und Rotationsgebiete binden in einer fiir sie typischen Weise
nicht préperiodische kritische Punkte, was die Beschréanktheit der Anzahl der
periodischen Gebiete zur Folge hat.

Die Frage, unter welchen Voraussetzungen die JULIAmenge zusammenhéngend
oder lokal zusammenhé#ngend ist, riickte in den letzten Jahrzehnten in den Mit-
telpunkt des Interesses. Dabei haben die kritischen Punkte einen groflien Ein-
fluss auf die Dynamik einer rationalen Funktion und die topologischen sowie
geometrischen Eigenschaften ihrer JuLiAmenge. Topologische Aussagen iiber
Réander von periodischen FATOUgebieten kénnen je nach Anzahl der durch sie
gebundenen kritischen Punkte getroffen werden. Je grofler die Zahl aller vorhan-
denen kritischen Punkte ist, desto schwerer fillt es, allgemeingiiltige Aussagen
iiber die JUuLIAmenge zu treffen. Schon bei einer rationalen Funktion dritten
Grades mit ihren vier kritischen Punkten besteht diese Problematik.

Es liegt der Gedanke nahe, rationale Funktionen zu untersuchen, bei denen die



2 EINLEITUNG

Anzahl der fiir die Dynamik entscheidenden kritischen Punkte, das sind gera-
de die nicht priperiodischen, reduziert ist. So setzt MILNOR in [11] diese Idee
in der Art um, dass er die Anzahl verschiedener kritischer Punkte verringert
und rationale Funktionen untersucht, die genau zwei kritische Punkte besitzen.
Wir beschreiten einen anderen Weg und reduzieren in den Ausfithrungen zu
dieser Arbeit die Anzahl der nicht priaperiodischen kritischen Punkte. Ausge-
hend von einer notwendigen Bedingung fiir Funktionen, deren JULIAmenge ein
JORDANDogen ist, werden gewisse Funktionen konstruiert, bei denen die Hilfte
der kritischen Punkte praperiodisch ist. Wir beschrinken uns dabei auf Falle
von Funktionen zweiten und dritten Grades.

In Kapitel 1 werden die Grundlagen der Iterationstheorie vorgestellt, soweit sie
fiir diese Arbeit relevant sind. Auch eine Anwendung der Methode der quasi-
konformen Konjugation wird aufgefiihrt.

Die rationalen Funktionen zweiten Grades werden in Kapitel 2 behandelt. Wir
untersuchen die Menge H, der Funktionen, die einen kritischen Punkt besitzen,
der durch zweimaliges Anwenden der Funktion auf einen Fixpunkt abgebildet
wird. Dieses ist fiir eine Funktion zweiten Grades eine notwendige Bedingung
dafiir, dass ihre JULIAmenge ein JORDANbogen ist, so dass solche Funktionen
eine Teilmenge von Hs bilden. Wir gehen zur Menge Go C Hy der Funktionen
mit einem kritischen Punkt ¢ und dem Abbildungsverhalten ¢ +— oo +— 0 — 0
iiber. Funktionen aus G,, die mit Hilfe einer MOBIUStransformation zueinander
konjugiert sind, besitzen die gleiche Dynamik und werden in Aquivalenzklassen
zusammengefasst. In der Menge G5 der Aquivalenzklassen kann jedem Element
eine eindeutige Invariante zugeordnet werden, in deren Abhéngigkeit eine Klas-
sifikation vorgenommen wird und diejenigen Klassen mit zusammenhéngender
JuLIAmenge genau bestimmt werden. Dabei kdnnen wir wie fiir Polynome der
Form 22 + ¢ eine MANDELBROTmenge definieren, fiir deren Komponenten eine
Charakterisierung gegeben wird.

Der Kern der Arbeit liegt in der Untersuchung von Funktionen dritten Gra-
des. Hier ist die Existenz zweier kritischer Punkte, deren Bild aus zwei Fix-
punkten oder einem Zyklus zweiter Ordnung besteht, notwendig dafiir, dass
die JuLiAmenge ein JORDANbogen ist. Wir greifen nur den ersten Fall mit
zwei sogenannten markierten Fixpunkten heraus und betrachten in Kapitel 3
vorbereitend solche Funktionen f dritten Grades, die einen Fixpunkt zy mit
kritischem Urbild besitzen. Hierfiir konnen Aussagen iiber die JULIAmenge in
Abhéngigkeit von dem dynamischen Typ des Fixpunktes, der fiir endliches zg
durch dessen Multiplikator f/(z) bestimmt ist, bewiesen werden.

1) Ist zo attraktiv (|f'(20)|] < 1) mit Attraktionsgebiet A(zp), so ist die Ju-
LiAmenge genau dann zusammenhéngend, wenn der kritische Vorgéanger
und genau ein nicht praperiodischer kritischer Punkt in A(zg) liegen.
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2) Ist zp rational indifferent (f’(2¢) ist eine n-te Einheitswurzel) mit der Ge-
samtheit A(zg) der zugehorigen Attraktionsgebiete, so ist die JULIAmenge
zusammenhéngend, wenn sich genau ein kritischer Punkt in A(zg) befin-
det oder wenn genau zwei kritische Punkte in A(zg) liegen und A(z) aus
2n Gebieten besteht.

Analog zur Menge Gy wird in Kapitel 4 die Menge G3 der Funktionen dritten
Grades definiert, die die markierten Fixpunkte 0 und oo mit jeweils kritischem
Urbild besitzen. Auch hier gehen wir zu einer Menge G5 von Aquivalenzklassen
iiber, deren Elementen zwei eindeutige Invarianten zugeordnet werden konnen,
in deren Abhingigkeit wir Standardvertreter fiir die Klassen bestimmen und
Aussagen iiber die Multiplikatoren der markierten Fixpunkte treffen.

Mit dem Ziel einer Klassifikation gewisser Elemente aus G5 geben wir in Ka-
pitel 5 zunéchst einen Bereich im Parameterraum P* von G; an, fiir den bei-
de markierten Fixpunkte attraktiv sind. Dieser Bereich fithrt auf Klassen mit
hyperbolischen Vertretern, deren JuLiAmengen JORDANkurven sind. Bei der
Suche nach Klassen mit Funktionen, deren JuLIAmengen JORDANbGgen sind,
beschrianken wir uns auf einen bestimmten Schnitt durch P*, dessen Parameter
auf zusammenfallende freie kritische Punkte fiihren. Hier ist die Ausgangsidee,
die Anzahl der fiir die Dynamik entscheidenden kritischen Punkte zu reduzie-
ren, noch konsequenter umgesetzt, da ein einziger (doppelter) kritischer Punkt
fiir die Realisierung von FATOU- oder Rotationsgebieten verbleibt. In diesem
Schnitt konnen wir eine MANDELBROTmenge angeben, die eine Komponente
besitzt, deren Parameter auf JORDANbGgen fithren. Weiterhin werden wir zei-
gen, dass es in der Menge G5 (im Gegensatz zu Funktionen zweiten Grades)
Klassen mit Vertretern gibt, die unzusammenhéngende, aber nicht total unzu-
sammenhéngende JULIAmengen besitzen. Auflerdem geben wir in Abhéngigkeit
von den Typen der markierten Fixpunkte an, in welchen Féllen die JULIAmenge
zusammenhéngend oder total unzusammenhéngend ist.

In Kapitel 6 wird ein Ausblick auf Funktionen hoheren Grades gegeben, die
durch eine zu den untersuchten Fllen von Funktionen zweiten und dritten Gra-
des analoge Bedingung charakterisiert sind. Es werden Kandidaten fiir die In-
varianten der Aquivalenzklassen angegeben und einige Uberlegungen zur Geo-
metrie der JULIAmenge skizziert.






1 Allgemeines

Eine Zusammenfassung der wichtigsten Begrifflichkeiten und Aussagen der Ite-
rationstheorie in Abschnitt 1.1 geht einer Abhandlung iiber den Begriff der
Konjugation in Abschnitt 1.2 voraus. Alle hier vorgestellten Aussagen sind
klassisch und sind Gegenstand der Biicher [2], [4], [10] und [13]. Abschliefiend
wird die Methode der quasikonformen Konjugation angeschnitten, indem in
Abschnitt 1.3 eine fiir die Iteration wichtige Anwendung vorgestellt und eine
Folgerung fiir einen speziellen Fall bewiesen wird. Da fiir das weitere Versténd-
nis dieser Arbeit quasikonforme Abbildungen keine Rolle spielen, werden De-
finitionen und Sétze hierzu ausgelassen, die aber in den Biichern [1] und [§]
thematisiert werden.

1.1 Grundlegendes zur Iteration rationaler Funktionen

Die Grundlage der Iterationstheorie bilden meromorphe Selbstabbildungen der
RIEMANNschen Zahlenkugel, also rationale Funktionen. Fiir die zu definieren-
den Begrifflichkeiten wird durch einen entsprechenden Index die zugrunde lie-
gende Funktion kenntlich gemacht. Sofern keine Missverstdndnisse entstehen,
wird auf diesen Index verzichtet.

Gegeben sei eine rationale Funktion f = £ mit teilerfremden Polynomen P

und (). Dann ist der globale Grad d = dy von f definiert als das Maximum der
Polynomgrade von P und @, also durch

d := deg f := max(deg P, deg Q).

Da die Iteration rationaler Funktionen vom Grad d = 1, der Mdbiustransfor-
mationen, vollstindig untersucht ist, werden rationale Funktionen vom Grad
d > 2 betrachtet.

Die Iterierten f™ von f sind induktiv definiert durch
fOi=id, fli=f, = fofm (neN).

Das Verhalten der Punkte aus C unter Iteration wird als Dynamik bezeichnet.
Dabei heifit ein zyp € C im MONTELschen Sinne normal, wenn in einer Um-
gebung U von zo die Folge (f™) der Iterierten von f eine in U gleichmifig
konvergente Teilfolge besitzt. Dabei ist die konstante Grenzfunktion oo zuge-
lassen. Die Menge aller normalen Punkte wird in der Fatoumenge F = Fy
zusammengefasst, also

F:={zeC:znormal}.

In kleinen Umgebungen eines Punktes der FATOUmenge ist ein einheitliches
Verhalten unter Iteration zu beobachten. Man sagt daher, dass die Dynamik
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von f in F stabil ist. Die FATOUmenge ist offen und entweder leer oder zerfillt
in eine, zwei oder abzahlbar unendlich viele Zusammenhangskomponenten, die
stabilen Gebiete von f.

Nicht normale Punkte im Komplement der FATOUmenge bilden die Juliamenge
J = ® \ F.

Man spricht dort von einem chaotischen dynamischen Verhalten, da in beliebig
kleinen Umgebungen eines Punktes der JuLiAmenge das Verhalten unter Ite-
ration nicht vorhergesagt werden kann. Die JULIAmenge ist kompakt, perfekt,
niemals leer und umfasst entweder die gesamte Zahlenkugel oder enthélt keine
inneren Punkte. Sie ist entweder zusammenhéngend, und zwar genau dann,
wenn jedes stabile Gebiet einfach zusammenhéngend ist, oder sie besteht aus
iiberabzahlbar vielen Komponenten. Ist im zweiten Fall J sogar total unzu-
sammenhéngend, so spricht man von einer staubformigen JULIAmenge.

Per Definition zerlegen FATOU- und JULIAmenge die RIEMANNsche Zahlenku-
gel. Sie sind auflerdem unter f wvollstindig invariant. Das bedeutet

[THFR)=F=fF), 71(I)=T=F)
Damit besitzen f und jede Iterierte von f dieselbe FATOU- und JULIAmenge.

Das Gebiet U werde unter f auf das Gebiet V abgebildet, also f(U)=V.
Die rationale Abbildung f : U — V heifit eigentlich, wenn f(OU) = 0V gilt. In
diesem Fall besitzt jeder Punkt in V unter f mit Beriicksichtigung von Viel-
fachheiten genau k Urbilder in U. Dabei wird f eine (k : 1)-Abbildung und k
der lokale Grad von f in U genannt, der immer kleiner oder gleich dem globa-
len Grad d ist. Fiir die Iteration ist wesentlich, dass f seine stabilen Gebiete
eigentlich aufeinander abbildet. Die vollstdndige Invarianz eines stabilen Ge-
bietes U unter f kann dann auch dadurch beschrieben werden, dass der lokale
Grad von f in U mit dem globalen Grad von f iibereinstimmt.

Ein kritischer Punkt ¢y von f ist eine Stelle, an der f nicht lokal konform
ist. Der lokale Grad k& von f ist also in kleinen Umgebungen von ¢y min-
destens 2. Entweder verschwindet die Ableitung von f in ¢y und c¢q ist ei-
ne Nullstelle der Vielfachheit £ — 1 von f’ oder ¢y ist eine k-fache Polstel-
le von f. Das Bild wo = f(cg) von cg heifit kritischer Wert von f. Im Fall
der (k — 1)-fachen Nullstelle existieren wegen des lokalen Abbildungsverhal-
tens Kreise W = {w € C: |w —wo| <&}, V={CeC:|¢| <e¥r}, ein Gebiet
U, in dem ¢y enthalten ist, und eine solche konforme Abbildung ¢g: U — V,
dass f(z) = wo + (9(2))* gilt. Insbesondere ist f eine eigentliche Abbildung
von U auf W vom Grad k.

Die Menge C = C der kritischen Punkte einer rationalen Funktion f vom
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Grad d besteht aus maximal 2d — 2 verschiedenen Elementen. Zihlt man die
kritischen Punkte gemif ihrer Vielfachheiten, so besitzt f genau 2d — 2 kriti-
sche Punkte.

Eine Beziehung zwischen dem Grad k einer eigentlichen Abbildung f:U — V
und der Anzahl r der kritischen Punkte von f in U beschreibt die RIEMANN-
HurwiTz-Formel fiir endlichfach zusammenhéngende Gebiete (siehe [14]). Sind
U ein m-fach und V ein n-fach zusammenhingendes Gebiet, so gilt

(m—2)=k(n—2)+r.

Ist ein stabiles Gebiet U vollstéindig invariant, so sind alle stabilen Gebiete, die
nicht mit U iibereinstimmen, einfach zusammenhéngend.
Ist zp ein Punkt in @, so heif}t ein

e we C mit w= ™ (z0) fiir ein n € N ein Nachfolger von zy und ein

e (€ C mit f™(¢) = 2o fiir ein n € N ein Vorginger von z.

Im Fall n = 1 wird auch von dem direkten Nachfolger bzw. einem direkten
Vorginger gesprochen. Die Menge O (zg) aller Nachfolger von zg, das ist

0" (20) == | " (20),

wird der Orbit von zo genannt. Anstelle eines einzelnen Punktes kann ein Orbit
auch fiir Teilmengen aus C definiert werden. Es soll hier nur der sogenannte
kritische Orbit

ot) = J o
n=1
erwihnt werden, der einen groflen Einfluss auf die Dynamik von f hat.
Punkte mit endlichem Orbit lassen sich wie folgt klassifizieren. Ein zg € C heifit
o periodisch, falls es ein p € N gibt mit zg = fP(zo),
e priperiodisch, falls f*(zo) fiir ein k € N periodisch ist.

Ist zo periodisch, so existiert ein minimales p € N mit zp = fP(zp) und 2o wird
periodischer Punkt der Ordnung p und Fizpunkt im Fall p = 1 genannt. Er
tragt wesentlich zur lokalen Dynamik von f bei. Entscheidend dafiir ist sein
Multiplikator

(fP) (20) falls zg # oo,

A(z0) = ,
(T7'o froT) (0) falls zp = occ.
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Dabei ist T(z) = z71. Der periodische Punkt zy der Ordung p und seine
p—1 Nachfolger sind paarweise verschieden, wobei letztere ebenfalls periodische
Punkte derselben Ordnung sind. Sie werden zu einem Zyklus o der Ldnge p
zusammengefasst, d.h. es ist a = {29, f(20), ..., [P~ (20)}. Da die Multiplikato-
ren der periodischen Punkte in « iibereinstimmen, ist eine sinnvolle Definition
des Multiplikators von a durch A(«) := A(zp) gegeben.

Periodizitéit kann auch fiir stabile Gebiete sinnvoll und analog zu periodischen
Punkten definiert werden. Ein stabiles Gebiet U heif3t

e periodisch, falls es ein p € N gibt mit U = fP(U),
e priperiodisch, falls f*(U) fiir ein k € N periodisch ist.

Im Fall p = 1 wird ein periodisches Gebiet auch Fizgebiet oder invariant
genannt. SULLIVAN zeigte in seinem ,no-wandering-domain“-Theorem (siehe
[16]), dass jedes stabile Gebiet periodisch oder priperiodisch ist. Also sind die
beiden oben genannten Fille die einzig vorkommenden.

Es sei zg ein periodischer Punkt der Ordnung p und 0.B.d.A. p = 1, denn sonst
wird die p-te Iterierte betrachtet, die dieselbe Dynamik besitzt. Dann werden
folgende Félle in Abhéngigkeit des Multiplikators A = A\(zg) des Fixpunktes zg
unterschieden.

1) Ist A = 0, so ist 2z ein kritischer Punkt und hei8t superattraktiver Fix-
punkt. Er liegt in einem Fixgebiet U, einem sogenannten Bdéttchergebiet,
in dem (f™) lokal gleichméBig gegen zo konvergiert. In U liegt minde-
stens ein nicht praperiodischer kritischer Punkt. Ist es genau einer, so ist
U einfach zusammenhingend. Fiir den lokalen Grad k in U gilt k > 2
und U ist einfach oder co-fach zusammenhéngend.

2) Fiir 0 < |A| < 1 heiBt zo attraktiver Fizpunkt. Er liegt in einem Fixge-
biet U, einem sogenannten Schridergebiet, in dem (f™) lokal gleichméiBig
gegen zg konvergiert. In U liegt mindestens ein nicht praperiodischer kri-
tischer Punkt. Ist es genau einer, so ist U einfach zusammenhéngend.
Fiir den lokalen Grad k in U gilt £k > 2 und U ist einfach oder oco-fach
zusammenhéngend.

3) Im Fall A = e*™ mit o = ¥ € Q (k, [ teilerfremd) ist A eine I-te Einheits-
wurzel, und zg heiflt rational indifferent oder Leaupunkt. Im Unterschied
zu den vorherigen Typen liegt er in der JuLiAmenge. Nach Ubergang zur
Iterierten f! und einer Konjugation (siche dazu Abschnitt 1.2) kann vom
Fixpunkt 0 mit Multiplikator A = 1 und einer Potenzreihenentwicklung

f(z) =2z — 2" 4+ 0(2*1?)
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um 0 mit s € N ausgegangen werden. Es existieren dann s verschiedene
stabile Gebiete Uj;, in denen jeweils (f™) lokal gleichméBig gegen den
Nullpunkt konvergiert, der auf dem Rand eines jeden U; liegt. Die Uj
heiflen Leaublitter und die Gesamtheit der zum Nullpunkt gehtérenden
invarianten Attraktionsgebiete U = Uy U ... U Uy heifit Leaublume. Es gilt
fir alle j=1,...,s und z € U;

arg f*(z) = — =: @,

fir n — oo, also wirkt f lings der Achsen argz = ¢; attraktiv. Zu
jedem j existiert in U; um die darin enthaltene Achse in der Néhe des
Nullpunktes ein anziehendes Petal P; mit der Winkelbreite %, fiir das
f(Pj) C P; gilt. Wie die vorherigen Typen besitzt jedes LEAUDblatt einen
kritischen Punkt von f. Liegt in U; genau ein kritischer Punkt, so ist U;
einfach zusammenhéngend. Fiir den lokalen Grad & in Uj gilt k¥ > 2 und

U; ist einfach oder oco-fach zusammenhéngend.

Im Falle einer I-ten Einheitswurzel (es wird f und nicht f! betrachtet)
existieren dann s LEAUblétter, die durch f zyklisch in Abhéngigkeit von
[ und k aufeinander abgebildet werden. Dabei teilt | die Anzahl s der
Blédtter und die LEAUblume enthélt mindestens § kritische Punkte.

4) Ist A = 2™ mit o € R\ Q, so heifit zq irrational indifferenter Fizpunkt.
Hier sind zwei verschiedene Félle moglich.

a) Liegt zp in der JuLiAmenge, so heifit zy Cremerpunkt. Er ist im
Abschluss des kritischen Orbits enthalten.

b) Gehort zg zur FATOUmenge, so wird 2o Siegelpunkt genannt. Er liegt
in einem einfach zusammenhéngenden Fixgebiet U, einer sogenann-
ten Siegelscheibe (mit Zentrum zg), die durch f konform auf sich
abgebildet wird. Es existiert eine konforme Abbildung ¢ : D — U
mit ¢(0) = 2o und

o lofop(z) =Mz
Also wirkt f auf U wie eine Drehung. Der Rand der SIEGELscheibe
ist im Abschluss des kritischen Orbits enthalten.

5) Fiir |\| > 1 wird 2o abstoflender Fizpunkt genannt. Er liegt in der Ju-
LiAmenge und in seiner Néhe ist f konform konjugiert zur Drehstreckung
Az. Die abstofenden periodischen Punkte liegen in der JUuL1Amenge dicht.

Ist U ein Fixgebiet, so kann es ein BOTTCHER-, SCHRODER-, LEAUgebiet oder
eine SIEGELscheibe sein. Die vollstdndige Klassifikation der Fixgebiete beinhal-
tet aber noch einen weiteren Typus, der nicht mit einem Fixpunkt in Korre-
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lation steht. Es kann U ein sogenannter Arnol’d-Herman-Ring sein, ein zwei-
fach zusammenhéngendes Gebiet, in dem f wie eine irrationale Drehung eines
Kreisringes wirkt. Jeder der beiden Randkomponenten liegt im Abschluss des
kritischen Orbits.

Die ersten drei Gebietstypen, in denen die Folge der Iterierten eine konstante
Grenzfunktion besitzt, fasst man unter dem Begriff der Fatougebiete zusam-
men, wihrend SIEGELscheiben und ARNOL’D-HERMAN-Ringe wegen der dort
speziellen Dynamik von f Rotationsgebiete genannt werden.

In dieser Arbeit werden speziell rationale Funktionen zweiten und dritten Gra-
des betrachtet. Solche vom Grad d = 2 besitzen (mit Vielfachheiten gezihlt)
genau zwei kritische Punkte. Ist einer davon préaperiodisch, so verbleibt ein
freier kritischer Punkt zur Realisierung nicht abstoflender Zyklen. Die Existenz
von ARNOL’D-HERMAN-Zyklen fiir Funktionen zweiten Grades ist mit SHISHI-
KURAs Abschétzung fiir die Anzahl n 4y von ARNOL'D-HERMAN-Zyklen einer
Funktion vom Grad d ausgeschlossen (siehe [12]), denn es gilt

nag <d-—1.

Rationale Funktionen vom Grad d = 3 besitzen (mit Vielfachheiten gezihlt)
genau vier kritische Punkte. Sind zwei davon préperiodisch, so verbleiben zwei
freie kritische Punkte zur Realisierung nicht abstoflender Zyklen. Hier kann
dabei jeder der oben genannten Typen realisiert werden.

Es sind einige Aussagen iiber die Geometrie der JULIAmenge von hyperboli-
schen Funktionen bekannt. Eine Funktion f heifit hyperbolisch, wenn der Ab-
stand von Ot (C) zur JuLlAmenge von f positiv ist. Dann gilt folgendes.

1) Ist F zusammenhéngend, so ist J staubformig (siehe [13, S. 121]).

2) Besitzt f ein invariantes und einfach zusammenhéngendes stabiles Gebiet
U, so wird dieses von einer Kurve berandet. Ist U vollsténdig invariant,
so ist die JuLIAmenge eine Kurve (siehe [13, S. 137]).

3) Ist die JuLIAmenge zusammenhéngend, so ist sie eine Kurve (siehe [9]).

Die zweite und dritte Aussage bleibt richtig, wenn man fiir f noch praperiodi-
sche kritische Punkte in J zulésst. In diesem Fall heifit f subhyperbolisch. Sind
alle kritischen Punkte praperiodisch, so ist die FATOUmenge leer und J = C.

Ist F # () und zusammenhéngend und auch die JULIAmenge zusammenhéngend,
so wird J ein Dendrit genannt. Dann stimmt F mit einem einzigen einfach zu-
sammenhéngenden stabilen Gebiet U iiberein, zu dem ein (super)attraktiver
oder ein rational indifferenter Fixpunkt gehort. Es liegt also ein BOTTCHER-,
SCHRODER- oder LEAUgebiet vor. Notwendig dafiir, dass die JULIAmenge ein
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Dendrit ist, ist die Existenz von d — 1 kritischen Punkten in 7, hinreichend ist
zusétzlich die Existenz von d — 1 kritischen Punkten in einem stabilen Gebiet.

Liegen d — 1 kritische Punkte in der JULIAmenge, so ist notwendig und hinrei-
chend dafiir, dass J ein JORDANbogen ist, die Existenz von a,b € C mit

f(TNnCU{a,b}) ={a,b}

(siehe [15]). Endpunkte des JORDANDbogens sind die Punkte a, b. Die in J gele-
genen kritischen Punkte sind paarweise verschieden und einfach. Weiterhin gilt

F'({a,b}) =T NCU{a,b}.

1.2 Konjugation rationaler Funktionen

Es sei M die Menge aller MOBIUStransformationen, das sind Funktionen 7" mit

az+b
cz+d

T(z) =

und komplexen Parametern a,b,c,d, die ad — bc # 0 erfiillen. Es bildet M
beziiglich der Komposition o eine Gruppe. Mit ihr lédsst sich fiir zwei ratio-
nale Funktionen f und g die Konjugation ~ definieren durch

f ~g:e Esexistiert ein T € M mit g(z) = T ' o foT(z) fiir z € C.

In diesem Fall gilt F; = T'(F,) und Jy = T(J,). Dabei zeigt die Familie der
Tterierten von g das gleiche dynamische Verhalten wie die Familie der Iterierten
von f. Ist ndmlich «a ein Zyklus von f mit Multiplikator A(«) und g ~ f, so
besitzt g den Zyklus T~!(a) mit demselben Multiplikator.

In dieser Arbeit werden rationale Funktionen mit gewissen Eigenschaften un-
tersucht, fiir die nur bestimmte Transformationen bendtigt werden, um nach
Konjugation diese Eigenschaften zu erhalten. Daher werden wir den Konjuga-
tionsbegriff verallgemeinern.

Satz 1.1. Es sei M bzgl. o eine Untergruppe von M. Dann ist die Konjugation
f~ g Esexistiert T € M mit g(2) =T 1o foT(2) firze ([A:,

eine Aquivalenzrelation auf der Menge der rationalen Funktionen. Insbesondere
ist fir M = M die Konjugation ~ eine Aquivalenzrelation.

Auf zwei bestimmte Untergruppen von M wird diese Aussage angewendet. Die
Indizierung dieser Mengen ist dem spéteren Formalismus der Arbeit angepasst.
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Definition 1.2. Mit den Drehstreckungen bzw. Drehstauchungen 7; und der
Inversion S, das sind

Ti(2) = 2, S() =+

mit [ € C, [ # 0, seien die Teilmengen M und M3 von M definiert durch

Mg::{T:@H@:T:TlﬁireinleC, 1 # 0},
M3::{T:(a—>@:T=Tl oder T =T;0 S fiireinl € C, | # 0}.

Satz 1.3. Die Mengen My und Ms sind beziiglich o Untergruppen von M.

1.3 Quasikonforme Konjugation

Die quasikonforme Konjugation ist eine Methode, um Eigenschaften der Ju-
LiAmengen von Funktionen auf andere zu iibertragen. Wir werden hier nicht
tiefer in die Theorie der quasikonformen Abbildungen und Konjugationen ein-
gehen, sondern lediglich eine bekannte Anwendung benutzen.

Wir beschéftigen uns dabei mit solchen Abbildungen, die sich lokal um einen
gewissen Punkt so verhalten wie Polynome um oo.

Definition 1.4. Sind U,V C C beschréinkte, einfach zusammenhéngende Ge-
biete mit analytischen Réndern und U C V und ist f : U — V eine (d : 1)-
Abbildung sowie in U holomorph, so hei$t (f; U, V') polynomartig vom Grad d.

Eigenschaften polynomartiger Abbildungen sind in [5] beschrieben. Fiir die
Iteration ist die folgende Aussage entscheidend, die auf DOUADY und HUBBARD
zuriickgeht.

Satz 1.5. Sei (f;U,V) eine polynomartige Abbildung vom Grad d > 2. Dann
existieren eine quasikonforme Abbildung ¢ und ein Polynom P vom Grad d mit

f(5)=¢ToPoyl(z), 2T
Beweis. Siehe [4, S. 99]. O

Ist die Aussage von Satz 1.5 erfiillt, so heifit f zu P quasikonform konjugiert. In
diesem Fall {ibertragen sich die topologischen und geometrischen Eigenschaften
der JuLiAmenge von P auf die von f (und umgekehrt). Wir werden zeigen, dass
rationale Abbildungen mit einem einfach zusammenhéngenden und vollsténdig
invarianten BOTTCHER- oder SCHRODERgebiet zu Polynomen quasikonform
konjugiert sind. Dieses Polynom ldsst sich konkreter angeben, falls noch ein
weiterer Fixpunkt existiert.
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Einem Fixpunkt zg von f wird die Vielfachheit k zugeordnet, wenn z; eine
k-fache Nullstelle von f(z) — z ist. Dann besitzt eine rationale Funktion vom
Grad d unter Beriicksichtigung von Vielfachheiten genau d+1 Fixpunkte (siehe
[10, S. 132]). Ein Fixpunkt mit einer Vielfachheit k£ > 1 ist dann und nur dann
moglich, wenn der zugehorige Multiplikator A = 1 ist. Besitzt f genau einen
Fixpunt zg, so ist es ein LEAUpunkt mit der um zy lokalen Entwicklung

f(2)=z+ag1(z — ) +0 ((z— 20)4?).

Die LEAUblume besteht also aus genau d Bléttern. Existiert ein Fixpunkt mit
Multiplikator A # 1, so gibt es auch einen von ihm verschiedenen Fixpunkt.

Satz 1.6. Besitzt die rationale Funktion f einen Fizpunkt mit Multiplikator
A #£ 1, so existieren mindestens zwei verschiedene Fizpunkte von f.

Insbesondere gibt es neben einem (super)attraktiven Fixpunkt einen weiteren
Fixpunkt. Damit lasst sich folgendes aussagen, falls das zugehérige SCHRODER-
bzw. BOTTCHERgebiet einfach zusammenh#ngend und vollstdndig invariant ist.

Satz 1.7. Die rationale Funktion f vom Grad d besitze ein einfach zusammen-
hingendes und vollstindig invariantes SCHRODER- oder BOTTCHERgebiet A.
Dann gelten folgende Aussagen:

a) f ist quasikonform konjugiert zu z Q(z), @ ein Polynom vom Grad d — 1.

b) Ist d > 3 und besitzt [ auferhalb von A einen Fizpunkt mit kritischem
Urbild, so ist f quasikonform konjugiert zu z(z — b)2Q(2), Q ein Polynom
vom Grad d — 3.

Beweis. In A existiert ein (super)attraktiver Fixpunkt zg. Nach Satz 1.6 be-
sitzt f mindestens einen weiteren von zy verschiedenen Fixpunkt z; ¢ A. Es sei
0.B.d.A. zp = 0o, denn sonst ldsst sich diese Normierung mit Hilfe einer MOBI-
Ustransformation erreichen, die den einfachen Zusammenhang, die vollstandige
Invarianz und den dynamischen Typ von A beibehélt. Dann existiert eine ein-
fach zusammenhingende Umgebung Uy von 2o mit analytischem Rand, Uy C A
und f (Ug) C Uy (siehe [13, S. 68]). Es sei U, die Komponente von f~"(Up),
die den Punkt zy enthélt. Es folgt induktiv U,, C U,+1, und die U, bilden eine
Ausschopfung von A. Daher existiert ein ng € N, so dass in Uy, alled—11in A
enthaltenen kritischen Punkte liegen und f dort globalen Grad besitzt. Da A
einfach zusammenhéngend ist, ist es auch U,, (sonst wiren nach der Formel
von RIEMANN-HURWITZ die Gebiete U, fiir n > ng und damit auch A nicht
einfach zusammenhéngend). Dann sind

U:=C\U,,, Vi=C\ f(Un,)
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einfach zusammenhéngende Gebiete mit analytischen Rdndern. Wegen des glo-
balen Grades von f in Uy, ist f: U — V eine (d : 1)-Abbildung und (f;U, V)
polynomartig vom Grad d. Nach Satz 1.5 existieren eine quasikonforme Abbil-
dung ¢ und ein Polynom R vom Grad d mit f = ¢~ 'oRop auf U. Da z; € U ein
Fixpunkt von f ist, besitzt auch R den Fixpunkt ¢(z1). Dann ist der Nullpunkt
ein Fixpunkt des Polynoms P := T~1o RoT mit T(z) := 2+ ¢(z1). Schliellich
ist f vermoge v := T~1 o  quasikonform konjugiert zu P mit P(z) = 2Q(z).

Besitzt z1 ein Urbild, das ein kritischer Punkt von f ist, so besitzt der Nullpunkt
ein Urbild b # 0, das ein kritischer Punkt von P, also auch von @ ist. Da b end-
lich ist, verschwindet dort die Ableitung, und b ist mindestens eine zweifache

Nullstelle von Q. Dann ist f quasikonform konjugiert zu P(z) = z(z — b)2Q(%).
O



2 Funktionen zweiten Grades

Wir wollen Aussagen iiber topologische und geometrische Eigenschaften der Ju-
LiAmenge von rationalen Funktionen zweiten Grades finden, was aber allgemein
schwierig ist, da zwei kritische Punkte zur Realisierung von nicht abstoflenden
Zyklen zur Verfiigung stehen. Ist jedoch einer davon préperiodisch, so ist er
fiir die Realisierung dieser Zyklen praktisch ,ausgeschaltet“. Ausgehend von
der notwendigen Bedingung fiir solche Funktionen, deren JULIAmengen JOR-
DANbOgen sind, wird in Abschnitt 2.1 die Menge der Funktionen f vom Grad
d = 2 untersucht, die einen kritischen Punkt besitzt, der nach zweimaliger An-
wendung von f auf einen Fixpunkt z; abgebildet wird. Es kann z; durch eine
die Dynamik erhaltende Transformation in den Fixpunkt 0 mit Vorgénger oo
iiberfithrt werden. Die Funktionen, die einen kritischen Punkt ¢ und das Ab-
bildungsverhalten ¢ — oo — 0 — 0 besitzen, lassen sich in Aquivalenzklassen
einordnen und es entsteht die Menge G5 aller dieser Klassen. Jedem Element
aus G wird eine eindeutige Invariante X zugeordnet, in deren Abhéngigkeit in
Abschnitt 2.2 Aussagen iiber die JuLIAmenge getroffen werden. Eine Klassifi-
kation fiir die Menge G5 in Abschnitt 2.3 geht einigen abschliefenden Beispielen
in Abschnitt 2.4 voraus.

2.1 Definitionen und einleitende Sitze

Untersucht wird eine Klasse von rationalen Funktionen zweiten Grades, in
der alle die Funktionen mit d = 2 enthalten sind, deren JULIAmenge ein JOR-
DANbogen ist. Notwendig fiir letztere Aussage ist die Existenz eines kritischen
Punktes, dessen Vorwértsorbit aus genau zwei Punkten der RIEMANNschen
Zahlenkugel besteht, den beiden Endpunkten des JORDANbogens. Diese zwei
Punkte kénnen dabei keinen Zyklus zweiter Ordnung bilden, da sonst derjeni-
ge Punkt mit dem kritischen Urbild (mit Vielfachheiten gezihlt) drei Urbilder
beséfle, was bei einer Funktion zweiten Grades unmoglich ist. Also existieren
ein kritischer Punkt ¢ und a,b € C, so dass das Abbildungsverhalten einer
solchen Funktion von der Form ¢ — b +— a +— a ist.

Definition 2.1. Es sei Ho die Menge aller rationalen Funktionen f zweiten
Grades, fiir die es einen kritischen Punkt ¢ und z; # zo gibt mit
f f f
Cr> 29— 21 — Z7.
Dabei heifit z; der markierte Fixpunkt von f € Hs. Weiterhin sei Go die Menge
aller f € Hyo mit z; =0 und 29 = oo.

Da der markierte Fixpunkt von f € Hs sich und den Punkt z, als Urbilder
besitzt, ist er nicht superattraktiv. Zu jeder Funktion f € Hsy gibt es eine
Funktion g € G, die zu f konjugiert ist und damit die gleiche Dynamik besitzt.
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Satz 2.2. Ist f € Ha, so existiert eine Funktion g € Gy mit f ~ g.

Beweis. Ist z; der markierte Fixpunkt der Funktion f und z5 sein verbleibender
direkter Vorgéinger, so sei T' eine MOBIUStransformation mit 7(0) = z; und
T(c0) = z3. Die Funktion g := T~ o f o T besitzt zum einen den Fixpunkt 0
mit direktem Vorgiinger co und zum anderen den kritischen Punkt T—*(c), der
auf oo abgebildet wird. Also liegt g in Go und es gilt f ~ g. O

Eine Aussage iiber die Gestalt der Funktionen aus Gs ist schnell gefunden.

Satz 2.3. Jede rationale Funktion f € G lisst sich darstellen in der Form

mit komplexen Parametern a,c # 0.

Beweis. Der Nullpunkt und sein Vorgénger oo sind die einzigen Nullstellen,
der kritische Vorgénger von oo ist die einzige Polstelle von f. Nach bekannten
Sétzen iiber Null- und Polstellen ist dann f(z) = z(2—c)~2g(z) mit einer ganzen
und beschrankten Funktion g, die nach dem Satz von LIOUVILLE konstant ist.
Diese Konstante a kann nicht den Wert 0 annehmen, und auch der Parameter
¢ kann nicht 0 sein, da f sonst keine Funktion zweiten Grades ist. O

Die Aussagen von Satz 2.2 und Satz 2.3 ergeben dann die folgende Moglichkeit
zur Darstellung der Mengen Gy und Hs.

Folgerung 2.4. Die Mengen Gy und Ha lassen sich darstellen durch

Go={9:C—C:g(2) =az(z— )% a,c £ 0},
sz{f:@H@:fwg,gegz}.

Bei der Suche nach Aussagen iiber die Dynamik und die Geometrie der Ju-
Liamengen der Funktionen der Menge Hs reicht also die Betrachtung der Men-
ge Gy aus, da solche Aussagen fiir konjugierte Elemente iibereinstimmen.

Auch in der Menge G5 gibt es noch Elemente, die dieselbe Dynamik besitzen
und daher zusammengefasst werden kénnen. Dazu verwenden wir solche MOBI-
ustransformationen T, dass fiir f € Go auch g := T~ ' o foT wieder in G, liegt.
Die Konjugierte g besitzt wie f den Fixpunkt 0 mit direktem Vorgénger oo.
Beide werden folglich durch T auf sich abgebildet. Also sind als Transforma-
tionen nur Drehstreckungen und Drehstauchungen von Interesse, die in der in
Definition 1.2 beschriebenen Menge M enthalten sind. Die Konjugation V2 st
gemiB Satz 1.1 eine Aquivalenzrelation, durch die Aquivalenzklassen definiert
sind, die nun betrachtet werden.
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Definition 2.5. Fiir f € Gy sei

(f)={9€Ga: f = g}
die Aquivalenzklasse von f beziiglich der Konjugation %2 und es sei

Gy :={(f): f € G2}
die Menge aller Aquivalenzklassen.

Eine Aussage iiber eine Invariante fiir die Klassen aus G5 macht folgender Satz.

Satz 2.6. Fir die Klasse (f) € G5 ist X := % # 0 eine vollstindige Invariante.
c

Beweis. Verschiedene Vertreter einer Aquivalenzklasse aus G5 sind zueinander
konjugiert vermoge einer MOBIUStransformation der Form Tj(z) = Iz (I # 0).
Es sei f ein Vertreter eines beliebigen, aber dann festgehaltenen Elements aus
G5 mit den Koeffizienten a, c. Die Koeffizienten der Funktion, die durch Kon-
jugation von f mit T; entsteht, seien jeweils mit a;, ¢; bezeichnet. Wegen

lz _a z
(lz — ¢)? e (z— %)

1
TzflofoTz(Z)Zja

sind diese Koeffizienten a; = ;5 und ¢; = 7. Dann ist X wegen

invariant unter Konjugation mit der Transformation 7;. Es existiert also zu
einem vorgegebenen Element aus G5 ein wohldefiniertes X # 0.

Sei nun X # 0. Umgekehrt ist zu zeigen, dass zu X ein eindeutiges Element
aus G; existiert. Alle Koeffizienten a,c mit X = 5 definieren Funktionen, die
in derselben Aquivalenzklasse liegen miissen. Zunschst sind zu beliebigem a die
beiden Funktionen

N z o z
f (Z)_a(z_c)g’ .f (Z)_a(z+c)2
konjugiert vermoge der Transfomation 7_;, so dass die Funktionen zu den
Koeffiziententupeln (a, ¢) und (a, —c) zu derselben Klasse gehoren. Das Element
aus G5 ist dann durch die Wahl ¢ := 1 und a := X eindeutig festgelegt. Denn zu
beliebigem komplexen a # 0 ist die Funktion f, mit den Koeffizienten ¢ = «
und a = Xa? konjugiert zur Funktion f mit den Koeffizienten c=1, a = X
vermoge der Transformation 7. O
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Fiir vorgegebenes X # 0 sind also die Funktionen
z z

f;(:(z):va f)?(z)zxm

geeignete Vertreter der zugehérigen Aquivalenzklasse.

Die Ableitung einer Funktion f € Gy ist durch

, - 4 z+c
f(Z)— (2—0)3

gegeben. Der Multiplikator im Nullpunkt ist daher

a
AO) = £1(0) = 5 = X.
Also ist fiir eine Klasse (f) der Menge G5 der Muliplikator A(0) eines beliebigen
Vertreters gegeben durch die Invariante X von (f), was die Klassifikation der
Elemente aus G5 in Abhéngigkeit von dem dynamischen Typ des markierten
Fixpunktes vereinfacht.

Neben dem festgelegten kritischen Punkt c existiert ein freier kritischer Punkt
von f, der bei z = —c liegt. Er bestimmt die Dynamik von f. Fiir die fol-
genden Abschnitte wird ein Verteter einer vorgebenen Klasse so gewahlt, dass
—c = 1 ist. Das vereinfacht die Untersuchung des Vorwiértsorbits des freien
kritischen Punktes. Dieser Vertreter ist gerade die Funktion fy, die nun als
Standardvertreter deklariert wird.

Definition 2.7. Ist ein X # 0 gegeben, so heifit fx mit

z

fX(Z) = Xm

der Standardvertreter der zugehorigen Klasse und
0*(X) = J 5
n=1

der Orbit des freien kritischen Punktes des Standardvertreters.

Der Standardvertreter fx einer Klasse aus G besitzt neben dem markierten
Fixpunkt 0 im Allgemeinen noch zwei verschiedene nicht markierte Fixpunkte,
die beide endlich sind. Nur falls der Nullpunkt ein LEAUpunkt ist, existiert ge-
nau ein nicht markierter Fixpunkt. In der folgenden Aussage ist die auftretende
Whurzel als beliebige Losung der Gleichung 22 = X zu verstehen.
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Satz 2.8. Der Standardvertreter einer Klasse (f) € G5 mit X # 0,1 besitzt die
beiden nicht markierten Fizpunkte —1 + /X mit den Multiplikatoren
2
AM-1£VX)=-1+——.
( ) Moy

Besitzt der Standardvertreter einer Klasse (f) € G5 mit X # 0 keine zwei SIE-
GELpunkte, so liegen fiir jeden Vertreter von (f) mindestens zwei Fizpunkte in
der JULIAmenge.

Beweis. Es sei eine beliebige Klasse aus G5 mit X # 0,1 gegeben und es sei
fx der Standardvertreter. Die Gleichung fx(z) = z lost sich fiir 2 # 0,—1
auf zu X = (z + 1)2. Sind VX und —vX die beiden verschiedenen Losun-
gen der Gleichung 22 = X # 0, so erhilt man ebenfalls verschiedene Fixpunkte
—1+VX. Fiir X # 1 handelt es sich um nicht markierte Fixpunkte. Der
Standardvertreter besitzt die Ableitung

1—=2

fx&) =X

so dass man fiir die nicht markierten Fixpunkte die Multiplikatoren

2

M-1+VX)=-1+ N

berechnet. Nach Voraussetzung kann maximal einer der drei Fixpunkte in der
FaToumenge liegen und den freien kritischen Punkt binden. Im Fall X =1 ist
der Nullpunkt ein LEAUpunkt mit Multiplikator A = 1 und damit ein doppelter
Fixpunkt von fx. Es existiert dann genau ein nicht markierter Fixpunkt. Der
LEAUpunkt liegt in 7 und bindet den freien kritischen Punkt, so dass der nicht
markierte Fixpunkt ebenfalls in der JuLIAmenge liegt. Also existieren in allen
Féllen mindestens zwei Fixpunkte von fx in J. Da sich diese Eigenschaft mit
Hilfe der Konjugation iibertrégt, gilt das fiir alle Vertreter. O

2.2 Die Geometrie der Juliamengen in G}

Eine Eigenschaft, die fiir eine Funktion nach Konjugation mit einer MOBI-
Ustransformation erhalten bleibt und daher fiir alle Vertreter von (f) € G5
gegeben ist, wird als Eigenschaft von (f) bezeichnet. Eine Aussage iiber die
Geometrie der JUuLIAmengen der Klassen aus G5 kann aufgrund der Tatsache,
dass allein der verbleibende kritische Punkt die Dynamik bestimmt, schnell ge-
funden werden. Zunéchst ist mit SHISHIKURAS Abschitzung nag <d—1=1
fiir die Anzahl n 4z von ARNOLD-HERMANN-Zyklen (siehe [12]) klar, dass keine
ARNOLD-HERMANN-Ringe existieren. Genauer gibt es sogar keine Klassen mit
unzusammenhéngender, aber nicht total unzusammenhéngender JULIAmenge.
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Satz 2.9. Die JuLlAmenge einer Klasse (f) € G ist genau dann zusam-
menhdngend, wenn der Nullpunkt kein attraktiver Fixpunkt von f ist. Andern-
falls ist J staubformig.

Beweis. Zunichst sei der Nullpunkt ein attraktiver Fixpunkt von f. Das zu-
gehorige SCHRODERgebiet A(0) bindet den freien kritischen Punkt, welcher
nicht préperiodisch ist. Der Abbildungsgrad in A(0) ist aufgrund dessen min-
destens zwei, also genau zwei, da f eine Funktion zweiten Grades ist. Damit
ist A(0) vollstédndig invariant und stimmt mit der FATOUmenge iiberein. Da
F = A(0) zusammenhingend und f hyperbolisch ist, ist J total unzusam-
menhéngend (siehe [13, S. 121]), also staubférmig.

Sei nun 0 nicht attraktiv. Entweder ist J = @ und somit zusammenhéngend,
oder die FATOUmenge ist nicht leer und es existiert ein Zyklus {Uy,...,Ux}
stabiler Gebiete. Diese binden den verbleibenden kritischen Punkt und sind
deshalb inklusive ihrer Vorgingergebiete die einzigen Zusammenhangskompo-
nenten von F. Da der Nullpunkt nicht attraktiv ist, liegt er entweder in 7, also
nicht in einem der Uy, oder der Zyklus besteht aus einem Fixgebiet, namlich
einer SIEGELscheibe mit dem Zentrum 0. Im ersten Fall sind alle U; sowie
alle deren Vorgingergebiete einfach zusammenhingend, da nur ein kritischer
Punkt im Zyklus enthalten ist oder der Zyklus eine SIEGELscheibe zu einem
nicht markierten Fixpunkt ist. Im zweiten Fall sind die SIEGELscheibe U und
ihr oo enthaltendes Urbildgebiet einfach zusammenhéngend. Die Urbildkom-
ponenten von U unter f2 sind U und ein weiteres stabiles Gebiet V, in dem
der kritische Vorgénger des Nullpunktes liegt und das mit Grad d = 2 auf
das oo enthaltende stabile Gebiet abgebildet wird. Unter Ausnutzung der For-
mel von RIEMANN-HURWITZ sind V' und iterierte Urbildkomponenten von V,
das sind die Urbildkomponenten von U unter den Iterierten f™, n > 3, ein-
fach zusammenhéngend. In jedem Fall sind also alle stabilen Gebiete einfach
zusammenhéngend und daher 7 zusammenhéngend. O

Damit ist eine grundlegende Aussage iiber die JuLIAmengen der Klassen aus G
getroffen. Detailliertere Aussagen iiber J erhalten wir in Abschnitt 2.3. Dort
wird zum Beispiel die Frage beantwortet, welche Parameterwerte auf JOR-
DANbOgen fiithren.

Entscheidend im Beweis von Satz 2.9 war der einfache Zusammenhang aller
stabilen Gebiete. In Kapitel 3 reicht als Voraussetzung fiir den Zusammenhang
der JuLIAmenge einer Funktion dritten Grades, die einen LEAUpunkt mit kri-
tischem Urbild besitzt, alleine der einfache Zusammenhang der zugehorigen
LeEAUDblédtter aus. Interessant ist dabei, dass zwei nicht praperiodische kritische
Punkte existieren kénnen, die nicht durch die LEAUblume gebunden werden,
aber fiir die Entscheidung, ob J zusammenhéngend ist oder nicht, keine Rol-
le spielen. Fiir Funktionen zweiten Grades ist eine dhnliche Aussage moglich,



2.2 Die Geometrie der JuLIAmengen in G 21

die als Motivation fiir das nachfolgende Kapitel dienen soll. Wir betrachten
jetzt beliebige rationale Funktionen mit d = 2 und fordern die Existenz eines
Fixpunktes auf dem Rand eines zu einem Zyklus gehorenden stabilen Gebietes.
Dann ergibt sich der Zusammenhang der JuLIAmenge ebenfalls alleine aus dem
einfachen Zusammenhang der Zyklusgebiete. Dazu wird zun#chst ein Lemma
bendtigt, das eine Aussage iiber die Lage dieses Fixpunktes und dessen Urbilder
macht, sowie eine Definition zur Vereinfachung der Schreibweise.

Definition 2.10. Fiir einen Gebietszyklus U = {Uy, ..., Uy} von f sei definiert
k n )
oU° = oU = | ouy, ou— = | J £ (0U).
j=1 j=1

Lemma 2.11. FEs sei g eine rationale Funktion zweiten Grades mit einem
Zyklus U = {Uy, ..., U} und einem Fizpunkt zo € OU. Ist U kein SIEGELzyklus,
so liegen alle Urbilder von zo unter der Abbildung g™t in OU ™.

Beweis. Da U kein SIEGELzyklus ist, enthélt er einen kritischen Punkt, der
0.B.d.A. in U; liege. Die Behauptung wird per vollstdndiger Induktion gezeigt.

n = 0: Die Urbilder von zy unter g sind zy und ein von zy verschiedenes Urbild
z1. Da zg € QU nach Voraussetzung erfiillt ist, bleibt nur z; € U zu zeigen.
Wir beweisen, dass z; auf dem Rand von U; liegt.

Wir nehmen an, dass z; nicht auf dem Rand von U;j liegt. Dann existieren
Umgebungen W von zp und V von z; mit

g: V=W, Vnuy =0.
Nach Voraussetzung liegt zp auf dem Rand eines Zyklusgebietes und wegen
g (7]) =Uj11, j=1,...,k (mod k),

auf den Réndern aller U;. Daher ist der Schnitt von W mit Us = g(U;) nicht
leer und es sei z € W N Usy. Da ein kritischer Punkt in U; liegt, stimmt der
lokale Grad von g in U; mit dem globalen Grad iiberein und z besitzt in Uy zwei
Urbilder. AuBlerdem besitzt z ein weiteres Urbild in V', was bei einer Funktion
zweiten Grades unméglich ist. Also gilt z; € OU; € AU°. Somit gehoren die
Urbilder von zo unter g, das sind 2o und 23, zu OU°.

n — n + 1: Nach Induktionsvoraussetzung liegen die Urbilder zg, z1, ..., 2on _1
von zg unter der Iterierten ¢ in QU "' (insbesondere in U™, denn es ist
AU~ Teilmenge von OU ~™). Damit befinden sich die Urbilder zq, 21, ...29n _1,
Zon, ..., Zont1_1 von zg unter der Iterierten g"*! auf dem Rand von U~". [
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Satz 2.12. Die rationale Funktion g zweiten Grades besitze einen Gebietszyklus
U={U,..,Ux} und einen Fizpunkt zo € OU. Es sei U kein SIEGELzyklus
und die Rander der Uy seien zusammenhdngend. Dann ist die JULIAmMenge
zusammenhdngend.

Beweis. Nach Lemma 2.11 liegen alle Urbilder von zp unter der Abbildung
g™t in QU™ Es folgt induktiv aus dem Zusammenhang von OU, dass alle
g7 (0U) und damit alle 9U ~™ zusammenhiingend sind. Schlieflich ist wegen

J = U g=3(dU)

und der Aussage, dass mit einer Menge auch deren Abschluss zusammenhén-
gend ist, die JULIAmenge zusammenhéngend. O

Dieser Satz findet nur fiir bestimmte Klassen aus G5 Anwendung, zum Beispiel
fiir solche, die einen LEAUzyklus besitzen.

Ist (f) € G5 mit 0 < |X| <1, so ist der Nullpunkt ein attraktiver Fixpunkt
und das zugehérige SCHRODERgebiet A(0) ist vollstindig invariant und oo-
fach zusammenhingend. Nach Satz 2.9 ist J staubformig. Uber die ,, Lage“ der
JuLiAmenge fiir den Standardvertreter ldsst sich dann folgende Aussage treffen.

Satz 2.13. Fiir 0 < |X| <1 ist die staubformige JULIAmenge Jx des Stan-
dardvertreters der zugehiorigen Klasse aus G5 Teilmenge des abgeschlossenen
Kreisringes

Axi={zeC:1-VIX| <[z < (1= V[X]) '}

Fiir X > 0 liegt auf den Randkomponenten von Ax jeweils ein Punkt von Jx .

Beweis. Mit |z| < 1 —4/|X]| < 1 gilt fiir den Standardvertreter fx

4 VR
iy <M v =V

Die offene Kreisscheibe um den Nullpunkt mit Radius 1—4/|X| ist also invariant
und gehort zur FATOUmenge Fx von fx. Fiir beliebiges z € C gilt auflerdem

fx(z7Y) = fx(2).

Damit folgt fir |z| > 1—3/@’ also |27 <1 — /| X]| mit obiger Abschétzung

[fx(2) = |fx (") < 1= VIXI].

[fx(2)] < 1X] <X
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Also gehort auch das AuBere des Kreises um den Nullpunkt mit dem Radius
(1 —/|X])~! zur FATOUmenge von fx. Wegen Fx N Jx = () folgt fiir alle
z € Jx die Abschétzung

1
L= VIX| <ol € —=.
1—IX]

Fiir die weitere Behauptung ist zu zeigen, dass beide Abschitzungen im Fall
0 < X < 1 scharf sind. Nach Satz 2.8 ist dann vX — 1 ein Fixpunkt des
Standardvertreters mit

2
YWVX 1) = —=—-1>1.
Er liegt offensichtlich auf dem inneren Rand von Ax und ist ein abstoBender
Fixpunkt, der zur JuLiAmenge gehort. Weiterhin liegt wegen

fx((\/Y— nh = VX -1

auf dem dufleren Rand von Ax ein direkter Vorginger des abstoflenden Fix-
punktes, der folglich auch zu Jx gehort. O

Liegt X nahe dem im Parameterraum nicht zugelassenen Nullpunkt, so ist
der markierte Fixpunkt von fx ,fast“ superattraktiv. Die beiden Randkompo-
nenten des die JuLIAmenge umfassenden Kreisringes A|x| liegen dann nahe am
Einheitskreis. Also bewirkt die starke Attraktivitit des markierten Fixpunktes,
dass die JuLIAmenge nur in einem schmalen Kreisring zu finden ist.

2.3 Klassifikation fiir G;

Nachdem im vorherigen Abschnitt die Elemente der Menge G; beziiglich der
Zusammenhangseigenschaft ihrer JULIAmengen unterschieden wurden, ist es
nun wiinschenswert, eine weiterfithrende Klassifikation zu erhalten. Die Fragen,
welche Elemente hyperbolisch sind und ob, wie bei der bekannten Klasse der
Polynome 22 + ¢, ¢ € C, auch hier eine MANDELBROTmenge erklirt werden
kann, werden beantwortet.

Die Elemente aus G5 mit 0 < |X| < 1 sind gerade die hyperbolischen.
Satz 2.14. Die Menge aller hyperbolischen Elemente aus G ist gegeben durch
{(f) €G5: 0 <[X]| <1}

Beweis. Ist (f) € G3 hyperbolisch, so liegen der kritische Vorgéinger von oo und
damit auch oo und 0 in der FATOUmenge. Da SIEGELscheiben bei hyperboli-
schen Funktionen nicht auftreten, ist 0 folglich attraktiv und es gilt 0 < | X| < 1.



24 2 FUNKTIONEN ZWEITEN GRADES

Ist umgekehrt 0 < | X| < 1, so ist der Nullpunkt attraktiv. Der kritische Vorgéin-
ger von oo wird nach zwei Iterationen auf den Nullpunkt abgebildet, der freie
kritische Punkt konvergiert unter Iteration gegen 0. Also ist Ot(C)NJT =0
und (f) hyperbolisch. O

Folgerung 2.15. FEine Klasse (f) € G5 ist genau dann hyperbolisch, wenn der
markierte Fixpunkt attraktiv ist.

Mit den hyperbolischen Elementen sind aber noch nicht alle Klassen aus G3
erfasst, bei denen der markierte Fixpunkt in der FATOUmenge liegt. Weiter-
hin ist der Fall |X| =1 und 0 € F mdglich, bei dem der Nullpunkt ein SIE-
GELpunkt fiir die Vertreter der Klasse ist. Der freie kritische Punkt liegt in
der JULIAmenge, ist nicht priperiodisch und der Rand der SIEGELscheibe A(0)
liegt im Abschluss seines Vorwértsorbits. Die FATOUmenge besteht aus der
einfach zusammenhéngenden SIEGELscheibe und ihren Vorgéngergebieten. Die
JuLIAmenge ist zusammenhéngend.

Beschiiftigen wir uns nun mit dem Fall, dass fiir eine Klasse (f) € G5 der Null-
punkt in der JULIAmenge liegt. Dann gehoren mit ihm auch seine Vorgénger
oo und ¢ zur JULIAmenge, die nach Satz 2.9 zusammenhéngend ist. Die Men-
ge {|X| > 1} ist hier das Analogon zur klassischen MANDELBROTmenge, die
alle die komplexen Parameter ¢ enthélt, fiir die die JULIAmenge des Polynoms
2% 4 ¢ zusammenhiingend ist. Wihrend die MANDELBROTmenge eher kompli-
ziert aussieht, ist die Menge der Parameter, fiir die die JULIAmenge von (fx)
zusammenhéngend ist, einfach das Komplement des Einheitskreises. Trotzdem
lassen sich analog zu den Komponenten des Inneren der MANDELBROTmenge
auch hier Bereiche im Parameterraum angeben, deren zugehorige Klassen je-
weils einen (super)attraktiven Zyklus besitzen. Wir betrachten dazu

A:={X € C\D: (fx) besitzt einen (super)attraktiven Zyklus}.

Fiir eine Klasse mit X € A liegt der kritische Vorgénger des markierten Fix-
punktes in der JuLiAmenge und der freie kritische Punkt konvergiert unter
Iteration gegen einen (super)attraktiven Zyklus, also ist (fx) subhyperbolisch.
Aus diesem Grund werden die Zusammenhangskomponenten der Menge A sub-
hyperbolische Komponenten genannt. Als hyperbolische Komponente wird der
punktierte offene Einheitskreis bezeichnet, dessen Parameterwerte zu hyperbo-
lischen Klassen fithren. Wie bei der klassischen MANDELBROTmenge (fiir die
dort auftretenden hyperbolischen Komponenten) kann gezeigt werden, dass zu
jeder subhyperbolischen Komponente H eine feste Zyklusperiode gehort und
dass die Abbildung A, die jedem X € H den zugehorigen Multiplikator des
(super)attraktiven Zyklus zuordnet, eine eigentliche Abbildung von H auf die
Einheitskreisscheibe D ist.
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Zunéchst zeigen wir fiir die hyperbolische Komponente 0 < |X| < 1 eine analo-
ge Aussage. Wegen des im Parameterraum nicht zuldssigen Nullpunktes muss
diese gesondert betrachtet werden.

Satz 2.16. Flir jedes 0 < |X| < 1 besitzt (fx) ein SCHRODERgebiet. Die Ab-
bildung A : D — D, die jedem X den zugehorigen Multiplikator des attraktiven
Fizpunktes zuordnet und 0 auf 0 abbildet, ist konform.

Beweis. Fiir 0 < |X| < 1 ist der Nullpunkt attraktiv. Somit besitzen alle zu-
gehorigen Klassen einen attraktiven Zyklus erster Ordnung und damit ein
SCHRODERgebiet. Der zugehorige Multiplikator ist X und damit ist A durch
die Identitidt A(X) = X beschrieben. Nimmt man in den Definitionsbereich von
A den singuléren Punkt 0 hinzu, so ist A : D — D konform. O

Fiir die subhyperbolischen Komponenten kann der Beweis des entsprechenden
Satzes im Kontext der klassischen MANDELBROTmenge iibernommen werden
(siehe [13, S. 161]). Es ist nur ein Normalitéitsargument auszutauschen.

Satz 2.17. Fir jede subhyperbolische Komponente H von A gilt:

a) Es existiert ein m € N, so dass fir jedes X € H die Klasse (fx) einen
(super)attraktiven Zyklus der Ordnung m besitzt.

b) Die Abbildung X, die jedem X den Multiplikator des zugehdrigen Zyklus
von (fx) zuordnet, ist eine eigentliche Abbildung von H auf D.

Beweis. a) Per Definition der subhyperbolischen Komponente gibt es X* € H,
so dass (fx+) einen (super)attraktiven Zyklus o* = {z*, ..., fes ' (2*)} # {0}
der Lange m mit zugehorigem Multiplikator A* besitzt. Demnach gilt

2 (%)) — N -170,

z=z* X=X*

Nach dem Satz iiber implizite Funktionen existiert dann eine in einer Umgebung
U von X* definierte Funktion z mit z(X*) = z* und f@(2(X)) = 2(X) in U.
Dadurch wird in U eine Funktion A definiert durch

AX) = S IR()

z=2(X) '

Wir betrachten die Folge (f%(1)) fiir X € H. Wire 1 ein Vorgénger von —1,

so wéren alle kritischen Punkte préperiodisch, also J = @, und X lége nicht
einmal in A. Damit ldsst (f% (1)) fir jedes X € H den Punkt —1, dessen Nach-
folger oo und 0 aus, die Folge ist daher normal in H. Nun existiert j € N mit

(1) = 2(X) (n— o)
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in einer Umgebung von X*, da der kritische Punkt unter Iteration gegen den
(super)attraktiven Zyklus konvergiert. Nach dem Satz von VITALI ist dann
(f¥™ (1)) lokal gleichmiifig konvergent gegen z(X) in H. Insbesondere ist z

dort analytisch.

Angenommen, fiir ein X wiére |A(X)| > 1. Dann existieren wegen der Gebiets-
treue {iberabzahlbar viele X mit der Eigenschaft |A(X)| > 1. Fiir ein m(X)
gilt somit f3*™* (1) = 2(X), da abstoende Zyklen in der JuLIAmenge liegen
wiirden. Nach dem Identitétssatz gilt dieses dann in ganz H fiir festes m und
j, was ein Widerspruch zu der Eigenschaft in der oben gewéhlten Umgebung

U von X* ist.

b) Die Abbildung A ist regulir auf 0H bis auf endlich viele Punkte (Singula-
ritdten nur bei A(X) = 1). Es ist |A\(X)| < 1 auf OH nicht moglich, denn sonst
existiert eine ganze Umgebung um einen solchen Randpunkt mit dieser Eigen-
schaft, was ein Widerspruch zur Wahl von H ist. Somit ist |A(X)| = 1 auf dem
Rand von H und A : H — D eine eigentliche Abbildung. O

Damit ist eine Beschreibung fiir alle subhyperbolischen Komponenten gefun-
den. Betrachten wir kurz den Rand der Komponente D\ {0}, also alle Parame-
ter X mit | X| =1.1Ist 0 € J und A(X) = X keine n-te Einheitswurzel, so ist
der Nullpunkt ein CREMERpunkt. Dann ist der verbleibende kritische Punkt
nicht préperiodisch und beide kritischen Punkte liegen in der JuLIAmenge. Die
FaTOoUmenge ist zwangsliufig leer und es ist J = C. Ist A(X) = X eine n-
te Einheitswurzel, so ist 0 ein LEAUpunkt. Die zugehorige LEAUblume A(0)
besteht aus n Bliattern und enthélt den verbleibenden kritischen Punkt. Alle
Blatter sind einfach zusammenhéngend.

Fiir |X| > 1 ist der Nullpunkt ein abstoflender Fixpunkt. Der freie kriti-
sche Punkt kann dann durch einen BOTTCHER-, SCHRODER-, LEAU- oder SIE-
GELzyklus gebunden werden. Ist das nicht der Fall, so stimmt die JULIAmenge
mit der Zahlenkugel {iberein, wenn némlich der freie kritische Punkt durch
einen CREMERzyklus gebunden wird, er priaperiodisch ist oder er ein anderwei-
tig nicht préperiodischer Punkt der JULIAmenge ist (unter Iteration ,lduft er
ziellos durch J*).

Wir beschéftigen uns nun mit der Frage, unter welchen Voraussetzungen an
X die JuLiamenge der Klasse (f) € G5 ein JORDANbogen ist. Das ist der Fall,
wenn die FATOUmenge ein Gebiet ist, ndmlich ein Attraktionsgebiet zu einem
nicht markierten Fixpunkt. Fiir die betreffenden X hat man folgende Aussage.

Satz 2.18. Das Parabeliufiere
D:={X€C:ReX >1—(ImX)?/4} c{X €C:|X|>1}

enthdlt genau die X, fiir die die JuLiAmenge der Klasse (fx) ein JORDANbogen
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mit Endpunkten in 0 und oo ist. Speziell ist im Fall X = 4 die JUL1AmMenge
des Standardvertreters das Intervall [—o0,0]. Die Abbildung X : D — D, die je-
dem X € D den Multiplikator des attraktiven Fizpunktes von (fx) zuordnet,

ist konform und durch

)\(X):%—l

gegeben, wobei die Wurzel so gewdhlt ist, dass /1 =1 ist.

Beweis. Es sei X € D und fx(2) = Xz(z + 1)72 der Standardvertreter der
zugehorigen Klasse. Wegen 0 ¢ D sind beide Zweige der Umkehrfunktion von
2% in dem einfach zusammenhingenden Gebiet D analytisch und es sei der
Zweig gewihlt mit /1 = 1. Dann besitzt f neben dem Nullpunkt gemif Satz
2.8 die nicht markierten Fixpunkte zg = VX —1 und z1 = —vX — 1 mit den
Multiplikatoren

)\(zo):%—L )\(zl):—\/%—l.

Die Wurzel bildet die Menge D konform auf die Halbebene {z € C: Rez > 1}
ab, die unter der Funktion 2 — 1 ebenfalls konform auf den Einheitskreis ab-
gebildet wird. Damlt ist zg attraktlv und die Abbildung A : D — D konform
mit A(X) = \/7 — 1. Fiir X € D besitzt (fx) also einen attraktiven Fixpunkt,

der den freien kritischen Punkt bindet. Das zugehorige Attraktionsgebiet A(zp)
ist vollsténdig invariant mit F = A(zp). Da nur ein kritischer Punkt in A(zo)
enthalten ist, ist A(zo) einfach zusammenhingend und die JULIAmenge zusam-
menhéngend. Sie ist also ein Dendrit und ein JORDANbogen mit Endpunkten
in 0 und co wegen

fF(ICNTU{0,00}) ={0,00}.

Ist X = 4, so ist einer der beiden nicht markierten Fixpunkte superattraktiv.
Die FATOUmenge von f4 besteht in diesem Fall aus einem BOTTCHERgebiet
und die JULIAmenge ist ein JORDANbogen. Da f4 mit Hilfe der Transforma-
tion T(z) = 271 zum zweiten TSCHEBYSCHEFFpolynom konjugiert ist, ist die

z+1
JuLiamenge von f4 das Intervall T'([—1,1]) = [—o0,0]. (Im Wesentlichen ist f4
die KoEBEfunktion.) O

Fiir X € 9D ist einer der beiden nicht markierten Fixpunkte, nimlich der
in obigem Beweis genannte Fixpunkt zy indifferent. Entweder liegt der ver-
bleibende kritische Punkt in einer LEAUblume mit n Blattern, die alle einfach
zusammenhéngend sind, oder der Abschluss seines Vorwirtsorbits enthélt den
Rand einer SIEGELscheibe oder er besitzt einen CREMERpunkt als Haufungs-
punkt. Im letzten Fall ist F = 0.
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Fiir Parameter X ¢ D UD sind alle Fixpunkte abstofiend und es kdnnen nicht
abstoflende Zyklen auftreten. Uber Zyklen kleiner Periode, speziell iiber solche
zweiter Ordnung, kénnen konkrete Aussagen getroffen werden.

Satz 2.19. Die Kreisscheibe K := {X € C: |X + 2| < 1} enthilt genau die
X, fir die (fx) einen (super)attraktiven Zyklus ax zweiter Ordnung besitzt.
Die Abbildung A : K — D, die jedem X € K den Multiplikator von ax zuord-
net, ist konform und gegeben durch

AX) = -3 %

Genau die Klasse (f_%) besitzt einen BOTTCHER zyklus zweiter Ordnung.
Beweis. Man berechnet als Losungen der Gleichung f%(z) = 2 neben den offen-
sichtlichen Loésungen 0, zp, 21 (Fixpunkte von fx, siche Beweis von Satz 2.18)
zwei weitere Losungen z3, z4. Diese bilden fiir fx einen Zyklus ax zweiter Ord-
nung und es ist auch klar, dass es weitere Zyklen mit dieser Periode nicht ge-
ben kann. Der Multiplikator von ax ist gegeben durch —3 — %. Die Abbildung
A:C— Cmit A(X) :=—-3— + ist konform und Urbild des Einheitskreises ist
der Kreis K. Demnach besitzt fiir alle X € K \ {—3} die Klasse (fx) einen
4

attraktiven, fiir X = —3 einen superattraktiven Zyklus zweiter Ordnung. []

Die restlichen subhyperbolischen Komponenten liegen folglich im Inneren des
Komplements der Menge DU DU K. Ist H eine subhyperbolische Komponente,
die nicht mit D oder K iibereinstimmt, dann existiert ein solches m > 3, dass
fiir alle X € H die Klassen (fx) jeweils einen (super)attraktiven Zyklus der
Ordnung m besitzen. Da die Multiplikatorfunktion A : H — D eigentlich ist,
befinden sich auf dem Rand von H gerade die Parameterwerte, die zu LEAU-,
SIEGEL- oder CREMERzyklen fiihren.

Ein Parameter X, fiir den auch der freie kritische Punkt der zugehorigen Klas-
se praperiodisch oder nicht priperiodisch von der Art ist, dass er nicht durch
einen Zyklus gebunden wird, liegt nicht auf dem Rand der hyperbolischen oder
einer subhyperbolischen Komponente. Er kann bestenfalls ein Haufungspunkt
der Rénder subhyperbolischer Komponenten sein. Die Frage, ob die Menge die-
ser Parameter innere Punkte besitzt, bleibt offen.

Die zuletzt genannte Fragestellung ist das Analogon zu einem bekannten Pro-
blem im Kontext der klassischen MANDELBROTmenge fiir die Polynome 22 +q.
Eine Komponente ihres Inneren heiflt hyperbolisch, wenn diese einen Parame-
ter g enthélt, der auf einen (super)attraktiven Zyklus fithrt. Es ist bis heute
ungeklédrt, ob es auch nicht hyperbolische Komponenten gibt.
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2.4 Beispiele

Beispiel 2.20. Ist X = 1, so ist der Nullpunkt ein LEAUpunkt der Klasse (f1).
Die zugehorige Blume besteht aus einem einzigen Blatt und ist vollsténdig in-
variant. Die FATOUmenge stimmt in diesem Fall mit A(0) iiberein, ist also
zusammenhingend. Die JULIAmenge ist zusammenhéingend, da F = A(0) ein-
fach zusammenhéngend ist. Also ist J ein Dendrit und nach [15] sogar ein
JORDANbDboOgen.

In beliebig kleinen Umgebungen von X =1 existieren sowohl Klassen mit at-
traktivem markierten Fixpunkt als auch solche mit attraktivem nicht markier-
ten Fixpunkt. Die beiden Fixpunkte fallen fiir X = 1 zusammen und bilden
einen zweifachen Fixpunkt, einen LEAUpunkt mit Multiplikator A = 1. Die Ju-
Liamenge, die fiir X = 1 ein JORDANbogen ist, ,,zerfillt“ beim Ubergang von
X ins Innere des Einheitskreises und ist dort staubformig.

Beispiel 2.21. Im Kontext der klassischen MANDELBROTmenge ist ein MI1SIU-
REWICZpunkt ein solcher Parameter ¢, fiir den der kritische Nullpunkt von
2% + ¢ priperiodisch ist. Die zugehorige JULIAmenge ist in diesem Fall ein
Dendrit. Ubertragen auf die Klassen aus Gj mit zusammenhingender Ju-
LiAmenge ist hier ein MISIUREWICZpunkt ein solcher Parameterwert X = 0,
so dass der freie kritische Punkt von (fx) priperiodisch ist. Da auch der kri-
tische Vorgénger des Nullpunktes préperiodisch ist, ist Jx = C. Ein spezieller
MisiUREWICZpunkt ist der Parameter X = —4 wegen

—cr—=cr— o0 — 00— 0.

Beide kritischen Punkte sind praperiodisch und es ist J_4 = C. Dieser Para-
meter liegt nicht auf dem Rand einer subhyperbolischen Komponente.

Neben dieser Art von MISIUREWICZpunkten, bei denen der freie kritische Punkt
ein Vorgénger des festgelegten kritischen Punktes und des Nullpunktes ist, gibt
es noch solche, fiir die der freie kritische Punkt praperiodisch, aber der Null-
punkt nicht einer der endlich vielen Nachfolger ist. Hier bleibt die Frage offen,
ob die JuLIAmenge genau fiir die MISIUREWICZpunkte und die Parameterwer-
te, die zu CREMERpunkten fithren, mit der Zahlenkugel iibereinstimmt, oder
ob es auch solche Parameter gibt, fiir die der freie kritische Punkt unter Itera-
tion ziellos durch die JULIAmenge lduft, ohne dass der Abschluss seines Orbits
einen CREMERpunkt enthélt.

Beispiel 2.22. Fiir X = —1 ist der Nullpunkt ein LEAUpunkt mit Multiplika-
tor A(0) = —1 und (fx) besitzt eine LEAUblume mit zwei Bléttern. Hier findet
eine periodenverdoppelnde Bifurkation statt. Da —1 auf dem Rand des Ein-
heitskreises liegt, befinden sich in beliebig kleinen Umgebungen von —1 Invari-
anten X, deren zugehorige Klassen ein SCHRODERgebiet zum attraktiven Null-
punkt und eine total unzusammenhéngende JULIAmenge besitzen. Da —1 zum
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Rand des Kreises K aus Satz 2.19 gehort, gibt es in beliebig kleinen Umgebun-
gen von —1 Invarianten X, deren zugehorige Klassen einen SCHRODERzyklus
der Lénge 2 und eine zusammenhéngende JULIAmenge besitzen.

Abb. 1: Die Fatoumenge eines Vertreters von (f-1).
Das unbeschrinkte helle Gebiet und das einer Lemniskatenhdlfte dhnli-
che blaue Gebiet bilden eine Leaublume.

Nehmen wir an, dass der Parameter X reell ist, und betrachten die Verénde-
rung der JULIAmenge Jx bei kleiner werdendem X, beginnend bei einem sol-
chen nahe —1 mit X > —1, so ist folgendes zu beobachten. Gewisse Teile der
total unzusammenhéngenden JULIAmenge formen bereits erkennbar Rénder
einer LEAUblume mit zwei Blittern, die aber erst fiir X = —1 eine solche
ist. Beim Ubergang zu X < —1 trennen sich die Blitter und formen einen
SCHRODERzyklus zweiter Ordnung. Es ist zu beachten, dass diese spezielle Art
der Periodenverdopplung (Fixgebiet auf zweite Periode) nur hier und nicht auch
auf dem Rand des Gebietes D aus Satz 2.18 stattfindet, da die den Multiplika-
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tor beschreibende Abbildung A\(X) = % — 1 den dafiir notwendigen Wert —1
in C nicht annimmt.

Beispiel 2.23. Fiir X = —2 existiert ein LEAUzyklus « zweiter Ordung mit
Multiplikator A(a) = —1. Auch hier findet eine periodenverdoppelnde Bifur-
kation statt, denn in einer Umgebung von —2 in der X-Ebene befinden sich
Parameterwerte, deren zugehorige Klassen JULIAmengen einerseits mit einem
attraktiven Zyklus der Lange 2 andererseits mit einem attraktiven Zyklus der
Lénge 4 besitzen.

Beispiel 2.24. Fir X = —g + %z € 0K besitzen die zugehorigen Vertreter
jeweils einen LEAUzyklus o zweiter Ordnung mit Multiplikator A(a) = .






3 Fixpunkte und kritische Werte

Nach der Klassifikation gewisser rationaler Funktionen zweiten Grades, die
einen praperiodischen kritischen Punkt besitzen, wenden wir uns nun den ratio-
nalen Funktionen dritten Grades zu. Ausgehend von solchen Funktionen, deren
JuLIAmenge ein JORDANbogen ist, betrachten wir in Kapitel 4 Funktionen mit
zwei Fixpunkten, die zugleich kritische Werte sind. Es existieren also zwei in
einer ganz bestimmten Weise praperiodische kritische Punkte. Als Vorberei-
tung untersuchen wir in diesem Kapitel in einem allgemeineren Kontext solche
rationalen Funktionen dritten Grades, die einen kritischen Punkt besitzen, der
auf einen Fixpunkt abgebildet wird. Dabei wird nach dem dynamischen Typ
des Fixpunktes unterschieden. In jedem Fall liegt ein einfacher kritischer Punkt
vor, so dass der Fixpunkt sich als einfaches und den kritischen Punkt als dop-
peltes Urbild besitzt. Die in diesem Kapitel auftretende Funktion f sei, ohne
dass dieses sténdig erwdhnt wird,

1) eine rationale Funktion dritten Grades, die
2) einen Fixpunkt zg mit kritischem Urbild ¢ besitzt.

Es werden Aussagen iiber die topologischen und geometrischen Eigenschaften
der JuLiAmenge von f fiir die Fille gesucht, dass zg ein attraktiver Punkt (Ab-
schnitt 3.1) oder ein LEAUpunkt (Abschnitt 3.2) ist. Im zweiten Fall ergeben
sich unterschiedliche Aussagen, falls in der zugehorigen LEAUblume ein oder
zwei kritische Punkte enthalten sind (Abschnitt 3.3). Folgendes wird bewiesen.

Im attraktiven Fall ist die JULIAmenge genau dann zusammenhéngend, wenn
genau zwei kritische Punkte im zugehorigen Attraktionsgebiet liegen, der kri-
tische Vorgénger des attraktiven Fixpunktes und ein nicht préperiodischer kri-
tischer Punkt.

Ist zg ein LEAUpunkt mit \(zg) = 627”%, so ist J zusammenhéngend, falls die
LEAUDblume genau einen kritischen Punkt enthélt oder falls genau zwei kritische
Punkte in ihr liegen und sie 2n Blétter besitzt. Besteht dagegen die LEAUblume
aus mindestens zwei Blédttern und existiert ein Blatt, in dem zwei verschiedene
kritische Punkte liegen, so ist J unzusammenhéngend.

3.1 Attraktive Fixpunkte mit kritischem Urbild

Ist zo ein attraktiver Fixpunkt, so enthilt das SCHRODERgebiet A(zg) einen
nicht préperiodischen kritischen Punkt von f. Der folgende Satz zeigt, dass
mindestens zwei kritische Punkte, das kritische Urbild von zy und ein nicht
priperiodischer kritischer Punkt, in A(zp) liegen und dass A(zp) vollstéindig
invariant ist.
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Satz 3.1. Fs sei zg ein attraktiver Fizpunkt von f mit kritischem Urbild. Dann
ist das SCHRODERgebiet A(zg) vollstindig invariant.

Beweis. Fiir den lokalen Grad k von f im SCHRODERgebiet A(zp) gilt k > 2,
also besitzt jeder Punkt in A(zp) mindestens zwei Urbilder in A(zp). Das gilt
insbesondere fiir den Fixpunkt zg. Die drei Urbilder von zy unter der Funktion
f dritten Grades sind z( selbst als einfaches Urbild und nach Voraussetzung ein
kritischer Punkt ¢ als zweifaches Urbild. Da das Urbild zp in A(zp) enthalten
ist, aber noch mindestens ein weiteres Urbild benétigt wird, liegt auch ¢ in
A(zp), so dass sich dort alle Urbilder von 2y befinden und der lokale Grad k in
A(zp) mit dem globalen Grad von f iibereinstimmt. Das bedeutet, dass A(zp)
vollstdndig invariant ist. O

Als Folgerung dieses Satzes konnen einige Aussagen festgehalten werden.

Folgerung 3.2. Ist zy ein attraktiver Fizpunkt von f mit kritischem Urbild,
so gelten folgende Aussagen:

1) Es befinden sich mindestens zwei kritische Punkte in A(zp).
2) Euxistieren weitere stabile Gebiete, so sind sie einfach zusammenhingend.

3) Esist 0A(z9) = J. Ist A(zo) einfach zusammenhdingend, so ist die JuU-
LIAmenge zusammenhdingend, ist f zusdtzlich (sub)hyperbolisch, so ist sie
eine Kurve.

Bei der Untersuchung der Geometrie der JULIAmenge stot man auf die Frage,
ob und unter welcher Bedingung A(zy) einfach zusammenhéngend ist. Die Aus-
sage ist gesichert, wenn A(zp) genau einen kritischen Punkt enthilt, aber nicht
bei Existenz mehrerer nicht priperiodischer kritischer Punkte in A(zp). Lie-
gen dort dagegen ein nicht préaperiodischer kritischer Punkt und ein kritischer
Vorgénger ¢ des attraktiven Fixpunktes, so sorgt ¢ dafiir, dass in einer Urbild-
komponente einer geeigneten einfach zusammenhéingenden Umgebung von zg
alle beiden in A(z) befindlichen kritischen Punkte ,eingefangen® sind. Die Zu-
sammenhangszahl bleibt dann bei iterierter Urbildbetrachtung gleich, was den
einfachen Zusammenhang von A(zp) zur Folge hat. In allgemeinerem Kontext
beschiéftigt sich folgendes Lemma mit der Frage, unter welcher Voraussetzung
ein SCHRODERgebiet A(zg) einer rationalen Funktion g, die A(zp) mit lokalem
Grad d abbildet, einfach zusammenhéngend ist.

Lemma 3.3. Die rationale Funktion g besitze ein SCHRODERgebiet A(zg) mit
lokalem Abbildungsgrad d und d — 1 kritischen Punkten in A(zp). Ist dann
Uy C A(z0) ein einfach zusammenhdingendes Gebiet mit zo € U, g (Uo) c Uy
und der FEigenschaft, dass die Urbildkomponente von Uy, die den Punkt z
enthdlt, d : 1 auf Uy abgebildet wird, so ist A(zg) einfach zusammenhdngend.
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Beweis. Es sei Uy das einfach zusammenhingende Gebiet mit obigen Eigen-
schaften. Es sei U,, die Komponente von g~"(Up), die den Punkt z; enthélt,
d, der Grad der eigentlichen Abbildung ¢ : U, — U,_1, r, die Anzahl der
kritischen Punkt in U, und m, die Zusammenhangszahl von U, die immer
endlich ist, da Uy einfach zusammenhéngend ist. Wegen g (Uo) C Uy gilt die
Aussage Uy C U; und es folgt induktiv U,, C U,+1. Nach Voraussetzung ist
dy =dund ry <d — 1, so dass mit der Formel von RIEMANN-HURWITZ

m1:r17d+2§1

der einfache Zusammenhang von U; folgt. Also ist m; = 1 und r; =d — 1.
Mit der ersten Riickwirtsiteration hat man also alle im SCHRODERgebiet be-
findlichen kritischen Punkte eingefangen. Wegen U,, C U, 41 bleibt in jedem
Schritt die Anzahl der kritischen Punkte, der Grad der Abbildung und die Zu-
sammenhangszahl identisch. Die einfach zusammenhéngenden U, bilden eine
Ausschopfung des Gebietes A(z), das einfach zusammenhéngend ist. O

Satz 3.4. Es sei zg ein attraktiver Fizpunkt von f mit kritischem Urbild. Das
SCHRODERgebiet A(zg) ist genau dann einfach zusammenhingend, falls es ge-
nau zwet kritische Punkte enthdlt, das kritische Urbild von zy und einen nicht
praperiodischen kritischen Punkt. Die JULIAmenge ist genau in diesem Fall
zusammenhdngend.

Beweis. Das SCHRODERgebiet A(zg) ist nach Satz 3.1 vollstindig invariant und
enthélt neben einem nicht priaperiodischen kritischen Punkt noch den kritischen
Vorgénger von zg, so dass mindestens zwei kritische Punkte in A(zg) liegen.

Ist A(zp) einfach zusammenhingend, so folgt fiir die Anzahl r der darin ent-
haltenen kritischen Punkte mit der Formel von RIEMANN-HURWITZ und der
vollstédndigen Invarianz von A(zp)

1-2=3(1-2)+r

also r = 2. Die beiden genannten kritischen Punkte sind die einzigen in A(z).

Es sei umgekehrt so, dass A(zg) genau zwei kritische Punkte wg # w; enthalte
mit f"(wy1) — 2o (n — o0) und f(wp) = zo. Dann existiert eine einfach zusam-
menhingende Umgebung Uy von zg mit Uy C A(zg), w1 € Uy und f (UO) c Uy
(siehe [13, S. 68]). Da A(zp) vollstéindig invariant ist, sind lokaler und globa-
ler Abbildungsgrad gleich, also ist d = 3 (im Hinblick auf die Anwendung von
Lemma 3.3). Es liegen d — 1 = 2 kritische Punkte in A(zq). Wegen w; € Uy
ist wy auch in der Urbildkomponente Uy mit zg € U; enthalten. Das bedeutet,
dass U; mindestens 2 : 1 auf Uy abgebildet wird. Also liegen (wie bereits im
Beweis von Satz 3.1 gesehen) sowohl zy als auch wg als Urbilder von zg in Uj.
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Damit ist d = 3 der lokale Abbildungsgrad von f in U;. Die in Lemma 3.3 vo-
rausgesetzten Bedingungen fiir Uy sind erfiillt und es folgt, dass A(zg) einfach
zusammenhéngend ist.

Da A(zp) vollsténdig invariant ist, stimmt dessen Rand mit der JULIAmenge
iiberein. Es ist J genau dann zusammenhéngend, wenn A(zp) einfach zusam-
menhéngend ist, also wenn genau zwei kritische Punkte in A(zg) liegen. O

Abb. 2: Schriodergebiet mit genau zwes kritischen Punkten.

Die hier zugrunde liegende zu 2(—1 + i)z(z + £)*(z — 1)~ 2 konjugierte
Funktion ist hyperbolisch und ihre Juliamenge ist zusammenhdngend.
Sie ist sogar eine Jordankurve (vgl. auch Kapitel 5.1).

Besitzt f (wie in Kapitel 4) zwei Fixpunkte mit jeweils kritischem Urbild,
ist einer davon attraktiv und das zugehorige SCHRODERgebiet einfach zusam-
menhéingend, so ist die Funktion zu einem gewissen Polynom quasikonform
konjugiert. Bei dieser Konjugation wird das kritische Urbild des attraktiven
Fixpunktes mit dem superattraktiven Fixpunkt oo praktisch ,,verschmolzen®.

Satz 3.5. Es sei zg ein attraktiver Fizpunkt von f mit kritischem Urbild. Ist
das SCHRODERgebiet A(zp) einfach zusammenhingend und existiert ein von zg
verschiedener Fixpunkt mit kritischem Urbild, so ist f quasikonform konjugiert
zu einem Polynom P der Form P(z) = az(z — b)2.
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Beweis. Nach Satz 3.1 ist das SCHRODERgebiet A(zp) vollstédndig invariant
und Satz 1.7 ist anwendbar. Mit der Aussage b) folgt das Gewiinschte unter
Beriicksichtigung, dass das Polynom ) den Grad 0 hat, also konstant ist. [

3.2 Leaupunkte mit kritischem Urbild

Es sei nun zy ein LEAUpunkt von f. Dann ist der Multiplikator von z; eine n-te
Einheitswurzel mit minimal gewéhltem n und die LEAUblume A(zp) besteht
aus mindestens n Blédttern. Sie besitzt einen nicht préaperiodischen kritischen
Punkt in ihrem Inneren. Ist nur dieser eine kritische Punkt in A(zg) vorhanden,
so gibt es genau n Blitter. (Wiren es mehr Bléitter, so gébe es eine natiirliche
Zahl m > 2, so dass die Anzahl der Blédtter mn ist. Die Blume zerfillt dann in m
invariante Teilblumen, in denen mindestens je ein kritischer Punkt liegt. Daraus
folgt, dass sich mindestens m > 2 kritische Punkte von f in A(zp) befinden.)
Es sei in diesem Abschnitt immer B ein Blatt, das einen nicht praperiodischen
kritischen Punkt enthélt.

Zunichst ist die Lage des kritischen Vorgéngers ¢ von zg interessant. Da es sich
um einen direkten Vorgénger von zp handelt, liegt ¢ auf dA(zy). Weil er ein
kritischer Punkt ist, befindet sich ¢ zwingend auf dem Rand des Blattes B.

Satz 3.6. Sei zg ein LEAUpunkt von f mit kritischem Urbild c. Liegt im Blatt
B der LEAUblume A(zp) mindestens ein kritischer Punkt, dann gilt ¢ € 0B.

Beweis. Wir nehmen an, dass das kritische Urbild ¢ von zg kein Randpunkt von
B ist. Dann existieren eine Umgebung V von 2y und eine Umgebung U von ¢ mit
f:u 2L v und der Eigenschaft U N B = ). Da V eine Umgebung des auf dem
Rand von A(z) liegenden LEAUpunktes zg ist, ist der Schnitt mit A(zg) und der
Schnitt mit einem beliebigen Blatt der Blume nicht leer. Insbesondere existiert
ein z € VN f(B). Da der Punkt z zu V gehért, besitzt er zwei Urbilder in U,
die nach Wahl von U nicht in B liegen. Wegen z € f(B) existieren andererseits
mindestens zwei weitere Urbilder in B, da B einen kritischen Punkt enthalt
und der lokale Abbildungsgrad k von f in B daher k > 2 erfiillt. Insgesamt
besitzt z also mindestens vier Urbilder, was bei einer Funktion dritten Grades
unmoglich ist. O

Das Blatt f(B) besitzt hochstens zwei Urbildkomponenten, némlich das Blatt
B und eventuell eine weitere von B verschiedene Urbildkomponente Bj, die
nicht zur LEAUblume gehort. Der kritische Vorgénger von zy liegt nicht nur
auf dem Rand von B, sondern auch auf dem Rand von Bj. Er liegt sogar
auf dem Rand jeder nicht zur LEAUblume gehtrenden Urbildkomponente eines
beliebigen Blattes.
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Satz 3.7. Sei zg ein LEAUpunkt von f mit kritischem Urbild c. Ist L ein
beliebiges Blatt der LEAUblume A(zp), dann ist ¢ Randpunkt von jeder Urbild-
komponente von L, die nicht Blatt von A(zo) ist.

Beweis. Es sei L ein Blatt von A(zp). Dann sind zwei Fille moglich:
(1) Es existiert ein kritischer Punkt w mit f(w) € L.

(2) In L liegt kein kritischer Wert von f.

Im Fall (1) liegt w in einer Urbildkomponente von L, so dass der lokale Ab-
bildungsgrad k& von f dort k> 2 erfiillt. Ist k = 3, so existiert eine einzige
Urbildkomponente von L, die ein Blatt ist, und es ist nichts zu zeigen. Also
untersuchen wir nur den lokalen Abbildungsgrad k = 2. Dann existieren genau
zwei Urbildkomponenten von L, das Vorgéngerblatt und eine Urbildkomponen-
te L1, die nicht Blatt der LEAUblume ist und konform (falls w im Vorgéngerblatt
liegt) oder 2 : 1 (im Fall w € L) auf L abgebildet wird. (Eine Unterscheidung
dieser ,,Unterfélle“ ist nicht notwendig.) Im Fall (2) gibt es genau zwei verschie-
dene Urbildkomponenten L, und Lo, die nicht Blitter sind und konform auf L
abgebildet werden.

Wir werden in beiden Féllen zeigen, dass der kritische Vorgénger ¢ des LEAU-
punktes auf dem Rand von L; liegt. Im Fall (2) ist damit auch der Beweis fiir
¢ € 0Ly erbracht.

Wir nehmen an, dass c¢ nicht auf 0L, liegt. Dann existieren Umgebungen V'
von zg, Ug von zg und U; von ¢ mit Uy N U; = ) und den Eigenschaften

fiU 25, UoN L =0,
0 2Ly, Uy N Ly =0.

Die Wahl von Uy mit Uy N Ly = @ ist moglich, da L; kein Blatt der Blume
ist, und es existiert U; mit U; N Ly = 0, da nach Annahme ¢ nicht auf dem
Rand von L; liegt. Da V eine Umgebung des LEAUpunktes zg ist, ist der
Durchschnitt mit einem beliebigen Blatt der zugehérigen Blume nicht leer.
Insbesondere existiert ein z € V N L.

Fall (1): Dann besitzt z ein Urbild in Uy, welches zum Vorgéngerblatt der Blume
gehort. Es existieren zwei weitere Urbilder in U;. Liegt im Vorgéngerblatt von
L der kritische Punkt w, so liegt dort ein weiteres Urbild von z (eines derer aus
Uy). Das letzte Urbild bzw. die letzten zwei Urbilder im Fall w € Ly gehéren
folglich zu L, was laut Konstruktion ein Widerspruch ist.

Fall (2): Es gibt ein Urbild von z in Uy, welches zum Vorgéngerblatt der Blume
gehort. Zwei weitere Urbilder existieren in U;, von denen genau eines in Lo
liegt. Das andere liegt in L, so dass man auch hier einen Widerspruch zur
Konstruktion erhalt. O
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Da also alle Bliitter den LEAUpunkt auf ihrem Rand gemeinsam haben, besitzen
auch bestimmte Urbildkomponenten der Blétter den gemeinsamen Randpunkt
c. Den Bléttern kann eine gewisse Anordnung um den Punkt zy zugeordnet
werden. Diese iibertragt sich dabei auf ihre Urbildkomponenten, auf deren Rand
c liegt. Um das spéter zeigen zu konnen, ist es zundchst notig, eine Sortierung
der Blatter um den LEAUpunkt mathematisch zu formulieren. Dazu werden
wir zuerst die Sortierung von JORDANDGgen, die einen gemeinsamen Endpunkt
besitzen, definieren.

Definition 3.8. Die JORDANbdgen Ji, ..., J, : [0,1] — C mit J(0) = 2o € C
fir alle £k =1, ...,n heiflen um zy sortiert, wenn @1 < ... < (@, existieren mit
Yn — 1 < 21 und

arg(Ji(t) — 20) — or (t — 0).

Die Blatter der LEAUblume koénnen dann auf natiirliche Weise mittels ihrer
Attraktionsachsen um zy sortiert werden. Es muss nur entschieden werden,
welches Blatt das erste in der Sortierung sein soll. Wir wihlen hier ein solches,
dessen direktes Vorgéngerblatt den Randpunkt ¢ besitzt. Es sei fiir die folgende
Betrachtung 0.B.d.A. zy = 0. Der Multiplikator des Nullpunktes sei weiterhin
eine n-te Einheitswurzel (n minimal).

Es sei B ein Blatt der Blume, dessen Rand ¢ enthélt, und B; := f(B). Das
Blatt B ist ein Fixgebiet der Iterierten f™ und es existiert dort eine Achse,
langs derer f™ attraktiv wirkt. Es sei @1 € [0,27) so gewihlt, dass fiir z € By

arg f™(2) = p1 (k — o0)
gilt. Dann folgt mit den Winkeln ¢; := ¢1 + (j — 1)27’T

arg () — ¢; (k — o0)

fir jedes z € B; (j = 2,...,n). AuBerdem hat jede dieser Achsen nahe 0 genau
mit einem der Blitter einen nicht leeren Schnitt. Wir fassen die Achsen als
JOrRDANDSgen A; : [0,1] — C auf und definieren

A;(t) = troe™?i, t € [0,1],

fir j = 1,...,n. Dann gilt A;(0) = 0 fiir alle j und arg A,(t) = ¢; fur alle t > 0.
Offensichtlich ist 1 < @2 < ... < ¢, und @, — p1 = =21 21 < 27. GemaB De-
finition 3.8 sind A, ..., A,, um den Nullpunkt sortierte JORDANbogen. Es lésst
sich ein ro > 0 so wéhlen, dass A;(t) € B; fiir alle ¢ € (0,1] gilt. So wird den

Bléttern By, ..., By, eine Sortierung um den Nullpunkt zugeordnet.

Definition 3.9. Die Blitter L4, ..., L, einer LEAUblume heiflen sortiert um
den LEAUpunkt zp, wenn fiir die Winkel ¢; der Attraktionsachsen in L; mit
Yn — 1 < 27 gilt

1 < P2 < ... < Qp.
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Durch Liften der Attraktionsachsen in den Blattern lisst sich auch deren Ur-
bildkomponenten, die den Randpunkt ¢ besitzen, eine Sortierung um ¢ zuord-
nen. Der Nullpunkt ist ein kritischer Wert mit einer punktierten Umgebung, in
der keine kritischen Werte von f liegen. Daher kann 7o so gewdhlt werden, dass
auf den Trégern der A; keine kritischen Werte mit Ausnahme von 0 liegen.

Da c ein einfacher kritischer Punkt von f ist, konnen wir ro so klein wihlen,
dass wegen des lokalen Abbildungsverhaltens eine Umgebung U von ¢ und eine
konforme Abbildung g: U — {z € C: |z| < \/ro} existiert mit ¢'(c) # 0 und
g(2) = \/f(2) fiir z € U. Betrachten wir zuniichst die Abbildung h(z) := 22.
Die Urbildkomponenten der Triger der A; unter h sind wieder Triger von
JOorRDANDbGgen S; : [0,1] — C. Mit den Winkeln ;=5 4 (j — 1)% sind fiir
j=1,...,2n die S; definiert durch

S;(t) == t\/roe™i, t €[0,1].

Dann gilt S;(0) = 0 fiir alle j und offensichtlich auch 1; < ... < 1)q,. Wegen
Gom —th1 = (2n—1) " =27~ " < on
n n

sind Sy, ..., Sa;, um den Nullpunkt sortierte JORDANbOgen. Bezeichnet | .| den
Triger eines JORDANDbogens, so gilt fiir jedes j = 1, ...,n die Aussage

h(15;1) = h(ISn+41) = | 4.

Werden die Tréger der S; mit der konformen Abbildung g geliftet, so erhilt
man Tridger von JORDANbogen Jy : [0,1] — C mit Je(t) = g7 (Sk(t)). Es gilt
fiir jedes k zunichst Jx(0) = g~1(0) = c. Der kleinere Winkel, der von den
Trégern von Sy und Sky1 aufgespannt wird, betrdgt =. Wegen ¢'(c) # 0 ist g
in ¢ winkelerhaltend, so dass der kleinere Winkel zwischen den Trédgern von
Jr und Ji41 auch T betrégt. Da das (mod n) fiir beliebiges k = 1,...,n gilt,
iibertrdgt sich die Sortierung der Sy auf die der Jy, so dass Ji,...,Ja, um
¢ sortiert sind. Betrachten wir nun fiir die Blétter alle Urbildkomponenten,
die ¢ als Randpunkt besitzen, dann liegt jedes Ji(0,1) in genau einer dieser
Urbildkomponenten, so dass man fiir sie eine Sortierung B L ...,B;nl um c¢
erhiilt. Es sei dabei B;' = B. Dann gilt nach Konstruktion

F(Bi') = f(Bii;) = B;

fiir j = 1,...,n. Damit ist fiir die LEAUDlétter der Begriff ,,Sortierung ihrer
Urbildkomponenten* definiert und folgender Satz bewiesen.

Satz 3.10. Sei zg ein LEAUpunkt von f mit kritischem Urbild ¢ und sei
By, ..., By, eine Sortierung der Blitter der zugehdrigen LEAUblume A(zg) um 2.
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1

Dann existiert fir die Bldtter eine Sortierung By Lo B, ihrer Urbildkompo-

nenten, auf deren Rand c liegt, mit f(Bfl) = By, und es gilt firj=1,...n

f(B;') = f(By4;) = Bj.

Abb. 3: Leaublume mit drei Bldttern.

Der kritische Vorgdnger ¢ des Leaupunktes zo liegt auf dem Rand des
blauen Blattes, das einen kritischen Punkt enthdlt, und auf dem Rand
der nicht zur Leaublume gehérenden Urbildkomponenten der Bldtter.
Die Farbzuordnung verdeutlicht die Sortierungen um zo bzw. c.

Mit Hilfe dieser Sortierungen um 2y, und um den kritischen Vorgénger ¢ lésst
sich nun zeigen, dass ein Blatt, das durch f konform abgebildet wird, den Punkt
¢ nicht als Randpunkt besitzt.

Satz 3.11. Sei zy ein LEAUpunkt von f mit kritischem Urbild c. Wird ein
Blatt konform abgebildet, so ist ¢ kein Randpunkt dieses Blattes.

Beweis. Wir nehmen an, es gibt ein Blatt B mit ¢ € 9B und f : B L f(B).
Dann ist das Blatt f(B) von B verschieden, da sonst B als Fixgebiet zum
LEAUpunkt zy einen kritischen Punkt enthalten miisste und B nicht konform
abgebildet wiirde. (Die Voraussetzungen bedingen, dass der Multiplikator von
2o mindestens eine zweite Einheitswurzel ist.) Es existieren dann Umgebungen
V von zq, Ug von zg und Uy von ¢ mit Uy N U; = () und den Eigenschaften

fU 25, fou 2L v



42 3 FIXPUNKTE UND KRITISCHE WERTE

Der Schnitt von V mit dem Blatt f(B) ist nicht leer, so dass ein Punkt
z € f(B)NV existiert, der zunichst genau ein Urbild in Uy besitzt. Dieses
liegt im Blatt B. Da B konform auf f(B) abgebildet wird, existieren in B
keine weiteren Urbilder von z. Seine beiden anderen Urbilder liegen also in Ur-
bildkomponenten von f(B), die ¢ als Randpunkt besitzen. Es sei By', ..., By!
fir die Blétter eine Sortierung ihrer Urbildkomponenten, auf deren Rand ¢
liegt, mit By ' = B. Nach Satz 3.10 sind B und B;+11 die beiden einzigen Ur-
bildkomponenten von f(B). Da in B keine weiteren Urbilder existieren, liegen
die beiden verbleibenden Urbilder von z in B;il. Das lokale Abbildungsver-
halten von f um c gibt aber vor, dass sich ein Urbild in B !' = B und eines in
B,,:}_l befindet, was ein Widerspruch ist. O

3.3 Leaublumen mit ein oder zwei kritischen Punkten

Es sei zg weiterhin ein LEAUpunkt von f. Existiert in der zugehorigen LEAU-
blume A(zg) neben dem zwingend notwendigen nicht priperiodischen kritischen
Punkt kein weiterer, so sind alle Blatter einfach zusammenhéngend. Es ergibt
sich mit den Sétzen 3.6 und 3.11 aus dem vorherigen Abschnitt zunédchst die
folgende Aussage.

Satz 3.12. Sei zg ein LEAUpunkt von f mit kritischem Urbild c. Enthdilt die
LeAUblume A(zg) genau einen kritischen Punkt im Blatt B, dann sind alle
Blatter einfach zusammenhdngend und B ist das einzige Blatt mit Randpunkt c.

Nimmt man noch die Aussage von Satz 3.7 hinzu, dann gibt es genau ein Blatt,
an dessen Rand diejenigen Urbildkomponenten aller Blétter hidngen, die selbst
kein Blatt sind. Dass der Punkt ¢ auf allen Urbildkomponenten eines Blattes
liegt, gilt nur fiir das Blatt, in dem sich der kritische Wert befindet.

Folgerung 3.13. Sei zy ein LEAUpunkt von f mit kritischem Urbild c. Enthdlt
die LEAUblume A(zy) genau einen kritischen Punkt w und ist L ein beliebiges
Blatt, dann ist ¢ Randpunkt aller Urbildkomponenten

1) von L, die nicht Blatt von A(zg) sind,
2) des Blattes von A(zp), das f(w) enthilt.

Ist speziell A\(zp) = 1, so besteht die LEAUblume A(zy) aus einem Blatt. Dann
liegt ¢ sowohl auf dem Rand von A(z), als auch auf dem Rand der von A(z)
verschiedenen Urbildkomponenten von A(zg), wenn denn solche existieren. (Das
ist der Fall, wenn der in A(zg) liegende kritische Punkt einfach ist.)

Weiterhin erhélt man eine Aussage iiber die JuLIAmenge. Aus dem einfachen
Zusammenhang der Blétter folgt zunéchst der Zusammenhang ihrer Réander
und des Randes der LEAUblume A(z), da zp auf dem Rand aller Blétter liegt.
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Die folgende Information iiber die Lage der Urbilder von 2y unter f bringt dann
eine weiterfiihrende Zusammenhangsaussage.

Lemma 3.14. Sei zg ein LEAUpunkt von f mit kritischem Urbild c. Enthdlt
die LEAUblume A(zp) genau einen kritischen Punkt, so liegen alle Urbilder von

2o unter der Abbildung f"*! in der Menge 0A™"(z0) :== |J f~7(0A(20)).
3=0

Beweis. Die Aussage wird per vollstédndiger Induktion gezeigt.

n = 0: Die Urbilder von zy unter f sind zy; und das kritische Urbild ¢. Nach
Lemma 3.13 liegt ¢ auf dem Rand von A(zp). Da das fiir zo trivial ist, liegen
alle Urbilder von zy auf 9A(zp).

n — n + 1: Nach Induktionsvoraussetzung liegen die Urbilder zg, z1, ..., 230 _1
von zp unter der Iterierten f™ in 9A~""!(zy). Damit befinden sich die Urbilder
20, 21, 2301, Z3n, ..., Zgnt1_1 vOL 2o unter der Iterierten f?t! auf dem Rand
von A™"(zp). O

Da die Vereinigung der LEAUblume mit allen Vorgéngergebieten eine riickwarts-
invariante Vereinigung stabiler Gebiete ist, stimmt der Abschluss des Randes
dieser Vereinigung mit der JULIAmenge {iberein und man hat folgende Aussage.

Satz 3.15. Sei zg ein LEAUpunkt von f mit kritischem Urbild. Enthdlt die
LEAUblume A(zp) genau einen kritischen Punkt, dann ist die JULIAmenge von
f zusammenhdngend.

Beweis. Die Blétter der LEAUblume sind nach Satz 3.12 einfach zusammenhén-
gend und besitzen daher zusammenhéngende Rénder. Damit ist auch 0A(zp)
zusammenhingend, da alle Randkomponenten den LEAUpunkt gemeinsam ha-
ben. Nach Lemma 3.14 liegen alle Urbilder von zy unter der Abbildung fm+!
in 9A™"™(zp). Es folgt induktiv aus dem Zusammenhang von 0A(z), dass alle
f7(0A(20)) und damit alle DA~"(zp) zusammenhiingend sind. Wegen

J = Uf (0A(20))

und der Tatsache, dass mit einer Menge auch ihr Abschluss zusammenhéngend
ist, ergibt sich schliefllich der Zusammenhang der JuLIAmenge. O

Existieren in A(zg) genau zwei kritische Punkte, die dann zwingend nicht préipe-
riodisch sind, so besteht A(zo) entweder aus n oder 2n Blittern. Hier sind drei
unterschiedliche Félle denkbar je nach Lage der beiden kritischen Punkte in-
nerhalb der LEAUblume. Es sei By, ..., B, bzw. By, ..., By, eine Sortierung der
Bléitter um zp und es sei A\(zg) = 627”’
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1) Die beiden kritischen Punkte liegen in demselben Blatt. Dann besteht
A(zp) aus n Blittern By, ..., B,, und (mod n) gilt

f(Bj) =Bj+k (j=1,...,n).

2) Die beiden kritischen Punkte liegen in verschiedenen Bldttern. Hier sind
zwei Unterfélle moglich.

a) Es besitzt A(zp) genau n Blétter By, ..., B,, und (mod n) gilt
f(Bj) = Bjtk (7 =1,....,n).
b) Es besitzt A(zg) genau 2n Blétter By, ..., Ba, und (mod 2n) gilt

f(Bj) =Bjtor (j=1,...,2n).
Hier sind die Blatter der Blume sicher einfach zusammenhéngend.

Auch in diesen Féllen ist die Lage des kritischen Vorgéngers ¢ von zy bekannt.
Wie schon im vorherigen Abschnitt bewiesen wurde, liegt ¢ genau dann auf dem
Rand eines Blattes, wenn dieses mindestens einen kritischen Punkt enthélt.
Unabhéngig davon, ob die beiden kritischen Punkte in verschiedenen Bléttern
liegen oder nicht, c liegt auf dem Rand eines jeden Blattes, das einen kritischen
Punkt enthélt. Im Fall 2b) kann wegen des Zusammenhangs der Réinder der
Blatter analog zu Satz 3.15 auf den Zusammenhang der JULIAmenge geschlos-
sen werden. Denn besitzt die zugehorige LEAUblume 2n Bléatter, so zerfillt sie
in zwei invariante Teilblumen A; (zg) und Aa(zg), die jeweils genau einen kriti-
schen Punkt enthalten. Zwar liegen dabei keine echten LEAUblumen vor, doch
lassen sich die Beweise der Sitze iiber LEAUblumen mit genau einem kritischen
Punkt hier {ibertragen. So kann analog zu Satz 3.15 der Zusammenhang von

Wy = U 179045 (0))

fiir j = 1,2 gezeigt werden. Die Vereinigung W7 U Wy ist zusammenhéngend,
da beide Mengen den LEAUpunkt zy gemeinsam haben. Schliellich ist die Ju-
LiaAmenge J = W7 U Wy zusammenhéngend. Somit ist folgender Satz gezeigt.

Satz 3.16. Es sei 2o ein LEAUpunkt von f mit Mzo) = e2™n und kritischem
Urbild. Besitzt die LEAUblume 2n Bldtter und liegen in ihr genau zwei kritische
Punkte, so ist die JULIAmenge zusammenhdngend.

In diesem Fall liegen die kritischen Punkte zwingend in verschiedenen Blattern.
Befinden sie sich in demselben Blatt und besitzt A(zp) mindestens zwei Blétter,
so kann ausgeschlossen werden, dass die Blétter der LEAUblume einfach zusam-
menhéngend sind. Damit ist die JULIAmenge unzusammenhéngend.
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Satz 3.17. Es sei zg ein LEAUpunkt von f mit kritischem Urbild c. Enthdlt die
aus mindestens zwei Blittern bestehende LEAUblume A(zp) genau zwei kritische
Punkte, die beide in einem gemeinsamen Blatt liegen, dann sind alle Bldtter
oco-fach zusammenhdingend und die JULIAmenge ist unzusammenhdngend.

Beweis. Wir nehmen an, dass das Blatt B, das die beiden kritischen Punkte
der LEAUblume enthilt, einfach zusammenhéngend ist. Eine Anwendung der
Formel von RIEMANN-HURWITZ zeigt, dass B auf das Nachfolgeblatt mit dem
globalen Grad von f abgebildet wird. Das Nachfolgeblatt f(B) # B besitzt also
genau eine Urbildkomponente, némlich B. Es sei By, ..., By,! fiir die Blitter
eine Sortierung ihrer Urbildkomponenten, die ¢ als Randpunkt besitzen, mit
B;! = B. Nach Satz 3.10 sind B und B;il die beiden Urbildkomponenten von
f(B). Es ergibt sich ein Widerspruch, da By ' und B;,}; verschieden sind. [

Wir sammeln alle iiber den Zusammenhang von J getroffenen Aussagen.

Folgerung 3.18. FEs sei zg ein LEAUpunkt von f mit M(zo) = €™ und
kritischem Urbild. Dann ist die JULIAmMenge zusammenhdngend, wenn eine
der folgenden Voraussetzungen fiir die LEAUblume A(zo) erfillt ist:

1) Es existiert genau ein kritischer Punkt in A(zp).

2) Es existieren genau zwei kritische Punkte in A(zo), die 2n Bldtter besitzt.






4 Funktionen dritten Grades

Das Ziel in diesem Kapitel ist die Beschreibung einer Menge von rationalen
Funktionen dritten Grades, die gewisse priperiodische kritische Punkte besit-
zen. Ausgehend von der notwendigen Bedingung fiir solche Funktionen, deren
JuLtAmengen JORDANbGgen sind, wird in Abschnitt 4.1 die Menge der Funk-
tionen vom Grad d = 3 untersucht, die zwei Fixpunkte mit jeweils kritischem
Urbild besitzen. Die Fixpunkte werden durch eine die Dynamik erhaltende
Transformation in die Fixpunkte 0 und oo iiberfiihrt. Solche Funktionen lassen
sich in Aquivalenzklassen einordnen und es entsteht die Menge G; aller dieser
Aquivalenzklassen. Jeder dieser Klassen kénnen wir in Abschnitt 4.2 eindeu-
tige Invarianten X und Y zuordnen, die bei der Klassifikation im Kapitel 5
eine entscheidende Rolle spielen. In Abhéngigkeit der Invarianten werden in
Abschnitt 4.3 Aussagen iiber die Multipliaktoren der markierten Fixpunkte
gemacht, ehe im Abschnitt 4.4 eine spezielle Klasse in G5 vorgestellt wird, in
der verallgemeinerte BLASCHKEprodukte enthalten sind.

4.1 Definitionen und einleitende Sitze

Wir wollen rationale Funktionen f dritten Grades erfassen, deren JULIAmengen
JORDANDGgen sind. Fiir ein solches f liegen notwendigerweise zwei kritische
Punkte in der JUuLIAmenge, und es existieren a,b € C mit

F(TNnCU{a,b}) = {a,b}.

Die in J liegenden kritischen Punkte sind also préperiodisch und haben da-
her auf die Dynamik keinen Einfluss. Dabei kénnen a, b einen Zyklus zweiter
Ordnung bilden oder sie sind beide Fixpunkte. Wir verzichten nun auf die Be-
dingung, dass kritische Punkte in 7 liegen, und fordern nur, dass zwei kritische
Punkte auf verschiedene Fixpunkte a,b abgebildet werden, die dann notwen-
digerweise nicht superattraktiv sind. Werden solche Funktionen betrachtet, so
wird auch eine Teilmenge der Funktionen erfasst, deren JULIAmenge ein JOR-
DANbogen ist. Eine Funktion dritten Grades besitzt im Allgemeinen vier ver-
schiedene Fixpunkte (nur bei der Existenz von LEAUpunkten mit Multiplikator
A =1 ist das nicht der Fall). Daher werden zur Unterscheidung a, b markierte
Fixpunkte genannt, wihrend solche, die nicht mit a oder b iibereinstimmen,
nicht markierte Fixpunkte heiflen. Da eine Funktion f mit beliebig vorgegebe-
nen markierten Fixpunkten zu einer Funktion mit den markierten Fixpunkten
0,00 und derselben Dynamik konjugiert ist (siche Satz 4.3), wird die Betrach-
tung auf Funktionen mit den markierten Fixpunkten 0 und oo verlagert.

Definition 4.1. Es sei Hs die Menge aller rationalen Funktionen f dritten
Grades, die die beiden folgenden Bedingungen erfiillen:
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1) f besitzt nicht-superattraktive markierte Fixpunkte z1 # 2.

2) f besitzt kritische Punkte ¢; # ¢ mit dem Abbildungsverhalten
ez j=1,2.

Weiterhin sei G3 die Menge aller f € H3 mit z; = 0 und zo = oo.
Folgerung 4.2. Es sind z1, z2,c1,co von [ € Hs paarweise verschieden.

Beweis. Dass die beiden Fixpunkte verschieden sind und die beiden kritischen
Punkte nicht iibereinstimmen, ist eine Forderung der Bedingungen 1) und 2).
Wire ¢; = z; oder ¢ = z; fiir ein j, so wére z; ein kritischer, also superattrak-
tiver Fixpunkt. O

Zu jeder Funktion f € Hgz gibt es eine Funktion g € G3, die zu f konjugiert ist
und damit dieselbe Dynamik besitzt.

Satz 4.3. Ist f € Hs, so existiert eine Funktion g € G3 mit f ~ g.

Beweis. Sind 21, z2 die beiden nicht superattraktiven Fixpunkte der Funktion
f, so sei T eine MOBIUStransformation mit 7(0) = z; und T'(c0) = z3. Die
konjugierte Funktion g :=T71o f o T besitzt die Fixpunkte 0 und oo sowie
kritische Punkte 77! (c;1) # T~ *(ca), die auf 0 bzw. oo abgebildet werden. Beide
Fixpunkte sind nicht superattraktiv, da z; und 2 dies nicht sind. Also liegt g
in Gz und es gilt f ~ g. O

Eine Aussage iiber die Gestalt der Funktionen aus Gs ist schnell gefunden.

Satz 4.4. Jede rationale Funktion f € Gs ldsst sich darstellen in der Form

o= (225)

mit komplexen Parametern a,cy,co # 0,c¢1 # ca.

Beweis. Der Nullpunkt und sein kritischer Vorgénger c¢; sind die einzigen Null-
stellen, der Punkt oo und sein kritischer Vorgénger die einzigen Polstellen von
f. Nach bekannten Sétzen {iber Null- und Polstellen erhélt man die Darstellung
f(z) = 2(z — c1)%(z — c2) "2g(2) mit einer ganzen, beschréinkten Funktion g, die
nach dem Satz von LIOUVILLE konstant ist. Diese Konstante a kann nicht den
Wert 0 annehmen, und es gilt ¢1, co # 0 sowie ¢; # ¢ wegen Folgerung 4.2. [

Definition 4.5. Es sei P der Parameterraum von Gz, also

P:={(a,c1,¢c0) €EC3:a#0,c1 #0,¢0 #0,¢1 # 2}
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Die Aussagen von Satz 4.3 und Satz 4.4 ergeben dann die folgende Darstel-
lungsmoglichkeit fiir die Mengen Gs und Hj3 unter Verwendung von P.

Folgerung 4.6. Die Mengen Gs und Hs lassen sich darstellen durch

~

Gs={g: C—C: 9(2) = az(z — c1)*(z — c2) 72, (a,¢1,¢0) € P},
Hs={f:C—C:f~gyg€Gs)}
Bei der Suche nach Aussagen iiber die Dynamik und die Geometrie der Ju-

LiAmengen der Funktionen der Menge Hg reicht also die Betrachtung der Men-
ge G3 aus, da solche Aussagen fiir konjugierte Elemente iibereinstimmen.

Auch in der Menge Gz gibt es Elemente, die dieselbe Dynamik besitzen und
daher zusammengefasst werden konnen. Dazu verwenden wir solche MOBIUS-
transformationen T, dass fiir f € G3 auch g := T~ o f o T wieder in Gs liegt.
Die Konjugierte g besitzt wie f die markierten Fixpunkte 0 und oo, die durch
T folglich entweder jeweils auf sich abgebildet oder vertauscht werden. Solche
Transformationen enthélt gerade die in der Definition 1.2 beschriebene Menge

Ms, die durch Drehstreckungen und Drehstauchungen Iz (I € C\ {0}) und die

Inversion z~! erzeugt wird. Die Konjugation 2 st gemif Satz 1.1 eine Aqui-

valenzrelation, durch die Klassen definiert sind, die nun betrachtet werden.

Definition 4.7. Fiir f € G3 sei
()={9€G:f~ g}
die Aquivalenzklasse von f beziiglich der Konjugation % und es sei

g3 :={(f): f €Gs}

die Menge aller Aquivalenzklassen.

4.2 Invarianten der Aquivalenzklassen

Eine Aussage iiber Invarianten fiir die Elemente von G5 macht folgender Satz.

Satz 4.8. Fiir eine Klasse (f) € G5 sind X #0,1 und Y mit

X =2 = (er,2,0,00), (1)
C2
vimal 412 _ox o L ojax) 2)
=a—+-——=a — = a
co  ac aX

ein vollstindiges Invariantensystem. (Dabei bezeichnet (wq, wa, w3, wy) das Dop-

pelverhdltnis der paarweise verschiedenen Punkte wq,ws, w3, w4 € C und J die
JOUukOowsKIabbildung.)
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Beweis. Verschiedene Vertreter eines Elements aus G sind zueinander konju-
giert mit Hilfe einer MOBIUStransformation aus Ms. Zu betrachten sind also
die Transformationen Ty(z) = Iz (I # 0) und S(z) = 2~ 1.

Sei f ein Vertreter eines beliebigen, aber dann festgehaltenen Elements aus G3
mit den Koeffizienten a, cq, co. Die Koeffizienten der Funktion, die durch Kon-
jugation von f mit T} bzw. S entsteht, seien jeweils mit a, ¢, é2 bezeichnet.

Konjugiert man f mit 73, so erhélt man wegen

1 1 lz—c1\° z—4 2
T, ofoTl(z)zjalz — =az| o
l

~Ig|~le

51 1 62 C1 1 Co

+ a—+-—
C2 a Ccq C2 a Ccq
invariant unter Konjugation mit der Transformation T;.

Bei der Konjugation mit S erhélt man wegen
o\ —1 9 1 2
1/L-¢ 1 z— =
SlofOS(Z):<a<§ 1)) :<C2> Z( 012>
zZ\ 7 —co a \ ¢ z— &

2
als neue Koeffizienten a = % (z—f) o= % und ¢éo = é Wegen

- 61 1 62 1 C2 2 C1 C1 2 C2 C1 1 C2
a—+-—=—-|— —+al|l— — =a— + ——
Co a Cq a \ C1 Co Co C1 C2 a Ccq

sind X,Y auch invariant unter Konjugation mit der Inversion S.

Also existiert zu jeder Klasse aus G5 ein wohldefiniertes Paar (X,Y). Weil fiir
f € Gs das Koefliziententripel (a,c1,c2) in P liegt, sind fir X die Werte 0
(wegen ¢; # 0) und 1 (wegen c¢; # co) ausgeschlossen. (Man beachte, dass die
Ausschliisse a # 0, ¢z # 0 in P sich nicht auf den (X,Y)-Raum iibertragen.)

Umgekehrt ist zu zeigen, dass zu vorgegebenen X und Y ein eindeutiges Ele-
ment aus G5 existiert. Aus X,Y resultieren Koeflizienten a,ci,co, die nicht
eindeutig bestimmt sind, doch miissen die zugehorigen Funktionen in dersel-
ben Klasse liegen.
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Bei festem a ist die Klasse aus G5 eindeutig festgelegt durch ¢; := X und
¢ := 1. Denn zu beliebigem komplexen o # 0 ist die Funktion f, mit den
Koeffizienten ¢; = aX und ¢; = « konjugiert zu der Funktion f mit den Koef-
fizienten ¢; = X, ¢y = 1 vermoge der Transformation T,.

Der Koeffizient a berechnet sich wegen Y = aX + aiX aus der Gleichung
(aX)? =Y (aX)+1=0.
Fiir die beiden Losungen w;,ws der Gleichung w? — Yw + 1 = 0 gilt
wiwe =1,
so dass fiir die zugehérigen Parameter a; = %, 7 = 1,2, der Zusammenhang

wWo 1 1

X  wX a X2

ag =

besteht. Die beiden Funktionen

2
z—X .
fjajz(z_l) , 7=12,

gehoren zu derselben Klasse aus G5 vermoge der Transformation Tx o S wegen

2 2
halz) = -X\" 1 -2\ 1 (£
2(2) = asz P _a1X2Z _% —alz %—X

=S5"1oTy o f10Tx 0S(2).
Es folgt die Behauptung des Satzes. O
Damit ergibt sich fiir die Menge G5 der folgende Parameterraum.

Definition 4.9. Der zur Menge G5 gehtrende Parameterraum sei mit P* be-
zeichnet. Dann ist

P*={(X,Y)eC?: X #0,1}.

In den folgenden Untersuchungen wird je nach Problemstellung der Parame-
terraum P von Gs oder der Parameterraum P* von G3 zugrunde gelegt.

Will man zu gegebenen X und Y eine Funktion f mit (f) € G5 finden, so
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ist aus dem Beweis von Satz 4.8 klar, dass die Parameter ¢; = X, co = 1 und
a =Y, X! gewiihlt werden kénnen, wobei Y] eine beliebige Losung der Glei-
chung w? — Yw + 1 = 0 ist. Die Frage bleibt, ob die Wahl von Y; prézisiert
werden kann. Sind beide Losungen der Gleichung vom Betrage her nicht gleich,
so sei Y7 die betragskleinste Losung. In diesem Fall ist mit Y;Y, = 1 auch klar,
dass |Y7] < 1 ist. Aus dem gleichen Grund tritt der Fall |Y7| = |Y3| genau dann
auf, wenn beide Losungen auf der Einheitskreislinie liegen. Fiir j = 1,2 gilt

Y=Yt g =20,

Die Einheitskreislinie wird durch die JOukowsKiabbildung auf das Intervall
[—1,1] abgebildet, so dass genau fiir Y € [—2,2] die beiden Losungen betrags-
gleich sind. Genauer sind die Urbilder eines Punktes aus [—2, 2] unter 2J kon-
jugiert komplex, so dass im vorliegenden Fall die Wahl von Y; mit ImY; > 0
eindeutig ist. Also ist zu vorgegebenen Invarianten ein f € G3 wie folgt wahlbar.

Folgerung 4.10. Bei vorgegebenem (X,Y) € P* ist f mit den Koeffizienten

)%
Cc1 = X, Coy = 1, a = Yl
ein Vertreter der zugehdrigen Klasse in G3. Dabei ist Yy eine beliebige Losung
der Gleichung w? — Yw + 1 = 0, die konkreter wie folgt gewdhlt werden kann:

a) Im Fall Y ¢ [-2,2] sei Y1 die betragskleinste Lisung. Dann ist |Yi| < 1.
b) FirY € [—2,2] sei Yy die Losung mit ImY; > 0. Hier ist |Y1]| = 1.

Legt man den Parameter Y7 # 0 fiir G5 zugrunde, so reicht als Definitionsbe-
reich fiir Y7 der Abschluss des oberen Einheitshalbkreises (ohne den Nullpunkt)
vereinigt mit dem offenen unteren Einheitshalbkreis aus, um alle Elemente
(f) € G genau einmal zu erreichen. Dieser ,halbabgeschlossene® und punk-
tierte Einheitskreis ist homéomorph zur Sphére S;, aus der ein Punkt (zum
Beispiel der Siidpol) herausgenommen wird. Mit der Folgerung 4.10 lisst sich
ein Standardvertreter bestimmen.

Definition 4.11. Es sei Y7 die gemif den Bedingungen a) und b) in Folgerung
4.10 ausgewshlte Losung der Gleichung w? — Yw + 1 = 0. Dann heifit

2
fxy(z)= %z <Z X)

z—1

der Standardvertreter der Klasse (fx,y) € G3.
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4.3 Die Multiplikatoren der markierten Fixpunkte

Ist f € G, so besitzt mit S(z) = 27! die zu f Konjugierte g = S~ o f o S die
Dynamik von f, wobei die beiden markierten Fixpunkte 0 und oo ihre Multipli-
katoren getauscht haben. Damit ist die Reihenfolge der markierten Fixpunkte
unerheblich, was bedeutet, dass bei der Untersuchung der verschiedenen dy-
namischen Fixpunkttypen symmetrisch auftretende Félle nicht unterschieden
werden miissen. Ehe wir uns weiter mit dieser Symmetrie beschéftigen, machen
wir Aussagen iiber die Gestalt der beiden Multiplikatoren in den verschiedenen
Parameterrdumen.

Satz 4.12. Ist f € G3, so sind die Multiplikatoren der markierten Fizpunkte
gegeben durch
C1

A(O)a<)2, Aoo) = £

Co a
Beweis. Fiir f € Gg berechnet man die Ableitungen

(z —c1)(2% = 3caz + 12 + c1c2)

/ —
f(Z) =a (2—02)3 ’
da 1 1 (22 — 1)(1 — 3caz + c12 + c1022?)

dz f (1) a (c1z—1)3 '

Damit erhélt man als Multiplikatoren der markierten Fixpunkte
ey c1 2 d 1 1
m-ro-eig-e(3), -Gy -

z=

O

Zusammen mit den Ergebnissen der Folgerung 4.10 lassen sich die Multiplika-
toren des Standardvertreters einer vorgegebenen Klasse aus G5 ausgedriickt im
Parameterraum P* wie folgt bestimmen.

Satz 4.13. Die Multiplikatoren der markierten Fixpunkte des Standardvertre-
ters fx,y einer Klasse aus G5 sind gegeben durch

X

=3

Beweis. Wir betrachten fx y mit den Koeffizienten ¢; = X,co = 1,a = V1 X7},
wobei Y7 die gemif den Bedingungen a) und b) aus Folgerung 4.10 ausgewiihlte
Losung der Gleichung w? — Yw + 1 = 0 ist. Mit Satz 4.12 erhilt man dann

1 X
a Y

A(0) = Y1 X, A(00)

A0) = aX? =V X, A(oo) =
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Gegenstand des Beweises ist die Folgerung 4.10, die eine Aussage iiber die
Menge G5 macht. Ein Beweis kann aber auch ohne direkte Kenntnis tiber G3
und nur unter Zuhilfenahme der Definition der Zahlen X und Y aus Satz 4.8
und den Gleichungen aus Satz 4.12 gefiihrt werden. Addiert und multipliziert
man diese beiden Gleichungen und ersetzt a, ¢y, co durch X, Y gemifl (1) und
(2), so erhiilt man zunichst

A0) + A\(00) = X (aX + O:X) = XY, (3)

A(0) A(o0) = X2 (4)

Die beiden Gleichungen verdeutlichen die Symmetrie von 0 und oo in G3. Aus
(3) folgt A(0) = XY — A(o0) (ist also XY klein, so sind A(0) und A(oo) bis auf
das Vorzeichen nahezu identisch) und nach Einsetzen in (4)

M (00) = XY A\(o0) + X2 = 0.

Mit w := % erhilt man die bekannte Gleichung w? — Yw + 1 = 0. Sind Y7,
Y, ! die Losungen dieser Gleichung, so folgt A(c0) = XY; oder A(co0) = XY, .

Im ersten Fall erhilt man mit (4)

X2 X
A0 = - =2 —xy .
(O) )\(OO) Yl 1

Im zweiten Fall erhélt man analog A(0) = XY;.

In einer Klasse (f) € G befinden sich Paare von Funktionen, die sich dadurch
unterscheiden, dass die Multiplikatoren der beiden markierten Fixpunkte ver-
tauscht sind. Soll einem markierten Fixpunkt von (f) eine Eigenschaft zuge-
wiesen werden, so ist es unerheblich, welcher der beiden Fixpunkte ausgewéhlt
wird. Wir halten diese Symmetrieaussage in folgendem Satz fest.

Satz 4.14. Gehdoren f,g zu derselben Klasse in G5, so stimmen die Multipli-
katoren der markierten Fixpunkte tiberein oder sie sind vertauscht.

Beweis. Wegen f 3 g besitzen die beiden Funktionen f und g einen Fixpunkt
mit iibereinstimmendem Multiplikator. Beide besitzen die Fixpunkte 0 und oo,
auf deren Multiplikatoren die Transformationen aus M3 unterschiedlich wirken.
Wiéhrend die Transformation Az auf jeweils {ibereinstimmende Multiplikatoren
der markierten Fixpunkte fiihrt, bewirkt z—! deren Austausch. O

Sind f und g Funktionen aus Gz mit tibereinstimmenden Multiplikatoren der
markierten Fixpunkte, so ist klar, dass sie im gleichen Element von G5 liegen
konnen. Es gibt aber noch eine weitere Moglichkeit, so dass die Umkehrung
von Satz 4.14 nicht allgemein giiltig ist.
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Satz 4.15. Sind f,g € Gz mit A¢(0) = Ag(0) und Af(c0) = Ag(00), so gehdren
beide Funktionen zu demselben Element von G5 oder es gilt

Xr=—-Xg4, Yy =-Y,.
Beweis. Mit den Lisungen Y;l,Yl_1 der Gleichung w? — Yjw + 1 =0 und 171,
Yfl der Gleichung w? — Y,w + 1 = 0 sowie der Voraussetzung gilt

~ X X
iX; =YX, o _2e
Yl Y1
nach Satz 4.13. Eine Multiplikation der beiden Gleichungen ergibt die Aussage
XJ% = XQQ. Dann ist Xy = +X, und damit ¥; = £Y7. Es folgt

1

1 ~
Y=Y+ - =41 £ = = 1Y,
Y1 1
Sind X = X, und Yy =Y, so liegen f und g beide in (f) € G5. O

Damit ist klar, dass die Multiplikatoren der markierten Fixpunkte nicht eine
in G5 liegende Klasse festlegen, da es zwei mogliche Klassen gibt.

Werden neben den beiden markierten Fixpunkten noch nicht markierte Fix-
punkte gesucht, so ist zunéchst klar, dass aufgrund des dritten Grades der
Funktionen aus Gs aufler im Fall a = 1 zwei weitere Fixpunkte existieren. Es
kann gezeigt werden, dass zu vorgegebenem Multiplikator A # 1 und vorgege-
benem X genau ein Y existiert, so dass alle Vertreter der Klasse mit diesen
Invarianten einen nicht markierten Fixpunkt mit Multiplikator A\ besitzen.

Satz 4.16. Zu A\ # 1 und X # 0,1 existiert genau ein'Y , so dass die zugehorige
Klasse (f) € G5 einen nicht markierten Fizpunkt mit Multiplikator \ besitzt.

Beweis. Fiir z # 0,1, X ist die Ableitung des Standardvertreters f = fx y der
Klasse (f) € G5 gegeben durch

oy NE=X) o Yi=X)?  B()
f(z)—mpﬁz)—z )l((z—l)Q z(z—;()(z—l)
_ PQ(Z)
—f(Z)m'

Dabei ist P, ein Polynom zweiten Grades mit Fiihrungskoeffizient 1 und kon-
stantem Glied X. Gilt nun f(z) = z und f’(z) = A, so folgt
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Wegen \ # 1 lisst sich diese Gleichung umformen zu 22 + a1z + X = 0 (mit
geeignetem a; € C, das von X und A abhiingt). Hier existieren genau zwei
Losungen 2o, (o 7 0 mit 20(p = X. Dazu gibt es eindeutig bestimmte Y7 ., Y1 ¢,
gemif der Gleichung f(z) = z, die auf Klassen (f),(g) € G5 mit f(z0) = 2o
und ¢({o) = (o fithren. Dann gilt

(20 —1)* (¢0)* Y (20¢0 — C0)?

oo = X=X ()~ o — XG0P
(X 1 (- X
(X —X@)?2 X (¢o—1)2
1
-~ Yig

und folglich Y7 ,,Y1 ¢, = 1. Diese Werte fiir Y; sind also die beiden Losungen
der Gleichung w? — Yw + 1 mit Y =Y; ., + Y1¢,, so dass f,g € (f) folgt. O

4.4 Beispiel einer in G enthaltenen Funktionenklasse

Wir betrachten fiir ¢ # 0 verallgemeinerte BLASCHKEprodukte der Form

b(z) = ez S 2—£z 2=c’
N l—-¢z) @2 Z*% ’

Es ist b € G3 mit a = '*¢ 72, ¢; = c und ¢ = ¢ *. Fiir (b) € G3 gilt dann im
Parameterraum P*

eia
X =|c* >0, Y =2J (2c|2>.
C

Dabei darf ¢ vom Betrage her nicht 1 sein, da sonst X = 1 ist. Die Multiplika-
toren der markierten Fixpunkte sind gegeben durch

A(o0) = e~ ¢ A0) = e'*c? = \(c0).
Fiir gewohnliche BLAsCHKEprodukte ist |¢| < 1 und somit
0<X <1, Y €[-2,2].

Die beiden markierten Fixpunkte sind in diesem Fall attraktiv. Ist |¢| > 1, so
ist X >1,Y € [-2,2] und beide markierten Fixpunkte sind abstofiend.
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Fiir die in Kapitel 4 definierte Menge G5 wird eine Klassifikation angestrebt.
FEine Eigenschaft, die fiir eine Funktion nach Konjugation mit einer MOBIUS-
transformation erhalten bleibt und die daher fiir alle Vertreter einer Klasse
(f) € G5 erfiillt ist, wird im Folgenden als Eigenschaft von (f) bezeichnet. So
ist zum Beispiel von Interesse, ob ein markierter Fixpunkt von (f) attraktiv,
ob (f) hyperbolisch oder ihre JULIAmenge zusammenhéngend ist.

Es werden Aussagen gewonnen, fiir welche Bereiche in der Parametermenge
P* die markierten Fixpunkte der zugeho¢rigen Klassen attraktiv, indifferent
oder abstofiend und fiir welche die Klassen hyperbolisch sind (Abschnitt 5.1).
Um eine Menge von Parameterwerten angeben zu kénnen, so dass die Ju-
LiAmengen der zugehorigen Klassen JORDANDbG&gen sind, wird ein bestimmter
Schnitt durch P* mit solchen Parametern konstruiert, die auf zusammenfal-
lende freie kritische Punkte fithren (Abschnitt 5.2). In Abschnitt 5.3 werden
Klassen vorgestellt, die ARNOL’'D-HERMAN-Ringe besitzen, bei denen die Ju-
LIAmenge also unzusammenhéngend, aber nicht total unzusammenhéngend ist.
Abschlieflend folgen in Abschnitt 5.4 Aussagen iiber topologische und geome-
trische Eigenschaften der JuLIAmenge von Klassen aus G5 in Abhéngigkeit von
dem dynamischen Typ der markierten Fixpunkte.

5.1 Hyperbolische Klassen

Die Invariante Y ist mit Hilfe der JoukowskIiabbildung definiert, die Kreisli-
nien in Rénder von Ellipsen iiberfiihrt. Daher werden bei den folgenden Unter-
suchungen bestimmte Ellipsen- und Kreisringflichen vorkommen, fiir die eine
abkiirzende Schreibweise eingefiihrt wird.

Definition 5.1. Fiir r < 1 seien die offene Kreisringfliche A, mit den Radien
r und 7~ und die offene Ellipsenfliche F, definiert durch

E..={z€eC: (bRez)2 + (aImz)2 <a®,a=rt4r b=r"1 -7},
A i={z€C:r<|z|<r '}
AuBlerdem sei E; = [—2,2] die ausgeartete , Ellipse® im Fall r = 1.

Damit findet man zu gegebenem Y € C eine Beschreibung fiir die Lage der
Losungen der Gleichung 22 — Yz 41 = 0.

Satz 5.2. Seir <1 undY € C. Die Losungen der Gleichung 2> —Yz+1=0
liegen fir 'Y € E,. im offenen Kreisring A,.. Ist Y & E,., so liegt in jeder der
beiden Zusammenhangskomponenten von C\ A, je eine der zwei Losungen.
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Beweis. Fiir die beiden Losungen Y7, Y der Gleichung 22 — Yz + 1 = 0 gilt

Dabei ist J die JoukowsKIiabbildung und es ist Y5 = Yfl. Das Urbild von E,.
unter 2J ist der offene Kreisring A, um den Nullpunkt mit den Radien r und
r~1, der 2: 1 auf E, abgebildet wird. Das Urbild von C\ E, besteht aus den
zwei Zusammenhangskomponenten {z € C: |z| <r} und {z € C: |z| > r~1},
die jeweils 1 : 1 abgebildet werden. Es folgt die Behauptung. O

Mit der Beschreibung der Multiplikatoren der markierten Fixpunkte (Satz 4.13)
und mit Satz 5.2 erhélt man eine Aussage dariiber, unter welcher Vorausset-
zung beide markierten Fixpunkte attraktiv sind, und damit auch eine Aussage
dariiber, unter welcher Voraussetzung eine Klasse (f) hyperbolisch ist.

Satz 5.3. Die beiden markierten Fizpunkte einer Klasse (f) € G5 sind genau
fir | X| <1,Y € Ex| attraktiv.

Beweis. Sind 0 und oo des Standardvertreters fx y attraktiv, so folgt

IA0)] = i X[ <1, IA(o0) = <1

X
Yi
mit Satz 4.13. Es ist dann |X| < |V3] < |X|7! und damit |X| < 1. Fiir Y au-
Berhalb der Ellipsenfléiche E|y gilt |Y;'| > |X|~! nach Satz 5.2 und damit
|Yle | > 1, was im Widerspruch zur Attraktivitit des markierten Fixpunktes
oo steht. Also folgt |X| <1 und Y € E|x.

Umgekehrt liegen nach Satz 5.2 fiir |[X| <1 und Y € E|x| beide Losungen
Y1, Y, im Kreisring mit den Radien |X| und | X|~'. Es gilt |V3| < |X|~" und
[V, < |X|~1, also sind 0 und oo attraktiv. O

Fiir [X] <1 und Y € 0E|x) ist einer der markierten Fixpunkte indifferent we-
gen |Y; ! = | X[, der andere wegen |Y;| = | X| < | X|~! attraktiv. Ist | X| =1
und Y € FE, so sind beide markierten Fixpunkte indifferent.

Die Frage, unter welcher Voraussetzung eine Klasse aus G5 hyperbolisch ist,

ist mit Satz 5.3 praktisch schon beantwortet, denn eine Klasse ist genau dann
hyperbolisch, wenn die Fixpunkte 0 und co attraktiv sind.

Satz 5.4. Fine Klasse (f) € G ist genau dann hyperbolisch, wenn beide mar-
kierten Fizpunkte attraktiv sind.

Beweis. Ist (f) hyperbolisch, so liegen beide préiperiodischen kritischen Punkte
in der FATOUmenge und somit auch die beiden Fixpunkte 0 und oco. Diese sind
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attraktiv, da SIEGELpunkte bei hyperbolischen Funktionen nicht auftreten.

Sind umgekehrt 0 und oo attraktiv, so binden sie je einen der beiden freien
kritischen Punkte, so dass der Vorwértsorbit aller kritischen Punkte der Ju-
LiAmenge fern bleibt und (f) hyperbolisch ist. O

Zusammen mit Satz 5.3 kann die Menge der hyperbolischen Klassen in G
konkret angegeben werden. Es féllt auf, dass bei der analogen Aussage fiir G5
auch die Bedingung | X| < 1 auftaucht. Jedoch sind die Aussagen insofern nicht
vergleichbar, da die hyperbolischen Elemente in G5 eine zusammenhéngende
JuLiAmenge besitzen, wiahrend die JULIAmenge eines hyperbolischen Elements
zweiten Grades total unzusammenhingend ist.

Folgerung 5.5. Die Menge aller hyperbolischen Elemente aus G3 ist
{(f) S Q§ : |X‘ <1Y e E\X\}

Da in diesem Fall mit den Sétzen aus Kapitel 3 die zugehorigen Attraktions-
gebiete der markierten Fixpunkte vollstdndig invariant und einfach zusam-
menhéngend sind, ist die JULIAmenge nicht nur zusammenhéngend, sie ist sogar
eine JORDANkurve.

Folgerung 5.6. Fir |X| <1, Y € E|x| ist die JULIAmenge der zugehdorigen
Klasse (f) € G5 eine JORDANkurve.

Beweis. Nach Folgerung 5.5 ist die Klasse (f) € G3 mit |X| <1, Y € E|x| hy-
perbolisch und deren markierte Fixpunkte sind nach Satz 5.4 attraktiv. Die
Attraktionsgebiete A(0) und A(co) sind nach Satz 3.1 vollsténdig invariant
und, da jeweils genau zwei kritische Punkte in ihnen liegen, nach Satz 3.4 ein-
fach zusammenhéngend. Die FATOUmenge besteht also aus zwei vollstindig
invarianten SCHRODERgebieten, (f) ist hyperbolisch und J ist als Rand der
beiden SCHRODERgebicte eine JORDANkurve (siehe [13, S. 137]). O

Eine zu Satz 5.3 analoge Aussage ergibt sich in dem Fall, dass beide markierten
Fixpunkte abstoflend sind.

Satz 5.7. Die beiden markierten Fizpunkte einer Klasse (f) € G5 sind genau
fir | X|>1,Y € E|x|-1 abstofiend.

Beweis. Sind 0 und oo des Standardvertreters fx y abstoflend, so folgt
X
A0)] = "1 X| > 1, [A(o0)| = v > 1

mit Satz 4.13. Es ist dann | X| > |Y1| > |X|7! und damit |X| > 1. Fiir Y au-
Berhalb der Ellipsenfliiche Ejy -1 gilt [Y1] < |X|™! und damit |Y; X| <1, was
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im Widerspruch dazu steht, dass der markierte Fixpunkt 0 abstoflend ist. Also
folgt |X|>1und Y € Ejx|-1.

Umgekehrt liegen nach Satz 5.2 fiir [X|>1 und Y € Ejx|-1 beide Losungen
Y1, Y, ! im Kreisring mit den Radien |X| und |X|~!. Es gilt [Y1]| > |X|~" und
[V, > | X|~'. Also sind 0 und oo abstoBend. O

Fiir [X| > 1und Y € 0E|x|-1 ist wegen |Y1| = |X|~! einer der markierten Fix-
punkte indifferent, der andere wegen |Y;™!| = |X| > | X|~! abstofend.

Folgerung 5.8. Fine Klasse (f) € G besitzt genau dann einen indifferenten
markierten Fixpunkt, wenn

Y € 0Eming|x1,1x|-1}

gilt. Fir | X| <1 ist der zweite markierte Fizpunkt attraktiv, fir | X| > 1 ab-
stofend, fir | X| =1 sind beide Fizpunkte indifferent.

Fiir weitere Uberlegungen ist auch eine Aussage niitzlich, unter welcher Vo-
raussetzung mindestens ein markierter Fixpunkt attraktiv ist.

Folgerung 5.9. Fine Klasse (f) € G5 besitzt genau dann einen attraktiven
markierten Fizpunkt, wenn eine der beiden folgenden Eigenschaften erfillt ist.

5.2 Jordanbdgen und zusammenfallende kritische Punkte

Wir suchen solche Klassen aus G3, deren JULIAmengen JORDANbOgen sind.
Hinreichend dafiir ist, dass das mit der FATOUmenge iibereinstimmende stabile
Gebiet ein einfach zusammenhéngendes BOTTCHER- oder SCHRODERgebiet ist
und dass a,b € C existieren mit

f(gncCuia,b}) ={a,b}.

Mindestens einer der beiden Punkte a,b ist einer der markierten Fixpunk-
te, denn andernfalls wiren alle kritischen Punkte préperiodisch und die Ju-
Liamenge stimmte mit C {iberein. Damit kénnen a und b keinen Zyklus zweiter
Ordnung bilden und es sind folglich beides Fixpunkte. Zwei Konstellationen
fiir die Menge {a, b} sind dabei zu unterscheiden. Sie enthélt einen nicht mar-
kierten Fixpunkt oder es ist {a,b} = {0,00}.

Gehort ein nicht markierter Fixpunkt zu {a, b}, so liegt ein markierter Fixpunkt
in F. Er ist ein attraktiver Fixpunkt, dessen Attraktionsgebiet den zweiten frei-
en kritischen Punkt enthélt. Dann stimmt die FATOUmenge mit dem SCHRO-
DERgebiet iiberein und die JULIAmenge ist ein JORDANbogen mit Endpunkten
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im verbleibenden markierten Fixpunkt und besagtem freien Fixpunkt.

Stimmt die Menge der markierten Fixpunkte mit {a, b} iiberein, so lisst sich
Konkreteres aussagen. Wir betrachten zun#chst ein Beispiel, das auf folgendem
Satz aufbaut.

Satz 5.10. Fir (fx,y) € G5 fallen die beiden freien kritischen Punkte genau
fir X =9 zusammen. FEs ezistieren keine weiteren Klassen mit mehrfachen
kritischen Punkten.

Beweis. Fiir z # 1 ist die Ableitung von fx y gegeben durch

Fror() = L 22 X)E (j_()l();3)z+X).

Es ist 224+ (X —3)2+ X = (2 — ¢)? fiir alle z € C genau fir X =9,c= -3
oder fiir X = 1,c =1, wobei letzteres die einzige Moglichkeit dafiir ist, dass ein
freier kritischer Punkt mit dem kritischen Punkt X zusammenféllt. Da aber
X =1 im Parameterraum P* ausgeschlossen ist, folgt die Behauptung. O

Beispiel 5.11. Fiir X =9 und Y = 2 besitzt die zugehorige Klasse aus G3
einen superattraktiven Fixpunkt, der doppelter kritischer Punkt ist. Das zu-
gehorige BOTTCHERgebiet ist vollsténdig invariant, einfach zusammenhéngend
(da der superattraktive Fixpunkt der einzige kritische Punkt dort ist) und
stimmt mit der FATOUmenge {iberein. Die beiden markierten kritischen Punk-
te liegen folglich in der JuLiAmenge, die ein Dendrit, sogar ein JORDANbogen
ist. Es existiert ein Polynom P dritten Grades, so dass alle Vertreter f der
Klasse (fo,2) vermoge geeigneter MOEBIUStransformationen, die co auf den su-
perattraktiven Fixpunkt von f abbilden, zu P konjugiert sind. Die JULIAmenge
des Polynoms ist ebenfalls ein JORDANbogen.

Entscheidend bei der Argumentation fiir den einfachen Zusammenhang des
in dem Beispiel auftretenden Fixgebietes ist, dass die beiden freien kritischen
Punkte zusammenfallen. Geringe Verdnderung des Parameters Y bewirkt, dass
ein doppelter kritischer Punkt nahe eines attraktiven Fixpunktes zg liegt. Der
doppelte kritische Punkt wird nach geringfiigiger Storung des Parameters X
zu nahe beieinander liegenden einfachen kritischen Punkten, die im Attrak-
tionsgebiet von zg liegen.

Bei zusammenfallenden freien kritischen Punkten existiert nur noch ein kriti-
scher Punkt, der die Dynamik der Klasse bestimmt. Daher ist der Schnitt durch
P* mit X =9 fiir eine weitere Klassifizierung geeignet. Wir reduzieren also das
Problem auf die Abhéngigkeit beziiglich des Parameters Y und betrachten die
Standardvertreter fyy der zugehérigen Klassen in diesem Schnitt. Im Beweis
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von Satz 5.10 wurde gezeigt, dass unabhéngig von Y der Punkt —3 der doppel-
te kritische Punkt ist. Sein Orbit ist fiir die Dynamik von (f9y) entscheidend.

Wie bei den Funktionen zweiten Grades in Abschnitt 2.3 stellt sich die Frage,
wie die Menge der Klassen mit zusammenhéngender JULIAmenge aussieht.

Satz 5.12. Die Klassen (foy) € G5 mit Y & E. besitzen eine total unzusam-
menhdngende JULIAmMenge und sind subhyperbolgisch.

Beweis. Ist Y ¢ E1 1, 80 ist mit Folgerung 5.9 einer der markierten Fixpunkte
attraktiv und bindet den doppelten kritischen Punkt. Im zugehorigen Attrak-
tionsgebiet liegen drei kritische Punkte (unter Beriicksichtigung von Vielfach-
heiten), so dass mit der Formel von RIEMANN-HURWITZ sofort der einfache
Zusammenhang ausgeschlossen werden kann (siehe Satz 3.4). Der zweite mar-
kierte Fixpunkt liegt in J, so wie auch sein préperiodisches kritisches Urbild,
und (fg,y) ist subhyperbolisch. O

Stort man X geringfiigig, so liegen die freien kritischen Punkte nahe beieinan-
der. Es ist zu vermuten, dass dann eine gewisse Teilmenge D des Komplements
von Ejx -1 existiert, so dass sich fiir Y € D beide freien kritischen Punkte im
Attraktionsgebiet des attraktiven markierten Fixpunktes befinden und dieses
oo-fach zusammenh#ngend ist. Der Frage, ob D existiert und wie es im Falle
der Existenz aussieht, werden wir nicht weiter nachgehen.

Es sei nun (fo,y) € G5 mit Y € E. Liegt der doppelte kritische Punkt —3 in
der FATOUmenge, so sind zugehorige stabile Gebiete einfach zusammenhéngend
und die JULIAmenge ist zusammenhéngend. Gehért er dagegen zu J, so ist
J =C oder —3 wird durch einen SIEGEL- bzw. ARNOL’'D-HERMAN-Zyklus
gebunden. Also ist J genau dann zusammenhingend, wenn kein ARNOL’D-
HERMAN-Zyklus vorliegt. Da das nicht ausgeschlossen werden kann, bleibt es
eine Vermutung, dass in dem Schnitt durch P* mit X =9 genau die Klassen
mit Y € Eié zusammenhéngende JULIAmengen besitzen.

Analog zu Abschnitt 2.3 betrachten wir hier die Menge
A:={Y € Ey (fo,y) besitzt einen (super)attraktiven Zyklus}.

Fiir eine Klasse (fg y) mit Y € A liegen die kritischen Vorgénger der markierten
Fixpunkte in der JULIAmenge, der freie doppelte kritische Punkt konvergiert
unter Iteration gegen einen (super)attraktiven Zyklus und (fg y) ist subhyper-
bolisch. Aus diesem Grund werden die Zusammenhangskomponenten der Men-
ge A subhyperbolische Komponenten genannt. Auch hier kann gezeigt werden,
dass zu jeder subhyperbolischen Komponente H eine feste Zyklusperiode gehort
und dass die Abbildung A, die jedem Y € H den zugehorigen Multiplikator des
(super)attraktiven Zyklus zuordnet, eine eigentliche Abbildung von H auf die
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Einheitskreisscheibe D ist. Im Unterschied zu Satz 2.17 arbeitet der Beweis mit
der Normalitét der Funktionenfolge (fg'y (—3)), die die kritischen Punkte 1 und
9 sowie deren Nachfolger 0 und oo auslédsst (sonst wiirde die JULIAmenge mit
der Zahlenkugel iibereinstimmen).

Satz 5.13. Fiir jede subhyperbolische Komponente H von A gilt:

a) Es existiert ein m € N, so dass fir jedes Y € H die Klasse (foy) einen
(super)attraktiven Zyklus der Linge m besitzt.

b) Die Abbildung A, die jedem Y den Multiplikator des zugehirigen Zyklus
von (foy) zuordnet, ist eine eigentliche Abbildung von H auf D.

Beweis. Siehe Beweis zu Satz 2.17. O

Wir beschiftigen uns mit der Frage, unter welcher Voraussetzung die JULIA-
menge von (fg y) ein JORDANbogen ist. Das ist der Fall, wenn die FATOUmenge
ein Attraktionsgebiet zu einem nicht markierten Fixpunkt ist. Die zugehorigen
Parameterwerte liegen genau in der subhyperbolischen Komponente, in der alle
Klassen einen nicht markierten (super)attraktiven Fixpunkt besitzen.

Satz 5.14. Es existiert genau eine subhyperbolische Komponente Hy von A, so
dass fir alleY € Hy die JuLiAmenge der Klasse (foy) € G5 ein JORDANbogen
mit Endpunkten in den markierten Fizpunkten ist. Insbesondere ist 2 € Hy. Ist
D das Urbild des Einheitskreises unter der Abbildung 3 (J (y/z) — 1) (mit dem

positiven Zweig der Wurzel, also /1 = 1), so gilt H; = 2J(D).

Beweis. Mit Satz 4.16 existiert zu X = 9 und vorgegebenem |\| < 1 genau ein
Y, fiir das die zugehorige Klasse einen nicht markierten Fixpunkt mit Multi-
plikator X besitzt. Diese Parameterwerte liegen nach Aussage b) aus Satz 5.13
alle in derselben subhyperbolischen Komponente H;, die dann die einzige mit
dieser Eigenschaft ist. Fiir Y = 2 besitzt die Klasse einen superattraktiven Fix-
punkt, also ist 2 € Hj.

Zu jeder Klasse (fgy) € G5 mit Y € H; existiert ein Attraktionsgebiet A zu
einem (super)attraktiven Fixpunkt, in dem der doppelte kritische Punkt liegt.
Um diesen bildet der Standardvertreter fyy lokal mit vollem Grad ab und A
ist vollstandig invariant. Da sich nur ein kritischer Punkt in A befindet, ist
A einfach zusammenhingend. Weil keine weiteren nicht préperiodischen kriti-
schen Punkte vorhanden sind, ist F = A und J ein Dendrit. Dann ist J ein
JorDANbogen mit Endpunkten in 0 und oo wegen f(JNCU{0,00}) = {0, c0}.
Das Urbild von E 1 unter der Abbildung 2.J ist der Kreisring A 1 um 0 mit den

Radien § und 9. Das Bild des geschlitzten Kreisrings R := A\ (-9, —3) un-
ter dem positiven Zweig der Wurzel ist die rechte Halfte des Kreisrings A%,
die durch die JoukowsKIabbildung auf die rechte Hélfte der Ellipsenfliche £ 1
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abgebildet wird. Die Funktion %(z — 1) bewirkt eine Verschiebung der Ellip-

senfliche um 1 nach links und eine Streckung, die den Mittelpunkt auf —% und
die Achsen auf die Langen 4 und 5 verdndert. Deren rechte Hilfte enthélt den
Einheitskreis, so dass eine Urbildkomponente D von D unter der Abbildung
g(z) == 3 (J(/z) — 1) in R enthalten ist. Der Punkt 1 € R ist als einfacher
kritischer Punkt von g das einzige Urbild des Nullpunktes. Da Urbildgebiete
eigentlich abgebildet werden, ist g : D — D eigentlich vom Grad 2. Damit ist
D die einzige Urbildkomponente, also das Urbild von D unter g. Man rech-
net nach, dass fiir die beiden nicht markierten Fixpunkte die Multiplikatoren
gerade durch g (£Y7) gegeben sind. Somit ist Hy = 2J(D). O

Abb. 4: Die Juliamenge der Funktion 2z(z — 9)*(z —1)72.
Sie ist ein Jordanbogen mit Endpunkten in 0 und oo.

In Beispiel 5.11 haben wir bereits gesehen, dass die Vertreter der Klasse (fg 2)
zu einem Polynom dritten Grades konjugiert sind. Fiir andere Klassen (f9y)
mit Y € H; ist nach Satz 1.7 klar, dass die Vertreter zu einem Polynom Py
dritten Grades quasikonform konjugiert sind. Die topologischen und geometri-
schen Eigenschaften der JULIAmenge von fyy iibertragen sich auf die von Py .
Die JuLiamengen der Py sind also ebenfalls JORDANbGgen.

5.3 Klassen mit Arnol’d-Herman-Ringen

Wie in MILNORs Abhandlung {iber rationale Funktionen mit zwei kritischen
Punkten (siehe [11]) besteht die Frage, ob sich in der Menge der Klassen aus
G3, deren JULIAmenge unzusammenhéngend ist, nur solche mit total unzusam-
menhéngender JUuLIAmenge befinden. Das ist hier nicht der Fall, da gewisse
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Klassen existieren, bei denen ARNOL’D-HERMAN-Ringe auftreten.

Betrachten wir zunéchst den Fall, dass J total unzusammenhéingend ist. Das
dann mit der FATOUmenge iibereinstimmende stabile Fixgebiet U ist ein BOTT-
CHER-, SCHRODER- oder LEAUgebiet, und es liegt mindestens ein nicht prape-
riodischer kritischer Punkt in U. Ist es nur einer, so folgt der einfache Zusam-
menhang von U. Diese Aussage bleibt im attraktiven Fall mit den Ergebnissen
aus Abschnitt 3.1 auch dann richtig, wenn zusétzlich noch ein kritisches Urbild
des attraktiven Fixpunktes vorhanden ist. Liegen zwei nicht préperiodische,
also beide freien kritischen Punkte in U und die markierten kritischen Punkte
in 7, so ist nach vorherigem Abschnitt 7 ein JORDANbogen und damit zusam-
menhingend, wenn die freien kritischen Punkte zusammenfallen. Andernfalls
ist nicht sicher, ob U einfach- oder co-fach zusammenhéngend ist.

Befinden sich jedoch einer der priperiodischen kritischen Punkte und beide
freien kritischen Punkte in U, das dann folglich ein SCHRODERgebiet ist, so ist
J nach der Formel von RIEMANN-HURWITZ sicher total unzusammenhéngend
(siehe Satz 3.4). Mit Satz 5.12 ist ein Bereich in P* gefunden, fiir den sicher ge-
stellt werden kann, dass zugehorige Elemente aus G5 total unzusammenhéngen-
de JuLIAmengen besitzen.

Fiir die Existenz von ARNOL'D-HERMAN-Ringen bei einer Klasse (f) € G5 ist
es notwendig, dass keiner der beiden markierten Fixpunkte von f attraktiv
oder rational indifferent ist. Denn andernfalls liegt ein freier kritischer Punkt
in der JuLiAmenge, da der Rand des Ringes zum Abschluss des kritischen Or-
bits gehort. Das Attraktionsgebiet des markierten Fixpunktes bindet dann nur
einen freien kritischen Punkt und in beiden Féllen folgt mit den Aussagen in
Kapitel 3 der Zusammenhang von 7, was bei der Existenz eines ARNOL’'D-
HERMAN-Ringes unmoglich ist.

A priori ist nicht auszuschliefen, dass einer der markierten Fixpunkte ein SIE-
GELpunkt ist und zusammen mit einem ARNOL’'D-HERMAN-Ring auftritt. Es
fallt zunéchst auf, dass die Vertreter einer bestimmten Klasse von G3, némlich
der in Abschnitt 4.4 vorgestellten Beispielklasse, zu den Funktionen gehoren,
iiber die positive Aussagen zur Existenz von ARNOL’'D-HERMAN-Ringen getrof-
fen werden kénnen (siehe [13, S. 102 ff.] fiir die nachfolgenden Aussagen). Dazu
betrachten wir in allgemeinerem Kontext BLASCHKEprodukte b der Form

r Z—a;
b iall J
(Z) ¢ 111 —a;z
=0 J

mit & € R und (zunéchst) a; € D. Die JuLIAmenge von b ist bekanntlich eine
Teilmenge des Einheitskreises. Andert man die Bedingung a; € D, so lassen
sich Funktionen gewinnen, die einen ARNOL'D-HERMAN-Ring besitzen, der die
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Einheitskreislinie enthélt. Dazu ist notwendig, dass b in einer Umgebung von
0D konform ist und dass

1)
2t ) f(2)

oD

dz = +1

erfiillt ist. Das bedeutet nach dem Argumentprinzip, dass sich die Anzahl der
Nullstellen von der Anzahl der Polstellen von b in D (gezéhlt mit Vielfachheiten)
um genau 1 unterscheidet. Liegen dann p Nullstellen in D und p + 1 auflerhalb,
so ist hinreichend und notwendig fiir Konformitét von b in einer Umgebung der
Einheitskreislinie, dass fiir beliebiges ¢

2p

1 —a;]?
- <0 5
Z‘l,eupajp ( )

gilt. Betrachten wir nun die Funktion f € Gz mit

e [(z—c 2_ ia [ Z—C ? 6
10 =5 (255) = (£52) ©

C

wobei |¢| > 1 und « € R ist, dann besitzt f die Form eines BLASCHKEproduktes
mit einer Nullstelle innerhalb von D und zwei Nullstellen auflerhalb. Weiterhin
gilt die folgende Aussage.

Satz 5.15. Eine Funktion f € Gs der Form (6) ist genau dann konform in
einer Umgebung der Finheitskreislinie, wenn |c| > 3 ist.

Beweis. Wir priifen die zur Konformitéit des BLASCHKEproduktes in einer Um-
gebung von 0D #quivalente Bedingung (5). Hier sind p = 1, ap = 0 und
a1 = a2 = C.

Sei zunéchst f konform in einer Umgebung von dD. Dann gilt fiir beliebiges ¢

C1—Jay 1— e
0> =1+2 - .
Z |1—6W’7 ‘2 + |1_ez¢6|2

Insbesondere gilt die Aussage fiir das ¢ € [0, 27| mit e*?¢ = —|c|, so dass
1—ef? 1—lel _3—|c
0>14+2—=——=1+2 =
(1+ |c|)? T+ 14|

und damit |¢| > 3 gilt.
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Ist umgekehrt |c| > 3, so folgt

1—ef? 1—|e> _3—]
142—m———=<1+2 = <0
BT R (RN E A B
fiir beliebiges ¢, womit die Aussage des Satzes bewiesen ist. O

Fiir die Menge G5 ergibt sich dann die folgende Aussage.

Folgerung 5.16. Es sei (f) € G5 mit einem f der Form (6). Dann ist f genau
dann konform in einer Umgebung der Einheitskreislinie 0D, wenn gilt

X >9, Y e [-2,2].

Beweis. Per Definition der Invarianten der Klasse (f) € G in Satz 4.8 gilt hier
eia
X =|¢?, Y =2J (2|02>.
c

Der Ausdruck im Argument der JOUuKOwWSKIabbildung liegt auf der Einheits-
kreislinie, deren Bild unter J das Intervall [—1,1] ist. Daher ist (f) nach Satz
5.15 genau fir X > 9, Y € [-2,2] konform in einer Umgebung von 9D. O

Analog zu dem Satz in [13, S. 111] iiber spezielle verallgemeinerte BLASCH-
KEprodukte kann hier die Existenz von ARNOL'D-HERMAN-Ringen nachgewie-
sen werden.

Satz 5.17. Es gelten folgende Aussagen:

1) Fir hinreichend grofies ¢ > 3 und dberabzihlbare viele o € (0,27) hat das
BLASCHKEprodukt f € G3 der Form (6) einen ARNOL'D-HERMAN-Ring.

2) Fiir hinreichend grofles X > 9 und tberabzihlbare viele Y € [—2, 2] besitzt
die Klasse (f) € G5 einen ARNOL’D-HERMAN-Ring.

Fiir |¢|] > 3 sind die beiden markierten Fixpunkte 0 und oo abstofiend und
deren Multiplikatoren sind zueinander konjugiert komplex, denn es ist

A0) = e'*c?, Aoo) = e E% = X\(0).

Sowohl das Paar der festgelegten kritischen Punkte ¢ und ¢! = |c| 2 ¢, als
auch das Paar der beiden freien kritischen Punkte

3 e+ V(e —9)(c —1)
2]cf?
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liegen spiegelsymmetrisch zur Einheitskreislinie. Alle vier kritischen Punkte
von f befinden sich auflerdem auf der Geraden durch 0 und den Parameter c.
Dabei liegen die kritischen Vorgénger der markierten Fixpunkte auf einem der
beiden durch die markierten Fixpunkte getrennten Stiicke dieser Geraden und
die beiden freien kritischen Punkte auf dem anderen Stiick wegen

312V (2 =9)(e|2 = 1) <3 — e + V/(|¢]2 = 5)2 < —2 < 0.

Nach einmaliger Anwendung von f sind die Bildpunkte der beiden festgelegten
kritischen Punkte die markierten Fixpunkte 0 und co. Die Bildpunkte der freien
kritischen Punkte liegen immer noch spiegelsymmetrisch zur Einheitskreislinie,
so dass alle vier kritischen Werte wieder auf einer gemeinsamen Geraden durch
den Nullpunkt liegen. Bei weiterer Iteration bleibt diese Aussage iiber die Bild-
punkte der kritischen Punkte unter der Abbildung f™ erhalten.

5.4 Markierte Fixpunkte und Geometrie der Juliamenge

Wir fassen Aussagen iiber topologische und geometrische Eigenschaften der
JuLiamenge fiir die Klassen aus G5 zusammen je nach dynamischem Typ ihrer
beiden markierten Fixpunkte. Dazu werden die Ergebnisse aus Kapitel 3 heran-
gezogen. In Anlehnung an MILNORs Arbeit iiber rationale Funktionen mit zwei
kritischen Punkten (siehe [11]) wird dazu folgendes definiert.

Definition 5.18. Es sei G*(\) die Menge der Klassen (f) € G3, fiir die einer
der markierten Fixpunkte den Multiplikator A\ besitzt, und P*(\) C P* der
zugehorige Parameterbereich. Besitzen beide Multiplikatoren der markierten
Fixpunkte den Wert A, so wird das formal mit (f) € G*(\) N G*(\) ausgedriickt.

Mit den Ergebnissen aus Kapitel 4 erhélt man fiir P*(\) einen Zusammenhang
zwischen den Invarianten X,Y und dem Multiplikator A.

Satz 5.19. Fir A # 0 und (X,Y) € P*(\) gilt mit der JOUKOWSKIabbildung J

X\ X A
Y—QJ(/\>—)\+X.

Beweis. Zu (X,Y) € P*(\) kann aus der zugehorigen Klasse (fxy) € G5 ein
Vertreter so ausgewihlt werden, dass der markierte Fixpunkt co derjenige ist
mit A(oco) = A. Dann folgt die Aussage mit der Definition von Y in Satz 4.8
und mit Satz 4.12. O

Nun besitzen fiir (f) € G5 beide markierten Fixpunkte einen gewissen Multi-
plikator. Das zugehorige Invariantentupel (X,Y) € P* befindet sich also in den
Mengen P*(A1) und P*(A2), wenn Ay der Multiplikator von 0 und A2 der von co
ist. Dabei kann eventuell A\ = Ay gelten. Eine Aussage iiber die Schnittmenge
zweier verschiedener Parameterbereiche P*(A) macht der folgende Satz.
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Satz 5.20. Es seien A1, Ao # 0 gegeben mit Ay # Ao. Dann besitzen die Men-
gen P*(A1) und P*(A2) genau zwei Schnittpunkte, die sich nur im Vorzeichen
unterscheiden.

Beweis. Fiir (X,Y) € P*(A1) NP*(\z) gilt mit Satz 5.19

X )\1 X )\2
LMy 22
N X N T X

Man berechnet X2 = A\;\o # 0. Die Gleichung besitzt genau zwei verschiedene
Losungen X, an die jeweils genau ein Y gebunden ist. Die Losungen X unter-
scheiden sich dabei nur im Vorzeichen, welches sich auch auf Y iibertragt. [

Dieses Ergebnis ist eine Wiederholung der Aussage von Satz 4.15. Die beiden
Klassen, deren Invarianten sich genau im Vorzeichen unterscheiden, besitzen in
den markierten Fixpunkten dieselben Multiplikatoren.

Wir beginnen die konkrete Analyse mit der Betrachtung von Klassen mit min-
destens einem attraktiven markierten Fixpunkt. Es sei also (f) € G*(\) mit
|A| < 1. Dann ist die Voraussetzung der Sétze in Abschnitt 3.1 erfiillt.

Satz 5.21. Fir (f) € G*(\) mit |\| < 1 und zugehdrigem SCHRODERgebiet A
gelten folgende Aussagen:

1) FEs ist A vollstindig invariant und 0A = J.

2) Es ist A genau dann einfach zusammenhingend und die JULIAmenge zu-
sammenhdngend, falls A genau zwei kritische Punkte enthdlt, das kriti-
sche Urbild des zugehdrigen attraktiven markierten Fizpunktes und genau
einen der beiden freien kritischen Punkte. Dann ist f quasikonform kon-
jugiert zu einem Polynom P(z) = az(z — c)?.

3) Die JuLiAmenge ist genau dann total unzusammenhdingend, wenn beide
freien kritischen Punkte in A liegen.

4) Euzxistieren weitere stabile Gebiete, so sind sie einfach zusammenhingend.

5) Ist A einfach zusammenhdingend, f (sub)hyperbolisch, so ist J eine Kurve.

Bekanntermaflen ist die JUuLIAmenge fiir hyperbolische Funktionen mit zusam-
menhéngender FATOUmenge total unzusammenhéngend. Fiir subhyperbolische
Funktionen ist der Satz im Allgemeinen nicht richtig. Hier ist es so, dass alle
die Elemente aus G5 mit einem attraktiven markierten Fixpunkt, der beide
freien kritischen Punkte bindet, subhyperbolisch sind mit zusammenhéngender
FaToumenge und total unzusammenhéngender JuLIAmenge (siehe Satz 5.12).
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Es werden nun solche Klassen (f) € G5 mit einem attraktiven markierten Fix-
punkt betrachtet, dessen SCHRODERgebiet A nur einen der freien kritischen
Punkte bindet. Der zweite freie kritische Punkt liegt insbesondere nicht in ei-
nem Vorgéingergebiet von A, da A notwendigerweise vollstdndig invariant ist.
Es sei (f) € G*(A1) NG*(A2) mit [A\] < 1. Wir unterscheiden fiir den markier-
ten Fixpunkt mit Multiplikator Ao die Fille, dass er attraktiv, indifferent oder
abstoflend ist, wobei alles mit dem nicht in A liegenden freien kritischen Punkt
realisiert werden kann. Es sei zunéichst || < 1.

Satz 5.22. Es sei (f) € G*(A\1) NG*(A2) mit |A;| <1 fiir j =1,2. Dann ist die
JuLiAmenge eine JORDANKkurve.

Beweis. Die Aussage folgt aus den Sétzen 5.4, 5.5 und 5.6. O

Entscheidend ist hier die Hyperbolizitiat von (f) € G5. Diese geht in den ande-
ren Fillen geméfl Satz 5.4 verloren und es ist nicht klar, ob J eine Kurve ist.
Ist |A2| = 1, so kann zumindest eine positive Aussage iiber den Zusammenhang
der JULIAmenge gemacht werden.

Satz 5.23. Es sei (f) € G*(A1) NG*(A2) mit [\1] <1 und || = 1. Dann ist
die JuLiAmenge zusammenhdngend. Im Fall eines markierten CREMERpunktes
ist J ein Dendrit, aber kein JORDANbogen.

Beweis. Ist Ay eine k-te Einheitswurzel (k minimal), dann besteht die zugehori-
ge LEAUblume aus k Blédttern, die den letzten freien kritischen Punkt bindet.
Ist der zweite markierte Fixpunkt ein SIEGELpunkt, so liegt der freie kritische
Punkt in J, da der Rand der SIEGELscheibe S in OF(C) enthalten ist. (Die
Faroumenge besteht aus dem SCHRODERgebiet und J;—, S~™. Dabei besitzt
S eine weitere Urbildkomponente, die den kritischen Vorgénger des markierten
SIEGELpunktes enthilt und damit 2 : 1 auf S abgebildet wird.) Existiert neben
einem attraktiven markierten Fixpunkt noch ein markierter CREMERpunkt, so
ist der freie kritische Punkt nicht prédperiodisch und liegt in J. Damit liegen
im Attraktionsgebiet des attraktiven Fixpunktes immer genau zwei kritische
Punkte und J ist nach Satz 3.4 zusammenhingend.

Im Fall eines CREMERpunktes stimmt die FATOUmenge mit dem einfach zusam-
menhéngenden SCHRODERgebiet iiberein und J ist zusammenhéngend. Damit
ist die JuLIAmenge ein Dendrit, aber kein JORDANbogen, da der Vorwirtsorbit
der kritischen Punkte in J nicht zweipunktig ist. O

Ist ein markierter Fixpunkt attraktiv und einer abstoflend, so ist die Ju-
LIAmenge entweder total unzusammenhéngend oder zusammenhéngend.

Satz 5.24. Es sei (f) € G*(AM)NG*(A\2) mit M| <1 und |A2| > 1. Es sei
A das zugehorige Attraktionsgebiet, das einen freien kritischen Punkt enthdlt.
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Gehort auch der zweite freie kritische Punkt zu A, so ist J staubformig, an-
sonsten zusammenhdngend.

Beweis. Die Aussagen folgen aus Satz 5.21. O

Gehort der letzte freie kritische Punkt ¢ nicht zu A, so ist ein (super)attraktiver
Zyklus, ein LEAU-, SIEGEL- oder CREMERzyklus moglich. Weiterhin kann ¢
nicht durch einen Zyklus gebunden werden und liegt dann in 7. In diesem Fall
stimmt die FATOUmenge mit dem SCHRODERgebiet iiberein. Es ist F zusam-
menhéngend sowie einfach zusammenhéngend und J ein Dendrit. Wird ¢ auf
einen nicht markierten Fixpunkt abgebildet, so ist J ein JORDANDbogen.

Es sei nun einer der markierten Fixpunkte indifferent. Dann ist in jedem der
moglichen Fille ein freier kritischer Punkt gebunden. Ist auch der zweite freie
kritische Punkt durch einen zweiten indifferenten markierten Fixpunkt gebun-
den, so ist die JULIAmenge zusammenhéngend.

Satz 5.25. Es sei (f) € G*(A1) NG*(A2) mit [A\1]| =1 und |\2| = 1. Dann ist
die JULIAmMenge zusammenhdngend.

Beweis. Es sei zunéchst einer der markierten Fixpunkte ein LEAUpunkt. Dann
liegt ein kritischer Punkt in der zugehorigen LEAUblume. Der verbleibende freie
kritische Punkt wird durch einen weiteren markierten LEAUpunkt, einen mar-
kierten SIEGEL- oder CREMERpunkt gebunden. Die LEAUblume enthélt nur
einen kritischen Punkt und J ist nach Satz 3.15 zusammenhéngend.

Sind die beiden markierten Fixpunkte keine LEAUpunkte, so sind es SIEGEL-
oder CREMERpunkte. Bei zwei CREMERpunkten ist 7 = C, sonst sind alle sta-
bilen Gebiete einfach zusammenhéngend. Immer ist 7 zusammenhéngend. [

Sind beide markierten Fixpunke LEAUpunkte, dann binden die LEAUblumen
beide freien kritischen Punkte und die kritischen Vorginger der LEAUpunkte
liegen in der JuLiAmenge. Zwar besteht der Vorwirtsorbit von J N C U {0, 00}
aus genau den beiden markierten Fixpunkten, doch ist J kein JORDANbogen,
noch nicht einmal ein Dendrit, denn die FATOUmenge ist offensichtlich nicht
zusammenhéngend.

Beispiel 5.26. Esist A\ = As = 1 genau fiir X = —1 und Y = —2 (das bedeu-
tet Y1 = —1). Der zugehorige Standardvertreter f = fx y mit

z—1 2
1z) =2 (z + 1)
besitzt die LEAUpunkte 0 und oo mit Multiplikator 1, d.h. (f) € G*(1) N G*(1).
Die freien kritischen Punkte neben den festgelegten ¢; = 1 und ¢y = —1 sind

63:—24—\/5, 842—2—\/5.
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Dann gilt fiir 2 € K := {2z € C: |2 — 2| < |20} mit 20 := §

1|82 —172% 4+ 62— 1
] (z+1)2
(2 — 20)% — 14z0(2 — 20)% + 1723 (2 — 20) — 3223
(z — 20 + 920)?
|20| + 14| 20| + 17) 202 + 32| 20[?
(9]z0] = [20])?

= |z

und es folgt die gleichméflige Beschrinktheit der Iteriertenfolge in K.

Abb. 5: Leaugebiet zum Fizpunkt 0 mit iterierten Urbildgebieten.

Da der Nullpunkt auf dem Rand von K liegt, ist K C A(0). Wegen

1
|03 —ZQ| = (\/—— 2 — g) |ZO| < |ZQ|
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ist c3 € A(0) und folglich ¢4 € A(oc0). Die FATOUmenge besteht aus zwei LEAU-
gebieten und deren iterierten Urbildern, die JULIAmenge ist zusammenhéngend.

Existiert neben einem indifferenten markierten Fixpunkt noch ein abstoflen-
der markierter Fixpunkt, so kann nur dann etwas Konkretes ausgesagt werden,
wenn der indifferente Fixpunkt ein LEAUpunkt ist. Dann gibt es neben einem
nicht préaperiodischen kritischen Punkt, der in der zugehorigen LEAUblume L
liegt, einen weiteren freien kritischen Punkt. Wird dieser nicht durch L ge-
bunden, so kann ein (super)attraktiver Zyklus, LEAU-, SIEGEL- oder CRE-
MERzyklus existieren oder der kritische Punkt gehort zu keinem Zyklus und
liegt in J. Wird er durch L gebunden, so sind verschiedene Félle moglich.

Satz 5.27. Es seien (f) € G*(A\1) N G*(A2) mit \F =1 (k minimal), |\o| > 1
und L die zugehdrige LEAUblume, die einen der freien kritischen Punkte bindet.
Gehort der letzte freie kritische Punkt nicht zu L, so ist J zusammenhdngend.
Ansonsten gelten folgende Aussagen:

1) Enthdlt ein Blatt beide freien kritischen Punkte, so ist L fiir k =1 voll-
standig invariant, einfach zusammenhdngend und J ist ein JORDANbogen.
Ist k # 1, so sind alle stabilen Gebiete co-fach zusammenhdngend.

2) Liegen die freien kritischen Punkte in verschiedenen von 2k Blittern, so
ist J zusammenhdngend.

Beweis. Liegt nur einer der freien kritischen Punkte in L, so folgt die Aussage
mit Satz 3.15. Liegen zwei kritische Punkte in einem gemeinsamen Blatt, so
folgt die Aussage fiir k = 1 gemif des zweiten Beispiels aus [15] und die fiir
k # 1 mit Satz 3.17. Die Aussage 2) ist die von Satz 3.16. O

Mit den Aussagen aus Abschnitt 5.1 und denen iiber die topologischen und
geometrischen Eigenschaften von J in Abhéngigkeit von dem dynamischen
Typ der markierten Fixpunkte aus diesem Abschnitt gilt nun folgendes.

Folgerung 5.28. Es sei (fxy) € G5. Dann ist die JULIAmenge fiir
1) |X| <1, Y € Ex| eine JORDANkurve,
2) |X| <1, Y € E|x| zusammenhiingend,
3) |X| <1, Y € E|x| zusammenhingend oder total unzusammenhdingend,
4) | X|>1,Y¢ m zusammenhdngend oder total unzusammenhdngend.

Analog zum Fall eines vorliegenden attraktiven markierten Fixpunktes ver-
bleibt die Frage, ob Bereiche in P* angegeben werden kénnen, in denen die
zugehorigen Klassen jeweils eine LEAUblume zu einem markierten LEAUpunkt
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besitzen, die beide freien kritischen Punkte in einem Blatt vereint. Wir reduzie-
ren das Problem auf die Menge der Klassen, die einen markierten LEAUpunkt
mit Multiplikator A = 1 besitzen, also auf die Klassen (f) € G*(1). Mit Satz
5.19 erhilt man eine Darstellung fiir den Parameterbereich P*(1).

Folgerung 5.29. Es ist P*(1) = {(X,Y) € P*: X? — XY + 1 =0}.

Da fiir (f) € G*(1) der Multiplikator des verbleibenden markierten Fixpunk-
tes X2 ist, ist |X| > 1 notwendig dafiir, dass beide kritischen Punkte in dem
LEAUgebiet liegen. Der folgende Satz macht eine genauere Aussage.

Satz 5.30. Ist (X,Y) € P*(1) mit ReX > 1, so liegen beide freien kritischen
Punkte der Klasse (f) € G*(1) in dem zugehdrigen LEAUgebiet.

Beweis. Fiir (f) € G*(1) sei f € G3 ein zugehoriger Vertreter mit A(oco) = 1. Es
ist dann @ = 1 und f(2) = 2(z — ¢1)?(z — c2) 2. Dann sei g definiert durch

2

1 coz — 1 9 3
= = = 2(c1 — O(z°).

g(Z) f(%) 2(61Z—1> z+ (Cl 02)2 + (Z )
Der Residuen-Fixpunkt-Index ¢(f,00) von f in oo ist definiert durch

1 dz
= 0) == — —_—.
|z|=r

Dabei ist r > 0 so gewihlt, dass g( ) # 0 fiir 0 < |z| <r ist (siehe [3]). Man
wahlt r <

enn neben 0 ist - dle einzige Nullstelle von g. Wir betrachten

1 1 (c1z —1)2
z—g(z) 22 (c1 —c2)(z(er +¢e2) —2)°
:=h(z)

. Wihlt man zuséatzlich r <

Es ist h holomorph fiir z #

2
e c1+c , dann gilt

1 h(z) , ., 13c1—ca 1 1 1
00 =5 [ T a=w0= “itaioe

|z|=r
Im Fall Re ¢(g,0) > % + 1 existieren nach BERGWEILER (siehe [3]) zwei (freie)
kritische Punkte in dem LEAUgeblet Esist Re ;= Cz > 1 genau fiir ‘— — f‘ < 3
In P* bedeutet das ‘— - f’ < , was aquwalent zu Re X > 1 ist. O

Weitere Aussagen iiber zwei kritische Punkte in einem LEAUDlatt (auch fiir
den Fall k # 1) konnen iiber den Parameterschnitt X = 9 gewonnen werden,
in dem die beiden freien kritischen Punkte zusammenfallen.



6 Ausblick auf Funktionen héheren Grades

Wir geben noch einige Denkanstofle fiir eine Verallgemeinerung der bisherigen
Ergebnisse auf Funktionen hoheren Grades. Da es sich hierbei zum Teil um
reine Uberlegungen handelt, wird auf eine Struktur in Form von Sitzen und
Definitionen verzichtet.

Auch im allgemeinen Fall gehen wir von der notwendigen Bedingung dafiir
aus, dass die JuLIAmenge ein JORDANbogen ist. In der JULIAmenge existie-
ren d — 1 verschiedene kritische Punkte, deren Vorwértsorbit aus genau zwei
Punkten der komplexen Zahlenkugel besteht. Je nachdem, ob ein gerader oder
ungerader Grad vorliegt, besitzt dieser Vorwértsorbit ein anderes Erscheinungs-
bild, weshalb diese beiden Félle (wie auch schon bei Funktionen zweiten und
dritten Grades) unterschieden werden. Im ungeraden Fall erfassen wir wieder
nur einen Teil der Funktionen, deren JULIAmengen JORDANbOgen sind.

Es sei Hy die Menge der rationalen Funktionen f vom Grad d, die paarweise
verschiedene kritische Punkte ¢q, ...,c4—1 € C und das folgende Abbildungsver-
halten besitzen, das vom Grad von f abhéngt.

1) Ist d = 2n fiir ein n € N, so existieren 21, 253 € C mit 29 > z1 +— 21 und

Coj_1— 2 fir j=1,..,n,

cojz firj=1,..,n—-1

2) Ist d = 2n + 1 fiir ein n € N, so existieren 21,22 € C mit z; = z; und

Coj_1— 2 fur j =1,..,n,

coj 2 fiir j =1,...,n.

Weiterhin sei G; die Menge aller f € Hy mit z; = 0 und 29 = oco.

In beiden Fillen sind die jeweils auftretenden markierten Fixpunkte (das sind z;
im Fall d = 2n und 21, 22 im Fall d = 2n + 1) nicht superattraktiv, da sie jeweils
bereits eine maximale Anzahl von Urbildern besitzen. Zu jeder Funktion f € Hy
existiert eine Funktion g € G4, die vermoge einer MOBIUStransformation, die 0
auf z; und oo auf zo abbildet, zu f konjugiert ist und damit dieselbe Dynamik
besitzt. Wir beschrinken uns daher auf die Betrachtung von Gg.

Im Fall d = 2n bleibt nur eine mit Hilfe der in M> enthaltenen Drehstreckungen
und Drehstauchungen enstehende Konjugierte von f € Go,, wieder in Go,. Im
ungeraden Fall sind Transformationen aus M3 zugelassen, die definitionsgemé&f
von Drehstreckungen, Drehstauchungen und der Inversion erzeugt wird. Wir
betrachten in beiden Fillen die gem#f Satz 1.1 definierten Aquivalenzklassen
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(f)={9€Gon:f 2 gt bzw. (f):={9 € Gans1: f 2 g} und fassen diese je-
weils in der Menge G zusammen.

Wie bei den entsprechenden Funktionen zweiten und dritten Grades konnen
die Funktionen f € G, konkret bestimmt werden. Betrachten wir zunéchst den
Fall d = 2n. Dann hat f den Nullpunkt als einfache Nullstelle, n — 1 verschie-
dene doppelte Nullstellen und n verschiedene Pole zweiter Ordnung, also die

Darstellung
2
Z — C9j5
f(z) =ag E H( - )

chzn 1 Z —C25—-1

mit komplexen Parametern a # 0 und ¢, ..., can—1 # 0, wobei die ¢; paarweise
verschieden sind.

Im Fall d = 2n — 1 besitzt f den Nullpunkt als einfache Nullstelle, n verschie-
dene doppelte Nullstellen, den einfachen Pol co und n verschiedene Pole zweiter
Ordnung, also die Darstellung

_azn( ey

mit komplexen Parametern a # 0 und cy, ..., c2n, # 0, wobei die ¢; paarweise
verschieden sind.

In beiden Féllen haben wir also eine Darstellung der Form

o= (55)

mit einem Zihlerpolynom P vom Grad n — 1 im Fall d = 2n bzw. vom Grad
n im Fall d =2n 4+ 1 und einem Nennerpolynom @ vom Grad n. Dabei sind
die Polynome in einer Produktdarstellung gegeben, die fiir Funktionen vom
Grad d > 4 eine erste Problematik mit sich fiihrt. Im Unterschied zu den
Funktionen zweiten und dritten Grades besteht nun das Problem der Sortierung
der Nullstellen von P und Q. (Hintergrund des Problems ist, dass eine nicht
orientierte Mannigfaltigkeit vorliegt.) Beide Polynome sind aber normiert und
besitzen eindeutige Koeffizienten. Es ist Q(z) = 2™ + b,_12" "1 + ... + by und

P(2)=2""" 4 a,22"2+..+a im Falld=2n,
P(z) = 2" 4+ an_12""" 4 ... + ag im Fall d = 2n + 1.

Daher wird fiir weitere Uberlegungen die Koeffizientendarstellung eines Poly-
noms verwendet. Wir kldren zunéchst die Frage, wie sich die bei der Produkt-
darstellung geltenden Bedingungen fiir die kritischen Punkte auf die Koeffi-
zientendarstellung {ibertragen. Da die Nullstellen von P und ) von 0 verschie-
den sind, gilt ag, by # 0. Dass alle diese Nullstellen paarweise verschieden sind,
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duBert sich in Bedingungen fiir die Diskriminanten Dp, Dg von P und @ und
deren Resultante Rp g, denn es gilt

Dp # 0, Dg #0, Rpg # 0.

Damit sind die Ausnahmefille theoretisch erfasst, es besteht aber die Pro-
blematik, diese konkret zu bestimmen. Wir beschridnken uns darauf, sinnvolle
Kandidaten fiir Invarianten der Klassen anzugegeben.

Im Fall d = 2n verédndern wir die in der Darstellung (7) gewéhlte Gestalt von
f geringfiigig und betrachten

0=+ (3) -

Dann lasst sich zeigen, dass die Parameter

_ag ~ agby
X() = a%, YO = W’
X; ::ajZ—Z, j=1,.n—2,

ibi
Y, =a b’ j=1..,n-1,

fiir jede Klasse aus G3,, wohldefiniert sind und zu vorgegebenen Parametern ge-
nau eine Aquivalenzklasse existiert. Wie jedoch die Ausnahmemenge aussieht,
ist nicht geklart.

Der Fall d = 2n + 1 ist schwieriger, denn hier existiert mit der Inversion eine
weitere zu beachtende Transformation. Gehen wir wieder von der urspriingli-
chen Darstellung (7) fiir f aus, so definieren wir hier

Xo= 20 Yy = 2J(aXo),
bo
(a;bn—;)?
X o= 0n=i) —1,..n—1
J aObO ) J yeeey 1O )
af n—j
Y, = .+ 2 i=1,..,n—1.
J agfj b6L

Diese Parameter sind fiir jede Klasse wohldefiniert. Jedoch ist bei vorgegebe-
nen Parametern die Eindeutigkeit der zugehorigen Klasse unklar und auch die
Ausnahmemenge ist wie im obigen Fall unbestimmt.

Aufgrund der nicht konkret angebbaren vollsténdigen Invarianten ist eine Klas-
sifikation bislang nicht moglich. Dennoch kénnen wir einige Uberlegungen all-
gemeinerer Natur anstellen, die in Zusammenhang mit Kapitel 3 stehen.
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Nehmen wir an, dass ein markierter Fixpunkt zg attraktiv ist, dann gilt fiir
den lokalen Grad k von f in dem zugehorigen SCHRODERgebiet A(zp) analog
zu Satz 3.1 hier k > 3. Das bedeutet, dass eines der kritischen Urbilder von zg
in A(zp) liegt. Dass sich alle kritischen Urbilder dort befinden und damit A(zp)
vollsténdig invariant ist, kann jedoch nicht gezeigt werden. Ist &k = 3 der lokale
Grad von f in A(zp) und existieren genau zwei kritische Punkte in A(zp), ein
kritisches Urbild und ein notwendigerweise praperiodischer kritischer Punkt,
dann ist A(zg) einfach zusammenhingend. Uber den Zusammenhang der Ju-
LIAmenge ist damit aber noch nichts ausgesagt, da zum Beispiel nicht klar ist,
wo sich die restlichen Urbildkomponenten von A(zg) befinden.

Das gleiche Problem besteht auch im Falle eines LEAUpunktes zg. Ist B ein
Blatt der zugehorigen LEAUblume A(2g), das einen kritischen Punkt enthalt,
so kann analog zu Satz 3.6 gezeigt werden, dass auf dessen Rand ein kritischer
Vorgénger c;, von 2o existiert. Gibt es nur einen nicht praperiodischen kriti-
schen Punkt in A(z), dann bilden die vereinigten Réinder der Urbildkomponen-
ten von A(zg) unter den Iterierten, die ¢;, oder eines der Iteriertenurbilder von
¢j, als Randpunkt besitzen, eine zusammenhéngende Menge. Es bleibt offen,
in welchen Féllen die gesamte JULIAmenge zusammenhéngend ist.
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