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Einleitung

Anstofl zu dieser Arbeit gab die Beobachtung, dass viele Studierende an den Her-
ausforderungen einer Einfiihrungsvorlesung zur linearen Algebra scheitern. Bemer-
kenswerterweise wurde die lineare Algebra im Gegensatz zur Analysis bis in die 90er
Jahre des vergangenen Jahrhunderts kaum in der didaktischen Forschung beriick-
sichtigt. Seitdem wurde vorwiegend in Frankreich und Nordamerika eine Anzahl
von mathematikdidaktischen Arbeiten veroffentlicht, die auf die Anforderungen ein-
gehen, welche die Theorie der modernen linearen Algebra an Lernende stellt. So
gibt es mittlerweile eine Reihe von Untersuchungen, die die Erfolge und Misserfolge
Studierender beim Lernen zentraler Begriffe und im Umgang mit verschiedenen Dar-
stellungsformen aufzeigen. Die Literatur ist sich einig dariiber, dass sich die lineare
Algebra durch eine Vielzahl an Begriffen, Zusammenhéngen und Darstellungsfor-
men auszeichnet, die zudem héufig hohen Abstraktionsgrad besitzen. Insbesondere
Jean-Luc Dorier (2000) zeigt in einer epistemologischen Analyse dieser Theorie, dass
die dort anzutreffende Formalisierung ein unverzichtbares Wesensmerkmal ist. Die
Literaturvorschldge zur Begegnung mit dem Problem, dass viele Studierende diese
Theorie nicht verstehen, gehen in zwei entgegengesetzte Richtungen: Wahrend die
Einen resignieren und dafiir eintreten, abstrakte Konzepte aus einer Anfangerver-
anstaltung weitgehend auszusparen, versuchen Andere, Wege zu finden, auf denen
diese Konzepte den Studierenden nahegebracht werden kénnen.

Der Kern der vorliegenden Arbeit ist eine Pilotstudie iiber Vorstellungen von
Lernenden. Sie fragt nach Ideen und Strategien der Erfassung, Représentation und
Nutzung von mathematischem Wissen, wenn dieses hohen Abstraktionsgehalt hat,
in formalisierter Darstellung dargeboten und in komplexe Strukturen eingebunden
ist. Das Interesse dieser Untersuchung liegt nicht in erster Linie in einer bewertenden
Beschreibung, die studentische Auferungen an den Normen der Mathematik misst,
sondern in einer genuinen Suche nach den eigenen Konzepten der Probandinnen
und Probanden. Diese Konzepte werden darauthin analysiert, inwieweit sie tragfahig,
ausbaufihig und gegebenenfalls korrigierbar sind. Dies gibt Hinweise darauf, welches
Potential Lernende besitzen und welcher Art Lernhilfen sein miissten. Zudem werden
Vermutungen iiber Vorstellungen und Vorgehensweisen einzelner Studierender als
Anhaltspunkte fiir eine vertiefte didaktisch orientierte Sachanalyse einzelner Begriffe
und Themen der linearen Algebra genutzt. Konkreter geht die Arbeit den Fragen
nach:

e Welche Vorstellungen bilden sich Studierende zu einzelnen Begriffen der linea-
ren Algebra? Welche grundsétzlichen, gemeinsamen Bauartmerkmale haben
die Vorstellungen einer oder eines Studierenden zu verschiedenen Begriffen?

e Welche Strategien verwenden Studierende, um mathematische Informationen
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aufzunehmen und zu verarbeiten? Welche kognitiven Werkzeuge setzen sie ein,
welche vermeiden sie? Wie gehen sie insbesondere mit Anforderungen um, die
die Grenzen ihres Abstraktionsvermogens iibersteigen?

e Welche Kernideen beinhalten einzelne zentrale Begriffe der linearen Algebra?
Welche Verstandnishiirden sind mit diesen Wesensmerkmalen verbunden?

Lerntheoretische Basis dieser Arbeit ist ein kognitiver Konstruktivismus, der die
Uberzeugung hegt, dass mathematische Strukturen in gewissem MaBe durch duflere
Repésentationen vermittelt werden konnen, dass sie aber nicht im Sinne eines Ab-
bildens direkt iibertragen werden kénnen, sondern von Lernenden in eigenen inneren
Représentationen (re)konstruiert werden miissen, wenn sie fruchtbar eingesetzt wer-
den sollen. Die Denkstiltheorie von Schwank (2003) unterscheidet zwei Arten des
Denkens, welche als priadikatives und als funktionales Denken bezeichnet werden
und verschiedene Strategien des Wahrnehmens und des Konstruierens von Vorstel-
lungen mit sich bringen. Geméaf dieser Theorie besitzt jeder Mensch zu einem der
beiden Denkstile eine besondere Neigung, welche unterschiedlich stark ausgepragt
sein kann. Diese Neigung setzt einen Schwerpunkt, ohne dabei Strategien des an-
deren Stils ganz auszuschlieflen. Eine Hypothese, die sich aus dieser Theorie ergibt,
ist, dass sich die fertigen Vorstellungen zu mathematischen Begriffen mitunter er-
heblich unterscheiden werden, weil die Strategien, mit denen sie konstruiert werden,
sehr verschieden sind. Diese Vermutung war Anlass, die Probanden der Pilotstudie
so auszuwihlen, dass beide Préferenzen vertreten sind. Theoretischen Hintergrund
zu den Ideen von Abstraktion und Formalisierung liefern vor allem die Darstellun-
gen von Ubergingen von Prozessen zu neuen, abstrakten Objekten durch Dubins-
ky (1991) und durch Sfard (1991), und die Theorien von Steinbring (2000) und von
Dorfler (2003) zu Einsatz und Bedeutung von Zeichen beim Lernen von Mathema-
tik. Diese Grundlagen werden im ersten Kapitel “Theoretische Konzepte zum Lernen
von Mathematik” ausgefiihrt.

Das zweite Kapitel gibt eine didaktisch motivierte Sachanalyse der linearen Al-
gebra, in der die Grundlinien der Theorie mit ihren besonderen epistemologischen
Hiirden nachgezeichnet werden. Es geht auf die Entwicklungsgeschichte der linearen
Algebra, ihre Bedeutung fiir die heutige Mathematik und die allgemeinen Schwie-
rigkeiten, die diese Theorie Studierenden bereitet, ein. Sodann werden die Begriffe
“Vektorraum”, “lineare Abbildung”, “Dualraum” und “Faktorstrukturen” im Ein-
zelnen entfaltet. Sie werden insbesondere im Hinblick auf abstrakte Konstruktionen
analysiert. Aus den Wesensmerkmalen dieser Begriffe werden mit Hilfe didaktischer
Uberlegungen ‘Grundvorstellungen’ abgeleitet. Damit sind grundsétzliche Ideen
und Zusammenhénge bezeichnet, die fiir ein umfassendes Verstédndnis eines mathe-
matischen Begriffs erforderlich oder zumindest hilfreich sind, und die Bestandteile
der individuellen Vorstellungen Lernender werden sollten.

Das dritte Kapitel prasentiert die Pilotstudie, in der drei Studierende in ihrem er-
sten Universitétsjahr in mehreren ausfiihrlichen Einzelinterviewgespréachen zu Wort
kommen. Die Studie beobachtet sie in Situationen, die dem Niveau ihrer Vorlesung
zur linearen Algebra entsprechen; es wird nicht - ebensowenig wie in der Vorlesung
- ein einzelnes Merkmal von Anforderungen herausgelost um seine Wirkung auf die

!Siehe Vom Hofe (1995)
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Studierenden isoliert zu betrachten. Thematisch stehen die im vorangegangenen Ka-
pitel ndher betrachteten Begriffe im Vordergrund. Die Untersuchung weist Vorstel-
lungen und Strategien bei den drei Interviewten nach, die weit auseinander liegen,
die verschiedentliche Fehlvorstellungen beinhalten, die aber bei jeder bzw. jedem
der Drei fiir sich genommen auf sinnvolles Lernen hinweisen. Bei der Studentin mit
einer Préferenz fiir funktionales Denken werden Vorstellungen festgestellt, die sich
deutlich von denen der beiden anderen, eher priadikativ Denkenden, unterscheiden.
Aber auch diese beiden zeigen von einander verschiedene, personliche Schwerpunkte
und Strategien. Es gibt bei jedem der Drei Hinweise auf individuelle Bauprinzipien
von internen Repréisentationen, die iiber verschiedene Inhalte hinweg wiederkehren.
Die Ergebnisse der Pilotstudie geben Einblicke in individuelle kognitive Vorgéange
und widerlegen Annahmen, dass Zuhorende im Wesentlichen das verinnerlichen, was
ein Dozent oder eine Dozentin darstellt. Ein positiver Nachweis, welche Vorstellun-
gen und Vorgehensweisen fiir Studierende typisch sind, kann aufgrund der geringen
Probandenzahl jedoch nicht gefithrt werden.

Im vierten Kapitel wird eine zweite empirische Untersuchung vorgestellt. Sie
wurde im Anschluss an eine kurze Lehrsequenz zum Thema “Mengen von Restklas-
sen” durchgefiihrt. In der Gestaltung der Lernumgebung wie auch der empirischen
Untersuchung werden Hypothesen aufgegriffen und weitergefiihrt, die aus der ersten
Untersuchung erwachsen. Diese zweite Studie wertet schriftliche AuBerungen von 39
Studierenden in einem ebenfalls qualitativen Analyseverfahren aus. Das Hauptergeb-
nis dieser Studie ist eine Klassifikation der Aufsédtze nach drei Abstraktionsstufen.
Zudem koénnen auch hier bei einzelnen Aufséitzen individuelle Strategien des Um-
gangs mit den Abstraktionshiirden der Thematik aufgezeigt werden.

Das fiinfte Kapitel gibt einen Uberblick iiber den Verlauf und die Ergebnisse
des Forschungsprojekts. Es schlieffit mit einigen Vorschldgen zu einer verdnderten
Schwerpunktsetzung in der Lehre, welche den Beobachtungen einer grofien Vielfalt
von individuellen Lernwegen Rechnung trégt.

Ich mochte an dieser Stelle denjenigen, die zum Gelingen dieses Dissertations-
projekts beigetragen haben, meinen herzlichen Dank aussprechen. Er gilt zunéchst
Prof. Dr. Rudolf Scharlau, der mir trotz seiner eigenen Forschungsschwerpunkte in
der reinen Mathematik diese Arbeit durch das ungewohnliche Angebot, an seinem
Lehrstuhl ein mathematikdidaktisches Projekt durchzufiihren, ermdoglicht hat. Prof.
Dr. Lisa Hefendehl mochte ich fiir ihr geduldiges, aufmerksames Zuhoren, ihre an-
schliefenden wertvollen Impulse fiir mein weiteres Vorgehen und ihr sorgfiltiges
Lesen meines Manuskripts danken. Prof. Dr. Hans-Wolfgang Henn danke ich fiir
seine Hilfestellungen in meiner Einarbeitungszeit und fiir seine grofiziigige Bereit-
schaft, mich eigene Wege gehen zu lassen. Prof. Dr. Inge Schwank schliellich bin ich
dankbar, dass sie sich mehrfach Zeit genommen hat, meine Fragen zur Einordnung
meiner Beobachtungen hinsichtlich Préferenzen fiir pradikatives oder funktionales
Denken zu beantworten.

Die wichtigste Unterstiitzung jedoch habe ich durch Jesus Christus erfahren, der
mir in verschiedenen Sackgassen Wege eroffnet und mich bei vielfachen Schwierig-
keiten ermutigt hat nicht aufzugeben. Ihm gilt mein besonderer Dank.
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Kapitel 1

Theoretische Konzepte zum
Lernen von Mathematik

1.1 Kognitiver Konstruktivismus

Dieser Arbeit liegt die Lerntheorie des kognitiven Konstruktivismus zugrunde, wel-
che Merkmale des Konstruktivismus und des Kognitivismus mit einander verbindet.*
In ihrer Reinform stellen diese beiden Theorien unvereinbare Gegensétze dar:

Der radikale Konstruktivismus leugnet sowohl jede Art objektiven Wissens wie
auch die Moglichkeit, dass Wissen von einer Person auf die andere iibertragen wird.
Er geht davon aus, dass ein Mensch Wissen immer subjektiv konstruiert. Die Kon-
struktion neuen Wissens wird angeregt durch Erfahrungen mit der Umwelt, welche
durch bereits vorhandenes Wissen nicht befriedigend erklédrt oder behandelt werden
kénnen. Die Anregungen der Umwelt kénnen die Art des Aufbaus neuen Wissens
nicht eindeutig steuern, sondern stoffen lediglich einen Prozess an, dessen Verlauf
vorrangig durch die kognitiven Strukturen des Lernenden bestimmt wird. Eine Kon-
sequenz dieser Theorie fiir die Lehre ist, dass sie das Ziel verfolgen sollte, das Lernen
zu lehren. Sie konzentriert sich darauf, gezielte Anregungen zu geben, welche den
Lernenden bewegen, sein vorhandenes subjektives Wissen auszubauen oder neu zu
konstruieren. Dazu miissen diese Anstofie gut auf das bereits generierte Wissen ab-
gestimmt werden. Irrtiimer und systematische Fehler des Lernenden sind Anzeichen
fiir Zwischenstadien in einem Lernprozess, welche noch weiter entwickelt werden
miissen.

Der Kognitivismus dagegen nimmt an, dass Wissen objektiv vorliegt und dieses
Wissen anderen prinzipiell vermittelt werden kann. Er geht ndmlich davon aus, dass
dargebotenes Wissen vom Lernenden in dhnlicher Weise rezipiert wird, wie duflere
Reize iiber die Sinnesorgane aufgenommen und vom Gehirn verarbeitet und gespei-
chert werden. Der Kognitivismus unterscheidet nach verschiedenen Wissensformen,
von denen hier das deklarative und das prozedurale Wissen genannt werden sol-
len. Das deklarative Wissen umfasst Begriffe und Zusammenhénge. Diese werden
vom Gehirn in Strukturen von Netzwerken oder Schemata gespeichert. Das operati-
ve oder prozedurale Wissen besteht aus Strategien zum Umgang mit vorhandenem
Wissen und zur Integration neuer Wahrnehmungen. Diese Prozesse fithren zu neuem

IFiir eine ausfiihrliche Darstellung des kognitiven Konstruktivismus siche z.B. Sjuts (1999).
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Wissen. Die kognitive Struktur ist die Organisation und das Zusammenspiel des ge-
samten intern verfiigbaren Wissens. Durch die Integration neuen Wissens erfahrt sie
eine Verdnderung. Zugleich ist ihre Beschaffenheit wesentlich dafiir verantwortlich,
welches neue Wissen aufgenommen werden kann und wie dieses geschieht.

Neben der kognitiven Struktur spielen insbesondere auch Affekte eine wichti-
ge Rolle beim Lernen. So spricht Bauersfeld (1983) nicht von kognitiven Einheiten,
sondern von ‘subjektiven Erfahrungsbereichen’, die er als die Gesamtheit von Erfah-
rungen, welche ein Individuum mit einem Begriff oder Thema verbindet, definiert.
Zu diesen Erfahrungen gehoren auch Emotionen. Bauersfeld erklart Lernen als die
Konstruktion neuer subjektiver Erfahrungsbereiche durch die Verkniipfung bislang
unverbundener Erfahrungsbereiche. Es kann jedoch geschehen, dass alte, dominie-
rende Erfahrungsbereiche die Aufnahme und mentale Konstruktion neuen Wissens
blockieren, wenn dieses Wissen nicht mit den vorhandenen Erfahrungsbereichen ver-
einbart werden kann. Tall (2004) bezeichnet das alte, in kognitiven Strukturen gut
verankerte Wissen als ‘met-befores’ und gibt Beispiele dafiir, dass diese die kognitive
Integration neuer Erfahrungen, welche ihnen zu widersprechen scheinen, behindern
oder gar verhindern und als epistemologische Hindernisse wirken kénnen. Fisch-
bein (1987)? spricht von intuitiven Modellen als interne Repriisentationen duferer
Sachverhalte und unterscheidet zwischen expliziten, d.h. bewusst gebildeten, intuiti-
ven Modellen und impliziten, unbewusst vorhandenen, intuitiven Modellen, welche
er als ‘tacit models’ bezeichnet. Er erklart, dass gute intuitive Modelle entscheiden-
der Motor jeden produktiven Denken sind, da sie besser als das Original, das sie
reprasentieren, an das menschliche Denken angepasst sind. Er hélt ein Kennenler-
nen der eigenen ‘tacit models’ und einen bewussten, kontrollierenden Umgang mit
Konflikten zwischen diesen ‘tacit models’ und #ufleren Darstellungen fiir wichtig.?

Der kognitive Konstruktivismus vereinbart wesentliche Elemente der beiden Theo-
rien. Er geht davon aus, dass ein Individuum Wahrgenommenes aufnimmt, indem
es dieses Wissen nicht passiv abbildet, sondern aktiv geméafl seinen vorhandenen
kognitiven Strukturen und mit ihrer Hilfe konstruiert. So ist Lernen zum Teil Ent-
decken, zum Teil Erfinden. Zur Unterscheidung von Représentationen von Wissen,
die durch die Sinne zur Kenntnis genommen werden kéonnen, und subjektiv konstru-
ierten Représentationen dieses Wissens zur internen Speicherung sollen in dieser
Arbeit die Begriffe ‘Darstellungen’ fiir die &ufleren und ‘Vorstellungen’ fiir die inne-
ren Repésentationen verwendet werden. Interne und externe Représentationen des
Begriffs ‘Vektorraum’ kénnen sich z.B. darin unterscheiden, dass drei Personen sich
auf eine axiomatische Darstellung dieses Begriffs einigen, dass aber der Eine mit die-
sem Begriff die Vorstellung von n-Tupeln verbindet, wihrend der Zweite ihn durch
eine geometrische Vorstellung von Pfeilen ersetzt und der Dritte an die durch die
Axiomatik vorgegebenen Regeln denkt. Die Vorstellung, die eine Person von einem
Begriff hat, kann mit einer Darstellung des Begriffs quasi identisch sein, aber sie
muss es nicht. In Vorstellungen konnen viele implizite Ideen, welche nicht direkt
zum Ausdruck gebracht werden, mitschwingen oder auch Prioritdt haben. Vorstel-
lungen konnen daher auch nur ndherungsweise und nicht mit der gleichen Prézision
wie Darstellungen sichtbar gemacht werden. Vorstellungen sollen im Gegensatz zu
den ‘subjektiven Erfahrungsbereichen’, von denen Bauersfeld (1983) spricht, nur die

28. 122.
38. 205.
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kognitiven Aspekte beinhalten, welche eine Person mit einem Sachverhalt verbindet.

Kognitive Werkzeuge

In Bezug auf Verfahren und Methoden in der Mathematik gibt es eine Reihe von
Beschreibungen grundlegender Vorgehensweisen, die sich auf die Ebene von beob-
achtbaren Verhaltensweisen beziehen, und die Lernenden als Heuristiken vermit-
telt werden konnen.* Fiir die interne Verarbeitung und Repriisentation von Wissen
braucht ein Lernender ebenfalls Werkzeuge, mit deren Hilfe er aus intuitiven Ideen
und Ahnungen tragfihiges Wissen aufbauen kann. Eine Auswahl solcher kognitiver
Grundtechniken, die fiir die Mathematik wichtig sind, ist: Abstrahieren, Analogisie-
ren, Argumentieren, Begriffsbilden, Formalisieren, Klassifizieren, Konstruieren neuer
Objekte, Koordinieren, Ordnen, Prézisieren, Sichtwechel vollziehen, Spezialisieren,
Transferieren, Umkehren, Verallgemeinern. Man findet in der Literatur Listen von
unterschiedlichen Kombinationen solcher Tétigkeiten, die von verschiedenen Auto-
ren jeweils als Beschreibung von mentalen Vorgéngen oder als Bezeichnungen von
Handlungen auf der Darstellungsebene verwendet werden.® Diese Ebenen sollen hier
durch die Bezeichnungen ‘kognitive Werkzeuge’ fiir interne Vorgédnge und ‘mathe-
matische Werkzeuge’ fiir extern beobachtbare Handlungen unterschieden werden.
Ebenso wie fiir die Ahnlichkeit und Verschiedenheit von Vorstellungen und Darstel-
lungen gilt, dass kognitive und mathematische Werkzeuge in enger Beziehung stehen
kénnen: Kognitive Vorgénge konnen sich in entsprechenden dufleren Verhaltenswei-
sen zeigen; sie konnen auch umgekehrt durch Tétigkeiten auf der Darstellungsebene
angeregt werden. Dennoch sind interne und externe Vorgéinge nicht automatisch
identisch. Ahnlichkeiten zwischen kognitiven und mathematischen Werkzeugen sol-
len hier an zwei Beispielen aufgezeigt werden:

e Eine Erscheinungsform des mathematischen Transferierens ist der Einsatz ei-

ner strukturerhaltenden Abbildung, welche Strukturen zweier Mengen identifi-
ziert. Mit ihrer Hilfe kénnen bestimmte Beziehungen von Elementen der ersten
Menge, die z.B. in Form eines mathematischen Satzes beschrieben werden, auf
ihre Bilder iibertragen werden, so dass die Schlussfolgerung moglich ist, dass
dieser Satz in entsprechender Weise fiir die Bilder gilt.
Transferieren als kognitives Werkzeug kann eine Art des Identifizierens von
bestimmten (kognitiven) Objekten oder von Strukturen sein. Dieses Identifi-
zieren kann sich auf intuitiv erfasste Eigenschaften beziehen und kann mehr
oder weniger vollstédndig, prézise und bewusst ablaufen.

e Das Konstruieren neuer Objekte als mathematisches Werkzeug kann mittels
eines formalen Zeichens geschehen, welchem Eigenschaften und Gesetze zu-
geordnet werden, die den mathematischen Umgang mit den neuen Zeichen
regeln.

Das Konstruieren neuer Objekte als kognitives Werkzeug beinhaltet die ge-
dankliche Akzeptanz dieser Objekte und ist ein Vorgang mit hohem Anspruch.

47.B. beschiftigt sich Polya (1967) ausfiihrlich mit Fragen von Heuristiken zum Losen mathe-
matischer Aufgaben.
®Siche z.B. E. Wittmann (1981); Dubinsky (1991); Sjuts (1999).
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Er kann durch das mathematische Konstruieren unterstiitzt werden, wird durch
dieses aber nicht vollstindig ersetzt.®

Pradikatives und funktionales Denken

Die interne Verarbeitung von Wissen kann auf individuell sehr verschiedene Wei-
sen erfolgen. Schwank (2003) weist in empirischen Untersuchungen mit Schiilern
der Sekundarstufe I individuelle Préiferenzen fiir einen von zwei Denkstilen nach.
Diese wurden in unterschiedlichen inhaltlichen Kontexten festgestellt und erwie-
sen sich als stabil. Zudem konnte nachgewiesen werden, dass die Priferenzen fiir
die beiden Denkstile mit unterschiedlichen Augenbewegungen und Aktivitdten von
Gehirnregionen korrelieren. Entscheidende Voraussetzung fiir die Beobachtung der
Préferenzen war ein hohes Anspruchsniveau in den gestellten Aufgaben, das die Pro-
banden zu intensivem eigensténdigem Denken veranlasste. Die beiden Denkstile sind
zwei grundlegend verschiedene Vorgehensweisen zur Wahrnehmung von Strukturen.
Sie beeinflussen die Art der internen Représentation des Wahrgenommenen. Diese
kognitive Struktur wirkt sich ihrerseits auf die Wahrnehmung neuer Informationen
aus. Auf diese Weise wird eine vorhandene Priferenz fiir einen Denkstil mit der Zeit
verstirkt.” Schwank (2003) bezeichnet die beiden Denkstile als ‘priadikatives’ und
‘funktionales’ Denken und fiihrt aus:

Menschen mit einer Priferenz fiir priadikatives Denken untersuchen vorrangig
charakteristische Eigenschaften von Objekten und stellen Beziehungen her. Sie fin-
den Strukturen iiber diese statischen Merkmale. Thre Aufmerksamkeit gilt in er-
ster Linie Gleichbleibendem und Gemeinsamkeiten. Priadikatives Denken verwendet
haufig Worter zur Darstellung von Ordnung und Systematik.

Menschen mit einer Priferenz fiir funktionales Denken sind auf die Organisation
von Handlungsfolgen und die Analyse von Wirkungsweisen ausgerichtet. Sie erfassen
Strukturen iiber Prozesse, die mit diesen Strukturen oder auf ihnen ablaufen. Sie
richten ihre Aufmerksamkeit bevorzugt auf Unterschiede und Verdnderungen und
suchen nach Handlungsablaufen, welche diese Merkmale in einander iiberfiihren.
Das funktionale Denken hat durch die Konstruktion von Entstehungsgeschichten
einen besonderen Bezug zur Zeit. Es ist schwierig, Gedankengénge dieser Art durch
statische Momentaufnahmen zu vermitteln.

In dieser Arbeit werden die Bezeichnungen ‘priadikatives’ und ‘funktionales’ Den-
ken in diesem Sinn verwendet.

In der mathematikdidaktischen Literatur gibt es eine Reihe von Denkstiltheori-
en, die auf der Beobachtung von zwei oder drei verschiedenen Formen von Denk-
schwerpunkten beruhen. Hierzu gehort z.B. im deutschsprachigen Raum Borromeo
Ferri (2003), die Merkmale visuellen, analytischen und konzeptuellen Denkens bei
Jugendlichen beschreibt. Die 12 von ihr beobachteten Jugendlichen zeigten zumeist
Mischformen dieser drei Arten zu denken. Burton (1999) untersuchte 70 Mathe-
matiker und Mathematikerinnen nach der Art ihrer Denkstile mit dem Ziel, die

67.B. Harel/Kaput (1991) sprechen iiber den Einsatz von formalen Zeichen und ihren Manipu-
lationen als Mittel zum gedanklichen Erfassen neuartiger Objekte. Sfard (2000) erldutert, dass der
Schritt von einem rein syntaktischen Umgang mit mathematischen Zeichen auf der Ebene duferer
Représentationen zu einer Interpretation dieser Zeichen als Symbole, die fiir etwas stehen, sehr
grof} ist.

"Cohors-Fresenborg/Schwank 1996.
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zwei Denkstile nachzuweisen, die zuvor von Hadarmard als visuelles und als analy-
tisches Denken bezeichnet worden waren. Burton findet in dieser Studie noch einen
dritten Denkstil, welchen er “conceptual” nennt. Sie stellt fest, dass die Mehrheit
der Interviewten zwei dieser drei Denkstile verwendete, drei Probanden sogar alle
drei Denkstile. Sie definiert die drei Denkstile wie folgt: Visuelles Denken ist ein
Denken in Bildern, héufig dynamisch, analytisches Denken ist symbolisches oder
formalistisches Denken und begriffliches Denken ist ein Denken in Ideen und nach
Klassifizierungen.

Sierpinska (2000) beobachtet bei Studierenden der linearen Algebra zwei For-
men des Denkens, die sie als ‘praktisches’ und ‘theoretisches’ Denken bezeichnet,
und fiir die sie eine Reihe von Merkmalen herausarbeitet. Sie setzt sie dann in
Beziehung zu drei historischen Darstellungsformen und zugehorigen Denk- und Ar-
gumentationsweisen, die in der linearen Algebra eine wichtige Rolle spielen. Die-
se drei Denkweisen nennt sie ‘synthetisch-geometrisch’, ‘analytisch-arithmetisch’
und ‘analytisch-strukturell’. Sie existieren nebeneinander und zwischen ihnen wird
bestéandig iibersetzt. Thre Analyse dieser drei Darstellungsformen und ein Vergleich
mit den Merkmalen des praktischen und des theoretischen Denkens ergibt, dass
die synthetisch-geometrische Form dem praktischen Denken und die beiden analyti-
schen Denkformen dem theoretischen Denken zuzuordnen sind. Allerdings findet sie
in ihren empirischen Untersuchungen bei Studierenden vielfach Argumentationen,
die nicht eine dieser drei historischen Ansétze verwenden, sondern entweder ganz
anderer Art sind oder mehrere Ansédtze mit einander vermischen.

Eine Besonderheit der von Schwank identifizierten Denkstile sind Beobachtun-
gen, die darauf hinweisen, dass die Préferenz eines Menschen fiir einen dieser beiden
Denkstile iiber eine grofie Breite von inhaltlichen Zusammenhéngen und vermutlich
auch iiber einen grofien Abschnitt der Entwicklungszeit vom Kind zum Erwachsenen
hinweg stabil sind. Daher kann sie wahrscheinlich als ein Personlichkeitsmerkmal
gewertet werden. Da der Denkstil eines Menschen seine Wahrnehmung von ma-
thematischen Zusammenhéngen prigt, ist fiir meine Frage nach Vorstellungen von
Studierenden zur linearen Algebra insbesondere von Interesse, wie jeweils eine Stu-
dierende oder ein Studierender mit einer deutlichen funktionalen bzw. pradikativen
Pragung Konzepte der linearen Algebra intern représentiert.

1.2 Abstraktion und Formalisierung

In der Auseinandersetzung mit den Schwierigkeiten, die das Lernen von Mathema-
tik an der Hochschule stellt, sprechen die Autoren des Sammelwerks Tall (1991)
insbesondere die Komplexitéit der mathematischen Strukturen und Begriffe und die
daraus resultierende Notwendigkeit von Abstraktion an. Dorier (2000) bezeichnet
die Formalisierung in der linearen Algebra als das Haupthindernis fiir Lernende
und Sierpinska (2000) fithrt die Probleme von Studierenden mit den grundlegenden
Konzepten der linearen Algebra auf einen Mangel an theoretischem, auf Strukturen
bezogenem Denken gegeniiber praktischem, auf Nachahmen von Losungsverfahren
bezogenem Denken zuriick.

Abstrahieren und das eng damit zusammenhéngende Formalisieren sind oben als
kognitive bzw. mathematische Werkzeuge bezeichnet worden, je nachdem, ob man
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sie auf interne oder externe Reprisentationen bezieht. Diese beiden Begriffe werden
nun néher definiert.

1.2.1 Abstraktion

Die Begriffe ‘Abstraktion’” und ‘Formalisierung’ werden in der didaktischen For-
schung in unterschiedlicher Weise verwendet. Freudenthal (1977)® versteht unter
Formalisierung “die bewusste Beschéftigung mit der Sprache als exaktem Ausdrucks-
mittel”, welche desto notwendiger wird, je abstrakter die beschriebenen Inhalte sind,
und bezeichnet Inhalte als desto abstrakter, je weiter sie von der Anschaulichkeit
entfernt liegen. Bauer (1978) unterscheidet in Anlehnung an Freudenthal zwischen
intensionaler Abstraktion, welche gemeinsame Eigenschaften von Objekten einer
Menge heraushebt und Besonderheiten vernachléssigt, und extensionaler Abstrakti-
on, welche die Ausdehnung eines Begriffs erfasst, indem sie bestimmte Merkmale, in
denen sich Objekte einer Menge unterscheiden, herausstellt. Ein Beispiel fiir die in-
tensionale Abstraktion ist die Betrachtung einer Aquivalenzklasse anstelle ihrer ein-
zelnen Objekte. Die Aquivalenzklasse fasst Objekte zusammen, die eine bestimmte
Eigenschaft gemeinsam haben. Als Beispiel fiir eine extensionale Abstraktion nennt
Bauer Mengen von Aquivalenzklassen. In ihnen interessieren nicht die Gemeinsam-
keiten der Elemente einer Aquivalenzklasse, sondern die Eigenschaften, in denen
sich die Elemente verschiedener Klassen unterscheiden. Die intensionale Abstrak-
tion kommt im Wesentlichen dem Abstraktionsbegriff gleich, der entsprechend der
urspriinglichen Wortbedeutung ein Herausziehen von bestimmten Eigenschaften von
Objekten einer Menge meint. Es wird dann gedanklich ein prototypisches Objekt
gebildet, welches durch diese Eigenschaften charakterisiert ist, ohne dass es dem
urspriinglichen Objektbereich angehéren muss.?

Eine Erweiterung dieser Definition finden wir bei Auseinandersetzungen mit Cha-
rakteristika hoherer Mathematik. Dubinsky (1991) bezeichnet in Anlehnung an Pia-
get!? die hochste Form von Abstraktion als ‘reflective abstraction’. Diese versteht
Abstraktion als Konstruktion von mentalen Objekten, Handlungen oder Struktu-
ren, die dann wie andere mathematische Objekte Handlungen und Beschreibungen
und weiteren Konstruktionen unterworfen werden. Harel /Kaput (1991) bezeichnen
gedankliche Objekte dieser Art als ‘conceptual entities’ und beschreiben den dahin-
ter stehenden Konstruktionsprozess als ‘vertikales Wachstum’ mathematischen Wis-
sens, d.h. als ein Wechseln auf hohere Abstraktionsebenen. Dreyfus (1991) setzt den
Akzent bei den inneren Représentationen. Er erklart, dass ‘abstrahieren’ in erster
Linie bedeutet, aus mathematischen Strukturen mentale Strukturen zu konstruie-
ren. Harel (1990) benennt als Aufgaben solcher abstrakten Objekte die Entlastung
des Arbeitsgedéichtnisses, die Erleichterung von Verstindnis und die Steuerung des
Aufmerksamkeitsschwerpunktes beim Losen von Aufgaben, und gibt eine Reihe von
Beispielen.

8S. 36.

9Giehe Mittelstrafl (1996a) unter dem Stichwort ‘Abstraktion’.

10Beth/Piaget (1966), S. 189, geben folgende Definition von ‘reflective abstraction’:
“Reflective abstraction consists in deriving from a system of actions or operations at a lower level,
certain characteristics whose reflection (in the quasi-physical sense of the term) upon actions or
operations of a higher level it guarantees; for it is only possible to become conscious of the processes
of an earlier construction through a reconstruction on a new plane.”
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Die Art der Konstruktionsprozesse, die verschiedene Autoren beschreiben, unter-
scheiden sich. Hier sollen insbesondere zwei Konstruktionsvorgénge néher beleuchtet
werden, welche in ihrem Ergebnis sehr dhnlich sind, insofern sie oftmals alternativ als
mentale Strategien zur Erfassung eines mathematischen Konzepts eingesetzt werden
koénnen. Beide fallen unter Piagets'! Bezeichnung von ‘encapsulation’. Diese meint
den Ubergang von einem Prozess zu einem mentalen Objekt, bei dem ein physischer
oder mentaler Vorgang auf einer hoheren gedanklichen Ebene durch Rekonstruktion
oder Reorganisation besser verstanden wird. Die beiden Abstraktionsstrategien sind
die Verdinglichung von Prozessen im Sinne Sfards (‘reification’) und die Verkapse-
lung von Prozessen im Sinne Dubinskys (‘encapsulation’). Die deutsche Bezeichnung
‘Verkapselung’ soll in dieser Arbeit nicht den allgemeineren Begriff von Piaget, son-
dern die spezielle Verwendung bei Dubinsky bezeichnen.

Dubinsky (1997) beschreibt den Vorgang eines Sichtwechsels, welcher eine mathe-
matische Handlung als ein eigenstdndiges mathematisches Objekt begreift, in drei
Schritten: Ein Lernender beginnt mit konkreten Handlungen an mathematischen
Objekten als Reaktionen auf &uere Anlédsse. Eine solche Handlung (‘action’) kann
aus mehreren Schritten bestehen, von denen jeweils das Ergebnis eines Schrittes An-
lass gibt, den néchsten zu vollziehen, ohne dass der gesamte Vorgang von Anfang
an im Blickfeld des Handelnden ist. Wird ein solcher Vorgang mehrfach ausgefiihrt,
so wird er zu einer Art Routine, welche Dubinsky als ‘action scheme’ bezeichnet.
Als Beispiel nennt er ein eingeiibtes Verfahren, wie man einen gegebenen Vektor
v € R? als Linearkombination von zwei ebenfalls gegebenen Vektoren e, f € R?
darstellt, d.h. eine Gleichung v = xe + yf mit x,y € R 16st. Das Nachdenken iiber
die Routine fithrt zu einer Verinnerlichung (‘interiorization’), welche eine grofiere
Kontrolle iiber den Handlungsverlauf eréffnet. Sie wird z.B. einen Uberblick iiber
Teile der Handlung oder iiber ihren Gesamtverlauf mit sich bringen. Im gegebenen
Beispiel kann z.B. eine Losungsformel des entstehenden linearen Gleichungsystems
das Verfahren abkiirzen. In diesem Stadium wird die Handlung als Prozess (‘pro-
cess’) bezeichnet. Es zeichnet sich dadurch aus, dass der Lernende sich einen Pro-
zess gedanklich vorstellen kann auch ohne ihn explizit ausfithren zu kénnen. Dies
ermoglicht die Auseinandersetzung mit Fragestellungen, in denen theoretisch sehr
viele mogliche Handlungen zu beachten sind, welche nicht alle einzeln durchgefiihrt
werden konnen. Zum oben gegebenen Beispiel ist eine solche Frage, welche Vektoren
v € R? als Linearkombinationen von e und f dargestellt werden kénnen. Der dritte
Schritt wird vorbereitet durch die Beschéftigung mit Handlungen, die auf einen Pro-
zess angewendet werden konnen, wie z.B. die Umkehrung eines Prozesses oder die
Verkniipfungen von Prozessen. Wenn der Lernende iiber diese Operationen nach-
denkt und den Prozess als eine Gesamtheit wahrnimmt, dann hat er ihn verkapselt
(Verkapselung als Ubersetzung des englischen ‘encapsulation’) und zu einem Objekt
gemacht. Dubinsky et al. (1994)'? erkliren:

“When it is possible for a process to become transformed by some action,
then we say that it has been encapsulated to become an object.”

Vel. Beth/Piaget (1966), S. 247.
125, 270. (Hervorhebungen durch die Autoren)
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Dubinsky selbst fithrt das genannte Beispiel nicht soweit fort, dass er eine Verkapse-
lung dieses oben beschriebenen Prozesses nennt. Stattdessen nennt er die Elemente
des Dualraums eines Vektorraums als Verkapselung von Prozessen, welche einen
Vektor in eine Zahl transformieren. Als Elemente des Dualraums treten sie als Ob-
jekte und nicht mehr vorrangig als Handlungen in Erscheinung, obwohl auch dieses
Charakteristikum in vielen Uberlegungen zum Dualraum wieder eine Rolle spielt.
Interpretiert man den oben beschriebenen Prozess der Suche nach einer Darstellung
jedes Vektors v € R? als Linearkombination von e und f als die Berechnung aller
Linearkombinationen von e und f aus allen Kombinationen von Koeefizienten, so
ist eine Darstellung dieses Zuordnens in seiner Gesamtheit die Abbildung

A R2 — RZ?
(z,y) +— wetyf

Sie ist eine Verkapselung des Berechnungsprozesses. Auf diese Abbildung, die als
lineare Abbildung mit Hilfe einer Matrix auch noch eine sehr einfache Darstellung
erhalten kann, kénnen vielfaltige mathematische Handlungen angewendet werden.

Sfard (1991) beschreibt ebenfalls einen Vorgang, der von einer Handlung ausge-
hend ein neues Objekt konstruiert. Sie teilt ihn in drei Schritte ein: Wenn Prozesse
auf mathematische Objekte angewendet werden, wird ein Lernender mit der Zeit
diese Prozesse verinnerlichen (engl. ‘interiorization’), so dass sie rein gedanklich
ausgefiihrt, in Betracht gezogen und verglichen werden kénnen. So kénnen Hand-
lungen des Wegnehmens als Zahlenoperationen ‘Subtrahieren’ verinnerlicht werden.
Der zweite Schritt, die Verdichtung (engl. ‘condensation’), reduziert einen solchen
Prozess auf eine Input-Output-Beziehung, die die eigentlichen Handlungen nicht
mehr beriicksichtigt. Die Verdichtung erleichtert das Verkniipfen, das Vergleichen
und das Verallgemeinern von Prozessen. Hierbei entsteht ein neues Objekt. Im ge-
nannten Beispiel ist eine Verdichtung eines Subtraktionsprozesses eine Beziehung wie
329-271=58 mit den Input-Zahlen 329 und 271 und der Output-Zahl 58. Eine Verall-
gemeinerung hebt die urspriingliche, durch die Handlung auferlegte Beschrinkung,
dass der Subtrahend grofer ist als der Minuend, auf. Wir erhalten dann Beziehun-
gen wie 4 und 7 als Input und ‘4-7" als Output. 4-7=-3 ist ein neues Objekt, das als
Hilfsgrofle zur Beschreibung eines evtl. fiktiven Fehlbestandes Bedeutung besitzen
kann. Der letzte Schritt ist die Verdinglichung (engl. ‘reification’). Sie ist vollzogen,
wenn dieses neue Objekt nicht ldnger unmittelbar mit dem Prozess, iiber den es
gewonnen wurde, verbunden ist. Sfard definiert:'3

“Processes performed on already accepted abstract objects have been
converted into compact wholes, or reified (from the Latin word res - a
thing), to become a new kind of self-contained static constructs.”

Dieser letzte Schritt ist im genannten Beispiel die Akzeptanz der negativen Zah-
len als eigenstdndige mathematische Objekte, die nicht ldnger in Bezug auf einen
Subtraktionsprozess gedacht werden miissen.

In Sfards Definition bleibt offen, in welcher Beziehung der Prozess zu dem neu
geschaffenen Objekt steht. Sfard verwendet das Beschreibungsmittel der Verding-
lichung zur Darstellung von Zahlbereichserweiterungen in der Geschichte der Ma-
thematik durch die Schopfung neuer mathematischer Objekte auf immer héheren

13Siehe Sfard (1991), S. 14. (Hervorhebungen durch die Autorin)
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Abstraktionsebenen. Dabei wurden Rechenprozesse auf bereits anerkannte mathe-
matische Objekte formal angewendet, obwohl die Ergebnisse nicht innerhalb des
bekannten Zahlbereichs lagen. Die zunichst ‘imaginiren’ Ergebnisse, wie z.B. /—1,
erhielten irgendwann den Status von mathematischen Objekten. Ich vermute, dass
Sfard den Ausdruck ‘reification” im Sinne einer Verdinglichung nicht des Rechenpro-
zesses als solchem, sondern seiner urspriinglich rein theoretischen Ergebnisse ver-
wendet. Dies passt zu einer Definition von Linchevski/Sfard:

“Mathematical objects are an outcome of reification - of our mind’s eye’s
ability to envision the result of processes as permanent entities in their
own right.”

Hier ist das neu geschaffene Objekt eindeutig als das Ergebnis von Prozessen be-
schrieben. Linchevski/Sfard (1994) nennen —2 und /—1 als Beispiele fiir Verding-
lichungen. Sie beschreiben sie als Ergebnisse von Rechenverfahren, ndmlich vom
Subtrahieren der Zahl Zwei und vom Ziehen der Wurzel aus —1.

Eng verwandt mit dem Konzept der Verdinglichung ist Gray/Talls (1994) Begriff
‘procept’, den sie wie folgt definieren:®

“An elementary procept is the amalgam of three components: a process
which produces a mathematical object, and a symbol which is used to
represent either process or object. |...]

A procept consists of a collection of elementary procepts which have the
same object.”

Wenn also ein mathematisches Symbol sowohl als Aufforderung zu einem Vor-
gang als auch als Ergebnis dieser Handlung verstanden werden kann, verwenden
Gray/Tall (1994) das Kunstwort ‘procept’ zur Bezeichnung dieses Symbols zusam-
men mit diesen zwei Bedeutungen, die es reprasentiert. Bei dem Vorgang ist le-
diglich sein Ergebnis, nicht jedoch der Weg der tatsichlichen Ausfithrung wichtig.
Der Ausdruck ‘procept’ setzt sich zusammen aus den englischen Worten ‘process’
und ‘concept’. Er soll hier in Analogie dazu als ‘Prozept’ verdeutscht werden. Als
erstes Beispiel nennen Gray/Tall (1994) das Symbol ‘4+5’, welches sowohl einen
Additionsprozess (in welcher Weise auch immer diese Addition ausgefiihrt wird) als
auch sein Ergebnis, eine Summe, darstellt. Ein Beispiel aus weiter fortgeschrittener
Mathematik, das sie geben, ist das Symbol ‘lim,_, f(x)’, welches den Grenzwertpro-
zess sowie den Wert der Grenze, also das Ergebnis des Prozesses, reprasentiert. Die
Moglichkeit bei Prozepten zwischen beiden Bedeutungsarten hin und her zu wech-
seln, wird in der Mathematik vielfach genutzt. Mit dem Begriff ‘Prozept’ erfassen
Gray/Tall (1994) die Dualitéit von einem Prozess und seiner Verdinglichung, nicht
im Sinne von unterschiedlichen Darstellungen eines Prozesses, sondern als gemeinsa-
me Darstellung fiir zwei verschiedenartige Phanomene. Je nachdem, was Gray/Tall
unter dem Ausdruck ‘concept of the function’ verstehen, bildet das folgende Beispiel
eine Ausnahme zu diesem Versténdnis des Prozept-Begriffs:!6

Linchevski/Sfard (1994), S. 194. (Hervorhebungen durch die Autorinnen)
15Gray/Tall (1994), S. 121. (Hervorhebungen durch die Autoren)
6Gray/Tall (1994), S. 119.



14 KAPITEL 1. THEORIE ZUM MATHEMATIKLERNEN

“The function f(z) = x? — 3 simultanously tells both how to calculate
the value of the function for a particular value of x and encapsulates the
complete concept of the function for a general value of x.”

Geméf dieser Beschreibung gibt die Notation der Funktion einerseits die Vorschrift
zur Berechnung des Funktionswertes eines bestimmten Wertes fiir x, andererseits
steht sie fiir den Funktionsbegriff als Ganzes. Im zweiten Fall verstehen sie das durch
das Symbol repriasentierte Objekt entweder als Resultat aller moglichen Prozesse,
d.h. als die Gesamtheit der moglichen Resultate 22 — 3 und damit als einen alge-
braischen Ausdruck in der Variable z, oder als Darstellung der Funktion, welche im
Sinne einer Input-Output-Beziehung oder im Sinne einer Handlung aufgefasst wer-
den kann. In Gray/Tall (2001) definieren sie den Begriff ‘procept’ etwas allgemeiner,
indem sie die zugehorigen Objekte nicht auf Resultate der Prozesse beschrédnken.
Allerdings machen sie auch hier deutlich, dass sie mit den Prozessen nicht das ei-
gentliche Verfahren meinen, sondern nur an der Tatsache interessiert sind, dass von
einem Ausgangspunkt zu einem Endpunkt gelangt wird:!7

“A process occurs when one or more procedures (having the same overall
effect) are seen as a whole, without needing to refer to the individual
steps, or even the different procedures. [...| When the symbols act freely
as cues to switch between mental concepts to think about and processes
to carry out operations, they are called procepts.”

Die Idee des Prozepts ist eine wesentliche Erweiterung von Sfards Verdinglichung.
Durch sie geschieht eine Schwerpunktverschiebung weg von der grundsétzlichen Kon-
struierbarkeit neuartiger Objekte auf dem Wege des Verdinglichens hin zu einem
Werkzeug im alltdglichen Umgang mit Mathematik, welches den sténdigen Wechsel
von Prozess und Ergebnis in beiden Richtungen erlaubt.

Auch Dubinsky legt Wert auf die Dualtiit von Prozess und daraus gewonne-
nem abstrakten Objekt: Ein in seinem Sinn verkapselter Prozess kann aus der
Verkapselung zuriickgewonnen werden; dies bezeichnet Dubinsky (1997) als ‘de-
encapsulation’, zu deutsch ‘Entkapselung’.

Ein wesentlicher Unterschied zwischen Dubinskys Verkapselung und Sfards Ver-
dinglichung von Prozessen liegt in der Beziehung des neu konstruierten abstrakten
Objekts zu dem Prozess, aus dem es entsteht. Bei der Verkapselung wird der Prozess
selbst als mathematisches Objekt aufgefasst. Bei der Verdinglichung wird das (hy-
pothetische) Ergebnis des Prozesses zu einem mathematischen Objekt. Das Beispiel
einer Funktion soll den Unterschied im gedanklichen Vollzug und die Ahnlichkeit in
der Wirkung der beiden Abstraktionsstrategien veranschaulichen:

Die Handlung, welche jeder reellen Zahl x ihr Dreifaches 3x zuordnet, wird zu
einem verkapselten Objekt in Form der Funktion

f: R — R
r — 3.z

Diese Darstellung betont die Zuordnung, welche als Gesamtheit der Angaben des
Definitionsbereichs, des Zielbereichs und der Zuordnungsvorschrift ein neues Objekt
bildet. Sie ist eine Verkapselung des Zuordnungsprozesses. Eine Verdinglichung des

17Gray/Tall (2001), S. 67-68. (Hervorhebungen durch die Autoren)
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Zurodnungsprozesses ist das Ergebnis dieser Handlung, ndmlich die Beziehung von
Input und Output. Sie kann dargestellt werden als Menge

{(z,3z) | x € R}.

Diese Menge ist eine alternative Beschreibung der Funktion f. Die Idee, welche
dieser Darstellung zugrunde liegt, ist nicht mehr der Zuordnungsprozess, sondern
besteht aus Beziehungen, in die bestimmte reelle Zahlen zu einander gestellt sind.
Der Funktionsgraph von f kann ebenfalls als Darstellung dieser statischen Bezie-
hungen verstanden werden.

Ein anderes Beispiel, welches Dubinsky/McDonald (2001) erldutern, ist die Ne-
benklassenbildung in einer Gruppe. Sie erkldren, dass es fiir die Gruppe G = 5, fiir
grofle n und die Untergruppe H der acht Bewegungen des Quadrats nur mit Miihe
oder gar nicht moglich ist, die Linksnebenklasse einer Permutation p aus Handlun-
gen zu konstruieren, und dass sie besser als die Menge aller Produkte ph mit h € H
gedacht wird. Sie erkldren weiter:

“Thinking about forming this set is a process conception of coset.”

Die folgende Beschreibung geben Dubinsky/McDonald anschlieBend zur Verkapse-
lung:*®

“An object is constructed from a process when the individual becomes

aware of the process as a totality and realizes that transformations can

act on it.”
Wendet man dies auf den zuvor beschriebenen Prozess an, so wird das neu erschaf-
fene Objekt als Gesamtprozess verstanden, durch welchen die einzelnen Produkte
ph fiir alle h € H gebildet und in einer Menge zusammengefasst werden. Eine Ver-
dinglichung dieses Prozesses ist schlicht sein Ergebnis, ndmlich die Menge

{ph | h € H}.

Auch in diesem Beispiel sind Verkapselung und Verdinglichung sehr unterschiedliche
mentale Representationen desselben mathematischen Objekts.

Von verschiedenen Autoren werden die beiden Beschreibungen fiir die Gewin-
nung eines neuen Objekts aus einen Prozess als austauschbar oder nahe verwandt
angesehen.'® Obwohl ihre Verwendbarkeit zur mentalen Verarbeitung von mathe-
matischen Konzepten oftmals gleichermaflen geeignet ist und der Unterschied man-
chen nur als sprachliche Feinheit erscheinen mag, sollen sie hier dennoch als zwei
Konzepte behandelt werden. Ahnliche Unterscheidungen macht die deutsche Spra-
che zwischen verschiedenen Substantiven, welche von einem Verb abgeleitet werden:
Bei einigen Verben gibt es mehrere Substantivformen, von denen manche eine Ver-
kapselung und manche eine Verdinglichung eines Prozesses bezeichnen: Das Verb

18Dubinsky/McDonald (2001), S. 276.

YGray/Tall (1994) fassen beide Konzepte unter die von Piaget verwendete Bezeichnung ‘en-
capsulation’; Linchevski/Sfard (1994) bezeichnen beide Konzepte als dhnlich. Artigue (2001) weist
ebenfalls auf grofe Ahnlichkeit der beiden Theorien hin, wobei sie jedoch unterschiedliche Schwer-
punkte sieht.
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‘bauen’ bezeichnet eine Handlung oder einen Prozess. Seine Substantivierung ‘das
Bauen’ bezeichnet diesen Prozess und wird sprachlich als Substantiv, also im Sinne
eines Objekts, verwendet. Es verkapselt somit den Prozess ‘bauen’ zu einem Ob-
jekt. Ebenso bezieht sich das Substantiv ‘die Bauweise” auf den Bauprozess, wobei
es einen bestimmten Aspekt dieses Prozesses hervorhebt. Das ebenfalls von ‘bauen’
abgeleitete Substantiv ‘das Gebédude’ hingegen unterscheidet sich mafigeblich von
‘dem Bauen’. Es bezeichnet das Resultat eines Bauprozesses und ist somit eine Ver-
dinglichung. Das Substantiv ‘der Bau’ schliellich kann je nach Zusammenhang fiir
den Bauprozess oder auch fiir das Bauergebnis verwendet werden.

Zur Beschreibung von mentalen Vorgédngen beim Erfassen abstrakter mathe-
matischer Konzepte sind individuelle Strategien zu beriicksichtigen. Insbesondere
im Blick auf personliche Priferenzen fiir funktionales oder pridikatives Denken er-
scheint es wichtig, zwischen den beiden Abstraktionsformen der Verkapselung und
der Verdinglichung zu differenzieren. Denn bei der Verkapselung steht der Prozess
im Mittelpunkt der Vorstellung; er wird in eine Form gefasst, die das Nachden-
ken iiber den Prozess erleichtert. Bei der Verdinglichung hingegen wird der Prozess
nur als Zwischenschritt oder Hilfsmittel beriicksichtigt, dann jedoch weitgehend in
den Hintergrund gestellt und durch eine Beziehung oder ein Objekt von statischem
Charakter ersetzt. Sie kommt somit dem pradikativen Denken entgegen, wihrend
die Verkapselung dem Interesse funktionalen Denkens zu entsprechen scheint.

Im Hinblick auf diese beiden Denkstile soll hier noch eine weitere Form von
reflektiver Abstraktion angesprochen werden, ndmlich die Strategie des Zusammen-
fassens mehrerer bereits bekannter Objekten zu einem neuen Gesamtobjekt, das
iiber eine Funktion der Bezeichnung oder Ordnung der Objekte hinaus zu einem ei-
genstdndigen mathematischen Objekt wird. Die mentale Konstruktion dieses neuen
Ojekts soll ‘Vereinigung’ genannt werden. Diese Bezeichnung soll eine solche Zu-
sammenfassung auch dann erhalten, wenn das Gesamtobjekt mit einem mentalen
Zwischenschritt des Verkapselns oder Verdinglichens gewonnen wird, solange das
Ergebnis dann losgelost von dem Prozess gedacht wird. Ein Beispiel fiir die Verwen-
dung einer solchen Strategie ist die Konstruktion von Mengen von Nebenklassen:
Fiir Menschen mit einer Préaferenz fiir funktionales Denken ist moglicherweise die
Darstellung von Dubinsky zur mentalen Verarbeitung der Nebenklassenbildung pas-
send, da sie den Prozesscharakter betont. Fiir pradikatives Denken halte ich jedoch
ein anderes Vorgehen fiir naheliegender: Fiir das Gruppenelement p € S,, wird bzgl.
der Untergruppe H die Linksnebenklasse gebildet, indem in einem ersten Schritt die
gedachten Multiplikationen p - h fiir alle h € H zu den Produkten ph verdinglicht
werden. AnschlieBend werden diese Produkte zu einem Gesamtobjekt, ndmlich die
Menge dieser Produkte, zusammengefasst. Dies kénnte man auch als Verdinglichung
des Prozesses des Zusammenfassens beschreiben, aber mir scheint, dass dieser Pro-
zess keine Rolle im gedanklichen Vollzug der Konstruktion spielt. Das endgiiltige
Ergebnis dieser Abstraktion scheint mir in jedem Fall, also auch wenn zunéchst das
Zusammenfassen verkapselt wird, gedanklich von diesem Prozess losgelost zu sein.
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1.2.2 Formale Darstellungen

Freudenthal (1977)%° bezeichnet das Formalisieren als ein Charakteristikum der mo-
dernen Mathematik: Mathematisches Arbeiten beinhaltet wesentlich das ‘Mathe-
matisieren’, welches auf der untersten Stufe einen Wirklichkeitsbereich zum Gegen-
stand hat. Auf hoheren Stufen ordnet der Mathematiker mathematische Objekte
und Tétigkeiten. Dies geschieht zunéchst lokal und schlieflich auf der hochsten Stufe
global, wo durch Axiomatisieren ein grofler Wissensbestand mit exakten Ausdrucks-
mitteln geordnet dargestellt wird. Beim Axiomatisieren spielt formale Sprache in
verschiedener Hinsicht eine zentrale Rolle:

1. begrifflich:
Durch das Ordnen nicht nur eines mathematischen Gegenstandsbereichs son-
dern auch der mathematischen Tétigkeiten des Ordnens dieses Bereichs wer-
den auf immer hoheren Abstraktionsebenen mathematische Begriffe gebildet.
Zur Definition von abstrakten Begriffen werden Eigenschaften anstelle von ge-
genstandlichen Anschauungen deklariert. Diese Beschreibungsform erlaubt die

gleichzeitige Betrachtung verschiedener Gegenstandsbereiche in der Mathema-
tik.2!

2. logisch:
Aus den Eigenschaften, iiber die Begriffe definiert sind, werden iiber logische
Schlussfolgerungen weitere Eigenschaften abgeleitet. Auf diese Weise erhélt
die mathematische Theorie einen deduktiven Aufbau mit iiberpriifbaren, gesi-
cherten Ergebnissen.

3. operativ:
Mit den durch formale Zeichen reprisentierten mathematischen Gegenstéinden
kann nach formalen Regeln operiert werden. Dies ermdoglicht einen schemati-
schen, deutungsfreien Umgang mit ihnen. Dies kann z.B. zur Entwicklung von
Rechenalgorithmen fiihren.??

Dorier (2000) spricht iiber den Zweck der Axiomatisierung der linearen Alge-
bra. Er definiert den Begriff ‘Formalisierung’ nicht, gibt aber ein Beispiel fiir seine
Verwendung: Er fiihrt aus, dass Formalisierung ein zentrales Wesensmerkmal der
modernen linearen Algebra ist, welches Voraussetzung dafiir ist, dass die lineare Al-
gebra Strukturen aus zahlreichen mathematischen Wurzeln und Anwendungsgebie-
ten in einer einzigen Darstellung zu erfassen und dariiber hinaus zu verallgemeinern
vermag. Die Bezeichnung ‘Formalisierung’ beinhaltet hier zunéchst den Aspekt for-
maler Darstellung von mathematischen Sachverhalten, wie sie z.B. in einer axioma-
tischen Definition des Vektorraums gegeben ist, und dem Aspekt formaler Manipu-
lierbarkeit solcher Darstellungen. Er spricht damit nur das Ergebnis des begrifflichen

20ygl. S. 35-51.

21Freudenthal (1977, S. 40f.) nennt die mathematische Gruppe als ein Beispiel: Sie fasst unter
einen Begriff, was zunéchst isoliert betrachtet wurde, wie Gruppen von geometrischen Abbildungen
einerseits und die Permutationsgruppen andererseits.

22Freudenthal (1977, S. 48.) erklirt, dass die Erfindung von Algorithmen und Fortentwicklungen
von Begriffen sich in der Mathematik gegenseitig anregen und fordern: Die Mechanisierung der
Rechenverfahren schafft Grundlagen, auf die hohere Abstraktionsschritte aufgebaut werden kénnen,
und die Bildung von Begriffen auf hoheren Abstraktionsniveaus gibt Anstosse fiir die Schopfung
von neuen Algorithmen.
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Merkmals als Voraussetzung fiir das operative Merkmal einer Axiomatisierung an.
Implizit geht er in seiner Verwendung des Begriffs ‘Formalisierung’ jedoch iiber diese
duBeren Merkmale hinaus. So erklirt er z.B.:%

“The question of using or not using an axiomatic approach was linked
with the organisation of knowledge, not with the efficiency in problem
solving. [...] To think of a function as a single object, and not as an infinite
collection of values, is a profound change [...]. The axiomatic approach
imposed itself as the best way to unify the whole set of linear problems
in a formal setting.”

Mit diesem Ausschnitt driickt Dorier eine Uberzeugung aus, dass es in der Forma-
lisierung der Darstellung von linearen Problemen nicht um das Vereinfachen oder
Schematisieren von Rechenverfahren, also das rein formale Manipulieren von Zei-
chen, sondern um das Ordnen von Wissen ging. Zu diesem Ordnen gehoren auch
die strukturgebenden Begriffe der Theorie und abstrakte mathematische Konzepte
wie die Idee, dass die einzelnen Bestandteile, die zu einer Abbildung oder dem Ver-
fahren des Abbildens gehoren, eine Einheit bilden, welche als eigenstédndiges Objekt
gedacht wird.

Dorier/Sierpinska (2001) beschreiben den Effekt der axiomatischen Definition
eines Vektorraums als eines Systems rein formaler Zeichen. Sie sagen dazu:?*

“This approach marked a new level in abstraction, the concept of vector
space being an abstraction from the domain of already abstract objects
like geometrical vectors [...]. It represents a shift of perspective, which in-
duces a sophisticated change of level in mental operations. Indeed one can
distinguish two stages in the construction of a unifying and generalizing
concept (which correspond to two mental processes in learning):

e recognition of similarities between objects, tools and methods
brings the unifying and generalising concept into being;

e marking the unifying and generalising concept explicit as an ob-
ject induces a reorganisation of old competencies and elements of
knowledge.”

Sie sehen die Entstehung des neuen Begriffs ‘Vektorraum’ durch die Beobachtung
von Gemeinsamkeiten verschiedener Phénomene, der die formale Darstellung des
Konzepts erst folgt. Dies entspricht Freudenthals Vorgehen beim Ordnen, welches
dem Formalisieren vorausgeht. Die Auswirkung der Darstellung ist, dass das Kon-
zept den Rang eines eigensténdigen Objekts erhélt und eine neue Perspektive auf
alte Erkenntnisse eroffnet.

Hefendehl-Hebeker (2003) nennt als Wesensmerkmale der Formalisierung, dass
sie Wissen prézisiert und kommunizierbar macht und in besonderer Weise zur Bil-
dung neuen Wissens beitrdagt, indem zum Einen eine formale Darstellung regel-
geméafe Manipulationen auf rein formalen, bedeutungsfreien Zeichen zulédsst, zum
Anderen die Formen ihrerseits zu neuen Inhalten oder Objekten werden konnen.

ZDorier (2000), S. 60.
2Dorier/Sierpinska (2001), S. 257.
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Hier werden der begriffliche und der operative Aspekt des Axiomatisierens betont.

Ein wichtiger Bestandteil formalisierter Darstellungen sind Zeichen. Eine Reihe
von Autoren geht der Frage nach, welche Rolle Zeichen und Symbole beim Lernen
und Forschen in der Mathematik spielen. Sie beschéftigen sich mit der Verwendung
von formaler Sprache nicht in dem globalen Sinn des Axiomatisierens, sondern im
Zusammenhang von lokalen Denkprozessen. Wir sehen uns an, wie sie die Ideen
der Begriffsbildung diskutieren, bei der Zeichen entweder mit referentieller Bedeu-
tung oder mit syntaktischer Bedeutung (die aus den Umgangsregeln abgeleitet wird)
verstanden werden:

Harel/Kaput (1991) nennen Verwendungsformen von Symbolen, die nicht als
Variablen sondern als Namen fiir bestimmte abstrakte Objekte auftreten. Sie er-
kldaren, dass mathematische Notation dazu dienen kann, ‘conceptual entities’, also
abstrakte Objekte, mental zu konstruieren, indem eine permanente physische Be-
zeichnung anregt, ein Abstraktum auch mental als Objekt anzusehen. Dazu kann
nicht nur die Tatsache helfen, dass das Ding einen Namen hat, sondern die Notation
unterstiitzt auch die Moglichkeit der Manipulation, welche mental an dem Objekt
auszufiithren ist. Sie gehen anders als Dorier/Sierpinska von der Situation aus, in
der Lehrende Zeichen verwenden, die Lernenden helfen sollen, bereits vorhandene
Ideen zu verinnerlichen, statt von einer Situation, in der selbstentwickelte Ideen mit
Hilfe von Zeichen manifestiert werden. Harel/Kaput nennen zudem die Moglichkeit,
die Bedeutungsvielfalt ganzer Begriffe durch ein einziges mathematisches Symbol
zu reprasentieren. Als Drittes fiithren sie aus, dass durch die Wahl einer bestimm-
ten Notationsform bestimmte Wesensmerkmale oder ganze Strukturen von mathe-
matischen Objekten hervorgehoben werden. Insgesamt betonen sie den Aspekt der
gedanklichen Konstruktion von abstrakten Objekten. Allerdings kommt im letzten
Punkt auch der operative Aspekt zum Tragen, denn die Auswahl eines Symbols aus
verschiedenen Méglichkeiten wird insbesondere auch durch die jeweiligen Absichten
des Operierens gelenkt.

Auch Steinbring (2005)?° beschiftigt sich mit der Funktion von Zeichen beim
Verstehen von mathematischen Begriffen. Er fithrt aus, dass mathematische Begriffe
zumeist Relationen und nicht konkrete Objekte meinen. Diese Beziehungen werden
durch Zeichen représentiert, welche oftmals die mathematischen Strukturen auch
in ihrer dufleren Form aufgreifen.?® Von Lernenden miissen diese Beziehungen nach
Steinbring erschlossen werden, indem sie die Zeichen auf angebotene Deutungskon-
texte beziehen. Steinbring geht grundsétzlich davon aus, dass Zeichen nie losgelost
von Bedeutung gesehen werden, sondern immer auf Referenzkontexte bezogen wer-
den.

Sfard (1991) und Gray/Tall (1994) setzen einen weiteren Akzent in der Ver-
wendung von Zeichen als Hilfsmittel. Er baut auf das Wechselspiel von Zeichen
mit verschiedenen Bedeutungen und mit rein operativem Charakter auf: Sfard und
Gray /Tall beschreiben die Méglichkeit der Interpretationen bestimmter Zeichen so-
wohl als Beschreibung einer Handlung wie als Zeichen fiir das Ergebnis dieser Hand-
lung, und erkliren, wie es zur Konstruktion eines neuen mathematischen Objekts
eingesetzt werden kann. Dieses Konzept ist im Abschnitt iiber Abstraktion ndher

2Vgl. S. 14-32.
26In diesem Fall nennt Steinbring die Zeichen “Symbole”.
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beschrieben.

Sfard (2000) fithrt den Gedanken des rein operativen Umgangs mit Zeichen als
Werkzeuge zur mentalen Konstruktion mathematischer Begriffe weiter. Sie setzt
dabei einen deutlich anderen Schwerpunkt als Steinbring, indem sie von einer Um-
gangsform mit Zeichen ausgeht, die génzlich ohne Beziige zu Referenzkontexten
erfolgt. Sie erldutert, wie ein anfénglich rein syntaktisches Operieren mit (neuen)
mathematischen Zeichen einmiinden kann in die gedankliche Akzeptanz und Ge-
staltung neuer, durch die Zeichen implizierter, abstrakter Objekte. Auf diese Weise
konstruierte Bedeutung wird aus den syntaktischen Regeln und daraus folgende Be-
ziehungen abgeleitet, nicht aus der Einbettung in andere Sinnkontexte.

Dorfler (2003) beschéftigt sich ebenfalls mit mathematischen Denkvorgéngen,
die frei von Referenzkontexten geschehen. Er steht auf dem Standpunkt, dass in der
Mathematikgeschichte zahlreiche Episoden dieser Art zu finden sind. Er sieht diese
Vorgehensweisen eingebettet in die Erfindung von Diagrammen. Das sind Zeichen-
systeme und Operationen, die auf diesen Zeichensystemen vorgenommen werden
konnen, welche die jeweils interessierenden Strukturen eines mathematischen Sach-
verhaltes vollstindig widerspiegeln. Mit diesen Diagrammen sind dann Schlussfol-
gerungen iiber die mathematischen Strukturen allein aufgrund der dort erlaubten
Manipulationen moglich, ohne dass Bezug zu den urspriinglichen Bedeutungen der
Bestandteile genommen werden muss. Die Zeichen werden in dem Fall nicht mit refe-
rentieller Bedeutung verwendet. Letzten Endes konnen dann die Ergebnisse zuriick-
transferiert und im urpriinglichen Kontext gedeutet werden. Das Diagramm kann
aber als Tréager der mathematischen Strukturen auch selber als Objekt angesehen
werden, das zum Mittelpunkt des mathematischen Forschungsinteresses wird.

Dorfler (2003) verwendet Matrizen fiir Beispiele diagrammatischen Denkens auf
unterschiedlichen Niveaus: Matrizen konnen als Diagramme aufgefasst werden, denn
sie tragen mathematische Struktur und erlauben zugehdérige Operationen, die auf
oder mit ihnen durchgefiihrt werden. Auf der ersten Ebene diagrammatischen Schlie-
Bens kénnen die Wirkungen etwa von der Multiplikation zweier Matrizen auf die-
se Diagramme beobachtet werden. Auf einer hoheren Ebene kénnen anstelle der
rechteckigen Zahlenschemata Namen fiir die Matrizen eingesetzt werden und aus
ihnen neue Diagramme, wie z.B. die Formel des Distributivgesetzes, erstellt werden.
Moglichkeiten diagrammatischen Schliefens auf dieser Ebene veranschaulicht Dorf-
ler mit dem Satz von Cayley-Hamilton, der aussagt, dass eine Matrix Nullstelle ihres
charakteristischen Polynoms ist. Er fiihrt diesen Beweis durch Anwendung formaler
Eigenschaften von Matrizen ohne auf dahinterstehende Bedeutungen zuriickzugrei-
fen.

In der Geschichte der linearen Algebra finden wir auch im Umgang mit Deter-
minanten von Matrizen ein Beispiel fiir den Einsatz diagrammatischen Denkens in
der mathematischen Forschung: Schon frith wurden Determinanten von 2 x 2- oder
3 x 3-Matrizen als ein bestimmter Rechenausdruck eingefiihrt, der bei der Frage
der Losbarkeit von Gleichungssystemen eine Rolle spielte. Cramer gab 1750 eine
allgemeine Regel zur Bildung solcher Rechenausdriicke fiir n x n-Matrizen an.?” Ei-
ne anschauliche Deutung der Determinante gelingt fiir die Dimensionen 2 und 3,
ndmlich die Deutung als Flidchen- bzw. Volumeninhalt des von den Zeilenvektoren

2TVgl. Brieskorn (1983), S. 598f.
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aufgespannten Parallelogramms bzw. Spats. Ein anderes Beispiel fiir die Verwendung
der Determinante in rein formaler Weise ohne Zusammenhang zu einer inhaltlichen
Bedeutung ist der Beweis des Determinantenmultiplikationssatzes, der Cauchy iiber
formale Manipulation der Terme gelang, ohne dass er die Matrizenmultiplikation als
Komposition linearer Transformationen interpretierte.?

Die folgende Tabelle gibt nochmals einen kurzen Uberblick iiber die Rollen, in
der Zeichen(systeme) gesehen werden:

Autor(in) Zeichen als

Harel/Kaput - Referent fiir einen mathematischen Begriff oder Begriffsaspekt
- Name fiir ein abstraktes mathematisches Objekt

Steinbring - Referent fiir einen mathematischen Begriff
(Die Vorstellung von dem Begriff
ist evtl. eingebettet in einen Referenzkontext)

Gray/Tall - Hilfsmittel fiir Sichtwechsel
(Eine Zeichenkette stellt ein Objekt und ein Verfahren dar)

Sfard (2000) - eigenes Objekt, das zu einem
- Zeichen als Referent fiir ein abstraktes Objekt wird

Dorfler - mathematische Struktur
(dazu Zeichensystem mit zugehérigen Operationen notig)

Abgrenzung der Begriffe Abstraktion und Formalisierung

In dieser Arbeit sollen die Begriffe ‘Abstraktion” und ‘Formalisierung’ folgenderma-
Ben unterschieden werden:

Mit ‘Formalisierung’” wird die Darstellung von Objekten, Regeln und Zusam-
menhéngen in der Mathematik in wohldefinierter, d.h. eindeutig festgelegter und wi-
derspruchsfreier formaler Zeichensprache bezeichnet, welche von spezifischen, iiber
diese Darstellung hinaus gehenden Bedeutungen der Zeichen absehen kann, und
Schlussfolgerungen rein innerhalb dieser Zeichendarstellung ermoglicht. Unter ‘Ab-
straktion’ wird das Ergebnis eines kognitiven Vorgangs verstanden, der neue mentale
Objekte und Handlungen konstruiert. Im Gegensatz zur Formalisierung betont das
Abstrahieren also die kognitiven Vorgéange gegeniiber dufleren Handlungen und Re-
préasentationen und spricht damit auch die vielschichtige Bedeutungshaltigkeit von
Begriffen und Symbolen an.

Im Prozess mathematischen Forschens dient das exakte Représentieren von Ideen
unter anderem dazu, diese Ideen zu prézisieren und kommunizierbar zu machen. Oft-
mals werden dazu die zu beschreibenden Objekte oder Strukturen von einem neuen
Standpunkt aus betrachtet und auf einer hoheren Abstraktionsebene rekonstruiert.
Durch die formale Darstellung dieser Ideen werden sie greifbar in dem Sinn, dass sie
zu Objekten werden, die ihrerseits mathematischen Handlungen und Uberlegungen

28Vgl. Scholz (1990), S. 351.



22 KAPITEL 1. THEORIE ZUM MATHEMATIKLERNEN

unterworfen werden kénnen. Insofern sind Abstraktion und Formalisierung eng mit
einander verwoben und konnen sich gegenseitig befruchten. Die Begriffe sollen hier
unterschieden werden, weil ein abstraktes mentales Objekt frei von formalen Sym-
bolen gedacht werden kann. Zugleich kann eine formale Darstellung auch frei von
Bedeutung verwendet und manipuliert werden. Bei Lernenden, die nicht den For-
schungsprozess durchlaufen, sondern sich mit fertiger formaler Zeichensprache aus
einander setzen, kommt dies vielfach in unfruchtbarer Weise vor.



Kapitel 2

Eine Epistemologische Analyse

2.1 Wesensmerkmale der linearen Algebra

2.1.1 Historische Entwicklung

Erst im ersten Drittel des 20. Jahrhunderts wurde die lineare Algebra ein eigensténdi-
ges Teilgebiet innerhalb der Mathematik. Sie hat Wurzeln in vielen sehr unterschied-
lichen Forschungsfragen schon aus der Antike, insbesondere aber aus dem 19. Jahr-
hundert, und wurde entsprechend mit sehr unterschiedlichen Methoden entwickelt.
Die Gemeinsamkeiten der verschiedenen Wurzeln bestanden in Linearitédtseigen-
schaften der betrachteten Objekte. Obwohl bereits 1888 von Peano eine axioma-
tische Definition des Vektorraums und der linearen Abbildungen gegeben wurde!,
welche die einzelnen Zweige unter ein gemeinsames Dach zusammenfassen konnte,
vergingen noch einige Jahrzehnte, bis die lineare Algebra als eine Theorie fiir sich
betrachtet und behandelt wurde.

Die lineare Algebra ist ihrem Wesen nach eine Strukturtheorie. Sie erfasst Eigen-
schaften, die verschiedenen mathematischen Phanomenbereichen gemeinsam sind, in
abstrakter, formaler Form, und stellt sie {ibersichtlich und verbindend dar.

Die Gegenstédnde der linearen Algebra sind Mengen mit linearen Strukturen, die
als Vektorrdume bezeichnet werden, und Abbildungen, welche lineare Strukturen
erhalten. Je nach Fokus steht das eine oder das andere im Vordergrund und beide
Schwerpunkte sind bereits in den historischen Anfingen verankert. In beiden Féllen
ist das Ziel, die Gegenstédnde zu strukturieren und zu klassifizieren. Die linearen
R&ume werden hinsichtlich ihrer linearen Strukturen mit Hilfe von strukturerhalten-
den Abbildungen geordnet, die linearen Abbildungen werden hinsichtlich der Fragen
untersucht, welche Strukturen Mengen von linearen Abbildungen besitzen, wie man
lineare Abbildungen, die dhnliche Wirkungen haben, mit Hilfe von Algorithmen in
einander iiberfithren kann, und welche Substrukturen von Vektorrdumen von linea-
ren Abbildungen verédndert bzw. invariant gelassen werden.

Das Wort ‘linear’ kommt vom lateinischen ‘linea recta’, welches mit ‘gerade Li-
nie’ iibersetzt wird. Der mathematische Begriff ‘lineare Gleichung’ bezeichnet eine

Peano axiomatisierte mit dieser Definition die ‘Ausdehnungslehre’ von Grassmann, welche
dieser bereits 1844 und in einer iiberarbeiteten Fassung nochmals 1862 verdffentlichte. Vgl.
Scholz (1990).

23
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Gleichung, in der die Unbekannten nur in ihrer ersten Potenz auftreten und nicht
mit einander multipliziert werden. Die Losungen einer solchen Gleichung in zwei
Unbekannten bilden - als Koordinaten von Punkten der euklidischen Ebene verstan-
den - eine Gerade, bei drei Unbekannten bilden sie eine Ebene im Raum, d.h. ein
Objekt, welches in jeder Richtung seiner Ausdehnung geradlinig verlauft.

Weitere geradlinige Phéanomene in der Geometrie sind Bewegungen entlang ge-
rader Linien, wie zentrische Streckungen, Parallelverschiebungen und Achsenspiege-
lungen. Letztere erzeugen alle Kongruenzabbildungen der Ebene durch Hinterein-
anderschaltung. Dariiber hinaus gibt es weitere Abbildungen, welche jede gerade
Linie wieder auf eine gerade Linie abbilden. Eine einfache Darstellung einer sol-
chen Abbildung mit Hilfe von algebraischen Termen, welche den Koordinaten eines
Punktes die Koordinaten seines Bildpunktes zuordnen, ist durch eine Matrix gege-
ben, wie sie auch in einem System von linearen Gleichungen vorkommt: Das lineare
Gleichungssystem

1171 + a12%2 + a13r3 = by
2171 + Q22%9 + A23T3 = bo

A:<CL11 12 a13> undb:(bl)
a1 G2 Q423 by

bestimmt die Punkte

oder Az =b

einer Geraden im Raum. Zugleich ist

f: R® — R?
r —— Ax

eine geradenerhaltende Abbildung. Lasst man die dritte Spalte der Matrix weg, so
erhiilt man eine lineares Gleichungssystem und eine zugehorige Abbildung vom R?
in den R2. Diese kann - je nach Nebenbedingungen - eine zentrische Streckung oder
eine Achsenspiegelung beschreiben.

Die genannten linearen Strukturen - Punkte auf einer Geraden, Bewegungen
entlang gerader Linien, geradenerhaltende Abbildungen einer Ebene in sich - sind
abgeschlossen gegeniiber bestimmten Operationen, die wir als Vektoraddition und
als skalare Multiplikation bezeichnen: Addiert man zu den Koordinaten eines belie-
bigen Punktes auf einer gegebenen Geraden bestimmte, die Gerade charakterisieren-
de Koordinaten, so erhdlt man wiederum die Koordinaten eines Punktes derselben
Geraden. Einfacher stellt sich diese Beschreibung bei Geraden dar, die durch den
Ursprung des Koordinatensystems verlaufen: Die koordinatenweise Addition zweier
beliebiger Punkte der Geraden liefert einen Punkt dieser Geraden, ebenso die Ver-
vielfachung der Koordinaten eines Punktes mit derselben Zahl. Fiir die Lésungen des
linearen Gleichungssystems, das eine Gerade darstellt, gilt natiirlich Entsprechen-
des. Der einfache Fall einer Ursprungsgeraden entspricht dabei einem homogenen
Gleichungssytem. Fiir die oben genannten Abbildungen gilt, dass sie diese linearen
Eigenschaften respektieren, sofern sie die Null auf sich selbst abbilden: sie bilden
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die Summe zweier Punkte auf einer Ursprungsgeraden auf die Summe ihrer Bilder
ab und damit auf die Gerade, die durch die beiden Bilder festgelegt wird, und sie
bilden das Vielfache eines Punktes auf das Vielfache seines Bildes ab.

Nun stellt man fest, dass alle Abbildungen eines euklidischen Raums in sich, die
diesen beiden Bedingungen geniigen, eine Menge L bilden, welche wiederum selbst
‘lineare’ Strukturen besitzt: Wir definieren die Addition und die skalare Multiplika-
tion auf dieser Menge von Abbildungen argumentweise als (f + ¢)(v) := f(v) + g(v)
und (Af)(v) := A(f(v)) fiir alle Abbildungen f, g € L und alle Skalare A € R. Dann
sind alle Bilder dieser Verkniipfungen wieder Elemente von L.

In einem homogenen linearen Gleichungssystem finden wir diese ‘linearen’” Struk-
turen aber noch an anderer Stelle wieder: Die Summe von zwei Gleichungen und das
skalare Vielfache einer Gleichung kann eine dieser Gleichungen in dem System er-
setzen, ohne dass dabei die Losungsmenge verdndert wird. Dorier (2000) fiithrt aus,
dass Euler zwar die Beziehungen von Gleichungen beschrieben hat, von denen eine
‘in den anderen enthalten’ ist, dass er die Analogie zu linear abhéingigen Losungen
jedoch nicht erwdhnt. Damit weist Dorier nach, dass die Dualitdt der Problemstel-
lungen und Strukturen der Losungsmenge und der Menge der Gleichungen eines
linearen Gleichungssystems keineswegs trivial ist.

Die beschriebenen Eigenschaften finden sich bei vielen mathematischen Objek-
ten wieder und werden als lineare Strukturen bezeichnet. Eine formale Definition,
die von der geometrischen Anschauung abstrahiert, ist die iibliche Definition eines
Vektorraums:?

“Sei K ein Korper. Eine Menge V' zusammen mit einer inneren Ver-
kniipfung + : V x V. — V| (v,w) — v+w, (‘Addition’ genannt) und
einer dufleren Verkniipfung - : K x V. — V| (A\,v) — X - v, (‘Multi-
plikation mit Skalaren’ oder ‘skalare Multiplikation’ genannt) heifit K-
Vektorraum, wenn folgendes gilt:
V1V zusammen mit der Addition ist eine abelsche Gruppe.|...]
V2 Die Multiplikation mit Skalaren muss in folgender Weise mit den an-
deren Verkniipfungen vertréglich sein:
(A+p)v=Xvtp-v, A (vFw) = X-v+Xw, X (p-v) = (Ap) v, 1o =0,
fiir alle A\, p € K und v,w € V.7
Lineare Abbildungen sind Funktionen auf Vektorrdumen, die die Vektorraumstruk-
tur invariant lassen. Eine priizise Definition lautet:?

“Eine Abbildung F' : V. — W zwischen K-Vektorrdumen V' und
W heifit ‘linear’ (genauer ‘K-linear’ oder ‘Homomorphismus von K-
Vektorrdumen’), wenn

Ll Flv4+w) = F(v) + F(w),

L2 F(Av) = AF(v)

fiir alle v,w € V und alle A € K.”

Mengen mit Vektorraumstrukturen, die ohne direkten Bezug zu geraden Linien
im geometrischen Anschauungsraum stehen, sind z.B. Polynomringe oder die Menge

2G.Fischer (2002), S.76 (mit kleiner Auslassung).
3G.Fischer (2002), S. 109.
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der stetigen Funktionen auf dem Einheitsintervall. Mit Hilfe der Strukturtheorie las-
sen sich Erkenntnisse iiber den geometrischen Raum auf diese anderen Vektorrdaume
iibertragen.*

Einen Themenbereich der linearen Algebra, der auch unter dem Namen der ana-
lytischen Geometrie behandelt wird, bilden die quadratischen Formen. Eine quadra-
tische Form ist eine Abbildung der Ebene oder eines hoherdimensionalen Raums in
den Grundkorper, deren Bilder in folgender Weise als algebraische Terme geschrie-
ben werden kénnen:

R"™ — R
X1 n
— ) Gy ]
- ij=1
wobei alle a;; reelle Zahlen sind. Sowohl die Form der Darstellung (vom Grad zwei)
als auch die damit beschriebenen geometrischen Konfigurationen (Kurven statt ge-
rader Linien) widersprechen vordergriindig dem Linearitatsgedanken.

Kegelschnitte und andere ebene oder rdumliche Kurven wurden bereits in der
griechischen Antike untersucht.® Sie sind Teil der klassischen euklidischen Geometrie,
die auch in den vergangenen Jahrhunderten grofie Beachtung der Mathematiker fan-
den, lange bevor die Strukturtheorie der linearen Algebra ein zusammenhéngendes
Konzept war. Bei dem Versuch, eine moglichst einfache Darstellung fiir Kegelschnit-
te zu finden, bzw. eine Darstellung eines Kegelschnitts in eine andere zu iiberfiihren,

3
entdeckte Euler bereits 1748, dass man jede quadratische Form T'(x) = > Az,
i.j

mit Hilfe einer orthogonalen Substitution in Diagonalform bringen kann.® Diese
Verdnderung der Darstellung nennt man heute ‘Hauptachsentransformation’. Die
orthogonale Substitution, die Euler verwendete, ist eine lineare Substitution, die
noch zuséatzliche Figenschaften erfiillt. Fuler klassifizierte die ebenen Kurven und
die Flidchen nach dem Grad der sie definierenden algebraischen Gleichungen, wel-
cher unter Anwendung von Koordinatentransformationen wegen der Linearitédt die-
ser Transformationen invariant ist.” Dorier (2000) erklirt, dass die Algebraisierung
der Geometrie zur Klassifizierung von Kurven Anlass war, sich in besonderer Weise
mit Linearitdt zu beschéftigen, da sie an den Auswirkungen von Koordinatenwech-
seln interessiert war. Zwar sind die geometrischen Figuren, die die quadratischen
Formen beschreiben, nicht linear, aber die Hilfsmittel, die angewendet werden, um
sie zu klassifizieren, erweisen sich als lineare Abbildungen.

Den Zusammenhang zwischen linearer Algebra und quadratischen Formen stellt

1Eine Eigenschaft des geometrischen Raums, nimlich dass er mit endlich vielen Elementen
erzeugt werden kann, schrinkt allerdings die unmittelbare Ubertragung von Erkenntnissen auf
Funktionenrdume erheblich ein. Viele Sétze, die in endlichdimensionalen Vektorrdumen iiber die
Konstruktion von geeigneten Basen bewiesen werden konnen, miissen fiir Funktionenrdume et-
was verdndert werden, indem sie mit besonderen topologischen Voraussetzungen versehen werden.
Die Beweise miissen dann mit ganz anderen Methoden neu gefithrt werden. Ein Beispiel ist die
Behandlung von linearen Differentialgleichungen, welche Methoden zur Losung von linearen Glei-
chungssystemen aus der linearn Algebra verwenden. (Vgl. Brieskorn 1983, S. 227-232).

®Brieskorn (1983), S. 103, 107.

6Vgl. Brieskorn (1985), S. 273.

"Bourbaki (1971), S. 76.
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Felix Klein® in seinem Erlanger Programm auf etwas andere Weise her: Beginnend
mit einer Menge, die eine bestimmte Struktur besitzt, und einer Gruppe von ‘Bewe-
gungen’ auf diesem Raum, wird untersucht, welche Objekte oder Eigenschaften von
Objekten unter Anwendung dieser Bewegungen invariant bleiben. Nun interessieren
Mathematiker sich von Alters her nicht nur fiir die Strukturen, die heute unter den
Begriff des Vektorraums gefasst werden, sondern fiir Strukturen, die der ‘Euklidische
Raum’ besitzt. Dazu gehoren neben den Vektorraumstrukturen Langen, Absténde
und Winkelmafle. Hier flieBen nun quadratische Formen mit in die Grundstruktur
ein, denn Abstdnde werden nach dem Satz von Pythagoras bei einem rechtwinkli-
gen Koordinatensystem mit Hilfe von Quadraten berechnet. Die Verallgemeinerung
dieses Prinzips der Langenberechnung fiihrt in der algebraischen Darstellung zum
Skalarprodukt, das mit Hilfe der Kosinusfunktion auch eine allgemeine Rechenan-
weisung zur Ermittlung von Winkeln liefert. Damit eignet es sich fiir abstrakte
Definitionen von Abstéinden und Winkeln, welche fiir ihre eindeutige Bedeutungszu-
weisung nicht der geometrischen Anschauung bediirfen. Die Frage, welche linearen
Abbildungen Winkel invariant lassen, fiihrt zu den orthogonalen Transformationen.
Sie bilden Kegelschnitte in einer Weise ab, die nur deren Lage, nicht aber deren
Form oder Grofle verdndert. Das Skalarprodukt, dem entscheidende Bedeutung bei
der Definition des Abstands- und des Winkelbegriffs zukommt, ist eine quadratische
Form. FEine Verallgemeinerung des Begriffs des Euklidischen Raums geschieht da-
durch, dass man eine auf einem Vektorraum gegebene quadratische Form zugrunde
legt und durch sie eine Norm, i.e. einen Léangenbegriff, definiert, aus dem wiederum
Abstand und Winkelmafl abgeleitet werden.

Andere Forschungsfragen, iiber die man im 18. und 19. Jahrhundert auf lineare
Strukturen stief3, fithrten zu linearen Differentialgleichungssystemen, etwa bei Eu-
ler in der Untersuchung der Planetenbahnen.” In der Theorie der Differential- und
Integralgleichungen treten vor allem unendlich dimensionale lineare Rdume auf. Die-
se waren abstrakt, weil fiir sie keine unmittelbare geometrische Veranschaulichung
gefunden wurde. So wurde die Funktionalanalysis zu Beginn des 20. Jahrhunderts
Motor fiir die Durchsetzung des axiomatischen Zugangs zu Vektorriumen.!'”

Eine andere historische Wurzel der linearen Algebra war die Betrachtung von der
Wirksamkeit von Kréften, die in verschiedenen Richtungen auf einen Gegenstand
ausgeiibt werden. Die Parallelogrammregel wurde bereits von Newton formuliert.
Gaufy’ Beschreibung der komplexen Zahlen mit Hilfe von gerichteten Strecken in der
Ebene, fiir die er eine passende Addition und Multiplikation definierte, gab nicht
nur eine anschauliche Darstellung der komplexen Zahlen, deren ‘Existenz’ bis dahin
noch immer umstritten war, sondern sie half auch bei der Fortentwicklung einer
Vektorraumvorstellung, die durch die Darstellung von Kréften mittels gerichteten
Strecken angestoflen wurde.

Ebenfalls entscheidend fiir den Ausbau der linearen Algebra zu einer Struktur-
theorie sind die Begriffe der Gruppe und des Korpers,'! deren Entdeckung paral-
lel und in Wechselwirkung mit der Entwicklung der linearen Algebra geschah: Der
Korper als Grundmenge, in der die Skalare des Vektorraums liegen, wurde erst axio-

8Siehe Nachdruck Klein (1973), S. 462-464.
9Vgl. Scholz (1990), S. 354.

19G. Wittmann (2003), S. 43fF.

UBourbaki (1971), S. 74.
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matisch beschrieben, nachdem seine durch die Rechenregeln in den vier Grundre-
chenarten manifestierten Strukturen lange Zeit genutzt worden waren. Die Gruppe
spielt nicht nur als Unterstruktur eines Kérpers eine Rolle, sondern bildet die Struk-
tur vieler Abbildungsmengen, insbesondere der Bewegungsgruppe O(n), die aus den
orthogonalen Abbildungen besteht, und grole Bedeutung in der Untersuchung von
linearen Strukturen des geometrischen Raums und von quadratischen Formen hat-
te.!? Zwar spricht schon Galois von der ‘Gruppe’ aller Permutationen der Wurzeln
einer algebraischen Gleichung, definiert den Begriff ‘Gruppe’ aber nicht prézise. Eine
axiomatische Definition der ‘Gruppe’, die neben der abgeschlossenen Verkniipfung
auch die Existenz von Inversen voraussetzte, wurde erst in den 1890er Jahren vorge-
nommen.'® Das war Jahrzehnte nach der ausfiihrlichen Darstellung der Bewegungs-
gruppe mit ihren Wirkungen als Transformationen von Koordinaten geometrischer
Figuren und anderer Spezialfille von Gruppen.

Diese verschiedenen historischen Urspriinge der linearen Algebra zeigen ein brei-
tes Spektrum von Phédnomenen auf, welche in die Strukturtheorie eingeflossen sind.
Insbesondere wird deutlich, dass sowohl Mengen mit linearen Strukturen als auch
Abbildungen, welche lineare Strukturen invariant lassen, im Mittelpunkt des Inter-
esses standen: Z.B. kann ein lineares Gleichungssystem als Matrizengleichung ver-
standen werden, und Matrizen wurden lange Zeit ohne Bezugnahme zu Vektorraum-
strukturen behandelt: so fand Jordan 1870 die Jordan-Normalform ohne auf Vekto-
ren einzugehen.'* Zwei Beispiele der heutigen abstrakten Vorstellung von Gruppen
waren Permutationen von Wurzeln algebraischer Gleichungen, die als Matrizen dar-
gestellt wurden, und Bewegungsgruppen, also ebenfalls Abbildungen. Geraden und
Ebenen, Korper und die Gauflsche Zahlenebene waren hingegen von Anfang an sta-
tische Strukturen.

Eine ganz andere Seite der linearen Algebra, die jedoch sowohl zu ihren Anfingen
gehort, als auch mit ihrer Fortentwicklung bis heute untrennbar verbunden ist, ist
das Anliegen, konkrete Rechnungen, etwa das Losen eines linearen Gleichungssy-
stems, auszufithren, bzw. Rechentechniken zu optimieren und zu verallgemeinern.'®
Dieses Anliegen gab hiiufig den Anstof fiir strukturelle Entdeckungen.'® Mit den
Moglichkeiten, die Computer heute bieten, wird die Aufgabe der Theoriebildung
nicht obsolet, sondern verschiebt sich hin zur Organisation von immer komplexer
werdenden Rechnungen.'”

2.1.2 Die Rolle der linearen Algebra in der Mathematik

Nicht nur die historischen Wurzeln der linearen Algebra sind sehr breit gestreut,
auch ihr Einfluss auf die mathematische Forschung heute ist bedeutend. Strukturen,
welche die lineare Algebra beschreibt, begegnet man in beinahe allen mathema-
tischen Disziplinen, ja sie werden gezielt gesucht, weil Probleme bei erfolgreicher
Riickfithrung auf lineare Probleme mit Hilfe der linearen Algebra vergleichsweise

12Vgl. Brieskorn (1985), S. 514f.
13Vgl. Gray (1990).

11ygl. Scholz (1990), S. 356.
15Vel. Bourbaki (1971), S. 74-75.
16Vgl. Brieskorn (1983), S. 92
17Vgl. Tucker (1997).
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leicht zu 16sen sind. Ein Beispiel aus der Analysis ist die Ableitung einer Funktion:
sie erweist sich als die beste lineare Approximation.

Aber die Bedeutung der linearen Algebra in der heutigen Mathematik beschréinkt
sich nicht auf die gut erforschte Struktur, sondern liegt auch in den Methoden, wel-
che bei der Entwicklung der linearen Algebra angewendet wurden. Nach Bourba-
ki (1971) sind heute viele von ihnen Grundprinzipien mathematischen Denkens und
Arbeitens. Dazu gehort - wie in der modernen Algebra {iberhaupt - das Isolieren der
wesentlichen Eigenschaften aus einer Fiille von Begleiterscheinungen und die for-
male Darstellung der gewonnenen Wesensmerkmale eines Begriffs. Typisch ist auch
das Wechselspiel zwischen der Untersuchung einer begrenzten Fragestellung und die
Herstellung von Verbindungen dieses Problemkreises zu Fragen, die zwar inhaltlich
sehr anders sein konnen, aber strukturell &hnlich sind. Dies kénnte man noch um
den Schritt erweitern, dass nicht einmal gleiche Strukturen vorliegen, aber dhnliche
Methoden bei der Betrachtung anwendbar sind.'® Diese Prinzipien in der Vorge-
hensweise werden ebenfalls - dhnlich wie oben bei der Darstellung eines Begriffs
beschrieben - von Einzelfillen auf formale Eigenschaften reduziert, die ihre Ubertra-
gung auf andere Fragestellungen ermoglichen. Insgesamt bildet sich ein Arbeiten auf
immer hoheren Abstraktionsniveaus heraus, die Zusammenhénge und Moglichkei-
ten eroffnen, welche man aus der Perspektive eines Ausgangsbeispiels kaum erahnen
konnte.

Als Beispiel sollen die Abbildungen des R? dienen, die Gréfien und Formen geo-
metrischer Figuren invariant lassen. Eine formale Definition dieser Abbildungen be-
schrinkt sich auf die Eigenschaft, dass Absténde erhalten bleiben. Eine solche Ab-
bildung f kann dargestellt werden mit Hilfe einer invertierbaren 3 x 3-Matrix M,
deren Inverses gleich ihrem Transponierten ist, d.h. fiir die gilt: M~! = M®, und
eines Vektors ¢ € R3:

f: R® — R3
v — Mv+ec

Eine Darstellung ohne Verwendung von Matrizen beschreibt f als Verkniipfung einer
Translation ¢ und einer ldngenerhaltenden (i.e. ‘orthogonalen’) linearen Abbildung
g, namlich als f = t o g. Diese Uberlegungen werden in verschiedenen Richtungen
fortgesetzt, z.B.:

e Verallgemeinerung der Definition:

Diese Definition kann auf andere Vektorrdume erweitert werden. Dazu muss
dort jedoch zunéchst eine Struktur geschaffen werden, auf der man von Abstéanden
sprechen kann. Dies geschieht mit Hilfe des Skalarprodukts. Auf Vektorraum-
en, die mit einem Skalarprodukt versehen sind, kann man eine Norm und damit
auch Abstdnde und Winkel definieren. Dann sind die ldngenerhaltenden linea-
ren Abbildungen diejenigen, fiir die gilt, dass das Skalarprodukt von je zwei
Vektoren gleich dem Skalarprodukt ihrer Bilder ist.

e Klassifikation der orthogonalen Abbildungen:
Im Falle eines endlich-dimensionalen reellen oder komplexen Vektorraums mit

18Fin Beispiel fiir solche Methoden ist die Verwendung von Abbildungen, welche danach aus-
gewihlt werden, dass sie strukturelle Merkmale von Objekten der linearen Algebra invariant lassen,
und welche dann als Werkzeuge zur Klassifizierung dieser Objekte eingesetzt werden.
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Skalarprodukt kann man die orthogonalen Endomorphismen mit Hilfe einfa-
cher Darstellungsmatrizen beschreiben.

Dieses Beispiel zeigt Arbeitsweisen in der linearen Algebra. Zugleich verdeutlicht
es eine Charakterisierung der linearen Algebra durch Wille (1981): Er sieht die
Bedeutung der Theorie darin, dass sie “gute Beschreibungen” liefert.

Wiéhrend Bourbaki (1971) die Anwendung oder Imitierung von Methoden der
linearen Algebra in anderen mathematischen Disziplinen wiederfindet, zeigen Leng-
nink/Prediger (2000) Verbindungen zum Alltagsdenken auf: Sie gehen auf metho-
dische Merkmale in der linearen Algebra ein, die Prinzipien des Alltagsdenkens in
einer fiir die Mathematik spezifischen Weise weiterfithren. Sie nennen eine Reihe
von “Denkhandlungen” in der linearen Algebra, von denen sie das Erzeugen und
das Aussondern als besonders charakteristisch hervorheben.

Die lineare Algebra ist komplexes Konglomerat von reichhaltigem Beispielma-
terial, in dem ein ganzes Netz von vertikalen und horizontalen Verbindungen exi-
stiert. Harel (1997) erkldrt, dass die lineare Algebra sich gegeniiber der Analysis
insbesondere durch eine Vielzahl von Aquivalenzaussagen, welche Zusammenhénge
herstellen, und eine Reihe von z.T. sehr gehaltvollen Begriffen mit weit reichender
Bedeutung auszeichnet. Ein Beispiel ist der Begriff der ‘Basis’: Er beinhaltet die
fundamentale Idee der Konstruierbarkeit eines Vektorraums aus wenigen Elemen-
tarbausteinen, wobei die Konstruktion jedes Vektorraumelementes bei vorgegebener
Basis eindeutig ist, nicht jedoch die Elementarbausteine als solche eindeutig sind.
Diese Darstellbarkeit des gesamten Raumes mit Hilfe einiger ausgezeichneter Ele-
mente fithrt zu einer Vereinfachung des Rechenaufwands. Sie schafft auflerdem einen
Uberblick iiber die Objekte in der Kategorie der Vektorraume: fiir jede endliche Ba-
sislinge gibt es genau einen Prototypen. Und schliellich ermdglicht sie eine einfache
Beschreibung einer linearen Abbildung, da deren Wirkung auf eine Basis sie bereits
auf dem ganzen Vektorraum festlegt.

Die Vektorraumstruktur kann sehr kompliziert anmuten, wenn man nur auf die
axiomatische Darstellung blickt. Sie wird jedoch iibersichtlich fiir jemanden, der die
Prinzipien verstanden hat, nach denen Vektoren in Unterstrukturen geordnet sind.
Auflerdem ist die Vektorraumstruktur ausbaufihig. Diese Moglichkeit spiegelt sich
z.B. in den Namen ‘topologische Vektorrdume’, ‘Hilbertrdume’ und ‘Banachrdume’
wider, welche Funktionenrédume sind, die jeweils zusétzlich zur Vektorraumstruktur
eine Struktur besitzen, die den Approximationsprozessen der Analysis Rechnung
tragt. 1

Dorier (2000) zieht aus seiner epistemologischen Analyse der linearen Algebra den
Schluss, dass die Zusammenfassung von bestimmten Fragestellungen und Erkennt-
nissen aus vielen inhaltlich verschiedenen Themenbereichen unter dem Dach einer
einzigen Theorie ein hohes Mafl an Formalisierung erfordert. Diese Formalisierung
ist kein (entbehrlicher) Zusatz fiir einschligig Interessierte, sondern ein Wesensmerk-
mal der linearen Algebra, das der Theorie ihre Stérke verleiht. Sie ermoglicht dem
Getibten einen wirkungsvollen Transfer von Fragen, Ideen, Argumenten und Losun-
gen zwischen ganz unterschiedlichen Anwendungs- und Anschauungsbereichen. Die
Formalisierung, die Dorier beschreibt, und deren Ergebnis die lineare Algebra in

9Brieskorn (1983), S. 232.
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ihrer modernen Form ist, ist eine konzentrierte Darstellung von tiefgehenden ma-
thematischen Begriffen und komplexen Zusammenhéngen, welche auf vielfache und
anspruchsvolle Abstraktionen zuriickgeht. Diese Abstraktionen scheinen mir eine we-
sentliche Ursache fiir Schwierigkeiten mit den formalisierten Darstellungen zu sein.

2.1.3 Probleme von Studierenden mit der linearen Algebra

Charakteristikum der linearen Algebra ist nach dem oben Gesagten, dass sie eine
streng formalisierte, abstrakte Theorie mit vielen Modellen ist. Thre Beherrschung
erfordert - wie Harel (1989) herausstellt - die Fahigkeit, mit abstrakten Strukturen
umzugehen, und die Wertschitzung einer 6konomischen Darstellung von Begriffen
und Systemen. Diese Féhigkeiten werden in Kursen zur linearen Algebra meist als
implizite Voraussetzungen erwartet, werden aber von den Studierenden selten erfiillt.
Dies wird in einer Reihe von Schwierigkeiten sichtbar, die als Facetten der erforder-
lichen Féhigkeiten erscheinen und in der Literatur vielfach beschrieben sind.

Die formalen Darstellungen in Definitionen, Sétzen und Beweisen stellen zum
Einen Anforderungen logischer Art. Zum Zweiten reprisentieren sie Begriffe, die in
inhaltlichen Vorstellungen - bezogen auf verschiedene mathematische Modelle - zu
deuten sind. Indikatoren fiir geringes Begriffsverstindnis sind syntaktische Fehler?’,
aber auch mangelnde Transferfahigkeiten zwischen verschiedenen Darstellungsfor-
men und Modellen der Theorie. Zum Dritten regen sie zur Auseinandersetzung mit
formalen mathematischen Strukturen an, die auf einer hoheren Ebene des Ordnens
liegt.?!

Als Probleme von Studierenden in logischer Hinsicht nennt Vinner (1997) die
Unterscheidung zwischen relevanten und irrelevanten Bestandteilen eines Beweises,
das Verstdndnis fiir den inneren Aufbau einer Argumentation und die Fahigkeit
mit mathematischen Variablen zu argumentieren. G.Wittmann (2000) zeigt in einer
Studie mit Schiilern, dass insbesondere die Unterscheidung von Voraussetzung und
Schlussfolgerung Schwierigkeiten bereitet.?? Auch Sierpinska (2000) spricht Proble-
me mit der Logik mathematischer Kommunikation an. Sie differenziert zwischen
Studierenden nach zwei verschiedenen Formen des Denkens, die sie in ihren empiri-
schen Untersuchungen mit Studierenden beobachtet. Diese Formen bezeichnet sie als
‘praktisches Denken’ und als ‘theoretisches Denken’. Das ‘theoretische Denken’ ist
ein Denken, das an Begriffen, Strukturen und logischen Zusammenhéngen orientiert
ist und Notationssysteme in Frage stellt und zu verbessern sucht. Das ‘praktische
Denken’ ist demgegeniiber mit der Steuerung von Handlungen beschéftigt, ohne
dass iiber dieses Tun als solches explizit nachgedacht oder gesprochen wird. Sier-

20Eine explizite Erwithnung finden wir bei Vinner (1997).

21Diese Ebene vermisst Hillel (2000) bei den meisten Studierenden. Auch Sierpinska (2000)
spricht diese Ebene an: Sie beschreibt eine Kategorie des ‘theoretischen Denkens’, zu dem sie
Interesse an Zusammenhingen und ordnenden Kriterien ebenso wie das Nachdenken iiber den
Gebrauch von Notationen zéhlt. Sie findet dieses Denken nur bei wenigen Studierenden.

22Die Schiiler und Schiilerinnen hatten die Aufgabe, aus mehreren Beispielen von Vektorrdumen
eine Definition des Begriffs ‘Vektorraum’ zu entwickeln. Die axiomatische Formulierung der Axiome
blieb sprachlich-logisch fehlerhaft, und der Wechsel der Sichtweise von einer Beschreibung beob-
achteter Eigenschaften bei Beispielen zu einer Forderung zu erfiillender Eigenschaften bei einer
axiomatischen Definition wurde héufig nicht vollzogen.
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pinska stellt es bei Studierenden an folgenden Verhaltensweisen fest: Thr schriftlicher
Sprachgebrauch ist einem Reden mit sich selbst dhnlich, in dem Begriffe unreflek-
tiert und unprézise gebraucht werden und erst aus dem Kontext zu erschliessen sind.
Sie zeigen einen Mangel an Verstdndnis fiir grammatische Sprachstrukturen etwa in
mathematischen Definitionen. Thre Argumentationen vermischen Satze und Defini-
tionen mit Uberzeugungen, die auf visuellen Eindriicken basieren. Thre Vorstellungen
von mathematischen Begriffen griinden eher auf Prototypen als auf Definitionen, und
sie benotigen direkte Beschreibungen anstelle von axiomatischen Eigenschaften, um
ein Objekt verstehen zu konnen. So geniigt ihnen z.B. die Angabe der Bilder einer
Basis nicht zur Festlegung einer linearen Abbildung. Dieses Denken, das der Logik
mathematischer Texte grundlegend widerspricht, zeigen die meisten Teilnehmer ih-
rer Untersuchung.

Die inhaltlich-begriffliche Deutung von formalen Begriffsdefinitionen oder Aus-
sagen iiber Begriffe ist ein grofles Problem fiir Studierende. Zahlreiche Autoren in
den MAA-Notes (1997)?® sagen aus, dass die Lernenden zwar Prozeduren kopie-
ren konnen, diese haufig aber nicht in Zusammenhénge allgemeiner Ideen einbetten
und darum auch nicht auf ungewohnte Situationen iibertragen konnen. Hier bleiben
inhaltliche Vorstellungen und Konkretisierungen von formal représentierten Eigen-
schaften und formal durchgefiihrten Handlungsablédufen getrennt. Empirische Studi-
en belegen diese Beobachtungen. Es werden im Folgenden zunéchst einige Untersu-
chungen zum Wechsel zwischen der abstrakten Vektorraumstruktur und konkreten
Modellen, anschliefend Studien zum Wechsel von Reprasentationen innerhalb eines
Vektorraummodells vorgestellt:

Sierpinska (2000) spricht von drei Perspektiven auf die lineare Algebra, die sie in
der historischen Entwicklung der linearen Algebra sieht. Sie wurden nach einander
entwickelt und bestehen bis heute neben einander. Sie setzt sie in Beziehung zu den
beiden Formen des ‘praktischen’ und des ‘theoretischen’ Denkens: Die synthetisch-
geometrische Sichtweise, die geometrische Objekte, wie z.B. eine Ebene im R?, als
Ganzes erfasst, passt zum praktischen Denken. Analytisch-arithmetische Darstellun-
gen von geometrischen Objekten beschreiben die zugehorigen Punkte mit Hilfe von
Koordinaten, und eine analytisch-strukturelle Beschreibung schliellich griindet auf
axiomatischen Figenschaften und daraus abgeleiteten allgemeinen Strukturen unter
Verzicht auf die Koordinaten. Diese beiden analytischen Sichtweisen gehoren zum
theoretischen Denken. Zwischen dem synthetisch-geometrischen und dem analytisch-
strukturellen Denken bestehen ebenfalls Gemeinsamkeiten: Beide sind unabhéngig
von einem Koordinatensystem, griinden auf Figenschaften und betonen strukturel-
le Merkmale. Die Studierenden in Sierpinskas Untersuchung zeigen Schwierigkei-
ten, eine dieser Sichtweisen in reiner und konsequenter Form zu verwenden oder
Sachverhalte von einer auf die andere zu iibertragen. Héufig entwickeln sie eigene
Sichtweisen, die manchmal zwischen den genannten anzusiedeln sind.

Instabile und nicht klar von einander abgegrenzte Vorstellungen beobachtet auch
G. Wittmann (2003) in einer Untersuchung von Schiilern und Schiilerinnen in Deutsch-
land in der Sekundarstufe II. Er beriicksichtigt - nach Sierpinskas Begriffen - die
synthetisch-geometrische und die analytisch-algebraische Auffassung. Er interessiert

ZCarlson et al. (1997a).
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sich fiir Sichtwechsel, die Elemente algebraischer Mengen geometrisch in Lagebe-
ziehungen deuten, und fiir Sichtwechsel, die geometrische Objekte algebraisch als
Mengen beschreiben. Die betreffenden geometrischen Objekte, zu denen Wittmann
Schiilervorstellungen untersucht, sind Punkte, Geraden, Ebenen. Er kommt eben-
falls zu dem Ergebnis, dass die Vorstellungen bei den einzelnen Interviewten oft
nicht in Reinform vorkommen und nicht immer gleich sind, sondern haufig, oft kon-
textabhingig, wechseln. Er stellt zudem fest, dass die in dem vorherigen Unterricht
angestrebte Vorstellung von geometrischen Objekten als Mengen einzelner Punkte
anstelle von ganzheitlich-konkreten Objekten selten zu beobachten ist.

In einer weiteren Studie untersucht G. Wittmann (2000) Schiilerkonzepte vom
Vektorraumbegriff in einem Kurs, in dem mehrere Vektorraumbeispiele untersucht
und ihre Gemeinsamkeiten herausgefiltert wurden, welche dann in einer axiomati-
schen Vektorraumdefinition miindeten. Hier fand also ein Wechsel von verschiedenen
Modellen zu einer abstrakten Struktur hin statt. Es zeigt sich: In Funktionenrdumen
fallt es den Lernenden schwer, die Funktionen als Objekte aufzufassen, noch schwe-
rer ist es, Mengen von Funktionen als neue Objekte zu begreifen. Den ‘Vektorraum’
akzeptieren sie als abstrakten Begriff, der sich auf verschiedenartige Mengen bezieht,
welche bestimmte Eigenschaften erfiillen; den Begriff des Vektors behalten sie jedoch
einer geometrischen Pfeilvorstellung vor.

Pavlopoulou?* untersucht drei Reprisentationsformen fiir Vektoren, die sie den
Studierenden zusammen mit strikten Codierungen vorgibt. Diese sind Pfeile als gra-
phische, Spalten als tabellarische und Symbole als axiomatische Darstellung. Die
Hauptschwierigkeiten der Studierenden sind der Transfer zwischen Registern und
die Trennung von einem Vektor als Objekt und seiner geometrischen Darstellung als
Pfeil. Pavlopoulous Untersuchungen beziehen sich ausschliellich auf isolierte Aufga-
ben zu diesen Registern und sind nicht in einen gréfferen inhaltlichen Zusammenhang
eingebettet. Ein Versuch, die Studierenden in diesem speziellen Lernumfeld gezielt
den Transfer zwischen diesen drei Registern zu lehren, war erfolgreich.

Zum inhaltlichen Versténdnis, das Studierende zu einzelnen Begriffen aus der
linearen Algebra entwickeln, dulern sich vor allem Dorier et al. (2000a) und Ro-
galski (2000) aufgrund empirischer Untersuchungen {iber Verstindnis und Losungs-
strategien von Studierenden im ersten Universitiatsjahr. Die gestellten Aufgaben
fordern Transferleistungen sowohl zwischen verschiedenen Vektorraummodellen als
auch den Wechsel zwischen verschiedenen Repréisentationen und Argumentations-
ebenen innerhalb eines Vektorraums. Die Studierenden ihrer Kurse verstehen den
fundamentalen Begriff des Rangs und kénnen ihn in verschiedenen Situationen zur
Losung von Problemen einsetzen. Die Bestimmung von Kern und Bild einer linea-
ren Abbildung, die in Form einer Matrix gegeben ist, gelingt ebenfalls den meisten
Studierenden.

Alves-Dias/Artigue (1995) und Dorier et al. (2000a) beobachten das Verhalten
von Studierenden in Aufgaben, wo verschiedene Darstellungen von Unterstrukturen
eines R", ndmlich Parameter- und Koordinatenformen von Untervektorrdaumen, auf-
treten. Sie betrachten also nicht einander entsprechende Phidnomene in verschiede-
nen Vektorraummodellen, sondern zwei Darstellungsformen von Objekten innerhalb
eines Modells. Beide Studien kommen zu dem Ergebnis, dass viele Studierende mit

Z4Giehe Artigue et al. (2000).
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dem Wechsel zwischen diesen Darstellungen nicht sicher umgehen kénnen.

Hillel (2000) betrachtet ebenfalls einen Représentationswechsel innerhalb eines
Vektorraums, ndmlich den Wechsel von Darstellungen von Vektoren bzgl. verschie-
denen Basen. Diesen schétzt er im R™ als besonders schwierig ein, da hier ein n-Tupel
zunéchst als Element des Vektorraums verstanden wird und spéter als Darstellung
eines Vektorraumelements bzgl. einer bestimmten Basis auftritt. So kann dasselbe
n-Tupel bzgl. verschiedenen Basen verschiedene Vektoren reprisentieren. Eine Stu-
die Hillels beschéftigt sich mit der Frage, wie Studierende mit Darstellungen von
Vektoren und linearen Abbildungen bzgl. verschiedenen Basen umgehen. Die Bear-
beitung der Aufgabe, das Bild eines bestimmten Vektors, das als n-Tupel bzgl. der
Standardbasis gegeben ist, unter einer Abbildung zu ermitteln, deren Darstellungs-
matrix bzgl. einer zweiten Basis gegeben ist, brechen viele Studierende zu friih ab:
Sie bestimmen die Koordinaten des Vektors bzgl. der zweiten Basis und wenden die
Matrix auf die neue Darstellung an. Das Ergebnis - ein n-Tupel - nennen sie als
Endergebnis, statt von diesem Bildvektor noch seine Darstellung in der Standard-
basis zu berechnen.

2.2 Zentrale Begriffe in der linearen Algebra

Die folgenden Abschnitte geben eine didaktisch orientierte Sachanalyse einiger zen-
traler Inhalte der linearen Algebra. Dabei sollen Merkmale dieser Inhalte herausge-
arbeitet werden, welche wesentliche Bestandteile von tragfahigen und umfassenden
Vorstellungen sind. Vom Hofe (1996) bezeichnet solche Vorstellungen als ‘Grund-
vorstellungen’. Er erklirt:?

“Grundvorstellungen beschreiben Beziehungen zwischen mathematischen
Inhalten und dem Phénomen der individuellen Begriffsbildung. Sie cha-

rakterisieren insbesondere drei Aspekte dieses Phinomens:
e Sinnkonstituierung eines Begriffs durch Ankniipfung an bekann-

te Sach- oder Handlungszusammenhénge,

e Aufbau psychologischer Repriasentationen bzw. “Verinner-
lichungen”, die operatives Handeln auf der Vorstellungsebene
ermoglichen,

e Fihigkeit zur Anwendung eines Begriffs auf die Wirklich-
keit durch Erkennen der entsprechenden Struktur in Sachzusam-
menhéngen oder durch Modellieren des Sachproblems mit Hilfe der

mathematischen Struktur.
In diesem Sinne kann man Grundvorstellungen als die Basis fiir inhaltli-

ches Denken betrachten. Ohne vermittelnde Grundvorstellungen stehen
sich Zahlenrechnen und Anwendungszusammenhénge beziehungslos ge-
geniiber.”

Diese Beschreibung bezieht sich auf Mathematiklernen in der Schule. Sie kann je-
doch ohne Weiteres auf Hochschulmathematik iibertragen werden, wenn man an-

25Hervorhebungen im Zitat durch den Autor
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stelle von Zahlenrechnen das Umformen von formalen Ausdriicken setzt und unter
‘Sachproblem’ und ‘Anwendungszusammenhéngen’ auch innermathematische Zu-
sammenhénge versteht, auf die ‘neue’ mathematische Begriffe angewendet werden:
Grundvorstellungen erfassen einen mathematischen Begriff auf einer mittleren Ab-
straktionsebene, die zwischen der Erfahrungs- und Vorstellungswelt Lernender und
der formalen Begriffsdefinition der Mathematik liegt.?S

Die folgende Sachanalyse wird neben inhaltlichen Merkmalen von Grundvorstel-
lungen auf ihren Abstraktionsgehalt und auf kognitive Werkzeuge Bezug nehmen,
welche fiir eine mentale Rekonstruktion der Begriffe hilfreich sind. An einigen Stel-
len wird auf Unterschiede in Zugéngen fiir priadikatives und funktionales Denken
eingegangen.

Aus Griinden der inhaltlichen Zugehorigkeit und der besseren Lesbarkeit wird
diese Sachanalyse an die Darstellung der grundlegenden Ideen der linearen Algebra
in ihrer Entstehung als mathematische Theorie und in ihrer Eigenschaft als Lern-
inhalt angeschlossen. Entwickelt worden ist sie in zwei Arbeitsgdngen, von denen
der erste vor und der zweite nach der Planung, Durchfithrung und Auswertung der
Pilotstudie erfolgte, welche im Kapitel 3 vorgestellt wird. Insofern werden hier ei-
ne vorgreifende Analyse wichtiger Inhalte hinsichtlich ihrer moglichen Verarbeitung
in Lernprozessen mit den Ergebnissen einer empirischen Analyse von tatséichlichen
Verarbeitungen in Lernprozessen verbunden.?”

2.2.1 Vektorraum

Ahnlich den Stufen des Ordnens bei Freudenthal (1977)% kann auch der Begriff des
Vektorraums kann auf Stufen unterschiedlichen Ordnungsgrades erfasst werden. Ich
mochte hier zwei Stufen unterscheiden:

1. Die erste Stufe ist gegeben durch die Details der Definition eines Vektorraums
- sei es die formal-axiomatische Definition des allgemeinen Vektorraums oder
ein konkretes Modell. Beschéftigungen von Lernenden auf dieser Stufe konnen
erstes Ausprobieren von Moglichkeiten und Grenzen der Operationen und un-
mittelbare Schlussfolgerungen iiber ‘lokale’ Beziehungen zwischen Elementen
des Raums sein.

2. Auf der zweiten Stufe liegen ‘globale’ Schlussfolgerungen aus der Definition,
welche in Form von zusétzlichen kldrenden Begriffen und Sétzen gefasst sind
und ordnende Zusammenhénge beschreiben. Auch diese Stufe kann sowohl
auf den allgemeinen Vektorraum wie auf ein einzelnes Modell bezogen sein.

26Vom Hofe (1996) fiihrt auch aus, wie Grundvorstellungen als didaktische Hilfmittel dienen
konnen: Aus Sicht des Lehrens sollten Grundvorstellungen aus dem mathematischen Begriff herge-
leitet und in Sachverhalten aus der Erfahrungswelt der Lernenden, in denen sie sich widerspiegeln,
prisentiert werden. Aus Sicht der Lernenden werden durch die Auseinandersetzung mit diesen
Sachverhalten die Grundvorstellungen erschlossen und in die subjektiven Vorstellungen integriert.

2"Beide Analyseprinzipien beeinflussten sich gegenseitig: Die theoretische Analyse floss ein in die
Entwicklung von Aufgaben fiir die empirische Untersuchung; die empirische Analyse, welche sich
nur auf geringe Probandenzahl bezog, ersetzte nicht die theoretische Analyse, sondern gab Ansto8e
fiir eine Modifikation und Erginzung der theoretischen Uberlegungen.

28Vgl. S. 116fF.
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Auf dieser Stufe sind Lernende gefordert, eine Vorstellung von dem Gefiige zu
entwickeln, in dem die Elemente eines Vektorraums eingebaut sind.

Auf der ersten Stufe der Beschaffenheit des Objekts ‘Vektorraum’ sind min-
destens drei grundsatzlich unterschiedliche Grundvorstellungen sinnvoll, die unter-
schiedlich gut in verschiedenen konkreten Zugéngen erkennbar sind. Diese Vorstel-
lungen werden verschiedentlich in den Interviews der Pilotstudie sichtbar?®:

1. Ein Vektorraum ist eine Menge von Elementen, deren Wesensart bestimmte
Beziehungen zur Folge hat, welche durch Eigenschaften von zwei Verkniipfun-
gen zum Ausdruck gebracht werden. Diese Vorstellung wird als
‘Elementtypvorstellung’, kurz Vg, bezeichnet.

Beispiele fiir Elementtypvorstellungen sind:

- Eine Menge von Pfeilklassen mit Operationen, die durch ‘Aneinanderhéngen’
und Anderung von Lénge und Orientierung beschrieben sind

- Die Losungsmenge eines linearen Gleichungssystems mit koordinatenweisen
Verkniipfungen

2. Ein Vektorraum ist eine Menge von Elementen, die aus bestimmten Kompo-
nenten bestehen. Die Elemente werden komponentenweise addiert und mit Ska-
laren multipliziert. Diese ‘Komponentenvorstellung’ wird mit Vi abgekiirzt.

Als Prototyp dieser Vorstellung eignet sich der K™.

3. Ein Vektorraum ist ein Gebilde, das nach einem Konstruktionsprinzip erstellt
wird, in dem Konstruktionsprozesse nach bestimmten Regeln auf Bausteine
angewendet werden. Die Vektoren sind die Objekte, die unter diesen Vorgaben
konstruiert werden kénnen. Dieses Modell ist eine ‘Baukastenvorstellung’, V.

Waéhrend unter den ersten beiden Vorstellungen Vi und Vi die Beziehungen
zwischen den Elementen im Mittelpunkt stehen, ist unter der Baukastenvorstellung
die Art der Operationen, welche in dem Raum definiert sind, und die Variationen an
Handlungsmoglichkeiten, welche die Vektorraumstruktur erlaubt, die Hauptsache.
Somit kommen Vg und Vi dem priadikativen Denken entgegen, wiahrend Vg gut
zum funktionalen Denken passt.

Die Elementtypvorstellung betont einen Charakter des Vektorraums, in dem
zunéchst alle Elemente einander prinzipiell gleichgestellt sind. Eine Ausnahme bil-
det der Nullvektor, dem die Vektorraumaxiome besondere Eigenschaften zuschrei-
ben. Dieser Auffassung liegt die Vorstellung nahe, dass die Wesensart der Vektoren
das eigentliche Charakteristikum eines Vektorraums ist, indem sie bestimmte Bezie-
hungen zur Folge hat, welche durch die Eigenschaften der zwei Verkniipfungen zum
Ausdruck gebracht werden. Vi unterscheidet sich von den beiden anderen Grundvor-
stellungen durch das entscheidende Detail, dass sie auch solche Charaktermerkmale
von Elementen eines konkreten Vektorraums in den Vordergrund stellt, die zwar
in dem besonderen Fall mit zu den charakteristischen Beziehungen in einem Vek-
torraum beitragen, die aber im Allgemeinen nicht anzutreffen sind. Mit anderen

29Giehe Kapitel 3.3 und 3.5. Diese drei Konzepte sind auch in A.Fischer (2003) dargestellt.
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Worten haftet diese Vorstellung als allgemeine Vektorraumvorstellung stark an ne-
benséchlichen Eigenschaften von Beispielen. Elementtypbeispiele von Vektorrdumen
spielten in der Geschichte der linearen Algebra eine grofie Rolle als Vorlaufer des
allgemeinen Vektorraumbegriffs. Einige wurden oben im Kapitel zur Geschichte der
linearen Algebra beschrieben.

Die Komponentenvorstellung basiert auf einer Sichtweise der Vektoren, welche
sich aus ihrer Untergliederung nach Komponenten als ihren Gemeinsamkeiten ergibt.
Diese Vorstellung beinhaltet implizit die Idee einer kanonischen Basis, auf welche
die festgelegten Komponenten bezogen sind. Ein Prototyp dieser Vorstellung ist der
Raum der n-Tupel mit den komponentenweisen Verkniipfungen. In der historischen
Entwicklung der linearen Algebra wurden n-Tupel z.B. zur algebraischen Beschrei-
bung von Kurven verwendet. In diesem Zusammenhang wurde das jeweilige Bezugs-
system jedoch geeignet ausgewéhlt, mit anderen Worten, es wurde keine bestimmte
Basis ausgezeichnet. Erst da, wo die n-Tupel als gegeben vorausgesetzt werden, kann
man von einer Komponentenvorstellung sprechen, die auf einer kanonischen Basis
griindet.3°

Vg betont die Handlung des Konstruierens, nicht die Elemente, aus denen der
Vektorraum besteht. Sie stellt eine dynamische Auffassung des Vektorraums dar.
Eine Deformierung dieser Idee ist eine Vorstellung, welche die Menge der Vektoren
nicht als fertiges, statisches Objekt, sondern als etwas Werdendes ansieht, in dem
die ‘meisten’ Vektoren aus einigen vorgegebenen ‘Grundvektoren’ erst konstruiert
werden und somit die Elemente entsprechend ihrer Konstruktionsgeschichte geord-
net werden. Diese Vorstellung ist problematisch, weil sie den erzeugenden Vektoren
eine Ausnahmestellung einrdumt, die die axiomatische Definition ihnen nicht gibt.
Dennoch gibt es Beispiele von wichtigen Problemstellungen, in denen dieses Werden
eines Vektorraums zentral ist. In der Geschichte ist dies besonders deutlich bei der
Konstruktion von Erweiterungskoérpern: durch die Adjunktion einer Wurzel, i.e. ei-
nes neuen Objektes, das durch die Eigenschaft, eine bestimmte Gleichung zu erfiillen,
definiert wird, wird ein Vektorraum iiber einem Korper K ‘geschaffen’, indem alle
Linearkombinationen dieser Wurzel und ihrer Potenzen mit Koeffizienten aus K ge-
bildet werden. Hier erhalten die Vektorraumelemente in der Tat ihre Existenz erst
durch die Konstruktion aus einigen Bausteinen.

Dass diese drei Grundvorstellungen von der Beschaffenheit eines Vektorraums
in vielen Uberlegungen eine Rolle spielen konnen ohne besonders thematisiert zu
werden, sollen die folgenden Darstellungen eines Untervektorraums U des R? zeigen,
welche je nach Problemstellung oder personlicher Vorliebe verwendet werden:

Je eine Elementtypdarstellung zur geometrischen Anschauung und zu Losungen
eines linearen Gleichungssystems liefern die folgenden Beschreibungen:

e U ist die Ebene durch die Punkte (1,1,1), (4, —1,2),(3,—2,1).

e U ist die Losungsmenge der Gleichung 3z, + 229 — bx3 = 0.

30Hillel (2000) stellt heraus, dass Studierende bei einem Zugang zur linearen Algebra iiber die
analytische Geometrie, also {iber die Beschreibung des geometrischen Raums mit Hilfe eines Ko-
ordinatensystems, eben dieses - iiblicherweise rechtwinklige - Koordinatensystem als gegebenes
Bezugssystem ansehen, und nur schwer von der Notwendigkeit zu {iberzeugen sind, dass die Ach-
sen, d.h. die zugrunde liegenden Basiselemente, gewihlt werden miissen.
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Als Néchstes werden zwei Darstellungen gegeben, die die Komponenten der Ele-
mente von U beschreiben. Die erste betont U als Teilraum des R?, indem sie sich
auf die drei kanonischen Komponenten des R? bezieht. Die zweite beschreibt U als
Vektorraum, dessen Komponenten auf die Basis von U mit den zwei Basisvektoren
a=(1,1,1) und b = (4, —1, 2) bezogen sind:

o U={(r+4s,r—s,r+2s)|rseR}
o U={(r,s)|r,seR}={ra+sb|r,seR}

Darstellungen, die die Elemente von U als Objekte beschreiben, welche aus zwei
‘Bausteinen’ konstruiert werden, sind:

e U ist die Ursprungsebene, die von den Vektoren (1,1,1) und (4, —1,2) aufge-
spannt wird.

o U={r(l,1,1)+s(4,—1,2) | r,s € R}
e U ist die Menge aller Linearkombinationen von (1,1,1) und (4, —1,2).

Im Darstellungsteil von Lehrbiichern zur linearen Algebra®' werden hiufig Ele-
menttypvorstellungen und die Komponentenvorstellung in Gestalt des K™ betont.?
Baer (1952) und Van der Waerden (1966) bilden unter den betrachteten eine Aus-
nahme: Sie stellen in ihren Einfithrungskapiteln keine Beispiele fiir Vektorrdume dar.
Baer erwihnt zudem auch nicht den K™. Beutelspacher (1998) unterscheidet sich von
anderen Autoren durch einige Feinheiten in seiner Darstellung, durch welche die Idee
des Konstruierens angeregt wird. So definiert er z.B. die Begriffe der Linearkombina-
tion und des Erzeugnisses vor dem Begriff des Untervektorraums, den er durch das
Beispiel des Erzeugnisses einer Menge von Vektoren motiviert. Auf diese Weise kann
der Eindruck entstehen, dass Untervektorrdume typischerweise ‘von unten’, d.h. aus
einzelnen Vektoren, konstruiert werden.

Die kognitiven Anforderungen, die die drei Grundvorstellungen an Lernende stel-
len, sind unterschiedlich. Ein moglicher Zugang zum Versténdnis des Vektorraumbe-
griffs besteht in der Betrachtung von verschiedenen Beispielen von Vektorrdumen.?3
Er fordert von Lernenden, dass sie die Beschaffenheit der Elemente und die spezifi-
schen Operationen begreifen. Das Erfassen dieser Beispiele, welches seinerseits mit
groflen Abstraktionsleistungen verbunden sein kann, wird hier zur Voraussetzung fiir
die Beschiftigung mit den durch die Operationen gegebenen formalen Strukturen

31Beriicksichtigt wurden: Artmann (1991), Baer (1952), Beutelspacher (1998), Brieskorn (1983),
G.Fischer (2002), Greub (1967), Jénich (1979), Klingenberg (1984), Koecher (1985), Kowals-
ky/Michler (1995), Lorenz (1988), Van der Waerden (1966).

32H#ufig angesprochene Elementtypdarstellungen sind neben dem K" vor allem Abbildungs-
mengen mit passenden Operationen. Als Spezialfall oder als gesondertes Beispiel werden mehr-
fach auch Zahlenfolgen oder Polynomrdume angesprochen. Ebenfalls mehrfach genannt werden
der geometrische Anschauungsraum (als Pfeil- oder Punktraum, beschrieben durch 3-Tupel) und
Losungsmengen von linearen Gleichungssystemen.

33Die Forschungsgruppe von Dorier (Vgl. Rogalsky (2000)) wiihlt einen Einstieg in die lineare
Algebra iiber das Beispiel des geometrischen Anschauungsraums und das Beispiel der Losungs-
mengen von linearen Gleichungssystemen und vermittelt dann die Idee des Verallgemeinerns und
Verbindens verschiedener Inhalte mit Hilfe der Formalisierung durch Anwendungen von S#tzen
iiber lineare Gleichungssysteme auf weitere Vektorraumbeispiele.
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eines Vektorraums. Als Beispiel fiir einen solchen Zugang soll hier der geometrische
Anschauungsraum dienen, wie er in Deutschland haufig in Schulen zur Einfithrung
in die Vektorrechnung verwendet wird.?* Es werden die Pfeile im geometrischen
Raum betrachtet, wobei nur die Merkmale ‘Lénge’, ‘Richtung’ und ‘Orientierung’
dieser Pfeile interessieren, nicht aber der Ort, an dem sie sich befinden. Mit anderen
Worten: Ein Vektor wird als Aquivalenzklasse der Pfeile, die sich in den genann-
ten Kriterien nicht unterscheiden, definiert. Dieses Modell ist insofern abstrakt, als
es die Fihigkeit erfordert, eine Menge von (genau beschriebenen) Pfeilen als ein
eigenstindiges, abstraktes Objekt aufzufassen und zu behandeln. Es wird also der
Abstraktionsschritt der Vereinigung® von Objekten vollzogen. Auf der anderen Sei-
te sind diese neuen Objekte sehr konkret, weil man Reprisentanten der Aquiva-
lenzklassen zeichnen kann. Eine Sonderbehandlung muss bei dieser Definition der
Nullvektor erfahren, da er keine Richtung und keine Orientierung hat. Eine Vari-
ante der Pfeilklassendefinition ist die Bezeichnung von Parallelverschiebungen des
Punktraums als Vektoren. Dies ist eine Verkapselung oder eine Verdinglichung®®, je
nachdem, ob man die Handlungen des Verschiebens der einzelnen Punkte oder die
Beziehung von Anfangs- und Endzustand der Handlungen als die mathematische
Abbildung ‘Translation’ auffasst. In diesen beiden Modellen werden die Vektoraddi-
tion und die skalare Multiplikation geometrisch iiber ein ‘Hintereinanderhéngen’ von
repésentierenden Pfeilen bzw. Verédndern der Léange der repréasentierenden Pfeile de-
finiert. Dies ist ein Beispiel, in dem der Charakter der Elemente des Vektorraums im
Vordergrund steht und in dem hohe Anforderungen an das Abstraktionsvermogen
gestellt werden. Ohne ein gutes Verstindnis dieses Charakters sind die Operationen
in diesem Raum nicht ausfithrbar.3”

Die Betrachtung des K™ als Menge der n-Tupel mit Komponenten in einem
Korper K und der komponentenweisen Addition und Skalarmultiplikation ist ein
Beispiel fiir einen Vektorraum, in dem die Elemente nur als formale Diagramme
auftreten, ohne dass sie eine tiefgriindige Bedeutung haben oder haben miissen. Das
Wesentliche an ihnen ist die duflere Gestalt, die bestimmte Operationen erlaubt.
Dieser Vektorraum entspricht unmittelbar der Vorstellung Vi, aber er kann ebenso
gut mit der Perspektive von Vg betrachtet werden, welche die Operationen in den
Vordergrund stellt, denn es ist offensichtlich, dass die Vektoren
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als Grundbausteine, aus denen man den ganzen Raum erzeugen kann, geeignet sind.

Die zahlreichen Beispiele fiir Vektorrdume haben gemeinsam, dass sie die Axio-
me der Vektorraumdefinition erfiillen. Diese bedingen eine Struktur, die allen Vek-
torrdumen gemeinsam ist, und die in den Sétzen iiber Vektorrdume deutlicher zum

34Tietze et al. (2000), S. 9.

35Dieser Begriff wird in 1.2.1 eingefiihrt.

36Vgl. Abschnitt 1.2.1 “Abstraktion”.

37F{ir eine ausfiihrliche Darstellung alternativer Interpretationen von Vektoren in Schulbiichern,
insbesondere von geometrischen Deutungen, siehe Tietze et al. (2000), S. 159ff.
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Ausdruck kommt als in der urspriinglichen Definition. Fiir den Weg zur Entdeckung
dieser globalen Ordnung und zur Entwicklung einer addquaten individuellen Vor-
stellung mochte ich zwei Grundvorstellungen Vi und V5 nennen, die als prinzipielle
Perspektiven auf einen Vektorraum angesehen werden koénnen, und die als erste
Ausrichtung in der Beschéftigung mit Vektorrdumen geeignet sind: Einen endlich-
dimensionalen K-Vektorraum V' kann man folgendermaflen ansehen:

1. Vi: Leitgedanke ist V' ~ K", die Menge der n-Tupel mit Komponenten aus
dem Korper K, d.h. V ist ‘im Wesentlichen” mit dem K™ identisch.

2. V5: Leitgedanke ist die Tatsache, dass V' eine algebraische Struktur ist, gegeben
durch die Vektorraumaxiome.

Beide Perspektiven sind unverzichtbare Bestandteile von einer reichhaltigen Vor-
stellung des Vektorraumbegriffs: Die Grundvorstellung Vi identifiziert den Vektor-
raum mit dem K™ via einen nicht nédher bestimmten Isomorphismus. Der K" ist
das wichtigste Beispiel fiir einen Vektorraum und tritt hier als Prototyp auf. Er hat
gegeniiber einem allgemeinen Vektorraum den Vorzug, dass seine Elemente bekannt
sind und jedes einzeln benannt werden kann, und dass das Rechnen in diesem Raum
vertraut ist. Dariiber hinaus hat der K™ eine kanonische Basis, die in offensichtlich
eindeutiger Weise den Vektorraum erzeugt. Dieser Ansatz liegt z.B. einem Zugang
zur linearen Algebra iiber lineare Gleichungssysteme zugrunde, da bei diesen mit
n-Tupeln operiert wird. Der Einstieg in die lineare Algebra, den die Forschergruppe
LACSG?? fiir die US-amerikanischen Colleges empfiehlt, ist die Behandlung von Ma-
trizen als formale rechteckige Schemata mit bestimmten Rechenoperationen und die
Klassifizierung von linearen Gleichungssystemen und ihren Losungen. Sie entschei-
den sich damit fiir einen ‘Matrizenkurs’, der nur den R" als Vektorraum beriicksich-
tigt. Auch das Unterrichtskonzept der Forschergruppe um Dorier in Lille baut die
zentralen Themen wie lineare Unabhéngigkeit, Rang und Untervektorrdume auf die
Betrachtung von linearen Gleichungssystemen auf. Auch in diesem Ansatz werden
die Diagramme, die Matrizen bzw. lineare Gleichungssyteme bilden, zeitlich vor den
abstrakten Strukturen behandelt. Hier werden jedoch auch andere Vektorrdume als
der R™ untersucht und die wichtigsten Sétze der linearen Algebra werden von An-
fang an koordinatenfrei bewiesen, um den verallgemeinernden Charakter der Theorie
der linearen Algebra zu unterstreichen.?® Hillel (2000) fiihrt aus, dass durch diesen
Zugang, der zunéchst einen relativ anschaulichen Einstieg bietet, ein epistemologi-
sches Hindernis fiir ein spéteres Denken in allgemeinen Strukturen aufgebaut werden
kann. Dabei nennt er als Beispiele den Basiswechsel, dessen Notwendigkeit aus der
Perspektive des R™ nur schwer einzusehen ist, und andere Objekte, die als Vektoren
angesehen werden, wie Funktionen, Matrizen oder Polynome.

Die algebraisch-strukturelle Perspektive? V5 gibt keinen Halt an konkreten Ob-
jekten. Eine echte Auseinandersetzung mit der axiomatischen Definition eines Vek-

38 Abkiirzung fiir: The Linear Algebra Curriculum Study Group. Zu einer Erklirung dieses An-
satzes siehe Carlson et al. (1997b).

39Vgl. Rogalski (2000).

40Dorier/Sierpinska (2001) empfehlen eine axiomatische Definition nicht als Verallgemeinerung
allein der Eigenschaften des K™ einzufiihren, da sie den Sinn einer solchen Verallgemeinerung ohne
praktischen Nutzen fiir Lernende nicht einsichtig finden. Sie befiirworten stattdessen die Betonung
eines Vektorraums als algebraische Struktur, in der Eigenschaften von Elementen im Hinblick auf
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torraums zwingt die Lernenden keiner bestimmten Menge von Elementen des Vek-
torraums Vorrang vor anderen einzurdumen. Die einzige Ausnahme ist der Nullvek-
tor, der seine Sonderstellung aber durch die Axiome erhilt. In dieser Vorstellung
ist keine Basis des Vektorraums vor einer anderen ausgezeichnet. Diese Vorstellung
ist dariiber hinaus unverzichtbar fiir den allgemeinen Vektorraumbegriff, der auch
unendlichdimensionale Vektorrdume einschliefit. Dieser Zugang eignet sich fiir eine
erste Erschlieung des Raums aus der Vogelperspektive, die Aussagen iiber Un-
tervektorrdume und Quotientenrdume trifft, ohne diese Strukturen aus einzelnen
Vektoren und ihrem linearen Erzeugnis aufzubauen.*!

Sowohl V; wie V5 konnen mit spezifischen Beispielen fiir Vektorrdume eingefiihrt
oder nachtréiglich ergdnzt werden, und so die Grundvorstellung Vg unterstiitzen.
Auch die Grundvorstellungen Vi und Vg konnen aus jeder dieser Perspektiven ent-
wickelt werden, sind jedoch bei V5, nicht naheliegend, sondern ergeben sich erst
aus Uberlegungen zu dem Beziehungsgeflecht der Elemente eines Vektorraums. We-
sentliche Aspekte dieses Gefiiges werden durch die folgenden Begriffe und Sétze
vermittelt:

1. Die Begriffe ‘Erzeugendensystem’; ‘lineare Abhéngigkeit’ und ‘lineare Unabhéngig-
keit’, ‘Basis’, Dimension.

2. Jede Menge von linear unabhéngigen Vektoren kann man zu einer Basis von
V ergénzen.

3. Wenn V' # {0}, kann man jedes Erzeugendensystem von V' auf eine Basis
reduzieren.

4. Alle Basen von V' haben dieselbe Lénge.

Die genannten Begriffe und die Aussagen, die die Sétze {iber sie machen, sind
sehr gehaltvoll.#? Zu ihrem Verstindnis ist zunichst einmal eine Gewthnung an die
im Vektorraum erlaubten Operationen notwendig, die einen Einblick gibt, welche
verschiedenartigen Beziehungen zwischen den Vektoren bestehen, oder, aus einer
dynamischen Sicht, welche Mdéglichkeiten es gibt, von einigen gegebenen Vektoren
ausgehend andere zu darzustellen. Dies ist im K" relativ anschaulich moglich, da
jeder Vektor eine individuelle Darstellung in Form eines ihn eindeutig bezeichnenden
n-Tupels, nicht nur in Form einer fiir beliebige Vektoren einsetzbaren Variablen,
besitzt. Insbesondere ist hier leicht zu sehen, welche Vektoren aus einer Auswahl
von den Standardbasisvektoren

1 0
0 :
1771 o
0 1

diese Struktur angesprochen werden - z.B. die Eigenschaft das Inverse eines bestimmten Elements
Zu sein.

41Baer (1952), Brieskorn (1983) und Klingenberg (1984) gehen diesen Weg,.

42Hier soll exemplarisch auf eine Variante zur Einfiihrung dieser Begriffe eingegangen werden,
die Schwierigkeiten aufzeigt, welche in den Konzepten begriindet liegen. Artigue et al. (2000)
diskutieren unterschiedliche Moglichkeiten, eine Vorlesung zur linearen Algebra mit Hilfe dieser
Begriffe zu strukturieren.
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konstruiert werden konnen. Etwas schwieriger ist es, an diesen anschaulichen Objek-
ten, den n-Tupeln, die Frage der Moglichkeiten der Konstruktion eines Vektors aus
anderen Vektoren (oder anders ausgedriickt: die Frage nach seinen Beziehungen zu
anderen Vektoren) allgemein zu 16sen, da konkrete Eintrége in den n-Tupeln fiir das
Ordnen auf dieser hoheren Stufe eher ablenken als helfen. Eine solche Fragestellung
kann durch Ubertragung auf eine geometrische Anschauung zuniichst im R? gelost
werden. Sie kann auch durch das Vereinfachen von algebraischen Termen behandelt
werden.

In dem allgemeinen Vektorraum ist die Frage schneller beantwortet: Aus belie-
bigen Vektoren vy, ..., v kann man alle diejenigen Vektoren konstruieren, die Line-
arkombinationen dieser ersten sind:

AMur+ o+ N fir AL A\ €K

Der Mangel an néheren Informationen iiber die ausgewihlten Vektoren hat zur Folge,
dass die Antwort von Anfang an sehr iibersichtlich und allgemein auf einer hoheren
Stufe des Ordnens liegt, als bei dem konkreten Vektorraum des K. Allerdings stellt
die Notwendigkeit der Akzeptanz dieser formalen Summe als Element des Vektor-
raums ein epistemologisches Hindernis dar. Schon die Benennung von k& unbekannten
Vektoren mit den Namen vy, ..., v, widerstrebt dem Bediirfnis, dass Namen fiir be-
stimmte Dinge stehen.*® Lisst man sich darauf ein, dass die unbekannten Elemente
des Vektorraums zur Unterscheidung mit indizierten Buchstaben bezeichnet wer-
den, so ist die Summe nun eine Darstellung ganz anderer Art als die Namen der
ersten k£ Vektoren. Dennoch soll sie auch nur ein gewohnliches Element des Vek-
torraums bezeichnen. Hier ist vom Deutenden eine Verdinglichung** zu vollziehen,
die den Prozess der Ausfithrung der Operationen durch sein Ergebnis ersetzt. Sie
erfordert einen Sichtwechsel weg von einer Tétigkeit hin zu einem statischen Objekt.
Eine Hilfe, wie diese Situation veranschaulicht werden kann, ohne dass dadurch eine
‘natiirliche’ Basis wie beim K™ gegeben wird, ist eine inhaltliche Deutung der for-
malen Vektoren durch die oben beschriebenen Parallelverschiebungen des Raums.
Ohne die Einfithrung eines Koordinatensystems ist aufler der Nullverschiebung kein
Element in irgendeiner Weise ausgezeichnet.

Die Begriffe ‘Erzeugendensystem’ und ‘lineare Abhéngigkeit’ bauen unmittelbar
auf die Erfahrung auf, dass manche Vektoren aus bestimmten vorgegebenen kon-
struiert werden konnen, und es ist nun leicht, eine passende Vorstellung iiber diese
Begriffe zu bilden. Dabei fiihrt allerdings das Konstruktionsprinzip zu der Idee, dass
die lineare Abhéngigkeit von Vektoren zwei Kategorien von Vektoren unterschei-
det, néamlich solche, die erzeugt werden, und solche, aus denen erzeugt wird.*> Die
Tatsache, dass die Vektoren nicht eindeutig in diese beiden Kategorien eingeordnet
werden konnen, darf nicht iibersehen werden. Sie erfordert Flexibilitat im Wechsel
von Sichtweisen, welcher formal vollzogen werden kann, indem eine Gleichung, in
der ein Vektor als Linearkombination der anderen Vektoren dargestellt wird, nach

43Hier werden die Variablen vy, ..., v, gemifl dem Gegenstandsaspekt von Malle (1993, S. 44)
verwendet.

44Giehe Abschnitt 1.2.1.

45Baer (1952) und Van der Waerden (1966) betonen den Zusammenhang des Erzeugens und der
linearen Abhé#ngigkeit, indem sie die heute uniibliche Ausdrucksweise verwenden, dass ein Vektor
‘linear abhéngig von’ einer Menge von Vektoren ist.



2.2. ZENTRALE BEGRIFFE IN DER LINEAREN ALGEBRA 43

den verschiedenen auftretenden Vektoren aufgelost wird. Dieser Sichtwechsel 16st
die zeitliche Reihenfolge auf, welche der Idee des ‘Erzeugens’ innewohnt. Hier wird
eine Grenze der anschaulichen Bedeutung durch die Moglichkeiten diagrammati-
scher Manipulation aufgehoben. Die Aufnahme dieser die Grenzen der urspriingli-
chen Vorstellung iiberschreitenden Moglichkeiten in eine interne Reprasentation vom
Begriff der linearen Abhéngigkeit erfordert die Konstruktion einer abstrakten men-
talen Struktur. Einige Autoren bezeichnen das lineare Erzeugnis einer Menge von
Vektoren als ihre ‘lineare Hiille’, und implizieren damit eine statische, gegenseitige
Beziehung, in der nicht einige Vektoren durch andere kreiert werden.6

Der Begriff der linearen Unabhéngigkeit birgt diese Gefahr nicht, sondern bringt
zum Ausdruck, dass fiir keinen Vektor aus einer Menge von linear unabhéngigen
Vektoren die Darstellung als Linearkombination der anderen mdglich ist. Formal
logisch ist dieser Begriff allerdings schwieriger zu erfassen, weil er eine Unmoglichkeit
ausdriickt.*” Im K" kann diese logische Schwierigkeit durch Beispiele erleichtert
werden, an denen konkret erfahrbar wird, dass von gegebenen Vektoren keiner mit
Hilfe der anderen dargestellt werden kann. Dennoch besteht die Notwendigkeit, diese
Unmoglichkeit in einer Definition des Begriffs allgemein zu formulieren und das heif3t,
sie logisch zu erfassen. Im rein formalen Ansatz ist eine solche Veranschaulichung
nicht moglich, sondern muss von Anfang an als Unmoglichkeitsaussage ausgedriickt
werden.

Der Begriff der Basis schliellich ist insofern schwierig, als er auf den der linea-
ren Unabhéngigkeit aufbaut, stellt aber keine neue Hiirde dar. Meines Erachtens
ist er sogar leichter zu erfassen, weil seine Niitzlichkeit zum Ordnen des Vektor-
raums offensichtlich ist. Die Vorstellung, dass eine Basis eine Menge von Vektoren
ist, mit denen alle Vektoren des Vektorraums auf eindeutige Weise dargestellt wer-
den koénnen, vermeidet sogar die Unmoéglichkeitsformulierung der Beschreibung der
linearen Unabhéngigkeit. Das Konzept der Basis erleichtert insbesondere beim axio-
matischen Ansatz das mentale Reprisentieren des Vektorraums erheblich, denn er
kann nun als das Erzeugnis einer Basis angesehen und damit strukturiert werden.
Fasst jemand einen Vektorraum im Sinne von Vg grundsétzlich als Konstruktions-
prinzip auf, welches auf gegebene Grundstoffe anzuwenden ist, so gibt die axiomati-
sche Vektorraumdefinition iberhaupt erst im Zusammenhang mit dem Basiskonzept
ein ganzheitliches Bild. Wird ein Vektorraum als Erzeugnis einer bestimmten Ba-
sis verstanden, so wird er quasi mit dem K" identifiziert: Wenn eine (geordnete)
Basis V = (vy, ..., v,) des Vektorraums V' gegeben ist, so sind alle Vektoren eindeu-
tig als Linearkombinationen dieser Basis darstellbar. Die Angabe der Koeffizienten
in diesen Linearkombinationen als n-Tupel ist damit eine eindeutige Bezeichnung
der Vektoren. Bei der Betrachtung des K™ ohne einen Bezug zu einem allgemeinen
Vektorraum ist der Nutzen des Konzepts einer Basis weniger offensichtlich, denn es
gibt bereits eine natiirliche ‘Basis’, die den Zweck der Beschreibung aller Vektoren
zufriedenstellend, ja ‘besser’, ndmlich offensichtlicher, erfiillt als andere Basen. Ei-
ne weitere Basis erscheint zunéchst als etwas Kiinstliches, weil ihre Vektoren selbst

4680 z.B. Lorenz (1988) und Klingenberg (1984). Jénich (1997) definiert die Begriffe ‘Erzeug-
nis’ und ‘Erzeugendensystem’ iiberhaupt nicht und verwendet an ihrer Stelle ‘lineare Hiille’ und
‘Linearkombination’.

4TEin Merkmal dieser besonderen Aussage ist nach Dérfler (2002), dass sie sich nicht in Form
eines Diagramms fassen liasst und somit dem diagrammatischen Schlielen nicht zugénglich ist.
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durch die Tupelschreibweise im Prinzip in der kanonischen Basis dargestellt sind.
Erst bei der Betrachtung von Untervektorrdumen, die nicht von Elementen der ka-
nonischen Basis erzeugt werden, wird die Notwendigkeit deutlich, andere Basen zu
verwenden.

Die Komplexitéit der Idee, dass es viele Basen gibt und diese somit austauschbar
sind, zeigt sich insbesondere in konkreten Problemsituationen, wo ein Basiswechsel
vorzunehmen ist, der neben dem Grundgedanken der verschiedenen Darstellungs-
formen die zusétzliche Anforderung stellt, das Prinzip der Darstellung bzgl. einer
bestimmten Basis in einem Zusammenhang einer umfangreichen, formalen Notation
nicht aus dem Blick zu verlieren. Hillel (2000) weist in einer empirischen Studie zum
Wechsel einer Matrixdarstellung einer linearen Abbildung vom R? in den R3 nach,
dass viele Studierende den Darstellungswechsel zwar im Definitions- nicht aber im
Bildraum vornehmen. Er vermutet den Grund darin, dass sie die Spalten ihrer Dar-
stellungsmatrix als die Bilder ihrer Basis, statt als deren Darstellung auffassen.

Die aufgezéhlten Begriffe und ihre Eigenschaften, wie sie in den Sétzen zum
Ausdruck kommen, regen die Bildung von Vorstellungen iiber das Gefiige an, in
dem die Elemente eines Vektorraums geordnet sind.

Eine solche Idee, die nicht alle Eigenschaften beriicksichtigt, die aber von ei-
nem einfachen Ordnungskriterium geprégt ist, ist sicherlich: Die Elemente von V
sind die eindeutigen Linearkombinationen einer geeignet ausgewéhlten Teilmenge
(‘Basis’) von V. Diese Darstellung der Elemente von V' strukturiert den Raum. Die
gewihlte Basis ist wie ein Geriist, das den iibrigen Vektoren des Raums Halt gibt,
oder wie Grundstoffe, aus denen die anderen Vektoren hergestellt werden. Diese
Vorstellung macht jedoch nicht die Vielfalt der Struktur von V' sichtbar. Z.B. sind
in diesem Rahmen Untervektorrdume, die nicht von einer Teilmenge der gewéhlten
Basis erzeugt werden, nur schwer denkbar.

Sehr viel schwerer zu erfassen ist die Idee, dass es viele Basen geben kann, dass
jede Basis ein solches Geriist darstellt, und dass diese Geriiste beliebig austauschbar
sind. Diese Vorstellung beinhaltet ein stabiles Gefiige, dem ganz unterschiedliche
Bausteine zugrunde liegen konnen, das aber immer nach demselben Prinzip geordnet
ist. Unverriickbare Strukturmerkmale des Vektorraums wie seine Untervektorrdume
bleiben von der Wahl einer Basis unabhéngig. Eine Basis ordnet den Vektorraum
auf eine bestimmte Weise, dennoch ist die Struktur des Vektorraumes - die allein
durch die Axiome gegeben ist - unabhéngig von der Basis. Diese Kombination aus
Vielfalt und Einheitlichkeit erscheint paradox. Ich sehe zwei Moglichkeiten fiir eine
mentale Repréasentation dieser Ordnungsprinzipien:

e Die scheinbar widerspriichlichen Ideen des festen und des austausbaren Geriistes
werden neben einander stehen gelassen und bewusst als vereinbar registriert.

e Es findet eine Loslosung von reinen Alltagserfahrungen (wie der Geriistidee)
statt, und formale mathematische Strukturen werden als Bestandteile der in-
ternen Reprisentation aufgenommen. Eine solche Vorstellung liegt auf einer
hohen Abstraktionsebene.

Die Vorstellung, dass eine bestimmte Basis den Vektorraum erzeugt, wird durch
die n-Tupel-Darstellung der Elemente von K™ unmittelbar angeregt, auch ohne dass
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die oben genannten Begriffe und Sétze bekannt sind. Es ist offensichtlich, dass die
Elemente des K™ Linearkombinationen aus den n Elementen der kanonischen Basis
sind, und dass diese Linearkombinationen eindeutig sind. Die Idee der Auswechsel-
barkeit dieser ordnenden Basis ist in einem Vektorraum mit einer auf natiirliche
Weise ausgezeichneten Basis schwer zu erfassen, weil sie die Gleichstellung aller
Basen beinhaltet. Trotzdem wird diese Vorstellung auch in dem Beispiel des K™ ge-
braucht, sobald man sich fiir Untervektorrdume interessiert. Durch die Moglichkeit
der Identifizierung eines allgemeinen endlichdimensionalen Vektorraums mit dem K™
iiber die Wahl einer Basis besteht diese Schwierigkeit auch bei diesem allgemeinen
Zugang. Eine Hilfe ist hier vielleicht ein Ansatz, wie er z.B. von Brieskorn (1983)
gewdhlt wird, der Unterstrukturen in einem Vektorraum in einem ersten Zugang
ohne Basen beschreibt. Als Hilfsmittel verwendet er Untervektorrdume und lineare
Abbildungen, die er auf Vektorrdumen operieren liasst. Er konstruiert insbesondere
eine Reihe von Untervektorrdumen eines Vektorraums V', indem er Schnittmengen
von Untervektorrdumen bildet und Bilder und Urbilder von Untervektorrdumen un-
ter linearen Abbildungen betrachtet. Zudem betrachtet er Quotientenraume V/W,
wobei W der Kern einer linearen Abbildung zwischen den K-Vektorrdumen V' und
V' ist, und setzt sie iiber den Homomorphiesatz in Beziehung zum Bild dieser li-
nearen Abbildung.*® Dieser Zugang liefert keine geschlossene Darstellung. Er gibt
jedoch eine erste Perspektive auf Eigenschaften von Vektorrdumen ‘von oben’; die
nicht von einzelnen Vektoren ausgehend einen Aufbau des Vektorraums darstellt,
sondern die einige Zusammenhénge und Unterstrukturen enthiillt, indem sie das
Ganze zergliedert. AnschlieBend wechselt Brieskorn zwar die Perspektive und fiihrt
die oben erwédhnten, fiir Vektorrdume spezifischen Begriffe ein, jedoch werden Ler-
nende als erste Vorstellung Modelle bilden, die nicht auf eine einzige Basis als Mittel
zum Ordnen beschrankt ist.

Eine besondere Schwierigkeit beim Aufbau von Vorstellungen iiber das Gefiige®?,
welches durch die formale Struktur impliziert wird, ist, dass dieses kein konkret be-
zeichnetes Objekt ist, und daher seine Existenz zunéchst einmal ins Bewusstsein
des Lernenden kommen muss. Vorstellungen vom Gefiige von Vektorraumelementen
werden durch die Sétze, die aus den Definitionen abgeleitet werden, unterstiitzt, sind
aber zumeist sicherlich ‘tacit models’ im Sinne Fischbeins®, die mit den objektiven
Eigenschaften von Vektorrdumen abgeglichen werden sollten, damit sie produktiv
einsetzbar sind. Meist werden sie jedoch nicht thematisiert - moglicherweise wegen
der unbestimmten Bedeutung dieses Begriffs: Das Gefiige einer Menge gibt die Be-
ziehungen wider, in denen die Elemente hinsichtlich der relevanten Verkniipfungen
zu einander stehen. Das ist eine eher vage Definition der Vokabel ‘Gefiige’, die vieles
offen ldsst. Was ist relevant? In welcher Weise werden die Beziehungen reprisen-
tiert? Worin besteht der Unterschied zwischen dem Gefiige und den definierenden
Eigenschaften der Menge? Das Nachdenken und Sprechen iiber ‘Strukturen’ im um-
gangssprachlichen Sinn liegt auf Metaebenen: Es liegt einerseits zwischen exakter

48Vgl. Brieskorn 1983, S. 216-245.

9Die etwas ungebriuchliche Vokabel ‘Gefiige’ wird hier anstelle der umgangssprachlichen Be-
deutung des Wortes ‘Struktur’ verwendet, welches in dieser Arbeit im rein mathematischen Sinn
eingesetzt wird. Die Bezeichnung ‘Gefiige’ ist ebenso unscharf wie die umgangssprachliche Bedeu-

tung von ‘Struktur’, hat aber keine fachspezifische Bedeutung.
50Vgl. Fischbein (1987), S.122 und 205.
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objektiver Mathematik und eher vage formulierten, subjektiven Ideen. Andererseits
gehort es in den Bereich der Metakognition, wo das eigene Denken und Handeln
bewusst gesteuert wird.

2.2.2 Lineare Abbildung

Die Idee, neben einem mathematischen Objekt auch strukturerhaltende Transforma-
tionen zwischen diesem Objekt und einem strukturdhnlichen Objekt zu betrachten
und von diesen Handlungen Riickschliisse auf das urspriingliche Objekt zu ziehen,
ist eine Grundidee mathematischen Arbeitens und entspricht dem intuitiven Vor-
gehen funktionalen Denkens. Lineare Abbildungen sind in doppelter Weise in der
linearen Algebra von Interesse: Sie respektieren Vektorraumstrukturen und zugleich
bilden bestimmte Mengen von linearen Abbildungen ihrerseits Vektorrdume. In der
Auseinandersetzung mit linearen Abbildungen ist aber sowohl funktionales als auch
pradikatives Denken erforderlich: Eine lineare Abbildung ist ein funktionales In-
strument, deren Wirkungsweise verstanden werden muss, will man sie gezielt als
Werkzeug verwenden. Beim Einsatz einer linearen Abbildung zur Beschreibung der
Strukturen von Definitions- oder Zielmenge kann der Fokus jedoch auf pradikative
Aspekte gelenkt werden. Auch ist pradikatives Denken bei der Konstruktion von
Vektorrdumen von linearen Abbildungen hilfreich, wenn nicht sogar erforderlich.

Zum Begriff der linearen Abbildung gehoren Grundvorstellungen, die sich auf
folgende Merkmale beziehen:

1. Abbildung
2. Respektierung der Vektorraumstruktur durch Linearitét
3. Element eines Vektorraums

Zu jeder der drei Figenschaften gehoren eigene Grundvorstellungen. Diese stehen
nicht unverbunden nebeneinander, sondern bauen aufeinander auf und fithren zu
einer komplexen und abstrakten Struktur. Der Abbildungsbegriff ist grundlegend
fiir den Begriff der linearen Abbildung. Das zweite Merkmal baut zusétzlich auf
den Begriff des Vektorraums auf, welcher im vorangegangenen Abschnitt bespro-
chen wurde. Der dritte Aspekt wird anhand des Beispiels des Dualraums in einem
eigenen Abschnitt betrachtet werden. Aus einer formalen Sicht ist er nicht mehr als
ein Beispiel zum Vektorraumbegriff. Die Auffassung von linearen Abbildungen als
‘Vektoren’ erfordert jedoch kognitiv einen schwierigen Sichtwechsel, der diese Ob-
jekte gleichzeitig als Vektoren und als Abbildungen, die auf Vektoren angewendet
werden, erfasst.

Die beiden ersten Merkmale einer linearen Abbildung werden in diesem Abschnitt
entfaltet. Ausgangspunkt ist das Anliegen, Transformationen zu betrachten, die li-
neare Strukturen respektieren. Dieses soll zunéchst auf der Ebene von Vorstellungen
im geometrischen Anschauungsraum erortert werden. Die vektorraumspezifischen
Strukturen des Anschauungsraums sind Geraden und Ebenen. Von einer Transfor-
mation, die diese Strukturen respektiert, ist also zu fordern, dass die Bilder von
Geraden immer Geraden sind - oder dass alle Punkte, die auf einer Geraden liegen,
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Bildpunkte erhalten, die ebenfalls auf einer Geraden liegen. Die beiden Bedingun-
gen sind nicht dquivalent: Die zweite erlaubt die Mdéglichkeit, dass die Dimension
des Bildes kleiner ist als die seines Urbildes. Beides sind sinnvolle Forderungen. Die
zweite, allgemeinere, fiihrt zu den ‘linearen Abbildungen’, die erste zu den bijek-
tiven linearen Abbildungen, die als Selbstabbildungen des Raums in sich mit dem
Ausdruck ‘Automorphismen’ eine eigene Bezeichnung erhalten. Die Bedingung, dass
Geraden auf Geraden abgebildet werden, impliziert die Eigenschaft, dass die Bilder
von parallelen Geraden ebenfalls parallel sind. Strukturmerkmale des Anschauungs-
raums wie Lingen und Winkel sind im Hinblick auf Vektorraumeigenschaften nicht
relevant, und es ist nicht notwendig, dass sie erhalten bleiben. So kann die Wirkung
einer linearen Abbildung im dreidimensionalen Raum sein, dass das Bild des Ein-
heitswiirfels ein Spat - oder ein entsprechendes Gebilde in kleineren Dimensionen -
ist, der weder rechte Winkel besitzt noch gleichseitig ist.

Es gibt zahlreiche Beispiele von Abbildungen im geometrischen Anschauungs-
raum. Hinter manchen Abbildungen stehen einfache Vorstellungen von Handlungen
oder von geometrischen Beziehungen, wie etwa eine Projektion, eine Drehung einer
Ebene um einen Punkt oder die Spiegelung an einer Geraden. So verwandt sich diese
beiden letzten Beispiele vom mathematischen Standpunkt aus sind, da z.B. eine Dre-
hung mit Hilfe von zwei Spiegelungen gegeben werden kann, so verschieden sind die
Vorstellungen, die die beiden Begriffe hervorrufen kénnen: Eine Drehung eines Ge-
genstands verdndert seine Lage; eine Spiegelung eines Gegenstands erzeugt scheinbar
ein zweites Objekt, sein Spiegelbild, wihrend sie den Gegenstand selbst nicht beein-
trachtigt. Wahrend zu der Drehung eher die funktionale Vorstellung passt, dass man
an dem Gegenstand etwas tut, ruft die soeben gegebene Beschreibung einer Spie-
gelung eher die pradikative Vorstellung wach, dass zwischen bestimmten Punkten
eine besondere Bezichung besteht. Stellt man sich die Spiegelung allerdings nicht
wortlich als das Aufstellen eines Spiegels vor, sondern veranschaulicht sie durch das
Umklappen des Zeichenpapiers an der Spiegelgeraden, so verdndert der Spiegelungs-
gegenstand tatséchlich seine Lage und die Spiegelung wird zu einer Manipulation
des Gegenstands dhnlich wie eine Drehung. Diese Spiegelungsvorstellung wiirde gut
zum funktionalen Denken passen.

Die oben gegebene Beschreibung von dem, was die gewiinschten Transformatio-
nen im Anschauungsraum leisten sollen, kann auf allgemeine Vektorrdume iibertra-
gen werden durch die Forderung, dass die linearen Abbildungen die Linearitatsei-
genschaften eines Vektorraums respektieren sollen. Diese Eigenschaften liegen allein
in den durch die Vektorraumaxiome gegebenen Regeln fiir die beiden Operationen
begriindet. Eine allgemeine Definition des Begriffs ‘lineare Abbildung’ muss die Idee
der Erhaltung der Linearitit daher formalisieren, wobei die gegebenen formalen
Vektorraumelemente und -operationen als Grundlage dienen. Eine Abbildung, die
linear ist, muss gewéhrleisten, dass die Verkniipfung von zwei Objekten im Definiti-
onsraum derjenigen der zugehorigen Bilder entspricht. Diese Bedingung wird durch
zwei formale Gleichungen erfasst:
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Definition: Eine Abbildung
f:vVv—w

zwischen zwei K-Vektorrdumen V' und W heifit linear, wenn gilt: Fiir
alle A € K und alle v,w € V gilt:

fOw) = Af(v) und f(v+w) = f(v) + f(w)

Diese formale Definition bietet gegeniiber der inhaltlichen Beschreibung, dass
die Strukturen erhalten werden, den Vorteil, dass sie ein operationalisiertes Uber-
priifungskriterium fiir eine gegebene Abbildung liefert, anhand dessen man entschei-
den kann, ob sie linear ist.

Diese Vorteile beseitigen aber nicht ein grundsétzliches Problem, das mit der
Formalisierung des Abbildens verbunden ist: Die oben genannten einfachen, alltagli-
chen Beispiele von linearen Abbildungen koénnen als ein konkretes Handeln vorge-
stellt - und sogar ausgefiihrt - werden. Zur mentalen Erfassung der formalisierten
Darstellungen kann man - spéitestens wenn diese Abbildungen als Elemente eines
Vektorraums verstanden werden - nicht bei dem Gedanken an das Handeln stehen
bleiben, sondern muss den Gesamtprozess des Handelns einschlieffSlich seiner durch
Definitions- und Zielraum gegebenen Grenzen durch ein mentales Objekt ersetzen.
Das kann z.B. durch Verkapselung oder Verdinglichung geschehen.® Eine besondere
Herausforderung ist dies bei Abbildungen, die in einer Form wie oben charakterisiert
sind. Denn Lernende begegnen zwar bereits in der Schule dem Konzept der ‘Funk-
tion’ und auch verschiedenen Typen von Funktionen, aber ihre Darstellung ist dort
anderer Art: Man gibt einen typischen Funktionsterm mit Parametern an, oder man
beschreibt die Gemeinsamkeiten der Funktionsgraphen. So wird die Funktionenklas-
se der quadratischen Funktionen iiber den Funktionsterm ax? + bz + ¢ oder iiber den
Graphentyp ‘Parabel’ charakterisiert. Der Begriff ‘quadratische Funktion’ erhélt da-
mit eine geschlossene Darstellung. Bei der Definition der linearen Abbildung fehlen
sowohl ein Funktionsterm als auch ein Funktionsgraph. Stattdessen geben die bei-
den Gleichungen ein Verfahren an die Hand, mit dem man bei direkter Vorgabe der
Bilder einer Auswahl von Vektoren auf die Bilder einiger weiterer Vektoren schlielen
kann. Die Tatsache, dass hier keine direkte Beziehung zwischen den Elementen der
Definitionsmenge und ihren Bildern gegeben ist, ist insbesondere fiir Menschen mit
einer Praferenz fiir pradikatives Denken ein Problem. Eine weitere Formalisierung
begegnet diesem Hindernis: Eine passende Auswahl der Vektoren, deren Bilder ex-
plizit angegeben werden, nédmlich als Vektoren einer Basis, fithrt dazu, dass iiber
sie auf alle Bilder geschlossen werden kann. Aus dieser Beobachtung resultiert nun
ein weiterer Formalisierungsschritt, in dem eine lineare Abbildung bzgl. einer gege-
benen Basis in Form einer informationsdichten Matrix dargestellt wird. Mit dieser
Représentation ist ein direktes Rechenverfahren zur Bestimmung der Bilder von
Vektoren verbunden, welche in der betreffenden Basis dargestellt sind: Ist A die
Darstellungsmatrix einer linearen Abbildung bzgl. vorgegebenen Basen, so ist das

S5Fiir eine ausfiihrliche Darstellung der kognitiven Schwierigkeiten, die das Verkapseln mit sich
bringt, siehe Dubinsky (1991); fiir eine Erérterung der Verdinglichung und ihrer kognitiven Anfor-
derungen siehe z.B. Sfard (1991).
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Bild eines allgemeinen Vektors v der Vektor Av.

Die genannte Formalisierung der Idee strukturerhaltender Abbildungen fiihrt
zu zahlreichen weiteren Erkenntnissen iiber lineare Abbildungen und iiber Vek-
torrdume. Eine erste bereits durch die Tétigkeit des Formalisierens initiierte Er-
kenntnis ist die Strukturierung eines Vektorraums mit Hilfe von Basen. Aber auf
der Ebene der formalen Darstellungen gibt es noch eine Reihe weiterer Folgerungen,
die ihrerseits in erweiterte Vorstellungen von Vektorraumstrukturen iibertragen wer-
den koénnen.

Auf der formalen Ebene eroffnet die Moglichkeit der Darstellung einer linearen
Abbildung mit Hilfe einer Basis eine Fiille von Zusammenhéngen, die einen Transfer
von Erkenntnissen zwischen verschiedenen Themen der linearen Algebra anbieten.
So fithren Uberlegungen zur Klassifizierung von linearen Abbildungen mit Hilfe von
Matrizen zu Fragen nach den Auswirkungen des Basiswechsels, da jede Matrixdar-
stellung einer Abbildung von der zu Grunde gelegten Basis abhéingig ist. Damit stellt
sich die Frage, welche Eigenschaften von Matrizen beim Wechsel einer Basis nicht
verletzt werden. Zu diesen Eigenschaften gehort insbesondere der Rang einer Dar-
stellungsmatrix, i.e. die Dimension des Bildraums der repréisentierten Abbildung,
und ebenso die Dimension des Kerns dieser Abbildung. Hier flieen die Begriffe
der Dimension und des Untervektorraums in die Untersuchung ein. Ein wichtiges
Verfahren zur Bestimmung von Kern und Bild einer linearen Abbildung ist das
Losen des zugehorigen linearen Gleichungssystems mit Hilfe eines Algorithmus, wie
z.B. des Gauflalgorithmus. Ein solches Gleichungssystem kann neben einer linearen
Abbildung noch andere innermathematische Bedeutungen représentieren. So kann
z.B. die Anwendung des GauBlalgorithmus auf die Zeilen der Matrix Auskunft {iber
die Abhéngigkeitsbeziehungen der Spaltenvektoren der Matrix und {iber das lineare
Erzeugnis der Zeilenvektoren geben. Kognitive Werkzeuge, die bei solchen Betrach-
tungen von linearen Abbildungen gebraucht werden, sind vor allem Formalisierung,
Transfer und Sichtwechsel, die in vielfacher Hinsicht zugleich einzusetzen sind und
viele Eigenschaften von Vektorrdumen und linearen Abbildungen mit einander ver-
binden.

Eine besondere Art von linearen Abbildungen sind die oben bereits erwéhn-
ten Automorphismen, also die strukturerhaltenden Selbstabbildungen, eines Vek-
torraums. Sie sind diejenigen linearen Abbildungen, welche einen Basiswechsel be-
schreiben, denn sie bilden jede Basis des Vektorraums wiederum auf eine Basis ab:
Waihlt man eine Basis als Strukturierungshilfe eines Vektorraums aus und wendet
einen Automorphismus auf den Vektorraum an, so kommt dies dem Wechsel des Be-
zugssystems gleich, der die erste Basis durch ihre Bilder ersetzt. Diese Wirkung eines
Automorphismus ist mental als ein Sichtwechsel zu vollziehen, welcher erfordert, die
Strukturierung der Vorstellung von dem Vektorraum neu vorzunehmen ohne dabei
die Grundprinzipien des Aufbaus zu verdndern. Wir betrachten ein Beispiel, in dem
der Anschauungsraum mit Hilfe von Vektoren des R?® dargestellt wird. Die Koordi-
naten eines Punktes bezeichnen den Vektor, der die Translation des Ursprungs in
den betreffenden Punkt beschreibt. ey, es, e3 bezeichnet dabei die Standardbasis im
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R3. Die lineare Abbildung

f: RR — R3
€1 — a1 = 261
€y FH— Q9 = €]+ €3
e3 F—— asg:=e9+e3

ist ein Automorphismus, der den Einheitswiirfel auf einen Spat abbildet, dessen
Seiten den Richtungen und Langen der Vektoren ai, as, as entsprechen, ndmlich auf
den Spat mit den (bzgl. dem Standardkoordinatensystem gegebenen) Eckpunkten

(000),(200),(110),(011),(310),(121),(211),(321).

Dieser Spat entsteht quasi als eine Deformierung des Einheitswiirfels. Er unterschei-
det sich in mancher Hinsicht strukturell vom Einheitswiirfel. Im Hinblick auf die in
einem Vektorraum relevanten Strukturen sind beide jedoch austauschbar. Fasst man
den Einheitswiirfel als urspriingliches Bezugssystem und den Bildspat als neues Be-
zugssystem auf, bzgl. dem alle Elemente des Vektorraums reprisentiert werden, so
gilt, dass die Art und Weise, wie diese Repréisentation erfolgt, nach den gleichen Bau-
prinzipien erfolgt, ndmlich durch eine Linearkombination aus der jeweiligen Basis.
Der Raum R? wird aber insofern umstrukturiert, als die Koordinatendarstellungen
der einzelnen Punkte andere sind. So liegt die Ecke des Bildspats mit den Koordi-
naten (3 2 1) bzgl. der Standardbasis auBerhalb des Einheitswiirfels. Bzgl. der Basis
(a1, a9, a3) hat sie die Koordinaten (1 1 1).

Wie im Abschnitt {iber den Vektorraumbegriff dargelegt, ist es nicht leicht, die
Vielfalt der Strukturierungsmoglichkeiten bei dennoch gleichbleibender Struktur in
eine interne Repréisentation aufzunehmen. Moglicherweise kann ein Automorphis-
mus dazu helfen, dies zu vollziehen, denn er gibt eine Anleitung {iber welchen Weg
man von der ersten zur zweiten Strukturierung gelangen kann. Fiir Menschen mit
einer Priifferenz fiir funktionales Denken ist ein Ubergang von einer strukturieren-
den Basis zur anderen vermutlich von besonderem Interesse. Kognitiv ist dabei eine
Umkehrung der Formalisierung zu leisten, welche die formale Beschreibung eines
Vorgangs auf der Darstellungsebene in einen kognitiven Vorgang uminterpretiert.

Eine Verallgemeinerung der Automorphismen sind die Isomorphismen zwischen
Vektorrdumen. Sie identifizieren Strukturen zweier Vektorrdume, welche in ihren Ob-
jekten sehr unterschiedlich sein kénnen, indem sie eine ganz bestimmte Eins-zu-Eins-
Beziehung zwischen den Elementen der beiden Rédume herstellen. Damit beriicksich-
tigen sie nicht nur die allgemeinen Vektorraumstrukturen sondern zusétzlich die Di-
mension des Definitionsraums. Sie ermoglichen die Ubertragung aller Strukturfragen
von einem n—dimensionalen Vektorraum in den K™.

Das Beispiel der linearen Abbildungen zeigt, wie sich Vorstellung und Darstel-
lung in der Entwicklung mathematischer Begriffe wechselseitig ergdnzen und anre-
gen konnen. Ubergiénge zwischen den beiden Reprisentationsformen sind Formali-
sierungen von mentalen Ideen und Deutungen von formalen Zeichensystemen. Die
beiden verschiedenen Ebenen mit ihren sehr unterschiedlichen Vorgehensweisen und
die Notwendigkeit des gegenseitigen Bezugs trégt wesentlich zu der Reichhaltigkeit,
aber damit auch Komplexitédt und Schwierigkeit der Thematik bei.
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Neben dem Bezug zwischen inneren und &ufleren Représentationsebenen findet
auch noch ein Wechselspiel im mentalen Aufbau von zwei grundlegenden Begriffen
statt, die sich gegenseitig stiitzen: Die zentrale Eigenschaft von linearen Abbildun-
gen, die ihr Wesen und ihre grofle Bedeutung als Werkzeuge ausmacht, ist die Tat-
sache, dass sie bestimmte, namlich lineare, Strukturen erhalten bzw. iibertragen.
Um diese Vorstellung mental aufzubauen, ist es notwendig, nicht nur die forma-
le Definition von Vektorrdumen zu verstehen, sondern auch ein inneres Bild ihrer
Strukturen zu haben, auf das die Vorstellung der Strukturiibertragung angewendet
werden kann. Daher gilt auch umgekehrt, dass die Beschéftigung mit dem Begriff der
linearen Abbildung und der Versuch, eine Vorstellung fiir ihn aufzubauen, dazu her-
ausfordert, sich Vektorraumstrukturen bewusst zu machen. Die Vorstellungen von
Eigenschaften von Vektorrdumen und linearen Abbildungen werden also in gegensei-
tiger Wechselwirkung entwickelt und vertieft.’? Dariiber hinaus gibt die Definition
der linearen Abbildung aber auch noch an, in welcher Weise sie lineare Strukturen
iibertrdgt, und somit, welche Zusammenhénge grundsétzlich erhalten bleiben und
welche etwa von der jeweiligen linearen Abbildung abhéngig sind. Die Betrachtung
von linearen Abbildungen hat ein ganzes Netz von Zusammenhéngen und Wechsel-
wirkungen zur Folge, welche Eigenschaften des Definitions- und des Zielraums und
bestimmter Teilrdume und Verbindungen zwischen ihnen sichtbar machen.

2.2.3 Dualraum

Der Dualraum V* eines K —Vektorraums V ist der Vektorraum der linearen Abbil-
dungen V' — K. Der Begriff des Dualraums basiert auf zwei Grundvorstellungen:
Zunéchst ist der Dualraum V* eines Vektorraums V' die Menge der linearen Abbil-
dungen von V' in seinen Korper. Nun ist der Korper K, in dem die Bilder der hier
zu betrachtenden linearen Abbildungen liegen, als eindimensionaler Vektorraum ein
besonders einfacher Spezialfall eines Vektorraums. Dies hat den Nachteil, dass die
Strukturmerkmale von Vektorrdumen auf ihn zwar zutreffen, dass sie aber nicht in
prototypischer Form an ihm erkennbar sind. Das macht die linearen Abbildungen
V — K fiir einen Lernenden schwerer zu begreifen als lineare Abbildungen allge-
meinen Typs, weil er sich hier weniger an Anschauungen oder duflerlich vertrauten
symbolischen Darstellungsformen orientieren kann. Stattdessen muss er die allgemei-
nen Vektorraumstrukturen in einer Menge wiedererkennen, in der zugleich andere
Strukturen eine wichtige Rolle spielen, denn K tritt bei diesen linearen Abbildungen
sowohl als Menge der Skalare wie als Menge von Vektoren auf.

Sodann ist der Dualraum ein Vektorraum. Wenn der Vektorraum V' endlichdi-
mensional ist, ist sein Dualraum V* zu ihm isomorph und kann unter Umstédnden
sogar mit ihm identifiziert werden, wenn es namlich in V' eine kanonische Basis gibt.
Andernfalls gibt es unter vielen Isomorphismen zwischen den beiden Rédumen kei-
nen ausgezeichneten, der die Art der Identifizierung kanonisch festlegt. Diese beiden
Grundvorstellungen stellen nicht zwei gleichwertige, alternative Zugéinge zum Be-
griff des Dualraums dar, sondern sind zwei Wesensmerkmale, von denen das zweite
nach Erfassen des ersten entdeckt werden muss.

52GemiB Steinbring (2000) kann man sagen, die Vorstellungen iiber die Begriffe des Vektorraums
und der linearen Abbildung dienen abwechselnd als Referenzkontexte fiir einander.
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Der Begriff des Dualraums ist aus zwei ihrerseits abstrakten und gehaltvollen
und mit einander verwobenen Begriffen konstruiert und stellt eine hohe Abstrakti-
onsstufe dar. Die néchste Anforderung an das Abstraktionsvermogen von Lernenden
ist, diese beiden Eigenschaften mit einander zu verbinden, denn der Dualraum ist
sowohl eine Menge von linearen Abbildungen als auch ein Vektorraum. Er muss
einen Sichtwechsel vornehmen, der die ohnehin schon abstrakten Objekte ‘linea-
re Abbildungen’ aufgrund einer Formalisierung von beobachteten Eigenschaften als
‘Vektoren’ versteht: Diese Abbildungen kénnen addiert und mit skalaren Vielfachen
versehen werden, und mit diesen beiden Operationen bilden die Elemente des V*
einen K —Vektorraum. Das bedeutet zunéchst nur, dass diese Menge die formalen
Bedingungen eines Vektorraums erfiillt. Die Folge ist, dass dieser Raum alle Eigen-
schaften eines Vektorraums besitzt und seine Elemente, die linearen Abbildungen,
nun als ‘Vektoren’ und mit allen Mdéglichkeiten von Vektoren in Erscheinung treten.
Diese Argumentation ist in ihren einzelnen Behauptungen leicht nachzuvollziehen,
aber die Gesamtaussage, dass die linearen Abbildungen des Dualraums Vektoren
sind, scheint ihrem spezifischen Charakter geradezu entgegen zu stehen: Sie bilden
Vektoren (ndmlich aus dem Vektorraum V') ab, unterscheiden sich von diesen also
wesensmiéflig. Diese Beobachtung ist zutreffend, denn es handelt sich bei diesem Ver-
gleich um Vektoren, die Elemente ganz verschiedener Vektorrdaume sind. Schlieflich
ist aber noch ein anderer Sichtwechsel moglich, welcher die soeben getroffene Fest-
stellung wieder in Frage stellt: Die beiden Vektorrdume V' und V* sind isomorph zu
einander, und falls V' = K™ fiir ein n € N, konnen die beiden Vektorrdume iiber die
kanonische Basis sogar mit einander identifiziert werden. Stellt man die Elemente
des Dualraums als Matrizen bzgl. der kanonischen Basis dar, so sind es n-Tupel.
Sie unterscheiden sich von den Elementen von V' allenfalls dadurch, dass diese als
Spalten-, jene als Zeilenvektoren notiert werden.

Wenn der Dualraum ein Vektorraum ist, so liegt die Frage nach einer Basis na-
he. Der Umgang mit einer Basis aus Abbildungen stellt eine besondere Anforderung
an den Einsatz von kognitiven Werkzeugen, da er mehrere Abstraktionsebenen zu
gleicher Zeit beriicksichtigen und dennoch auseinander halten muss. Lineare Abbil-
dungen V' — K werden iiblicherweise definiert, indem ihre Bilder einer Basis von
V' angegeben werden. Eine Basis der Menge dieser linearen Abbildungen ist von der
gewihlten Basis von V' jedoch grundverschieden.

Zum Thema des Dualraums gibt es insofern verschiedene Zuginge, als die Rei-
henfolge und die Art der Einfithrung der einzelnen Konzepte, auf die der Dualraum-
begriff aufbaut, viele Moglichkeiten offen lassen. Sind diese bereitgestellt, so gibt
es die oben beschriebene Moglichkeit eines Zugangs zum Dualraum, die entweder in
ganz allgemeiner Form oder zunéchst an einem konkreten Vektorraum erfolgen kann,
z.B. am R". Letzteres bietet die Moglichkeit, den Sichtwechsel von dem Charakter
der linearen Abbildungen hin zu dem Charakter von Vektoren mit Hilfe von Matri-
zendarstellungen zu vollziehen. Betrachtet man diese Matrizen als reine Schreibfigu-
ren mit bestimmten, den Lernenden bereits vertrauten Operationen, die mit ihnen
durchgefiihrt werden diirfen, so erleichtert dies unter Umsténden den Sichtwechsel,
weil der Fokus vom Charakter der Objekte, fiir die die 1 x n — Matrizen stehen,
abgelenkt ist.

Eine anderer Zugang kniipft an Beobachtungen von linearen Gleichungssyste-
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men und der Dualitdt der Menge der Gleichungen und der Menge der Lésungen an.
Diese fithrt unmittelbar zu der Idee der Austauschbarkeit der Fragestellungen nach
der Losungsmenge eines gegebenen linearen Gleichungssystems und der Menge der
linearen Gleichungen, die von einer gegebenen Losungsmenge erfiillt sein miissen. In
dieser Uberlegung werden die Rollen der Lésungstupel und der Koeffiziententupel
der linearen Gleichungen vertauscht. Dabei werden aus den urspriinglichen Koeffizi-
ententupeln, die als Matrizen aufgefasst als lineare Abbildungen auftraten, nun die
Losungen eines linearen Gleichungssystems und aus den urspriinglichen Vektoren,
namlich den Losungen des urspriinglichen Gleichungssystems, nun lineare Abbildun-
gen. Konkret sieht das so aus: In einer linearen Gleichung

ary+...+apx, =b

kann man die linke Seite als Anwendung einer linearen Abbildung vom K" nach K
mit Matrixdarstellung
a=(ay,...,a,)

auf den Vektor
€1

Tn
verstehen. Die Rollen von a und z sind vertauschbar wegen der Gleichheit

ar = a1 xy + ... + apx, = r101 + . .. + Tpa, = "a""

Jedes Paar (a,z) aus einem Koeffizientenvektor a der Gleichungen eines linearen
Gleichungssystems und einem Basisvektor x des Losungsraums erfiillt diese Bezie-
hung. Die Dualitéit von Gleichungen und Loésungen bedeutet, dass beide Kategori-
en mit denselben Begrifflichkeiten beschrieben werden kénnen. Dazu gehoren z.B.
die lineare Unabhéngigkeit, Erzeugende, die Dimension, die jeweils sowohl auf die
Losungsmenge wie auf die Gleichungen (représentiert durch die Zeilenvektoren einer
Matrix) eines homgenen linearen Gleichungssystems angewendet werden kénnen.
Eine Verallgemeinerung der Beobachtungen in diesem Dualitdtsproblem fiihrt zum
Konzept des Dualraums, der nicht in den Diagrammen der linearen Gleichungen
verhaftet ist, sondern das allgemeinere Konzept der linearen Abbildung verwendet,
welches koordinatenfreie Aussagen ermoglicht.

2.2.4 Faktorstrukturen

Der Faktorraum eines Vektorraums V' ist ein weiteres Beispiel fiir die Konstruktion
eines Vektorraums aus einem bereits gegebenen Vektorraum V': Es wird eine lineare
Abbildung ¢ : V' — W gewihlt, die nicht injektiv ist. Nun sollen Elemente von V,
die dasselbe Bild haben, als ‘im Wesentlichen’ gleich betrachtet, sollen also mit ein-
ander identifiziert werden. Dazu wird die neue Menge V /kern ¢ geschaffen als eine
Menge von Teilmengen von V', und zwar bilden jeweils alle Elemente von V' mit glei-
chem Bild unter ¢ eine solche Teilmenge. Nun werden noch geeignete Verkniipfun-
gen fiir diese neue Menge definiert, so dass sie ein Vektorraum wird und aus der

53Fuler sprach z.B. bereits von der Abhingigkeit von Gleichungen, verwendete hier aber einen
anderen Ausdruck als fiir die Abhingigkeit von Losungen. Vgl. Dorier (2000), S. 6-11.
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urspriinglichen linearen Abbildung ¢ eine lineare Abbildung @ : V/kern ¢ — W
definiert werden kann, welche ‘im Wesentlichen’ dasselbe tut wie . Die Ausfithrung
dieser Strategie erfordert noch einige technische Details, die zu beachten sind, damit
die Konstruktion funktioniert. Eine Variation des angefiihrten Beispiels ist bei ge-
gebenen K-Vektorrdumen V, W mit dimV > dimWW die gezielte Konstruktion einer
linearen Abbildung ¢ : V. — W, so dass W = V/kern .

Mengen von Restklasssen

Die Konstruktion eines Faktorraums beinhaltet eine Fiille von Abstraktionen hohen
Schwierigkeitsgrades. Die Grundprinzipien sollen anhand einer einfacheren Faktor-
struktur besprochen werden, welche Anfangern einen konkreten Zugang erlaubt,
namlich die Gruppe von Restklassen Z/nZ fiir eine natiirliche Zahl n.

Mengen von Restklassen sind nicht nur ein wegweisendes Beispiel fiir die Kon-
struktion von Faktorstrukturen gewesen, sondern spielen aus strukturtheoretischer
Sicht in vieler Hinsicht eine grofle Rolle. Zusammen mit der Verkniipfung ‘+’ sind
sie zunéchst Beispiele fiir endliche Gruppen einfacher Bauart, ndmlich fiir zyklische
Gruppen, und eignen sich daher zur Einfiihrung in den Gruppenbegriff. In ihnen
gelten manche Eigenschaften, die Lernenden von den reellen Zahlen her vertraut
sind, andere Eigenschaften, die Lernenden selbstverstéindlich zu sein scheinen, gel-
ten jedoch nicht. So gibt es z.B. keine lineare Ordnung in Z/nZ. Dariiberhinaus sind
Mengen von Restklassen (Z/nZ,+,-) Ringe, fiir Primzahlen n sogar Korper.

Die Konstruktion von Mengen von Restklassen gibt in verschiedener Hinsicht
ein Beispiel fiir Strategien in der Mathematik zum lokalen Ordnen: Zunéchst ist es
eine Strategie, Objekte zusammen zu fassen, die beziiglich bestimmten Fragen glei-
che Eigenschaften haben. Im Falle von Z/nZ ist dies die Eigenschaft, beim Teilen
durch die Zahl n denselben Rest (zwischen 0 und n — 1) zu lassen, welche weitere
gemeinsame Eigenschaften zur Folge hat, etwa die Eigenschaft, dass der Rest, den
die Summe aus zwei Zahlen beim Teilen durch n lasst, invariant bzgl. der Wahl eines
Summanden ist, solange sein Rest nicht verdndert wird. Das gleichzeitige Betrach-
ten der ganzen Zahlen, welche denselben Rest beim Teilen durch n lassen, kann eine
Vereinfachung der Gesamtsituation sein. Z.B. bedeutet es einen Ubergang von ei-
ner unendlichen zu einer endlichen Menge. Dieses gleichzeitige Betrachten erfordert
einen gedanklichen Abstraktionsschritt, in dem eine neue Sichtweise auf die ganzen
Zahlen vorzunehmen ist und in dem neue Objekte zu konstruieren und zu akzep-
tieren sind. Eine weitere in der Mathematik weit verbreitete Strategie kann anhand
der Restklassenbildung verstanden werden: Die aus Z konstruierten Mengen Z/nZ
‘erben’ viele Eigenschaften von Z. Indem geeignete Verkniipfungen auf Z/nZ defi-
niert werden, kann erreicht werden, dass viele Eigenschaften dieser Verkniipfungen
auf Eigenschaften der Verkniipfungen in Z zuriickgefiihrt werden kénnen. Die Addi-
tion, die in Z/nZ definiert wird, ist fiir Lernende naheliegend und bedarf nicht der
Rechtfertigung. Aber die Beobachtung, wie Eigenschaften von Z nach Z/nZ iibert-
ragen werden, kann zu Einblicken in iibergeordnete Strategien fithren, etwa welche
Art von neuen Objekten sinnvoll und niitzlich zu konstruieren ist.

Zwei Grundvorstellungen von (Z/nZ,+), welche unterschiedliche Charakteristi-
ka dieser Gruppe betonen, sollen hier untersucht werden. Die erste Sichtweise erhélt
hier die Bezeichnung R;. Sie stellt das Wesen der Elemente von Z/nZ in den Vor-
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dergrund: Die Menge der Restklassen modulo n ist eine Menge von Mengen. Sie
begriindet sich aus der Tatsache, dass die Elemente von Z/nZ neue Konstrukte
sind, deren Wesen und Bedeutung aus den Elementen von 7Z abgeleitet werden.
Die zweite Sichtweise - Ry - fokusiert die Verkniipfung in der Menge (Z/nZ,+)
und ihre Eigenschaften, welche (Z/nZ,+) zu einer Gruppe machen. Dieser Fokus
wird erleichtert, wenn von allen fiir diese Eigenschaften unwesentlichen Charakte-
ristika abgesehen wird, und die Menge als Menge von n formalen Symbolen mit
einer formalen Addition angesehen wird. Damit begibt man sich auf die Ebene der
‘auBeren’ Beziehungen eines Elements zu den anderen. Diese Perspektive ermoglicht
die Entdeckung und Beschreibung von Gruppenstrukturen in dieser Menge, da ihre
Betrachtungsweise der Ebene entspricht, auf der die Strukturen zu finden sind.

Zwei formale Beschreibungen, die je einer dieser beiden Grundvorstellungen
Rechnung tragen, sind Folgende:

Ry: (Z/nZ,+) ist eine Menge von Teilmengen von Z, deren Addition auf Z zuriick-
gefiithrt wird:
Z/nZ = {i+nZ |i € Z} und fir i, j € Z gilt: (i+nZ)+(j+nZ) = (i+7)+nZ.

Ry: (Z/nZ,+) ist eine Menge mit n Elementen Ay, ..., A,, deren Verkniipfung for-
mal, z.B. iiber eine Verkniipfungstafel, definiert wird. Fiir Z/37Z z.B.:

+ ‘A1 Ay Az
A AL Ay Ay
Ay | Ay Ay Ay
Az | Az A1 Ay

Beide Grundvorstellungen bergen epistemologische Hindernisse, die der Lernende
iiberwinden muss.

Versteht man Z/nZ im Sinne von R; als Menge von Mengen, so braucht man
die kognitiven Werkzeuge des Sichtwechsels und der Konstruktion neuer Objekte.
Ein Sichtwechsel ist vorzunehmen, weil die Objekte, welche in Z die Eigenschaft
haben, Teilmengen zu sein, in der neuen Menge Elemente sind. In den Augen des
Betrachters ‘dndert’ sich ihr Charakter. Aulerdem #ndert sich aber auch ihre Rol-
le. Wéhrend diese Teilmengen in Z vom handelnden Mathematiker als Werkzeuge
verwendet werden, um mit ihrer Hilfe die ganzen Zahlen zu ordnen, werden sie in
(Z/nZ,+) zu eigensténdigen Objekten, die ihrerseits beschrieben werden. Und nicht
nur das, sie werden zu Objekten, die den ganzen Zahlen, aus denen sie konstruiert
sind, gleichgestellt sind in dem Sinne, dass analoge Aktivitdten mit ihnen angestellt
werden. Somit handelt man auf der hoheren Abstraktionsebene der Restklassen als
ob man sich auf der niedrigeren Ebene der ganzen Zahlen befande. In dem zweifa-
chen Sinne des Charakters und der Aufgabe spielen die Restklassen in dem neuen
Kontext eine neue Rolle. Sie ‘widerspricht’ dem in der Schulzeit nachdriicklich ge-
lernten Wissen, dass Elemente und Teilmengen ganz verschiedene Dinge sind, und
ist nicht nur zur Kenntnis zu nehmen, sondern sie wird zugleich mit einer Fiille von
Beziehungen und Eigenschaften versehen: Die Mengen ¢ + nZ werden wie Elemente
behandelt, indem fiir sie eine formale Addition definiert wird, und nachgewiesen
wird, dass (Z/nZ,+) die formalen Eigenschaften einer Gruppe erfiillt. Bleibt der
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Schwerpunkt der Betrachtungsweise bei dem Mengencharakteristikum der Elemente
von Z/nZ, so wird die neue Operation sehr komplex und iiberfordert schnell die
Vorstellungskraft, etwa wenn allgemeine Sitze iiber Gruppen auf das neue Objekt
bezogen werden, oder wenn Homomorphismen auf dieser Gruppe definiert werden.
Zur Verdeutlichung betrachten wir, was zu tun ist, wenn man nachweisen will, dass
eine vorgegebene Abbildung f :

Z/nZ - 7/nZ

ein Gruppenhomomorphismus ist. Dabei stellen wir uns auf den Standpunkt, dass
wir anstelle der n Elemente von Z/nZ immer die Elemente von i+ nZ C Z im Sinn
haben, d.h., dass wir die Addition nur iiber Repésentanten denken. Das Diagramm
fiir die Abbildung wird also erweitert gedacht als

Z Z
! l
ZL/nZ 7, Z/nZ

und alle Aktivitdten in Z/nZ werden von Z aus gedeutet: Wir nehmen nun zwei
beliebige Elemente A, B von Z/nZ. Um zu zeigen, dass f(A+ B) = f(A) + f(B)
ist, nehmen wir zwei Elemente a € A,b € B, bilden ihre Summe a + b = ¢ und
stellen fest, dass ¢ in einer Menge C' € Z/nZ liegt. Des Weiteren betrachten wir die
Bilder X := f(A), Y := f(B) und Z := f(C) in Z/nZ. Aus X und Y wihlen wir
je ein Element x € X und y € Y. Nun ist zu zeigen, dass x + y € Z. Das Beispiel
zeigt, dass eine solche Betrachtungsweise durchaus moglich ist, aber es verdeutlicht
ebenso, dass sie Gedankengéinge erfordert, welche um ein Vielfaches komplexer sind
als die Beziehung f(A + B) = f(A) + f(B).

Das Zusammenfassen von Elementen einer Menge in Aquivalenzklassen tritt in
der Schule in verschiedenen Kontexten auf und erfordert kein hohes Abstraktions-
niveau. Zwei Beispiele sollen das verdeutlichen: Zum einen werden in der siebten
Klasse Aquivalenzklassen von kongruenten Dreiecken betrachtet. Sie scheinen kei-
nerlei Schwierigkeiten zu bereiten. Im Gegensatz dazu werden Vektoren als Aqui-
valenzklassen von gleichgerichteten und gleich langen Pfeilen in der Oberstufe von
vielen Schiilern nicht verstanden. Ein entscheidender Unterschied ist Folgender: Die
Schiiler identifizieren zwei Dreiecke gleicher Form und Grofie mit einander, da ihre
Vorstellung von einem Dreieck nicht an dem Ort, also dem einzelnen gezeichneten
Dreieck, hiangt, sondern ein Ding ist, welches man in die Hand nehmen und irgend-
wo hinlegen kann. Sie empfinden den Begriff “kongruent” als eine Spitzfindigkeit
des Mathematikers, welche viele nicht von ihrer Vorstellung von “gleich” zu unter-
scheiden wissen. Bei den Pfeilen ist es umgekehrt. Hier ist in der Vorstellung der
Schiiler das charakteristische Merkmal eines Pfeils der Ort, an dem er sich befin-
det, ndmlich von wo nach wo er zeigt. (Das ist zutreffend bei einem Pfeil in einem
Schaubild oder auch bei einem logischen Folgepfeil.) Diese Vorstellung erklért die
Schwierigkeit, bestimmte Pfeile mit einander zu identifizieren: Bereits vorhandene
Vorstellungen miissen revidiert werden. Nach Bauersfeld (1983) stellt dies eine ho-
he Hiirde dar. Ein anderer Grund fiir die Schwierigkeit, die Pfeile zu identifizieren,
kann darin liegen, dass im Unterricht die Klassenbildung zu Mengen von Pfeilen
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thematisiert wird. Moglicherweise konnte das Problem der Klassenbildung vermie-
den werden, indem die Pfeile als blofle Notation fiir die entsprechende Translation
eingefithrt werden. Auch im Beispiel der Dreiecke ist es nur notwendig, die Identifi-
zierung der Aquivalenzklassenelemente mental vorzunehmen ohne die Klassen selbst
zu konstruieren. Der Ausdruck ‘ein gleichseitiges Dreieck mit den Seitenldngen 1 cm’
steht dabei stellvertretend fiir ein beliebiges Dreieck mit dieser Eigenschaft, er be-
zeichnet jedoch nicht die Menge dieser Dreiecke. Im Gegensatz zu diesen Beispielen
aus der Schule zeigt das oben erlduterte Problem die Notwendigkeit, mit Restklassen
als Objekten fiir sich umzugehen.

Die erwdhnten mentalen Aktivititen, die zum Verstdndnis der Restklassenmen-
gen geleistet werden miissen, kann man nicht allein als Sichtwechsel klassifizieren.
Die Menge Z/nZ selbst ist ein neues Objekt, das zuvor nie betrachtet worden ist. Th-
re Elemente sind vordergriindig keine neuen Objekte, denn sie sind Teilmengen von
Z, die nach einfachen Kriterien zusammengestellt sind: Das Betrachten des Restes,
der beim Teilen durch eine natiirliche Zahl n bleibt, wird in Deutschland spéte-
stens im fiinften Schuljahr im Zusammenhang mit Teilbarkeitsregeln thematisiert.
Dennoch stellen diese Elemente das eigentliche epistemologische Hindernis bei der
Konstruktion der Menge von Restklassen dar. Das Ordnen der ganzen Zahlen nach
Resten ist eine Abstraktion, die der intensionalen Abstraktion nach Bauer (1978)
entspricht: Einige Objekte werden nur hinsichtlich bestimmter gemeinsamer Eigen-
schaften betrachtet, von ihren anderen Eigenschaften wird ‘abstrahiert’. Das Bilden
einer Menge von Restklassen ist eine extensionale Abstraktion, bei der nur noch die
Unterschiede hinsichtlich des Restes beim Teilen durch n beriicksichtigt werden. Das
Arbeiten mit einer solchen Menge erfordert einen weiteren Abstraktionsschritt, der
auf die erste Abstraktion aufbaut: Die Teilmengen, deren Funktion das Ordnen der
ganzen Zahlen nach dem gegebenen Abstraktionskriterium ist, werden nicht mehr
als Ordnungshilfen, sondern als Objekte eigenen Rechts behandelt. In der Art sei-
ner kognitiven Anforderungen kommt dieser Sichtwechsel der Konstruktion génzlich
neuartiger Objekte gleich.?

Die Grundvorstellung Ry, die (Z/nZ,+) nicht als Menge von Mengen, sondern
als Menge von n Symbolen mit einer formalen Addition versteht, bringt Schwie-
rigkeiten anderer Art mit sich. Zunéchst kann hier die Tatsache, dass die formalen
Symbole ohne Bedeutung sind, problematisch sein. Dies gilt sowohl fiir die Namen
der Elemente als auch fiir das Additionszeichen. Die unbeantwortete Frage, ob sol-
che Dinge, die mit rein formalen Symbolen bezeichnet werden, iiberhaupt ‘existieren’
bzw. die intuitive Verneinung dieser Frage stellt ein epistemologisches Hindernis dar.
Nun kénnte man anstelle von A, ..., 4, die Symbole 0, ..., (n — 1) verwenden und
die Addition statt iiber eine Verkniipfungstafel iiber eine Rechenanweisung defi-
nieren. Dann sind die Symbole 0, ..., (n — 1) zwar neuartig, jedoch nicht génzlich
ohne Bedeutung, da sie einen engen Zusammenhang zu den entsprechenden natiirli-
chen Zahlen nahelegen, und das Symbol ‘+’ hat zwar eine neue Bedeutung, diese
steht aber im Zusammenhang zu dem vertrauten + fiir die ganzen Zahlen. An die-
ser Grundvorstellung ist jedoch entscheidend, dass die Zeichen 0, ..., (n — 1) allein
durch die Tatsache, dass sie als Elemente von Z/nZ angesehen werden, und durch

5Dubinsky et al. (1994) gehen insbesondere auf die Schwierigkeiten ein, Studierenden die Idee
von Mengen als Objekte nahezubringen.
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die Addition, die eigens fiir sie definiert wird, ihre Bedeutung zugewiesen bekommen.
Nur insofern, als bei der Definition der Addition die zu einem Summanden gehorige
natiirliche Zahl eine Rolle spielt, besteht ein Zusammenhang des neuen Symbols
mit dieser Zahl. Sie soll aber als neues Objekt eigenen Rechts betrachtet werden.
Entsprechend ist die Struktur der Menge (Z/nZ, +) allein aus den gegebenen Eigen-
schaften der Addition zu erschliefen. Aus der Tatsache, dass die Addition von der
Addition in Z abgeleitet wird, ergibt sich die ebenfalls epistemologisch begriindete
Schwierigkeit, vorhandene Bedeutung in den Symbolen zu ignorieren, jedenfalls so-
weit sie das Wesen des bezeichneten Objekts bzw. der Verkniipfung betreffen. Beide
Schwierigkeiten, sowohl das Ignorieren von vorhandener Bedeutung, als auch das
Fehlen von Bedeutung, gehoren zur Abstraktion durch Formalisierung. Ebenfalls
zur Formalisierung gehort die Beschreibung der Struktur der neuen Menge: Forma-
le Symbole mit einer formalen Addition erfiillen die formalen Eigenschaften einer
Gruppe.

Die Starken dieses Modells liegen darin, dass es sich auf die Verkniipfung und de-
ren Implikationen, die Gruppenstruktur, konzentriert, indem es von dem Charakter
seiner Elemente absieht. In der Absolutheit der ersten Fassung, in der den Symbo-
len jegliche Bedeutung genommen wird, wird es fiir konkrete Fragestellungen iiber
ganze Zahlen unbrauchbar. In der zweiten Fassung ist ein Transfer von Problemstel-
lungen und Erkenntnissen zwischen Z und Z/nZ leichter moglich. Dabei kann das
neue Symbol 7 als der Rest 7 verstanden werden, wobei die Regel eingefiihrt wird,
dass alle ganze Zahlen jeweils mit ihrem Rest modulo n identifiziert werden.

Dieses Modell ist im Bereich der Beschiftigung mit Mengen von Restklassen
tragfihig und leicht handhabbar. Es hat seine Grenzen in der Ubertragbarkeit
auf allgemeinere algebraische Strukturen. In der Gruppentheorie spielen Faktor-
strukturen eine grofle Rolle, von denen die Mengen von Restklassen Spezialfille
sind. In einer Gruppe (G, ) betrachtet man einen Normalteiler N und dessen Ne-
benklassen gN = {gz | x € N}, wobei ¢ € G. Die Menge der Nebenklassen
G/N = {gN | g € G} ist zusammen mit der von G induzierten Verkniipfung
(gN)(hN) := (gh)N ebenfalls eine Gruppe. In diesem Zusammenhang ist es schwie-
rig, die Vorstellung von ‘Resten’ zu iibernechmen. In Z kann man fiir jede Rest-
klasse einen Reprisentanten festlegen, indem man bei dem neutralen Element als
Représentant des Normalteilers selbst beginnt und dann solange immer wieder die
Zahl 1 addiert, bis man wieder in den Normalteiler gelangt. Die Zwischenergebnisse
liefern fiir jede Restklasse einen Repréasentanten. Im Allgemeinen hat man bei einer
Gruppe kein ausgezeichnetes Element, das die Rolle iibernehmen kann, die die Zahl
1 bei dem angegebenen Verfahren fiir Z spielt. Wahlt man ein beliebiges Element
g € G,g ¢ N, so ist nicht sichergestellt, dass mit N, gN,¢g?N ... alle Nebenklas-
sen erfasst werden. Es ist fiir einen konkreten Normalteiler N natiirlich moglich,
dass man in jeder Nebenklasse von /V ein Element auswéhlt und als ‘Rest’ definiert.
Dazu muss man alle Nebenklassen explizit kennen. Wenn man aber allgemein iiber
Eigenschaften von Gruppen nachdenkt, ist das nicht moéglich. Zwar kann man in
jeder Nebenklasse ein Element namentlich als Rest definieren, aber man kann dann
nicht bestimmen, welcher Rest zu der Nebenklasse (gh)N gehort. Spatestens bei
der Beschéftigung mit allgemein gruppentheoretischen Fragen muss also auch ei-
ne Vorstellung aufgebaut werden, die der ersten Grundvorstellung entspricht. Diese
Uberlegungen gelten insbesondere auch fiir die Faktorstrukturen von Vektorrdumen.
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Jede der beiden Grundvorstellungen bildet ein in sich stimmiges Modell fiir
(Z/nZ,+). Der Transfer zwischen den beiden Ideen ist jedoch wichtig, wenn die
Moéglichkeiten, die in der Konstruktion der Gruppe liegen, ausgeschopft werden sol-
len. So ist haufig ein Wechsel zwischen dem bedeutungshaltigen Ursprung und der
rein formalen Darstellung fruchtbar, etwa bei der Ubertragung von Eigenschaften
von Z auf (Z/nZ,+) und umgekehrt. Diese Notwendigkeit des Transfers zwischen
den sehr verschiedenen Grundvorstellungen stellt eine weitere Anforderung an die
Abstraktionsfihigkeiten von Lernenden. Sie erfordert wiederum die Bereitschaft und
Fahigkeit zum Wechseln der Perspektive, und zwar diesmal zum Sichtwechsel von ei-
nem komplizierten gedanklichen Konstrukt zu einem wesentlich anderen, aber eben-
so abstrakten Modell.

Eine Verbindung der beiden genannten Grundvorstellungen R; und R, konnte
durch Diagramme folgender Art hergestellt werden:

W
ot
(o)
-3

NN
o 1 2 3

Fiir jede natiirliche Zahl grofler als eins kann man ein entsprechendes Diagramm
zeichnen. Es stellt gleichzeitig die Elemente von Z und die Elemente von Z/nZ dar:
Es kann einerseits als die Menge Z gelesen werden, wenn man nédmlich die vertikalen
Einteilungen ignoriert, andererseits als die Menge Z/nZ, wenn man nicht die Zahlen
sondern die Spalten des Diagramms hervorhebt. Insofern veranschaulicht es das
Phé&nomen der Mengen in einer Menge, welches von der Grundvorstellung R; betont
wird. Das Diagramm verdeutlicht aber ebenfalls den Zusammenhang der Additionen
in Z und in Z/nZ: Das Addieren von Vielfachen von n in Z fiithrt offenbar immer
in die Ausgangsspalte zuriick, wobei das Vielfache die Anzahl der Zeilen angibt, um
die man in der Zeile weiter vor (oder bei negativen Vielfachen zuriick) schreitet.
Die Reste, die iiber die Vielfachen von n hinaus zu addieren sind, bewirken ein
Voranschreiten in den Spalten, beim Zeilenumbruch zusétzlich in einer Zeile. Dieses
Rechnen in Z anhand des Diagramms verdeutlicht, was beim Rechnen in Z/nZ
geschieht: es interessieren nur die Spalten, und diese werden durch die Addition von
Vielfachen von n nicht verandert. Was bleibt, ist das Weiterzihlen zur Addition des
Restes. Dieses entspricht dann dem Weiterzéhlen in einer zyklischen Anordnung der
Symbole 0, ..., (n — 1). Damit hat man wie bei der Grundvorstellung R, den Fokus
auf einem Additionsverfahren, das am Charakter der Objekte, die addiert werden,
nicht interessiert ist. Zuséatzlich wird an dem Diagramm deutlich, dass diese ‘Reste’
nicht ausgezeichnet werden miissen, sondern dass jede beliebige Zahl in einer Spalte
als Vertreter verwendet werden kann.

Dieses Modell ist geeignet, beide Grundvorstellungen zu repréasentieren. Damit
ist das Modell jedoch nicht ohne Weiteres geeignet, beide Grundvorstellungen bei
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einem Lernenden anzuregen. Wenn er eine Préferenz fiir eine der beiden Grundvor-
stellungen hat, oder aus irgend einem anderen Grund eine der beiden Vorstellungen
zuerst aufbaut, so gibt das beschriebene Modell keinen Anlass, sich mit der anderen
Vorstellung ebenfalls auseinander zu setzen. In Anbetracht der Tatsache, dass jede
Grundvorstellung an sich bereits enorme Anforderungen an den Lernenden stellt,
liegt es daher nahe, dass er in diesem Modell immer dieselbe Grundvorstellung er-
blickt.

Die beiden dargestellten Grundvorstellungen iiber eine Menge von Restklassen
werden von Menschen verschiedener Denkstile vermutlich unterschiedlich verstan-
den.

Die erste Grundvorstellung konzentriert sich auf Eigenschaften der Elemente und
geht im Detail auf die Beziechungen zwischen den Elementen der Menge Z und der
Menge Z/nZ ein. Es entspricht einem Bediirfnis von Menschen mit einer Vorliebe
fiir pradikatives Denken, die betrachteten Objekte zu analysieren und genau zu
beschreiben.

Dem funktionalen Denken liegt eher die zweite Grundvorstellung, denn sie be-
tont Regeln der Addition, also des Umgangs mit den Elementen. Das Ignorieren
von schwer fassbaren Eigenschaften der Elemente, ndmlich von der Tatsache, dass
die Elemente Mengen sind, kommt dem Bediirfnis funktionalen Denkens, abstrakte
Objekte zu vermeiden, entgegen. Die iibersichtliche und relativ einfache Darstellung
von Z/nZ in einem Diagramm - sei es nun dem Diagramm einer Uhr oder dem
zuletzt beschriebenen &dhnlich - unterstiitzt den Fokus auf den Moglichkeiten zum
Handeln in dieser neuen Menge.

In dem Modell (*), welches sich zur Darstellung beider Grundvorstellungen eig-
net, kann ein vorwiegend funktional denkender Mensch die Moglichkeiten der Mani-
pulation in Z und die Abkiirzung dieser Manipulationen durch das Beriicksichtigen
nur des ‘Restes’ sehen. Er wird schnell erfassen, dass man fiir das, was ihn vorrangig
interessiert, ndmlich das Agieren in dieser Menge, nur die Positionen der Elemente,
in welcher Spalte sie sich befinden, braucht, und wird daher alle anderen Eigen-
schaften gern ignorieren. Die neue Menge (Z/nZ,+) als Menge zu sehen, in der man
sich nur fiir die Spalten, nicht fiir ihre Eintrége, interessiert, kommt seiner Intuition
entgegen. Er wird auch wenig Probleme damit haben, in diesem Vorgehen einen
Sinn zu sehen, denn der praktische Nutzen fiir das Rechnen liegt auf der Hand,
und dies ist das Kriterium, das ihn vorrangig interessiert. Dabei ist fiir ihn weniger
entscheidend, wie die Elemente formal definiert werden, solange er genau weif, wie
er mit ihnen umgehen darf. Das Diagramm transferiert die Darstellung von Z/nZ
in einer formalen Definition als Menge von bestimmten Teilmengen von Z in eine
Reprisentation, die einem funktional Denkenden erleichtert, ein eigene brauchbare
Vorstellung zu entwickeln. Obwohl es also leicht moglich ist, mit diesem Diagramm
zu arbeiten, ohne den Abstraktionsschritt zu vollziehen, dass (Z/nZ, +) eine Menge
von Mengen ist, scheint mir das Diagramm diesen Gedanken vorzubereiten, denn
immerhin fiithrt es die Tatsache, dass die Elemente der neuen Menge Mengen sind,
vor Augen, und trégt somit zur Gewohnung an dieses Phdnomen bei.

Ein Mensch mit einem eher pradikativen Denkstil kann in dieser Darstellung eine
Hilfe sehen, wie er gleichzeitig den Element- und den Mengencharakter von i + nZ
denken kann. Vielleicht ist es ihm erst, nachdem er diese Verbindung mental verar-
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beitet hat, moglich, die Menge (Z/nZ, +) in ihren eigenen Strukturen zu betrachten.
Sollte er in dem Bewusstsein, wesentliche Eigenschaften dieser neuen Objekte noch
nicht verstanden zu haben, diese Eigenschaften ignorieren, so wire dies sicherlich
mit zusétzlichen inneren Sperren verbunden. Ein pradikativ Denkender wird diesen
Eigenschaften sehr viel mehr Bedeutung beimessen als ein funktional Denkender,
denn an Kategorien dieser Art orientiert er sich. Dennoch gilt auch fiir ihn, dass das
Diagramm, welches ihm zunéchst hilft, eine interne Repréasentation zu konstruieren,
das seinem Denkstil entspricht, nicht automatisch die andere Grundvorstellung mit
vermittelt. Es ist moglich, dass das Diagramm ihn durch die iibersichtliche Prasen-
tation darin bestéirkt, Z/nZ immer in den gesamten Teilmengen von Z zu denken,
und nicht den Fokus auf die n Elemente von Z/nZ zu legen. Andererseits gilt auch
hier, dass das Diagramm durch Gewohnung eine vorbereitende Wirkung fiir den ge-
danklichen Schritt hat, Z/nZ entsprechend der zweiten Grundvorstellung zu sehen.

In der Gesamtkonstruktion einer Menge von Mengen scheint mir noch ein wei-
teres potentielles epistemologisches Hindernis zu liegen, das es schwer macht, diese
neue Menge zu akzeptieren: Der Sinn fiir die Konstruktion dieses komplizierten
Objekts ist nicht unmittelbar einsichtig. Das Argument, dass man so einfacher rech-
nen kann, wird dadurch aufgewogen, dass diese Vereinfachung durch eine erhebli-
che Erschwernis der gedanklichen Erfassung, wenn sie vollstindig vollzogen werden
soll, mehr als ausgeglichen wird. Zur Uberwindung dieses Hindernisses kann mogli-
cherweise ein lebensweltlicher Bezug, wie z.B. Wille (2002a) fordert, beitragen. Ein
solcher Bezug kann verdeutlichen, dass diese ‘komplizierte’ Konstruktion einfache
Parallelen in der Alltagswelt hat. Diese Parallelen kénnen ihm helfen, einen Sinn in
dem Prinzip des Zusammenfassens von Objekten zu neuen Objekten zu begreifen,
ohne dass dabei von den Details dieser Konstruktion abgelenkt wird. Eine solche
Parallele konnte Folgendes sein: In einer Schule werden alle Schiiler in Klassen ein-
geteilt. Manches, was in der Schule geschieht, beriicksichtigt die einzelnen Schiiler,
anderes nur die Klassen als Gruppen. So wird jeder Klasse fiir jede Unterrichtsstunde
ein Raum zugeweisen, aber es wird nicht angeben, auf welchem Platz die einzelnen
Schiiler sitzen sollen. Es ist nicht notwendig, jeden einzelnen Schiiler der Klassen zu
kennen, um Schule zu verwalten. Sondern es ist sinnvoll, hier die Klassen als mentale
Objekte zu denken.



Kapitel 3

Gesprichsinterviews

3.1 Methodologie

3.1.1 Die Grundkonzeption der Studie
Bisherige empirische Untersuchungen zur linearen Algebra

Sowohl in den Nordamerika als auch in Frankreich gibt es eine Reihe von empiri-
schen Untersuchungen zur linearen Algebra mit Studierenden am College oder an
der Universitét. Thre inhaltlichen Ergebnisse sind im Abschnitt 2.1.3 bereits wieder-
gegeben und sie werden hier nur kurz in ihren Untersuchungsfragen und -methoden
vorgestellt. Dorier et al. (2000a) und Rogalski (2000) fithrten empirische Untersu-
chungen iiber Versténdnis und Losungsstrategien von Studierenden in Frankreich im
ersten Universititsjahr. Die analysierten Daten bestehen aus studentischen AuBe-
rungen in schriftlichen Tests und Examina, die wihrend des Kurses gegeben wur-
den. Die Untersuchungen wurden in Kursen durchgefiihrt, in denen sie insbesondere
das Reflektieren des Vorgehens auf einer Metaebene einbezogen. Die Priifungsauf-
gaben lassen verschiedene Losungsstrategien zu und die Forscher interessieren sich
neben den Erfolgen beim Losen der Aufgaben vorrangig fiir die Konzeption der
Losungswege der Studierenden. Dabei ist ihnen insbesondere wichtig, ob sie sich an
den strukturellen Merkmalen der gegebenen Objekte orientieren. Die beiden Artikel
kommentieren Schwierigkeiten, welche einige der Priifungsaufgaben und Losungswe-
ge beinhalten und erwéhnen manchmal moégliche Ursachen fiir Misserfolge in Form
von Kategorien wie Logik oder Form der Darstellung. Die Untersuchungsergebnis-
se gehen nicht auf individuelle Vorstellungen der Studierenden zu den betrachteten
Begriffen ein. Hierzu liefert das schriftliche Datenmaterial keine Hinweise.! Ton-
bandaufnahmen von drei Diskussionsgruppen zu einer Problemstellung iiber Unter-
vektorrdume geben mehr Einblicke in das Denken der Studierenden. Hierzu wurden
von den Autoren der Artikel metakognitive Steuerungsmechanismen und mathema-
tische Schwierigkeiten, die in Zusammenhang mit Logik und Mengenlehre stehen,
aufgezeigt. Sierpinska et al. (1999) konstruieren eine Lernumgebung mit einem Com-
puterprogramm und beobachten drei Paare von Studierenden beim Losen von Ar-

'Wie Dorier et al. (2000a) erkliren, geben die schriftlichen Arbeiten keine Begriindungen fiir
getroffene Entscheidungen. Daher waren Vermutungen iiber interne Gedankengéinge wohl zumeist
Spekulation.

62
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beitsauftriagen im Zusammenhang mit Linearkombinationen, die sie jeweils mit dem
Computer und mit dem Bleistift bearbeiten sollen. Diese Studie zeigt Vorstellungen
auf, welche die Probanden sich zu dem Begriff ‘Linearkombination’ bilden. Auch
Maracci (2003), der Einzelinterviews mit fiinf Studierenden zu einer Aufgabe iiber
Linearkombinationen und Untervektorraume durchfiihrt, schlieffit auf Vorstellungen,
die den Losungsversuchen zugrunde liegen. Sie beruhen auf Vereinfachungen der Vor-
aussetzungen. Pavlopoulou und in nachfolgenden Untersuchungen auch Alves-Dias?
betrachten das Umgehen Studierender mit drei verschiedenen Darstellungsformen.
Pavlopoulou verwendete eine graphische (Pfeile), eine tabellarische (Zahlenspalten)
und eine symbolische (Eigenschaften nur durch Axiome gegeben) Notationsform und
fithrte sie jeweils mit zugehorigen Operationsregeln ein. Nach Einiiben des Konver-
tierens einer Darstellung in die anderen mit Studierenden stellt Pavlopoulou fest,
dass die Studierenden in einer sehr eng begrenzten und gezielt auf das Lernum-
feld ausgerichteten Untersuchung erfolgreich zwischen den drei Darstellungsformen
transferieren konnen. Alves-Dias weitet diese Untersuchung aus und zeigt anhand
von Aufgaben zum Wechsel zwischen Darstellungen von Untervektorraumen, die sich
in Darstellungen tabellarischer oder symbolischer Form, aber auch in Parameter- und
Koordinatenformen unterscheiden, dass die Anforderungen, die die lineare Algebra
an kognitive Flexibilitat stellt, sehr viel komplexer sind, als die Anforderungen in
Pavlopoulous Untersuchungen. Einen anderen Ansatz zeigt Behaj?® in seinen Unter-
suchungen. Er ist an der Art und Weise interessiert, wie Personen ihr Wissen zur
linearen Algebra als Ganzes strukturieren, und untersucht dies mit der Fragestel-
lung, welche Strukturierung Dozierende und Studierende héherer Semester fiir eine
Vorlesung zur linearen Algebra als sinnvoll erachten. Nnadozie/Sierpinska (2001)
versuchen eine quantitative Analyse des theoretischen Denkens* von 14 Studieren-
den, die einen Kurs zur linearen Algebra mit gutem Erfolg abgeschlossen hatten.
Dazu entwickelten sie Aufgaben und kodifizierten die vermuteten Merkmale theore-
tischen Denkens und ihre spezifischen Verhaltensausprigungen in Losungsprozessen
zu den gewihlten Aufgaben.® AnschlieBend wurden mit den 14 Studierenden Ein-
zelinterviews iiber die Aufgaben gefithrt. Mit Hilfe von interpretativen Methoden
wurde entschieden, welche der kodifizierten Merkmale den einzelnen Interviews zu-
zuordnen sind. Das Ergebnis dieser qualitativen Analyse bestand somit in Merkmals-
zuordnungen fiir 14 Personen. Eine quantitative Auswertung dieser Daten zahlt die
auftretenden Merkmale theoretischen oder nicht-theoretischen Denkens im gesam-
ten Interview bzw. bei den einzelnen Aufgaben. Hieraus werden Schliisse gezogen,
welche der Merkmale theoretischen Denkens fiir erfolgreiches Bestehen des Kurses
relevant sind. Diese Schlussfolgerungen héngen jedoch von der Auswahl der quanti-
tativen Analysemethode ab. Zudem unterliegt die Studie natiirlich der subjektiven

2Vgl. die Zusammenfassung in Artigue et al. (2000).

3Vgl. Artigue et al. (2000).

4Zur Erklirung des Begriffs sieche den Abschnitt 2.1.3 “Probleme von Studierenden mit der
linearen Algebra”.

°Ein Beispiel zur Kodifizierung ist folgendes: Ein Merkmal, das dem theoretischen Denken
zugeschrieben wird, ist, dass es ‘analytisch’ ist; ein Teilaspekt dieses Merkmals ist: Theoretisches
Denken beriicksichtigt Regeln der Logik fiir Schlussfolgerungen und Negieren von Aussagen. Ein
Verhaltensmerkmal, das diesen Teilaspekt impliziert, gehort zum Loésungsverhalten zu einer der
Interviewaufgaben: Hier erfordert eine unprizise Aufgabenstellung die eigenstéindige Verwendung
und die Negierung von Verbindungsvokablen wie ‘und’, ‘oder’ und ‘wenn...dann’.
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Interpretation der einzelnen Interviews. Als Konsequenz aus dieser Studie stellen
die Autoren generell in Frage, ob quantitative Untersuchungen zum Lernen hoherer
Mathematik sinnvoll sind.

Im deutschsprachigen Raum gibt es noch keine empirischen Untersuchungen zum
Lernen der linearen Algebra auf Hochschulebene. Im Bereich der Sekundarstufen-
mathematik analysiert und kategorisiert G. Wittmann® Vorstellungen von Schiilern
und Schiilerinnen zur analytischen Geometrie. Die Untersuchungen wurden mit Hilfe
von Interviews gefiithrt und qualitativ ausgewertet.

Die Untersuchung von G. Wittmann stellt inhaltliche Vorstellungen, die in seinen
Interviews sichtbar werden, dar, und zeigt epistemologische Hindernisse im Bereich
der anschaulich-geometrischen Beschéftigung mit linearer Algebra. Er geht entspre-
chend der Ansiedlung seiner Untersuchungen im Sekundarstufenbereich nicht auf
strukturierende Begriffe oder Werkzeuge wie ‘Basis’ oder ‘lineare Abbildung’ ein.
Die meisten anderen Studien gehen Fragen nach, wieweit Lernende einzelne Begrif-
fe, Argumentationen, Prozesse oder Herangehensweisen, die in der linearen Algebra
eine Rolle spielen, verstehen und bewusst oder intuitiv produktiv nutzen kénnen.
Manche Studien konzentrieren sich auf einen eng umgrenzten Sachverhalt, andere
betrachten studentisches Verhalten in grofleren inhaltlichen Zusammenhéngen. Da-
bei werden die AuBerungen der Studierenden zumeist daran gemessen, ob sie richtig
sind. Eine Ausnahme bildet Sierpinska (2000), die vorrangig daran interessiert ist,
welche Art von Argumenten von den Studierenden verwendet wird.

Das Konzept dieser Studie

Mein eigenes Forschungsinteresse bezieht sich auf die eigentlichen Vorstellungen, die
Studierende sich zu einzelnen grundlegenden Inhalten oder Themenkomplexen der
linearen Algebra bilden, und auf ihre individuellen Strategien zur Aneignung der In-
halte und zur Bewéltigung der vielfachen Verstéandnishiirden. Im Unterschied zu den
in der amerikanischen und franzosichen Literatur dargestellten Studien zur linearen
Algebra soll hier nicht ein quasi fertiges Produkt an gegebenen Mafistdben gemessen
werden. Stattdessen sollen die unfertigen Vorstellungen und Vorgehensweisen mit der
ihnen inne wohnenden Logik herausgefiltert werden, so dass die Frage erortert wer-
den kann, wie sie erweitert und korrigiert werden kénnen um tragfahige Grundlage
fiir das weitere Lernen zu sein. Es werden also in Bezug auf die lineare Algebra fiir
einzelne Studierende individuelle epistemologische Bedingungen untersucht.

Die Ergebnisse der oben gegebenen Sachanalyse der linearen Algebra betonen
den hohen Grad und die Vielschichtigkeit der Abstraktion in der linearen Algebra,
welche in einer stark formalisierten Darstellung komprimiert wird. Dabei kehren
einige Formen der Abstraktion und Techniken des Formalisierens in den verschiede-
nen inhaltlichen Zusammenhéngen wieder. Daraus ergibt sich neben der Frage nach
inhaltlichen Vorstellungen als zweite Forschungsfrage, welche Formen der Abstrak-
tion die Studierenden mental vollziehen oder nicht vollziehen, ob dies unabhéngig
vom jeweiligen Inhalt geschieht, und welche mentalen Strategien der Verarbeitung
oder Vermeidung dieser Abstraktionsformen sie anwenden. Hiermit verbunden ist
die Frage, welche Struktur innere Représentationen besitzen, die die Probanden von

®In G. Wittmann (2000) und G. Wittmann (2003).
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abstrakten Begriffen aufgebaut haben, und in welcher Weise die Konstruktion der
Vorstellungen vorgenommen wird.

Diese Fragen kénnen natiirlich nicht vollstdndig beantwortet werden, da sie zum
Einen sehr umfassend sind und es zum Anderen nicht moéglich ist, kognitive Vorgénge
direkt zu beobachten. Das Forschungsprojekt hat das Ziel, &uflere Verhaltensweisen
zu provozieren und zu analysieren, welche indirekte Hinweise auf Denkvorgénge ver-
mitteln. Fiir das Untersuchungsdesign folgt die Vorgabe, dass die Studie sehr offen
angelegt sein muss, so dass sie fiir Auferungen und Ideen der Probanden moglichst
grofle Spielrdume zulésst. Zugleich muss sie sich an den Grenzen der Leistungsfahig-
keiten der Probanden bewegen, so dass diese sich auf das unsichere Terrain ihrer
noch nicht gefestigten Vorstellungen begeben. Auflerdem muss sie mehrere Themen
ansprechen.

Die Forschungsfragen legen eine qualitative empirische Untersuchung nahe. Wie
Beck/Meier (1993) erlautern, dienen quantitative Verfahren meist dazu, eine bereits
entwickelte Theorie empirisch zu iiberpriifen, wéhrend qualitative Verfahren beson-
ders geeignet sind, wenn Hypothesen erst durch empirische Erkenntnisse gewonnen
werden sollen. Letzteres ist hier der Fall. Die Untersuchung soll nach individuel-
len Strategien zur Verarbeitung und Représentation von abstrakten Begriffen und
Zusammenhéngen suchen und dabei auch fiir unvermutete Vorgehensweisen offen
sein. Dies gilt zum FEinen fiir einzelne Komponenten von Lernstrategien wie z.B.
die in der Literatur aufgezdhlten kognitiven Werkzeuge oder heuristischen Vorge-
hensweisen wie auch fiir Strategien, die fiir pradikatives bzw. funktionales Denken
typisch sind, zum Anderen aber auch fiir das Zusammenspiel der einzelnen Kom-
ponenten in einem Gesamtlernverhalten, mit dem Studierende die komplexe Welt
der in einer Vorlesung présentierten linearen Algebra zu erfassen versuchen. Die
Untersuchung individueller Lernvorgidnge und -ergebnisse in einem komplexen Zu-
sammenhang wie dem beschriebenen erfordert eine intensive Beschéftigung mit den
einzelnen Probanden in Fallstudien. Hierzu eignen sich Gespréchsinterviews, welche
keinen standardisierten Regeln zum Vorgehen unterworfen werden, und welche eher
das Entwickeln von Ideen und das ErschlieBen neuer Losungswege als das Uberpriifen
von vorhandenem Wissen und Konnen betonen. Das ist insbesondere moglich, weil
sie nicht durch das Anliegen beschriankt sind, einen Ist-Zustand festzustellen, der
einer Messung der bis zum Zeitpunkt des Interviews erreichten Leistungsfahigkeit
gleichkommt: Weder die Vorlesung noch die Interviewten sollen mit dieser Studie
beurteilt werden. Stattdessen sollten die Vorstellungen der Studierenden in Aktion,
d.h. in Anwendung auf Problemsituationen, in Konfrontation mit (neuen) kogniti-
ven Konflikten und in Fortentwicklung beobachtet werden. Der grofle Aufwand in
der Erhebung und Analyse der Daten bedingt, dass die Untersuchung sich nur auf
eine sehr kleine Stichprobe von Probanden beziehen kann.

Die Erkenntnisse iiber Vorstellungen und Lernvorgénge von wenigen Studieren-
den, die eine solche Studie liefern kann, kénnen nicht ohne Weiteres als ‘typisch’
auf andere Studierende verallgemeinert werden. Sie konnen jedoch den Horizont
von Lehrenden und von Forschenden iiber die Mdéglichkeiten und die Komplexitét
studentischen Lernens erweitern. Somit dient die Beschéftigung mit wenigen Ein-
zelféllen als Pilotstudie zur Sondierung und zur Generierung von Hypothesen, welche
den Weg fiir eine umfangreichere, stirker standardisierte Studie bereiten kénnen, in
der gezieltere und moglichst trennscharfe Aufgaben fiir eine groflere Probandenzahl
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gestellt werden kénnen.

Rahmenbedingungen

Die Untersuchung wurde im Wintersemester 02/03 begonnen und bestand aus meh-
reren Interviewgespréchen, die einzeln mit Hérern und Horerinnen der in diesem Se-
mester gehaltenen Vorlesung ‘Lineare Algebra und Analytische Geometrie I' gefiihrt
wurden. Die Veranstaltung bestand aus einer wochentlich vierstiindigen Vorlesung
und zweistiindigen Ubungen, in denen auf die Vorlesung bezogene Aufgaben bespro-
chen wurden, die die Studierenden zuvor schriftlich zu Hause zu bearbeiten hatten.
Die Vorlesung richtete sich an Studierende in den Studienfichern Mathematik, Wirt-
schaftsmathematik und Lehramt fiir Sekundarstufe II mit Fach Mathematik. Zwei
der Ubungsgruppen, an denen nur Lehramtsstudierende teilnahmen, wurden von
mir betreut.
Die folgende Tabelle gibt einen Uberblick der Vorlesungsthemen:

Woche | Inhalte

algebraischer 1-5 Beweisverfahren, Grundbegriffe der Logik und
Vorspann Mengenlehre; Gruppen, Ringe, Korper, Polynome
Grundlagen der | 6 Axiomatische Definition des Vektorraums
Vektorraum- und Beispiele;
theorie Untervektorraum, Erzeugnis, Homomorphismus

7 Lineare Gleichungssysteme:

Losungsverfahren und Struktur der Losungsmenge
8 Erzeugendensystem, lin.(Un)abhéngigkeit,

Basis, Dimension

9-11 lineare Abbildungen und Matrizen

mit Dimensionssétzen

11-13 | Matrizenrechnung mit Rangsétzen, Basiswechsel
und Ahnlichkeit und Aquivalenz von Matrizen
13-15 | Determinanten

15-16 | Dualraum

16 Exakte Sequenzen

Zum Préasentationsstil ist zu sagen, dass Definitionen, Sétze und Beweise den
Hauptteil der Vorlesung bildeten und in knappen Darstellungen gegeben wurden, in
denen formale Korrektheit im Vordergrund stand. Dazwischen, insbesondere nach
Definitionen, wurden zahlreiche Beispiele genannt, die z.T. anschaulich waren, z.T.
aus abstrakten Strukturen bestanden. Hin und wieder wurden Leitideen oder -fragen
fiir die folgenden Vorlesungsstunden formuliert. Insgesamt wurde eine Fiille von neu-
en Begriffen eingefiihrt, von denen der grofere Teil in Ubungsaufgaben aufgegriffen
wurde. Viele der Ubungsaufgaben fragten nach Beweisen. Manchmal erforderte dies
eigene Ideen, denen die inhaltliche Auseinandersetzung mit neuen Begriffen voraus-
ging, manchmal geniigte ein formales Anwenden von Eigenschaften auf Symbole.
Einige Ubungsaufgaben verlangten die Anwendung von Algorithmen. In den Ubun-
gen wurden Losungen der Aufgaben vorgerechnet und Fragen zu Aufgaben und zur
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Vorlesung diskutiert.

Die Entscheidung fiir Themen der Interviewgespréche fiel auf: ‘Mengen von Rest-
klassen’, ‘Die Beschreibung von Vektorrdumen mit Hilfe von Basen’ und ‘Der Dual-
raum als abstrakter Vektorraum’.

Das erste Thema gehort nicht zum eigentlichen Kanon einer Vorlesung zur linea-
ren Algebra, wurde aber in der beschriebenen Vorlesung behandelt. Es vereinbart
mehrere Vorziige fiir die Untersuchung: Es wurde bereits in den ersten Vorlesungswo-
chen behandelt und setzte keine inhaltlichen Spezialkenntnisse voraus, die iiber den
Unterrichtstoff einer fiinften Klasse hinausgingen. Auflerdem vereinigen Gruppen
von Restklassen mehrere abstrakte Konzepte, die z.T. in kurzer Folge aufeinander
aufbauend gelehrt wurden und von den Studierenden verarbeitet werden mussten.
Dazu gehort die axiomatische Gruppendefinition; dazu gehort zudem die Konstruk-
tion dieser Gruppen, welche auf mehreren Ebenen ablauft, ndmlich auf der Ebene
des Ordnens von ganzen Zahlen nach Resten, der Ebene des Umgehens mit Rest-
klassen als Objekten, die addiert werden, und der Ebene des Beschreibens einer
Gruppenstruktur auf der Menge von Restklassen. Diese Thematik ist hinreichend
komplex und anspruchsvoll, um die Studierenden an die Grenzen ihres Abstraktions-
vermogens zu fiihren, und kann zugleich auf einfachen Niveaus behandelt werden.
Sie ist geeignet, den Umgang der Studierenden mit Abstraktion zu untersuchen.

Das zweite Thema spricht den zentralen Begriff des Vektorraums an und ist
daher fiir die inhaltliche Erfassung der linearen Algebra wichtig. Die Beschreibung
durch Basen bewegt sich auf der Ebene der Strukturierung des Vektorraums. Die
Idee der eindeutigen Konstruierbarkeit ist ein neues abstraktes Konzept, das zu der
axiomatischen Definition hinzutritt.

Das dritte Thema betrifft einen Vektorraum, welcher in seiner Konstruktion
mehrere Abstraktionsschritte erfordert. In dieser Hinsicht ist das Thema mit dem
ersten vergleichbar. Es fiihrt auflerdem die Frage nach Vektorraumvorstellungen in
verschiedenen Hinsichten weiter: Zum Ersten sind die Elemente des Dualraums Ab-
bildungen, die Vektorraumstrukturen respektieren. Zum Zweiten ist der Dualraum
zugleich abstrakt und dennoch in seiner Struktur unmittelbar auf einen anderen
Vektorraum bezogen.

Auswahl der Probanden P. Sendig, A. Beck, K. Rolle

Als Pilotstudie soll diese Untersuchung epistemologische Merkmale der linearen Al-
gebra aufdecken, die bei der mentalen Rekonstruktion verschiedener Inhalte und
Begriffe der Theorie durch einzelne Studierende eine Rolle spielen. Die Studie be-
schréankt sich auf wenige Einzelfille, soll aber ein - unter diesen Umstédnden - moglichst
grofles Spektrum an individuellen Vorstellungen und Vorgehensweisen einfangen. So
ist es wiinschenswert, dass die an der Untersuchung teilnehmenden Studierenden
eine heterogene Gruppe bilden. Die Denkstiltheorie von Schwank gab ein Kriteri-
um fiir die Auswahl der Probanden: Sie beinhaltet die Hypothese, dass Menschen
mit Préferenzen fiir verschiedene Denkstile Wissen unterschiedlich aufnehmen und
verarbeiten, und dass ihre mentalen Représentationen dieses Wissens unterschied-
lich organisiert sind. Dies legt die Vermutung nahe, dass sowohl ihre Vorstellungen
zu manchen mathematischen Inhalten als auch ihre Strategien in der Auseinan-
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dersetzung mit diesen Inhalten grundverschieden sind. Eine Konsequenz aus den
unterschiedlichen Sichtweisen von funktionalem und préidikativem Denken ist somit,
dass die epistemologischen Bedingungen von Wissen in der linearen Algebra fiir
Menschen mit unterschiedlichen Préferenzen in wesentlichen Aspekten verschieden
sein konnen. Diese Bedingungen werden insbesondere im Hinblick auf die Perspek-
tiven eines geeigneten Ausbaus vorlaufiger Vorstellungen Konsequenzen haben. Die
Erorterung dieser Fragen soll in Bezug auf die einzelnen interviewten Personen ge-
schehen. Es ist nicht Ziel der Untersuchung, die Moglichkeiten und Grenzen, Stéarken
und Schwéchen der beiden Denkstile auszuloten. Sowohl aufgrund der geringen Pro-
bandenzahl und als auch aufgrund der Komplexitéit der zu betrachtenden Inhalte
ist das nicht moglich.

Zur Auswahl der Probanden wurde ein kleiner schriftlicher Vortest in Anlehnung
an Testverfahren von Schwank in den von mir betreuten Ubungsgruppen durch-
gefiihrt. Es waren drei Aufgaben. In jeder sollten die Studierenden acht Bilder, die
in einer 3 x 3-Matrix gegeben waren, durch ein neuntes ergénzen. Dazu sollten sie
eine Erklarung schreiben, warum sie dieses Bild fiir passend halten. Die drei Aufga-
ben werden bei Schwank (1999)7 zusammen mit Antworten, die fiir funktionales bzw.
priadikatives Denken typisch sind, erlautert. Sie sind in der Abbildung 3.1 gezeigt.

7S. 89-91.
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Abbildung 3.1:
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Antworten auf diese drei Aufgaben kénnen gute Hinweise auf eine Denkstilpréfe-
renz geben, falls die Aufgaben fiir die jeweilige Testperson ein angemessenes, und
das heifit insbesondere hinreichend hohes Anspruchsniveau haben. Die erste der drei
Aufgaben ist mit beiden Priferenzen gut losbar. Die zweite Aufgabe ist so konzi-
piert, dass sie funktionales Denken deutlich begiinstigt, wiahrend die dritte Aufgabe
fiir pradikative Strukturierungen zugénglicher ist. Die Begiinstigung eines der beiden
Denkstile in der zweiten und dritten Aufgabe kann dazu fithren, dass eine Testperson
Argumente in dem ihr weniger liegenden Denkstil heranzieht. Die erste Aufgabe ist
die Leichteste der drei. Hier besteht am Ehesten die Moglichkeit, dass einer Testper-
son unmittelbar sowohl eine pradikative wie auch eine funktionale Losung einféllt.
Die Unterschiedlichkeit der Aufgabenschwerpunkte vergréfiert die Chance, dass eine
klare Diagnose gestellt werden kann. Schwank (1999) gibt folgende Erkldarungen fiir
denkstiltypische Losungsansitze zu diesen drei Aufgaben:

e
- %

Erste Aufgabe: Eine priadikative Losung strukturiert die Aufgabe: Jede Figur be-
steht aus einer Art Dreieck, einem Kreis und einem Punkt. Das Dreieck ist
jedesmal gleich. In jeder Zeile ist der Punkt am gleichen Platz, in jeder Spalte
ist der Kreis am gleichen Platz.

Eine funktionale Losung erfindet einen Prozess, der die letzte Figur in einer
Zeile oder einer Spalte konstruiert: In jeder Zeile bewegt sich der Kreis, in
jeder Spalte der Punkt um das Objekt in der Mitte. Beide Prozesse fiithren zu
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demselben Ergebnis fiir die fehlende Figur.

Zweite Aufgabe: Die Aufgabe ist besonders fiir eine funktionale Analyse geeignet.
Die Grundidee ist: Die Figuren in der mittleren Zeile und der mittleren Spalte
symbolisieren Operatoren. Dies kann z.B. so gedeutet werden: Der Operator
in der ersten Zeile macht die Linien der ersten Figur dieser Zeile dick. Der
Operator in der ersten Spalte transformiert die erste Figur dieser Spalte in ein
Parallelogramm. Der Operator in der zweiten Zeile dreht die erste Figur der
Zeile. Die Verkettung dieser Operatoren hat zur Folge, dass in der letzten Zeile
die erste Figur gedreht werden muss und dicke Linien erhalten muss.

Dritte Aufgabe: Diese Aufgabe kann am Besten mit Hilfe einer pradikativen Struk-
turanalyse gelost werden. Z.B.: Es gibt drei Typen von Figuren, ndmlich ge-
schlossene, oben offene und unten offene, und von jedem Typ gibt es die Vari-
anten gerade Wéande, rechts geknickte Wand und links geknickte Wand. Dabei
fehlt die oben offene Figur mit geraden Wénden.

Zur Teilnahme an den Interviewgespriachen wurden schliefSlich zwei Studentinnen
(hier mit gednderten Namen K. Rolle und A. Beck) und ein Student (P. Sendig)
in ihrem ersten Studienjahr fiir die Interviewgespréche ausgewéhlt. Zu Beginn des
ersten Semesters waren sie 19 bzw. 20 Jahre alt. Sie waren diejenigen aus den beiden
Ubungsgruppen, die sich freiwillig zur Teilnahme an der Forschungsstudie bereit
fanden. Im Denkstiltest (siche Abbildungen 3.2, 3.3 und 3.4) zeigte Frau Rolle eine
Préferenz fiir funktionales und Herr Sendig eine Préferenz fiir pradikatives Denken.
Aus Frau Becks Test ist keine klare Priferenz erkennbar:

Herr Sendig (siehe Abb. 3.2) fasst in allen drei Aufgaben die gegebenen Bilder zu
Gruppen zusammen, fiir die er Gemeinsamkeiten benennt. Dies sind Strukturierun-
gen, die zum pradikativen Denken passen. Er spricht keine Bewegungsablaufe oder
Verdnderungen an.

Frau Rolle (siehe Abb. 3.3) beschreibt in der ersten Aufgabe einen Bewegungsab-
lauf, der sich in allen drei Spalten vollzieht. Sie erwdhnt dabei die gleichbleibenden
Bestandteile der Bilder nicht. In der zweiten Aufgabe betrachtet sie die dritte Reihe
als Kombination der ersten beiden. Dazu beschreibt sie, was in den jeweiligen Reihen
in der Richtung, die sie mit einem Pfeil kennzeichnet, verédndert wird: In der ersten
werden die Striche fett, in der zweiten &ndert sich eine Richtung. Sie schlieft, dass
in der dritten beides geschehen soll. Die Antworten zu den ersten beiden Aufgaben
sind funktional. In der dritten Aufgabe, fiir die nach Schwanks Beschreibung nur
schwer eine funktionale Losung gefunden werden kann, deutet Frau Rolle ebenfalls
mit Hilfe eines Pfeils eine Richtung an, in der sie die Bilder betrachtet, gibt dann
aber eine priadikative Losung mit Hilfe von Gemeinsamkeiten einzelner Figuren.

Frau Beck (siehe Abb. 3.4) beschreibt bei der ersten Aufgabe sowohl Verdnderun-
gen wie Gleichbleibendes in jeder Reihe. Dabei benennt sie bei den Verdnderungen
jedoch keinen Handlungsablauf, der einen Ubergang von einem Bild zum Néchsten
erkléart. Thre Antwort ist weder rein priadikativ noch rein funktional. In der zweiten
Aufgabe beobachtet sie Verdnderungen, jedoch nur als allgemeinen Eindruck. Ein
Handlungsablauf, der zur gesamten Aufgabe passt, wird nicht deutlich. Die dritte
Aufgabe 16st sie mit pradikativen Argumenten.
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Abbildung 3.2:

Herr Sendig

Zeichnen Sie jeweils ein passendes Bild in das letzte Feld.
Begriinden Sie, warum Thr Bild passend ist.
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Abbildung 3.3:
Denkstile
Frau Rolle

Zeichnen Sie jeweils ein passendes Bild in das letzte Feld.
Begriinden Sie, warum Ihr Bild passend ist.
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Denkstile

Abbildung 3.4:

Frau Beck

Zeichnen Sie jeweils ein passendes Bild in das letzte Feld.
Begriinden Sie, warum Ihr Bild passend ist.
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Zu den ersten beiden Interviewthemen wurden Frau Beck, Frau Rolle und Herr
Sendig befragt. Das Interviewgespriach zum Dualraum wurde nur mit Frau Beck
und Herrn Sendig gefiihrt, weil Frau Rolle deutlich machte, dass sie nicht mehr
teilnehmen wollte. Sie erklarte mir im Januar 03, dass sie es aufgegeben hitte, sich
mit den Vorlesungsinhalten auseinanderzusetzen.

Das Auswertungsverfahren

Die Interviewgespréiche wurden an der Tafel gefiihrt, wo Gelegenheit war, Aufgaben
und Uberlegungen zu notieren. Eine Videokamera, die sich im Riicken der beiden
Gespréchspartner befand, nahm auf, was an der Tafel vor sich ging, d.h. schriftliche
Notizen und viele Gesten, die etwas an der Tafel zeigten, auflerdem die gesprochenen
Worte. Die Studierenden wurden ermutigt, selbst an die Tafel zu schreiben. Frau
Rolle und Frau Beck machten davon reichlich Gebrauch, Herr Sendig lehnte es jedoch
ab. Er ist fast nie auf den Videos zu sehen.

Von den Gespréchen wurden mit einigen Auslassungen, die inhaltsfremde Storun-
gen betreffen, Transkripte angefertigt, die die verbalen AuBerungen, die Darstellung
des sich entwickelnden Tafelbildes und die Gesten, welche auf die Tafel zeigen, enthal-
ten. Auf die Kommentierung von Besonderheiten im Tonfall wurde meistens verzich-
tet. Folgende Abkiirzungen und Notationen werden in den Transkripten verwendet:

e Die Zeilen des Transkripts sind durchnummeriert.

e Fiir jeden Beteiligten wird ein eigenes Kiirzel verwendet: I fiir die Interviewerin,
B fiir Frau Beck, R fiir Frau Rolle und S fiir Herrn Sendig.

e Jeder Wortbeitrag beginnt mit einer neuen Zeile.

e Bemerkungen sind in runde Klammern gesetzt. Dazu gehoren Pausen, deren
ungefihre Léange in Sekunden angegeben ist. Unverstidndliche Aussagen oder
Worter werden durch ‘(7)” gekennzeichnet.

e Ein besonders betontes Wort ist unterstrichen.

e Notationen an der Tafel sind durch Sterne ‘“*’ zu Beginn und am Ende gekenn-
zeichnet. Wenn jemand etwas notiert und zugleich vorliest, was er schreibt, ist
diese Auflerung nur in der schriftlichen Form angegeben.

e Die meisten Teile des Tafelanschriebs werden im Transkript mit kleinen lateini-
schen Buchstaben in runden Klammern benannt, und mit denselben Zeichen
wird darauf Bezug genommen, wenn spater jemand auf den Tafelanschrieb
zeigt. Es kommt oft vor, dass ein Tafelanschrieb ergénzt oder verdndert wird.
In dem Fall wird seine Bezeichnung in seiner neuen Version meist mit einem
Index versehen, und zwar in folgender Reihenfolge: (a), (a’) (a”), (a”’), (a°),

(aoo)’ (aooo>.

e Die AuBerung ‘hm’ deutet leichte Zustimmung an; wenn der Tonfall Zustim-
mung betont oder wenn er auf Zweifel deutet, wird dies in Klammern vermerkt.
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e Wenn die AuBerung ‘eh’ oder ‘ehm’ sich auf eine Bemerkung des Gegeniibers
bezieht, bedeutet sie, dass der oder die Sprecher(in) nicht ganz einverstanden
ist. Andernfalls deutet sie meist nur eine Uberlegung an. An Stellen, wo diese
Beschreibung nicht zutrifft, ist dies in einem Kommentar erldutert.

Ein kurzer Transkriptausschnitt aus dem Vektorrauminterview mit Herrn Sendig
gibt ein Beispiel fiir die meisten der genannten Merkmale:

S: Ja. Und dann wiirde in der ersten Koordinate die Menge rot stehen, also wieviel
davon.
I: Hm. Also irgendwelche Koordinaten, und da steht, also, wir schreiben hier irgend-
welche Zahlen rein
(b) * (1,2,7,4) *
und das (zeigt in (b) auf die erste Koordinate) ist die Menge an rot. Genau, also das
konnten die Vektoren sein. Und was kénnten die, was kénnte dann linear abhéngig,
linear unabhéngig, Basis, was konnte das bedeuten?
S: (12 Sek) Ja, linear abhéngig konnte heiflen, dass ich halt aus zwei an sich unter-
schiedlichen Eintrdagen trotzdem die gleiche Farbe herauskriege. Also z.B. jetzt zwei
vier vierzehn und acht. (I ergénzt (b) zu:)

7\ ok (17 2, 7, 4)
(b) (2, 4, 14, 8) '
S: Wenn ich das Doppelte nehme, ist das dann die gleiche Farbe. Obwohl ich glaube
nicht, dass das das ganze Problem darstellt, find ich.
[ Ja, warum?

Die vollstandigen Transkripte sind im Anhang dieser Arbeit zu finden. Zu jedem
der drei Restklasseninterviews und der zwei Dualrauminterviews gibt es ein Tran-
skript; die Vektorrauminterviews sind alle in zwei thematische Teile untergliedert,
und zu jedem Teil gibt es ein eigenes Transkript.

Die Deutung der Inverviewtranskripte orientiert sich an der Schlussweise der
‘Abduktion’. Dieser Begriff stammt von dem Philosophen Ch. S. Pierce. Er bezeich-
net die Abduktion, die Induktion und die Deduktion als drei Arten der logischen
Schlussfolgerung, die unterschiedlichen Zwecken dienen: Die Induktion und die De-
duktion sind verschiedene Formen des Giiltigkeitsnachweises von Hypothesen, die
weitere Tatbesténde als Begriindung heranziehen. Die Abduktion hingegen ist eine
Form logischen Schlieflens, die Hypothesen erzeugt. Dabei nimmt sie nicht Bezug auf
Argumente oder Beobachtungen, um die Hypothesen zu begriinden, sondern bleibt
innerhalb eines Rahmens des Selbstversténdlichen, Plausiblen.® Beck/Jungwirth (1999)
iibertragen dies auf die Interpretation von Transkripten:’

“Die Abduktion besteht nun darin, eine neue allgemeine Regel zu kon-
struieren, mit der sich ein unerwartetes Ereignis oder ungeklarte Aspek-
te eines ansonsten bekannten Phénomens erkléren lassen. Man versucht,
probeweise neue Regeln zu formulieren, unter deren Giiltigkeit das {iber-
raschende Ereignis plausibel wird.”

8Vgl. Wille (2002b).
9Beck/Jungwirth (1999), S. 246.
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Dazu geben die beiden Autoren ein Beispiel von Pierce wieder: Kepler machte Beob-
achtungen, die in Widerspruch zum kopernikanischen Weltbild standen. Er lief} die
bis dahin akzeptierte These der Kreisbahnen fallen und bildete eine Hilfshypothese
von ellipsoiden Planetenbahnen. Mit anderen Worten: Er iiberlegte sich eine Eigen-
schaft, aus der die gewonnenen Daten folgen wiirden, falls die Eigenschaft zutréfe.

Die vorliegende Pilotstudie, die nicht auf Hypothesen aus vorausgegangenen Stu-
dien iiber Vorstellungen und Strategien zur Rekonstruktion von Darstellungen der
linearen Algebra aufbauen kann, ist explorativ ausgelegt: in der Interpretation der
erhobenen Daten sollen Hypothesen generiert werden. Dafiir eignet sich die Schluss-
weise der Abduktion, die im Sinne der Definition von Beck/Jungwirth (1999) ange-
wendet wird: Es wurden Hypothesen beziiglich der zugrunde liegenden Vorstellun-
gen, Uberzeugungen oder Handlungsprinzipien gesucht, zu denen die AuBerungen
passen und aus denen heraus sie sich erkldren lassen. Solche Hypothesen wurden se-
quentiell aufgestellt. Diejenigen, sie sich zu spiteren Auerungen als widerspriichlich
herausstellten, wurden wieder verworfen. Die meisten Transkripte wurden von mir
selbst zweimal in zeitlich deutlich getrennten Durchgéngen ausgewertet, einige we-
nige wurden zusétzlich in einer Forschergruppe an der Universitdt Duisburg/Essen
analysiert.

Die Interpretation der Interviewgespréche beriicksichtigt drei Bedeutungskatego-
rien, die die Semantik bei sprachlichen Ausdriicken, aber auch allgemein bei Zeichen,
sieht. Die Bedeutung eines Zeichen kann sein:'’

1. das Zeichen selbst (seine duflere Gestalt),
2. ein Objekt, fiir das das Zeichen stellvertretend verwendet wird,
3. ein Referenzobjekt, auf das die duflere Gestalt des Zeichens Hinweise gibt.

Die dritte Verwendungsform gibt einem Zeichen eine doppelte Bedeutung, in der die
beiden ersten Bedeutungstypen verbunden sind. Ein Beispiel ist:

Der sprachliche Ausdruck “Dies ist ein Baum.” kann sprachbezogen als
eine sinnvolle Aussage verstanden werden. Dies ist ein Verstehen im Sin-
ne der ersten Bedeutung. Zugleich verweist der Ausdruck im Sinne der
dritten Bedeutung auf eine bestimmte Pflanze. Die grammatische Struk-
tur des Ausdrucks kennzeichnet dies. (Um zu schliefen, welcher Baum
genau gemeint ist, fehlen dem Leser weitere Informationen.)

Steinbring!! hat ein Instrument zur Beschreibung und Analyse von Verstehens-
prozessen im Mathematikunterricht entwickelt, das diesem Zusammenspiel von Zei-
chen und Bedeutungen Rechnung tragt. Es dient der Interpretation von Interaktions-
prozessen, in denen Zeichen in stédndig wechselnden Bedeutungen verwendet werden:

10Vel. MittelstraBl (1996), Lexikon fiir Philosophie und Wisenschaftstheorie, Bd 3, unter dem
Stichwort ‘Semantik’. Unter dem Stichwort ‘Semiotik’ sind Varianten der Beschreibung dieser Ka-
tegorien und des Zusammenwirkens der verschiedenen Bedeutungen gegeben.

1Vgl. Steinbring (1993).
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Das epistemologische Dreieck:

Gegenstand/ — Zeichen/
Referenzkontext < Symbol
NN Y
Begrift

Eine Schwierigkeit am Verstehen eines mathematischen Begriffs besteht darin, dass
er zumeist nicht ein Ding an sich, sondern eine Beziehung ist. Er kann daher nicht
auf direkte Weise dargestellt werden, sondern muss durch die Lernenden erschlossen
werden.'? Die mentale Konstruktion des Begriffs geschieht in der Auseinanderset-
zung mit gegebenen (oder selbst erfundenen) Zeichen und mit Gegensténden oder
Kontexten, auf die die Zeichen verweisen. Das epistemologische Dreieck ist ein Werk-
zeug, mit dem ein Beobachter den Verstehensprozess beschreiben kann:

Der Begriff steht im unteren Eckpunkt des Dreiecks. Das Zeichen oder Symbo
bezeichnet den Begriff oder einen Aspekt des Begriffs, und wird interpretiert, indem
es auf einen Gegenstand oder zumindest einen bestimmten Kontext bezogen wird.
Dieser Gegenstand oder Referenzkontext kann ebenso wie das Zeichen eine mathe-
matische Darstellungsform sein, ist dem Lernenden aber relativ vertrauter als das
Zeichen, so dass er herangezogen werden kann, um das Zeichen zu deuten. Dabei
wird es im Laufe eines Verstehensprozesses zunehmend darum gehen, anstelle des
Bezugs einzelner Merkmale des Referenzkontextes und des Zeichens die Strukturen
des Referenzkontextes mit denen der Zeichendarstellungen in Beziehung zu setzen
und als Wesensmerkmal des Begriffs zu erkennen.'* Im Fortgang der Erschliefung
eines mathematischen Begriffs konnen Zeichen und Referenzkontexte héufig gewech-
selt, ja sogar ihre Rollen vertauscht werden.

Wiéhrend eines Interaktionsprozesses zwischen Lernenden (und Lehrenden) ist
ein zu erschlieBender mathematischer Begriff unter Umstédnden noch gar nicht the-
matisiert und mit einem Namen versehen. Dennoch geniigen die beiden Eckpunkte
‘Zeichen/Symbol” und ‘Gegenstand/Referenzkontext’ des Dreiecks allein nicht zur
Beschreibung des Lernens. Steinbring (2005)'° erlidutert, dass ein unabhingig von
diesen beiden Eckpunkten existierender ‘Begriff” mit einfliefit: Das Zeichen/Symbol
selbst ist nicht der eigentliche Begriff. Ebensowenig ist der Begriff mit dem Re-
ferenzkontext identisch, denn der abstrakte Begriff ist noch nicht vom Lernenden
konstruiert, kann also (noch) nicht als Referenzobjekt verwendet werden. Das Zei-
chen braucht aber eine Referenz, um iiberhaupt mit Bedeutung versehen zu werden.
Hierzu - quasi als vorldufiger Ersatz fiir den noch nicht konstruierten Begriff - dient
der ‘Referenzkontext’. Hier wird die Beziehung oder Struktur, die den Begriff aus-
macht, in eingebetteter Form dargestellt.

Einen anderen Ansatz zur Beschreibung der Entstehung mathematischen Wis-
sens verwendet Dorfler.'® Er beobachtet die Verwendung von Zeichen in der ersten

113

12Vgl. Steinbring (2005), S. 19f.

13Steinbring (2005) verwendet ‘Zeichen’ im Sinne der zweiten oben genannten Bedeutung als
etwas, das fiir etwas steht. Er spricht von einem ’Symbol’, wenn die Gestalt eines Zeichens zusétzlich
eine Beziehungsstruktur kennzeichnet.

14V gl. Maier /Steinbring (1998).

155, 28ft.

16Vgl. z.B. Dorfler (2003).
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oben genannten Bedeutung, in der Zeichen selbst als mathematische Objekte behan-
delt werden, ohne dabei fiir den Benutzer referentielle Bedeutung zu haben. Dorfler
betrachtet Zeichen, die in ihrer Gestalt - zusammen mit zugehorigen regelhaften
Operationen - mathematische Strukturen widerspiegeln. Solche Zeichen nennt er
‘Diagramme’, das Erfinden geeigneter Diagramme und das geschickte Operieren mit

und auf ihnen bezeichnet er als ‘diagrammatisches Denken’.*”

Die Interpretation der Interviewgespréiche ist offen fiir Verwendungsmoglichkei-
ten von Zeichen in allen drei in der Semiotik beschriebenen Bedeutungen. Das heifit
insbesondere, dass sie sowohl referentiellen wie auch nicht referentiellen Gebrauch
von Zeichen als Moglichkeit beriicksichtigt. Das Ergebnis der ersten Interpretati-
on eines Transkripts besteht aus den gewonnenen, mit dem gesamten Transkript
in Einklang stehenden Deutungshypothesen zu den einzelnen AuBerungen der In-
terviewten. Dieses Ergebnis wird in einer (oder mehreren alternativen) Hypothese
iiber Vorstellungen der interviewten Person und iiber ihre Strategien zur Erfassung
und Repréisentation von Wissen zusammengefasst. Als Hilfsmittel zum Herausar-
beiten und Kommunizieren dieser impliziten Strategien wird an manchen Stellen
die Idee des diagrammatischen Denkens, an manchen Stellen das epistemologische
Dreieck verwendet. Dieses Analyseinstrument wird jedoch in abgewandelter Form
genutzt: Zum Einen wird es in einem anderen Zusammenhang eingesetzt, als dem
von Steinbring vorgesehenen, denn die Interviews sind kein Unterricht, in dem vor-
rangig in der sozialen Interaktion neues Wissen konstruiert wird!®. Dennoch findet
dort zeitweilig Lernen in sozialer Interaktion statt, und sie sind insofern mit Unter-
richt vergleichbar. Zum Zweiten dient das epistemolgische Dreieck in dieser Arbeit
der Beschreibung der Wechselwirkung von Begriffen, Zeichen und zugehorigen Re-
ferenzkontexten, auf die die jeweils interviewte Person Hinweise gibt, nicht der Be-
schreibung des Interaktionsprozesses mit der Interviewerin, denn der Schwerpunkt
des Untersuchungsinteresses liegt bei der interviewten Person.

In der Zusammenfassung nach dem ersten Interpretationsdurchgang, in der die
vermuteten Strategien und Représentationen des oder der Interviewten zusammen-
gestellt werden, wird neben inhaltlichen Themen besonderes Augenmerk auf die
mentalen Konstruktionen von abstrakten Konzepten gelegt. Weitere Merkmale, auf
die in den Schlussfolgerungen eingegangen wird, sind der Einsatz von kognitiven
Werkzeugen, Zusammenhénge zwischen dem Vorgehen der oder des Studierenden
und einer Préferenz fiir pradikatives oder funktionales Denken, und der Umgang
mit zu Tage tretenden Widerspriichen.

Im letzten Schritt werden die Ergebnisse aus den acht Interviewdeutungen mit
einander im Hinblick auf die gezeigten inhaltlichen Vorstellungen und strategischen
Verhaltensweisen verglichen.”

17Beispiele fiir diagrammatisches Denken in der Geschichte der Mathematik werden im Abschnitt
1.2.2 iiber formale Darstellungen gegeben.

18Steinbring bezieht in Maier/Steinbring (1998) sein Analyseanliegen speziell auf Unterrichtssi-
tuationen eines ‘gemeinsam erarbeitenden Gespréchs’.

Y9Einige Ergebnisse der Analysen zu den Vektorrauminterviews sind bereits in A.Fischer (2003)
verdffentlicht. Sie werden in dieser Arbeit jedoch nochmals vorgestellt.
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Die Kombination von Ubungsleiterin, Interviewerin und Forscherin in
einer Person

Eine Besonderheit des hier vorgestellten Forschungsdesigns ist die Mehrfachrolle,
die ich selbst spiele. Eine solche Kombination birgt die Gefahr von absichtlichen
oder unabsichtlichen Einflussnahmen auf die zu erhebenden Daten in mehrfacher
Hinsicht:

e Das Interesse der Lehrenden kann - stérker als bei einem Fremdinterviewer
- davon geleitet sein, ihre Lernenden in einem positiven Licht erscheinen zu
lassen, so dass im Interviewgesprich ‘Hilfen’ gegeben werden, die den Stu-
dierenden Dinge in den Mund legen, welche nicht ihren eigenen Gedanken
entspringen. Eine Einflussnahme mit solchen Effekten findet zweifellos an der
einen oder anderen Stelle statt und muss in der Analyse der Daten auf ihren
Ursprung zuriickgefiihrt werden.

In diesem besonderen Forschungsprojekt, wo das Anliegen der Interviewerin
eine Suche nach Ideen zur linearen Algebra, die den eigenen Horizont erwei-
tern, ist, spielt diese Einflussnahme eine geringere Rolle als bei einem Projekt,
welches die Leistung der Studierenden evaluieren mochte.

e Die Kombination von Forscherin und Interviewerin ist in &hnlicher Weise pro-
blematisch: Hier besteht die Gefahr, dass bei der Transkriptanalyse Deutungen
vorgenommen werden, welche ‘blinde Flecken’ aufweisen, weil sie von Vorein-
genommenheit gepriagt sind.

Ich habe versucht, einem solchen Verhalten bewusst entgegenzutreten, kann es
aber nicht vollstdndig ausschlieBen. Eine Hilfe waren einige gemeinsame Ana-
lysen mit einer Forschergruppe in Duisburg-Essen und die zweifache Analyse
der Daten, welche in zwei zeitlich weit auseinander liegenden Durchgéngen
geschah. Der erste Interpretationsvorgang wurde wenige Monate nach den In-
terviewgespréichen vorgenommen, der zweite hatte einen Abstand von ein bis
anderthalb Jahren von den Interviewgespriachen. Dieser erdffnete einige Per-
spektiven, die im ersten noch nicht auftraten.

So problematisch der gewéhlte Ansatz der Kombination von drei Rollen in ei-
ner Person aufgrund seiner Subjektivitéit ist, so gibt er andererseits auch einmalige
Moéglichkeiten, die insbesondere fiir eine explorative Studie, die keine bestimmten er-
warteten Verhaltensweisen oder Kenntnisse nachzuweisen versucht, von groBem Wert
sind: Die Verbindung von Ubungsleiterin und Forscherin erlaubte eine Konzeption
der Interviewgespriche, welche die Ziele und Inhalte von Vorlesung und Ubung ohne
Wissensliicken beriicksichtigen konnte. Wesentliches Merkmal der Gespréche war ein
Anspruchsniveau, das sich an der Grenze der Fahigkeiten der Interviewten bewegte.
Um ein solches zu treffen, waren genaue Kenntnisse des Lehr-Lern-Vorgangs nétig.
Dies betrifft nicht nur die Planung der Interviewgespriche, sondern insbesondere
auch die Durchfithrung, da hier groffle Spielrdume offen standen. Die Frage, welche
Hilfen und Anregungen gegeben werden sollten, musste spontan und im Hinblick auf
die Ziele des Forschungsvorhabens geschehen. Hierbei spielte unter Anderem auch
das personliche Vertrauensverhéltnis zwischen der Interviewerin und den Interview-
ten eine entscheidende Rolle, um die Interviewten zu Aussagen aus dem intuitiven,
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unfertigen Bereich ihrer Vorstellungen zu bewegen. Die Studierenden nahmen mich
als Ubungsleiterin nicht in der Rolle einer notengebenden Lehrerin sondern in der
Rolle einer Beraterin wahr, die sie beim Lernen unterstiitzt.

3.1.2 Leitfaden fiir die Interviewgespriche

Fiir die Interviewgesprache wurden Leitfaden entwickelt, welche jeweils ein oder zwei
Problemsituationen vorgaben, um die sich das gesamte Gespréach rankte, und inner-
halb derer einige wenige, aufeinander aufbauende Fragen und Impulse im Voraus
geplant wurden. Die Fragen wurden so offen formuliert, dass die Probanden einen
lingeren Gedankengang entwickeln mussten und vielfaltige Moglichkeiten fiir ihre
Antworten und ihre Vorgehensweisen hatten. Der Verlauf des Gespréichs zu einer
Problemsituation durfte auch von dem geplanten Verlauf abweichen, denn er sollte
sich nach dem Verhalten der Probanden richten. Sie bekamen vor den Interviews
keine Gelegenheit, sich mit den Aufgaben zu beschéftigen, so dass sie unmittelbar
im Gespriach mit der Interviewerin Losungswege suchen mussten, damit auch Fehl-
versuche und Ideen, die bei ldingerem Nachdenken verworfen wurden, in der Studie
festgehalten werden kénnten. Beim Entwurf der Interviewleitfaden war ein zentrales
Problem, wie die impliziten Vorstellungen der Studierenden und ihre Strategien der
Informationsverarbeitung zum Vorschein kommen konnen. Diese sind ihnen selbst
vermutlich oftmals gar nicht bewusst sind und konnen daher nicht explizit erfragt
werden. Die Gespriche begannen mit Fragestellungen, die den Probanden helfen soll-
ten, sich in das Interviewthema einzufinden, und nahmen dann im Schwierigkeitsgrad
zu. Um die Studierenden zu AuBerungen und Verhaltensweisen herauszufordern, die
Einblicke in ihre Vorstellungen von mathematischen Begriffen und in ihre Denk-
vorgidnge geben, wurden die Aufgaben so konzipiert, dass die Probanden sie nicht
mit kopierten Losungsstrategien bearbeite konnten, sondern eigene Konzepte und
Vorgehensweisen entwickeln mussten. Die Aufgaben betrafen somit Begriffe, die den
Studierenden aus der Vorlesung bekannt waren, verlangten aber, dass die Probanden
diese in neuen Zusammenhéngen oder aus einem neuen Blickwinkel betrachten und
behandeln mussten. Sie sollten sich in den Interviews an der Grenze zwischen ver-
trautem Gebiet und Neuland bewegen. Im Blick auf die in der Literatur®® vielfach
beklagten Verhaltensweisen, die aus einem Mangel an echtem Verstédndnis resul-
tieren, sollten diese Aufgaben insbesondere verhindern, dass die Studierenden sich
erfolgreich formaler Notationen und Handlungsvorgénge bedienten, ohne sie zu ver-
stehen. Insgesamt hatten die Gespriache damit ein hohes Anspruchsniveau, auf dem
die Studierenden insbesondere auch in kognitive Konflikte gefithrt werden sollten.
Der Zweck dieser Konstruktion bestand nicht darin, Schwichen aufzudecken, oder
Mafistabe aufzuzeigen, an denen ihre Leistung zu messen ist! Sondern die Gespréche
sollten Strategien im Umgang mit kognitiven Konflikten offenlegen. Zudem sollten
diese Konflikte Gelegenheiten erdffnen, Merkmale der internen Modelle zu beobach-
ten, welche in Situationen reibungslosen Einsatzes dieser Modelle verdeckt bleiben
wiirden.

Eine andere Strategie, Merkmale der Vorstellungen von Studierenden zu finden,
ohne direkt danach zu fragen, kopierte eine in der Mathematik héufig eingesetz-

20Vgl. den Abschnitt 2.1.3 zu Problemen von Studierenden mit der linearen Algebra.
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te Methode zur Entdeckung und Darstellung von Strukturen: Die Betrachtung von
strukturerhaltenden Abbildungen auf einer Menge, die mit Strukturen versehen ist,
gibt oft Einblicke in innere Zusammenhénge dieser Menge. Entsprechend erhoffte ich
vom Umgang der Interviewten mit strukturerhaltenden Abbildungen Einblicke in ih-
re inneren Représentationen von Strukturen. Zentrale Fragen in den ersten beiden
Interviews forderten, dass die Studierenden sich mit Homomorphismen auf den be-
trachteten Gruppen bzw. Vektorrdumen auseinander setzten. Im Dualrauminterview
wurde auf eine entsprechende Aufgabenkonstruktion verzichtet, weil hier lineare Ab-
bildungen bereits als Elemente der betrachteten Menge auftraten. Dies veranlasste
eine gleichzeitige Auseinandersetzung mit den Strukturen von zwei Vektorraumen
auf impliziten Weg, ohne dass eine Abbildung, die diesen Transfer beschreibt, the-
matisiert werden musste.

Das Gesprichskonzept hat zur Folge, dass die Interviewten nicht nur ihre Kennt-
nisse zeigen konnen, sondern dass sie wihrend der Gespréche vielfach Gelegenheit
haben, hinzuzulernen. Dies geschieht weniger durch neue Informationen, die sie im
Gespriéch erhalten, als vielmehr dadurch, dass sie in manchen Aufgaben gefordert
sind, ihr Wissen neu zu organisieren und mental Zusammenhénge zwischen bislang
unverbunden représentiertem Wissen herzustellen. Dies ist im Sinne der Untersu-
chung, da sie nicht den Erfolg einer Lehrveranstaltung messen méchte, sondern an
Moéglichkeiten und Vorgehensweisen des Verstehens und Représentierens komplexer
mathematischer Strukturen und abstrakter Begriffe durch die Studierenden interes-
siert ist.

Die Leitfadden zu den drei verschiedenen Themen, an denen sich die einzelnen
Interviewgespréche orientierten, werden im Folgenden vorgestellt. Der tatséchliche
Ablauf der Gespriche unterscheidet sich von den Leitfadden. Er kann anhand der
Transkripte im Anhang der Arbeit nachvollzogen werden.

Die Gespriche zu den Restklassen waren eingebunden in ein umfangreicheres
Interview, dessen erster Teil die Abbildungen von der Menge M = {1,2} in sich
zum Thema hatte. Der Leitfaden bezieht sich nur auf den zweiten Teil, welcher
Restklassen zum Thema hatte. Transkripte wurden ebenfalls nur fiir diesen Teil
angefertigt und analysiert. Der Leitfaden zu den Gespréichen zum Vektorraum gibt
einen Uberblick iiber den gesamten geplanten Interviewverlauf. Diese Gespriche
wurden vollstdndig transkribiert. Aufgrund des insgesamt groflen Umfangs dieser
Interviewgespriche wurde der Teil 1b) in den spéteren Interviewanalysen jedoch
ausgelassen. Zu den Dualrauminterviews ist aus demselben Grund ein zweiter, im
Leitfaden nicht mehr auftretender, Teil der Interviewgesprache in den Transkripten
und Analysen nicht beriicksichtigt worden.
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Das Restklasseninterview

Der Leitfaden:

An der Tafel wird die Menge N notiert:

N={{3k|keZ},{3k+1|keZ}{3k+2]|keZ}}
a)

Woher kennst du diese Menge?

b)

Die Elemente von N werden benannt:
A={3k|keZ},B={3k+1|keZ},C={3k+2|keZ}

Was ist A+ B ? Wasist B+ C 7

)

H := Hom(N,N) = {¢ : N — N | ¢ ist Gruppenhomomorphismus}.
Gib die einzelnen Elemente von H an; begriinde die Homomorphismus-
eigenschaft bei einer der Abbildungen.

Einordnung des Leitfadens in den Zusammenhang der Lehrveranstaltung

Die Restklasseninterviews fanden im November 02 in der sechsten und siebten Vor-
lesungswoche, ca. drei Wochen nach Beendigung des Themas ‘Gruppen’ in der Vor-
lesung statt. Diese begann mit einer axiomatischen Definition des Begriffs ‘Gruppe’.
Sie stellte aulerdem dar: Einfache Folgerungen aus den Gruppeneigenschaften, die
Darstellungsform einer Gruppentafel fiir die Verkniipfung in einer endlichen Grup-
pe, die Begriffe ‘Untergruppe’ und ‘Gruppenhomomorphismus’ und einige ihrer Ei-
genschaften, aulerdem einige Beispiele, insbesondere die symmetrischen Gruppen
(Sp,0) und die Gruppen von Restklassen (Z/nZ,+), jeweils fir n € N. In der
Woche vor den Interviewgespréchen zu Restklassen wurden in der Vorlesung die
Korper (Fp, +,-) = (Z/pZ,+,-) fir p Primzahl eingefithrt. Die Restklassen modu-
lo n fiir positive ganze Zahlen n wurden formal als die Mengen M, = r + nZ,
mit 7 € {1,...,n — 1} eingefiihrt. Die Menge Z/nZ wurde definiert als Menge der
Restklassen { My, ..., M,,_1 }. Ferner wurde erwéhnt: Fiir eine ganze Zahl a, die beim
Teilen durch n den Rest r ldsst, schreibt man a = r (mod n) und es gilt: a — r ist
durch n teilbar und a +nZ = r +nZ. AuBerdem heifit jedes Element der Restklasse
r + nZ Repésentant der Restklasse. Etwas spater wurde die Notation @ = a + nZ
verwendet, die vor allem in den Ubungen favorisiert wurde. Die Addition auf Z/nZ
wurde folgendermaflen definiert: Fiir r, s € {0, ...,n — 1} sei t der Rest bei der Divi-
sion von r + s durch n, also

b r+s falls0<r+s<n-1
)l r+s—n fallsn<r4+s<2n-—-2°

und es sei M, + My = M,. Mit den Darstellungen 7 + s wurde die Addition analog
durch Berechnen des Restes von r + s ausgefiihrt.

Aufgaben aus den Ubungen, die mit Restklassen in Beziehung stehen und vor
den Interviewgesprichen besprochen wurden, waren:
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Blatt 3, Aufgabe 4:

a) Sei n € N, . Zeigen Sie, dass die Menge der Restklassen Z/nZ\{0+nZ}
durch die Definition (a+nZ)-(b+nZ) = ab+nZ zu einem kommutativen
Monoid wird.

b) Sei nun n = p eine Primzahl. Beweisen Sie, dass es fiir jede Zahl
q € Z\pZ ein r > 0 gibt mit ¢" = 1(mod p).

Tipp: Betrachten Sie g(mod p), ¢*(mod p), ¢*(mod p), u.s.w.

c) Folgern Sie aus b), dass (Z/pZ\{0 + pZ},-) eine Gruppe ist.

Blatt 4, Aufgabe 3

a) Zeigen Sie, dass die Abbildung ¢ : Z — Z/nZ,a — a + nZ einen
Ringhomomorphismus definiert.

b) Fiir welche Zahlen m,n € N, gibt es einen von der Nullabbildung
verschiedenen Ringhomomorphismus ¢ : Z/nZ — Z/mZ?

Tipp: Untersuchen Sie zuerst die Félle m = 2n und m =n + 1.

In den Ubungen, in denen die Aufgabe 3 von Blatt 4 besprochen wurde, wurden
eine Reihe von Moglichkeiten fiir Homomorphismen ausprobiert, indem jeweils die
Wirkung der Vorgabe eines Bildes von 1 = 1 + nZ untersucht wurde. Dieses Ver-
fahren konnte im Restklasseninterview von den Interviewten zur Bestimmung von
Hom(N, N) iibernommen werden. Die Menge der Homomorphismen einer gegebe-
nen Gruppe hatten die Studierenden vor dem Interview noch nicht kennen gelernt.
Neu war fiir sie ebenfalls die Darstellungsform von Z/37Z im Interview.

Aspekte moglicher Gesprichsverlaufe

Der Gesprichseinstieg beginnt mit einer Notation fiir Z/37Z, die den Studierenden
nicht geldufig ist. Sie betont den Mengencharakter der Elemente von Z/3Z. Die
anschliefende Bezeichnung dieser Elemente mit den Buchstaben A, B, C' verstarkt
diesen Eindruck womoglich noch. Die Frage nach einer Summe wie A+ B oder B+C
kann durch die Deutung von A = 0,B = 1,0 = 2 oder A = 3Z,B = 3Z +1,C =
37 + 2 mit Hilfe der in den Ubungen vielfach angewandten Regeln zur Addition
von Restklassen beantwortet werden. Es ist aber auch denkbar, dass die Betonung
des Mengencharakters von der Interviewerin gewahlten Darstellungen diese Identi-
fizierung behindert und zu einer Auseinandersetzung mit der Frage fithrt, wie es
iiberhaupt moglich ist, dass Mengen wie Zahlen addiert werden.

Der Teil ¢) fragt nach den Homomorphismen?! N — N. Es gibt drei solche
Abbildungen, ndmlich:

a: N— N 6: N— N v: N— N
A— A Ar— A Ar— A
B+~—— B B+—C Br— A
C—C C+— B Cr— A

Zur Beantwortung dieser Aufgabe ist es hilfreich, die Elemente von N = Z/3Z in

21Der fiir diese Situation angemessene spezielle Ausdruck ‘Epimorphismus’ ist den Studierenden
nicht geldufig.
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ihrer Rolle als Gruppenelemente zu sehen. Wenn man erkennt, dass A das neutrale
Element ist, so kann man den - mehrfach in Ubungen angewandten - Satz benutzten,
dass das neutrale Element auf sich selbst abzubilden ist. Ebenso kann verwendet
werden, dass die identische Abbildung von einer Gruppe in sich selbst immer ein
Homomorphismus ist. Es bleiben zwei weitere Moglichkeiten fiir das Bild von B,
aus denen jeweils das Bild von C' unter einem Homomorphismus wegen B 4+ B = C
als Summe des Bildes von B mit sich selbst erschlossen werden kann.

Auf die vollstindige Auflistung aller Homomorphismen soll bei der Diskussi-
on der Aufgabe kein Wert gelegt werden. Es geht nicht um das Abhaken erfiillter
Aufgaben. Von Interesse fiir die Untersuchung ist hier nur der Umgang mit einem
Homomorphismus, ndmlich das Vorgehen bei der Konstruktion eines solchen und
bei der Untersuchug, ob eine Abbildung ein Homomorphismus ist. So ist nun z.B.
zu untersuchen, ob [ ein Homomorphismus ist. Im Gespréch sollen nicht alle neun
Additionen {iberpriift, sondern nur eine allgemeine Uberlegung angestellt werden,
was zu tun ist, um dann ein Beispiel herauszugreifen. Da ist z.B. zu tun:

B(B+C)=p3(A)=A und B(B)+5(C)=C+ B=A,
also B(B+ C) = p(B)+ 5(C)

In diesem Beispiel werden B und C' in drei Zusammenhéingen als Objekte behan-
delt: Sie sind Elemente von N, sie sind Summanden und auf sie wird die Abbildung
0 angewendet. Somit erfordert dieses Beispiel die Sichtweise, dass die Mengen B
und C' Objektcharakter haben. Zudem wird die in Aufgabenteil b) zu erkldrende
Addition in Teil ¢) angewendet. Sowohl der Charakter der Restklassen als auch ihre
Addition spielen in dieser Aufgabe eine wesentliche Rolle, ohne dass der Fokus der
Studierenden darauf liegt.

Die Epimorphismen als strukturerhaltende Abbildungen offenbaren Strukturei-
genschaften der mathematischen Gruppe (Z/3Z,+).?* Ebenso kann der Umgang
der Studierenden mit diesen Abbildungen Eigenschaften ihrer internen Reprisen-
tationen der Gruppe sichtbar machen. Dies ist direkt auf der Ebene der Definition
moglich, wo der Umgang mit den Elementen der Gruppe und mit ihrer Addition
erfolgt, es ist aber auch auf der Ebene der Strukturen moglich, falls diese von den
Studierenden iiberhaupt in den Blick genommen werden. Ein Beispiel ist die oben
vorgeschlagene Argumentation mit der Rolle des neutralen Elements in der Gruppe
und beim Abbilden. Die Homomorphismen selbst sind in den Zielen, die mit dem In-
terview verfolgt werden, nur Nebenthema. Die zentrale Forschungsfrage beschéftigt
sich mit der Konstruktion von internen Reprisentationen der Gruppe (Z/37Z,+),
ihrer Elemente und ihrer Addition.

22Hierzu gehort z.B. die Tatsache, dass die Gruppe keine echte Untergruppe besitzt.
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Das Vektorrauminterview

Der Leitfaden:

1)
Eine Farbmischmaschine soll programmiert werden. Der Mischbehéalter
hat 4 Zufliisse, deren Offnungsdauer durch einen Computer geregelt
wird. Die Zufliisse speisen den Mischbehélter mit den Farben rot, gelb,
griin und blau:

|rot | |gelb| |griin | |blau |

|\ | | /|

a)

- Wie kann man einen Vektorraum als mathematisches Modell fiir diese
Maschine verwenden?

- Was heif3t hier linear abhéngig, linear unabhéngig, Erzeugendensystem,
Basis?

- Ist ( 00 20 ) = ( 01 01 )? (oder eine entsprechende Frage,
die zur Modellierung der oder des Interviewten passt)

b)

Die Firma mochte eine neue Farbe produzieren, von der sie weif}, dass sie
sich aus drei Teilen eines bestimmten Orange ( 1100 ), einem Teil
Tiirkis ( 01 10 ) und vier Teilen Braun ( 2 211 ) zusamimen-
setzt.

e Was muss der Computer rechnen, um die Maschine zu instruieren?

e Was bedeutet die Matrix

O~ = O
— o= NN

O O = =

e Was bedeutet es in dem mathematischen Modell, wenn in die Zu-
flussbehilter statt Rot, Gelb und Griin die Farben Orange, Tiirkis
und Braun gegeben werden?
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2)
(Bemerkung zur Notation: R<;[z]| bezeichnet die Menge der Polynome
in  vom Grad kleiner oder gleich 1 mit reellen Koeffiezienten.)

[ : Rey[z] — R? ist eine Abbildung mit

flx+1)=(1,0) und f(2x)=(0,4).

a

)

Gibt es eine lineare Abbildung mit diesen Eigenschaften? Wenn ja, gibt
es mehr als eine?

b)

Nachdem geklart ist, dass f eine wohldefinierte lineare Abbildung ist:
Wie kann man f mit einem rechteckigen Zahlenschema (Matrix) ange-
ben? Welche zusétzlichen Erkldarungen sind dazu notig?

c)

Wenn bei b) die Antwort 0 ) gegeben wurde: Wie sieht die Ma-

1

0 4
trixdarstellung bzgl. der Basis {1, z} aus?

Wenn bei b) die Antwort ( _; (2)) gegeben wurde: Eine andere

Moglichkeit fiir eine Matrixdarstellung ist ( (1) 2 )! Erklére!

Einordnung des Leitfadens in den Zusammenhang der Lehrveranstaltung

Die Interviews zur Strukturierung eines Vektorraums mit Hilfe einer Basis fanden
im Januar 03 in der 13. und 14. Vorlesungswoche statt. Zu diesem Zeitpunkt waren
in der Vorlesung und in den Ubungen verschiedene Vektorrdume, Sitze iiber Basen
und lineare Abbildungen und ihre Darstellung durch Matrizen bzgl. gegebenen Basen
vorgekommen. Noch nicht diskutiert waren die Auswirkungen eines Basiswechsels
auf die Matrixdarstellung. Polynomriume waren definiert worden als Mengen von
formalen Summen iiber einem Koérper R mit Symbol x:

R[z] = {ap+ a1z + ...+ ap2z™ | n > 0 und ay,...,a, € R},

mit koeffizientenweiser Addition und Skalarmultiplikation. Die Beschrankung des
Grades der Polynome durch n fiihrt zum Polynomraum Rlz]<,.
Drei Ubungsaufgaben wurden zu Polynomrdumen gestellt:
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Blatt 7, Aufgabe 2

a) Beschreiben Sie den kleinsten Q-Untervektorraum von Q[z], der die
Polynome f = 322+ 1,9 = —52% — 5 und h = 2% — 2 enthilt.

b) Zeigen Sie, dass

¢ :{az? +bz® | a,b € Q} — Q[z],ax?® + bx® — (a + 2b)(z + 1) eine
Q-lineare Abbildung darstellt. Beschreiben Sie Kern(y) und Bild(¢p).

¢) Finden Sie eine Q-lineare Abbildung ¢ : Q[z]<a — Q* mit (1) =
(4,0,0) und ¥ (z) = (0,2,0) und ¥(2?) = (0,6,1). Zeigen Sie, dass
eindeutig bestimmt ist und einen Isomorphismus von Vektorrdumen dar-
stellt.

Blatt 9, Aufgabe 2
Drei Polynome f, g, h € F5[z]\{0} haben paarweise verschiedene Grade.
Sind dann die Polynome 3 f + g, 2g+3h und f+2h Fs-linear unabhéngig?

Blatt 10, Aufgabe 6

a) Zeigen Sie, dass der Ableitungshomomorphismus

0y : Qlz]<,, — Qx]<,—1 fiir n > 1 eine Q-lineare Abbildung ist.

b) Bestimmen Sie die Matrix von 6,, bzgl. der Basen B,, = {1,z,...2"}
und B, = {1,z,..2""'}.

c¢) Finden Sie eine Q-lincare Abbildung ¢, : Q[z]<,—1 — Q[z]<,, mit
Op © tp_1 = 1d.

d) Berechnen Sie die Matrix von ¢, 1 bzgl. der Basen B, _; und B,,.

Die zweite Aufgabe im Interviewgespriich nimmt Teile der hier genannten Ubungs-
aufgaben auf. So ist die Uberpriifung, ob die gegebenen Eigenschaften der Abbildung
vom Raum der Polynome vom Grad kleiner als zwei in den R? von einer linearen
Abbildung zu erfiillen sind, der Ubungsaufgabe 2c) von Blatt 7 zum Nachweis ei-
ner linearen Abbildung dhnlich. Der Unterschied besteht darin, dass die Abbildung
in der Ubungsaufgabe auf der ‘kanonischen’ Basis des Polynomraums definiert ist.
Die weiterfithrende Aufgabe, eine Matrixdarstellung anzugeben, kommt ebenfalls
in einer Ubungsaufgabe, niamlich auf Blatt 10 vor. Allerdings ist im Interview die
Unterscheidung von verschiedenen Darstellungsmatrizen thematisiert.

Ubungsaufgaben, die der Modellierung der Farbmaschine #hnlich sind, waren
nicht aufgetreten.

Aspekte moglicher Gesprachsverlaufe

Der erste Interviewteil dreht sich um eine Modellierungsaufgabe. Ein kompletter
Modellierungszyklus durchlauft nach Blum/Niss (1991) mehrere Stationen: Eine
Problemsituation in einer Realsituation wird analysiert; aus ihr wird zunéchst ein
Realmodell gebildet, welches die gegebenen Informationen beschrankt und idea-
lisiert; dieses Realmodell wird dann in die Welt der mathematischen Strukturen
iibertragen und dort mit einem mathematischen Modell beschrieben; das entspre-
chende mathematische Problem wird gelost; die Losung(en) werden in die reale
Welt zuriickiibertragen und dort an der Realsituation evaluiert. Von diesem Zyklus
ist in dem ersten Interviewauftrag nur der Teil angesprochen, welcher ein gegebenes
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Realmodell in ein mathematisches Modell iibertragen soll, wobei das mathemati-
sche Modell bereits vorgegeben ist: es soll ein Vektorraum sein. Im Vordergrund der
Aufgabe stehen nicht die Realsituation und der eigentliche Modellierungsprozess,
sondern die mathematischen Konzepte, welche die Interviewten im Umgang mit der
vorgezeichneten Modellierung einbringen. Daher wird hier im Weiteren nur auf solche
Aspekte der realen Situation eingegangen, welche in unmittelbarem Zusammenhang
mit Vektorraumstrukturen stehen, ndmlich die Fragen:

e Welche Merkmale der Maschinenkonstellation entsprechen den Vektoren?

e Welche Merkmale der Maschinenkonstellation entsprechen den Operationen
im Vektorraum?

e Kann eine der vier Grundfarben in den kleinen Behaltern mit Hilfe der anderen
gemischt werden?

Zwei mogliche Antworten auf die ersten beiden Fragen sollen hier vorgestellt
werden:

1. Die Farben als Endprodukte im Mischbehélter, also in ihren spezifischen Farbtone
und Quantitéiten, sollen Vektoren eines Vektorraums entsprechen, ndmlich des
R*. Die vier Farben in den Zuflussbehiltern in einem bestimmten vorgege-
benen Volumenmafl werden entsprechend der Reihenfolge der Behélter den
Vektoren der Standardbasis zugeordnet.

Das Mischen von Farben entspricht der im R* geltenden Addition, das Ver-
vielfachen der Menge einer Farbe der skalaren Multiplikation.

Keine Farbe entspricht dem Nullvektor.

Der ‘Raum’ der Farben entspricht hier einer Teilmenge des R*, denn es kénnen
mit der Maschine nur nicht-negative Quantitdten der Grundfarben gemischt
werden.

2. Die Computeranweisungen zur Regulierung der Zufliisse der vier Grundfarben,
gegeben als 4-Tupel, sollen Vektoren im R* entsprechen. Diese Anweisungen
sollen die Anzahl der Minuten bezeichnen, die jedes Zuflussrohr gedffnet wird,
wobei die i-te Koordinate sich auf den i-ten Behélter bezieht. Jeder Standard-
basisvektor repréasentiert somit die Anweisung, welche eine bestimmte der vier
Grundfarben in einer bestimmten Menge ‘produziert’.

Das Hintereinanderausfithren von Computeranweisungen entspricht dem Ad-
dieren von Vektoren, das proportionale Verlangern aller Offnungszeiten eines
Produktionsprozesses entspricht dem skalaren Multiplizieren.

Das 4-Tupel, welches vier Nullen enthilt, ist die Anweisung, welche alle Zu-
flussrohre geschlossen halt. Es entspricht dem Nullvektor.

Die Computeranweisungen bilden eine Teilmenge des R?, da sie keine negativen
Koeffizienten enthalten kénnen.

In beiden Modellierungen kann man die lineare Abhéngigkeit von zwei verschie-
denen Vektoren im R* deuten als die Produktion von derselben Farbe in unter-
schiedlichen Quantitdten. Die lineare Abhéngigkeit von mehreren Vektoren kann im
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ersten Modell beschrieben werden als die Moglichkeit, dass eine der ihnen entspre-
chenden Farben aus den anderen gemischt werden kann. In der zweiten Modellierung
ist eine unmittelbare Vorstellung der linearen Abhéngigkeit von mehreren Vektoren
schwierig. Mo6glich ist eine Deutung iiber einen Bezug zur ersten Modellierung, und
natiirlich auch eine Ubertragung iiber formale Eigenschaften der 4-Tupel ohne in-
haltliche Deutung. Die lineare Unabhéngigkeit kann entsprechend gedeutet werden
als Unmoglichkeit, eine gegebene Farbe oder Computeranweisung aus den iibrigen
zu erzeugen. Die formal iibliche Definition fiir lineare Unabhéngigkeit von Vektoren
besagt, dass sie den Nullvektor allein durch eine triviale Linearkombination erzeugen
kénnen. Diese Definition ist fiir die Farbmaschine ungeeignet, da auch aus abhéngi-
gen Farben oder Instruktionen - ausgenommen in Kombination mit der Null - die
‘Null” nur trivial erzeugt werden kann.

Wenn man nicht von einer linearen Abhingigkeit von Vektoren im R* aus-
geht, die man auf die Maschine iibertriagt, sondern Abhéngigkeiten der Farben
betrachtet, so gelangt man zu dem oben angesprochenen Problem, dass eine der
vier Grundfarben ein Mischverhéltnis aus den anderen darstellen kann. Die gege-
benen Farben legen diesen Gedanken nahe, da jedes Griin eine Mischung aus rei-
nem Gelb und Blau ist. Der Leitfaden spricht dieses Problem mit der Frage an, ob
( 00 20 ) = ( 01 01 ) gilt. Unter der Vorgabe, dass das gegebene Griin
eine Mischung aus gleichen Teilen gelb und blau ist, gibt es bei der ersten, nicht aber
bei der zweiten Modellierung ein Problem. Bei der zweiten Modellierung unterschei-
den sich die Computeranweisungen zur Offnung der Zuflussrohre ebenso wie die 4-
Tupel im R*. Dass die produzierte Farbe die Gleiche ist, ist hier unerheblich. Gem#8
der ersten Modellierung entsprechen jedoch beide 4-Tupel demselben Objekt. Die
Gleichheit gilt, wenn die Tupel als Namen fiir Farben verstanden werden, aber sie
gilt nicht im Vektorraum R*. Diese Situation ist geeignet, einen kognitiven Konflikt
auszulosen. Eine Antwort auf den Widerspruch ist, dass dieselbe Darstellungsform,
nimlich 4-Tupel, im R* auf ein linear unabhingiges Erzeugendensystem, im Far-
benraum jedoch auf ein abhéngiges Erzeugendensystem bezogen ist. Hier wird eine
dreidimensionale Struktur mit Hilfe einer vierdimensionalen beschrieben, was nicht
eins-zu-eins moglich ist. Verwendet man die 4-Tupel nicht als Namen fiir die Farben,
sondern hélt die beiden ‘Réume’ sauber auseinander, so kann man den Transfer mit
Hilfe einer Abbildung beschreiben: Sei A := {(ay,as,a3,a4) | a; € Ry} C R*.

f: A — Farbenraum
(ay,a9,a3,as) +—— Mischung aus a; Anteilen rot,
as Anteilen gelb, a3 Anteilen griin,
a4 Anteilen blau

Falls die vier Grundfarben unabhéngig sind, ist f injektiv, andernfalls nicht.
Der Teil b) dieser Aufgabe geht auf ein Rechenproblem fiir den Computer der
Maschine ein. Um die Comupteranweisungen fiir die Maschine zu bestimmen, ist

31100)+1(0110)+42211)=(111254)
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zu berechnen, oder mit Hilfe der Matrix:

1 0 2
11 2 Zl))
011 4
0 01

Das Austauschen der Grundfarben in den kleinen Behéltern entspricht im mathe-
matischen Modell dem Wechseln des Erzeugendensystems. Wahrend die Komponen-
ten von (11 12 5 4) die Farbanteile oder Einzelinstruktionen fiir das neue Produkt
beziiglich den urspriinglichen Grundfarben angeben, nennen die Komponenten von
(3 1 4) die Farbanteile bzw. Einzelinstruktionen bzgl. den Farben orange, tiirkis
und braun. Auch hier tritt wiederum das Problem auf, dass die neue Farbe in der
einen Darstellung mit Hilfe von 4-Tupeln, in der anderen Darstellung mit Hilfe von
3-Tupeln gekennzeichnet wird. Das konnte man dadurch losen, dass die zweite Dar-
stellung durch eine vierte Komponente mit Eintrag 0 ergénzt wird, welche sich auf
den vierten kleinen Behélter bezieht, in dem die Farbe blau nicht ausgewechselt wur-
de, aber auch nicht gebraucht wird. Dieser Teil der Aufgabe wird in den Analysen
der Interviews aufgrund der Gesamtldnge nicht beriicksichtigt.

Der erste Interviewteil legt einen Schwerpunkt auf das inhaltliche Deuten von
zentralen Begriffen der Vektorraumtheorie. Der Anfang vermeidet jegliche formale
Darstellung in den Vorgaben. Durch die Modellierungssituation ist den Interviewten
selbst der Gebrauch von formalen Darstellungen nur moglich, wenn sie ihnen expli-
zit Bedeutung zuordnen. Somit besteht die Notwendigkeit, eigene Formalisierungen
vorzunehmen oder ganz auf formale Notationen zu verzichten. Die Realsituation ist
zudem so gelagert, dass eine unmittelbare und vollstdndige Entsprechung von Struk-
turen eines Vektorraums und Bestandteilen der Realsituation nicht moglich ist. Die
Aufgabe gibt auf diese Weise vielfache Anregungen, Grenzen der Ubertragbarkeit
und damit Eigenschaften eines Vektorraums auf informeller Ebene zu diskutieren.

Der zweite Teil des Interviewgespriachs behandelt eine lineare Abbildung, die von
einem zweidimensionalen Polynomraum iiber den reellen Zahlen in den R? abbildet.
Sie ist von Anfang an durch formalisierte Darstellungen geprigt, welche eine ganz
andere Art von Schwierigkeit darstellen als der erste Interviewteil.

Zur Losung von Aufgabenteil 2a) kann am Anfang die Uberlegung stehen, ob z+1
und 2z eine Basis des Polynomraums bilden. Diese Frage kann beantwortet werden,
indem nachgewiesen wird, dass ein allgemeines Polynom ax + b auf eindeutige Weise
als Linearkombination A(z + 1) + u(2z) dargestellt werden kann. Die Losung der
Gleichung

ar +b= ANz + 1)+ p(22)

kann mit wenigen Schritten gefunden werden: Man erhélt
ar +b=(A+2u)x + A

und damit 1
A=0b und uzé(a—b)

Dann kann auf einen Satz aus der Vorlesung verwiesen werden, dass eine lineare
Abbildung definiert werden kann, indem einer Basis beliebige Bilder zugeordnet
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werden, wobei die Abbildung auf dem {iibrigen Raum in eindeutiger Weise linear
fortgesetzt wird. Eine alternative Argumentation, dass {z + 1,2z} Basis ist, kann
man iiber die Dimension des Polynomraums und die lineare Unabhéngigkeit von
x + 1 und 2x begriinden. Beide Argumente kénnen ohne Rechnung gefiihrt werden:
Eine offensichtliche Basis des Polynomraums ist {1, x}, also ist die Dimension zwei.
2z und x + 1 sind offensichtlich keine Vielfachen von einander.

Der Begriff der Basis kann auch génzlich vermieden werden, indem die oben ge-
gebene Darstellung eines allgemeinen Polynoms gefunden und dann mit Hilfe der
Eigenschaften einer linearen Abbildung das einzig moégliche Bild eines solchen Poly-
noms unter einer linearen Abbildung mit den vorgegebenen Bedingungen bestimmt
wird. Anschlielend ist noch notwendig zu begriinden, dass die damit definierte Ab-
bildung linear ist.

Dieser Aufgabenteil setzt die Fahigkeit voraus, die verwendeten formalen Dar-
stellungen von Abbildungen, vom Polynomraum und seinen Elementen und vom R?
und seinen Elementen zu deuten und mit ihnen umzugehen. Dariiber hinaus nimmt
der eine der vorgestellten Losungswege den Basisbegriff als Strukturierungswerkzeug
zu Hilfe, bei dem ein Wechselspiel zwischen formalen Représentationen und begriff-
lichen Konzepten erfolgt. Der letzte Losungsweg vermeidet den Begriff der Basis,
braucht aber stattdessen eine aufwéndige Argumentation, welche auf den formalen
Linearitdtseigenschaften einer linearen Abbildung aufbaut. Diese werden in zweifa-
cher Weise verwendet: zunéchst werden sie an bestimmten Stellen vorausgesetzt um
eine (die einzige) in Frage kommende Abbildung zu konstruieren, danach wird nach-
gewiesen, dass sie bei der konstruierten Abbildung nicht nur stellenweise, sondern
fiir beliebige Summen und Vielfache von Polynomen gelten.

Der Aufgabenteil b) verlangt eine Wiedergabe der Erkldrung aus der Vorlesung,
was die Darstellungsmatrix einer linearen Abbildung ist. Die Antwort beinhaltet
zum Ersten die Voraussetzung, auf welche Basen im Definitions- und im Zielraum
der Abbildung sich die Darstellung bezieht. Zum Zweiten notiert sie die Bilder der
gewdhlten Basis des Polynomraums in den Spalten der Matrix, und zwar beziiglich
der im Zielraum gewihlten Basis. Da es sich hierbei um den R? handelt, ist die
Standardbasis vielleicht selbstverstédndlich, in der ja auch bereits die Bilder in der
Aufgabenstellung angegeben sind. Fiir die Wahl im Polynomraum liegen zwei Basen
nahe, namlich {x + 1,2z} und {1, 2}. Zum Dritten gehort zur Antwort von b) noch
eine Erkldarung, wie mit Hilfe dieser Matrix das Bild eines Vektors berechnet wird.
Wird bei b) die erste der genannten Polynomraumbasen der Matrixdarstellung zu-
grunde gelegt, fragt die Aufgabe 2¢) nach der Matrixdarstelung fiir die zweite. Wird
diese ausgewéhlt, gibt 2¢) die Darstellung fiir die Basis {x + 1,2z} an. Da die Bilder
dieser beiden Polynome in der anfinglichen Angabe fiir f genannt sind, kann man
sie in der Matrix wiederfinden ohne rechnen zu miissen. Diese Aufgabe kann vorder-
griindig rein formal leicht gelost werden, da sie die Anwendung desselben Schemas
auf eine andere Basis erfordert, welches schon bei Teil b) angewendet wurde. Die
Studierenden werden hier auf der Bedeutungsebene mit den Auswirkungen eines
Basiswechsels auf die Darstellungsmatrix konfrontiert. Die Bedeutungszuordnung
ist unvermeidbar, da ohne Zusammenhang zu ihrer Bezugsbasis die beiden Matri-
zen keine Informationen geben. Eine stillschweigende Voraussetzung, dass man eine
Bezugsgrofie nicht erwédgen muss, weil sie eben irgendwie da ist, ist hier offenbar
nicht moglich, da sie zu zwei verschiedenen Abbildungen fithren wiirde. Somit sind
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die Studierenden in dieser Aufgabe gezwungen, Formalisierungen explizit vorzuneh-
men. Wie Hillel (2000) aufzeigt, birgt ein Basiswechsel fiir Darstellungsmatrizen
grofle Schwierigkeiten, welche er allerdings vor allem beim Basiswechsel im R"™ als
Zielraum beobachtet. Das ist hier nicht der Fall. In Anbetracht der Tatsache, dass
das Thema des Zusammenhangs zwischen einer Matrix und der zugrunde liegenden
Matrix fiir die Studierenden noch ganz neu ist und insbesondere das Wechseln einer
Basis noch nicht thematisiert worden ist, ist der hier gegebene Anstofl wahrscheinlich
ausreichend, um kognitive Neuordnungen anzuregen. Je nach Gespréchsverlauf sind
noch verschiedene Vertiefungen dieser Problematik moglich, so etwa Uberlegungen,
wie ein bestimmtes Polynom durch die beiden Matrizen abgebildet wird.

AuBerlich betrachtet steht eine lineare Abbildung im Vordergrund dieses zwei-
ten Interviewteils. Der Schwerpunkt des Forschungsinteresses bei diesem Interview
liegt aber auch in diesem Teil bei den Vektorraumvorstellungen der Studierenden.
Die Idee hinter der Aufgabenstruktur ist: Indem der Vektorraum nicht als The-
ma in den Mittelpunkt gestellt wird, sondern die Interviewten sich auf ein anderes
Thema konzentrieren, bei dem sie nebenbei mit Vektorrdumen umgehen, werden
moglicherweise implizite Vorstellungen sichtbar, die ausdriicklich gelerntem Wissen
widersprechen, die aber im Sinne von ‘tacit models'®® entscheidenden Einfluss im
Denken haben. Als ein solches vordergriindiges Thema eignet sich die lineare Abbil-
dung, welche durch die Eigenschaft der Strukturerhaltung in besonderer Weise mit
dem Vektorraumbegriff verkniipft ist. Insbesondere der Wechsel des Bezugssystems
fiir die Darstellungsmatrix im Aufgabenteil 2¢) fordert eine Umstrukturierung des
Vektorraums der Polynome und gibt somit nicht nur Einsichten in Vorstellungen
von linearen Abbildungen, sondern kann méglicherweise auch Einblicke in Struktu-
ren mentaler Reprisentationen der Vektorraumstruktur gewéhren.

Das Dualrauminterview

Der Leitfaden:

Sei
€
V=R={| zo Ty, T2, x3 € R}
€3
und

V*={¢|¢p:R® — Rist lineare Abbildung}.
a)

Gib ein Element von V* explizit an.

Warum ist dieses Beispiel eine lineare Abbildung?
b)

Warum ist V* ein Vektorraum?

Gib eine Basis von V* an.

23Vgl. Fischbein (1987).



3.1. METHODOLOGIE 93

Einordnung des Leitfadens in den Zusammenhang der Lehrveranstaltung

Die Dualrauminterviews fanden im Juni 03 statt. Sie bezogen sich auf einen Vorle-
sungsinhalt von Februar 03, der nicht durch Ubungen vertieft wurde. Zwar wurden
einige Ubungsaufgaben zu diesem Thema gestellt, aber diese waren in der Woche
zu losen, an deren Ende die Abschlussklausur des Kurses stattfand. Sie waren nicht
klausurrelevant und wurden auch nicht mehr in den Ubungen besprochen. So war
damit zu rechnen, dass die Studierenden nicht viel Erinnerung an den Dualraum
haben wiirden. Die Gespriche wurden daher so konzipiert, dass sie keine Kenntnisse
des Dualraums voraussetzten, die iiber die Begriffe des Vektorraums und der linea-
ren Abbildung hinausgingen.?* In der Vorlesung war der Spezialfall des Dualraums
des R™ iiberhaupt nicht zur Sprache gekommen. In der Vorlesung ‘Lineare Alge-
bra und analytische Geometrie II', an der die beiden Interviewten teilgenommen
hatten, war mit dem Endomorphismenraum eines Vektorraums ein Vektorraum aus
linearen Abbildungen thematisiert worden. Zudem waren Bilinearformen und spezi-
ell Skalarprodukte zu der Zeit dieser Interviews Thema der Vorlesung. Insbesondere
eine Aufgabe auf einem Ubungsblatt, dessen Bearbeitung kurz vor den beiden In-
terviewgespréichen abzugeben war, geht von einer dhnlichen Situation aus wie die
Interviewgesprache, verlangt aber andere Aktivitaten. Der erste Teil lautet:

2. Semester, Blatt 6, Aufgabe 3

Die Vektoren (aj,as,as), (by,bs,b3) € K*\{0} definieren die Linearfor-
men ¢, : K3 — K gemiB ¢((c1,c2,c3)) := aic; + asco + azes) und
= ((c1,¢a,¢3)) := bycy + baca + bycg). a) Zeigen Sie, dass die Abbildung
¢: K3 x K3 — K mit ¢(v,w) = ¢(v) - ¥(w).

Aspekte moglicher Gesprachsverlaufe

Der Aufgabenteil a) der Dualrauminterviews dient dazu, dass die Studierenden sich
in die Situation einfinden und die formale Difinition von V* aufschliisseln, indem
sie ein exemplarisches Element suchen. Falls hier die Nullabbildung genannt wird,
soll nach einem zweiten Element gefragt werden. Sinnvolle Antworten auf diese erste
Frage konnen eine lineare Abbildung

1. durch Angabe des Bildes eines allgemeinen Vektors

X1
€2
€3

definieren,
2. durch Angabe der Bilder einer Basis definieren,

3. durch Angabe einer Matrixdarstellung bzgl. einer bestimmten Basis definieren.

24Die Aufgabe konnte gelost werden, ohne zu wissen, was die Vokabel ‘Dualraum’ bedeutet, dass
eine Vektorraum zu seinem Dualraum isomorph ist, oder in welcher kanonischen Weise aus einer
Basis eines Vektorraums eine Basis seines Dualraums konstruiert werden kann.
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Die beiden letzten Antworttypen sind Darstellungsformen, mit deren Hilfe man sich
einen Uberblick {iber alle linearen Abbildungen R?* — R verschaffen kann. An ihnen
ist auch die Frage des Nachweises der Linearitét leicht zu beantworten, indem darauf
hingewiesen wird, dass aus einer Basis jeder Vektor auf eindeutige Weise linear
kombiniert werden kann und sich daraus die Abbildung eindeutig linear fortsetzen
lasst. Als Antwort wird hier nur dann ein formaler Nachweis erwartet, wenn kein
inhaltliches Argument gegeben wird.

Der Teil b) spricht die Struktur von V* an. Hier ist es notwendig, nicht nur eine,
sondern alle linearen Abbildungen R?> — R in den Blick zu nehmen. Die Frage nach
den Vektorraumeigenschaften soll keine vollstdndige, formale Begriindung fordern,
sondern der oder dem Interviewten ins Bewusstsein bringen, dass lineare Abbildun-
gen addiert und mit Skalaren multipliziert werden kénnen, und dass das Ergebnis
eine lineare Abbildung ist.

Die Frage nach einer Basis von V* kann je nach Vorstellung von einer linearen
Abbildung unterschiedlich beantwortet werden. Entspricht die Vorstellung der oben
angefithrten Matrixdarstellung, so ist die Idee, dass der Dualraum ein Vektorraum
ist, vergleichsweise leicht zu erfassen, da die Notation der Matrizen in Tupelform
den Sichtwechsel von Abbildungen zu Vektoren unterstiitzt. Steht eine Vorstellung
geméf einer Darstellung durch die Definition der Bilder einer gegebenen Basis im
Vordergrund, so ist dieser Sichtwechsel schwer zu vollziehen, da die Darstellung das
Abbilden betont. In diesem Fall ist auch eine Idee, wie eine beliebige Abbildung
aus V* mit Hilfe weniger gegebener Abbildungen dargestellt werden kann, nur mit
groflen Aufwand zu konstruieren.

Diese Aufgabe soll die Beobachtung der Studierenden im Umgang mit einer in
mehrfacher Hinsicht abstrakten mathematischen Konstruktion erméglichen. Die vor-
gegebene Notation betont die Sichtweise, dass die Elemente des Dualraums Abbil-
dungen sind, gegeniiber der Sichtweise sie als Vektoren aufzufassen. Im Erfahrungs-
bereich der Studierenden liegen mindestens zwei grundverschiedene Strategien zur
Erleichterung des Sichtwechsels, deren Anwendung auf dem hohen Abstraktions-
niveau des Raumes anspruchsvoll ist: Die eine Strategie ist die Konzentration auf
die Tatsache, dass V* die Vektorraumaxiome erfiillt, und auf die daraus folgenden
Struktureigenschaften. Die andere Strategie ist die Verwendung von 3-Tupeln als
Darstellungsmatrizen zur Beschreibung der Abbildungen. Beide Strategien beinhal-
ten einen Wechsel von bedeutungshaltigem Charakter der Objekte zu Eigenschaften,
die in einer Formalisierung im Vordergrund stehen.

Die folgende Tabelle gibt einen Uberblick iiber die Linge der gefithrten Inter-
views und der transkribierten Ausschnitte:
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Restklassen | Vektorraum | Dualraum

Sendig

Datum 27.11.02 22.1.03 17.6.03

Interviewdauer 80 Min. 45 Min. 60 Min.

transkribierte Zeit | 17 Min. 45 Min. 29 Min.
Beck

Datum 21.11.02 21.1.03 12.6.03

Interviewdauer 92 Min. 77 Min. 45 Min.

transkribierte Zeit | 11 Min. 77 Min. 14 Min.
Rolle

Datum 26.11.02 29.1.03

Interviewdauer 46 Min. 57 Min.

transkribierte Zeit | 11 Min. 57 Min.

3.2 Analyse der Restklasseninterviews

3.2.1 Feinanalyse zu den Restklasseninterviews

Der Kommentar zum Leitfaden der Restklasseninterviews nennt die urspriinglichen
Intentionen und Erwartungen, die mit der Konzeption des Leitfadens verbunden
sind. Zum leichteren Versténdnis der nun folgenden Transkriptanalysen wird hier
eine zweite Sachanalyse als didaktische Feinanalyse des Themas vorweggenommen,
in die Erfahrungen mit den Interviewanalysen einfliefen.

Vier Darstellungen von Restklassen, die in den Interviews auftreten, werden hier
exemplarisch fiir die Restklasse Eins von Z /37 gegeniibergestellt und charakterisiert:

(1) Das Zeichen ‘1’ suggeriert die Idee einer speziellen Art von Zahl. Es hebt das
Element Eins aus der Restklasse hervor, alle anderen Elemente der Restklasse
treten nicht in Erscheinung. Die Inskription selbst weckt keine Assoziationen
mit einer Menge.

(2) Das Zeichen® ‘1 + 3Z’ beinhaltet neben dem Zahlzeichen ‘1’ auch ein Zeichen
fiir eine Menge, namlich ‘Z’ bzw. ‘3Z’. Die Zeichenkombination lenkt auf eben-
falls die Zahl Eins eine besondere Aufmerksamkeit, aber sie kann zugleich als
Aufforderung verstanden werden, aus dieser Zahl weitere zu erzeugen. Dazu
ist jedoch eine gewisse Vertrautheit mit dieser aus der Schulzeit nicht gelaufi-
gen Darstellungsform erforderlich. Ist sie nicht gegeben, so wird dieses Zeichen
wohl eher die Vorstellung einer Mischform oder eines Doppelcharakters von
Zahl und Menge anregen.

(3) Das Zeichen {3k + 1| k € Z}’ hebt durch die Mengenklammern und durch die
Darstellung eines allgemeinen Elements den Mengencharakter noch stérker
hervor. Die Sonderrolle der Zahl Eins tritt weiter zuriick. Sie dient in der
Parameterdarstellung nur noch zur Generierung von Zahlen. Das Zeichen lenkt
die Aufmerksamkeit auf die Elemente der Menge, so dass die Menge selbst

25Unter dem Begriff ‘Zeichen’ werden hier auch lingere Terme verstanden, in denen Kombina-
tionen von mehreren Einzelzeichen auftreten.
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im Hintergrund steht: sie dient dazu, einige ganze Zahlen einer bestimmten
‘Bauart’ in einer Unterabteilung zusammenzufassen.

(4) Das Zeichen ‘B’ ist ein bloSer Name fiir ein Objekt, das mit keinen an der
duBeren Form des Zeichens sichtbaren referentiellen Strukturen auf den Cha-
rakter dieses Objekts verweist. In seiner Definition als Name fiir die Menge
{3k + 1|k € Z} betont dieses Zeichen den Charakter der Menge als mathe-
matischem Objekt. Hier wird weder die Eins noch eine andere Zahl im Zeichen
selbst sichtbar. Die Elemente der Menge treten gegeniiber der Menge in den
Hintergrund.

Ein solches Objekt spielt geméfl den bisherigen Erfahrungen der Studierenden
eine bestimmte Rolle: Es dient dem abkiirzenden Verweis auf eine Menge von
Zahlen oder anderen mathematischen Objekten im Rahmen von mathemati-
schen Handlungen mit diesen wie z.B. Ordnen, Beschreiben von Eigenschaften
oder Definieren von Verkniipfungen. Dabei kann der Abstraktionsgrad ver-
schieden sein, je nachdem, ob B wie hier eine wohlbestimmte oder eine variable
Menge von Objekten beschreibt.

In dieser Liste von Zeichen fiir die Restklasse Eins in Z/3Z tritt von (1) bis
(4) die Identifizierung mit der Zahl Eins immer weiter zuriick. Zugleich &ndert sich
der Fokus vom Wesensmerkmal einer Restklasse als speziellem Zahlobjekt iiber eine
Menge als Ordnungsinstrument hin zu einer Menge als abstraktem Objekt. Die fol-
gende Tabelle gibt einen Uberblick iiber die Perspektiven auf Restklassen, die diese
vier Zeichen anregen:

Zeichen 1 1+ 3% {3k+1|keZ} B
suggeriert
Charakter: | spezielles | Verkniipfung | Menge zur Menge als abstraktes
Zahlobjekt | aus Zahl Beschreibung Objekt (von
und Menge | bestimmter unterschiedlichem
Zahlen Abstraktionsgrad)

In den Ubungen zur Vorlesung, die vor den Interviews stattfanden, wurden Auf-
gaben besprochen, die denen in den Interviewgespriachen dhnlich waren, die jedoch
den Fokus auf eine andere Notation, ndmlich (1), legten: Diese Darstellungsform
unterstiitzt eine Sichtweise auf das Restklassengebilde Z/nZ als eines speziellen end-
lichen Zahlensystems, ndmlich das System der Reste, in dem spezielle Rechenregeln
gelten.

In den Interviewgesprichen wird durch Einfithrung einer neuen Darstellungs-
form, némlich (3) und (4), der Mengencharakter von Restklassen besonders betont.
Sie stellen an die Studierenden die Anforderung, ihre bisher ausgebildeten Vorstel-
lungen zum Thema Restklassen auf diesen Mengenaspekt zu beziehen.

Mogliche Reaktionen auf die Frage nach der Addition dieser Mengen sind:
(a) Rickfiihrung auf eine Notation aus der Veranstaltung, ndmlich (1) oder (2).

(b) Arbeiten mit ausgewéhlten Reprisentanten unter Verwendung des Wissens,
dass das Ergebnis repréasentantenunabhéngig ist.
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(c) Ganz in der gegebenen Situation arbeiten.

- Dies kann durch Addition der allgemeinen Elemente der Restklassen gesche-
hen.

- Wenn die Eigenschaft, dass es sich um Restklassen handelt, génzlich ignoriert
wird, und nur die angegebenen Mengen betrachtet werden, so stellt sich das
Problem, wie denn {iberhaupt die Summe von zwei Mengen definiert werden
kann. Denkbar ist neben der mathematisch iiblichen Definition

A+B={a+0blac Abe B},

die den Studierenden in der Veranstaltung noch nicht explizit begegnet war,
z.B. auch eine (nicht den Konventionen entsprechende) Vorstellung einer Ver-
einigungsmenge A U B.

Die Addition tritt in den Interviewgesprichen zudem im Rahmen eines Homo-
morphietests auf. Hier sind Schwierigkeiten auf unterschiedlichen Ebenen angespro-
chen:

e Was heifit es, Restklassen abzubilden?

Welche Rolle spielt dabei das Verhéltnis Menge - Repréasentant? Wird die Men-
ge abgebildet? Wird der kanonische Reprisentant abgebildet? Wird der allge-
meine Reprisentant abgebildet? Wird irgendein Reprisentant abgebildet?26

e Was heifit es, die Vertréglichkeit einer Abbildung mit der Addition zu testen?

Dieser Aspekt bezieht sich rein auf die Homomorphismuseigenschaft. Die Ver-
bindung mit der spezifischen Addition in Z/37Z wird im néchsten Punkt ge-
nannt.

e Beim Test der Homomorphismuseigenschaft wird die Addition eingesetzt, ohne
explizit Thema zu sein. Die Vorstellungen und Vorgehensweisen miissen sich
hier in einem komplexeren Zusammenhang in einem pragmatischen Sinn als
Hilfsmittel bewéahren. Zwei Schwierigkeiten, die sich in den Interviews zeigen,
sind:

- Was wird addiert, wenn Zahlen nicht in Erscheinung treten?

- Wie wird addiert, wenn die Symbole fiir Restklassen in ungewohnter Anord-
nung auftreten?

3.2.2 Deutung des Restklasseninterviews mit P. Sendig

Das Restklassengespréich mit Herrn Sendig ist der zweite Teil einer ldngeren Unter-
haltung. Im ersten Teil wurden alle Abbildungen der Menge {1, 2} in sich gesucht.
Sie wurden mit Hilfe von Pfeilschemata der Art
{1,2} — {1,2}
1 — 2

2 — 2

26Die Addition, die von Z nach Z/3Z vererbt wird, ist mit jeder Reprisentantenwahl vertriglich.
Ein Epimorphismus, der auf Z/3Z definiert wird, kann jedoch nicht kanonisch auf Reprisentanten
erweitert, d.h. auf die ganzen Zahlen iibertragen, werden. Hier kénnen also neuartige Probleme
auftreten.
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angegeben. Das anschliefende Gesprich tiber Restklassen bezieht sich auf Z/3Z. Es
gliedert sich in zwei Sinnabschnitte: Im ersten Abschnitt wird die in der Vorlesung
definierte Addition auf Z/3Z diskutiert. Diese Erorterung wird durch Fragen von
Herrn Sendig ergénzt, die sich auf den Zweck der Darstellung einer Verkniipfung
in Form von einer Gruppentafel beziehen.?” Im zweiten Abschnitt werden die Epi-
morphismen auf (Z/37Z,+) gesucht. Vorschldge werden mit Hilfe eines Pfeilschemas,
das das Bild jedes Elements unmittelbar angibt, notiert. Eine der vorgeschlagenen
Abbildungen wird dann auf Homomorphie getestet.

Die Interviewerin fordert Herrn Sendig wahrend des Gespéchs auf, an der Tafel zu
schreiben, aber er lehnt dies ab. Daher macht sie selbst kurze Notizen zu manchem,
was Herr Sendig sagt.?8

Addition

Transkriptausschnitt: (RK, Sendig) 1-18

I[: Dann gucken wir uns doch jetzt noch mal Restklassen an. Hast du die verstanden?
S: Ich glaub ja.

I: Mittlerweile haben wir auch schon viel dariiber gesprochen, ne? Erstmal schreiben
wir das ein bifichen anders, und zwar

*N ={{3klk € Z},{3k + 1|k € Z}, {3k + 2|k € Z}} *

(liest beim Schreiben vor). Kennst du, die Menge, ne?

S: Ja, also das Erste ist Restklasse Null, dann Restklasse Eins, dann Restklasse Zwei
bzgl. Z modulo drei Z.

I: Genau. (erginzt:)

*=17/37 *

Die haben wir sonst immer Z modulo drei Z genannt. Wie addiert man zwei Mengen?
So allgemein kann man das eigentlich nicht sagen, ne? Aber wir haben eine Addition
definiert.

S: Ja, wir hatten gesagt, dass wir einfach, ehm, Haben wir das fiir die ganzen Mengen
gesagt? Ich dachte nur fiir jeweils Elemente aus der Menge.

I: Ja, ndmlich?

S: Dass ich die Elemente addiere und dann gucke, in welcher Restklasse ich dann
wieder lande.

Die Interviewerin spricht die Tatsache an, dass Restklassen hier in einer fiir Herrn
Sendig ungewohnten Weise notiert werden.?” Herr Sendig erkennt die Mengen in N
ohne Schwierigkeiten als die Restklassen modulo drei und benennt sie als ‘Restklas-
se Null’, ‘Restklasse Eins’ und ‘Restklasse Zwei’. Da er nicht an der Tafel schreibt,
bleibt offen, ob er mit diesen Namen einen bestimmten Zeichentyp verbindet. Er
achtet genau auf die Formulierung der Interviewerin in ihrer Frage, wie solche Men-
gen addiert werden. Er stellt explizit fest, dass er eine Addition nicht fiir ‘ganze
Mengen’, sondern nur fiir ‘jeweils Elemente aus der Menge’ erinnert. Das bedeutet,

2"Dieser Teil wird in der folgenden Transkriptanalyse nicht angesprochen, kann aber im Anhang
unter A.1 gelesen werden.

28Djese Darstellungen von Herrn Sendigs AuBerungen durch die Interviewerin beinhalten
natiirlich immer eine Interpretation und teilweise auch eine Erginzung des Gesagten, die in der
Analyse des Interviews zu beriicksichtigen ist.

29Tm Abschnitt 3.2.1 sind Wirkungen der unterschiedlichen Darstellungen diskutiert.
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dass aus seiner Sicht nicht Mengen, sondern bestimmte ganze Zahlen addiert werden.
Der Singular ‘Menge’ kann bedeuten, dass er nur an die Addition von ganzen Zahlen
denkt, welche in einer gemeinsamen Restklasse liegen. Die Aussage kann aber auch
bedeuten: Anstelle der Addition von zwei Mengen werden jeweils - ndmlich fiir jede
der beiden Mengen - Elemente dieser Mengen (als eine Art Représentanten) addiert.
Dafiir geniigt zwar ein Element aus jeder dieser Mengen, aber moglicherweise denkt
Herr Sendig an Situationen, wo solche Rechnungen fiir verschiedene Représentanten
verglichen werden.?’

Seine Beschreibung dieser Addition in den Zeilen 17-18 gibt ein Verfahren in zwei
Schritten: Im ersten Schritt werden Elemente addiert. Er sagt hier nicht, wessen Ele-
mente es sind. Wie oben ist auch hier denkbar, dass er zwei Elemente meint, von
denen jedes in einer der drei Restklassen liegt, oder dass er sich die Summanden spe-
zieller vorstellt, etwa beide in derselben Restklasse (oder auch beide in verschiedenen
Restklassen). Im zweiten Schritt wird zur Kenntnis genommen, in welcher Restklas-
se die Summe liegt. Eine Addition in Z/3Z ist also eine Addition von Elementen
von Restklassen mit einer Einordnung des Ergebnisses in eine Restklasse.

Es besteht die Moglichkeit, dass Herr Sendig die Beschreibung, die er gibt, nur
als Nennung der aus seiner Sicht wichtigsten Schritte des Verfahrens meint und sie
nicht als vollstdndige Darstellung ansieht. So bleibt letztlich offen, wie genau seine
Vorstellungen sind.

Die Interviewerin erklédrt nun, dass in der Tat die Elemente von N, also Mengen,
addiert werden sollen, und eine solche Summe ein Element von N sein muss.

Transkriptausschnitt: (RK, Sendig) 27-31
I Also ist die Frage: Was, ja, wie machen wir das? Diese Menge plus diese Menge
(zeigt auf die ersten beiden Elemente von N). Was soll das sein?
S: Wie soll ich das. Wie das jetzt aufgeschrieben wird, weif§ ich jetzt nicht so genau.

Also heifit das drei k plus drei k plus eins, oder? Wie benennen wir die Elemente,
die da drin sind?

Die Interviewerin betont mit ihrer Frage, dass die Summe von zwei Mengen gesucht
ist. Zunéchst stellt sie die Frage wieder mit einem ‘Wie’, dann formuliert sie sie um
als Frage nach dem Ergebnis. Herr Sendig beginnt mit der abgebrochenen Frage “Wie
soll ich das”. Sie deutet auf eine Unsicherheit im Vorgehen hin. Diese kann sich auf
das Verfahren zur Bestimmung des Ergebnisses, aber auch auf das Darstellen seines
Ergebnisses beziehen. Da er zuvor ein prinzipielles Verfahren beschrieben hat, ist
die zweite Deutung wahrscheinlicher, und diese wird durch seine eigene Erklarung
bestétigt. Die Darstellung der Summe bereitet ihm ‘jetzt’, also vielleicht bezogen
auf die spezielle, von der Interviewerin gewihlte Darstellung der Restklassen, ein
Problem.

Herr Sendig versucht nun - formuliert als Frage - die Antwort

“3k + 3k +17.

30Djes geschah mehrfach in den Ubungen, entweder zur Illustration oder zum Nachweis, dass die
Wahl der jeweiligen Reprasentanten unerheblich ist.
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Er sagt nicht, was dieser Ausdruck darstellen soll. Der Term ist die Summe aus
zwel Repréasentanten, welche in den Notationen {3k|k € Z} und {3k + 1|k € Z} der
beiden zu addierenden Restklassen explizit auftreten. Es ist keine geeignete Darstel-
lung fiir ein allgemeines Element der Ergebnisrestklasse, und offenbar erkennt Herr
Sendig sie an dieser Darstellung nicht. Es fehlt der Umformungsschritt

3k+3k+1=3(2k)+1

der es als Element der Restklasse von eins kenntlich macht. Die Wahl der Représen-
tanten 0 und 1 als Summanden hétte die Rechnung noch erheblich vereinfacht. Herrn
Sendigs Wahl gibt Sinn, wenn es ein Versuch ist, alle moglichen Summanden darzu-
stellen. Allerdings iibersieht er dabei, dass die beiden ‘k’ als Parameter unterschieden
werden miissten. Eine allgemeine Beschreibung aller hier moglichen Additionen von
Elementen lautet:

3k+3h+1

und kann durch Ausklammern als Element der Restklasse von eins identifiziert wer-
den. Mit der Frage,

“Wie benennen wir die Elemente, die da drin sind?”

kann wohl kaum gemeint sein: “Wie benennen wir die Restklassen, die in N sind?”,
da Herr Sendig fiir sie schon anfangs die Namen ‘Restklasse Null’, ‘Restklasse Eins’
und ‘Restklasse Zwei’ verwendet. Es handelt sich bei den Elementen also um ganze
Zahlen, namlich die durch den genannten Term beschriebenen. Die Aussage kann in
gegensitzlichen Richtungen gedeutet werden:

e Herr Sendig akzeptiert, dass das Ergebnis der Addition eine Restklasse ist. Er
hat aber Schwierigkeiten, diese Menge zu bezeichnen, und versucht das, indem
er ihre Elemente benennt.

Dagegen spricht, dass er nicht versucht, diese Restklasse mit einem der drei
von ihm selbst genannten Namen zu bezeichnen. Es ist jedoch moglich, dass er
die erforderliche Umformung nicht spontan erkennt. Es ist auch mdoglich, dass
er zwar die Restklasse Eins meint, sie jedoch in einer Weise darstellen mochte,
aus der zu erkennen ist, dass sie als Summe aus den beiden erstgenannten
Mengen von N entsteht.!

e Herr Sendig betrachtet alle Zahlen, die bei den zugehorigen Rechnungen her-
auskommen konnen, als die eigentlich interessanten Objekte. Er weif3; dass sie
alle in derselben Restklasse liegen, auf die er mit ‘da drin’ hinweist. Er ver-
sucht darum eine Darstellung anzugeben, welche alle Elemente aufzeigt, nicht
eine Darstellung der Restklasse selbst.

Dafiir spricht die Form 3k + 3k + 1, die (mit einem Fehler) alle moglichen
Zahlensummen beschreibt.

31Gfard (1991) nennt den Perspektivenwechsel von einem Konstruktionsprozess zum Ergebnis
dieses Prozesses, welches von seiner Entstehungsgeschichte losgelost als eigenstéindiges Objekt auf-
gefasst wird, eine Verdinglichung. Die hier vorgeschlagene Deutung von Herrn Sendigs AuBerung
bedeutet, dass er im Prozess der Verdinglichung des Addierens von Restklassen die Summe als
Ergebnis in den Blick nimmt, sie jedoch (noch) nicht losgeldst von ihrem Entstehungsprozess sieht.
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e Die ersten beiden Deutungen unterstellen, dass Herr Sendig mit dem Term
entweder im Sinn hat bestimmte Zahlen zu beschreiben oder auf eine Menge zu
verweisen. Eine dritte Moglichkeit ist, dass er an ein Objekt denkt, das beide
Wesensmerkmale vereint, dass er von diesem Objekt aber noch keine klare
Vorstellung besitzt. Die Verwendung des Terms ‘3k 4 3k 4+ 1" kann ein Versuch
sein, diese ‘Mischform’ zu représentieren, welche einerseits den Charakter einer
Restklasse als Menge besitzt, und mit der andererseits umgegangen wird wie
mit Zahlen.3?

Homomorphismus

Die Interviewerin bittet Herrn Sendig, alle Homomorphismen, die von N nach N
abbilden, anzugeben. Er vergewissert sich zunéchst, ob es Homomorphismen bzgl.
plus sein sollen. Dann sagt er:

Transkriptausschnitt: (RK, Sendig) 117-120
S: Mir ist noch nicht ganz klar, was wir jetzt genau suchen. Also Homomorphismus
heifit doch, dass es bzgl. dieser Verkniipfung egal ist, ob ich in, eh, erst verkniipfe und
dann das Ganze abbilde, oder ob ich erst abbilde und dann die gleiche Verkniipfung
auf der anderen Menge halt nehme.

Diese Beschreibung gibt die Idee des Homomorphismus in einer ganz allgemeinen
Situation wieder, die noch nicht konkret auf Z/37Z bezogen ist. Sie geht nicht auf
formale Details ein. Dabei ldsst Herr Sendig allerdings in seiner Aussage die Objek-
te weg, so dass nicht mit Sicherheit zu sagen ist, an welche Objekte er denkt. Eine
Prézisierung seiner Aussage kann wie folgt aussehen:

32Das Zeichen 3k + 3k + 1 dient in diesem Fall zur Generierung von Bedeutung. Sfard (2000)
erldutert, dass in der Geschichte der Mathematik verschiedentlich die Einfithrung neuer Zeichen und
ihr syntaktischer Gebrauch der mentalen Konstruktion von abstrakten Objekten, welche spéater mit
diesen Symbolen bezeichnet wurden, vorausging. Diese Vorgehensweise sieht sie als ein allgemeines
Prinzip mathematischen Lernens:

“In this chapter, I am trying to promote the idea that the introduction of a new structural signifier,
and thus the creation of a new discursive focus, can be seen as an act of conception of a new
mathematitical object.” (S. 49)
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Herr Sendigs Aussage Deutung
Homomorphismus heif}t, Bei einem Homomorphismus
es ist egal fithren folgende beiden Wege

zu demselben Ergebnis:

Erster Weg:
- ich verkniipfe Ich addiere
erst zwei Elemente der Definitionsmenge
- ich bilde das Ganze ab und bilde (die Summanden und)

die Summe ab.

Zweiter Weg:
- ich bilde ab Ich bilde zwei Elemente
der Definitionsmenge ab
- ich nehme die gleiche Verkniipfung und addiere
auf der anderen Menge die beiden Bilder

Transkriptausschnitt: (RK, Sendig) 121-128
I: Genau. Mach das doch so dhnlich wie eben mit den Abbildungen.*® Du musst,
wie viele, also du hast eine Abbildung
*N — N *
die diese zusitzliche Eigenschaft dann erfiillen muss.
S: D.h. wir kénnen jetzt eigentlich null, eins, zwei hinschreiben.?*
N— N
I * Ur— *
1+—
2
Ja, jetzt guckst du, was du fiir Moglichkeiten fiir das Bild hast.
S: Also die Identitét ist dann ja, ist auch ein Homomorphismus, ja?

Herr Sendig schligt vor, ‘null’, ‘eins’, ‘zwei’ zu notieren. Die Interviewerin deu-
tet dies, indem sie die drei den Restklassen entsprechenden Zeichen als Zahlen
mit Querstrichen zusammen mit Zuordnungspfeilen fiir Elemente aufschreibt. Es
ist nicht klar, ob dies Herrn Sendigs Intention entspricht, aber zumindest protestiert
er nicht. Seinen ersten Vorschlag gibt er mit einem Namen, die Identitéat, anstelle
einer Angabe der einzelnen Bilder an. Die Interviewerin notiert die drei zur Identitét
gehorenden Bilder und fragt nach weiteren Moglichkeiten. Die Interviewerin notiert
seinen Vorschlag in einer weiteren Spalte:

33Im ersten nicht transkribierten Teil des Gesprichs waren alle Abbildungen auf einer zweiele-
mentigen Menge in sich zusammengestellt worden, indem fiir jede Abbildung die Bilder der beiden
Elemente notiert wurden.

34Dies entspricht dem Vorgehen im ersten Teil des Interviews, wo zunichst die beiden Elemente
der Definitionsmenge notiert wurden.
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N — N
0 0 0
*k k
)" 1 1 3
3 0 3 T

Nun soll untersucht werden, ob die zweite Abbildung ein Homomorphismus ist:

Transkriptausschnitt: (RK, Sendig) 141-164
S: Ja, vor allem ist mir jetzt nicht klar, was das rechnerisch heifit, wenn ich jetzt
eins auf zwei abbilde und zwei auf eins, was da jetzt hinter steht.
I: Das ist jetzt nur eine Anweisung, wie ich abbilde.
S: Ja.
[ Das hat jetzt nichts mit dem Rechnen in N zu tun. Zunéchst mal nicht. Nur wir
miissen tiberpriifen, ob diese Anweisung (zeigt in (b) auf die dritte Spalte) vertréiglich
ist mit den Verkniipfungen, die ja in diesem Fall sind ja die Verkniipfungen dieselben,
weil wir ja zweimal dieselbe Menge haben. D.h., was miissten wir z.B. iiberpriifen?
(3 Sek)
S: Wir miissen ja einfach mal. Kénnen wir nicht einfach mal ein Element auswéhlen
oder zwei Elemente auswéhlen aus der Restklasse und dann die addieren und gucken,
ob das das Gleiche ist?
I: Probier doch mal.
S: Ja also in Eins sind meinetwegen jetzt vier und sieben drin. D.h. da miisste (4
Sek)
I: ¥4,7¢1*
S: Wenn man sagt, ich verkniipfe die beiden Elemente, also vier plus sieben
[ %447 *
S: Dann wire das, dann wiirde ich ja in Restklasse Zwei landen.
LJa.*4+7€2%
S: Jetzt soll aber das Ganze abgebildet werden auf Restklasse Zwei. Wenn wir jetzt
z.B.
[: Was wird auf Restklasse Zwei abgebildet? Die Zwei oder was?
S: Nein, nein.

Herrn Sendig fehlt ein Rechenverfahren zu der angegebenen Abbildung. Um die
Rechnungen fiir den Homomorphietest durchzufiihren, die sich aus seinen Ausfithrun-
gen in den Zeilen 117-120 ergeben, wiinscht er sich vielleicht einen allgemeinen Funk-
tionsterm, mit welchem durch Einsetzen von eins das Ergebnis zwei und durch Ein-
setzen von zwei das Ergebnis eins herauskommt.

Die Interviewerin weist darauf hin, dass die gegebene Anweisung die Abbildung
definiert, und es dazu keiner Rechnung bedarf, sondern eine Rechnung erst zur
Durchfithrung des Homomorphietests notwendig wird. Herr Sendig mdochte hierfiir
zwei konkrete Elemente wihlen. Diese Elemente miissten korrekterweise in der De-
finitionsmenge der Abbildung, also in NV, liegen. Herr Sendig sagt jedoch, er wéhlt
Elemente aus ‘der Restklasse’. Da es um drei Restklassen geht, ist der bestimmte
Artikel wohl irrtiimlich gewéhlt, oder er weist darauf hin, dass Herr Sendig eine
bestimmte Restklasse im Kopf bereits ausgewihlt hat, die er hier anspricht. Auch
die Einzahl kann, muss aber nicht ein Irrtum sein.

Die Interviewerin ermutigt ihn, das vorgeschlagene Verfahren konkret durch-
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zufithren. Herr Sendig wihlt nun zwei Zahlen, die beide in 1 liegen, und kommentiert
“in Eins”. Er sagt nicht “in Restklasse Eins’, dennoch notiert die Interviewerin 1.
Herr Sendig akzeptiert diese Deutung seiner Worte, und ich vermute, dass sie seiner
Intention entspricht. Denn die einzige andere sinnvolle Bedeutung des Wortes ‘eins’
kann die Zahl Eins sein, in der jedoch keine anderen Zahlen “drin” sind. Herr Sendig
bildet nun die Summe der beiden Zahlen. Er stellt fest, dass sie in Restklasse Zwei
liegt. Seine folgende Bemerkung wird von der Interviewerin falsch verstanden:

“Jetzt soll aber das Ganze abgebildet werden auf Restklasse Zwei.”

Die Interviewerin nimmt an, dass er mit ‘das Ganze’ die Summe meint und ver-
steht darunter die Ergebnisrestklasse Zwei. Dies verneint er jedoch. Im Weiteren
auBlert er sich nicht, was er gemeint hat. Hier sind drei Vorschliage, was ‘das Ganze’
sein kann, das abgebildet werden soll:

1. Das Ganze ist die ganze Restklasse Eins, die sowohl 4 als auch 7 enthélt.

2. Das Ganze ist die Summe, aber Herr Sendig meint mit der Summe nicht die
Restklasse Zwei, sondern die Zahl 44+7=11.

Degegen spricht, dass er sagt, das Ganze wird auf ‘zwei’ abgebildet: Weder die
Restklasse Zwei noch die Zahl 11 wird auf 2 oder 2 abgebildet.

3. Das Ganze ist die Gesamtheit der Bestandteile der durchgefiithrten Rechnung
44-7=11.

Alle drei Deutungen legen einen Fokus auf die Elemente der Restklassen na-
he, den Herr Sendig ja durch die Wahl von Zahlen anstelle von Restklassen auch
einnimmt. Wenn Herr Sendig meint, dass nun die Zahl 11 und evtl. auch 4 und 7
abgebildet werden miissen, so ist dies in der Tat mit den gegebenen Informationen
iiber die Abbildung nicht moglich. Fiir die erste Deutung spricht, dass Restklasse
Eins laut Zuordnungsvorschrift tatsédchlich auf Restklasse Zwei abgebildet wird. Dies
findet er problematisch, wie er mit ‘aber” andeutet. Sein Vorgehen zeigt, dass er den
Elementen einer Restklasse oder Reprasentanten dieser Elemente eine entscheidende
Rolle beimisst. Denn er addiert 447 € 2 statt 1+1 = 2. Zur Uberpriifung der Homo-
morphismuseigenschaft an einem ersten Beispiel hat er mittlerweile eine Summe im
Bereich der Definitionsmenge gebildet. Nun ist zu vergleichen, ob ihr Bild der Summe
aus den Bildern der Summanden entspricht. Die néchste durchzufithrende Rechnung
ist also die Addition der Bilder. Dazu muss er die Bilder der Summanden haben. In
seiner Rechnung sind die Summanden die Zahlen 4 und 7, nicht die Restklasse Eins
und die Restklasse Eins. Fiir diese Zahlen sind keine Bilder gegeben. Er weifl nur,
dass diese ‘Bilder’ in Restklasse Zwei liegen, hat hier aber keine bestimmten Zahlen,
sodass er seine Rechnung nicht ausfithren kann. Eine Losung seines Problems wére
die Uberlegung, dass beliebige Elemente von Restklasse Zwei als Summanden immer
eine Summe in Restklasse Eins ergeben, und es daher nicht notwendig ist, fiir jede
einzelne ganze Zahl ein Bild zu haben. Sie erfordert aber die Erkenntnis, dass (so-
wohl hinsichtlich der Abbildung wie auch hinsichtlich der Addition) die Restklassen
und nicht Zahlen die Objekte sind, anhand derer die Homomorphismuseigenschaft
zu zeigen ist. Diese Erkenntnis widerspricht offenbar Herrn Sendigs Ansatz.
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Das Problem, dass Herr Sendig die Informationen der Abbildungsvorschrift fiir
unzureichend hélt, tritt erst auf, als er iberpriifen soll, ob sie ein Homomorphismus
ist. Vielleicht kann er sich durchaus vorstellen, dass durch eine Abbildung Men-
gen Bilder zugeordnet werden, kann aber diese Abbildung nur als Homomorphismus
verstehen, wenn die Objekte auch verkniipft werden. Falls den anfinglichen Worten
(Zeilen 150-151):

“Konnen wir nicht einfach mal ein Element auswahlen oder zwei Elemen-
te auswahlen aus der Restklasse”

die Bedeutung beizumessen ist, dass die Summanden aus derselben Restklasse sein
miissen, erhélt die erste Deutung noch eine besondere Nuance: Es wird nur eine ein-
zige Restklasse im Definitionsbereich betrachtet, Herr Sendig wahlt die Klasse von
Eins. Hier ist zu addieren und dann das ‘Ganze’, also die Restklasse Eins mit der
dort durchgefiihrten Rechnung, durch die Abbildung auf den Bildbereich zu iibert-
ragen und mit der zugehorigen Addition dort zu vergleichen. Es ist denkbar, dass
Herr Sendig sich die Zuordnung als drei getrennte Zuordnungen vorstellt, welche
jede fiir sich untersucht werden. Indem er die Restklasse 1 auswiihlt, beschrinkt er
sich auf eine Abbildung
1—2

Sein Problem ist, dass 1 bzgl. der Addition jedoch nicht abgeschlossen ist. Das
Ganze, also die Restklasse Eins, soll auf Restklasse Zwei abgebildet werden, aber
das geht nicht, weil das Ergebnis der Addition nicht in Restklasse Eins liegt und
darum gar nicht mit abgebildet wird.

Aus allen Deutungsalternativen folgt, dass Herr Sendig nicht wirklich Restklas-
sen, sondern alle ganzen Zahlen als die Elemente von Z /37 ansieht. Dies ldsst sei-
nen Einwand (Zeile 141-142), dass ihm Informationen iiber die Abbildung fehlen,
in einem neuen Licht erscheinen. Die Vorstellung, dass zur Uberpriifung der Homo-
morphismuseigenschaft die Bilder der einzelnen ganzen Zahlen bekannt sein miissen,
legt es nahe, nach einer rechnerisch formulierbaren Abbildungsvorschrift zu fragen,
die fiir alle Zahlen verwendbar ist. Die Darstellung der Abbildung mit

N — N
0 — 0
1 — 2
2 — 1

ist dann nur als Grobeinteilung zu verstehen; die jeweiligen konkreten Bilder fehlen.
Herr Sendig selbst hat die Zuordnung nur diktiert, nicht selbst geschrieben. Er selbst
hat jedoch zunéchst festgelegt, dass ‘null’, ‘eins’ und ‘zwei” notiert werden miissen,
um die Abbildung anzugeben. Das bedeutet, dass er nicht nur die ganzen Zahlen als
Elemente von Z/37Z sieht, sondern die Einteilung in Restklassen auch fiir die Angabe
eines Homomorphismus fiir relevant hélt. Seine erste Vermutung, die Identitét sei
ein Homomorphismus, kann nicht nur so gedeutet werden, wie die Interviewerin
sie notiert, als Abbildung auf einer dreielementigen Menge, sondern kann auch als
Abbildung auf Z gemeint sein. Wenn jede ganze Zahl auf sich abgebildet wird,
dann kann diese Abbildung auf jede der drei Restklassen eingeschrinkt werden und
ist dann dort ebenfalls die identische Abbildung. Eine vollstdndige Notation dieser
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Zuordnung auf zwei Ebenen wire wesentlich komplizierter, als die Notation der
Interviewerin. Dies ist hier jedoch nicht notwendig, weil der Name dieser besonderen
Abbildung die Zuordnung auf jeder Ebene festlegt: alles (jede Menge, jede Zahl) wird
auf sich selbst abgebildet.

Der Aufbau von Vorstellungen bei Herrn Sendig
Bezug zwischen N und anderen Darstellungsformen fiir Restklassen

Herr Sendig erkennt in der Zeichenkombination
N ={{3klk € Z}, {3k + 1|k € Z} , {3k + 2|k € Z}}

die drei Restklassen modulo drei. Aufler den Wortzeichen ‘Restklasse Null’, ‘Rest-
klasse Eins’ und ‘Restklasse Zwei” verwendet er keine weiteren Zeichen. Die Charak-
teristika, welche die von der Interviewerin gegebene Darstellung (3) betont, namlich
ein System von Mengen, mit deren Hilfe bestimmte Zahlen gekennzeichnet werden,
passen jedoch zu Herrn Sendigs Vorgehen.3?

Additionsverfahren

Im Kontext von Z/3Z erinnert Herr Sendig eine Addition von ganzen Zahlen, welche
in den Zusammenhang der Zugehorigkeit von Summanden und Summen zu einer
Restklasse gestellt wird. Die Verfahrensschritte zur Addition in Z/3Z sind:

1. Wiahle:a ez, bey

2. Berechne: a + b

3. Ordneein: a+bez

Dieses Verhalten entspricht der Beschreibung (b) in der oben gegebenen Fein-

analyse. Bei einer konkreten Addition versucht Herr Sendig dann das Ergebnis mit
Hilfe eines allgemeinen Elements auszudriicken. Dies passt zu der Beschreibung (c).
Im Vordergrund von Herrn Sendigs Addition stehen die Zahlen: Er betrachtet nicht
Zahlen als Hilfsmittel zur Berechnung der Summen von Restklassen, sondern Rest-
klassen als Hilfmittel zur Beschreibung der Summen von Zahlen. Restklassen dienen
dem Ordnen von Zahlen und helfen Aussagen iiber Zahlen bestimmten Typs zu tref-
fen.?¢ Dieser Auffassung nach entspricht Z/37Z der Menge Z, die mit einer Struktur
versehen ist, ndmlich mit der Einteilung ihrer Elemente in Unterabteilungen, wel-
che durch die Klassen der Aquvalenzbeziehung ‘kongruent modulo drei’ festgelegt
werden. In Analogie zu der Bezeichnung der Gruppe (Z,+), welche ebenfalls eine
Struktur der Menge der ganzen Zahlen bezeichnet, soll diese Vorstellung hier mit
dem Symbol (Z,=3) bezeichnet werden. Die Mengenklammern innerhalb der Men-
ge N, welche bedeuten, dass nicht die ganzen Zahlen, sondern die Restklassen als
Elemente von N auftreten, ignoriert Herr Sendig zwar nicht, scheint sie aber auf un-
konventionelle Weise zu deuten, ndmlich als Unterteilungen der ganzen Zahlen. Eine
Darstellung der Menge N = Z/3Z als Mengenbild mit Unterteilungen 37 wiirde beide

35Dies gilt auch fiir die Diskussion iiber Homomorphismen, in der die Darstellungsform (1)
dominiert.

36 Aus seiner anfinglichen Erklirung der Addition kann diese Deutung nur als eine von mehreren
gegeben werden. Erst aus seinem Additionsverhalten im Zusammenhang mit dem Homomorphis-

mus konnen die anderen Interpretationen ausgeschlossen werden.
3TVgl. die Abbildung (*) in Abschnitt 2.2.4.
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Deutungen zulassen: Sowohl die Teilmengen als auch die Elemente der Teilmengen
konnten als Elemente der Gesamtmenge verstanden werden.

Homomorphietest

Sowohl die grundsatzliche Idee, dass ein Homomorphismus die Gruppenaddition re-
spektiert, als auch das Verfahren zur Uberpriifung dieser Eigenschaft sind Herrn
Sendig geldufig. In der Durchfiithrung dieses Tests bekommt er Schwierigkeiten mit
seiner Vorstellung iiber die Elemente die Addition der Gruppe (Z/3Z,+): Ein Ho-
momorphismus auf dieser Gruppe muss nach Herrn Sendigs Verstidndnis (auch) den
einzelnen ganzen Zahlen Bilder zuordnen. Er betrachtet die ganzen Zahlen als die
Elemente von Z /37, wobei Nebenbedingungen beriicksichtigt werden kénnen. Eine
aus seiner Sicht vollsténdige Definition der Abbildung, die im Interview besprochen
wird, konnte von der folgenden Art sein:

f: — N
— 0 3k — 6k

— 2: 3k+1 — 6k+2
1: 3k+2 — 6k+4

Nl —| o =

—
Diese hier vorgeschlagene Abbildung wére sogar sowohl strukturerhaltend im Sinne
der Struktur (Z,=s) als auch ein Homomorphismus auf (Z, +).

Ein moégliches Restklassenmodell

Es hat den Anschein, dass Herrn Sendigs innere Représentation von (Z/3Z,+) er-
heblich komplexere Strukturen besitzt als die mathematische Représentation dieser
Gruppe und zu einer Homomorphismusvorstellung fithrt, die wesentlich hohere Be-
dingungen fordert als die formale Homomorphismusdefinition:

vermutliche Merkmale von

Gruppe (Z/3Z,+) Herrn Sendigs Vorstellung
Elemente drei: unendlich viele:

0,1,2 die ganzen Zahlen
1. Struktur Einteilung der Elemente

in Restklassen

Addition einfache Regel zur Bildung | Addition auf Z

von neun Summen und Einteilung in Restklassen
2. Struktur | - Gruppengesetze - Gruppengesetze
fiir Addition fiir Addition

- Die Addition respektiert
die Restklasseneinteilung

Homo- respektiert respektiert
morphismus || Gruppenstruktur beide Strukturen
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Herr Sendig geht so mit Restklassen um, als handele es sich um Mengen, wel-
che Ordnungsmittel fiir Zahlen darstellen. Sie sind Objekte, aber sie erhalten nur
ansatzweise den Rang abstrakter Objekte, welche mathematischen Handlungen un-
terworfen werden. Der einzige Hinweis auf eine solche Behandlung ist die Definition
einer Abbildung, welche auf diese Objekte angewendet wird. Aber im Umgang mit
dieser Abbildung fehlt Herrn Sendig dann doch das Herunterbrechen auf die einzel-
nen Elemente der Restklassen. Herr Sendig vollzieht hier somit keine Vereinigung?®
von Objekten.

Weitere Bemerkungen

An Herrn Sendigs Antworten ist aufféllig, dass er selten Beispiele verwendet. Er
tut das nur an einer Stelle, wo er merkt, dass sein Versténdnis nicht zu den An-
gaben der Interviewerin passt, als ihm namlich Informationen bei der Abbildung
fehlen. Er beschreibt sein Wissen in grofier Allgemeinheit mit Worten, ohne Bei-
spiele zu verwenden. Dies betrifft die Addition von Restklassenelementen und die
Homomorphismuseigenschaft. Ein solches Verhalten wird haufig bei Menschen mit
einer Préferenz fiir pradikatives Denken beobachtet.

3.2.3 Deutung des Restklasseninterviews mit A. Beck

Das Gesprich mit Frau Beck iiber Restklassen schliefit ebenfalls an ein Gespréich
an, in dem die Abbildungen der Menge M = {1,2} in sich gesucht und mit Hilfe
von Pfeilschemata der Art
{172} - {172}
2

1 —

2 — 2

dargestellt wurden. Die darauf folgende Diskussion iiber Restklassen gliedert sich in
zwei thematische Abschnitte: Zunéchst wird die Frage erortert, wie eine Addition
in Z/37 aussieht. Dieses Thema wird anhand von verschiedenen Reprisentationen
zweier Restklassen behandelt. In einem zweiten Teil werden die Epimorphismen von
Z/3Z gesucht. Nach einer Aufzihlung etlicher Abbildungen von Z/3Z nach Z/37Z
folgt eine Uberpriifung der Vorschlige.?

Addition
Die Interviewerin notiert das Mengensystem
N ={{3klk € Z}, {3k + 1|k € Z} , {3k + 2|k € Z}}

und weist darauf hin, dass Frau Beck diese Menge in anderer Notation kennt. Frau
Beck antwortet:

Transkriptausschnitt: (RK, Beck) 7-11
B: Also, wenn. Im Prinzip hat die (3 Sek). Die erste Gruppe hat also immer drei k,
die zweite Gruppe immer drei k plus eins, also jeweils die Zahl, die dariiber liegt, und

38Zur Definition des Begriffs ‘Vereinigung’ siche Abschnitt 1.2.1.
39Nur die erste, die die ausfiihrlichste Uberpriifung ist, wird im Folgenden analysiert.
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bei drei k plus zwei jeweils die Zahl, die dariiber liegt. Also wirkt das so’n bifichen
ehm, wenn man das jetzt z.B. in Restklassen einteilen wiirde, hétte man dieses Null,
Eins und Zwei, bei der Restklasse von drei.

Die Bezeichnung ‘Gruppe’ wird hier wohl nicht als mathematischer Strukturbegriff
gemeint sein, denn es ist keine Rede von einer Verkniipfung. Wahrscheinlicher ist
die umgangssprachliche Bedeutung ‘Abteilung’, die den Fokus auf die Elemente der
drei Mengen in N legt. Diese sind mit 3k, 3k + 1 und 3k + 2 notiert, wobei k jeweils
alle ganzen Zahlen durchlduft. Auf sie nimmt Frau Beck hier offenbar Bezug. Mit
dem Ausdruck ‘immer 3%k’ will sie vielleicht darauf hinweisen, dass k fiir verschiedene
Zahlen steht. Sie meint vielleicht: In der ersten Gruppierung steht das Zeichen ‘3%’,
das immer ein Vielfaches von drei beschreibt. Frau Beck beschreibt dann jedoch
nicht jede Menge fiir sich, indem sie sagt, welche Elemente dazugehoren oder wie
man von einem Element zum néchsten gelangt, sondern sie beschreibt eine Bezie-
hung zwischen einem allgemeinen Element der ersten Menge und einem Element der
zweiten und dann eine Beziehung zwischen diesem und einem Element der dritten
Menge. Sie sieht diese Mengen also folgendermafien:

3k+1+1
3k +1
3k

Sie ‘sieht’ dann FEigenschaften, die jeweils die Elemente einer Menge gemeinsam
haben, nédmlich die Zahl, die zu 3k addiert wird.

Frau Beck fillt nun die Bezeichnung Z/37Z fiir N ein. Die Interviewerin bezeich-
net dann die drei Mengen in N mit A, B bzw. C, in dieser Reihenfolge, und fragt,
ob man zwei dieser Mengen addieren, z.B. A plus B bestimmen, kann.

Transkriptausschnitt: (RK, Beck) 18-33
B: Dann ist das die Restklasse von null und die Restklasse von eins. Und die beiden
zusammen addiert ist also. Ja. Sicher kann man die addieren. Also: Es kommt darauf
an, wenn man. Darf ich mal kurz?
I: Hm!
B: *3,6,9 *
Die Null wahrscheinlich auch?
I: Ja, und minus drei auch.
B: (ergénzt zu:)

0, 3, 6, 9

@y 7 10"
Wenn ich die jetzt addiere, muss ich nur gucken, dass ehm, dass das wieder in der
gleichen Restklasse liegt, also, dass das nicht in C liegt. Wenn ich jetzt also drei
und vier addieren wiirde, bin ich bei sieben, bin ich da, (zeigt in (a) auf die zweite
Zeile), das wiirde theoretisch gehen. Also, was die Addition angeht: Null und eins
geht auch. Null und vier also mit null sowieso, weil das ja das neutrale Element ist.
Neun und eins. Das Problem ist nur, wenn ich jetzt hier vier und sieben zusammen
addiere, dann geht es nicht mehr, weil ich dann ja in die Restklasse C komme.

Frau Beck erkennt, dass A fiir die Restklasse von null und B fiir die Restklasse von
eins steht. Sie notiert einige Elemente von jeder der beiden Restklassen und sucht
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dann, wie addiert wird. Dabei stellt sie eine Regel auf:

“dass das wieder in der gleichen Restklasse liegt, also, dass das nicht in
C liegt.”

Es ist offensichtlich, dass sie sich mit der Addition von Elementen dieser Mengen
beschéftigt. Es ist moglich, dass sie diese als Zwischenschritt zur Addition der Men-
gen selbst betrachtet, aber sie gibt keine Hinweise darauf. Die Summen sollen in
der Restklasse der Summanden liegen. Vielleicht riithrt diese Vorstellung von der
Bedingung, dass in einer mathematischen Gruppe die Verkniipfung die Bedingung
erfiillen muss, dass das Ergebnis innerhalb der Gruppe liegt. Frau Beck merkt sofort,
dass ihre Bedingung hier nicht erfiillbar ist, wenn die Summanden aus verschiedenen
Restklassen kommen, und &dndert sie ab zu der Regel, dass die Summe nicht in der
dritten Restklasse liegen darf. Das ist gleichbedeutend damit, dass die Summe in der
Vereinigungsmenge von A und B liegen muss. Dies kommt einer Vorstellung gleich,
nach der die gesuchte Addition definiert ist auf

AxB — AUB oder (AUB)x(AuB) — AUB

Zunichst wihlt sie Beispiele, wo jeweils ein Element aus A und ein Element aus
B addiert werden, als letztes jedoch ein Beispiel, wo beide Summanden in B liegen,
das sie als Gegenbeispiel ansieht, weil diese Summe in C' liegt. Damit fallt nun die
erste Alternative aus. Sie sucht also nach einer Addition auf der Vereinigungsmenge,
die abgeschlossen ist.

Transkriptausschnitt: (RK, Beck) 34-37
I Also was ist A plus B?
*A+B=*
Du hast dir das hier (zeigt auf (a)) mit Elementen iiberlegt.
B: Also A plus B ist zumindest nicht vollsténdig. Wenn ich das eh

Die Schlussfolgerung, dass A + B ‘zumindest nicht vollstdndig’ ist, kann Verschie-
denes bedeuten:

e Sie kann sich auf A + B als Menge beziehen, denn man kann bei Mengen von
Vollsténdigkeit sprechen. Nach ihren vorherigen Uberlegungen fehlen einige
Summen, z.B. 447. Thre Aussage kann heiflen: A + B ist die Bildmenge der
Additionsabbildung

+: (AUB)x (AUB) — AUB
(z,y) — x4ty

Als solche ist sie Teilmenge von A U B, muss aber auch alle Summen z + y
von Elementen z und y aus AU B enthalten. Das geht nicht: Es fehlt etwas in
A+ B.

e Esist auch moglich, dass Frau Beck ‘A4 B’ als eine Aufforderung zum Addieren
in einem Zahlbereich versteht, der durch die Mengen A und B in irgendeiner
Weise festgelegt und begrenzt wird. Da manche Summen nicht innerhalb dieses
Zahlbereichs liegen, ist die Addition nicht immer moglich. So kann die Aussage,
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dass A+ B nicht vollstdndig ist, bedeuten, dass diese Addition nicht vollstéandig
definiert ist.

Beide Interpretationen bedeuten eine Sichtweise auf die Restklassen A und B als
Mengen, welche Ordnungsfunktionen fiir ganze Zahlen wahrnehmen. Dies passt zu
Frau Becks bisherigen Erfahrungen in der Vorlesung: Groflbuchstaben als Namen von
Mengen bezeichnten Objekte, die in ganz bestimmten Funktionen auftreten. Zumeist
gaben sie - oft zusammen mit einer Verkniipfung - einen Rahmen fiir Zahlen oder
andere mathematische Objekte vor, der dazu dient, diese Objekte zu beschreiben
oder mit ihnen Handlungen durchzufiihren.°

Auf eine Vorstellung, welche A und B als Objekte ansieht, auf die eine Addition
analog zu der Addition von Zahlen angewendet wird, gibt es hier keine Hinweise.
Sie ist auch nicht vereinbar mit der Bemerkung, A + B sei nicht vollstandig, ebenso
wie eine Bemerkung, 2 4 3 ist nicht vollstandig, keinen Sinn ergibt.

Transkriptausschnitt: (RK, Beck) 38-53
[: Leichter wire es, wenn ich das so geschrieben hétte, wie du es eben gesagt hast,
ne? Mit A,B,C
B: Ja, mit null, eins und zwei
[: genau, dann ist es einfacher, ne?
b)*0+1=*
B: Ja, wenn ich null plus eins (zeigt auf (b)) habe, wenn ich also wirklich nur ein
Element aus null und eins ehm (zeigt auf (a)) nehme, dann komme ich weiterhin
immer in die Restklasse Eins (zeigt in (a) auf die zweite Zeile), weil das ja das
neutrale Element (zeigt in (b) auf 0) ist. Wenn ich hier jetzt, wenn ich innerhalb
von Eins addiere, dann geht’s nicht.
I: Das konnte ich ja auch sagen: Was soll eins plus eins sein?
F141="*
B: Ist, schétze ich mal, immer zwei.
L*1T+1=2%*
Das hatten wir so definiert, ne?
B: Ja.

Die Interviewerin nimmt Frau Becks Bezeichnungen ‘null, eins, zwei’ auf, indem sie
Zahlen mit Querstrichen schreibt. Dies ist eine Interpretation, die Frau Beck viel-
leicht gar nicht im Sinn hat, und die somit einen Hinweis der Interviewerin darstellt,
in eine bestimmte Richtung zu denken. Die vertraute Notation 0 + 1 veranlasst
Frau Beck, die Bedingung fallen zu lassen, dass die Summanden beliebig aus der
Vereinigungsmenge von A und B gewéhlt werden konnen. Sie beschreibt hier das
Verfahren, wie man zu einem Ergebnis kommt und es ist nicht eindeutig zu sagen, ob
das Ergebnis ein einziges Objekt ist, oder ob es viele Zahlen sind. Auf eine Objekt-
vorstellung der Restklassen deutet die Klassifizierung von 0 als ‘neutrales Element’
hin. Als Element der Gruppe (Z/3Z,+) hat 0 die Funktion des neuralen Elements.
Allerdings macht Frau Becks Einwand, dass man bei der Rechnung eins plus eins
nicht in dieselbe Restklasse gelangt, deutlich, dass ihr nicht so recht klar ist, worin

40Verkniipfungen fiir bestimmte mathematische Objekte wurden als innere Abbildungen einer
Menge definiert.
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die Addition auf Z/3Z besteht. Bei der Frage nach 1+ 1 verzichtet Frau Beck auch
noch auf die Bedingung, dass die Summen nicht in einer anderen Restklasse lie-
gen diirfen. Ein Grund konnte sein, dass sie nun - veranlasst durch die vertrauten
Zeichen - ihre praktischen Rechenkenntnisse in Z/3Z anwendet, ohne den struktur-
theoretischen Uberbau zu beriicksichtigen. Thre Antwort ‘immer zwei’ zeigt, dass
sie nach wie vor an viele Summen, und das heifit an die Addition von Elementen
der Restklasse denkt, und nicht die Addition des Objekts 1 zu sich selbst im Sinn
hat, welche ein einziges Ergebnis, nimlich die Restklasse 2 hat. Sie sagt auch nicht
‘immer in Zwei’, also das Ergebnis liegt immer in Restklasse Zwei, sondern es ‘ist
immer zwei’. Vielleicht meint sie damit soviel wie: ‘Die Summe von zwei Elementen
aus der Restklasse von eins ist immer kongruent zwei’, also: 1 + 1 = 0 steht fiir

1+1 = 2 = 2
1+4 = 5 = 2
= 17 = 2

10+ 7

Homomorphismus

Die Interviewerin fragt nach den Homomorphismen, die von N nach N abbilden,
und es werden zunéchst folgende Abbildungen gesammelt, die dann zu iiberpriifen
sind:

0— 0, 0, 0, 0
¢ 1— 1,3 1, 2
2 2,1, 1, 2

Frau Beck iiberpriift die erste der angegebenen Abbildungen:

Transkriptausschnitt: (RK, Beck) 121-130
B: Also wenn ich jetzt vorher gucken wiirde (zeigt in (c) auf die erste Spalte) null
plus eins wiirde auf eins abgebildet werden. Also dann habe ich hier (zeigt in (c)
auf die zweite Spalte) null plus eins auf eins. Das wird also auf jeden Fall schon
mal gehen. Eins plus zwei wird auf null (zeigt in (c) auf die erste Spalte) abgebildet
werden.
I: Ja.
B: Ehm. Ja. Das ist ja null (zeigt in (c) auf die erste Spalte) und wird auf null (zeigt
in (c) auf die zweite Spalte) abgebildet. Das stimmt auch. Wenn ich hier eins plus
zwei nehme, ist auch wieder null (zeigt in (c) auf die zweite Spalte). Und von daher
miisste das rein theoretisch. Also ich mein man miisste das halt

Bei ihren ersten Summen ist nicht ganz klar, ob sie mit ‘abbilden’ das Addieren oder
das Abbilden meint, welches sie auf die Homomorphismuseigenschaft hin untersucht.
Da es sich sowohl bei der Addition von null als auch bei dem Homomorphismus um
die identische Abbildung handelt, kann man dies auch an den erwdhnten Werten
nicht erkennen. Beim Beispiel ‘eins plus zwei’ ist es deutlicher: Sie bezeichnet das
Addieren von 1 und 2 als ‘Abbilden’, was formal durchaus zuliissig ist. Sie stellt fest,
dass die Summe auf dasselbe abgebildet wird, was man erhilt, wenn man 1 und 2
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im Bildraum addiert. Sie zeigt hier, dass sie den Homomorphietest richtig ausfiihren
kann. Hinsichtlich der Elemente von /N und ihrer Addition spricht sie nicht mehr von
den einzelnen Restklassenelementen, sondern verwendet die Bezeichnungen ‘null’,
‘eins’ und ‘zwei’, die sie nach der Regel addiert, dass eins plus zwei null ist. Dies
zeigt, dass sie unter diesen Namen nicht ganze Zahlen bzw. unter ihrer Addition
nicht die auf Z definierte Addition versteht. Sie behandelt die Restklassen in dieser
Aufgabe als Objekte, die sie addiert und abbildet, ohne dass sie in irgend einer Weise
auf ihre einzelnen Bestandteile eingeht.

Der Aufbau von Vorstellungen bei Frau Beck
Bezug zwischen N und anderen Darstellungsformen fiir Restklassen

Frau Beck erkennt ohne Schwierigkeiten, dass die Zeichen
{3k|k € Z}, A und 0

alle dieselbe Sache beschreiben, ndmlich die Restklasse von null (modulo drei). Ein
Referenzkontext fiir diese Zeichen, der moglicherweise durch die Darstellungen der
Interviewerin angeregt wird, ist die Einteilung der ganzen Zahlen in drei Abteilun-
gen, von denen eine die Restklasse von null ist. Frau Becks eigene Notation ‘0, 3,6,9’,
mit der sie einige Elemente der Restklasse von null aufzihlt, ohne dabei Mengen-
klammern zu verwenden, deutet auf eine Vorstellung, die die Elemente der Restklasse
fiir die zentralen Objekte hélt. In der Anfangsphase des Gespréchs stehen die We-
sensziige im Vordergrund, die die Darstellungsform (3)*! betont. Im Umgang mit
den Homomorphismen dominiert jedoch die Darstellungsform (1), und es gibt keine
Hinweise mehr auf Elemente der Restklassen.

Additionsverfahren

Beim Addieren der Restklassen A und B entwirft Frau Beck eine Reprisentation,
in der sie einige Elemente jeder Menge angibt, ohne dabei irgendein Kennzeichen
fiir Mengen hinzuzufiigen. Diese Elemente werden addiert, wobei die Mengen A
und B Rahmenbedingungen vorgeben, welche Zahlen addiert werden und in welcher
Menge die Ergebnisse liegen miissen. Die von Frau Beck genannten Rahmenbedin-
gungen passen in einen Referenzkontext einer Menge mit zugehoriger Verkniipfung.
Sie stimmen nicht mit der auf Z/3Z iiblichen Addition iiberein, welche aus der Addi-
tion von Repréisentanten abgeleitet wird, deren Summen nicht in dem von Frau Beck
genannten Rahmen liegen. Die Restklassen erfiillen hier die Aufgabe von Ordnungs-
instrumenten, werden jedoch trotz der Notation A + B nicht selbst zu Summanden.
Als Mengen stellen sie Objekte dar, aber nicht Objekte, die mathematischen Opera-
tionen unterworfen werden. Sie sind also nicht das Ergebnis einer Vereinigung?. Bei
dieser ersten Reaktion auf die Frage nach einer Addition auf N arbeitet Frau Beck
unter den von der Interviewerin gegebenen Darstellungen (3) und (4) in der gege-
benen Situation ohne Bezug zu der auf Z/37Z definierten Addition. Dieses Vorgehen
ist in 3.2.1 mit (c) bezeichnet worden.

4“1Zur niheren Erklirung siche 3.2.1.
427ur Definition dieses Begriffs sieche Abschnitt 1.2.1.
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Mit der Darstellungsform (1) geht sie geméfl (b) vor: Die Notationen 0+ 1 und
1+ 1 veranlassen Frau Beck zu einer Einordnung der Restklassen in andere Zusam-
menhiinge als die Notation A + B. Die Restklasse 0 bezeichnet sie nun als neutrales
Element. Dies deutet auf ein Verstdndnis hin, welches die Menge nicht mehr aus-
schlieBlich in einer Ordnungsfunktion fiir ganze Zahlen sieht, sondern als vollwertiges
Objekt mathematischer Betrachtung, das in mathematische Strukturen eingebunden
ist, behandelt. Diesen Charakter deutet jedoch nur diese eine Bemerkung an. Die
Verdnderungen betreffen auch die vorgestellten Rahmenbedingungen, welche Zahlen
addiert werden und welche Summen zugelassen werden. Referenzkontext wird nun
der Umgang mit diesen Zeichen, der in der Veranstaltung préasentiert und geiibt wur-
de. Er beinhaltete neben der Notation des Ergebnisses auch den Nachweis, dass die
Addition iiber die Addition beliebiger Stellvertreter durchgefiithrt werden kann und
bei jeder Wahl in dieselbe Restklasse fiithrt. Die Unterscheidung zwischen Losungs-
weg und Ergebnis nimmt Frau Beck nicht vor. Sie betrachtet das Ergebnis von 1+ 1
nicht als Menge 2, sondern als viele Einzelsummen, welche alle unter dem Namen
‘zwel’ zusammengefasst werden kénnen. Obwohl alle Ergebnisse dieselbe Bezeich-
nung erhalten, steht diese in Frau Becks Vorstellung nicht als ein einziges Objekt,
sondern als Bezeichnung fiir verschiedene Zahlen, dhnlich wie eine Variable stellver-
tretend fiir verschiedene Zahlen stehen kann, die fiir sie eingesetzt werden kénnen3.
Fiir das Zeichen 1 wird entsprechend eine Zahl aus der Restklasse von eins einge-
setzt. Allerdings tragt dieser Vergleich nicht vollstéindig, denn anders als bei einer
Variablen im mathematischen Sinn ist die Wahl innerhalb dieser Restklasse ist fiir
jedes auftretende 1 frei.

Die Vorstellung, dass das Zeichen 1 zugleich stellvertretend fiir verschiedene Zah-
len aus der Restklasse von eins stehen kann, passt zum alltagsweltlichen Gebrauch
von Oberbegriffen. Die Vokabel ‘Hund’ ist ein Oberbegriff. Sie kann sowohl fiir einen
Pudel wie auch fiir einen Dackel verwendet werden. Die Feststellung:

“Ein Hund beif3t einen Hund.”

schlieft die Moglichkeit nicht aus, dass es sich um einen Dackel und einen Pudel
handelt.

Homomorphietest

Die Homomorphismuseigenschaft selbst deutet Frau Beck in allgemeiner Form an
und zeigt, dass sie einen konkreten Nachweis eines Homomorphismus fithren kann.
Bei dieser Uberpriifung spielt der Objektcharakter der Restklassen eine wichtige
Rolle. Sie behandelt nun die drei von der Interviewerin vorgegebenen Elemente der
Menge 7 /37 als Objekte, welche Bilder zugeordnet bekommen und welche addiert
werden. In diesem Kontext spricht sie nur von ‘null’, ‘eins’ und ‘zwei’, welche als
Summanden und als Summen, als Urbilder und als Bilder des zu iiberpriifenden
Homomorphismus auftreten. Sie erwédhnt keine einzelnen Zahlen, die addiert oder
zugeordnet werden. Es ist denkbar, dass Frau Beck diese Bezeichnungen als Namen
fiir die drei Restklassen verwendet und hier diese drei Mengen als Objekte ansieht,
auf die mathematische Handlungen angewendet werden. Es kann auch sein, dass

43Dies erinnert an den Einsetzungsaspekt einer Variablen bei Malle (1993). (Vgl. S. 44f.)
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sie die Bezeichnungen stellvertretend fiir die Elemente der jeweiligen Restklassen
meint, ohne das vollstédndig zu durchdenken. Vielleicht liegt ihre Vorstellung auch
irgendwo zwischen den beiden genannten. Vielleicht hindert sie die Komplexitéit der
Homomorphismusaufgabe, sich Restklassen als viele Zahlen zu denken, so dass sie
sich auf die drei Namen konzentriert, ohne bislang bewusst den Schritt zu erfassen,
dass diese Namen drei mathematische Objekte bezeichnen.**

Ein mogliches Restklassenmodell

Frau Beck’s Verhalten in diesem Interviewgespréch impliziert noch nicht ausgereifte
Vorstellungen zum Charakter der Restklassen und zur Addition von Restklassen.
Auf den ersten Blick sieht es so aus, dass verschiedentliche AuBerungen auf Vorstel-
lungen hinweisen, die nicht mit einander vereinbar sind: 0 bezeichnet einmal eines
der Vielfachen von drei, einmal die Menge aller Vielfachen von drei. A+ B =0+1
stellt einmal die Vereinigungsmenge zweier Restklassen, evtl. mit einer zugehorigen
Addition, dar, ein anderes Mal die Elemente der Restklasse 1 und in einer wieder
anderen Situation die Restklasse 1 selbst. Diese Widerspriiche erscheinen in einem
anderen Licht, wenn man sie als ein Bemiihen um eine mentale Konstruktion der
Vereinigung®® von ganzen Zahlen zu Restklassen als abstrakten Objekten versteht:
Frau Beck zeigt sowohl Anzeichen fiir die Vorstellung von Restklassen als reine Ord-
nungsobjekte fiir ganze Zahlen als auch Anzeichen fiir die Idee, dass Restklassen ma-
thematische Objekte eigenen Rechts sind. Sie befindet sich auf der Schwelle zu einem
Wechsel von Sichtweisen, der einen schwierigen Abstraktionsschritt ermoglicht.

Bemerkenswert ist, dass Frau Beck die Widerspriiche in ihren AuBerungen (und
moglicherweise auch ihren Vorstellungen) nicht anspricht. Es ist theoretisch moglich,
dass sie diese recht offensichtlichen Widerspriiche nicht bemerkt. Wahrscheinlicher
scheint mir zu sein, dass ihr bewusst ist, dass ihre Vorstellung erst im Aufbau be-
griffen und noch unvollstdndig und fehlerhaft ist.

Weitere Bemerkungen

Frau Becks Vorgehen in diesem Interviewgespréich zeigt keine deutliche Ausprigung
in einem Denkstil. Allerdings zeigt ihre anféngliche Annahme, A + B beschreibe die
Definitions- oder Zielmenge der Additionsabbildung, einen Interessensschwerpunkt
bzgl. der Addition, welcher deutlich nicht bei dem eigentlichen Operieren liegt, son-
dern sich auf Beschreibungen von ‘Orten’ und somit Figenschaften konzentriert.
Auch fallt auf, dass Frau Beck nicht bemerkt, dass der Homomorphismus, den sie
untersucht, die Abbildung ist, welche keine Wirkung hervorruft.

3.2.4 Deutung des Restklasseninterviews mit K. Rolle

Das Gesprich iiber Restklassen mit Frau Rolle schlieft ebenfalls wie die ande-
ren Restklassengespriache an Uberlegungen an, welche Abbildungen von der Menge

44 Wenn dies zutrifft, ist der Homomorphietest fiir Frau Beck ein Anlass, Zeichen in einer Weise
zu verwenden, die eine bestimmte, von ihr noch nicht mental vollzogene Bedeutung dieser Zeichen
impliziert. Das ist ein Beispiel fiir das Phénomen, dass Zeichen und ihre Bedeutung einander
erschaffen. Vgl. Sfard (2000).

45Vel. 1.2.1.
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{1,2} in sich es gibt. Das Restklassengespriich gliedert sich in zwei Teile. Der erste
thematisiert die Addition von Restklassen. Dabei werden verschiedene Darstellun-
gen hinsichtlich ihrer Zweckméfigkeit fiir das Verkniipfen diskutiert. Im zweiten Teil
werden die Epimorphismen auf Z/3Z gesucht. Ein Vorschlag wird dann auf Homo-
morphie hin untersucht.

Addition

Transkriptausschnitt: (RK, Rolle) 6-14

I: Also nehmen wir eine Menge. Ich schreibe das mal, erstmal anders:

*N ={{3klk € Z},{3k + 1|k € Z}, {3k + 2|k € Z}} *

(wéhrend des Schreibens:

. I: Also eine Menge (zeigt auf die ersten beiden Mengenklammern)

. R: in einer Menge. Das finde ich schon toll.

I Ja, ne?)

[: Was hat das mit Restklassen zu tun?

R: Also eigentlich wiirde ich eher das mit den Mengen in einer Menge. Das sind
eigentlich immer Restklassen. Das wiér jetzt Z modulo k Z7

Frau Rolle erkliart, dass Mengen, die in einer Menge liegen, ‘eigentlich” immer Rest-
klassen sind. Dies sind die einzigen Beispiele, die sie in der Vorlesung kennengelernt
hat. Was sie mit Z/kZ bezeichnet, bleibt offen. Sie konnte damit gezielt die Menge
N meinen, oder auch die Situation, dass man Restklassen betrachtet.

Nach etwas Herumraten, wie die genaue Bezeichnung der Menge N lautet, setzt
sich das Gesprach fort:

Transkriptausschnitt: (RK, Rolle) 23-35
I: *Z/3Z *
Wie addiert man denn zwei solche Mengen (zeigt auf die ersten beiden Elemente
von N)?
R: Wie also, wenn ich jetzt schreiben wiirde. Das wér ja fiir mich null quer, ja, eins
quer und zwei quer.
« N={ {3k|k:_€ 7} ,{3k+1|k: ez} ,{3k+ 2_|k: €Z}}

0 1 2

Wenn ich die jetzt unter einander addiere? Ohne Homomorphismus, ja? Also ich
hétte jetzt
(a) *0+1=*
I. Ja.
R: O.k. Und wenn ich es anders schreiben wiirde, hétte ich, ehm, wére das jetzt
einfacher, das so zu schreiben? Also jetzt wire das ja eins quer. (Ergénzt (a) zu:
*0+1=1*) Und wenn ich das anders schreiben wiirde, hétte ich
*3k+7Z*
einfach nur, oder? oder schreibe ich n Z?
[: Hm. Da brauchst du k nicht, drei Z. Nee, Moment, ja. Drei plus drei Z
(gleichzeitig:
- I: oder null plus drei Z.
- R: Nee, ich schreibe das anders: null plus drei Z.)
R: So hatten wir das vorher auch.
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I: Ja, so hatten wir das geschrieben.

)J¥0+3Z+1+43Z=04+1)+nZ=1+3Z=1*%

ommentiert beim Schreiben:) Also eins quer, kommt auf dasselbe raus.

(wirft bei ‘n’ ein:) n ist drei, ne? also drei Z. (R korrigiert)

R: Jetzt weil ich nur nicht: Was ist denn sinnvoller, das so (zeigt auf (a)) zu schrei-
ben, weil das kann ich ja sofort sehen, oder so (zeigt auf (b))? Weil, zwischendurch
haben wir das immer gedndert.

R:
(b
(k
I:

Frau Rolle wahlt zunéchst fiir die drei Mengen in N Zahlen mit Querstrichen als
Namen, wobei sie nicht nur schriftlich, sondern auch miindlich den Querstrich, der
die Mengenbezeichnung von einer Zahlbezeichnung unterscheidet, jeweils nennt.

Ihre Frage ‘ohne Homomorphismus’ hat sachlich nichts mit der Aufgabenstellung
zu tun. Ich vermute, dass sie eine Addition in Z/37Z mit Aufgaben in Verbindung
bringt, in denen Homomorphismen eine Rolle spielen. Es ist denkbar, dass dieses
Stichwort bei Frau Rolle ein bestimmtes Schema aufruft, welches ihr bei ihrer Ant-
wort hilft.

Sie notiert die Addition, nach der sie gefragt wurde, und dann auch das Ergebnis
in der Notationsform von Zahlen mit Querstrichen. Mit solchen Symbolen bezeichnet
sie die drei Elemente von N, welche sie zuvor als Mengen zur Kenntnis nimmt.
Noch wéhrend sie mit dieser Notation beschéftigt ist, iiberlegt sie, ob eine andere
Darstellungsform geschickter ist.

Die Notation 3k+Z, die Frau Rolle fiir eine der beiden Restklassen 0 und 1 wihlt,
ist falsch. Wenn man annimmt, dass k entweder eine ganze Zahl sein soll oder die
ganzen Zahlen durchlaufen soll, wie das in der Mengennotation der Interviewerin
der Fall ist, dann bezeichnet 3k + Z ein (oder alle) Vielfaches von drei, zu welchem
die Menge 7Z addiert wird:

3k+Z={3k+z2|2€Z} =7

Frau Rolle scheint diese Zeichenkombination vage aus dem Gedéchtnis zu erinnern
ohne die Bedeutung der Bestandteile zu beriicksichtigen. Thre Frage, ob sie ‘nZ’
schreiben soll, deutet darauf hin, dass sie lediglich merkt, dass sie den Ausdruck
falsch erinnert. Als die Interviewerin 3 + 3Z erwiahnt, scheint ihr wieder einzufallen,
dass ihr die Darstellung 0+ 37Z vertraut ist. Sie notiert dann die zuvor bereits durch-
gefithrte Addition mit dieser Schreibform nochmals, wobei ihr Rechenweg durch
einen Zwischenschritt sichtbar wird. Das Endergebnis notiert sie wiederum als eins
mit Querstrich mit der Feststellung, dass beide Notationen - oder beide Rechenver-
fahren - zu demselben Ergebnis fithren. Sie mochte dann wissen, welche Schreibweise
sinnvoller ist. Offenbar fillt ihr selbst die erste Rechnung leichter, denn da kann sie
das Ergebnis ‘sofort sehen’, wie sie sagt. Dies impliziert, dass sie in der anderen
Darstellung das Ergebnis nicht ohne Zwischenschritt findet. Es stellt sich die Fra-
ge, warum sie bei einer so einfachen Rechnung einen Zwischenschritt braucht. Ich
vermute den Grund darin, dass sie hier rein syntaktisch operiert ohne auf die Be-
deutung der Zeichen 0 + 3Z und 1 + 3Z Bezug zu nehmen. Ein weiterer Hinweis
darauf, dass die erste Darstellung ihren mentalen Représentationen eher entspricht,
ist auch die Tatsachen, dass sie diese als erste und richtig einsetzt, wihrend sie die
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zweite nicht ganz selbststédndig notieren kann. Frau Rolles Frage verdeutlicht, dass
fiir sie die Darstellungsform einer Sache wichtig ist.
Im néchsten Abschnitt stellt sie eine weitere Frage:

Transkriptausschnitt: (RK, Rolle) 61-69

R: Gibt es eigentlich, weil ich bin ja jetzt. Also jetzt denke ich im Moment ja noch
nicht so abstrakt. Aber, weil das sind ja Mengen und das sind ja Mengen (zeigt auf
0,1,2).
Wenn ich jetzt sagen wiirde, ich wiirde aus dieser Menge irgendwie, ja, drei nehmen
und hieraus vier (zeigt auf 0 bzw. 1). Ich schreib das ja dann nicht mehr mit quer:
Ich hétte ja dann (ergénzt tiber (a) zu:)
e

0+ 1= 1
Aber das ist ja dann nicht mehr quer, oder? Weil das sind ja jetzt die konkreten
Elemente hieraus (zeigt auf die Mengen in N).

Frau Rolle betont hier, dass sie die Zahlen mit Querstrich als Bezeichnungen fiir
Mengen ansieht, in denen Zahlen liegen. Es wird sehr deutlich, dass sie bewusst
zwischen Mengen und Zahlen unterscheidet. Sie vergewissert sich, dass diese Unter-
scheidung notwendig ist.

Transkriptausschnitt: (RK, Rolle) 81-92
I Gut, drei plus vier gleich sieben kann ich auch rechnen. Dann bewege ich mich in
den ganzen Zahlen. Ist sozusagen eine ganz andere Rechnung.
R: Ja gibt es denn solche Aufgabenstellungen?
I: Also, ich kann ja, wenn ich solche Restklassen addiere, oder beim Multiplizieren,
wenn ich nicht bei Z modulo drei Z bin, sondern gréfleren Zahlen, zehn Z, und ich
multipliziere zwei, acht mal neun. Also * 8 -9 *. Dann kann ich ja acht mal neun
rechnen, dann bin ich bei 72, und sagen, das ist dasselbe wie 72 quer.

(c) *8-9=T2= mod(10) *
Dann kann ich gucken: 72 ist ? modulo 107
R: plus drei.

I: Zwei. plus 70 ist 72. (ergiinzt in (c) * =2 *)
R: Ach so, das kann ich so vereinfacht schreiben?

Frau Rolle mochte sicherlich nicht wissen, ob es solche Aufgabenstellungen wie
344 = 7 gibt. Vermutlich fragt sie eher, ob es Aufgaben gibt, zu deren Losung Rech-
nungen mit Zahlen und Rechnungen mit Restklassen in einer Aufgabe mit einander
verbunden werden. Die Interviewerin deutet die Frage in dieser Weise und schlégt
eine Multiplikation von Restklassen vor, welche sehr miihsam zu 16sen wire, wenn
man keinen Zwischenschritt in den ganzen Zahlen tun wiirde. Frau Rolle rechnet,
dass 72 modulo 10 gleich drei ist, macht hier also einen Rechenfehler. Die Inter-
viewerin korrigiert sie und erginzt 72 = 2. Frau Rolle ist von dieser Vereinfachung
iiberrascht. Das kann bedeuten, dass sie iiberrascht ist, dass 72 und 2 dasselbe Ob-
jekt (dieselbe Menge) bezeichnen; es kann aber auch bedeuten, dass sie verbliifft ist,
dass man durch diesen ‘Notationstrick’” das Rechenverfahren vereinfachen kann. Der
Unterschied dieser beiden Interpretationen liegt in dem vermuteten Fokus von Frau
Rolles Interesse.
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Homomorphismus

Die Interviewerin fragt nun nach den Homomorphismen von N nach N. Zuerst no-
tiert Frau Rolle

(d) Z/3Z — 7Z./3Z

und die Abbildung, die jede Restklasse auf sich selbst abbildet. Sie &uBert die Uber-
zeugung, dass sie ein Homomorphismus ist. Dies wird nicht ndher besprochen. Frau
Rolles zweiter Vorschlag ist:

0 — 0
() T —» 2 *
2 1

Transkriptausschnitt: (RK, Rolle) 145-151
R: Da hétte ich z.B. eins plus eins wér dann zwei das wiird auf eins gehen. Und
wenn ich hinten eins plus eins hétte ich zwei. Hi? Moment. Ich muss mir das
aufschreiben.
(1) * f(2) = fT+T) = f(0) + (1) =242 %
Dann hétte ich vier und das wére zwei. Also stimmt es.
[: Vier ist eins, oder? in Z modulo drei Z? Drei ist wieder null und noch eins mehr
ist eins.

Frau Rolle iiberpriift zunéchst ein Beispiel, um sehen, ob die Abbildung ein Homo-
morphismus ist. Dazu wahlt sie zwei Summanden, ndmlich zweimal ‘eins’, fiir das
sie danach 1 schreibt, und berechnet ihre Summe ‘zwei’, schriftlich dann 2. Das geht
auf ‘eins’ bedeutet sicherlich, es wird auf 1 abgebildet. Nun wire zu bestimmen,
ob die Summe der Bilder von 1 und 1 im Bildraum mit dem ersten Ergebnis, 1,
iibereinstimmt. Frau Rolle rechnet jedoch anders weiter: Ich nehme an, dass sie mit
‘hinten’ den Bildbereich, der in ihrer Zuordnungsvorschrift rechts, also hinten, steht,
meint. Sie berechnet in dieser Bildmenge die Summe von eins und eins korrekt als
zwei. Sie verwendet also wieder die Urbilder statt ihre Bilder als Summanden. Sie
stutzt bei ihrem Ergebnis, das nicht mit dem ersten Ergebnis {ibereinstimmt. Diese
Rechnung fiihrt Frau Rolle nur miindlich durch. Darum {ibersieht sie vielleicht einen
Schritt. Sie beginnt nun erneut, diesmal schriftlich. ‘ f” steht dabei offenbar fiir die
Abbildung. In dieser Darstellung

@) = fA+T) = F(D) + (1) =243

macht Frau Rolle einen logischen Fehler: Sie setzt voraus, was sie zeigen will, dass
nimlich f(1+1) = f(1) + f(1). Moglicherweise denkt sie folgendermafien: Wenn f
ein Homomorphismus ist, dann gilt diese Gleichungskette. Dies ist zu iiberpriifen.
Das erste und das dritte Gleichheitszeichen sind richtig. Sie bestimmt die richti-
gen Summanden im Bildbereich und korrigiert damit den Fehler in ihrer miindlichen
Rechnung. Dann erginzt sie miindlich, dass die Summe vier ist, und das bedeutet
zwei. Dies ist ein Rechenfehler, denn in Z/37Z ist 4 = 1. Ob sie sich nur verrechnet,
oder ob eine falsche Rechenstrategie hinter ihrem Ergebnis steht, ist nicht erkenn-
bar. Einen entsprechenden Fehler macht sie zuvor mit der Rechnung “72 (mod 10)
ist 3.” Sie macht dann noch einen zweiten Fehler, indem sie sagt, dass es ‘stimmt’.
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Vermutlich vergleicht sie nun die 2 von f(2) ganz links in ihrer Gleichungskette mit
der 2, die sie am rechten Ende berechnet hat. Sie {ibersieht dabei, dass sie f(2) = 1
noch bestimmen muss, bevor sie vergleichen kann.

Die Interviewerin geht zunéchst auf den Fehler beim Addieren ein und erklért,
warum 4 = 1 ist. Frau Rolle antwortet mit einem anderen Argument, das sie zweimal
wiederholt:

Transkriptausschnitt: (RK, Rolle) 152-163
R: Wieso, ich mache jetzt zwei plus zwei dann wére ich bei null. (zeigt in (e) auf die
Zwei in der zweiten Spalte und zéhlt von da aus zwei weiter zur Eins darunter und
dann zur Null dariiber). Und was habe ich gesagt? Eins, ne?
[: Wir sind in Z modulo drei Z. Da wiire ich bei vier (erginzt * = 4 * am Ende der
Gleichungskette (f)) und vier ist dieselbe Restklasse wie eins. (R erginzt * = 1 *)
Drei ist doch dieselbe wie null.
R: Ja, das ist mir klar.
[: Dann ist eins dieselbe wie vier: eins mehr.
* 9 = § *
1 =4
R: Ja aber, wenn ich doch jetzt hierbei bin (zeigt in (e) auf 2 in der zweiten Spalte),
wenn ich aber von zwei losgehe. Wenn ich plus zwei (zéhlt in der Spalte weiter nach
unten, dann ganz nach oben). So meine ich das.

Frau Rolle stimmt der Uberlegung der Interviewerin, warum 4 = 1 ist, beim zweiten
Anlauf zu. Dieser Rechenweg entspricht ihrem eigenen ersten Ansatz, zwei plus zwei
gleich vier als Zwischenschritt zu wéhlen. Aber sie selbst erklart nun zweimal einen
anderen Rechenweg, der sie zu einem dritten Ergebnis, ndmlich 0 fiihrt: In dem
Diagramm

| o] Ol

welches die Elemente der Bildmenge enthélt, addiert Frau Rolle, indem sie bei 2
beginnt und zwei weiterzahlt, ndmlich erst nach unten und dann von der untersten
Position zur obersten, wie wenn die drei Zeichen in einem Kreis angeordnet wéren.

Die Interviewerin gibt nun eine Zusammenfassung des gesamten Rechenvorgangs
in Frau Rolles Gleichungskette und ergéinzt dabei auch die fehlende 1 am linken
Ende, so dass die Gleichungskette nun wie folgt aussieht:

1=f2)=f0+D)=f(M+f1)=2+2=4=1

Transkriptausschnitt: (RK, Rolle) 173-181
R: Ich habe jetzt immer gedacht: f von zwei was ich jetzt hier (zeigt in (e) auf die
erste Spalte) hétte, wiirde auf eins gehen. Eins plus eins ist klar. Jetzt kommt eben
der Homomorphismus (schreibt in (f) das zweite und dritte + als @, so dass die
Zeile nun lautet:)
) *I=f2)=fA+)=fDef1)=262=4=1*
Ich habe mir gedacht, wenn ich jetzt zwei plus zwei (zeigt in (f’) auf die beiden
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letzten Zweien) wir vier quer. Das ist mir eigentlich noch klar. Ich habe mir nicht
gedacht, dass ich jetzt hier vorne gucke (zeigt in (e) auf die erste Spalte). Sie gucken

181 ja jetzt hier.

185

186

187

188

189

190

191

192

193

Frau Rolle geht nochmals die einzelnen Terme durch, wobei sie benennt, welche
Schritte ihr klar sind. Dabei kennzeichnet sie nun die Addition in Z/3Z als Bild-
menge mit einem anderen Symbol als die Addition in Z/37Z als Definitionsmenge.
Diese Unterscheidung von Additionszeichen kennt sie aus der Vorlesung bei Verwen-
dung verschiedener Gruppen in einer Aufgabe. Davon wurde insbesondere Gebrauch
gemacht, wenn Z und Z/nZ fiir eine natiirliche Zahl n innerhalb einer Aufgabe auf-
traten. Diese Unterscheidung kann an dieser Stelle zweierlei bedeuten:

e Frau Rolle kennzeichnet, welche Rolle die Elemente der Menge Z/3Z hinsicht-
lich dem Homomorphismus jeweils einnehmen, ob sie sich in der Definitions-
oder der Bildmenge befinden.

e Frau Rolle betrachtet die Additionen in Z/3Z als Definitions- und Z/3Z als
Bildmenge als unterschiedlich. (Z/3Z,+) und (Z/37Z, ®) versteht sie als zwei
unterschiedliche Gruppen.

Frau Rolle sagt dann noch, dass sie nicht dachte, sie miisse ‘vorne’, also in der
ersten Spalte gucken. Offenbar macht es einen Unterschied, ob sie in der linken Men-
ge Z/3Z (bzw. in der linken Aufzéhlung ihrer Elemente) oder in der rechten Menge
Z/3Z (bzw. der rechten Aufzdhlung ihrer Elemente) addiert.

Die Interviewerin zeigt auf die Menge N und fragt, was 4 in Z/37Z ist, was Frau
Rolle richtig beantwortet. Dann fragt Frau Rolle:

Transkriptausschnitt: (RK, Rolle) 185-193
R: Verstehen Sie, was ich meine?
I: Du rechnest von da (zeigt in (e) auf 2 in der zweiten Spalte) aus zwei weiter.
R: Ja, genau.
I: Und das stimmt nicht.
R: So habe ich das z.B. noch nicht gesehen.
[: Haben ja wieder Z modulo drei Z. Die Addition ist hier dieselbe wie hier (zeigt in
(e) auf die beiden Spalten). Und zwar nach dem Namen der Elemente, nicht nach
dem Platz, wo sie stehen.
R: Wenn ich dieses zwei plus zwei habe, gucke ich wieder vorne?

Frau Rolle stimmt der Interpretation ihrer Gedanken durch die Interviewerin zu: Sie
orientiert sich beim Addieren an dem Platz, an dem die Summanden stehen. Indem
sie in der rechten Spalte von 2 aus zwei weiterzihlt, kommt sie zu einem anderen
Ergebnis, als wenn sie in der linken Spalte von 2 aus zwei weiterzihlt. Somit erhilt
sie zwei verschiedene Additionen in den beiden Mengen. Sie nimmt zur Kenntnis,
dass ihr Vorgehen falsch ist, und schlieft mit der Frage:

“Wenn ich dieses zwei plus zwei habe, gucke ich wieder vorne?”
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Sie fragt also nach einem Rezept, wie sie beim Rechnen vorgehen kann. Zur An-
wendung des Verfahrens des Weiterzéhlens (in einer ganz bestimmten Richtung)
muss sie die Elemente in einer geeigneten Reihenfolge notieren, und dies ist in der
linken Spalte gegeben. Die Idee, zum Addieren in der Bildmenge die Darstellung
der Elemente in der Urbildmenge zu verwenden, scheint mir jedoch eine adaqua-
te Vorstellung eines Homomorphismus zu gefdhrden. Dies hat fiir Frau Rolle aber
anscheinend gegeniiber ihrem Rechenverfahren untergeordnete Bedeutung.

Der Aufbau von Vorstellungen von Frau Rolle
Bezug zwischen N und anderen Darstellungsformen fiir Restklassen

Der erste Bezug, den Frau Rolle zwischen N und Z/37Z herstellt, ist der Mengen-
charakter der Elemente. Fiir die weiteren Aktivitdten wechselt sie zu den beiden
wichtigsten Darstellungsformen der Veranstaltung, niimlich (2)%, die Mischung aus
Zahl und 3Z, und (1), die Zahlen mit Querstrichen, wobei sie (1) bevorzugt. Entge-
gen der in 3.2.1 betonten Suggestion dieser Zeichenform als eine Art Zahlzeichen ist
sie sich der Tatsache deutlich bewusst, dass diese Zeichen fiir Mengen stehen, und
unterscheidet sorgfiltig und explizit zwischen Zahlen und Zahlen mit Querstrichen.

Additionsverfahren

Die beiden Zeichensysteme (1) und (2) sind bei Frau Rolle mit zwei verschiedenen
Additionsverfahren verbunden. Uber diese Verfahren fiihrt sie die Addition in N
zuriick auf die Addition in Z/3Z. Dies entspricht dem Verhalten (a).

Das Additionsverfahren, das sie zu (2) anwendet, sieht so aus:

4+ 3Z+y+3Z=(x+y)+3Z

Ihr Umgang mit diesen Zeichen zeigt, dass sie darin wenig Bedeutung sieht, sondern
syntaktischen Regeln den Vorrang gibt. Es gibt keine Hinweise darauf, dass ihr
bewusst ist, dass sie anstelle der 0 und 1 auch andere Repréasentanten wéhlen kénnte
und zum selben Ergebnis kdme.

Bei der Addition mit dem Zeichensystem (1) verfiahrt sie auf verschiedene Wei-
sen:

e In ihrer ersten Rechnung, 0+ 1, wird kein Verfahren sichtbar. Sie erklirt, dass
sie das Ergebnis sofort sieht.

e In ihrer zweiten Rechnung, 2 + 2, macht sie den Zwischenschritt ‘vier’ und
kommt zu dem Ergebnis ‘eins’. Hier ordnet sie die Vier in die falsche Restklasse
ein.

e In ihrer dritten Rechnung, 2 + 2, z#hlt sie an dem Schema der notierten Ele-
mente von Z/37Z, das sie sich zu einem Zyklus idealisiert vorzustellen scheint,
von 2 aus zwei weiter. Hier kommt sie zu dem falschen Ergebnis 0, weil das
Schema nicht zu ihrem Verfahren passt.

46Zur Erklirung der Bezeichnung siehe 3.2.1.
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Homomorphietest

Beim Abbilden von Z/3Z in sich spielen fiir Frau Rolle nur die Restklassen als Ganze,
notiert geméfB (1) als Zahlen mit Querstrichen, eine Rolle. Auf Elemente dieser
Restklassen geht sie nicht ein. Beim Homomorphietest weif3 sie, welche Rechnungen
und Operationen auszufithren sind. Allerdings macht sie bei der Durchfiihrung den
logischen Fehler, die Eigenschaft vorauszusetzen, statt sie zu iiberpriifen.*?

Bei der Uberpriifung des Homomorphismus favorisiert Frau Rolle das oben zu-
letzt genannte Rechenverfahren, das Weiterzéhlen. Die jeweilige Anordnung, in der
die Elemente von Z/37Z notiert sind, bestimmt hier das Ergebnis ihrer Addition. Als
Frau Rolle diese Abhéingigkeit bemerkt, ist sie nicht irritiert in ihrem Verfahren,
sondern sie ist iiberrascht, dass die Interviewerin ihr erklart, dass die Summen nicht
je nach Anordnung verschieden sind. Dies zeigt, dass die Diagrammform von grofler
Bedeutung fiir Frau Rolles Vorstellung ist. Sie liefert sozusagen den Hintergrund fiir
die Operationen, welche sie vornimmt.

Die Festlegung der Anordnung, welche dann in Frau Rolles Augen die neue Addi-
tion determiniert, geschieht in der Aufgabe nicht willkiirlich, sondern wird ‘anfangs’,
namlich in der Definitionsmenge, auf ‘kanonische Weise’ angelegt, ndmlich nach der
GroBe der Zahlen 0, 1,2. Wiirde man fiir 1 die Darstellung 4 wihlen, so wire diese
Anordnung keineswegs natiirlich, aber das zieht Frau Rolle nicht in Betracht. Die
Anordnung in der Bildmenge ergibt sich aus der Wirkung des Homomorphismus.
Auch hier scheint die Vorstellung, die Frau Rolle von einer Abbildung hat, von ei-
nem Diagramm bestimmt zu werden, denn das Notationsschema legt nahe, dass die
Abbildung die Addition im Bildbereich determiniert. Aus dem Notationsschema der
betrachteten Abbildung f:

Z/3Z — Z/3Z
0 — 0
1 — 2
2 — 1

ergeben sich fiir Frau Rolle folgende Konsequenzen:

1. Die Notation fiir die Abbildung f veréndert die Reihenfolge der Elemente von
7)3Z.

2. Damit veréndert f die Addition in Z/3Z. Frau Rolle markiert dies mit einem
neuen Additionszeichen: @.

3. Das bedeutet, dass f nicht nur eine Wirkung auf die Elemente der Menge 7Z /37
ausiibt, sondern dass f die Struktur von (Z/3Z,+) zu (Z/37Z, ®) umwandelt.

4"Die Interviewerin ist diesem Gedankengang nicht niher nachgegangen. Es ist moglich, dass
dieser Fehler mehr die Notationsweise als den logischen Gedanken betraf. Bei einem auftretenden
Widerspruch zwischen Anfang und Ende ihrer Gleichungskette hétte sich dies bemerkbar machen
koénnen, wenn sie daraus geschlossen héitte, dass an einer Stelle ihrer Gleichungskette - ndmlich bei
der Homomorphieeigenschaft - das Gleichheitszeichen falsch sein muss. Bei dem Widerspruch lag
der Schwerpunkt des Gespriichs jedoch beim Fehler in ihrer Addition; der andere Aspekt wurde
nicht thematisiert.
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Frau Rolle verwendet hier Diagramme, ndmlich ein Diagramm zur Darstellung einer
Abbildung und zwei Unterdiagramme mit zugehorigen Operationen, ndmlich die An-
ordnung der Elemente von Z/3Z und das Additionsverfahren des ‘Weiterzihlens’,
um die Zusammenhédnge der Gruppenstrukturen und der Abbildung zu erfassen.
Dabei dienen die Diagramme nicht nur der Beschreibung der gegebenen Struktu-
ren, sondern die Diagramme verselbststdndigen sich, indem sie die Strukturen ihrer-
seits verdndern. Konsequenzen aus den Diagrammen haben somit konstituierenden
Charakter. In gewissem Sinn passt dies zum diagrammatischen Denken nach Dorf-
ler (2003): Dort werden Diagramme als Strukturtrdger eingesetzt und aus ihnen
werden z.T. weitreichende Schlussfolgerungen iiber diese Strukturen gezogen, ohne
dass ein referentieller Riickbezug zu urspriinglichen Bedeutungen der Zeichen vor-
genommen wird. Frau Rolles Verhalten widerspricht dem diagrammatischen Den-
ken insofern, als sie Merkmale der Diagramme beriicksichtigt, die den gegebenen
mathematischen Strukturen nicht entsprechen, bzw. ihre Diagrammmerkmale und
Operationen nicht den Wirkungen der mathematischen Handlungen entsprechend
abstimmt. Bemerkenswert ist jedoch weniger dieser Fehler, als die Tatsache, dass sie
die Verinderungen der urspriinglich gegebenen mathematischen Objekte, welche ihr
Diagramm bewirkt, nicht als Anzeichen fiir einen Fehler im Diagramm erkennt: Die
Verdnderung der Gruppe (Z/3Z, +), die als Bildmenge urspriinglich gegeben war, zu
der Gruppe (Z/3Z,®), zu der das Diagramm sie umformt, nimmt sie zur Kenntnis,
ohne darin ein Problem zu erblicken.

Ein moégliches Restklassenmodell

Frau Rolle erfasst Restklassen als Mengen von ganzen Zahlen, die als eigenstédndige
mathematische Objekte auftreten. Eine wichtige Rolle bei dieser Auffassung schei-
nen die Zeichen der Restklassen zu spielen, welche ihr ermoglichen, diagrammatisch
auf Zeichensystemen zu operieren. Obwohl sie eine Zahl mit Querstrich als Zeichen
fiir eine Menge ansieht, hat sie beim Vereinfachen von Restklassendarstellungen in
Rechnungen jedoch Schwierigkeiten damit, dass verschiedene Représentanten einer
Restklasse - als Zahl mit Querstrich geschrieben - dieselbe Menge bezeichnen. Dies
kann ein Hinweis darauf sein, dass sie den Mengencharakter beim Operieren mit
Restklassen ignoriert und sich ganz auf die Zeichen und Operationen konzentriert.

Auf welche Weise Frau Rolle Restklassen als abstrakte Objekte mental konstru-
iert, wird in dem Interviewgespréach nicht sichtbar.

Weitere Bemerkungen

Frau Rolles Aufmerksamkeitsschwerpunkt in diesem Interviewgespréch liegt bei Zei-
chensorten, bei der Unterscheidung, fiir welchen Objekttyp welche Zeichentypen
verwendet werden, und bei Verfahren, die auf diese Zeichen angewendet werden. Zu
funktionalem Denken passt ein Schwerpunkt bei Verfahrensweisen, welche Verédnde-
rungen schaffen. Moglicherweise liegt Frau Rolles sorgfiltige Unterscheidung der
Zeichentypen mit ihrer Zuordnung zu Zahlen oder Restklassen vor allem darin be-
griindet, dass fiir Zahlen und fiir Restklassen verschiedene Additionsregeln gelten.
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3.3 Analyse der Vektorrauminterviews

3.3.1 Feinanalyse zu den Vektorrauminterviews

Die in dem Kommentar zum Leitfaden der Vektorrauminterviews*® gegebenen Erliute-
rungen zu den Inhalten dieser Interviews sind aus der Perspektive der Konzipierung
des Leitfadens geschrieben. Sie werden in diesem Abschnitt erweitert durch eine
verfeinerte Sachanalyse, die wesentliche Impulse durch die Erfahrungen mit den
durchgefiihrten und analysierten Interviews bekommt. Zur besseren Orientierung
des Lesers wird diese Sachanalyse den Transkriptanalysen vorangestellt.

Die Farbmaschine als Vektorraum Die Vektorrauminterviews beschéftigen
sich im ersten Teil mit der Modellierung einer ‘Farbmaschine’” durch einen Vektor-
raum. Zwei mogliche Modellierungen werden in 3.1.2 vorgestellt. Nun soll der Frage
nicht auf formaler, sondern eher informeller Ebene von Grundvorstellungen nach-
gegangen werden, welche nach gemeinsamen Wesensmerkmalen der Maschine und
eines Vektorraums fragen. Schliissel zur Wahrnehmung der Maschine als ‘Vektor-
raum’ sind z.B.:

My Die vier Farben in den Zuflussbehéltern der Maschine sind die Komponenten,
aus denen eine neu zu mischende Farbe besteht.
Bei dem Standardvektorraum treten Komponenten von Vektoren in Tupeln
auf.

Mp Die Produktionsverfahren verschiedener Farben unterscheiden sich durch ein
Merkmal, némlich die spezifischen Offnungszeiten der einzelnen Zuflussbehélter.
Ein Merkmal des Erzeugens findet sich in einem Vektorraum beim linearen
Erzeugen von Vektoren aus einer Basis (oder allgemein einem Erzeugendensy-
stem) des Vektorraums oder eines Untervektorraums. Die Wahl der jeweiligen
Koeffizienten bestimmt, welcher Vektor erzeugt wird.

Mpg Bei der Maschine kénnen verschiedene strukturelle Beziehungen beobachtet
werden. z.B.:

e Manche Produkte unterscheiden sich in der Quantitéit, nicht aber in der
Qualitat. Sie stehen sich besonders nahe.

e Manche Farben lassen sich aus anderen Farben herstellen, aber die Um-
kehrung gilt nicht.

e Die Farben in den Zuflussbehéltern sind auswechselbar.

Diese Eigenschaften sind nicht alle charakteristisch fiir einen Vektorraum. Bei
der ersten muss entschieden werden: sollen alle Farben gleichen Typs als gleich
angesehen werden? Die zweite Eigenschaft hédngt mit einer Begrenzung der
praktischen Durchfithrung zusammen und muss theoretisch erweitert werden:
Wenn ein Vektor aus anderen erzeugt werden kann, so ist es moglich durch
entsprechende Umstellung der Gleichung jeden der Beteiligten (d.h. ohne Ko-
effizient null) aus den jeweils anderen zu erzeugen. Die dritte Eigenschaft passt

48Giehe 3.1.2
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als Wechsel eines Erzeugendensystems gut zu den Charakteristika eines Vek-
torraums.

Mit den genannten Sichtweisen auf die Maschine als Vektorraum korrespondieren
Charakteristika eines Vektorraums, die in den Grundvorstellungen Vi, Vg und Vg
auftreten®.

Im zweiten Teil der Interviews wird eine Abbildung vom Vektorraum der Poly-
nome vom Grad kleiner als zwei in den R? betrachtet. Die Frage nach den Wesens-
merkmalen eines Vektorraums stellt sich hier nochmals, ndmlich in der Form: ‘Wie
kann der Polynomraum als Vektorraum gedacht werden?’ Der zweite mathematische
Begrift, der in besonderer Weise thematisiert wird, ist die ‘lineare Abbildung’. Be-
vor verschiedene Sichtweisen auf einen Polynomraum und auf eine lineare Abbildung
vorgestellt werden, werden Implikationen der formalen Darstellungen, die in diesem
Teil der Gespréche durch die Interviewerin angeregt oder direkt verwendet werden,
diskutiert.

Zeichen fiir den Polynomraum und seine Elemente:

(i)  Rfz] ist der Name des Raums der Polynome vom Grad kleiner oder gleich
1, der in der Vorlesung verwendet wurde. Das Zeichen ‘x’ ist erklartermaflen
als formales Zeichen ohne referentielle Bedeutung anzusehen. Es dient allein
der formalen Notation der Elemente des Raums.

(ii) x4+ 1 und 2z treten im Interviewgesprich als Elemente des Polynomraums
auf. Diese Zeichen konnen unterschiedliche Bedeutungen implizieren:

1. Sie sind Funktionsterme fiir Funktionen, die von R nach R abbilden. In
dieser Bedeutung werden die Zeichen in der Schule zumeist verwendet.
x ist hier eine Variable, die die reellen Zahlen durchlauft. Verstarkt wird
die Assoziation mit Funktionen dadurch, dass die beiden Zeichen nicht
isoliert stehen, sondern als Teile umfangreicherer Zeichenkombinationen
auftreten, ndmlich in f(z+1) und f(2z), wo explizit eine Funktion f auf
sie angewendet wird. Solche Zeichenkombinationen treten in der Schu-
le z.B. bei der Verkettung von Funktionen auf. Die Bezeichnung ‘Po-
lynome’ fiir die beiden Zeichen ist ebenfalls geeignet, diese Vorstellung
zu verstérken, denn in der Schule werden Funktionsterme ganzrationaler
Funktionen iiblicherweise Polynome genannt.

2. Eine andere Deutung, die ebenfalls in der Schule hiufig vorkommt und
mit der ersten manchmal verbunden wird, sieht die Zeichen als alge-
braische Rechenterme, die nach bestimmten Gesetzen umgeformt werden
diirfen. Die Variable steht hier fiir eine unbekannte, aber bestimmte reelle
Zahl.°

3. Die beiden Zeichen kénnen als Beispiele fiir Elemente des Polynomraums
angesehen werden, deren allgemeine Zeichenstruktur ax + b, oder sogar

49Vgl. 2.2.1 Die Indizes deuten jeweils an, zu welcher Grundvorstellung eine Modellierung passt.

5OEine Verbindung der beiden Bedeutungen, z als Funtkionsvariable und als Zeichen fiir eine
bestimmte, unbekannte Zahl zu verstehen, tritt z.B. auf, wenn die Nullstellen der Funktion mit
der Gleichung y = x + 1 gesucht werden.
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gemifl der Vorlesung az' + bx® (a,b sind reele Zahlen) ist. Dabei sind
gedanklich die Koeffizienten und die Potenzen 1 und 0 zu ergénzen. Zu
dieser Sichtweise passt eine weiter gehende Vorstellung, die alle Vektoren
des Raums als Linearkombination von x und 1 versteht und somit durch
die Auszeichnung dieser Basis eine Art Vorstrukturierung des Raums vor-
nimmt, welche der Strukturierung des R"™ durch die kanonische Basis ent-
spricht.

4. Die beiden Zeichen kénnen als Namen fiir Elemente des Polynomraums
als Vektorraum verstanden werden, ohne dass in ihrer Gestalt eine Struk-
turierung dieses Raums gesehen wird. Das kann z.B. der Fall sein, wenn
sie nicht in Verbindung mit der oben genannten allgemeinen Darstellung
eines Polynoms gebracht werden.

5. Es ist moglich, dass in den beiden Zeichen ohne weitere Rechnung eine
Basis des Polynomraums erkannt wird, und die Erwéhnung dieser beiden
Vektoren zu Beginn der Aufgabe anregt, den Raum gedanklich aufgrund
dieser Basis zu strukturieren.

Zeichen fiir eine lineare Abbildung:

(i)

(ii)

fi Ralr] —R?
fz+1) = (1,0
f20) = (0.4)
Diese Darstellung einer Abbildung spricht durch den Pfeil von R« [x] nach R?
den Zuordnungscharakter an. In der Notation der Bilder von z + 1 und z tritt
jedoch kein Pfeil auf, sondern Gleichheitszeichen. Moglicherweise regt sie eher
an zu der Idee, dass die Zeichen ‘x + 1’ und ‘(1,0)’ zu identifizieren sind.

10

0 4
Diese Darstellungsmatrix der linearen Abbildung f wird nicht von der Inter-
viewerin vorgegeben, wird aber im Interview diskutiert. Sie bezieht sich auf
die Basis z + 1, 2z des Polynomraums und die Standardbasis des R2.

(a) Die Matrix kann zeilen- oder spaltenweise gelesen und als Information
verstanden werden, welche Bilder den Elementen x + 1 und 2z unter f
zugeordnet werden.

(b) Die Matrix kann als Werkzeug zur Ermittlung der Bilder der Linearkom-
binationen der Basis verstanden werden.

(c) Die Matrix kann als Abbildung gelesen werden, die nur eine andere Dar-
stellungsform fiir f ist und mit der linearen Abbildung f identisch ist.

(d) Die Matrix kann als Darstellung nicht der Abbildung, sondern der Bilder
verstanden werden, wobei sich dies nur auf die Bilder (1,0) und (0,4)
oder auch auf ihr Erzeugnis in R?, also den gesamten Bildraum, beziehen
kann. Im ersten Fall steht die Matrix fiir eine zweielementige Menge, im
zweiten Fall steht sie fiir einen Vektorraum, ndmlich den R2.
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Der Polynomraum als Vektorraum Eine mentale Konstruktion des Poly-
nomraums als Vektorraum kann z.B. auf folgende Uberlegungen griinden:"*

P4 Natiirlich kann man - anders als bei der Farbmaschine - unmittelbar die Vek-

Pp,

Pp

2

Pg,

Py,

2

P,

torraumaxiome fiir den R<;[z] nachweisen und ihn als formalen Vektorraum

behandeln.

Der Polynomraum wird durch lineares Kombinieren erzeugt. Als Basis eignet
sich x, 1. Diese Vorstellung passt zum Baukastenprinzip.

Anstelle der ‘kanonischen” Erzeugenden x und 1 kann man im Polynomraum
die Erzeugenden = + 1 und 2z bevorzugen, die in der gestellten Aufgabe eine
besondere Rolle spielen. Bei diesen ist jedoch nicht ganz so offensichtlich, ob
sie den ganzen Raum erzeugen. Auch diese Strukturierung ist mit der Bauka-
stenvorstllung gut vereinbar.

Der Polynomraum wird mit dem R? identifiziert, indem die Vektoren einer Basis
mit 2-Tupeln ‘benannt” werden. Aus dieser Festlegung ergeben sich aufgrund
der Prinzipien des linearen Erzeugens sowohl bei den Polynomen wie auch bei
den 2-Tupeln die ‘Tupel-Namen’ fiir alle anderen Polynome.

Die Vektoren in R<;[z] besitzen zwei Komponenten: Die eine ist gekennzeichnet
mit ‘z’, die andere tritt als Konstante ohne weiteres Merkmal auf.

Man kann den R« [z] mit dem R? auf folgende Weise identifizieren: z und (1,0)
werden gleichgesetzt, ebenso 1 und (0,1). Das ist gleichbedeutend mit der
Gleichsetzung von ax +b und (a, b) fiir alle reellen Zahlen a und b. Dieses Vor-
gehen ist dem in Pp, in den Konsequenzen dhnlich, passt aber zu einer Orien-
tierung an kanonischen Komponenten der Elemente der beiden Vektorrdume.

Die Identifizierung unter Punkt Py, kann auch mit Hilfe der Basis x + 1,2x
geschehen. In diesem Fall haben wir auch eine Einteilung nach Komponenten,
aber die Tatsache, dass diese Einteilung nicht aus dem spezifischen Charakter
des Vektorraums vorgegeben ist, sondern aus vielen weiteren Moglichkeiten
gewahlt wurde, ist offensichtlich. Bei diesem Vorgehen wird - ebenso wie bei
Pp, und Pp, - das Wissen verwendet, dass ein Vektorraum verschiedene Basen
(bzw. Erzeugendensysteme) besitzt.

Pr Man kann mit Termen in R<;[z] in gewisser Hinsicht rechnen wie mit Zah-

len: Man kann sie addieren und subtrahieren, und man kann sie mit reellen
Zahlen multiplizieren. Man kann sie auch mit einander multiplizieren, erhalt
dann jedoch teilweise Polynome hoheren Grades. Diese Verkniipfung passt
nicht zu den Vektorraummerkmalen. Die beiden anderen Verkniipfungen lie-
fern vielfaltige Beziehungen der Abhéngigkeit und Unabhéngigkeit, in denen
ein Element zu anderen stehen kann. Man kann Elemente mit Hilfe anderer
erzeugen.

51Die Indizes an den Kennzeichnungen entsprechen den Indizes der drei in 2.2.1 beschriebenen
Grundvorstellungen zum Vektorraumbegriff ‘Komponentenvorstellung’ (Vi ), ‘Baukastenvorstel-
lung’ (V) und ‘Elementtypvorstelung’ (V). Die Indizes deuten an, dass die genannte Sichtweise
auf den Polynomraum mit der entsprechenden Grundvorstellung harmoniert.
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Pg) Eine Schwierigkeit besonderer Art stellt die Verwendung des Buchstabens x
als formales Element eines Vektorraums. Denn z tritt in der Schule zumeist
als Variable fiir Zahlen auf. Eine Deutung von ‘x’ in dieser Form betont Cha-
rakteristika, in denen die Vektorraumstrukturen nicht erkennbar sind.5?

Lineare Abbildung FEine lineare Abbildung zwischen zwei Vektorrdumen setzt
die Strukturen der beiden Rdume in bestimmter Weise in Beziehung zu einander. Die
lineare Abbildung, die im Interview betrachtet wird, ist ein Isomorphismus, durch
dessen Vermittlung die beiden Réume mit einander identifiziert werden konnen.
Dieser Isomorphismus stellt Schwierigkeiten in sehr unterschiedlicher Hinsicht:
Ebene der formalen Darstellung:

e Die formale Eigenschaft®®, die eine lineare Abbildung f zwischen zwei Vek-
torrdumen V' und W charakterisiert, ist, dass fiir alle z,y € V und alls A, i
im Skalarkorper gilt:

FO +py) = Af(x) + pf (y)

Diese Form der Definition stellt keine explizite Aufzihlung der Objekte dar,
die durch den Begriff der linearen Abbildung beschrieben werden. Stattdessen
benennt sie nur eine charakterisierende Eigenschaft. Das gibt dem Studieren-
den nur einen indirekten Zugang zu den bezeichneten Objekten.%

Dies formale Definition hat weitere Konsequenzen auf der formalen Ebene:

e Eine lineare Abbildung kann durch die Festlegung allein der Bilder einer Basis
definiert werden. Eine weitere Formalisierung der Beschreibung einer linearen
Abbildung ist die Angabe einer Darstellungsmatrix mit zugehorigen Bezugs-
basen.

e Die Konstruktion einer linearen Abbildung aus den Angaben der Bilder von
Basisvektoren geschieht durch Anwenden der Linearitétseigenschaft zur Be-
rechnung der Bilder der Linearkombinationen dieser Basis. Ein Nachweis, dass
(eine so konstruierte) Abbildung linear ist, erfordert ein Argument, warum die
Linearitéatseigenschaft der Abbildung auch fiir Summen und Vielfache anderer
als der Basisvektoren giiltig ist.

Ebene der Grundvorstellungen: Hier sollen zwei Grundprobleme angesprochen wer-
den:

1. Was ist eine Abbildung zwischen Vektorrdumen? Vorschldge fiir Ideen dazu
sind:

52Dje Kennzeichnung ‘P’ soll darauf hinweisen, dass hier wie bei Elementtypvorstellungen der
Aufmerksamkeitsschwerpunkt auf die spezifische Wesensart der Elemente des Raums gelegt wird.
Im Unterschied zu den Elementtypvorstellungen gibt diese Sichtweise im genannten Fall jedoch
keinen Zugang zum Vektorraum, sondern fokusiert andere Strukturen.

53Diese Eigenschaft ist vergleichbar mit der Definition eines Homomorphismus, die im Restklas-
seninterview zum Tragen kam.

5 Eine in der Schule iibliche Definition der quadratischen Funktionen etwa benennt diese direkt,
indem sie alle moglichen Funktionsterme ax? + bz + ¢ aufzihlt.
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e Fine Abbildung ist eine Zuordnung, fiir die Definitions- und Zielraum
und eine Zuordnungsvorschrift festgelegt sind.?®

Diese Vorstellung représentiert den mathematischen Begriff auf geeignete
Weise. Problematisch kann allerdings die Bezeichnung ‘Zuordnungsvor-
schrift” sein. Wenn darunter nur ein Rechenterm verstanden wird, in den
alle Elemente der Definitionsmenge einsetzbar sind, dann werden z.B. Ab-
bildungsdarstellungen nicht anerkannt, die die Bilder einer Basis angeben
und linear fortzusetzen sind.

e Eine Abbildung ist eine Menge von Vektorpaaren, wobei jeweils der erste
Vektor eines Paares im Definitionsraum und der zweite im Zielraum liegt.
Jedes Element des Definitionsraums kommt in genau einem Paar vor.5°

Diese Vorstellung reprasentiert den mathematischen Abbildungsbegriff
ebenfalls in addquater Weise. Er ist nicht auf das Verfahren des Abbildens
fixiert, sondern konzentriert sich auf das Ergebnis.

e Das Wort ‘Abbildung’ bezeichnet eine Tétigkeit des Abbildens.

Diese Vorstellung erfasst eine Abbildung nicht als mathematisches Ob-
jekt, sondern assoziiert das grammatikalische Substantiv ‘Abbildung’ mit
einem Handlungsverlauf. Hier wird zwar ein wesentliches Merkmal der
mathematischen Abbildung angesprochen, aber es ist schwer méglich, ei-
ne so verstandene ‘Abbildung’ als abstraktes Objekt zu behandeln.

e Die Abbildung eines Vektors ist ein Vektor, die Abbildung eines Vektor-
raums ist eine Menge von Vektoren, ndmlich die Menge der einzelnen
Bilder. Hier wird das Wort ‘Abbildung’ nicht in der mathematischen,
sondern in der umgangssprachlichen Bedeutung verstanden.

Diese Vorstellung verkiirzt den mathematischen Abbildungsbegriff, indem
sie die Bezichung der Bildvektoren zu ihren Urbildern auBer Acht lisst.5”

2. Welche Strukturen respektiert /iibertrégt eine lineare Abbildung? Dazu gehort:

e Was ist eigentlich Charakteristikum eines Vektorraums?
Einige Antworten sind unter der Frage nach méglichen Vorstellungen zum
Polynomraum gegeben. Sie differenzieren die drei in Abschnitt 2.2.1 be-
schriebenen Grundvorstellungen des Vektorraumbegriffs weiter aus.

e Welche Vektorraummerkmale sind fiir eine lineare Abbildung relevant?
z.B:
o Muss eine lineare Abbildung die Dimension eines Vektorraums respek-
tieren? Im vorliegenden Fall trifft dies zu, aber es ist keine notwendige
Bedingung.
o Muss eine lineare Abbildung ‘die’ (d.h. die eindeutig festgelegten) Kom-
ponenten des einen Raums auf ‘die’ (ebenfalls eindeutig festgelegten)

55Diese Vorstellung kann man mit dem Begriff der Verkapselung des Abbildungsprozesses be-
schreiben.

56Diese Vorstellung entspricht einer Verdinglichung des Abbildungsprozesses.

5TDiese Vorstellung ist ebenfalls eine Form von Verdinglichung, nur wird anstelle des Prozesses
des Herstellens von bestimmten Beziehungen, das beim Zuordnen im Vordergrund steht, das Kon-
struieren eines bestimmten Bildes (das sich aus vielen einzelnen ‘Punkten’ zusammensetzt), das
beim ‘Abbilden’ im Sinne von Zeichnen im Vordergrund steht, verdinglicht.
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Komponenten des anderen Raums abbilden, und so die Ordnungsgefiige
respektieren, die den Rdumen durch diese Komponenten gegeben wer-
den?58

o Muss eine lineare Abbildung Linearkombinationen im Definitionsraum
auf die entsprechenden Linearkombinationen im Zielraum abbilden? Was
sind ‘entsprechende’ Linearkombinationen: Linearkombinationen der Bil-
der oder Linearkombinationen einer ausgezeichneten Basis? Muss das
auch umgekehrt gelten (wenn man die Begriffe ‘Definitinonsraum’ und
“Zielraum’ vertauscht)?°

e Charakterisiert die Darstellung einer linearen Abbildung ihrerseits den
Definitions- und/oder den Bildraum durch Festlegung einer bestimmten
Strukturierung, indem sie z.B. mit Hilfe einer bestimmten Basis definiert
wird 760

Orientierungspunkte und Strategien  Die folgenden Transkriptanalysen wer-
den jeweils in einem zweiten Teil durch zusammenfassende Schlussfolgerungen ergénzt,
welche zunéchst auf die vermuteten inhaltlichen Vorstellungen eingehen. Diese neh-
men insbesondere Bezug auf die in der Feinanalyse genannten Merkmale. Sodann
wird darauf eingegangen, an welchen Merkmalen die Studierenden sich orientieren
und welche Strategien sie in der Auseinandersetzung mit den Aufgaben und Inhalten
der Gespriche anwenden. Grobe Interpretationsanhaltspunkte hierfiir sind:

e Umgang mit Zeichen, z.B.:
o Werkzeug mit syntaktischen Moglichkeiten
o Werkzeug mit referentieller Bedeutung
o Ausdrucksmittel zur Vermittlung von eigenen Gedanken
o Hilfsmittel zur Entwicklung von Gedanken

e Vollzug von reflektiver Abstraktion wie Verkapselung, Verdinglichung und Ver-
einigung.®! Diese Sichtwechsel auf Phinomene und Tétigkeiten kommen ins-
besondere an folgenden Stellen in den Gespréachen vor:

8Diese Frage passt vor allem zur Komponentenvorstellung vom Vektorraumbegriff.

% Die Vermutung, dass diese zweite Frage zu bejahen ist, ist wohl besonders bei einer Abbil-
dungsvorstellung als Menge von Paarbeziehungen naheliegend, da hier die zeitliche Abfolge des
Abbildungsprozesses keine Rolle spielt.

60Dje Uberlegung, dass der Bildraum mit Hilfe der der Abbildung strukturiert wird, passt z.B.
zu einer Abbildungsvorstellung, in der das Bild mit der Abbildung identifiziert wird, denn sie stellt
eine Deutung dar, welche Rolle der Definitionsraum hier spielen kann. Sie passt aber auch zu einer
Abbildungsvorstellung, wo der Prozess des Abbildens im Vordergrund steht und die mathematische
Struktur der Rdume diesem Prozess untergeordnet wird.

Die Bejahung dieser Frage beinhaltet die Uberzeugung, dass eine Abbildung verindernd auf die
Identitét des Definitions- oder Bildraums wirkt. Sie bedeutet zudem, dass die spezifisch gewahlte
Darstellung eines Objekts nicht nur die Perspektive des Betrachters sondern das Beziehungsgefiige
dieses Objekts selbst verdndert. Beim Restklasseninterview mit Frau Rolle zeigen sich Implikatio-
nen dieser Art bei der Betrachtung eines Homomorphismus.

617u den Begriffen siehe 1.2.1.
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Farbmaschine

. . Verdinglich
Produzieren einer Farbe —25 "% Farbe als Endprodukt

Erzeugen eines Vektors — Vektor als Ergebnis
vier Grundfarben Vereniging  parbe (als Mischung)

vier Koordinaten — Objekt aus vier Koordinaten

) . Verkapsel . .
Produzieren einer Farbe CrapsCiing Produktionsprozess als Objekt

Erzeugen eines Vektors — Erzeugungsprozess dargestellt als
4-Tupel-Computeranweisung

Polynomraum

Verdinglichung
—_

Abbilden von Polynomen Bild-Urbild-Paare als Ergebnis

Abbilden von Polynomen Verdl@dmng Bilder als Ergebnis
Matrix: zwei Bilder oder Bildraum
. Verkapselung . .
Abbilden von Polynomen — Abbildung als Objekt

e Verhaltensweisen, die mit denkstiltypischen Préferenzen erklart werden konnen:
o Bezugnahme auf Beziehungen oder statische Strukturen in Vektorrdumen?
o Organisation von Handlungsablaufen in Vektorrdumen zur Darstellung sei-
ner Strukturen?
o (Intuitives) Erfassen der Wirkungsweise einer linearen Abbildung, einer Ma-
trix, des linearen Kombinierens?
o (Intuitiver) Wechsel von einer dynamischen zu einer statischen Sichtweise
der Farbmaschine?

3.3.2 Deutung des Vektorrauminterviews mit P. Sendig

Das Gespriach mit Herrn Sendig beginnt mit der Modellierung der Farbmaschine als
Vektorraum. In diesem Zusammenhang werden die Begriffe der linearen Abhéngig-
keit und Unabhéngigkeit und der Dimension erldutert. AnschlieBend werden Aus-
wirkungen eines Wechsels des ‘Erzeugendensystems’ im Farbenraum erértert.%?

Im zweiten Gespréchsteil wird eine Abbildung von einem Polynomraum in den
R? diskutiert. Dieser Teil gliedert sich ebenfalls in zwei Abschnitte: Zuniichst wird
untersucht, ob die gegebene Definition zu einer linearen Abbildung passt. Nachdem
das bejaht ist, werden zwei Darstellungsmatrizen der Abbildung, welche verschiedene
Basen im Polynomraum zugrunde legen, mit der Abbildung und mit einander in
Beziehung gesetzt.

62Dieser Abschnitt wird nicht analysiert. Das Transkript ist im Anhang B.1 zu finden.
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Farbmaschine

Die Interviewerin erklért die Aufgabe, dass eine Maschine

|rot | |gelb| |griin | |blau |

’\ | | /|

nach Computeranweisungen Farben mischen soll, und dies mathematisch durch einen
Vektorraum modelliert werden soll. Sie fragt:

“Inwiefern konnte man das als einen Vektorraum verstehen?*
Herr Sendig antwortet:

Transkriptausschnitt: 14-33

S: Kann man den Vektor jetzt nicht als einen Vektor mit vier Koordinaten darstel-
len?
[ Ja. Das wéar sogar gut, weil der Computer ja irgendwas in Zahlen angeben muss.
S: Ja. Und dann wiirde in der ersten Koordinate die Menge rot stehen, also wie viel
davon.
[: Hm. Also irgendwelche Koordinaten, und da steht, also, wir schreiben hier irgend-
welche Zahlen rein
(b) * (1,2,7,4) *
und das (zeigt in (b) auf die erste Koordinate) ist die Menge an rot. Genau, also das
konnten die Vektoren sein. Und was kénnten die, was kénnte dann linear abhéngig,
linear unabhéngig, Basis, was konnte das bedeuten?
S: (12 Sek) Ja, linear abhéngig kénnte heiflen, dass ich halt aus zwei an sich unter-
schiedlichen Eintrdgen trotzdem die gleiche Farbe herauskriege. Also z.B. jetzt zwei
vier vierzehn und acht. (I ergénzt (b) zu:)

, (1, 2, 7, 4
(b7) * (2, 4, 14, 8) '
Wenn ich das Doppelte nehme, ist das dann die gleiche Farbe. Obwohl ich glaube
nicht, dass das das ganze Problem darstellt, find ich.
[ Ja, warum?
Also gleiche Farbe ist linear abhéngig schon mal. Also die beiden (zeigt auf (b))
sind linear abhingig.
S: Aber es kann noch mehr lineare Abhéngigkeiten geben, also zwischen den Ein-
tragen.
I: Ja, wie z.B.7 (7 Sek)
S: Das ist mir im Moment nicht ganz (5 Sek). Ja, dass ich z.B. die gleiche Farbe z.B.
mit nur drei Farben vielleicht erzeugen kann?
[: Hm. (3 Sek) Also die Farbe, die wir jetzt hier (zeigt in (b’) auf die erste Zeile)
erzeugt haben, auch durch drei Eintrdge. Das konnte sein, ne, so was konnte vor-
kommen, wenn man sich die Farben da oben (zeigt auf (a)) anguckt?
S: Ja ich weifl jetzt nicht, ob das Absicht ist, halt, aber es ist, ich glaub, also eine
von den vier Farben ist eigentlich iiberfliissig, an sich. Ich mein, ich glaub griin
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Es ist kaum denkbar, dass Herr Sendig mit der Verwendung des bestimmten Arti-
kels in Zeile 14 eine Uberzeugung ausdriickt, dass es nur einen Vektor gibt. Eher
vermute ich, dass er damit den Prototyp eines ‘Vektors’ in der Farbmaschinenwelt,
die ja als Vektorraum aufgefasst werden soll, anspricht. Er beschreibt hier nicht, was
die ‘Vektoren’ im Farbenraum sein sollen, sondern macht einen Vorschlag zu ihrer
Darstellung, namlich als 4-Tupel. Er selbst spricht nur von Koordinaten, was die
Interviewerin als Zahlen interpretiert. Es ist nicht klar, ob dies sein Gedanke war,
oder ob er sich etwa Farben in diesen Koordinaten vorstellt. Er geht jedenfalls dar-
auf ein, indem er dann von ‘der Menge rot’ spricht, wiederum ohne nahere Angabe,
wie diese zu notieren ist. Denkbar wire eine Zahl, die sich auf eine fest vereinbar-
te Mengeneinheit bezieht, oder auch eine Zahl zusammen mit einer Volumen- oder
Gewichtseinheit. Seine Erlduterung, dass in der ersten Koordinate die Menge an rot
stehen soll, ist sicherlich entsprechend fiir die anderen Koordinaten fortzusetzen. Ein
Vektor soll also ein Objekt, vielleicht eine Farbe oder die Produktionsanweisung fiir
eine Farbe, sein, das durch vier Komponenten beschrieben wird, ndmlich zu jeder der
vier Grundfarben eine Mengenangabe. Mehr Informationen gibt Herr Sendig nicht
zum ‘Vektorraum’: Er sagt nicht, welche Operationen in diesem Raum gelten sollen.
Vielleicht betrachtet er diese Angabe als iiberfliissig, weil er die komponentenweise
Addition und Skalarmultiplikation von n-Tupeln im R"™ als selbstverstandlich vor-
aussetzt. Er deutet diese Operationen aber auch nicht inhaltlich fiir die Maschine.

Die Interviewerin legt in den Zeilen 19-23 fest, dass die Koordinaten nur aus Zah-
len bestehen. Herr Sendig nimmt dies im Weiteren auf. Er konzentriert sich nun auf
die Frage, was ‘linear abhéngig’ im Zusammenhang mit der Farbmaschine bedeuten
kann. Sein erster Vorschlag (Zeile 25-30) deutet die lineare Abhéngigkeit von zwei
bestimmten, verschiedenen Vektoren in R* fiir die Objekte, die sie darstellen: die
Farbtone, die herauskommen, sind gleich. Es wird hier deutlich, dass jedes 4-Tupel
in Herrn Sendigs Vorstellung eindeutig mit einer produzierten Farbe in Zusammen-
hang steht. Moglich ist wiederum, dass er ein 4-Tupel als Produktionsanweisung
oder auch als Beschreibung einer Farbe ansieht.

Der zweite Vorschlag (Zeile 34-43) spricht weitere Moglichkeiten von linearen
Abhéngigkeiten von 4-Tupeln an, und weist auf eine Deutung fiir die Maschine hin,
die die erste Deutung erweitert: die Farbe, die durch (1,2,7,4) und ebenso durch
(2,4,14,8) beschrieben ist, konnte noch auf ganz andere Weise erzeugt werden,
namlich aus nur drei von den Grundfarben in den Zuflussbehéltern. Denn das Griin
von den Grundfarben kann vielleicht aus den anderen gemischt werden.

Die Interviewerin bestéitigt im Folgenden diese Moglichkeit und schliagt vor an-
zunehmen, dass das Griin eine Eins-zu-Eins-Mischung aus dem Gelb und dem Blau
ist. Sie fragt nochmals nach einer linearen Abhéngigkeit. Herr Sendig antwortet:

Transkriptausschnitt: (VR(1), Sendig) 50-52
S: (8 Sek) Ich hab das Bild doch noch nicht so ganz verstanden. Weil da wiirde

51 ja eigentlich die eine Koordinate wegfallen. Da kénnte man ja eigentlich aus was

52

Vierdimensionalen was Dreidimensionales machen. (6 Sek)

Herr Sendig antwortet nicht auf die erneute Frage nach der linearen Abhéngigkeit,
sondern spricht ein Problem an, das ihn hindert, die neue Situation zu verstehen:
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Die vier Koordinaten in der Notation der Vektoren konstituieren einen vierdimen-
sionalen Vektorraum. Wenn Griin durch Gelb und Blau erzeugt werden kann, wird
die Koordinate fiir Griin jedoch nicht gebraucht: sie ‘wiirde wegfallen’. Hier wird
nun deutlich, dass Herr Sendig mit den 4-Tupeln Farben, also die Ergebnisse von
Produktionsprozessen, und nicht Computerinstruktionen oder die Herstellungspro-
zesse als solche meint. Denn es konnen zwei verschiedene Tupel dasselbe Produkt
bezeichnen, wihrend die zugehorigen Anweisungen fiir das Herstellungsverfahren
verschieden sind. Im zweiten Fall wiirde es hier also kein Problem geben: (0,1,0,1)
wiirde eine andere Anweisung bezeichnen als (0,0, 2,0), denn sie verlangen das Off-
nen verschiedener Rohre. Vielleicht stellt Herr Sendig sich vor, dass man die Farben
nun durch 3-Tupel darstellen wiirde; vielleicht sieht er auch die Mdoglichkeit, in den
4-Tupeln an die Stelle fiir griin immer null zu schreiben. Sein Problem ist nun, dass
hier ein vierdimensionaler Raum zu einem dreidimensionalen Raum wird. Dies steht
offenbar im Widerspruch zu seinen Vektorraumvorstellungen. Das Problem spricht
die Unvereinbarkeit von zwei Strukturen - einer drei- und einer vierdimensionalen -
an: Wenn eine Eins-zu-Eins-Beziehung zwischen dem Farbenraum und dem R* her-
gestellt werden kann, so kann es nicht sein, dass das ebenso mit dem R? méglich ist,
denn diese beiden Réume sind nicht isomorph. Was Herr Sendig hier iibersieht, ist
die Tatsache, dass man den Farbenraum unter der Vorgabe, dass Griin aus Gelb und
Blau erzeugt werden kann, zwar mit Hilfe des R* beschreiben kann, dass diese Be-
schreibung aber keine Eins-zu-Eins-Beziehung herstellt. Anders formuliert: wiahrend
das Erzeugendensystem, auf das die 4-Tupel griinden, linear unabhéngig ist, bilden
die vier Grundfarben ein abhéngiges System.

Polynomraum

Transkriptausschnitt: (VR(2), Sendig) 1-13
[: Wir gucken uns den Polynomraum an, ist ja auch ein Vektorraum. Nehmen wir
jetzt nur ganz klein, kleiner gleich eins, und bilden ab in den R hoch zwei.
(a) * f:Refa] — R**
Das f soll eine lineare Abbildung werden und wir geben noch zwei Bedingungen vor:
(b) * flz+1) =(1,0) ,

f(2z) =1(0,4)
Die Frage ist: Geht das? Kann das ne lineare Abbildung, gibt es eine lineare Abbil-
dung, die diese Bedingung erfiillt, und gibt es mehrere oder ist sie eindeutig, wenn
es sie gibt? (4 Sek)
S: Also ich hétte spontan gesagt, das geht nicht.
[: Warum nicht?
S: Weil, ehm, also fiir ne k-lineare Abbildung miisste ja gelten, dass, wenn ich links
addiere, ich dann auch rechts addiere, also, in dem Sinne, ne?
I: Ja, ja.
S: Und ich hab ja (3 Sek) auf der rechten Seite in zwei verschiedenen Koordinaten
ne Null und egal, ob ich jetzt die erste Koordinate als die z-Koordinate wéahle und
die zweite Koordinate als die x hoch null, also die ganzen Zahlen
I Die Konstante
S: die Konstante als null, egal wie rum ich das jetzt wéhle, kann ich, eh (6 Sek),
also geht es auf jeden Fall nicht auf, weil die erste hat ja beides, fiir x und fiir die
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Konstante und die zweite hat nur 'n xz-Faktor, nur das x.

I: Probier doch mal ein Beispiel. Ich verstehe noch nicht ganz genau, was du meinst.
S: Also wir miissen doch jetzt, ehm (6 Sek), also dem, alles, was z hat, eine Koor-
dinate zuordnen und der Konstante eine Koordinate.

Herr Sendig hat spontan den Eindruck, dass es keine lineare Abbildung gibt, die die
gegebenen Bedingungen erfiillt.

Zur Begriindung deutet er zunéchst (Zeile 11-12) seine Vorstellung von dem an,
was eine lineare Abbildung ist.®® Dabei spricht er davon, dass mit der Addition ‘links’
zugleich eine Addition ‘rechts’ erfolgt. Ich vermute, dass er mit ‘links’ und ‘rechts’
auf die Notation Bezug nimmt, wo links des Zuordnungspfeils der Definitionsraum
und rechts der Zielraum steht. Er setzt diese beiden Additionen in Beziehung zu der
Abbildung. Eine mogliche Deutung dieser AuBerung ist, dass die jeweiligen Sum-
manden und Summen durch die Abbildung auf einander bezogen sind: Herr Sendig
spricht nur vom Addieren, nicht aber von seinem Ergebnis, also wére ein Bezug iiber
die Abbildung zunéchst nur: ‘Wenn ich a+b im Definitionsraum rechne, dann rechne
ich auch f(a)+ f(b) im Zielraum.” Diese Aussage gibt keinen Sinn als Beschreibung
einer Eigenschaft der Abbildung f. Beriicksichtigt man die Ergebnisse der Summen,
so erhélt man die Aussage: ‘Immer wenn a + b = ¢ im Definitionsraum gilt, so gilt
auch f(a)+ f(b) = f(c) im Zielraum.” Dies ist eine korrekte Beschreibung der ersten
Linearitétseigenschaft.* Die zweite Eigenschaft spricht Herr Sendig hier nicht an.

Im néchsten Abschnitt (Zeilen 14-23) begriindet Herr Sendig, warum es keine
lineare Abbildung mit den gegebenen Eigenschaften geben kann: Die beiden Ko-
ordinaten ‘auf der rechten Seite’, die eine Null haben, sind die zweite Koordinate
im Bildtupel (1,0) und die erste Koordinate im Bildtupel (0,4). Neben den Aus-
driicken ‘erste’ und ‘zweite’ ‘Koordinate’, die bei 2-Tupeln gebrauchlich sind, spricht
Herr Sendig noch von der ‘z-Koordinate’ und der ‘z°-Koordinate’, wobei er Letztere
auch als ganze Zahlen bezeichnet. Diese beiden ‘Koordinaten’-Typen beziehen sich
sicherlich auf den Polynomraum, denn nur hier tritt z auf. 2° = 1 ist eine Festlegung
aus der Vorlesung, wo statt # + 1 eher die Notation x + 2° gebriiuchlich war. Die
skalaren Vielfachen von 1 sind die reellen Zahlen, nicht nur die ganzen Zahlen, die
Herr Sendig nennt. Herr Sendig diskutiert die Frage, ob es eine Moglichkeit gibt, die
Bilder der noch nicht angesprochenen Polynome so zu definieren, dass die Abbildung
f linear ist. Er betrachtet die Polynome vom Grad kleiner als zwei, von denen x + 1
und 2z an der Tafel notiert sind, mit den Kategorien von z- und 2°- ‘Koordinate’.
Das heifit, dass er diese Polynome mit der Brille einer Struktur ansieht, in der er
zwei Komponenten unterscheidet, die zwar anders notiert sind als die Komponen-
ten von 2-Tupeln, die aber strukturell dasselbe kennzeichnen. Durch den Ausdruck
‘Koordinate’, den er auf die Polynome iibertrigt, wird diese Analogie deutlich.

Er diskutiert nun (Zeilen 14-20) Moglichkeiten, fiir die Komponenten x und z"
der Polynome Koordinaten von 2-Tupeln unter Beriicksichtigung der Abbildungs-
gleichungen zu wéhlen. Dabei soll eine der beiden Positionen in den 2-Tupeln die

53In Bezug auf eine Abbildung wurde in der Vorlesung anstelle von ‘linear’ der Ausdruck ‘k-
linear’ verwendet. Dabei bezeichnete k£ immer den Skalarkorper der beiden Vektorrdume, zwischen
denen abgebildet wird. In diesem Fall ist also k = R.

64Vgl. Herrn Sendigs allgemeine Beschreibung eines Homomorphismus im Restklasseninterview
in (RK, Sendig), Zeilen 117-120. Auch hier spricht er vom Verkniipfen in beiden Mengen, nennt
aber auch das Abbilden und die Tatsache, dass die Reihenfolge keine Rolle spielt.
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z-Komponente und die andere die 2°-Komponente der Polynome repriisentieren.
Und dies bezeichnet er als unmoglich,

“weil die erste hat ja beides, fiir x und fiir die Konstante und die zweite
hat nur 'n z-Faktor, nur das z.”

Ich vermute, dass mit ‘erste’ und ‘zweite’ wie oben die Koordinaten der 2-Tupel ge-
meint sind. Nun scheint er (1,0) mit der ersten Koordinate zu identifizieren, da hier
nur die erste Koordinate durch Multiplikation mit Skalaren verédndert werden kann,
und erklart die Tatsache, dass x 4+ 1 auf (1,0) abgebildet wird, als eine Zuordnung
von beiden Polynomkomponenten zur ersten Koordinate der Tupel. Entsprechend
liest er den Zusammenhang von der x-Komponente zur zweiten Tupelkoordinate aus
der zweiten Gleichung ab. Die Tatsache, dass die erste Koordinate der 2-Tupel mit
beiden Polynomkomponenten und die zweite Koordinate der 2-Tupel nur mit der
x-Komponente der Polynome verbunden ist, hdlt Herr Sendig fiir unvereinbar mit
einer linearen Abbildung.

Herr Sendig erwégt hier die Alternativen, die fiir eine lineare Abbildung von
R<;[z] nach R? seiner Ansicht nach bestehen. Diese sind durch die Strukturierung
des Polynomraums nach z- und 2°- Komponente und die Strukturierung des R?
nach erster und zweiter Koordinate begrenzt: Nach seiner Aussage im letzten Satz
(Zeilen 22-23) muss es eine Eins-zu-Eins-Entsprechung zwischen den Komponenten
des einen Raums und den Koordinaten des anderen geben. D.h. ein Polynom ax + b
fiir a,b € R wird abgebildet auf ein Tupel (¢,d) mit ¢,d € R, wobei das Polynom
ax auf (¢,0) und das Polynom b auf (0,d) abgebildet wird oder umgekehrt. Die
Méglichkeiten f(x) = (¢1,¢o) und f(1) = (dy, dg) fiir beliebige ¢, ¢o, dy, dy € R zieht
Herr Sendig nicht in Betracht.

Im Folgenden werden in einer lingeren Diskussion die beiden Alternativen, die
Herr Sendig sieht, als Moglichkeiten ausgeschlossen. Die Interviewerin schlagt dann
ein anderes Verfahren vor, in dem vorwérts Riickschliisse aus den beiden gegebenen
Gleichungen fiir die Bilder von x und 1 gezogen werden unter der Vorgabe, dass die
Abbildung linear sein soll. Dies fithrt zu den beiden Bedingungen

F(e) = (0,2) und f(1) = (1,-2).
Dies kommentiert Herr Sendig:
Transkriptausschnitt: (VR(2), Sendig) 104-105

S: Wobei das ja nicht. Jetzt haben wir nicht mehr diese Eindeutigkeit, dass eine
Koordinaten, also ein Eintrag, genau das x oder die Eins représentiert.

Diese Aufierung bestéitigt nochmals die oben gegebene Interpretation.

Auf die Frage, ob f mit den Bedingungen f(1) = (1,—2) und f(z) = (0,2) eine
lineare Abbildung sein kann, antwortet Herr Sendig:

Transkriptausschnitt: (VR(2), Sendig) 114-122
S: Ich glaub, das wire nicht mal eindeutig. Weif ich nicht, behaupte ich mal. Miisste
man jetzt ein Beispiel finden.
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I Eindeutig heifit, es wiirde mindestens zwei Polynome geben, nein, es wiirde ein
Polynom geben, das zwei verschiedene oder mehrere Bilder hat, wenn es nicht ein-
deutig wére.

S: Ich hab jetzt andersrum gedacht: Zwei, die auf eins abgebildet werden.

I. Zwei verschiedene Polynome, die auf das gleiche, dasselbe 2-Tupel, abgebildet
werden, wobei das nicht schlimm wére, oder?

S: Doch, dann wér doch die, in dem Sinne keine Funktion mehr.

Herr Sendig vermutet, dass diese Zuordnung ‘nicht einmal eindeutig’ wire, und
durch die Nachfrage wird deutlich, dass er damit meint, dass verschiedene Polyno-
me auf dasselbe Bild abgebildet werden. Eine solche Eigenschaft kann eine Funktion
seiner Meinung nach nicht haben. Er macht hier zwei Fehler: Zum Einen hélt er die
gegebene Abbildung nicht fiir injektiv, zum Anderen verwechselt er die Abbildungs-
eigenschaft mit der Eigenschaft, injektiv zu sein.

Den zweiten Fehler spricht die Interviewerin im Folgenden an und korrigiert ihn.
Das Gespréch setzt sich danach fort:

Transkriptausschnitt: (VR(2), Sendig) 131-136
S: Aber es ist nicht mehr injektiv, oder?
I: Ja.
S. und damit auch nicht mehr k-linear, oder?
I: Nee, das stimmt nicht. Z.B. wenn ich alles auf null abbilde, ist das ne lineare
Abbildung. (4 Sek)
S: Hm (nachdenklich). Ja, ja, stimmt.

Herr Sendig &uBert hier die Uberzeugung, dass eine lineare Abbildung immer injek-
tiv ist, d.h., dass jedes Bild ein einziges Urbild hat. Diese Bedeutung scheint Herr
Sendig nach dem Gespréchsverlauf im Sinn zu haben. Um einen Zusammenhang
zur Linearitétseigenschaft herzustellen, sehen wir zuriick auf seine diesbeziiglichen
Auflerungen:

1. In Zeilen 11-12 erklart er:
“Fiir 'ne k-lineare Abbildung miisste ja gelten, dass, wenn ich links addiere,
ich dann auch rechts addiere.”

2. In Zeilen 14-23 geht er davon aus, dass eine bestimmte Basis des Definitions-
raums auf eine bestimmte Basis des Zielraums abzubilden ist.

3. In Zeilen 77-80 und 93-101 zeigt er, dass er beide Linearititseigenschaften
richtig anwenden kann.%

Die erste Beschreibung ist unvollstindig. Aus der Fahigkeit, die Eigenschaft an-
zuwenden, ist erkennbar, dass er nicht aus Unwissenheit die zweite Bedingung in
seiner allgemeinen Beschreibung wegléisst. Aber auch die erste Bedingung ist nur
unzureichend erkliirt. Die oben vorgenommene Deutung dieser AuSerung gibt wenig
Hinweise auf den notwendigen Zusammenhang, den Herr Sendig zwischen Linearitét
und Injektivitédt sieht. Eine mogliche Erkléarung ist folgende:

65Siehe im Anhang B.2 dieser Arbeit.



167

168

170

171

172

3.3. ANALYSE DER VEKTORRAUMINTERVIEWS 139

Herrn Sendigs Formulierung der Linearitétseigenschaft beschreibt eine Tatsache,
was beim Addieren passiert. Es ist keine Aussage, dass auf eine bestimmte Handlung
im Definitionsraum eine entsprechende Handlung im Bildraum folgt, sondern nach
seiner Formulierung scheinen beide Handlungen parallel abzulaufen. Das lédsst die
Moglichkeit offen, dass es keine Reihenfolge gibt, bzw. dass sie nicht relevant ist,
d.h.; dass man ebenso gut von einer Addition im Bildbereich ausgehen kann und da-
zu eine eindeutige Addition im Definitionsbereich passt. Vielleicht identifiziert Herr
Sendig Urbild und Bild mit einander, so dass die Addition von zwei Elementen im
Definitionsbereich gleichzeitig eine Addition im Bildbereich ist, und zwar ‘dieselbe’
in dem Sinn, dass ‘dasselbe’ raus kommt, weil ja die Ergebnisse via die Abbildung
identifiziert werden. Dabei ist das Verfahren des Addierens in den beiden Mengen
natiirlich verschieden. Diese Deutung passt gut zu Herrn Sendigs Annahme Basen
miissten auf Basen abgebildet werden, und erklért seinen spéteren Einwand eine
lineare Abbildung miisse injektiv sein. Denn die Vorstellung der Identifikation von
einem Element mit seinem Bild ist schwierig, wenn verschiedene Elemente dasselbe
Bild besitzen. Die Vorstellung der Identifikation kann natiirlich alle Abbildungen be-
treffen, ist aber besonders bei linearen Abbildungen nahe liegend, wo die Abbildung
nicht nur eine Beziehung zwischen Elementen der beiden Mengen herstellt, sondern
eben auch Summen zu einander ‘passen’. Die Forderung, dass Summen links Sum-
men rechts entsprechen, ist nicht symmetrisch: Die Summe von zwei Elementen im
Bildbereich muss nicht das Bild der Summe von zwei eindeutigen Elementen im De-
finitionsbereich sein. Diese Formulierung ist logisch viel schwieriger zu entschliisseln
und damit gedanklich schwerer zu erfassen, als die Uberlegung, dass ein Element
im Bildbereich nicht ein eindeutiges Urbild haben muss. Herr Sendig zeigt diesen
Mangel an Differenzierung auch allgemein in Bezug auf den Abbildungsbegriff, wenn
er eine Abbildung, die nicht injektiv ist, gar nicht fiir eine Abbildung halt.

Diese Interpretation wird durch eine weitere Nachfrage von Herrn Sendig noch-
mals unterstiitzt. Nach einer Erkldrung der Interviewerin, dass beliebige Bilder fiir
eine Basis gewahlt werden konnen und dadurch eine lineare Abbildung eindeutig
festgelegt wird, fragt er:

Transkriptausschnitt: (VR(2), Sendig) 167-172
S: Also kann ich jetzt quasi auch drei Eintrdge da nehmen.
I: Drei hier (zeigt in (a) auf R?)? Wenn ich in den R hoch drei gehe?
S: Ja. Auch wenn ich nur Polynome mit zwei Eintrdgen zulasse?
[: Kein Problem, nur wird es dann nicht surjektiv. Dann erreiche ich hier (zeigt in
(a) auf den Bildraum) nicht den ganzen Raum. (8 Sek)
S: Warum nicht?

Herr Sendig will wissen, ob es mdoglich ist, eine lineare Abbildung von R [x] nach
R3 zu definieren. Er bringt in seiner Frage sogar noch priziser auf den Punkt, wel-
che Merkmale ihm an den beiden Vektorrdumen wesentlich sind: Es ist die Anzahl
der ‘Eintréige’, was im R? eindeutig die Koordinaten bezeichnet. Aber auch im Po-
lynomraum charakterisiert er den Raum durch die Anzahl der Eintrdge, womit er
nach dem Vorangegangenen offenbar die frei wéihlbaren Koeffizienten vor den Ba-
sisvektoren meint. Er will letztlich wissen, ob es lineare Abbildungen von einem
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zwei- in einen dreidimensionalen Raum gibt. Offenbar hat ihn {iberhaupt erst die
vorangegangene Ausfithrung der Interviewerin auf diese Moglichkeit gebracht. Seine
Nachfrage, warum eine solche lineare Abbildung nicht surjektiv sein kann, kann zwei

Griinde haben:

1. Erist iiberrascht, dass eine lineare Abbildung nicht surjektiv sein muss, &hnlich
wie es ihm zuvor neu war, dass sie nicht injektiv sein muss, und moéchte néhere
Erlduterungen haben.

2. Er unterscheidet noch immer nicht zwischen Bild- und Urbildraum einer Ab-
bildung und zieht den Riickschluss: Wenn ein Bild zwei verschiedene Urbilder
haben kann (d.h. die Abbildung nicht injektiv sein muss), dann kann auch
ein Urbild zwei verschiedene Bilder haben. Das macht es moglich, den ganzen
dreidimensionalen Raum zu erreichen.

Diese Episoden lassen vermuten, dass Herrn Sendigs urspriingliche Vorstellung von
einer linearen Abbildung eine bijektive Abbildung voraussetzte. Er scheint die Er-
klarungen der Interviewerin einzusehen. Wieweit er sein internes Modell von linearen
Abbildungen daraufhin nachhaltig neu strukturiert, ist an diesem Ausschnitt nicht
zu erkennen.

Nachdem geklért ist, dass es genau eine lineare Abbildung f mit den gegebenen
Eigenschaften gibt, und aufler den vorgegebenen Polynomen mit ihren Bildern auch
die Bilder der Basis {1, 2} gefunden sind, folgt diese Diskussion:

Transkriptausschnitt: (VR(2), Sendig) 189-204
I: Jetzt ist die Frage: Wie konnen wir diese Abbildung als rechteckiges Zahlensche-
ma, also als Matrix darstellen und welche zusétzlichen Informationen miissen wir
geben, wenn wir die als Matrix schreiben wollen?
S: Ich miisste die Basis mit angeben, vielleicht?
I: Ja, die muss ich mit angeben, genau. Was wiére also hier ne Matrix zu, ja, musst
dir ne Basis aussuchen, und dann
S: Wenn ich die Basis nehme, die da gegeben ist, x plus eins und zwei x,
L*A={x+12z}*
S: wire die Matrix dann in Spalten eins null und null vier.
I (d) * My = ( 0 4
Genau. Und wie kann ich aus dieser Matrix meine Abbildung kriegen? (3 Sek) Also
wenn ich wissen mochte, was das Bild von irgendeinem Polynom, von drei x plus
sieben, ist, was muss ich tun? (6 Sek)
S: Ja, da miisste ich gucken, wie drei x plus sieben sich durch die Basis darstellen
lasst, und miisste dann so oft, wie ich die einzelnen Faktoren halt benutze, das Bild
benutzen.

Herr Sendig signalisiert zwar Unsicherheit in seiner Antwort, dass zu einer Ma-
trixdarstellung die Basis angegeben werden muss, auf die diese Darstellung sich
bezieht, aber er nennt dann zu der Basis, die er wahlt, die passende Matrix. Diese
Matrix diktiert er explizit durch Angabe der Spalten, welche die Bilder der Basis
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sind. Diese Bilder waren in den urspriinglichen definierenden Gleichungen als Zeilen-
vektoren notiert, miissen aber geméfl der Definition einer Darstellungsmatrix in der
Vorlesung als Spalten auftreten. Im letzten Satz erkldrt Herr Sendig zunéchst, dass
er zur Bestimmung des Bildes eines gegebenen Polynoms zuerst eine Darstellung
dieses Polynoms bzgl. der zur Darstellungsmatrix gehérenden Basis finden muss. Er
fahrt fort (Zeilen 203-204)

“und miisste dann so oft, wie ich die einzelnen Faktoren halt benutze,
das Bild benutzen.”

Ich nehme an, dass er mit den ‘einzelnen Faktoren’ die Koeffizienten der beiden
Basisvektoren in der gefundenen Basisdarstellung meint, und dass er bei dem Aus-
druck ‘wie oft” an ganzzahlige Vielfache der Eins denkt, im Grunde also die Grofe
dieser Faktoren meint, wobei er - zumindest sprachlich, vielleicht auch gedanklich -
nicht beriicksichtigt, dass diese Faktoren nicht ganze Zahlen sein miissen. ‘Das’ Bild
wird dann mit derselben Vielfachheit verwendet. Ich nehme an, dass er das jeweilige
Bild meint, und sagen will, dass eine Linearkombination der Bilder der Basisvek-
toren gebildet wird, welche dieselben Koeffizienten haben, die die Basisvektoren in
der urspriinglichen Darstellung des Polynoms haben. Diese Beschreibung erklart die
Wirkung der Anwendung einer Matrix auf einen Spaltenvektor. Herr Sendig spricht
diesen Zusammenhang an dieser Stelle nicht explizit an, aber spéter im Interview%
fithrt er eine solche Matrixanwendung richtig durch.

Im néchsten Gesprichsabschnitt werden die Wirkungen zweier Darstellungsma-
trizen von f verglichen. Sie beziehen sich auf die Basen A = {z + 1,2z} und
B = {1,z}. Durch die Gleichung 2(z + 1) — 4(22) = —6z + 2 wird ein Polynom
bzgl. beiden Basen dargestellt und dann beide Matrizen angewendet, was zu den
Gleichungen fiihrt:

wias (39 (2)
s (39)(2)- ()

Zu dieser Darstellung fragt Herr Sendig:

Transkriptausschnitt: (VR(2), Sendig) 265-284
S: Ist das Zufall, dass das gleiche rauskommt, oder?
[: Ist das Zufall oder nicht? (5 Sek)
S: Ich wiird sagen, es ist kein Zufall. (3 Sek)
[: Also was bedeutet das hier, das zwei minus sechzehn? (zeigt auf das Ergebnis bei
M4) (10 Sek)
S: zwel minus sechzehn?
I: Ich geb dem mal nen Namen hier, weil wir verschiedene Darstellungen haben. v
soll das Polynom heiflen. Nehmen wir lieber p, fiir Polynom. (ergénzt (f’) zu:)
(") *p=2(x+1)—4(2x) = -6 +2 *
(10 Sek) Wofiir steht zwei minus sechzehn? Ist ja wie alle anderen Zahlen, die in
irgendwelche Schemata eingeschrieben sind, steht das ja fiir etwas Bestimmtes.

66Vgl. Transkript (VR(2), Sendig), Zeilen 238-242 im Anhang B.2.
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S: Zwei mal den ersten Eintrag, minus sechzehn mal den zweiten.

I: Was ist der erste Eintrag?

S: Das ist ne gute Frage. (3 Sek) z plus eins, oder? Also die Basis, oder?

[: Ja, aber da miissen wir jetzt aufpassen. f bildet von da nach da ab (zeigt in (a)
von links nach rechts). (7 Sek)

S: D.h. zwei minus sechzehn wére jetzt das Bild in R hoch zwei.

I: Genau.

S: Dann ist es kein Zufall, denn das Bild muss ja, egal welche Basis ich nehme, das
gleiche sein.

Herrn Sendigs Frage, ob das Ergebnis der beiden Rechnungen zufillig iibereinstimmt,
ist eine Frage nach der Bedeutung dessen, was geschieht. Er vermutet einen Sach-
zusammenhang, den er jedoch zunéchst nicht erkennt. Die Interviewerin fordert ihn
auf, die Bedeutung der Zeichen zu entschliisseln. Dabei gibt sie mit der Benennung
der beiden Ausdriicke 2(z + 1) — 4(2x) und —6x + 2 mit einem einzigen Zeichen
eine Hilfe. Zun#chst bleibt Herrn Sendigs Antwort innerhalb des Notationsschemas.
Auf weitere Nachfrage bezieht er den ersten Eintrag des Ergebnisvektors in der
Rechnung bzgl. der Basis A auf den ersten Vektor dieser Basis, x + 1. Die halbe Zu-
stimmung und der Hinweis der Interviewerin, die Rdume, von wo nach wo f abbildet,
zu beriicksichtigen, helfen Herrn Sendig, den Sachverhalt nun klar zu erkennen und
die Begriindung der Gleichheit der Ergebnisse auf den Punkt zu bringen: Der Vektor

()

ist das Bild des Polynoms p, unabhéngig von einer Basisdarstellung im Polynom-
raum. Das Bild wird lediglich auf zwei verschiedenen Wegen berechnet. Mit dieser
AuBerung wechselt Herr Sendig plotzlich die Sichtweise. Statt in den Details der
Rechnungen stecken zu bleiben, bekommt er eine Gesamtschau, die ihm die Zusam-
menhénge offenbar macht.

Der Aufbau von Vorstellungen bei Herrn Sendig

Zu den inhaltlichen Vorstellungen:

Herrn Sendigs Modellierung der Farbmaschine konzentriert sich auf die Merkma-
le, die unter My beschrieben sind.®” Das einzige Merkmal, das er explizit anspricht,
ist die ‘Anzahl der Komponenten’ eines Vektors: Er iibertrigt die vier Grundfar-
ben als Komponenten der zu mischenden Farben, welche er mit Hilfe von Vektoren
mit vier Koordinaten darstellen mochte. Zudem betont er bei einer spiteren Uber-
legung die Tatsache, dass die Anzahl der Komponenten die Dimension des Raums
charakterisiert, ohne zu beriicksichtigen, dass dies nur im Falle von unabhéngigen
Grundfarben zutrifft.

Im Umgang mit dem Polynomraum liest Herr Sendig von Anfang an die Zeichen
x+1 und 2z als Sonderfélle der allgemeinen Polynomdarstellung az+bxq und spricht
von der z- und der 2°-Koordinate. Diese Charakterisierung der Polynome passt zu
Py, . In der Uberlegung, ob f eine lineare Abbildung sein kann, stellt er sich nicht die

67vgl. 3.3.1.
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Frage, ob die beiden Polynome ein Erzeugendensystem des Polynomraums bilden.
Stattdessen argumentiert er mit den Moglichkeiten, wie die beiden Komponenten
2 und 2% der Polynome auf die Koordinaten der 2-Tupel in R? bezogen werden
konnen. Dieses Vorgehen ist oben mit Py, beschrieben. Allerdings dient es ihm
nicht zur Darstellung des Polynomraums, sondern der Moglichkeiten wie eine lineare
Abbildung wirken kann.

Herrn Sendigs Ausfithrungen iiber lineare Abbildungen zeigen: Er kennt die for-
male Definition einer linearen Abbildung und kann sie einsetzen, um auf Bilder
einzelner Polynome zu schliefen. Eine Uberpriifung, ob die definierte Abbildung li-
near ist, wird in dem Gesprach von Herrn Sendig nicht verlangt. Seine Vorstellung
von einer linearen Abbildung beinhaltet jedoch Eigenschaften, die {iber die in der
Definition festgelegten hinausgehen. Eine Folgerung aus diesen weitergehenden Ei-
genschaften ist, dass eine lineare Abbildung bijektiv sein muss. Im vorliegenden Fall
zeigt er die Uberzeugung, dass eine lineare Abbildung ‘die’ Komponenten der Vekto-
ren im R<;[z] mit ‘den’ Komponenten der Vektoren im R? quasi identifizieren muss.
Der einzige Spielraum, den er erlaubt, ist eine neue Skalierung und das Vertauschen
von erster und zweiter Komponente. Zu seiner Darstellung der linearen Abbildung
mit Hilfe einer Matrix gibt er eine zutreffende Erkldrung iiber die Bedeutung der
Spalten und das Verfahren, wie die Matrix als Werkzeug zur Ermittlung von Bildern
eingesetzt wird.

Im néchsten Paragraphen werden mogliche Entwicklungslinien von Herrn Sen-
digs gedanklichen Konstruktionen in diesem Gesprich nachgezeichnet. Dabei werden
einige der inhaltlichen Ideen stéirker ausdifferenziert als das in dieser ersten Zusam-
menfassung geschehen ist.

Zu den Strategien und Orientierungsmerkmalen im Interviewgespréch:
Herr Sendig deutet die Farbmaschine mit Hilfe von 4-Tupeldarstellungen zunéchst
als den Vektorraum R*. Vermutlich dient ihm dieser generell als Referenzkontext fiir
den Begriff ‘Vektorraum’. Zwischen den beiden Welten der Farbmaschine und des R*
transferiert Herr Sendig im weiteren Verlauf des Gesprichs sténdig. Dieser Transfer
geschieht manchmal explizit, manchmal nur indirekt, indem er Gedanken zu dem
einen Modell direkt in der Sprache des anderen ausdriickt. So stot Herr Sendig sich
daran, dass die ‘Dimensionen’ der beiden Rdume nicht zusammen passen, nachdem
festgelegt wurde, dass eine der Grundfarben aus den anderen erzeugbar sein soll.
Die Tatsache, dass die Elemente eines Vektorraums in bestimmte ‘Komponenten’
gegliedert sind, und die Anzahl dieser Komponenten scheinen Herrn Sendigs Leit-
kriterien fiir die Identifizierung der Maschine mit einem Vektorraum zu sein. Das
bedeutet, dass er sich an bestimmten statischen Strukturen orientiert.
Charakteristikum der Farbmaschine ist ein Herstellungsprozess. In seiner Mo-
dellierung der Maschine beschreibt Herr Sendig diesen Prozess, der aus mehreren
Einzelhandlungen zusammengesetzt ist, durch ein Objekt: die produzierte Farbe. Er
ersetzt diesen Prozess geradezu durch sein Ergebnis, ohne zwischen verschiedenen
Wegen, wie dieses Ergebnis erreicht werden kann, zu unterscheiden. Diese mentale
Identifizierung eines Prozesses mit seinem Ergebnis ist eine Verdinglichung.®® In der

%8Der Vollzug der Verdinglichung eines Rechenprozesses zu einem Objekt kann nach Sfard (1991)



144 KAPITEL 3. GESPRACHSINTERVIEWS

Modellierung der Farbmaschine spricht Herr Sendig keinen Prozess an, sondern gibt
nur Informationen iiber den Charakter der Vektoren. Die Frage der Funktionsweise
der Maschine spielt nur eine untergeordnete Rolle, sie wird nicht thematisiert. Dies
entspricht der Interessenslage préadikativen Denkens.

Herr Sendig beginnt seine Uberlegungen im zweiten Teil des Interviews mit einer
starken Orientierung an der diagrammatischen Darstellung der gegebenen Objekte.
Zwischen den Diagrammen, die die formal-symbolischen Konstruktionen der Ele-
mente des R? als 2-Tupel und der Elemente des Polynomraums als az + bz° mit
a,b € R darstellen, sieht er einen unmittelbaren Ubergang, der beide mit einan-
der identifiziert und seine weiteren Gedanken tiiber lineare Abbildungen leitet: Diese
formale Entsprechung beschreibt im Wesentlichen die Moglichkeiten, wie lineare Ab-
bildungen zwischen den beiden Vektorrdumen zuordnen koénnen. Ursache fiir diese
Idee sind moglicherweise genau die formalen Darstellungen der Elemente, welche be-
stimmte Summen in den beiden Vektorrdumen auszeichnen, so dass die Schlussfol-
gerung nahe liegt, dass diese augenfilligen Summen einander durch eine lineare
Abbildung zugeordnet werden miissen, denn eine lineare Abbildung ist nach Herrn
Sendigs Worten dadurch charakterisiert, dass das Addieren im Definitions- und im
Bildraum einander entspricht. Die Zeichenform der Vektorraumelemente hat hier of-
fenbar einen grofien Einfluss auf seine Schlussfolgerungen. Diese Zeichen spielen eine
besondere Rolle: sie sind nicht nur Repréisentationen der Elemente, sondern bei den
hier angesprochenen Vektorrdumen sind die genannten Zeichen selbst die Elemente:
Der Polynomraum ist in der Vorlesung als Menge der formalen Summen ax! + ba°
mit a,b € R definiert worden und der R? ist als Menge der 2-Tupel, in Spalten-
oder in Zeilenform, mit Koeffizienten in R eingefithrt worden. Seine Uberzeugung,
wie eine lineare Abbildung aussieht, stiitzt Herr Sendig nicht allein auf die &ufleren
Analogien der Elemente dieser Vektorrdume, sondern sie passt gut in seine kon-
zeptionelle Vorstellung von einer linearen Abbildung, dass sie Summen eins-zu-eins
iibertragt, und dass sie bijektiv ist. Die Vorstellungen, die Herr Sendig sich auf ver-
schiedenen Betrachtungsebenen iiber lineare Abbildungen zurecht zu legen scheint,
sind auf einander abgestimmt. Das lasst darauf schlieflen, dass er ab und zu meta-
kognitive Selbstkorrekturen vornimmt. Die Manipulierbarkeit der Diagramme nutzt
Herr Sendig erst zu einem spéteren Zeitpunkt, nachdem er von der Interviewerin
beinahe darauf gestoflen wird: erst dann entdeckt oder verwendet er die Gleichung
1 = x4+ 1— z, die ihm das Bild von 1 liefert. Diese Manipulierbarkeit hat die
Moéglichkeit zur Folge, den Raum aus einer anderen als der ‘kanonischen’ Basis zu
erzeugen, und stellt somit Herrn Sendigs Vorstellung von einem festen Grundgeriist
fiir den Vektorraum in Frage. Er klammert diese M6glichkeiten, andere, gleichartige
Diagramme zu erzeugen, geradezu aus, und selbst nachdem er sie vor Augen hat,
ignoriert er zunéchst ihre Implikationen, die seinen Vorstellungen widersprechen.
Hier werden Grenzen seiner metakognitiven Kompetenzen sichtbar. Dabei wird au-
Berdem deutlich, dass in Herrn Sendigs Vorstellung statische Terme und Struktur-
vorstellungen gegeniiber Auswirkungen, die Manipulationen unter Beriicksichtigung

eine sehr anspruchsvolle kognitive Leistung sein. Die Verdinglichung in dem vorliegenden Fall, die
ebenfalls das Erstzen eines Prozesses durch sein Ergebnis bedeutet, ist jedoch meines Erachtens
kognitiv nicht sehr anspruchsvoll. Denn das Ergebnis ist nicht wie in Sfards Beispielen ein neues
abstraktes Objekt, sondern ein konkretes Objekt aus der alltdglichen Erfahrung.
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der vorgegebenen Regeln haben, Prioritdt haben.

Bei der Anwendung von zwei Darstellungsmatrizen fiir die Abbildung f auf Vek-
toren kann Herr Sendig mit diesen Diagrammen korrekt, den Konventionen entspre-
chend umgehen. Er ist jedoch vorrangig an der Deutung der Diagramme, also an
ihrem inhaltlichen Bezug interessiert, wie seine Frage zeigt, ob es Zufall ist, dass die
Ergebnisse, die die beiden Darstellungsmatrizen liefern, gleich sind. Er bleibt hier
nicht auf dieser reinen Rechenebene stehen, sondern er versteht es, die Matrizen
und ihre Wirkungsweise auf der konzeptionellen Ebene des Basis- und Abbildungs-
begriffs zu interpretieren.

Im Folgenden wird ein Versuch prisentiert, den Gedankenprozess, wie Herr Sen-
dig seine Vorstellungen aufbaut und verankert, mit Hilfe von epistemologischen Drei-
ecken zu beschreiben.%’ Es scheint so, dass Herr Sendig als Referenzkontext fiir einen
Vektorraum den R” und hier speziell fiir den Polynomraum R<;[z] den R? verwen-
det, und dass sein Referenzkontext fiir den Begriff ‘Basis’ die kanonische Basis des
R" und das heifit hier die Basis {(1,0), (0,1)} des R? ist. Diese Symbole sind Herrn
Sendig offenbar so vertraut, dass sie fiir ihn nicht zu deutende Symbole sondern
Referenzkontext fiir abstraktere Begriffe sind. Moglicherweise deutet er auch diese
Symbole mit Hilfe eines weiteren Referenzkontextes, etwa dem kartesischen Koordi-
natensystem und den Pfeilsymbolen in der Ebene, aber das kommt in dem Interview
nicht zur Sprache. Falls es so ist, hat er den Zusammenhang so gut verinnerlicht
und bewerkstelligt den Transfer so sicher, dass er auf diese geometrische Darstel-
lung nicht explizit Bezug nehmen muss. Nicht klar ist, wie stark die Identifizierung
zwischen dem Zeichen ‘R<;[z]’, dem Begriff des Polynomraums oder allgemein eines
Vektorraums und dem R? als Referenzkontext ist. Ebenfalls unklar bleibt, wie Herrn
Sendigs Referenzkontext fiir den Begriff der linearen Abbildung aussieht. Moglich-
keiten, die anklingen, und in komplexer Weise zusammen zu wirken scheinen, sind
folgende:

1. Eine lineare Abbildung identifiziert die Strukturen zwischen zwei Raumen.
Referenzkontext ist dann die Vektorraumstruktur.

2. Eine lineare Abbildung versieht die Elemente des Definitionsraums mit Namen,
die die Elemente des Bildraums sind; sie ist ein Isomorphismus. Referenzkon-
text fiir die Abbildung ist dann die Namensgebung.

3. Eine lineare Abbildung respektiert die Bildung von Summen und von skalaren
Vielfachen im Definitionsraum. Referenzkontext kénnen hier die Handlungen
des Addierens und Multiplizierens sein.

4. Eine lineare Abbildung ist eine Abbildung zwischen n-Tupeln, darstellbar
durch eine Matrix. Referenzkontext kann dann die Matrix und die Multiplika-
tion einer Matrix mit einem Vektor sein.

69Steinbring (2005) setzt dieses Werkzeug unmittelbar zur Analyse der Gespriiche ein. Das stell-
te sich hier als schwierig heraus, weil die Referenzkontexte héufig weder konkrete Objekte noch
konkrete, gemeinsam geteilte Situationen sind, sondern indiviuelle Vorstellungen, welche sich in
einem lingeren Prozess der Auseinandersetzung mit Inhalten der linearen Algebra gebildet haben.
Diese Vorstellungen haben keine unmittelbaren dufleren Repréasentationen und sind fiir die Analyse
nur indirekt zuginglich.
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Es ist denkbar, dass Herr Sendig die lineare Abbildung f in der Aufgabenstellung
als Mittel zur Identifizierung des Symbols ‘R<;[z]” des Polynomraums mit seinem
Referenzkontext R? versteht, und die Abbildung deshalb nicht fiir linear hilt, weil sie
nicht seiner Vorstellung entspricht, wie man die beiden Rdume (sinnvoll) in Bezug
zu einander setzen kann.

Offensichtlich liegt fiir Herrn Sendig dem Begriff der linearen Abbildung der Be-
griff des Vektorraums bzw. die Struktur eines Vektorraums zu Grunde. Die Aufgabe
veranlasst Herrn Sendig dazu, seine Vorstellung von einer Vektorraumstruktur und
der Rolle, die jede Basis beim Strukturieren spielen kann, zu erweitern. Im Verlaufe
des Interviews gibt es Indizien fiir folgende Entwicklung:

1. Charakteristikum einer linearen Abbildung ist: Summen im Definitionsbereich
entsprechen Summen im Bildbereich.

Hier deutet Herr Sendig den Begriff ‘lineare Abbildung’ iiber den Referenz-
kontext des Rechnens im Vektorraum. Zugehorige Symbole sind Summen aus
2 und 1 und ihren Vielfachen und Komponenten der 2-Tupel des R

2. Der R4 [z] wird mit dem R? durch Gleichsetzung von {z, 1} mit {(1,0), (0,1)}
identifiziert.

D.h. Herr Sendig deutet das Symbol ‘R<;[z]” mit dem Referenzkontext R2.
Der allgemeine Begriff, der hier dargestellt wird, ist der Vektorraum.

3. Eine lineare Abbildung f : R<;[z] — R? muss diese Bezichung beriicksich-
tigen, indem sie die Basen auf einander abbildet. Einzige erlaubte Variante
ist, dass anstelle der Basisvektoren im R? auch Vielfache dieser Basisvektoren
verwendet werden diirfen.

Dies ist wieder eine Deutung des Begriffs ‘lineare Abbildung’ als strukturer-
haltende Abbildung. Sie geschieht nun auf dem Referenzkontext der Vektor-
raumstrukturen von R<;[x] und R?, wie sie in 2. beschrieben sind.

4. Die von der Interviewerin angeregte Suche nach Folgen aus den angegebenen
Bedingungen fiir f mit Hilfe von schlichten Diagrammmanipulationen ergibt,
dass {z + 1,22} die Rolle von {z, 1} iibernehmen kann.

Hier gewinnt Herr Sendig Erkenntnisse innerhalb des Symbolbereichs.
5. Die Beziehungen zwischen R<[z] und R? sind variantenreicher als in 2. be-
schrieben.

Dies ist eine Ubertragung der neuen Erkenntnisse im Symbolbereich auf den
Referenzkontext ‘Vektorraumstrukturen’ und damit auch auf den Begriff ‘Vek-
torraum’ des epistemologischen Dreiecks von Punkt 2.

6. Konsequenz der neuen Erkenntnisse iiber die Vektorraumstruktur ist eine er-
weiterte Vorstellungen iiber lineare Abbildungen.

Die Erkenntnisse iiber den Referenzkontext von Punkt 3. werden auf den Be-
griff der ‘linearen Abbildung’ transferiert.
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In dieser Beschreibung des Lernprozesses wiahrend des Interviews ist das diagramma-
tische Denken ein Teil des Prozesses der Zuweisung von neuer Bedeutung, der sich im
Symbolbereich der epistemologischen Dreiecke abspielt. Herrn Sendigs Prioritéten
zur Orientierung in seinen Denkprozessen liegen hier deutlich bei der Strukturierung
seiner Erkenntnisse in vollstdndigen, widerspruchsfreien und umfassenden Gesamt-
zusammenhédngen. Verbale Darstellungen von Sachverhalten wie die Beschreibung
des Wesens einer linearen Abbildung als summenerhaltend sind fiir ihn bereits voll
von Bedeutung. Er iibersetzt formale Darstellungen meist in bedeutungshaltige Zu-
sammenhénge, welche dann Referenzkontext seines weiteren Denkens und Handelns
sind. Wo er das nicht tut, bleiben Erkenntnisse auf der rein formalen Darstellungs-
ebene und ohne Relevanz fiir ihn. Den Aufbau von internen Modellen fiir mathemati-
sche Zusammenhénge scheint er bewusst zu steuern, da er sorgfiltig darauf bedacht
ist, keine Unstimmigkeiten einzubauen.

Eine Abbildung ist aus einem Prozess des Abbildens abgeleitet. Herr Sendig
sieht sie als Mittel zur Ubertragung der Strukturen eines Vektorraums in einen an-
deren, indem die Strukturtriager - die Vektoren der beiden ‘kanonischen’ Basen -
mit einander in Beziehung gesetzt werden. Herrn Sendigs Vorstellung einer linea-
ren Abbildung ist eine Ansammlung von Zweierbeziehungen zwischen Elementen
des Definitions- und Elementen des Bildraums. Die Rollen dieser beiden Elementty-
pen sind in dieser Zweierbeziehung gleich. Auch diese Repréasentation kann man als
Ergebnis einer Verdinglichung bezeichnen: Der Prozess des Zuordnens wird ersetzt
durch das Ergebnis, welches Bilder und Urbilder in Beziehung setzt. Dies geschieht
auf der Ebene der Strukturen der beiden Vektorrdume als Gesamtheit ebenso wie auf
der Ebene ihrer Elemente, also der einzelnen Bilder und Urbilder. Herr Sendig ver-
liert bei der Verdinglichung die Richtung der Zuordnung. Dieses Abbildungskonzept
ignoriert den Vorgang des Abbildens weitgehend. Auch wenn Herr Sendig diesen
Vorgang ausfithren kann, um das Bild eines bestimmten Polynoms zu ermitteln,
so scheint dieses Verfahren doch keine entsprechenden Spuren in seiner mentalen
Rekonstruktion des Abbildungsbegriffs zu hinterlassen.

In seinem Umgang mit Matrizen zeigt er, dass er das zugehorige Verfahren des
Zuordnens durchfithren kann und dass er auch analysieren kann, was bei diesem
Verfahren geschieht. Es ist moglich, dass er in diesem Zusammenhang die Abbildung
f, die durch zwei verschiedene Matrizen repréasentiert wird, als verkapseltes Objekt
begreift. Deutlich wird, dass er die Abbildung nicht mit Verfahren des Abbildens
identifiziert.

Eine andere Form von Abstraktion vollzieht Herr Sendig in seinem Denken in
Strukturen, durch die er Vektorrdume charakterisiert sieht.

3.3.3 Deutung des Vektorrauminterviews mit A. Beck

Das Gesprich mit Frau Beck iiber Vektorrdume beginnt mit einer Modellierungs-
aufgabe fiir eine Maschine, die Farben mischt. Die Situation ist mit Hilfe eines
Vektorraums zu beschreiben. Anschliefend sind die Begriffe ‘lineare Abhéngigkeit’
und ‘lineare Unabhéngigkeit’ und ‘Erzeugendensystem’ in der Konstellation der Ma-
schine zu erlautern. Sodann werden Auswirkungen der zusétzlichen Vorgabe, dass
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eine der Grundfarben mit den anderen erzeugt werden kann, diskutiert. Schliefilich
wird ein Basiswechsel mit Hilfe der Maschine reprisentiert und diskutiert.™

Im zweiten Gespéchsteil geht es um eine lineare Abbildung zwischen einem Po-
lynomraum und dem R?. Es sind die Bilder von zwei Polynomen gegeben und es
soll untersucht werden, ob hierdurch eine lineare Abbildung bereits definiert ist.
Nachdem dies bejaht ist, erhélt die Interviewte die Aufgabe eine Matrixdarstellung
der Abbildung zu geben und zu erklédren. Sie wird dann noch mit einer weiteren
Matrixdarstellung bzgl. einer anderen Polynomraumbasis verglichen.

Farbmaschine

Die Interviewerin stellt eine computergesteuerte Maschine vor, mit der durch Mi-
schen von vier gegebenen Farben rot, blau, griin und gelb andere Farben hergestellt
werden, und zeichnet dazu (a)

|rot | | blau| | griin | |gelb |

|\ | | /|

Sie stellt die Aufgabe, dies mit Hilfe eines Vektorraums darzustellen.

Transkriptausschnitt: (VR(1), Beck) 13-18

B: Was ich mir vorstellen kénnte, dass man das da hétte als Vektor (zeigt in (a)
auf die obere Zeile) ist ja egal, ob als Zeilen- oder als (3 Sek.) Spaltenvektor. Und
dass man damit dann eben, na ja, ich sag mal, das ist quasi so ne Art Unterraum
von dem, was man aus allen machen kénnte. Und dass man quasi so ne Art, na ja,
wie wir das bei den Korpern hatten, dass da so ne Art Ideal entsteht, dass also nur
durch diesen Vektor alle, die durch diesen Vektor erzeugt werden, eben in dem Ideal
liegen.

Frau Beck sieht in ihrer ersten Antwort die vier neben einander liegenden kleinen
Farbtopfe und nennt diese Kombination einen Zeilenvektor. Sie ergénzt sich, dass
man ihn natiirlich auch als Spaltenvektor nehmen kann. Es bleibt noch offen, in
welcher Weise diese Farbtopfe einen Vektor konstituieren. Wenn sie nur einen einzi-
gen Vektor darin sieht, ist das Naheliegendste, dass in diesen Behéltern jeweils eine
ganz bestimmte Menge an Farbe vorhanden ist, und das Einfiillen dieser Menge in
den groflen Behélter zu einer bestimmten Farbe fiihrt. Sieht sie aber in dieser Kom-
bination alle Vektoren, so meint sie die einzelnen Farbmengen sicherlich variabel.
In ihren weiteren Ausfithrungen iiber einen Unterraum und ein Ideal, das ‘durch
diesen Vektor’ erzeugt wird, wird deutlich, dass sie in der Tat in der Zeichnung der
vier Farbtopfe nur einen einzigen Vektor sieht. Aus diesem Einen kann man eine
Art Ideal erzeugen. Vielleicht meint sie hier die Vielfachen dieses einen Vektors, die
einen eindimensionalen Untervektorraum bilden. Die Beschreibung:

“Das ist quasi so ne Art Untervektorraum von dem, was man aus allen
machen konnte”

"ODjiese letzte Diskussion wird nicht analysiert. Sie ist im Anhang unter ?? zu finden.
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bezieht sich moglicherweise nicht auf den einen Vektor, den sie hier vor Augen hat,
sondern auf das, was man aus ihm erzeugen kann. ‘Was man aus allen machen kann’
konnen alle Farben sein, die aus den Vorgegebenen erzeugt werden konnen.

Die Interviewerin notiert als Beispiel den Vektor
(by (1111)
Und fragt dann nach, was Frau Beck mit dem Ideal meint.

Transkriptausschnitt: (VR(1), Beck) 27-43

B: Na ja, dieses, dieses Verhiltnis (zeigt auf (b)). Also alles, was zu dieser Farbe
gehort, ob ich jetzt die doppelte, wenn ich jetzt die doppelte Menge rot nehme,
nehme ich auch die doppelte Menge blau.

I: Ach so.

B: Dass man also, alle, die da drin sind, werden durch dieses Verhiltnis, also diese
Farbe, die dann hier entsteht (zeigt in (a) auf den grofien Behélter), ist durch dieses
Verhéltnis entstanden, egal, welche Menge ich jetzt da nehme, weil das Verhéltnis
bleibt ja immer gleich. Und verénder ich das Verhéltnis, verdnder ich die Farbe. Also
kann ich mit allen vier Farben quasi das komplette Farbenspektrum in diesem hier
(zeigt in (a) auf den groBen Behilter) erzeugen.

I: D.h. was sind die Vektoren, so was (zeigt auf (b)) oder das, was weifl ich, A-fache
(notiert in (b) A vor dem Zeilenvektor)?

B: Ja, ja, das A-fache.

I Dass wir also, sozusagen, die verschiedenen Farbtypen sollen die Vektoren sein?
B: Ja. Also dass man das so als = eins, = zwei, x drei, = vier (zeigt in (b) auf die
einzelnen Eintrége im Zeilenvektor) dann hat man halt x eins, x zwei , = drei, = vier
(zeigt in (a) auf die vier kleinen Farbbehilter)

Bei dem Begriff ‘Ideal” denkt Frau Beck an das lineare Erzeugnis eines 4-Tupels, und
damit einen Untervektorraum des R*, das sie in der Farbenwelt als alle Produkte
bezeichnet, die zu ‘dieser Farbe’ gehoren, und das heifit dieses Farbtyps sind. Die
Produkte, die durch diese Vektoren beschrieben sind, sind durch ein gemeinsames
Teilverhéltnis der vier Grundfarben charakterisiert. Der gesamte Raum steht fiir die
Menge der Farben, die aus den vier gegebenen gemischt werden kénnen.

Es wird dann geklart, was die Vektoren in dem Vektorraum sein sollen. Frau Beck
entscheidet, dass es Ausdriicke der Form A(1, 1,1, 1) sein sollen, also alle Vielfachen
eines 4-Tupels. Diese stellen ndmlich alle denselben Farbtyp dar. Die Produkte der
Maschine, fiir die sich Frau Beck interessiert, sind nur die Art der Farben, nicht
ihre Quantitdten. Somit wird der oben erwidhnte Typ des ‘Untervektorraums’ zum
eigentlichen typischen Element des Vektorraums. Frau Beck gibt keine Erkldrung
zu den Operationen ab, die in diesem Raum gelten sollen. Vermutlich setzt sie die
komponentenweise Addition und skalare Multiplikation fiir 4-Tupel stillschweigend
voraus. Sie deutet diese nicht im Farbenraum.

Nach Frau Becks Ausfithrungen ist der Vektorraum, der als Modell fiir die Farb-
maschine verwendet wird, die Menge der eindimensionalen Untervektorrdume des
R*. An dieser Stelle erwithnt Frau Beck die Tatsache, dass es nur positive Vielfa-
che der gegebenen Farben gibt, nicht. Moglicherweise ist ihr das Problem noch nicht
aufgefallen. Es ist auch denkbar, dass sie bei den Vielfachen nur an positive Eintrége
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denkt und die Menge
{{)\(.]71,1'2,1‘3,1’4) ’ A€ R+} | T1,T2,T3,Tq4 € R+}

meint. In beiden Fillen ist die konstruierte Menge ein Gebilde von hohem Abstrak-
tionsniveau: Es ist eine Menge von Mengen. In dem einfacheren ersten Fall ist es
der projektive Raum P(R?), wenn entsprechende Verkniipfungen definiert werden,
in beiden Féllen ist es kein Vektorraum.

Auf die Frage der Interviewerin nach der Bedeutung der Begriffe linear abhéngig,
linear unabhéngig und Erzeugendensystem antwortet Frau Beck:

Transkriptausschnitt: (VR(1), Beck) 58-77

B: Ja also wenn man das jetzt so mit mehreren T6pfen, sag ich mal, machen koénnte,
die da hinterher dabei rumkommen, man hat also diese Verhéltnisse,
[: Was heifit ‘mehreren T6pfen’? Das ganze Modell?
B: Ja, ja, mehrere Ergebnisse quasi. Andere Verhéltnisse halt. Und wenn man mit
zwei, also angenommen man hat drei dieser, eh, Systeme und man kénnte mit Zwei-
en davon das Dritte erzeugen, dann ist das Dritte
I: Noch zwei solche? (zeichnet noch zwei weitere Modelle wie (a):)
(a7)
| rot | |blau| |grin | |gelb | LU U ou I N

\ o/ A N\

| | | | | |
B: Und dann hat ja wieder die gleiche Form, und angenommen, andere Verhilt-
nisse. Aber, wenn man angenommen, ja, durch diese beiden (zeigt in (a’) auf die
ersten beiden Modelle) angenommen durch zwei Anteile von dem und einen Anteil
von dem diese Farbe (zeigt in (a’) auf das dritte Modell) erzeugen kann, dann sind
diese Vektoren, also diese Verhéltnisse zu einander nicht linear unabhéngig.
[: Hm. Gut.
B: Andersherum, es wird nur schwieriger durchs Abziehen. Also ich sag mal, dass
das bei dem Modell da liegt, da kann man keine Farben rausziehen.

Frau Beck stellt sich jeden Farbtyp durch eine Zeichnung der Maschine reprisen-
tiert vor. Sie wahlt ein Beispiel von drei Farben, von denen die dritte durch ein
bestimmtes Verhéltnis aus der ersten und der zweiten erzeugt werden kann, und
erklart, dass die drei dann ‘zueinander nicht linear unabhéngig’ sind. Diese Operati-
on, die Farben in einem bestimmten Verhéltnis zu mischen, ist nicht durchfiihrbar,
wenn man wie Frau Beck unter ‘Farben’ nur Farbtone versteht. Sie meint hier also
offenbar die Farbmengen, ohne sich dieses Bruchs in ihren Bedeutungszuordnungen
bewusst zu sein. Bemerkenswert ist, dass sie den Begriff der linearen Abhéngigkeit
nicht einschriankt auf ein Beispiel mit den vier Grundfarben, aus denen durch die
Maschine alle anderen Farben des Farbenraums erzeugt werden, sondern dass sie den
Begriff auf die produzierten Farben bezieht. Eine Beziehung der linearen Abhéngig-
keit, wie sie sie beschreibt, gibt innerhalb der Problematik der Funktionsweise der
Farbmaschine nicht viel Sinn, denn die produzierten Farben brauchen nicht in ei-
ne solche Abhéngigkeitsbeziechung gesetzt zu werden. Hier interessieren eigentlich



83

84

90

91

92

103

104

105

106

107

108

109

110

111

112

113

114

115

116

117

3.3. ANALYSE DER VEKTORRAUMINTERVIEWS 151

nur Abhéingigkeitsbeziehungen einer Farbe von den Grundfarben oder der Grund-
farben von einander. In einem mathematischen Vektorraum sieht das anders aus.
Von diesem geht sie hier offenbar aus und erldutert die mathematischen Begriffe -
wie aufgefordert - in Bezug auf die Farben. Mit ihrer letzten Bemerkung stellt sie
klar, dass der Farbenraum nur begrenzt zur Veranschaulichung eines Vektorraums
dienen kann, da die Operationen nicht vollstandig ausgefiihrt werden konnen.

Zu den Begriffen ‘linear unabhéngig’ und ‘Basis’ sagt Frau Beck:

Transkriptausschnitt: (VR(1), Beck) 83-84 und 90-92
B: Genau. Wihrend wenn man keine Farbe davon jeweils erzeugen konnte durch
eins oder zwei, dann sind sie linear unabhéngig.

B: Also ich sag mal, so ne Basis wiare angenommen, wenn man sich mal auf die
Farben bezieht, wire rot, blau, gelb angenommen Basis, weil man griin ja durch
blau und gelb ohnehin erzeugen kann.

Fiir eine Basis wéhlt sie nun ein Beispiel aus den Grundfarben. Dabei schlief3t sie
griin aus, weil es eine Mischung aus blau und gelb ist.

Nach einer Erklarung von Frau Beck, dass alle Farben ohne das Griin erzeugt
werden konnen, fragt die Interviewerin, wie man griin darstellen kann, wenn es aus
gleichen Teilen gelb und blau gemischt werden kann.

Transkriptausschnitt: (VR(1), Beck) 103-122
B: Dann wéar null null eins null, bzw. null null, eh, null eins null eins.
I:
(¢c)*(0010) (0101)*
Genau. Darf ich ein Gleich dazwischen schreiben?
B: Ja, in dem Fall schon. Also bzw. muss hier ein A vielleicht noch, aber geht, nicht
unbedingt.
[: Jetzt haben wir ja fiir \ eins.
B: Bei dem geh ich jetzt davon aus, dass man blau und gelb in der gleichen Kon-
zentration nimmt.
[: Ah, dann wér das doppelt so viel, ne? Da machen wir ne Zwei davor. Oder wir
kénnen ja auch hier ne Zwei reinschreiben. (dndert zu:)
(¢)*(0020)=(0101)*
Ah, da haben wir ein Problem, ne? Wie ist das jetzt mit Basis?
B: Ja, ich mein, die Vektoren an sich sind ja jetzt nicht gleich, sondern nur (?)
praktisch von den Farben her betrachtet ist es jetzt nur gleich.

Frau Beck hat kein Problem damit, die beiden Darstellungen fiir Griin mit einem
Gleichheitszeichen zu versehen, obwohl die beiden 4-Tupel offensichtlich verschieden
sind. Thre einzige Einschrankung ist die Uberlegung, dass man Vielfache der Tupel
nehmen sollte. Das ist im Blick auf ihre Deutung der Tupel, die jeweils das lineare
Erzeugnis eines Tupels mit einer Farbe identifiziert, zu verstehen. Auf die Nach-
frage der Interviewerin erldutert Frau Beck, dass diese Gleichheit bezogen auf den
Farbenraum gilt, nicht jedoch fiir die ‘Vektoren’, womit sie vermutlich die 4-Tupel
meint. Frau Beck trennt also zwischen zwei Sichtweisen auf die 4-Tupel. Der R*
oder besser gesagt der P(R*) dient hier nicht als Modell des Farbenraums, sondern
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seine Elemente, die skalaren Vielfachen eines 4-Tupels, dienen als Bezeichnungen
fiir Farben. Dies geschieht in Analogie zu der Konvention in der Mathematik, zwei
Zeichenketten, die dieselbe Sache bezeichnen, mit ‘gleich’ zu bezeichnen, auch wenn
die Notationen verschieden sind. Frau Beck verwendet hier die 4-Tupel nicht in der
Bedeutung, die sie als Bezeichnung der Elemente des Vektorraums R* besitzen.

Polynomraum

Transkriptausschnitt: (VR(2), Beck) 1-17
I: Wir nehmen eine Abbildung vom Polynomraum in den R2.
...(I wischt die Tafel)
L*f:Rgyr] — R2*
Das soll eine lineare Abbildung werden, und wir geben zwei Informationen vor,
(a) * f(x+1) = (LO) *
fQ2z) = (0,4)
Ist das eindeutig, das f? Also lineare Abbildung mit den beiden Eigenschaften?
(12 Sek)
B: Also, ich verstehe den Zusammenhang nicht so genau. Also ich verstehe jetzt
nicht, warum jetzt hier die Eins steht und hier ne Vier und hier die Null (zeigt in
(a) auf die Zahlen in den Ergebnistupeln).
I: Ist einfach nur ne Vorgabe. Hab ich jetzt so gesagt. Also ne Bedingung gestellt,
das f soll lineare Abbildung sein und
(4 Sek)
B: Ja, ja, da kann ich jetzt nicht rauslesen, was wére x plus zwei? Also die Abbildung
von x plus zwei.
I: Aha! Kann ich das nicht rauslesen?
B: Also ich nicht. Jetzt, im Moment.

Auf die Frage der Interviewerin, ob eine lineare Abbildung mit den gegebenen Bedin-
gungen eindeutig ist, antwortet Frau Beck zunéchst, dass sie ‘den Zusammenhang’
nicht versteht: Es fehlt ihr eine nachvollziehbare Beziehung zwischen den Polynomen
und ihren Bildern. Als die Interviewerin deutlich macht, dass kein weiterer Zusam-
menhang als der notierte besteht, erkléart Frau Beck ihr Problem an einem Beispiel:
Sie kann aus den Angaben nicht schliefen, was

“die Abbildung von x+2’

ist. Im wortlichen, mathematischen Sinn des Wortes ‘Abbildung’ verstanden ist diese
AuBerung unsinnig, da die Bezeichnung ‘Abbildung von einem Objekt’ nicht verwen-
det wird. Im umgangssprachlichen Sinn ist die ‘Abbildung von einem Objekt’ eine
Zeichnung oder allgemeiner ein Bild. Wenn Frau Beck die Bezeichnung ‘Abbildung’
im Sinne von ‘Bild’ versteht, wie in der Umgangssprache mdoglich, dann meint sie
hier, dass sie das Bild, das  + 2 durch f zugeordnet wird, nicht erschlieen kann.

Frau Beck versucht im Weiteren das Polynom x + 2 ‘als Kombination” aus x + 1
und 2x darzustellen. Nach einigem Ausprobieren und der Anregung der Interviewerin
den Ansatz

r+2=XN22z)+ plx+1)
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zu versuchen, gelingt dies mit der Darstellung
1
—5(295) +2(x +1).
Es folgt die Diskussion:

Transkriptausschnitt: (VR(2), Beck) 87-98
I: Also, d.h.: Ist die eindeutig (zeigt auf (a))?
B: Wenn man das auf alles hinkriegt, theoretisch schon, wér ja dann kleiner gleich
eins.
[: Das miisste man gucken, ob man alles darstellen kann, dies war ja nur ein Beispiel.
Es gibt ne andere Begriindung, die letztlich darauf rauslduft, wo wir das aber nicht
einzeln untersuchen miissen. Ich behaupte, das geht, weil x plus eins und zwei x
zusammen eine Basis bilden.
B: Ja.
[: Warum tun sie das?
B: Das miisste man jetzt beweisen. Und zwar miisste man rausgucken ( 7 Sek). Also
wenn das ne Basis ist, ist es eindeutig, und wenn es eindeutig ist, dann ist es die
Basis. Obwohl eigentlich, die Riickrichtung is ja dann gegeben, in dem Fall.

Frau Beck erklért, dass die Abbildung f, auf die die Interviewerin bei ihrer ersten
Frage deutet, eindeutig ist, falls man ‘das auf alles hinkriegt’. Das bedeutet ver-
mutlich, falls man das, was gerade mit = + 2 getan wurde, mit allen Elementen
von R« [z] tun kann, ndmlich sie als Linearkombination der beiden genannten Poyl-
nomen schreiben kann. Frau Beck vermutet, dass dies moglich ist, wegen ‘kleiner
gleich eins’. Ich nehme an, dass sie hiermit den Grad der Polynome im Definitions-
raum anspricht, und dass sie den Eindruck hat, dass wegen dieser Einschrinkung
die Darstellbarkeit wohl gegeben ist.

Die Interviewerin geht nicht ndher darauf ein, sondern bringt ein Argument an-
derer Art, indem sie behauptet, dass die Eigenschaft, dass {z + 1,2z} eine Basis
ist, als Begriindung ausreicht. Frau Beck stimmt zu. In ihrer Antwort ist bei vier
Worten zu klaren, worauf sie sich beziehen, ndmlich ‘beweisen’; ‘eindeutig’, ‘Basis’
und ‘Riickrichtung’.

Was ist zu beweisen?

Die Antwort

“Also wenn das ne Basis ist, ist es eindeutig, und wenn es eindeutig ist,
dann ist es die Basis.”

gibt keinen Sinn, wenn sie sich auf die Frage der Interviewerin, warum z + 1 und 2z
eine Basis bilden, bezieht, denn sie beginnt ihre Antwort mit: “Wenn sie eine Basis
bilden’. Der zweite mogliche Bezug ist die vorherige Behauptung der Interviewerin:
Die Eindeutigkeit der Definition von f ergibt sich aus der Tatsache, dass x + 1 und
2z eine Basis bilden.

Was heifit ‘eindeutig’?

Der Bezug des Wortes ‘eindeutig’ bleibt offen:
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e Frau Beck kann die Eindeutigkeit von f meinen, dass jedes Polynom durch die
Vorgaben bereits ein Bild zugeordnet bekommt, dass keine Wahlmoglichkeit
mehr besteht.

Dies ist gleichbedeutend mit der Darstellbarkeit jedes Polynoms durch = + 1
und 2z, und damit mit der Eigenschaft, dass = + 1, 2z ein Erzeugendensystem
des Polynomraums bilden.

e Sie kann auch die Eindeutigkeit von f im Sinne von widerspruchsfreien Bedin-
gungen meinen.

Dies ist gleichbedeutend mit der Darstellbarkeit jedes Polynoms durch = + 1
und 2z auf eindeutige Weise (oder auf gar keine Weise) und damit mit der
linearen Unabhéngigkeit von x + 1 und 2.

Zuvor (Zeile 88) antwortet Frau Beck auf die Frage, ob f eindeutig ist, das ist der
Fall, ‘wenn man das alles hinkriegt’, d.h. wenn man jedes Polynom durch x + 1
und 2z ausdriicken kann, wie es soeben mit dem Polynom z + 2 geschehen ist. Sie
zeigt hier, dass ihr klar ist, dass f durch die Bilder von x + 1 und 2z festgelegt
ist, falls diese beiden Polynome den ganzen Polynomraum erzeugen. Diese Antwort
ist nur dann richtig, wenn sie entweder mit ‘eindeutig’ nicht die widerspruchsfreie
Defintion von f einschliefft, oder wenn sie den beiden Polynome ansieht, dass sie
linear unabhéngig sind. Da bislang weder die Frage, ob die beiden Polynome linear
unabhéngig sind, noch die Frage, ob ein Polynom auf verschiedene Weisen durch
x + 1 und 2z dargestellt werden kann, angesprochen worden ist, ist zu vermuten,
dass sie diese Moglichkeit noch nicht in Betracht gezogen hat. An dem zuvor be-
handelten Beispiel lag das Problem ja darin, iiberhaupt eine Darstellung zu finden.
Daher versteht sie unter ‘ist eindeutig’ vermutlich nicht ‘ist widerspruchsfrei’, son-
dern ‘die gegebene Abbildungsvorschrift kann mit Hilfe der Linearitétseigenschaft
auf alle Polynome fortgesetzt werden’.

Welche Riickrichtung ist gegeben?
Unter welcher Voraussetzung? Meint sie, dass nur eine ihrer beiden Wenn-dann-
Aussagen erforderlich ist und die andere daraus folgt? Die Einschrankung ‘obwohl’
zeigt an, dass sie ihre Aussage nicht als Erklarung fiir den Zusammenhang der beiden
Aussagen ‘x + 1 und 2z bilden eine Basis’, und ‘ f ist eindeutig’ meint, sondern dass
sie eine Behauptung aufstellt, deren Wahrheitsgehalt noch nachzuweisen ist. Unter
den gegebenen Umsténden hélt sie die zweite Aussage fiir trivial.

1. Die erste Deutungsmoglichkeit ist:
1. Die Aussage
“Wenn die Polynome x + 1 und 2x eine Basis bilden, dann ist die
lineare Abbildung f eindeutig durch die Angabe der Bilder der
beiden Polynome definiert.”
ist zu beweisen.
2. Die Riickrichtung, ndmlich die Aussage
“Wenn die lineare Abbildung f aufgrund der Bedingungen, die die
Bilder der beiden Polynome x + 1 und 2z angeben, eindeutig ist,
dann bilden die zwei Polynome eine Basis.”
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7zu bewiesen ist trivial.

Die Beweise dieser beiden Aussagen erfordern dieselben Argumente (a) und
(b) in verschiedenen Richtungen, nédmlich

(a) x + 1, 2x sind linear unabhéngig
<= f ordnet keinem Polynom mehrere Bilder zu
(b) x + 1,2x ist ein Erzeugendensystem des Polynomraums

<= f ordnet jedem Polynom (mind.) ein Bild zu

Die Riickrichtung ‘<=’ ist allenfalls dann leichter zu beweisen sein, wenn es
fiir Frau Beck offensichtlich ist, dass # + 1 und 2z linear unabhéngig sind. In
diesem Fall ist in der Riickrichtung nur noch zu begriinden, dass x + 1 und 2z
alle Polynome erzeugen.

2. Eine zweite Deutungsmoglichkeit sieht so aus:

Frau Becks Aufmerksamkeitsschwerpunkt bei dieser Aussage liegt an einer
anderen Stelle: Im ersten Teil ihrer Aquivalenzaussage sagt sie ‘eine’ Basis, im
zweiten Teil aber ‘die’ Basis. Ist das nur eine unsaubere Formulierung, oder
hat sie die Vorstellung, dass ein Vektorraum unter Umstdnden nur eine Basis
hat? Der bestimmte Artikel bei der zweiten Folgerung kann aussagen, dass
es sich um diejenige Basis handelt, die der gegebenen Zuordnungsvorschrift
der Abbildung zugrunde liegt, also die Basis, die hier gebraucht wird. Es kann
sein, dass Frau Beck sich aus der Vorlesung gemerkt hat, dass man eine lineare
Abbildung dadurch definiert, dass man die Bilder der Vektoren einer Basis
angibt, und dass ihr eigentliches Anliegen ist, diese Basis zu finden. Somit ist
folgende Bedeutung moglich:

“Wenn {x + 1,2z} eine Basis des Polynomraums ist, dann ist die
Abbildung f durch die Angaben in der Aufgabe eindeutig definiert.
Und dann ist {z + 1,2z} diejenige Basis, auf die die Definition
der Abbildung f bezogen ist. Die letzte Aussage ist unter diesen
Umsténden eine Selbstverstiandlichkeit.”

Was versteht Frau Beck unter ‘Basis’?
Moéglicherweise verwendet sie die Vokabel ‘Basis’ zunéchst im mathematischen Sinn
des Wortes, sodann aber auch in einem umgangssprachlichen Sinn als ‘die’” Grundla-
ge fiir die Definition der linearen Abbildung. Es kann sogar sein, dass sie diese Basis
als die Grundlage versteht, auf der die Abbildung selbst griindet.

Die Interviewerin meint, Frau Beck spricht mit den beiden ‘Richtungen’ zwei
Bedingungen fiir eine Basis an. Die Interviewerin nennt ein Dimensionsargument
und Frau Beck gibt die richtige Dimension des Polynomraums an. Die Interviewerin
fasst zusammen, dass also die Anzahl der Vektoren schon mal passend ist.

Transkriptausschnitt: (VR(2), Beck) 105-106
B: Aber ob das die Basis ist, ist die Frage, also miissen sie linear unabhéngig von
einander sein.
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Frau Becks Betonung des bestimmten Artikels scheint deutlich zu machen, dass sie
nur eine einzige Basis im Polynomraum erwartet. Mit der zweiten oben gegebenen
Interpretation gibt dies jedoch einen anderen Sinn. Dann meint sie nicht, dass es nur
eine einzige Basis im Polynomraum gibt, sondern dass es nur eine einzige Basis gibt,
auf die die Abbildung f aufgebaut wird. Der zweite Teil des Satzes gibt wortlich
keinen Sinn, denn aus einer Frage kann man nichts folgern. Sie meint es also anders.
Vielleicht denkt sie etwas wie:

“Es gibt viele Erzeugendensysteme. Eines davon ist die gesuchte Basis des

Polynomraums. Dasjenige, das diese Basis ist, muss linear unabhéngig

sein. Das miissen wir also noch sicherstellen.”
Sie spricht nun zum ersten Mal die Eigenschaft der linearen Unabhéngigkeit an.
Dabei sagt sie nicht aus, dass es selbstverstéandlich ist, dass die beiden Polynome
linear unabhéingig sind, sondern sie driickt aus, dass die beiden Polynome linear
unabhéngig sein miissen, falls {x + 1,2z} als die gesuchte Basis in Frage kommt.
Damit ist klar, dass ihr diese Eigenschaft der beiden Polynome bislang nicht einsich-
tig ist. Dies schliefit die erste oben gegebene Deutungsmoglichkeit aus. Dass Frau
Beck diese Eigenschaft nun ins Spiel bringt, kann verschiedene Ursachen haben:

e Die Frage nach der Dimension kann diese Assoziation ausgelost haben.

e Zunichst war iiber die Frage gesprochen worden, ob {x + 1,2x} alle Polyno-
me erzeugt, und ihre Beantwortung hatte sich als kompliziert erwiesen. Die
Interviewerin hatte gesagt, man konne die Frage, ob f eindeutig sei, auch ein-
facher beantworten. Also liegt es nahe, anstelle des Erzeugendensystems nun
eine alternative FEigenschaft zu untersuchen, die leichter nachzuweisen ist. Das
ist bei der linearen Unabhéngigkeit der Fall, da hier nur zwei Polynome zu
betrachten sind, nicht unendlich viele.

Die Interviewerin stimmt dem letzten Gedanken zu, dass es eine Frage der linea-
ren Unabhéngigkeit ist, und formuliert ihn um zu der Frage, ob das Eine Vielfaches
des Anderen ist. Frau Beck verneint mit einer klaren Begriindung.

Die Interviewerin fragt als Néchstes, wie man die lineare Abbildung f mit Hilfe ei-
ner Matrix darstellen kann, und welche Informationen dazu gegeben werden miissen.

Transkriptausschnitt: (VR(2), Beck) 126-155
B: Zuordnung, das ist jetzt die Frage. (10 Sek) Naja, irgend was ergibt halt die
Matrix eins null null vier.
I[: Ja, kannst du ja schon mal hinschreiben, die Matrix.

10

B: * ( 0 4 ) *
I: und dann iiberlegen, wie muss man die deuten?
B: Und die wird halt erzeugt durch Vielfache der beiden Vektoren (zeigt in (a) auf
f(z+1) und f(2x)).
[ Meinst du jetzt f von ? Oder der
B: Nee, der Vektoren. f ist natiirlich die Abbildung, die da hin fithrt, quasi



135

136

137

138

139

140

141

142

143

144

145

146

147

148

149

150

151

152

153

154

155

3.3. ANALYSE DER VEKTORRAUMINTERVIEWS 157

(c) * it 1 0\ *
0 4
[: Meinst du jetzt mit ‘der Vektoren’ z plus eins und zwei x oder eins null und null
vier? Das war meine Frage.
B: Hm. Noch mal.
I: x plus eins ist ein Vektor von diesem Vektorraum (zeigt auf R<;[z]), f von x plus
eins ist auch ein Vektor, von diesem hier (zeigt auf R?).
B: Das (zeigt in (c) auf die Matrix) ist ja f von: das (zeigt in (c) auf die erste
Zeile der Matrix) ist f von x plus eins und das (zeigt in (c¢) auf die zweite Zeile der
Matrix) ist f von zwei .
I: Ach so meinst du das.
B: Also f bildet ja diese (zeigt in (c) auf den freien Raum vor dem Pfeil) Vektoren.
Ich weif jetzt nicht, wie ich die (zeigt in (a) auf x+ 1 und 2z) als Vektoren schreiben
soll, also das als Matrix schreiben soll, es sei denn, ich muss das so machen
x+1 2x
(c)) * < 10N s (1O0Y*
0 1 0 4
wobei das (zeigt in (¢’) auf die erste Spalte der linken Matrix) jetzt x plus eins ist,
also die Anzahl von z plus eins ist, und das (zeigt in (d) auf die zweite Spalte der
linken Matrix) die Anzahl von zwei z.
I: Was meinst du mit ‘die Anzahl’?
B: Na ja, ein x plus eins wird abgebildet auf eins null und ein zwei x wird abgebildet
auf null vier (zeigt in (c¢’) auf die Spalten der linken und die Zeilen der rechten
Matrix).

Frau Beck nennt zunédchst (Zeilen 126-129) eine Matrix zur Darstellung der Abbil-
dung f im Bewusstsein, dass sie noch herausfinden muss, was die Eintrége bedeu-
ten. Insbesondere ist ihr der innere Zusammenhang zur ‘Zuordnung’ noch nicht klar.
Diesen Begriff fithrt sie selbst ein, er wird von der Interviewerin nicht erwahnt. Die
Komponenten, die sie wahlt, sind die vier Komponenten der beiden angegebenen
Bildvektoren. Es ist anfangs nicht erkennbar, ob sie als Spalten- oder als Zeilenvek-
toren in ihrer Matrix auftreten.

Frau Beck erklart, dass die Matrix von Vielfachen der Vektoren f(z+1) = (1,0)
und f(2z) = (0,4) erzeugt wird. Diese beiden Tupel versteht sie als die Zeilen der
Matrix (Zeilen 141-143). Merkwiirdig ist der Gedanke des Erzeugens der Matrix.
Wenn sie nur die beiden Zeilenvektoren als Erzeugende bezeichnen wiirde, kénnte
man dies verstehen als ein Konstituieren der Schreibform: Das viereckige Schema
setzt sich aus den Koordinaten der beiden Vektoren zusammen. Zu dieser Interpre-
tation passt aber nicht die Vorstellung, dass die Vielfachen der beiden Vektoren die
Matrix erzeugen, denn diese Vielfachen treten in der Schreibform nicht in Erschei-
nung.

Die Darstellung (c) (Zeile 135) zeigt, dass die Matrix in Frau Becks Augen nicht
die Zuordnung f repréasentiert. Sondern wiahrend f das Zuordnen bestimmt, steht
die Matrix im Bildbereich. Sie steht entweder fiir ein oder mehrere einzelne Bilder
oder sie stellt den Bildraum als Ganzen dar. Wenn die Matrix fiir den Bildraum
steht, gibt die Beschreibung, dass die Vielfachen der Vektoren die Matrix erzeugen,
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folgenden Sinn: Wenn man alle Summen aus Vielfachen der Zeilenvektoren bildet,
erhélt man den gesamten Bildraum. Von Summen spricht Frau Beck zwar nicht,
aber sie sagt auch nicht, dass die Vielfachen den Raum bilden, sondern dass sie ihn,
i.e. die Matrix, ‘erzeugen’. Damit kann die Summenbildung gemeint sein.

Frau Beck ergénzt (Zeile 148) in ihrer Darstellung des Geschehens den Bereich
vor dem Zuordnungspfeil, in dem die Polynome aufzufithren sind. Sie mdochte die
Polynome = 4+ 1 und 2z als ‘Vektoren’ schreiben, und das bedeutet offenbar als
Zeilen- oder Spaltenvektoren, damit sie sie ebenfalls in einer Matrix reprasentieren
kann. Die Polynome selbst scheinen aus ihrer Sicht keine richtigen Vektoren zu sein.
Sie entscheidet sich fiir die Einheitsmatrix, in der nun die erste Spalte fiir z+1 steht,
die zweite fiir 2x. Frau Becks Formulierung deutet eine noch engere Verbindung an,
indem sie sagt, die erste Spalte ‘ist’ x + 1. Sie verbessert ihre Beschreibung noch mit
den Worten: ‘die Anzahl von x + 1. Sie erkléirt dazu, dass man das Bild von ‘ein
(x41)" in der rechten Matrix als (1,0) ablesen kann, entsprechend das Bild von ‘ein
(2x)” als (0,4). Vermutlich will sie mit der ‘Anzahl’ ausdriicken, dass man auch die
Bilder der Vielfachen ablesen kann. Sie erklart nicht wie, aber es kann sein, dass sie
selbstverstiandlich findet, dass man die entsprechenden Vielfachen der Bilder nimmt.
Es gibt verschiedene Moglichkeiten, wie die Darstellung der Polynome x 4 1 und 2z

durch die Spaltenvektoren
1 q 0
o) " {1

1. Die Spaltenvektoren geben die Koeffizienten an, mit denen die beiden Polyno-
me als Linearkombinationen aus der Basis {z + 1,2z} erzeugt werden konnen.

verstanden werden kann:

2. Es gibt einen Isomorphismus zwischen dem Polynomraum und dem R?, der die
Polynome x4+ 1 und 2z auf die genannten Spaltenvektoren abbildet. In diesem
Fall wiirde eine Darstellung der Abbildung f in zwei Schritten erfolgen:

Rofz] = R L R?

_ o O =

3. Die beiden Spaltenvektoren sind die Notationen oder Namen, mit denen die
beiden Polynome im Weiteren bezeichnet werden.

Die ersten beiden Bedeutungszuordnungen sind mathematische Beschreibungen des
Identifizierungsvorgangs. Sie scheinen mir zu kompliziert zu sein als Hintergrund fiir
Frau Becks schlichte Beschreibung, dass der erste Spaltenvektor das Polynom z + 1
‘ist’.

Besonders hervorheben méchte ich folgende Aspekte von Frau Becks Darstellung
von f:

1. Sie wahlt fiir Tupeldarstellungen fiir die Basisvektoren x + 1 und 2z die Spal-

tenvektoren
1 q 0
o) "™ 1
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(1) (5),

die durch die Diagramme der Polynome angeregt werden kénnten. Die zweite
Zuordnung wiirde durch eine Identifizierung der Basis {x,1} des Polynom-
raums mit der kanonischen Basis des R? induziert. Frau Becks Darstellung
beruht dagegen auf einer Identifizierung der durch die Angaben fiir die Abbil-
dung f gewihlten Basis {x + 1,2z} mit der kanonischen Basis des R?.

anstelle der Vektoren

2. Sie verwendet Matrizen als Darstellungsformen fiir Vektorrdume, nicht fiir li-
neare Abbildungen. Eine Matrix représentiert nach ihrem Verstdndnis den
Vektorraum, der von ihren Zeilenvektoren erzeugt wird, oder den Vektor-
raum, der von ihren Spaltenvektoren erzeugt wird. Sie duflert sich nicht zu
der Zweideutigkeit dieser Bedeutungszuordnung. In den beiden vorliegenden
Féllen handelt es sich um Diagonalmatrizen, wo dieses Problem nicht auftritt.
Es ist aber auch denkbar, dass Frau Beck die Notwendigkeit beriicksichtigt,
dass die Bedeutungszuordnung jeweils eines Kommentars bedarf, wie sie ihn
in diesem Fall ja auch gibt.

Die Interviewerin fragt nun, wie man aus Frau Becks Darstellung der Abbildung
f das Bild eines anderen Polynoms berechnen kann. Frau Beck antwortet:

Transkriptausschnitt: (VR(2), Beck) 167-182
B: Ja, ja, das ist ja nur das Beispiel (zeigt in (¢’) auf die linke Matrix). Wenn man
hier (zeigt in (¢’) auf die Einsen in der linken Matrix) pu und X einsetzt, kriegt man
also hier (zeigt in (¢’) auf die Eins in der rechten Matrix) p und (zeigt in (¢’) auf
die Vier in der zweiten Matrix) vier .
[: 1 und A. Also wiirden alle Ergebnisse, wiirden alle Bilder (zeigt in (c¢’) auf die
Zeilen der rechten Matrix)
*(u,0) * oder * (0,\) *
aussehen.
B: Nein, nein. Das wird schon, schon kombiniert. Weil, man kann
I: Nach welcher Vorschrift muss man denn dann rechnen?
B: Das ist ja genau das Problem jetzt. Man kombiniert (zeigt in (¢’) auf die linke
Matrix) ja immer x plus eins mit den zwei z. Die werden ja immer kombiniert. Also
als Vektoren. Also dass man hier jetzt
(e) * (z+ 1) 0 (22) *
Das ist jetzt schlecht gemacht. Ich weil nicht, wie ich das (zeigt in (¢’) auf die linke
Matrix) schreiben

Hier geht Frau Beck zunéchst auf das Vervielfachen der Basisvektoren ein, von dem
sie zuvor bereits gesprochen hat. Thr ist auch klar, dass noch eine weitere Operati-
on notwendig ist, die sie als ‘kombinieren’ bezeichnet. Sie wahlt als Zeichen o, das
héufig die Hintereinanderschaltung von Abbildungen bezeichnet, das aber in der Vor-
lesung auch manchmal als Zeichen fiir eine Gruppenverkniipfung verwendet worden
war, wenn mehrere nicht ndher spezifizierte Gruppen zugleich betrachtet wurden.
Sie erhielten dann unterschiedliche Verkniipfungszeichen. Somit driickt sie mit ih-
rer Zeichenwahl moglicherweise aus, dass sie die spezifische Gruppenverkniipfung
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braucht, welche im Vektorraum der Polynome verwendet wird. Ihr fillt nicht ein,
dass diese Operation die Addition von Polynomen ist, die ja auch im Polynom z + 1
als Verkniipfung der Polynome z und 1 auftritt.

Die Interviewerin weist sie auf die Addition im Polynomraum hin, und nachdem
ein allgemeines Polynom als p(z + 1) + A(2z) notiert ist, fragt die Interviewerin
nochmals, wie man das Bild findet. Frau Beck gibt zunéchst das Bild (u,4\) ohne
einen Kommentar, wie sie es bestimmt, an. Auf die Nachfrage, wie sie dieses Bild
mit Hilfe der Matrix berechnet, sagt und notiert sie:

Transkriptausschnitt: (VR(2), Beck) 210-218
B: Das ist ja quasi
«( 10 w0 [ 0
<0 4)'(0 )\)_<0 4>\)
(kommentiert das Produkt: Dadurch kriege ich jetzt ne Darstellung p null, null \)

und wenn ich das jetzt wieder addiere, dann kriege ich wieder p A. (Ergénzt die
letzte Gleichung zu:)

Loy (fp 0 _ [
* 0 4 0 X)) + 0 4\ *
(1 4A)
Wenn ich das jetzt quasi sofort als eins vier schreibe, komme ich sofort auf die

Darstellung. (ergénzt zu:)

G- () -
(1 4) — (k 4X)

Frau Beck entwickelt hier ein Verfahren, wie man anhand einer Darstellungsmatrix
der linearen Abbildung f die Bilder der Definitionsraumelemente errechnen kann.
Leitende Ideen bei diesem Verfahren sind das Wissen, welches Ergebnis herauskom-
men muss, und das Grundprinzip des Erzeugens als ein zweistufiges Verfahren, in
dem zunéchst Vielfache gebildet und dann addiert werden. Sie versucht mit Erfolg,
diese zwei Stufen des Erzeugens, das Vervielfachen und das Addieren, so durch eine
Rechnung zu vollziehen, dass der - bereits bekannte - Bildvektor herauskommt. Bei
diesen Uberlegungen zeigt sie Verstindnis des Grundprinzips linearen Kombinierens
und seines Zusammenhangs zu linearen Abbildungen. Das konkrete Verfahren, das
sie hier entwickelt, funktioniert fiir die gegebene Situation, weil die vorgegebenen
Bilder ihrer zugrunde liegenden Basis Vielfache der Standardbasis sind und daher
die Darstellungsmatrix eine Diagonalmatrix ist. Bei allgemeinen Matrizen bringen
diese Rechnungen nicht die gewiinschten Vielfachen. Ein Beispiel ist die Matrix die-
ser Abbildung bzgl. {1,2} als Polynomraumbasis und der Standardbasis als Basis
des R%. Gemifl Frau Becks Vorgehen erhilt man die Matrix

(0 72)
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und das Bild des Vektors p-14+ A-x

(0 2)-(53)=+ (6 5).
(p 0)

Das tatséchliche Bild ist jedoch:
(1, =2) + A(0,2) = (p, =2+ 2A).

Die Interviewerin erklart Frau Beck jetzt, wie iiblicherweise eine Matrixdarstel-
lung aussicht und wie mit ihr die Bilder berechnet werden. Danach fragt sie nach
einer Matrixdarstellung bzgl. der Basis {1,x}. Frau Beck berechnet zunichst die
Bilder von 1 und x, die sie folgendermaflen notiert:

und 1 1

Dass diese zweite Darstellung  und sein Bild beschreiben soll, wird aus den miind-
lichen Kommentaren deutlich. Frau Beck kommentiert nun:

Transkriptausschnitt: (VR(2), Beck) 255-261
B: Also ist meine Basis quasi
¥ {(17 _2)7 (07 2)} ¥
I: Basis von was ist das jetzt?
B: Das ist die Basis von R hoch zwei.
[: Ja.
B: Und hier die Basis (zeigt auf R<[z]) wére

* {(17 _%)7 (072)} ¥

Hier bezeichnet Frau Beck die Bilder von 1 und z als ‘die Basis von R?’. Diese beiden
Bilder sind linear unabhéngig und stellen somit eine Basis des zweidimensionalen
Raums R? dar, nicht jedoch ‘die’ Basis, als hiitte der R? nur eine einzige. Frau Beck
leitet ihre erste Aussage mit ‘also’ ein.

e Vielleicht fasst sie in dieser kurzen Bemerkung die Gedanken zusammen: Dies
sind die Vektoren, aus denen ich nun den Bildraum erzeuge; sie bilden eine
Basis dieses Raums; der Bildraum ist gleich dem gesamten R?.

e Es ist auch moglich, dass sie denkt: Dies ist diejenige (einzige) Basis, die den
R? als Bildraum von f, dargestellt bzgl. 1 und z, erzeugt.

Die ‘neue’ Basis des Polynomraums stellt Frau Beck in Koordinaten dar, welche
die Basisvektoren bzgl. der alten Basis des Polynomraums haben. Es ist bemerkens-
wert, dass sie die alte Basis, welche schwieriger als solche zu erkennen ist, nun als
Grundlage zur Darstellung der einfacheren Basis verwendet. Auch hier verwendet
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Frau Beck den bestimmten Artikel: Die genannte Basis ist ‘die’ Basis des Polynom-
raums, und driickt damit aus, es ist diejenige Basis, bzgl. der wir nun die Abbildung
darstellen, oder es ist diejenige Basis, die nun zur Grundlage der Abbildung wird.

Die Interviewerin nimmt Frau Becks Erkldrung so auf, dass sie nun nach der
Matrixdarstellung von f bzgl. den beiden von Frau Beck genannten Basen des
Definitions- und Zielraums fragt. Nach einer Erinnerung, dass die Bilder in die Spal-
ten der Matrix gehoren, schreibt Frau Beck die Antwort:

Transkriptausschnitt: (VR(2), Beck) 287-292
B: Ach so, ja. ja. Ist ja die Matrix von den Bildern, also (ergénzt:)
* L0

-2 2

I Jetzt hast du es in der anderen Basis geschrieben. Was sind die Bilder? Das ist
die Basis eins null, null eins. Bzgl. der Basis eins null, null eins ist eins minus zwei
die Darstellung von dem Bild von eins.
B: Ja, das ist aber die Basis, die das R hoch zwei erzeugt, oder nicht?

Frau Beck schreibt die Bilder von 1 und x in die Spalten der Matrix. Sie gibt diese
Bilder bzgl. der Standardbasis des R? an. Das entspricht nicht der Vorgabe, die
verlangte, die Bilder in Koordinaten bzgl. der Basis {(1,—2),(0,2)} zu schreiben.

Die korrekte Antwort ist:
10
(0 7):

Dieses Missversténdnis von Frau Beck zeigt, dass sie in Zeile 255-258 {(1, —2), (0,2)}
nicht als Basis des R? meint, bzgl. der die Elemente des R? anzugeben sind, sondern
dass sie {(1,—-2),(0,2)} als Basis des Bildraums meint: Die beiden Vektoren sind
diejenigen, aus denen die Matrix besteht, i.e. aus denen der Bildraum konstruiert
wird. Auf den Einwand der Interviewerin, dass sie die Basisvektoren nun bzgl. der
Standardbasis geschrieben hat, reagiert Frau Beck mit Verwunderung:

“Ja, das ist aber die Basis, die das R? erzeugt, oder nicht?”

Wiederum impliziert sie durch den Gebrauch des bestimmten Artikels, dass es nur
eine einzige Basis mit dieser Eigenschaft gibt. Das widerspricht der Tatsache, dass
sich das Gesprich um zwei verschiedene Basen dieses Raums dreht. Frau Beck muss
also etwas Anderes meinen, das diese Basis auszeichnet: Sie dient an dieser Stelle
dazu, die Elemente des Raums zu bezeichnen. In dieser Rolle verwendet Frau Beck
die Standardbasis des R? sogar zur Bezeichnung der Polynome (siche Zeile 148),
wobei sie bei diesen erkldrend hinzufiigt, in welcher Weise die Bezeichnungen zu
verstehen sind, dass ndmlich
1
(1)

(V)

fir z + 1 und
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fiir 2z steht. Frau Beck sieht also zwei Basen desselben Raums in unterschiedlichen
Funktionen:

e {(1,-2),(0,2)} ist ‘die’ Basis des R? als Bildraum der Abbildung, wenn diese
iiber die Bilder von 1 und z definiert wird.

e {(1,0),(0,1)} ist ‘die’ Basis des R? als Namensgeber fiir die Elemente des
Raums.

Der Aufbau von Vorstellungen bei Frau Beck

Zu den inhaltlichen Vorstellungen:

In diesem ersten Abschnitt werden in einem kurzen Uberblick vermutete Vorstel-
lungen zu der Maschine und dem Polynomraum als Vektorrdume und zur linearen
Abbildung genannt. Im folgenden Abschnitt, der sich mit den Strukturierungshilfen
und Konstruktionsstrategien beschiftigt, wird eine etwas differenziertere Sichtweise
gezeigt.

In der Modellierung der Maschine zur Herstellung von Farben geht Frau Beck auf
Eigenschaften der Realweltsituation ein, fiir die sie Analogien in der linearen Algebra
sucht: So setzt sie sich mit der Tatsache aus einander, dass einige Farbprodukte sich
nicht im Farbton unterscheiden. Hierzu fallen ihr die mathematischen Begriffe ‘Ideal’
und ‘Untervektorraum’ und ‘aus einem Vektor erzeugt werden’ ein. Sie versucht
sodann, alle Produkte eines Farbtons mit einander zu identifizieren und als ein
Objekt mit einem Tupel zu reprisentieren. Auch die lineare Abhéngigkeit erklart
sie innerhalb der Farbenbeziehungen zusammen mit den dort gegebenen Grenzen.
Ihr Vorgehen entspricht der Beschreibung Mp.™

Im Umgang mit dem Polynomraum deutet Frau Beck die Zeichen x 4+ 1 und
2z als Elemente eines Vektorraums, fiir die sie die Frage erortert, ob sie andere
Polynome erzeugen. Dies entspricht der Idee von Pp,. Im weiteren Umgang mit dem
Polynomraum nimmt sie die Anregung der Interviewerin auf, das Konzept ‘Basis’ zu
verwenden, und entfaltet ausgepriagte und differentierte Strukturierungsformen von
Vektorrdumen mit Hilfe dieses Begriffs.” Ob eine Basis dabei aus ihrer Sicht eher
eine Aufgabe wie in Pp, oder eine Aufgabe der Einteilung nach Komponenten wie
in P, wahrnimmt, ist nicht zu entscheiden. Die Verwendung verschiedener Basen
eines Vektorraums als Grundlage zur Konstruktion des Raums zeigt zumindest, dass
ihrem Vektorraumbild nicht die Komponentenvorstellung V" im Sinne kanonischer
Komponenten zugrunde liegt. Eine Identifizierung des Polynomraums mit dem R?
nimmt Frau Beck bei ihrer Darstellung der Abbildung f mit Hilfe von Matrizen vor,
indem sie die Polynome x 4+ 1 und 2z mit den ‘Namen’

(o) e ()

versieht. Dies entspricht Pp, oder Pk,.

ygl. 3.3.1.

"2Es ist moglich, dass diese Sichtweise in bereits vorhandenen Vorstellungen verankert ist, aber
auch dass sie erst durch die Aufgabe im Interview angeregt wird. Vielleicht spielt auch beides
ineinander, indem Frau Beck hier vage Ideen fortentwickelt.

"3Siehe die Sachanalyse zum Vektorraumbegriff in 2.2.1.
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Die formalen Bedingungen fiir eine lineare Abbildung sind Frau Beck bekannt,
ebenso ein Verfahren, wie man sie nutzen kann, um auf das Bild eines Elements des
Definitionsraums zu schliefen, wenn die Bilder einer Basis des Raums gegeben sind.
Auf der Ebene von Vorstellungen iiber (lineare) Abbildungen féllt auf:

e Frau Beck scheint das Bild einer Abbildung (manchmal) mit der Abbildung
selbst zu identifizieren.

e Sie bringt den Bildraum einer linearen Abbildung in enge Verbindung mit der
Wabhl der Basis, mit deren Hilfe die Abbildung definiert wird: sie charakterisiert
den Bildraum als Erzeugnis der Bilder dieser Basis, und unterscheidet ihn von
einem auf andere Weise erzeugten Vektorraum, der dieselben Elemente besitzt
(und daher mit dem ersten identisch ist).

e Eine Darstellungsmatrix einer Abbildung verwendet sie zur Beschreibung des
Bildraums der Abbildung.

Zu den Strategien und Orientierungsmerkmalen im Interviewgesprich:

Frau Beck setzt sich mit der Maschine als Modell fiir einen Vektorraum inten-
siv aus einander. Sie orientiert sich dabei einerseits am R"™ als Prototyp fiir einen
Vektorraum, andererseits an der Idee, dass ein Vektorraum Unterstrukturen besitzt,
die ‘erzeugt’ werden, und die sie zunéchst mit der Vokabel ‘Ideal” dann mit ‘Unter-
vektorraum’ bezeichnet. Diese Vorstellung des Erzeugens wird sicherlich durch die
Vorgabe der Maschine, welche aus vier Grundfarben andere Farben produzieren soll,
begiinstigt. Einerseits versucht Frau Beck sofort einen Spalten- oder Zeilenvektor zu
konstruieren, andererseits spricht sie von dem Erzeugnis eines Vektors wie bei einem
Ideal, verwendet also unmittelbar nach einander sehr verschiedene Vorstellungen als
Referenzkontexte. Die Wahl der Ubertragung, wie die Maschine als ein Vektorraum
gedeutet werden kann, zeigt, dass Frau Beck dem Referenzkontext der Unterstruk-
turen des Vektorraums Vorrang gibt, denn die Elemente des Vektorraums stehen
zwar im Zusammenhang mit Zahlentupeln, weichen von diesen jedoch ab. Die Idee
des Erzeugens bezieht Frau Beck z.T. auf den gesamten Raum, z.T. auf seine Un-
terrdume, die dann jedoch als Elemente, nicht als Teilmengen in Erscheinung treten.
Diese Konstruktion ist also widerspriichlich.

In diesem ersten Gespréchsteil entwickelt Frau Beck ein in mehrfacher Hinsicht
abstraktes Objekt zur Modellierung der Farbmaschine: Zunéchst identifiziert sie
den Produktionsprozess einer Farbe mit dem Produkt. Damit vollzieht sie eine Ver-
dinglichung. Das ist allerdings in zweifacher Hinsicht kein kognitiv anspruchsvoller
Vorgang: Erstens ist dieses Produkt ein konkretes Objekt aus der realen Welt; zwei-
tens ersetzt Frau Beck den Produktionsprozess, ohne ihn wirklich zur Kenntnis zu
nehmen. Dies wird deutlich an ihrer Vorstellung, dass man fiir der Herstellung je-
des Farbtons eine eigene Maschine braucht. Die fertigen Farbprodukte im grofien
Mischbehélter unterzieht Frau Beck einem zweiten Abstraktionsvorgang, indem sie
diejeinigen, die sich nur in der Quantitéit unterscheiden, identifiziert. Auf der Ebene
der Farbenwelt ist diese Abstraktion wiederum nicht anspruchsvoll, da ihr ‘abstrak-
tes” Objekt eine alltagsweltliche Kategorie ist, die Farbe im Sinne von Farbton. Auf
der Ebene der 4-Tupel ist der Abstraktionsschritt schwieriger, denn hier identifiziert



3.3. ANALYSE DER VEKTORRAUMINTERVIEWS 165

sie 4-Tupel, deren Koordinaten dasselbe Mischverhéltnis darstellen, d.h. die paarwei-
se durch die Multiplikation mit einem Skalar in einander iiberfithrt werden kénnen.
Die Zusammenfassung solcher 4-Tupel zu einem einzigen mentalen Objekt ist eine
Vereinigung von Objekten, welche dadurch noch erschwert wird, dass Frau Beck
kein Zeichen hat, welches dieses Objekt von gewohnlichen 4-Tupeln unterscheidet.
Ein solches Zeichen ist die Darstellung eines 4-Tupels in projektiven Koordinaten
(x1 : xg @ w3 : x4), das ihr in ihrem Studium aber noch nicht begegnet ist. Eine
weitere Abstraktion besteht darin, aus diesen mentalen Objekten eine Menge zu
konstruieren. Sie fasst diese als Vektorraum auf, ohne jedoch wesentliche Details
zu beachten. Dazu gehort das Problem, dass es keinen Nullvektor gibt, vor allem
aber die Tatsache, dass sie keine skalare Multiplikation und keine Addition definiert.
Die Sichtweise, einen Vektorraum als Menge zusammen mit zwei Verkniipfungen zu
verstehen, ist ein Abstraktionsschritt, den sie nicht vollzieht.

In ihrem Zugang zu der Aufgabe sucht Frau Beck in kreativer Weise mathema-
tische Begriffe und Strukturen, die Analogien zu der vorgegebenen Farbproduktion
beinhalten und diese Farbenwelt beschreiben kénnen. Weil diese mathematischen
Beschreibungen nicht vollstandig iibertraghar sind, passt Frau Beck sie dadurch an,
dass sie die formalen Begriffe und Zeichen mit etwas anderen Bedeutungen versieht
als iiblich. Ihre Vorgehensweise ist einer ersten Phase des mathematischen Forschens
dghnlich. Sie gelangt nicht bis zu dem Punkt, wo sie ihre intuitiven, eher vagen Be-
deutungszuweisungen klar auf einander abstimmt. So wechselt sie zwischen einem
Tupel als Beschreibung der Qualitét und als Beschreibung der Quantitét einer Farbe,
ohne die Inkonsistenz zu bemerken. Frau Becks Vorgehen ist inhaltlich begrifflich,
als sie versucht, das Phénomen der Maschine auf mathematische Strukturen und
Begriffe zu beziehen. Dabei bestimmen die Phinomene der Farbenwelt die Wahl
ihres Referenzkontextes fiir einen Vektorraum und die Wahl der Bedeutungen der
verwendeten Zeichen: Widerspriiche zu den vertrauten Darstellungen in Zahlentu-
peln beeintréchtigen Frau Beck nicht, sondern diese Darstellungen haben die ihnen
von Frau Beck neu zugeordneten Bedeutungen, nicht die im R"™ {iblichen. Dies ist
bei der Aussage (002 0) = (010 1) besonders auffélllig. Diese neuen Bedeutungen
stehen Frau Beck nicht im Weg in ihrer Deutung der Begriffe ‘linear abhéngig’ und
‘Basis’, da sie diese inhaltlich iibertrigt. In dieser Uberlegung geht sie im Gegensatz
zu ihren ersten Antworten von den Bedeutungen innerhalb eines mathematischen
Vektorraums aus und transferiert sie in einem Umfang auf die Farbmaschine, der
hier zwar moglich ist, aber nur als theoretische Uberlegung Sinn gibt.

Im zweiten Teil des Interviews orientiert sich Frau Beck vielfach an Detailfragen,
zu deren Losung sie sich im Rahmen von Manipulationsméglichkeiten von Zeichen-
kombinationen bewegt. So untersucht sie die Frage, ob f eine lineare Abbildung
sein kann, anhand eines Beispiels, das sie zunéchst fiir ein Gegenbeispiel hélt. Bei
dem Versuch, das gewéhlte Polynom mit Hilfe der Polynome x + 1 und 2x darzu-
stellen, stellt sie keine grundsitzlichen Uberlegungen an, wie ein Ansatz ausschen
miisste. Ein anderes Beispiel fiir das Denken in Details ohne Konzepte ist Frau Becks
Rechnen mit Matrizen. Sie wendet hier diagrammatisches Denken an, auch wenn sie
nicht ganz zum Ziel kommt: Sie erfindet eine Operationsregel, wie man mit Hil-
fe einer geeigneten Matrix die Bilder von Vektoren unter einer gegebenen linearen
Abbildung bestimmen kann. Dabei beriicksichtigt sie wesentliche Strukturmerkmale
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eines Vektorraums und einer linearen Abbildung, nédmlich das Prinzip der Stufung
des linearen Kombinierens in eine Vervielfachung und eine anschliefende Addition
und seine Respektierung durch durch die lineare Abbildung. Frau Beck wird hier von
einem begrifflichen Versténdnis geleitet. Auf der anderen Seite ignoriert sie in ihrer
Diagrammmanipulation wesentliche Strukturmerkmale des Diagramms selbst, denn
sie bindet die Bedeutung der Zeilen bzw. Spalten der Matrix nicht korrekt ein, ja, sie
scheint diese gar nicht zu berticksichtigen. Sie validiert ihr ‘Rezept’ durch Vergleich
der Rechenergebnisse beim Anwenden ihrer Matrixrechnung und beim Berechnen
des Bildes ohne die Matrix. Auf der Ebene der Konzeption einer Matrix reflektiert
sie ihr Vorgehen jedoch nicht und erkennt daher nicht, dass ihr Rezept zur An-
wendung einer Matrix nur bei Matrizen bestimmten Typs, ndmlich bei Matrizen in
Diagonalform, zum richtigen Ergebnis fiihrt.

Bei dem Bemiihen den Begriff des Vektorraums fiir sich zu fiillen und zu struk-
turieren zeigt Frau Beck ein ausgeprigtes Denken in Begriffen. Hier spielt vor allem
die Basis eine grofle Rolle. Dies trifft trotz der Tatsache zu, dass sie die Bedeutung
des Begriffs ‘Basis’ iiberstrapaziert und Unterscheidungen vornimmt, die in diesem
Begriff nicht enthalten sind. Hier 16st sie sich von der Ebene einzelner Details und
sucht nach iibergeordneten Prinzipien. Sie spricht nicht explizit iiber die Ordnung,
die sie sich zurechtlegt, sondern diese wird an ihrer Wortwahl indirekt sichtbar. Das
kann bedeuten, dass sie sich dieser eigenen Ordnung nicht oder nur vage bewusst
ist. Sie iiberpriift ihre Vorstellungen nicht an den gegebenen Definitionen, so dass
sie nicht bemerkt, dass sie die Darstellung einer Abbildung als Darstellung eines
Vektorraums verwendet, und auch nicht bemerkt, dass ihre Sichtweisen, gleichzeitig
mehrere Basen eines Vektorraums zu erkennen und dennoch eine dieser Basen als
die einzige zu bezeichnen, sich widersprechen.

Die Thematisierung des Begriffs ‘Basis” durch die Interviewerin bringt Frau Beck
im Interview von der Detailebene eines Beispiels auf die begriffliche Ebene, auf der
sie sich im weiteren Verlauf des Interviews mit einer Ausnahme, namlich bei der
Suche nach einer Anweisung zur Anwendung der Matrix, bewegt. Dieser Begriff der
Basis scheint nun zu einem Referenzkontext fiir die anderen auftretenden Begriffe
zu werden.

Frau Becks Vorstellung von dem Begriff ‘Basis’ ist nicht ganz schliissig. Sie bein-
haltet zu verschiedenen Zeiten:

e Fine Basis ist ein Erzeugendensystem eines Vektorraums.

(Das Problem, dass nicht jedes Erzeugendensystem eine Basis ist, wird im
Zusammenhang mit der linearen Abbildung nur am Rande angesprochen. Es
wirkt sich in diesem Gesprich nicht aus, weil alle auftretenden Erzeugenden-
systeme linear unabhéngig sind.)

e Das Erzeugen eines Vektors aus anderen geschieht durch ein ‘Kombinieren’ die-
ser anderen Vektoren, welches Frau Beck zunéchst nicht konkretisieren kann.

e Fine Basis ist ein linear unabhéngiges Erzeugendensystem eines Vektorraums.

e Eine Basis ist eine Grundlage, auf die eine Strukturierung eines Vektorraums
zu einem bestimmten Zweck aufgebaut werden kann. In diesem Sinne wird
eine Basis immer als Werkzeug eingesetzt.
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Beispiele fiir Aufgaben von Basen, die im Interviewgesprich auftreten, sind:™

Basis Aufgabe erzeugter VR
r+ 1,2z dient der Def. von f Ry [z]
1 0 : ‘ ,
( 0 ) : ( 1 ) gibt den Polynomen ‘Namen Ry [z]:
10
0 1

(gelesen als Spalten)
1,z dient zweiter Def. von f R« ]
(1,-2),(0,3) dient zweiter Def. von f R<y[z]

(Notation fiir 1,z
auf Grundlage der Basis x + 1, 2x)

(1,0),(0,1) gibt den Vektoren des R? ‘Namen’ R?

(1,0),(0,4) erzeugt Bildraum von f bzgl. 1. Def. R? als Bildraum:
10
0 4

(gelesen als Zeilen)

(1,-2),(0,2) erzeugt Bildraum von f bzgl. 2. Def. R? als Bildraum:

(0 %)

(gelesen als Zeilen)

Obwohl Frau Beck erkennt, dass ein Vektorraum verschiedene Basen hat, sind
die Funktionen, die diese Basen ausiiben, in ihren Augen nicht oder nur begrenzt
austauschbar. In Frau Becks Vorstellung scheint jede ‘Basis’ einen eigenen Vektor-
raum zu erzeugen. Dass die Vektorrdume, die verschiedene Basen desselben Raums
erzeugen, als Mengen identisch sind, ist ihr bewusst, aber sie ‘benennt’ diese Rdume
unterschiedlich, ndmlich nach der jeweils erzeugenden Basis. Die Bezeichnungen die-
ser Rdume charakterisieren die Tétigkeit, in deren Zusammenhang ‘die’ erzeugende
Basis verwendet wird. Im Grunde strukturiert Frau Beck ihr mentales Bild von ei-
nem Vektorraum nach verschiedenen Sichtweisen auf den Raum oder Tétigkeiten
in oder mit dem Raum. Diese werden jede durch eine Basis gekennzeichnet. Diese
Basen scheinen ausschliefllich als Werkzeug zur Losung der jeweiligen Aufgabe eine
Daseinsberechtigung und nur in diesem Zusammenhang Bedeutung zu haben. Dies

"1In der vierten Zeile der ersten Spalte der nachfolgenden Tabelle ist diejenige Basis angegeben,
die Frau Beck berechnet. Sie liest diese spiter falsch ab.

Die in der Tabelle zuletzt aufgefiihrte Matrix entspricht Frau Becks Angaben. Die tatséchlich
erfolgte Notation in Spalten statt Zeilen erfolgte nur auf Aufforderung der Interviewerin hin.
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wird deutlich an ihrem Einwand, dass ‘die’ Basis des R? die Standardbasis ist, und
die Bilder der Polynome 1 und x, welche eine Basis des Bildraums bilden, nicht
als Basis des R? in Frage kommen. Frau Beck beriicksichtigt nicht, dass einer Basis
unter anderem Blickwinkel eine andere Funktion zugeschrieben werden kann. Die
Darstellung eines Vektorraums mit Hilfe einer erzeugenden Basis passt zu den Be-
schreibungen Ppg, die das FErzeugen betonen. Andererseits passt die Differenzierung
eines Vektorraums in verschiedene Rdume nach zugrunde gelegter Basis zu einer
statischen Sichtweise, in der festgelegte Komponententypen den Raum charakteri-
sieren. Dies wiirde zu den Beschreibungen Py, und Pk, passen.

Leitideen fiir den Begriff der linearen Abbildung sind bei Frau Beck zunéchst die
folgenden:

e Eine ‘Abbildung’ ist ein einzelnes Element oder die Gesamtmenge der Elemente
des Zielraums einer Zuordnung, die beim Vorgang des Zuordnens verwendet
werden. Den Begriff ‘Abbildung’ unterscheidet Frau Beck nicht vom Begriff
‘Bild’.™

e Lineare Abbildungen respektieren die Verkniipfungen in den Vektorrdumen,
zwischen denen abgebildet wird. Die Idee des Verkniipfens ist sehr allgemein:
Im Polynomraum bezieht sie sie nicht auf die Addition, im R? wird dies nicht
sichtbar.

Diese beiden Vorstellungen stehen nicht im Einklang mit einander, da sie von grundsétz-
lich verschiedenem Charakter von Abbildungen ausgehen: Im ersten Fall ist eine li-
neare Abbildung das Ergebnis einer Handlung, im zweiten ist sie das Handeln selbst.
Eine Verbindung von beiden Ideen bringt Frau Becks Matrixvorstellung:
In ihrer Darstellung der linearen Abbildung f mit Hilfe von Matrizen verwendet
Frau Beck als Erstes die Matrix Lo
(05

als Zeichen fiir die “Abbildung” als Bildbereich von f. Diese Darstellung mag von
der Idee motiviert sein, dass das Bild von f in einer Basis représentiert ist.

Frau Beck fiihrt diesen Zusammenhang durch eine Verfeinerung der Notation
aus. Nun wird die lineare Abbildung f dargestellt mit der Zeichenkombination

z+1 2z

1 0 f 10
—) .

0 1 0 4

Diese Darstellung impliziert die Identifizierung von zwei Vektorrdumen iiber eine
bestimmte Vorstrukturierung. Diese Strukturierungen sind die eigentlichen Infor-
mationstrager iiber die Abbildung f. Das Wesentliche an einer linearen Abbildung

"Diese Gleichsetzung von ‘Abbildung’ mit ‘Bild’ kommt einer Verdinglichung des Prozesses des
Abbildens gleich. Diese verliert den Zusammenhang zum Urbild und ist daher keine adaquate
Représentation der mathematischen Abbildung. Eine andere Form von Verdinglichung einer Funk-
tion findet man bei Sfard (1991): Hier ist der letzte Schritt im reification-Prozess, die Funktion als
Menge geordneter Paare anzusehen, d.h. hier wird der Prozess des Herstellens einer Verbindung
zwischen Elementen zweier Mengen verdinglicht.
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ist somit eine Darstellung eines Vektorraums, ndmlich des Bildraums, in einer be-
stimmten Struktur, d.h. bzgl. einer bestimmten Basis. Der Definitionsraum erhélt
hier von Frau Beck keine besondere Strukturierung, denn sie verwendet die Stan-
dardbasis des R? zwecks Bezeichnung einer bestimmten Basis des Polynomraums,
die jedoch in der eigentlichen Darstellung nicht vorkommt. Hier sind die Wirkungs-
weisen von Handlungen ersetzt durch statische Strukturen. Zwar steht f als Name
fiir die Abbildung iiber dem Pfeil und bezeichnet somit eine Tétigkeit, aber der
Informationstrager ist die zweite Matrix, welche das Bild von f als Ergebnis des
Zuordnens darstellt. Frau Beck verdinglicht somit den Abbildungsprozess auf zwei
verschiedene Weisen, die sie in unscharfer Weise mit einander vereinbart: Sie ersetzt
den Abbildungsvorgang durch sein Ergebnis, in einer vereinfachten Fassung durch
sein Bild, in der ausfiihrlicheren Version durch die Beziehung zwischen Urbild und
Bild, die durch die Abbildung hergestellt wird.

Zum Begriff des Vektorraums werden von Frau Beck verschiedenen Konzepte
angedeutet:

e Ein Vektorraum ist eine Menge von Elementen, die in bestimmten Beziehungen
zu einander stehen.

Dies zeigt sich in ihrer Suche nach einer Beziehung zwischen x + 1, 2x und
T+ 2.

e Die Menge der n-Tupel ist ein Vektorraum.

Im ersten Modellierungsansatz fiir die Farbmaschine wahlt Frau Beck 4-Tupel
zur Darstellung ihrer ‘Vektoren’.

e Ein Vektorraum ist eine Menge, deren Elemente durch Vervielfachung ‘Unter-
vektorrdume’ bilden.

Dies ist die einzige Eigenschaft eines Vektorraums, die in der Interpretation
von Farbtonen als Vektoren zur Geltung kommt.

e Ein Vektorraum ist eine Menge, in der es verschiedene Basen - Erzeugenden-
systeme - gibt. Es bleibt unklar, welche der beiden folgenden Vorstellungen
vorherrschend ist:

— Die Beschreibungen der Elemente eines Vektorraums mit Hilfe verschiede-
ner Basen charakterisieren den Vektorraum in unterschiedlichen Rollen.

— Die Beschreibungen der Elemente eines Vektorraums mit Hilfe verschie-
dener Basen charakterisieren verschiedene Vektorrdume.

e Ein Vektorraum als Bildraum einer Abbildung ist charakterisiert als Erzeugnis
der Bilder der Basis, welche zur Definition der Abbildung verwendet wird.

e Die Operationen in einem Vektorraum spielen eine untergeordnete Rolle, ob-
wohl sie in unmittelbarem Zusammenhang zum Prinzip des Erzeugens stehen:
Frau Beck duflert die vage Vorstellung, dass dieses durch Anwendung von Ver-
kniipfungen geschieht, ohne dass sie diese ndher bezeichnet.



170 KAPITEL 3. GESPRACHSINTERVIEWS

In ihrer Modellierung der Farbmaschine fehlt die Multiplikation mit Skalaren,
da alle Vielfachen eines 4-Tupels als ein Objekt identifiziert werden. Das Mi-
schen von Farben verwendet sie im Zusammenhang mit linearer Abhéngigkeit
implizit als Verkniipfung. Im Polynomraum stellt Frau Beck die Verkniipfung
mit dem Zeichen ‘o’ dar, weil sie nicht weif3, welche konkreten Verkniipfungen
ihr dort zur Verfiigung stehen.

Frau Beck baut Vorstellungen von Vektorrdumen auf einer inhaltlichen und
einer formalen Ebenen zugleich auf. Auf der Ebene von formalen Darstellungen
zeigt sie nur sehr vage Kenntnis der grundlegenden Begriffe wie Linearkombina-
tion. Zugleich scheinen Frau Becks Vorstellungen vom Vektorraumbegriff in einem
begrifflich-strukturierenden Zugang bedeutungshaltige, sinnvolle Bestandteile zu ent-
halten, die jedoch kein in sich stimmiges Bild abgeben. Dazu gehort die Idee von
Unterstrukturen, welche durch Begriffe wie ‘Untervektorraum’, ‘Ideal’; ‘Erzeugnis’,
‘linear (un)abhéngig’, ‘Basis’ gekennzeichnet werden. Dazu gehort auch eine allge-
meine Ideen von Strukturen, die nicht in ein Gesamtkonzept eingebunden sind. Ein
Beispiel hierfiir ist die Idee der Existenz von Untervektorrdumen, die jeder aus den
Vielfachen eines Vektors bestehen, die sie im ndchsten Moment als Elemente des
Vektorraums behandelt. Ein anderes Beispiel ist die Tatsache, dass sie die zuletzt
genannten Begriffe inhaltlich sinnvoll deutet, mit ihnen in konkreten Situationen
jedoch nicht sinnvoll umgehen kann, weil sie die Operationen in einem Vektorraum
nicht als wesentliche konstituierende Merkmale dieser Begriffe zur Kenntnis nimmt.
Ein drittes Beispiel schliellich die Funktion von Basen. Frau Beck lasst nebeneinan-
der die Aussagen stehen, dass ein Vektorraum verschiedene Basen besitzt und eine
dieser Basen ‘die’ Basis des Vektorraums ist. Welche diese Position zugeschrieben be-
kommt, hiangt von dem jeweiligen Blickwinkel auf den Vektorraum ab. Mit anderen
Worten verwendet Frau Beck denselben Ausdruck in unterschiedlichen Strukturzu-
sammenhéangen mit unterschiedlichen Bedeutungen.

So ist Frau Becks Idee von der Struktur eines Vektorraums nicht darauf reduziert,
dass ein Vektorraum durch eine Basis strukturiert wird. Sie erkennt, dass es weitere
Basen und dass es vielfiltige Sichtweisen auf den Vektorraum gibt, die sie mit den
verschiedenen Basen verbindet. Allerdings geht sie in ihrem Bediirfnis, die Vielfalt
der Vektorraumstruktur zu ordnen, einen Schritt zu weit mit dem Ergebnis, dass
sie diese Vielfalt einschrankt: Sie sieht zwar verschiedene Basen und verschiedene
Verwendungsmoglichkeiten von Basen fiir den Mathematiker, aber sie erkennt nicht
oder ignoriert, dass jede Basis jede dieser Aufgaben wahrnehmen kann. Zudem fiihrt
ihre Ordnung dazu, dass sie ein unnotig kompliziertes Bild von einem Vektorraum
bekommt, das ihre Transfermdglichkeiten von Erkenntnissen und Vorgehensweisen
beschrankt.

Welche Strukturierung in Frau Becks Denken jeweils Vorrang bekommt, scheint
von den Umsténden abzuhdngen. So modelliert sie die Farbmaschine nicht, indem
sie von einer bestimmten Vektorraumvorstellung ausgeht und ihre Merkmale bei
der Farbmaschine sucht, sondern indem sie von der Maschine ausgehend Strukturen
findet, die sie in der Sprache von Vektorraummerkmalen darstellt. Dieses Vorgehen
entspricht einer Elementtypvorstellung, da sie Strukturen der gegebenen Situation
erfasst und erst anschliefend in ihnen Vektorraumstrukturen wiederfindet.
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Frau Beck iibersetzt zwischen verschiedenen Kontexten und Betrachtungsebe-
nen nur selten. Sie transferiert zwischen den formalen Darstellungen und deren
Bedeutungen innerhalb des Farbmaschinenmodells und benennt hier die Grenzen
der Ubertragbarkeit sehr deutlich. Aber sie wechselt nicht von sich aus zwischen der
Ebene der Betrachtung von Details in formalen Repréasentationen und der Ebene der
Strukturen, welche durch das Basiskonzept angesprochen sind. Auf welcher Ebene
sie jeweils denkt, scheint allein von dufleren Impulsen wie Aufgabenstellung oder
Anregungen durch die Interviewerin abzuhéngen. Nur mit Matrizen geht Frau Beck
auf beiden Betrachtungsebenen um, allerdings z.T. ohne diese Beschreibungen oder
Handlungen in Beziehung zu einander zu setzen.

Strategien zur Selbstiiberpriifung setzt Frau Beck auf der Detailebene z.T. recht
intensiv ein, bei begrifflichem Zugang zu einer Thematik zeigt sie dergleichen jedoch
nicht.

Frau Beck zeigt in diesem Interviewgespriach starke Affinitdten zum pradika-
tiven Denken, denn sie ersetzt weitgehend Handlungen durch deren Ergebnisse.
Ein Einfluss dieses Denkens auf ihre interne Konstruktion von Repréisentationen
ist insbesondere, dass sie die Operationen in einem Vektorraum in einem Mafle ver-
nachléssigt, dass sie das Bilden von Linearkombinationen nur mit der unprézisen
Bezeichnung ‘Kombinieren’ versieht, ohne zu wissen, in welcher Art und Weise dies
geschieht. Zugleich bildet Frau Beck Vorstellungen iiber ein umfangreiches Bezie-
hungsnetz zur Strukturierung eines Vektorraums mit Hilfe von Basen aus.

3.3.4 Deutung des Vektorrauminterviews mit K. Rolle

Das Gespréach mit Frau Rolle {iber Vektorrdume gliedert sich in zwei Teile. The-
ma des ersten Teils ist eine Maschine zum Mischen von Farben, die mit Hilfe eines
Vektorraums modelliert werden soll. Nach der ersten Diskussion, wie eine Ubertra-
gung der Maschine auf einen Vektorraum aussehen kann, werden die Begriffe ‘linear
abhiingig’ und ‘linear unabhingig’ fiir die Maschine und fiir den R* erklirt. Die wei-
tere Bedingung, dass die Grundfarben abhéngig sein sollen, fiihrt zu dem Problem,
dass zwei verschiedene Spaltenvektoren als gleich bezeichnet werden. Anschliefend
gibt es eine Erérterung’™ von Fragen im Zusammenhang mit dem Austauschen der
Grundfarben: Eine neue Farbe ist nur bekannt als bestimmte Farbmischung aus
drei weiteren Farben, die ihrerseits in ihrem Mischverhéltnis in den urspriinglichen
Grundfarben gegeben sind. In diesem Gespréachsabschnitt wird mit Hilfe einer Matrix
das Mischverhéltnis der neuen Farbe in den urspriinglichen Grundfarben berechnet.
Die zugehorige Anwendung der Matrix auf einen bestimmten Spaltenvektor wird als
Darstellung der entsprechenden Linearkombination der Spaltenvektoren verstanden:

0 1
0 1
3 +1 1 +4 1
2 1

1
2
0
0

"6Diese Diskussion wird nicht im Einzelnen analysiert. Sie kann aber im Transkript im Anhang
nachgelesen werden.
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stellt dieselbe Rechnung dar wie

1 01
2 01 ?
011 A
0 21

Thema des zweiten Teils des Interviewgespréchs ist eine lineare Abbildung zwi-
schen einem Polynomraum und dem R?. Die Abbildung ist durch Angabe zweier
Bilder gegeben. Als Erstes ist zu iiberlegen, ob sie dadurch ausreichend definiert ist.
In einer ldngeren Auseinandersetzung wird zunéchst die Frage diskutiert, was das
‘z’ bedeutet und wie es {iberhaupt eine Abbildung zwischen so verschiedenen Ob-
jekten wie Termen und 2-Tupeln geben kann. Im n&chsten Schritt wird diskutiert,
auf welche weiteren Bilder die gegebenen Informationen Riickschliisse zulassen, und
wie diese Bilder konkret aussehen. Im Zusammenhang mit dieser Diskussion wird
eine weitere lineare Abbildung konstruiert, die in den analysierten Transkriptaus-
schnitten nicht vorkommt”". Nachdem die Abbildung auf den ganzen Polynomraum
fortgesetzt worden ist, wird das logische Problem erortert, was noch zu tun ist, um
die Linearitatseigenschaften der Abbildung zu beweisen. Als letzte Aufgabe wird ei-
ne Darstellungsmatrix der Abbildung gegeben, deren Wirkungsweise die Studentin
anhand eines Beispiels erklédren soll.

Farbmaschine

Zu Anfang des Gesprichs wird die Aufgabenstellung soweit geklért, dass eine Farb-
maschine (a)

|rot | |gelb| |griin | |blau |

’\ | | /‘

Farben mischt, indem sie mit Hilfe der Offnungszeiten der Verbindungsrohre die
Mengen der zuflieBenden Farben computergesteuert regelt. Diese Situation soll mit
Hilfe eines Vektorraums modelliert werden.

Transkriptausschnitt: (VR(1), Rolle) 26-46
R: Also theoretisch also ich nehm z.B. Vektor z, dann wiirde ich z.B. » mal den
Inhalt von r nehmen, also von rot
I Ja.
R: plus s mal gelb plus ¢ mal griin plus y mal blau

(b) *&=r + s +1 +y *

R: Aber das wiirde ich eigentlich auch wieder nicht so sagen. Also das wire fiir mich
jetzt das Simpelste, aber weil dann hétte ich kein also, von der Schule jetzt her, weil
man da (zeigt auf (b)) immer irgendwie einen ausdenken kénnte, den hitte ich jetzt
im Augenblick nicht.

77Siche B.6.
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[: Hm.

R: Aber das ist das, was mich von der Schulmathematik her jetzt stort.

[: Ja. Vielleicht fangen wir mal noch ein bifichen einfacher an, einen Schritt weiter
vorne, was sollen {iberhaupt die Vektoren sein in dem Vektorraum?

R: Was die Vektoren bed, also du meinst jetzt hier das hier (zeigt in (b) auf die
Spaltenvektoren)

[: Also wir haben jetzt hier dieses Modell (zeigt auf (a)) und was in diesem Modell
soll den Vektoren in dem Vektorraum entsprechen? (2 Sek) Wir haben hier diese
Maschine

R: x ist das Komplette (zeigt auf ganz (a)), was ich da raus haben méochte, und r
oder s oder y sind immer die Regulatoren, wie lange man was 6ffnet, damit z.B. rot
oder gelb oder griin oder blau reinkommt.

[: Hm.

R: So stelle ich mir das jetzt vor.

I: Und ne Anweisung, die der Computer, die der geben wiirde, das wére ja so, weif3
ich, n Tupel von Zahlen.

R: Ja wir hétten ja jetzt z.B., x wére z.B. drei null eins null oder so was, (ergénzt
(b) zu:)

3

* 0 2 *
1| =%="r + s +1 +vy
0

I: Ja, genau. So was wiirde der Computer angeben, drei null eins null?

R: Ja genau, das ist die komplette Farbe, die rauskommen soll, z.B.. Und dann
hétten wir jetzt, z.B. rot ist dann null eins null eins oder sowas und gelb ist dann
eins eins eins eins und griin ist null null (ergénzt (b) zu:)

3 0 1 0
0 1 1 0
2\ sk - %
(b”) L == g [T | T +y
0 1 1
Ah, ich hédtt es mir auch einfacher machen koénnen, ne? (lacht) Ein bifichen doof
vorgegangen.

I[: Ja.
R: Wenn ich jetzt hier, ne, Basisvektoren genommen hétte.

Frau Rol