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Einleitung

Es ist ein altes Problem der Differentialtopologie, die Immersionsdimension
einer kompakten glatten Mannigfaltigkeit X zu bestimmen. Die Immersions-
dimension ist die kleinste ganze Zahl 7, so daf§ X in einen euklidischen Raum
der Dimension j immersiert werden kann.

Uber die projektiven Réume gibt es eine Vielzahl an Ergebnissen ([Ati62],
[San64], [AGMG65], [Fed66], [MM67], [Mil67], [JamT71], [Ste7l], [SS78],
[DM77], [DM79], [Cra91], [Dav93)).

Eine fiir alle kompakten glatten Mannigfaltigkeiten giiltige, nur von der Di-
mension der Mannigfaltigkeit abhéngige obere Schranke fiir die Immersions-
dimension hat Cohen in [Coh85] angegeben. Diese obere Schranke ist in-
sofern scharf, als es zu jeder natiirlichen Zahl d > 1 eine kompakte glatte
d-dimensionale Mannigfaltigkeit gibt, deren Immersionsdimension gleich der
in [Coh85] angegebenen oberen Schranke ist.

Fiir spezielle homogene Raume haben mehrere Autoren weitere obere Schran-
ken angegeben.

Tornehave berechnet in [Tor68| eine obere Schranke fiir die Immersionsdi-
mensionen von Nebenklassenrdumen beziiglich eines Zentralisators eines To-
rus. Fiir viele Fahnenmannigfaltigkeiten hat Lam in [Lam75] kleinere obere
Schranken bestimmt (vgl. auch [Hil82b]). Als wesentliches Hilfsmittel benut-
zen alle Autoren den Immersionssatz von Hirsch ([Hir59]).

Zur Ermittlung von unteren Schranken fiir die Immersionsdimension lie-

fern unter anderem die Ganzzahligkeitssidtze von Atiyah und Hirzebruch
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6 EINLEITUNG

([AH59]) und Mayer ([May65]) geeignete Mittel. Durch ihre Anwen-
dung haben Sugawara ([Sug79]), Paryjas ([Par88]) und Mayer ([May97],
[May98|) untere Schranken fiir die Immersionsdimension von Grafimann-
Mannigfaltigkeiten bestimmt. Durch andere Methoden haben Hoggar
([Hog71]), Oproiu ([Opr76], [Opr81}), Ilori ([Ilo79]), Hiller und Stong
([HS81]), Markl ([Mar88]) und Tang ([Tan93a], [Tan93b], [Tan95]) sowie
Connell ([Con74]) Nicht-Immersionssétze fiir Graimann-Mannigfaltigkeiten
beziehungsweise fiir niedrig—dimensionale komplexe Fahnenmannigfaltigkei-

ten bewiesen.

Fiir eine kompakte Lie-Gruppe G und eine abgeschlossene Untergruppe U
von G lassen sich viele topologische Invarianten des homogenen Raums G /U
durch die Strukturdaten der Lie-Gruppen G und U ausdriicken. Beispiele fiir
solche Rdume sind die projektiven Rdume und allgemeiner die Fahnenman-
nigfaltigkeiten.

Bereits 1958 waren wesentliche Zusammenhénge zwischen den topologischen
Invarianten und diesen Strukturdaten bekannt und in der grundlegenden
Artikelreihe ,,Characteristic classes and homogenous spaces® von Borel
und Hirzebruch ([BH58], [BH59], [BH60]) veroffentlicht worden. In ihr wer-
den insbesondere das getwistete Todd-Geschlecht und das ungetwistete A-
Geschlecht berechnet und die Frage nach der Existenz von komplexen, fast
komplexen und Spin-Strukturen auf G/U beantwortet.

Seitdem sind eine Vielzahl von weiteren Ergebnissen, etwa iiber die Signatur

([Sha79], [HS90], [BMP90], [Sl092]), gewonnen worden.

Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, mit Hilfe der Lie-Gruppen-Invarianten
von G und U Aussagen iiber charakteristische Zahlen zu machen, die im
Zusammenhang mit der Immersionsdimension von G /U stehen.

Im ersten Kapitel werden bekannte Immersions- und Nicht-Immersionsséitze
zusammengestellt und die zu ihrer Formulierung nétigen Objekte wie das

Hilbert—Polynom eingefiihrt. Anschlieend werden (virtuelle) Differentialope-
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ratoren definiert, deren Indizes in speziellen Fallen gleich dem Wert eines
Hilbert-Polynoms an einer ganzzahligen Stelle sind.

Im zweiten Kapitel werden Ergebnisse aus der Struktur- und Darstellungs-
theorie kompakter Lie-Gruppen sowie einige Beziehungen zwischen der topo-
logischen Struktur eines homogenen Raumes und der algebraischen Struktur
der Lie-Gruppen vorgestellt.

Das dritte Kapitel dient dazu, fiir homogene Raume die Indizes der im er-
sten Kapitel eingefiithrten Differentialoperatoren zu berechnen. Das Ergebnis
driickt den Index durch algebraische Invarianten von Lie-Gruppen aus.

Im ersten Abschnitt des vierten Kapitels werden Identitdten und Abschétzun-
gen zusammengetragen, die bei den Anwendungen der bisherigen Ergebnisse
niitzlich sind.

In den weiteren fiinf Abschnitten des vierten Kapitels werden untere Schran-
ken fiir die Immersionsdimensionen von (komplexen, quaternionalen bzw.
orientierten reellen) Fahnenmannigfaltigkeiten sowie der Mannigfaltigkeiten
Sp(n)/U(ny) x -+ x U(ns) bzw. SO(2n)/U(ny) X --- x U(ns) bestimmt.
Im Anhang findet man einige Tabellen, in denen fiir konkrete homogene
Raume die ermittelten unteren Schranken den bekannten oberen Schranken

gegeniibergestellt werden.

Herrn Professor Dr. Karl Heinz Mayer danke ich fiir zahlreiche niitzliche
Hinweise und viele anregende Diskussionen, mit denen er die vorliegende

Arbeit unterstiitzte und forderte.
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Kapitel 1

Das Hilbert—Polynom

1.1 Die A-Klasse und das Hilbert—Polynom

In diesem Kapitel sei X eine kompakte zusammenhéngende differenzierbare
orientierte Mannigfaltigkeit von gerader Dimension 2n mit Pontrjaginschen

Klassen p;(X) € H*(X;Z) und Fundamentalklasse [X].
K(X) sei der K-Ring von X.

Ist A ein kommutativer Ring mit 1, so sei H*(X; A) der singuldre Kohomo-

logiering von X mit Koeffizienten in A.

Ferner seien ch : K(X) — H*(X;Q) der Chern-Charakter
und ch(X) C H*(X;Q) das Bild von K(X) unter ch.

Fiir ein Element 2 = 7% 25; € H*(X;Q) mit 25; € HY(X;Q) sowie eine

rationale Zahl ¢t € Q sei 2 = 3 2,17,
j=0

9



10 KAPITEL 1. DAS HILBERT-POLYNOM

Satz 1.1
Istt € Z und z € ch(X), so ist 2z € ch(X).

Beweis: vgl. [AH59], p.387. O

Definition 1.2

Wair setzen

AX) = Zflj (p1(X), .., pi(X)),

. V7
wober {Aj} die multiplikative Sequenz zur Potenzreihe 2—1 18t.
sinh (—\/E>

A(X) heifit die A-Klasse von X.
Fiir alle d € H*(X;Q) und z € H*(X;Q) sei

A(X,d,z) = <z : edA(X)> X]. O

Satz und Definition 1.3
Fiir d € H*(X;Q) und z € ch(X) ist

H(t)=A (X, g, z(t)>

ein Polynom in t vom Grad kleiner oder gleich n mit rationalen Koeffizienten.

H wird das zu d und z assoziierte Hilbert—Polynom von X genannt. [

Bemerkung 1.4
Istt€Z,de H*(X;Z) und d = wo(X) mod 2, so ist H(t) ganzzahlig.

Beweis: vgl. [AH59], p.388. O
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1.2 Immersions- und Nicht-Immersionssiatze

Die Bedeutung des Hilbert-Polynoms fiir das Immersionsproblem liegt in dem

folgenden Ganzzahligkeitssatz (vgl. [May65)):

Satz 1.5 (Mayer)

Es sei X eine 2n—dimensionale kompakte differenzierbare orientierte Man-
nigfaltigkeit.

H sei das zu d € H*(X;Z) und z € ch(X) assoziierte Hilbert—Polynom.

Falls X in R*™ ™ mit k € {2s,2s + 1} immersiert werden kann, so ist

2" H(3) ganzzahlig.

Insbesondere kann unter diesen Voraussetzungen X nicht in einen euklidi-
1

schen Raum der Dimension —2v5((H(3)) — 1 immersiert werden.

Dabei verwenden wir die folgende Bezeichnung;:

Bezeichnungen 1.6
Fiir ¢ € Q sei v5(q) der Exponent des Primfaktors 2 in der Primfaktordar-

stellung von q.

Bemerkung 1.7

Der Ganzzahligkeitssatz in [May65] umfafit zudem die folgende Nicht—
Einbettungsaussage: Falls X in R*"™* mit k € {2s,2s+1} eingebettet werden
kann, so ist 2" H (1) ganzzahlig. Er beinhaltet auferdem Verschirfungen

fir den Fall, daf$ z € chO(X) oder z € chSp(X) gilt. O

*



12 KAPITEL 1. DAS HILBERT-POLYNOM

Obere Schranken fiir die Immersionsdimension liefern die folgenden Theore-

me:

Theorem 1.8 (Cohen)

Es sei X eine d—dimensionale kompakte differenzierbare Mannigfaltigkeit mit
d > 1. Dann ist X immersierbar in einen euklidischen Raum der Dimension
2d—a(d). Dabei ist a(d) gleich der Anzahl der Ziffer 1 in der Bindrdarstellung

von d.
Beweis: [Coh85].

Bemerkung 1.9
Dieses Ergebnis ist scharf in dem Sinn, daf§ es zu jeder natirlichen Zahld > 1
eine d—dimensionale kompakte differenzierbare Mannigfaltigkeit X gibt, deren

Immersionsdimension gleich 2d — a(d) ist. (vgl. [Coh85]. p.2538) O

Fiir homogene Ré&ume hat Tornehave ([Tor68]) zum Teil kleinere obere

Schranken fiir die Immersionsdimension gefunden:

Satz 1.10

Es sei G eine kompakte Lie—Gruppe und Ad die adjungierte Darstellung von
G auf der reellen Lie—Algebra gy von G. Wenn U der Zentralisator Z(S)
einer toralen Unterguppe S von G und die Dimension des Zentrums von
U gleich s ist, dann ist G/U immersierbar in einen euklidischen Raum der

Dimension dim(go) — s.

Beweis: vgl. [Sch86], Prop.4.

Bemerkung 1.11
(i) Fir die Bezeichnungen vgl. Kapitel 2.

(i1) Lam hat in [Lam75] weitere Ergebnisse fir reelle und quaternionale
Fahnenmannigfaltigkeiten erzielt. Fir die genauen Aussagen vgl. die

Bemerkungen 4.26 und 4.34. U
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Die Beweise der obigen Sitze basieren auf den folgenden Ergebnissen von

Hirsch ([Hir59]):

Theorem 1.12 (Hirsch)

Es sei X eine d-dimensionale kompakte differenzierbare Mannigfaltigkeit.
Falls ein reelles k—dimensionales Vektorraumbiindel n diber X existiert, so
daff k > 1 gilt und T(X) ® n trivial ist, so kann X in einen euklidischen

Raum der Dimension d + k immersiert werden.

Beweis: vgl. [Tor68], p.24. O

Theorem 1.13 (Hirsch)

Es sei X eine d—dimensionale kompakte differenzierbare Mannigfaltigkeit.
Falls X in einen euklidischen Raum der Dimension d + k + r immersiert
werden kann, so daf das Normalenbiindel ein triviales r—dimensionales Un-
terbiindel enthdlt, so kann X in einen euklidischen Raum der Dimension d+k

immersiert werden.

Beweis: vgl. [Hir59], p.269. O
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1.3 Die Beschreibung des Hilbert—Polynoms
mit Differentialoperatoren

In diesem Abschnitt wollen wir Ergebnisse aus [May65] und [MS73] vorstel-
len. Sie werden es uns erlauben, Hilbert-Polynome an der Stelle % auszuwer-

ten.

Bezeichnungen 1.14

Fiir natiirliche Zahlen k,n sei G(2n,2,k) C Spin(2n + 2 + k) das Urbild
von SO(2n) x SO(2) x SO(k) € SO(2n + 2 + k) unter der kanonischen
zweiblittrigen Uberlagerungsabbildung X : Spin(2n+2+k) — SO(2n+2+k).

Satz 1.15

Es sei X eine 2n—dimensionale kompakte orientierte differenzierbare S'-
Mannigfaltigkeit. Die Fixpunktmenge Y der S*-Operation sei endlich.
Zusdtzlich  seien  ein  dquivariantes komplexes eindimensionales Gera-
denbiindel E diber X, ein dquivariantes r-dimensionales komplexes Vek-
torraumbiindel D und ein dquivariantes k-dimensionales reelles Vektor-
raumbiindel F' iiber X gegeben.

Ferner seien ¢1(E) = wa(F) + wy(X) mod 2 und F als orientiert vorausge-
setzt. Dann gilt:

T(X)® E® F® D ist ein Vektorraumbiindel mit Strukturgruppe SO(2n) x
SO(2) x SO(k) x U(r). P sei das zugehorige Prinzipalbindel. Auf P existiert
eine S*-Aktion, die die S*-Aktion auf T(X)® E @ F & D induziert.

Ferner existiert ein Prinzipalbindel Q tber X mit Gruppe G(2n,2,k) und
eine zweiblittrige Uberlagerungsabbildung x : Q — P, so dafi fiir alle
(q,91,92) € Q x G(2n,2,k) x U(m) die Identitit x(q- (91,92)) = k(q) -
(A(g1), 92) gilt.

Wenn zusitzlich die Voraussetzung (x) erfillt ist, daf es auf Q eine S

Aktion gibt, die die S*-Aktion auf P induziert, so existiert ein dquivari-



1.3. BESCHREIBUNG MIT DIFF’'OPERATOREN 15

anter elliptischer Differentialoperator erster Ordnung auf X, dessen Index

['(X,E,F,D) € R(S") die folgenden FEigenschaften hat:

(1) T'(X,E,F,D)(1)

- ot (st ([T (%) ) ) ).

Dabei ist p(F) =11, (1 + y?) die totale Pontrjaginsche Klasse von F.

(ii) Fiir alle Elemente g einer geeigneten dichten Teilmenge von St gilt:

Dabei bezeichnen wir fiir einen Fizpunkt y € Y die Drehzahl der kom-
plezen Darstellung E, von S* mit v(y), die Drehzahlen der komple-
zen Darstellung D, von S* mit i (y), ..., u-(y), die positiven Dreh-
zahlen der reellen Darstellung T,(X) von S* mit mi(y),...,m,(y)
und die positiven Drehzahlen der reellen Darstellung F, von S' mit
B1(y), ..., 0s(y). Ferner trete die triviale eindimensionale reelle Dar-
stellung mit der Vielfachheit 21(y) oder 21(y)+1 als Unterdarstellung in
F, auf. Alle Drehzahlen mégen entsprechend ihren jeweiligen Vielfach-
heiten gezihlt werden. Stimmt die Orientierung von T,(X), beziglich
der alle Drehzahlen von T,(X) positiv sind, mit der von der orientier-
ten Mannigfaltigkeit X induzierten Orientierung von T,(X) tberein, so

sei der Punkt {y} positiv orientiert, anderenfalls negativ.

Es ist zu beachten, dafl wegen der vorausgesetzten Endlichkeit der Fix-
punktmenge die Darstellungen T,(X) keine trivialen Unterdarstellun-

gen besitzen. Also besitzt T,(X) eine kompleze Struktur, so daf alle



16

KAPITEL 1. DAS HILBERT-POLYNOM

Drehzahlen beziiglich dieser komplexen Struktur positiv sind. Die Ori-

entierung von {y} sei durch diese komplexe Struktur induziert.

Bemerkung 1.16

(i)

(i)

Die Zusatzannahme (%) garantiert, daf$ die rechte Seite der Formel in
(ii) eine meromorphe Abbildung in g beschreibt. Wegen der Stetigkeit
der linken Seite in 1 ist 1 eine hebbare Singularitit dieser meromorphen
Abbildung, und der uns interessierende Ausdruck U'(X, E, F,D)(1) ist

durch eine entsprechende Grenzwertbildung bestimmbar.

Ist die Zusatzannahme (%) nicht erfillt, so ezistieren auf X und den
Biindeln E, F, G S'-Aktionen, so daf§ diese die Zusatzannahme (x)
erfiillen und alle Drehzahlen gegeniiber den urspringlichen verdoppelt

werden. (vgl. [AH70], Prop.2.1 oder [Sch72], Satz (2.6)).

Insbesondere lafit sich auch in diesem Fall T'(X, E, F, D)(1) als Grenz-
wert des Terms in (i) (mit den Daten der urspriinglichen S'—Aktion)

berechnen.

Bemerkung 1.17

(i)

(i)

Sind E, F, D virtuelle dquivariante Biindel, d.h. beliebige Elemente aus
Kgi(X) bzw. KOg:(X), die die entsprechenden Voraussetzungen des
Satzes erfiillen, so liefert der obige Satz einen dquivarianten ,virtuel-

114

len®  Differentialoperator, fir dessen formalen Index die Aussagen des

Satzes gelten.

Ist F' = 0 und ersetzen wir D durch 1,(D), wobei t eine ganze Zahl
und v die Adams-Operation ist, so gilt

~

DX B F D)) = (=1 (e Pen(u(D)A)) [X]
_ (%cl(mch YO A(X )> [X]

= ( Cl )(t))

= H(t).
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Dabei bezeichnet H das zu c1(E) und ch(D) assoziierte Hilbert-
Polynom. U
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Kapitel 2

Homogene Riume

2.1 Grundlagen

Satz und Definition 2.1

Es sei G eine kompakte zusammenhdngende Lie-Gruppe und U eine zusam-
menhdngende abgeschlossene Untergruppe von G.

Die Menge der Linksnebenklassen von G modulo U bezeichnen wir mit
G/U=A{gUlg € G}.

Wir wversehen G/U mit der Quotiententopologie und der eindeutig be-
stimmten C*™°—differenzierbaren Struktur, so dafl die kanonische Projektion
m: G — GJU eine glatte Abbildung und G/U eine Quotientenmannigfaltig-
keit beziiglich 7 1st.

Fine auf diese Weise konstruierte Mannigfaltigkeit heifst ein homogener

Raum. (vgl. [BD85], 1(4.3)) O

Satz 2.2
(G,G/U,m) ist ein Prinzipalbindel mit Strukturgruppe U. (vgl. [BD85],
104.3) O

19



20 KAPITEL 2. HOMOGENE RAUME

2.2 Lie-Gruppen

Die topologische Struktur von homogenen R&dumen héngt eng mit den al-
gebraischen Eigenschaften der beteiligten Lie-Gruppen zusammen. Deshalb
werden wir in diesem Abschnitt wichtige Resultate aus der Darstellungstheo-
rie kompakter Lie-Gruppen présentieren. Die Ergebnisse sind in den meisten
Lehrbiichern iiber Darstellungstheorie, etwa in [Ada69], [BD85], [FH96] oder
[Kna96], nachzuschlagen.

In diesem Abschnitt sei G als eine kompakte zusammenhéngende Lie-Gruppe

mit Neutralelement e vorausgesetzt.

Satz und Definition 2.3

T.(G) tragt die Struktur einer reellen Lie—Algebra und heifit die Lie—Algebra
go von G (vgl. [Kna96], p.3). Ihre Komplexifizierung go ® C bezeichnen wir
mit g.

FEs existiert eine natiirliche C*°—Abbildung exp : go — G mit exp(0) = e und
To(exp) = id : To(go) = go — @o- exp heifst die Exponentialabbildung von G.
(vgl. [Kna96], p.49) O

Satz 2.4

Ist H eine weitere (nicht notwendig zusammenhdngende) Lie—Gruppe und
0 : G — H ein Lie-Gruppen—Homomorphismus, so ist T.(6) ein Lie-
Algebren—Homorphismus.

Ist 0 : G — H ein weiterer Lie—Gruppenhomorphismus mit T,(0) = T,.(0'),
so ist 0 =0

Beweis: vgl. [Ada69], 1.7 und 2.17.

Definition 2.5
FEine endlich—dimensionale komplexe Darstellung von G ist ein Paar (V,®),

bestehend aus einem endlich—dimensionalen komplexen Vektorraum V und
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einem stetigen Homomorphismus ® : G — Aut(V). V heifst der Darstel-

lungsraum dieser Darstellung.
Wenn wir Mifflverstindnisse ausschlieffen konnen, bezeichnen wir die Dar-
stellung einfach mit V' und das Element ®(g)(v) mit g(v) oder gv.

Entsprechend ist der Begriff einer reellen oder quaternionalen Darstellung

von G definiert. [

Definition 2.6

FEine endlich—dimensionale komplexe Darstellung einer komplexen Lie—
Algebra a ist ein Paar (V, ), bestehend aus einem endlich—dimensionalen
komplexen Vektorraum V und einem Lie—Algebra—Homomomorphismus
¢:a— End(V). V heifst der Darstellungsraum dieser Darstellung.

Wenn wir Miffverstindnisse ausschlieffen kénnen, bezeichnen wir die Dar-
stellung einfach mit V.

Entsprechend ist der Begriff einer reellen oder quaternionalen Darstellung

von a definiert. [

Bemerkung 2.7
Auf natiirliche Art und Weise sind Begriffe wie ,unitire Darstellung®, ,Ir-
reduzibilitdt von Darstellungen® wund ,Invarianz von Unterrdumen® sowie

funktorielle Konstruktionen von Darstellungen definiert. [

Beispiel 2.8
Die Konjugationsabbildung A : G — Aut(G) mit A(g)(h) = g 'hg induziert
reelle Darstellungen Ad von G und ad von gg auf gy sowie eine komplexe

Darstellung ad von g auf g. Diese heifien die adjungierten Darstellungen von

G. (vgl. [Ada69], 1.10) O
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Wegen der Kompaktheit von G gilt der folgende Satz:

Satz 2.9

(i) Ist (V,®) eine endlich-dimensionale komplexe oder reelle Darstellung
von G, so ezistiert auf V' eine euklidische Struktur, so daf (V, ®) unitdr

15t.

(i1) Ist 'V eine endlich—dimensionale kompleze Darstellung von G, so

existieren  invariante  Unterrdume Vi,....Vy wvon V, so dafs
V.=WV&- &V, gilt und die Darstellungen Vi,...,Vy irreduzi-
bel sind.

Beweis: vgl. [Ada69], 3.20. O

Definition 2.10

Auf der durch die Menge der irreduziblen Darstellungen von G erzeugten
frei abelschen Gruppe lafit sich mait Hilfe des Tensorprodukts eine Ringstruk-
tur definieren. Dieser Ring heifit der (reelle beziehungsweise komplexe) Dar-
stellungsring von G und wird mit Rg(G) beziehungsweise R(G) = Rc(G)
bezeichnet. [

Satz und Definition 2.11

Fiir eine endlich—dimensionale komplexe Darstellung (V, ®) von G defininie-
ren wir eine Abbildung xv = xo : G — C durch xv(g9) = spur(®(g)). xv
heifit der Charakter von (V,®) und hat die folgenden Eigenschaften:

(i) xv(e) = dimcV.

(i1) xv ist stetig und konstant auf den Konjugationsklassen von G. Eine

solche Abbildung heifit Klassenfunktion.

(iii) xv+(9) = xv(g™") = xv(g) fir alle g € G.
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(iv) xv definiert einen injektiven Ringhomomorphismus
X: R(G)— CLG)={f €C(G,C)| f ist Klassenfunktion}.

Das Bild von x heifit der Charakter-Ring von G. Auch dieser wird mit
R(G) bezeichnet.

Beweis: vgl. [Ada69], 3.32. O
*

Die Darstellungstheorie toraler Gruppen ist besonders einfach:

Satz 2.12
Es sei T* = R /ZF der k—dimensionale Standard—Torus. Dann gilt:

(i) T* ist monogenisch, d.h. T* besitzt ein erzeugendes Element.

(i4) Ist' V eine irreduzible komplexe Darstellung von T*, so ist V eindimen-

stonal.

(iii) Ist (C,®) eine kompleze Darstellung von T*, so ist ® von der Form

O([z1,...,21])(2) = eZmimatadmai) s wpobei ny,...np ganze Zahlen
sind.
(iv) Es sei p; die durch p;([zy,...,24])(2) = €>™(@) 2 gegebene eindimen-

sionale komplexe Darstellung von T*. Dann ist R(T*) der Ring der

endlichen Laurent—Reihen in pq, ..., pk.

(v) Ist V eine irreduzible reelle Darstellung von T*, so ist V entweder ein-
dimensional und trivial oder die Reellifizierung einer nicht—trivialen

komplexen irreduziblen Darstellung.

Beweis: vgl. [Ada69], 4.3, 3.71, 3.76, 3.77, 3.78. O
*
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Zur Klassifikation der Darstellungen von kompakten Lie—Gruppen benutzt
man die Kenntnisse iiber die Darstellungen der maximalen abelschen Unter-

gruppen von (. Diese sind toral wegen des folgenden Satzes:

Satz 2.13

Eine kompakte, zusammenhdngende, abelsche Lie—Gruppe ist ein Torus.

Beweis: vgl. [Ada69], 2.32. O

Definition 2.14
FEin maximaler Torus in G ist eine torale Untergruppe T, so daf fiir jede

torale Untergruppe S von G mit T' C S die Gleichheit T'= S gilt. [

Der folgende Satz liefert einen Uberblick iiber die Eigenschaften maximaler

Tori:

Satz und Definition 2.15
(i) Es ezistiert ein mazimaler Torus in G. Jede torale Untergruppe ist in

einem maximalen Torus enthalten.

(i1) Je zwei maximale Tori von G sind als Untergruppen von G konjugiert.
Insbesondere haben zwei maximale Tori von G dieselbe Dimension. Die-

se Dimension heifit der Rang von G.

(i1i) Ist T ein mazimaler Torus in G und ist No(T') der Normalisator von T
in G, soist No(T)/T eine endliche Gruppe und heifst die (analytische)
Weyl-Gruppe von G (beziiglich T').

(iv) Der kanonische Homomorphismus i* : R(G) — R(T) ist ein Isomor-

phismus auf den Unterring R(T)V© der W (G)-invarianten Elemente.

Beweis: vgl. [Ada69], 4.8, 2.23 sowie [BD85|, IV(1.4), VI(2.1) O
*
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In den weiteren Sétzen sei T' ein fest gewéhlter maximaler Torus in G. t, sei

die Lie-Algebra von T, t = t, ® C die komplexifizierte Lie-Algebra von T

Bemerkung 2.16
Wir konnen die Elemente von W(G) auch im algebraischen Sinn, d.h. als

Selbstabbildungen von t oder ty auffassen. (vgl. [Kna96], 4.54) O

Definition 2.17

(1) Ein multiplikativer Charakter von T ist eine stetiger Homomorphismus

£:T — S (vgl. [Kna96], 4.52)

(ii) FEin Element p € t* heifft analytisch integral, falls es einen multiplika-
tiven Charakter &, von T gibt mit &, (exp H) = e fiir alle H € to.
(vgl. [Kna96], 4.58)

Bemerkung 2.18
Fin Element p € t* ist genau dann analytisch integral, falls u(H) € 2miZ fiir
alle H € ty mit exp H =1 gilt. (vgl. [Kna96], 4.58) O

Satz 2.19
FEs sei p € t* ein analytisch integrales Element. Dann ist fir alle w € W(G)
das Element p o w analytisch integral. Ferner existiert ein FElement p im

Darstellungsring von G mit

Xplexp H) = Z ") fir alle H € to.

WepW(G)

Beweis: Die rechte Seite ist W(G)-invariant. (vgl. Satz 2.15(iv)) O

Satz und Definition 2.20
(i) Es sei V eine komplexe s—-dimensionale Darstellung von G. Dann ist
V' eine komplexe Darstellung von T und zerfdllt als solche in ein—

dimensionale Unterdarstellungen Vg, , ..., Vg, wobei {B1,...,0s} eine
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W(G)—invariante Menge analytisch integraler Elemente ist und die
Darstellung von T auf Vs, durch g(v) = %9 v fir alle g € T und
v € Vp, gegeben ist. Die Elemente By, ..., [ heifien die Gewichte der
Darstellung V.

(ii) Es seiV eine reelle s—dimensionale Darstellung von G. Dann ist V' eine
reelle Darstellung von T und zerfillt als solche in eine r—dimensionale
triviale Unterdarstellung Vo, wobei s —r = 2d eine gerade natiirliche
Zahl ist, und zwei-dimensionale Unterdarstellungen Vg, ..., Vs,, wo-
bei {01, ..., 104} eine W(G)—invariante Menge analytisch integraler
Elemente ist und die Darstellung von T auf Vg, die Reellifizierung der
durch g(v) = €%9 v fiir alle g € T und v € Vy, gegebenen komplezen
Darstellung von T ist. Die Elemente £, ..., 134 heiffen die Gewichte
der Darstellung V.

(i1i) Ist V' = go die adjungierte Darstellung von G, so ist Vo = to. Die
Gewichte der adjungierten Darstellung go heiffen die Wurzeln von G.
Alle Wurzeln sind auf ty rein imagindr. (vgl. [Kna96], 4.58) O

Definition 2.21

Es sei (L;) eine Basis von t. Fine totale Ordnung auf & ist gegeben durch
Z)‘il’i > ZMLz‘ = AN =1y Al = fp1, Ay > g flir ein e > 1.0

Definition 2.22
Eine positive Wurzel heifst einfach, wenn sie nicht als Summe zweier positiver

Wurzeln darstellbar ist. [

Bezeichnungen 2.23
(1) £(G) sei das Wurzel-System von G.

(i1)) X7(G) = {a € 2(G) |a > 0} heifit das System positiver Wurzeln von
G beziiglich der gewdhlten Ordnung. [
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Die Struktur— und Darstellungstheorie von G ist eng verwoben mit der ent-
sprechenden Theorie der Lie—Algebren gy und g von . Deshalb stellen wir
im folgenden Unterabschnitt Ergebnisse der Theorie der Lie-Algebren zu-
sammmen.

Zur Vereinfachung der Darstellung definieren wir sémtliche Begriffe nur fiir
den komplexen Fall.

Da g und g, die Lie-Algebren der kompakten Lie-Gruppe G sind, bendtigen
wir nicht die allgemeine Theorie von Lie-Algebren.

Dies fithrt dazu, dafl wir manche Objekte nicht durch die Standarddefinitio-
nen einfithren, sondern durch (technisch einfachere) Eigenschaften beschrei-

ben, die in dem von uns betrachteten Fall dquivalent sind.

Definition 2.24

1) Sind a,b Teilmengen von g, so sei
(1) g g
[a,b] = {[A,B]| A €a,B € b}

Entsprechend sei a + b definiert.

(11) Ein Untervektorraum a von g heifst Lie-Unteralgebra, falls [a,a] C a
gilt.

(i11) Eine Lie-Unteralgebra a von g heifst Ideal in g, falls [g,a] C a gilt. O

Beispiel 2.25
(1) Sind a,b Ideale in g, so sind auch aNb, a+ b und [a,b] Ideale in g.

(11) Insbesondere ist [g,g] ein Ideal in g und heifit das Kommutatorideal

von g.

(Z’L’L) 39 = {Hl cg |[H1,H2] =0 fur alle Hy € g}

st ein Ideal in g und heifst das Zentrum von g.
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Beweis: vgl. [Kna96], 1.7. O

Satz und Definition 2.26

Es gilt g =34 [g, 9].

g, g] ist halbeinfach im Sinne der Lie—Algebra—Theorie und heifit deswegen
auch der halbeinfache Summand von g.

G, g und gy heiffen halbeinfach, wenn [g, 9] = g gilt. Dies ist dquivalent dazu,
dafl Z(G) endlich ist, und dazu, daff 34 = 0 gilt. (vgl. [Kna96], 4.25, 4.29)
OJ

Satz und Definition 2.27
(i) Durch B : g x g — C mit

B(Hy, Hy) = spur(ad(Hy) o ad(Hs))

wird auf g eine symmetrische Bilinearform definiert. Sie heifst die

Killing—Form von G.

(i1) Die Einschrinkung von B auf den halbeinfachen Summanden [g, g] ist
nicht—ausgeartet. (vgl. [Kna96], 1.42)

(i1i) ¥ =tN|g,g| ist eine Cartan-Algebra von [g,g]. (vgl. [Kna96], 2.13)

(v) ¥* kann als Teilmenge von t* aufgefafit werden. Dabei bilden Elemente
von t* Elemente aus 34 auf 0 ab. (vgl. [Kna96], p.200) O

Satz und Definition 2.28

Es sei B die Killing-Form von G. Die Einschrinkung von B auf t' ist nicht—
ausgeartet. Die induzierte Bilinearform auf t* bezeichnen wir mit {, ). Die
Finschrinkung von (, ) auf den reellen Untervektorraum ty Nt ist negativ

definit; die Einschrankung auf den reellen Untervektorraum i(toNt') ist positiv

definit. (vgl. [Kna96], p.207) O
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Definition 2.29
(1) Ein Element p € ¥* heifit algebraisch integral beziglich G, falls

2 (p, @)
(o, )

€ Z fir alle o € X(Q)

gilt. (vgl. [Kna96], 4.59)

(i1) Ein Element p € ¥* heifst algebraisch halbintegral beziiglich G, falls 2p

algebraisch integral ist.

Bemerkung 2.30

(1) Analytisch integrale Elemente von t* sind algebraisch integral. (vgl.

[Kna96], 4.59)

(11) Falls G halbeinfach ist und ein triviales Zentrum hat, so ist jedes ana-

lytisch integrale Element eine ganzzahlige Linearkombination der Wur-

zeln. (vgl. [Kna96], 4.68) O

Satz und Definition 2.31
(1) w e W(G) permutiert die Wurzeln von G. (vgl. [Ada69], 4.37)

(ii) Fir ein Element w € W(G) gilt det(w) = (—1)|{a62+(G)‘aw<0}’. Wir
bezeichnen det(w) auch mit sign(w). sign: W (G) — {£1} ist ein Grup-
penhomomorphismus. (vgl. [Kna96], 11.12.21-23 oder [Hil82a], (1.5)
und Bem. vor (3.2))

(111) Die Bilinearform (, ) auf t* ist invariant gegeniber der Operation von

W(G). (vgl. [Kna96], 2.62) O

Satz und Definition 2.32
Wir definieren
1
a€S+(G)

0 st algebraisch integral beziiglich G.
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Beweis: vgl. [Kna96], 2.69 und 4.62. O

Satz 2.33
Fir alle H € ¥* gilt:

Z sign(w)e’™ ) = H (e%a(H)—e_%a(H)>

weW(G) aeXt(G)

(vgl. [Kna96], 5.111) O

Definition 2.34
Es sei QT ={H € ty|a(H) > 0 fir alle « € T (G)}. Q7 ist eine mazimale
konvexe Teilmenge von Q = {H € to|a(H) # 0 fir alle o € ¥7(G)} und

heifst die positive Weyl-Kammer oder die Fundamentalkammer von G. [J

Satz 2.35
FEs sei p ein algebraisch halbintegrales Element beziiglich G und (, ) die durch
die Killing—Form induzierte Bilinearform auf t*. Dann gilt:
S sign(w)er )
lim —2= ) = 11 o)

nY ezl;[(c:) (e%a<H>_€—%a<H)) weriia (0@

Bemerkung 2.36

Fiir eine einfache Wurzel o ist 2 (0, a) = (o, ) > 0. Fine beliebige positive
Wurzel ist eine Summe von einfachen Wurzeln. Daher ist der auf der rechten
Seite von (%) auftretende Nenner tatsichlich von 0 verschieden. (vgl. [Kna96],
2.69)

Beweis von Satz 2.35:

1.Fall: u ist algebraisch integral und ein Element des Abschlusses der positi-
ven Weyl-Kammer.

Die Behauptung folgt dann unmittelbar aus der Weylschen Dimensionsfor-

mel, vgl. etwa [BH58], sect. 3.4.
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2.Fall: 1 ist algebraisch integral.
Nach [BH58], sect. 2.7, existiert wy € W(G), so dafl pwy ein Element der

abgeschlossenen positiven Weyl-Kammer ist. Nach dem 1.Fall gilt also:

Z sign(w)e“(w(H))

. weW (Q)
lim

H=-0 H (eéa(H)_ef%a(H))

a€XT(G)

2.31(44)

o weW(G)
=" lim sign(wp) - -
H=0 [T (erot —esoth)
aeXt(G)

1.Fall . (o, )
= sign(wo) H W
a€Tt(G) ’

-1

2.31(343) . <u,o¢w0>
U sign(wy) [ 0
a€Tt(G) (0, @)

2.31(id) 11 (1, a)

a€XH(G)

3.Fall: p ist algebraisch halbintegral.

lim
=0T <€%04(H)_€—§0¢(H)>
aesH(@)
Z sign(w)e“(w(QH))
_ oy weW (G)
H—0 H e%a(2H)_€f%a(2H)>
aest(G)
Z sign(w)e p(w(H))
_ i V@
H—0 () — o)
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Z sign(w)e2“(w(H))

lim weW ()
=0 ] (e%a(eref%a(H)) I1 (eéam)_eﬁa(zm)
aext+(G) ae¥Xt(G)
H ;2/%00
a€TF(Q) (0, )
H (1, @) 0
(0, )
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2.3 Die topologische Struktur homogener

Riaume

Es sei G eine kompakte zusammenhéngende Lie-Gruppe und U eine abge-
schlossene Untergruppe von G gleichen Rangs. T sei ein maximaler Torus in

U.

Bezeichnungen 2.37
(1) Die Lie-Algebra von G bezeichnen wir mit gg, ihre Komplezifizierung

Entsprechend sei ty die Lie-Algebra von T und t thre Komplezifizierung.
Wir definieren ¥ durch ¢ = tN [g, g].

(1) X(G) sei das Wurzel-System von G, 3T (G) ein System positiver Wur-
zeln von G.
Y(U) C ¥(G) sei das Wurzel-System von U, X7 (U) = 2(U) N ET(G).

(111) Die Elemente von ¥ = XT(G) \ X1 (U) heiflen die positiven komple-

mentdren Wurzeln von G bzgl. U.

(iv) Es seien W(G) die Weyl-Gruppe von G, W (U) die Weyl-Gruppe von
U.

Bemerkung 2.38
(i) XT(U) ist ein System positiver Wurzeln von U.

(ii) Bs gilt W(U) C W(G). O

Definition 2.39

U operiert mittels der adjungierten Darstellung auf dem Tangentialraum
Tu(G/U) mit Gewichten o € X7 (G) \ ¥ (U) = W. Diese Darstellung heifit
die Isotropie-Darstellung 1 : U — Autt(Ty(G/U)). O
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Satz 2.40
Das Tangentialbiindel von G /U tragt iber v eine U-Struktur.

Beweis: vgl. [BH58] (Prop. 7.5) und die anschliefende Bemerkung. O
*

Satz 2.41
(i) G/U ist eine einfach zusammenhdngende Mannigfaltigkeit der Dimen-

sion 2 |V|. Fine Orientierung von G /U wird durch eine Orientierung

von Ty (G/U) definiert.

(ii) Die Abbildungen § : G/U — G/U mit g € G und 22U — gzU sind

orientierungserhaltende Diffeomorphismen von G/U.

Beweis:

(i) Wir betrachten die Homotopiesequenz zum Prinzipalbiindel G — G/U:
= m(U) = m(G) = m(G/U) = m(U) — mo(G) — -

Da G und U zusammenhéngend sind, ist der einfache Zusammenhang
von G/U &quivalent zur Surjektivitdt von m(U) — m(G). Da G/T
einfach zusammenhéngend ist (vgl. [Ada69], Lemma 5.54), ist m (T") —
m(G) surjektiv, also auch m(U) — m1(G).

(ii) Fir einen Weg g; von e nach g ist g; eine Isotopie von id nach g. [

Die Wurzelraum-Zerlegung von G ist
T(G)=g0=t® P 8oa
aesH(Q)
wobei die reelle Darstellung von 7" auf go, mit der Reellifizierung der kom-
plexen eindimensionalen Darstellung von 7" mittels der Wurzel « identifiziert

werden kann.
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Die Wurzelraum-Zerlegung von U ist

T.(U)=w=t® P g O

aext(U)

Definition 2.42
Wir orientieren Ty (G /U) und damit G/U entsprechend der Identifizierung

der Wurzelrdume go o, o € ¥, mit Kopien von C. [

*

Satz und Definition 2.43
Wir definieren

Ist G einfach zusammenhdngend, so sind dquivalent:
(1) G/U trigt eine Spin-Struktur.

(11) o' ist integral bzgl. G.

(iii) O ist integral bzgl. G.

Beweis: vgl. [HS90], p.327. O
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Kapitel 3

Hilbert—Polynome homogener

Riaume

Wir wollen die Resultate aus Abschnitt 1.3 auf homogene Ridume anwen-
den und unter Verwendung von Satz 2.35 Hilbert—Polynome von homogenen

Raumen berechnen.

3.1 Eine S'-Aktion auf G/U

Wir wihlen A : S! — T als reguliire Ein-Parameter-Untergruppe von G
innerhalb der Fundamentalkammer, d.h. das Differential von A in 1 ist ei-
ne lineare Abbildung d;\ : R = s' — t5, so dal d;\(1) ein Element der

Fundamentalkammer ist.

Da Mifiverstandnisse auszuschlieen sind, werden wir in Zukunft mit A sowohl

den Homomorphismus S' — T als auch das Differential R — t; bezeichnen.
A schrinkt jede T-Aktion auf einem Raum zu einer S'-Aktion ein.

Insbesondere existiert via A eine kanonische S'-Aktion auf G/U.

37
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Satz 3.1
Die Fizpunktmenge dieser S'-Aktion auf G /U ist gegeben durch

(G/U ={gU € G/U | g € Na(T)}.

Bemerkung 3.2

Fiir g1,90 € Ng(T) gilt die Gleichheit g1U = goU genau dann, wenn g €
92Ny (T) gilt. Also steht (G/U)> in Bijektion zu den Mengen Ng(T)/Ny(T)
und (Ng(T)/T)/(Nu(T))T) = W(G)/W (U) und ist damit endlich.

Ferner hangt fir g € Ng(T') die Linksnebenklasse gU nur von der durch g
reprasentierten Linksnebenklasse in W(G)/W (U) ab.

Also sind die Ausdricke wU und [wlU fir w € W(G) bzw. [w] €
W(G)/W(U) sinnvoll.

Damit 148t sich der Satz 3.1 so formulieren:

Korollar 3.3

Die Fizpunkte der S'-Aktion auf G/U sind genau die paarweise verschiede-
nen Punkte [w]U € G/U mit [w] € W(G)/W(U).

Beweis von 3.1 und 3.3: [HS90], sect. 2.5 [
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3.2 Agquivariante Vektorraumbiindel iiber

homogenen Riumen

Es sei eine (reelle oder komplexe) Darstellung p von U mit Darstellungsraum
V' gegeben. Diese induziert iiber das kanonische U-Prinzipalbiindel G — G /U
ein Vektorraumbiindel G' x, V. G operiert dquivariant auf dem kanonischen
Prinzipalbiindel und damit auch auf dem assoziierten Vektorraumbiindel;

dasselbe gilt fiir sémtliche abgeschlossenen Untergruppen von G.

Satz 3.4
Die T-Aktion in der Faser (G x, V), mit w € W(Q) ist dquivalent zu
pow™t (vgl. [HS90]), dasselbe gilt fiir alle Untergruppen von T.

Insbesondere sind die Gewichte der T-Aktion auf dem Tangentialraum im

1

Fizpunkt wU gegeben durch oo w™' mit o € ¥, wobei w=' hier die Aktion

der Weyl-Gruppe in der Lie-Algebra ty bezeichnet.

Beweis: Es sei g € Ng(T') ein Repriasentant von w € W (G). Jedes Element
in G x,V, das in der Faser iiber dem Fixpunkt [g] € G/U liegt, besitzt eine
eindeutige Darstellung [g,v] mit v € V. Flir t € T'und v € V gilt:

tlg,v] = [tg,v]

= [gg 'tg,v]
S~
eT
= [g,p(g "tg)v]

= g, p(w™ () (v))] O
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Satz 3.5

Es seien G D U zusammenhdingende Lie-Gruppen gleichen Rangs. Ferner
seien eine komplexe eindimensionale Darstellung n von U mit Gewicht ~
und Darstellungsraum L sowie eine komplexe r-dimensionale Darstellung C
von U mit Darstellungsraum K und Gewichten pi, ..., i, gegeben.
Auflerdem sei eine k-dimensionale reelle Darstellung ¢ von U mit Darstel-
lungsraum V' und positiven Gewichten [31,..., s gegeben. Die triviale eindi-
mensionale Darstellung von U trete als Summand in V' mat der Vielfachheit
2l oder 21 + 1 auf.

Alle Gewichte mdogen threr Vielfachheit entsprechend gezdihlt werden.

Ferner gelte
c1(G %y L) = wa(G %, V) + wo(G/U) mod 2 ().

Dann gilt

ol4) <e2 HEaD) eh(G x e K (HCOSh( )) A(G/U)) [G/U]

H <%’7+Mp+6/ Zg )Bs, >

2[ ) Z aeXt(G)
p e{l,..,s}—{£1} H <57 Oé)

a€s+(G)

Dabei benutzen wir die folgenden Bezeichnungen:

p(G x, V) =11, (1 +y?) ist die totale Pontrjaginsche Klasse von G x, V.
(,) ist die durch die Killing-Form von G induzierte Bilinearform auf t™*.
0 ist die halbierte Summe der positiven Gewichte von G, und §' ist die ent-
sprechende Summe beziiglich U .

Y. 1(G) ist die Menge der positiven Gewichte von G, W die Menge der positi-

ven komplementdiren Gewichte von G beziiglich U.
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Bemerkung 3.6

(i)

(i)

Die Giiltigkeit der Bedingung (%) lafit sich unmittelbar an den Gewich-
ten der Darstellungen ablesen. (vgl. [BH58], sect. 11). Zur Vereinfa-
chung wollen wir lediglich fir den Fall V = 0 das zu (x) dquivalente

Kriterium angeben:

c1(G x, L) = wo(G/U) mod 2
1 _ : . .
= 5 (”y + Z 04) ist analytisch integral beziiglich G.

Ist U der Zentralisator einer toralen Untergruppe von G, so liefert ein

Theorem von Wang, daff G/U eine homogene komplexe Struktur trdigt.
(vgl. [Wanb4].)

Fiir den Fall, dafi L = ATy (G/U)) gilt, K eindimensional ist und
(1 orthogonal zu den Wurzeln von U ist und positiv ist, stimmt die

Formel in 3.5 mit der Formel in [Sug79], sect.2, iiberein. (vgl. auch
[BH59], sect. 24.7.)

Beweis von Satz 3.5:

Wir definieren £ = G x,, Lund F' = G X,V und D = G x¢ K. Ferner sei
T(G/U) das Tangentialbiindel von G/U. S! operiert auf diesen Riumen wie
in Abschnitt 3.1. T(G/U) ist dquivariant isomorph zu G x, Ty/(G/U). F ist

orientierbar, da U zusammenhéngend ist.

Die positiven Gewichte von T (G/U)) sind die Komplementarwurzeln oo € W.
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Zusammenstellung der Bezeichnungen

Darstellung | Korper Dim. Gewichte ass.Biindel
(L,n) C 1 0 E
25+ 21
(V, ) R oder +054,...,£065,0,0,...,0 F
2s+21+1
(K, Q) C r [y s D
Ty (G/U) R 20| Komplementérgewichte | T(G/U)

Die Fasern dieser Biindel iiber dem Fixpunkt wU sind nach 3.4 wiederum
Darstellungen von T' mit Gewichten yw™t, £8;w™!, pjw™, aw".

Die Ergebnisse aus Abschnitt 1.3 liefern, daf fiir alle Elemente x einer dichten

Teilmenge von R die Gleichheit

[(G/U,E, F,D)(e*™) =

> A(wU,E, FE)(e™)  (xx)

W4

mit

v(wU, E, F, D) (em)

L
— i’Yw (E eﬂpw "Nz >

211‘[ ( L(Bow A@) | 6—5(5510—%(3:)))
TI (e_aawﬂ(@) _ eaawlx(x)))l

acvw
gilt.

(x%) ist bei Beachtung der Ergebnisse in Abschnitt 3.2 genau die For-
mel aus Abschnitt 1.3. Zu betrachten ist nur die Vorzeichenfrage von
v(wU, E, F, D) (e*™@). In Abschnitt 1.3 wird verlangt, daf} jeder Fixpunkt
so orientiert ist, dafl alle Drehzahlen des Tangentialraums positiv sind. Je-

des a mit negativem aw™! liefert also einen Orientierungswechsel. Dieser
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wird dadurch beriicksichtigt, daf fiir solche a der obige Nenner gegeniiber

der Formel in Abschnitt 1.3 ein anderes Vorzeichen hat.

Zur Vorbereitung der Grenzwertberechnung formen wir den Term um, so daf3

wir Satz 2.35 anwenden konnen:

[(G/U,E, F,D)(e*™)

= ’WEU)’ Z y(wU, E, F, K)(e*™)
ew

1 1,1 1
_ 5(yw A(z)) | pw ™ IA(Z)
= way 2 (Zeu >

P
2'T] <€%(ﬂaw‘l>\(z)) 4 e—%(ﬁaw‘lx\(&?)))

11 (e—aaw*lx( 2) _ eaaw*u(x)))

-1

aew
1 -1 -1y
— _1\¥l (yw™ A (z w (z
= Oy 2 <Z )
weW (Q)
211_[(% w I\ (0 —|—€ 2 Bow™ A(x))
I (eaaw—wx» _ e;(aw—u(@)>—1
ac¥
1 Lyw=I\(= w I\ (z
— (_1>‘W||W(U)| Z ez (YW X( )).(Zeup A ))
weW (Q) P

2'T] (eé(ﬁow‘lk(r)) 1 e (Bow” 1A<w>>>
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21H< L(Bow A +€—§(ﬁawﬂ(x)>>
I1 (@(aw*u( z) _ eﬁ(aw*wx)))

aext(U)
11 (eé(ax(z» _ €§<—ax<m>>> -
aes (@)
223 (_1)|‘Ij| WlU Z Sign(w)e%('ywilk(x)) . (Z euﬂwil/\(m)
| ( )| weW (G) P

2y <H e%f(ﬂ)(ﬁow‘lx\(x))>

e{1,...,s}—{x1}

Z (Sign<w/)€5’w’_1w_1/\(x))

w'eW (U)

I1 (é(m(w)) _ o seA@ >>>

-1

aeXt(G)
= ( |‘lj| Z Slgn Z H ( 2(&)\(93 _6
ew () P aeXt(G)
>3 Z 81gn w)e(3rHr T B (o)A@
e weW(G

Da mit x — 0 auch A(x) — 0 gilt, liefert Satz 2.35 nun:

ol4) <e2 (ED o (G o K (Hcosh (y)> A(G/U)) [G/U]

= (-D)YT(G/U,E, F,D)(1)
2! -1
=y 10

a€s+(G)

3 sign@/)g;z{
S

aeXT(G)

2.31(44) 2! -1
= . 0,
way - L@

a€s+(G)

)

1
2

(aX(@ >>>

-1
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-2 22 <v+up+5’ s Z o), o 1>

weEW(U) p & aest(G

2.31(441) 2! 1
= . 0,
way - L@

aes+(G)

P3P0 3| [ CERVEREE) ECTARY

weEW(U) p & acst(G o

2! 1
= oy L e

a€s+(G)

P35 351 [ CTVERES ) SELTRY
weEW(U) p & acst(G o

H <%7+up+5’+325(0)@,,a>
_ QZZ Z aeXt(G) o

P edl,..,s}—{x1} H (0, )

a€SH(G)

Dabei haben wir im vorletzten Schritt ausgenutzt, daff die Mengen {7},
{£61,..., 20} und {p1,...,p-y W(U)-invariant sind, da sie die Gewich-

te von Darstellungen von U sind. [J



46 KAPITEL 3. HILBERT-POLYNOME HOMOGENER RAUME

3.3 Nicht-Immersionssitze fiir homogene

Riume

Wir wenden die Ergebnisse des vorherigen Abschnitts auf die folgende Si-
tuation an: Wir setzen V' = 0 und ersetzen K durch K(t) = ¢;(K), wobei
K eine virtuelle komplexe Darstellung von U und ¢ eine ganze Zahl ist. Wir

bezeichnen mit v, die Adams-Operation.

Satz 3.7

Es seien G D U zusammenhdingende Lie-Gruppen gleichen Rangs. Ferner
seien eine komplexe eindimensionale Darstellung n von U mit Gewicht vy
und Darstellungsraum L sowie eine W (U)-invariante Familie (fuy,. .., i)
analytisch integraler Elemente gegeben.

Nach 2.15(iv) ezistieren komplexe Darstellungen (Ky,(1), ..., (Ks, () und

ganze Zahlen nq,...,ng mit »_ e = > nyXk, .
p=1 o=1

% (’y + > a) sei analytisch integral beziiglich G. Dann gilt:
acV¥

. . .
(i) A (G/U,Q(wa,% _ ;QEQG)I%V;Z;(S >

a€s+(G)

r

1
(gr+tm+a.a)
)

I 6o

aeXH(G)

p=1 aext(G

(i) H(t) =

Dabei benutzen wir die folgenden Bezeichnungen:

H ist das zu ¢1(G X,y L) und z = ) nych (G x¢, K,) assoziierte Hilbert-
o=1

Polynom von G/U.
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(,) ist die durch die Killing-Form von G induzierte Bilinearform auf t*.

0 ist die halbierte Summe der positiven Gewichte von G, und ¢ ist die ent-

sprechende Summe beziiglich U.

Y1 (G) ist die Menge der positiven Gewichte von G, VU die Menge der positi-

ven komplementdren Gewichte von G beziiglich U .

Bemerkung 3.8

(i)

(i)

(iii)

Fiir fast komplexe homogene Rdume mit invarianter fast komplexer
Struktur lafst sich L als héchste dufere Potenz von Ty (G /U) (aufgefaft
als komplexer Vektorraum) wdhlen. Das Gewicht dieser dujfSeren Potenz

ist die Summe der positiven komplementdiren Gewichte. Damit ergeben

sich%(v—l— Za) =Y aund 37+ =0.

aev aevy

Fiir homogene Spin-Rdaume lafit sich L trivial wdhlen. Damit ergeben

sz’ch%(7+ > a) =1Y aundiy+d=4¢.

acv¥ acVy
In Verbindung mit Satz 1.5 liefert der obige Satz unmittelbar einen
Nicht-Immersionssatz fiir homogene Rdume. Im Fall, daff r = 1 gilt,
liegt H(t) bereits in faktorisierter Form vor, und der Wert vy (H (%))
ist leicht zu bestimmen. Ist r > 1, so sind dazu gréfiere Anstrengungen

notig. U

Beweis von 3.7:

(o)

Fiir alle o € {1,...,s} seien uy ", ... 7“7{2—) die Menge der Gewichte von K, .

Fiir jedes analytisch integrale Element p gilt:

s r(o)
Hpe{l, ot lpe=p} =Y > n.
o=1 p=1

uﬁf)=u

Nach Satz 3.5 gilt fiir alle 0 € {1,...,s}:

A (G/U,

r(o)

Z H <%7+ pl) +(5’,a>

p=1 aext(G)

I[I o

a€s+(G)

Cl(G ><77 L)
2

,Ch (G Xy Ka)) =
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Es folgt mit z = > n,ch (G x¢, K,)

A (G/U, 701((;;"”,2)

= ZnUA (G/U7 Q(wa,ch (G ¢, KU)>
o=1

. 1:[(0) <%7 + b+ 5"a>
_ 3 a€dl
2" I @o

a€s+(G)

e 1:[((;)<%7+u+5/,@>
Q€Y
= ’)’Lo_
IDIDY i

panalyt.int. o=1 p=1

H <%’7+,u+5',a>

_ "\ aent(@)
uanazly:t.int. ; H <67 Oé>

ot a€St(G)

1 !
H <§v+up+5,a>

N aeTi(g)
2% I 6w

aeXt(G)

Also gilt der Teil (i) der Behauptung. Teil (ii) der Behauptung folgt fiir ganze
Zahlen t aus Teil (i) und der Additivitdt der Adams—Operation. O



Kapitel 4

Anwendungen

4.1 Vorbereitende Formeln

Der wesentliche Schliissel zur Berechnung der Zahlen 15(q) ist das folgende
zahlentheoretische Lemma. Zur Formulierung benotigen wir zunéchst folgen-

de Bezeichnungen:

Bezeichnungen 4.1
Firn € N seien:

a(n) = Anzahl der Ziffer 1 in der Bindrdarstellung von n;

n—

1
aj(n) = ZO{(H).

k=0
Lemma 4.2

v(n!)=n—a(n). O

Zur Vorbereitung auf die Anwendung dieses Lemmas stellen wir die Giiltig-

keit der folgenden einfach zu beweisenden Identitéten fest:

Satz 4.3
n+1
2 !
[Tei-1)= @n+ 1
2" . nl

=1

49
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1<i<j<n j=1
" (2~ 1)
1<i<j<n j=1
T (29)!
H (J+i+1)= H :
1<i<j<n j=1 7+ 1!
T (2] - 2)!
H (j+i—1)= H ,
\<isen picll VAR o)
n—1 .
27 — 1)!
1<i<j<n J=1 J

20 <ﬂ> + 2 n gerade
ai(n) = { 2) "2

aj(n—1) 4+ a(n —1), nungerade

v lgggno—z‘)): 5 —mn)

v (11 <j+z'>>="(”‘3>+a<n>

- 2
1<i<yj<n
o —2)(n+1
Vo H (]—l—z—i—l)):(n )2(n ) a(n+1)
1<i<j<n
. n(n—1
2Nl <9+z—1>> - > )
1<i<j<n

Uy H (]+Z—2)>:(n_2)<n_1)
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Bemerkung 4.4
Die obigen Formeln werden wir in den weiteren Rechnungen benutzen, ohne

auf ihre Verwendung explizit hinzuweisen.

Bemerkung 4.5

(1) aq ist streng monoton wachsend und nimmt fir 2er-Potenzen n die

Werte ay(n) = %logQ(n) an.

(i) Mit obigen Rekursionsgleichungen sind a(n) und ai(n) in einer Zeit

von O(logn) beziehungsweise O((logn)?) berechenbar. O

In den weiteren Sétzen werden Werte von a; nur in der Form a;(n) —aq (k) —
aj(n — k) mit 0 < k < n vorkommen. Deshalb sind die folgenden Sétze

Interessant:

Satz 4.6
Es sein eine natirliche Zahl und k € {0,...,n}. Dann gilt

0<ai(n)—a(k) —ay(n —k) <min{2’ | p e N und 2 > n} —1<2n—1.

Bewelis:

Fiir natiirliche Zahlen p und p definieren wir

Zwischenbehauptung 1: Es sei p € N. Zu jeder natiirlichen Zahl p existieren

eindeutig bestimmte natiirliche Zahlen s(p),r(p) mit p = s(p) - 2° + r(p)
und 0 < r(p) < 2°*1. Mit diesen Bezeichnungen ist

o (p) = s(p) - 2” + max{0,7(p) — 2°}.
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Beweis der Zwischenbehauptung 1:

Fiir p = 0 ist die Aussage trivial.

Es sei nun p > 0.

LEal:0<r(p—1) <2°.

Dann ist ) (p — 1) =0, s(p) = s(p — 1) und 7(p) = r(p — 1) + 1. Es folgt

2.Fall: 20 <r(p—1) < 2rtt — 1.

Dann ist a”(p — 1) =1, s(p) = s(p — 1) und 7(p) = r(p — 1) + 1. Es folgt

s(p) - 27 + max{0,r(p) — 2"}

= s(p)-2"+r(p) =2
(p—1)-2° + max{0,r(p — 1) — 2°} + 1
= p-1+1

= o (p).

Il
VA

S.Fall: r(p—1) = 2rt1 — 1.
Dann ist o (p — 1) =1, s(p) = s(p — 1) + 1 und r(p) = 0. Es folgt

s(p) - 27 + max{0,r(p) — 2°}

_1).2P+29
-1

I
®

= s(p
(p—1)-2"+max{0,r(p—1) —2°} +1

= ozgp)(p—l)%—l

= o (p).

Damit ist die Zwischenbehauptung 1 bewiesen.
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Zwischenbehauptung 2: Es sei p € N. Dann gilt:

0< agp)(n) - aﬁ")(k) - ozgp)(n — k) < 2*.

Beweis der Zwischenbehauptung 2:

Es gilt

n=(s(k)+s(n—k) 22" +rk) +rin—k).

1.Fall: 0 <r(k) <2 und 0 <r(n—k) < 2°.

Dann ist 0 < r(k) +r(n — k) < 27 also s(n) = s(k) + s(n — k)

und r(n) = r(k) + r(n — k). Es folgt

ai?(n) — af” (k) — o (n — k)
= max{r(n) —2°,0}
e {0,...,2° —1}.

2.Fall: 2° < r(k) <20 und 0 < r(n — k) < 2°.

93

Dann ist 22 < r(k) +r(n — k) < 2°™ oder 27! < (k) +r(n —k) < 3-2°.

Im ersten dieser Unterfille ist s(n) = s(k) + s(n — k)

und 7(n) = r(k) +r(n — k). Es folgt

o (n) — o (k) — o (n — k)
= r(n)—r(k)
= r(n—k)
e {0,...,2° —1}.

Im zweiten Unterfall ist s(n) = s(k) +s(n — k) + 1

und r(n) = r(k) + r(n — k) — 2/t Es folgt
oy (n) — o (k) — 0" (n — )

= 20— (r(k) —2°) = 2" —r(k)

e {1,...,2°}.
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3.Fall: 2° < r(n—k) <2/ und 0 < r(k) < 2°.

Die Behauptung folgt durch Rollentausch unmittelbar aus dem 2.Fall.
4.Fall: 2° < r(k) < 2" und 2° < r(n — k) < 2°FL.

Dann ist 207! < r(k)+r(n—k) <3-2° oder 3-2° < r(k)+r(n—k) < 272
Im beiden Unterféllen ist s(n) = s(k) + s(n — k) + 1

und r(n) =r(k) +r(n — k) — 2°+%

Im ersten Unterfall ist

o (n) — i (k) — of” (n — k)
= 20— (r(k) = 2°) = (r(n— k) — 2°)
= 3:22—r(k)—r(n—kF)
e {1,...,2°}.

Im zweiten Unterfall ist

o (n) = o (k) = o (n — k)
= 24+ (r(n) —2°)— (r(k) —2°) — (r(n — k) — 2°)
= 0.

Damit ist die Zwischenbehauptung 2 bewiesen.

Zwischenbehauptung 3: Ist p € N und p > log,(n), so ist a'? (k) = 0 fiir alle

k € {0,...,n — 1}. Insbesondere verschwindet fiir alle p > log,(n) der Term
o’ (n) = o (k) — o’ (n — k).

Beweis der Zwischenbehauptung 3:

Anderenfalls wire n > k > 2° > 2log2(n) — p

Damit ist auch die Zwischenbehauptung 3 bewiesen.

Mit po = max{p € Z|p < logy(n)} ist po +1 = min{p € Z|p > logy(n)},
und es folgt:
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aj(n) —ag(k) — ar(n — k)
[40]
= Y al’(n) = o’ (k) — ol (n— k)
p=0
[40]
< >
p=0
_ 2P0+1 -1

= min{2”|p € Z und p > log,(n)} — 1
< 2n—-1 0

Lemma 4.7

Fiir alle p € N gult:

0 < a(p) <logy(p) + 1.

Bewelis:

R

Es sel p = Y a,2” mit a, € {0,1} fiir alle p € {0,..., R — 1} und ap = 1.
p=0

Dann gilt a(p) < R+ 1 =logy(2") + 1 <logy(p) + 1. O

Satz 4.8
Die Abbildungen g,h : {0,1,...,n} — Z seien gegeben durch

g(k) = 4k(n — k) + 201 (k) + 201 (n — k) und
h(k) = 8k(n — k) — 2k + 201 (k) + 201 (n — k).
Dann gilt:

(i) 9(k) = gln— k), falls k < 3;

(i) g(k) > gl — 1), falls 0 < k< § — 08D =1,

(11i) h(k) > h(n —k), falls k < %;
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(iv) h(k) > h(k — 1), falls 0 < k < § — 2820) =2

Beweis:

Wegen a(p) < log,(p) + 1 fiir alle p € Ny gilt

gk — gk — 1)
= Bk+4n+4+2a(k—1)—2a(n—k)
> —8k+4n+4 —2logy(n) — 2

—8k 4+ 4n + 2 — 2logy(n)
und

h(k) — h(k —1)
= —16k+8n+6+2a(k—1) —2a(n —k)
> —16k + 8n +6 — 2logy(n) — 2
= —16k+8n+4—2logy(n). O

*

Bei der Berechnung giinstiger Parameter zur Behandlung des Immersions-
problems fiir die komplexen Fahnenmannigfaltigkeiten ist folgendes Mini-

mierungsproblem zu losen:

Lemma 4.9

Es sein > 2 eine ganze Zahl. Die Abbildung
Ry {(21,... 20) € Z" |2 # wa fiirsi # N} — Ny

sei gegeben durch Ry(xy,...,x,) = >, 1va(xy — xy).

1<k<A<n
R, hatin (1,...,n) eine Minimalstelle.
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Beweis:

Zunachst bemerken wir, dal fiir eine Permutation ¢ € &, die Werte
Ro(x1,...,2,), Ro(z1 + L,za+1,... 2, + 1) und R, (2s1), - .., To@m)) Uber-
einstimmen.

Wir beweisen die Behauptung mit vollstandiger Induktion. Fiir n = 2 ist die
Behauptung klar.

Es sei also n > 3. (21,...,%,) sei eine Minimalstelle von R,,. Ohne Ein-

schriankung kénnen wir annehmen, dafl x4, ..., z,, ungerade und =, 1, ..., 2,

gerade sind. Ferner kénnen wir annehmen, dal m > 7 gilt. Ansonsten
erhohen wir jede Komponente um 1.
Es sei z,, = 2y, — 1 fiir K < m und z, = 2y, fiir kK > m.

Es ist m # n, da sich ansonsten der Widerspruch

Rn<l’1, RN ,LCn)
= vo(2yy — 1 — 2y, + 1)
1<k<A<n
= (n) + ) valya—u)
2
1<k<A<n
n
— (2) + Ro(y1y -5 Yn)
> Rn(y17 cee )yn)

ergeben wiirde.

Es gilt:
Ru(xy1,...,z,)
= Z vo(xy — ) + Z Vo(Ty — )
1<k<A<m m+1<k<A<n
= Z v2(2yx — 2y,) + Z vo(2yx — 2yx)
1<k<A<m m+1<k<A<n

— (”;) + Z Vo(ya — Un) + (n;m) + Z va(Yr — Yx)

1<k<A<m m+1<kK<A<n



o8 KAPITEL 4. ANWENDUNGEN

n—m

) +Rm(y1a>ym) + ( 2 ) +Rn—m<ym+1a--'7yn)

(
> <T;)+Rm(1,...,m)+(n_m>+Rnm(l,...,n—m)
R

m
2

2
A(1,3,....2m—1,2,4,...,2(n —m))

Also ist auch (1,3,...,2m —1,2,4,...,2(n —m)) eine Minimalstelle.
Angenommen, es wire m # | %], also m > L. Dies ist dquivalent zu
2m—3>n—2undzun—m < m — 1.

Im Widerspruch zur Minimalitdt von R,(1,3,...,2m —1,2,4,...,2(n—m))

stiinde

R,(1,3,...,2m —3,2m —1,2,4,...,2(n —m))
—R,(1,3,....2m—3,2(n—m+1),2,4,...,2(n —m))
= > wmm-1-2+1)— > wm@n-—m+1)-2k)

1<k<m—1 1<k<n—m

= > wm@m-r)— Y »@h-m+l-rk)
1<k<m—1 1<k<n—m

= Z ve(2K) — Z v9(2K)
1<k<m-—1 1<k<n—m

= Z Vo (2K)

n—m+1<k<m-—1

=Y wmw+

n—m+1<s<m-—1
> 0.

Also ist m = [28], und es sind (1,3,...,2[2] — 1,2,4,...,2[%]) und
(1,2,3,4,...,n) Minimalstellen. [

*
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Bei der Behandlung des Immersionsproblems fiir die quaternionalen Fahnen-
mannigfaltigkeiten ist die Determinante einer Matrix zu berechnen, die die

folgende Gestalt hat:

Satz 4.10
Fiir alle n € N gilt:

det ((1 . :EH)Q)\fl 4+ (1 i xn)Q)\fl 4+ (1 . yn)Q)\fl 4+ (1 4 yN)Q)\fl)

1<k, A<n
(2n —1)! 22-2 | ) 222
- (n—1)! det (£ + 4 s
Beweis: Wir zeigen mit vollstdndiger Induktion nach [ € {1,...,n}:

det (1 —2) '+ (14+2)" "+ (1—y)™ '+ (1 +y)™ )

= 2 ﬁ(zu —1)

1<k, A<n

Ae{1,...,l}
22—2 22\—2
‘rn —"_ K

-det

(.

Ae{l+1,...,n} 1<k<n

Fiir [ = 1 ist die Giiltigkeit der Gleichung trivial. Es gelte nun die Aussage
firl € {1,...,n — 1}. Es folgt

det ((1 o ZL‘,{>2>\_1 + (1 + ZL‘,{>2>\_1 + (1 _ y’{)Q)\—l + (1 + y’{)Q)\—l)
l

= 2JJer-1

1<k,A<n

v=1
Ae{l,...,l}
2A—2 2A—2
xﬁ] + K

-det (1 _ x/@)ZH—l 4 (1 + Q?K)QH_I 4 (1 _ yﬂ>2l+1 T (1 4 yn)21+1

Ae{l+2,...,n} 1<k<n
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—
*
~

:N

= 2 1fev-1
v=1
Ae{l,...l}
G2 42
E I , ) .
et S () (1) +1) (] + 1)
j=0
(1= 2)? 7+ (142,027 4+ (1= )27 4 (142!
/\e{l+§ ..... n} 1<k<n
!
= 2 H(Ql/ —1)
v=1
Ae{l,...,l}
G2 4 2A-2
!
o S (02 (a2 )
(=2 )+ (14 2)? 7+ (1= )+ (14 y) !
)\e{l;g ,,,,, n} 1<k<n
I+1
() 541 -
2 TT2v - 1)
v=1
AE{1,...1+1}
g2 g 2
-det
(1= )™+ (14 2)? 7 + (1= ) + (T4 y)™ !
Ae{l;g ..... n} 1<k<n

Dabei gilt die Gleichheit (%) aufgrund des binomischen Lehrsatzes und die
Gleichheit (k%) aufgrund der Invarianz der Determinante unter elementaren
Zeilenumformungen.

Die Aussage fiir [ = n liefert die Behauptung. [J
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4.2 Nicht-Immersions-Satze fiir

Fahnenmannigfaltigkeiten

Bezeichnungen 4.11

(i) ni,...,ns seien positive ganze Zahlen.

s o—1 o
(1) n=">3 ng, l, =1+ > n;, my=>_n,.
o=1 j=1 j=1

(i) 7:{1,...,n} — {1,...,s} sei gegeben durch
TA) =0 <= I, < A<m,.

(wv) G=U(n), U=U(ny) x -+ x U(ny).

() T=U(1) x UQ1) x - x U(1).

Beispiel 4.12

61

komplexe

Firs=3,ny =1, ng =4 und n3 = 3 liefern diese Bezeichnungen:

Satz 4.13

U(ny) x -+ x U(ng) ist der Zentralisator Z(S) der toralen Untergruppe

S = {diag (e"ﬂU, e ,ei”(n))‘rl, S, T € R} inU(n).

Beweis: vgl. [Tor68], p.25 ff. O
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Satz 4.14

(i)

(i)

(iii)

(iv)

(v)

G und U erfillen nach Bemerkung 3.6(i1) die Voraussetzungen der Be-

merkung 3.8(i). T ist ein gemeinsamer mazimaler Torus.

go kann auf kanonische Weise mit der Lie-Algebra u(n) der schiefher-

miteschen komplexen nxn-Matrizen identifiziert werden. (vgl. [Ada69],
5.17(1).)
g = go ® C kann nach [Kna96], 1.15.4, auf kanonische Weise mit der

Lie-Algebra gl(n, C) der komplexen n x n-Matrizen identifiziert werden.
Dies liefert [g, g] = sl(n,C).

t* ist der Spann der linearen Abbildungen Ly (A = 1,...,n) mit
Ly(D) = Dy\ modulo der Relation Ly + ---+ L, = 0.

Die Weyl-Gruppe W (G) ist auf kanonische Weise isomorph zu &,,. Die
Weyl-Gruppe W (U) ist auf kanonische Weise isomorph zu &, X « -+ X
G, (vgl. [Ada69], 5.17(i).)

Die Killing-Form von G induziert auf ¥* die Bilinearform () mit

(vgl. [FHI6], p.213)

Ein System positiver Wurzeln von G ist gegeben durch
YHG)={Ly—L.|1 <A< kK <n}

(vgl. [Ada69], 5.28)
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Die halbierte Summe der positiven Wurzeln ist gleich

n

1

5= 5;(71—2“ 1)Ly.

(vi) Fir ganze Zahlen i1, ..., s ist Y prLa ein W(U)-invariantes und
A=l
analytisch integrales Element aus t*. (vgl. [Kna96], I1V,9.17) O

Mit diesen Daten ist das entsprechende Hilbert-Polynom von G /U gleich

H(t)
“ 1
H <Z (tuT(V)+§(n_2y+1)> LuaLn_LA>
. 1<k<A<n \v=1
11 <Z (%(n — 2w+ 1)) L, L, — LA>
1<k<A<n \v=1
1 1
H ((tum) + a(n — 2K + 1)) — (turm + a(n — 2\ + 1)))
. 1<k<A<n
N 1 1
11 <§(n—2/§+1) - 5(n—2A+1))
1<k<A<n
T ((tpem = 5) = (trrey = )
i1§n<)\§n

II (x+X

1<k<A<n

Zusammengefafit ergibt sich:

Satz 4.15
Sind py, ..., ps ganze Zahlen, so existiert ein Element z € ch(G/U), so daf
das zu ¢1(G/U) und z assozierte Hilbert-Polynom durch

IT (i) = 5) = (o = N))

gegeben ist.
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Um Nicht-Immersions-Ergebnisse zu erhalten, interessieren wir uns fiir die

W1, -y fhs, SO daBl v (H (%)) minimal wird.

Dazu wihlen wir eine Teilmenge S C {1,...,s}. k sei definiert durch
k=> n, Dannist n — k= > n,.
oeS oS

In dieser Situation bestimmen wir nun den minimalen Wert von v5(H(3))
unter der Bedingung, dafl i, genau dann gerade ist, wenn o € S gilt.

Es seien pq,...,us so gewahlt, dal sie die obigen Bedingungen erfiillen.
Y1y ---,7s selen durch p, = 27, fir o € S und p, = 2y, — 1 fiir o ¢ S
definiert.

+(#(2))

1
= > m (5 (e = tirn)) + A = ff)

1<k<A<n
T(r)ES,T(N)ES

1
+ Z Vo (5 (;u‘r(n) - /J“T()\)) + - /-i)

1<k<A<n
T(K)ES,T(N) ¢S

1
D D (5 (Hrm) = o) + A = ﬂ)

1<k,A<n
T(k)ES,T(N)ES

— Z I/g()\—lﬁ)

1<k<A<n

= Y n((rw—r) = (rw =)

1<k<A<n
r(r)ES (N ES

+ D (e — k) = (e — V)

1<k<A<n
T(R)ES,T(N)ES

LD DI (—% + (Yrtw) = £) = (e = A))

1<k, <n
T(k)ES, T(N)ES
n(n—1

= Y n((rw—r) = (rw =)

1<k<A<n
T(k)ES,T(N)ES
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+ Y (e —K) = (e = V)

1<k<A<n
T(k)ES, T(A\)¢ES

—k(n — k) _nn-1)

) + aq (Tl)

Lemma 4.16
In der obigen Situation ist vy (H (%)) fuir

Yo =1+ m,; + Z ny, falls o € S, und

1<9<o
9ES

Yo =14+m, + Z ng, falls o ¢ S,

1<9<o
IS

minimal.

Beweis: Die erste Summe ist nach Lemma 4.9 minimal, wenn
(Ve — 6|1 <K <n,7(k) € S} ={1,2,...,k}

gilt. Durch die obige Festlegung von 7, fiir 0 € S wird dies erreicht, wie wir
durch vollsténdige Induktion iiber die Méchtigkeit von S zeigen. Ist S = (),
so ist die Behauptung trivial. Ist S # 0, so sei 0 = max(S) und S; = S\ {c}.
Es folgt:

ey — 6|1 <k <n,7(k) € S}
= {Yrw) — k|1 <k <n,7(k) €51} U{ve —k|l, <k <my, }
= {lL,...;k—n,U{l4+m,+(k—n,) — k|l <k <mg,,}
= {1,...,k—ny}

U{l+m,+ (k—ny) —mg, ..., 1 +m, + (k—n,) — Iy}
= {l,....,k—n, ) U{l+k—n,,....k}

Entsprechend verfahren wir fiir die zweite Summe. [
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Wir erhalten:

Lemma 4.17

Es seien nq,...,ns ganze Zahlen und S eine Teilmenge von {1,...,s}. Mit

den Bezeichnungenn = > n, und k= Y. n, gilt:

o=1 1<o<s
g€S

Das Minimum aller mit geraden Zahlen {p,|oc € S} und mit ungeraden

Zahlen {pi, |0 ¢ S} konstruierbarer Werte vy (H (3)) ist der Wert
—2k(n — k) + a1(n) — ai(k) — ai(n — k).

Beweis: Mit den obigen Bezeichnungen ist der minimale Wert gleich
Y owmh—r)+ Y w(A—k)
1<k< A<k 1<k<A<n—k

_k(n_k)_w

9 + o (n)

— M_al(k)_’_

(n—Fk)(n—Fk—1)
2

2
n(n —1)
—— T ai(n) —k(n — k)

= on)—o(k) —a1(n—k)—2k(n—Fk). O

—aq(n—k)

Satz 4.18

Die komplexe Fahnenmannigfaltigkeit U(n)/U(ny) X -+ x U(ng) mit reeller
Dimension n*— i n2 kann nicht in einen euklidischen Raum der Dimension
4k(n — k) — 2041?711) + 20y (k) 4+ 204 (n — k) — 1 immersiert werden. Dabei ist
k eine beliebige natiirliche Zahl, die als Summe > n, mit S C {1,...,s}

oeS
auftritt.

Bemerkung 4.19
(i) Fir den Fall der komplexen Grafmann-Mannigfaltigkeiten (s = 2,

ny = k,ny = n — k) stimmen die Ergebnisse mit denen in [Sug79]

und [May97] iberein.
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(i1) In [Lam75] ist das folgende positive Ergebnis bewiesen: Die kom-
pleze Fahnenmannigfaltigkeit U(n)/U(ny) x -+ x U(ns) ist eine 7
Mannigfaltigkeit oder kann in einen euklidischen Raum der Dimension

n? — s immersiert werden.

(i1i) Besonders gqute Ergebnisse liefern diejenigen Werte fir k, die ,na-

he“ bei% liegen. (vgl. Satz 4.8) O
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4.3 Nicht-Immersions-Sitze fiir quaterniona-

le Fahnenmannigfaltigkeiten

Bezeichnungen 4.20
(i) ny,...,ns seien positive ganze Zahlen.

g

S 1 o
(1)) n=">3 ng, l, =1+ > nj, my= > n;.
o=1 j=1

(i) 7:4{1,...,n} = {1,...,s} sei gegeben durch
TA) =0 <= I, <A< m,.

(iv) G = Sp(n), U= Sp(n) x -+ x Sp(ny).

(v) T=U(1)xU(1) x---xU(1).

Satz 4.21
(1) G und U erfiillen die Voraussetzungen der Bemerkung 3.8(ii). T ist ein

gemeinsamer mazimaler Torus.

(ii) go kann auf kanonische Weise mit der Lie-Algebra sp(n) der schief-
hermiteschen quaternionalen n x n-Matrizen identifiziert werden. (vgl.
[BD85], 1.2.19) Nach den Ausfihrungen in [Kna96], pp.35-36, kann go
mit der Lie-Algebra sp(n,C) Nu(2n) identifiziert werden.

g = go ® C kann mit der Lie-Algebra sp(n,C) identifiziert werden.

Dies liefert, dafs g einfach ist und
t=t = D, ist Diagonalmatriz in gl(n,C)

gilt.

t* ist der Spann der linearen Abbildungen Ly (A = 1,....n) mit
LA(D) = Dy,



4.3. QUATERNIONALE FAHNENMANNIGFALTIGKEITEN 69

(111) Die Weyl-Gruppe W (G) ist auf kanonische Weise isomorph zum semi-
direkten Produkt aus &,, und {£1}", wobei die Operation von S, auf
{£1}" durch die Standardoperation auf der Menge der Indizes gegeben

1st.

Die Weyl-Gruppe W (U) ist auf kanonische Weise isomorph zum ent-
sprechenden semidirekten Produkt aus &, x - --x &,  und {£1}". (vgl.
[BD85], IV.3.8)

(iv) Die Killing-Form von G induziert auf t* die Bilinearform (, ) mit

<Z aLy, Y bL> 4n+4<2 anbn>.

1<A<n 1<k<n 1<k<n
(vgl. [FHI6], p.241)

(v) Ein System positiver Wurzeln von G ist gegeben durch
E+<G) I{L)\—Lm L)\—FLM 2[//\’1 <A< Iﬂ?gn}

(vgl. [Ada69], 5.28) Die halbierte Summe ist gleich

n

§=> (n=A+1)Ly
A=1
(vi) Ein System positiver Wurzeln von U ist gegeben durch
SHU) = (J{Lr = Lu, La+ L, 2Ly | I, A < 6 < m, ).
o=1
Die halbierte Summe ist gleich

' = (mry — A+ 1)Ly

A=1
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(vit) Fir ganze Zahlen i, . .., ps ist

{i1}7 falls Hor () 7& 0
Z eExtiroyLin| €x € ()

. {1}7 fdlk Hr (k) =0

eine W (U)-invariante Menge von analytisch integralen Elementen aus

t*. (vgl. [Kna96], 1V.9.19)

Bemerkung 4.22

In der Familie

< Z Exttr(n) L

1<A<n

ex € {£1}, falls1 <k < n)

<o<s 7
kommt jedes Element aus (x) genau (21_0—0 )—mal vor. [

*

Mit diesen Daten ist das entsprechende Hilbert-Polynom von G /U gegeben
durch

No
1<o<s

20 H(t)

H <Z(€vtu‘r(y) + mrw) —V + 1).[/1,7 2L,‘1>
- + 1<k<n v=1
E1w;§;:i1 n
11 <Z(n — v+ 1)L, 2Ln>

1<k<n \v=1
n
H <Z(€llt/1/7'(u) +mrp) —v+ 1)L, L, — L)\>
C1<k<A<n \v=1
1T <Z(n —v+ 1)L, L, — LA>
1<k<A<n \v=1
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H <Z(5ut,u7'(u) + Mrw) —V + ]-)Lua Lli + L)\>

1<k<A<n \v=1

1T <Z(n — v+ 1L, L, + LA>
1<k<A<n \v=1

H 2 (€Htu7(,€) + My — K+ l)

N e

€1,eeyEn==1 H 2 (n — K+ 1)
1<k<n
H ((E,it/uLT(,{) +Mme) — K+ 1) + (6AtuT(>\) + mr\) — A+ 1))

1<k<A<n

Il (n—rs+1)+(n-r+1))

1<k<A<n
I ((eatiro + magy = 5+ 1) = (exthsey + mepy = A+ 1))
.1§H<A§n
Il (n—r+1)=(n-r+1)
1<k<A<n
= 4 Z [ H (Sﬁt/LT(H) + Mre) — K+ 1)
€1,..en==x1 [1<k<n

T ((etrtrter + oty = 54+ 1) = (extitzgyy + mry) = A +1)°)
1<k<A<n

H (n—k+1)—(n—A+1)"

1<k<A<n
[I (n=s+D)+@m=-A+1)7"
1<k<A<n
: H (n—r+1)"
1<k<n
= =+ Z det <(€,€t,u7-(,{) + Mrg) — K+ 1)2/\72>
€ en==%1 1<k,A<n
Lyeeey n=—

IT o-»" JI @-s=2+27" J] —s+1)"

1<k<A<n 1<k<A<n 1<k<n
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2A—1
- + _
Z [det <(5Htu7(ﬁ) + My — K+ 1) )KN’KJ
E1,yenEn==%1
H AN—r)""- H (k+A)" H K~
1<k<A<n 1<k<A<n 1<xk<n
=+ [[ =0 ] #- J] @-nrt-n!
1<k<n 1<k<n 1<k<n
- det <(—tuT(H) + M) — K+ 1)%_1 + (thr(ny + Mre) — £+ 1)2A_1>1< g
= = ] @x-1!
1<k<n
+det ((—Wm) 117 = o+ 1) (bptrge) + ey — 6+ 1)%_1) erae
An dieser Stelle wollen wir fir alle ¢ € {1,...,s} innerhalb des ,o-
ten Blocks“ (d.h. fir k € {l,,...,m,}) elementare Zeilenumformungen
durchfiihren.

Bezeichnungen 4.23
Fiir alle r € Z fiihren wir auf der Menge der n, X n-Matrizen die Relationen
~, ein:

A~ Ay —
Fiir alle (n — ny,) X n-Matrizen B gilt: det = £2"det

Es folgt:
((—%(n) + (o) = £+ 1)

0 ((_t,ug +I€)2/\_1

<_t/j/o'+1)2>\ 1+<t/1/0'+1>2)\_1

~ (_tﬂg + 2)2)\—1 + ( Lo + 2)2)\ 1

)2)\71 )2)\71

(—tpy + K + (tho + K

~
3I<k<n,g 1<A<n
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(—t,uo- + 1)2)\—1 + (t,LLo- + 1)2)\—1 + <—t,U/o- + 1)2)\—1 + (t/,bo- + 1)2)\—1
~ (_tﬂo- + 2)2)\—1 + (t’uU)Q)\—l + <_t/lo-)2)\_1 + (t,ua + 2)2)\—1
(—tpo+ K) AR (—tpe+ 5 — 25 (tpg+ £ — 2T (tpe+ 5) i
3§:§ng 1<A<n
~0 ((—t,uo + 1)+ (tpy — e+ 2)2!
+ (_tﬂg — K ‘l‘ 2)2)\71 + (t,uo- + /{)2/\1)
fese

~o ( (=tre) + 5 = Loy + 1)

+ (t,uT(,,i) — K+ ZT(H) + 1)2/\_1

 (tpire) = KA ey + 1)

+ (i) + 6 = Ly +1) )

lo<k<mg
1<A<n

Dabei wurde im Schritt mit ~_; fiir Kk = n,,...,3 das (—1)-fache der (k —2)-
ten Zeile zur r-ten Zeile addiert, die erste Zeile verdoppelt und zur zweiten
Zeile die Nullzeile addiert. Wir beachten, dafl die obigen Umformungen auch
fir die Fille n, € {1, 2} giiltig sind.

Folglich ist das Hilbert-Polynom gegeben durch

No
1<o<s

20 H(t)
= 2 ] @x—1r!

1<k<n

- det < (=thr(e) + 5 = brey +1) Pt

At + (t,uT(,.;) — K+ lT(,.i) + 1)

- (~thtr= £+ Lo+ 1) (e + 5= Lo+ 1) )
1<k, A<n

110 4 ol-s et ((—t,uT(N) + K — ZT(,{)

=11 I @e—1nr!

1<k<n—1

)2 (bt + 1 — L) ™)

1<k, A<n
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Zusammengefafit ergibt sich:

Satz 4.24
Sind py, ..., ps ganze Zahlen, so existiert ein Element z € ch(G/U), so daf
das 2u 0 € H*(G/U) und z assozierte Hilbert-Polynom durch

22A—2 22A—2
H(t> = =det ((_tMT(K) + K= l‘r(n)) + (t,u‘r(n) + K= l‘r(/{)) >1<n \en
1-s— > ne -
1<o<s
(n— 1)t | | (26 —1)!71.2 e

1<k<n-—1

gegeben ist. [

*

1

Um Nicht-Immersions-Resultate zu erhalten, wihlen wir ¢ = 5 und, moti-

viert durch die Ergebisse iiber die komplexen Fahnenmannigfaltigkeiten, die
ganzen Zahlen puq, ..., us wie folgt:
Essei S C{l,....s}, k=3 cqNo, | = Zg¢s”a =n—k, und

142> ny, fallsoe S

<o
og€eS

23 ng, falls o ¢ S
<o
oS

Mo =
O.B.d.A. sei S von der Form S = {1,...,p} mit p € {0,...,s}. Dann ist
k=m,, | =n—m,p, und

2L, — 1, falls 1 <o <p

Mo = .
2(l, —k—1), fallsp+1<o<s

*
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Wir fiithren elementare Zeilenumformungen in den ersten & Zeilen durch:

1 22—2 1 2A—2
((_§NT(H) + R — ZT(H)) + (5“7(/@) + R —= lT(H)) )
1<k<k
1<

Dabei folgt die letzte Relation aus der Tatsache, daf fiir alle
oe{l,...,ptund alle k € {l,,...,m,} gilt:

e Falls k = [,, so ist
—% + QZT(,{) — K= —% + K.

e Falls [, +1 <k <2l, —1, soist

%S—%+2l7(,€)—ﬁ<—l+li.

e Falls k > 2[,, so ist

1 1 1
§§—<—§+217(,€)—/€> <—?+/<L.

Also ist

22—2 22—2
1 1
——+2l7(5)—/€ +|{—=4+kK
2 2 1<k<k

12230
eine Matrix von der Form
(xi/\—Q n y:/\—2> renen

122
wobei fiir alle k € {1,...,k} ein Element v € {1,...,x} existiert, so daB
T, = vy, ist. Also 148t sich die Matrix mit elementaren Zeilenumformungen

schrittweise von oben nach unten vereinfachen.
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Wir fithren elementare Zeilenumformungen in den letzten n — k Zeilen durch:

1 22—2 1 22—2
<(_§MT(H) + K — lT(H)) + (5#7(/{) + K= l’r(/{)) )
k+1<k<n

1<x<n

)2)\*2 )2,\72

k‘—i—l—l—l-ﬁ 207 +(-k—1+«k

k+1<kr<n
1<A<n

)2,\—2 F(—k—1+ H)2/\—2)

k+1<k<n
1<A<n

~s—p—14npi1

((
— ( k—1— K+ 2l
(-

QA 2
- 1 + ) k+1<k<n

1<A<n

22—2
= (1P

1<x<n
Dabei folgt die vorletzte Relation aus der Tatsache, daf fiir alle
ce{p+1,...,s} und alle k € {l,,...,m,} gilt:

e Falls o =p+1, soist
/C—i—l—i—/i—?lT(,{):—k—l—i—/i.

e Fallso e {p+2,...,s} und k =, so ist
—k—1—=Kk+2 4 =—-k—-1+k.

e Fallsoe{p+2,....,stund I, + 1 <k <2, — k —1, so ist
0§—kf—1—/€+2l7(n)<—1—k+li.

e Fallso e {p+2,...,s} und k > 2l, — k, so ist
1§k‘+1+/€—2l7(,{)<—1—/{7—|—,‘€.

*

Mit diesen Daten ist das Hilbert-Polynom von G/U gegeben durch
1
"(3)
2
222
(497
+ det 1<k<k

((~14m”7)

1<k<n—k / 1<i<n
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=17 I @e—nr!

1<k<n—1
=+ [ 0=-n) [ 14x+8) [ (-r)
1<k<A<k 1<k<A<k 1<k<A<n—k
1 3
IT 2+x+x ] (—§+A—n> 11 (—§+A+/<;)
1<k<A<n—k 1<k<k 1<r<k
1<A<n—k 1<A<n—k
(=17 [ @e—nrt
1<k<n
B (25 — 2)!
1<k<k 1<k<k 1<k<n—k
(2 — 1)! 1 3
H W H —5 + A—K H —5 + A + K
1<k<n—k—1 1<k<k 1<k<k
1<A<n—k 1<A<n—k
(=1 I @e—1rt
1<k<n-—1
=+ [J@-20- J] @-1'-(n-k-1)
1<k<k 1<k<n—k-—1
: H —l‘f‘)\—li H —§+)\+/£
1<rk<k 2 1<k<k 2
1< <n—k 1< <n—k
(n— 1)1t H (25 — 1)1
1<k<n-—1
*

Die fiir das Nicht-Immersions-Problem wichtige Grofie v, (H (%)) berechnen

wir als

#(7())

= > (26-2)— > a2k—-2)

1<k<k 1<k<k

+ Z (26 —1) — Z a2k — 1)

1<k<n—k—1 1<k<n—k—1

+n—k—1)—an—k—1)
—2k(n — k)
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— Z (26 —1)—(n—1)+ Z a2k —1)+an—1)

1<k<n—1 1<k<n—1
= k(k—=1)= > a(k-1)
1<k<k
+tn—k-1°-m-k-1)— >  alk-1)
1<k<n—k-1

+n—k—-1)—an—k—1)
—2k(n — k)
—n=1?=@n-D+m-1)+ Y  oak-1)+an-1)

1<k<n-—1

= k—4k(n—k)—a1(k) —a1(n — k) + a1(n)

Satz 4.25
Die quaternionale Fahnenmannigfaltigkeit Sp(n)/Sp(ny) x -+ x Sp(ng) mit
reeller Dimension 2 (n2 — Y n2 | kann nicht in einen euklidischen Raum

o=1
der Dimension

8k(n — k) — 2k + 20 (k) + 2a1(n — k) — 2a4(n) — 1

immersiert werden. Dabei ist k eine beliebige natiirliche Zahl, die als Summe

> ne mit S C{1,...,s} auftritt.

o€eSs

Bemerkung 4.26
(i) Fir den Fall der quaternionalen Grafimann—Mannigfaltigkeiten
(s = 2,n = k,ny = n— k) stimmen die Ergebnisse mit denen in

[May97] iiberein.

(i1) In [Lam75] ist das folgende positive Ergebnis bewiesen: Die quaternio-
nale Fahnenmannigfaltigkeit Sp(n)/Sp(ny) x -+ x Sp(ns) ist eine 7w
Mannigfaltigkeit oder kann in einen euklidischen Raum der Dimension

2n? —n — s immersiert werden. [
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4.4 Nicht-Immersions-Siatze fiir reelle Fah-

nenmannigfaltigkeiten

Bezeichnungen 4.27

(i) ni,...,ns seien positive ganze Zahlen.

s o—1 o
(1) n="7>3 ng, l, =1+ > n;, my=>_n,.
o=1 = j=1

J
(i) 7:{1,...,n} — {1,...,s} sei gegeben durch

TA) =0 <= I, < A<m,.
(iv) G =S50(2n), U= S0(2n1) x --- x SO(2ny).
(v) T =50(2) x SO(2) x --- x SO(2).

Satz 4.28

(1) G und U erfillen die Voraussetzungen der Bemerkung 3.8(ii). T ist ein

gemeinsamer mazimaler Torus.

(i1) go kann auf kanonische Weise mit der Lie-Algebra s0(2n) der schief-
symmetrischen reellen (2n) x (2n)-Matrizen identifiziert werden. (vgl.

[BDS85], 1.2.15)

g = go®C kann mit der Lie-Algebra so(2n, C) der schiefsymmetrischen
komplexen (2n) x (2n)-Matrizen identifiziert werden. (vgl. [Kna96],
1.15.4)

Dies liefert, dafS g einfach ist und

t=t'= < diag e 21,...,2n €C

gilt.
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(iii)

(iv)

(v)
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t* ist der Spann der linearen Abbildungen Ly (A =1,...,n) mit

. 0 =z 0 =z,
Ly | diag s 2.
—Z1 0 —Zn 0

Die Weyl-Gruppe W(G) ist auf kanonische Weise isomorph zum se-

midirekten Produkt aus S, und {(61, coen) E{EL [ [ ew =1 },
k=1

[]ex= 1}

=1

K

durch die Standardoperation auf der Menge der Indizes gegeben ist.

wobei die Operation von &, auf {(61, coyEn) € {1}

Die Weyl-Gruppe W (U) ist auf kanonische Weise isomorph zum

direkten Produkt aus entsprechenden semidirekten Produkt aus &,

und {(5;0, CyEm,) € {1}
[BDS5], 1V.3.6)

o

[ e =1 } (vgl. [FHI6], p.271) (vgl.
rk=ly

Die Killing-Form von G induziert auf ¥* die Bilinearform () mit

< > aLy, Y bHLH> = 4n1_4 ( > anbn>.

1<A<n 1<k<n 1<k<n
(vgl. [FHIG], p.272)

Ein System positiver Wurzeln von G ist gegeben durch
YHG)={Ly—Le, Ly+ L. |1 <A<k <n}.

(vgl. [Ada69], 5.28)
Die halbierte Summe ist gleich

5= (n—\Ly.

A=1
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(vi) Ein System positiver Wurzeln von U ist gegeben durch

SHU) = J{Lx = Lu, La+ L, |lo < A < 5 < mg}.

o=1
Die halbierte Summe ist gleich

n

5/ = Z(mT(A) - )\)LA

A=1

(vit) Fir ganze Zahlen puy, . .., s ist

{:l:l}’ falls /’LT(R) 7‘& 0
€k
Z Exthr(x)Loa {1}, falls prgey =0 (%)
= ﬁfﬁzlfﬂrallege{l’”_’s}
k=ls

eine W (U)-invariante Menge von analytisch integralen Elementen aus

t*. (vgl. [Kna96], 1V.9.20)

Bemerkung 4.29

In der Familie

ex € {£1}, falls1 <k <n
T L Ma
Zz—:,\,u(,\) A [ e =1 fiir alle o € {1,...,s}

1<A<n
k=l

>, (ne—1)
1<o<s
kommt jedes Element aus (x) genau (2 o =0 )—mal vor.

Bemerkung 4.30
G/U ist Spin—Mannigfaltigkeit, da we(G/U) =0 gilt.

Beweis:
Das Tangentialbiindel von G/U ist &quivariant isomorph zum Vektor-

raumbiindel P & ® &, wobei &,...,& die kanonischen Biindel

1<o<6<s
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uber

I1
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G/U sind. Da ¢&,...,& orientierbar sind, gilt wo(G/U) =
(27’LUU}2(§9) + 2”9“@(50)) =0. O

1<o<6<s

*

Mit diesen Daten ist das entsprechende Hilbert-Polynom von G /U gegeben

durch
>

1<o<s

2 o =0

(ne—1)

I1 <Z(sutuw> ey = V) Ly, L — L>\>
+ 1<k<A<n \v=l1

51,4;:i1 "

7?[(7 ex=1Vo H <Z(H—V)L,,,L,{—L)\>

k=lo L 1<k<A<n \v=1

H <Z(Eyt,u7-(,,) + Mrw) — I/)LV, L, + L>\>

1<k<A<n \v=1

H <i(n —v)L,, L, + L,\>

1<k<A<n \v=1
H ((exttirin) + Mgy — K) — (Extitr(ny + mey — A))

+ 1<k<A<n
51,,;:i1 H (n—r)—(n—=2N))

meo
[ ex=1Vo 1<k<A<n

k=lg

H ((entpir(e) + Mgy — K) + (Entptr) + M) — A))

1<k<A<n

I[I (v=r)+@m-n)

1<k<A<n

+ [[ (h=m)=@-2)" JI (a=r)+@m-2)"

1<k<A<n 1<k<A<n

Z H ( 8I{t/'L’T + Mer(k) — H)2_ (8)\t,u7-(>\) + Mrx) — )\)2>

e1,-men=%1 1<g<A<n

mg

H ex=1Vo
—1
+ E H H (2n — Kk — \)
44444 =+1 1<g<A<n 1<k<A<n
H ex=1Vo

r=lg
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22—2
-det ((Entﬂ'r(n) + mr(n) B ,%) )l<f€ A<n

) pos H A—r)""- H (2n —r — )"

1<k<A<n 1<k<A<n

Z det ((aituT(,@) + Mir() — f-@)Q/\_2>

€1,En==%1

= 22 J[ 0-»7" J[ +r-27"

1<k<A<n 1<k<A<n

1<k,A<n

dt<_t7—n T(K) — 22 tTR T(K) 2>\_2>
ot ( (—tr(e) + Mr() — K) + (thir () + M) — K) 1<kA<n
= 27 [ =" [ =Dt J[ @s-Dnr!
1<k<n 1<k<n—1 1<k<n—1

dt(_tfn (k) — n thr (s (k) 2>\_2>

e ( Pr(r)  Mir(s) "{) +(/”L()+m() R) 1<k,\<n
= £25(n— 1! H (25 — 1)1t

1<k<n—1
dt<_t T(R T(K) — P tTK T(Kk) — 2)\72>
et ( (—thrte) + Mr() — K) + (tirn) + Mr(e) = ) 1<kA<n

Der Schritt (xx) folgt daraus, daB fiir alle ¢ € {1,...,s} die m,-te Zeile

unabhéngig davon ist, ob wir fiir ,,, den Wert +1 oder —1 einsetzen.

An dieser Stelle wollen wir fiir alle o € {1,...,s} innerhalb des ,o-
ten Blocks“ (d.h. fir k € {l,,...,m,}) elementare Zeilenumformungen
durchfiihren.

Mit den Bezeichnungen aus 4.23 gilt:

222

1<A<n

<(_t:u7'(n) + Mr(k) — H) + (t'uT(’i) + Mr(k) — K)2>\_2> lo<r<

~o (St k= D7 g+ 1= )P
1<A<n
)2)\—2

~0 ((—tuT(H) + K — lT(R) + (t,uT(,{) + K — lT(H))Q)\_Q)
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Mit diesen Daten ist das Hilbert-Polynom von G/U gegeben durch
> (ne-1)

1<o<s

2 Ho=0 H(t)
= =det <(—tu7(,§) + K — lT(,.i))

[T ex—-rt (-1

1<k<n—1

22—2 2\—2
t T(K __ZTH )
 (triy F R = b))

Zusammengefafit ergibt sich:

Satz 4.31
Sind py, ..., ps ganze Zahlen, so existiert ein Element z € ch(G/U), so daf
das 2u 0 € H*(G/U) und z assozierte Hilbert-Polynom durch

H(t) = Zdet ((—tua + K — lT(U))2A72 + (tpo + K — lT(g))2/\72>1< -~
T 1<zcr:<s (no-_l) ) :
2 =D =1 ] @e—1r

1<k<n—1

gegeben ist. [

*

Wenn wir das entsprechende Hilbert—Polynom fiir die quaternionale Fahnen-
mannigfaltigkeit Sp(n)/Sp(ny) x - -+ x Sp(ng) mit A(t) bezeichnen, so ergibt

sich
H(t) = A(t) - ol{o | po=0}|-1
und

(1)) - () oo

(vgl. Satz 4.24.)
Insbesondere erhalten wir mit den wie im Abschnitt 4.3 gewéhlten ganzen

Zahlen py, ..., us das folgende Nicht-Immersionsergebnis:



4.4. REELLE FAHNENMANNIGFALTIGKEITEN 85

Satz 4.32
Die Mannigfaltigkeit SO(2n)/SO(2n1) X - - - X SO(2n;) von reellen orientier-

S
ten Fahnen hat reelle Dimension 2 | n? — Y ni) und kann nicht in einen
o=1

euklidischen Raum der Dimension
8k(n — k) — 2k 4+ 2a1(k) 4+ 2a1(n — k) — 204 (n) — 1

immersiert werden. Dabei ist k eine beliebige natiirliche Zahl, die als Summe

> ne mit S C {1,...,s} auftritt.
oS

Korollar 4.33
Die reelle Fahnenmannigfaltigkeit O(2n)/O(2ny) X -+ x O(2ng) hat reelle
Dimension 2 (n2 — Y> n? ) und kann nicht in einen euklidischen Raum der

o=1

Dimension
8k(n — k) — 2k + 2 (k) + 2a1(n — k) — 2a1(n) — 1

immersiert werden. Dabei ist k eine beliebige natiirliche Zahl, die als Summe

Y ne mit S C {1,...,s} auftritt.
oS

Beweis: Die kanonische Projektion SO(2n)/SO(2n,) x --- x SO(2ns) —
O(2n)/0(2n1) x --- x O(2n,) ist Uberlagerungsabbildung und damit eine

Immersion.

Bemerkung 4.34
(1) Fir den Fall der reellen Graffmann—Mannigfaltigkeiten (s = 2,
ny = k,nyg = n — k) stimmen die Ergebnisse mit denen in [May97]

tiberein.

(11) Wenn wir anstelle der Menge (%) die W (U)-invariante Menge von ana-

lytisch integralen Elementen

{£1}, falls prey #0
Z ExtiroyLn | €x € )

(*)
1<A<n {1}7 falls Mr(k) = 0
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benutzen, so erhalten wir als Verallgemeinerung der FErgebnisse in

[May98] ein Hilbert-Polynom der Form
H(t) = A(t) - 2571

(i7i) In [Lam75] ist das folgende positive Ergebnis bewiesen: Die reel-
le Fahnenmannigfaltigkeit O(2n)/O(2n;1) X --- x O(2ng) ist eine 7
Mannigfaltigkeit oder kann in einen euklidischen Raum der Dimension

2n? — n immersiert werden. [
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4.5 Nicht-Immersions-Sitze fiir die Mannig-
faltigkeiten
Sp(n)/U(ny) x -+ x U(ny)

Bezeichnungen 4.35
(1) ni,...,ns seien positive ganze Zahlen.
s o—1 o
(it) n=">3 ng, l,b =1+ > n4, my= > nj.
o=1 j=1 j=1
(i) 7:{1,...,n} — {1,...,s} sei gegeben durch

T(A) =0 <= I, <X <m,.
(iv) G = Sp(n), U=U(ny) x--- x U(ng).
(v) T=U1)xU(1l) x---xU(1).

Satz 4.36
U(ny) x --- x Ul(ny) ist der Zentralisator Z(S) der toralen Untergruppe S =
{ diag (e"fm, . e"T<")) ’ T1,...,Ts € ]R} in Sp(n).

Beweis: Es sei A € Z(5). Da A mit der Matrix diag (4, ...,7) vertauschbar
ist, ist jeder Eintrag von A mit ¢ vertauschbar, also komplex. Also ist der
Zentralisator von S in Sp(n) gleich dem Zentralisator von S in U(n), und die

Behauptung folgt aus Satz 4.13. [

Satz 4.37
(i) G und U erfillen nach Bemerkung 3.6(ii) die Voraussetzungen der Be-

merkung 3.8(i). T ist ein gemeinsamer mazximaler Torus.

t, W(Q), W(U), (,), EY(G) und 0 sind in den Sdtzen 4.14 und 4.21

beschrieben.

(ii) Fiir ganze Zahlen ju, ..., s st Y piroy Ly ein W(U)-invariantes und
1

analytisch integrales Element aus . O
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Mit diesen Daten ist das entsprechende Hilbert-Polynom von G /U gegeben
durch:

H{(t)
I (St v b 0t 1)
_ :t1§m<A§n v=1 .
II <Z(n —v+1)L,, L, — LA>
1<k<A<n \v=1
1T <Z<w7(y) +(n—v+1)Ly, L + LA>
1<k<A<n \v=1
II <Z(n —v+1)L,, L, + LA>
1<k<A<n \v=1
1T <Z(m7(y) +(n—v+1)L,, 2LH>
1<k<n \v=1
11 <Z(n —v+1)L,, 2L,i>
1<k<n \v=1
H ((tu7(5)+n—/i+1) — (t,uT(A)—i-n—)\-l-l))
_ :t1§H<A§n
Il (n—r+1)=(n-r+1)
1<k<A<n
H ((t/LT(H) +n—rk+1)+ (tpuoy+n— A+ 1))
1<k<Agn
I[[ (n=r+1)+(n-r+1)
1<k<A<n
IT (tpey+n—r+1)
.lgngn
H (n—r+1)
1<k<n
II (Cprw +n=5+1) = (trepy + 1= A+ 1))
- :t1§m<A§n

I =+»

1<k<A<n
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H ((tprpey +n— £+ 1) + (tprpy 0 — A+ 1))

1<k<A<n

H (2n—Kk—A+2)

1<k<A<n

H (tpr(ey + 1 — £+ 1)

1<k<n

H (n—r+1)

1<k<n

I ((pe +n—r+1) =ty +n = A +1))

1<k<A<n
IT (=x+»

1<k<A<n

‘1§K<A§n
H (k+A)

1<k<A<n

H (tlLLT(Ii) +n—Kr+ 1)

1<k<n
I =

= =+

1<k<n
=+ ] ((neeo +n—r+1) = (tury +n— A+ 1))
1<k<A<n
H ((tprey + 1 — £+ 1) + (tprpy +n— A+ 1))
1<k<A<n
‘ H (tpry +n— £+ 1)
1<k<n
nl~! H K! H (k — )71 H (2K — )7
1<k<n 1<k<n 1<K<n

=+ ] (oo +n—r+1) = (tury +n— A+ 1))

1<k<A<n

H ((tpr(y + 0 — K+ 1) + (try + 0= A+ 1))

1<k<A<n

’ H (tuT(n)+n—Ii+1). H (26 — 1)1

1<k<n 1<k<n
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Zusammengefafit ergibt sich:

Satz 4.38
Sind py, ..., s ganze Zahlen, so existiert ein Element z € ch(G/U), so daf
das zu c;(G/U) € H*(G/U) und z assozierte Hilbert-Polynom durch

H(t) = j:( H (tuT(H)+n—f<¢+1)—(tuT(,\)+n—)\—|—1)>

1<k<A<n

H ((tpry +n — K+ 1) + (b +1n — A+ 1))

1<k<A<n
H (tprey +n— K+ 1) H (25 — 1)1
1<k<n 1<k<n

gegeben st . [

*

Die Ergebnisse aus 4.2 motivieren dazu, die ganzen Zahlen uq, ..., us wie
folgt zu wéhlen, um gute Nicht-Immersionsergebnisse zu erhalten.
Wir wéhlen eine Teilmenge S C {1,...,s} und definieren

Vo = —N + My + Z ny, falls o € S,

1<¥<o
veSs

Vo = —N 4+ Mgy + Z ng, falls o ¢ S,

1<9<o
9ES

Lo = 27, falls o € S,

fo =27, — 1, falls 0 ¢ S und

k:ZnU.

Damit ist die Menge {v,(x) + n —x+ 1|1 < k < n,7(k) € S} gleich der
Menge {1,2,...,k} und die Menge {v;) +n—r+ 1|1 <k <n,7(k) ¢ S}
gleich der Menge {1,2,...,n — k}.
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Es folgt

»(7())

1 1
= Z u2<<§uf(,i)+n—/<c+1>—(§MT(A)+n—>\+1)

1<k<A<n
r(rJES,T(N)ES

+ Z %)

1<k<A<n
T(K)ES,T(A)ES

+ Z 12

1<k,A<n
T(R)ES,T(N)ES

1<k<A<n

1 1
+ > wm((smwmtn—r+1)+ (50 +n—A+1
1<k,A<n 2 2
T(R)ES,T(N)ES
1
+ Z Vo <§LLT(,{)—|—TL—I€+1>
1<k<n
T(K)ES
+ ) 1,MT(,@)—|—(n—l-€—|—1)
2
1<k<A<n
T(r)ES
=Y wm(2s-1))
1<k<n
- Z Vs ((VT(H)+n—/£+1)—(’yf(,\)+n—)\+1))

1<k<A<n
T(k)ES,T(N)ES
+ Z Vo (Yrgy +n— K+ 1) — (1ry + 1 — A+ 1))

1<k<A<n
T(K)ES,T(A)ES

1
+ Z VQ(—§+(fyf(,€)+n—/i+1)—(77(,\)+n—/\+1)>
1<k,A<n
T(k)ES, T(A)¢ES
+ Z Vo (Yry +n— K+ 1)+ (1roy + 1 — A+ 1))

1<k<A<n
T(k)ES,T(A)ES

91
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Sy

1<k<A<n
T(R)¢S,T(N) ¢S

>

1<k,A<n

KAPITEL 4. ANWENDUNGEN

vo (14 (Yr) +n— K+ 1)+ () +n— A+ 1))

1

Vo (—5—1-(77(”)—i—n—fi—l—l)—i—(WT()\)—i-n—)\—i-l))

T(K)ES,T(N)ES

+ Z VQ(’YT(H)+7’L—/€+1)

1<k<n

r(rk)ES
+ Z Vo (—%—i-%(,@) —l—n—m—l—l)
S
- > (-1
= ). wmE=-N+ ) wm(k=A)—kh—k)
1<k< A<k 1<k<A<n—k
- Z vo (K + )+ Z Vo (=14 K+ A) —k(n—k)
1<k< A<k 1<k<A<n—k
+ Y wa(k) = (n—k)
~ 3 w(2s - 1))
= k(k; D) — ay (k) (n— k)(n2— k-1) —aj(n—k)—k(n—k)
+k<k2_ 3) + a(k) + (n = k)(z_ k=D _ k(n — k)

+k —alk) — (n—k) —n*+n+ai(n)
= —(n—k)—4k(n — k) —a1(k) — a1(n — k) + a1(n)

Daraus folgt:

Satz 4.39

Die Mannigfaltigkeit Sp(n)/U(ny) X --- x U(ng) mit reeller Dimension

n(2n+1) —

o=1

n2 kann nicht in einen euklidischen Raum der Dimension

8k(n — k) +2(n — k) —2a1(n) + 2a4 (k) + 2a4(n — k) — 1
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immersiert werden. Dabei ist k eine beliebige natirliche Zahl, die als Summe

Yo ne mit S C {1,...,s} auftritt. O

c€eSs

Satz 4.40
Sp(n)/U(ny) x ---xU(nyg) ist eine m—Mannigfaltigkeit oder liaft sich in einen

euklidischen Raum der Dimension 2n? +n — s immersieren.

Beweis: Dies folgt unmittelbar aus den Sétzen 1.10 und 4.36. [J
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4.6 Nicht-Immersions-Sitze fiir die Mannig-
faltigkeiten
SO@2n)/U(ny) x -+ x U(ng)

Bezeichnungen 4.41

(i) ni,...,ns seien positive ganze Zahlen.
3 s o—1 o
(1)) n=">3 ng, l, =1+ > nj, my=>_ n;.
o=1 j=1 j=1

(i) 7:{1,...,n} = {1,...,s} sei gegeben durch
TA) =0 <= I, <A< m,.

(iv) G =S02n), U=U(ny) x - xU(ng).
(v) T=U(1)xU(1) x---xU(1) =50(2) x --- x SO(2).

Satz 4.42
U(ny) x -+ x U(ng) ist der Zentralisator Z(S) der toralen Untergruppe

S — {dzag(( cosTr(1)  sinri(q) > ..... ( COSTr(n)  SINTr(p) )> ’ Plyeoo Ts € R} ‘

—sin Tr(1) COos Tr(1) —sin Tr(n) COos Tr(n)

in SO(2n).

Beweis: Es sei A € Z(S). Wir fassen A als R-linearen Endomorphismus von

C™ auf. Da A mit der Matrix diag(( _(1) (1) ) ..... ( _(1) (1) )> vertauschbar ist,
ist A sogar C-linear. Also ist der Zentralisator von S in SO(2n) gleich dem

Zentralisator von S in U(n), und die Behauptung folgt aus Satz 4.13. O

Satz 4.43
(i) G und U erfiillen nach Bemerkung 3.6(ii) die Voraussetzungen der Be-

merkung 3.8(i). T ist ein gemeinsamer mazximaler Torus.

(1) &, W(G), W(U), (,), LT(G) und 6 sind in den Sditzen 4.28 und 4.14

beschrieben.
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(iii) Fir ganze Zahlen p, ..., ps ist Y proyLy, ein W(U)-invariantes und

v=1
analytisch integrales Element aus t*. [J

*

Mit diesen Daten ist das entsprechende Hilbert-Polynom von G/U gegeben
durch:

H(t)
11 <Z(m7(,,) +(n—v))Ly, L, — LA>
_ :t1§ﬁ<A§n v=1
11 <Z(n — )Ly, L — LA>
1<k<A<n \v=1
11 <Z(tu7(y) +(n—v))Ly, L. + LA>
‘1§n<A§n v=1
II <j£:02——y)Ly,[%-+xLA>
1<k<A<n \v=1
I (e +n—8) = (tpepy + 0= V)
_ :t1§H<A§n
[T (n=r)=(n-X)
1<k<A<n
I (e +n—5)+ (tpepy + 0= V)
'1§5<A§n
[T ((n=r)+(n-2N)
1<k<A<n
I (e +n—5) = (tpepy + 0= V)
_ :t1§n<A§n
I =+»
1<k<A<n
H ((tper(ey + 1 — K) + (tprpy + 1 — N))

1<k<A<n

H (2n — Kk —A)

1<k<A<n
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[T (o +n—5) = (e + 1= V)

_ :t1§H<A§n
IT =+»
1<k<A<n
H ((tprey + 1 — &) + (tprpy + 1 — N))
'1§N<A§n
H (k+A—2)
1<k<A<n
= =+ H ((tprey + 1 — &) = (tprpy + 1 — A))
1<k<A<n
I (e +n—5) + (tpepy + 1= V)
1<k<A<n
IT =1 I -t J] s—11"
1<k<n-—1 1<k<n-—1 1<k<n
= 4+ H ((tp”-(,i) +n— li) — (t,uT(,\) +n— )\))
1<k<A<n
I (Cpee +0—5) + (tregy + 1= 2)
1<k<A<n
=17 I @s-1)1!
1<k<n—1

Zusammengefafit ergibt sich:

Satz 4.44
Sind py, ..., ps ganze Zahlen, so existiert ein Element z € ch(G/U), so daf
das zu c1(G/U) € H*(G/U) und z assozierte Hilbert-Polynom durch

H(t) = =+ H ((tﬂ’T(K) +n— KJ) - (t,u‘r()\) +n— A))

1<k<A<n
H ((tpr(ey + 1 — &) + (tirry + 1 — N))
1<k<A<n
(n—1r" ] k-1
1<k<n—1

gegeben ist. [
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Ahnlich wie im vorhergehenden Abschnitt wihlen wir die ganzen Zahlen

K1y ooy st

Wir wihlen eine Teilmenge S C {1, ..., s} und definieren

Vo = —N +m, + Z nyg, falls o € S,

1<¥<o
veS

Yo =—n+1+m,+ Z ng, falls o ¢ S,

1<9<o
9ES

Ly = 27,, falls o € S,

fo = 27, — 1, falls 0 ¢ S und

k‘:ZnU.

Damit ist die Menge {7, +n — k|1 < k < n,7(k) € S} gleich der Menge
{0,1,...,k — 1} und die Menge {74 +n — |1 < Kk <n,7(k) ¢ S} gleich
der Menge {1,2,...,n — k}.

2(7(2))

1 1
= Z Va\ ( gHr () +Tn—K|— P +n—A
1<k<A<n

T(K)ES,T(N)ES

+ Z Vo

1<k<A<n
T(K)ES,T(A)ES

(Co
(Co
(Co

+ Z 12

1<k<A<n
r()E€S,r(N)ES

+ Z %)

1<k<A<n
T(K)ES,T(X)ES
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1 1
+ v —Ury FR— K|+ | )+ — A
D (O A G

T(k)ES, T(N)ES

— > (@ — 1) = w((n—1))

= gn;(ﬁmw > (k=) —kn—k)
1+<n<§ vy (K + A —1<2)<fnkz v (=14 K+ N —k(n—k)
- Z (35~ 1)~ (- 19

B k(k:_z—_l)_al(k)Jr(n—k)(nz—k—l)_al(n_k)_k(n_k)
+(k;—2)2(k—1)+(n—k:)(r;—k—1)_k(n_k)

—(n=1*+m-1)4+a(n—1)—Mn-1)+a(n—1)
= (n—k)—4k(n—k) —a1(k) —a1(n — k) + a1(n)

Mit dem Rollentausch k <« n — k folgt :

Satz 4.45
Die Mannigfaltigkeit SO(2n)/U(ny) x --- x U(ns) mit reeller Dimension

n(2n — 1) — >° n2 kann nicht in einen euklidischen Raum der Dimension

o=1

8k(n — k) — 2k — 201(n) + 2a1(n — k) + 2a4 (k) — 1

immersiert werden. Dabei ist k eine beliebige natiirliche Zahl, die als Summe

> ne mit S C{1,...,s} auftritt. O

o€eS

Satz 4.46
SO(2n)/U(ny) x -+ x U(ng) ist eine m1—Mannigfaltigkeit oder lafst sich in

einen euklidischen Raum der Dimension 2n®> —n — s immersieren.

Beweis: Dies folgt unmittelbar aus den Sitzen 1.10 und 4.42. [



Anhang

In diesem Anhang sind fiir jeden der betrachteten fiinf Typen die Dimen-
sionen und die Schranken der Immersionsdimensionen von jeweils 25 zufillig
ausgewdhlten homogenen Rdumen tabellarisch zusammengestellt.

Dabei sind die ,,Fahnenzahlen® Zahlen aus der Menge {1,...,10} und die

,Fahnendimensionen*“ Zahlen aus der Menge {1,...,25}.

Zur besseren Ubersicht bezeichnen wir Gruppen wie U(n;) x --- x U(n,) in

den Tabellen mit U(nq,...,ng).

99



100

Komplexe Fahnenmannigfaltigkeiten

Mannigfaltigkeit Dim | u.S. 0.5.

U(128)/U(14,16,7,9,25,5,24,21,7) 14086 | 16256 | 16375
U(99)/U(13,2,7,9,6,21,20,21) 8180 | 9702 | 9793
U(46)/U(16,10,3,17) 1462 | 2036 | 2112
U(51)/U(4,20,4,23) 1640 | 2544 | 2597
U(33)/U(4,19,8,2) 644 | 1026 | 1085
U(32)/U(25,7) 350 666 694

U(15)/U(3,4,8) 136 210 222

U(66)/U(3,6,9,17,12,16,1,2) 3536 | 4290 | 4348
U(127)/U(10,24,8,9,16,23,13,16,8) 14034 | 16002 | 16120
U(91)/U(23,24,17,4,23) 6342 | 8190 | 8276
U(89)/U(24,25,24,16) 5888 | 7790 | 7917
U(45)/U(23,2,18,2) 1164 | 1980 | 2021
U(30)/U(21,5,4) 418 724 832

U(53)/U(10,18,14,11) 2068 | 2750 | 2805
U(154)/U(23,25,10,20,21,23,4,22,2.4) | 20572 | 23562 | 23706
U(71)/U(15,24,18,11,3) 3786 | 4970 | 5036
U(145)/U(16,24,19,9,25,14,21,14,3) 18284 | 20880 | 21016
U(59)/U(8,9,15,1,4,22) 2610 | 3422 | 3475
U(56)/U(6,11,14,6,19) 2386 | 3064 | 3131
U(65)/U(22,7,3,13,15,5) 3264 | 4160 | 4219
U(67)/U(25,16,12,14) 3268 | 4368 | 4485
U(52)/U(10,21,17,1,3) 1864 | 2648 | 2699
U(65)/U(3,10,6,21,1,11,13) 3348 | 4160 | 4218
U(128)/U(23,13,15,12,16,13,2,16,10,8) | 14468 | 16256 | 16374
U(38)/U(23,15) 690 | 1346 | 1375

ANHANG



TABELLEN

Quaternionale Fahnenmannigfaltigkeiten

Mannigfaltigkeit Dim | u.S. 0.5.

Sp(85)/Sp(6,4,18,17,13,3,24) 11612 | 14280 | 14358
Sp(61)/Sp(9,22,7,20,3) 5396 | 7320 | 7376
Sp(121)/Sp(16,20,22,4,23,20,16) 24600 | 29040 | 29154
Sp(113)/Sp(5,9,1,22,6,23,25,1,21) 21092 | 25312 | 25416
Sp(74)/Sp(15,16,3,11,25,4) 8448 | 10800 | 10872
Sp(125)/Sp(6,24,25,21,22,21,6) 25972 | 30988 | 31118
Sp(121)/Sp(25,22,10,7,24,15,18) 24516 | 29040 | 29154
Sp(54)/Sp(15,14,15,10) 4340 | 5698 | 5774
Sp(63)/Sp(5,19,21,3,15) 5816 | 7758 | 7870
Sp(28)/Sp(2,21,5) 628 | 1136 | 1251
Sp(134)/Sp(9,25,9,23,20,17,5,1,25) 30600 | 35644 | 35769
Sp(105)/Sp(22,1,17,25,21,19) 17648 | 21696 | 21939
Sp(66)/Sp(11,19,8,15,13) 6832 | 8576 | 8641
Sp(97)/Sp(1,9,10,7,11,4,13,19,10,13) | 16484 | 18624 | 18711
Sp(105)/Sp(22,18,11,25,13,14,2) 18204 | 21840 | 21938
Sp(35)/Sp(9,10,16) 1576 | 2368 | 2412
Sp(46)/Sp(7,18,21) 2604 | 4112 | 4183
Sp(109)/Sp(24,18,22,25,6,7,1,4,2) 19532 | 23544 | 23644
Sp(18)/Sp(3,15) 180 344 356

Sp(19)/Sp(1,18) 72 138 142

Sp(94)/Sp(18,22,21,3,8,8,14) 14508 | 17484 | 17571
Sp(58)/Sp(8,15,21,10,3,1) 5048 | 6612 | 6664
Sp(149)/Sp(23,9,9,3,23,7,9,24,24,18) | 38732 | 44104 | 44243
Sp(93)/Sp(10,21,16,20,11,2,13) 14316 | 17112 | 17198
Sp(115)/Sp(1,5,14,24,18,1,15,24,13) | 22264 | 26220 | 26326
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ANHANG

Reelle orientierte Fahnenmannigfaltigkeiten

Mannigfaltigkeit Dim | u.S. 0.5.
SO(206)/SO(36 50,32,16,16,24,24,8) 17944 | 21012 | 21115
SO(76)/S0(26,4,12,6,28) 2060 | 2812 | 2850
S0O(90)/S0O(36,38,16) 2552 | 3872 | 4005
SO(66)/S0(26,22,12,6) 1508 | 2112 | 2145
S0O(312)/50(48,20,20,12,46,34,44,38,6,44) | 42736 | 48360 | 48516
SO(218)/50(28,32,16,18,34,12,32,46) 20348 | 23544 | 23653
SO(70)/S0O(12,28,30) 1536 | 2336 | 2415
SO(98)/50(4,44,2,12,12,24) 3392 | 4704 | 4753
S0(260)/50(28,22,46,34,46,42,20,22) 29148 | 33540 | 33670
S0O(98)/50(22,6,32,38) 3308 | 4658 | 4753
SO(108)/S0(18,8,26,16,8,16,16) 4884 | 5720 | 5778
SO(82)/50(46,32,4) 1784 | 3238 | 3321
S0(42)/S0(18,16,8) 560 828 861
SO(256)/50(10,20,42,20,18,36,28,38,2,42) | 28628 | 32512 | 32640
SO(268)/S0(38,32,30,48,30,50,4,36) 30720 | 35644 | 35778
SO(62)/50(50,12) 600 | 1160 | 1196
SO(30)/S0(22,8) 176 330 349
S0O(232)/50(28,12,34,50,36,22,50) 22480 | 26674 | 26796
SO(54)/S0O(20,34) 680 | 1316 | 1356
SO(176)/S0(38,22,16,20,46,32,2) 12624 | 15312 | 15400
SO(178)/S0(24,16,10,30,24,50,24) 13100 | 15664 | 15753
SO(192)/S0(26,50,34,10,14,32,4,22) 15356 | 18240 | 18336
SO(302)/S0(50,18,48,48,48,30,32,28) 39380 | 45286 | 45451
S0O(278)/5S0(38,8,36,6,48,34,18,50,40) 33280 | 38364 | 38503
S0O(230)/S0(12,34,30,44,20,48,30,12) 22508 | 26220 | 26335




TABELLEN

Die Mannigfaltigkeiten
Sp(n)/U(ny) x -+ x U(ny)

Mannigfaltigkeit Dim | u.S. 0.S.
Sp(45)/U(7,1,13,6,18) 3516 | 4038 | 4090
Sp(64)/U(11,10,23,20) 7106 | 8178 | 8252
Sp(68)/U(11,19,21,8,9) 8248 | 9224 | 9311
Sp(110)/U(16,16,8,4,11,25,8,17,5) 22594 | 24200 | 24301
Sp(47)/U(13,12,22) 3668 | 4402 | 4462
Sp(129)/U(13,20,14,20,18,6,9,15,6,8) | 31480 | 33282 | 33401
Sp(61)/U(16,24,19,2) 6306 | 7282 | 7499
Sp(70)/U(8,21,18,23) 8512 | 9682 | 9866
Sp(86)/U(6,7,11,5,10,22,6,17,2) 13734 | 14792 | 14869
Sp(112)/U(6,1,22,16,3,17,19,14,14) | 23372 | 25088 | 25191
Sp(51)/U(22,2,9,18) 4360 | 5190 | 5249
Sp(47)/U(4,21,1,21) 3566 | 4402 | 4461
Sp(114)/U(19,25,10,16,13,23,2,6) 24026 | 25992 | 26098
Sp(43)/U(2,16,10,9,6) 3264 | 3698 | 3736
Sp(50)/U(9,11,18,2,4,6) 4468 | 4996 | 5044
Sp(59)/U(23,2,17,16,1) 5942 | 6872 | 7016
Sp(79)/U(12,19,9,4,6,10,19) 11462 | 12482 | 12554
Sp(73)/U(7,19,24,15,8) 9456 | 10616 | 10726
Sp(84)/U(24,11,11,15,9,14) 12876 | 14088 | 14190
Sp(56)/U(25,9,22) 5138 | 6208 | 6325
Sp(85)/U(4,10,11,14,21,15,7,3) 13378 | 14450 | 14527
Sp(118)/U(12,19,12,3,10,8,22,22,10) | 26076 | 27848 | 27957
Sp(23)/U(22,1) 596 597 | 1079
Sp(53)/U(16,24,13) 4670 | 5578 | 5668
Sp(114)/U(2,6,24,13,19,2,13,16,19) | 24170 | 25992 | 26097
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Die Mannigfaltigkeiten

SO©2n)/U(ny) X - - x Uln)

Mannigfaltigkeit Dim | u.S. 0.S.
SO(282)/U(24 18,23,2,21,18,10,15,10) | 36998 | 39480 | 39612
S0O(130)/U(5,14,20,15,5,6) 7478 | 8300 | 8379
SO(136)/U(22,13,11,9,13) 8156 | 9106 | 9175
SO(166)/U(18,10,6,5,15,2,19,8) 12556 | 13612 | 13687
S0O(248)/U(4,8,19,21,10,25,2,16,15,4) | 28520 | 30504 | 30618
SO(66)/U(24,6,3) 1524 | 1678 | 2142
SO(86)/U(3,25,14,1) 2824 | 3526 | 3651
SO(160)/U(20,16,22,4,4,14) 11352 | 12640 | 12714
SO(96)/U(12,5,8,21,2) 3882 | 4502 | 4555
SO(88)/U(13,23,8) 3066 | 3778 | 3825
SO(104)/U(24,22,6) 4260 | 5280 | 5353
SO(104)/U(9,1,14,19,9) 4636 | 5280 | 5351
SO(270)/U(15,9,24,17,24,25,10,11) 33722 | 36180 | 36307
S0O(90)/U(20,25) 2980 | 3918 | 4003
SO(198)/U(14,14,17,18,16,9,10,1) 18060 | 19404 | 19495
SO(92)/U(4,19,5,1,17) 3494 | 4140 | 4181
SO(124)/U(6,14,11,4,15,10,2) 6928 | 7564 | 7619
SO(194)/U(17,7,2,18,6,25,22) 16910 | 18624 | 18714
SO(106)/U(18,1,8,20,3,3) 4758 | 5512 | 5559
SO(30)/U(3,3,5,4) 376 420 431
SO(38)/U(3,7,2,7) 592 684 699
SO(186)/U(13,6,8,7,20,2,18,12,7) 15966 | 17112 | 17196
SO(24)/U(2,10) 172 | 173 | 274
SO(274)/U(11,22,21,19,2,23,4,16,19) | 34828 | 37264 | 37392
SO(56)/U(3,25) 906 907 | 1538

ANHANG
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