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Einleitung

Die vorliegende Arbeit ist dem Bereich des Wissenschaftlichen Rechnens zuzuordnen. Es
handelt sich um einen Forschungsbereich mit einem sehr vielschichtigen Aufgabenspektrum,
der sich unter anderem mit der numerischen Simulation unterschiedlichster wissenschaft-
licher und technischer Vorgénge befafit. Wichtige Anwendungsbeispiele sind die Strémungs-
mechanik (Aerodynamik von Fahr- und Flugzeugen, Durchstrémung von Pipelines, Schad-
stoffausbreitung, Verbrennungsvorgénge), die Klimaforschung (Untersuchung des Treib-
hauseffektes, Wettervorhersage) sowie die Astrophysik (Materiestromung in Akkretions-
scheiben, Simulation von Galaxien). Die stetig zunehmende Bedeutung des Wissenschaft-
lichen Rechnens hat mehrere Griinde: Zum einen fiihrt die realitdtsnahe Modellierung vieler
praxisrelevanter Probleme zu ausgesprochen komplexen Aufgabenstellungen, die nur in den
seltensten Féllen mit theoretisch-mathematischen Methoden l6sbar sind. Zum anderen sind
auch der tatsdchlichen experimentellen Durchfiihrung vieler interessanter Vorginge auf-
grund zu langer zeitlicher Abldufe bzw. zu grofler rdumlicher Skalen (Beispiel Treibhaus-
effekt) oder einfach zu hoher Kosten (Beispiel Crash-Tests, Windkanal-Tests) deutliche
Grenzen gesetzt. Nicht zuletzt gab auch der rasante Fortschritt in der heutigen Computer-
technologie einen wesentlichen Anstof}, der die rechnergestiitzte Simulation vieler Aufga-
benstellungen iiberhaupt erst méglich machte.

Der interdisziplindre Charakter des Wissenschaftlichen Rechnens setzt das ausgefeilte Zu-
sammenspiel verschiedener Fachbereiche voraus: Nach geeigneter Modellbildung in Ko-
operation mit der betreffenden Anwendungswissenschaft, besteht die wesentliche Aufgabe
der Mathematik in der Entwicklung effizienter Losungsverfahren auf der Basis moderner
numerischer Methodik. Diese miissen dann unter Beriicksichtigung der aktuellen Hard-
und Software-Entwicklung in einen effizienten Algorithmus {iberfiihrt und fiir verschiede-
ne Rechnerarchitekturen nutzbar gemacht werden, was eher der Informatik zuzuordnen
ist. Schliefilich sollten die Simulationsergebnisse durch den Vergleich mit experimentellen
Referenzdaten validiert werden, was wiederum Aufgabe der entsprechenden Anwendungs-
wissenschaft ist. Nur durch eine optimale Abstimmung untereinander kann letztlich eine
zuverléssige Simulation erreicht werden, die in der Lage ist, teure Experimente zu ersetzen
und eine vollwertige Position im Gesamtprozef§ einzunehmen (etwa beim Design aerody-
namischer Fahrzeug-Karosserien).
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Leider sieht die Realitdt oft anders aus: Sowohl im universitdren Forschungsumfeld als auch
im Bereich industrieller Anwendungen stellt sich immer wieder heraus, dafl aktuell existie-
rende Simulationswerkzeuge vor allem quantitativ noch nicht in der Lage sind, praxis-
relevante Abldufe bzw. Groflen zuverldssig wiederzugeben. So ergab sich beispielsweise im
Rahmen eines exemplarischen Vergleiches ‘Simulation versus Frperiment in Zusammen-
arbeit mit dem Industriepartner Daimler Chrysler, dafl es nicht méglich war, den Wider-
standsbeiwert auf einer Fahrzeugkarosserie auch nur anndhernd korrekt zu bestimmen,
siehe Rannacher/Turek [64]. Ahnliche Resultate lieferte der sogenannte DFG-Benchmark
‘Flow around a Cylinder’ von 1996, an dem offiziell 17 verschiedene Arbeitsgruppen be-
teiligt waren, vergleiche Schéfer/Rannacher/Turek [67, 68]. Desweiteren waren selbst fiir
relativ einfache Testfiille (laminare, stationéire Stromungen) die gemessenen Rechenzeiten
sowie der Speicherbedarf viel zu hoch. Diese mangelnde Leistungsfihigkeit hat ihren Ur-
sprung vorwiegend in einer schlechten Interaktion zwischen Mathematik und Numerik auf
der einen Seite bzw. Hard- und Software auf der anderen Seite. Das effizienteste numeri-
sche Verfahren hat kaum eine Chance, eine grundlegende Verbesserung zu bewirken, wenn
es ineffizient implementiert ist und die Moglichkeiten heutiger Rechnerarchitekturen nicht
addquat ausnutzt. Andererseits macht es auch keinen Sinn, sich die Losung grofler wissen-
schaftlicher Probleme nur durch den Einsatz moderner Superrechner zu erhoffen, auch
wenn sie noch so leistungsfihig sind; ein schlechtes numerisches Verfahren wird auch auf
einem Hochleistungsrechner schlecht abschneiden.

Die vorliegende Dissertation bildet das konzeptionelle numerische Fundament des FEAST-
Projektes [4]. Dieses Projekt hat es sich zur Aufgabe gemacht, eine Briicke zwischen mo-
derner, effizienter Numerik und aktuellem, hardware-orientierem Software-Design zu schla-
gen, um letztlich die zuverlissige Simulation komplexer, praxisrelevanter Probleme aus
dem industriellen Anwendungsbereich (mit Schwerpunkt Strémungsmechanik) auf moder-
nen Hochleistungsrechnern gewihrleisten zu konnen. Im Mittelpunkt der Arbeit steht die
effiziente und robuste parallele Lésung der Poisson-Gleichung als Prototyp fiir ellip-
tische Differentialgleichungen 2. Ordnung,

—Au=f, in 2,

mit verschiedenen Typen von Randbedingungen auf der Basis von Diskretisierungen durch
finite Elemente (FE). Wie wir innerhalb unseres Motivationskapitels 1.1 aufzeigen wer-
den, spielen Gleichungen des obigen Typs bei der Simulation strémungsmechanischer
und astrophysikalischer Probleme eine herausragende und vor allem rechenzeitinten-
sive Rolle: Einen wesentlichen Teilbaustein bei der Modellierung strémungsmechanischer
Phé&nomene stellen die instationdren Navier-Stokes Gleichungen dar. Deren numerische Be-
handlung auf der Basis sogenannter Projektionsverfahren fiihrt zu einer Aufspaltung des
(nichtlinearen) gekoppelten Systems in (nichtlineare) Konvektions-Diffusions-Gleichungen
fiir die Geschwindigkeit sowie eines Pressure-Poisson-Problems fiir den Druck, vergleiche
Rannacher [62], Turek [77, 78], Prohl [61], Van Kan [83]. Auch bei der Simulation astro-
physikalischer Probleme ist die effiziente Behandlung des Gravitationspotentials, ebenfalls
eine elliptische Differentialgleichung 2. Ordung, von grofler Bedeutung. Im Rahmen dieser
Problemklassen ist man in der Regel mit diversen Schwierigkeiten konfrontiert:
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Komplizierte Geometrien mit grofien Gitteranisotropien:

Die betrachteten Rechengebiete sind meist ausgesprochen kompliziert und weisen
viele geometrische Details auf. Zur addquaten Erfassung wesentlicher physikalischer
Phénomene (Wandablosung, Schocks) ist eine hoch-feine, konturangepafite Gitter-
auflosung unerlifllich. Da eine global einheitliche (isotrope) Feinstauflosung im allge-
meinen zu unerfiillbaren Speicherplatz-Anforderungen bzw. sehr langen Rechenzeiten
fiihrt, sollten lediglich die relevanten Bereiche adaptiv verfeinert werden, um so ei-
ne Reduktion der Gesamtkomplexitit zu erreichen. Dies fithrt jedoch unweigerlich
zu verzerrten Gitterstrukturen mit (unter Umstédnden extrem) grofien Schrittweiten-
Differenzen, sogenannten Gitteranisotropien, was wiederum ausgesprochen hohe An-
forderungen an die Qualitdt und Robustheit der verwendeten Losungsverfahren stellt.
Im seriellen Bereich haben sich insbesondere optimierte Mehrgitterverfahren (MG)
bewihrt, die sich in der Regel durch hervorragende Konvergenzeigenschaften (un-
abhéingig von der Feinheit der Diskretisierung) und eine niedrige rechnerische Kom-
plexitiit auszeichnen, siehe beispielsweise Hackbusch [47, 48].

Verlust an numerischer Effizienz durch Parallelisierung:

Aus Genauigkeits- und Robustheitsgriinden handelt sich oft um sehr grof§ dimensio-
nierte Probleme mit mehreren Millionen Unbekannten in Ort und Zeit. Die laufzeit-
effiziente Losung dieser Probleme kann aus Speicherplatz- und Rechenzeit-Griinden
zumeist nur auf modernen Hochleistungsrechnern vom Typ Vektor- und insbesonde-
re Parallelrechner durchgefiihrt werden. Dies setzt jedoch die Entwicklung entspre-
chender numerischer und algorithmischer Konzepte bzw. die (parallele) Anpassung
existierender Verfahren voraus, siehe beispielsweise Smith/Bjgrstad/Gropp [71]. Lei-
der basiert die hohe Leistungsfihigkeit optimierter serieller Verfahren (insbesondere
von Mehrgitterverfahren) wesentlich auf hoch-rekursiven, gebiets-iibergreifenden Da-
tenabhéngigkeiten, die fiir eine effiziente Parallelisierung vollig ungeeignet sind. Zur
Erhohung des Parallelitdtsgrades ist ein Aufbrechen der rekursiven Struktur in der
Regel unvermeidbar. Dieser Zerlegungsprozefl geht jedoch speziell im Fall irregulérer
Gitter unweigerlich mit einer Verschlechterung der Konvergenzeigenschaften einher
und bringt iiblicherweise Abhéngigkeiten von der Anzahl an Teilproblemen bzw. der
Feinheit der Diskretisierung ins Spiel. Letztlich mufl daher immer ein geeigneter Kom-
promif} zwischen gutem numerischem Konvergenzverhalten und verniinftigen Paral-
lelisierungseigenschaften gefunden werden.

Unzureichende Ausnutzung aktueller Rechnerleistung:

Da es sich bei der Simulation komplexer Strémungen zumeist um instationdre Pro-
bleme handelt, miissen die betrachteten Gleichungssysteme oft mehrere hundert-
oder sogar tausendmal gelost werden. Daher ist die laufzeit-technische Effizienz eines
Lésungsdurchlaufs von herausragender Bedeutung. Wie am Beispiel der genannten
Auto- und Zylinder-Umstrémung deutlich wurde, sind viele Simulationscodes jedoch
nicht in der Lage, die hohe Leistungsfihigkeit heutiger Rechnerarchitekturen hinrei-
chend auszunutzen. Dies ist wesentlich auf die Verwendung ungeeigneter Datenstruk-
turen und Implementierungstechniken zuriickzufiihren, vergleiche Turek et al. [80, 82],
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Hellwagner/Riide/Stals/Weif§ [51], Riide [65]. Um eine groftmogliche Ausbeute ak-
tueller Rechenleistung zu gewéhrleisten, ist ein detailliertes Verstdndnis wesentlicher
Hard- und Software-Prinzipien sowie die optimierte Anpassung der algorithmischen
Konzepte an die spezielle Architektur des Zielrechners unbedingt erforderlich. Als
Schliisseltechniken sind hierbei zu nennen: gréfstmaogliche Datenlokalitit, optimale
Cache-Ausnutzung, Parallelisierung und Vektorisierung.

Unter Berticksichtigung der drei genannten Themenkomplexe besteht die Zielsetzung der
vorliegenden Arbeit daher in:

der Konzeption, numerischen Analyse und programm-technischen Realisierung
eines effizienten und robusten parallelen Lisers fir elliptische Randwertproble-
me auf komplezen Geometrien mit grofien Gitteranisotropien, der iber verninf-
tige Parallelisierungseigenschaften verfigt und gleichzeitig in der Lage ist, die
hohe Leistungsfihigkeit moderner Rechnerarchitekturen auszunutzen.

Wir beschrinken uns im weiteren Verlauf auf die Betrachtung geometrisch motivierter Da-
tenzerlequngsverfahren fiir elliptische Probleme des Poisson-Typs. Dies bedeutet konkret,
dal wir von einer globalen Diskretisierung ausgehen, bei der die Gitterpunkte innerhalb
einzelner Teilgebiete gruppiert werden. Die globale Diskretisierung ist ein rein formaler
Ausgangspunkt, der nie als als Ganzes aufgebaut wird. Es entsteht ein lineares, block-
strukturiertes, algebraisches Gleichungssystem, dessen Blocke auf die Prozessoren eines
Parallelrechners verteilt werden. Die betrachteten Losungsverfahren sind global definiert
und verwenden die Losung geeigneter Teilgebietsprobleme lediglich zur ndherungsweisen
Korrektur des globalen Fehlers. Alle globalen Operationen (Matrix-Vektor-Operationen,
Vektor-Operationen, Skalarprodukte) liefern dasselbe Ergebnis wie bei einer rein seriellen
Ausfiithrung, was im folgenden als datenparallele Ausfiihrung bezeichnet wird. Zum besse-
ren Verstdndnis grundlegender Vor- und Nachteile dieses Zugangs werden wir uns zunéchst
der numerischen Analyse zweier wichtiger Standard-Vertreter zuwenden:

e Parallelisierte CG-Verfahren mit SCHWARZ -Vorkonditionierung

Wir betrachten ein datenparalleles, globales Verfahren der konjugierten Gradienten
mit Vorkonditionierung durch Schwarz’sche Gebietszerlequngsverfahren mit und oh-
ne Grobgitterkorrektur auf der Basis einer Zerlegung in elementweise tiberlappende
Teilgebiete (die Teilgebiete iiberlappen sich um eine oder mehrere Elementschichten).
Verfahren dieser Klasse werden nachfolgend als SCHWARZ-CG-Verfahren bezeichnet.

e Parallelisierte Standard-Mehrgitterverfahren mit BLoCK-Glittung

Wir betrachten ein datenparalleles, globales Mehrgitterverfahren mit Glattung durch
die blockweise Zusammensetzung lokaler Standard-Glatter auf der Basis einer Zerle-
gung in minimal Gberlappende Teilgebiete (die Teilgebiete iiberlappen sich genau um
eine Gitterschicht entlang innerer Rénder). Verfahren dieser Klasse werden nachfol-
gend als BLOCK-MG-Verfahren bezeichnet.



Gebietszerlegungs- und Mehrgitterverfahren gehoren zu den modernsten Techniken zur
Losung grofler Gleichungssysteme, die aus der Diskretisierung partieller Differentialglei-
chungen entstehen, vergleiche etwa Smith/Bjgrstad/Gropp [71], Hackbusch [46]. Wie in
Xu [89] anschaulich demonstriert wird, sind beide Klassen eng verwandt. Beide Zugénge
beruhen im Kern auf einer einfachen Defektkorrekturmethode, die den Fehler in eine Reihe
geeignet gewihlter kleinerer Teilrdume restringiert, anschliefend dort approximiert und
die lokalen Korrekturen schliefflich in koordinierter Weise wieder in den gréfleren Raum
prolongiert. Die Unterschiede zwischen beiden Klassen beruhen insbesondere auf der Wahl
der Teilrdume.

Nach Einfiihrung grundlegender Basiskonzepte werden die Konvergenzeigenschaften der
SCHWARZ-CG- und BLOCK-MG-Verfahren anhand umfangreicher numerischer Testreihen
systematisch analysiert. Neben der iiblichen Analyse der Abhéngigkeiten von der Gitter-
weite, der Anzahl an Teilgebieten und (im Fall der SCHWARZ-CG-Verfahren) der Uberlap-
pungsbreite, steht insbesondere ihre ‘Anisotropie- Tauglichkeit’ am Beispiel verschiedener
Modelltopologien mit unterschiedlichsten Anisotropieverhiltnissen im Vordergrund unse-
rer Betrachtungen. Dabei sind vor allem die folgenden Fragen von Interesse: Welche quan-
titativen Konvergenz-Abschitzungen lassen sich in Abhéngigkeit von der (anisotropen)
Struktur der Grob- und Feingitterzerlegungen treffen? Die guten Konvergenzeigenschaften
sequentieller Mehrgitterverfahren basieren wesentlich auf der Verwendung voll rekursiver,
optimierter Glatter. Welchen Einflu hat der Einsatz geblockter Gléatter auf das Konver-
genzverhalten insbesondere im Fall grofler Gitteranisotropien? L&fit sich durch Verwendung
eines Grobgitterproblems im Rahmen der SCHWARZ-Vorkonditionierung auch im (stark)
anisotropen Fall eine Unabhéngigkeit von der Anzahl an Teilgebieten erreichen?

Im Verlauf der numerischen Analyse wird sich herausstellen, dafl BLOCK-M G-Verfahren in
isotropen und moderat anisotropen Situationen erwartungsgeméfl deutlich schneller konver-
gieren als SCHWARZ-CG-Verfahren. Aufgrund ihrer héheren Datenlokalitit zeichnen sich
die SCHWARZ-CG-Verfahren dagegen durch erheblich bessere Parallelisierungseigenschaf-
ten aus. Trotz dieser grundlegenden Unterschiede zeigt sich jedoch eine Gemeinsamkeit:
Beide Klassen weisen eine deutlich ausgeprigte Abhéingigkeit von starken Anisotropien
auf Grobgitterebene auf, die ihre allgemeingiiltige, effiziente Anwendung auf realistische
Geometrien fragwiirdig erscheinen 148t.

Als Symbiose aus beiden Klassen geht unser verallgemeinertes Gebietszerlegungs-
und Mehrgitterkonzept SCARC (Scalable Recursive Clustering) hervor mit dem Ziel,
wesentliche Vorteile von Gebietszerlegungs- und Mehrgitterstrategien in geeigneter Weise
zu kombinieren und die Nachteile weitestgehend zu vermeiden. SCARC basiert grundle-
gend auf der Kombination eines globalen, datenparallelisierten Mehrgitterverfahrens mit
der blockweisen Glattung durch optimierte lokale Mehrgitterverfahren: Anstelle der
einfachen iterativen Relaxationsschemata, die iiblicherweise in klassischen Mehrgitterver-
fahren verwendet werden, greift das globale Mehrgitterverfahren auf verallgemeinerte, effi-
ziente Glattungstechniken, sogenannte SCHWARZ-Glétter zuriick, die sich insbesondere im
Fall grofler lokaler Gitteranisotropien als sehr robust erweisen. Auf jedem globalen Mehr-
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gitterlevel wird quasi ein komplettes Schwarz’sches Gebietszerlegungsverfahren zu einer
elementweisen Uberlappung um genau eine Elementschicht durchgefiihrt. Tatséchlich wird
diese Uberlappung rechentechnisch jedoch eliminiert und lediglich auf eine minimale Uber-
lappung zuriickgefiihrt, die sich auf die gemeinsamen Gitterknoten entlang innerer Rénder
beschriankt. Das resultierende Verfahren wird im folgenden als SCARC-Verfahren bezeich-
net und in Analogie zu den SCHWARZ-CG- und BLOCK-MG-Verfahren durch systemati-
sche numerische Testreihen insbesondere auf seine Anisotropie-Tauglichkeit hin analysiert.
Eine zusétzliche Leistungssteigerung kann erreicht werden, wenn die dargestellte Kombi-
nation aus globalem und lokalen Mehrgitterverfahren nicht als eigenstédndiger Loser, son-
dern als Vorkonditionierer innerhalb eines umfassenden, globalen CG-Verfahrens eingesetzt
wird. Wie die numerischen Testreihen belegen werden, macht sich diese ‘CG-beschleunigte’
Variante, das sogenannte SCARC-CG-Verfahren, insbesondere im Fall stark anisotroper
Gebietszerlegungen bezahlt und stellt letztlich den von uns favorisierten Zugang bei der
Lésung realistischer Probleme dar.

Nach Konstruktion beruht das SCARC-Konzept zwar auf einer typischen Mehrgitterstruk-
tur mit allen damit zusammenhéngenden Nachteilen im Hinblick auf eine effiziente Paralle-
lisierung. Die starke globale Kopplung durch ein umgreifendes Mehrgitterverfahren scheint
speziell im Fall starker globaler Anisotropien leider unerldfilich zu sein. Die wesentliche Phi-
losophie dieses Zugangs besteht jedoch darin, unter Auffindung lokal strukturierter Blocke
ein Hochstmafl an Datenlokalitit zu bewahren. Lokale Anisotropien sollen weitest-
gehend innerhalb einzelner Teilgebiete ‘versteckt’ und mit Hilfe der optimierten lokalen
Mehrgitterverfahren abgefangen werden. Dies involviert ein hohes Mafl an arithmetischer
Arbeit, die rein lokal durchgefiihrt werden kann. Auf Basis verallgemeinerter, lokaler
Tensorprodukt-Gitter, die in Richtung der betreffenden (lokalen) Anisotropien adaptiv
verschoben werden, ist auf jedem Teilgebiet die Verwendung optimierter Linearer Al-
gebra in Kombination mit hoch-reguliren Datenstrukturen méglich, wodurch hohe
lokale MFlop/s-Raten erzielt werden konnen. Gleichzeitig sind lokal hoch-feine Gitter-
auflésungen moglich. Das Ausmafl an Exaktheit bei der lokalen Losung der Teilgebietspro-
bleme ist voll parametrisierbar und richtet sich nach den lokalen (geometrischen) Gegeben-
heiten. Die grofle Leistungsfihigkeit der lokalen Lésungsprozesse fithrt zu einer nachhalti-
gen Verbesserung des globalen Konvergenzverhaltens und damit zu einer Minimierung der
globalen Mehrgitter-Iterationszahl (bzw. der teuren Durchldufe durch die globale Gitter-
hierarchie).

Die Optimierung grundlegender Basiskomponenten (Matrix-Vektor-Operationen, Vektor-
Operationen) kann bereits im Vorfeld fiir eine Vielzahl von Rechnerarchitekturen vorge-
nommen werden. Zu diesem Zweck wurde an unserem Lehrstuhl mit der Konzeption der
optimierten Lineare Algebra Bibliothek SPARSE BANDEDBLAS [79] begonnen. Wei-
terhin ist bereits a-priori eine Optimierung der lokalen Mehrgitterverfahren (insbesondere
der lokalen Gldttungsmechanismen) fiir bestimmte Prototypen von Gittern, Operatoren
und Ansatzriumen moglich. Diese sogenannten Referenzelementloser kénnen dann im
Rahmen einer maschinen-abhéngigen Datenbank bereitgestellt und je nach Problemstruk-
tur in automatisierter Weise von SCARC ausgewé&hlt werden.
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Letztlich kann das dargestellte SCARC-Konzept als wesentlicher Kernbestandteil inner-
halb komplexer Stromungssimulationen eingebettet werden. Obwohl wir im weiteren Ver-
lauf keine vollsténdige Stromungssimulation durchfiihren werden, gilt unser Hauptinteres-
se der Anwendung von SCARC auf sehr allgemeine Geometrien, die aus praxisrelevanten
Stromungssimulationen aus dem Virtual Album of Fluid Motion [81] entnommen sind.

Wir beschrianken uns nachfolgend auf die Prisentation der sogenannten 2-LEVEL-SCARC-
Version (mit und ohne CG-Beschleunigung). Diese geht von einer herkémmlichen Unter-
teilung in Gesamt- und Teilgebietsebene aus, wobei jeder Block des globalen Glétters genau
einem Teilgebiet entspricht. Die Anwendung auf praxisrelevante Topologien im Rahmen un-
seres Anwendungskapitels wird belegen, dafl bereits diese Variante ein sehr leistungsfihi-
ges und robustes Werkzeug zur Losung elliptischer Probleme auf komplexen Gittern dar-
stellt, das sich unabhéngig vom Ausmafl lokaler Anisotropien bei gleichzeitig hoch-feiner
Auflésung der betreffenden Grenzschichten durch ein sehr gleichméfliges Konvergenzver-
halten mit Konvergenzraten unter 0.1 auszeichnet.

Aufgrund des additiven Block-Charakters im globalen Glétter stellt natiirlich auch das
2-LEVEL-SCARC-Konzept kein Allheilmittel fiir die unter Punkt (2) genannten Probleme
dar, auch wenn im Vergleich zu den SCHWARZ-CG- und BLOCK-M G-Verfahren grundsitz-
lich bessere Konvergenzraten vorliegen. Im Fall extrem starker Anisotropien auf Grobgitter-
ebene tritt erwartungsgeméfl eine Verschlechterung des Konvergenzverhaltens ein, die je-
doch fiir die SCARC-CG-Variante deutlich weniger ausgeprigt ist als fiir die reine SCARC-
Variante. Diesem Mangel kann dadurch Abhilfe geleistet werden, dafl innerhalb der BLOCK-
Glattung je nach Bedarf mehrere Blocke zu einem sogenannten Matrix-Block mit nur ei-
ner zugehorigen Matrix zusammengefafit und mit Hilfe eines lokal umfassenden, datenpar-
allelisierten Mehrgitterverfahrens (anstelle lokaler Mehrgitterverfahren auf jedem einzelnen
Block) bearbeitet werden. Zwischen Teilgebiets- und Gesamtgebietsebene wird quasi eine
neue Ebene eingeschoben, die aus geeigneten Zusammenschliissen von jeweils einer kleinen
Anzahl an Blocken besteht. Diese Vorgehensweise reduziert die Anzahl an Blécken im globa-
len Glétter und triagt zur Bewahrung eines htheren Mafles an Rekursivitit bei. Es handelt
sich um die sogenannte 3-LEVEL-SCARC-Version, die speziell fiir Zerlegungen mit ex-
trem starken (globalen) Anisotropien gedacht ist. Wie erste Testrechnungen belegen, kann
mit ihrer Hilfe aufgrund der stérkeren globalen Kopplung eine zusétzliche Verbesserung
gegeniiber der hier vorgestellten 2-LEVEL-SCARC-Version erzielt werden.

Das beschriebene SCARC-Konzept stellt den ersten grundlegenden Schritt in Richtung des
neuen Programmpaketes FEAST [4] dar, das aktuell in der Arbeitsgruppe von Prof. Turek
entwickelt wird. FEAST versteht sich einerseits als verbessertes Nachfolgepaket der beiden
Finite-Elemente-Basispakete FEAT2D und FEAT3D [15]. Gleichzeitig soll es mittelfristig
die volle Funktionalitéit des Stromungssimulationscodes FEATFLOW [76] iibernehmen und
durch diverse Verbesserungsstrategien (Adaptivitét, Fehlerkontrollmechanismen, Paralleli-
sierung, Datenlokalitéit) nachhaltig optimieren.
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Die nachfolgend présentierte 2-LEVEL-SCARC-Version dient sozusagen als Rechtfertigung
fiir das konzeptionelle Design von FEAST und beinhaltet alle grundlegenden Basisbestand-
teile. Thre numerisch und laufzeit-technisch effiziente Anwendung auf komplexe, irregulére
Geometrien in Kapitel 4 iiberzeugte uns von der Effektivitdt dieses Zugangs und gab den
initialen Anstofl zu FEAST.

Im Rahmen der FEAST-Arbeitgruppe ist die Autorin fiir die Entwicklung und Analyse der
mathematisch-numerischen Aspekte von SCARC verantwortlich. Daher liegt der Schwer-
punkt dieser Arbeit vornehmlich auf der Ausarbeitung eines stabilen numerischen Funda-
mentes fiir die dargestellten Gebietszerlegungs-/Mehrgitterstrategien, auf dessen Basis eine
Optimierung des Laufzeitverhaltens iiberhaupt erst Sinn macht. Die genannten hard- und
software-technischen Konzepte fiir die effiziente laufzeit-technische Realisierung (optimierte
Lineare Algebra auf der Basis der SPARSE BANDEDBLAS) sind in ihrer aktuell verfiigbaren
und bereits sehr umfangreichen Form zwar in der zugrunde liegenden Implementierung
von SCARC integriert, ihre endgiiltige Optimierung ist jedoch noch nicht abgeschlossen
und liegt neben der Ausarbeitung der genannten 3-LEVEL-SCARC-Version in Hinden von
Herrn Dipl.-Inf. Becker [9], der innerhalb der FEAST-Gruppe fiir die informatischen Aspek-
te von SCARC zustindig ist. Die Entwicklung der genannten Referenzelementléser wurde
bereits in umfangreicher Form von Altieri [3] und Wallis [84] vorangetrieben.

Es sei darauf hingewiesen, dafl wir bei der Analyse aller genannten parallelen Loser keine
theoretischen Fehlerabschétzungen, sondern eine Vielzahl an experimentellen numerischen
Beweisen erbringen werden. Diese erlauben eine aufschlufireiche Beurteilung des Konver-
genzverhaltens fiir ein breites Spektrum geometrischer Situationen. Eine wesentliche Phi-
losophie bei der Durchfiihrung der Testreihen besteht darin, dafl die numerische Analyse
iiber ein blofles Betrachten von asymptotischen Aussagen hinausgehen soll. Wir méchten
nicht nur rein qualitative Resultate fiir die jeweiligen Konvergenzraten herleiten, sonderen
konkrete quantitative Abschitzungen geben. Um einen fairen Vergleich zu gewéhrleisten,
werden fiir alle betrachteten Loser die ermittelten Konvergenzraten zusitzlich in Relation
zu den gemessenen Gesamtrechenzeiten gestellt.

Die Arbeit gliedert sich in 5 Kapitel und einen Anhang: Kapitel 1 befafit sich damit, in
ausfiihrlicher Weise die Aktualitit der genannten Zielsetzung sowie die Notwendigkeit zur
Behandlung stark anisotroper Gitterstrukturen zu erldutern und durch realistische An-
wendungsbeispiele aus der Strémungsmechanik und Astrophysik zu motivieren. Es wer-
den wesentliche Schwierigkeiten aufgezeigt, die bei der numerisch-algorithmischen sowie
hard- und software-technischen Umsetzung der betrachteten Probleme iiblicherweise auf-
treten, insbesondere vor dem Hintergrund einer effizienten Parallelisierung. Als Schluf}folge-
rung aus dieser Diskussion werden grundlegende Zielsetzungen fiir unser verallgemeinertes
Gebietszerlegungs-/Mehrgitterkonzept SCARC erarbeitet.

Kapitel 2 dient der Darstellung aller nachfolgend verwendeten numerischen und algorithmi-
schen Komponenten. Dies betrifft die notationelle Einfithrung des elliptischen Modellpro-
blems mit zugehoriger FE-Diskretisierung sowie die Definition einer ganzen Reihe verschie-
dener Modellzerlegungen, die die Erzeugung beliebig anisotroper Gitterstrukturen ermdogli-
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chen und als Grundlage fiir die numerische Analyse aller betrachteten Losungsverfahren
dienen. Im Anschlufl folgt eine kurze Beschreibung und Effizienzanalyse der bandweisen
Speichertechnik und BLOCKED BANDED -Matrix-Vektor-Multiplikation, die beide Bestand-
teil der SPARSE BANDED BLAS-Bibliothek sind und im Rahmen unserer Implementierung
verwendet werden. Weiterhin prisentieren wir sogenannte Basisiterationen, die fiir die Her-
leitung geeigneter lokaler Referenzelementliser von grofler Bedeutung sind. Wir beschlielen
das Kapitel mit der Definition diverser Kriterien zur qualitativen und quantitativen Be-
wertung der betrachteten Loser.

Kapitel 3 stellt das zentrale Kapitel dieser Arbeit dar, das der Herleitung und numeri-
schen Analyse aller betrachteten Poisson-Loser dient. Wir beginnen mit der Darstellung
verschiedener Vertreter der SCHWARZ-CG- und BLOCK-MG-Verfahren, die auf der Ba-
sis unserer Modelltopologien aus Kapitel 2 systematisch analysiert werden im Hinblick
auf ihre Abh#ngigkeiten von der Feingitterweite, der Anzahl an Teilgebieten bzw. ins-
besondere den vorliegenden Anisotropieverhiltnissen auf Grob- und Feingitterebene. Die
Abwégung ihrer Vor- und Nachteile fithrt schliefflich zur Herleitung unseres verallgemeiner-
ten Gebietszerlegungs-/Mehrgitterkonzeptes SCARC, dessen Eigenschaften auf gleichem
Weg numerisch analysiert werden.

Um die Leistungsfihigkeit des SCARC-Konzeptes unter Beweis zu stellen, betrachten wir
in Kapitel 4 einige Anwendungsbeispiele aus dem Virtual Album of Fluid Motion [81]. Es
handelt sich um die bereits erwdhnte Auto- und Zylinder-Umstrémung, sowie die Durch-
stromung von Venturi-Rohren und einer ‘verstopften Arterie’. Fiir alle Beispiele gehen
wir von der Aufspaltung der zugrunde liegenden Navier-Stokes Gleichungen in zugehéorige
Konvektions-Diffusions-Gleichungen und ein ‘Pressure-Poisson-Problem’ via Projektions-
verfahren aus, wobei wir uns auf die Losung des letzteren beschrinken werden.

Kapitel 5 liefert eine kurze Zusammenfassung und Bewertung des SCARC-Konzeptes mit-
samt einer Auflistung aller kurz- und mittelfristig geplanten Verbesserungsstrategien. Der
Anhang ist abschlieflend einer ausfiihrlichen Programmbeschreibung gewidmet. Wir begin-
nen mit einem Uberblick iiber diverse hard- und software-technische Komponenten (Rech-
nerarchitekturen, Speicherkonzepte, verwendete Programmiersprachen und -umgebungen).
Anschlielend gehen wir detailliert auf die Kommunikationsstrukturen ein, die der parallelen
Implementierung zugrunde liegen. Es folgt die Prisentation der verwendeten Datentypen
sowie die umfangreiche Darstellung aller wesentlichen Parallelisierungskonzepte.

Die Programmentwicklung erfolgte auf einem LINUX-Workstation-Cluster unter Verwen-
dung der Kommunikationsbibliothek PVM. Die Rechnungen zur numerischen Konvergenz-
analyse in Kapitel 3 wurden auf einem COMPAQ Alpha Server ES40 vorgenommen, die
Anwendungsrechnungen in Kapitel 4 vergleichsweise sowohl auf einer SUN ENTERPRISE
3500 sowie der CRAY T3E-1200 in Jiilich, jeweils unter Verwendung der Kommunikations-
bibliothek MPI.
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Kapitel 1

Problemstellung

Die Zielsetzung dieser Arbeit besteht in der Entwicklung und Implementierung eines effizi-
enten und robusten parallelen Losers fiir elliptische Randwertprobleme auf komplexen Geo-
metrien mit groflen Gitteranisotropien. Wir wollen in diesem Kapitel zundchst die Aktua-
litat dieser wissenschaftlichen Zielsetzung sowie die Notwendigkeit derartiger Gitterstruk-
turen erldutern und durch realistische Anwendungsbeispiele aus der Strémungsmechanik
und Astrophysik motivieren. Zeitmessungen in universitiren sowie kommerziellen Berei-
chen zeigen deutlich, dafi die Leistungsfihigkeit heutiger Simulationswerkzeuge noch viel
zu gering ist. Um diesen Mif}stand niher zu analysieren, werden wir wesentliche numerisch-
algorithmische Eigenschaften der vorliegenden Probleme sowie typische Schwierigkeiten,
die bei ihrer hard-und software-technischen Umsetzung auf modernen (Parallel-)Rechner-
architekturen auftreten, genau untersuchen. Als Schlufifolgerung aus dieser Diskussion re-
sultiert die konzeptionelle Basis fiir eine optimierte Losungsstrategie, unser verallgemeiner-
tes Gebietszerlequngs-/Mehrgitterkonzept SCARC, das versucht, die Schwachstellen tradi-
tioneller Ansétze weitestgehend zu vermeiden, und die Grundlage fiir eine effizientere Aus-
nutzung heutiger Rechnerressourcen darstellt.

1.1 Motivation und Darstellung der Problematik

Die effiziente Behandlung elliptischer Randwertprobleme auf allgemeinen, komplexen Git-
tern ist wichtiger Teilbaustein bei der numerischen Simulationen der folgenden Problem-
klassen:



1. Stromungsmechanische Probleme

Ein zentrales mathematisches Modell zur Beschreibung von stromungsmechanischen Phé-
nomenen auf komplexen Gebieten des R, d = 2,3, sind die instationéren, inkompressiblen
Navier-Stokes Gleichungen,

ou—vAu+u-Vu+Vp= f, V-u=0, (1.1)

mit Geschwindigkeitsvektor u, Druck p, thermischer Viskositdt v, vorgegebener Kraft f
sowie vorgegebenen Rand- und Anfangswertbedingungen, siehe beispielsweise Turek [77,
75, 78], Hackbusch /Rannacher [49]. Diese Gleichungen stellen eine wichtige Teilkomponente
bei der numerischen Behandlung der folgenden, interessanten Anwendungsbereiche dar:

Aerodynamik:

— die Umstrémung von Autos, Tragflichenprofilen, Hindernissen verschiedenster
Art,
— die Durchstrémung von Pipelines und Venturi-Rohren (in Segelbooten),

— die Ventilation durch drehende Rotoren,

Medizin:

— Blutkreislauf- und Herzklappensimulationen,

— das Stromungsverhalten in den Arterien (mit/ohne Strukturkopplung),

Chemietechnik:

— die Simulation von Wérmeaustausch-Problemen (Heizungsbrenner),
— die Simulation von Blasensdulen-Reaktoren mit chemischer Reaktion,

— die Simulation von Vermischungsvorgéingen,

Materialwissenschaften:

— das Stromungsverhalten viskoelastischer Fluide (Ol, Polymere, Blut, Magma),

— das Strémungsverhalten granularer Materialien (Sand, Getreide in Silos).

Ein umfangreicher Katalog an realistischen Anwendungsbeispielen in Videoformat mit
Erléduterungen findet sich im ’Virtual Album of Fluid Motion’ unter

http://www.featflow.de/album.



Unter dem Motto ‘Visualisierung und Analyse von Stromungen durch numerische Simu-
lation’ befafit es sich mit der effizienten numerischen Lésung der inkompressiblen Navier-
Stokes-Gleichungen und ihren Varianten mit speziellem Augenmerk auf dem mehrdimensio-
nalen, nichtstationéren Fall. Den dort behandelten Beispielen liegen komplexe geometrische
Strukturen mit teilweise stark anisotropen Details zugrunde. In unserem Anwendungskapi-
tel 4 werden wir auf vier Beispiele detaillierter eingehen, ndmlich die Kanaldurchstrémung
um einen Zylinder bzw. ein Auto herum, sowie die Durchstromung eines Venturi-Rohres
bzw. einer ‘verstopften’ Arterie.

Einen moglichen Ansatz zur numerischen Losung der Navier-Stokes-Gleichungen bietet die
Verwendung von Projektionsverfahren gemafl Chorin, Van Kan oder Turek auf der Basis
eines ‘ Operator-Splitting-Ansatzes, vergleiche Turek [77], Rannacher [62], Prohl [61], Van
Kan [83]. Nach geeigneter Diskretisierung in Ort und Zeit (hier im Fall des impliziten
Eulerverfahrens) unterteilt diese Aufspaltung das (nichtlineare) gekoppelte System in:

(i) (Nichtlineare) Konvektions-Diffusions-Gleichungen fiir die Geschwindigkeit:

1
E(ﬂm - umfl) —vAI"™ + (a™ - V)" = f"+kVp,
iiblicherweise mit Linearisierung des Transportterms, z.B. durch lineare Extrapolation,
m—-1 _ ,,m—2

u™m = 2u U ,

(ii) ein ’Pressure-Poisson’-Problem fiir den Druck:
—-A¢" = —EV -
k Y
(iii) einen Korrektur-Schritt:
p" =p+oq", u™ =™ — kVp™.

Dabei bezeichnet k die zugehorige Zeitschrittweite. Im Fall p = 0 ergibt sich im wesentlichen
das sogenannte Chorin-Verfahren, fiir p = p™~! das Van Kan-Verfahren.

Unsere numerischen Erfahrungen haben gezeigt, dafl bei der Loésung der Konvektions-
Diffusions-Gleichungen (i) im Fall voll instationérer Probleme (mit kleiner Zeitschrittweite
k) ein datenparalleles Bi-CGSTAB-Verfahren (siehe Dongarra/Duff/Sorensen/van
der Vorst [31]) mit adiquater BLOCK-Vorkonditionierung auf einer nicht-iiberlappenden
Zerlegung des Gebietes hinreichend gute Ergebnisse liefert. Dieser Zugang erfordert sowohl
lokalen Datenaustausch bei der Berechnung von Matrix-Vektor-Produkten als auch globa-
len Datenaustausch bei der Bildung globaler Skalarprodukte. Aufgrund der (fiir kleines k)
relativ guten Konditionierung des Operators I —kvA+ k(4™ - V), erscheinen die Kosten fiir
die globale Kommunikation vernachldssigbar, da nur wenige globale Schritte durchgefiihrt
werden miissen.



Bedingt durch die (von k£ unabhéngig) schlechte Konditionierung des elliptischen Operators
—A besteht stattdessen der grofite Teil der rechnerischen Arbeit iiblicherweise in der (par-
allelen) Losung des Pressure-Poisson-Problems (ii). Dessen effiziente Behandlung ist von
grofiter Bedeutung, da es im Verlauf einer voll instationdren Simulation unter Umsténden
sehr hiufig gelost werden mufl. Die meist sehr komplexen Gebietsstrukturen erzwingen
dabei die Konzeption und umfassende Analyse effizienter Poisson-Loser speziell im Fall
starker Anisotropien bei gleichzeitig hoher Anzahl an Unbekannten von bis zu mehreren
Millionen. Auf diesen Sachverhalt werden wir im Anschlufl noch detailliert eingehen.

Betrachtet man die Qualitdt, Zuverlissigkeit und Schnelligkeit zahlreicher heutiger Si-
mulationscodes, so stellt sich sowohl im universitdren Forschungsumfeld als auch im Be-
reich industrieller Anwendungen immer wieder heraus, dafl eine grofle Diskrepanz zwi-
schen Anspruch und Realitit besteht. Wahrend zumindest im laminaren, inkompressiblen
Fall vorhandene Codes hiufig zwar ein qualitativ korrektes Verstindnis des Strémungs-
verhaltens gewihrleisten konnen, haben sie gerade fiir instationire Probleme bzw. in 3D
grofle Schwierigkeiten, zuverlissige quantitative Werte fiir praxisrelevante Gréflen zu er-
mitteln. Desweiteren liegen selbst auf Hochleistungsrechnern bereits fiir ‘einfache’ Proble-
me viel zu lange Rechenzeiten vor (im Bereich von mehreren Tagen!). Ohne den massi-
ven Einsatz von Superrechner-Architekturen sind selbst stationdre 3D-Simulationen héufig
kaum zu bewerkstelligen. Die prézise und zuverléssige Simulation komplexer, zeitabhingi-
ger Stromungen auf realistischen, komplizierten Gebieten in 3D scheint noch in weiter
Zukunft zu liegen.

Wir wollen die Schwierigkeiten bzw. Méngel existierender Simulationswerkzeuge am Bei-
spiel zweier praxisrelevanter Beispiele anschaulich demonstrieren:

e das DFG-Benchmark-Problem (Umstromung eines Zylinders im Kanal),

e das ASMO-Problem (Umstréomung eines Autos im Kanal).

Beide Probleme stellen fiir uns wesentliche Anwendungsfille dar, mit deren Hilfe wir
im Anwendungskapitel 4 die Effizienz unseres verallgemeinerten Gebietszerlegungs-/Mehr-
gitterkonzeptes SCARC unter Beweis stellen werden.

Das DFG-Benchmark-Problem:

Wir beginnen mit der Darstellung eines Problems, das die Grundlage fiir intensive Ver-
gleichsrechnungen war und in erweiterter Form noch immer ist, siehe Schéfer/Rannacher/
Turek [67, 68] und Turek [75]. Es handelt sich um den sogenannten DFG-Benchmark
‘Flow around a Cylinder’ von 1996, der die Moglichkeit zu einem fairen Vergleich existie-
render Simulationscodes liefern sollte. Das DFG-Benchmark-Problem wurde im Rahmen
des DFG-Schwerpunktprogramms ‘Flow Simulation on High Performance Computers’ ent-
wickelt, dessen Hauptzielrichtung darin bestand, durch die Entwicklung neuer Techniken
(adaptive Diskretisierungstechniken, Mehrgitterverfahren, Operatorsplitting, Gebietszer-
legungstechniken) die Leistungsfihigkeit heutiger Simulationswerkzeuge zu verbessern.



Wie in Abbildung 1.1 fiir den zweidimensionalen Fall dargestellt, besteht das zugrunde
liegende Problem in der Durchstréomung eines Kanals in 2D /3D um ein zylindrisches Hin-
dernis herum.

U=v=0

(O.H}

U=v=0

outler
IO. 1lm
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2.2m

Abbildung 1.1: DFG-Benchmark-Geometrie in 2D

Insgesamt 17 Arbeitsgruppen beteiligten sich offiziell an der exemplarischen Losung des
Problems auf unterschiedlichsten Rechnerplattformen (Workstation-Cluster bis hin zu da-
mals modernen Superrechnern) mit verschiedensten Programmpaketen. Die zu berechnen-
den Testfille waren so konzipiert, dafi sie wesentliche Schwierigkeiten, die bei der Simu-
lation industrieller Stromungen typischerweise auftreten, enthielten. Es wurden laminare
stationédre und instationédre Testfdlle betrachtet. Um Aussagen iiber die quantitative Zu-
verldssigkeit der einzelnen Simulationscodes treffen zu konnen, waren relevante physika-
lische Groflen wie die Auftriebs- und Widerstandskoeffizienten zu berechnen. Insgesamt
sollte auf diesem Weg eine Sensibilisierung fiir die zugrunde liegenden Schwierigkeiten er-
zielt bzw. Moglichkeiten zu ihrer Verbesserung erarbeitet werden.

Im Verlauf der Vergleichsrechnungen fiir inkompressible Probleme zeigte sich eindeutig die
grofe Uberlegenheit von optimierten Mehrgittertechniken gegeniiber herkémmlichen ite-
rativen Losern, sowie von impliziten Zeitschrittverfahren gegeniiber expliziten. Es scheint
jedoch keine Notwendigkeit zu bestehen, voll unstrukturierte Ortsgitter zu verwenden. Die
besten Resultate wurden auf block-strukturierten, konturangepafiten Ortsgittern mit lo-
kal adaptiver Gitterverfeinerung erzielt. Fiir nichtstationidre Probleme ist eine adaptive
Zeitschrittweiten-Kontrolle sinnvoll. Ein sehr erniichterndes Resultat bestand darin, dafl
selbst im laminaren Fall die betrachteten instationéren Testfélle in 3D sehr viel schwieri-
ger zu berechnen waren, als urspriinglich angenommen. Die meisten Codes konnten zwar
einen guten qualitativen Eindruck des Stromungsverhaltens liefern, versagten jedoch bei
der quantitativ genauen Bestimmung der Auftriebs- und Widerstandskoeffizienten. Dies
war fiir die noch moderate Reynoldszahl von Re = 100 selbst auf Superrechnern nicht
mehr moglich.



Weiterhin zeigte sich, dafi heutige Simulationswerkzeuge fiir realistische Probleme immer
noch um einen betréchtlichen Faktor schneller werden miissen. Die Berechnungen eini-
ger Arbeitsgruppen wurden bereits auf (damals) modernsten Superrechnern vorgenommen
(teilweise auch parallel), dennoch lagen viel zu lange Rechenzeiten vor. Insgesamt wurde
bei der Analyse der Test-Ergebnisse deutlich, dafl es im héchsten Mafle schwierig ist, die
Qualitdt von instationdren Losungs- und Diskretisierungstechniken fiir realistische Proble-
me adiquat zu bewerten. Bevor man sich der Simulation harter Probleme mit Turbulenzen
und komplexen physikalischen und chemischen Komponenten zuwenden kann, mufl daher
auch weiterhin viel Arbeit in die laminaren ‘Basisloser’ gesteckt werden. Dies muf} bei der
Konzeption zukiinftiger Benchmark-Tests schwerpunktméflig Beachtung finden.

Das ASMO-Problem:

Beim ASMO-Problem handelt es sich um ein Problem aus der Fahrzeug-Aerodynamik zur
Analyse des Stromungsverhaltens auf der Fahrzeugoberfliche bzw. der Druck- und Ge-
schwindigkeitsverteilung im Nahfeld (Verwirbelungen) und im Fernfeld (Schmutzpartikel-
verwirbelung), vergleiche Rannacher/Turek [64]. Auch bei diesem Beispiel belegen eigene
Erfahrungen und Aussagen von Industriepartnern ungenaue quantitative Rechenergebnis-
se bzw. viel zu lange Rechenzeiten selbst auf Hochleistungsrechnern: Im Rahmen eines
exemplarischen Vergleiches ‘Simulation versus Experiment erhielten wir iiber den Indu-
striepartner Daimler Chrysler die Resultate einer stationéren 3D-Turbulenzsimulation auf
Basis kommerzieller Software, die eine typische Rechnung darzustellen scheint. Diese spe-
zielle Simulation wurde auf einer SGI Origin 2000 mit 6 Prozessoren unter Verwendung
von 500.000 Hexaedern durchgefiihrt, wofiir etwa 6.5 Stunden Rechenzeit nétig waren.
Auch hier zeigte sich deutlich, dal es nicht méglich war, praxisrelevante Groflen wie den
Auftriebskoeffizienten (‘c,’) und den Widerstandskoeffizienten (‘c,,’) zuverlissig zu be-
stimmen, vergleiche Abbildung 1.2.

Obwohl die Werte in der Graphik verniinftig aussehen, ist der gemessene Fehler gewaltig.
Dies wiegt umso schwerer, als das verwendete Modell offensichtlich noch ausgesprochen
grob ist und nur wenige geometrische Details enthélt. An eine Modellierung von Auflen-
spiegeln oder Stofistangen ist offenbar noch nicht zu denken. Die Verwendung von nur
500.000 Unbekannten erscheint viel zu wenig. Auflerdem handelt es sich lediglich um eine
stationdre Rechnung, von weitaus groflerem Interesse wire jedoch der instationére Fall.

Die massiven Differenzen zwischen Simulation und Experiment legen die Konstruktion
wesentlich verfeinerter Ortsgitter nahe. Dies fiihrt jedoch bereits bei dieser, noch stati-
onidren Konfiguration zu erheblichen Problemen aufgrund des hohen Rechenzeit- und Spei-
cherplatzbedarfs. Auch hier erscheinen weitere Anstrengungen zur Effizienzsteigerung, wie
beispielsweise die Konstruktion von Gittern mit optimaler Knotenanzahl, unerliflich. Es
handelt sich gerade beim Widerstandskoeffizienten um eine Grofie von hoher physikalischer
Bedeutung im Hinblick auf ein 6konomisches Karosserie-Design.
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Abbildung 1.2: Exemplarischer Vergleich ‘Simulation versus Ezxperiment mit Industrie-
partner Daimler Chrysler [64]

2. Astrophysikalische Probleme

Ein weiteres Beispiel im Bereich des Wissenschaftlichen Rechnens ist die Simulation von
Materiestromungen in Akkretionsscheiben, die eine Kooperation von Astrophysik
und numerischer Mathematik erfordert: Ausgehend von einem massereichen Zentralob-
jekt (Weifer Zwerg) wird aus der Umgebung gravitativ Materie angezogen, die jedoch
aufgrund ihres Drehimpulses nicht unmittelbar auf das Zentralobjekt einstiirzen kann,
sondern zunichst einen umliegenden Ring aus Gas und/oder Staub formt, die sogenann-
te Akkretionsscheibe. In dieser scheibenformigen Ansammlung, deren Drehachse durch
den Drehimpuls der einfallenden Masse bestimmt wird, bewegt sich Materie bedingt durch
(Eigen-)Gravitation und viskose Wechselwirkungen zum Zentralobjekt hin. Im Mittelpunkt
kann so bei geniigend grofler Masse ein Stern entstehen. Fiir ndhere Informationen verwei-
sen wir beispielsweise auf Auer [2], Traut [73] und Frank/King/Raine [39].

Zur addquaten geometrischen Modellierung von Akkretionsscheiben werden iiblicherweise
Zylinderkoordinaten herangezogen. Die Beschreibung der gasférmigen Materie, aus der die
Akkretionsscheiben bestehen, basiert auf den hydrodynamischen Gleichungen (iiblicherwei-
se in symmetrisierter und vereinfachter Form). Insbesondere das Gravitationspotential

AP =471Gp

spielt eine herausragende Rolle. Bei der numerischen Simulation ist in der Regel entlang
des Aquators und in der Néhe des Zentralobjektes eine feinere Gitterauflésung sinnvoll.
Héufig liegen in gewissem Abstand vom Zentralobjekt beim Ubergang zur Akkretionsschei-



be steile Gradienten in den Koeflizienten vor, die ebenfalls eine besonders feine Gitterauf-
l6sung erfordern. Auch hier ist offensichtlich die effiziente Losung der Poisson-Gleichung
auf stark anisotropen Gittern von besonderer Bedeutung. Abbildung 1.3 illustriert ein ty-
pisches Gitter einer zweidimensionalen Simulation bzw. ein kartesisches Gegenstiick nach
geeigneter Transformation auf ein Tensorprodukt-Gitter. Von Wallis [84] wurden unter-
schiedliche punktweise Glatter fiir Mehrgitterverfahren in kartesischen und zylindrischen
Koordinaten analysiert, vergleiche auch Kapitel 2.4.

Abbildung 1.3: Protoypische Gitterverfeinerung fiir die numerische Simulation einer Ak-
kretionsscheibe

Leider ist es ein Irrglaube, sich die Losung praxisrelevanter Probleme einfach nur durch
den Einsatz moderner Hochleistungsrechner zu erhoffen. Dies mag fiir einfache Testfille
in 2D noch moglich sein, doch von tatsdchlichen FEchtzeitsimulationen in 3D sind heuti-
ge Simulationswerkzeuge noch weit entfernt. Ein wesentlicher Schwachpunkt besteht in
der mangelhaften Anpassung mathematischer Ansidtze an moderne Rechnerarchitekturen.
Die schonste mathematische Errungenschaft hat kaum die Chance, eine grundlegende Be-
schleunigung zu bewirken, wenn ihre Implementierung ineffizient ist und die M6glichkeiten
heutiger superskalarer Prozessortechnologien nicht adiquat ausnutzt. Wird sie jedoch in
optimaler Weise rechentechnisch umgesetzt, so kann eine wesentlich gréfiere Verbesserung
erzielt werden, als dies allein durch weitere Steigerungen der Prozessorleistung innerhalb
der nichsten Jahre moglich wire. Letztlich besteht offenbar ein riesiger Bedarf an lei-
stungskraftigen Strategien zur Verbesserung heutiger Simulationswerkzeuge, sowohl in der
Forschung als auch in der Industrie. Dabei miissen zwei grundlegende Aspekte gleicherma-
Ben beachtet werden, ndmlich:

e numerisch-algorithmische Aspekte,
e hard- und software-technische Aspekte,
die wir beide im Detail analysieren werden. Nur durch ein optimales Zusammenspiel bei-

der Komponenten scheint die effiziente Simulation realistischer, physikalischer Phinomene
moglich.



1.1.1 Numerisch-algorithmische Aspekte

Beim Design effizienter numerisch-algorithmischer Zuginge fiir die genannten Problemklas-
sen ist man in der Regel mit den folgenden Schwierigkeiten konfrontiert:

1. Komplizierte Problemstrukturen:

e Es handelt sich aus Genauigkeitsgriinden um &uflerst hoch-dimensionale Proble-
me in Raum und Zeit mit etwa 10* — 10'° Unbekannten und 102 — 10° Zeit-
schritten. Dies fiihrt zu sehr hohen Rechenzeit- und Speicherplatz-Anforderungen,
die selbst die Kapazititen modernster (serieller) Rechnerarchitekturen sprengen.

e Bedingt durch den oft instationéren Charakter bzw. stark variierende Koeffizi-
enten treten grofle Verinderungen des Problems in Raum und Zeit auf. Dies erfordert
die Verwendung lokal variierender Ortsgitter bzw. Zeitschritte.

e Die resultierenden Gleichungssysteme sind im allgemeinen schlecht konditioniert,
was die Verwendung robuster Losungstechniken erforderlich macht.

e Die vorliegenden Probleme sind h#ufig nichtlinear. Auch hier sind geeignete Lo-
sungs- bzw. Linearisierungstechniken unerlaflich.

2. Komplizierte Geometrien:

Es liegen sehr komplexe Gitter mit starken Anisotropien vor, bedingt durch:

a) geometrische Anforderungen:

e Die betrachteten Rechengebiete weisen oft sehr komplexe geometrische Strukturen
auf (komplizierte Oberflichen bzw. Randparametrisierungen, viele Komponenten,
anisotrope Details).

e Es liegen hiufig groffe Unterschiede in den lokalen Gitterweiten vor: Einerseits miissen
sehr kleine, anisotrope Details aufgelost werden (z.B. lange, schmale Kontur unter-
halb eines Autos), andererseits geniigt in weniger komplexen Teilen des Gebietes eine
grobere Auflosung.
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b) physikalische Anforderungen:

e Die physikalisch relevanten Effekte (Grenzschichten, Wandablisung) treten entlang
umstromter Konturen auf. Nahe der Kontur mufl daher unter Umsténden in Normal-
richtung wesentlich feiner aufgelést werden als in Tangentialrichtung, so dal diinne
lange Elemente entstehen.

e Steile Gradienten, die durch Spriinge in der rechten Seite verursacht werden, miissen
auch im Inneren des Gebietes addquat aufgelost werden (siehe das Beispiel aus der
Astropysik).

¢) mathematische Anforderungen:

e Aus Genauigkeits- und Robustheitsgriinden sind ausgesprochen feine Gitterauflo-
sungen in Raum und Zeit unerlifllich. Dies kann im global dquidistanten Fall je-
doch oft zu unerfiillbaren Ressourcenanforderungen fiihren, so dafl variable Diskreti-
sierungen héufig unerlédflich sind.

e Um praxisrelevante physikalische Groflen wie den Widerstands- und Auftriebskoeffi-
zienten quantitativ kontrollieren zu koénnen, sollten adaptive Fehlerschitzmechanis-
men angewandt werden. Dabei entstehen jedoch in der Regel lokal unterschiedlich
strukturierte Gitter, deren endgiiltige Form sich erst wihrend der Rechnung ergibt
bzw. a-priori nicht bekannt ist.

Anhand der in Figur 1.4 dargestellten ASMO-Topologie 148t sich diese Problematik ver-
deutlichen. Diese Topologie besteht aus ingesamt 70 Teilgebieten (Vierecken), die entspre-
chend der Problemstruktur unterschiedlich starke Anisotropien aufweisen. Um der Auto-
geometrie gerecht zu werden, reicht das Spektrum der auftretenden Makroformen von rein
isotrop (Beispiel 3) bis hin zu anisotrop (Beispiele 7, 8), sowie von achsenparallel (Bei-
spiel 3, 4, 6, 8) bis hin zu verzerrt bzw. spitzwinklig (Beispiele 1, 2, 5, 7). Zur adidquaten
Auflésung der turbulenten Effekte entlang der Autokontur sind die Makros unmittelbar
um das Auto herum sehr klein (Beispiel 2, 5, 6), wihrend im weiteren Abstand zum Au-
to wesentlich grofiere Makros ausreichen (Beispiel 3, 4). Weiterhin werden die einzelnen
Makros lokal je nach Problemstrukur entweder isotrop bzw. anisotrop verfeinert. Um die
Wandablosung optimal erfassen zu konnen, wird in der unmittelbar an die Autokontur
angrenzenden Makroschicht in Normalenrichtung anisotrop zum Auto hin verfeinert (Bei-
spiele 2, 5, 6). Dabei kann der Auflésungsgrad der Zerlegung beliebig fein parametrisiert
werden. Wir werden im Rahmen unseres Anwendungskapitels 4.1.2 noch detailliert auf die
ASMO-Topologie eingehen. Dort werden lokale Gitterfeinheiten von h,;, = 4 - 1071° bzw.
lokale Anisotropiegrade von ca. 1.400.000 erzeugt.
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Abbildung 1.4: Anisotropieverhiltnisse in der ASMO-Topologie



12

Eine quantitativ genaue Approximation praxisrelevanter Groflen scheint nur mit einer sehr
hohen Gitterfeinheit erreicht werden zu kénnen. Die erforderliche Rechenzeit wichst jedoch
zumindest linear mit der Anzahl an Unbekannten. Wie wir gesehen haben, liegen aber schon
fiir moderat komplexe Probleme viel zu lange Rechenzeiten vor. Wie kann also eine hohe
Gitterfeinheit bei gleichzeitig moglichst geringer Anzahl an Unbekannten erreicht werden?
Hierzu sind dringend effiziente Fehlerkontrollmechanismen zur Bestimmung der Qua-
litdt der approximierten Losung erforderlich. Rechen- und speicherintensive Feinstauflosung
sollte nur dort erfolgen, wo sie wirklich fiir eine prizise Approximation unerlédflich ist. In
Teilbereichen mit nur geringer Losungsvariation sollte man sich auf eine deutlich grobere
Auflésung beschrinken.

Die Entwicklung adiquater Kontrollmechanismen ist Gegenstand aktueller Forschung, sie-
he beispielsweise Becker/Braack [10], Becker/Kapp/Rannacher [11]. Abbildung 1.5 zeigt
das quasi-optimale Gitter aus einer Simulation fiir ‘Flow around the cylinder’ aus Becker/
Rannacher [63], das mittels einer a-posteriori Fehlerkontrolle beziiglich des Auftriebskoef-
fizienten durch adaptive Gitterverfeinerung erzielt wurde.

Abbildung 1.5: Quasi-optimales Gitter fiir eine Zylinderumstrémung aus [63]

Offenbar scheint eine adaptive Gitterverfeinerung vor allem lokal nahe der Rénder nétig zu
sein. In weiten Teilen des Gebietsinneren (nahezu 90%) liegen dagegen regulére Struktu-
ren vor. Dieses Beispiel ist stellvertretend fiir allgemeine, komplexe Stromungssimulationen
und motiviert die Verwendung lediglich blockweise adaptiver anstelle voll unstrukturierter
Gitter. Durch die méglichst haufige Ausnutzung lokal regulirer Strukturen kann zumindest
partiell eine hohe Rechenleistung erzielt werden, wiahrend die Auswirkung lokaler Anisotro-
pien auf wenige Teilbereiche beschrénkt bleiben sollte. Eine ausfiihrliche Diskussion dieses
Aspektes findet sich in Kapitel 1.2.
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3. Bedarf an leistungskriftigen Losungstechniken:

Die Komplexitit der resultierenden diskreten Probleme erzwingt die Verwendung optimier-
ter, problemangepafSter Losungsstrategien, die folgende Eigenschaften besitzen sollten:

¢ Robustheit (gegeniiber geometrischen Irregularitéiten bzw. stark variierenden phy-
sikalischen Situationen),

e Effizienz (gutes Konvergenzverhalten, moglichst wenig arithmetische Operationen
bzw. geringe Rechenzeiten),

e Genauigkeit (qualitativ und quantitativ korrekte Simulation).

Leider scheint es sehr schwierig zu sein, allen Anforderungen gleichermaflen gerecht zu
werden. Wir wollen zunichst einen vergleichenden Uberblick iiber das Potential verschie-
dener Ansitze zur Losung elliptischer Gleichungen in diskretisierter Form (z.B. mit finiten
Elementen) fiir Probleme in 2 Raumdimensionen liefern. Dazu gehen wir kurz auf die Gau8}-
Elimination als Vertreter direkter Verfahren ein, beschéftigen uns aber schwerpunktméifig
mit der Diskussion iterativer Verfahren, ndmlich von vorkonditionierten CG-Verfahren bzw.
Mehrgitter-Verfahren.

a) Direkte Verfahren:

Die sténdigen Verbesserungen in der heutigen Prozessortechnologie legen es auf den er-
sten Blick nahe, die betrachteten Gleichungssysteme einfach mit Hilfe direkter Methoden
zu losen. Das Gauf’sche Eliminationsverfahren bzw. seine Varianten fiir (symme-
trisch) positiv definite Matrizen unter Verwendung der LU-/Cholesky-Zerlegung kénnen
auf modernen Hochleistungscomputern mit enormer Geschwindigkeit bis zu 1 TFlop durch-
gefiihrt werden und werden daher auch gerne zur Demonstration potentieller Rechner-
leistung eingesetzt (sieche LINPACK-Tests [30]). Direkte Verfahren zeichnen sich auch im
nicht-symmetrischen oder schlecht konditionierten Fall durch eine grofie Robustheit aus
und sind nahezu unabhéngig vom Anisotropiegrad des zugrunde liegenden Gitters; wegen
der schlechten Konditionierung kann allerdings eine Nachiteration erforderlich werden. Sie
bendotigen keine ‘gute’ Startnéherung (ziehen aber auch keinen Vorteil daraus, wenn eine
solche bereits vorhanden ist) und erzielen hohe rechnerische Genauigkeiten (ziehen aber
auch keinen Vorteil daraus, wenn nur eine méfiige Genauigkeit benstigt wird).

Die Rechenleistung direkter Methoden, insbesondere auf Parallelrechnern, definiert sich im
wesentlichen dadurch, wie effizient die Matrix faktorisiert werden kann. Aufgrund ihres
hoch-rekursiven Charakters kann die LU-Zerlegung kaum effizient parallelisiert werden.
Eine mdgliche Parallelisierungsstrategie basiert auf Verallgemeinerungen der zyklischen
Reduktion mit zyklischer Verteilung der Matrixzeilen auf die einzelnen Prozessoren, sie-
he Frommer [40], Dongarra/Duff/Sorensen/van der Vorst [31]. Abgesehen vom relativ ho-
hen Kommunikationsaufwand geht die zeilenweise Aufteilung der Matrix mit der von uns
preferierten Unterteilung des Rechengebietes in geometrisch motivierte Teilgebiete nicht
konform.
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Bei der Durchfiihrung der Gauf-Elimination im Fall voll besetzter Matrizen liegt der
weitaus rechenaufwendigste Teil mit O(n?) Operationen in der Berechnung der LU-Zerle-
gung, vergleiche Golub/van Loan [41]. Dabei bezeichnet n die Anzahl der Unbekannten. Die
Auflésung der resultierenden Dreieckssysteme benétigt immerhin noch O(n?) Operationen.
Im uns interessierenden Fall diinnbesetzter Matrizen kann die Matrix bei deutlich gerin-
gerem Aufwand faktorisiert werden. Die obigen Aussagen iibertragen sich entsprechend
durch Ersetzung der vollen Zeilenlinge O(h™2) durch die Bandbreite O(h™'), vergleiche
Axelsson/Barker [6]. Selbst in diesem Fall steigt der Rechen- und vor allem Speicherauf-
wand also weit mehr als linear an. Ein weiterer Nachteil besteht darin, daf} zwischen den
dufleren Bindern und der Diagonalen Fill-in erzeugt wird, die schwache Besetztheit der
Matrix wird durch ein Auffiillen des gesamten Bandes mit Nichtnullelementen zerstort. Dies
bewirkt ein enormes Anwachsen der rechnerischen Komplexitéit und Speicherbediirfnisse.
Insgesamt scheidet die GaufB-Elimination fiir realistisch grofes n (in der Gréfenordnung
von n = 100.000 und mehr) daher zumindest fiir uns von vorneherein aus. Aufgrund der
hohen Leistungsfihigkeit heutiger Rechnerarchitekturen ist dennoch fiir kleinere Proble-
me (1.000 bis 10.000 Knoten) je nach Besetzungsstruktur der Matrix ein Vorteil direkter
Methoden gegeniiber iterativen Methoden zu erkennen. Wir werden die Gauf3-Elimination
innerhalb unseres SCARC-Losers daher lediglich zur Lésung von Grobgitterproblemen bzw.
kleinen lokalen Problemen verwenden.

b) Iterative Verfahren:

Im allgemeinen sind iterative Methoden deutlich einfacher zu implementieren als direkte.
Falls im Rahmen der Vorkonditionierung/Glattung keine volle Faktorisierung der Matrix
gespeichert werden muf}, kénnen damit sehr viel gréflere Systeme als mit direkten Metho-
den behandelt werden. Ein weiterer Vorteil besteht darin, dafl kein Fill-in erzeugt wird.
Iterative Methoden lassen sich im wesentlichen zuriickfiihren auf eine Reihe von Kern-
komponenten (Matrix-Vektor-Produkte, Vektor-Linearkombinationen, Skalarprodukte, In-
version einer Vorkonditionierungsmatrix), die jeweils in geeigneter Weise optimiert werden
konnen. Allerdings hiingen iterative Verfahren oft von speziellen Problem-Eigenschaften wie
etwa Symmetrie oder Positiv-Definitheit ab und konvergieren fiir schlecht konditionierte
Probleme unter Umstidnden sehr langsam. Sie erfordern hiufig die optimale Bestimmung
diverser Verfahrensparameter (z.B. Relaxationsparameter), was sich als sehr schwierig und
aufwendig gestalten kann. Wir wollen im folgenden niher auf diverse Vertreter iterativer
Verfahren eingehen, die auf ein, zwei oder sogar mehreren Gitterleveln definiert sind:

Als Kandidat der Eingitter-Verfahren betrachten wir das CG-Verfahren, das zur Klasse
der Krylov-Raum-Verfahren gehort, siehe beispielsweise Golub/van Loan [41]. Es handelt
sich um ein effektives Verfahren fiir symmetrisch positiv-definite Probleme, bei dem nur
wenig Speicherplatz, O(n), fiir einige Hilfsvektoren zur Verfiigung gestellt werden muf.
Aufgrund der Orthogonalititseigenschaft der Abstiegsrichtungen terminiert das Verfahren
im Fall exakter Arithmetik nach hochstens n Iterationen. Dies ist natiirlich fiir grofles n
vollig inakzeptabel, so dafl die Iteration bereits sehr viel frither abgebrochen werden mu#f.
Hinzu kommt, daf infolge von Rundungsfehlern die Orthogonalitit haufig verloren geht.
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Die Konvergenzgeschwindigkeit des CG-Verfahrens hingt von der Diskretisierungsfeinheit
h ab. Fiir die hier betrachteten Probleme betriigt die Konvergenzrate p = 1—0O(h?), 8 > 0,
was insbesondere im Fall grofler Anisotropien mit sehr kleinem h,,;, problematisch sein
kann. Durch geeignete Vorkonditionierung (SSOR, ILU, Mehrgitter) 18t sich die Kon-
vergenzrate auf p = 1 — O(h'/?) verbessern. Mithilfe des BPX-Vorkonditionierers konnten
Bramble/Pascial/Xu [22] ein Konvergenzverhalten wie O(In*(h™")) nachweisen.

Die Verwendung eines Vorkonditionierers bringt jedoch immer zusétzliche Kosten mit sich,
die sich aus einer unter Umstéinden sehr teuren Initialisierungsphase (Beispiel ILU) und
Zusatzberechnungen pro Iteration zusammensetzen. Die meisten Vorkonditionierer ben&ti-
gen einen Arbeitsaufwand proportional zur Anzahl der Unbekannten und erhéhen die
Komplexitit einer Iteration um einen konstanten Faktor. Dagegen wird die Anzahl der
Iterationen wiederum meist um einen konstanten Faktor reduziert. Viele traditionelle Vor-
konditionierer besitzen grofie sequentielle Anteile und sind fiir eine parallele Ausfiihrung
nicht gut geeignet. Die Zusatzkosten pro Iteration bzw. der Verlust an Parallelitit miissen
daher in Relation zum erzielten Gewinn an Konvergenzgeschwindigkeit gesetzt werden,
vergleiche die nachfolgende Diskussion unter Punkt (4).

Bedingt durch die raschen Fortschritte bei der Entwicklung paralleler Rechnerarchitekturen
sind CG-Verfahren, deren Vorkonditionierung auf Gebietszerlegungsstrategien basiert, im-
mer mehr in den Blickpunkt des Interesses geriickt. In Kapitel 3.1 werden wir uns detailliert
mit Vorkonditionierungstechniken auf der Basis des Schwarz’schen Gebietszerlegungs-
verfahrens (in Kombination mit einer iiberlappenden Gebietszerlegung) beschiiftigen. Die
Konvergenzrate der sogenannten 1-LEVEL-SCHWARZ-CG-Verfahren, die nur auf feinstem
Gitterlevel definiert sind, hingt leider von der Uberlappungsbreite bzw. der Anzahl an Teil-
gebieten ab. Minderung bzw. Beseitigung dieser Abhingigkeiten kann durch Hinzunahme
eines Grobgitterproblems erreicht werden. Die so definierten Zweigitterverfahren werden
im folgenden als 2-LEVEL-SCHWARZ-CG-Verfahren bezeichnet. Im Hinblick auf eine ef-
fiziente Implementierung wirft die Behandlung des zusétzlichen Grobgitterproblems aber
grofle Probleme auf, auf die wir in Kapitel A.4.9 noch einmal zu sprechen kommen. Die
Anwendbarkeit auf stark anisotrope Probleme muf§ ebenfalls noch analysiert werden, siehe
dazu Kapitel 3.1.

Von der Gitterweite unabhéngige Konvergenzraten, p = O(1), lassen sich mit Mehr-
gitterverfahren erreichen, die gemaf Erfahrungen in vielen mathematischen und inge-
nieurwissenschaftlichen Bereichen deutlich effizienter sind als Eingitterverfahren. Mehr-
gitterverfahren weisen fiir eine breite Anwendungspalette exzellente Konvergenzraten bei
gleichzeitig moderater rechnerischer Komplexitit auf. Ein Uberblick iiber theoretische und
praktische Aspekte von Mehrgitterverfahren ist insbesondere in Hackbusch [46, 47] zu fin-
den. Wir werden uns in Kapitel 3.2 detaillierter mit dieser Verfahrensklasse beschiftigen.
Ohne geeignete Optimierungen reagieren jedoch auch Standard-Mehrgitterverfahren sensi-
bel auf komplizierte Gebietsstrukturen (grofie Anisotropien) bzw. komplexe physikalische
Situationen (stark variierende Koeffizienten).
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Beispiel:

Als einfaches Beispiel betrachten wir das Konvergenzverhalten
eines klassischen, seriellen Mehrgitterverfahrens mit punktwei-
ser JACOBI- (JAC), GAUss-SEIDEL- (GS) bzw. ILU-Glittung
fiir verschiedene Anisotropiegrade fiir die Poisson-Gleichung auf
Q= (0,z) % (0,1) zu Nullrandbedingungen. Ausgehend vom Ein-
heitsquadrat wurde die Kantenlinge in x-Richtung von z = 1.0
auf z = 0.1 und 0.01 gestaucht, wihrend die Kantenléinge in
y-Richtung immer 1.0 betrug.

(0,1) (x,1)

(0,0) (x,0)

Die Rechnungen wurden durchgefiihrt auf einem AMD K7 Prozessor mit 1 GHz Taktung.
Fiir jede Konstellation wurden 6, 7 bzw. 8 Verfeinerungen vorgenommen, es lagen also
n = 652, 1292 bzw. 2572 Gitterpunkte vor. Pro Mehrgitteriteration wurden jeweils 2 Vor-
und Nachglattungsschritte durchgefiithrt. Als Abbruchkriterium diente eine relative Ge-
nauigkeit von 107%. Es wurden maximal 1000 Iterationen durchgefiihrt. Die zugehérigen
Anisotropiegrade sind korrespondierend zum Stauchungsparameter z durch AG := 1/x
definiert. Abbildung 1.6 illustriert die ermittelten Konvergenzraten fiir die drei betrachte-
ten Glitter (JAC, GS, ILU), die drei Knotenanzahlen (n = 65,1292, 257%) sowie die drei
Anisotropiegrade (AG = 1,10, 100).

1
0,8
L
(1]
-
¢
%0,6_
§ W 652
C 0,4 B 12972
2 [] 25722
0,2
04 ' M ' I-:_‘]_ﬂ
AG=1 AG=10 AG=100 AG=1 AG=10 AG=100 AG=1 AG=10 AG=100

JAC GS ILU

Abbildung 1.6: Konvergenzverhalten punktweiser Standard-Glétter fiir wachsenden Aniso-
tropiegrad

Aus Abbildung 1.6 geht deutlich hervor, daf die im isotropen Fall (AG = 1) sehr effizienten
JACOBI- bzw. GAUSS-SEIDEL-Glétter bereits im moderat anisotropen Fall (AG = 10) sehr
schlechte Resultate im Bereich von p = 0.97 bzw. p = 0.81 liefern und fiir AG = 100 mit
p ~ 1 vollig versagen. Die ILU-Gléttung bleibt in allen Fillen stabil und erzielt unveréndert
gute Ergebnisse mit Konvergenzraten unter 0.1.
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In Abhéngigkeit von der Anzahl an Gitterknoten enthélt Tabelle 1.1 den jeweils benétigten
Gesamtspeicherbedarf Sgesam: in MBytes bzw. die jeweiligen Gesamtlaufzeiten Tgesamt
sowie die Zeit Trry_rnse fiir den initialen Aufbau der ILU-Zerlegung in Sekunden. Fiir
die Messung der Gesamtlaufzeit werden explizit die beiden Fille AG = 1 und AG = 10
unterschieden, nicht jedoch der Fall AG = 100, da sowohl fiir die JACOBI als auch GAUSS-
SEIDEL-Gléttung selbst nach Ablauf von 1000 Iterationen noch nicht das Abbruchkriterium
erfiillt war.

n SGesa,mt TGesamt TILU—Init

AG =1 AG =10

JAC | GS | ILU || JAC | GS | ILU || JAC | GS | ILU

652 | 1.03| 1.13| 1.36 21 2 5| 107 | 21 5 3 (60%)
1292 || 4.04 | 4.41| 5.31 9| 9| 57| 455| 87| 60| 46 (~ 80%)
2572 |1 16.04 | 17.48 | 21.02 42 | 42| 813 | 1892 | 368 | 822 | 724 (~ 88%)

Tabelle 1.1: Speicherbedarf (in MBytes) und Laufzeiten (in Sekunden) fiir Standard-
Mehrgitterverfahren mit punktweiser Glattung

Tabelle 1.1 verdeutlicht, dafl die ILU-Gldttung einen enorm hohen Aufwand mit sich
bringt, der sich im wesentlichen aus dem Aufbau und der Speicherung der unvollstéindigen
LU-Zerlegung ergibt. Fiir die ILU-Glattung ist durchschnittlich 20% mehr Speicherplatz
erforderlich als fiir die GS-Glittung. Im Fall AG = 10 und n = 129? benétigt die GS-
Glattung mit einer Rechenzeit von 87 Sekunden trotz einer Konvergenzrate von pgs = 0.83
nicht sehr viel langer als die ILU-Glattung mit 60 Sekunden bei einer Konvergenzrate von
prrv = 0.05! Dabei verschlingt die Initialisierung der ILU-Zerlegung 80% der Gesamtrei-
chenzeit! Dieser Aufwand kann nur dann amortisiert werden, wenn die einmal aufgebaute
ILU-Zerlegung im Verlauf einer instationiren Rechnung mehrfach benétigt wird. Weiterhin
héngt die Qualitdt der ILU-Glattung entscheidend von der korrekten Wahl des Relaxati-
onsparameters ab, der leider a-priori nicht bestimmt werden kann, siche Kapitel 2.4. Eine
effiziente Parallelisierung der ILU-Gldttung ist aufgrund ihres hoch-rekursiven, sequenti-
ellen Charakters nicht einfach zu bewerkstelligen ist, doch dazu mehr unter Punkt (4).
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4. Mangelhaftes Parallelisierungspotential:

Aufgrund der groflen Dimension der hier betrachteten Gleichungssysteme und der ent-
sprechend hohen Rechenzeiten sind Supercomputer vom Typ Vektorrechner und vor allem
Parallelrechner héufig die einzigen Computer-Plattformen, die derart komplexe Simula-
tionen bewéltigen konnen. Es stehen inzwischen Parallelrechner mit Hochstleistungsraten
im TFlop/s-Bereich mit sehr leistungsfihigen Einzel-Prozessoren zur Verfiigung (nahe-
zu 1 GFlop/s Hochstleistung), was die stetig wachsende Bedeutung paralleler Methoden
zur Losung partieller Differentialgleichungen erklirt. Eine regelméflig aktualisierte Top500-
Zusammenstellung der besten Rechnersysteme findet sich unter http://www.top500.0rg.

Parallele Algorithmen basieren im wesentlichen darauf, das Gesamtproblem nach algebra-
ischen, geometrischen oder problemorientierten Kriterien in kleinere Teilprobleme zu un-
terteilen, die mehr oder weniger unabhéngig voneinander gelést werden kénnen und durch
gegenseitigen Datenaustausch koordiniert werden miissen. Die Losung des Gesamtproblems
ergibt sich schliellich aus der geeigneten Zusammensetzung der einzelnen Teillosungen. We-
sentliche Zielsetzungen bei der Entwicklung paralleler Algorithmen bestehen vor allem in

e einer Reduktion der Gesamtrechenzeit gegeniiber einer sequentiellen Ausfiihrung,
e der Vergroflerung der rechenbaren Probleme,

e der Skalierbarkeit auf grofle Prozessoranzahlen mit moglichst geringem Effizienz-
verlust,

o der Moglichkeit zur Behandlung sehr komplexer Geometrien durch Unterteilung von
irreguldren Gebieten in Teilgebiete mit reguldren Strukturen.

Es stellt sich die Frage, wie das hohe numerische Potential komplexer, serieller Losungs-
ansitze auf modernen Vektor- bzw. Parallelrechner-Architekturen voll ausgeschépft werden
kann. Dies ist jedoch gerade im realistischen Fall komplizierter Geometrien mit groflen lo-
kalen Anisotropien alles andere als klar. Damit sind wir bei einem weiteren wesentlichen
Problem angelangt:

Gut parallelisierbare Algorithmen sind meist nicht sehr effizient
und effiziente Algorithmen sind meist nur schwer parallelisierbar.

Um einen Kompromifl zwischen diesen beiden Extremen zu finden, ist es in der Regel
unerlaflich, existierende Techniken zu modifizieren bzw. neue effiziente Strategien zu ent-
wickeln, die den parallelen Rerchnerarchitekturen besser angepafit sind und eine Briicke
schlagen zwischen den folgenden beiden Anforderungen:
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o Effizientes numerisches Konvergenzverhalten (‘Globalitéit bevorzugt’):

Hoch-effiziente, sequentielle Algorithmen weisen oft sehr wenig inhérente Parallelitét
auf. Gerade bei global gekoppelten Systemen wie den hier betrachteten elliptischen
Gleichungen basiert schnelle Konvergenz vor allem darauf, wie gut ein Verfahren glo-
bale Abhéngigkeiten wiedergibt. In Mehrgitterverfahren wird dies insbesondere durch
die Verwendung hoch-rekursiver Glatter bzw. eines Grobgitterproblems gewihrlei-
stet. Deren Parallelisierung ist jedoch schwierig und meist nicht sehr effizient.

e Gute Parallelisierungseigenschaften (‘Lokalitéit bevorzugt’):

Verfahren mit hohem Parallelititsgrad wie beispielsweise das JACOBI-Verfahren be-
sitzen dagegen einen ausgepragt lokalen Charakter. Im Idealfall wird nur lokale Kom-
munikation beno6tigt. Ein Informationsaustausch von einem Gebietsende zum anderen
kann folglich nur schrittweise iiber mehrere Iterationen hinweg erfolgen. Dies fiihrt
unweigerlich zu langsamerer Konvergenz, da es im hoéchsten Mafle dem Charakter
elliptischer Gleichungen widerspricht. Trotz schneller paralleler Ausfiihrbarkeit sind
solche Verfahren daher insgesamt viel zu ineffizient.

Wir wollen im folgenden zwei wesentliche Zugénge zur parallelen Lésung der betrachteten
elliptischen Gleichungen vor dem Hintergrund ihrer Parallelisierungs- und Konvergenz-
eigenschaften miteinander vergleichen:

a) Parallelisierte Mehrgitterverfahren:

Optimierte, serielle Standard-Mehrgitterverfahren besitzen in der Regel duflerst zufrieden-
stellende numerische Konvergenzeigenschaften hinsichtlich Robustheit und Effizienz, siehe
beispielsweise Turek [75], Hackbusch [47]. Diese hohe Leistungsfihigkeit beruht wesentlich
auf der Verwendung hoch-rekursiver Glitter (SOR, ILU) und eines Grobgitterproblems,
wodurch eine starke globale Kopplung erzielt wird. Die unmittelbare Parallelisierung der
Glattungsprozeduren erfordert hiufigen globalen Datenaustausch, was je nach betrachteter
Parallelrechner-Architektur hohe Verlustzeiten mit sich bringt (héufiges Versenden kleiner
Datenmengen, eventuell groile Wartezeiten). Beim Wechsel von feineren zu groberen Le-
veln wird das Verhéltnis zwischen arithmetischer Arbeit und Kommunikationszeit immer
schlechter, da die Rechenblocke im Zuge der Gittervergroberung immer kleiner werden.
Dies wirkt sich insbesondere beim Ubergang zu massiv parallelen Anwendungen mit ei-
ner groflen Anzahl an Prozessen negativ aus. Daher unterscheiden sich ein sequentielles
Mehrgitter und sein parallelisiertes Gegenstiick hidufig in der Glattungsprozedur.

Ebenso bringt die Losung des Grobgitterproblems erhebliche Verluste durch Kommuni-
kation und Synchronisation mit sich. Wird das Grobgitter-Problem verteilt gelost, so ist
wiederum das Verhéltnis von Rechen- zu Kommunikationszeit denkbar schlecht, da je-
der Prozessor nur wenige Gitterpunkte zu bearbeiten hat, im Gegensatz dazu jedoch sehr
héufig kleinste Datenmengen kommunizieren mufl. Die Losung des Grobgitter-Problems
auf einem gesonderten Prozessor (‘Master-Prozef§’) erfordert lediglich den Hin- und Riick-
transfer der Grobgitterdaten zu bzw. von den Teilgebiets-Prozessoren (‘Slave-Prozessen’),
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fiihrt jedoch unter Umstdnden zu groflen Wartezeiten auf den Slave-Prozessen wihrend
der Master-Losung. Wenn im Fall realistischer Probleme das Grobgitter selbst noch eine
betréchtliche Grofle aufweist, sind die Verluste erheblich. Ein Ausweg aus diesem Dilemma
kann darin bestehen, die Slave-Prozesse, falls méglich, wihrend der Master-Losung mit
anderen sinnvollen Berechnungen zu beschéftigen.

Trotz des deutlich hoheren Parallelisierungspotentials fiihrt die Verwendung primitiverer,
nicht-rekursiver Glétter (z.B. JACOBI) speziell im Fall grofler Anisotropien leider zu einer
vollig inakzeptablen Verschlechterung des Konvergenzverhaltens. Wie aus Abbildung 1.6
hervorgeht, versagt die JACOBI-Glittung bereits im Fall schwacher Anisotropien. Sogar die
im moderat isotropen Fall noch effiziente, stark rekursive GAUSS-SEIDEL-Glattung hat fiir
Anisotropien im mittleren Bereich grofie Probleme. Dagegen hat sich die ILU-Gléttung
als sehr flexibel und robust auch im Hinblick auf starke Irregularititen erwiesen, weshalb
bereits grofie Anstrengungen zu ihrer effizienten Parallelisierung vorgenommen wurden,
siehe beispielweise Bastian/Horton [8]. Einige Parallelisierungsstrategien beruhen auf der
Verwendung von Umnumerierungsstrategien bzw. Mehrfarben-Kolorierung, vergleiche Don-
garra/Duff/Sorensen/van der Vorst [31] oder Doi [29]. Leider hingt die Konvergenzrate
entscheidend von der Reihenfolge der Numerierung bzw. Farbenanordnung ab, so daf} eine
Umnumerierung starke Auswirkungen auf die benétigte Anzahl an Iterationen haben kann.
Parallelisierte Varianten der ILU und der Frequenzfiltermethode als Glatter innerhalb von
Mehrgitterverfahren wurden unter Bastian/Horton [8] oder Horton/Knirsch/Wittum [52]
entwickelt.

Andere Strategien versuchen, den hohen Rekursivititsgrad der Glédtter durch eine ge-
eignete Blockung aufzubrechen. Ein Beispiel hierzu ist die Diagonal-ILU, bei der nur
die Hauptdiagonalblocke faktorisiert werden, siehe Dongarra/Duff/Sorensen/van der Vorst
[31]. Blockungsstrategien fithren zu deutlich verbesserten Parallelisierungseigenschaften,
beeintrachtigen durch die schwichere globale Kopplung jedoch wiederum die Konvergenz-
rate, was sich in der Regel in einer Abhingigkeit von der Anzahl an Teilgebieten widerspie-
gelt. Der erzielte Gewinn an Parallelitit muf} sorgféltig in Relation zur vergréflerten rech-
nerischen Komplexitit (mehr und teurere Iterationsschritte) gestellt werden. Das Verhalten
blockweiser Glatter auf komplizierten Geometrien mit grolen Anisotropien auf Makro- oder
Mikroebene ist noch nicht hinreichend geklédrt. Dennoch handelt es sich hier um den von
uns favorisierten Zugang. Wie wir in den Kapiteln 2.4 und 3.3 zeigen werden, lassen sich auf
der Basis lokaler Mehrgitterverfahren unter Verwendung des (alternierenden) linienweisen
GAUss-SEIDEL-Verfahrens sehr effiziente und robuste blockweise Glétter konzipieren. Die
Effizienzverluste auf numerischer Ebene bleiben in den meisten Fillen kalkulierbar. Dies
148t sich im wesentlichen darauf zuriickfiihren, dafl Gléatter eigentlich nur dazu gedacht
sind, die hochfrequenten Fehleranteile auszuddmpfen. Die Blockung scheint dagegen im
wesentlichen die niederfrequenten Anteile zu beeinflussen.
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b) Gebietszerlegungsverfahren:

Im Hinblick auf eine effiziente Ausnutzung paralleler Rechnerressourcen sind Verfahren,
die auf Gebietszerlegungsstrategien basieren, von grofler Bedeutung. Klassische Gebietszer-
legungsverfahren beruhen darauf, das der Rechnung zugrunde liegende Gebiet in einzelne
Teilgebiete zu partitionieren. Anschlielend wird in gewohnter Weise die betrachtete par-
tielle Differentialgleichung auf den einzelnen Teilgebieten diskretisiert. Die so entstehen-
den Teilprobleme werden dann (mehr oder weniger) unabhiingig voneinander geldst. Thre
Kopplung erfolgt in koordinierten Abstinden durch den Austausch wechselseitig ben6tig-
ter Daten. Durch die Zerlegung entstehen innere Rinder, fiir die zusétzliche Bedingun-
gen gestellt werden miissen. Unter Einhaltung geeigneter Stetigkeitsbedingungen ergibt
sich die Losung des Gesamtproblems schliellich aus der Zusammensetzung der einzelnen
Teilgebietslosungen. Ein vergleichender Uberblick iiber verschiedene Zuginge findet sich
beispielsweise in Chan [28] und Smith/Bjgrstad/Gropp [71]. Die Unterteilung in einzel-
ne Teilprobleme/-gebiete ist eine sehr natiirliche Vorgehensweise, die auf dem ’Teile und
Herrsche’- bzw. ’Divide and Conquer-Prinzip basiert. Man unterscheidet in die bereits
erwahnten Schwarz’schen Methoden, die von einer iiberlappenden Zerlegung des Gebietes
ausgehen, bzw. die Schurkomplement-Methoden, die auf einer nichtiiberlappenden Zerle-
gung arbeiten. Fiir beide Klassen existieren Varianten mit und ohne zusétzlichem Grob-
gitterproblem. Wir werden uns in Kapitel 3.1 detailliert mit der Klasse der Schwarz’schen
Methoden beschéiftigen.

Im Vergleich zu Mehrgitterverfahren besitzen Gebietszerlegungsverfahren zumeist ein deut-
lich hoheres Maf§ an Parallelitiit, da wesentlich mehr arithmetische Arbeit auf den einzelnen
Prozessoren geleistet werden kann. Dies liegt insbesondere daran, dafl keine Zwischenlevel
vorhanden sind und der Grof3teil der rechnerischen Arbeit auf dem rechen- und speicher-
intensiven Feingitter erbracht wird. Wenn man von einer eventuellen Grobgitterkorrektur
absieht, ist das Verhiltnis zwischen Rechen- und Kommunikationszeit sehr viel giinstiger
als bei Mehrgitterverfahren, so dafl Gebietszerlegungsverfahren deutlich besser fiir eine
effiziente Ausfithrung auf parallelen Rechnerarchitekturen geeignet sind. Sowohl bei iiber-
lappenden als auch nicht-iiberlappenden Zugéingen ohne Grobgitterkorrektur verschlech-
tert sich jedoch die Konvergenzrate beim Ubergang zu einer grofieren Anzahl an Teilge-
bieten, vergleiche die numerischen Ergebnisse in Kapitel 3.1. Diese Verschlechterung ist
Ausdruck davon, dafl der einzige Transportmechanismus fiir Informationen rein lokal ist.
Um eine Skalierbarkeit auf groflere Teilgebietszahlen ohne nachhaltigen Verlust an Kon-
vergenzgeschwindigkeit zu erreichen, ist die Hinzunahme eines Grobgitterproblems (und
damit einer globalen Kopplung) in der Regel unerlifilich. Dies fiihrt jedoch genau wie bei
Mehrgitterverfahren je nach geometrischer Struktur bzw. Anzahl der Teilgebiete zu Verlu-
sten an Parallelitdt. Der Austausch grofier Uberlappungsbereiche bzw. mehrfaches Lsen
entlang der Uberlappungsbereiche im Fall iiberlappender Methoden bewirkt vor allem in
3D einen enormen zusétzlichen Aufwand. Dies wiegt umso mehr, als die Konvergenzrate
in der Regel wesentlich von der Uberlappungsbreite abhiingt. Dieser Sachverhalt relati-
viert weiterhin die Konkurrenzfihigkeit zu Mehrgitterverfahren, ganz abgesehen von der
komplexen und duBerst zeitaufwendigen Implementierung (vor allem in 3D).
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Insgesamt erfolgt bei Gebietszerlegungsverfahren eine deutlich schwéchere globale Kopp-
lung als bei Mehrgitterverfahren. Selbst wenn explizit eine Grobgitterkorrektur vorgenom-
men wird, so sind im Gegensatz zum Mehrgitterverfahren keine Zwischenlevel vorhanden.
Die erzielten Konvergenzraten sind in der Regel deutlich schlechter. Hinzu kommt, dafl das
Konvergenzverhalten im Hinblick auf Anisotropien auf Makroebene sehr sensibel reagiert,
siehe Kapitel 3.1. Ein wesentlicher Vorteil von Gebietszerlegungsverfahren besteht jedoch
darin, daf sie im allgemeinen die Kopplung unterschiedlicher Diskretisierungen erlauben.
Unter Einhaltung geeigneter Stetigkeitsbedingungen an den Teilgebietsrindern ist es bei-
spielsweise denkbar, auf den einzelnen Teilgebieten unterschiedliche Datenstrukturen, Ver-
feinerungsgrade und sogar Adaptivitdtskonzepte oder auch verschiedene lokale Loser mit
vollig unterschiedlicher Anzahl an lokalen Iterationen zu verwenden. Dies wirft jedoch unter
Umstinden schwerwiegende Lastverteilungs-Probleme auf, da es sehr schwierig sein kann,
sowohl die Datenmengen als auch die Rechenlast in balancierter Weise iiber die einzelnen
Prozessoren des Ziel-Rechners zu verteilen.

Wiinschenswert wére letztlich eine geeignete Kombination aus beiden Klassen, die die
besseren Konvergenzeigenschaften von Mehrgitterverfahren (hinsichtlich Robustheit und
Effizienz) mit den besseren Parallelisierungseigenschaften von Gebietszerlegungsverfahren
(hinsichtlich groBerer Datenlokalitéit) vereint. Die Konvergenzrate dieses Konglomerates
sollte moglichst unabhéngig sein von

e der Feinheit der Diskretisierung,

e der Anzahl der Teilgebiete,

e dem Anisotropiegrad der betrachteten Zerlegungen.
Dies darf jedoch nicht zu einer unverhéltnisméflig groffen Erhohung der rechnerischen Kom-
plexitét fiihren. Desweiteren sollte der Implementierungsaufwand in einem vertretbaren

Rahmen bleiben. SCARC als verallgemeinertes Gebietszerlegungs-/Mehrgitterkonzept wird
versuchen, all diesen Anforderungen gleichermafien gerecht zu werden.
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1.1.2 Hard- und software-technische Aspekte

Ein wesentliches Prinzip der Parallelverarbeitung besteht in der gleichzeitigen Bearbeitung
mehrerer unabhingiger Codesequenzen. Hierzu ist eine entsprechende Programmstruktur
erforderlich. Die Parallelisierung vorhandener sequentieller Programme geht oftmals mit
einer kompletten Umstrukturierung des bisherigen Ablaufs einher. Ein Leistungsgewinn
durch parallele Ausfithrung ist nur bei einem hohem Anteil an voneinander unabhéngigen
Programmsegmenten zu erwarten. Insgesamt sollte der Rechenanteil den Kommunikations-
anteil bei weitem dominieren. Die gegebene Problemstruktur (z. B. fein- oder grobkérnige
Parallelitit, Bedarf an lokaler oder globaler Kommunikation) muf} in bestmoglicher Wei-
se auf die vorhandene Rechnerarchitektur abgebildet werden. Dabei miissen die folgenden
Maschinencharakteristiken beriicksichtigt werden:

e Anzahl der Prozessoren,

e Art der Prozessoren (Prozessorleistung),

verfiigbarer Speicherplatz pro Prozessor,

Art ihrer Vernetzung,

Kommunikations- und Synchronisationszeiten der Prozessoren.

Konkrete Aussagen iiber die Effizienz eines parallelen Algorithmus sind nur schwer zu tref-
fen und kénnen immer nur an einer speziellen Parallelrechner-Architektur orientiert werden.
So ist beispielsweise ein und derselbe parallele Code auf einem Superrechner mit nur weni-
gen leistungsfihigen Prozessoren und einer duflerst hohen Kommunikationsgeschwindigkeit
ganz anders zu bewerten als auf einem Workstation-Cluster aus einer grofen Anzahl von
PC’s mit moderaten Speicherkapazititen und relativ langsamen Netzwerk.

Wir wollen nun zunichst die hard- und software-technischen Schwachstellen heutiger Si-
mulationswerkzeuge sowie Moglichkeiten zu ihrer Verbesserung aufzeigen. Die mangelnde
Leistungsfdhigkeit betrifft sowohl serielle als auch parallele Rechnerarchitekturen und hat
ihren Ursprung in einer schlechten Interaktion zwischen Mathematik und Numerik bzw.
Soft- und Hardware. Unter Turek et al. [80, 5] finden sich umfangreiche Untersuchungen
zur rechnerischen Effizienz diverser numerischer Komponenten und Konzepte, die bei der
gitterorientieren Diskretisierung und iterativen Losung partieller Differentialgleichungen
iiblicherweise verwendet werden. Dort wird anschaulich demonstriert, dafl es selbst auf
modernen Superrechnern (CRAY T3E, IBM SP2) fiir traditionelle numerische Zugénge zu
dramatischen Leistungseinbuflen kommen kann, so daf in vielen Fillen nur wenige Prozent
der moglichen Rechner-Hochstleistung erreicht werden (unter Umsténden weniger als 1%).
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Die Auswirkung auf die Gesamteffizienz eines Verfahrens kann dabei so grof} sein, daf das
hohe Potential numerischer Optimierungen kaum eine Chance hat, sich signifikant durchzu-
schlagen. Offenbar ist es sehr schwierig, moderne numerische Methodik mit der aktuellen
Hardware fiir realistische Probleme innerhalb eines effizienten Codes zu verbinden. Als
wesentliche Verursacher dieses Mifistandes sind zu nennen:

1. nicht-adiquate Datenstrukturen:

Aufgrund der besprochenen numerisch-algorithmischen Zwénge verwenden viele Co-
des voll bzw. blockweise unstrukturierte Gitter auf komplexen Gebieten. Zur Abspei-
cherung der bei der Diskretisierung partieller Differentialgleichungen typischerweise
vorliegenden, diinn-besetzten Matrizen, wird in der Regel die kompakte Speicher-
technik (SPARSE) verwendet, die einzelne Matrixelemente iiber einen Pointer bzw.
ein Indexfeld dereferenziert, siche Saad [66]. Heutige Rechnerarchitekturen schépfen
ihre enorme Leistungsfihigkeit aber vor allem aus der expliziten Verwendung hoch-
strukturierter Datenkonzepte (Vektorisierung, Ausnutzung des Cache, hierarchische
Speicherarchitekturen), siehe die Programmbeschreibung A.1.

2. zu kleine arithmetische Recheneinheiten:

Wiihrend die GauB-Elimination im Fall vollbesetzter Matrizen mit O(n?®) Operationen
auBerst groBe rechenintensive Blocke aufweist und entsprechend hohe MFlop/s-Raten
erzielt, kann durch ein Mehrgitterverfahren bei einem Bedarf von nur O(n) Opera-
tionen zumindest unter Verwendung der kompakten Speichertechnik die Prozessor-
leistung offenbar nur unzureichend genutzt werden, siehe dazu inbesondere Kapitel
2.3. Noch ungiinstiger wirkt sich der Sachverhalt im parallelisierten Zustand aus: We-
sentliche Kernbestandteile eines parallelisierten Mehrgitterverfahrens (Glétter, Grob-
gitterproblem) fithren viel zu wenig arithmetische Operationen im Verhéltnis zur
Anzahl der benétigten Kommunikationen aus, so dafl die Moglichkeiten moderner,
superskalarer Rechner (schnelle Einzelprozessoren, grofer lokaler Speicher) mit bis
zu mehreren 100 MFlop/s Rechengeschwindigkeit noch nicht einmal ndherungsweise
ausgeschopft werden.

3. teure Speicherzugriffe und ineffiziente Speichertechniken:

Ein weiteres Problem besteht im unausgewogenen Verhiltnis zwischen massiven Flief3-
punkt-Operationen und zeitintensiven Speicherzugriffen. Gerade auf modernen Rech-
nerplattformen wird die Gesamtrechenzeit im allgemeinen nicht durch das Ausmaf} an
arithmetischen Operationen, sondern vielmehr durch die Art und Anzahl der ben6tig-
ten Speicherzugriffe dominiert. Da die Entwicklung verbesserter Speicherzugriffszei-
ten nicht mit den massiven Fortschritten der Prozessorgeschwindigkeiten Schritt zu
halten scheint, wird diese Kluft immer grofer. Der indirekte Zugriff auf einzelne Ma-
trixelemente im Rahmen der kompakten Speichertechnik ist h&ufig wesentlich teurer
als mehrere FlieSpunkt-Operationen zusammen und verhindert die sinnvolle Aus-
nutzung der aktuellen Rechnertechnologie (optimale Cache-Ausnutzung, Pipelining).
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Die Entwicklung optimal angepafiter Software unter Verwendung von hardware-orien-
tierten Implementierungstechniken und benutzer-definiertem Speichermanage-
ment scheint im Hinblick auf extrapolierte Abschéitzungen der zu erwartenden Prozes-
sorgeschwindigkeiten ein absolutes Mufl zu sein. Dazu ist ein prézises Wissen iiber die
Prozessor-Charakteristiken notig. Zukiinftige Einzel-Prozessoren werden iiber enorme Re-
chengeschwindigkeiten bis hin zu 1 TFlop/s verfiigen und so leistungsfihig sein wie eine
komplette CRAY T3E heute. Ohne ein fein abgestimmtes Zusammenspiel von Numerik,
Implementierung und Hardware kann jedoch kein signifikanter Nutzen aus dieser rasanten
Entwicklung gezogen werden.

Durch rigorse Umgestaltung der verwendeten Datenstrukturen, Speichertechniken und Pro-
grammabldufe 148t sich eine massive Verbesserung der Gesamteffizienz erreichen. Wie wir
bereits vor dem Hintergrund effektiver Fehlerkontrollmechanismen besprochen haben, ist
unstrukturierte Datenorganisation hiufig nur in kleinen Teilen des Gebietes unerlidfilich
(nahe Réndern oder kleinen geometrischen Details, im Bereich variierender Koeffizienten).
In weiten Teilen des Gebietes fiihrt jedoch gerade die Verwendung strukturierter Gitter
zu hoch-genauer, effizienter Konvergenz. Im folgenden werden wesentliche Strategien zur
Effizienzsteigerung aufgelistet.

Strategien zur Effizienzsteigerung

erhohte Datenlokalitét durch die Ausnutzung:

— lokal strukturierter, regulirer Einheiten,

— moglichst grofler rechenintensiver Blocke;

Vermeidung teurer (indizierter) Speicherzugriffe durch:
— maximale Beschrankung auf verallgemeinerte Tensorprodukt-Gitter
mit zeilenweiser Numerierung,

— effektivere Speichertechniken auf Basis von geblockt-bandweise
abgespeicherten Matrizen;

hohe lokale Rechenleistung durch:

— explizite Ausnutzung des lokalen Cache,
— lokale Verwendung maschinen-optimierter Linearer Algebra Pakete,

— robuste und schnelle lokale Loser;

e Ausnutzung von interner Parallelitéit und Vektorisierung.
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Herkommliche adaptiv-unstrukturierte Gitter in SPARSE-Speichertechnik sollten, wenn ir-
gendmoglich, vermieden werden und nur dort Verwendung finden, wo sie aufgrund geome-
trischer oder physikalischer Zwénge unerlédflich sind. Die Kunst besteht darin, beide struk-
turelle Zugéinge (vorwiegend hoch-reguliir und gelegentlich unstrukturiert) innerhalb eines
effizienten Codes zu vereinen. Dies scheint nur auf der Basis von teilgebiets-orientierten
Losungstechniken moglich zu sein, die die Losung des Gesamtproblems sukzessive auf die
Lésung einzelner Teilprobleme mit moglichst regulérer Struktur zuriickfiihren. Letztlich
kénnen diese Strategien dann fiir sehr allgemeine Gebiete in komplexe Simulationscodes
fiir stromungsmechanische und astropysikalische Probleme eingebettet werden.

Als Konsequenz aus diesen Betrachtungen wurden in Turek et al. [79] Konzepte fiir ei-
ne bandweise Speichertechnik fiir diinnbesetzte Matrizen bei zeilenweiser Numerie-
rung der Unbekannten erarbeitet. Wie wir in Kapitel 2.3 sehen werden, ist diese Technik
den heutigen Rechnerarchitekturen deutlich besser angepafit und bildet daher die Grund-
lage fiir die Implementierung unseres SCARC-Konzeptes. Die neue Lineare Algebra Bi-
bliothek SPARSE BANDEDBLAS [79] umfafit die Entwicklung optimierter Basisroutinen
fiir unterschiedlichste Rechnerplattformen, angefangen von Vektorrechnern (CRAY T90,
NEC SX5) sowie (massiv) parallelen Plattformen mit cache-orientierten Workstation-Pro-
zessoren (CRAY T3E, IBM SP2, SUN ENTERPRISE) bis hin zu ‘low cost’ PC-Clustern
(Pentium III und IV, AMD KT7). Unter [79] wird demonstriert, dafl mit Hilfe der ge-
nannten Strategien tatséchlich bis zu 30 — 70% der Rechner-Hochstleistung erzielt wer-
den koénnen. Dies basiert wesentlich auf der Anwendung geblockt-bandweiser Matrix-
Vektor-Produkte (BLOCKED BANDED ) in Abstimmung auf die bandweise Speichertech-
nik unter Verwendung cache-optimierter Blockungsstrategien, womit wir uns in Ka-
pitel 2.3 detailliert beschiftigen werden.

Wir méchten an dieser Stelle nur einen kurzen Eindruck davon vermitteln, welche Effizi-
enzsteigerung mit Hilfe dieses Zugangs moglich ist. Tabelle 1.2 zeigt fiir ein Tensorprodukt-
Gitter in 3D und trilineare, konforme FE-Ridume die auf verschiedenen Rechnerplattformen
erzielten MFlop/s-Raten fiir

e ein SPARSE -Matrix-Vektor-Produkt in kompakter Speichertechnik fiir den Fall einer
zeilenweisen Numerierung (SMV,,,) und stochastischen (unstrukturierten) Nume-
rierung (SMVadap),

e cin BLOCKEDBANDED -Matrix-Vektor-Produkt in bandweiser Speichertechnik fiir
den Fall einer zeilenweisen Numerierung zu variablen Matrixeintriigen (BBM V)
und konstanten Matrixeintragen (BBM Vi st),

e ein komplettes (lokales) Mehrgitterverfahren mit optimierter blockweiser Gléttung
in bandweiser Speichertechnik auf Basis des BLOCKED BANDED -Matrix-Vektor-Pro-
duktes fiir variable Matrixeintrige (M G,,, ) und konstante Matrixeintrage (M Geonst)-
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Computer n SPARSE BLOCKED BANDED Mehrgitter
SMV;"ow SMVadap BBMVvar BBMVconst MGvar MGconst
DEC 21264 173 164 150 446 765 342 500
(500 MHz) 333 64 54 240 768 233 474
‘DS20° 65° 72 24 249 713 196 447
IBM RS6K /597 173 86 81 179 480 171 368
(160 MHz) 333 81 16 170 393 152 300
‘SP2’ 653 81 8 178 393 150 276
INTEL PII 173 29 (28) 51§) 183 48 136
(400 MHz) 333 29 (24) 93 139 47 116
‘LOW COST’ | 653 29 (19) 54 125 45 101

Tabelle 1.2: MFlop/s-Raten verschiedener Matrix-Vektor-Produkte und eines kompletten
Mehrgitterverfahrens auf lokal strukturierten Gittern in 3D aus [79]

Wohlbemerkt, sowohl im SPARSE - als auch BLOCKEDBANDED -Fall wird die gleiche Ma-
trix verwendet, nur mit anderer Speicher- und eventuell anderer Numerierungstechnik. Die
gezeigten MFlop/s-Raten belegen eindeutig die hohe rechnerische Effizienz dieses Zugangs,
wobei der Fall konstanter Matrixeintrége, der zuséitzlich ausgenutzt werden kann, wie er-

wartet, deutlich besser abschneidet, vergleiche Kapitel 2.3.

Néhere Informationen zur speziellen Definition der MFlop/s-Raten sind aus Kapitel 2.5 zu
entnehmen. Die weitere Laufzeit-Optimierung unseres SCARC-Konzeptes im Rahmen des
Programmpaketes FEAST [4] ist wesentlicher Schwerpunkt der Dissertation von Becker [9].
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Fazit:

Bei der numerischen Simulation praxisrelevanter, physikalischer Phinomene ist man mit
sehr komplexen Problemstellungen konfrontiert (komplizierte Geometrien mit grofien Ani-
sotropien, grofle Anzahl an Unbekannten und Zeitschritten, stark variierende Koeffizien-
ten), die nur mit Hilfe hoch-optimierter Verfahren in akzeptabler Zeit und mit geniigender
Genauigkeit gelost werden kénnen. Dabei scheint es unerlédflich zu sein, adaptive Gitter-
verfeinerungsstrategien und a-posteriori Fehlerkontroll-Mechanismen zu verwen-
den (optimierte Rechengitter mit minimaler Anzahl an Unbekannten und Zeitschritten) in
Kombination mit problemangepafiten iterativen Losungstechniken auf Basis von Mehr-
gitter- bzw. Gebietszerlegungsstrategien, die gleichermaflen effizient (schnelle Kon-
vergenz unabhingig von der Feinheit der Diskretisierung und der Anzahl an Teilgebieten),
robust (hinsichtlich geometrisch und physikalisch variierender Situationen) und (qualitativ
und quantitativ) genau sein sollten.

Hohe Rechenleistung auf modernen Rechnerplattformen basiert wesentlich auf der Verwen-
dung hardware-orientierter Datenstrukturen und Speichertechniken, die explizit
auf die aktuelle Prozessortechnologie abgestimmt sind. Wichtige Kriterien zur Leistungs-
steigerung sind der ausgekliigelte Einsatz von Parallelisierungs- und Vektorisierungs-
techniken und die explizite Ausnutzung des Prozessor-Cache unter gréfitmaoglicher
Bewahrung von Datenlokalitét.

Nur durch das optimale Zusammenspiel all dieser Komponenten scheint die effiziente Si-
mulation realistischer Probleme méglich zu sein. Diese Konzepte stellen daher das Grund-
geriist unseres verallgemeinerten Gebietszerlegungs-/Mehrgitteransatzes SCARC dar, der
hohe numerische Effizienz (schnelle Konvergenzraten) bei gleichzeitig hoher Rechenleistung
(hohe MFlop/s-Raten) garantieren soll.

1.2 Zielsetzung und konzeptioneller Ansatz

Als Konsequenz aus der vorangehenden Diskussion haben wir uns zur Entwicklung und Im-
plementierung eines verallgemeinerten Gebietszerlegungs-/Mehrgitterkonzeptes
entschlossen, das die genannten Gebietszerlegungs- und Standard-Mehrgitteranséitze als
Teilmenge enthilt, dariiber hinaus jedoch eine deutlich erweiterte Funktionalitdt bieten
soll. Seine Konzeption ist orientiert an einer ganzen Reihe von Zielsetzungen, die im fol-
genden detailliert aufgelistet werden.



Zielsetzungen

e typisch effizientes und robustes Mehrgitter-Konvergenzverhalten:

— unabhingig von der Ortsschrittweite h,
— weitestgehend unabhéngig von der Anzahl der Teilgebiete N,

— weitestgehend unabhéingig von Komplexitit des Gebietes;
¢ universelle Anwendbarkeit auf:

— realistische, rechenzeitintensive Probleme aus dem industriellen
Anwendungsbereich mit Schwerpunkt Stromungsmechanik,

— komplizierte geometrische Strukturen mit starken Anisotropien;
e moglichst hohe Rechenleistung durch:

— cache-optimierte Datenstrukturen,
— optimierte geblockt-bandweise Speichertechnik (BLOCKED BANDED ),

— hiufige Anwendung maschinen-optimierter Bibliotheken
(SPARSE BANDEDBLAS),

— optimierte Loser auf unterstem Level (Referenzelementliser);
e moglichst hohe Parallelitét durch:

— Gebietszerlegung mit minimaler Uberlappung (nur die inneren
Randpunkte iiberlappen sich),

— moglichst wenig Datenaustausch (insbesondere global);

e Parallelisierung und Vektorisierung auf unterstem Level automatisch
enthalten;

e Offenheit gegeniiber Adaptivitét und a-posteriori Fehlerkontrolle;
e moglichst geringer Speicherbedarf;
e moglichst einfache Implementierung;

e Integration existierender Standardmethoden (Verwendung der
zuverlissigen Vorgénger-Programmpakete FEAT2D, FEAT3D, FEATFLOW).
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Die Entwicklung dieses Konzeptes ist eingebunden in das Finite-Elemente-Programmpaket
FEAST [4], das als Nachfolger der Pakete FEAT2D/FEAT3D [15] und FEATFLOW [76] an
unserem Lehrstuhl unter Leitung von Prof. Turek entwickelt wird und wesentlich durch die
Ergebnisse dieser Arbeit initiiert wurde. Das FEAST-Projekt hat es sich zur Aufgabe ge-
macht, die effiziente Simulation komplexer physikalischer Vorginge zu erméglichen und zu
einer besseren Ausnutzung heutiger Rechnerressourcen beizutragen. Das Projekt befindet
sich zur Zeit noch in der Testphase, wird jedoch die Basis fiir all unsere weiteren Arbeiten
darstellen.

Es wurde bereits erldutert, da3 aufgrund problemspezifischer Zwinge komplexe, optimier-
te Glatter verwendet werden miissen, deren effiziente Parallelisierung sich als sehr schwie-
rig gestaltet und (unter Verschlechterung des Konvergenzverhaltens) geeignete Blockungs-
strategien erfordert. Die Aufgabe, mit der wir uns im Rahmen dieser Arbeit befassen
wollen, besteht jedoch nicht darin, wie man Standard-Mehrgitterkonzepte effizient paral-
lellisieren kann. Die Verwendung von geblockten Gléattern ist ein naheliegender Ansatz, der
in der Vergangenheit bereits vielfach untersucht worden ist, siehe beispielsweise Dongar-
ra/Duff/Sorensen /van der Vorst [31], Oosterlee [59]. Der Schwerpunkt dieser Arbeit besteht
vielmehr in der Entwicklung effizienter Glittungskonzepte mit ansprechender Parallelitéit
speziell im Fall starker Gitteranisotropien.

Wie wir bereits gesehen haben, scheint die optimale Ausnutzung heutiger Rechnerressour-
cen nur durch die explizite Verwendung hoch-regulérer Datenstrukturen moglich zu sein.
Gleichzeitig ist adaptive Gitterverfeinerung hiufig nur am Gebietsrand oder bei komplizier-
ten geometrischen Details wirklich nétig, wihrend in grofien (inneren) Teilen des Gebietes
zumindest lokal viele strukturierte Bereiche vorliegen (vergleiche das quasi-optimale Git-
ter fiir die DFG-Benchmark-Topologie in Abbildung 1.5). Dies motiviert die Verwendung
blockweise regulirer Strukturen mit zugehorigen Daten-, Matrix- und Loserkonzepten. Der
zugrunde liegende konzeptionelle Ansatz fiir unser verallgemeinertes Gebietszerlegungs-/
Mehrgitterkonzept SCARC basiert daher auf der konsequenten Anwendung der bereits
genannten rekursiven ‘Teile und Herrsche’-Strategie, die das globale Problem sukzessive
auf eine Reihe kleiner, strukturierter Teilprobleme zuriickfiithren soll. In Abhéngigkeit von
den geometrischen Gegebenheiten des Problems orientiert sich die Definition der einzelnen
Teilprobleme, sogenannter Makros, dabei an der folgenden Vorgehensweise:

e finde moglichst viele lokal strukturierte Teilbereiche innerhalb des kompletten
Rechengitters und nutze sie sowohl numerisch als auch programmtechnisch aus;

e minimiere den Anteil an unstrukturierten Teilbereichen bzw. verstecke Ani-
sotropien innerhalb einzelner Makros.

Die einzelnen Makros miissen dann in geeigneter Weise den Prozessoren des betrachteten
Parallelrechners zugeordnet werden. Dabei werden iiblicherweise mehr Makros als Prozes-
soren vorhanden sein. Realistische Makrozerlegungen in 3D benétigen hunderte oder sogar
tausende von Makros, das heifit, jeder Prozessor muf} in der Regel eine ganze Kollektion
an Makros bearbeiten.
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Abbildung 1.7: Verallgemeinerte Tensorprodukt-Gitter

Alle Makros, die strukturierten Teilbereichen entsprechen, werden dann mit hoch-regulér-
en Datenstrukturen versehen: Die Gitter sind logisch dquivalent zu einem Tensorpro-
dukt-Gitter mit zeilenweiser Numerierung der Unbekannten, vergleiche Abbildung
1.7. Dabei sind lokal unterschiedliche Gitterweiten erlaubt. Einzelne Gitterpunkte diirfen
beliebig in bestimmte Richtungen (z.B. Randschichten) verschoben werden, so dafl grofie
Anisotropiegrade bzw. extrem kleine Gitterweiten entstehen kénnen. Die Matrizen wer-
den mit Hilfe unserer bandweisen Speichertechnik als schmale Binder abgespeichert,
vergleiche Kapitel 2.4. Im Falle konstanter Matrixeintrdge wird anstelle der ganzen Matrix

nur der Matrixstern gespeichert. Dies ermoglicht eine massive Erhohung der Rechenleistung
durch:

e die optimierte Verwendung des lokalen Cache,
e die gezielte Ausnutzung lokaler Vektorisierungsmoglichkeiten,
e die Durchfiihrung von hoch-effizienter, optimierter Linearer Algebra,

e die Anwendung spezieller maschinen-optimierter Bibliotheken.

Die voll adaptive Verfeinerung eines Makros sollte nur dann durchgefiihrt werden, wenn die
Verwendung regulédrer Strukturen nicht zu befriedigenden Resultaten gefiihrt hat. In diesem
Fall miissen die herkémmlichen SPARSE-Techniken verwendet werden, vergleiche Kapitel
2.3. Erfahrungsgeméf ist dies nur auf einer kleinen Anzahl an Makros nétig, so dafl ein
guter Kompromif} zwischen voller lokaler Adaptivitdt und optimaler Effizienz durch struk-
turierte Daten erzielt wird. Die oben skizzierte Partitionierungsstrategie beruht insgesamt
auf einer Unterteilung in zwei verschiedene Ebenen (Teilgebiets- und Gesamtgebietsebe-
ne) und wurde von uns im Rahmen des Finite-Elemente-Paktes FEAST als sogenannte
2-LEVEL-SCARC-Version bereits programmtechnisch umgesetzt.
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Die endgiiltige Fassung soll jedoch von einem weiter differenzierten Konzept ausgehen,
siehe Becker [9]. Wie in der FEAST-Dokumentation [4] beschrieben, basiert sie auf einem
hierarchischen Datenbaum, der aus einer speziellen Ansammlung von Elementen, Ma-
kros (‘Mxxx’), Matrixblocken (MB), Parallelblécken (PB) und Teilgebietsblocken (TB)
besteht. Wir wollen im folgenden die Funktion der einzelnen Komponenten néher erldutern.
Ein einfaches Beispiel ist in Abbildung 1.8 graphisch dargestellt. Ausgehend von den einzel-
nen Makros werden die Komponenten héherer Level jeweils aus Komponenten des néchst
niedrigeren Levels zusammengesetzt, bis schliefilich auf oberstem Level das Gesamtgebiet
entsteht (‘Clustering’). Auf diesem Weg konnen algebraische oder geometrische Irregula-
ritdten innerhalb einzelner Komponenten versteckt werden. Der hierarchische Datenbaum
fungiert sozusagen als Grundgeriist der Zerlegungsstrategie.

/TB\
/PB\ /PB\
M1 M2z M3 M4 M5 M6 M/ M8

Abbildung 1.8: Hierarchischer Datenbaum

In der hier dargestellten 2-LEVEL-SCARC-Version stimmen die Matrixblécke noch mit
den Makros iiberein, jeder Matrixblock enthélt genau ein Makro. Ebenso wird noch nicht
zwischen Parallel- und Teilgebiets-Blocken unterschieden. Wie wir in Kilian/Turek [55]
demonstriert haben, ist bereits in dieser reduzierten Form ein leistungsfihiges Verfahren
entstanden, das sich auch im Fall hoher lokaler Anisotropen durch ein sehr gleichméfiges
Konvergenzverhalten auszeichnet. Dies wird durch die Testrechnungen in den Kapiteln 3.3
und 4 speziell fiir den Fall komplexer, anisotroper Geometrien noch weiter untermauert.
Die 2-LEVEL-SCARC-Version diente sozusagen als Rechtfertigung fiir das konzeptionelle
Design von FEAST [4] und beinhaltet alle grundlegenden Basisbestandteile. Sie iiberzeugte
uns von der Effizienz des SCARC-Konzeptes und motivierte uns, den dargestellten Weg
weiterzubeschreiten. Die endgiiltige Fassung ist bereits weit fortgeschritten und wird in
Kiirze von Becker [9] vorgestellt werden. Die Unterteilung in einzelne Makros wurde in
unserem Fall von Hand vorgenommen. Selbstadaptive Strategien zur automatisierten Auf-
findung geeigneter Makros sind zur Zeit ebenfalls in Arbeit.
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Hierarchischer Datenbaum:

1. Makros ("Mxxx’):

Makros sind die kleinsten Einheiten auf unterstem Level und bestehen
aus der Ansammlung einzelner Elemente (bis hin zu einem einzigen Ele-
ment im Grenzfall). Sie sollten moglichst hiufig die Gestalt eines verall-
gemeinerten Tensorprodukt-Gitters aufweisen (SPARSE BANDEDBLAS-
Technik) und mdoglichst selten die Gestalt eines voll unstrukturierten
Gitters (SPARSE-Technik).

2. Matrix-Blécke ("MB’):

Matrix-Blocke sind der Zusammenschlufl einer gewissen Anzahl an be-
nachbarten Makros, fiir den eine einzige Matrix gebildet wird (und nicht
eine Matrix fiir jedes einzelne Makro). Hier werden die iiblichen SPARSE -
Techniken verwendet. Die Konstruktion eines Matrix-Blocks ist beson-
ders dann sinnvoll, wenn die Anisotropiegrade auf benachbarten Makros
sehr stark voneinander abweichen. Die Verwendung optimierter (seriel-
ler) Glitter innerhalb eines Matrixblocks triigt dazu bei, ein hoheres Maf
an Rekursivitidt zu bewahren und eine Reduktion der globalen Konver-
genzrate zu vermeiden.

3. Parallel-Blocke ("PB’):

Die Parallel-Blocke werden auf die einzelnen Prozessoren des Parallel-
rechners verteilt. Die Bemessung der Blocke orientiert sich nicht nur am
lokal verfiigbaren Speicher, sondern auch an der totalen Rechenzeit und
hat einen wesentlichen Einfluf auf die Lastverteilung.

4. Teilgebiets-Blécke ("TB’):

Teilgebiets-Blocke konnen sich durch unterschiedliche Regeln hinsicht-
lich der Gitterverfeinerung und Ansatzriaume voneinander unterscheiden.
Durch sie wird die Kopplung verschiedener Diskretisierungen maglich.

Aufgrund der lokal reguldren Strukturen kann auf jedem Makro die volle Funktionalitét
existierender FE-Software ausgenutzt werden. Durch die Verwendung von hierarchischen
Daten-, Loser- und Matrixstrukturen, die an den hierarchischen Datenbaum angepaf}t
sind, kann diese Funktionalitit auf das Gesamtgebiet (als komplexem Zusammenschlufi der
einzelnen Komponenten) iibertragen werden.
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Unser verallgemeinertes Gebietszerlegungs-/Mehrgitterkonzept SCARC basiert wesentlich
auf der rekursiven Anwendung optimierter Mehrgitterverfahren in Kombinati-
on mit lokalen Gebietszerlegungsstrategien. Wir gehen aus von einem globalen Mehr-
gitterverfahren auf dem obersten Level, das fiir den iibergreifenden Informationsaustausch
zusténdig ist und schliefflich das Endresultat liefert. Die Glattung dieses Mehrgitterverfah-
rens kann aus herkémmlichen iterativen Liésern wie beispielsweise JACOBI, GAUSS-SEIDEL
oder ILU in geblockter Version bestehen oder es werden weitere lokale Mehrgitterverfahren
auf den einzelnen Blocken des néichst niedrigeren Levels aufgerufen. Dieses Schema kann
bis zum untersten Level fortgefiihrt werden. Die Auswahl der jeweiligen lokalen Gléattungs-
mechanismen richtet sich nach der lokalen Struktur der betrachteten Teilkomponenten und
ist Gegenstand numerischer Studien in Kapitel 2.4.

Ein wesentlicher Zugewinn an Effizienz durch diese Strategie basiert darauf, daf§ auf un-
terstem Level optimierte lokale Mehrgitterverfahren mit duflerst robuster und effizienter
Glattung verwendet werden konnen. Aufbauend auf den hoch-reguldren Datenstruktu-
ren konnen die lokalen Mehrgitterverfahren unter Verwendung der SPARSE BANDEDBLAS-
Technik mit enormer rechnerischer Geschwindigkeit durchgefiihrt werden. Dies wiegt einen
eventuellen Mehrbedarf an arithmetischen Operationen im Verhéltnis zu einem Standard-
Zugang auf.

Die Robustheit des Verfahrens wird dadurch gewéhrleistet, dafl lokale Anisotropien inner-
halb einzelner Komponenten versteckt werden. Ihr Einflufl auf die Gesamtkonvergenz kann
je nach Hérte der lokalen Irregularitit durch die Verwendung besonders starker lokaler
Loser abgemildert bzw. ganz aufgehoben werden. Die globale Konvergenzgeschwindigkeit
wird daher entscheidend durch die Qualitit der lokalen Loser geprigt: Starke lokale Léser
verbessern die globale Konvergenz.

Durch die hierarchische Baumstruktur ist bereits automatisch ein hohes Maf} an Paralle-
litdt auf numerischer Ebene vorgegeben und muf nicht miihevoll zusétzlich erarbeitet wer-
den. Die Durchfiihrung kompletter Mehrgitterverfahren auf unterstem Level beansprucht
eine hohe Anzahl an arithmetischen Operationen, die rein lokal mit hoher rechnerischer Effi-
zienz durchgefiihrt werden kénnen. Die Verfahrenskomplexitit auf hoheren Leveln (Anzahl
globaler Mehrgitterschritte bzw. Kommunikationsschritte) kann durch Verbesserungen auf
lokaler Ebene reduziert werden, was eine weitere Steigerung des Parallelitdtsgrades mit
sich bringt.

Der Name SCARC steht fiir:

1. ‘Scalable’, aufgrund der Skalierbarkeit hinsichtlich der Qualitédt und der Anzahl der
lokalen Losungsschritte;

2. ‘Recursive’, aufgrund der rekursiven Verwendung mehrerer Gebietslevel (> 2);

3. ‘Clustering’, aufgrund der Verwendung manuell bzw. selbstadaptiv erzeugter Zusam-
menschliisse von einzelnen Makros.
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Eine ausfiihrliche Beschreibung und numerische Analyse des kompletten Verfahrens be-
findet sich in Kapitel 3.3. Nach Konstruktion ist das globale Konvergenzverhalten bzw.
die rechnerische Effizienz von SCARC direkt abhéngig von den lokal erzielten Raten bzw.
Effizienzen. Es ist daher von entscheidender Bedeutung, das lokale Verhalten auf den hoch-
strukturierten Makros genau zu analysieren bzw. optimieren. Dies betrifft:

1. das typische Konvergenzverhalten diverser Mehrgitterkomponenten in Ab-
héngigkeit von den Diskretisierungsrdumen, den Differentialoperatoren und der Git-
terstruktur;

2. das charakteristische Laufzeitverhalten moderner Prozessoren in Abhingig-
keit von dem Speicherplatz pro Prozessor, der lokalen Cache-Grofle und der lokalen
Prozessor-Hochstleistung.

In diesem Zusammenhang ist die kontinuierliche Fortentwicklung der SPARSE BANDED
BraAs-Bibliothek [79] ein Baustein von herausragender Bedeutung. Dies betrifft insbeson-
dere die optimierte Durchfiihrung von Matrix-Vektor-Anwendungen (Matrix-Vektor Multi-
plikationen, Vorkonditionierung, Defekt-Berechnung) und diverser Vektor-Operationen (Li-
nearkombinationen). Fiir alle diese Komponenten kénnen auf verschiedenen Rechnerarchi-
tekturen bereits a-priori Messungen vorgenommen werden. Ebenso ist es bereits im Vorfeld
moglich, die Mehrgitter-Konvergenzraten fiir bestimmte Prototypen von Gittern, Operato-
ren und Ansatzriumen zu ermitteln, sieche Turek et al. [80] und insbesondere Altieri [3]. Die
Ergebnisse auf solchen Referenzelementen kénnen dann in einer maschinen-abhingigen
Datenbank gespeichert werden, in der SCARC auf jedem Level des hierarchischen Baumes
automatisch die optimale Konfiguration auswéhlen kann (beispielsweise den Glittungsope-
rator und die Anzahl der Glittungsschritte). Im Rahmen dieses sogenannten Experten-
systems sollen in der endgiiltigen Fassung fiir eine Vielzahl von Rechnerarchitekturen und
Komponenten der numerischen linearen Algebra optimierte Versionen vorliegen.
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Kapitel 2

Numerische und algorithmische
Komponenten

Dieses Kapitel dient der Einfiihrung aller im Verlauf der Arbeit verwendeten numerischen
und algorithmischen Komponenten. Wir beginnen mit der Darstellung unseres elliptischen
Modellproblems mit zugehoriger Diskretisierung durch finite Elemente. Fiir die betrachte-
ten parallelen Losungsansétze definieren wir verschiedene Typen der Gebietszerlegung mit
minimaler bzw. elementorientierter Uberlappung. Um das Konvergenzverhalten der Loser
im Fall stark anisotroper Gitterstrukturen adidquat analysieren zu konnen, werden so-
wohl auf Grob- als auch Feingitterebene parametrisierbare Zerlequngsstrategien eingefiihrt,
die die Erzeugung beliebig hoher Anisotropiegrade bzw. feinster lokaler Gitterauflosungen
erlauben. Im Anschlufl folgt eine kurze Beschreibung und Effizienzanalyse der bandwei-
sen Speichertechnik sowie des BLOCKED BANDED -Matrix-Vektor-Produktes, die beide Be-
standteil unserer SPARSE BANDED BLASs-Bibliothek [79] sind und der Implementierung des
ScARC-Konzeptes zugrunde liegen. Weiterhin préisentieren wir die sogenannte Basisite-
ration, die fiir die Definition unserer lokalen und globalen Léser eine herausragende Rol-
le spielen wird. Zur Herleitung effizienter Referenzelementloser werden typische Vertreter
der Basisiteration auf charakteristischen, unterschiedlich stark anisotropen Tensorprodukt-
Gittern auf ihre Effizienz hin untersucht. Wir beschlielen das Kapitel mit der Definition
diverser Kriterien zur qualitativen und quantitativen Bewertung der betrachteten Loser,
sowohl im Hinblick auf ihre Konvergenzeigenschaften (numerische Effizienz), ihr Paralleli-
sierungspotential (parallele Effizienz) und ihre rechnerische Effizienz (MFlop/s-Raten).
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2.1 Problemdefinition

Als Modellproblem zur numerischen Analyse der genannten Lésungsansitze fiir elliptische
Probleme betrachten wir die Poisson-Gleichung mit gemischten Dirichlet- und Neumann-
Randbedingungen

—Au = f, in €, (2.1)
u = g, auf ['p,
8nu = g9, auf FN-

Dabei bezeichnet 0,, die Ableitung in Richtung der dufleren Normalen. Wir gehen von einem
zweidimensionalen, polygonalen Gebiet €2 mit stiickweise stetigem Rand [' = I'p +I'y mit
einem Dirichlet-Anteil ') # {} und einem Neumann-Anteil 'y aus.

Auf V:i={p e H(Q)| g0|FD = 0} ist wie iiblich durch

a(u,v) = /QVu -Vudz

eine V-elliptische Bilinearform mit korrespondierender Energienorm ||u|| = y/a(u,u) defi-
niert. Die schwache Lésung u € V' des kontinuierlichen Problems (2.1) ist bestimmt durch

a(u,v) = f(v), Yo eV.

Durch Zj, := {T'} sei eine Triangulierung des Gebietes 2 in abgeschlossene, finite Elemente
(FE) definiert mit B

Q=U{T|Te€ z},
die wir im weiteren Verlauf als Mikrozerlegung bezeichnen wollen. Die zugehorige Git-
terweite h := maxycyz, diam(7") wird entsprechend als Mikrogitterweite bezeichnet.

Sei weiterhin Vj, C V ein korrespondierender FE-Ansatzraum beziiglich €2. Die diskrete
Lésung uy, € V}, ist dann wie iiblich definiert durch

a(uh, ’Uh) = f(’l)h), Vvh € Vh . (22)

AuBerdem sei {¢y}x=1,. n eine FE-Basis fiir V},, wobei n die globale Anzahl an Freiheits-
graden bezeichnet je nach Wahl des zugrunde liegenden Elementes. Dann sind die zum
diskreten Problem (2.2) gehorige globale Koeffizientenmatrix A € R™ "™ und die rechte
Seite b € R" definiert durch

A= [a(px, SDl)]k,z:L...,na b:=[(f, ‘Pk)]k:L...,n-

Als Gramsche Matrix beziiglich der Bilinearform a(-, -) ist die sogenannte Steifigkeitsmatriz
A positiv definit. Dies garantiert die eindeutige Losbarkeit des resultierenden linearen Glei-

chungssystems
Az =0, (2.3)

das als algebraisches Gegenstiick zur diskreten Formulierung (2.2) betrachtet werden kann.
Der Vektor x € R" stellt die Knotenwerte der diskreten Losung u, beziiglich der obigen
Basis dar.
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Wir werden uns im Verlauf der Arbeit auf die Verwendung von Viereckszerlegungen mit
zugehorigen bilinearen Ansatzrdumen beschrinken. Die dabei betrachteten lokalen Frei-
heitsgrade bestehen gerade aus den Funktionswerten in den einzelnen Gitterpunkten, das
heifit, den Eckpunkten der Viereckselemente. Es ist jedoch durchaus auch die Wahl von
Dreieckszerlegungen bzw. anderer lokaler Freiheitsgrade moglich.

2.2 Gitterstrukturen

Zur Definition der Gebietszerlegung wird die globale Diskretisierung in einzelne Teilgebiete
zerschnitten, die sogenannten Makros des hierarchischen Datenbaumes. Die Gebietszer-
legung wird daher auch als Makrozerlegung bezeichnet. Die Makrozerlegung soll der
speziellen Wahl des finiten Elementes iibergeordnet sein. Streng genommen gibt es fiir
Diskretisierungen, die auf finiten Elementen basieren, keine tatsichlich nicht-iiberlappen-
den Zerlegungen, da zumindest die Teilgebietsréinder sich (knoten- oder kantenorientiert)
iiberlappen. Fiir unsere beiden methodischen Ansitze, Mehrgitterverfahren und Gebiets-
zerlegungsverfahren unterscheiden wir zwei verschiedene Zerlegungstypen:

1. Makrozerlegungen mit minimaler Uberlappung: die Uberlappung bleibt auf
die Teilgebietsrinder beschrinkt,

2. Makrozerlegungen mit elementorientierter Uberlappung: die Uberlappung
besteht aus einer oder mehreren Elementschichten.

Da wir uns schwerpunktméfig fiir die Behandlung realistischer Probleme mit komplizierten
Geometrien bzw. stark variierenden Koeffizienten interessieren, sollte bei der Konstruktion
geeigneter Zerlegungen folgendes beachtet werden:

e Die Zerlegung soll den geometrischen Eigenschaften des Problems angepafit sein,
das heifit, Gebiete mit irregulérer globaler Diskretisierung sollen in Teilgebiete mit
moglichst regulidren Strukturen fiir die lokalen Diskretisierungen zerlegt werden.

e Gebiete mit stark variierenden Operatorkoeffizienten bzw. rechten Seiten sollen in
Teilgebiete mit reguldren Strukturen fiir die lokalen Operatoren bzw. rechten Seiten
zerlegt werden.

e Anisotropien sollen moglichst innerhalb der einzelnen Teilgebiete versteckt werden.

e Die lokalen Gitter sollen logisch dquivalent zu Tensorprodukt-Gittern sein, das heifit,
sie sind hoch-strukturiert, wobei Verzerrungen mit groflen Anisotropien erlaubt sind.
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Auflerdem sollten in ausgewogener Kombination mit den zuvor genannten Anforderungen
auch die Lingen der entstehenden inneren Rénder moglichst klein sein, um eine Minimie-
rung der Kommunikationszeiten zu erreichen. Aus Lastverteilungsgriinden sollte auch die
Anzahl der Knoten mdglichst gleich iiber die einzelnen Makros verteilt werden. Wie wir
bereits erwdhnt haben, orientiert sich die optimale Lastverteilung jedoch noch an anderen
Faktoren (Rechen- und Speicherlast), die sich aus der Komplexitéit der lokalen Teilgebiets-
probleme ergeben. Die Konstruktion einer entsprechenden Makrozerlegung wurde von uns
bisher im wesentlichen ‘per Hand’ vorgenommen, ein selbstadaptiver Mechanismus, der
den obigen Forderungen geniigt, bzw. geeignete Lastverteilungskonzepte sind im Rahmen
des FEAST-Projektes [4] jedoch zur Zeit in Arbeit.

2.2.1 Verschiedene Typen der Makrozerlegung

1. Makrozerlegungen mit minimaler Uberlappung

Fiir die betrachteten Mehrgitteransitze (BLOCK-MG, SCARC, SCARC-CGQG) definieren
wir eine Makrozerlegung mit minimaler Uberlappung,

Zy = {Qi}izl,...,N’ (2.4)

in N an die Triangulierung angepafite Makros §2; C €2, so daf} folgendes gilt:

e (); besteht aus der zusammenhéngenden Vereinigung von Elementen 7' € Zp,;

o (0, NQ;, 7 # j, ist entweder leer, besteht aus einem Punkt oder einer vollstéindigen
Kante;

e die Vereinigung der €); ergibt wieder das Ursprungsgebiet, Q = U;—..x €2;.

Ferner ist durch H := max;—;__y diam(;) die zugehérige Makrogitterweite definiert.
Der Zerlegungstyp Zg kommt einer nicht-iiberlappenden Zerlegung am nichsten. Die Uber-
lappung ist minimal in dem Sinne, daf§ sie sich nicht iiber eine gewisse Anzahl an Element-
schichten ins Gebiet hinein ausdehnt, sondern auf die Makrordnder beschriankt bleibt. Git-
terpunkte auf inneren Riandern sind daher in verschiedenen Makros mehrfach vorhanden.
Ein einfaches Beispiel fiir eine Makrozerlegung Zg ist in Abbildung 2.1 dargestellt.

Sei K die Menge aller Knoten in Q mit |K|= n. Sei weiterhin K; C K die Teilmenge von
K, die zu Knoten aus Makro 2; korrespondiert, wobei U;—;..y K; = K. Die Anzahl der
Knoten in Makro €; sei definiert durch n; :=|K;|. Die Knoten auf den inneren Réndern
werden explizit mitberiicksichtigt. Auf jedem Makro €2; ist die lokale Koeffizientenmatrix
A; € R™*™ dann als Restriktion der globalen Matrix A € R™*" auf die Knotenmenge K;
beziiglich €2; definiert, intuitiv gesprochen: “A; = A| 7.

i
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Abbildung 2.1: Makrozerlegung mit minimaler Uberlappung

Dies bedeutet, dafl A; entlang innerer Rénder die vollen Eintrige der Matrix A enthilt.
Fiir eine formale algebraische Definition der A; bendtigen wir die rechteckige Prolonga-
tionsmatrix R € R™". Thre Anwendung positioniert einen zu ); gehérigen, lokalen
Knotenvektor x; € R™ in die zugehorigen Stellen des globalen Knotenvektors x € R und
ersetzt die fehlenden Stellen durch Nullen:

(il?i)j , falls _] € Kz ,

T\ .
(Fizi)i=\0  flsjek-K.
Die zugehdrige transponierte Matrix R; € R™*" ist eine Restriktionsmatrix, deren An-
wendung einen globalen Knotenvektor z € R"™ auf einen lokalen Knotenvektor z; € R™
restringiert, indem nur die zu €2; gehérigen Eintrige aus K; ausgewiahlt werden. Die lokalen
Teilmatrizen A; sind dann definiert durch

A= R;AR], i=1,...,N. (2.5)

Die Matrix A; stellt demnach einen quadratischen n; x n;-Teilblock der Matrix A dar.
Spezielle Eigenschaften von A (wie etwa Diagonaldominanz, Positiv-Definitheit) bleiben
auf A; als Gram’scher Teilmatrix voll erhalten. Wir werden im Rahmen unseres Basisite-
rations-Kapitels 2.4 sowie unserer Programmbeschreibung in A.4.4 noch einmal detailliert
auf die Struktur der lokalen Matrizen A; zu sprechen kommen. Die Matrizen R; und R}
werden in der Praxis nie explizit aufgebaut. Sie dienen lediglich der rein formalen Definition
der nachfolgenden Algorithmen.

Wegen der minimalen Uberlappung sind die Knoten auf inneren Réndern in mehreren
Knotenmengen gleichzeitig enthalten, >°;,_; .. x n; > n. Die Diagonalmatrix Ry € R"*",

N
Ry =Y RIR (2.6)

i=1

enthélt fiir jeden einzelnen Knoten aus (2 die Hdufigkeit seines Auftretens bzw. die Anzahl
an Makros, in denen er gleichzeitig enthalten ist. Die Matrix Ry wird im spéiteren Verlauf
in Kapitel 3.2 bendtigt.
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2. Makrozerlegungen mit elementorientierter Uberlappung

Im Unterschied zu den betrachteten MG-Verfahren arbeiten die SCHWARZ-CG-Verfahren
auf einer Makrozerlegung mit elementorientierter Uberlappung,

Zgl = {Q?}izl,...,N’ (2.7)

die sich aus Zp herleitet wie folgt: Jedes Teilgebiet {2; kann zu einem {iiberlappenden
Teilgebiet (2! erweitert werden, indem entlang innerer Rinder \ Elementschichten des
jeweils benachbarten Teilgebietes hinzugefiigt werden,

Q= {z € Q| dist (2,9) <6 := A\h}. (2.8)

Es ergibt sich eine Ijberlappuni der Breite 6 := A\h, wobei wir 0 < § < H annehmen.
Insbesondere gilt Q = Uiz1,..N Q? . Ein Beispiel fiir den Fall § = 2h ist in Abbildung 2.2
dargestellt. Nach Konstruktion iiberlappt ein Makro seinen Nachbarn nicht mit Vielfachen
seiner eigenen Gitterweite, sondern mit derjenigen des Nachbarn. Je nach nach geometri-
scher Struktur kénnen daher grofie Schrittweiten-Differenzen zwischen Gebietsinneren und
Uberlappungsbereich auftreten.

Abbildung 2.2: Makrozerlegung mit elementorientierter Uberlappung, § = 2k

Sei Ff = 89? \ 09 der innere Rand des elementweise iiberlappenden Makros Q? und nf
die Anzahl der Knoten in Q¢ \ I'’. Analog zum vorangehenden Abschnitt definieren wir
zu Q¢ \ I'?Y korrespondierende Restriktions- und Prolongationsmatrizen R¢ und R? " fiir
i=1,...,N. Die iiberlappenden Teilmatrizen A € R™ X ergeben sich dann aus

A =R ART, i=1,...N. (2.9)

Programmtechnisch sind die Matrizen A¢ auf dem kompletten Makro Q¢ inklusive der
Randpunkte definiert, wobei entlang der inneren Makrorénder Nullrandbedlngungen inte-
griert werden. Offensmhthch ist die minimale Uberlappung ein Spezialfall der elementweisen
Uberlappung fiir § = h bzw. A = 1. Die minimal iiberlappende Matrix A; entspricht der
um eine Elementschicht iiberlappenden Matrix A? (nach Elimination der Nullrandbedin-

gungen).
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2.2.2 Makro- und Mikrozerlegungen mit parametrisierbarem An-
isotropiegrad

In Kapitel 1.1 wurde bereits erldutert, dafl die betrachteten parallelen Loser fiir elliptische
Probleme wesentlicher Teilbaustein innerhalb paralleler Losungsverfahren fiir stromungs-
mechanische Probleme sind. Die dort vorliegenden Problemdaten, wie beispielsweise das
Auftreten von Grenzschichten bzw. die Notwendigkeit zur Auflésung kleinster geometri-
scher Details, erzwingen eine hoch-feine Gitterauflosung in die betreffende Richtung. Wir
verwenden eine Kombination aus zwei verschiedenen Zerlegungstypen, die beide gleicher-
maflen wichtig sind:

1. anisotrope Makrozerlegungen: die Makrozerlegung wird in die betreffende Rich-
tung hin immer feiner;

2. anisotrope Mikrozerlegungen: die Mikrozerlegungen angrenzender Makros wer-
den in die betreffende Richtung hin immer feiner.

Beide Typen werden im Anschluf} detailliert beschrieben. Wie wir gleich sehen werden,
kénnen mit ihrer Hilfe beliebig feine Gitterauflosungen erzielt werden. Die exakte Erfas-
sung komplexer Geometrien im Inneren eines Gebietes ist Gegenstand aktueller Forschung
und soll in Zukunft noch weiter optimiert werden. Von besonderem Interesse ist, ob bzw.
wie stark sich das Konvergenzverhalten der betrachteten Losungsverfahren in Abhéngigkeit
vom Ausmafl und der speziellen Art der Gitteranisotropie verdndert. Zur besseren Quan-
tifizierung dieser Groflen benotigen wir noch ein exaktes Maf fiir den Anisotropiegrad
bzw. die Anisotropievariation einer Zerlegung. Wie in Abbildung 2.3 graphisch veran-
schaulicht, seien fiir ein Makro €2; bzw. Element 7; durch Ej die zugehorigen Eckpunkte
und durch M} die entsprechenden Seitenmitten definiert.

M Mk, = 0.5*(Ek+E k= 1,. .o ,4

mod(k,4)+1)’

7
!
M,

Abbildung 2.3: Eck- und Seitenmittelpunkte eines Makros bzw. Elementes
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i) Anisotropiegrad:

Der Anisotropiegrad AG(i) eines Makros €; bzw. Elementes 7T; ist definiert als das Maxi-
mum aus drei verschiedenen Grofien

AG(i) = max{Q1, Q2, 3},

namlich:

e dem Quotienten der beiden Lingen, die durch die Verbindung der Seitenmitten zweier
jeweils gegeniiberliegender Kanten entstehen,
M3 — M1
o |

= M= M2 falls Q1 < 1, setze Q1 :=1/Q1.

e den beiden Quotienten aus den Lingen jeweils gegeniiberliegender Kanten,

E3 - E2
QQ ﬁ, falls Q2 < ]., setze Q2 = 1/@2,
E2 - F1
Q3 = ﬁ, falls Q?) < 1, setze QB = 1/Q3
Beispiel 1: Beispiel 2:
{0.1) {0.2,1) (0.6,1)
(0,0.6)
(0,0.4)
(0,0) (0.2,0) {0.6,0)
Ql=502=1,Q3=1, AG(1) =5 Q1=1,Q2=5 Q3=1, AG?2) =5

Das zweite Beispiel erklirt, warum die alleinige Verwendung des ersten Quotienten Q1
nicht geniigt, um eine adidquate Quantifizierung der Anisotropie zu erhalten. In diesem
Fall ergibt Q1 = 1, obwohl man vom bloflen Hinschauen her einen durchaus anisotropen
Eindruck gewinnt, der sich erst durch die Verwendung von ()2 bemessen 1483t.
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i) Anisotropievariation:

Die Anisotropievariation AV (i, j) zwischen zwei kantenbenachbarten Makros €; und ;
bzw. Elementen 7; und 7j ist definiert als der Quotient aus den beiden zugehdrigen Ani-
sotropiegraden

AV (i,7) == AR(i)/AR(j) , falls AV (4,7) < 1, setze AV (i,j) := 1/AV (4, ]).

Sie ist ein Maf} dafiir, wie schnell sich die Groflenverhiltnisse zwischen benachbarten Ma-
kros oder Elementen verdndern.

Beispiel:

(0,1} (0.1,1) (D.5,1)

AG(1) = 5
AG(2) = 1.25 1
AV(1,2) = 4 i

(0,0} (0.1,0) (0.5,0)

Die obigen Definitionen von Anisotropiegrad und Anisotropievariation beziehen sich jeweils
nur auf einzelne Makros bzw. Elemente. Der Anisotropiegrad einer kompletten Makro- bzw.
Mikrozerlegung ist als Maximum aus den jeweiligen lokalen Gréflen definiert:

AGy = maz{AG»)|Q% € Zy}
AG, = maz;, {AG()|T; € Z,} .

Analog ist die Anisotropievariation einer kompletten Makro- bzw. Mikrozerlegung definiert
als:

AVy = maz, j[{AV(3,5) | ,Q,; € Zy sind Kantennachbarn} ,

AV, = maz,j{AV(i,j)|T; ,T; € Z, sind Kantennachbarn} .

Diese Begriffe ermoglichen die weitgehend genaue Klassifizierung einer betrachteten Zerle-
gung. Wesentliche Anwendungsfille in Kapitel 4 werden insbesondere die DFG-Benchmark-
Topologie und ASMO-Topologie darstellen, vergleiche die Abbildungen 2.13 und 2.15 am
Ende dieses Kapitels. Die zugehorigen ‘Makro-Anisotropieverhéltnisse’ sind in Tabelle 2.1
zusammengefasst:
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Topologie AGgy | AVy
DFG-Benchmark 3 2
ASMO 18 4.6

Tabelle 2.1: Makro-Anisotropieverhiltnisse in der DFG-Benchmark- und ASMO-Topologie

Die entsprechenden ‘Mikro-Anisotropieverhéltnisse’ hingen von der Art der lokalen Verfei-
nerung ab und konnen nicht pauschal angegeben werden. Sie werden fiir jeden betrachteten
Testfall gesondert aufgefithrt. Sowohl bei der DFG-Benchmark- als auch inbesondere bei
der ASMO-Topologie handelt es sich bereits um relativ komplexe Topologien. So haben
wir es beispielsweise in der ASMO-Topologie (bei immerhin 70 Makros) mit sehr unter-
schiedlichen Makroformen zu tun: von achsenparallel bis verzerrt, von quadratisch bis lang
schmal, von rechtwinklig bis spitzwinklig, von isotrop bis anisotrop, von klein bis grof.

Um grundsitzliche Stiarken bzw. Schwichen der Loser bereits im Vorfeld richtig einschétzen
zu konnen, mdchten wir zunéchst eine Reihe einfacher Modellzerlegungen definieren, die
wesentliche Charakteristika realistischer Zerlegungen beinhalten und einen umfassenden
Uberblick iiber eine Vielzahl geometrischer Situationen liefern. Bei der Konzeption dieser
Modellzerlegungen miissen wir beachten, dafl geometrische Details oder eventuelle Grenz-
schichten bereits mit Hilfe der Makrozerlegung sinnvoll aufgelost werden sollten, so dafl
schon auf Makroebene ein betréchtliches Mafl an Anisotropie vorliegen kann. Weiterhin
kann es notwendig sein, innerhalb der Mikrozerlegung einzelner Makros in Richtung einer
Grenzschicht (etwa zur Autokontur hin) besonders fein aufzulésen. Zu diesem Zweck defi-
nieren wir sowohl auf Makro- als auch auf Mikroebene Zerlegungstypen mit verschiedensten
Anisotropiegraden und -variationen, die jeweils explizit angegeben werden. Unser Ziel be-
steht darin, systematisch fiir beide Groflen obere Schranken herzuleiten, die einerseits eine
sinnvolle Anpassung des gegebenen Problems an die geometrischen bzw. physikalischen
Gegebenheiten erlauben, andererseits noch ein verniinftiges Konvergenzverhalten der be-
trachteten Loser nach sich ziehen. Im Verlauf der spiteren Modellrechnungen werden wir
sowohl auf Makro- als auch auf Mikroebene immer die folgenden drei Anisotropie-Verhalt-
nisse unterscheiden:

e isotroper Fall: alle betrachteten Makros bzw. Elemente sind isotrop;

e miflig anisotroper Fall: der Anisotropiegrad zwischen benachbarten Makros bzw.
Elementen wichst nur langsam und gleichméfig an (méfiige Anisotropievariation);

e stark anisotroper Fall: der Anisotropiegrad zwischen benachbarten Makros bzw.

Elementen wichst stark und sprunghaft an (starke Anisotropievariation);

Auf Basis dieser Modellzerlegungen kann dann jeder betrachtete Loser detailliert auf seine
Effizienz und Robustheit hin untersucht werden.
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1. Anisotrope Makrozerlegungen:

Wir fithren in Folge vier verschiedene Makroklassen ein, die der numerischen Analyse aller
betrachteten Loser zugrunde liegen und uns im Verlauf der Arbeit immer wieder begegnen
werden. Es handelt sich um die Testreihen Makrotest A, B, C und D, die grundlegende
Konvergenzeigenschaften in Abhingigkeit von der Anzahl an Makros sowie insbesondere
den Anisotropieverhiltnissen auf Makroebene zum Ausdruck bringen sollen.

Um eine addquate Modellierung unterschiedlicher, geometrischer Situationen zu gewihr-
leisten, betrachten wir sowohl den Fall eines achsenparallelen Gesamtgebietes (Makrotest
A, B, D) als auch den Fall eines ‘verzerrten’ Gesamtgebietes (Makrotest C'). Makrotest A,B
und C sind konzipiert fiir den Fall, dal eine Grenzschicht am Gebietsrand vorliegt, die
auf Makroebene sinnvoll aufgel6st werden soll. Im Rahmen von astrophysikalischen Anwen-
dungen ist man stattdessen hiufig mit Grenzschichten im Gebietsinneren konfrontiert,
was mit Hilfe von Makrotest D erfafit werden soll. Die letztgenannte Testreihe wird al-
lerdings nur eine sekundidre Rolle spielen, da sie sich nicht wesentlich von Makrotest B
unterscheidet. In allen Testreihen gehen wir von unterschiedlich grofien mxm -Zerlegungen
aus, die beliebig (anisotrop) parametrisiert werden kénnen. Aufgrund der maximalen Di-
stanz innerer Teilgebiete vom dufleren Rand stellen gerade mxm -Topologien harte Testfille
fiir elliptische Probleme dar.

Es ist unserer Erfahrung nach nicht moglich, die Abhéngigkeiten von der Anzahl an Makros
bzw. den Anisotropieverhéltnissen auf Makroebene voneinander separiert zu analyieren.
So besitzen die spiter betrachteten BLOCK-MG-Verfahren mit Jacobi-artig geblockten
Gléttern fiir rein isotrope Makro -und Mikrozerlegungen durchweg ausgezeichnete Kon-
vergenzeigenschaften, ganz unabhingig von der Anzahl an Makros. Dies ist auf das gute
Konvergenzverhalten der JACOBI-Glattung fiir isotrope Gitter zuriickzufiihren. Die Re-
sultate verschlechtern sich jedoch rasch, wenn die betrachteten Makrozerlegungen zuneh-
mend anisotrop werden. Wie wir gleich sehen werden, wurde zu diesem Zweck innerhalb
von Makrotest A explizit der ‘Stauchungsparameter’ a eingefiithrt. Gleichzeitig sind die
Konvergenzresultate im anisotropen Fall umso schlechter, je mehr Makros innerhalb der
Makrozerlegung vorliegen. Um diesen Effekt quantitativ bemessen zu kénnen, nehmen wir
innerhalb von Makrotest A explizit eine Unterscheidung in 4, 16, 64 und 256 Makros bzw.
innerhalb von Makrotest B, C'und D in 16 bzw. 64 Makros vor.
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Makrotest A

(Grenzschicht am Gebietsrand)

Abhdngigkeit von der Anzahl an Makros

Wir gehen aus von einer fiktiven Grenzschicht an der linken
Gebietskante und definieren die parametrisierbare Makroklasse
Al fiir m = 2,4,8,16 mit entsprechend 4, 16, 64, 256 Ma-
kros. Ausgehend vom Einheitsquadrat betrachten wir zunéchst
die rechts dargestellte Zerlegung A[2a>]<2 mit 4 Makros. Diese
geht aus der dquidistanten 2 x 2-Zerlegung hervor, indem die
innere x-Koordinate von 0.5 auf die neue Position a, a — 0,
verschoben wird, wihrend die innere y-Koordinate ihren ‘iso-
tropen’ Wert 0.5 behilt. Die zugehdorigen ALG>]<4, A{[ga)ls bzw.
A[I%]Xw-Zerlegungen entstehen dann durch ein-, zwei- bzw.
dreimalige isotrope Verfeinerung von A[2a>]<2. Der Fall a = 0.5
entspricht jeweils einer isotropen Makrozerlegung. Da viele re-
levante Konvergenz-Effekte erst im anisotropen Fall auftreten,
werden in Folge ganz bewuf}t die kleineren Werte a = 0.1 mit
AGg = 5 bzw. a = 0.01 mit AGyg = 50 untersucht. Erste-

rer ist in Abbildung 2.4 graphisch illustriert.

AR AR AD

A%

0.1
AE.GX]IG

AGH - 5, AVH = 2.8

Abbildung 2.4: Modelltopologien aus Makrotest A
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Makrotest B

Abhdngigkeit von Anisotropie auf Makroebene im achsenparallelen Fall
(Grenzschicht am Gebietsrand)

Wir gehen aus von einer fiktiven Grenzschicht an der lin-

ken unteren Gebietsecke und definieren die parametrisierba- BL“;Z’C]
ren Makroklassen B‘[&Z’c] und Bg‘ﬁ;’g’c]. Ausgehend vom Ein-
heitsquadrat betrachten wir zunéchst die rechts dargestellte
Zerlegung B‘[&Z’c] mit 16 Makros, die aus der dquidistan-

ten 4x4-Zerlegung hervorgeht, indem die inneren x- und y- e
Koordinaten von [0.25, 0.5, 0.75] auf die neue Position [a, b, ¢|
verschoben werden, mit 0 < a < b < ¢ < 1, a,b,c — 0. b
Durch einmalige isotrope Verfeinerung geht die zugehorige a
BI%% 7erlegung hervor. Je nach Wert von [a, b, ¢] entste- a b ¢

hen sehr unterschiedliche Makro-Anisotropieverhiltnisse.

Den spéteren Testrechnungen liegen die folgenden Zerlegungen zugrunde:

Big'iiioj’(”s] (isotrop),

o BO05015.05] (1 4Bie anisotrop),

° B[0.0025,0.0525,0.375]

X (stark anisotrop),

fiir m = 4 und 8. Die letzteren beiden sind in Abbildung 2.5 graphisch veranschaulicht.

Um Verwirrungen hinsichtlich der diversen Geometrieparameter zu vermeiden, werden
wir an spéterer Stelle lediglich von den isotropen, méflig bzw. stark anisotropen B, xm-
Zerlegungen aus Makrotest B reden, ohne jeweils die exakten Konstruktionsmafle immer
wieder aufzulisten. Wir beschrianken uns stattdessen auf die explizite Angabe der zugehori-
gen Anisotropiegrade und kleinsten Schrittweiten mit entsprechendem Verweis auf die nach-
folgende Abbildung 2.5.
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e mdadjffig anisotrop:

[0.05,0.15,0.5] [0.05,0.15,0.5]
By Bgys

AGg = 10, AVy = 3.5

e stark anisotrop:

B [0.0025,0.0525,0.375] B [0.0025,0.0525,0.375]
4xX4 8X8

AGy = 250, AVyg = 20

Abbildung 2.5: Modelltopologien aus Makrotest B



Makrotest C

Abhdngigkeit von Anisotropie auf Makroebene im nicht-achsenparallelen Fall

(Grenzschicht am Gebietsrand)

Wir gehen aus von einer fiktiven Grenzschicht am Mittel-
punkt der linken Gebietskante und definieren die parame-
trisierbaren Makroklassen 04[1‘24 und Cgﬂs. Zur Definiti-

on der C’ﬂ‘l—Zerlegung gehen wir aus von der Zerlegung

Bl[&(f’o'm’oj] fiir das Einheitsquadrat (vergleiche Makro-

test B) und verschieben die y-Koordinate der unteren linken
Ecke von 0 auf 0.5 — a bzw. die y-Koordinate der oberen
linken Ecke von 1 auf 0.5+ a mit a — 0. Das Gebiet nimmt
mehr und mehr Dreiecksgestalt an. Durch einmalige isotro-
pe Verfeinerung geht die zugehérige Cgﬂ g-Zerlegung hervor.

Der Fall a = 0.5 entspricht den B,[g'g‘:’,’:]'15’0'5]—Zerlegungen.
Den spiteren Testrechnungen liegt der nachfolgend darge-

stellte Fall a = 0.05 zugrunde:

AGy = 3.4, AVy = 1.4

AT

AGH = 4.3, AVH = 1.8

Abbildung 2.6: Modelltopologien aus Makrotest C
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Makrotest D

Abhdngigkeit von Anisotropie auf Makroebene im achsenparallelen Fall

(Grenzschicht im Gebietsinneren)

Wir gehen aus von einer fiktiven Grenzschicht im Gebiet-
sinneren und definieren die parametrisierbaren Makroklas-
sen DI, und DI%,. Ausgehend vom Einheitsquadrat be-
trachten wir zunéchst die rechts dargestellte Makrozerle-
gung Dz[l‘ﬂ 4 mit 16 Makros, die aus der dquidistanten 4 x4 -
Zerlegung hervorgeht, indem die erste innere x-Koordinate
von 0.25 auf 0.5 — a bzw. die dritte innere x-Koordinate
von 0.75 auf 0.5 + a verschoben wird mit ¢ — 0. Durch
einmalige isotrope Verfeinerung geht daraus die zugehori-
ge Dé[;ﬂ g-Zerlegung hervor. Der Fall a = 0.25 entspricht der
isotropen 4x4 - bzw. 8x8 -Zerlegung. Den spéteren Testrech-
nungen liegen die nachfolgend dargestellten Zerlegungen fiir
a = 0.05 zugrunde:

plo-05]

4x4

D%,

0.5-a 0.5+a

DLo-05]

— elf—

AGH - 5, AVH = 2.8

Abbildung 2.7: Modelltopologien aus Makrotest D
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2. Anisotrope Mikrozerlegungen:

Nachdem bereits auf Makroebene eine gute Anpassung an eventuelle Grenzschichten er-
reicht werden kann, erfolgt die eigentliche Feinstauflosung innerhalb der Mikrozerlegungen
der angrenzenden Makros. Wie in Kapitel 1.2 ausfiihrlich erldutert, wollen wir uns so
weit wie moglich auf die lokale Verwendung verallgemeinerter Tensorprodukt-Gitter be-
schranken. Die wesentliche Grundidee bei der Konstruktion anisotroper Mikrozerlegungen
besteht darin, die Mikrogitter aller unmittelbar mit einer Grenzschicht benachbarten Ma-
kros unter Bewahrung der Tensorprodukt-Gestalt in die betreffende Richtung zu verschie-
ben. Alle iibrigen Makros werden prinzipiell isotrop verfeinert.

Wir mo6chten uns nun der Definition unserer Mikrozerlegungsprozedur Z,[lL] Zur anisotro-
pen Mikrozerlegung eines Makros in L Verfeinerungsschritten zuwenden. Dabei mufl be-
achtet werden, daf} in den achsenparallelen By, x.,-Zerlegungen aus Makrotest B (mit einer
Grenzschicht an der linken unteren Gebietsecke) prinzipiell zwei unterschiedliche Fille von
Anisotropie auftreten kénnen:

(A) Anisotropie in Richtung einer Makrokante: Die Mikrozerlegung eines Makros
wird in Richtung einer Makrokante immer feiner.

(B) Anisotropie in Richtung einer Makroecke: Die Mikrozerlegung eines Makros
wird in Richtung einer Makroecke immer feiner.

Die genaue Position der Makrokante bzw. -ecke, zu der hin verfeinert werden soll, orientiert
sich an der internen Numerierung des betreffenden Makros. In unseren B, xym-Zerlegungen
tritt der Fall (B) nur ein einziges Mal fiir das links unten liegende Makro auf, die restlichen
am linken und unteren Rand angrenzenden Makros gehéren zu Fall (A). Fiir die iibrigen
Testreihen Makrotest A, C'und D wird prinzipiell nur der Fall (A) entlang der betrachteten
Grenzschichten benétigt. Es war uns jedoch wichtig, auch den Fall (B) zu analysieren, da
er explizit in diversen Anwendungen auftritt (beispielsweise Driven Cavity, vergleiche [81]).

Bevor wir uns der genauen Definition der genannten Mikrozerlegungsprozedur zur aniso-
tropen Verfeinerung eines einzelnen Makros zuwenden kénnen, miissen wir zunéchst deren
Kernbestandteil, die eindimensionale Zerlegungsprozedur LinelX [vy, vs, 3], einfiihren.
Sie dient dazu, eine einzige Gitterlinie mit den Endpunkten [z, 21| in L Verfeinerungs-
schritten in Richtung 2, anisotrop zu verfeinern. Das Maf} der Anisotropie kann dabei iiber
drei Verfeinerungsparameter vi,vs und vs in beliebiger Weise gesteuert werden.
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Es folgt zunichst eine informelle Beschreibung der Prozedur Linel™ [vy, vs, v3]:

e Im 1. Schritt wird das Ausgangsintervall [z, 21| einmal isotrop verfeinert, das heifit,
halbiert. Der neu entstandene Mittelpunkt wird dann gem#fl Verfeinerungsparameter
vy in Richtung z, verschoben. So kann bereits zu Anfang ein hohes Mafi an Anisotropie
vorgegeben werden.

e Im 2. bis (L —1). Schritt findet zunéchst eine isotrope Verfeinerung aller Teilinterval-
le statt. Der mit zy unmittelbar benachbarte, jeweils erste innere Gitterpunkt wird
zusdtzlich geméf Verfeinerungsparameter v, in Richtung z verschoben. Der Parame-
ter vy ist am stirksten préagend fiir die Anisotropieverhiltnisse der Mikrozerlegung.

e Im L. Schritt findet wiederum eine isotrope Verfeinerung aller Teilintervalle statt.
Der mit z5 unmittelbar benachbarte, erste innere Gitterpunkt wird zusétzlich geméaf
Verfeinerungsparameter v3 in Richtung z; verschoben. So kann im letzten Schritt
noch einmal eine hinreichend genaue Anndherung an 2, erreicht werden.

Die kleinste Schrittweite h,,;, ergibt sich im direkt an 2z, angrenzenden Intervall zu

L. . L-2
hin = 27" 1 vy " vg |29 — 2],

die grofte Schrittweite Amq, in den 287! an z; angrenzenden Intervallen zu
iy 65—
hmam: (1—5)2 I+1 |Z0—21|.

In Abbildung 2.8 findet sich eine graphische Veranschaulichung fiir den Fall L = 3. Wie
bereits bei den zuvor betrachteten anisotropen Makrozerlegungen, werden die Schrittweiten
in eine vorgegebene Richtung kontinuierlich kleiner. Der Endpunkt z; kann beliebig dicht
angeniihert werden. Offensichtlich entspricht die Anwendung von LinelX [1,1,1]einer
isotropen Zerlegung des Ausgangsintervalls.
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Abbildung 2.8: Anwendung der Prozedur Linel3! [vy, vy, v3] auf das Intervall [z, 2]
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Algorithmische Formulierung der Prozedur Linel’! v, v,, vs]

Ziel: Anisotrope Zerlegung der Gitterlinie [zg, z1] in Richtung z
geméf der Verfeinerungsparameter vq, v, und v3 in L Schritten

Ablauf: Fiihre die folgenden [ =0, ..., L Verfeinerungsschritte aus

l =0: Initialisierung

CL'((]O) =2

CL'gO) =2

l =1: Erst-Verschiebung gemdf v1

.T(()l) =2

(0), ,.(0)
1 0
2V = o0 4y 25l

xgl) = x§°)

l > 1: Haupt-Verschiebung gemdf vy

l

x(()) =2
(1-1) (1-1)

@ ._ (11 T +x
xy =Ty VTt t—

@ ._ (-1 . -1
Ty =X, , 1=1,...,2

-1, -1

0 oz ATy - -1

Toipi= ——+—, 1=1,...,27" =1

l = L : End-Verschiebung gemdf v
(L)

Ty = 2o
ng) - x(()L_l)-i- Vsm(Lfl);ngfl)

g = g i=1,...,271
a:gzLJ)rl = ngil);r—mgiil) , i=1,...,271 -1
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Wir sind nun in der Lage, unsere Zerlegungsprozedur Z ,[LL] [v1, V2, 18] zur anisotropen Mi-
krozerleqgung eines Makros €; in L Verfeinerungsschritten zu definieren, mit deren Hilfe
letztlich eine hoch-feine Auflésung von Grenzschichten auf Mikrolevel erzielt werden kann.
Sie basiert je nach Anisotropie-Typ (Anisotropie in Richtung einer Kante oder Ecke) auf
den beiden nachfolgend definierten Zerlegungsstrategien, die ihrerseits wiederum auf dem
sukzessiven Aufruf der eindimensionalen Zerlegungsprozedur LinelL] [v1, V2, v3] iliber die
einzelnen Gitterlinien beruhen. Betrachten wir eine logische Numerierung der Makrokanten
im Gegenuhrzeigersinn, dann arbeiten die beiden Typen wie folgt:

Mikrozerlegungsprozedur Z ,[LL] [v1, Va2, V3]
(A) Anisotropie in Richtung einer Makrokante: 3
o
e Alle Gitterlinien parallel zur Kante 4 = Q.
werden mit LinelXl [1,1,1]in Richtung Z| oa l 2
Kante 1 isotrop verfeinert. 53
~J
1
o Alle Gitterlinien parallel zur Kante 1 wer- —
den mit Linel™ [vy, vy, v3]in Richtung Line ' %.. Vo ¥
Kante 4 anisotrop verfeinert. 1F "2 T
(B) Anisotropie in Richtung einer Makroecke: ~ 3
L]
e Alle Gitterlinien parallel zur Kante 4 "
werden mit Linelll [vy, vy, v3]in Rich- > 1 5
tung Kante 1 anisotrop verfeinert. - Q;
-
S
&
o Alle Gitterlinien parallel zur Kante 1 wer- ~ 1
den mit Linel! [vy, vy, v5]in Richtung .
Kante 4 anisotrop verfeinert. Line v, .V, ,V3 ]
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Unser verallgemeinertes Gebietszerlegungs-/Mehrgitterkonzept SCARC ist auf die Verwen-
dung effizienter Transferoperatoren zwischen aufeinanderfolgenden Gitterleveln angewie-
sen. Diese Notwendigkeit war wesentliches Kriterium bei der Konzeption der Prozedur
LinelXl. Diese ist gerade so konstruiert, dal die einzelnen Level fast vollstindig durch
isotrope Verfeinerung auseinander hervorgehen, siehe Abbildung 2.8. Dieser Sachverhalt
iibertrdgt sich nach Konstruktion auf die mittels Z,[LL] erzeugten Gitter, so dafl innerhalb
der einzelnen Makros die Verwendung von Standard-Transferoperatoren moglich ist. Die
einzige Ausnahme ergibt sich beim Ubergang von Level L — 1 auf Level L in den beiden
Elementschichten, die unmittelbar an die angenéherte Makrokante bzw. Makroecke angren-
zen, da hier mittels v3 noch eine Letzt-Verschiebung vorgenommen werden kann. Unsere
numerische Erfahrung hat jedoch gezeigt, dafl auch fiir diese Ausnahme die Anwendung
der iiblichen Transferoperatoren keinerlei Probleme bereitet, da genau an diesen Stellen
(Bereiche mit groiter Anisotropie) sehr robuste Glitter verwendet werden, so dafi die re-
sultierenden Defekte fiir die Restriktion (und entsprechend bei der Prolongation) sehr klein
sind. Dies wurde von Wallis [84] und Altieri [3] anhand umfangreicher Testreihen validiert.

3. Anisotrope Gesamtzerlegungen mit minimaler Uberlappung:

Sei eine beliebige Makrozerlegung gegeben, so wird fiir jedes darin enthaltene Makro €);

(L]
h

unsere Mikrozerlegungsprozedur Z; ~ mit einem speziell auf das Makro (2; abgestimmten

Verfeinerungstripel [, 147, /{"] verwendet (je nach Bedarf in Richtung einer Kante oder
Ecke). Die Wahl der einzelnen Verfeinerungsparameter kann je nach vorliegender Pro-
blemstruktur von Makro zu Makro differieren. So kann beispielsweise fiir ein Makro €; in
unmittelbarer Nihe einer Grenzschicht ein sehr ‘anisotropes Tripel’ mit 1/,(;) < 1 verwendet
werden, wéihrend fiir ein Makro (2; aus einem regulér strukturierten Bereich das ‘isotrope
Tripel’ V,gj) =1 vollig ausreicht, £ =1,...,3.

Der maximale Anistropiegrad AGp, bzw. die maximale Anisotropievariation AV}, der resul-
tierenden Gesamtzerlegung kann ohne Kenntnis der einzelnen Makro-Dimensionierungen
und Verfeinerungsparameter nicht generell angeben werden. Wir werden diese Grofien fiir
alle im weiteren Verlauf betrachteten Gesamtzerlegungen explizit auflisten. Um zu analy-
sieren, welchen Einflufl ein Anwachsen der Anisotropie auf das Konvergenzverhalten der
zu untersuchenden Loser hat, betrachten wir fiir eine gegebene Makrozerlegung jeweils un-
terschiedliche Mikrozerlegungen mit einem isotropen bzw. miaflig oder stark anisotropen
Verfeinerungstripel. Durch die Kombination aus globaler Makrozerlegung und lokalen Mi-
krozerlegungen ergeben sich sehr unterschiedliche Anisotropieverhiltnisse, auf deren Basis
systematische Testreihen fiir alle betrachteten Lésungsverfahren vorgenommen werden.
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Beispiel 1:

Als Beispiel betrachten wir die méfig anisotrope Makrozerlegung Bi[?);‘;"”"'l"”"“"] aus unserer

Testreihe Makrotest B, siehe Abbildung 2.9. Auf Makroebene liegen mit AGg = 10 und
AVyg = 3.5 moderate Anisotropieverhéltnisse vor. Alle Makros, die nicht mit dem linken
bzw. unteren Gebietsrand benachbart sind, werden prinzipiell isotrop mikro-verfeinert. Fiir
die Mikrozerlegungen der iibrigen Makros unterscheiden wir die Verfeinerungstripel:

e isotrop: z"1.0,1.0,1.0],
e miBig anisotrop: Z."[0.65,0.6,0.6],
e stark anisotrop: 2. [0.3,0.3,0.2].

Diese drei Mikro-Verfeinerungstripel werden uns im spéteren Verlauf immer wieder begeg-
nen und sollen an dieser Stelle exemplarisch eingefiihrt werden. Abbildung 2.9 zeigt das
resultierende Feingitter zum méBig anisotropen Verfeinerungstripel nach Ablauf von L = 3
Verfeinerungsschritten. Abbildung 2.10 illustriert (in nicht-maflstabsgetreuem Verhiltnis)
den Zerlegungsprozefl im Fall L = 4 fiir Makro 1 (links unten, schwarz markiert), das als
einziges Makro in zwei Richtungen anisotrop verfeinert wird, und Makro 57 (links oben,
hellgrau markiert), das den maximalen Anisotropiegrad der Gesamtzerlegung bestimmt.
Tabelle 2.2 beinhaltet im realistischeren Fall L = 6 (der vielen spéteren Testrechnungen
zugrunde liegt) jeweils die kleinste Schrittweite, den maximalen Anisotropiegrad und die
maximale Anisotropievariation fiir Makro Nr. 1 bzw. Makro Nr. 57.

Abbildung 2.9: Makrozerlegung Bé[so*%s,o.ls,o.s] mit Mikrozerlegung Z,[f] [0.65, 0.6, 0.6]

Im Fall der isotropen Mikrozerlegung wird das gesamte Ausmafl an Anisotropie durch die
schwach anisotrope Makrozerlegung selbst vorgegeben. In jedem einzelnen Makro betréigt
die Anisotropievariation genau 1. Bereits im zweiten, mifiig anisotropen Fall ist der Ani-
sotropiegrad mit AGp ~ 200 bei moderater Anisotropievariation schon deutlich erhéht.
Dagegen liegt im dritten Fall ein hoher Anisotropiegrad von AGj; ~ 20.000 bei sehr
hoher Anisotropievariation und gleichzeitig hoch-genauer Auflésung des linken Randes vor
mit Apin ~ 21077, Insgesamt lassen sich véllig unterschiedliche Anisotropieverhiltnisse
erzeugen, die in beliebiger Weise parametrisiert werden kénnen.
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Mikrozerlegung Makro 1 Makro 57
AG() | AV() | hoin(1) [ AGGT) [ AV(57) | hunin (57)
Z! 1.0, 1.0, 1.0] 1 1.0 | 3.9(-4) 10 1.0 | 3.9(-4)
7! [0.65, 0.6, 0.6] 27 2.3 | 2.0(-5) 198 2.3 | 2.0(-5)
719 0.3,0.3,0.2] 3.498 9.0 | 1.9(-7) || 20.576 9.0 | 1.9(-7)
Tabelle 2.2: Anisotropieverhéltnisse in B£0§%5’0'15’0'5] fir L=6

z*1.0,1.0,1.0]

Makro 1:

Makro 57:

Abbildung 2.10: Isotrope, méafig bzw. stark anisotrope Mikrozerlegung von B

z*[0.65,0.6,0.6]

Zz*0.3,0.3,0.2]

[0.05,0.15,0.5]

8X8
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Beispiel 2:

In Analogie zum vorangehenden Beispiel veranschaulicht Abbildung 2.11

(1) die verzerrte Zerlegung Cg’g‘;"’] aus Makrotest C,

(2) die achsenparallele Zerlegung Dg"g‘;"’] aus Makrotest D.

beide jeweils mit miBig anisotroper Mikrozerlegung Z,[f'] [0.65,0.6,0.6] . In beiden Fillen
liegen moderate Makro-Anisotropieverhéltnisse vor, nidmlich AGyg = 4.3, AVyg = 1.8
im Fall (1) und AGg = 5, AVyg = 2.8 im Fall (2). Die Anisotropieverhiltnisse der
zugehorigen Gesamtzerlegungen fiir die bereits bekannten drei Mikro-Verfeinerungstripel
und L = 6 sind in Tabelle 2.3 zusammengefafit.

i/
LT

Abbildung 2.11: Makrozerlegungen Cé‘i;?f] und D{[&%s] mit  Mikrozerlegung

Z*[0.65,0.6,0.6]

Mikrozerlegung Cé");‘?] De[soigs]

AGL | AV | hpin | AGL | AV | hpin

Z!1.0,1.0,1.0] 5| 1.8 |2.0(-4) 5| 2.8 |3.9(-4)
Z!0.65,0.6,0.6] 10| 2.3 |2.0(-5) 99 | 2.8 | 2.0(-5)
Z!%0.3,0.3,0.2] | 1.208| 9.0 |1.9(-7) | 10.288 | 9.0 | 1.9(-7)

Tabelle 2.3: Anisotropieverhéltnisse in C’g;%s] und Dl[&%f’] fir L=26
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4. Anisotrope Gesamtzerlegungen mit elementorientierter Uberlappung:

Im Fall der ScHWARZ-CG-Verfahren wird eine Uberlappung 6 = X - A zum Uberlappungs-
faktor A benétigt. Dazu werden an jede Mikrozerlegung entlang innerer Rénder noch A
Elementschichten der benachbarten Mikrozerlegungen angehéngt. Je nach Anisotropieva-
riation zwischen benachbarten Makros ist es daher iiblich, daf die Schrittweite im Inneren
eines Makros von denjenigen in den Uberlappungsbereichen stark differiert.

Beispiel:

Betrachten wir wiederum die anisotrope Makrozerlegung B{[&%s,o.w,o.s] aus Makrotest B.

Abbildung 2.12 veranschaulicht (in nicht-maflstabsgetreuem Verhéltnis) die Mikrozerle-
gungen fiir das schwarze Makro Nr. 1 und das mittelgraue Makro Nr. 3 aus Abbildung
2.9. Dabei gehen wir vom isotropen Verfeinerungstripel [1.0,1.0,1.0] bzw. stark anisotro-
pen Verfeinerungstripel [0.3,0.3,0.2] bei einer Uberlappung von § = 3 - h aus. Die unter-
schiedlichen Schrittweiten beim Ubergang vom Makro-Inneren zum Uberlappungsbereich
sind deutlich sichtbar (insbesondere beim Ubergang zur Diagonaliiberlappung). Im Fall
der anisotropen Mikrozerlegung iibertrégt sich die Anisotropie entsprechend auch auf die
Uberlappungsbereiche, was offensichtlich den Anisotropiesprung vom Makroinneren zu den
Uberlappungsbereichen relativiert.

Z[1.00, 1.00, 1.00] Z10.30,0.30, 0.20]

Makro 1:

Makro 3:

Abbildung 2.12: Isotrope bzw. stark anisotrope Mikrozerlegung von Bz[30>;%5’0'15’0'5], 0 =3h
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2.2.3 Anwendungsbeispiele

Die bisher vorgestellten Makrozerlegungen dienen lediglich als variabler Modell-Baukasten
zur Definition beliebig anisotroper Ausgangszerlegungen und erlauben die Durchfiihrung
systematischer Grundlagenrechnungen fiir alle dargestellten Losungsverfahren. Bei der
Konstruktion einer Makrozerlegung fiir einen konkreten Anwendungsfall sind wir prin-
zipiell darum bemiiht, so viele rechtwinklige, achsenparallele Makros wie nur moglich zu
verwenden, da unsere lokalen Gliitter (insbesondere die linienweisen JACOBI- und GAUSS-
SEIDEL-Varianten) speziell in diesem Fall besonders effizient arbeiten. Diese Vorgehens-
weise kann in erstaunlich vielen Fillen auch fiir realistischere Geometrien durchgehalten
werden, wie die nachfolgenden Beispiele belegen werden. Zur addquaten Modellierung kom-
plizierter geometrischer Bereiche werden aber auch gestauchte, verzerrte bzw. spitzwinklige
Makroformen benétigt, deren Auswirkung auf das Gesamt-Konvergenzverhalten bereits im
Vorfeld mit Hilfe unserer Modell-Zerlegungen ausfiihrlich analysiert werden soll. Das Aus-
mafl an Degeneration ist jedoch zumeist moderat und nur an wenigen Stellen wirklich
prignant. Die einzige Grundvoraussetzung fiir die Anwendbarkeit der vorgestellten Mikro-
zerlegungsprozedur besteht darin, dafl die Makros genau vier Kanten bzw. Ecken aufweisen
miissen. Ansonsten ist sie auf beliebige Makroformen anwendbar (achsenparallel, gestaucht,
verzerrt). Im Fall nicht-polygonaler Randparametrisierungen werden die einzelnen Gitter-
linien zusétzlich noch an die Parametrisierung des Randes angepaft.

Beispiel 1: DFG-Benchmark-Topologie

Abbildung 2.13 zeigt die DFG-Benchmark-Topologie in 2D fiir das in Kapitel 1.1 eingefiihr-
te DFG-Benchmark-Problem. Es handelt sich um eine moderate Makrozerlegung in insge-
samt 24 Makros mit nur schwacher ‘Makro-Anisotropie’ von AGg = 3 und AVy = 1.9.
Fiir ndhere Informationen verweisen wir auf Kapitel 4.1.1.

Abbildung 2.13: DFG-Benchmark-Topologie

Da entlang der Zylinderkontur die physikalisch relevanten Effekte auftreten (Wandab-
l16sung), wurde bereits auf Makroebene dieser Bereich feiner aufgelst. Um eine quanti-
tativ exakte Approximation des Widerstands- und Auftriebskoeffizienten zu gewéhrleisten,
besteht zusitzlich die Notwendigkeit, die Mikrozerlegungen der umliegenden Makros zur
Zylinderkontur hin feiner werden zu lassen. Die iibrigen Makros werden dagegen isotrop
verfeinert.
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Abbildung 2.14 zeigt fiir den Fall von L = 4 Verfeinerungsschritten die anisotrope Ver-
feinerung der unmittelbar am Zylinder angrenzenden Makros mittels Z ,[14] [0.65, 0.6, 0.6]
bzw. Z,[f] [0.3,0.3,0.2] . Wie man deutlich erkennen kann, passen sich die einzelnen Git-
terlinien kreisformig dem Zylinder an. Die resultierenden Anisotropieverhéltnisse fiir den
Fall L =9, der den Anwendungsrechnungen in Kapitel 4.1.1 zugrunde liegt. sind in Tabelle
2.4 aufgefiihrt.
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Abbildung 2.14: M#fig und stark anisotrope Mikrozerlegung der DFG-Benchmark-Topo-
logie entlang des Zylinders

Makrozerlegung Mikrozerlegung AG, | AV | hmin
DFG-Benchmark | Z![1.0,1.0,1.0] 3| 1.9 7.7(-5)
z0.65,0.6,0.6] 86| 2.3|8.9(-7)

AGy =3, AVyg = 1.9 | z[”[0.3,0.3,0.2] || 71.400 | 9.0 | 1.1(-9)

Tabelle 2.4: Anisotropieverhéltnisse in der DFG-Benchmark-Topologie fiir L = 9

Beispiel 2: ASMO-Topologie

Als weiteres Beispiel sei die ASMO-Topologie fiir das ASMO-Problem aus Kapitel 1.1
genannt. Die ASMO-Topologie besteht aus immerhin 38 (von 70) rein achsenparallelen
Makros, sieche Abbildung 2.15. Im Vergleich zur DFG-Benchmark-Topologie liegt ein deut-
lich hoherer ‘Makro-Anisotropiegrad’ von AG g = 18 bei einer Anisotropievariation von
AVyg = 4.6 vor. Auch hier pafit sich bereits die Makrozerlegung der Autokontur an. Zur
besseren Auflésung turbulenter Effekte werden sowohl die an der Autokontur als auch am
unteren Kanalboden angrenzenden Makros anisotrop verfeinert. Abbildung 2.16 zeigt einen
Gitterauschnitt um die Autospitze herum fiir den Fall von L = 4 Verfeinerungsschritten.
Die resultierenden Anisotropieverhéltnisse fiir den Fall L = 9, der den Anwendungsrech-
nungen in Kapitel 4.1.2 zugrunde liegt, sind in Tabelle 2.5 aufgefiihrt.
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Abbildung 2.15: ASMO-Topologie
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Abbildung 2.16: Mé&Big und stark anisotrope Mikrozerlegung der ASMO-Topologie entlang

der Autokontur
Makrozerlegung Mikrozerlegung AG,, AV, | hnin
ASMO z¥[1.0,1.0,1.0] 18| 4.6 | 3.2(-5)
z[0.65, 0.6, 0.6] 1.665 | 4.6 | 3.5(-7)
1.385.598 | 9.0 | 4.2(-10)

Zz"0.3,0.3,0.2]

AGy =18, AVyg = 4.6
Tabelle 2.5: Anisotropieverhéltnisse in der ASMO-Topologie fiir L =9
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2.3 Effiziente Numerische Lineare Algebra und Da-
tenstrukturen

Die Gesamtleistung eines Verfahrens hingt (unter anderem) entscheidend davon ab, wie
effizient seine Kernbestandteile auf dem Zielrechner implementiert werden kénnen. Dies ist
insbesondere auf parallelen Rechnerarchitekturen von grofler Bedeutung. Wie in Kapitel
1.1 ausfiihrlich erldutert, benotigt eine effiziente Implementierung unabdingbar die lokale
Verwendung hochgradig angepaflter Datenstrukturen und optimierter Linearer Algebra, die
explizit die hohe Rechenleistung spezieller maschinen-optimierter Bibliotheken ausnutzt.
Die Auswahl geeigneter Strukturen hiangt von der vorliegenden Parallelrechner-Plattform
ab und ist Bestandteil des bereits genannten Expertensystems. Wir wollen im folgenden das
Laufzeitverhalten typischer Komponenten der numerischen Linearen Algebra untersuchen
und Strategien zur ihrer effizienten, hardware-orientierten Implementierung aufzeigen.

Ein umfassender Leistungsvergleich verschiedener Datenstrukturen und Basiskomponenten
von Mehrgitterverfahren findet sich in Turek et al. [80]. Angefangen vom giinstigen PC bis
hin zum teuren Supercomputer werden dort fiir eine grofle Anzahl verschiedener Rechner-
Plattformen sogenannte FEAST -Indikatoren fiir Mehrgittertechniken verteilt, die eine wei-
testgehend genaue Klassifizierung der Leistung moderner Prozessoren in Abhéngigkeit vom
zugrunde liegenden FE-Raum, der Problemgrofie und der Implementierungstechnik erlau-
ben.

Die zeitintensivsten Kernoperationen in typischen iterativen Losern (Krylov-Raum-Verfah-
ren, Mehrgitterverfahren) sind in der Regel Matrix-Vektor-Produkte und Vektor-Opera-
tionen (Linearkombinationen, Skalarprodukte). Mit 60 — 90% verschlingen dabei die Ma-
trix-Vektor-Produkte (MV) die meiste CPU-Zeit und sind wesentlich mitverantwortlich
fiir die rechnerische Effizienz der kompletten Simulation, siehe [80]. Sie werden insbeson-
dere benotigt im Rahmen der Defekt-Berechnung, Vorkonditionierung und Schrittweiten-
kontrolle. Das Speicherschema fiir die Matrix spielt folglich eine herausragende Rolle. Es
mufl beachtet werden, dal wir speziell an diinn besetzten Gleichungssystemen mit relativ
kleiner Bandweite interessiert sind, wie sie iiblicherweise bei der Diskretisierung von linea-
ren, elliptischen Differentialgleichungen entstehen. Wir werden im folgenden die Effizienz
verschiedener Speichertechniken analysieren.

1. Kompakte Speichertechnik:

Die kompakte Speichertechnik ist ein sehr allgemeingiiltiges Speicherschema, das nur die
von Null verschiedenen Eintrige der Matrix speichert, es werden folglich keine unnétigen
Eintrige abgespeichert. Sie basiert auf der Compact Storage Rowwise-Technik (CSR) und
kann ohne jegliche Bedingungen an die Besetztheitsstruktur der Matrix fiir beliebige Gitter
in 2D und 3D bzw. beliebige Numerierungen angewandt werden. Sie ist daher insbesondere
fiir den Fall voll adaptiver Gitterverfeinerungsstrategien geeignet.
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Ein Uberblick iiber vorhandene Techniken findet sich beispielsweise in Dongarra/Duff/
Sorensen/van der Vorst [31] oder im Rahmen der SPARSEKIT Software unter [66]. Zur
Abspeicherung einer Matrix sind insgesamt 3 Felder erforderlich (Matrixwert, Zeilen- und
Spaltenpointer), mit deren Hilfe man die einzelnen Matrixelemente dereferenzieren kann.
Die indirekte Adressierung verhindert in der Regel eine effiziente Ausnutzung des lokalen
Cache, so dafl der teurere Speicherzugriff die lokale Rechenleistung dominiert. Dies kann
speziell bei groflen Problemen, deren Speicherbedarf die Cache-Grofe tibersteigt, drastische
Einbriiche in der Rechenleistung bewirken. Sogar fiir kleine Probleme, die komplett in den
Cache hineinpassen, kann der indizierte Speicherzugriff zu Verlusten fiihren. Desweiteren
kann kein Vorteil aus einer zeilen- oder spaltenweisen Numerierung gezogen werden. Je
nach Numerierungsstrategie kann es bei eventuell identischem numerischen Ergebnis zu
vollig unterschiedlichen CPU-Zeiten kommen.

Dieser Sachverhalt wird in Tabelle 2.6 aus Turek et al. [82] anschaulich demonstriert.
Unter Verwendung von trilinearen FE-Rdumen wurden hier fiir (verallgemeinerte) Tensor-
produkt-Gitter in 3D (Matrizen mit Bandweite 27) die MFlop/s-Raten des SPARSE-Ma-
trix-Vektor-Produktes (SMV) auf verschiedenen Rechner-Plattformen verglichen. Dabei
wurden drei verschiedene Numerierungsstrategien einander gegeniibergestellt: eine zeilen-
weise Numerierung, eine 2-Level-Numerierung (alte Knoten behalten bei der Gitterverfei-
nerung ihre Nummer bei) und eine stochastische Numerierung (typisch fiir voll adaptive
Strategien). Wie iiblich bezeichnet n die Anzahl der Unbekannten. N#here Informationen
zur Definition der MFlop/s-Raten sind aus Kapitel 2.5 zu ersehen.

Computer n | zeilenweise | 2-Level | stochastisch
IBM RS6000/260 | 173 108 105 104
(200 MHz) 333 103 80 57
‘PWR3’ 653 98 48 18
IBM RS6000/597 | 173 86 81 81
(160 MHz) 333 81 55 16
‘P2SC’ 65° 81 14 8
PENTIUM II 173 30 28 28
(400 MHz) | 33° 30 26 24
‘HOME PC’ 653 30 23 19

Tabelle 2.6: MFlop/s-Raten fiir das SPARSE -Matrix-Vektor-Produkt aus [82]

Die gemessenen MFlop/s-Raten sind weit entfernt von den mdoglichen Spitzenleistungen der
einzelnen Rechner. Sie unterscheiden sich je nach Numerierungsstrategie und Problemgrofie
signifikant voneinander, obwohl die arithmetische Arbeit, der Speicherbedarf, die Anzahl
der Speicherzugriffe und die Konvergenzraten in allen Féllen gleich sind! Es gibt sogar
Konstellationen, in denen der preisgiinstige PC am besten abschneidet.
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Ganz offensichtlich geht die kompakte Speichertechnik mit der aktuellen Prozessortechno-
logie nicht konform. Sie ist zwar ausgesprochen allgemeingiiltig, gleichzeitig aber auch sehr
ineffizient und extrem abhéngig von

e der Problemgrofe,
e der Numerierungsstrategie,

e der speziellen Art des Speichers bzw. der Speicherzugriffs-Geschwindigkeit,

e der Cache-Grofle.
Aufgrund ihrer universellen Anwendbarkeit, werden wir sie im folgenden vorwiegend bei
der Losung globaler Grobgitter-Probleme verwenden, siehe Kapitel A.4.9. Da uns im all-

gemeinen sehr komplexe Grobgitter vorliegen, kann dort keine zeilenweise Numerierung
vorgenommen werden und eine allgemeine Speichertechnik ist unerléfllich.

2. Bandweise Speichertechnik

Im Hinblick auf die von uns angestrebte Verwendung verallgemeinerter Tensorprodukt-
Gitter besteht eine sehr natiirliche Strategie zur Effizienzsteigerung darin, explizit die
Bandstruktur der lokalen Steifigkeitsmatrizen auszunutzen. Im Gegensatz zur kompakten
Speichertechnik wird bei der bandweisen Speichertechnik die Matrix ‘Band-nach-Band
abgespeichert, wobei aus Konsistenzgriinden alle Bander als gleich lang angenommen und
gegebenenfalls durch Nullen ergidnzt werden. Dies hat den Vorteil, dal das zu einer be-
stimmten Matrixzeile gehorige Element ohne zusétzliche Indizierung immer auf gleicher
Position des betreffenden Bandes zu finden ist. Die ‘Verschwendung’ dieser wenigen Null-
Speicherplitze rechtfertigt sich aufgrund der leichteren Implementier- und Vektorisierbar-
keit. Auflerdem entfiillt die Speicherung der beiden Index-Felder (Zeilen- und Spaltenpoin-
ter). Im giinstigsten Fall (rein isotrop, konstante Matrixeintrige) mufl keine komplette
Matrix mehr gespeichert werden, sondern nur noch der Matrixstern.

Matrix-Vektor-Produkte werden nicht mehr zeilen-, sondern bandweise abgearbeitet. Im
Fall konstanter Matrixeintrige lassen sich diese sogenannten BANDED -Matrix-Vektor-Pro-
dukte (BMYV) auf die Anwendung einfacher BLAS1-Routinen zuriickfiihren, die in ma-
schinen-optimierter Form vorliegen. So kénnen explizit der lokale Cache sowie interne Vek-
torisierungsmoglichkeiten genutzt werden. Die resultierende Rechenleistung ist potentiell
hoch, was aus den MFlop/s-Raten fiir die oben genannten 3D-Tensorprodukt-Gitter in
Tabelle 2.7 aus [82] deutlich hervorgeht. Hier werden zusétzlich die Fille von konstanten
und wvariablen Matrixeintrédgen unterschieden, da beide gleichermafien fiir die uns interes-
sierenden Poisson-Gleichungen relevant sind. Eine ausfiihrliche Darstellung der zugrunde
liegenden Konzepte findet sich unter Turek et al. [79].
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Computer n | variabel | konstant
IBM RS6000/260 | 173 153 177
(200 MHz) 333 150 177
‘PWRJ’ 653 112 138
IBM RS6000/597 | 173 222 300
(160 MHz) 333 75 97
‘P2SC’ 65 71 97
PENTIUM II 173 46 68
(400 MHz) 333 26 43
‘HOME PC’ | 65° 25 34

Tabelle 2.7: MFlop/s-Raten fiir das BANDED -Matrix-Vektor-Produkt aus [82]

Es zeigt sich nun eindeutig die erwartete Uberlegenheit von Supercomputern gegeniiber
herkommlichen PC’s. Der spezielle Fall von konstanten Bandeintrigen ist besonders effizi-
ent, da er mit Hilfe maschinen-optimierter DAXPY-Routinen durchgefiihrt werden kann.
Im Fall variabler Eintrége miissen modifizierte DAXPY-Routinen verwendet werden, doch
auch hier ist eine Verbesserung im Vergleich zur SPARSE-Technik erkennbar. Insgesamt
wird deutlich, welch grofien Einfluf} die explizite Ausnutzung des Cache und maschinen-
optimierter Algorithmik ausiibt. Gerade im Vergleich zur stochastischen SMV kénnen auf
der IBM RS6000/597 Steigerungen um knapp das 12-fache erreicht werden! Im Vergleich
zur zeilenweisen SMV zeigt sich eine Steigerung vor allem im Fall kurzer Vektorlidngen,
im Maximum um den Faktor 3.5. Fiir sehr grole Bandlingen, die iiber die Cache-Grofie
hinausgehen, sind jedoch auch hier deutliche Leistungeinbriiche erkennbar, weil wieder-
um der langsamere Speicherzugriff dominiert. Ganz so einfach ist der Prozessorfortschritt
demnach also nicht nutzbar. Da wir vor allem an der Lésung hochdimensionaler Probleme
mit sehr groflen Vektor- bzw. Bandléngen interessiert sind, miissen weitere Verbesserungen
vorgenommen werden. Hohe Rechenleistung kann offenbar nur dann erzielt werden, wenn
der schnelle, aber relativ kleine Prozessor-Cache optimal ausgenutzt wird. Eine weitere Ef-
fizienzsteigerung ist folglich nur durch geeignete Blockung der Matrix-Vektor-Operationen
moglich. Dies wird weiterhin motiviert durch die Beobachtung, dafl die betrachteten Ma-
trizen aus Gruppen einzelner, zusammenhingender Tridiagonal-Matrizen der Grofle M
bestehen.

SPARSE BANDEDBLAS -Technik:

Um das BANDED -Matrix-Vektor-Produkt zu beschleunigen, gehen wir wie folgt vor: Das
Matrix-Vektor-Produkt wird nicht einfach als Schleife iiber alle 9 Bénder durchgefiihrt,
sondern wir betrachten lediglich ein Fenster der Gréfle K x M aus der kompletten Ma-
trix und fithren unser Matrix-Vektor-Produkt auf Tridiagonalmatrizen zuriick, siehe Ab-
bildung 2.17. Anstelle der kompletten Bénder und Vektoren miissen sukzessive nur die
entsprechenden Ausschnitte fiir das betrachtete Fenster geladen werden, was eine bessere
Cache-Ausnutzung und verbesserte Vektorisierungsmoglichkeiten mit sich bringt.
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Die optimale Bestimmung der Blockgrofle K x M orientiert sich an der Cache-Gréfie des
betrachteten Rechners sowie dem zugrunde liegenden Diskretisierungsraum und ist Be-
standteil unseres Expertensystems. Jeder FE-Raum bzw. jeder zugehorige Matrixstern hat
seine eigene optimierte Version.

Abbildung 2.17: ’Fenster’ beim BLOCKED BANDED -Matrix-Vektor-Produkt

Die Raten dieses sogenannten BLOCKED BANDED -Matrix-Vektor-Produktes (BBMYV) auf
dem betrachteten Tensorprodukt-Gitter in 3D sind in Tabelle 2.8 aus [82] aufgefiihrt. Auch
hier werden wieder die Fille variabler und konstanter Matrixeintrige unterschieden.

Computer n | variabel | konstant
IBM RS6000/260 | 173 288 730
(200 MHz) 333 216 737
‘PWRS3’ 653 174 710
IBM RS6000/597 | 173 179 480
(160 MHz) 333 170 393
‘P2SC’ 653 178 393
PENTIUM II 173 56 183
(400 MHz) 333 53 139
‘HOME PC’ | 65° 54 125

Tabelle 2.8: MFlop/s-Raten fiir das BLOCKED BANDED -Matrix-Vektor-Produkt aus [82]

Offensichtlich sind die erzielten Rechengeschwindigkeiten gerade im Fall konstanter Ma-
trixeintriige betréchtlich (iiber 700 MFlop/s!) und bringen im Vergleich zur stochastischen
SMV im Fall grofier Vektorlingen eine Steigerung um den Faktor 49 (IBM RS6000/597),
im Vergleich zur zeilenweisen SMV immerhin noch durchschnittlich um einen Faktor 5
bis 7. Vor allem aber sind die resultierenden MFlop/s-Raten weitestgehend unabhéngig
von der Problemgréfie! Die BBMV ist sehr effizient und daher der geeignete Kandidat zur
Durchfiihrung lokaler Matrix-Vektor-Produkte auf unseren hoch-reguliren Makros.
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Natiirlich sind Matrix-Vektor-Produkte nicht die einzigen Komponenten, die in dieser Weise
optimiert werden kénnen. Wir benétigen gleichermaflen BLOCKED BANDED -Versionen fiir
die Linearkombination zweier Vektoren (mit konstanten und variablen Eintréigen) und tri-
diagonale Vorkonditionierer. Alle Komponenten sind Bestandteil unserer SPARSE BANDED
Bras-Bibliothek [79], die fiir eine Vielzahl von Rechnern inzwischen in optimierter Form
vorliegt.

Wie die Tabelle 2.9 zeigt, spielt es aulerdem eine grofie Rolle, welcher spezielle Typ an arith-
metischen Operationen ausgefiihrt wird. Fiir ein zweidimensionales Tensorprodukt-Gitter
wurden hier die MFlop/s-Raten eines tridiagonalen Vorkonditionierers in traditioneller Im-
plementierung ‘mit Division’ mit der in FEAST bzw. SCARC realisierten Implementierung
‘ohne Division’ verglichen. Im Unterschied zu Operationen, die nur auf Additionen und
Multiplikationen basieren, fiihrt offensichtlich die Verwendung von Divisionen zu deut-
lichen Leistungseinbuflen. Dies kann durch geeignete divisions-freie Varianten vermieden
werden. Die optimierte Implementierung dieser Varianten bzw. der BBMV sind wesentli-
che Schwerpunkte der Diplomarbeit von Altieri [3].

Computer n mit Division ohne Division
variabel | konstant || variabel | konstant
IBM RS6000 652 32 33 130 141
(166 MHz) 2572 32 33 105 150
‘POWERZ2SC’ | 10252 32 33 106 150

Tabelle 2.9: MFlop/s-Raten eines tridiagonalen Vorkonditionierers in Ausfiihrung mit und
ohne Division aus [80]

Insgesamt wird deutlich, da} die Verwendung von Tensorprodukt-Gittern zwar wesent-
lich zur groeren Ausbeute potentieller Rechnerleistung beitrigt, alleine jedoch noch nicht
die Losung bringt. Eine maximale Effizienzsteigerung kann nur durch die gleichzeitige Aus-
nutzung von Datenlokalitéit, optimierten Speichertechniken und Vektorisierungsmdoglichkei-
ten erreicht werden. Im Rahmen der FEAST -Indikatoren [80] wurde die SPARSE BANDED
BrAs-Technik auf fast allen modernen Hardware-Plattformen getest. Wie in [79] anschau-
lich demonstriert wird, konnen mit ihrer Hilfe Rechengeschwindigkeiten von hunderten von
MFlop/s fiir ein komplettes Mehrgitterverfahren bzw. ein betréchtlicher Anteil der Hochst-
leistung heutiger Superrechner erzielt werden. Die SPARSE BANDEDBLAS-Bibliothek ist
daher wesentlicher Baustein unserer SCARC-Implementierung bzw. des FEAST -Projektes.
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2.4 Basisiterationen

Herzstiick der weiteren Betrachtungen ist die folgende Basisiteration
" =% + B (b — AzF), (2.10)

bei der es sich um ein einfaches Defektkorrekturschema zur Losung des linearen Glei-
chungssystems (2.3) mit einer Vorkonditionierungsmatrix B € R™™" und einer Startnihe-
rung z° € R” handelt. Die Basisiteration wird uns im gesamten Verlauf der Arbeit in
unterschiedlichen Zusammenhéingen immer wieder begegnen. Daher wollen wir in diesem
Abschnitt etwas detaillierter auf ihre charakteristischen Eigenschaften eingehen.

Wir mo6chten zunéchst einige bekannte Begriffe und Zusammenhénge auflisten: Der Term
rk := Az* — b wird als Defekt bezeichnet. Fiir den Fehler z — 2* im k-ten Iterationsschritt
gilt die Beziehung

r—z" = (I — BA)*(z — 2°)

mit dem Fehlerfortpflanzungsoperator F' := (I — BA). Die Iteriertenfolge konvergiert
genau dann gegen die Losung von Ax = b, wenn der Spektralradius des Fehlerfortpflan-
zungsoperators kleiner als 1 ist, spr(F) < 1. Dabei ist der Spektralradius spr(F’) definiert
als der betragsmifig grofite Eigenwert von F' und beschreibt die Konvergenzrate p von
(2.10). Fiir eine detaillierte Darstellung iterativer Verfahren verweisen wir insbesondere auf
Hackbusch [46].

Die Effizienz der Basisiteration hingt entscheidend von der geeigneten Wahl der Vorkon-
ditionierungsmatrix B ab, die einerseits moglichst einfach implementier- und anwendbar
sein sollte, andererseits jedoch eine gute approximative Inverse von A darstellen sollte
(B &~ A™1). Man ist gezwungen, einen gewissen Kompromif} zwischen diesen meist wider-
spiichlichen Bedingungen einzugehen. Je mehr spezifische Eigenarten des Problems in die
Konstruktion von B einflieen, umso besser ist in der Regel die Konvergenz. B kann expli-
zit von einem Dampfungsparameter w abhéngen, das heifit, B = B(w). Die Abhingigkeit
von w, dessen optimaler Wert wiederum h&ufig von den Verfeinerungsparametern abhéngt,
kann sehr sensibel sein. Ein falsch bemessenes w fithrt unter Umsténden schnell zur Diver-
genz. Leider 148t sich das optimale w nur in den seltensten Fillen a-priori bestimmen.

Die einzelnen Vertreter der Basisiteration sind iiblicherweise schlechte Ldser, deren Kon-
vergenzverhalten stark von der Problemgrofie bzw. der Schrittweite h abhéngt. Sie besitzen
jedoch den entscheidenden Vorteil, daf3 sie im Verlauf der Iteration die hochfrequenten Feh-
leranteile sehr schnell ausglidtten, wihrend die niederfrequenten Anteile nahezu unveréndert
bleiben. Wegen dieser sogenannten Gléttungseigenschaft eignen sie sich besonders als
Glatter innerhalb von Mehrgitterverfahren und sind fiir deren hervorragende Konvergenz-
eigenschaften wesentlich mitverantwortlich. Wir werden auf diesen Sachverhalt im Rahmen
unseres Mehrgitterkapitels 3.2 vertieft eingehen.
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Es wurde bereits erlautert, dafl die Effizienz unseres Losungskonzeptes SCARC entschei-
dend von der Qualitiit der lokal (auf den einzelnen Makros) eingesetzten Loser abhéingt. Die
Schliisselidee besteht darin, als lokale Loser hoch-optimierte Standard-Mehrgitterverfahren
einzusetzen, deren Gliattung auf der Verwendung geeigneter Vertreter der Basisiteration
(2.10) beruht. Letztere werden im folgenden als PUNKT-Glétter bezeichnet, da sie auf den
einzelnen Gitterpunkten der Mikrozerlegung definiert sind. Die umfassende Analyse der
Basisiteration bzw. ihrer Teilkomponenten (Matrix-Vektor-Produkte, Linearkombinatio-
nen, Defektberechnung und Vorkonditionierung) ist von aulerordentlich grofler Bedeutung,
da sie in ganz erheblichem Mafle die Qualitit der lokalen Mehrgitterloser priagt. Geméaf
den Grundsitzen unseres Expertensystems kann jede einzelne Teilkomponente optimiert
werden im Hinblick auf die lokale Struktur des vorliegenden Problems (geometrische Ma-
krostruktur, Anisotropien) und die vorhandene Hardware (Cache-Grofe, Parallelisierungs-
und Vektorisierungsméglichkeiten). Eine wesentliche Aufgabenstellung besteht darin, auf
Basis der SPARSE BANDEDBLAS -Bibliothek [79] einen ganzen Katalog an Referenzele-
mentlésern fiir eine Vielzahl von Tensorprodukt-Gittern mit unterschiedlichsten Aniso-
tropiegraden und -variationen zur Verfiigung zu stellen, aus dem SCARC automatisch fiir
jedes einzelne Makro die jeweils optimale Konfiguration auswéhlen kann. Da die Kompo-
nenten auf unterstem Level rein sequentiell ausgefiihrt werden, sind fiir uns an dieser Stelle
ihre Parallelisierungseigenschaften ohne Belang.

Wir wollen im folgenden typische Vertreter der Basisiteration zusammenfassen und ihre
numerischen Konvergenzeigenschaften als PUNKT-Glatter innerhalb eines Standard-Mehr-
gitterverfahrens kurz erldutern, namlich:

e die JAcOBI-Iteration und ihre (alternierenden) linienweisen Varianten,
e die GAUSS-SEIDEL-Iteration und ihre (alternierenden) linienweisen Varianten,

e unvollstindige LU-Zerlegungen (ILU).

Wie in den Kapiteln 1.2 und 2.2 erldutert, gehen wir fiir unseren Mehrgitteransatz SCARC
von einer Makrozerlegung Zy := {%;},_,  aus, auf der ein hierarchischer Datenbaum
definiert ist. Die hier betrachteten Referenzelementléser beziehen sich dabei auf die unterste
Stufe des Datenbaumes, die einzelnen Makros €2;. Entsprechend betrachten wir an dieser
Stelle keine globale Basisiteration fiir das komplette System, sondern lediglich eine lokale
Basisiteration

Dabei ist 4; = R;AR! die zum Makro ©; gehérige Teilmatrix von A, B; eine zugehorige
Vorkonditionierungsmatrix, b; der lokale rechte Seite Vektor sowie x; ein lokaler Losungs-
vektor. Der Index 7 bezieht sich jeweils auf die Zugehorigkeit zum Makro €2;. Da die Basis-
iteration als Glétter innerhalb eines lokalen Mehrgitterverfahrens fungieren soll und ent-
sprechend auf mehreren Gitterleveln Anwendung findet, miiiten korrekterweise alle Vek-
toren und Matrizen zusétzlich noch mit dem Superskript (1) fiir den jeweiligen Level [
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gekennzeichnet werden. Zur Vereinfachung der Notation wollen wir an dieser Stelle darauf
verzichten. Um auflerdem die fortlaufende Indizierung durch den Index £ einzusparen, ver-
wenden wir im folgenden die Bezeichnung z; <— (-), um auszudriicken, daf der linken Seite
der Wert der rechten Seite zugeordnet wird:

Wir méchten nun einen wesentlichen Sachverhalt erldutern, der fiir die Konzeption unseres
Lésungskonzeptes SCARC von grofier Bedeutung ist: Die zugrunde liegende Makrozerle-
gung weist eine minimale Uberlappung auf, das heiBt, die einzelnen Makros iiberlappen sich
entlang innerer Rénder mit genau einer Gitterlinie. Besitzt das Makro €2; eine Kante, die auf
dem echten (dufleren) Gebietsrand von € liegt, so werden in die Matrix A; die zugehérigen
Randbedingungen integriert. Entlang innerer Kanten besitzt A; nach Konstruktion jedoch
den vollen Wert von A, vergleiche Kapitel 2.2. Es werden dort weder Randbedingungen
gesetzt, noch entspricht A; einer Neumann-Matrix, die durch rein lokale Diskretisierung
auf Q; entstehen wiirde. Vielmehr korrespondiert A; zu einer fiktiven Dirichlet-Matrix A2
auf einem um eine Gitterschicht erweiterten Makro Q¢ mit § = h; dabei besitzt A? entlang
innerer Rénder Nullrandbedingungen, die jedoch aus der Matrix eliminiert wurden. Um
diesen Aspekt vollig klar zu machen: die Summe der lokalen Teilmatrizen ist nicht gleich
der globalen Matrix (im Gegensatz zur Summe der lokalen Neumann-Steifigkeitsmatrizen),

N
S RTAR # A.

=1

Dieser spezielle Konstruktionsprozel gewéhrleistet auch im Fall echt innerer Makros die
Definitheit der lokalen Probleme. Der genaue Wert von A; auf einem inneren Randpunkt
hingt von den Gréflen der umliegenden finiten Elemente ab. Diese Elemente liegen zum Teil
im eigenen Makro 2;, zum Teil in den benachbarten Makros (Kanten- oder Diagonalnach-
barn) und kénnen im Fall anisotroper Makrozerlegungen groflenmiflig stark differieren.
Ohne Kenntnis der unmittelbaren Nachbarn kann der zugehorige Matrixwert also nicht
bestimmt werden. Wie die Werte der lokalen Matrizen innerhalb einer komplexen Makro-
zerlegung auf inneren Rindern tatséchlich berechnet werden, ist an dieser Stelle noch ohne
Belang und wird im Rahmen unserer Programmbeschreibung in Kapitel A.4.4 detailliert
beschrieben.

Da wir uns in diesem Kapitel unabhéngig von der umliegenden Makrozerlegung nur mit
der Analyse von lokalen Losern innerhalb eines einzelnen Makros beschiftigen, gehen wir
nachfolgend von einem vereinfachten Konzept aus: Auf einem Makro €2; assemblieren wir
zundchst die iibliche lokale Neumann-Matrix. Entlang echt duflerer Kanten werden die
tatsdchlichen Randbedingungen eingetragen, entlang innerer Kanten werden die Werte aus
dem eigenen Makro heraus gespiegelt. Wir gehen quasi davon aus, dal das Gitter mit
gleicher Gitterweite iiber den inneren Makrorand hinaus weitergefiihrt wird und verdop-
peln die Neumann-Werte in echt inneren Kantenpunkten bzw. vervierfachen die Werte in
inneren Eckpunkten. Je nach Lage des Makros innerhalb einer gegebenen Makrotopolo-
gie muf} dabei unterschieden werden, ob es sich um ein echt inneres Makro mit insgesamt
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4 gespiegelten Makrordndern handelt oder ob eine, zwei oder drei Makrokanten auf dem
dufleren Gebietsrand zu liegen kommen, so dafl eine Mischung aus echten und gespiegel-
ten Randwerten vorliegt. Der weitaus haufigste Fall fiir realistische Geometrien mit grofler
Anzahl an Makros ist der erstere, den wir im folgenden explizit auffiihren werden.

Wir wollen uns nun der konkreten Formulierung diverser (punktweiser) Kandidaten von
(2.10) zuwenden, die sich jeweils auf ein einzelnes Makro €2; und den darauf definierten
Matrizen A; und B; sowie Vektoren x; und b; beziehen. Zur genauen Beschreibung benétigen
wir jedoch noch diverse Notationen: Ublicherweise liegt der Konstruktion einer Vorkondi-
tionierungsmatrix B; die natiirliche Aufspaltung der Matrix

in die untere Dreiecksmatriz L;, die Diagonale D; und die obere Dreiecksmatriz U; zu-
grunde. Dieser Zerlegungstyp wird im folgenden bei der Beschreibung der herkémmlichen
JACOBI-, GAUSS-SEIDEL- und ILU-Iterationen Verwendung finden.

Fiir die linienweisen Varianten, die TRI/ADI- und GSTRI/GSADI-Iterationen, bensti-
gen wir zusitzliche Bezeichnungen fiir die einzelnen Matrizbinder. Es wurde bereits erldu-
tert, dafl auf Makroebene verallgemeinerte Tensorprodukt-Gitter mit variabler Gitterweite
bzw. beliebigen Anisotropiegraden verwendet werden. Im Fall einer Diskretisierung durch
den 9-Punkte-Stern sind nur 9 Bidnder mit von Null verschiedenen Werten besetzt. Die
Bezeichnungen der einzelnen Bénder bestehen aus Kombinationen der Buchstaben "D’ (fiir
Diagonal), 'L’ (fiir Lower), *U’ (fiir Upper) und dem Uberstrich zur Kennzeichnung der
spaltenweisen Numerierung. Wir unterscheiden zwei Zerlegungstypen fiir die Matrix A;,
ndmlich fiir den Fall einer

o zeilenweisen Numerierung:
A= (Lf+L?+LY) + (DF+DP + DY) + (UL +UP +UY),

e spaltenweisen Numerierung:

A= (LF+LP +LV) + (DF + DP + DY) + (UF +UP + U?).

Abbildung 2.18 zeigt einen Ausschnitt aus der Matrixstruktur und lokalen Numerierung
der einzelnen Gitterknoten in beiden Fillen. Eine umfassende Darstellung und Analyse
aller diskutierten Vertreter fiir die Basisiteration (2.10) wurde von Wallis [84] bzw. Al-
tieri [3] vorgenommen. Dort wird die Effizienz und Robustheit der einzelnen Kandidaten
hinsichtlich sehr unterschiedlicher Anisotropieverhéltnisse auf Mikroebene (von isotrop bis
stark anisotrop) auf charakteristischen Gebietsformen (von achsenparallel bis verzerrt, von
isotrop bis stark anisotrop) untersucht. Die Prisentation der dort erzielten Resultate wiirde
den Rahmen dieser Arbeit sprengen. Wir beschrinken uns lediglich auf eine kurze tabel-
larische Beschreibung der einzelnen Kandidaten und die graphische Darstellung einiger
wesentlicher Konvergenzresultate, die wir bei Durchfiihrung eines lokalen MG-Verfahrens
mit jeweils 2 Vor- und Nachgléttungsschritten bis zu einer relativen Genauigkeit von 10~
erzielt haben.
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zeilenweise Numerierung

UL

LL Lo LU0 DL

spaltenweise Numerierung

i+m-1 itm itm+1

i-1 i i+l
i-m-1 i-m i-m-1
i-m-1 i+l itm+l
i-m i i+m
i-m-1 ikl itm-1

uo

UL

Abbildung 2.18: Bezeichnung der Matrixbénder fiir verschiedene Numerierungstypen
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Den im Anschlufl dargestellten Abbildungen 2.20 bis 2.24 liegen die folgenden Modellma-
kros zugrunde:

e MA 1: Einheitsquadrat,
e MA 2: gestauchtes Einheitsquadrat (Seitenlinge 0.01 in x-Richtung),

e MA 3: verzerrtes Einheitsquadrat (Lénge der linken Gebietskante 0.1),

vergleiche Abbildung 2.19. Fiir jedes der drei Modellmakros werden Gitterzerlegungen in
652,129 und 2572 Knoten betrachtet. Zus#tzlich unterscheiden wir jeweils drei verschiede-
ne Mikrozerlegungstypen, nimlich isotrop (‘MI1’), méBig anisotrop (‘MI2’) bzw. stark
anisotrop (‘MI3’) zum linken Rand hin unter Verwendung der Verfeinerungstripel aus
Kapitel 2.2. Die unten angegebenen Anisotropiedaten beziehen sich jeweils auf den Fall
der feinsten betrachteten Gitterauflosung von 2572 Knoten mit stark anisotroper Mikro-
zerlegung ‘MI13’.

MA1 MA2 MA3
%
AGy 1 AGy 100 AGy 10
Boin, | ~ 1.7(-7) Bonin | ~ 1.7(-9) Bonin | ~ 1.7(-7)
AG}, | ~ 23.000 AG}, | ~ 2.300.000 AGy | ~ 2.300
AV |~ 9 AV, | ~9 AV, | ~ 9

Abbildung 2.19: Modellmakros fiir die Konvergenzanalyse der Basisiteration mit Anisotro-
pieverhiltnissen bei stark anisotroper Mikrozerlegung, n = 2572
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Abbildung 2.20: Konvergenzraten eines lokalen MG-Verfahrens mit JACOBI-Glattung fiir

Dirichlet- und Spiegelrand



79

GAuss-SEIDEL/SOR-Vorkonditionierer:

Bgs,i = (D;+L)t,

Bsor,i =(Di+wL;)™, we(0,2)

Vorteile: e GAUSS-SEIDEL etwa um Faktor 2 schneller als JACOBI
e SOR fiir optimales w deutlich schneller als GAUSS-SEIDEL
e geringer Speicherbedarf (keine zusitzliche Matrix bzw. kein
Hilfsvektor notig)

Nachteile: e deutliche Konvergenzverschlechterung fiir kleiner werdendes h
und wachsenden Anisotropiegrad
e nicht invariant gegeniiber Umnumerierungsstrategien
e hoch-rekursiver Charakter

Erfahrungen: e gute Methode auf isotropen bis leicht anisotropen Gittern (AG, < 5),
ansonsten deutlich mehr Glattungsschritte erforderlich
e als Glitter fiir relative allgemeine Probleme geeignet
e hiufig w = 1 optimal
e Konvergenzraten fiir Spiegel-Rand auch im anisotropen Fall dhnlich
wie fiir Dirichlet-Rand

Reiner Dirichlet-Rand: Reiner Spiegel-Rand:
1 1
208 M o 08 [
© ©
N N
S 06 (=
QE,’ aé"O,B
D D
= =
§0,4 § 04
0,2 0,2
OTRIT M M3 T TMIT Mz M3 T TMIT M2 MI3 OTMIT M2 Mi3 MIT M2 MI3 M1 M2 MI3
MA 1 MA2 MA 3 MA 1 MA2 MA 3
Makro— und Mikrozerlegungstyp Makro— und Mikrozerlegungstyp

‘l 8512 W 12972  [[]25772 Divergenz ‘

Abbildung 2.21: Konvergenzraten eines lokalen MG-Verfahrens mit (GAUSS-SEIDEL-
Glattung fiir Dirichlet- und Spiegelrand
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ILU-Vorkonditionierer (mit Ddmpfung):

Brov,i=w(LU)™, A=LU+R;, w>0

Vorteile:

hervorragende Konvergenzraten
robustes Konvergenzverhalten auch fiir starke Anisotropien
anwendbar auf sehr allgemeine Matrizen

Nachteile: eine zusdtzliche Matrix zur Vorkonditionierung notig

nicht triviale, teure Aufbauphase (LU-Faktorisierung)

Rechen- und Speicherkosten héher als bei den anderen Methoden
optimaler Ddmpfungsparameter w a-priori kaum bestimmbar
Konvergenzrate stark von Numerierung abhingig

hoch-rekursiver Charakter

Erfahrungen:

bewidhrte Methode auch fiir komplizierte Geometrien
optimaler Wert fiir Ddmpfungsparameter: 0.8 < w < 1.0

e Konvergenzraten fiir Spiegel-Rand etwas schlechter als fiir
Dirichlet-Rand, dennoch im Bereich 0.1

Reiner Dirichlet-Rand: Reiner Spiegel-Rand:
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k=l
o

e
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e
=

o
]
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| ey

a

Mt M2 MI3 M1 MI2 MI3 M1 M2 MI3 U’MH M2 MI3 M1 MI2 MI3 M1 M2 MI3
MA 1 MA2 MA 3 MA 1 MA2 MA 3
Makro— und Mikrozerlegungstyp Makro— und Mikrozerlegungstyp

‘l 652 W 12942 []257~2 Divergenz ‘

Abbildung 2.22: Konvergenzraten eines lokalen MG-Verfahrens mit ILU-Glédttung fiir Di-
richlet- und Spiegelrand
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(Alternierender) linienweiser JACOBI-Vorkonditionierer (mit Ddmpfung):

w(Df + DP + DY)*

Brrn,i

Brrro,i W(DL D—iD+D—iU)_1

{ Brgp,i, falls k gerade

Bapr,i Brris,i, falls k ungerade

Vorteile: e sehr gute Konvergenzraten auf hoch-anisotropen Gittern

Nachteile: e optimaler Dampfungsparameter w a-priori kaum bestimmbar

ADI besser als TRI
optimaler Wert fiir Ddmpfungsparameter: 0.7 < w < 1.0
Konvergenzraten unter 0.1 im reinen Dirichlet-Fall

Konvergenzraten fiir Spiegel-Rand deutlich schlechter als fiir
Dirichlet-Rand

Erfahrungen:

Reiner Dirichlet-Rand: Reiner Spiegel-Rand:

=]

t
=]
t

e
=)

e
=)

e
=

e
=

Konvergenzrate
Konvergenzrate

=]

o
=]
o

a

Mt M2 MI3 MI1 M2 MI3 M1 M2 MI3 0+ M1 M2 MI3 M1 M2 M3 M1 M2 MI3
MA 1 MA2 MA 3 MA 1 MA2 MA 3
Makro— und Mikrozerlegungstyp Makro— und Mikrozerlegungstyp

‘l 652 W 12942 []257~2 Divergenz ‘

Abbildung 2.23: Konvergenzraten eines lokalen MG-Verfahrens mit ADI-Gléttung fiir Di-
richlet- und Spiegelrand
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(Alternierender) linienweiser GAUSS-SEIDEL-Vorkonditionierer (mit Dampfung):

Bgsrrn,i =w (Lf + LP + LY + D} + DP + DY) !
Bastriz,i W(LL L—iD+L_zU+D—iL+D—iD+D—iU)_1

B . Basrrn,i; falls k gerade
GSADI, i Bgsrriz,i, falls k ungerade

Vorteile: sehr gute Konvergenzraten vergleichbar zu ILU
Konvergenzraten fast immer unabhéngig vom Anisotropiegrad

sehr viel geringere Speicher- und Rechenkosten als ILU

Erfahrungen: e GSADI besser als GSTRI

e w = 1 immer optimal!

e exzellente Konvergenzraten fiir isotrope und anisotrope Gitter!
e kombiniert die Vorteile von GAUSs-SEIDEL und TRI/ADI

e in extrem anisotropen Fillen sogar besser als ILU

e Konvergenzraten fiir Spiegel-Rand etwas schlechter als fiir

Dirichlet-Rand, dennoch im Bereich 0.1

Reiner Dirichlet-Rand: Reiner Spiegel-Rand:
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Abbildung 2.24: Konvergenzraten eines lokalen MG-Verfahrens mit GSADI-Glattung fiir
Dirichlet- und Spiegelrand
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2.5 Kriterien zur Leistungsbewertung

Wir wollen nun diverse Kriterien beschreiben, die es ermdéglichen, die Leistung sequentieller
und paralleler Verfahren zu bewerten und miteinander zu vergleichen.

MFlop/s-Rate:

Der algorithmische Aufwand bzw. die Komplexitét eines Algorithmus bei der Losung eines
Problems zu einer festen Problemgrofle wird meist an der Anzahl von elementaren Ar-
beitseinheiten bemessen, die bei der Losung des Problems durchgefiihrt werden miissen.
Im Bereich der Numerik wird iiblicherweise eine FlieBpunkt- bzw. Floating-Point-Operation
(Flop) als eine solche elementare Einheit angesehen. Die rechnerische Leistung des Algo-
rithmus kann entsprechend mit Hilfe seiner Flop/s-Rate ausgedriickt werden. Diese gibt
an, wieviele Fliepunkt-Operationen pro Sekunde ausgefiihrt werden. Aufgrund der hohen
Leistungsfdhigkeit heutiger Rechnerarchitekturen wird heutzutage weitaus hiufiger der Be-
griff MFlop/s-Rate (10° Flop/s) bzw. sogar GFlop/s-Rate (10° Flop/s) verwendet.

Die Berechnung der MFlop/s-Rate eines kompletten Verfahrens gestaltet sich als ausgespro-
chen komplex. Alternativ wird daher auch hiufig die MFlop/s-Rate einzelner, relevanter
Verfahrenskomponenten betrachtet. Die Ermittlung bzw. Optimierung der MFlop/s-Raten
fiir SCARC bzw. seiner wesentlichen Komponenten ist nicht Gegenstand dieser Arbeit, son-
dern wird schwerpunktméiflig von Becker [9] behandelt. Daher méchten wir uns an dieser
Stelle darauf beschrinken, die prinzipielle Vorgehensweise zu erldutern und zwei kurze Bei-
spiele anzugeben: Wir gehen zun#chst von einem fiktiven Ideal-Algorithmus fiir die
betrachtete Komponente aus, der die geforderte Arbeit mit der minimal mdéglichen An-
zahl an Operationen erledigt. Diese Minimalitéit bezieht sich jedoch nicht darauf, ob der
Algorithmus mehr oder weniger geschickt implementiert ist. Sie ist vielmehr losgelst von
allen software- und hardware-technischen Betrachtungen bzw. Notwendigkeiten. Wir ori-
entieren uns stattdessen an einem fiktiven Nullkostenmodell, bei dem Speicherzugriffe
(etwa auf Vektor- oder Matrixelemente) ohne jeglichen Zeitaufwand vonstatten gehen und
auBerdem keine Indexrechnungen zu ihrer Adressierung erforderlich sind. Die Anzahl der
durchgefiihrten FlieSpunkt-Operationen wird einfach durch Abzéhlen innerhalb des Algo-
rithmus bestimmt. Dabei gehen wir auflerdem davon aus, daf§ alle FlieBpunkt-Operationen
in der gleichen Zeit ausgefiihrt werden kénnen.

Beispiel 1: Variable Linearkombination, y(i) = a(i)z(i) + y(7)

Die Anzahl der erforderlichen Fliepunkt-Operationen betriagt 2 x n, wobei n die Vek-
torldnge bezeichnet. Sei T'(n) die bendtigte Rechenzeit in Mikrosekunden in Abhéngigkeit
von n, dann ist die korrespondierende MFlop/s-Rate bestimmt durch:

2xXn
T(n) x 106
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Beispiel 2: Matriz-Vektor-Produkt, Ax

Betrachten wir die Diskretisierung des Poisson-Problems auf einem verallgemeinerten Ten-
sorprodukt-Gitter durch den 9-Punkte-Stern in 2D bzw. 27-Punkte-Stern in 3D. Sei n die
jeweilige Dimension der resultierenden Matrix, so ergeben sich Bandmatrizen mit 9 bzw.
27 Béndern, so dafl die zugehorigen MFlop/s-Raten einfach definiert sind durch:

18 x n 54 xn
————— in 2D ———— in 3D.
T(n)x106 777 Tlmyx100

Im Rahmen der FEAST-Indikatoren [80] wurden die MFlop/s-Raten fiir alle Kernbestand-
teile der SPARSE BANDEDBLAs-Bibliothek [79] definiert. Unsere spezielle Definition der
MFlop/s-Rate 148t detaillierte Riickschliisse auf die Qualitdt unterschiedlicher algorithmi-
scher Zugéinge bei der Losung eines gegebenen Problems zu. In der Praxis liegen natiirlich
nicht die oben angenommenen idealisierten Bedingungen vor. Unter Umstidnden werden die
im Instruktionssatz eines Prozessors verfiigbaren FlieBpunkt-Operationen mit véllig unter-
schiedlichen Geschwindigkeiten ausgefiihrt. So benétigen beispielsweise FlieSpunkt-Additi-
onen und -Multiplikationen meist deutlich weniger Taktzyklen als FlieSpunkt-Divisionen,
vergleiche Tabelle 2.9 in Kapitel 2.3. Es mufl aulerdem beachtet werden, daf spezielle Tei-
le eines Algorithmus die Méglichkeiten einer gegeben Rechnerarchitektur besser ausnutzen
als andere. Auf heutigen Rechnersystemen konnen Flieipunkt-Operationen im allgemei-
nen deutlich schneller ausgefiihrt werden als Speicheroperationen. Speicherzugriffe bzw.
zugehorige Index- und Adrefirechnungen flieen durch mehr oder weniger lange Ladezei-
ten, die die Gesamtausfiihrungszeit verléingern, indirekt in die MFlop/s-Rate ein. Unse-
re MFlop/s-Rate ist daher inbesondere ein Maf fiir die Verluste, die durch ineffiziente
Implementierungs- bzw. Speichertechniken entstehen.

In Kapitel 2.3 wurden beispielsweise die MFlop/s-Raten fiir das SPARSE -Matrix-Vektor-
Produkt im Fall verschiedener Numerierungstechniken (zeilenweise, 2-Level, stochastisch)
miteinander verglichen, sieche Tabelle 2.6. Alle Rechnungen bezogen sich auf die gleiche
Matrix in 3D, in allen Fillen war dieselbe Anzahl an Matrixelementen zu bearbeiten bzw.
speichern, namlich 27 xn. Wir haben lediglich die zugrundliegende Speichertechnik bzw. die
Reihenfolge der Berechnungen verdndert. Dennoch lagen véllig unterschiedliche MFlop/s-
Raten vor. Diese sind im wesentlichen Ausdruck davon, welch negativen Einflul haufige
Indizierungen und Speicherzugriffe bzw. eine nicht-optimale Cache-Ausnutzung ausiiben.
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Peak Performance:

Eine weitere wichtige Gréfle im Zusammenhang mit der Flieipunkt-Leistung ist die Hochst-
leistungrate, die sogenannte Peak Performance eines Rechners. Sie gibt die (theoretisch)
maximal mogliche Anzahl an FlieSpunkt-Operationen an, die pro Zeiteinheit (im allge-
meinen pro Sekunde) auf dem betrachteten Rechner ausgefiihrt werden kénnen. Der Ver-
gleich der MFlop/s-Rate eines Algorithmus mit dieser Hochstleistungsrate gibt Aufschluf3
dariiber, wie gut die potentielle Leistungsfdhigkeit des Rechners durch den betrachteten
Algorithmus bzw. den verwendeten Compiler ausgenutzt wird. Wie wir bereits in Kapitel
2.3 deutlich sehen konnten, sind die in der Praxis erzielten MFlop/s-Raten meist erheb-
lich niedriger als die vom Hersteller angegebene Rechner-Hé6chstleistung. Dies ist wiederum
Ausdruck teurer Speicherzugriffe bzw. aufwendiger Indexberechnungen sowie unzureichen-
der Ausnutzung von Vektorisierungsmoglichkeiten und des Cache. Im Rahmen diverser
Benchmark-Tests kommen im allgemeinen nur speziell angepafite, hoch-optimierte Algo-
rithmen in die Ndhe der Peak Performance (beispielsweise der Linpack-Benchmark [30]).

CPU-Zeit:

Fiir den Anwender besteht das wichtigste Mafl im allgemeinen in der CPU-Zeit, die
der betrachtete Rechner fiir die Losung der ihm iibertragenen Aufgabe benétigt. Dies ist
inbesondere auch die Zeit, fiir die im Rechenzentrum bezahlt werden mufl. Gegeben sei
also ein Problem zu einem festen Problemumfang, beispielsweise die Losung der Poisson-
Gleichung mit n Unbekannten. Was nun wirklich interessiert, sind die folgenden Fragen:

e Wieviel Zeit wird zur Losung des Problems bzw. zum Erreichen einer vorgegebenen
Genauigkeit konkret bendtigt? (Braucht man 1 Minute oder 1 Stunde?)

e Verhilt sich die CPU-Zeit proportional zur Problemgroe? (Braucht man zur Losung
des 10fach vergriflerten Problems die 10fache oder etwa die 100fache Zeit?)

e Ist die CPU-Zeit abhéingig von der speziellen Struktur des Problems? (Braucht man
auf der ASMQO-Topologie linger als auf einer achsenparallelen M x M -Topologie bei
gleicher Anzahl an Unbekannten?)

Dabei spielt im allgemeinen die MFlop/s-Rate des verwendeten Algorithmus eine unter-
geordnete Rolle. Was niitzt ein Verfahren mit einer hohen MFlop/s-Rate, wenn es auf-
grund schlechter Konvergenzeigenschaften dennoch viel lingere Rechenzeiten benétigt als
ein schnell konvergierendes Verfahren mit einer schlechten MFlop/s-Rate? Die Auswahl
geeigneter Verfahren orientiert sich vielmehr an ihren numerischen Qualitédten. Dennoch
sollte das favorisierte Verfahren auch im Hinblick auf seine MFlop/s-Rate optimiert werden,
um auf diesem Weg insgesamt einen hochstmoglichen Wirkungsgrad zu erzielen.
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Parallele Effizienz:

Ein gebrduchliches Mafl bei der Bewertung eines parallelen Algorithmus zur Losung ei-
nes Problems mit Problemgrofie n auf einem Parallelrechner mit P Prozessoren ist seine
parallele Effizienz,

Tpar(n, 1)

Epar (0, P) = 57 Tpur(n, P)

Sie gibt das Verhiltnis der Ausfithrungszeit T, (n, 1) des parallelen Algorithmus auf einen
Prozessor zu P-mal der Ausfiihrungszeit T}, (n, P) auf P Prozessoren an und dient als Maf§
fiir die Verlustzeiten (Kommunikations- und Synchronisationszeiten), die bei der parallelen
Ausfithrung auf P Prozessoren entstehen. Ein optimaler paralleler Algorithmus weist daher
eine parallele Effizienz von 100% auf, E,,.(n, P) = 1. Es kann sogar zu hoheren Werten
kommen, wenn aufgrund besserer Cache-Nutzbarkeit die Lésungen auf den Teilproblemen
mit hoherer Geschwindigkeit erfolgen konnen als die Losung des Gesamtproblems.

Wegen der begrenzten Speicherméglichkeiten auf einem einzelnen Prozessor ist die paral-
lele Effizienz fiir realistische, gro-dimensionale Probleme leider nur schwer zu bestimmen.
Probleme, die komplett auf einen einzigen Prozessor eines Parallelrechners passen, erfor-
dern in der Regel keine Parallelisierung. Da wir vorwiegend an der Losung sehr grofler,
komplexer Probleme interessiert sind, die die Speicherkapazititen eines Parallelrechners
vollig ausschopfen, kann alternativ die Rechenzeit auf einem Prozessor mit derjenigen fiir
ein P-fach vergroflertes Problem verglichen werden.

Numerische Effizienz:

Leider sagt die parallele Effizienz eines parallelen Algorithmus nichts {iber seine nume-
rische Qualitdt aus, sondern gibt lediglich Aufschlufl dariiber, wie gut der Algorithmus
parallelisiert wurde. Von Interesse ist daher auflerdem seine numerische Effizienz,

TP (n)
Enum = _sear 7
() Tpar(na )

Diese betrachtet das Verhiltnis der Ausfiihrungszeit Ts"e”;(n) des schnellsten, momentan
bekannten sequentiellen Algorithmus zur Ausfiihrungszeit Ty, (n,1) des parallelen Algo-
rithmus, jeweils ausgefiihrt auf einem Prozessor des Parallelrechners. Da parallele Algorith-
men im allgemeinen mehr Operationen benétigen als optimierte sequentielle Algorithmen,
ist diese Grofle als weiterer Bewertungsmafistab unerléfilich. Nur so kann vermieden wer-
den, daf} ein paralleler Algorithmus mit einer eventuell ineffizienten Implementierung seiner
arithmetischen Komponenten oder schlechter Konvergenzeigenschaften lediglich aufgrund
seiner hohen parallelen Effzienz als besonders gut eingestuft wird, obwohl sein tatsichlicher
Aufwand (etwa pro berechnete Unbekannte oder pro Zeitschritt) um ein Vielfaches hoher

ist als bei einem optimierten sequentiellen Algorithmus.
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Ein fairer Vergleich von sequentiellen und parallelen Verfahren ist jedoch ganz und garnicht
offensichtlich! In der Praxis ist es hdufig sehr schwierig, den tatséchlich ‘besten’ sequentiel-
len Algorithmus herauszufiltern, da er von vielen Faktoren abhéingen kann (Problemgréfe,
spezieller Hardware, Implementierungskonzept) und einer stéindigen Weiterentwicklung un-
terliegt. Stattdessen kann ein ‘guter’ sequentieller Algorithmus herangezogen werden.

Beim Vergleich von sequentiellen und parallelen Verfahren sollte man auflerdem nicht
von einer festen Problemgréfle, sondern vielmehr von einer festen Zeit ausgehen, die zur
Losung des Problems zur Verfiigung steht bzw. die Problemgréfie mit der Anzahl an Pro-
zessoren skalieren, sieche Gustafson [43]. Dies setzt allerdings voraus, dafi das sequentielle
Problem ganz auf einen einzigen Prozessor des Parallelrechners pafit, was fiir realistische
Problemgrofien wiederum nicht mehr zutrifft. Ansonsten ist die maximal erreichbare par-
allele Beschleunigung in sehr pessimistischer Weise gemafi dem Amdahl’schen Gesetz nach
oben beschriinkt, vergleiche Gustafson [44]. In vielen praktischen Anwendungen verringert
sich jedoch der sequentielle Anteil mit wachsender Problemgréfle betréichtlich bzw. der
Parallelititsgrad (maximale Anzahl gleichzeitig ausfithrbarer Operationen) wichst mit
der Problemgrofle. Je mehr Operationen iiberhaupt ausgefiihrt werden, desto mehr kann
auch parallel abgearbeitet werden. Hat man einen leistungsfihigeren Prozessor, so sollte
das Problem entsprechend erweitert werden (etwa durch eine hohere Gitterauflosung oder
mehr Zeitschritte). Anwender besitzen geniigend Moglichkeiten, ein Programm in einer
gewiinschten Zeit ablaufen zu lassen.

Totale Effizienz:

Die Kombination von paralleler und numerischer Effizienz ergibt schliefilich die totale
Effizienz des parallelen Algorithmus,

T (n)

Etot(nap) = Epar(nap) X Enum(n) = P x 15:3(1 (n P) )
par \Tt,

die sowohl software- und hardware-technische Kriterien (Giite der Parallelisierung in Ab-
héngigkeit von der Parallelrechner-Architektur) als auch numerische Kriterien (Konver-
genzeigenschaften) beriicksichtigt. Praktische Erfahrungen belegen, daf§ eine hohe totale
Effizienz nur durch die Parallelisierung solcher Algorithmen erzielt werden kann, die bereits
in ihrer sequentiellen Version gute Konvergenzeigenschaften besitzen:

Numerische Effizienz ist hoher zu bewerten als parallele Effizienz!

Trotz seiner hohen parallelen Effizienz ist beispielsweise das JACOBI-Verfahren bei der
parallelen Losung des Poisson-Problems deutlich langsamer als ein Mehrgitterverfahren,
das zwar eine wesentlich schlechtere parallele Effizienz besitzt, aber erheblich schneller
konvergiert.
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Die wesentlichen Ziele bei der Konstruktion eines parallelen Verfahrens bestehen nicht
unbedingt in einer hohen parallelen Effizienz, sondern vielmehr in

e ciner deutlichen Reduktion der Rechenzeit im Verhéltnis zur sequentiellen Lo-
sung des Problems,

e der Skalierbarkeit auf grofie Prozessoranzahlen und grofie Problemgréfien
ohne nennenswerten Effizienzverlust,

e der Vergréflerung der berechenbaren Probleme bzw. der Lésung solcher Pro-
bleme, die auf sequentiellen Systemen nicht mehr gelost werden kénnen.

Das bedeutet konkret, daf} fiir ein paralleles Verfahren eine parallele Effizienz von 50%
schon sehr zufriedenstellend sein kann, wenn gleichzeitig ein effizientes und robustes Kon-
vergenzverhalten vorliegt.

Die vorangehenden Betrachtungen haben gezeigt, dafl ein wesentlicher Ansatzpunkt bei
der Konstruktion eines geeigneten parallelen Verfahrens darin besteht, zunéchst von ei-
nem effizienten seriellen Verfahren auszugehen (schnelle Konvergenzraten), dann dessen
rein sequentielle Leistungsfihigkeit im Hinblick auf verbesserte Implementierungs- und
Speichertechniken zu optimieren (hohe MFlop/s-Raten), um das Resultat schliefilich in
moglichst effizienter Weise zu parallelisieren (hinreichend hohe parallele Effizienz). Diese
Vorgehensweise liegt dem Design von SCARC zugrunde.



Kapitel 3

Parallele Poisson-LoOser

Wir kommen nun zum zentralen Kapitel dieser Arbeit. Es befafit sich mit der Herlei-
tung effizienter und robuster Verfahren zur parallelen Losung elliptischer Gleichungen des
Poisson-Typs auf komplexen Geometrien mit besonderer Beriicksichtigung von groflen Git-
teranisotropien. Wir beginnen mit der Darstellung der SCHWARZ-CG- und BLOCK-MG-
Verfahren, deren Konvergenzverhalten auf der Basis der Makrotest-Modelltopologien aus
Kapitel 2.2 in systematischer Weise analysiert wird. Die sorgfiltige Abwagung ihrer Vor-
und Nachteile stellt anschlieend die Grundlage fiir die Konzeption und numerische Ana-
lyse unseres verallgemeinerten Gebietszerlegungs-/Mehrgitterkonzeptes SCARC dar.

3.1 Parallelisierte CG-Verfahren mit SCHWARZ-Vorkon-
ditionierern

3.1.1 Schwarz’sche Gebietszerlegungsverfahren

Bereits lange vor der Entwicklung moderner (Parallel-)Rechnerarchitekturen gab es kon-
zeptionelle Ansitze fiir parallele Losungsstrategien. Das ilteste bekannte Verfahren, das
sogenannte Schwarz’sche Alternierende Verfahren, wurde 1870 von H. A. Schwarz [69] ent-
wickelt zum Beweis der Existenz harmonischer Funktionen auf irregulidren Gebieten, die aus
der Zusammensetzung iiberlappender konvexer Teilgebiete bestehen. Es beruht darauf, aus-
gehend von einer Startnidherung alternierend das gegebene Problem jeweils eingeschrinkt
auf den einzelnen Teilgebieten zu l6sen, bis ein vorgegebenes Abbruchkriterium erfiillt ist.
Die Randwerte entlang der kiinstlichen inneren Ridnder werden aus bereits berechneten
Werten benachbarter Gebiete bestimmt. So konnte die Existenz der globalen Losung auf
die Existenz der lokalen Losungen zuriickgefiihrt werden. Deren Nachweis konnte (auf je-
dem einzelnen der konvexen Teilgebiete) wiederum mit Hilfe des Maximumprinzips erbracht
werden.

89
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Die variationelle Formulierung des Schwarz’schen Verfahrens, die 1936 durch S. L. Sobo-
lev [72] vorgenommen wurde, erméglichte eine Lockerung des klassischen Losungsbegriffes.
Durch die Verwendung von Variationsprinzipien konnte das Verfahren auch auf allgemei-
nere Problemklassen angewendet werden, fiir die kein Maximumprinzip gilt (beispielsweise
Probleme der linearen Elastizitit, siehe Smith [70]), insbesondere jedoch im Rahmen nume-
rischer Simulationen. In seiner urspriinglichen Fassung besitzt das Schwarz’sche Verfahren
einen sequentiellen, hoch-rekursiven Charakter und ist nicht fiir eine parallele Implemen-
tierung geeignet. 1988 entwickelte P. L. Lions [56] eine Interpretation des klassischen mul-
tiplikativen Schwarz’schen Verfahrens als Reihe von orthogonalen Projektionen und
motivierte damit die Entwicklung einer nicht-rekursiven Variante, siehe Dryja [36], Dry-
ja/Widlund [35, 37]. Dieses sogenannte additive Schwarz’sche Verfahren besitzt ein
hohes Maf} an inhédrenter Parallelitdt und ist im Zuge der Entwicklung immer leistungsfihi-
gerer Parallelrechner wieder stark in den Mittelpunkt des allgemeinen Interesses geriickt.

In der Zwischenzeit wurde eine Vielzahl an parallel ausfiihrbaren Varianten des klassischen
Schwarz’schen Verfahrens mit mehr oder weniger hohem Parallelititsgrad entwickelt. Einen
kompakten Uberblick vermitteln die Darstellungen von Smith/Bjgrstad/Gropp [71] bzw.
Chan [28]. Im Hinblick auf eine effiziente Parallelisierung haben insbesondere Vorkondi-
tionierungstechniken, die auf Gebietszerlegungsstrategien basieren, stark an Bedeutung
gewonnen. Das Schwarz’sche Verfahren bzw. seine Varianten werden dabei als Vorkon-
ditionierer im Rahmen einer datenparallelisierten Krylov-Raum-Methode angewandt. In
diesem Fall generiert die Lésung der Teilprobleme lediglich eine ndherungsweise Korrek-
tur des globalen Fehlers. Die Gebietszerlegung ist algebraisch motiviert und wird nur zur
beschleunigten Losung des umfassenden globalen Gleichungssystems eingesetzt. Selbst im
Fall nichtlinearer Probleme kénnen Schwarz’sche Verfahren als Vorkonditionierer innerhalb
einer nichtlinearen Krylov-Raum-Methode verwandt werden bzw. dienen als Vorkonditio-
nierer fiir die Losung von linearen Systemen, die aus der Verwendung der Newton’schen
Methode stammen, sieche Chan [28].

Bei der Konstruktion der Makrozerlegungen unterscheidet man zwei Zugéinge:

e dberlappend: Das Originalgebiet wird in (mehr oder weniger stark) iiberlappende
Teilgebiete unterteilt. Eine alternierende Schwarz-Prozedur oder Variante wird bis
zur Konvergenz wiederholt, siehe beispielsweise Lions [56] oder Cai [23]. Im addi-
tiven Fall erfolgen alle Teilgebietslosungen parallel, im multiplikativen Fall kénnen
durch Mehrfarben-Kolorierung zumindest mehrere Teilprobleme parallel gelost wer-
den. Ebenso sind gewichtete Mittelwerte zwischen alten und neuen Iterierten moglich.
Wie wir spéter noch ausfiihrlich demonstrieren werden, hingt die Konvergenz des re-
sultierenden Verfahrens wesentlich von der Breite der gegenseitigen Uberlappung und
der Anzahl der Teilgebiete ab. Diese Abhédngigkeit kann durch die Hinzunahme einer
Grobgitterkorrektur deutlich gemildert bzw. beseitigt werden.
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e nichi-iiberlappend: Dieser Zugang unterteilt das Gebiet in nicht-iiberlappende Teilge-
biete mit niederdimensionalen Kopplungs-Réndern (Interfaces). Das Originalproblem
wird reduziert auf ein dquivalentes Schurkomplement-Problem, das iiblicherweise ite-
rativ gelost wird. Jede Iteration involviert die lokale Losung der einzelnen Teilpro-
bleme, siehe beispielsweise Bramble/Pasciak/Schatz [17, 19, 20], Bjgrstad/Widlund
[13], Haase/Langer [45]. Einerseits ist die Kondition der Schurkomplementmatrix mit
O(h™") im allgemeinen deutlich besser als diejenige der Ausgangsmatrix. Anderer-
seits bringt ihre Anwendung einen sehr viel hoheren Aufwand mit sich, so da8 bei
diesem Zugang die Konstruktion geeigneter Vorkonditionierer von grofiter Bedeutung
ist. Ein bekannter Vertreter ist beispielsweise der BPS-Vorkonditionierer von Bram-
ble/Pasciak/Schatz [19, 20]. Zur Verbesserung des Konvergenzverhaltens sollte auch
hier ein Grobgitterproblem integriert werden.

Es stellt sich die Frage, welcher der beiden Zugénge bevorzugt werden sollte, vergleiche da-
zu insbesondere Bjgrstad/Widlund [14]. Die Antwort auf diese Frage ist problemabhéngig
und kann wohl nicht pauschal gegeben werden. Uberlappende Methoden fithren durch
wiederholtes Losen entlang der Uberlappungsbereiche zu einem nicht unerheblichen Mehr-
aufwand. Dies wirkt sich umso schwerwiegender aus, als die Konvergenzrate (speziell bei
Methoden ohne Grobgitterkorrektur) mit kleiner werdender Uberlappungsbreite iiblicher-
weise stark anwichst. Nicht-iiberlappende Methoden kommen ohne diesen Mehraufwand
aus. Andererseits sind iiberlappende Methoden im allgemeinen robuster, einfacher zu be-
schreiben und auf allgemeinere Problemklassen anwendbar, vergleiche Chan [28]. Da wir
vor allem an der Behandlung komplizierter Geometrien mit starken Anisotropien interes-
siert sind, werden wir uns im weiteren Verlauf auf die numerische Analyse verschiedener
iiberlappender Varianten beschrinken.

In den letzten Jahren hat es sich herauskristallisiert, dafl viele der heutigen nicht-iiberlap-
penden Gebietszerlegungsverfahren als Verallgemeinerungen des klassischen iiberlappenden
Schwarz’schen Verfahrens betrachtet werden konnen, da eine fundamentale Relation zwi-
schen beiden besteht: Unter gewissen Umsténden existiert zu einer iiberlappenden Methode
eine dquivalente nicht-iiberlappende Methode mit einem speziellen Interface-Vorkonditio-
nierer. Dabei wird der Effekt des Vorkonditionierers implizit durch Extra-Operationen auf
den Uberlappungsbereichen simuliert, siehe Chan [27].

Schwarz’sche Vorkonditionierungsstrategien sind jedoch nicht nur vor dem Hintergrund
ihrer parallelen Ausfiihrbarkeit von Interesse, sie konnen bereits im rein sequentiellen Fall
das Konvergenzverhalten einer Krylov-Raum-Methode verbessern: Die lokale Anwendung
eines gegebenen Vorkonditionierers auf die einzelnen Teilgebiete kann (durch Reduktion
der Gesamtkomplexitit) zu einem besseren seriellen Algorithmus fiihren als die Anwendung
desselben Vorkonditionierers auf das globale Problem.
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Ausfiihrliche theoretische Darstellungen bzw. Konvergenzresultate fiir den elliptischen Fall
(auch in 3D) sind insbesondere unter P. L. Lions [56], Dryja/Smith/Widlund [33], Dry-
ja/Widlund [36, 35, 37, 38, 34], Gropp/Keyes [42, 54], Bramble/Pasciak/Wang/Xu [21],
Bjgrstad [12] sowie Smith/Bjgrstad/Gropp [71] und Chan [28] zu finden. Das Schwarz’sche
Verfahren konnte auch erfolgreich auf nicht-symmetrische, indefinite bzw. parabolische Pro-
bleme {ibertragen werden, siehe beispielsweise Cai [24, 25|, Cai/Widlund [26], Dryja [32]
und Widlund [86].

3.1.2 Definition von SCHWARZ-Vorkonditionierern

Wir wollen uns im folgenden einer algorithmischen Darstellung von sechs iiberlappenden
ScHWARZ- Vorkonditionierern zuwenden, deren Konvergenzverhalten im Anschlufl auf nu-
merischem Wege ausfiihrlich untersucht wird. Neben der {iblichen Analyse der Abhéngigkei-
ten von der Mikro- und Makrogitterweite bzw. der Uberlappungsbreite steht die Abhéingig-
keit von den Anisotropieverhéltnissen im Mittelpunkt unserer Betrachtungen. Die nach-
folgenden Darstellungen sind rein algebraisch motiviert. Ausfiihrliche theoretische Konver-
genzresultate sind unter den oben genannten Literaturverweisen zu finden. Die dortigen
Konvergenzaussagen basieren wesentlich auf geeigneten Abschitzungen der zugehorigen
Konditionszahl unter Verwendung der fundamentalen Eigenschaft Schwarz’scher Verfah-
ren, dafl sich das vorkonditionierte System als Summe bzw. Produkt von orthogonalen
Projektionen beschreiben l48t.

Alle dargestellten SCHWARZ-Varianten konnen als Schwarz’sche Basisiteration
" = 2F + Bg (b — Az¥), (3.1)

zur Losung des in Kapitel 2.1 definierten Gleichungssystems Ax = b interpretiert werden.
Bei der Matrix Bg handelt es sich um eine Vorkonditionierungsmatrix, die auf den genann-
ten Schwarz’schen Gebietszerlegungstechniken basiert, und je nach verwendeter Variante
mehr oder weniger komplex strukturiert ist. Fiir ausfiihrliche Informationen zum Thema
Basisiteration verweisen wir auf Kapitel 2.4.

Um die Konvergenz der Schwarz’schen Basisiteration (3.1) zu beschleunigen, kann eine
Krylov-Raum-Methode herangezogen werden. Dabei ist vor allem das CG-Verfahren von
Interesse, da es sich als effektives Verfahren fiir symmetrisch positiv-definite Probleme
erwiesen hat und nur Speicherplatz fiir einige Hilfsvektoren erfordert. Ein mit Bg vorkondi-
tioniertes CG-Verfahren fiir Ax = b lautet wie folgt:
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CG-Verfahren mit Vorkonditionierung durch Bg:

Sei eine Niherungslosung z° gegeben. Dann lése das vorkonditionierte System

wie folgt:

e Initialisierung:

e k>0

BgAx = Bgsb

70 Az® — b,

v Bg r°,

d® —0

xhtl zF + oy dF |

o = (R Ad),
rk+l r* + oy AdF,
o Bg &+

g+ _ o+l 4 Bk
B, (PR, R ) /(K o)
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Abgesehen vom Vorkonditionierungsschritt handelt es sich um ein rein datenparalleles CG-
Verfahren: alle (in verteilter Weise berechneten) Matrix-Vektor-Produkte, Linearkombi-
nationen und Skalarprodukte liefern dieselben Resultate wie bei einer rein sequentiellen
Ausfithrung auf einem einzigen Prozessor. Die Parallelisierung versteckt sich in den einzel-
nen Matrix-Vektor-Produkten (unter Verwendung lokaler Kommunikation), sowie den Ska-
larprodukten (unter Verwendung globaler Kommunikation) und natiirlich der SCHWARZ-
Vorkonditionierung. Darauf werden wir im Rahmen unserer Programmbeschreibung in Ka-
pitel A.4 noch einmal detailliert zuriickkommen.

Nach Golub/van Loan [41] existiert eine obere Schranke fiir die Anzahl an benétigten Ite-
rationsschritten, die proportional zur Quadratwurzel aus der Konditionszahl x(Bg A) des
vorkonditionierten Systems ist; daher sollte x(Bg A) moglichst klein sein. Andererseits soll-
te jedoch auch der mit Bg verbundene Aufwand in einem vertretbaren Rahmen bleiben.
Eine kleine Konditionszahl fiithrt nicht notwendigerweise zu einer niedrigen Rechenzeit.
Es muf} also wiederum ein Kompromifl zwischen diesen beiden zumeist widerspriichlichen
Bedingungen gefunden werden. Das ultimative Ziel besteht in der Konstruktion eines opti-
malen Vorkonditionierers mit einer Konvergenzrate unabhéngig von der Mikrogitterweite
h, der Makrogitterweite H (bzw. der Anzahl der Teilgebiete N) und moglichst auch den
vorliegenden Anisotropieverhiltnissen.

Fiir die Anwendbarkeit des CG-Verfahrens ist die Symmetrie der Vorkonditionierungsma-
trix Bg erforderlich, was leider nicht fiir alle SCHWARZ-Varianten zutrifft. Im Fall einer
unsymmetrischen Matrix Bg miifite demnach eine Krylov-Raum-Methode fiir unsymme-
trische Probleme verwendet werden (beispielsweise GMRES, BiICGSTAB). Diese Methoden
bringen jedoch einen deutlich grofieren Aufwand mit sich (héherer Speicherbedarf, mehr in-
nere Produkte oder zwei Matrix-Vektor-Produkte pro Iteration) und sind im allgemeinen
weniger robust, vergleiche Dongarra/Duff/Sorensen/van der Vorst [31]. Alternativ kann
auch eine Symmetrisierung der Schwarz’schen Basisiteration (3.1) vorgenommen werden
durch

.’,Ck+1/2 _ fEk + BS (b—A./L'k),
.’Ek+1 — $k+1/2+ Bg (b—A$k+1/2),

wobei BE die zu Bg transponierte Matrix bezeichnet. Durch Elimination der Zwischenite-
rierten ergibt sich dann die symmetrisierte Basisiteration,

" = 2% + Bg (b — Az"),
mit zugehoriger symmetrischer Vorkonditionierungsmatrix
Bs = BL + Bs — BLABg = [I — (I — BYA)(I — BsA)]A™L.

Das CG-Verfahren kann nun auf BSA T = BS b angewendet werden. Wie wir spéter sehen
werden, bringt eine solche Symmetrisierung jedoch einen nicht unerheblichen Mehraufwand
pro Vorkonditionierungsschritt mit sich, so dal zwar die Konvergenzraten der multiplika-
tiven Varianten iiblicherweise deutlich besser sind als diejenigen der additiven Varianten,
die zugehorigen Rechenzeiten unter Umsténden trotzdem hoéher ausfallen.
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Die Darstellung der folgenden SCHWARZ-Varianten basiert auf der in Kapitel 2.2.1 ein-

gefiihrten Zerlegung des Gesamtgebietes ) in iiberlappende Teilgebiete Q2,7 =1,..., N,

zur Uberlappungsbreite 6 = A - h bzw. den dort definierten lokalen Teilmatrizen,

A =RART, i=1,...,N,

mit korrespondierenden Restriktionsmatrizen R? und Prolongationsmatrizen R? ” . Die Ma-
trix A? entspricht somit dem Anteil der globalen Matrix A, der zum iiberlappenden Teil-
gebiet Q! gehort, wobei entlang innerer Rinder Nullrandbedingungen gesetzt werden. Die
Eigenschaften der globalen Matrix A (Symmetrie, Positiv-Definitheit) iibertragen sich au-
tomatisch auf die Matrizen A?. Zur Vereinfachung der Notation fiihren wir schlieflich noch
die folgenden Matrizen ein

B =R7T(A) 'R, i=1,...,N. (3.2)

Die Matrix B? restringiert einen Vektor auf ein Teilgebiet, 16st das zugehérige Teilgebiets-
problem zur Matrix A? mit dem restringierten Vektor als rechter Seite und prolongiert

das Ergebnis auf die globale Ebene zuriick. Wohlbemerkt, die Matrizen R?, RfT und B

7
werden in der Praxis nie tatsdchlich aufgebaut. Sie sind durch ihre Aktion definiert und

dienen lediglich zur vereinfachten Darstellung der folgenden SCHWARZ-Varianten.

Wir kommen nun zur Prisentation der sechs verschiedenen SCHWARZ-Vorkonditionierer,
die jeweils durch das nachfolgend angegebene Namens-Kiirzel bezeichnet werden:

e additiver 1-LEVEL-SCHWARZ-Vorkonditionierer (AS1),
e multiplikativer 1-LEVEL-SCHWARZ-Vorkonditionierer (MS1),
e additiver 2-LEVEL-SCHWARZ-Vorkonditionierer (AS2),
e multiplikativer 2- LEVEL-SCHWARZ-Vorkonditionierer (MS2),

e HYBRID I-SCHWARZ-Vorkonditionierer (HYB1),

e HyYBRID II-ScHWARZ-Vorkonditionierer (HYB2).

Entsprechend bezeichnet beispielsweise B,g, die additive 1-LEVEL-SCHWARZ Vorkondi-
tionierungsmatrix bzw. AS1-CG das CG-Verfahren mit Vorkonditionierung durch Bag.
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1-LEVEL-SCHWARZ-Vorkonditionierer

Wir beginnen mit den einfachsten Kandidaten, den nur auf feinstem Gitterlevel definierten
1-LEVEL-Varianten. Diese illustrieren in anschaulicher Weise zwei unterschiedliche Kon-
struktionsprinzipien, die der Vorkonditionierungsmatrix By iiblicherweise zugrunde liegen.

1. Additiver Fall:

Sei 2° € R" gegeben und z* bereits berechnet. Die additive 1-LEVEL-SCHWARZ-Iteration
definiert die neue Iterierte z*¥*! gemif

N
gt =2k + > BY (b— Az").
=1

Diese Iteration ist nicht notwendigerweise konvergent, daher wird sie in der Praxis wie
oben beschrieben als Vorkonditionierer innerhalb einer Krylov-Raum-Methode eingesetzt.

Additiver 1-LEVEL-SCHWARZ-Vorkonditionierer:

Der additive 1-LEVEL-SCHWARZ-Vorkonditionierer B,gq; ist definiert durch
N
Basi =), B!
i=1

Seine Anwendung v = Byg; r ist definiert durch die folgenden Teilschritte:

N
U(—ZB(?T‘.

1
i=1

Die Matrix B4g; ist ebenso wie A symmetrisch und positiv definit, so daf} ein Standard-
CG-Verfahren verwendet werden kann. Die Vorkonditionierung durch Bag; erfordert in
jedem Schritt die Losung lokaler Poisson-Probleme auf den einzelnen iiberlappenden Teil-
gebieten. Diese sind vollig unabhéingig voneinander und koénnen (etwa mit Hilfe lokaler
SSOR-CG-Verfahren) parallel gelost werden. Nach Abschlufl der lokalen Berechnungen
miissen alle Werte auf den Uberlappungsbereichen untereinander ausgetauscht und auf-
addiert werden, vergleiche die Programmbeschreibung in Kapitel A.2. Dazu ist lediglich
lokale Kommunikation erforderlich, und dies nur einmal pro globaler CG-Iteration.
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Der additive 1-LEVEL-SCHWARZ-Vorkonditionierer kann als Erweiterung des BLOCK-JA-
coBI-Vorkonditionierers betrachtet werden. Dabei stellt BLOCK-JACOBI sozusagen eine
Null-Uberlappform (§ = 0) des additiven 1-LEVEL-SCHWARZ dar. Die Hinzunahme einer
Uberlappung bewirkt eine Verbesserung der Konvergenzrate des urspriinglichen BLOCK-
JACOBI bei gleichzeitiger Erh6hung der arithmetischen Kosten pro Iteration. Die Bezei-
chung additiv bezieht sich auf die additive Zusammensetzung des zugehorigen Fehlerfort-
pflanzungsoperators

N
Fasi=1-> BlA.
i=1
Es liegt offensichtlich ein hohes, grobkérniges Mafl an Parallelitdt vor. Daher ist diese

Variante fiir eine parallele Ausfiihrung sehr geeignet, insbesondere auf Parallelrechnern
mit einer moderaten Anzahl an leistungsfihigen Prozessoren.

2. Multiplikativer Fall:

Sei 2° € R™ gegeben und z* bereits berechnet. Die multiplikative 1-LEVEL-SCHWARZ-
Iteration definiert die neue Iterierte z**! gem#B

ghHiN — phtD/N Bf (b— A:UH(FI)/N) , 1=1,.

P

N.

Durch Elimination aller Zwischeniterierten 148t sich die zugehérige Vorkonditionierungsmatrix
in kompakter Form darstellen.

Multiplikativer 1-LEVEL-SCHWARZ-Vorkonditionierer:

Der multiplikative 1-LEVEL-SCHWARZ-Vorkonditionierer Bj,g; ist definiert durch
Busi=[I— (I —ByA)...(I - BSA)A .
Seine Anwendung v = Bysg1 r ist definiert durch die folgenden Teilschritte:

v B‘fr,
v U-i-B;-S(T—AU), j=2,...,N.

Jede Anwendung des Vorkonditionierers B);s; ist eine Iteration des klassischen alternie-
renden Schwarz mit Null-Anfangswert. Die einzelnen Teilgebietsprobleme werden rein se-
quentiell nacheinander ausgefiihrt. Nach Abschluf jeder einzelnen Teilgebietslosung wird
die lokal ermittelte Korrektur sofort auf den globalen Vektor v aufaddiert. Dies erfordert
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wiederum den Austausch des kompletten Uberlappungsbereiches zwischen dem betreffen-
den Teilgebiet und seinen unmittelbar iiberlappten Nachbarn. Im Gegensatz zur additiven
Variante verwenden die einzelnen Teilgebiete daher nicht nur alte Werte der vorangehenden
(4uBBeren) CG-Iteration, sondern greifen bereits auf die jeweils aktuellsten Werte benach-
barter Teilgebiete zuriick. Der multiplikative 1-LEVEL-SCHWARZ-Vorkonditionierer kann
daher als direkte Erweiterung des BLOCK-GAUSS-SEIDEL-Vorkonditionierers betrachtet
werden. Die Bezeichnug multiplikativ ist motiviert durch die Produkt-Gestalt des Feh-
lerfortpflanzungsoperators

Fuysi=I—=BYA)...(I-BA).

Die obige Definition von Bjss; enthilt aus rein formalen Griinden den Term A~!, was
natiirlich in der Praxis nicht so implementiert wird. Stattdessen werden die angegebenen
Teilschritte verwendet.

Leider ist die Matrix Bjsg¢1 nicht symmetrisch, so dal zur Lésung des resultierenden Sy-
stems beispielsweise das GMRES-Verfahren verwendet werden miifite. By;s1 kann jedoch in
bereits beschriebener Weise durch Verdopplung der Teilschritte in umgekehrter Reihenfol-
ge symmetrisiert werden. Die zugehorige symmetrisierte Vorkonditionierungsmatrix Bust
lautet dann

Bysi=[I—(I—BlA)...(I-BYA)(I - BYA)...(I - B A)A™".

Die Notwendigkeit, alle Teilgebietsprobleme pro iibergreifender CG-Iteration gleich zwei-
mal 16sen zu miissen, stellt einen enormen Mehraufwand dar, insbesondere vor dem Hinter-
grund, daf} die einzelnen Losungen nur nacheinander erfolgen kénnen. Diesen Sachverhalt
werden wir im weiteren Verlauf durch diverse Zeitmessungen noch niher analysieren.

Obwohl der multiplikative 1-LEVEL-SCHWARZ-Vorkonditionierer Byss; (bzw. seine sym-
metrisierte Version BMSl) offensichtlich nur lokale Kommunikation benétigt, ist er auf-
grund seines hoch-rekursiven Charakters fiir eine parallele Ausfiihrung nicht geeignet.
Durch Mehrfarben-Kolorierung der einzelnen Teilgebiete kann jedoch ein hohes Mafl an
Parallelitét eingefiithrt werden, siehe Smith/Bjgrstad/Gropp [71]. Dazu werden mdoglichst
viele disjunkte Teilgebiete zu jeweils einer Farbe C'olor; zusammengefafit. Sei ¢ die Anzahl
der verwendeten Farben, dann lautet die zugehorige multiplikative Mehrfarben-Iteration

ghtile = gh+(i-1/a 4 > B;s (b— Azk+@ENlay - =1 .. q.
j€Color;

Die lokalen Berechnungen kénnen dann fiir alle Teilgebiete einer Farbe gleichzeitig durch-
gefiihrt werden. Fiir einfach strukturierte Makrogitter (Rechteckgitter) kommt man in der
Regel mit nur vier Farben aus.
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Es ist klar, dafl bei dieser Vorgehensweise immer noch eine gewisse Anzahl an sequentiel-
len Schritten durchgefiihrt werden muf}, die genau der Anzahl der Farben entspricht. Das
kann die Effizienz des Algorithmus reduzieren. Es ist daher sinnvoll, eine méglichst geringe
Anzahl an Farben zu verwenden. Ein guter Ausweg besteht im allgemeinen darin, mehr
Teilgebiete als Prozessoren zu verwenden und jedem Prozessor mindestens ein Teilgebiet
jeder Farbe zuzuweisen. Dies setzt natiirlich eine entsprechende lokale Speichergréfie vor-
aus. Die Konvergenzrate der kolorierten Variante héngt invers von der Anzahl der Farben
ab, sieche Cai/Widlund [26]. Die Anordnung der Farben kann die Konvergenzrate negativ
beeinflussen (wie beim klassischen PUNKT-(GAUSS-SEIDEL), so daf§ zwischen verbesserter
Parallelitdt und eventuell langsamerer Konvergenz abgewogen werden muf.

Die Wahl zwischen additiv und multiplikativ hingt von mehreren Faktoren ab. Zum einen
spielt sicherlich die Relation zwischen der betrachteten Problemgréfie und der vorhandenen
Rechnerkapazitit eine Rolle. Zum anderen sind die Symmetrieeigenschaften des betrach-
teten Problems von Bedeutung. Ist das Problem symmetrisch, so erscheint zunéchst die
Verwendung einer additiven Methode als sinnvoller, da die Symmetrisierung einer multpli-
kativen Methode aufgrund des zweimaligen Durchlaufens aller (kolorierten) Teilgebiete zu
einem erheblichen Mehraufwand fiihrt. Das schlechtere Konvergenzverhalten der additiven
Methode wird im Hinblick auf die Gesamtrechenzeit unter Umsténden durch den geringe-
ren Rechenaufwand wieder wettgemacht. Dies muf} allerdings auf numerischen Weg néher
analysiert werden. Auflerdem gestaltet sich die Implementierung einer additiven Methode
als deutlich weniger aufwendig als diejenige einer multiplikativen Methode.

Wie wir im Rahmen unserer numerischen Analyse noch sehen werden, weisen die beiden
dargestellten 1-LEVEL-Varianten aufgrund ihres strikt lokalen Charakters eine deutliche
Abhéngigkeit von der Anzahl an Teilgebieten auf. Ebenso bestehen Abhingigkeiten von
der Mikrogitterweite, der Uberlappungsbreite und insbesondere den Anisotropieverhiltnis-
sen der betrachteten Zerlegungen (auch wenn sich die Verfahren grundsitzlich als stabil
erweisen).
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2-LEVEL-SCHWARZ-Vorkonditionierer

Um Konvergenzresultate zu erhalten, die mehr oder weniger unabhingig sind von der
Anzahl an Teilgebieten (Beseitigung der H-Abhéingigkeit), ist ein Mechanismus zum iiber-
greifenden Informationsaustausch notig. Zu diesem Zweck kann ein Grobgitterraum im
Rahmen der Vorkonditionierung hinzugefiigt werden. So wird der Informationsflufl zwi-
schen entfernt liegenden Teilgebieten gewéhrleistet und die Reduktion der Konvergenzrate
fiir wachsendes N gemildert bzw. unter Umsténden sogar verhindert. Die Feingitterpro-
bleme innerhalb der einzelnen Teilgebiete sind fiir die Auflésung lokaler Effekte zustindig,
wahrend das Grobgitterproblem die globale Kopplung vornimmt. Folglich werden sowohl
kurz- als auch langwellige Effekte aufgefangen.

Wir wollen im folgenden vier verschiedene 2-LEVEL-SCHWARZ-Vorkonditionierer angeben.
Dazu gehen wir von einer Aufspaltung der Vorkonditionierung in einen Grobgitteranteil
Bg"s¢ und einen Feingitteranteil BL{™¢ aus, wobei wir unterscheiden in

e den additiven Fall:

$k+1 — ﬂ?k + (Bgoarse + Bgine) (b _ Axk) ’

e den multiplikativen Fall:

$k+1/2 — .’IJk + Bgoarse (b _ ACL‘k),
$k+1 — .’L‘k+1/2 _’_Béine (b—A$k+1/2),

(der multiplikative Fall eventuell in umgekehrter Reihenfolge). Zusétzlich wird der Fein-
gitteranteil B{™ wie bereits bei den 1-LEVEL-Varianten in additiver oder multiplikativer
Weise zerlegt. Auf diesem Weg entstehen insgesamt vier verschiedene 2-LEVEL-Varianten
(je eine rein additive bzw. rein multiplikative Variante bzw. zwei Hybrid-Varianten).

Sei im folgenden RY die Matrixrepriisentation einer linearen Interpolation vom groben auf
das feine Gitter, wihrend R, als Restriktion fiir die umgekehrte Reihenfolge zusténdig ist.

Dann ist durch
AO = R() A Rg

die zugehorige Grobgittermatrix A, definiert. Die Grobgittermatrix BZ**¢ wollen wir im
folgenden kurz mit By bezeichnen. Sie ist analog zu den Feingittermatrizen B¢ definiert als

By = Rj A;' Ry .



101

a) Rein additiver Fall (additiv im Feingitter, additiv im Grobgitter):

Additiver 2-LEVEL-SCHWARZ-Vorkonditionierer:

Der additive 2-LEVEL-SCHWARZ-Vorkonditionierer B4go ist definiert durch:
N
Basa =) B!.
i=0

Seine Anwendung v = Bygo 7 ist definiert durch die folgenden Teilschritte:

Das Grobgitterproblem wird in additiver Weise zur additiven 1-LEVEL-Variante hinzu-
gefiigt, so daf} ein durchweg additiver Vorkonditionierer resultiert. Alle lokalen Teilpro-
bleme und das Grobgitterproblem kénnen parallel gelost werden. Von allen betrachteten
2-LEVEL-Varianten besitzt AS2-CG die hochste parallele Effizienz, gleichzeitig jedoch die
niedrigste numerische Effizienz.

b) Rein multiplikativer Fall (multiplikativ im Feingitter, multiplikativ im Grobgitter):

Multiplikativer 2-LEVEL-SCHWARZ-Vorkonditionierer:

Der multiplikative 2-LEVEL-SCHWARZ-Vorkonditionierer Bj;go ist definiert durch:
Busa=[I — (I — ByA)...(I — BA)(I — ByA)|A L.
Seine Anwendung v = Bjgo 1 ist definiert durch die folgenden Teilschritte:

v +— Byr,
v v—i—B}s(r—Av), j=1,...,N.

Das Grobgitterproblem wird in multiplikativer Weise zur multiplikativen 1-LEVEL-Vari-
ante hinzugefiigt, so dafl ein durchweg multiplikativer Vorkonditionierer resultiert. Die
Losungen des Grobgitterproblems bzw. der einzelnen Teilprobleme erfolgen nacheinan-
der. Die lokalen Feingitterprobleme kénnen wiederum in kolorierter Weise gelost werden.
Dabei mildert das Grobgitterproblem den Einflufl der Reihenfolge (beziiglich der Farb-
verteilung) deutlich ab. Analog zum 1-LEVEL-Fall ist eine Symmetrisierung méglich. Von
allen betrachteten 2-LEVEL-Varianten besitzt MS2-CG die héchste numerische Effizienz,
gleichzeitig jedoch die niedrigste parallele Effizienz.
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¢) Erster Hybrid-Fall (multiplikativ im Feingitter, additiv im Grobgitter):

HyBRID I-SCcHWARZ-Vorkonditionierer:

Der HYBRID I-SCHWARZ-Vorkonditionierer By g1 ist definiert durch:
Buypi =By +[I — (I —BYA)...(I-BA)JA™".
Seine Anwendung v = Bpyyp; r ist definiert durch die folgenden Teilschritte:

v < Blr,
v v—f-B}s(r—Av), j=2,...,N,

v — Bgr+w.

Das Grobgitterproblem wird in additiver Weise zur multiplikativen 1-LEVEL-Variante hin-
zugefiigt. Die Losung des Grobgitterproblems kann folglich parallel zur (sequentiellen bzw.
kolorierten) Losung der Teilschritte erfolgen. Dies erhoht die parallele Effizienz gegeniiber
dem rein multiplikativen 2-LEVEL-SCHWARZ, veringert jedoch die numerische Effizienz.
Dennoch handelt es sich numerisch betrachtet um den zweitbesten Zugang. Der HYBRID I-
SCHWARZ wurde eingefiihrt von Cai [23]. Eine Symmetrisierung ist méglich.

d) Zweiter Hybrid-Fall (additiv im Feingitter, multiplikativ im Grobgitter):

HvyBRID [I-ScHWARZ-Vorkonditionierer:

Der HYBRID II-SCHWARZ-Vorkonditionierer Byy o ist definiert durch:
N
Bryps = By + (I — ByA) [ZBS]
i=1
Seine Anwendung v = Byypo 1 ist definiert durch die folgenden Teilschritte:

N
v ZBfr,
i=1

v <« v+ By(r— Av).

Das Grobgitterproblem wird in multiplikativer Weise zur additven 1-LEVEL-Variante hin-
zugefiigt. Die Losung des Grobgitterproblems erfolgt sequentiell nach der (parallelen) Lo-
sung der Teilgebietsprobleme. Aufgrund der multiplikativen Grobgitterbehandlung ist seine
parallele Effizienz etwas schlechter als diejenige des additiven 2-LLEVEL-SCHWARZ, seine
numerische Effizienz jedoch leider kaum besser. Der HYBRID II-SCHWARZ geht zuriick auf
Mandel [57]. Eine Symmetrisierung ist moglich.
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Die Verwendung eines Grobgitterproblems fiihrt {iblicherweise aufgrund der stérkeren glo-
balen Kopplung zu einer nachhaltigen Verbesserung der numerischen Effizienz. Seine Lo-
sung kann in verteilter Weise iiber das gesamte Prozessornetzwerk hinweg erfolgen, was
das héufige lokale und auch globale Versenden kleinster Datenmengen mit sich bringt.
Ebenso kann sie auf einen separaten Prozessor (Master-Prozefs), ausgelagert werden, wozu
wiederum globale Kommunikation nétig ist.

Die Entscheidung, welche der beiden Moglichkeiten kostengiinstiger ist, kann nicht pau-
schal getroffen werden, sondern héngt von diversen Faktoren ab. So spielt beispielsweise die
Grole von H bzw. N (Komplexitit des Grobgitterproblems) eine wichtige Rolle. Ebenso
die Frage, ob es wihrend der Master-Losung auf allen anderen Prozessoren zu betrichtli-
chen Wartezeiten kommt oder gleichzeitig andere sinnvolle Operationen durchfiihrt werden
konnen. Dies ist beispielsweise bei der additiven 2-LEVEL-SCHWARZ- bzw. der HYBRID I-
Variante der Fall (das Grobgitterproblem kann auf einem separaten Prozessor zeitgleich
zu den lokalen Teilgebietslosungen bearbeitet werden), nicht jedoch bei der multiplika-
tiven 2-LEVEL-SCHWARZ bzw. der HYBRID II-Variante. Weiterhin ist die Kommunika-
tionsgeschwindigkeit des betrachteten Parallelrechner-Systems von grofler Bedeutung. Da
der Datenaustausch zwischen einzelnen Prozessoren im allgemeinen teurer ist als reine
Fliepunkt-Instruktionen, ist die Master-Losung, die nur den Hin- und Riicktransfer der
Daten erfordert, iiblicherweise sinnvoller. Daher beschrinken wir im im weiteren Verlauf auf
diese Variante, siehe dazu insbesondere die zugehorige Programmbeschreibung in Kapitel
A.4.9.

In jedem Fall wird die parallele Effizienz des Gesamtverfahrens durch die wiederholten
Grobgitterlosungen deutlich beeintrichtigt. Der Gewinn an numerischer Effizienz durch
Verwendung eines Grobgitterproblems mufl daher sorgfiltig gegen den Verlust an paralleler
Effizienz abgewogen werden. In der Regel ist es jedoch besser, die numerische Effizienz
durch eine Grobgitterlésung zu verbessern (trotz des damit verbundenen Mehraufwandes).
Die Anforderung, einen optimalen Vorkonditionierer zu konstruieren (unabhéngig von h
und H), vertrigt sich nicht unbedingt mit dem Wunsch nach minimaler Ausfiihrungszeit.

Im Hinblick auf die Minimierung der Rechenzeit scheint es ein optimales Verhéltnis zwi-
schen h und H zu geben (vergleiche die nachfolgende Analyse): Einerseits wird durch ein
kleines H eine bessere Grobgitterapproximation erzielt; dafiir mufl aber mit einer erh6hten
Komplexitdt bzw. Ausfiihrungszeit bei der Losung des Grobgitterproblems bezahlt wer-
den. Andererseits resultiert ein groberes H in einem schnell 16sbaren Grobgitterproblem
bei moderater Anzahl an Teilgebieten; aufgrund der schlechteren Auflésung der globalen
Effekte werden jedoch eventuell mehr globale Iterationen benétigt. Die Bestimmung des
optimalen Wertes fiir H kann in der Praxis sehr aufwendig sein. In der Regel richtet sich
die Anzahl der Teilgebiete nach geometrischen Gegebenheiten. Wie bereits erldutert, be-
steht ein wesentliches Ziel in der Unterteilung eines komplexen Gesamtgebietes in regulére
Teilgebiete, auf denen schnelle lokale Loser verwendet werden kéonnen. Auflerdem wird die
Anzahl der Teilgebiete haufig auf die Anzahl der verfiigbaren Prozessoren abgestimmt, so
dafl gewisse unvermeidliche Vorgaben bereits vorhanden sind.
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Nach Dryja/Widlund [35, 34, 37] ist fiir hinreichend groBen Uberlapp die Konditionszahl
k(Bs A) unabhingig von der Makrogitterweite H und der Mikrogitterweite h beschriinkt.
Das Verhéltnis §/H sollte fiir A~ — 0 uniform von unten beschréinkt sein. AS2-CG weist
eine logarithmische Abhéingigkeit der Form log(H/h) auf. Wird § proprotional zu H und
unabhéngig von h gewihlt (geometrischer U'berlapp), dann ist die Anzahl der benétig-
ten Iterationen beschrinkt (unabhéngig von h, H und H/h). Optimale Vorkonditionierer
erfordern die Losung eines Grobgitterproblems.

3.1.3 Numerische Konvergenzanalyse

Wir wollen uns der numerischen Analyse der SCHWARZ-Vorkonditionierer zuwenden. We-
sentliche Testziele bestehen in der Analyse des Konvergenzverhaltens in Abhéngigkeit von:

a) der Mikrogitterweite h,
b) der Uberlappungsbreite 6,

)
)
c¢) der Anzahl der Teilgebiete N (bzw. der Makrogitterweite H),
d) den Anisotropieverhéltnissen auf Makro- und Mikroebene,
)
)

e) der Feinheit des Grobgitterproblems,

f) der Genauigkeit der lokalen Teilgebietslosungen.

Den nachfolgend dargestellten Testrechnungen liegt das homogene Poisson Problem (2.1)
mit rechter Seite f = 1 zugrunde. Die Varianten mit multiplikativer Feingitter-Auflosung
beruhen jeweils auf einer 4-Farben-Kolorierung (dies betrifft Byss1, Base und Byypi). Als
Abbruchkriterium fiir das duflere CG-Verfahren dient eine relative Fehlergenauigkeit von
ére¢ = 1078 die lokalen Vorkonditionierungsprobleme werden (sofern nicht anders angege-
ben) mit Hilfe lokaler CG-Verfahren mit SSOR-Vorkonditionierung ‘exakt’ gelost.

Alle Rechnungen basieren auf den in Kapitel 2.2 definierten Makro-Testreihen Makrotest A,
Makrotest B und Makrotest C, vergleiche die Abbildungen 2.4, 2.5 und 2.6. Dabei handelt
es sich um verschiedenartige mxm -Zerlegungen mit m = 2,4,8 und 16 bzw. N = 4,16, 64
und 256 Makros, so dafl Abhingigkeiten von der Anzahl N an Makros deutlich werden
sollten. Weiterhin sind die betrachteten Zerlegungen mehr oder weniger zum linken bzw.
linken und unteren Gebietsrand gestaucht. Auf diesem Weg entstehen unterschiedliche
Anisotropiegrade und -variationen, die bestehende Abhingigkeiten von Anisotropien auf
Makroebene illustrieren sollten.
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Um den Einflufl der Mikrogitterweite h zu erfassen, betrachten wir Gitterzerlegungen in
Ngiobat = 65%,129%,257% und 513* Gitterpunkte. Abgesehen vom Fall der rein isotropen
Makrozerlegungen vermeiden wir es, von einer Schrittweite h zu reden, denn diese kann im
anisotropen Fall nur schwer definiert werden. Stattdessen werden wir die jeweilige minimale
Schrittweite Ay, angeben. Wie der Name andeutet, bezieht sich die Angabe ngp immer
auf das komplette Grundgebiet und bezeichnet prinzipiell die globale Anzahl an Gitter-
punkten, die sich je nach Wert von m gleichermaflen iiber die einzelnen Makros verteilen.
Im Fall einer 4x4 -Makrozerlegung mit ng.a = 513% Gitterpunkten entfallen beispielswei-
se 1292 lokale Gitterpunkte auf den minimal iiberlappenden Gebietsanteil jedes einzelnen
Makros (ohne elementweise Uberlappung!), zu denen zusitzlich noch die Gitterpunkte auf
den Uberlappungsbereichen hinzugefiigt werden. Wird etwa ein Uberlapp von § = 2h zu-
grunde gelegt, so ergibt sich in unserem 4 x 4 -Beispiel die tatsichliche Anzahl an lokalen
Gitterpunkten in einem echt inneren Makro zu nyq = (129 + 2 * 2)%.

Die Mikrozerlegung der einzelnen Makros erfolgt mit Hilfe der in Kapitel 2.2 definierten
Mikrozerlegungsprozedur Z,[LL]. Im obigen 4 x 4 -Beispiel mit 5132 globalen Gitterpunkten
werden beispielsweise L = 7 lokale Verfeinerungsschritte pro Makro durchgefiihrt. Alle Ma-
kros, die nicht mit der betreffenden Grenzschicht benachbart sind, werden prinzipiell iso-
trop verfeinert, wihrend fiir die angrenzenden Makros die Félle einer isotropen, méiflig bzw.
stark anisotropen Mikrozerlegung unterschieden werden. Auf diesem Weg entstehen hohe
Anisotropiegrade von AG), ~ 500.000 und kleinste Schrittweiten von Az, ~ 9.5-1079.
Die resultierenden Anisotropiegrade auf Makro- und Mikroebene werden fiir alle betrach-
ten Fille jeweils explizit angegeben. Detaillierte Informationen zu den einzelnen Makro-
und Mikrozerlegungen bzw. entsprechende graphische Darstellungen sind in Kapitel 2.2 zu
finden. Dort werden explizit die exakten Konstruktionsmafle inklusive der resultierenden
Anisotropieverhéltnisse aufgelistet. Um allzu grofie Verwirrungen zu vermeiden, wollen wir
(wie bereits erldutert) sowohl auf Makro- als auch auf Mikroebene nur von isotropen, méfig
bis stark anisotropen Zerlegungen sprechen.

Um die Abhiingigkeit von der Uberlappungsbreite § zu untersuchen, werden explizit die
Werte 0 = h,2h,4h und 8h getestet. Es wurde bereits darauf hingewiesen, dafl ein Ma-
kro seinen Nachbarn nicht mit seiner eigenen Schrittweite iiberlappt, sondern diejenige
des Nachbarn verwendet. Liegt eine anisotrope Makrozerlegung vor, kann es zu grofien
Anisotropiespriingen zwischen dem Inneren und dem Uberlappungsbereich eines Makros
kommen. Auch dieser Einfluf} soll im Rahmen der Testrechnungen miterfaflit werden.

Die nachfolgenden Tabellen geben unter den oben genannten Gesichtpunkten Aufschlufl
iiber die numerisch ermittelten Konvergenzraten p bzw. die ben6tigte Anzahl an Iteratio-
nen (letztere wird jeweils in Klammern angegeben). Um einen fairen Vergleich zu gewéhrlei-
sten, werden fiir alle betrachteten Varianten die ermittelten Konvergenzraten zusétzlich in
Relation zu den gemessenen Gesamtrechenzeiten gestellt. Alle Zeitmessungen wurden auf
einem COMPAQ Alpha Server ES40 mit 4 Prozessoren und insgesamt 8 GBytes Speicher
durchgefiihrt.
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Zur besseren Veranschaulichung werden innerhalb der nachfolgenden Tabellen die 1- und
2-LEVEL-Varianten jeweils durch Leerzeilen voneinander getrennt. Innerhalb der zugehori-
gen Abbildungen werden der additive 1- und 2-LEVEL-SCHWARZ prinzipiell in dunklen
Grautonen, der multiplikative 1- und 2-LEVEL-SCHWARZ in hellen Grauténen und die
beiden HYBRID-Varianten in mittleren Grautonen dargestellt. Eventuelle Angaben derart,
dafl eine Variante X um einen bestimmten Faktor besser ist als eine Variante Y, beziehen
sich immer auf die Anzahl der benétigten Iterationen.

a) Abhingigkeit von der Mikrogitterweite h:

Wir betrachten die isotrope bzw. méflig anisotrope Bgyg-Topologie aus Makrotest B, ver-
gleiche Abbildung 2.5 in Kapitel 2.2. Tabelle 3.1 illustriert die ermittelten Konvergenzraten
bzw. Iterationszahlen im Fall einer Uberlappung von § = 2k und lokal isotropen Mikrozer-
legungen mit L = 3,4, 5 bzw. 6 lokalen Verfeinerungsschritten bzw. ngepa = 65%, 1292, 2572
bzw. 5132 globalen Gitterpunkten. Im isotropen Fall entspricht dies den Schrittweiten
h = 1/64,1/128,1/256 bzw. 1/512. Die Konvergenzraten sind in Abbildung 3.1 zusitz-
lich graphisch veranschaulicht.

Makrozerlegung Verfahren Nglobal

Bgys 652 1292 2572 5132
isotrop AS1-CG || (21) 0.51 | (30) 0.63 | (44) 0.72 | (62) 0.80
MS1-CG || (12) 0.29 | (18) 0.45 | (26) 0.59 | (38) 0.69
AGHg = AGp =1 AS2-CG || (15) 0.40 | (18) 0.45 | (23) 0.53 | (31) 0.63
MS2-CG (6) 0.08| (7) 0.11| (9) 0.21| (13) 0.33
hmin = 1.9(=3) | HYB1-CG | (10) 0.22 | (11) 0.26 | (13) 0.33 | (17) 0.42
HYB2-CG || (14) 0.37 | (18) 0.44 | (22) 0.53 | (30) 0.62
mifig anisotrop AS1-CG || (42) 0.72 | (62) 0.80 | (90) 0.86 | (151) 0.91
MS1-CG || (17) 0.43 | (26) 0.58 | (38) 0.69 | (56) 0.78
AGyg = AGp =10 AS2-CG || (32) 0.64 | (44) 0.73 | (62) 0.79 | (86) 0.85
MS2-CG || (13) 0.33 | (18) 0.45 | (25) 0.56 | (34) 0.66
hmin = 3.9(~4) | HYB1-CG | (18) 0.45 | (24) 0.56 | (32) 0.64 | (42) 0.72
HYB2-CG || (30) 0.62 | (43) 0.72 | (61) 0.78 | (83) 0.84

Tabelle 3.1: Abhéngigkeit der SCHWARZ-CG-Verfahren von der Mikrogitterweite bei
(an)isotroper Makro- und isotroper Mikrozerlegung, § = 2h
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Abbildung 3.1: Abhéngigkeit der SCHWARZz-CG-Verfahren von der Mikrogitterweite bei
(an)isotroper Makro- und isotroper Mikrozerlegung, § = 2h

1-LEVEL- Varianten:

Tabelle 3.1 illustriert die h-Abhéngigkeit von AS1-CG und MS1-CG. Jede Gitterver-
feinerung bewirkt eine erhebliche Verschlechterung der Konvergenzrate, die Anzahl der
benétigten Iterationen erhoht sich durchschnittlich um den Faktor 1.4 — 1.5 (~ v/2). Die
Konvergenzraten fiir feine Gitterweiten sind selbst im multiplikativen Fall sehr schlecht
(p ~ 0.7) und nicht mit Mehrgitterkonvergenzraten zu vergleichen. Dabei benétigt AS1-
CG etwa doppelt so viele Iterationen wie MS1-CG (im rein isotropen Fall ergibt sich etwa
der Faktor 1.7, im méfig anisotropen Fall sogar durchschnittlich der Faktor 2.5). Dies ent-
spricht in etwa dem Verhéltnis zwischen dem JACOBI- und dem GAUSS-SEIDEL-Verfahren.

2-LEVEL-Varianten:

Auch die vier 2-LEVEL-Varianten sind fiir die betrachtete Uberlappungsbreite § = 2 nicht
h—unabhéngig. Offensichtlich setzt die theoretisch garantierte h-Unabhéngigkeit erst ab ei-
ner betrichtlichen Uberlappung ein, worauf wir gleich nochmal zuriickkommen werden. Wie
erwartet, erzielt MS2-CG die mit Abstand besten Resultate, wobei die Beschleunigung ge-
geniiber MS1-CG fiir die isotrope Zerlegung stirker ausgepragt ist (Faktor 2-3) als fiir die
méfig anisotrope Zerlegung (Faktor 1.3-1.5). Zumindestens im isotropen Fall liegt fiir die
feinste Gitterauflosung die passable Konvergenzrate von p = 0.33 vor, die sich allerdings im
méfig anisotropen Fall auf p = 0.66 verdoppelt. Auch bei AS2-CG bringt die (additive)
Hinzunahme des Grobgitters eine deutliche Verbesserung gegeniiber AS1-CG, die wieder-
um im isotropen Fall ausgeprégter ist (bis zum Faktor 2) als im méflig anisotropen Fall (bis
zum Faktor 1.4). Die HYBRID-Varianten sind zwischen additiv und multiplikativ anzusie-
deln, wobei HYB1-CG erheblich besser abschneidet als HYB2-CG. HYB1-CG entsteht
aus MS1-CG durch additive Hinzunahme des Grobgitters, was zumindest im Fall der iso-
tropen Zerlegung fiir feine Gitterweiten eine deutliche Verbesserung bis zum Faktor 2 mit
sich bringt (im méfig anisotropen Fall allerdings nur zum Faktor 1.3). Auffillig ist jedoch
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das schlechte Abschneiden von HYB2-CG. Hier ist kaum ein Unterschied zu AS2-CG zu
erkennen. Offenbar spielt es keine grofie Rolle, ob das Grobgitterproblem zum additiven
Feingitterproblem in additiver Weise (wie bei AS2-CG) oder multiplikativer Weise (wie
bei HYB2-CG) hinzugenommen wird. Verglichen mit AS1-CG ist jedoch auch hier eine
deutliche Verbesserung zu erkennen (Faktoren 1.5-2.1 im isotropen Fall, Faktoren 1.4-1.8
im anisotropen Fall).

Es stellt sich die Frage, ob fiir hinreichend grofen Uberlapp eine h-Unabhingigkeit der
2-LEVEL-Varianten zu erkennen ist. Zu diesem Zweck sind in Tabelle 3.2 die zugehorigen
Konvergenzraten fiir den Fall 6 = 8h bei lokal isotroper Mikrozerlegung aufgefiihrt. Offen-
sichtlich handelt es sich bei dieser bereits betrichtlichen Uberlappung zumindest im Fall
der isotropen Makrozerlegung fiir die beiden 2-LEVEL-Varianten mit multiplikativer Fein-
gitterbehandlung (MS2-CG und HYB1-CG) gerade um die kritische Schranke, ab der
sich die h-Unabhéngigkeit einpendelt, was jedoch im mé&flig anisotropen Fall bereits nicht
mehr zutrifft. Die beiden anderen Varianten AS2-CG und HYB2-CG sind allerdings
selbst fiir 6 = 8h noch weit von einer h-Unabhéngigkeit entfernt. Die theoretische Aussage
der h-Unabhéngigkeit scheint offenbar selbst im isotropen Fall erst ab einer erheblichen
Groflenordnung fiir 6 zu greifen.

Makrozerlegung Verfahren Nglobal

Bsys 1292 2572 5132
isotrop AS2-CG || (16) 0.41 | (17) 0.43 | (19) 0.48
MS2-CG (7) 0.13] (6) 0.09| (7) 0.12
AGyg = AGL =1 |HYBI-CG | (9) 0.19|(10) 024 | (11) 0.28
HYB2-CG || (13) 0.34 | (15) 0.39 | (16) 0.43
méBig anisotrop AS2-CG || (25) 0.56 | (34) 0.66 | (46) 0.74
MS2-CG || (11) 0.26 | (14) 0.34 | (19) 0.47
AGgyg = AGp =10 | HYBI1-CG || (13) 0.34 | (19) 047 | (25) 0.56
HYB2-CG || (21) 0.50 | (31) 0.64 | (44) 0.72

Tabelle 3.2: Abhéngigkeit der 2-LEVEL-SCHWARZ- CG-Verfahren von der Mikrogitterweite
bei (an)isotroper Makro- und isotroper Mikrozerlegung, 0 = 8h
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b) Abhiingigkeit von der Uberlappungsbreite §:

Wir befassen uns nun mit der Abhiingigkeit von der Uberlappungsbreite 6 = Mh. Fiir
den Uberlappungsfaktor \ werden explizit die Werte 1, 2,4 und 8 untersucht. Tabelle 3.3
beinhaltet fiir die isotrope bzw. méflig anisotrope Bgys-Topologie aus Makrotest B mit
jeweils lokal isotroper Mikrozerlegung die Konvergenzraten und Iterationszahlen im Fall
VO Mgiobal = 513? globalen Gitterpunkten. Dies enspricht mr = (65 + 2 - A)? lokalen
Gitterpunkten in einem inneren Makro. Wir beschrinken uns mit Absicht nicht nur auf
den Fall der isotropen Bgyg-Zerlegung, da wir auch das Wechselspiel Uberlappung/ Aniso-
tropie miterfassen wollen. Die erzielten Konvergenzraten sind in Abbildung 3.2 zusétzlich
graphisch veranschaulicht.

Makrozerlegung Verfahren ]

Bgys 1h 2h 4h 8h
isotrop AS1-CG (86) 0.85 | (62) 0.80 | (45) 0.73 | (32) 0.64
MS1-CG (49) 0.75 | (38) 0.69 | (27) 0.60 | (19) 0.48
AGyg = AGp =1 AS2-CG (41) 0.71 | (31) 0.63 | (23) 0.54| (19) 0.48
MS2-CG (18) 0.45| (13) 0.33 | (10) 0.20 | (7) 0.12
himin = 1.9(—3) HYB1-CG (22) 0.51 | (17) 042 | (13) 0.34 | (11) 0.28
HYB2-CG (40) 0.70 | (30) 0.62 | (21) 0.52 | (16) 0.43
mifBig anisotrop AS1-CG || (258) 0.95 | (151) 0.91 | (92) 0.86 | (66) 0.81

MSI1-CG | (79) 0.84| (56) 0.78 | (39) 0.70 | (27) 0.59

AGH = AG, =10 | AS2-CG || (121) 0.89 | (86) 0.85 | (63) 0.80 | (46) 0.74
MS2-CG | (47) 0.74 | (34) 0.66 | (25) 0.56 | (19) 0.47

hmin = 3.9(—4) | HYB1-CG || (54) 0.77 | (42) 0.72 | (33) 0.65 | (25) 0.56
HYB2-CG || (118) 0.88 | (83) 0.84 | (60) 0.79 | (44) 0.72

Tabelle 3.3: Abhiingigkeit der SCHWARZ-CG-Verfahren von der Uberlappungsbreite bei
(an)isotroper Makro- und isotroper Mikrozerlegung, ngopa = 5132
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Abbildung 3.2: Abhingigkeit der SCHWARZ-CG-Verfahren von der Uberlappungsbreite bei
(an)isotroper Makro- und isotroper Mikrozerlegung, ngopa = 513

1-LEVEL-Varianten:

Die Konvergenzraten beider 1- LEVEL-Varianten hiingen wesentlich von der Uberlappungs-
breite ¢ ab. Jede Verdopplung des Uberlapps bewirkt zwar eine deutliche Verbesserung um
etwa den Faktor 1.4 (bzw. v/2) hinsichtlich der Iterationszahlen, doch selbst fiir § = 8h
liegen die Konvergenzraten von MS1-CG im isotropen Fall noch im Bereich p ~ 0.5 und
im anisotropen Fall im Bereich p ~ 0.6. Wahrend MS1-CG im isotropen Fall etwa um den
Faktor 1.6-1.7 besser ist als AS1-CG, ist der Unterschied im anisotropen Fall sehr viel aus-
gepragter (Faktor 2.4 fiir 6 = 4h bzw. 8h). Fiir die anisotrope Makrozerlegung macht sich
der multiplikative GAUSS-SEIDEL-Charakter offenbar noch stirker bezahlt. Beide Varian-
ten bleiben zwar auch im stark anisotropen Fall stabil, doch speziell AS1-CG konvergiert
ausgesprochen langsam. Wie erwartet reagiert AS1-CG deutlich empfindlicher auf Aniso-
tropien auf Makroebene als MS1-CG.

2-LEVEL-Varianten:

Das Konvergenzverhalten der 2-LEVEL-Varianten fiir 6 = A ist relativ schlecht, verbessert
sich jedoch um den Faktor 1.3-1.4 bei jeder Verdopplung von §. Die Abhéngigkeit von ¢
scheint also (zumindest fiir die hier untersuchten Uberlappungsbreiten) auch im 2-LEVEL-
Fall nicht weniger ausgeprigt zu sein, als im 1-LEVEL-Fall. Auffillig ist, dal die beiden
2-LEVEL-Varianten mit additiver Feingitter-Auflosung, AS2-CG und HYB2-CG, im iso-
tropen Fall kaum besser und im anisotropen Fall sogar deutlich schlechter abschneiden
als die multiplikative 1-LEVEL-Variante MS1-CG. Dies deutet darauf hin, dafl insbeson-
dere fiir anisotrope Zerlegungen eine multiplikative Feingitterbehandlung unerléfllich zu
sein scheint. Die Frage, ob das Grobgitter in additiver oder multiplikativer Weise zum
multiplikativen Feingitter hinzugenommen wird, erscheint dabei sekundir. Wie erwartet
liefert MS2-CG die mit Abstand besten Resultate, die jedoch fiir die isotrope Zerlegung
erheblich besser sind (p = 0.12 fiir § = 8h) als fiir die anisotrope Zerlegung (p = 0.47
fiir 6 = 8h). Die nur additive Grobgitterbehandlung in HYB1-CG fiihrt im Vergleich zu
MS2-CG entsprechend zu leicht verschlechterten Resultaten.
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Die Abhingigkeit von ¢ 148t sich dadurch erkldren, daf§ fiir elliptische Probleme das Ab-
héngigkeitsgebiet global ist. Die Lésung in jedem Punkt wird durch alle Randwerte beein-
flufit, egal wie weit entfernt sie sind. Der Fall 6 = 0 entspricht genau einer BLOCK-JACO-
BI-Vorkonditionierung mit relativ schlechter Konvergenz. Dagegen néhert ein grofles ¢ eine
direkte Losung an (im Limit bedeckt jedes Makro das ganze Gebiet). Wird stattdessen
ein fester geometrischer Uberlapp proportional zu H verwendet (bei festem H), dann
ist die Konvergenzrate zumindest im isotropen Fall unabhéngig vom Verfeinerungsgrad h
der Diskretisierung, was aus den fett gedruckten Diagonalen in Tabelle 3.4 sehr deutlich
hervorgeht. Diese enthilt fiir die isotrope Bgxs-Topologie die erzielten Konvergenzraten
und Iterationszahlen der additiven und multiplikativen 1- und 2-LEVEL-Varianten fiir
verschiedene Verfeinerungsgrade im Fall eines geometrischen Uberlapps. (Die dort nicht
dargestellten HYBRID-Varianten verhalten sich in gleicher Weise.)

Makrozerlegung Verfahren | § Nglobal
Bsys 1292 2572 5132
isotrop AS1-CG | 21 || (30) 0.63 | (44) 0.72 | (62) 0.80

an || (22) 0.53 | (31) 0.64 | (45) 0.73
8h || (17) 0.43| (23) 0.54 | (32) 0.64

MS1-CG | 2h || (18) 0.45 | (26) 0.59 | (38) 0.69
4h || (12) 0.30 | (18) 0.46 | (27) 0.60
8l (8) 0.7 (12) 0.31|(19) 0.48

AGy = AG, =1 | AS2-CG | 2h || (18) 0.45 | (23) 0.53 | (31) 0.63
4n || (16) 0.1 | (19) 0.46 | (23) 0.54
8h | (16) 0.41 | (17) 0.43 | (19) 0.48

MS2-CG | 2h || (7) ©0.11| (9) o021 (13) 0.33
an || (6) 0.09| (7) 0.12| (10) 0.20
8hil (7) 0.3 | (6) 0.09| (7) 0.12

Tabelle 3.4: Konvergenzverhalten der SCHWARZ-CG-Verfahren fiir geometrischen Uber-
lapp bei isotroper Makro- und Mikrozerlegung

Bei jeder Gitterverfeinerung muf der Uberlappungsfaktor A entsprechend verdoppelt wer-
den, damit die Uberlappungsbreite § = Ah konstant und die Konvergenzrate erhalten
bleibt. Dies resultiert jedoch in einem drastischen Anstieg der Knotenanzahl in den Uber-
lappungsbereichen. Neben der vergroflerten rechnerischen Komplexitét bei der Losung der
lokalen Probleme, fiihrt dies insbesondere zu deutlich erhéhten Kommunikationskosten
beim Austausch der kompletten Uberlappungsbereiche pro duBerer CG-Iteration. Beispiels-
weise erhoht der Ubergang von 4h zu 8h im Fall von MS2-CG mit ngepe = 5132 auf der
méafig anisotropen Bgyg-Zerlegung die Dauer fiir eine globale CG-Iteration von durch-
schnittlich 25.1 Sekunden auf 33.5 Sekunden um den Faktor 1.33 bei einer gleichzeitigen
Reduktion der Konvergenzrate von p = 0.56 auf p = 0.47, vergleiche die nachfolgende
Tabelle 3.5. Fiir AS2-CG erhoht sich die Dauer entsprechend von 12.1 auf 16.2 Sekunden
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um denselben Faktor. Die Verwendung eines mifiigen Uberlapps in der Gréfienordnung
von etwa 2h bis 4h bewirkt dagegen iiblicherweise ein schlechteres Konvergenzverhalten,
reduziert jedoch im Vergleich zum geometrischen Uberlapp die Kosten fiir die Kommuni-
kation und lokalen Berechnungen. Im Hinblick auf eine minimale Gesamtausfiihrungszeit
muf} hier eine ausgewogene Balance gefunden werden.

Eine sinnvolle Entscheidung dariiber, welche Kombination von Vorkonditionierer und Uber-
lappungsbreite die effizienteste ist, hingt sicherlich vom vorliegenden Problem ab. Ist die
Losung der lokalen Teilgebietsprobleme besonders aufwendig (etwa im Fall starker lokaler
Anisotropien), dann schligt eine Erhohung der Uberlappungsbreite (aufgrund der lokal
hoheren Anzahl an Iterationen) mehr zu Buche, als im Fall niedriger lokaler Komplexitiit.
Nicht vergessen werden darf der entsprechend erhéhte Kommunikationsaufwand pro glo-
balem CG-Schritt. Wir mdchten daher einen Rechenzeitvergleich in Abhéngigkeit von der
Uberlappungsbreite vornehmen. Tabelle 3.5 enthlt die Konvergenzraten und Gesamtlauf-
zeiten (in Minuten) im Fall der m#Big anisotropen Bgys-Makrozerlegung bei ngopa = 5132
globalen Gitterpunkten fiir die Uberlappungsbreiten § = 2h,4h und 8h. Die Wahl § = 1A
schneidet durchweg schlecht ab und wird nicht aufgefiihrt. Alle lokalen Teilgebietsprobleme
werden jeweils bis zur Maschinengenauigkeit gelost. Wie wir unter Punkt (f) noch genau-
er erldutern werden, sind die hier dargestellten Laufzeiten daher nicht optimal, sondern
kénnen durch entsprechende Reduktion der lokalen Genauigkeit weiter reduziert werden.

Makrozerlegung Verfahren 0
Bgxs 2h 4h 8h
mifig anisotrop AS1-CG || 0.91 25.5 min | 0.86 18.6 min | 0.81 17.9 min

MS1-CG || 0.78 19.6 min | 0.70 16.5 min | 0.59 15.3 min

AGyg = AG =10 AS2-CG || 0.85 15.0 min | 0.80 12.6 min | 0.74 13.5 min

MS2-CG || 0.66 12.4 min | 0.56 11.1 min | 0.47 11.3 min
HYB1-CG || 0.72 15.2 min | 0.65 14.5 min | 0.56 14.7 min
HYB2-CG || 0.84 14.5 min | 0.79 11.9 min | 0.72 12.5 min

Tabelle 3.5: Konvergenzraten und Laufzeiten der SCHWARZ-CG-Verfahren fiir verschiedene
Uberlappungsbreiten bei (an)isotroper Makro- und isotroper Mikrozerlegung, ngopa = 5132

Erstaunlicherweise besitzen die beiden 1-LEVEL-Varianten erst fiir 6 = 8h die niedrigste
Gesamtrechenzeit. Die Verbesserung der Konvergenzgeschwindigkeit fiir wachsende Uber-
lappungsbreite ist in beiden Féllen so betrédchlich, dafl der erhohte Rechen- und Kom-
munikationsaufwand mehr als kompensiert wird. Dagegen stellen sich fiir alle 2-LEVEL-
Varianten im Fall der Uberlappungsbreite § = 4h optimale Rechenzeiten ein. Es scheint sich
hier gerade um die kritische Grenze zu handeln, denn die Rechenzeiten sind fiir § = 8h nur
unwesentlich hoher. Weiterhin fillt auf, dal AS2-CG trotz deutlich schlechterer Konver-
genzrate durchweg schneller ablduft als MS1-CG. Die (additive) Hinzunahme eines Grob-
gitterproblems in AS2-CG bedingt zwar eine Verminderung der parallelen Effizienz, den-
noch schliagt die multiplikative Feingitterbehandlung bzw. das zweimalige Durchlaufen der
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Teilgebietsprobleme (Symmetrisierung) beim MS1-CG deutlich mehr zu Buche. Anders
verhilt es sich bei MS2-CG, der (trotz multiplikativen Charakters und Symmetrisierung)
nicht nur die niedrigste Konvergenzrate, sondern auch die niedrigeste Rechenzeit aufweist.
Die beiden HYBRID-Varianten bringen gegeniiber MS2-CG offenbar keinen Vorteil. Auch
hier besitzt das numerisch ineffizientere HY B2-CG-Verfahren (additiv im Feingitter) eine
niedrigere Laufzeit als das HYB1-CG-Verfahren (multiplikativ im Feingitter).

c) Abhingigkeit von der Anzahl der Teilgebiete N:

Zur Analyse der H- bzw. N-Abhéngigkeit betrachten wir die A,[,?L]X,,L—Zerlegungen aus Ma-
krotest A fir m = 2,4,8,16 zu den beiden Stauchungsparametern ¢ = 0.5 und 0.1,
vergleiche Abbildung 2.4 in Kapitel 2.2. Die Anzahl der Makros betrigt entsprechend
N = 4,16, 64, 256. Uns interessiert dabei nur der Fall, da3 die Problemgréfie bzw. die glo-
bale Knotenanzahl mit der Anzahl an Makros mitskaliert wird. Es macht wenig Sinn, fiir
alle Topologien global von immer der gleichen Knotenanzahl auszugehen. Dies wiirde be-
deuten, daf} fiir wachsendes N die einzelnen Makros immer weniger Punkte zu bearbeiten
hiitten, was der Idee der Parallelisierung widerspricht. Als Uberlappungsbreite wird hier
und im folgenden § = 4h verwendet. Die bisherigen Testreihen und diverse Stichproben fiir
andere Topologien haben gezeigt, dal im Fall der Uberlappungsbreite 6 = 4h speziell fiir
die 2-LEVEL-Varianten iiblicherweise die kiirzeste Laufzeit erzielt wird. Pro Makro werden
jeweils L = 6 isotrope Verfeinerungsschritte durchgefiihrt; unabhéngig von der Anzahl an
Makros liegen folglich auf jedem (echt inneren) Makro njra = (65 + 2 * 4)? lokale Gitter-
punkte vor. Dies resultiert fiir m = 2,4, 8,16 in ngua = 1292,257%,513%,1025? globalen
Gitterpunkten. Tabelle 3.6 illustriert die erzielten Konvergenzraten und Iterationszahlen
fiir alle ‘reinen’ SCHWARZ-Varianten. Die Konvergenzraten werden zusétzlich in Abbildung
3.3 graphisch veranschaulicht.

a Verfahren Makrozerlegung
A[2a>]< 2 Az[1a>]< 4 A[8a>]< 8 A[ltti]x 16

0.5 AS1-CG || (12) 0.30 | (25) 0.56 | (45) 0.73 | (81) 0.84
MS1-CG || (9) 0.16 | (16) 0.40 | (27) 0.60 | (47) 0.74
AGg = AGp =1 | AS2-CG || (12) 0.30 | (21) 0.50 | (23) 0.54 | (24) 0.56
MS2-CG | (8) 0.17| (9) 0.21|(10) 0.20| (10) 0.21
0.1 AS1-CG || (20) 0.49 | (44) 0.72 | (91) 0.86 | (270) 0.95
MS1-CG || (9) 0.20 | (20) 0.48 | (38) 0.69 | (74) 0.83

AGy = AGpL, =5 | AS2-CG | (20) 048 | (37) 0.68 | (56) 0.78 | (76) 0.83
MS2-CG || (10) 0.23 | (16) 0.41 | (21) 0.51 | (28) 0.60

Tabelle 3.6: Abhingigkeit der SCHWARZ-CG-Verfahren von der Anzahl an Makros bei
(an)isotroper Makro- und isotroper Mikrozerlegung, § = 4h
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Abbildung 3.3: Abhéngigkeit der SCHWARZ-CG-Verfahren von der Anzahl an Makros bei
(an)isotroper Makro- und isotroper Mikrozerlegung, § = 4h

1-LEVEL- Varianten:

Fiir die 1-LEVEL-Varianten zeigt sich eine deutliche Abhéngigkeit der Konvergenzrate von
der Makrogitterweite bzw. der Anzahl an Makros. Pro Vervierfachung der Makroanzahl
bendtigen beide Varianten nahezu doppelt soviele Iterationen wie zuvor, dabei ist der
Anstieg im anisotropen Fall ¢ = 0.1 deutlich ausgeprégter als im rein isotropen Fall a =
0.5. Der Unterschied zwischen AS1-CG und MS1-CG ist wiederum im anisotropen Fall
erheblich grofler als im rein isotropen Fall: Wihrend sie sich fiir a = 0.5 durchschnittlich um
einen Faktor 1.6-1.7 unterscheiden, zeichnet sich die multiplikative Feingitterbehandlung
bereits fiir die moderat anisotrope Wahl a = 0.1 bei Faktoren von 2.2-3.6 deutlich aus.

2-LEVEL- Varianten:

MS2-CG scheint jedenfalls im isotropen Fall bei einer Konvergenzrate von nur p = 0.21
unabhingig von H bzw. N zu sein. Auch AS2-CG verkraftet den Sprung von 64 Makros zu
256 Makros ohne nennenswerte Verschlechterung von p = 0.54 auf p = 0.56. Offensichtlich
erlost uns die Grobgitterkopplung im isotropen Fall ganz entsprechend zur Theorie von der
H— bzw. N-Abhéngigkeit. Leider trifft dies fiir den moderat anisotropen Fall (AG g = 5)
nicht mehr zu. Hier zeigen auch die 2-LEVEL-Varianten deutliche Abhéingigkeiten von N,
wobei MS2-CG um Faktoren zwischen 2.3-2.7 besser ist als AS2-CG. Verglichen mit
dem isotropen Fall sind sowohl fiir AS2-CG als auch MS2-CG erhebliche Konvergenz-
Verschlechterungen zu verzeichnen (beispielsweise von p = 0.21 auf p = 0.6 fir MS2-CG
im A16X16—Fall).
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In der H- bzw. N-Abhéngigkeit der 1-LEVEL-Varianten spiegelt sich das Konvergenzverhal-
ten des JACOBI- bzw. GAUSS-SEIDEL- Verfahrens wider. Der Grund fiir diese Abhéngigkeit
besteht darin, da§ der einzige Transportmechanismus fiir Informationen rein lokal ist (nur
Randaustausch), was wiederum der oben genannten Eigenschaft elliptischer Probleme wi-
derspricht. Solange noch nicht alle Randwerte Gelegenheit hatten, ihren Einflufl auf alle
inneren Punkte auszuiiben, kann die Methode nicht gegen die korrekte Losung konvergie-
ren. Jeder Teilschritt transportiert den Randeinflufl jedoch nur eine Makroschicht weiter.
Insgesamt werden also O(1/H) Schritte benétigt, um eine Information von einem zum
anderen Gebietsende zu befordern. Daher ist es auch nicht verwunderlich, dafl sowohl im
isotropen als auch anisotropen Fall fiir die Asy2-Zerlegung kein Unterschied zwischen 1-
und 2-LEVEL-SCHWARZ-Konvergenzverhalten besteht. Aufgrund der kleinen Makroanzahl
werden globale Effekte unmittelbar von einem zum anderen Gebietsende transportiert.

d) Abhingigkeit von den Anisotropieverhiltnissen:

Wir wollen im folgenden die Abhéngigkeit des Konvergenzverhaltens von zunehmender
Anisotropie sowohl auf Makro- als auch auf Mikroebene analysieren. Dabei gehen wir wie-
derum aus von der isotropen, méflig bzw. stark anisotropen Bgyg-Zerlegung des Einheits-
quadrates aus Makrotest B, vergleiche Abbildung 2.5 in Kapitel 2.2. Wie bereits erldutert
wird als Uberlappungsbreite 6 = 4h zugrunde gelegt. Die globale Anzahl an Gitterpunkten
betrdgt in allen Fillen ngpa = 5132. Dies entspricht pro Makro L = 6 lokalen Verfei-
nerungsschritten mit njr, = (65 + 2 * 4)? Knoten. Neben den drei Anisotropie-Stadien
auf Makroebene werden zusitzlich die Mikrozerlegungen der am linken und unteren Rand
angrenzenden Makros isotrop, méflig anisotrop und stark anisotrop verfeinert, vergleiche
Kapitel 2.2.2. Tabelle 3.7 illustriert die resultierenden Konvergenzraten und Iterationszah-
len. Erstere sind zusétzlich in Abbildung 3.4 veranschaulicht. Um eine kompakte graphische
Darstellung zu gewihrleisten, verwenden wir hierzu die in Tabelle 3.7 eingefiihrten Bezeich-
nungen ‘MA 1’ ,‘MA 2’ ,‘MA 3’ fiir die drei Anisotropiestadien auf Makroebene (isotrop,
méfBig und stark anisotrop) bzw. die Bezeichnungen ‘MI1’°,‘MI2’ ‘MI 8’ fiir die entspre-
chenden Anisotropiestadien auf Mikroebene. In Tabelle 3.7 spiegelt sich in der Senkrechten
die zunehmende Anisotropie auf Makroebene wider, in der Waagerechten die zunehmende
Anisotropie auf Mikroebene. Durch die Kombination von anisotroper Makro- und Mikro-
zerlegung entstehen insgesamt neun verschiedene Fille mit unterschiedlichsten Anisotro-
pieverhéltnisse. Wird eine anisotrope Makrozerlegung in isotroper Weise mikro-zerlegt, so
liegen im Inneren der einzelnen Makros einheitliche Zerlegungen vor, die Anisotropievaria-
tion innerhalb eines einzelnen Makros betridgt dann genau 1; gréfiere Anisotropievariatio-
nen treten nur zwischen den Makros auf. In diesem Fall gilt AGyg = AG}, , wobei der
Anisotropiegrad im stark anisotropen Fall AGgy = 250 betrigt. Die explizite Betrach-
tung anisotroper Mikrozerlegungen erfafit den Fall, daf§ auch innerhalb einzelner Makros
uneinheitliche Anisotropieverhéltnisse mit grofler Anisotropievariation vorliegen und stellt
sozusagen den Hirtetest fiir unsere Kandidaten dar. Im schlimmsten Fall der stark ani-
sotropen Makrozerlegung mit stark anisotroper Mikrozerlegung (‘MA 3’ ,‘MI3’) liegt ein
Anisotropiegrad von AG ~ 500.000 mit einer Anisotropievariation von AV}, = 20 und
einer kleinsten Schrittweite von h,uin ~ 9.5 - 1072 vor!



116

Tabelle 3.7: Abhéngigkeit der SCHWARZ-CG-Verfahren von den Anisotropieverhéltnissen

Makrozerlegung | Verfahren Mikrozerlegung
Bgxs isotrop méfBig anisotrop | stark anisotrop
‘MI1° ‘MI2’ ‘MI3’
isotrop
‘MA 1’
AGg =1 AGL =1 AGp ~ 20 AGp ~ 2.000
himin = 1.9(=3) | hmin = 9.9(=5) | hmin = 9-5(=7)
AS1-CG (45) 0.73 | (65) 0.80 | (67) 0.81
MS1-CG (27) 0.60 | (28) 0.60 | (28) 0.60
AS2-CG (23) 0.54 | (27) 0.59 | (53) 0.76
MS2-CG (10) 0.20 | (11) 0.28 | (18) 0.45
méBig anisotrop
‘MA2’
AGg =10 AGp ~ 10 AGp ~ 200 AGp ~ 20.000
hmin = 3.9(—=4) | hmin = 2.0(=5) | hmin = 1.9(=7)
AS1-CG (92) 0.86 | (90) 0.86 | (89) 0.85
MS1-CG (39) 0.70 | (38) 0.69 | (38) 0.69
AS2-CG (63) 0.80 | (62) 0.80 | (63) 0.80
MS2-CG (25) 0.56 | (25) 0.56 | (26) 0.57
stark anisotrop
‘MA 3’
AGgH = 250 AGp ~ 250 AGp ~ 5.000 | AGj ~ 500.000
hin = 1.9(=5) | hmin =9.9(=7) | hmin = 9-5(—9)
AS1-CG || (101) 0.87 | (102) 0.87 | (102) 0.87
MS1-CG (41) 0.71 | (41) 0.71 | (42) 0.71
AS2-CG (68) 0.81 | (68) 0.81 | (70) 0.82
MS2-CG (26) 0.57 | (24) 0.56 | (27) 0.60

auf Makro- und Mikroebene im achsenparallelen Fall, 6 = 4h
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Bgys, unterschiedliche Anisotropieverhiltnisse
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Abbildung 3.4: Abhéngigkeit der SCHWARZ-CG-Verfahren von den Anisotropieverhéltnis-
sen auf Makro- und Mikroebene im achsenparallelen Fall, § = 4h

1-LEVEL- Varianten:

Bei AS1-CG bewirkt der Ubergang von isotroper zu miflig anisotroper Makrozerlegung
eine deutliche Verschlechterung des Konvergenzverhaltens (Faktor 2), der Ubergang von
méfig zu stark anisotroper Makrozerlegung hat jedoch keine nennenswerten Auswirkun-
gen mehr (siehe AS1-CG in der linken Tabellenspalte von oben nach unten). Ein Anstieg
der Mikro-Anisotropie wird generell ohne Einflufl auf das Konvergenzverhalten verkraftet.
Einzige Ausnahme bildet hier der Ubergang von isotroper zu miflig anisotroper Mikro-
zerlegung bei der isotropen Makrozerlegung mit einem Anstieg der Iterationszahlen um
den Faktor 1.5. Doch dies ist insofern verstéindlich, als in diesem Fall iiberhaupt erst Ani-
sotropien ins Spiel kommen. MS1-CG zeigt sich sogar durchweg als invariant gegeniiber
Anisotropien auf Mikroebene (siehe waagerechte Tabelleneintrige beziiglich MS1-CG),
reagiert jedoch mit einer Verschlechterung um den Faktor 1.5 auf den Wechsel von isotro-
per zu miBig anisotroper Makrozerlegung. Dagegen zeigt sich beim Ubergang von mifig zu
stark anisotroper Makrozerlegung keine nennenswerte Verschlechterung mehr. Wie bereits
zuvor, zeichnet sich gerade im anisotropen Fall die multiplikative Feingitterbehandlung
aus: MS1-CG durchschnittlich um den Faktor 2.5 besser als AS1-CG.

2-LEVEL-Varianten:

Die Verschlechterungen der 2-LEVEL-Varianten beim Sprung von isotroper zu méaflig ani-
sotroper Makrozerlegung sind noch gravierender als im 1-LEVEL-Fall (Faktoren von etwa
2.5-3). Offenbar ist die Korrektur durch das anisotrope Makro-Grobgitter nicht von aus-
reichender Qualitdt. Der Sprung vom méflig zum stark anisotropen Makrogitter bleibt
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dagegen auch hier ohne grofle Auswirkungen. Eine Zunahme der Mikro-Anisotropie hat fiir
beide 2-LEVEL-Varianten im Fall der beiden anisotropen Makrozerlegungen keinen Ein-
fluB. Auch hier zeigt MS2-CG die mit Abstand besten Resultate und ist durchschnittlich
um den Faktor 2.5 besser als AS2-CG. Die multiplikative Feingitter-Behandlung scheint
gerade im anisotropen Fall (sowohl auf Makro- als auch Mikroebene) unerléfilich zu sein.

Offensichtlich sind die Auswirkungen in senkrechter Tabellenrichtung gréfler als in waage-
rechter Richtung: Anisotropie auf Makroebene scheint erheblich mehr Einflufl zu haben als
Anisotropie auf Mikroebene. Lokale, auf einzelne Makros beschrinkte Anisotropien wer-
den offenbar gut durch die Blockung (‘lokales Verstecken’) bzw. die exakte Behandlung der
Teilgebietsprobleme abgefangen. Dagegen beeintrichtigt globale ‘Makro-Anisotropie’ das
Konvergenzverhalten in nachhaltiger Weise, obwohl die Verfahren sich grundsitzlich stabil
verhalten und (wenn auch teilweise sehr langsam) konvergieren. Die Konvergenzraten fiir
stark anisotrope Zerlegungen liegen selbst im multiplikativen 2-LEVEL-Fall im Bereich 0.6
und sind damit nicht konkurrenzfihig mit typischen Mehrgitter-Raten.

Bisher wurde nur der Fall von achsenparallelen mxm -Zerlegungen fiir das Einheitsquadrat
betrachtet. Wir méchten in Tabelle 3.8 noch kurz auf den Fall einer nicht-achsenparallelen
Zerlegung zu sprechen kommen, ndmlich der Cgyg-Topologie aus Makrotest C, die sich zum
linken Kantenmittelpunkt hin verjiingt, vergleiche Abbildung 2.6 in Kapitel 2.2. Der Ma-
kro-Anisotropiegrad ist mit AG g ~ 5 sehr moderat. Selbst bei lokal stark anisotroper Mi-
krozerlegung entsteht lediglich ein Mikro-Anisotropiegrad von AG} ~ 1.200 und damit
deutlich weniger als bei unserer méflig anisotropen, achsenparallelen Bgyg-Zerlegung mit
stark anisotroper Mikrozerlegung (vergleiche mittlere Zeile in Tabelle 3.7), wo immerhin
ein Mikro-Anisotropiegrad von AGp ~ 20.000 vorliegt. Unsere numerischen Testreihen
belegen auch fiir die Cgyg-Topologie eine prinzipielle Unabhéngigkeit vom lokalen Mi-
kro-Anisotropiegrad: Fiir alle drei Mikro-Anisotropiestadien liegen (nahezu) die gleichen
Resultate vor. Daher beschréinken wir uns in Tabelle 3.8 auf die Darstellung der Ergebnisse
fiir die isotrope Mikrozerlegung. Offensichtlich sind die ermittelten Konvergenzraten selbst
fiir MS2-CG deutlich hoher als im méflig anisotropen Bgyg-Fall. Es spielt also nicht nur
der Anisotropiegrad, sondern insbesondere die spezielle Art der Aniosotropie eine grofle
Rolle. Auf diesen Aspekt werden wir im Verlauf unserer SCARC-Analyse noch einmal
ausfiihrlicher zuriickkommen.

Makrozerlegung | AGg isotrope Mikrozerlegung

(mé&Big anisotrop) AS1-CG | MS1-CG | AS2-CG | MS2-CG
Bgxs 10 (92) 0.86 | (39) 0.70 | (63) 0.80 | (25) 0.56
Csxs 5 (194) 0.93 | (59) 0.79 | (94) 0.86 | (35) 0.69

Tabelle 3.8: Abhéngigkeit der SCHWARZ-CG-Verfahren von Anisotropie auf Makroebene:

achsenparalleler versus nicht-achsenparalleler Fall
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e) Abhingigkeit von der Feinheit des Grobgitterproblems:

Es folgt eine Testreihe, die die Verwendung der sogenannten Multilevel-Methoden moti-
viert. Den bisherigen 2-LEVEL-SCHWARZ-Testrechnungen lag jeweils ein sehr grobes Grob-
gitterproblem, namlich die Makrozerlegung selbst zugrunde. Die dort enthaltene Informa-
tion geniigte offensichtlich, um die numerische Effizienz der 1-LEVEL-Varianten deutlich
zu verbessern und zumindest in isotropen Fillen eine Unabhéngigkeit von A und H zu ga-
rantieren. Es stellt sich jedoch die Frage, ob durch Verwendung eines feineren Grobgitters
eine weitere Steigerung der numerischen Effizienz zu erzielen ist, und wenn, zu welchen
Kosten. Wir wollen im folgenden den Fall betrachten, dafl dem Grobgitterproblem nicht
das Makrogitter selbst, sondern ein 1- oder 2-mal verfeinertes Makrogitter zugrunde liegt.
Dazu gehen wir aus von der méflig anisotropen Bgyg-Topologie mit ngopa = 5132 globalen
Gitterpunkten bei einer Uberlappungsbreite von § = 4h und stark anisotroper Mikrozer-
legung aller links und unten angrenzenden Makros (AG), ~ 20.000). Fiir alle genann-
ten Grobgitter-Verfeinerungslevel wurde das resultierende Grobgitterproblem jeweils mit
Hilfe einer direkten Methode exakt gelost, was in der Praxis ab einem bestimmten Ver-
feinerungslevel aufgrund der rapide wachsenden Speicherbediirfnisse (je nach verfiigbarer
Speicherkapazitét) grofie Probleme aufwirft. Es darf auch nicht vergessen werden, daf} je
nach Methode lange Wartezeiten auf den Teilgebietsprozessen entstehen kénnen. Tabelle
3.9 beinhaltet exemplarisch fiir alle genannten 2-LEVEL-Varianten die erzielten Gesamt-
laufzeiten in Minuten (fett gedruckt) in Kombination mit der zugehoérigen Konvergenzrate.
Die lokalen Teilgebietsprobleme wurden bis zur Maschinengenauigkeit gelost.

Makrozerlegung | Verfahren Verfeinerungslevel Grobgitter

Bsys 0 1 2

mifig anisotrop AS2-CG || 0.80 13.4 min | 0.76 10.1 min | 0.69 7.5 min
MS2-CG || 0.57 11.1 min | 0.44 7.1 min | 0.20 5.1 min
AGp ~ 20.000 | HYB1-CG || 0.65 14.5 min | 0.63 12.8 min | 0.53 9.1 min
HYB2-CG || 0.79 12.8 min | 0.74 9.3 min | 0.64 6.8 min

Tabelle 3.9: Abhéngigkeit der 2-LEVEL-SCHWARZ-CG-Verfahren von der Feinheit des
Grobgitterproblems bei anisotroper Makro- und Mikrozerlegung, § = 4h

Wie Tabelle 3.9 deutlich belegt, bewirkt die Verwendung eines feineren Grobgitterpro-
blems eine erhebliche Verbesserung der numerischen Effizienz. Beispielsweise reduziert sich
die Konvergenzrate von MS2-CG von p = 0.57 fiir Verfeinerungslevel 0 auf p = 0.20 fiir
den Verfeinerungslevel 2! In allen Féllen ist die Einsparung an Iterationsschritten so ge-
waltig, dafl trotz der hoheren Komplexitit des Grobgitterproblems fiir Verfeinerungslevel
2 die niedrigste Rechenzeit erzielt wird. Auffillig war bisher das schlechte Abschneiden
von HYB2-CG (additiv im Feingitter, multiplikativ im Grobgitter) bzw. seine Ahnlich-
keit zu AS2-CG (additiv im Feingitter, additiv im Grobgitter). Dies ist offenbar darauf
zuriickzufiihren, dafl die Verwendung des Makrogitters als Grobgitter nicht genug Infor-
mation enthilt, um den lediglich additiven lokalen Charakter wettzumachen, unabhingig
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davon, ob das Grobgitter in additiver oder multiplikativer Weise zum additiven Feingit-
ter hinzugefiigt wird. Die Verwendung des 1- bzw. 2-mal verfeinerten Grobgitterproblems
bringt hier eine sichtbare Verbesserung. Die HYBRID II-Variante besitzt groBe Ahnlichkeit
zu einem parallelisierten Standard-Mehrgitterverfahren mit nur zwei Leveln (Zweigitterver-
fahren) mit blockweiser Gliattung bei exakter Losung der Gliattungsprobleme. Auch hier
werden die lokalen Feingitterprobleme untereinander in additiver Weise und das Grobgitter
in multiplikativer Weise behandelt.

Die obige Tabelle legt es nahe, ein relativ feines Grobgitterproblem zu verwenden (etwa
zur doppelten Schrittweite wie das Originalproblem). Dessen Komplexitit wird jedoch fiir
realistische Probleme viel zu grof§ sein, als dafi seine Lésung auf einem Master-Prozefl Sinn
macht. Die Grobgitterlosung wird daher ersetzt durch einen weiteren 2- LEVEL-SCHWARZ-
Vorkonditionierer. Dieser Prozefl kann rekursiv wiederholt werden, bis auf unterstem Level
(ndmlich dem Makrogitter selbst) ein direkter Loser angewendet werden kann. Diese soge-
nannten Multilevel-Methoden konnen als natiirliche Erweiterung der 2-LEVEL-SCHWARZ-
CG-Verfahren betrachtet werden. Wir werden auf diesen Sachverhalt im Zusammenhang
mit der Herleitung unseres Lésers SCARC noch einmal zuriickkommen.

f) Abhingigkeit von der Genauigkeit der lokalen Teilgebietslosungen:

Die Konvergenztheorie fiir das vorkonditionierte CG-Verfahren verlangt, dafl in jedem Ite-
rationsschritt derselbe lineare Vorkonditionerer verwendet wird (beispielsweise die Ma-
schinengenauigkeits-Losung mit Hilfe einer lokalen CG-Methode). Dagegen ist es nicht
erlaubt, pro globalem Iterationsschritt nur wenige Schritte einer iterativen Methode bis
hin zu einem lokalen Abbruchkriterium durchzufiihren, da es sich iiblicherweise nicht mehr
um einen linearen Operator handelt. In jedem Iterationsschritt der betrachteten SCHWARZ-
Varianten miifiten die Teilgebietsprobleme also eigentlich exakt gelost werden. Das ist zwar
weniger aufwendig als die Losung des Gesamtproblems, aber dennoch sehr teuer. Folglich
ist man an einem billigeren Kompromif§ interessiert: der Verwendung inexakter lokaler
Loser. Es stellt sich die Frage, ob und inwieweit die Konvergenz der &ufleren CG-Iteration
davon beeinfluit wird. Eine mdogliche Folge besteht in einem Anstieg der Anzahl an dufle-
ren CG-Schritten. Durch die Verminderung der lokalen Komplexitdt kann es aber dennoch
zu einer deutlichen Verringerung der Gesamtrechenzeit kommen. In der Praxis hat es sich
herausgestellt, daf bei hinreichend genauer Losung der lokalen Probleme (bis hin zu eini-
gen Dezimalstellen Genauigkeit) inexakte lokale Loser angewandt werden kénnen, wie etwa
eine feste Anzahl an Iterationsschritten eines elliptischen Standardlosers (CG, MG). Unter
Umstidnden kénnen lokal besonders schnelle Loser verwendet werden, die fiir das globale
Problem nicht in Frage kommen (beispielsweise hoch-rekursive optimierte MG-Verfahren).
Es resultiert ein neuer, niherungsweiser Vorkonditionierer, bei dem es sich nicht mehr um
einen Projektionsoperator, sondern nur um einen ‘projektions-dhnlichen’ Operator handelt,
vergleiche Bramble/Pasciak/Wang/Xu [21] und Xu [89]. Ein guter Algorithmus sollte eine
geeignete Balance zwischen der Anzahl an inneren und dufleren Iterationen finden.
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Tabelle 3.10 bezieht sich auf die maflig und stark anisotrope Bgys-Topologie mit § = 4h,
Nglobal = 5132 sowie stark anisotroper Mikrozerlegung und der Verwendung eines I-mal
verfeinerten Makrogitters als Grobgitter. Sie illustriert die Konvergenzraten und Laufzei-
ten fiir die drei verschiedenen Fille, dal bei der Lésung der Teilgebietsprobleme mit Hilfe
von lokalen SSOR-CG-Verfahren entweder 6 oder 2 Stellen Genauigkeit gewonnen werden
bzw. lediglich genau 10 Iterationen durchgefiihrt werden. Unsere numerischen Testreihen
belegen (fiir alle hier betrachteten Topologien !), daf es keinen Vorteil bringt, wenn anstelle
von 6 Stellen Genauigkeit pro lokalem Teilgebietsproblem die vollen 16 Stellen Maschinen-
genauigkeit gewonnen werden, die Anzahl an globalen CG-Schritten verbessert sich dadurch
nicht. Fiir den rein isotropen Fall geniigte sogar bereits durchweg eine lokale Genauigkeit
von 1072, Fiir die Losung der lokalen Teilgebietsprobleme bis zur relativen Genauigkeit
von 107 wurden (pro globaler CG-Iteration) jeweils etwa 29 bis 32 innere CG-Iterationen
benétigt, wihrend das Erzielen von 2 Stellen Genauigkeit nur etwa 12 bis 14 Iterationen
benstigte. Zum Vergleich: die lokal exakte Losung auf einem anisotropen Makro erfordert
durchschnittlich 65 Iterationen!

Makrozerlegung | Verfahren | Abbruchkriterium fiir die lokalen Teilgebietslosungen

Bgxs €reg = 1076 €re; = 1072 10 Tterationen

méBig anisotrop | AS2-CG || 0.76 5.4 min | 0.76 2.5 min | 0.77 2.2 min
AGp ~ 20.000 | MS2-CG || 0.44 3.8 min | 0.44 2.1 min | 0.47 1.9 min

stark anisotrop | AS2-CG || 0.80 9.0 min | 0.80 3.7 min | 0.82 2.6 min
AGp ~ 500.000 | MS2-CG || 0.53 5.5 min Va Ve

Tabelle 3.10: Abhéngigkeit der 2-LEVEL-SCHWARZ-CG-Verfahren von der Genauigkeit
der Teilgebietslosungen bei anisotroper Makro- und Mikrozerlegung, § = 4h

Im Fall der méBig anisotropen Makrozerlegung ist es offensichtlich ausreichend, lediglich 10
lokale CG-Iterationen pro Teilgebietslosung durchzufiihren. Dies bewirkt zwar sowohl fiir
AS2-CG als auch MS2-CG einen leichten Anstieg der globalen CG-Iterationszahl (von 50
auf 54 bzw. von 17 auf 19). Aufgrund der niedrigeren lokalen Komplexitét liegt hier dennoch
die geringste Gesamtlaufzeit vor. Wie erwartet geniigen im Fall der stark anisotropen Ma-
krozerlegung mit stark anisotroper Mikrozerlegung 2 Stellen Genauigkeitsgewinn bzw. nur
10 lokale Iterationen nicht aus. Erstaunlich ist jedoch die Tatsache, dafl selbst in diesem
Fall (AGy ~ 500.000) fiir 6 Stellen Genauigkeitsgewinn die gleichen Ergebnisse erzielt
werden, wie bei lokal exakter Losung. Dies spart pro duflerer Iteration mehr als 50% an
lokalen ITterationen!
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3.1.4 Bewertung

Vorteile:

Die 1-LEVEL-SCHWARZ-CG-Verfahren zeichnen sich durch eine hohe parallele Ef-
fizienz aus, zumindest dann, wenn die Breite des Uberlappungsbereiches auf nur
wenige Elementschichten beschrinkt bleibt. Sie weisen sehr grofle rechenintensive
Blocke auf, die entweder vollig parallel oder zumindest ‘koloriert-parallel’ abgear-
beitet werden kénnen. Desweiteren wird pro duflerer CG-Iteration nur lokale Kom-
munikation benétigt. Daraus resultiert ein sehr giinstiges Verhéltnis zwischen
Rechen- und Kommunikationszeit.

Selbst die 2-LEVEL-SCHWARZ-CG-Verfahren weisen deutlich gréfiere arithmetische
Recheneinheiten als parallelisierte Standard-Mehrgitterverfahren auf, da der grofite
Teil der Arbeit auf dem rechenintensivem Feingitter erbracht wird und keine
Zwischengitter (mit niedrigerer rechnerischer Effizienz) vorhanden sind.

Die SCHWARZ-CG-Verfahren reagieren robust im Hinblick auf lokale Gitter-
anisotropien, die offenbar gut durch die Blockung abgefangen werden (‘Verstecken
der Anisotropien’).

Sie erlauben die Kopplung unterschiedlicher Diskretisierungen, was bei einem
parallelisierten Mehrgitterverfahren nicht so einfach der Fall ist.

ScHWARZ-Vorkonditionierungstechniken kénnen durch verbesserte Datenlokali-
tdt zu einer Reduktion der Gesamtkomplexitét fiihren.

Nachteile:

e Im Vergleich zu optimierten Mehrgitterverfahren (mit punktweiser Glattung) liegen

relativ schlechte Konvergenzraten vor. Gerade im Fall der rechnerisch effizien-
ten 1-LEVEL-SCHWARZ-CG-Verfahren bestehen deutliche Abhingigkeiten der
Konvergenzrate von h, N und 9.

Die Verwendung eines Grobgitterproblems bewirkt zwar eine deutliche Verbes-
serung der numerischen Effizienz sowie eine Minderung bzw. Beseitigung der h- und
N-Abhéngigkeiten (insbesondere im isotropen Fall). Die Grobgitterlsungen involvie-
ren jedoch hiufigen globalen Datenaustausch bzw. kleinste Recheneinheiten
und fiihren zu einer nachhaltigen Verschlechterung der parallelen Effizienz. Dies wirkt
sich vor allem beim Ubergang zu Problemen mit groBer Anzahl an Teilgebieten sehr
problematisch aus.
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Das wiederholte Losen entlang der Uberlappungsbereiche bzw. der hiufi-
ge Austausch der Uberlappungsdaten bringt einen erheblichen Mehraufwand
mit sich. Selbst bei Verwendung eines Grobgitterproblems ist ein gewisser Uberlap-
pungsumfang unerldfilich. Der Versuch, die h-Abhéngigkeit durch einen geometri-
schen Uberlapp (proportional zu H) zu umgehen, fiihrt zu einem rapiden Anstieg
der Komplexitdt im Zusammenhang mit den Uberlappungsbereichen.

Bei Verwendung des CG-Verfahrens ist fiir Varianten mit multiplikativem Fein-
gitter- Anteil eine Symmetrisierung erforderlich, was einen hohen Mehrauf-
wand mit sich bringt (zweimaliges Durchlaufen der Feingitter-Probleme pro CG-
Iteration). Die alternative Verwendung einer Krylovraum-Methode fiir unsymmetri-
sche Probleme fiihrt ebenfalls zu deutlich erh6htem Aufwand pro Iteration (hoherer
Speicherbedarf, mehr innere Produkte oder zwei Matrix-Vektor-Produkte) und even-
tuell schlechterem, weniger robusten Konvergenzverhalten.

Das Konvergenzverhalten der 1-LEVEL-SCHWARZ-CG-Verfahren im Fall (stark) ani-
sotroper Makrozerlegungen ist ausgesprochen schlecht (wenn auch robust). Selbst die
2-LEVEL-SCHWARZ-CG-Verfahren benétigen im (global) anisotropen Fall aufwen-
dige Uberlappungsbreiten um halbwegs zufriedenstellende Resultate zu liefern. In
beiden Fillen fiihren Anisotropien auf Makroebene zu einer deutlichen Ver-
schlechterung der Konvergenzrate. Auflerdem scheint gerade im anisotropen
Fall eine multiplikative Feingitter-Behandlung unerléifllich zu sein.

Der Implemtierungsaufwand hinsichtlich der Uberlappung ist speziell im Fall kom-
plexer Geometrien bzw. 3 Raumdimensionen sehr hoch und zeitintensiv.
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3.2 Parallelisierte Standard-Mehrgitterverfahren mit
BrLock-Glattern

3.2.1 Basiskonzepte von Mehrgitterverfahren

Mehrgitterverfahren zéhlen zu den effizientesten Verfahren fiir die iterative Losung grofler
Gleichungssysteme, wie sie iiblicherweise bei der Diskretisierung von partiellen Differenti-
algleichungen entstehen. Wir wollen hier lediglich die grundlegenden Basisprinzipien und
Verfahrenskomponenten darstellen. Eine detaillierte Einfiihrung in das Mehrgitterkonzept
und seine theoretischen Grundlagen findet sich beispielsweise in Wesseling [85], Braess [16],
McCormick [58] bzw. Hackbusch [46, 47, 48|.

Mehrgitterverfahren basieren im Kern ebenfalls auf der inzwischen wohlbekannten Basis-
iteration (2.10) aus Kapitel 2.4. Einfache Vertreter dieses Schemas, wie beispielsweise das
JACOBI- oder GAUSS-SEIDEL-Verfahren berechnen den neuen Wert in einem Gitterpunkt
durch Mittelwertbildung der alten oder bereits aktualisierten Werte umliegender Gitter-
punkte. Entsprechend benétigen sie eine grofle Anzahl an Iterationen, um eine Korrektur
durch das gesamte Gebiet zu beférdern. Wie wir im Zusammenhang mit dem Konvergenz-
verhalten der SCHWARZ-CG-Verfahren beschrieben haben, widerspricht dies im héchsten
Mafle dem Verhalten elliptischer Probleme (unendliche Ausbreitungsgeschwindigkeit fiir
Informationen). Die Konvergenzrate dieser Schemata liegt im Bereich 1 — O(h?), was ins-
besondere fiir kleine Schrittweiten indiskutabel ist.

Mehrgitterverfahren versuchen die Konvergenzgeschwindigkeit der Basisiteration dadurch
zu beschleunigen, dafl die Defekte auf einem groberen Gitter korrigiert werden. Dabei
wird explizit eine besondere Eigenart der zu (2.10) gehorigen Vertreter ausgenutzt, die
sogenannte Glattungseigenschaft. Zur Beschreibung der Vorgehensweise gehen wir vom
Spezialfall einer Zweigittermethode aus, die eine Unterteilung in ein feines Gitter (Original-
gitter zur Schrittweite h) und ein grobes Gitter (etwa zur der doppelten Schrittweite 2h)
vornimmt. Ausgehend von einer Initiallésung wird auf dem feinen Gitterlevel eine einfache
Basisiteration ausgefiihrt. Die oben genannte Mittelwertbildung bewirkt dabei sehr schnell
eine deutliche Reduktion der hochfrequenten (lokalen) Fehleranteile, wihrend die nieder-
frequenten (globalen) Anteile nahezu unveréindert bleiben. Nach einer rapiden Erstverbes-
serungsphase (bei gutartigen Problemen meist nur 1-5 Iterationsschritte) ist der Fehler
‘ausgegléttet’. Es dominieren nun die niederfrequenten Fehleranteile, die unter Umsténden
noch sehr grof} sein kénnen, sich aber als insensitiv gegeniiber einer weiteren Anwendung
des Iterationsschemas erweisen. Dies suggeriert, den geglitteten Defekt auf das Grobgitter
zu restringieren, wo er zu deutlich geringeren Kosten approximiert werden kann (mit nur
einem Viertel so vielen Unbekannten bei Schrittweitenverdopplung in 2D). Die so ermittelte
Grobgitterlgsung wird dann zuriick auf das feine Gitter prolongiert und dort als (eventuell
gewichtete) Korrektur verwendet. Danach kénnen noch einige Schritte der Basisiteration
zur Nachgldttung erfolgen.
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Die betrachteten Gleichungssysteme sind im allgemeinen so grof}, daff der Aufwand zur
Losung des Systems zu 2h immer noch betréchtlich sein kann. Die obige Prozedur kann
daher rekursiv auf eine ganze Hierarchie von Gittern mit jeweils niedrigerem Auflésungs-
level iibertragen werden, bis schliefilich auf unterstem Level ein kleines, moglichst direkt
l6sbares Gleichungssystem vorliegt. Eine Mehrgittermethode kann folglich als Zweigitter-
methode betrachtet werden, bei der das Grobgitterproblem rekursiv wiederum mit einer
Zweigittermethode approximiert wird. Jeder Level ist fiir die Reduktion einer bestimmten
Frequenz-Bandbreite zustidndig. Die niederfrequenten Anteile des jeweils feineren Gitters
erscheinen als hochfrequente Anteile auf dem n#chstgroberen Gitter, so dal wiederum ein
Basisiterationsschema zu deren Glidttung verwendet werden kann. Die Effizienz des Ver-
fahrens hingt wesentlich davon ab, wie gut die Bandbreiten, die auf den einzelnen Leveln
geglittet werden, untereinander abgestimmt sind. In der Konvergenztheorie wird die volle
Mehrgitteriteration als gestorte Zweigitteriteration behandelt.

Eigenschaften von Mehrgitterverfahren:

Optimierte, serielle Mehrgitterverfahren (mit punktweiser Glittung) besitzen eine hohe
numerische Effizienz. Sie konvergieren sehr schnell mit einer h-unabhingigen Konver-
genzrate (hdufig im Bereich p < 0.1); die Konvergenz verlangsamt sich nicht, wenn
die Genauigkeit der Diskretisierung erhéht wird. Dies konnte anhand einer Vielzahl von
Modellfiillen theoretisch bewiesen und in der praktischen Anwendung bestétigt werden.
Konvergenzresultate fiir den Fall allgemeiner, symmetrischer Glitter sind beispielsweise
in Bank/Douglas [7] und Bramble/Pasciak [18] zu finden. In der Zwischenzeit hat sich
auch in komplexeren Situationen (wie etwa bei Strémungsproblemen, siehe Turek [75],
Oosterlee [49]) die Uberlegenheit von Mehrgitterverfahren gegeniiber herkémmlichen ite-
rativen Losern herauskristallisiert. Desweiteren weisen Mehrgitterverfahren eine optimale
asymptotische Komplexitit auf, das heift, sie benétigen O(n - logn) Operationen zur
Approximation eines Problems der Grofle n zu jeder festen vorgeschriebenen Genauigkeit,
siehe Hackbusch [46].

Bei Mehrgitterverfahren handelt es sich nicht nur um ein einziges spezielles Verfahren,
sondern vielmehr um eine ganze Klasse von Verfahren, die ihre grofie Flexibilitdt daraus
bezieht, dafl die einzelnen Kernbestandteile (Glitter, Transferoperatoren, Grobgitterkor-
rektur) weitgehend frei auf das vorliegende Problem abgestimmt werden kénnen. Hierzu
miissen jedoch gewisse Kompatibilitdtsbedingungen eingehalten werden. Die Effizienz des
Gesamtverfahrens héngt entscheidend von der ausgewogenen Balance der einzelnen Kom-
ponenten untereinander ab.

Einer der kritischsten Punkte beim Design eines effizienten Mehrgitterverfahrens besteht
in der geeigneten Wahl des Glétters. Es steht inzwischen eine breite Palette an mehr oder
weniger komplexen Glittungstechniken zur Verfiigung, angefangen von einfachen iterativen
Schemata wie JACOBI, GAUSS-SEIDEL und ihren linienweisen Varianten, iiber unvollsténdi-
ge Faktorisierungs-Methoden wie ILU bis hin zu Krylov-Raum-Methoden. Im klassischen
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Mehrgitter werden iiblicherweise einfache Defektkorrekturverfahren verwendet. Diese be-
sitzen zwar relativ schlechte Konvergenzeigenschaften, gleichzeitig jedoch die bereits ge-
nannten hervorragenden Glattungseigenschaften. So liefern JACOBI- und GAUSS-SEIDEL-
Glétter in einfachen, reguldren Situationen (isotrope, quasi-uniforme Gitter, dominant el-
liptischer Differentialoperator) ausgezeichnete Resultate. GAUSS-SEIDEL hat sich auch bei
konvektions-dominierten Problemen mit Upwind-Numerierungsstrategien bewihrt, siehe
Turek [75]. Die Gliattung mittels ILU erweist sich speziell bei anisotropen Problemen als
sehr robust, vergleiche Hackbusch/Wittum [50].

Die rasanten Entwicklungen im Bereich moderner Parallelrechner warfen ein neues Licht
auf die bisherigen Mehrgitterkonzepte und motivierten ein grofles Mafl an Forschung beim
Design paralleler Mehrgitterverfahren. Wie wir bereits ausfiihrlich in Kapitel 1.1 erlautert
haben, basiert die hohe Mehrgitter-Effizienz jedoch wesentlich auf der Verwendung op-
timierter, voll rekursiver Gliattungstechniken, deren parallele Effizienz duflerst gering ist.
Speziell im Fall komplizierter Geometrien bzw. lokaler Anisotropien ist es leider iiberhaupt
nicht klar, wie die ausgezeichneten Konvergenzeigenschaften optimierter sequentieller Ver-
fahren auf den parallelen Fall iibertragen werden kénnen. Verschiedene Parallelisierungs-
konzepte wurden in Kapitel 1.1 bereits erldutert. Wir werden uns im weiteren Verlauf dieses
Kapitels auf die Konzeption und numerische Analyse diverser optimierter BLOCK-Glétter
beschrinken. Im Mittelpunkt unseres Interesses steht dabei die qualitative und quanti-
tative Einschitzung der Effizienzverluste durch die Blockung bzw. die Skalierbarkeit auf
grofldimensionierte, stark anisotrope Probleme.

Einfiihrung diverser Notationen:

Wir wollen uns einer algorithmischen Darstellung unseres parallelen Mehrgitterkonzeptes
zuwenden. Zur kompakten Beschreibung miissen noch einige Notationen eingefiihrt wer-
den, die spéter auch im Zusammenhang mit der Darstellung unseres SCARC-Konzeptes
Verwendung finden werden:

Sei Z,(ll), l =0,...,L, eine hierarchische Sequenz von Mikrozerlegungen fiir das Gebiet (2
mit zugehorigen Schrittweiten

0<hb) <. .. <h®,

Dabei korrespondiert der Index 0 zum grobsten und L zum feinsten Gitterlevel. Sei wei-
terhin A®) die zugehorige Systemmatrix, die durch Diskretisierung der betrachteten Diffe-
rentialgleichung auf Level [ entsteht, sowie z(!) der zugehérige Losungsvektor und 4% die
rechte Seite, [ =0,..., L.
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Als néchstes wollen wir die Transferoperatoren zwischen den einzelnen Leveln definieren.
Handelt es sich (wie in unserem Fall) um eine Sequenz von ineinander geschachtelten Git-
tern, so ergeben sich Prolongation und Restriktion zwischen aufeinanderfolgenden Leveln
auf kanonische Weise. In der Praxis wird die Prolongation ROT meist als geeignete In-
terpolierende von Level | auf Level [ + 1 definiert. Die Restriktion R®) von Level [ + 1
auf Level [ ergibt sich dann als die formale Adjungierte zur Prolongation beziiglich des
L2-Produktes. Da wir alle Matrizen A®) mit Hilfe desselben Diskretisierungsprozesses er-
zeugen (was nicht notwendigerweise erforderlich ist), konnen die gréberen Matrizen gemif
der folgenden Relation aus den feineren Matrizen abgeleitet werden:
AW = RO A+ pOT

Die Vorkonditionierungsmatrizen im Rahmen der level-abhéngigen Basisiterationen wer-
den mit B® bezeichnet, das heifit, auf jedem Level wird die folgende Basisiteration durch-

gefiihrt:
0 20 4 BO (40 — AWz0)

Der Parallelisierung liegt eine Makrozerlegung mit minimaler Uberlappung zugrunde, ver-
gleiche Kapitel 2.2.1. Dazu gehen wir auf jedem Level [ von einer Zerlegung

1 1
Zz(q) = {QE )}z':l,...,N

in einzelne Teilgebiete le) aus, die sich nur entlang innerer Rinder gegenseitig iiberlappen,
[l =0,...,L. Die Mikrozerlegungen der einzelnen le) sind an die globale Mikrozerlegung
Z,Sl) des Gesamtgebietes Q) zum entsprechenden Level | angepaBt. Dies bedeutet, daf die
Gebietszerlegung fiir alle betrachteten Level dieselbe ist: le) und ng ) bezeichnen dasselbe
Makro, nur mit unterschiedlicher Mikrozerlegun%. Zur Vereinfachung der Notation wer-
den wir im folgenden die einzelnen Teilgebiete Qil) mit ihrer zugehorigen Mikrozerlegung
identifizieren.

0

+ ein Restriktionsoperator definiert, der einen globalen Vektor z®

des Levels [ auf seinen zum Teilgebiet le) gehorigen Teilvektor :cgl) abbildet, Rgl)x(” = xgl) .
Entsprechend bezeichnet auf jedem Level Az(l) den Teilblock der Matrix A® der zum

Teilgebiet le) korrespondiert,

Desweiteren sei durch R

T
AY = ROAOROT.

Mit zunehmender Gittervergréberung konnen die Matrizen Agl) sehr niederdimensional
werden. Zur besseren Veranschaulichung werden die verschiedenen Restriktionsoperatoren
in Abbildung 3.5 graphisch illustriert.
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Gesamtgebiet Teilgebiet
Q) Qi)
(1+1)
QU+1) R . Qz(_z+1)
RO
V)
910 R ; Qz('l)
QO Q®

Abbildung 3.5: Verschiedene Restriktionsoperatoren fiir das parallelisierte Mehrgitterver-

fahren

Algorithmische Formulierung des Mehrgitterverfahrens:

Mit den obigen Notationen sind wir nun in der Lage, eine algorithmische Formulierung
des Mehrgitterverfahrens als Rekursion der nachfolgenden Mehrgitteriteration iiber die
einzelnen Level [ anzugeben. Dabei beginnen wir mit dem feinsten Level L.
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Mehrgitteriteration z® <« MG(l, A, BO O p®) fiir 1 > 1:

Sei eine Startndherung gegeben. Dann berechne eine Nidherungslésung von
AD O — p®
durch die folgenden Schritte:

1. Vorgliattung: Fiihre n; Schritte eines Basisiterationsverfahrens durch

2O 2O £ BO (50 — AWz0)

2. Grobgitterkorrektur:
(a) Restringiere den Defekt auf Level [ — 1

B RED (5O — AB40)

(b) Lose das Problem
A1) (4-1) — p(t=1)

im Fall [ = 1 exakt und im Fall [ > 1 durch p-malige rekursive Anwen-
dung von

27D MGl -1, ALY, BEY g 0=0 =Dy,

p > 1, mit Startwert z¢ 1 = 0.
(c) Korrigiere die Losung auf Level [ durch die prolongierte Grobgitterlésung

2@ 20 4 gU-DT0-1)

3. Nachgliattung: Fiihre 7y Schritte des Basisiterationsverfahrens durch

20 2O 1 BO (30 — AWz0)
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Bemerkungen:

e Erfolgt die Losung des Grobgitterproblems in Schritt (2b) nicht nur approximativ
(durch rekursiven Aufruf eines weiteren Mehrgitterzyklus), sondern gleich exakt, so
resultiert das bereits erwidhnte Zweigitterverfahren.

e Einer der beiden Werte 7; oder 1 kann Null sein. Es ist also mdoglich, nur eine
Vor- oder Nachgldttung vorzunehmen. Beide Werte kénnen auch vom Gitterlevel
abhéngen.

e Die Rekursion kann auf mehrere Arten durchgefiihrt werden, abhéingig davon, wie
oft die Mehrgitteriteration in Schritt (2b) aufgerufen wird. Fiir p = 1 spricht man
vom V-Zyklus, fir p = 2 vom W-Zyklus. Die Namensgebung ist bekanntermafien
dadurch motiviert, in welcher Reihenfolge die einzelnen Level durchlaufen werden,
siehe Abbildung 3.6.

Level 4

Level 2
Level Z
Level 1
Level O
v F W

Abbildung 3.6: Verschiedene Mehrgitterzyklen

Aufgrund seiner niedrigen Komplexitit ist der V-Zyklus rein rechnerisch betrachtet
am effizientesten. Gleichzeitig reagiert er aber auch am sensibelsten auf Irregula-
ritdten in den Problemdaten (beispielsweise Anisotropien). Am robustesten, aber
auch am teuersten, ist der W-Zyklus. Als guter Kompromifl zwischen der héher-
en rechnerischen Effizienz des V-Zyklus und der gréfieren Robustheit des W-Zyklus
hat sich der in Abbildung 3.6 skizzierte F-Zyklus erwiesen, der den nachfolgenden
Rechnungen zugrunde liegt. Die Kosten fiir einen kompletten Zyklus sind nur ein
moderates Vielfaches der Kosten eines einzigen Durchlaufes auf dem feinsten Gitter.

e Im Korrekturschritt (2c¢) kann die prolongierte Grobgitterlosung auch mit einem
Dampfungsparameter o gewichtet werden. Dieser kann explizit so gewihlt werden,
daB der Defekt b®) — AWz in Schritt (2c) minimiert wird. Wir haben in der Praxis
jedoch mit dem Wert v = 1 sehr gute numerische Resultate erzielt, so dafl wir diesen
Aspekt nicht weiter vertiefen werden.

e Wie bereits erwihnt, wird die Mehrgitteridee heutzutage in einem viel allgemeine-
ren Sinn benutzt. Sie liegt beispielsweise auch den unter 3.1 genannten Multilevel-
Methoden zugrunde, die auf einer hierarchischen Gittersequenz basieren, um optimale
Vorkonditionierer zu erzeugen, siehe Smith/Bjgrstad/Gropp [71].
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Die vorangehende Darstellung der Mehrgitteriteration gibt noch keinen Aufschlufl dariiber,
ob eine sequentielle oder parallele Variante vorliegt. Es handelt sich vielmehr um ein all-
gemeingiiltiges Schema, das sowohl auf globalem als auch lokalem Gebietslevel (sowohl
parallel als auch sequentiell) angewandt werden kann. Daher werden auch explizit die ent-
sprechende System- und Vorkonditionierungsmatrix, sowie der Losungs- und rechte Seite
Vektor als Parameter iibergeben. Wird das Schema auf globalem Level parallel angewandt,
dann versteckt sich die Parallelisierung in den einzelnen Teilbestandteilen (Matrix-Vektor-
Produkte, Defektnormen, Linearkombinationen, Transferoperatoren, Vorkonditionierung).

Fiir den Moment geniigt es zu wissen, dal wir hier von einem rein datenparallelen globalen
Mehrgitterverfahren ausgehen. Dies bedeutet, dafi die einzelnen Operationen (abgesehen
von der Vorkonditionierung der Basisiteration) dieselben Resultate wie bei einer rein se-
quentiellen Abarbeitung liefern. Sie werden nur einfach in anderer (verteilter) Art und
Weise berechnet, vergleiche die Programmbeschreibung in Kapitel A.4.

3.2.2 Definition von BLOCK-Glattern

In Kapitel 2.4 haben wir bereits eine ganze Palette an punktweisen Vorkonditionierern
fiir die Basisiteration vorgestellt und ihre Konvergenzeigenschaften auf charakteristischen
(anisotropen) Gitterstrukturen fiir ein einzelnes Makro untersucht. Es wurde darauf hinge-
wiesen, dafl die meisten dieser punktweisen Vorkonditionierer einen hoch rekursiven Cha-
rakter aufweisen und sich fiir eine Anwendung auf das globale Problem in rein datenparal-
leler Ausfiihrung nicht eignen. Um diese Rekursivitéit aufzubrechen, definieren wir in einem
ersten Schritt einfache blockweise Varianten der in Kapitel 2.4 eingefiihrten Kandidaten,
die hinsichtlich ihres Konvergenzverhaltens miteinander verglichen werden. Ein gegebener
lokaler punktweiser Vorkonditionierer wird quasi blockweise zu einem globalen Vorkon-
ditionierer fiir das komplette Problem aufsummiert. Es handelt sich wie beim additiven
1-LEVEL-SCHWARZ um eine additive Zerlegung, so daf} die lokalen Defektkorrekturschrit-
te vollig unabhéngig voneinander ablaufen kénnen.
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Im Vergleich zum additiven 1-LEVEL-SCHWARZ-Vorkonditionierer gibt es jedoch einen
wesentlichen Unterschied:

e Beim additiven 1-LEVEL-SCHWARZ-Vorkonditionierer liegt eine echt iiberlappende
Zerlegung mit Uberlappung um eine oder mehrere Elementschichten vor. Die Vor-
konditionierungsmatrix Byg; ist definiert als

N
Buasi =) RgT (A" RY,
i=1
wobei A?¢ die lokalen Matrizen beziiglich der iiberlappenden Teilgebiete ¢ mit Null-
randbedingungen entlang innerer Rénder darstellen. Bei der Anwendung des Vorkon-
ditionierers auf einen Defekt, Byg; r, wird der Defekt r erst durch r; = R{r auf ¢
restringiert, dort mittels v; = (Af )~ r; invertiert und das Ergebnis durch v = Rf Tvi
zuriick auf €2 prolongiert. Bei der Summation werden explizit die Werte der einzelnen
v; auf den Uberlappungsbereichen aufaddiert.

e Bei den hier betrachteten BLOCK-Vorkonditionierern liegt eine Zerlegung mit mini-
maler Uberlappung vor. Es gilt

—N
T
BBiock = Zi:IRi BPunkt,i R;,

wobei Bpy,kt,; einen lokalen PUNKT-Vorkonditionierer auf Makro €2; bezeichnet und
Bpioer seine blockweise globale Erweiterung. Die Besonderheit besteht darin, daf3 die
Werte entlang innerer Rénder nicht aufsummiert, sondern gemittelt werden, was
hier und im folgenden mit dem geschléngelten Summationszeichen gekennzeichnet
wird. Zur Begriindung ist zu sagen, dafl die lokalen Systemmatrizen und entspre-
chend auch die lokalen PUNKT-Vorkonditionierer gerade so definiert sind, daf} sie die
Werte der globalen Matrix entlang innerer Rénder erhalten, vergleiche Kapitel 2.4.
Folglich besitzen die lokal ermittelten Korrekturen dort bereits die ‘vollen” Werte, die
natiirlich nicht mehr aufaddiert werden diirfen, sondern durch einen Mittelungsprozefl
angeglichen werden, siehe die Programmbeschreibung in Kapitel A.3.

Eine formale Definition dieses Mittelungsprozesses kann mit Hilfe der in Kapitel 2.2 defi-
nierten Haufigkeitsmatriz Ry vorgenommen werden. Diese Diagonalmatrix gibt fiir jeden
Gitterknoten aus €2 an, in wie vielen Makros er gleichzeitig vertreten ist. Sei » € R" ein
globaler Vektor, dann gilt:

—~N N
Bgiock™ = »_,_ Ri Bpunkti RiT := Ry X‘IRZT Bpunkti Rit .

i=
Bei den hier dargestellten BLOCK-Glédttern handelt es sich einfach um die Jacobi-artige
Blockung standardméfiger PUNKT-Glétter: Auf Makroebene liegt immer ein blockweises
JAcoBI-Verfahren vor, wihrend lokal verschiedene PUNKT-Glétter unterschiedlicher Lei-
stungsfihigkeit verwendet werden, angefangen vom PUNKT-JACOBI bis hin zur PUNKT-
ILU. Die Jacobi-artige Blockung lokaler PUNKT-JACOBI-Glétter entspricht genau einem
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globalen PuNkKT-JACOBI-Glitter. Aufgrund der schnellen Konvergenz des PUNKT-JACO-
BI-Glétters im isotropen Fall ist fiir isotrope Zerlegungen auf Makro- und Mikroebene ein
sehr gutes Konvergenzverhalten zu erwarten. Es stellt sich jedoch die Frage, inwieweit die
BLoOCK-Glétter mit Anisotropien (insbesondere auf Makroebene) zurecht kommen. Wie wir
in Kapitel 2.4 gesehen haben, bewirken selbst kleine Verzerrungen beim PUNKT-JACOBI
rapide Verschlechterungen. Entsprechend ist fiir die Jacobi-artigen BLOCK-Glétter bereits
bei leicht anisotropen Makrozerlegungen mit einer Verschlechterung zu rechnen.

Fiir die Wahl der Teilgebietsgrofien gibt es zwei entgegengesetzte Zuginge:

e Eine grofle Anzahl kleiner Teilgebiete fiihrt zu einem groflen Grobgitterproblem mit
unter Umstinden unzureichender Prozessorauslastung durch die einzelnen Teilproble-
me; im Grenzfall besteht jedes Makro nur aus einem Punkt, die Begriffe Matrixblock
und -element bzw. block- und punktweise fallen zusammen, alle Glétter reduzieren
sich auf einen PUNKT-JACOBI.

e Eine kleine Anzahl grofler Teilgebiete fithrt dagegen zu einem kleinen Grobgitter-
problem bzw. Teilgebietsproblemen, die unter Umstinden zu grof§ sind fiir einen
einzelnen Prozessor; im Grenzfall existiert nur ein Block mit einem einzigen punkt-
weisen Glétter, A; stimmt mit A iiberein. Der JAcOBI-Charakter der Blockung 148t
eine kleine Anzahl an Teilgebieten sinnvoller erscheinen.

Wir mochten nun blockweise Analoga zu einigen der in Kapitel 2.4 definierten lokalen
PunkT-Vorkonditionierern prisentieren. Dabei beschrinken wir uns lediglich auf die JA-
COBI-, GAUSS-SEIDEL- und ILU-Vorkonditionierer. Diese werden jeweils durch den zusétz-
lichen Buchstaben ‘B’ (fiir ‘Block’) gekennzeichnet (Bpjac bezeichnet beispielsweise die
blockweise Zusammensetzung von Bj4c ;). Blockversionen fiir die {ibrigen Vorkonditionier-
er aus Kapitel 2.4 kénnen in entsprechender Weise definiert werden. Das komplette MG-
Verfahren mit BLOCK-Glattung wird durch das jeweilige Namenskiirzel gekennzeichnet. So
bezeichnet BILU-MG das globale MG-Verfahren mit Gldttung durch den BLOCK-ILU-
Glatter BBILU-

BrLock-Vorkonditionierer:

N —~N
Bpjac = i1 R} Bjac,i Ri = w¥._ R D;'R;
~N T N T .
Bpes = ;1 RI'Bgsi R = Y, RI(Di+L) 'R

—~N ~N ~ ~
Bprivy = Y, R Brv,i Ri = wY,. Rl (LU)™ ' R;
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Es geht uns an dieser Stelle lediglich darum, den Konstruktionsprozefl prinzipiell zu erldu-
tern bzw. wesentliche Verhaltensweisen der BLOCK-Glétter anhand weniger Modellbeispie-
le zu demonstrieren, wozu die Beschrinkung auf die drei genannten Kandidaten geniigt.
Wie wir gleich sehen werden, bestehen deutliche Abhéngigkeiten von den vorliegenden
Makro-Anisotropieverhéltnissen. Daher wird dieser Zugang fiir uns letztlich nicht in Frage
kommen. Dennoch wollen wir versuchen, prinzipielle Vorteile zu erkennen und in geeigneter
Weise mit den Vorteilen des bereits vorgestellten Gebietszerlegungszugangs zu kombinie-
ren. Erwartungsgemif liefert der BLOCK-ILU-Glétter speziell im Hinblick auf anisotrope
Zerlegungen die mit Abstand besten Resultate. Es darf jedoch nicht vergessen werden,
dafl er die Abspeicherung einer kompletten Hilfsmatrix bzw. deren initiale Faktorisierung
erfordert. Dieser Mehraufwand mufl wie iiblich in Relation zum erzielten Gewinn gestellt
werden.

3.2.3 Numerische Konvergenzanalyse

Es folgt eine numerische Analyse des parallelisierten MG-Verfahrens auf Basis der drei
genannten BLOCK-Glétter. Bei der Konzeption der Testreihen gehen wir genauso vor wie
im Fall der SCHWARZ-CG-Verfahren, vergleiche Kapitel 3.1. Im Vordergrund steht auch
hier die Analyse des Konvergenzverhaltens in Abhéingigkeit von

a) der Mikrogitterweite h,

)

b) der Anzahl der Teilgebiete IV,

c¢) den Anisotropieverhéltnissen auf Makro- und Mikroebene,
)

d) der Anzahl an globalen Glattungsschritten.

Als Abbruchkriterium fiir das globale MG-Verfahren gilt wiederum eine relative Genau-
igkeit von eps, = 107%. Als Mehrgitterzyklus wird stets der F-Zyklus verwendet. Die
Anzahl der benétigten Vorgliattungsschritte n; und Nachglidttungsschritte 7, kann je nach
Konvergenzgiite des betrachteten Kandidaten sehr unterschiedlich sein und wird jeweils
explizit angegeben. Wir haben nur Fille mit 7, = 7, betrachtet, so dafl wir der Ein-
fachheit halber die Bezeichnung 7 fiir die Anzahl der jeweils durchgefiihrten Vor- und
Nachgldttungsschritte verwenden wollen. Die nachfolgenden Tabellen beinhalten wie ge-
wohnt die erzielten Konvergenzraten und (in Klammern) die zugehérigen Iterationszahlen.
Die Rechnungen wurden wiederum durchgefiihrt auf dem COMPAQ Alpha Server ES40
mit 4 Prozessoren und insgesamt 8 GBytes Speicher.
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a) Abhingigkeit von der Mikrogitterweite h:

Wir betrachten die isotrope, méflig bzw. stark anisotrope Bgxg-Makrozerlegung aus Makro-
test B, vergleiche Abbildung 2.5 aus Kapitel 2.2. Tabelle 3.11 enthélt fiir die drei betrachte-
ten BLOCK-Vorkonditionierer die zugehorigen Konvergenzresultate mit ngopq = 652, 1292,
2572, 5132 globalen Gitterpunkten bei lokal isotroper Mikrozerlegung. Fiir alle Kandidaten
wird explizit die Anzahl der durchgefiihrten Glattungsschritte n angegeben. Die Konver-
genzresultate fiir den méiflig und stark anisotropen Fall sind zusétzlich in Abbildung 3.7
graphisch veranschaulicht.

Makrozerlegung Verfahren | 7 Nglobal

Bsys 652 1292 2572 5132
isotrop BJAC-MG | 1 (7) 0.11 (6) 0.10 (6) 0.09 (6) 0.09
BGS-MG |1 (6) 0.07 (6) 0.06 (6) 0.06 (5) 0.06
AGg =1 BILU-MG | 1 (6) 0.07 (6) 0.07 (6) 0.07 (6) 0.07
méafBig anisotrop | BJAC-MG | 8 (38) 0.69 | (50) 0.76 | (53) 0.77 | (56) 0.78
BGS-MG | 4 (26) 0.58 | (32) 0.65| (36) 0.68 | (37) 0.69
AGg =10 BILU-MG | 2 (9) 0.21 (9) 0.21 (9) 0.20 (8) 0.17
stark anisotrop | BJAC-MG | 8 || (159) 0.92 | (193) 0.93 | (193) 0.93 | (192) 0.93
BGS-MG | 4 | (136) 0.90 | (191) 0.93 | (192) 0.93 | (192) 0.93
AGg = 250 BILU-MG | 2 (28) 0.60 | (45) 0.74| (63) 0.81 | (83) 0.84

Tabelle 3.11: Abhéngigkeit der BLOCK-M G-Verfahren von der Mikrogitterweite bei (an)-
isotroper Makro- und isotroper Mikrozerlegung

Bgys, miflig anisotrop, AGyg = 10 Bgys, stark anisotrop, AGgyg = 250
1 1
2 2,35 - -
© 0,8 © 0,8 =
g g
@ 0,61 ® 0,61 2
2 2
N4 N4
0,2 B B 0,2 -
o- \ \ \ - \ \ o- \ \ \ - \ T
6542 1292 2572 51342 6542 1292 2572 51342
Anzahl der globalen Gitterpunkte Anzahl der globalen Gitterpunkte

‘.JACDGS Dn_u\

Abbildung 3.7: Abhéngigkeit der BLOCK-MG-Verfahren von der Mikrogitterweite bei ani-
sotroper Makro- und isotroper Mikrozerlegung
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Im isotropen Fall sind keine Abh#ngigkeiten von der Mikrogitterweite zu erkennen, die
Konvergenzraten liegen durchweg im Bereich von 0.1. Aufgrund der guten Konvergenz-
eigenschaften des PUNKT-JACOBI-Glatters auf isotropen Gittern sind auch die Ergebnisse
fiir die Jacobi-artige Blockung lokaler PUNKT-JACOBI-Glétter bzw. der beiden stérkeren
PunkT-Glatter GAUSS-SEIDEL und ILU ausgezeichnet. Rein isotrope Gitterauflésungen
sind sicherlich nicht dazu geeignet, die Schwéchen der BLOCK-Glitter offen zu legen. An-
ders sieht das Konvergenzverhalten bzw. die h-Abhéngigkeit bereits im Fall méfiger Makro-
-Anisotropie mit einem Anisotropiegrad von AGyg = 10 aus. BJAC-MG (dunkelgrau)
konvergiert nur mit Miihe (p ~ 0.77) fiir die starke Unterrelaxation von w = 0.6 mit je
8 (!) Vor- und Nachgliattungsschritten bei deutlicher h-Abhéngigkeit. Auch BGS-MG ist
selbst fiir 4 Vor- und Nachgldttungsschritte nicht von A unabhéngig und konvergiert sehr
langsam (p ~ 0.68). Dagegen kommt BILU-MG véllig unabhéngig von A bei nur 2 Vor-
und Nachglittungsschritten mit der méfigen Anisotropie recht gut klar (p ~ 0.2). Fiir
die starke Makro-Anisotropie von AG g = 250 zeigt schlieffilich auch BILU-MG rapide
Einbriiche (p ~ 0.8), da nunmehr der Jacobi-artige Block-Charakter dominiert.

b) Abhingigkeit von der Anzahl der Teilgebiete N:

Wir gehen aus von Makroklasse A%]xm fiir m = 2,4,8 bzw. 16 aus Makrotest A, siehe
Abbildung 2.4 in Kapitel 2.2. Die Anzahl an Makros betragt N = 4, 16, 64 bzw. 256.
Unabhéngig von N werden pro Makro L = 6 isotrope Verfeinerungsschritte durchgefiihrt,
es liegen lokal also jeweils nyra = 652 Gitterknoten vor. Dies entspricht einer globalen
Knotenanzahl von nggpe = 1292 fiir Aaxe bis zu ngepa = 10252 fiir Ajgx16. Tabelle 3.12
enthilt die erzielten Konvergenzresultate fiir den isotropen Fall ¢ = 0.5, den méfig ge-
stauchten Fall @ = 0.1 bzw. den stark gestauchten Fall ¢ = 0.01. Die beiden letztgenannten
Fille sind zusétzlich in Abbildung 3.8 graphisch veranschaulicht. Zu beachten ist die jeweils

ausgewiesene Anzahl 1 der Vor- und Nachglattungsschritte.

a Verfahren | g Makrozerlegung
AT A Afis | Alexis

0.5 BJAC-MG | 1 (6) 0.09 (6) 0.09 (6) 0.09 (6) 0.09
BGS-MG | 1 (5) 0.06 (5) 0.06 (5) 0.06 (5) 0.06
AGg =1 | BILU-MG |1 (6) 0.07 (6) 0.07 (6) 0.07 (6) 0.07
0.1 BJAC-MG |4 || (30) 063 | (30) 0.63| (29) 0.62| (29) 0.62
BGS-MG | 2| (19) 047 | (19) 047 | (18) 0.46 | (18) 0.46
AGg =5 | BILU-MG | 1 (6) 0.07 (8) 0.17 (8) 0.17 (8) 0.17
0.01 BJAC-MG | 8 || (170) 0.92 | (174) 0.92 | (175) 0.92 | (177) 0.93
BGS-MG | 4 || (153) 0.91 | (160) 0.92 | (161) 0.92 | (163) 0.92
AGg = 50 | BILU-MG | 2 (5) 0.06 | (32) 0.65| (37) 0.69 | (40) 0.71

Tabelle 3.12: Abhingigkeit der BLOCK-MG-Verfahren von der Anzahl an Makros bei (an)-
isotroper Makro- und isotroper Mikrozerlegung
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Abbildung 3.8: Abhéngigkeit der BLOCK-MG-Verfahren von der Anzahl an Makros bei
anisotroper Makro- und isotroper Mikrozerlegung

Wie bereits unter Punkt (a) erldutert, liefert der PUNKT-JACOBI-Glétter fiir rein isotrope
Zerlegungen ausgezeichnete, von der Gitterfeinheit unabhéingige Resultate. Im hier darge-
stellten isotropen Fall (a = 0.5, AGg = 1) ist es fiir alle betrachteten BLoCK-Glitter folg-
lich egal, in wie viele Teilgebiete das Gesamtgebiet unterteilt wird, die Konvergenzresultate
bleiben gleich. Im méfig gestauchten Fall (¢ = 0.1, AGg = 5) sowie im stark gestauchten
Fall (a = 0.01, AGg = 50) it sich lediglich fiir BILU-MG beim Ubergang von 4 zu 16
Makros eine N-Abhéngigkeit erkennen. Wahrend die BILU-Konvergenzraten fiir alle be-
trachteten A[zaiz-Zerlegungen ausgezeichnet sind (p ~ 0.07), verschlechtern sich die Raten
im Fall AGg = 5 ab m > 4 einheitlich auf p = 0.17, wihrend fiir AGg = 50 und m =4
ein deutlicher Einbruch auf p = 0.65 zu erkennen ist mit steigender Tendenz fiir m = 8 und
16. Bei BJAC-MG und BGS-MG scheint (fiir die gestauchten Zerlegungen) die Anzahl
an Makros ohne Belang zu sein, die Konvergenzraten sind durchweg ausgesprochen schlecht
(p > 0.9 im Fall AGg = 50). Ausschlaggebend ist hier lediglich der Anisotropiegrad der
betrachteten Makrozerlegung.

c) Abhingigkeit von den Anisotropieverhiltnissen:

Wir gehen aus von der isotropen, méfig bzw. stark anisotropen Bgyg-Makrozerlegung
aus Makrotest B, vergleiche Abbildung 2.5 aus Kapitel 2.2. Zusétzlich werden die Mikro-
zerlegungen der am linken und unteren Gebietsrand angrenzenden Makros isotrop, méflig
bzw. stark anisotrop verfeinert. Insgesamt ergeben sich auf diesem Weg 9 verschiedene
Anisotropie-Situationen, deren genaue Anisotropiegrade und kleinsten Schrittweiten jeweils
explizit angegeben werden. Auf jedem Makro liegen n... = 652 lokale Gitterknoten vor.
Dies entspricht ngopa = 513? globalen Gitterknoten. Tabelle 3.13 illustriert die erzielten
Konvergenzresultate, die in Abbildung 3.9 graphisch veranschaulicht werden. Wachsende
Anisotropie auf Makroebene spiegelt sich in der Senkrechten, wachsende Anisotropie auf
Mikroebene in der Waagerechten wider.
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Die dargestellten Konvergenzraten verstehen sich wie zuvor in Relation zur jeweils ausge-
wiesenen Anzahl an Glattungsschritten 7. Im rein isotropen Fall wire zwar fiir alle BLOCK-
Glatter bereits ein einziger Vor- und Nachgléttungsschritt voll ausreichend. Um eine bessere
Vergleichbarkeit zu gewéhrleisten, wird fiir alle Varianten jedoch durchweg diejenige An-
zahl an Glittungsschritten verwendet die im jeweils schlechtesten Fall benotigt wird (n = 8
fir BJAC-MG, n = 4 fiir BGS-MG, n = 2 fiir BILU-MG). Geringere Werte fiihrten
im anisotropen Fall zu deutlich schlechteren Resultaten bzw. unter Umstinden sogar zur
Divergenz. Die optimale Wahl des Relaxationsparameters w war stark von den Anisotropie-
verhéltnissen der betrachteten Zerlegung abhéngig. Fiir BJAC-MG war bereits im méfig
anisotropen Fall eine starke Unterrelaxation von w = 0.6 unabdingbar. BILU-MG erzielte
fiir w = 0.8 die besten Resultate.

Makrozerlegung | Verfahren | ¢ Mikrozerlegung
Bgxs isotrop miBig anisotrop | stark anisotrop
‘MI1’ ‘MI2’ ‘MI3’
isotrop
‘MA1°
AGgyg =1 AGpL =1 AGp ~ 20 AG ~ 2.000
hin = 1.9(=3) | hmin = 9.9(=5) | hmin = 9.5(=7)
BJAC-MG | 8 (3) 0.01 (5) 0.04 | (16) 0.42
BGS-MG | 4 (3) 0.01 (3) 0.01 | (11) 0.27
BILU-MG | 2 (3) 0.01 (4) 0.01 (4) 0.02
méBig anisotrop
‘MA 2’
AGg =10 AGp ~ 10 AGp ~ 200 AGp ~ 20.000
homin = 3.9(=4) | hmin = 2.0(=5) |  hupin = 1.9(=7)
BJAC-MG | 8 (56) 0.78 | (54) 0.77 | (90) 0.86
BGS-MG | 4 (37) 0.68 | (37) 0.68 | (59) 0.79
BILU-MG | 2 (8) 0.17 (7) 0.13 (7) 0.11
stark anisotrop
‘MA 3’
AGgy = 250 AG ~ 250 AGp ~ 5.000 | AGj, ~ 500.000
hin = 1.9(=5) | Amin = 9-9(=7) | hmin = 9.5(—9)
BJAC-MG | 8 || (192) 0.93 | (192) 0.93 | (191) 0.93
BGS-MG | 4 || (183) 0.93 | (184) 0.93 | (184) 0.93
BILU-MG | 2 (83) 0.84 | (84) 0.85 | (81) 0.84

Tabelle 3.13: Abhéngigkeit der BLOCK-MG-Verfahren von den Anisotropieverhéltnissen
auf Makro- und Mikroebene im achsenparallelen Fall




139

Bgys, unterschiedliche Anisotropieverhiltnisse

1

0 08 = .

o

[

€ 0,6

5 B JAC

3 W GS
0.4

§° (]I
02
0_M|1 M2 MI3 M1 MI2 M'|3 Mﬁ M|_2 Ml_:?:

MA1 MA 2 MA 3

Makro— und Mikrozerlegungstyp

Abbildung 3.9: Abhéngigkeit der BLOCK-M G-Verfahren von den Anisotropieverhéltnissen
auf Makro- und Mikroebene im achsenparallelen Fall

Tabelle 3.13 belegt deutliche Abhéngigkeiten aller Kandidaten von Anisotropien auf Makro-
ebene. Im Fall der isotropen und méfig anisotropen Makrozerlegung zeigen BJAC-MG
(dunkelgrau) und BGS-MG (mittelgrau) auch deutliche Abhéingigkeiten vom lokalen Mi-
kro-Anisotropiegrad. Dies bezieht sich jedoch lediglich auf den Sprung von méiflig zu stark
anisotroper Mikrozerlegung, wihrend der Sprung von isotroper zu méflig anisotroper Mi-
krozerlegung ohne Einbriiche vonstatten geht. Wahrend die Konvergenzraten im Fall der
isotropen Makrozerlegung noch ausgezeichnet sind, konvergieren BJAC-MG und BGS-
MG bereits im Fall der méfig anisotropen Makrozerlegung ausgesprochen langsam (p ~
0.7 und schlechter). Die stark anisotrope Makrozerlegung bringt fiir beide wiederum eine
drastische Verschlechterung (p > 0.9) mit sich, dabei spielt der Mikro-Anisotropiegrad
keine Rolle mehr. Die mit Abstand besten Resultate werden erwartungsgeméaf mit BILU-
MG erzielt. Diese Variante erweist sich durchweg als unabhingig von Anisotropien auf
Mikroebene. Dagegen zeigt sich auch hier eine deutliche Abhéngigkeit von Anisotropien
auf Makroebene. Wihrend der Ubergang von isotroper zu mifig anisotroper Makrozerle-
gung (AGg = 10) lediglich zu einer Verschlechterung von 3 auf 8 Iterationen bzw. von
p = 0.1 auf p = 1.7 fiihrt, kommt es beim Ubergang zur stark anisotropen Makrozerle-
gung (AGy = 250) schliefilich auch fiir BILU-MG zu einem drastischen Einbruch auf
p ~ 0.84. Betrachtet man die mif8iig anisotrope Makrozerlegung mit méfiig anisotroper
Mikrozerlegung (‘MA 2’ , ‘MI2’), so liegt ein Gesamt-Anisotropiegrad von AGy ~ 200
bei Rpin ~ 2+ 107°% vor. Ganz dhnlich sieht es auch im Fall der stark anisotropen
Makrozerlegung mit isotroper Mikrozerlegung (‘MA 8’, ‘MI1’) mit AGp ~ 250 und
hpmin ~ 1.9 - 1075 aus. Dennoch sind die gemessenen Konvergenzraten im letzteren
Fall erheblich schlechter, insbesondere im Hinblick auf BILU-MG (Verschlechterung von
p = 0.13 auf p = 0.84)! ‘Makro-Anisotropie’ hat also erheblich negativere Auswirkungen
als ‘Mikro-Anisotropie’.
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Generell 148t sich sagen, dafi die betrachteten BLOCK-Glétter zwar relativ unsensibel auf
lokal versteckte Mikro-Anisotropien reagieren (mit einer unter Umsténden sehr hohen Zahl
an Gléattungsschritten), eine starke Zunahme der Makro-Anisotropie wird jedoch nicht ver-
kraftet. Dieses Resultat war aufgrund des Jacobi-artigen Block-Charakters vorhersehbar
und entspricht der ausgeprigten Anisotropie-Abhéngigkeit des JACOBI-Verfahrens. Den-
noch sind die erzielten Konvergenzraten speziell im Fall isotroper und méflig anisotroper
Makrozerlegungen teilweise um Groflenordnungen besser als diejenigen fiir die SCHWARZ-
CG-Verfahren, vergleiche Kapitel 3.1.

d) Abhingigkeit von der Anzahl an globalen Glittungsschritten:

Tabelle 3.14 enthélt fiir die méBig bzw. stark anisotrope Bgyg-Zerlegung mit lokal stark ani-
sotroper Mikrozerlegung die erzielten Konvergenzraten und Gesamtlaufzeiten in Abhéngig-
keit von der Anzahl an Vor- und Nachgléttungschritten n pro globaler MG-Iteration.

Makrozerlegung Verfahren Anzahl der Vor- und Nachglittungschritte
Bgxs 2 4 8

mifig anisotrop | BJAC-MG | 0.92 8.6 min | 0.90 11.6 min | 0.86 14.0 min
AGg =10 BGS-MG | 0.88 5.8 min | 0.79 5.3 min | 0.63 4.9 min
AG, ~ 20.000 BILU-MG | 0.11 0.9 min | 0.02 0.8 min | 0.01 1.0 min

stark anisotrop BJAC-MG | 0.94 11.7 min | 0.93 17.9 min | 0.93 30.4 min
AGyz = 250 BGS-MG | 0.93 10.6 min | 0.93 16.4 min | 0.92 27.8 min
AGy, ~ 500.000 | BILU-MG | 0.86 4.9 min | 0.71 4.2 min | 0.51 3.9 min

Tabelle 3.14: Laufzeiten der BLOCK-MG-Verfahren bei anisotroper Makro- und Mikrozer-
legung in Abh#ngigkeit von der Anzahl an Glattungsschritten

Wie erwartet fithrt eine hohere Anzahl an Glattungsschritten durchweg zu verbesserten
Konvergenzraten. Dabei ist der Gewinn im méflig anisotropen Fall ausgeprigter als im stark
anisotropen Fall. Dennoch sind fiir BGS-MG und insbesondere BJAC-MG die erzielten
Gesamtlaufzeiten fiir » = 8 in der Regel nicht niedriger, sondern unter Umsténden sogar
deutlich hoher als fiir n = 2. Offensichtlich kann der Gewinn an Konvergenzgeschwindigkeit
die langere Laufzeit pro globaler MG-Iteration nicht kompensieren. Nur BILU-MG erweist
sich hinsichtlich der bendtigten Rechenzeit als nahezu invariant gegeniiber Erhéhungen
der Anzahl an Glittungsschritten und zeigt speziell im stark anisotropen Fall sogar eine
leichte Verbesserung. Die Dauer fiir die initiale LU-Faktorisierung im Rahmen von BILU-
MG betragt durchschnittlich 25 Sekunden. Dies macht im Fall der miflig anisotropen
Makrozerlegung fast 50 % der Gesamtrechenzeit aus, im stark anisotropen Fall immerhin
noch etwa 10 %. Dennoch liefert BILU-MG aufgrund des erheblich besseren Konvergenz-
verhaltens auch die mit Abstand niedrigsten Rechenzeiten. Es sei schliefllich noch darauf
hingewiesen, daf sich die Rechenzeiten von BILU-MG beim Ubergang von mifig zu stark
anisotroper Makrozerlegung vervier- bis fiinffachen!
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Zum Abschluf} dieses Kapitels mochten wir den Entstehungsprozefi der Makrozerlegungen

Bgys in Erinnerung rufen: Im Rahmen von Makrotest B wurde zunéchst eine Zerlegung
B[a,bac]

4x4
malige isotrope Verfeinerung entstand daraus die zugehérige Zerlegung Bz[&g’c]. Fiir beide
Makrozerlegungen liegen folglich nach Konstruktion dieselben Makro-Anisotropieverhélt-
nisse vor. Der einzige Unterschied besteht in der zugehorigen Anzahl an Makros.

mit dem Koordinaten-Tripel [a, b, c| definiert, vergleiche Kapitel 2.2. Durch ein-

Wir wollen nun die Konvergenzresultate von BILU-MG im Fall der stark anisotropen
Bgys-Zerlegung mit ny.. = 652 lokalen Gitterknoten mit denjenigen fiir die zugehorige
By 4-Zerlegung mit nyorq = 1292 lokalen Gitterknoten vergleichen, siche Tabelle 3.15. In
beiden Féllen liegen insgesamt ngopa; = 5132 globale Gitterpunkte vor. Die Verfeinerungs-
tripel wurden fiir die drei betrachteten Mikrozerlegungstypen (isotrop, méflig und stark
anisotrop) gerade so gewéhlt, dal sowohl im Byy4- als auch Bgyg-Fall dasselbe globale
Feingitter vorliegt (unterteilt in entweder 16 oder 64 Makros).

Verfahren Brixm Mikrozerlegung
stark anisotrop isotrop méfBig anisotrop | stark anisotrop
BILU-MG | AGg =250 | AGp =250 | AGp ~ 5.000 | AGj ~ 500.000
Byxa (19) 0.47 | (19) 0.47 | (19) 0.47
Bgxs (90) 0.86 | (91) 0.86 | (90) 0.86

Tabelle 3.15: Anisotropie-Abhéngigkeit der BLOCK-MG-Verfahren bei anisotroper Makro-
und (an)isotroper Mikrozerlegung in Abhéngigkeit von der Makroanzahl

Offensichtlich sind die Resultate im Byy4-Fall erheblich besser als im Bgyg-Fall, obwohl
es sich jeweils um dasselbe Feingitter handelt: Im Bgyg-Fall werden mehr als viermal so-
viele Iterationen benétigt! Aufgrund der niedrigeren Anzahl an Makros tritt im Byy4-Fall
der Jacobi-artige Block-Charakter mehr in den Hintergrund, dagegen kommt die hohe Lei-
stungsfihigkeit (und Rekursivitit) der lokalen PUNKT-ILU mehr zum Tragen. Es handelt
sich hier um ein sehr wichtiges (und vorhersehbares) Resultat, auf das wir im Rahmen des
nachfolgenden Kapitels noch einmal vertieft eingehen werden.
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3.2.4 Bewertung

Vorteile:

Optimierte, serielle MG-Verfahren besitzen sehr gute Konvergenzeigenschaften
mit h-unabhingigen Konvergenzraten im Bereich von p ~ 0.1. Sie weisen eine
optimale asymptotische Komplexitét auf.

MG-Verfahren bilden eine grofle Verfahrensklasse, deren einzelne Komponenten
(Glatter, Transferoperatoren, Grobgitterkorrektur) in flexibler Weise auf ein vor-
liegendes Problem hin abgestimmt bzw. optimiert werden kénnen.

Im seriellen Fall stehen optimierte PUNKT-Glétter zur Verfiigung, die sich als sehr
robust hinsichtlich grofler Gitteranisotropien erweisen.

Die betrachteten BLOCK-MG-Verfahren sind in der Regel robust hinsichtlich lo-
kaler Anisotropien auf Mikroebene.

Die BILU-MG-Verfahren liefern zumindest im Fall méfiger Makro-Anisotropie un-
abhingig vom lokalen Mikro-Anisotropiegrad deutlich bessere Konvergenzraten
als die ScHwARZ-CG-Verfahren.

Nachteile:

e MG-Verfahren besitzen eine relativ niedrige parallele Effizienz:

— Das gute Konvergenzverhalten serieller MG-Verfahren basiert wesentlich auf der
Verwendung hoch-rekursiver Glitter mit duflerst niedrigem Paralleli-
sierungspotential.

— Die arithmetischen Recheneinheiten werden mit zunehmender Gittervergrobe-
rung immer kleiner, so daf§ auf groberen Leveln die lokale Prozessorleistung
nur unzureichend ausgenutzt werden kann.

— Auf allen Leveln wird lokaler Datenaustausch benétigt, was insbesondere auf
groberen Leveln zu einem schlechten Verhiltnis zwischen Kommunika-
tions- und Rechenzeiten fiihrt.

— Das Grobgitterproblem fiihrt zu groflen Verlusten an paralleler Ef-
fizienz aufgrund hiufiger (globaler) Kommunikation und Synchronisation bei
gleichzeitig kleinsten Recheneinheiten. Dies wirkt sich vor allem beim Ubergang
zu groflen Problemen mit einer hohen Anzahl an Makros problematisch aus.

e Die Verwendung Jacobi-artig geblockter Glitter zur Aufspaltung der Rekursion

bzw. Verbesserung der Parallelitéitseigenschaften fiihrt speziell im Fall groler Makro-
Anisotropien zu deutlichen Einbuflen an numerischer Effizienz.
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3.3 ScARC - Ein verallgemeinertes Gebietszerlegungs-
und Mehrgitterkonzept

Wir méchten an dieser Stelle unsere bisherigen Erkenntnisse zusammenfassen. Tabelle 3.16
vermittelt einen Uberblick iiber die parallele und numerische Effizienz von parallelisierten
CG-Verfahren mit 1-LEVEL-SCHWARZ- und 2-LEVEL-SCHWARZ-Vorkonditionierung sowie
von parallelisierten Standard-MG-Verfahren mit punktweiser Gliattung (PUNKT-MG) und
blockweiser Glittung (BLOCK-MG). Offensichtlich besitzen beide Verfahrensklassen so-
wohl giinstige als auch ungiinstige Eigenschaften. Besonders erstrebenswert sind die guten
Konvergenzraten von (seriellen) Mehrgitterverfahren mit punktweiser Glattung, die man
zumindest anndhernd auch im (parallelen) Fall mit blockweiser Gliattung erzielen mochte.
Gleichzeitig sollte jedoch auch ein hohes Mafl an Datenlokalitit (grofie lokale Rechen-
blocke) gewahrt bleiben, wie es typischerweise bei den Gebietszerlegungsverfahren vorliegt.
Wiinschenswert wére also eine geeignete Kombination beider Klassen, die die jeweiligen
Vorteile miteinander kombiniert und die Nachteile weitestgehend vermeidet.

3.3.1 Definition von SCARC

Klassische Mehrgitterverfahren verwenden als lokale Glétter meist einfache iterative Sche-
mata vom Typ der Basisiteration, die selber zwar schlechte Loser sind, aber gute Glattungs-
eigenschaften besitzen. Die Effizienz der SCHWARZ-CG-Verfahren basiert dagegen auf der
lokalen Verwendung hoch-effizienter, robuster Loser auf iiberlappenden Makrogittern. Es
wurde bereits erldutert, dal die herkbmmlichen 2-LEVEL-SCHWARZ-CG-Verfahren zu so-
genannten Multilevel-Verfahren erweitert werden konnen, die man wiederum als Verall-
gemeinerung von Mehrgitterverfahren betrachten kann: Auf jedem Mehrgitter-Level wird
sozusagen eine Gebietszerlegungsmethode ausgefiihrt. Die einfachen Gléitter werden da-
bei durch robustere und allgemeingiiltigere Verfahren ersetzt, die sogenannten SCHWARZ-
Glétter. Diese Vorgehensweise motivierte uns schliefilich zur Konzeption unseres verallge-
meinerten Gebietszerlegungs-/Mehrgitterlgsers SCARC, der auf folgenden Grundprinzipien
basiert:
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Verfahren | parallele Effizienz numerische Effizienz
1-LEVEL- gut schlecht
SCHWARZ e nur Feingitter, kein Grobgitter: e Abhingigkeit von h, N, §
—groBe Rechenblicke
—hohe Datenlokalitit e Unabhéngigkeit von A fiir § = O(H)
—nur lokale Kommunikation
e Uberlappung: e sensibel gegeniiber Makro-
—mehrfache Berechnungen Anisotropien, (nahezu) unsensibel
—hoher Kommunikationsaufwand gegeniiber Mikro- Anisotropien
fir § > h
2-LEVEL- mdafig majsig
SCHWARZ e Fein- und Grobgitter: e Abhéngigkeit von h, N, ¢
—keine Zwischenlevel speziell im anisotropen Fall
—vorwiegend grofie Rechenblécke
—lokale und globale Kommunikation | e sensibel gegeniiber Makro-
e Uberlappung;: Anisotropien, unsensibel
—mehrfache Berechnungen gegeniiber Mikro-Anisotropien
—hoher Kommunikationsaufwand
fir 0 > h
PUNKT-MG | schlecht sehr gut
e Fein-, Zwischen- und Grobgitter: e Unabhingigkeit von h und N
—hiufig kleinere Rechenblicke
—lokale und globale Kommunikation | e ausgezeichnete Konvergenzraten
—schlechtes Verhéltnis von Rechen-
zu Kommunikationszeit e unsensibel gegeniiber Makro-
e hoch-rekursive Glitter: und Mikro-Anisotropien
—héufig lokale und globale (starke rekursive Glitter)
Kommunikation
BLOCK-MG | mdfsig majfig

e Fein-, Zwischen- und Grobgitter:
—hiufig kleinere Rechenblicke
—lokale und globale Kommunikation
—schlechtes Verhéltnis von Rechen-

zu Kommunikationszeit

e Jacobi-artig geblockte Glitter:
—nur lokale Kommunikation

e Unabhingigkeit von A und N und
gute Konvergenzraten nur
fiir méBige Makro-Anisotropien

e sensibel gegeniiber Makro-
Anisotropien, unsensibel
gegeniiber Mikro- Anisotropien

Tabelle 3.16: Effizienzvergleich: 1- und 2-LEVEL-SCHWARZ-CG-Verfahren versus paralle-
lisierte PUNKT- und BLOCK-MG-Verfahren
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Verallgemeinertes Gebietszerlegungs-/Mehrgitterkonzept SCARC:

e Wir gehen aus von einer minimal iiberlappenden Makrozerlegung, die loka-
le Anisotropien innerhalb einzelner Makros versteckt und lokal moglichst regulire
Strukturen auf Basis verallgemeinerter Tensorprodukt-Gitter bei zeilenweiser
Numerierung aufweist.

o Auf dieser Makrozerlegung ist ein datenparalleles globales Mehrgitterverfahren
definiert (und nicht ein globales CG-Verfahren, wie es fiir Gebietszerlegungsverfahren
typischerweise verwendet wird).

o Als Glatter fiir das globale Mehrgitterverfahren werden blockweise lokale Mehr-
gitterverfahren eingesetzt, die auf die jeweilige geometrische Makrostruktur hin op-
timiert sind. Die lokalen Mehrgitterverfahren fungieren damit als SCHWARZ-Glétter.

o Als Glatter fiir die lokalen Mehrgitterverfahren werden optimierte lokale Glitter
verwendet, die sich automatisch an unserem Katalog an Referenzelementlésern ori-
entieren und im wesentlichen auf alternierenden linienweisen JACOBI- bzw. vor allem
GAUSS-SEIDEL-Verfahren basieren.

e Die Losung der lokalen Mehrgitterprobleme erfolgt unter Verwendung optimierter
Linearer Algebra auf Basis der SPARSE BANDED BLAs-Bibliothek [79].

Es folgt eine algorithmische Formulierung des SCARC-Vorkonditionierers Bscarc. Sei dazu
ngt(i) ein optimaler, punktweiser Vorkonditionierer fiir Makro le) und yi(l) = 0 eine
zugehorige lokale Startlsung, 7 = 1,..., N. Ein Vor- bzw. Nachglattungsschritt auf Level

[ des globalen MG-Verfahrens lautet dann wie folgt:

ScARC-Vorkonditionierer Bscarc:

1. Berechne den globalen Defekt:

dD B _ 40,0

2. Fiihre die lokalen MG-Verfahren durch:

! ! l ! l .
yz() — MG(LAE )’ng)t(z)ayz( )aRE ) d(l)) ) 1= 1a .- 'aN'
3. Berechne die globale Korrektur:
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Die spezielle Wahl des lokalen PUNKT-Glétters Bé?t(i) richtet sich, wie in Kapitel 2.4
ausfiihrlich dargelegt, nach den geometrischen Gegebenheiten des betrachteten Makros €);.
Der lokale Glitter bzw. die zugehdrigen Parameter (Relaxationsparameter, Anzahl der lo-
kalen Glattungsschritte) konnen von Makro zu Makro vollig unterschiedlich sein. Im isotro-
pen Fall ist ein lokaler GAUSS-SEIDEL- oder sogar JACOBI-Gléatter durchweg ausreichend.
Fiir stdrkere Anisotropien sollte jedoch ein leistungsfihigerer lokaler Glétter verwendet
werden. Unser Favorit ist der lokale GSADI-Glétter, da er sich auch im Fall grofier (lo-
kaler) Anisotropen ausgesprochen robust verhélt, relativ speicher-6konomisch arbeitet und
keine aufwendige Optimierung des Relaxationsparameters erfordert: Optimale Resultate
werden im allgemeinen fiir w = 1.0 erzielt.

Zur Erzeugung der lokalen Makrogitter wird wiederum die Mikrozerlegungsprozedur Z,(lL)
aus Kapitel 2.2 benutzt. Der Ubergang zwischen den einzelnen Leveln erfolgt mit Hilfe
der iiblichen Standard-Transferoperatoren. Im Fall lokal isotroper Verfeinerung ist dies
naheliegend. Doch selbst bei lokal anisotroper Verfeinerung liefern sie ausgezeichnete Er-
gebnisse, da die einzelnen Gitterlevel fast ausschliellich durch isotrope Verfeinerung aus-
einander hervorgehen. Die einzige Inkonsistenz tritt in den beiden unmittelbar mit der
Grenzschicht benachbarten Gitterschichten auf: Hier ist noch eine ‘Letzt’-Verschiebung in
Richtung Grenzschicht moglich, vergleiche Abbildung 2.8 in Kapitel 2.2. Doch gerade dort
werden ausgesprochen starke Glétter verwendet, die sehr gut mit dieser kleinen Inkon-
sistenz zurecht kommen, wie die Resultate von Wallis [84] bzw. Altieri [3] belegen. Die
Losung des Grobgitterproblems wird wie iiblich auf einen Master-Prozef3 ausgelagert und
erfolgt mit Hilfe des Gauf’schen Eliminationsverfahrens. Das resultierende MG-Verfahren
mit Glattung auf Basis von Bscagrce wird im folgenden als SCARC-Verfahren bezeichnet.

Eigenschaften von SCARC:

Nach Konstruktion besitzt auch SCARC eine typische Mehrgitterstruktur: Es wer-
den mehrere Gitterhierarchien verwendet mit allen damit zusammenhéngenden Nachteilen
(kleine arithmetische Einheiten bzw. schlechtes Verhéltnis zwischen Rechen- und Kommu-
nikationszeit auf groberen Gittern, Losung eines Grobgitterproblems). Die globale Kopp-
lung mit Hilfe eines Grobgitterproblems ist fiir eine schnelle Konvergenz leider unerlafilich.
Wir haben jedoch bereits in Kapitel 2.5 erlautert, dal numerische Effizienz im allgemei-
nen hoher zu bewerten ist als parallele Effizienz. Die Hoffnung besteht darin, unter Ver-
wendung optimierter SCHWARZ-Glétter bereits lokal moglichst viel Information der
zugrunde liegenden Gleichung zu verwenden und die Struktur des Problems optimal auf-
zul6sen, um so die Anzahl der globalen Mehrgitter-Iterationen weitestgehend zu
minimieren. Dies induziert dann automatisch eine Reduktion der bendétigten Grobgit-
terlosungen bzw. der teuren Durchldufe durch die globale Gitterhierarchie.
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Eine wesentliche Zielsetzung besteht in einer akzeptablen Effizienz (insbesondere auf nu-
merischer Ebene) bei gleichzeitiger Robustheit im Hinblick auf komplizierte geometrische
Verhéltnisse. In diesem Zusammenhang ist eine optimale Balance zwischen der An-
zahl an globalen und lokalen Mehrgitter-Iterationen von grofler Bedeutung. Das
Ausmafl an Exaktheit bei der Losung der lokalen Mehrgitterprobleme ist voll parame-
trisierbar und orientiert sich an den speziellen Gegebenheiten des vorliegenden Problems
(Anisotropieverhiltnisse!). Die exakte Losung der lokalen Probleme garantiert eine opti-
male globale MG-Konvergenzrate. Anderseits kann es auch sinnvoll sein, die lokalen Mehr-
gitterprobleme nur bis zu einer bestimmten Genauigkeit hin zu 16sen (etwa €, = 1072)
bzw. nur eine vorgegebene Anzahl an Schritten durchzufiihren. Dies erhoht zwar unter
Umstianden die Anzahl an globalen MG-Iterationen, kann durch die Ersparnis innerhalb
der lokalen MG-Verfahren aber dennoch zu einer niedrigeren Gesamtausfiihrungszeit bei-
tragen. Diesen Aspekt werden wir im folgenden genauer analysieren.

Aufgrund der hoch-genauen Erfassung lokaler Effekte ist zu erwarten, dafl sich SCARC
sehr robust gegeniiber lokalen Gitterstérungen verhilt, so dal die Konvergenzra-
ten im lokal anisotropen Fall mit denjenigen im reguléren Fall qualitativ iibereinstimmen
sollten. Jede Vergrofilerung der lokalen TeilgebietsgroBe (bzw. Verringerung der Anzahl an
Teilgebieten) sollte zu einer Verbesserung der Konvergenzrate fithren. Im Limit (bei nur ei-
nem Makro, N = 1) liegt ein voll-rekursiver Glétter vor; wird in diesem Fall das zugehorige
lokale Problem exakt gelost, so geht die Konvergenzrate der globalen MG-Iteration gegen
Null. Wird stattdessen die Anzahl der Teilgebiete erh6ht, so ist zumindest nicht mit ei-
ner signifikanten Verschlechterung der Konvergenzrate zu rechnen, da die Konvergenzrate
eines MG-Verfahrens mit punktweiser Jacobi-Glattung erreicht wird (im Extremfall gilt
N = n). Damit steht SCARC im Kontrast zu vielen Gebietszerlegungsverfahren, die iibli-
cherweise nicht oder nur bedingt (bei entsprechend grofler Uberlappung) mit der Anzahl
an Teilgebieten skalieren.

Gleichzeitig wird eine hohe Modularitidt bzw. Datenlokalitit mit grofien, rechen-
intensiven Teilgebietsblocken gewihrleistet. Aufgrund der lokal zeilenweisen Nume-
rierung kénnen auf jedem Prozessor Cache-optimierte Basisroutinen der Linearen
Algebra verwendet werden, die mit hohen MFlop-Raten durchlaufen (vergleiche die Kon-
zeption der SPARSE BANDED BLAS-Bibliothek in Kapitel 2.3). Dies ermdoglicht eine effizi-
ente Ausnutzung der lokalen Prozessorleistung, so daf§ nicht nur im numerischen
Bereich (hinsichtlich der Konvergenzraten), sondern auch im rein rechnerischen Bereich
(hinsichtlich der MFlop/s-Raten) gute Resultate erzielt werden sollten.

Es wurde in Kapitel 2.4 erliutert, daf die /bin/bash: a: command not found potentiellen
globalen Matrix entsprechen. Entlang innerer Rinder werden die vollen Matrixeintrige
verwendet! Dies entspricht einer homogenen Dirichlet-Randbedingung auf einem fiktiven,
um eine Gitterschicht erweiterten Makrogitter, was automatisch die Definitheit der lokalen
Probleme garantiert. Unser Zugang kann folglich interpretiert werden als spezieller Ge-
bietszerlegungsansatz mit Uberlappung § = h. In der Praxis werden die Nullrand-
bedingungen entlang der inneren Uberlappung eliminiert, so da$§ tatséichlich nur auf einem
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minimal iiberlappenden Gitter gearbeitet wird, bei dem sich lediglich die inneren Rand-
punkte iiberlappen, nicht jedoch ganze Elementschichten. Dieser Sachverhalt triagt zu einer
deutlich vereinfachten Implementierung im Vergleich zu den SCHWARZ-CG-Verfahren bei.
Die fiktive Uberlappung hiingt von der aktuellen Gitterweite ab und wird fiir A — 0 immer
kleiner; es wird also kein geometrischer Uberlapp verwendet. Wie wir noch sehen werden,
bleibt die Konvergenzrate dennoch von der 1 wegbeschrinkt: Im schlimmsten Fall erhilt
man die {iblichen Konvergenzraten fiir ein Standard-Mehrgitterverfahren mit blockweiser
Gléattung.

3.3.2 Definition von SCARC-CG

Mehrgitterverfahren liefern iiblicherweise nur dann optimale Konvergenzresultate, wenn
alle Kernparameter korrekt gewihlt werden. Deren optimale Bestimmung kann sich fiir
komplizierte Probleme jedoch als sehr aufwendig gestalten und zumeist nicht a-priori fiir
allgemeine Problemklassen vorgenommen werden. In unserem Fall hat sich fiir die lokalen
Mehrgitterverfahren der GSADI-Glatter mit dem Relaxationsparameter wjor, = 1.0 gera-
de im anisotropen Fall durchweg bewihrt. Deutlich aufwendiger gestaltete sich jedoch die
Wabhl des globalen Relaxationsparameters wgopqe, der wesentlich an den vorliegenden Ani-
sotropieverhéltnissen orientiert werden muflte. Speziell im Fall stdrkerer Anisotropien war
iiblicherweise eine Unterrelaxation unabdingbar. Optimale Konvergenzresultate wurden zu-
meist fiir Werte im Bereich 0.7 bis 0.9 erzielt, deutlich seltener bei 1.0. Die Unterschiede im
Konvergenzverhalten waren durchaus gravierend. Diese Unannehmlichkeit motivierte uns
schliefllich zu der Idee, SCARC nicht als eigenstindigen Loser zu betrachten, sondern als
Vorkonditionierer innerhalb einer Krylov-Raum-Methode zu verwenden, wobei wir unsere
Betrachtungen aus Symmetriegriinden auf das CG-Verfahren beschrinken. Die Verwen-
dung innerhalb einer Krylov-Raum-Methode fiir nicht-symmetrische Probleme erscheint
ebenfalls als praktikabel, mufl aber noch analysiert werden.

Das resultierende Gesamtverfahren wird im weiteren als SCARC-CG-Verfahren bezeich-
net. In jeder globalen CG-Iteration wird pro Vorkonditionierungsschritt in der Regel nur
eine SCARC-Iteration durchgefiihrt (ein globaler MG-Schritt mit Gliattung durch block-
weise lokale MG-Verfahren). Dies impliziert, da$ das SCARC-CG-Verfahren hinsichtlich
der globalen Anzahl an MG-Iterationen nicht notwendigerweise aufwendiger ist, als das
reine SCARC-Verfahren selbst. Im Gegenteil, die zusétzliche globale Kopplung bewirkt
speziell im anisotropen Fall eine erhebliche Reduktion der globalen MG-Iterationszahl.
Zusatzlich erlost uns SCARC-CG fast durchweg von der genauen Bestimmung des globa-
len Relaxationsparameters. Die Reaktion auf Variationen von wgpe ist deutlich weniger
sensibel als beim reinen SCARC-Verfahren, das Verhalten fiir Werte zwischen 0.8-1.0 sehr
homogen. Insbesondere die leichte Unterrelaxation wgpa = 0.9 fiihrt zu ausgezeichneten
und vor allem sehr robusten Resultaten. Die Verwendung der leicht iiberlappenden Teil-
gebietsloser (0 = h) im Rahmen der Vorkonditionierung macht das globale CG-Verfahren
offenbar deutlich weniger anfillig gegeniiber Variationen in den einzelnen Verfahrenskom-
ponenten.
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Diese Vorteile scheinen uns den im Vergleich zum reinen SCARC-Verfahren geringfiigigen
Mehraufwand der globalen CG-Iteration (ein zusétzliches globales Matrix-Vektor-Produkt,
ein globales Skalarprodukt, drei Linearkombinationen) ganz entschieden zu rechtfertigen.

3.3.3 Numerische Konvergenzanalyse

Wir wollen im folgenden das Konvergenzverhalten von SCARC bzw. SCARC-CG fiir die
bereits bekannten Modelltopologien analysieren. Unsere wesentlichen Testziele bestehen
vor allem in der Analyse der Abhéngigkeiten von

a) der Mikrogitterweite h,
b) der Anzahl der Teilgebiete N,

¢) den Anisotropieverhéltnissen auf Makro- und Mikroebene,

d) der Genauigkeit der lokalen Mehrgitterlésungen,

e) der Anzahl an globalen Glattungsschritten,

)
)
)
)
)
f) den globalen Randbedingungen.

Die Rechnungen wurden wiederum auf dem COMPAQ Alpha Server ES40 mit 4 Prozesso-
ren und insgesamt 8 GBytes Speicher durchgefiihrt. Sie basieren wie bereits im Zusammen-
hang mit den SCHWARZ-CG- und BLOCK-M G-Verfahren auf den Makrotest-Zerlegungen
aus Kapitel 2.2. Um einen umfassenden Uberblick iiber verschiedene Anisotropie-Situa-
tionen zu gewdihrleisten, variieren die Mikrozerlegungen der einzelnen Makros wiederum
von isotrop iiber méfig anisotrop bis hin zu stark anisotrop, wobei die zugehorigen Aniso-
tropiegrade und kleinsten Schrittweiten jeweils explizit angegeben werden.

Die nachfolgenden Tabellen beinhalten in gewohnter Weise die numerisch ermittelten Kon-
vergenzraten bzw. (in Klammern) die jeweils benstigte Anzahl an Iterationen je nach Zu-
sammenhang fiir SCARC bzw. SCARC-CG. Als Abbruchkriterium fiir das globale MG-
bzw. CG-Verfahren dient wiederum €., = 107%. Wenn nicht anders angegeben, erfolgt
die Losung der lokalen MG-Verfahren jeweils exakt unter Verwendung lokaler GSADI-
Glétter. Die lokalen MG-Verfahren konvergieren iiblicherweise mit Konvergenzraten im
Bereich von 0.1 — 0.2, was speziell im Fall stark anisotroper Mikrozerlegungen auf die
hohe Leistungsfahigkeit der lokalen GSADI-Glédttung zuriickzufiihren ist. Innerhalb jeder
globalen MG-Iteration werden iiblicherweise je 2 globale Vor- und Nachglattungsschritte
durchgefiihrt.
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Aufgrund der lokal méglicherweise sehr anisotropen Gitterstrukturen basieren die lokalen
MG-Verfahren prinzipiell auf der Verwendung des F-Zyklus. Dies ist vom Aufwand her
vertretbar, da ein lokaler F-Zyklus lediglich rein lokal I6sbare Grobgitterprobleme induziert.
Wihrend im Fall isotroper und auch mifig anisotroper Makrozerlegungen die Anwendung
eines globalen V-Zyklus iiblicherweise gute Resultate liefert, ist er unserer Erfahrung nicht
generell in der Lage, mit komplizierten, stark anisotropen Makrozerlegungen zurecht zu
kommen. Dagegen lieferte ein globaler F-Zyklus fiir alle betrachteten Makrozerlegungen
(auch im Anwendungskapitel 4) durchweg die gleichen Resultate wie ein globaler W-Zyklus,
so daf} selbst im stark anisotropen Fall offenbar kein Grund besteht, den teureren W-Zyklus
zu verwenden. Daher basieren alle nachfolgenden Rechnungen auf einem globalen F-Zyklus.

a) Abhingigkeit von der Mikrogitterweite h

Wir gehen aus von der isotropen, méaflig und stark anisotropen Bgyg-Topologie aus Makro-
test B, vergleiche Abbildung 2.5 in Kapitel 2.2. Tabelle 3.17 enthélt die Konvergenzraten
bzw. Iterationszahlen im Fall lokal isotroper Mikrozerlegungen mit ngepau = 652,129% 2572
bzw. 5132 globalen Gitterpunkten. Dies entspricht der Durchfithrung von L = 3, 4,5 bzw. 6
lokalen Verfeinerungsschritten. Die Konvergenzraten fiir den méfig und stark anisotropen
Fall sind zusétzlich in Abbildung 3.10 graphisch veranschaulicht.

Makrozerlegung Verfahren Tglobal
Bgys 652 1292 2572 5132
isotrop ScARC (3) 0.01| (3) 0.01] (3) 0.01| (4) 0.02

AGyg = AGr =1 |ScaRC-CG | (3) 0.01| (3) 0.01| (3) 001 | (3) 0.01

méifig anisotrop ScaRC (9) 020 | (8) 0.17| (9) 0.19| (8 0.17
AGg = AGpr = 10 | SCARC-CG | (6) 0.09 | (6) 0.08| (6) 0.09| (6) 0.08

stark anisotrop ScARC (24) 0.56 | (40) 0.71 | (60) 0.78 | (73) 0.82
AGH = AGj, = 250 | SCARC-CG | (9) 021 | (11) 028 | (14) 0.37 | (17) 0.45

Tabelle 3.17: Abhéngigkeit der SCARC-Varianten von der Mikrogitterweite bei (an)iso-
troper Makro- und isotroper Mikrozerlegung
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Bgyxs, miflig anisotrop, AGg = 10 Bgys, stark anisotrop, AGyg = 250
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Abbildung 3.10: Abhéngigkeit der SCARC-Varianten von der Mikrogitterweite bei aniso-
troper Makro- und isotroper Mikrozerlegung

Offensichtlich liegen fiir beide Varianten weder im isotropen noch im méiflig anisotropen
Fall Abhingigkeiten von der Mikrogitterweite h vor. Die Konvergenzraten sind in beiden
Fillen sehr gut, die Anzahl der benotigten globalen MG-Iterationen ist gering. Im isotro-
pen Fall besteht kein Vorteil von SCARC-CG (hellgrau) gegeniiber SCARC (dunkelgrau).
Auch im méfBig anisotropen Fall zeigt sich noch keine signifikante Verbesserung durch die
globale CG-Kopplung. Anders sehen jedoch die Ergebnisse im stark anisotropen Fall aus:
Im Fall von ngpa = 513% globalen Gitterpunkten bestehen grofie Unterschiede zwischen
SCARC und SCARC-CG um mehr als den Faktor 4 (hinsichtlich der Iterationszahlen).
Weiterhin zeigt sich fiir beide Varianten nun eine deutliche h-Abhéngigkeit. Immerhin liegt
hier bereits ein Makro-Anisotropiegrad von AG g = 250 mit einer groflen Anisotropieva-
riation von AVy = 20 vor, die Makros werden sprunghaft kleiner bzw. gestauchter (zum
linken und unteren Rand hin). Die Exaktheit der lokalen MG-Verfahren kann die Situation
offensichtlich nicht mehr retten. Hier schligt sich der Jacobi-artige Block-Charakter des
Glétters durch. Auf diesen Sachverhalt werden wir unter Punkt c) zuriickkommen.

b) Abhingigkeit von der Anzahl an Teilgebieten N

Wir gehen aus von der Makroklasse Aﬁ]xm fiirm = 2,4, 8,16 aus Makrotest A. Unabhingig
von m werden pro Makro L = 6 isotrope Verfeinerungsschritte durchgefiihrt, es liegen lokal
also jeweils nrq = 652 Gitterknoten vor. Dies entspricht einer globalen Knotenanzahl von
Ngiobat = 1297 fiir Agya bis zu ngepe = 10252 fiir A1gx16. Tabelle 3.18 enthilt die erzielten
Konvergenzresultate fiir den isotropen Fall ¢ = 0.5 und die méfig und stark zum linken
Rand hin gestauchten Fille ¢ = 0.1 und a = 0.01. Ein graphische Illustration der Konver-
genzraten fiir die beiden letztgenannten Fille findet sich in Abbildung 3.11.
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a Verfahren Makrozerlegung
A% | ARG | ABls | Al
0.5 ScARC (3) 001 (4 002] (4) 002 (4 0.01

AGy = AGL =1 | SCARC-CG || (3) 0.01| (3) 0.01| (3) 001]| (3) 0.01

0.1 SCARC (5) 0.06 | (6) 0.06| (5) 0.06 | (5) 0.06
AGg = AGr =5 | SCARC-CG || (4) 003 | (4) 003| (4) 003| (4) 0.03

0.01 ScARC (5) 0.05| (29) 0.62 | (33) 0.66 | (34) 0.67
AGy = AG), = 50 | SCARC-CG | (4) 0.01 | (12) 0.30 | (14) 0.36 | (14) 0.37

Tabelle 3.18: Abhéngigkeit der SCARC-Varianten von der Anzahl an Makros bei (an)iso-
troper Makro- und isotroper Mikrozerlegung

ALY AGE =5 ALY AGH =50

mXm 9

-
-

o
©
o
©

=)
~

=)
~

Konvergenzrate
(=]
[}
Konvergenzrate
(=]
[}

o
n
o
n

'

4 16 64 256 4 16 64 256
Anzahl an Makros Anzahl an Makros

"

[l scarc [] SCARC-CG |

Abbildung 3.11: Abhéngigkeit der SCARC-Varianten von der Anzahl an Makros bei an-
isotroper Makro- und isotroper Mikrozerlegung
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Wie erwartet sind fiir die rein isotropen Makrozerlegungen keinerlei Abhéngigkeiten von
der Makrogitterweite bzw. der Anzahl an Teilgebieten zu erkennen. Auch im leicht nach
links gestauchten Fall mit einem Anisotropiegrad von AGyg = AGp, = 5 kommt es
weder fiir SCARC-CG (hellgrau) noch fiir SCARC (dunkelgrau) zu einer nennenswerten
Verschlechterung. Die Konvergenzresultate sind in beiden Féllen ausgezeichnet. Wie zu-
vor bringt SCARC-CG im isotropen bzw. miflig anisotropen Fall keinen lohnenswerten
Vorteil gegeniiber SCARC. Dies &dndert sich wiederum im Fall der stédrkeren Stauchung
zum linken Gebietsrand hin bei einem Makro-Anisotropiegrad von AGy = 50. In die-
sem Fall dominiert wieder der Jacobi-artige Block-Charakter der Glattung und es zeigt
sich fiir beide Varianten insbesondere beim Ubergang von 4 zu 16 Makros eine deutliche
N-Abhéngigkeit: Aufgrund der unmittelbaren Ausbreitung globaler Effekte liegen die Kon-
vergenzraten fiir 4 Makros noch deutlich unter 0.1. Doch bereits im Fall von 16 Makros
zeigt sich eine erhebliche Verschlechterung auf p = 0.62 fiir SCARC bzw. auf p = 0.3 fiir
SCARC-CG. Der Ubergang von 16 zu 64 bzw. 64 zu 256 Makros bringt dagegen nur noch
eine schwache Verschlechterung mit sich. Aufgrund seines stirkeren globalen Charakters
benotigt SCARC-CG weniger als halb so viele Iterationen wie SCARC!

c) Abhingigkeit von den Anisotropieverhiiltnissen:

Wir wollen im folgenden das Konvergenzverhalten beider Varianten im Fall zunehmen-
der Anisotropie sowohl auf Makro- als auch auf Mikroebene analysieren. Dabei gehen wir
ausfiihrlicher vor als bei der Analyse der SCHWARZ-CG- bzw. BLOCK-M G-Verfahren und
betrachten insgesamt drei verschiedene Testfélle:

(i) die isotropen, méiflig und stark anisotropen Byx4- und Bgygs-Zerlegungen aus Abbil-
dung 2.5 (achsenparallele Makrozerlegungen des Einheitsquadrates aus Makrotest B
mit Grenzschicht an der linken unteren Gebietsecke);

(ii) die m#Big anisotrope Dyyx4- und Dgyg-Zerlegung aus Abbildung 2.7 (achsenparal-
lele Makrozerlegungen des Einheitsquadrates aus Makrotest D mit Grenzschicht im
Gebietsinneren);

(iii) die maBig anisotrope Cyxq- und Cgxg-Zerlegung aus Abbildung 2.6 (nicht-achsen-
parallele Makrozerlegungen des 'verzerrten Einheitsquadrates’ aus Makrotest C mit
Grenzschicht an der linken Kantenmitte).
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Die genauen Konstruktionsmafie der betreffenden Makrozerlegungen konnen in Kapitel 2.2
nachgelesen werden. Zur Erinnerung: die 8 x 8-Topologien sind gerade so definiert, daf3
sie durch einen isotropen Verfeinerungschritt aus den jeweils zugehérigen 4 x4 -Topologien
hervorgehen. Dieser Sachverhalt wird im folgenden von grofier Bedeutung sein.

Neben den drei Anisotropie-Stadien auf Makroebene werden alle mit der jeweiligen Grenz-
schicht benachbarten Makros isotrop, mifiig bzw. stark anisotrop verfeinert (die Verfei-
nerung aller iibrigen Makros erfolgt prinzipiell isotrop). Dies betrifft fir Punkt (i) die
links und unten angrenzenden Makros, fiir Punkt (ii) die beiden senkrechten, inneren
Makro-Reihen und fiir Punkt (iii) die am linken Rand angrenzenden Makros. Die Mikro-
Verfeinerung im 8 x 8-Fall basiert auf den in Kapitel 2.2 veranschaulichten drei Verfei-
nerungstripeln. Die Verfeinerungstripel fiir den 4 x 4-Fall sind gerade so gewéhlt, dafl
genau dasselbe globale Feingitter entsteht wie im entsprechenden 8 x 8-Fall, aufgeteilt
auf 16 anstelle von 64 Makros. Diese spezielle Vorgehensweise dient dazu, den Einflufl
der Jacobi-artigen Blockung in Abhéngigkeit vom Anisotropiegrad bzw. der Anzahl an
Makros/Blocken zu demonstrieren. Die globale Anzahl an Gitterpunkten betrégt in allen
Fillen jeweils ngope = 513% Dies entspricht L = 6 lokalen Verfeinerungsschritten mit
Niokar = 652 lokalen Knoten pro Makro im 8x8-Fall und L = 7 lokalen Verfeinerungsschrit-
ten mit nyore = 1292 lokalen Knoten pro Makro im 4 x4 -Fall.

Die nachfolgenden Tabellen 3.19, 3.20 und 3.21 enthalten die Konvergenzraten und Iterati-
onszahlen fiir die oben genannten drei Testfille (i), (ii) und (iii). In allen Tabellen spiegelt
sich in waagerechter Richtung die zunehmende Anisotropie auf Mikroebene wider. Zusétz-
lich spiegelt sich innerhalb der ersten Tabelle 3.19 in senkrechter Richtung die zunehmende
Anisotropie auf Makroebene wider. Die Resultate fiir den Testfall (i) werden zusétzlich in
Abbildung 3.12 graphisch veranschaulicht. Um eine kompakte graphische Illustration zu
gewiahrleisten, werden wiederum die Kurzbezeichnungen MA 1, MA 2und MA 3 fiir die drei
verschiedenen Makro-Anisotropiestadien verwendet, sowie M1 1, MI2 und MI 3 fiir die drei
verschiedenen Mikro-Anisotropiestadien.
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Makrozerlegung | Verfahren Mikrozerlegung
isotrop méfig anisotrop | stark anisotrop
‘MI1’ ‘MI2’ ‘MI3’
isotrop
‘MA1’
AGg =1 AGp =1 AGp ~ 20 AGp ~ 2.000
hin = 1.9(=3) | hmin = 9.9(=5) | hAmin = 9.5(=7)
Byy4 ScaRC (4) 0.02 | (4) 0.02 | (4) 0.02
ScARC-CG (3) 0.01 | (4) 0.02 | (4) 0.02
Bgys ScaRC (4) 0.02 | (5) 0.03 | (5) 0.04
ScARC-CG (3) 0.01 | (4) 0.01 | (4) 0.02
méfig anisotrop
‘MA 2’
AGyg =10 AGp ~ 10 AGp ~ 200 AGp ~ 20.000
hmin = 3.9(=4) | hmin = 2.0(=5) | hmin = 1.9(=7)
Byyx4 ScaRC (6) 0.09 | (6) 0.09 | (6) 0.09
ScARC-CG (5) 0.05 | (5) 0.05 | (6) 0.06
Bgys ScaRC (7) 013 | (7) 0.13 | (6) 0.10
ScARC-CG (6) 0.08 | (6) 0.08 | (6) 0.09
stark anisotrop
‘MA %’
AGg = 250 AGp ~ 250 AGp ~ 5.000 | AGp ~ 500.000
hmin = 2.0(=5) | hmin = 9.9(=7) | hmin = 9.5(=9)
Byyx4 ScaRC (16) 0.42 | (16) 0.42 | (16) 0.42
ScARC-CG 9) 0.19 | (9) 0.19 | (9) 0.19
Bgys ScaRC (73) 0.82 | (72) 0.82 | (72) 0.82
ScARC-CG || (17) 0.45 | (17) 0.44 | (17) 0.44

Tabelle 3.19: Abhéngigkeit der SCARC-Varianten von den Anisotropieverhéltnissen
Makro- und Mikroebene im achsenparallelen Fall - Grenzschicht am Gebietsrand

auf
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Abbildung 3.12: Abhéngigkeit der SCARC-Varianten von den Anisotropieverhéltnissen auf
Makro- und Mikroebene im achsenparallelen Fall - Grenzschicht am Gebietsrand

Tabelle 3.19 belegt eindeutig das gleichméflige Konvergenzverhalten beider Varianten im
Fall der isotropen und méflig anisotropen B, xm-Zerlegungen. Die dargestellten Konver-
genzraten sind ausgesprochen gut (p ~ 0.1) und auBlerdem véllig unabhéingig vom Aniso-
tropiegrad auf Mikroebene! Im Fall der mé&fig anisotropen Makrozerlegung ‘MA 2’ werden
lokale Anisotropiegrade von AGp ~ 20.000 erreicht, der linke Gebietsrand wird mit
Gitterfeinheiten von Romin ~ 2 - 10~7 angenihert, ohne da8 die globale MG-Iteration in
irgendeiner Weise beeintrichtigt wird. Hier zahlt sich der lokale Aufwand also durchweg
aus, die Anzahl der globalen MG- bzw. CG-Iterationen ist gering. Die Konvergenzgiite wird
offenbar nur durch den Anisotropiegrad auf Makroebene geprigt. SCARC-CG ist speziell
im méfig anisotropen Fall leicht besser als der reine SCARC. Auflerdem ist der Byy4-Fall
erwartungsgeméf besser als der Bgyg-Fall, jedoch sind die Unterschiede relativ gering.
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Ganz anders sieht es jedoch im stark anisotropen Fall ‘MA 3’ aus: Hier zeigt sich eine deut-
liche Diskrepanz zwischen SCARC-CG und SCARC (um den Faktor 1.8 im Byy4-Fall und
den Faktor 4.2 im Bgyg-Fall!). Dies ist auf die stéirkere globale Kopplung durch die globale
CG-Iteration zuriickzufithren. Die SCARC-CG-Variante macht sich also insbesondere im
stark anisotropen Fall bezahlt. Der groflere Aufwand durch die zusétzliche globale CG-
Iteration wird durch die erhebliche Einsparung an globalen MG-Iterationen im Verhéltnis
zum reinen SCARC mehr als gerechtfertigt. Die globale CG-Iteration spielt sich nur auf
dem rechenintensiven Feingitter ab. Auflerdem werden etliche Grobgitterlosungen bzw.
Durchlédufe durch grébere Gitterhierarchien eingespart. Gerade im Bgyg-Fall zeigt sich je-
doch fiir beide Varianten eine deutliche Verschlechterung des Konvergenzverhaltens, selbst
fiir SCARC-CG betrigt die Konvergenzrate nur noch p ~ 0.44. Diese Verschlechterung
ist jedoch nur auf den sehr hohen Makro-Anisotropiegrad AGg = 250 zuriickzufiihren,
der (wie wir in Kapitel 4 sehen werden) selbst fiir realistischere Topologien sehr hoch be-
messen ist und nur dazu dient, die Schwichen des SCARC-Konzeptes offen zu legen. Das
Konvergenzverhalten ist dagegen vollig unabhingig von der Anisotropie auf Mikroebene,
selbst bei einem lokalen Anisotropiegrad von AGy ~ 500.000!

(11) Achsenparalleler Fall - Grenzschicht im Gebietsinneren:

Makrozerlegung | Verfahren Mikrozerlegung

isotrop miBig anisotrop | stark anisotrop

méBig anisotrop

AGg =5 AGpL =5 AGp ~ 100 AGp, ~ 10.000
hmin = 3.9(=4) | hmin = 2.0(=5) | hmin = 1.9(=7)

Daxa ScaRC (6) 0.09 | (7) 0.12 | (7) 0.13
ScARC-CG || (5) 0.06 | (6) 0.09 | (6) 0.09
Dsys ScaRC (7) 0.13 | (10) 0.20 | (13) 0.32
ScARC-CG || (7) 0.12 | (8) 0.16 | (8) 0.17

Tabelle 3.20: Abhéngigkeit der SCARC-Varianten von den Anisotropieverhéltnissen auf
Makro- und Mikroebene im achsenparallelen Fall - Grenzschicht im Gebietsinneren

Wie erwartet liegen auch in Tabelle 3.20 relativ gute Konvergenzresultate vor. Die Ani-
sotropieverhiltnisse sind in etwa von gleicher Gréflenordnung wie diejenigen der méflig
anisotropen Bgyxg-Zerlegung in der vorangehenden Tabelle (mittlere Tabellenzeile in Ta-
belle 3.19) mit Grenzschicht am Gebietsrand: Der gréfite Anisotropiegrad im méBig ani-
sotropen B, xm-Fall betrigt AG), ~ 20.000, wihrend im hier betrachteten D, «,,-Fall
AG), ~ 10.000 vorliegt. Dennoch zeigt sich speziell fiir Dgyxg bei Zunahme des Mikro-
Anisotropiegrades eine Verschlechterung gegeniiber den entsprechenden Bgyg-Resultaten
aus Tabelle 3.20. Die 4 x4 -Ergebnisse sind mit p ~ 0.1 wiederum ausgezeichnet.
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(111) Nicht-achsenparalleler Fall - Grenzschicht am Gebietsrand:

Makrozerlegung | Verfahren Mikrozerlegung

isotrop miéBig anisotrop | stark anisotrop
méBig anisotrop

AGg ~ 4.3 AGpL =5 AGp ~ 10 AGp ~ 1.200
hmin = 2.0(—=4) | hmin = 2.0(=5) | hApin = 1.9(=7)
Caxa SCARC (7) 0.13 | (7) 0.13 | (7) 0.13
ScARC-CG (6) 0.08 | (6) 0.08 | (6) 0.08
Csxs ScaARC (20) 0.50 | (23) 0.54 | (25) 0.57
ScARC-CG | (10) 0.23 | (10) 0.24 | (11) 0.26

Tabelle 3.21: Abhéngigkeit der SCARC-Varianten von den Anisotropieverhéltnissen auf
Makro- und Mikroebene im nicht-achsenparallelen Fall - Grenzschicht am Gebietsrand

Tabelle 3.21 verdeutlicht, daf} offenbar nicht einzig die Gréfle des Makro-Anisotropiegrades,
sondern insbesondere auch die spezielle Art der Makro-Anisotropie groflien Einflul auf das
Konvergenzverhalten ausiibt. Im Vergleich zum méfig anisotropen B, xm-Fall mit stark
anisotroper Mikrozerlegung (AG}p ~ 20.000) liegt im entsprechenden Cjy,xp,-Fall mit
AG}, ~ 1.200 ein relativ geringer Anisotropiegrad vor. Dennoch sind die im Cgyg-Fall er-
zielten Konvergenzraten deutlich schlechter. Offensichtlich haben nicht-achsenparallele Ver-
zerrungen eine nachhaltigere Auswirkung, trotz lokal exakter Losung. Dieser Sachverhalt
ist wiederum auf die Empfindlichkeit der Jacobi-artigen Blockung zuriickzufiihren. Deswei-
teren hat die Zunahme des Mikro-Anisotropiegrades zumindest fiir SCARC im Cgyg-Fall
negative Auswirkungen: Die Konvergenzrate verschlechtert sich immerhin von p = 0.50 auf
p = 0.57. Wie zuvor ist SCARC-CG deutlich robuster als der reine SCARC und bleibt von
wachsender Mikro-Anisotropie (nahezu) unbeeindruckt. Die Konvergenzraten im Clyx4-
Fall sind wiederum erheblich besser als diejenigen des Cgyg-Falles und liegen durchweg im
Bereich p ~ 0.1.

In den vorangehenden Testreihen (i), (ii) und (iii) zeigt sich sehr deutlich die Schwéche der
Jacobi-artig geblockten Glattung im Hinblick auf zunehmende Makro-Anisotropien, ins-
besondere im Fall nicht-achsenparalleler Makrozerlegungen. Anisotropien auf Mikroebene
werden in der Regel gut mit Hilfe der lokalen MG-Verfahren aufgeldst und bereiten keine
Probleme. Wie man allerdings deutlich erkennen kann, schneiden gerade im Fall der stark
anisotropen Makrozerlegungen (unabhiingig von der lokalen Mikrozerlegung) alle betrach-
teten 4 x 4-Fille erheblich besser ab als die zugehorigen 8 x 8-Félle. Dieser Sachverhalt
birgt daher auch den Schliissel zur Losung des Problems in sich. Natiirlich sollte man ver-
suchen, so wenige Makros/Blocke wie nur moglich zu verwenden. Dies ist jedoch in der
Praxis nicht immer realisierbar. Zum einen sind héufig nicht die erforderlichen Rechner-



159

kapazitdten vorhanden, um dem lokal erh6hten Speicher- und Rechenbedarf (bei kleiner
Anzahl an Makros) gerecht zu werden. Zum anderen wird die Anzahl der benétigten Ma-
kros héufig durch geometrische Gegebenheiten vordefiniert und kann nicht ohne weiteres
reduziert werden. Wir schlagen daher die folgende Losungsstrategie vor, die in Becker [9] in
Kiirze realisiert sein wird und sich zur Zeit noch in der Testphase befindet: Wie in Kapitel
1.2 erlautert, steht der Buchstabe ‘C’ im Namen SCARC fiir clustering und der Buchstabe
‘R’ fiir rekursive. Ein wesentliches Konstruktionsprinzip unseres SCARC-Vorkonditionier-
ers basiert ndmlich darauf, einzelne Makros in rekursiver Weise zu immer grofleren Kon-
strukten (Matrix-, Parallel- und Teilgebiets-Blocken) zusammenzufassen, bis auf oberster
Ebene schliefilich die Gesamtzerlegung erfait wird. Wir sind im Rahmen dieser Arbeit nur
von zwei Ebenen ausgegangen, in der die Makros mit den Matrix-Blécken und die Parallel-
mit den Teilgebiets-Blocken iibereinstimmen. Diese Vorgehensweise war Basis fiir die hier
dargestellte Grundlagenarbeit und ist gleichzeitig Ausgangspunkt und Rechtfertigung fiir
die Erweiterungen, die aktuell von Becker [9] vorgenommen werden.

Wie rechts am Beispiel einer 8 x 8 -Zerlegung skizziert, besteht die
Moglichkeit, beispielsweise je 4 benachbarte Makros zu einem soge-
nannten Matrix-Block zusammenzufassen. Auf diesem 4-er Block
wird lokal ein umgreifendes (datenparalleles) MG-Verfahren durch-
gefiihrt (anstelle von 4 separaten lokalen MG-Verfahren). Der Name

Matrix-Block riihrt daher, dafl auf dem 4-er Block nur eine einzige, .
zugehorige Matrix vorliegt, vergleiche Kapitel 1.2. Das umfassende
lokale MG-Verfahren auf dem 4-er-Block dient wie gewohnt als lo-
kaler MG-Glatter innerhalb des globalen MG-Verfahrens. Es liegen .
zwar tatsichlich 64 einzelne Makros vor. Die blockweise Glattung -
durch lokale MG-Verfahren basiert jedoch nur auf 16 Blocken, die hr Sock
aus der Zusammenfassung von jeweils 4 Makros zu einem Matrix-

Block und den darauf definierten lokalen MG-Verfahren bestehen.

Diese Vorgehensweise erscheint uns als sehr vielversprechend, wie die dargestellten Dis-
krepanzen zwischen den 4 x4- und 8 x 8-Resultaten belegen. Sie ermdglicht auch im Fall
einer hohen Anzahl an Makros, die Anzahl an Blocken im Rahmen der Glittung deutlich
zu reduzieren und trigt zur Bewahrung eines relativ grofien Anteils an Rekursivitéit bei.
Die numerische Analyse zur N-Abhéngigkeit der BLOCK-MG-Verfahren in Kapitel 3.2 hat
gezeigt, dafl auf einer kleinen Anzahl an Blocken gute Konvergenzresultate erzielt werden
konnen; im obigen Fall handelt es sich ja lediglich um lokale 2x2 -Topologien. Fiir die hier
dargestellten Testreihen wurden die 4-er Blécke innerhalb eines Prozesses noch sequen-
tiell (und nicht datenparallel) berechnet und dienen nur zur Simulation der zukiinftigen
Fassung von Becker [9] bzw. zur Demonstration der Effizienz dieses Zugangs. Diese soge-
nannte 3-LEVEL-SCARC-Version basiert folglich auf einer Unterteilung in 3 verschiedene
Ebenen: die Makroebene, die Gesamtgebietsebene und eine dazwischen liegende Ebene,
die aus einzelnen Zusammenschliissen von jeweils einer kleinen Anzahl an Makros zu je
einem Matrix-Block besteht. Natiirlich sind je nach geometrischer Struktur der zugrun-
de liegenden Topologie auch andere lokale Zusammenschliisse als die genannten lokalen
2 x2-Topologien moglich.
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d) Abhingigkeit von der Genauigkeit der lokalen Mehrgitterlsungen:

Wie bereits bei der Analyse der SCHWARZ-CG-Verfahren werden im folgenden wieder-
um drei unterschiedliche Abbruchkriterien fiir die lokalen Mehrgitterverfahren bzw. ihre
Auswirkungen auf das globale MG-Verfahren analysiert, ndmlich der lokale Gewinn von
6 Stellen Genauigkeit (€., = 107%) bzw. 2 Stellen Genauigkeit (e, = 1072) sowie die
Durchfiihrung von nur 2 lokalen MG-Iterationen (itejorq = 2). Der Fall ¢,,; = 107'¢ brachte
fiir alle getesteten Makrozerlegungen (auch innerhalb des Anwendungskapitels 4) gegeniiber
€reg = 1078 keinen Vorteil, sondern nur eine unnétig verlingerte Rechenzeit und wird nicht
aufgefithrt. Wir beschranken uns auf die méflig und stark anisotrope Bgyxs-Zerlegung mit
stark anisotroper Mikrozerlegung. Der rein isotrope Fall ist nicht von Interesse, da hier
durchweg 1 bis 2 lokale MG-Iterationen ausreichen. Selbst im Fall einer anisotropen Ma-
krozerlegung mit isotroper oder schwach anisotroper Mikrozerlegung muf} kein nennenswert
hoherer Aufwand betrieben werden. Die resultierenden Konvergenzresultate mit zugehori-
gen Gesamtrechenzeiten (fett gedruckt) sind in Tabelle 3.22 zusammengefafit.

Makrozerlegung Verfahren Abbruchkriterium fiir die lokalen MG-Verfahren
Bgxs €rel = 1076 €rel = 10~2 1tejokal = 2
méfBig anisotrop | SCARC 0.10 2.1 min | 0.10 1.4 min | 0.10 1.1 min

AGy ~ 20.000 | SCARC-CG || 0.09 2.1 min | 0.09 1.4 min | 0.09 1.1 min

stark anisotrop | SCARC 0.82 16.9 min | 0.82 16.0 min | 0.82 12.1 min
AGy, ~ 500.000 | SCARC-CG || 044 4.9 min | 044 3.9 min | 044 2.9 min

Tabelle 3.22: Abhéngigkeit der SCARC-Varianten von der Genauigkeit der lokalen MG-
Verfahren bei anisotroper Makro- und Mikrozerlegung

Aufgrund der hohen Leistungsfihigkeit der lokalen MG-Verfahren ist es offenbar fiir beide
ScARC-Varianten sogar im Fall der stark anisotropen Makrozerlegung vollig ausreichend,
nur 2 lokale MG-Iterationen durchzufiihren! Entsprechend liegen fiir diesen Fall durch-
weg die kiirzesten Rechenzeiten vor. Prinzipiell besteht eine wesentliche Aufgabe darin,
die Anzahl der lokalen und globalen Iterationen in geeigneter Weise zu balancieren, um
letztlich eine Minimierung der Gesamtrechenzeit zu erreichen. Natiirlich sollte die An-
zahl der globalen Iterationen so klein wie moglich sein, denn sie beinhaltet diejenigen
Programmanteile mit niedrigester paralleler Effizienz (globale Grobgitterlosung, globale
Matrix-Vektor-Produkte und globaler Gittertransfer). Daher ist es iiblicherweise eher sinn-
voll, lokal h6heren Aufwand zu treiben, statt einen Anstieg der globalen Iterationszahl zu
riskieren. Fiir die realistischeren Makrozerlegungen mit stark anisotroper Mikrozerlegung
aus dem Anwendungskapitel 4 hat sich die lokale Durchfiihrung von nur 2 lokalen MG-
Iterationen vielfach nicht als ausreichend erwiesen. Um auf der sicheren Seite zu sein, liegt
diesen Rechnungen daher ein lokale Genauigkeit von €.,; = 1072 zugrunde.
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e) Abhingigkeit von der Anzahl an globalen Glittungsschritten

Um die Abhéngigkeit der globalen MG-Konvergenzrate von der Anzahl an globalen Vor-
und Nachgliattungsschritten zu analysieren, betrachten wir auch hier die méaflig und stark
anisotrope Bgyg-Topologie mit stark anisotroper Mikrozerlegung. Félle mit geringerer Ani-
sotropie sind ohnehin unkritisch. Fiir die Anzahl der Vor- und Nachgléttungsschritte (7, 72)
werden die Félle (1,1), (2,2) und (4,4) getestet, vergleiche Tabelle 3.23. Auf Basis unserer
Erkenntnisse aus Punkt (f) gehen wir lokal vom Abbruchkriterium ite;orq = 2 aus.

Makrozerlegung Verfahren Anzahl der globalen Vor- und Nachglittungsschritte
Bme (15 1) (232) (474)

miéfig anisotrop | SCARC 0.31 1.2 min | 0.10 1.1 min | 0.02 1.3 min
AGp ~ 20.000 | SCARC-CG | 0.22 1.1 min | 0.09 1.1 min | 0.03 1.3 min

stark anisotrop | SCARC 0.89 9.5 min | 0.82 12.1 min | 0.68 15.4 min
AGp ~ 500.000 | SCARC-CG || 0.88 9.5 min | 0.44 2.9 min | 0.28 3.4 min

Tabelle 3.23: Abhéingigkeit der SCARC-Varianten von der Anzahl an globalen Gliattungs-
schritten bei anisotroper Makro- und Mikrozerlegung

Erwartungsgeméfl bestehen deutlich erkennbare Abhéngigkeiten von der Anzahl an glo-
balen Gldttungsschritten. Wiahrend es im hier nicht explizit dargestellten, isotropen Fall
durchaus geniigt, nur einen globalen Vor- und Nachglédttungsschritt durchzufiihren, sollten
im zunehmend anisotropen Fall durchweg mindestens je 2 globale Schritte vorgenommen
werden. Dies geht im stark anisotropen Fall fiir SCARC-CG deutlich aus der letzten Ta-
bellenzeile hervor. Wihrend SCARC-CG fiir die Kombination (1,1) noch 108 Iterationen
bei einer Rechenzeit von 9.5 Minuten bendtigt, konvergiert er bereits fiir (2,2) in nur 17
Iterationen bei weniger als einem Drittel der Rechenzeit, ndmlich 2.9 Minuten. Eine weite-
re Erhéhung der Anzahl an Glattungsschritten bringt allerdings keinen zeitlichen Gewinn
mehr. SCARC liefert dagegen fiir die kleinste Kombination (1, 1) trotz deutlich héherer An-
zahl an Iterationen die niedrigeste Gesamtrechenzeit, was jedoch aufgrund der Diskrepanz
zu SCARC-CG nicht ausschlaggebend ist.

Man bedenke, daf jeder globale Glattungsschritt zwar einerseits die parallele Durchfiihrung
von N lokalen MG-Verfahren impliziert, was sicherlich einen nicht unerheblichen Aufwand
mit sich bringt. Andererseits handelt es sich um rein lokale Berechnungen, die lediglich
am Schluf} einen lokalen Randaustausch erfordern, vergleiche die Programmbeschreibung
in Kapitel A.4.12. Auflerdem wird die Anzahl der wesentlich kostenintensiveren globalen
MG-Iterationen durch Erhéhung der Anzahl an globalen Glattungsschritten nachhaltig
reduziert.
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f) Abhingigkeit von den globalen Randbedingungen

Den bisherigen Testrechnungen lagen homogene Dirchlet-Randbedingungen entlang des
globalen Gebietsrandes zugrunde. Unsere beiden SCARC-Varianten sollen jedoch insbe-
sondere zur effizienten Losung der Druckgleichung im Rahmen von Projektionsverfahren
fiir die Navier-Stokes Gleichungen zum Einsatz kommen, vergleiche Kapitel 1.1. Dort lie-
gen typischerweise gemischte Randbedingungen mit hohem Neumann-Anteil vor. Daher
wollen wir abschliefflend analysieren, ob bzw. inwieweit sich das Konvergenzverhalten von
SCARC und SCARC-CG éndert, wenn nur noch entlang der rechten Gebietskante Dirich-
let-Randbedingungen und ansonsten Neumann-Randbedingungen gesetzt werden. Auch
hier gehen wir von der isotropen, méflig und stark anisotropen Bgyg-Topologie aus Ma-
krotest B mit unterschiedlichen Mikro-Anisotropiegraden aus, vergleiche Tabelle 3.24. Die
resultierenden Gesamt-Anisotropiegrade entsprechen denjenigen aus Tabelle 3.19 und wer-
den nicht mehr aufgefiihrt.

Makrozerlegung | Verfahren Mikrozerlegung
Bgxs isotrop méiBig anisotrop | stark anisotrop
isotrop ScaRC (5) 0.04 | (5) 0.05 | (5) 0.05
SCARC-CG | (4) 0.02 | (4) 0.02 | (4) 0.02
méfBig anisotrop | SCARC (8) 0.16 | (7) 0.12 | (6) 0.10
ScARC-CG (6) 0.08 | (6) 0.08 | (6) 0.08
stark anisotrop | SCARC (108) 0.88 | (94) 0.86 | (87) 0.85
ScARC-CG (39) 0.69 | (36) 0.67 | (33) 0.65

Tabelle 3.24: Abhéngigkeit der SCARC-Varianten von den Anisotropieverhéltnissen auf
Makro- und Mikroebene fiir gemischte Randbedingungen im achsenparallelen Fall

Vergleicht man die Konvergenzraten mit denjenigen des reinen Dirichlet-Falls in Tabelle
3.19, so lassen sich lediglich im Fall der stark anisotropen Makrozerlegung Unterschiede
erkennen: Wahrend der reine SCARC im Fall der stark anisotropen Mikrozerlegung mit
reinen Dirichlet-Randbedingungen eine Konvergenzrate von p = 0.82 bei 72 Iterationen
erzielt, bendtigt er im entsprechenden Fall mit gemischten Randbedingungen die hdhere
Anzahl von 87 Iterationen bei einer Konvergenzrate von p = 0.85. Bei SCARC-CG bewirkt
der Ubergang von Dirichlet- zu gemischten Randbedingungen im entsprechenden Fall sogar
eine Verdopplung der bendétigten Anzahl an Iterationen von 17 auf 33 Iterationen und
einen Anstieg der Konvergenzrate von p = 0.44 auf p = 0.65. Immerhin liegt in diesem
Fall auf Makroebene bereits ein Anisotropiegrad von AGyg = 250 vor. Dagegen zeigt
selbst der Fall der méfig anisotropen Makrozerlegung mit stark anisotroper Mikrozerlegung
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keine Verschlechterung gegeniiber dem reinen Dirichlet-Fall. Dieses Ergebnis ist durchaus
zufriedenstellend, da wir bei der Konstruktion einer Makrozerlegung fiir ein gegebenes
realistisches Problem immer bestrebt sind, allzu grole Anisotropiespriinge auf Makroebene
zu vermeiden. Wie wir in Kapitel 4 sehen werden, ist es durchaus realistisch, auch fiir
komplexe Anwendungstopologien mit Makro-Anisotropiegraden unter 20 auszukommen, so
dafl auch im Fall gemischter Randbedingungen mit keiner nennenswerten Verschlechterung
zu rechnen ist.

Wie wir im bisherigen Verlauf gezeigt haben und im Anwendungskapitel durch diverse
realistische Testbeispiele untermauern werden, handelt es sich bereits bei den hier darge-
stellten 2-LEVEL-Versionen von SCARC und insbesondere SCARC-CG um effiziente und
robuste Loser fiir elliptische Gleichungen, die ausgezeichnet mit sehr grofien (lokalen) Git-
teranisotropien zurecht kommen. Die explizite Hinzunahme einer weiteren Gebietsebene in
Becker [9] verspricht signifikante Leistungssteigerungen. Ebenso sollte die Behandlung von
Gleichungen mit zuséitzlichem Konvektionsterm keine groflen Probleme bereiten, muf3 aber
noch untersucht werden.

3.3.4 Bewertung

o Vorteile:

— Beide SCARC-Varianten besitzen im Fall isotroper und méflig anisotroper Ma-
krozerlegungen ein gleichméfliges, effizientes Konvergenzverhalten. Auf-
grund der stirkeren globalen Kopplung durch die duflere CG-Iteration zeigt sich
gerade im Fall anisotroper Makrozerlegungen ein deutlicher Vorteil von SCARC-
CG gegeniiber SCARC.

— Die Verwendung effizienter und robuster SCHWARzZ-Glétter (lokale MG-
Verfahren mit optimierter Gliattung) erlaubt die hoch-feine Auflésung lokaler
Effekte auf Basis von lokal adaptiven Gittern. Dies verbessert das globale
Konvergenzverhalten und tragt zu einer Reduktion an globalen MG-Iterationen
bei.

— Beide Varianten sind nahezu unabhingig vom Grad der lokalen Mikro-
Anisotropie.

— Im Fall isotroper und moderat anisotroper Makrozerlegungen sind beide Vari-
anten unabhiingig von der Anzahl an Makros.
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— Beide Varianten weisen eine hohe Datenlokalitéit mit groflen, rechenin-

tensiven Teilgebiets-Blocken auf. Jedes Makrogitter ist (zumindest in unse-
rer Arbeit) logisch dquivalent zu einem Tensorprodukt-Gitter mit zeilen-
weiser Numerierung der Unbekannten. Dies erlaubt die lokale Verwendung
Cache-optimierter Basisroutinen der Linearen Algebra auf Grundlage
der SPARSE BANDED BLAS-Bibliothek, so daf} eine effiziente Ausnutzung lo-
kaler Prozessorleistung moglich ist.

Die explizite Verwendung mehrerer Gebietslevel im Rahmen der endgiilti-
gen 3-LEVEL-SCARC-Version bietet die Moglichkeit, die Anzahl der Blocke
innerhalb des Glétters (rekursiv) zu reduzieren und so die Abhéngigkeit von
starken Anisotropien auf Makroebene zu minimieren, vergleiche Becker [9].

SCARC-CG erfordert keine aufwendige Optimierung der Verfahrens-
parameter.

e Nachteile:

— Es liegt nach wie vor eine globale Mehrgitter-Struktur mit nicht-optimaler

paralleler Effizienz vor (globale Grobgitterldsungen, Matrix-Vektor-Produkte
und Transfer-Operationen; schlechtes Verhiltnis zwischen Rechen- und Kom-
munikationszeit auf gréberen Leveln). Die Verwendung optimierter lokaler MG-
Verfahren bzw. einer globalen CG-Beschleunigung bewirkt allerdings eine Re-
duktion der globalen Anzahl an MG-Iterationen.

Im Fall grofler Makro-Anisotropien schlégt sich der Jacobi-artige Block-
Charakter der Glattung durch und es zeigt sich eine deutliche Abhingigkeit
von der Anzahl an Makros, die jedoch fiir SCARC-CG deutlich weniger
ausgepragt ist als fiir SCARC und durch die genannte rekursive Verwendung
mehrerer Gebietslevel im Rahmen der 3-LEVEL-SCARC-Version in [9] erheblich
reduziert werden kann.



Kapitel 4

Anwendungsbeispiele

Um die Leistungsfihigkeit unseres SCARC-Konzeptes unter Beweis zu stellen, betrachten
wir abschlieflend einige Anwendungsbeispiele aus dem Virtual Album of Fluid Motion,
das unter der folgenden Internet-Adresse zu finden ist:

http://www.featflow.de/album.

Unter dem Motto ‘Visualisierung und Analyse von Stromungen durch numerische Simu-
lation’ befaBit es sich mit der effizienten numerischen Losung der inkompressiblen Navier-
Stokes-Gleichungen und ihren Varianten mit speziellem Augenmerk auf dem mehrdimen-
sionalen, nichtstationdren Fall. Die Simulation der dort dargestellten Stromungsvorginge
basiert auf dem Programmpaket FEATFLOW [76] unter Verwendung der Basis-Programm-
pakete FEAT2D und FEAT3D [15]. Wie bereits erldutert, stellt die hier prisentierte Me-
thodik den Grundstock fiir das neue Programmpaket FEAST [4] dar, das als verbesser-
tes Nachfolgepaket zu einer deutlichen Leistungssteigerung fiihren soll. Dies beruht zum
einen auf der Verwendung der dargestellten Parallelisierungskonzepte sowie der bandwei-
sen Speichertechnik bzw. optimierter Linearer Algebra auf der Basis der SPARSE BANDED
Bras-Bibliothek [79], was zu einem verbesserten Laufzeitverhalten bzw. der Nutzbar-
keit moderner Hochleistungsrechner beitragen soll. Zum anderen bewirkt die lokale Ad-
aptivitdt innerhalb einzelner Makros eine verbesserte numerische Effizienz bei gleichzei-
tig moderater, problemangepafiter Anzahl an Unbekannten. Die Anbindung geeigneter
Fehlerkontrollmechanismen ist im unmittelbaren Anschlufl geplant und soll zu einer weite-
ren Verbesserung fiihren, sieche Kapitel 5.

Bei der numerischen Losung der Navier-Stokes-Gleichungen gehen wir von den in Kapitel
1.1 dargestellten Projektionsverfahren aus. Diese unterteilen das gekoppelte (nichtlinea-
re) System nach geeigneter Orts- und Zeitdiskretisierung in (nichtlineare) Konvektions-
Diffusions-Gleichungen fiir die Geschwindigkeit und ein 'Pressure-Poisson-Problem’ fiir den
Druck, wobei wir uns nachfolgend auf die Losung des letzteren beschrianken werden.

165
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4.1 Lo6sung der Pressure-Poisson-Probleme realistisch-
er Stromungssimulationen

Wir méchten nun 4 verschiedene Anwendungsbeispiele aus dem ‘Virtual Album of Fluid
Motion’ prisentieren, deren jeweiliges Pressure-Poisson-Problem mit Hilfe unseres SCARC-
Konzeptes gelost wird, namlich die

1. Umstréomung eines Zylinders im Kanal (DFG-Benchmark),
2. Umstromung eines Autos im Kanal (ASMO),

3. Durchstrémung von Venturi-Rohren,
4

. Durchstrémung einer verstopften Arterie.

Die betrachteten Probleme weisen komplexe Geometrien auf, bei denen diverse Details
bzw. Grenzschichten adéquat aufgelost werden miissen. Da die Pressure-Poisson-Probleme
Bestandteil der genannten Projektionsverfahren sind, miissen die zugehorigen Randbe-
dingungen beachtet werden. Es handelt sich um gemischte Dirichlet-/Neumann-Randbe-
dingungen mit zumeist iiberwiegendem Neumann-Anteil, die fiir jedes Beispiel explizit
angegeben werden. Dabei entspricht der Neumann-Anteil der Pressure-Poisson-Gleichung
gerade dem Dirichlet-Anteil der Konvektions-Diffusions-Gleichungen und umgekehrt.

Als Loser wird ausschliellich das SCARC-CG-Verfahren verwendet, da es sich gerade fiir
(global) anisotrope Makrozerlegungen im Vergleich zum reinen SCARC-Verfahren sowohl
vom numerischen als auch rechentechnischen Standpunkt aus als deutlich effizienter erwie-
sen hat. Zur Demonstration der h-Unabhingigkeit von SCARC-CG werden fiir alle Bei-
spiele unterschiedliche Gitterfeinheiten von njre = 652, 1292, 2572, 5132 betrachtet, im Fall
des DFG-Benchmark-Problems auch n.;q = 10252. Dies entspricht L = 6,7,8,9 bzw. 10
lokalen Verfeinerungsschritten. Insgesamt rangiert die Anzahl der betrachteten Gitterkno-
ten von 100.000 bis hin zu 25 Millionen. Desweiteren werden die relevanten geometrischen
Details bzw. Grenzschichten mit Hilfe unserer Mikrozerlegungsprodur aus Kapitel 2.2 zum
stark anisotropen Verfeinerungstripel [0.3, 0.3, 0.2] aufgelost. Dabei entstehen Anisotropie-
grade von bis zu 1.400.000 und kleinste Schrittweiten in Bereichen von 107'°. Fiir alle
dargestellten Beispiele wird die zugrunde liegende Makrozerlegung bzw. das resultierende
Feingitter nach Ablauf von drei (anisotropen) Gitterverfeinerungen graphisch illustriert.

In jedem Vorkonditionierungsschritt des SCARC-CG-Verfahrens wird genau ein globa-
ler SCARC-Schritt (das heifit, ein globaler MG-Schritt) durchgefiihrt. Die globalen MG-
Verfahren fiihren ihrerseits jeweils 2 Vor- und 2 Nachglattungsschritte durch, innerhalb
derer wiederum die lokalen MG-Verfahren stattfinden. Letztere verwenden jeweils loka-
le GSADI-Glattung mit je 4 Vor- und Nachgldttungsschritten zum Relaxationsparameter
w = 1 und iterieren lediglich bis zu einer relativen lokalen Genauigkeit von epsjorq = 1072.
Als Abbruchkriterium fiir das globale CG-Verfahren dient eine relative Genauigkeit von
€PSglobal = 107S.
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Die Implementierung des SCARC-CG-Verfahrens basiert auf einem Master-Slave-Konzept
bzw. dem expliziten Versenden einzelner Nachrichtenpakete (Message Passing) auf Basis
der Kommunikationsbibliothek MPI, vergleiche die Programmbeschreibung im Anhang A.
Alle Rechnungen wurden auf zwei unterschiedlichen Plattformen durchgefiihrt:

e cinem Parallelrechner mit gemeinsamem Speicher, der SUN ENTERPRISE 3500 mit
8 Prozessoren und insgesamt 8 GBytes Speicher am Lehrstuhl von Prof. Turek in
Dortmund,

e einem Hochleistungs-Parallelrechner mit verteiltem Speicher, der CRAY T3E-1200
mit 512 Prozessoren zu je 512 MBytes Speicher am John von Neumann-Insitut fiir
Computing in Jiilich, siehe http://www.zam.kfa-juelich.de/nic.

Es bezeichne P die Anzahl der Prozessoren, die fiir die einzelnen Rechnungen verwendet
wurden. Im Fall der SUN gilt unabhingig von der Makroanzahl prinzipiell P = 8, das
heifit, die einzelnen Slave- und Master-Prozesse werden auf die 8 vorhandenen Prozessoren
verteilt. Daher konnen aus Speicherplatzgriinden nur die Rechnungen bis zu njpe = 2572
durchgefiihrt werden. Auf der CRAY entspricht P der jeweiligen Anzahl an Makros plus
1 (der Master-Prozefl wird auf einem gesonderten Prozessor ausgefiihrt). Fiir die einzelnen
Rechnungen werden explizit die nachfolgend aufgefiihrten Informationen angegeben.

1. Anisotropieverhiltnisse und Konvergenzverhalten:

Nyokal | l0kale Anzahl an Gitterknoten pro Makro

Ngiobal | globale Anzahl an Gitterknoten im Gesamtgebiet

AGg | Anisotropiegrad der Makrozerlegung

AVy | Anisotropievariation der Makrozerlegung

AG}; | Anisotropiegrad des kompletten Mikrogitters

hpin | feinste Schrittweite im kompletten Mikrogitter

Peg Konvergenzrate von SCARC-CG

ttecy | zugehorige Anzahl an globalen SCARC-CG-Iterationen
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2. Laufzeitverhalten:

Tyesamt | Gesamtausfilhrungszeit (inklusive der Initialisierungszeit!)

Tstelie Zeit fiir den Gewinn von einer Stelle Genauigkeit

Tpunkt | Zeit fiir den Gewinn von einer Stelle Genauigkeit pro Unbekannte

TP

punkt | 2€it fiir den Gewinn von einer Stelle Genauigkeit pro Unbekannte

skaliert auf einen Prozessor

Es gelten die folgenden Zusammenhinge:

o — P .
Tpunkt — Tstelle/nglobal und Tpunkt — Tpunkt - P.

Bei Tyﬂmkt handelt es sich um eine rein fiktive Gréfe, die eine parallele Effizienz von
100% postuliert. Sie gibt an, welche Zeit zum Gewinn von einer Stelle Genauigkeit
pro Unbekannte auf einem einzigen Prozessor des betrachteten Rechners bend&tigt
wiirde, wenn das gesamte Problem dort losbar wire, und ermdéglicht in beding-
ter Weise einen Vergleich verschiedener Rechnerarchitekturen. Da in den einzelnen
Tpunkt-Zeiten tatséchlich auch Verlustzeiten durch Kommunikation und Synchroni-
sation enthalten sind, die bei einer potentiellen Ausfiihrung auf nur einem Prozessor

nicht entstehen wiirden, ist die Zeit T;;nkt iiblicherweise etwas zu hoch bemessen.

Effizienzen:

Epar(Mgiobars P) | parallele Effizienz

Eum (Mgiobal) numerische Effizienz

Eiot(Ngiobar, P) | totale Effizienz

Die genaue Definition der einzelnen Effizienzen kann aus Kapitel 2.5 ersehen wer-
den. Aus Speicherplatzgriinden beschrinken wir uns fiir jede Beispieltopologie auf
die Angabe der Effizienzen fiir die jeweils kleinste untersuchte Anzahl an globalen
Gitterpunkten. Ebenso werden lediglich die auf der CRAY T3E ermittelten Effizien-
zen angegeben, da nur hier geniigend Prozessoren zur Verfiigung standen, um jedem
Teilgebiet genau einen Prozessor zuzuordnen. Fiir die Bestimmung der numerischen
Effizienz wird die Ausfiihrungszeit T;g’;(nglobal) eines guten sequentiellen Verfahrens
benotigt. Wir haben hierzu ein serielles MG-Verfahren mit optimierter ILU-Gléattung
verwendet (ausgefiihrt auf einem Prozessor der CRAY T3E).
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Die auf der SUN bzw. CRAY gemessenen Rechenzeiten werden fiir alle Testrechnungen ein-
ander gegeniibergestellt. Dabei ist fiir uns vor allem der Vergleich der ermittelten Tpynkt -
Zeiten von herausragender Bedeutung. Wir méchten analysieren, ob es moglich ist, ganz
unabhéngig vom vorliegenden Problem (Anzahl an Makros bzw. Unbekannten, geometri-
sche Struktur, Anisotropiegrad) lediglich in Abhéngigkeit von der Architektur des Zielrech-
ners eine einzige Kenngréfle herzuleiten, die es uns erlaubt, bereits im Vorfeld Aussagen
dariiber zu treffen, welche Ressourcen bzw. welche Rechenzeit zur Losung eines gegebenen
Problems benétigt werden, etwa in der Art:

e Auf welchem Rechner ist die Losung des Problems iiberhaupt moglich? Geniigt die
SUN oder wird dazu ein Superrechner wie die CRAY benétigt?

e Wie lange wird die Losung des Problems auf dem betrachteten Zielrechner voraus-
sichtlich dauern? Wieviel Rechenzeit mufl beantragt werden?

e Wieviele Prozessoren sind zur Losung des Problems mindestens erforderlich? Ist pro
Prozessor geniigend Speicher vorhanden, um die gewiinschte Gitterfeinheit bzw. An-
zahl an Unbekannten zu gewihrleisten? Oder mufl man, falls moglich, etwa zur vier-
fachen Anzahl an Prozessoren iibergehen, nachdem das Makrogitter einmal verfeinert
wurde?

Fiir ausfiihrliche Informationen zu den einzelnen Beispielen sei auf die jeweils aufgefiihrten
Internet-Adressen verwiesen. Dort finden sich umfangreiche Simulationen zu verschiedenen

Reynoldszahlen auf Basis des Stromungssimulations-Codes FEATFLOW mit zugehdrigen
MPEG-Videos.

Wir werden uns nachfolgend auf kurze Beschreibungen des jeweiligen Stromungsverhaltens
beschrianken. Detaillierte Ausfiihrungen im Hinblick auf inkompressible Strémungsproble-
me sind in http://www.featflow.de/ture/paper/habil.ps.gz bzw. Turek [75] zu fin-
den.
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4.1.1 Umstromung eines Zylinders im Kanal - DFG-Benchmark

Beim DFG-Benchmark-Problem handelt es sich um die Durchstrémung eines Kanals um
ein zylindrisches Hindernis herum. Detaillierte Informationen zu diesem Beispiel finden sich
unter

http://www.featflow.de/album/circles.html.

Den Rechnungen liegt ein Kanal der Lange 2.2 und der H6he 0.41 zugrunde bei einem Kreis-
durchmesser von 0.1. Hinsichtlich der Geschwindigkeit werden am rechten Kanalende Neu-
mann-Randbedingungen gesetzt, ansonsten Dirichlet-Randbedingungen (am oberen und
unteren Rand homogen, am linken Rand mit parabolischem Einstrémprofil).

Wie aus den DFG-Benchmark-Simulationen im ‘Virtual Album of Fluid Motion’ auf der
Basis von FEATFLOW [76] hervorgeht, bildet sich hinter dem Hindernis ein periodisch
oszillierendes Stromungsverhalten in Raum und Zeit heraus, dessen Komplexitét von der
Einstromgeschwindigkeit, der zugrunde liegenden Viskositit sowie der Grofle und Position
des Hindernisses abhéingt.

Selbst fiir moderate Reynoldszahlen gestaltete es sich im Verlauf der Testrechnungen
als sehr schwierig, gitter-unabhingige Losungen sowie quantitativ exakte Werte fiir den
Auftriebs- und Widerstandskoeffizienten zu ermitteln. Einen qualitativ guten Eindruck
des Stromungsverhaltens erhélt man bereits fiir relativ grobe Gitterauflosungen im Be-
reich von 4 globalen Verfeinerungsleveln. Fiir eine quantitativ verfiinftige Reprisentation
des Auftriebs- und Widerstandskoeffizienten wurden jedoch mindestens 6 Verfeinerungs-
level mit iiber 100.000 Gitterpunkten benétigt. Dieser Sachverhalt wirkt sich im Bereich
hoherer Reynoldszahlen noch gravierender aus. Die zukiinftige Verwendung von (lokalen)
Fehlerkontrollmechanismen im Rahmen von FEAST [4] soll hier eine deutliche Verbesserung
bringen.

Weiterhin hat sich herauskristallisiert, dafl die resultierende Genauigkeit entscheidend von
der Qualitdt des zugrunde liegenden Zeitschrittverfahrens und der Diskretisierungstech-
nik abhingt. Durch Verwendung eines ‘falschen’ Zeitschrittverfahrens (impliziter Euler)
bzw. unzureichender Diskretisierungstechniken (Upwinding erster Ordung) kann die hohe
Genauigkeit zerstort werden. Zu grofle Zeitschritte filhren zu numerischer Instabilitét.
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Fiir unsere SCARC-CG-Rechnungen zur Losung des zugehdrigen Pressure-Poisson-Pro-
blems verwenden wir die in Abbildung 4.1 dargestellte ‘DFG-Benchmark-Topologie’. Es
handelt sich um eine Makrozerlegung in 24 Makros, wobei bereits auf Makroebene der
kritische Bereich entlang des Zylinders feiner aufgelost wird. Der Makro-Anisotropiegrad
ist mit AG g = 3 sehr moderat bei einer Anisotropievariation von AVg = 1.9. Alle am
Zylinder angrenzenden Makros werden stark anisotrop zum Zylinder hin mikro-verfeinert.
Alle iibrigen Makros werden prinzipiell isotrop mikro-verfeinert. Abbildung 4.2 zeigt das
resultierende Gesamtgitter nach 3 Verfeinerungsschritten. Am rechten Gebietsrand werden
homogene Dirichlet-Randwerte, ansonsten Neumann-Randwerte gesetzt.

Abbildung 4.1: DFG-Benchmark-Topologie mit 24 Makros

Abbildung 4.2: Gitterlevel 3 der DFG-Benchmark-Topologie mit anisotroper Verfeinerung
entlang des Zylinders

1. Anisotropieverhiltnisse und Konvergenzverhalten:

Zur Demonstration der h-Unabhéngigkeit des SCARC-CG-Verfahrens werden im folgen-
den L =6,7,8,9 bzw. 10 Verfeinerungsschritte pro Makro durchgefiihrt, es liegen entspre-
chend e = 652,1292, 2572, 5132 bzw. 10252 lokale Gitterknoten pro Makro vor. Tabelle
4.1.1 vermittelt einen Uberblick iiber die resultierende globale Knotenanzahl g, die
zugehorigen Anisotropieverhiltnisse und Konvergenzraten.
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Niokal Nglobal AGh h'min itecg Pcg

652 99.072 1.928 | 3.2(-7)| 4 ]0.026
1292 394.752 6.426 | 4.8(-8) | 4 |0.029
2577 | 1.575.936 || 21.420 | 7.2(-9) || 4 |0.031
513% | 6.297.600 || 71.400 | 1.1(-9) | 4 |0.031

10252 | 25.178.112 || 237.998 | 1.6(-10) | 4 | 0.037

Tabelle 4.1: Anisotropieverhéltnisse und Konvergenzverhalten auf der DFG-Benchmark-
Topologie

Die dargestellten Konvergenzresultate belegen deutlich die gleichméfige (parallele) Konver-
genz von SCARC-CG trotz ausgesprochen hoher Anisotropiegrade und gemischter Randbe-
dingungen. Die Konvergenzraten liegen bei Durchfiihrung von 2 globalen Vor- und Nach-
glattungsschritten in allen Fillen deutlich unter 0.1! Das (parallele) Konvergenzverhalten
ist offenbar vollig unabhingig von der Anzahl der Verfeinerungslevel bzw. vom Anisotropie-
grad auf Mikroebene. Lokale Gitterstorungen werden vollstindig durch die lokalen Mehrgit-
terverfahren absorbiert, die nur bis zu einer relativen Genauigkeit von 10~2 iteriert wurden.
Auf diesem Weg konnen unbeschadet lokale Anisotropiegrade von AGj ~ 240.000 bei
einer Gitterauflosung von R, ~ 10710 entlang der Zylinderkontur erreicht werden. Die
lokalen MG-Verfahren konvergieren mit Konvergenzraten von p ~ 0.11 — 0.15 in durch-
schnittlich 3 Iterationen.

2. Laufzeitverhalten:

Tabelle 4.2 zeigt einen Vergleich der gemessenen Rechenzeiten (in Sekunden) bei Aus-
fiihrung von SCARC-CG auf der SUN ENTERPRISE 3500 und der CRAY T3E-1200. Im
Fall der SUN gilt P = 8, im Fall der CRAY gilt P = 25 (24 Makros plus Masterprozef).

Nyokal SUN ENTERPRISE 3500 CRAY T3E-1200

P P
Tgesamt Tstelle Tpunkt Tpunkt Tgesamt Tstelle Tpunkt Tpunkt

65 39.4 6.2 | 6.2(-5) | 5.0(-4) 10.3 1.4 | 1.4(-5) | 3.5(-4)
1292 1422 | 223 | 5.7(-5) | 4.6(-4) 35.8 5.4 | 1.4(-5) | 3.5(-4)
2572 619.1 | 95.7 | 6.1(-5) | 4.9(-4) 130.4 | 18.1 | 1.2(-5) | 3.0(-4)
5132 : : : : 590.2 | 71.4 | 1.1(-5) | 2.8(-4)
10252 : : : : 2419.8 | 284.2 | 1.1(-5) | 2.8(-4)

Tabelle 4.2: Laufzeiten auf der DFG-Benchmark-Topologie (in Sekunden)
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Es ist zu beachten, dafi in den aufgefiihrten Gesamtlaufzeiten die Zeit fiir die Initiali-
sierung (Aufbau der Matrix und rechten Seite, etc.) mitenthalten ist. Dabei konnten die
Rechnungen zu 1,44 = 5132 und 10252 auf der SUN aus Speicherplatzgriinden nicht durch-
gefiihrt werden. Die SUN benétigt fiir die Losung des Grobgitterproblems durchschnittlich
6 Millisekunden, die CRAY etwa 2 Millisekunden.

Die Rechenzeiten auf der CRAY erhohen sich erwartungsgeméifl etwa um den Faktor 4
bei jeder Gitterverfeinerung. Ein Vergleich der einzelnen Tggeye-Zeiten ergibt, dafl die
SUN zum Gewinn von einer Stelle Genauigkeit etwa 4- bis 5-mal linger braucht als die
CRAY. So benétigt die CRAY im Fall von njpe = 2572 mit etwa 1.6 Millionen Unbe-
kannten etwa 18 Sekunden, die SUN dagegen knapp 96 Sekunden. Offensichtlich sind die
Tpunkt- bzw. Tzf:mkt—Zeiten fiir beide Rechnersysteme nahezu unabhingig von der Anzahl
an Unbekannten. Im Fall der CRAY zeigt sich mit zunehmender Gitterverfeinerung so-
gar eine leichte Verbesserung der beiden Groflen, was offenbar auf die bessere Ausnutzung
der lokalen Prozessorleistung aufgrund der gréferen Knotenanzahl zuriickzufiihren ist. Die
Tpunkt-Zeiten betragen im Fall der CRAY durchschnittlich 12.4 Mikrosekunden, im Fall
der SUN 60 Mikrosekunden, also etwa 5-mal ldnger. Dagegen unterscheiden sich die bei-
den Prozessoranzahlen um den Faktor 3. Das resultierende Verhiltnis von 1.6 spiegelt sich
auch in den zugehorigen Zeiten Tzi,nkt wider. Besifle die SUN tatséichlich 25 Prozesso-
ren, so waren die resultierenden Rechenzeiten vermutlich etwa um 1.6-fache hoher als auf
der CRAY. Diese Aussage gilt natiirlich nur unter Vernachlédssigung aller ‘parallelen’ Ver-
lustzeiten (Kommunikations- und Synchronisationszeiten), die je nach Architektur vollig
unterschiedlich ausfallen kénnen.

3. Effizienzen:

Tabelle 4.3 beinhaltet die parallele, numerische und totale Effizienz von SCARC-CG fiir
die grobste betrachtete Gitterauflosung bei Ausfiihrung auf der CRAY T3E.

Niokal ngloba.l Epa,r En'u,m Etot

652 | 99.072 0.81 0.80 0.65

Tabelle 4.3: Effizienzen von SCARC-CG auf der DFG-Benchmark-Topologie

Die parallele Effizienz von 0.81 ist sehr zufriedenstellend und offensichtlich auf die hohe
Datenlokalitit des SCARC-Konzeptes zuriickzufiihren. Die numerische Effizienz liegt im-
merhin noch bei 0.80. Das betrachtete optimierte serielle ILU-MG-Verfahren konvergiert
fiir diese noch nicht allzu komplexe Topologie mit einer Konvergenzrate von p = 0.021
und 4 Iterationen ausgesprochen schnell bei einer Ausfiihrungszeit von 166.9 Sekunden.
Dagegen benétigt das parallele Programm ausgefiihrt auf 25 Prozessoren 10.3 Sekunden
bzw. ausgefiihrt auf nur einem Prozessor 209.4 Sekunden Rechenzeit. Dies ergibt einen
arithmetischen Mehraufwand von etwa 25 % bzw. eine totale Effizienz von 0.65.
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4.1.2 Umstromung eines Autos im Kanal - ASMO

Beim ASMO-Problem handelt es sich um die Durchstromung eines Kanals um ein Au-
to herum (bei moderater Reynolds-Zahl). Diese Simulation ist Bestandteil eines BMBF-
Projektes, das 1997-2000 zusammen mit Daimler-Benz in Stuttgart durchgefiihrt wurde,
vergleiche Rannacher/Turek [64]. Detaillierte Informationen zu diesem Beispiel finden sich
unter

http://www.featflow.de/album/cars.html.

Den Rechnungen liegt ein Kanal der Linge 3.7 und der Hohe 1.1 zugrunde. Die Lénge
des Autos betrigt 0.8, seine Hohe 0.24 und sein Abstand zur Strale 0.03. Hinsichtlich
der Geschwindigkeit werden am rechten Kanalende Neumann-Randbedingungen gesetzt,
ansonsten Dirichlet-Bedingungen (am oberen und unteren Rand homogen, am linken Rand
konstante Geschwindigkeit 1).

Bei der kompletten Stromungssimulation auf der Basis von FEATFLOW bildete sich hinter
dem Auto wiederum ein oszillierendes Stromungsverhalten in Raum und Zeit heraus, dessen
Komplexitit von der Einstromgeschwindigkeit, der zugrunde liegenden Viskositét sowie der
GroBe des Autos und seiner Position innerhalb des Kanals (Abstand zur Strafie bzw. dem
Windkanal) abhéngt.

Die nachfolgenden Rechnungen basieren auf der in Abbildung 4.3 dargestellten ‘ASMO-To-
pologie’. Es handelt sich um eine Makrozerlegung in 70 Makros, wobei bereits auf Makro-
ebene die Autokontur bzw. der Kanalboden feiner aufgelést wurden. Auf Makroebene liegt
immerhin ein Anisotropiegrad von AG gy = 18 und eine Anisotropievariation von AVy =
4.6 vor. Die an die Autokontur und den Kanalboden angrenzenden Makros werden stark
anisotrop, alle iibrigen Makros isotrop mikro-verfeinert.

Abbildung 4.4 zeigt das resultierende Gesamtgitter nach 3 Verfeinerungsschritten. Offen-
sichtlich wird eine grofle Anzahl an achsenparallelen Makros verwendet. Am rechten Ge-
bietsrand werden homogene Dirichlet-Randwerte, ansonsten Neumann-Randwerte gesetzt.



Abbildung 4.3: ASMO-Topologie mit 70 Makros
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Abbildung 4.4: Gitterlevel 3 der ASMO-Topologie mit anisotroper Verfeinerung entlang
des Autos und Kanalbodens

1. Anisotropieverhiltnisse und Konvergenzverhalten:

Tabelle 4.4 vermittelt einen Uberblick iiber die resultierenden Anisotropieverhiltnisse bzw.
die Konvergenzraten von SCARC-CG bei Durchfiihrung von 6, 7, 8 bzw. 9 Verfeinerungs-

schritten pro Makro.

Nyokal Nglobal AGh, hmzn itecg Pcg
652 288.512 37.411 1.3(-7) 5 0.051
129 | 1.150.464 | 124.704 | 1.9(-8) | 5 |0.048
2572 | 4.594.688 415.680 | 2.8(-9) 5 0.051
5132 | 18.364.416 || 1.385.598 4.2(-10) 5 0.051

Tabelle 4.4: Anisotropieverhéltnisse und Konvergenzverhalten auf der ASMO-Topologie
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Die dargestellten Konvergenzraten liegen wiederum durchweg unter 0.1 und belegen auch
fiir dieses Anwendungsbeispiel die gleichméfiige Konvergenz von SCARC-CG. Das Kon-
vergenzverhalten ist vOllig unabhéngig von der Anzahl an Verfeinerungsleveln und vom
Anisotropiegrad auf Mikroebene. Im Fall von 9 lokalen Verfeinerungsleveln liegen knapp
18.5 Millionen Unbekannte vor bei einem Anisotropiegrad von AGp ~ 1.400.000 und ei-
ner lokalen Gitterauflosung von Ry, ~ 4-10710 Die lokalen MG-Verfahren konvergieren
je nach Lage des betreffenden Makros iiblicherweise in 3 Iterationen mit Konvergenzraten
im Bereich von 0.11 — 0.16.

2. Laufzeitverhalten:

Tabelle 4.5 enthélt einen Vergleich der gemessenen Rechenzeiten (in Sekunden) bei Aus-
fithrung von SCARC-CG auf der SUN ENTERPRISE 3500 und der CRAY T3E-1200. Im
Fall der SUN gilt P = 8, im Fall der CRAY gilt P = 71 (70 Makros plus Masterprozef).
Aus Speicherplatzgriinden konnte der Fall ny,, = 5132 auf der SUN nicht mehr gerech-
net werden. Die SUN benétigt fiir die Losung des Grobgitterproblems durchschnittlich 30
Millisekunden, die CRAY etwa 5 Millisekunden.

Nyokal SUN ENTERPRISE 3500 CRAY T3E-1200

P P
Tgesamt Tstelle Tpunkt Tpunkt Tgesamt Tstelle Tpunkt Tpunkt

652 118.4 | 18.8 | 6.5(-5) | 5.2(-4) 12.0 1.7 ] 5.9(-6) | 4.2(-4)
1292 475.2 | 771 6.7(-5) | 5.4(-4) 44.8 6.7 | 5.8(-6) | 4.2(-4)
2572 || 2014.1 | 319.8 | 7.0(-5) | 5.6(-4) 156.6 | 22.6 | 4.9(-6) | 3.5(-4)
5132 : : : : 694.0 | 90.1 | 4.9(-6) | 3.5(-4)

Tabelle 4.5: Laufzeiten auf der ASMO-Topologie (in Sekunden)

Die Rechenzeiten auf der CRAY erhéhen sich erwartungsgemaf wiederum um den Faktor
4 bei jeder Gitterverfeinerung. Im Fall von njore = 2572 mit 4.6 Millionen Unbekannten
benotigt die CRAY zum Gewinn von einer Stelle Genauigkeit etwa 0.38 Minuten, die SUN
dagegen 5.33 Minuten, also rund 14-mal linger. Im Fall 15, = 5132 mit 18.5 Millionen
Gitterpunkten, der auf der SUN nicht mehr rechenbar ist, benotigt die CRAY zum Gewinn
von einer Stelle Genauigkeit 1.5 Minuten Rechenzeit.

Auch fiir die ASMO-Topologie sind die Tpynit-Zeiten beider Rechnersysteme nahezu un-
abhéingig von der Anzahl der Unbekannten. Aufgrund der besseren Prozessorauslastung
ist lediglich fiir zunehmende Gitterverfeinerung eine schwache Verbesserung zu erkennen.
Die Tpunki-Zeiten betragen im Fall der SUN durchschnittlich 67.3 Mikrosekunden, im Fall
der CRAY 5.4 Mikrosekunden. Die SUN-Werte sind also im Schnitt um den Faktor 12.5
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schlechter. Dagegen betrdgt das Verhiltnis zwischen den beiden Prozessoranzahlen 8.9.
Dieser Sachverhalt spiegelt sich auch in den zugehdrigen Zeiten T;mkt wider, die fiir die
SUN etwa 1.3 bis 1.6 hoher sind als fiir die CRAY. Dieses Verhéltnis entspricht demjenigen
fiir die DFG-Benchmark-Topologie.

Die T;;nkt—GréBen verdeutlichen (unter Vernachldssigung aller Verlustzeiten durch Kom-
munikation und Synchronisation), dafi die CRAY ihre hohe Leistungsfihigkeit vor allem
aus der Verwendung der groflen Prozessoranzahl schopft. Betrachtet man die auf einen
Prozessor skalierten Laufzeiten, so erweist sich auch die SUN als nahezu genauso leistungs-
stark.

3. Effizienzen:

Tabelle 4.6 beinhaltet die parallele, numerische und totale Effizienz von SCARC-CG fiir
die grobste betrachtete Gitterauflosung bei Ausfithrung auf der CRAY T3E.

Nyokal Nglobal Epa,r Enum Etot

652 | 288.512 0.82 0.86 0.71

Tabelle 4.6: Effizienzen von SCARC-CG auf der ASMO-Topologie

Auch hier liegt mit 0.82 eine relativ hohe parallele Effizienz vor. Die numerische Effizienz
ist mit 0.86 gegeniiber dem DFG-Benchmark-Problem sogar deutlich erhéht, was offenbar
auf die grofere Komplexitéit des Problems zuriickzufiithren ist. Im Vergleich zum DFG-
Benchmark konvergierte das optimierte serielle ILU-MG-Verfahren etwas langsamer mit
einer Konvergenzrate von p ~ 0.087 bei 6 Iterationen in insgesamt 600.1 Sekunden. Da-
gegen bendtigte das parallele Verfahren ausgefiihrt auf 71 Prozessoren 12 Sekunden bzw.
ausgefiihrt auf nur einem Prozessor 699.3 Sekunden Rechenzeit. Fiir dieses Beispiel fiihrt
ScARC-CG daher knapp 17 % mehr arithmetische Operationen als das serielle ILU-MG-
Verfahren aus.
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4.1.3 Durchstréomung von Venturi-Rohren

Problembeschreibung:

Im folgenden Beispiel wollen wir uns mit der Durchstromung eines sogenannten Venturi-
Rohres befassen. Detaillierte Informationen zu diesem Beispiel finden sich unter

http://www.featflow.de/album/venturi.html.

Bei einem Venturi-Rohr handelt es sich um ein kleines Gerit, das beispielsweise in Segel-
booten eingesetzt wird, um Wasser aus dem Bootsinneren ‘herauszusaugen’. Abbildung 4.5
veranschaulicht die Position bzw. die geometrische Form des Rohres innerhalb des Bootes.
Aufgrund des Bernoulli-Prinzipes entsteht bei geniigend hoher Einstromgeschwindigkeit
durch die Verengung in der Mitte ein Unterdruck. Dadurch wird im oberen, kleinen Ka-
nal eine Stromung aus dem Boot heraus erzeugt. Es ist daher von groflem Interesse, diese
Stromung in Abhéngigkeit von der Zeit bzw. die auf die Auflenwénde wirkenden Krifte
kontrollieren zu kénnen.

< H

Abbildung 4.5: Position und Form eines Venturi-Rohres in einem Segelboot

Den Rechnungen liegt ein Kanal der Lénge 72.6 und der Hohe 7.8 zugrunde. Der mini-
male Rohr-Durchmesser betriigt genau 1, die Breite des oberen Kanals 0.8. Hinsichtlich
der Geschwindigkeit werden am rechten Kanalende sowie am oberen Einfluf Neumann-
Randbedingungen gesetzt, ansonsten Dirichlet-Bedingungen (konstante Geschwindigkeit 1
am linken Kanalende, Nullrandwerte sonst).

Bei der kompletten Stromungssimulation auf Basis von FEATFLOW bildete sich hinter
der oberen Einstromoffnung ein hochgradig instationdres Stromungsverhalten in Raum
und Zeit heraus, dessen Komplexitéit von der Einstromgeschwindigkeit, der zugrunde lie-
genden Viskositéit sowie den Geometriedaten des Rohres (Griofle, Breite der oberen Ein-
stromoffnung) abhingt. Im Gegensatz zum periodischen Strémungsverhalten beim DFG-
Benchmark Problem sind die entstehenden Strémungsmuster deutlich komplexer. Selbst
im Bereich mittlerer Reynolds-Zahlen gestaltete es sich als sehr schwierig, durch einfa-
che (globale) Gitterverfeinerungen gitter-unabhéngige Losungen zu produzieren. Auch hier
besteht die dringende Notwendigkeit lokal adaptiver Gitterverfeinerung bzw. geeigneter
Fehlerkontrollmechanismen.
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Fiir unsere Pressure-Poisson-Rechnungen auf Basis von SCARC-CG verwenden wir die in
Abbildung 4.6 dargestellte ‘Venturi-Pipe-Topologie’. Es handelt sich um eine Makrozerle-
gung in 82 Makros, wobei bereits auf Makroebene der Bereich entlang der Rénder feiner
aufgelost wird. Auf Makroebene liegt ein Anisotropiegrad von AGyg = 12.5 und eine
Anisotropievariation von AVgzg = 10.5 vor. Alle an die Auflenwéinde angrenzenden Ma-
kros werden stark anisotrop, die iibrigen Makros isotrop mikro-verfeinert. Abbildung 4.7
zeigt das resultierende Gesamtgitter nach 3 Verfeinerungsschritten. Am rechten Gebiets-
rand werden homogene Dirichlet-Randwerte, ansonsten Neumann-Randwerte gesetzt.
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Abbildung 4.7: Gitterlevel 3 der Venturi-Pipe-Topologie mit anisotroper Verfeinerung ent-
lang des Randes

1. Anisotropieverhiltnisse und Konvergenzverhalten:

Tabelle 4.7 vermittelt einen Uberblick iiber die resultierenden Anisotropieverhiltnisse und
Konvergenzraten bei Durchfiihrung von 6, 7, 8 bzw. 9 Verfeinerungsschritten pro Makro.

Nyokal Ngiobal AGh hmin ztecg Pcg

652 | 337.793 | 25.720 | 6.1(-5)|| 5 |0.060
1292 | 1.347.329 | 85.734 | 1.1(-7) | 6 |0.068
2572 | 5.381.633 | 285.780 | 1.7(-8) || 6 |0.072
5132 | 21.511.169 | 952.599 | 2.6(-9) | 6 |0.077

Tabelle 4.7: Anisotropieverhéltnisse und Konvergenzverhalten auf der Venturi-Pipe-Topo-
logie
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Einmal mehr zeigt sich ein sehr gleichméfiiges Konvergenzverhalten unabhéngig von der
Anzahl an Verfeinerungsleveln bzw. lokalen Mikro-Anisotropien. Im Fall von 9 lokalen Ver-
feinerungsschritten wird der Rand des Rohres mit einer Genauigkeit von R, ~ 2.6-107°
aufgelost bei einem Anisotropiegrad von AGy ~ 1.000.000 und 21.5 Millionen Unbekann-
ten! Durchschnittlich werden auf jedem Makro pro lokalem MG-Verfahren wiederum nur
3 MG-Iterationen durchgefiihrt bei lokalen Konvergenzraten von 0.11 — 0.15.

2. Laufzeitverhalten:

Tabelle 4.8 enthilt einen Vergleich der gemessenen Rechenzeiten (in Sekunden) bei Aus-
fiihrung von SCARC-CG auf der SUN ENTERPRISE 3500 und der CRAY T3E-1200. Im
Fall der SUN gilt P = 8, im Fall der CRAY gilt P = 83 (82 Makros plus Masterprozef).
Die SUN bendétigt fiir die Losung des Grobgitterproblems durchschnittlich 40 Millisekun-
den, die CRAY etwa 6 Millisekunden.

Niokal SUN ENTERPRISE 3500 CRAY T3E-1200

P P
Tgesamt Tstelle Tpunkzt Tpunkt Tgesamt Tstelle Tpunkt Tp'u,nk:t

652 | 154.2 | 24.7 | 7.3(-5) | 5.8(-4) 139 |  2.16.1(-6) | 5.1(-4)
1292 | 633.2 | 102.4 | 7.6(-5) | 6.1(-4) 51.6 | 8.0 6.0(-6) | 5.0(-4)
2572 | 2628.8 | 423.4 | 7.8(-5) | 6.2(-4) | 183.7| 27.0| 5.0(-6) | 4.2(-4)
5132 : : : : 822.1 | 110.0 | 5.1(-6) | 4.2(-4)

Tabelle 4.8: Laufzeiten auf der Venturi-Pipe-Topologie (in Sekunden)

Die Resultate sind dhnlich wie bei den beiden vorangehenden Anwendungsbeispielen. Das
Verhalten ist auf beiden Rechnersystemen unabhiingig von der Knotenanzahl sehr konsi-
stent. Der Vergleich der Tpynre-Zeiten ergibt, dafl die CRAY zum Gewinn von einer Stelle
pro Unbekannte etwa 5.6 Mikrosekunden benétigt, die SUN dagegen 76 Mikrosekunden,
also rund 14-mal mehr. Das Verhéltnis zwischen den beiden Prozessoranzahlen betrigt
dagegen 10.4.

3. Effizienzen:

Tabelle 4.9 beinhaltet die parallele, numerische und totale Effizienz von SCARC-CG fiir
die grobste betrachtete Gitterauflosung bei Ausfiihrung auf der CRAY T3E.
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Nyokal Ngiobal Epa,r Enum Etot

652 | 337.793 0.82 0.87 0.71

Tabelle 4.9: Effizienzen von SCARC-CG auf der Venturi-Pipe-Topologie

Die gemessenen Effizienzen entsprechen denjenigen fiir die ASMO-Topologie und sind aus
unserer Sicht ausgesprochen zufriedenstellend. Das optimierte serielle ILU-MG-Verfahren
benétigte insgesamt 822.2 Sekunden. Dagegen benétigte das parallele Verfahren ausgefiihrt
auf 83 Prozessoren 13.9 Sekunden bzw. ausgefiihrt auf nur einem Prozessor 947.1 Sekunden
Rechenzeit. Dies ergibt einen arithmetischen Mehraufwand von 15 % durch SCARC-CG
im Vergleich zum optimierten seriellen Verfahren.

4.1.4 Durchstromung einer verstopften Arterie

Problembeschreibung:

Es handelt sich um die Durchstromung eines Kanals mit zahlreichen ‘Einstiilpungen’ un-
terschiedlicher Grofle und Form entlang des Kanalrandes. Die zugrunde liegende Geometrie
kann als Modell einer verstopften Arterie betrachtet werden, deren Durchstromung analy-
siert werden soll. Detaillierte Informationen sind unter

http://www.featflow.de/album/hills.html

zu finden. Den Rechnungen liegt ein Kanal der Linge 14 und der Hohe 1 zugrunde. Hin-
sichtlich der Geschwindigkeit werden am rechten Kanalende Neumann-Randbedingungen
gesetzt, ansonsten Dirichlet-Randbedingungen (am oberen und unteren Rand homogen,
am linken Rand konstante Geschwindigkeit 1).

Bei der Simulation dieses Problems auf Basis von FEATFLOW zeigte sich wiederum ein
sehr komplexes Stromungsverhalten im Raum und Zeit, das sowohl sehr klein- als auch
grofiskalige Muster enthélt. Die Komplexitédt der Stromung héngt ab von der Einstromge-
schwindigkeit, der zugrunde liegenden Viskositiit sowie der Grofle und Position der einzel-
nen Hindernisse im Kanal.

Wir verwenden die in Abbildung 4.8 dargestellte ‘Hills&Bumps-Topologie’. Es handelt
sich um eine Makrozerlegung in 63 Makros, wobei bereits auf Makroebene die komplette
Kanalwand feiner aufgelost wurde. Der Makro-Anisotropiegrad betrigt AGg = 13.5, die
Makro-Anisotropievariation AVyg = 6. Alle am Kanalrand angrenzenden Makros werden
stark anisotrop, alle iibrigen isotrop mikro-verfeinert. Abbildung 4.9 zeigt das resultierende
Gesamtgitter nach 3 Verfeinerungsschritten. Am rechten Gebietsrand werden homogene
Dirichlet-Randwerte, ansonsten Neumann-Randwerte gesetzt.
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Abbildung 4.8: Hills&Bumps-Topologie mit 63 Makros

N

==

Abbildung 4.9: Gitterlevel 3 der Hills&Bumps-Topologie mit anisotroper Verfeinerung ent-
lang des Randes

1. Anisotropieverhiltnisse und Konvergenzverhalten:

In Analogie zu den vorangehenden Testrechnungen betrachten wir 6, 7, 8 bzw. 9 loka-
le Verfeinerungsschritte. Tabelle 4.10 vermittelt einen Uberblick iiber die resultierenden
Anisotropieverhiltnisse und Konvergenzraten.

Nyokal Ngiobal AGh hmin Ztecg Pecg

65 259.585 28.982 | 7.5(-7) | 6 |0.074
1292 | 1.035.265 96.647 | 1.1(-7) | 6 |0.069
2577 | 4.134.913 || 322.188 | 1.7(-8) | 6 | 0.088
5132 | 16.527.361 || 1.073.985 | 2.5(-9) || 6 | 0.098

Tabelle 4.10: Anisotropieverhéltnisse und Konvergenzverhalten auf der Hills&Bumps-To-
pologie

Die in Tabelle 4.10 dargestellten Konvergenzresultate stimmen sowohl quantitativ als
auch qualitativ mit den vorangehenden Testreihen iiberein. SCARC-CG weist ein hervor-
ragendes (paralleles) Konvergenzverhalten unabhéngig von der Anzahl an Verfeinerungs-
leveln auf, selbst ausgesprochen hohe Mikro-Anisotropiegrade AGy ~ 1.100.000 werden
vollsténdig durch die lokalen MG-Verfahren aufgefangen. Im Fall von 9 Verfeinerungsleveln
liegen insgesamt 16.5 Millionen Unbekannte vor bei einer Auflésung der Kanalwand von
honin ~ 2.5+ 1072, Die lokalen MG-Verfahren konvergieren wiederum in durchschnittlich
3 Iterationen bei Konvergenzraten von p ~ 0.11 — 0.14.
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2. Laufzeitverhalten:

Tabelle 4.11 enthiilt einen Vergleich der gemessenen Rechenzeiten (in Sekunden) bei Aus-
fiihrung von SCARC-CG auf der SUN ENTERPRISE 3500 und der CRAY T3E-1200. Im
Fall der SUN gilt P = 8, im Fall der CRAY gilt P = 64 (63 Makros plus Masterprozef).
Die SUN bendtigt fiir die Losung des Grobgitterproblems durchschnittlich 20 Millisekun-
den, die CRAY etwa 4 Millisekunden.

Nyokal SUN ENTERPRISE 3500 CRAY T3E
Tgesamt Tstelle Tpunkt T;f:;,nkt Tgesa,mt Tstelle Tpunk:t Tzﬁl,nk:t
652 125.9 | 20.2 | 7.7(-5) | 6.2(-4) 12.0 1.9 | 7.3(-6) | 4.7(-4)
1292 | 517.6 | 83.9 | 8.1(-5) | 6.5(-4) 50.6 | 7.9 | 7.6(-6) | 4.9(-4)
2572 | 2130.3 | 343.0 | 8.2(-5) | 6.6(-4) | 198.4 | 29.4 | 7.1(-6) | 4.5(-4)
513 : : 810.5 | 115.7 | 7.0(-6) | 4.5(-4)

Tabelle 4.11: Laufzeiten auf der Hills&Bumps-Topologie (in Sekunden)

Auch hier zeigt sich ein sehr einheitliches Verhalten, die gemessenen Tpypnke-Zeiten sind
auf beiden Rechnersystemen fiir alle betrachteten Gitterfeinheiten von gleicher Grofenord-
nung: Die CRAY benétigt durchschnittlich 7.3 Mikrosekunden zum Gewinn von einer Stelle
Genauigkeit pro Unbekannte, die SUN dagegen durchschnittlich 80 Mikrosekunden, also
rund 11-mal mehr. Dabei liegen den CRAY-Rechnungen 8-mal mehr Prozessoren zugrunde.

3. Effizienzen:

Tabelle 4.12 beinhaltet die parallele, numerische und totale Effizienz von SCARC-CG fiir
die grobste betrachtete Gitterauflosung bei Ausfithrung auf der CRAY T3E.

Nyokal Nglobal Epa'r Enum Etot

652 | 259.585 0.83 0.86 0.71

Tabelle 4.12: Effizienzen von SCARC-CG auf der Hills&Bumps-Topologie

Auch fiir dieses Beispiel liegen sehr zufriedenstellende parallele und numerische Effizien-
zen vor. Das optimierte serielle ILU-MG-Verfahren bendtigte insgesamt 548.2 Sekunden
Rechenzeit. Dagegen benstigte das parallele Verfahren ausgefiihrt auf 64 Prozessoren 12.0

Sekunden, ausgefiihrt auf nur einem Prozessor 638.9 Sekunden. Der arithmetische Mehr-
aufwand durch SCARC-CG betréigt daher knapp 17 %.
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4.2 Bewertung

Die Konvergenzresultate sind fiir alle dargestellten Anwendungsbeispiele ausgesprochen
homogen. Alle (!) ermittelten Konvergenzraten liegen unter 0.1, obwohl die lokalen MG-
Verfahren (auch auf Makros mit stark anisotroper Mikroverfeinerung) lediglich bis zu einer
Genauigkeit von 1072 geldst wurden. Damit haben wir vom numerischen Standpunkt aus
betrachtet unser Ziel erreicht: bei SCARC-CG handelt es sich um einen sehr robusten
Loser, der selbst fiir starke (lokale) Gitteranisotropien gleichméiflig gute Konvergenzeigen-
schaften besitzt, vollig unabhéngig von der Anzahl an Verfeinerungsleveln. Lokale Ani-
sotropiegrade bis zu 1.400.000 sowie feinste Gitterauflssungen bis in Bereiche von 10710
haben keinerlei negativen Einflul auf das Konvergenzverhalten.

Die dargestellten Resultate wurden mit Hilfe der 2-LEVEL-SCARC-Version erzielt und
belegen eindeutig die hohe Effektivitit dieses Zugangs. Offensichtlich besteht fiir die auf-
gefiihrten Beispiele kein Bedarf, die noch leistungskréftigere 3- LEVEL-SCARC-Version an-
zuwenden. Die Groflenordnung der betrachteten Makro-Anisotropiegrade liegt unter 20
und ist damit sicherlich relativ moderat. Dennoch kénnen auf diese Weise bereits kom-
plexe Geometrien addquat modelliert werden. Prinzipiell ist es eher sinnvoll, ein kleines
geometrisches Detail oder eine Grenzschicht mit einer hoheren Anzahl sukzessive kleiner
werdender Makros aufzulosen, als eine geringe Anzahl an Makros mit starken Gréflenun-
terschieden zu verwenden. Daher ist zu erwarten, dafl der 2-LEVEL-SCARC-Zugang bei
geeigneter Wahl der Makrozerlegung zumindest fiir eine breite Palette an Anwendungsfillen
schon hinreichend gute Ergebnisse liefern wird.

Natiirlich sagen die erzielten Konvergenzraten noch nichts iiber den numerischen Aufwand
aus, der bei der Losung der einzelnen Probleme betrieben werden muf. Doch auch in dieser
Hinsicht sind die erzielten Resultate sehr zufriedenstellend: Fiir die drei letztgenannten An-
wendungsbeispiele (mit einer Makroanzahl von 63 und mehr) liegt eine hohe numerische
Effizienz in Bereichen von durchschnittlich 0.86 vor, fiir die DFG-Benchmark-Topologie
immerhin noch 0.80. Durchschnittlich werden etwa 17 % mehr arithmetische Operationen
benétigt als fiir einen optimierten seriellen Zugang auf Basis eines MG-Verfahrens mit
punktweiser ILU-Gléattung. Die gemessenen parallelen Effizienzen rangieren in Bereichen
zwischen 81 % und 83 % und sind hoher als von uns erwartet. Die zugrunde liegenden
Kommunikationsstrukturen sind bereits relativ komplex mit unter Umsténden sehr unter-
schiedlicher Anzahl an Kommunikationszyklen fiir die einzelnen Makros (je nach Anzahl
der Kanten- und insbesondere Diagonalnachbarn), vergleiche die Programmbeschreibung
in Kapitel A.2. Fiir die einfacher strukturierten Modellrechnungen aus Kapitel 3.3, die un-
ter Verwendung geeigneter Simulationsmechanismen ganz ohne Diagonalkommunikation
durchgefiihrt werden kénnen, liegen sogar parallele Effizienzen von iiber 90 % vor. Dieses
sehr befriedigende Resultat ist auf die hohe Datenlokalitit des SCARC-Konzeptes bzw. die
grofien (lokalen) arithmetischen Recheneinheiten zuriickzufiihren.
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Ein weiteres wichtiges Ergebnis besteht in der Konsistenz der gemessenen Rechenzeiten.
Sowohl auf der SUN ENTERPRISE 3500 als auch insbesondere auf der CRAY T3E-1200
148t sich fiir jedes Anwendungsbeispiel eine einzige Kenngrofie herleiten, die den Zeitbedarf
zum Gewinn von einer Stelle Genauigkeit pro Unbekannte beschreibt. Es handelt sich um
die jeweilige Tpynkt-Grofle, die (nahezu) unabhéngig von der Anzahl an Unbekannten bzw.
dem zugrunde liegenden Anisotropiegrad ist. Sie rangiert auf der CRAY von knapp 5.4 bis
7.3 Mikrosekunden fiir die drei gréfleren Makrozerlegungen (mit 63, 70 und 82 Makros) bis
hin zu 12 Mikrosekunden fiir die DFG-Benchmark-Topologie (mit 24 Makros) und scheint
bis auf eine kalkulierbare Fehlertoleranz (zumindest fiir groflere Makrozerlegungen) auch
unabhéngig von der Anzahl an Makros zu sein. Auf der SUN zeichnet sich ebenfalls ein sehr
homogenes Verhalten der Ty pnre-Zeiten in Grofienordenungen von 60 bis 80 Mikrosekunden
ab. Es besteht folglich eine lineare Beziehung zwischen Aufwand und Gewinn! Diese Gréfie
erlaubt uns, bereits im Vorfeld relativ genaue Aussagen iiber die zu erwartende Laufzeit
fiir ein gegebenes Problem treffen zu kénnen.

Wie bereits erldutert, befindet sich unser FEAST-Projekt noch in einer Anfangsphase, die
einzelnen Kernkomponenten im Rahmen unserer SPARSE BANDEDBLAS-Bibliothek sind
noch nicht endgiiltig hardware-optimiert. Der Schwerpunkt dieser Arbeit bestand vielmehr
darin, eine solide numerische Grundlage fiir unser neues SCARC-Konzept zu erarbeiten und
Konzepte fiir weitere Leistungssteigerungen (sowohl numerischer als auch rechnerischer
Natur) aufzuzeigen. Deren weitere Realisierung wird aktuell von Becker [9] im Rahmen
der FEAST-Software vorangetrieben. Wir gehen davon aus, durch weitere Laufzeitopti-
mierungen die bisherigen Rechenzeiten noch deutlich reduzieren zu kénnen. Insbesondere
hoffen wir, auf der CRAY T}y pnke-Zeiten von durchschnittlich 1 Mikrosekunde zu erreichen.
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Kapitel 5

Zusammenfassung und Ausblick

Die Zielsetzung der vorliegenden Arbeit bestand in der Konzeption, numerischen Analy-
se und Implementierung eines effizienten und robusten parallelen Lésers fiir elliptische
Differentialgleichungen auf komplexen Geometrien mit besonderer Beriicksichtigung von
groflen Gitteranisotropien. Hierzu wurden zunichst zwei parallele Standard-Losungs-
klassen vorgestellt: parallelisierte CG-Verfahren mit Vorkonditionierung durch Schwarz’-
sche Gebietszerlegungsverfahren (SCHWARZ-CG-Verfahren) sowie parallelisierte Mehrgit-
terverfahren mit blockorientierten Standard-Gléttern (BLOCK-MG-Verfahren). Diese wur-
den anhand umfangreicher Testreihen hinsichtlich ihrer Abhingigkeiten von der Diskretisie-
rungsfeinheit, der Anzahl an Teilgebieten sowie insbesondere den Anisotropie-Verhéltnissen
auf Makro- und Mikroebene systematisch analysiert. Es stellte sich heraus, daf beide Klas-
sen zwar jeweils iiber sehr erstrebenswerte Eigenschaften verfiigen (gréfiere Datenlokalitét
bei den Gebietszerlegungsverfahren, héhere numerische Effizienz bei den Mehrgitterver-
fahren), gleichzeitig jedoch auch schwerwiegende Nachteile besitzen (grole Abhiingigkeit
von Anisotropien auf Makroebene), die ihre effiziente Anwendung auf realistische Probleme
in Frage stellen.

Als Symbiose aus beiden Klassen resultierte unser verallgemeinertes Gebietszerle-
gungs- /Mehrgitterkonzept SCARC mit dem Ziel, wesentliche Vorteile von Gebiets-
zerlegungs- und Mehrgitterstrategien in geeigneter Weise zu kombinieren und die Nachteile
weitestgehend zu vermeiden. Es beruht auf der Kombination eines globalen, datenparal-
lelisierten Mehrgitterverfahrens mit blockweiser Glittung durch optimierte lokale
Mehrgitterverfahren auf der Basis sehr effizienter und robuster lokaler Glitter,
die gem#f unserer SPARSE BANDED BLAS-Bibliothek [79] auf die anisotrope Gitterstruktur
jedes einzelnen Makros hin abgestimmt sind. Lokale Anisotropien werden weitestgehend
innerhalb einzelner Makros ‘versteckt’ und mit Hilfe der optimierten lokalen Mehrgitter-
verfahren abgefangen. Auf jedem globalen Mehrgitterlevel wird sozusagen ein komplet-
tes Gebietszerlegungsverfahren auf der Basis von SCHWARZ-Gléttern durchgefiihrt. Damit
ist unser SCARC-Konzept mit Multilevel-Methoden eng verwandt. SCARC besitzt nach
Konstruktion zwar eine typische Mehrgitterstruktur (mit allen damit zusammenhéngen-
den Nachteilen im Hinblick auf effiziente Parallelisierung). Auf der anderen Seite kann im
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Rahmen der lokalen Mehrgitterverfahren ein sehr grofies Mafy an arithmetischer Arbeit rein
lokal durchgefiihrt werden, so dafl eine hohe Datenlokalitét gewahrt bleibt. Gleichzeitig
ermoglicht die weitgehende Beschréinkung auf lokale Tensorprodukt-Gitter den lokalen
Einsatz optimierter Linearer Algebra, wodurch hohe lokale MFlop/s-Raten erzielt
werden konnen. Die grofie Leistungsfihigkeit der lokalen Loser fiihrt zu einer nachhaltigen
Verbesserung des globalen Konvergenzverhaltens und zu einer Minimierung der globa-
len Mehrgitter-Iterationszahl (bzw. der teuren Durchliufe durch die globale Gitterhier-
archie). Eine weitere Reduktion des globalen Aufwandes kann dadurch erreicht werden, das
dargestellte SCARC-Konzept (Kombination aus globalem und lokalen Mehrgitterverfah-
ren) nicht als eigenstindigen Loser zu betrachten, sondern wiederum als Vorkonditionier-
er innerhalb eines globalen CG-Verfahrens einzusetzen. Die zusitzliche globale Kopplung
durch die umfassende CG-Iteration bewirkt speziell im Fall starker Makro-Anisotropien
eine deutliche Verbesserung des globalen Konvergenzverhaltens.

Im Rahmen dieser Arbeit wurde die sogenannte 2-LEVEL-SCARC-Version vorgestellt. Die-
se geht davon aus, dal jeder Block innerhalb des globalen Glitters genau einem Teil-
gebiet entspricht. Die Anwendung auf praxisrelevante (anisotrope) Topologien in unse-
rem Anwendungskapitel belegte eindeutig die gleichméfiige Konvergenz dieses Zugangs
mit Konvergenzraten von durchweg unter 0.1, vollig unabhéingig vom Ausmafl lokaler
Mikro-Anisotropien. Die dort betrachteten globalen Makro-Anisotropiegrade beliefen sich
auf ca. 20, wihrend auf Mikroebene unbeschadet lokale Mikro-Anisotropiegrade von ca.
1.400.000 bzw. feinste Gitterauflosungen bis zu 10719 erreicht wurden. Lediglich fiir sehr
starke Makro-Anisotropiegrade in Bereichen von 100 und mehr zeigten sich im Verlauf
systematischer Testreihen fiir spezielle Modelltopologien Verschlechterungen des Konver-
genzverhaltens, die jedoch fiir die CG-beschleunigte SCARC-CG-Variante deutlich weniger
ausgepragt waren als fiir die reine SCARC-Variante. Dieser Sachverhalt spiegelt den Jaco-
bi-artigen Block-Charakter des globalen Glitters wider und ist nach Konstruktion letztlich
unvermeidbar. Bei dem hier dargestellten SCARC-Konzept handelt es sich jedoch lediglich
um den ersten Schritt in Richtung unseres neuen Programmpaketes FEAST[4], das sich zur
Zeit noch in der Anfangsphase befindet. Wesentliche Ziele bzw. Verbesserungskonzepte fiir
die nahe Zukunft sind:

1. 3-LEVEL-ScARC-Version

Bisher entsprach jeder Block im globalen Gléitter genau einem Teilgebiet. Alternativ
soll zukiinftig auch die Moglichkeit bestehen, wahlweise mehrere Teilgebiete zu ei-
nem sogenannten Matrix-Block zusammenzufassen und so die Anzahl an Blécken
im globalen Glétter zu reduzieren bzw. ein htheres Mafl an globaler Rekursivitit zu
bewahren. Zwischen Teilgebiets- und Gesamtgebiets-Ebene wird quasi eine neue Ebe-
ne eingefiihrt, die aus geeigneten Zusammenschliissen von jeweils einer kleinen Anzahl
an Blocken besteht. Diese sogenannte 3-LEVEL-SCARC-Version ist speziell gedacht
fiir den Fall stark anisotroper Makrozerlegungen (mit extremen Gréfenunterschieden
zwischen den einzelnen Makros), fiir die eine zu hohe Anzahl an Blocken die Konver-
genzrate negativ beeinflufit. Innerhalb der globalen Glattung wird auf einem solchen
Matrix-Block ein umgreifendes, nun ebenfalls datenparallelisiertes Mehrgitterverfah-
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ren durchgefiihrt, das aufgrund der zumeist kleinen Anzahl an zusammengesetzten
Blécken mit hoher Effizienz durchgefiihrt werden kann. Erste Testrechnungen belegen
speziell im Fall extremer Makro-Anisotropien eine nachhaltige Konvergenzverbesse-
rung gegeniiber der 2-LEVEL-SCARC-Version.

. Erweiterung der Adaptivititskonzepte

Im Rahmen der lokalen Gitterverfeinerung wird in der aktuellen SCARC-Version
auf jedem einzelnen Makro dieselbe Anzahl an Verfeinerungschritten durchgefiihrt,
die Anzahl an inneren Randknoten zwischen benachbarten Makros stimmt folglich
miteinander iiberein. Um eine noch bessere Feinstauflésung lokaler Effekte bei mini-
maler Anzahl an globalen Gitterpunkten zu ermdoglichen, soll es in Zukunft erlaubt
sein, wahlweise auf bestimmten Makros eine héhere Anzahl an Verfeinerungsschrit-
ten durchzufiihren, das heif}t, einzelne Makro stérker zu verfeinern als andere. Diese
Vorgehensweise induziert die Entstehung von hingenden Knoten entlang inne-
rer Makrorinder, die beim Austausch der inneren Randdaten durch einen geeigneten
Interpolationsprozef abgefangen werden miissen. Alle globalen Operationen (Matrix-
Vektor-Produkte, Defekt-Berechnungen, Skalarprodukte) erfordern den Transfer auf
den entsprechenen Level eines ‘globalen Referenzgitters’, was mit Hilfe der ohne-
hin vorhandenen MG-Struktur vorgenommen werden kann. Alle lokalen Operationen
(lokale MG-Verfahren) bleiben natiirlich unberiihrt. Insgesamt sollte daher die Um-
stellung auf das Konzept der hingenden Knoten ohne gréfiere Probleme moglich sein
und stellt unser vorrangigstes Ziel fiir die nahe Zukunft dar.

. Makro-abhingige Gewichtung der Transferoperationen

Bisher wurden im Rahmen der globalen und lokalen MG-Verfahren einfache Standard-
Transferoperationen durchgefiihrt. Die dargestellten Testrechnungen belegen gerade
fiir die lokalen MG-Verfahren selbst im Fall lokal stark anisotroper Mikrozerlegungen
beste Konvergenzresultate, da speziell in diesen Bereichen besonders starke Glatter
(GSADI-Glétter) verwendet werden. Dennoch mochten wir untersuchen, ob durch
geeignete Anpassung der Transfergewichte eine weitere Verbesserung zu erzielen ist.
Dies betrifft vor allem die globalen Transferoperationen im Rahmen des globalen
MG-Verfahrens, etwa wenn zwei Makros mit sehr unterschiedlicher Gréfle anein-
anderstoflen. Wir hoffen, durch entsprechende Gewichtung entlang innerer Rénder
(beispielsweise mit dem Maf} der betreffenden Makros) die Abhéngigkeit von grofien
Makro-Anisotropien weiter reduzieren zu konnen.

. Weitere Laufzeit-Optimierung lokaler Basiskomponenten

Aufgrund der lokalen Tensorprodukt-Gestalt der lokalen Makrogitter konnen auf je-
dem Makro laufzeit-optimierte Komponenten der Linearen Algebra verwendet wer-
den. Diese Komponenten sind Bestandteil unserer SPARSE BANDED BLAS-Bibliothek
[79], die in ihrer aktuellen Version bereits sehr umfangreich ist. Dennoch sollen noch
weitere Optimierungen bzw. Anpassungen (insbesondere hinsichtlich diverser Hoch-
leistungsrechner) vorgenommen werden, damit fiir alle Rechner-Plattformen letztlich
eine Maximierung der erreichbaren MFlop/s-Raten méglich wird.
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5. Anwendung auf die inkompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen

Ein zukiinftiges Schwerpunktthema wird darin bestehen, unser SCARC-Konzept in-
nerhalb tatséichlicher Stromungssimulationen auf Basis sogenannter Projektionsver-
fahren fiir die inkompressiblen Navier-Stokes Gleichungen anzuwenden. Dabei zielen
wir vorwiegend auf die effiziente Losung der zugehorigen Pressure-Poisson-Gleichung
ab. Es ist jedoch auch geplant, das SCARC-Konzept auf Gleichungen mit zusitz-
lichem Konvektionsterm zu iibertragen, so dafl potentiell die Mdoglichkeit zur An-
wendung auf die Konvektions-Diffusions-Gleichungen bestehen sollte. Insgesamt sol-
len unsere SCARC-Léser die numerisch und rechnerisch effiziente Simulation kom-
plexer Strémungen auf komplizierten Geometrien im hohen Reynoldszahlenbereich
ermoglichen. Dabei wird insbesondere von Interesse sein, ob das SCARC-Konzept
auch bei Hinzunahme von Turbulenzmodellen bzw. Modellen aus Physik und Che-
mie (Boussinesq-Approximation) ein #hnlich robustes Konvergenzverhalten zeigt.

6. Dynamische Lastverteilung

Die lokale Rechenlast wird bei weitem nicht nur durch die lokale Knotenanzahl be-
stimmt. Jedes Makro fiihrt im Rahmen der globalen Glattung véllig unabhéngig von
den restlichen Makros sein lokales MG-Verfahren durch. Dieses ist auf die (geome-
trischen) Bediirfnisse des betreffenden Makros hin optimiert, so da von Makro zu
Makro ganz unterschiedliche lokale Rechenzeiten resultieren konnen. Die Konstruk-
tion der betrachteten Makrozerlegungen wurde bisher unter Beriicksichtigung der
speziellen Problem- und Geometriestrukturen von Hand vorgenommen. Spétestens
bei Anwendung innerhalb einer instationdren Stromungssimulation sind jedoch dy-
namische Lastverteilungsmechanismen erforderlich, da die Rechenlast nicht a-priori
zugeordnet werden kann. Gleiches gilt im Zusammenhang mit den angestrebten Ad-
aptivitdtskonzepten, vergleiche Punkt (2).

7. Erweiterung auf verschiedene Elementtypen

Die bisherigen 2- und auch 3-LEVEL-SCARC-Varianten basieren auf der Verwen-
dung bilinearer Ansatzrdume. In ndherer Zukunft ist jedoch die Einbindung von
quadratischen bzw. nicht-konformen Elementen mit entsprechender Anpassung der
Kommunikationsstruktur geplant.

Das Programmpaket FEAST [4] soll mittelfristig die volle Funktionaliét des bereits beste-
henden Programmpaketes FEATFLOW [76] tibernehmen und durch die genannten Stra-
tegien nachhaltig verbessern. Wesentliche Punkte aus oben genannter Auflistung sind zur
Zeit in Arbeit. Insbesondere die Punkte (1), (4) und (6) sind Bestandteile der Dissertation
von Becker [9] und werden voraussichtlich im Sommer 2003 zur Verfiigung stehen.



Anhang A

Programmbeschreibung

Der Anhang ist einer ausfiihrlichen Programmbeschreibung gewidmet. Wir beginnen mit ei-
nem Uberblick iiber diverse hard- und software-technische Komponenten (Rechnerarchitek-
turen, Speicherkonzepte, verwendete Programmiersprachen und -umgebungen). Anschlie-
end gehen wir detailliert auf die Kommunikationsstrukturen ein, die der Implementierung
unserer parallelen Algorithmen zugrunde liegen. Es folgt die Erlduterung der verwendeten
Datentypen sowie eine umfangreiche Darstellung wesentlicher Parallelisierungskonzepte.

A.1 Hard- und software-technische Komponenten

A.1.1 Uberblick iiber verschiedene Rechnerarchitekturen

Die Simulation komplexer physikalischer Phiinomene stellt hochste Anforderungen an die
Leistungsfahigkeit heutiger Rechnersysteme. Deren effektive Ausnutzung setzt ein detail-
liertes Verstdndnis wesentlicher Architekturmerkmale voraus. Wir méchten daher mit ei-
nem kurzen Uberblick iiber diverse Grundprinzipien existierender Rechnertechnologien be-
ginnen, angefangen von traditionellen Einprozessorsystemen bis hin zu aktuellen Hoch-
leistungsrechnern. Heutige Einprozessorsysteme basieren nach wie vor auf dem Prinzip des
klassischen von Neumann-Rechners (CPU, Speicher, Ein- und Ausgabeeinheit). Verglichen
mit friitheren Prozessorgenerationen sind in den letzten Jahren bzw. Jahrzehnten jedoch
enorme Leistungssteigerungen erzielt worden, die auf signifikanten Fortschritten innerhalb
der Mikroprozessor-Technologie basieren.
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Als wesentliche Punkte sind hier zu nennen:

e die stetig optimierte Packungsdichte auf dem einzelnen Prozessorchip;

e die kontinuierliche Steigerung der Taktraten, die heutzutage bereits im GHz Bereich
liegen (proportional dazu wachsen auch die erzielbaren Flop-Raten an);

e die Einfiihrung bzw. fortschreitende Optimierung des Cache-Prinzips (mit inzwischen
mehrstufigen Cache-Hierarchien) zur Vermeidung teurer Hauptspeicherzugriffe;

e die RISC-Technologie (Reduced Instruction Set Computer) durch Verwendung ei-
nes kleinen, einheitlich strukturierten Maschinenbefehlssatzes in festem Format mit
einfacher Adressierbarkeit und schneller Ausfiihrbarkeit;

e die Verwendung einer 64-Bit Wortbreite zur Erh6hung des Informationsdurchsatzes;

e die Verwendung mehrerer unabhingiger Funktionseinheiten zur gleichzeitigen Aus-
fiihrung einzelner Teilschritte (Superskalar-Prinzip).

Weitere Leistungssteigerungen traditioneller Einprozessorsysteme stoflen jedoch zuneh-
mend an physikalische Grenzen. Zum einen kénnen die Taktraten nicht beliebig erh6ht wer-
den. Mit Zykluszeiten im Nanosekunden-Bereich ist bereits nahezu Lichtgeschwindigkeit
erreicht (1 ns entspricht 30 cm Lichtwegstrecke). Zykluszeiten und Hochstleistungsraten ak-
tueller Prozessorfamilien kénnen Dongarra/Duff/Sorensen/van der Vorst [31] entnommen
werden. Zum anderen hilt leider die Rechner-Peripherie mit der rasanten CPU-Entwicklung
nicht Schritt. Ein Hauptspeicherzugriff ist im allgemeinen um ein Vielfaches teurer als
die Ausfithrung einer Fliepunkt-Instruktion. Die Speicherzugriffs-Geschwindigkeit ist aus-
schlaggebend fiir die Geschwindigkeit eines Programmes und relativiert die Gewinne an rei-
ner Rechengeschwindigkeit. Gleichzeitig stellen numerische Simulationsrechnungen immer
hohere Anforderungen an die Rechen- und Speicherkapazitit moderner Rechnersysteme.
Dies erklédrt die wachsende Bedeutung und stetige Fortentwicklung zweier grundlegender
Architekturprinzipien, die einen revolutionédren Einflufy auf alle Bereiche des Wissenschaft-
lichen Rechnens hatten und die Gréfle der rechenbaren Probleme enorm vergréflerten. Es
handelt sich um:

1. Vektorisierung: Vektorisierungsstrategien basieren auf der Zerlegung eines einzel-
nen Befehles in kleinere Teilschritte und deren iiberlappender Abarbeitung. Vek-
torrechner besitzen innerhalb der CPU mehrere unabhéngige Funktionseinheiten zur
gleichzeitigen Ausfiihrung einzelner Teilschritte. Dieses sogenannte Pipelining ermog-
licht eine enorme Beschleunigung gegeniiber einer rein seriellen Abarbeitung. Die
Verfiigbarkeit von Vektorrechnern geht bereits zuriick in die 70er Jahre. 1976 kam
der erste kommerziell verfiigbare Vektorrechner, die CRAY-1 auf Markt. Ein Uber-
blick iiber die Vektorisierung von Gleichungslésern wird beispielsweise von Frommer
[40] vermittelt.
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2. Parallelisierung: Im Verlauf der letzten Dekade sind in zunehmendem Mafle Paral-
lelisierungsstrategien in den Vordergrund getreten. Parallelrechner verwenden meh-
rere Prozessoren, die in koordinierter Weise zusammenarbeiten, um ein iibergreifen-
des, gemeinsames Problem zu l6sen. Mit dieser Vorgehensweise soll eine maximale
Ausbeute heutiger Mikroprozessor-Technologie erreicht werden. Der Terminus Par-
allelrechner ist nicht eindeutig und umfafit kleinere Systeme (mit bis etwa hundert
Prozessoren) wie beispielsweise die SGI Origin 2000 sowie hoch parallele Systeme
(mit hunderten oder sogar tausenden von Prozessoren) wie beispielsweise die IBM
SP2 oder die CRAY T3E bis hin zu Workstation-Clustern unterschiedlichster Gréfie.
Man unterscheidet grob in zwei verschiedene Klassen:

e Systeme mit gemeinsamen Speicher (shared memory): Jeder Prozessor kann auf
jede Speicheradresse unmittelbar zugreifen. Um Speicherzugriffskonflikte zu ver-
meiden, ist die Anzahl der Prozessoren iiblicherweise relativ klein. Es handelt
sich zumeist jedoch um sehr leistungsfihige Prozessoren. Diese kénnen in kon-
ventioneller Weise programmiert werden, wobei vom Programmierer lediglich
ein synchronisierter Zugriff auf gemeinsame Daten gewéhrleistet werden muf.
Vertreter dieser Klasse sind beispielsweise die SUN ENTERPRISE 3500 bzw.
der Compaq Alpha Server ES40, auf denen ein Grof3teil unserer Testrechnungen
durchgefiihrt wurde.

e Systeme mit verteiltem Speicher (distributed memory): Die einzelnen Prozes-
soren sind durch ein (Hochleistungs-)Netzwerk miteinander verbunden. Jeder
Prozessor besitzt seinen eigenen Speicher bzw. Datenbereich, auf dem er un-
abhingig arbeiten kann. Um eine global korrekte Losung zu erzielen, miissen in
koordinierten Abstéinden Nachrichten (‘Messages’) untereinander ausgetauscht
werden, was explizit vom Programmierer vorgenommen werden muf. Der Pro-
grammieraufwand ist entsprechend hoher als bei Systemen mit gemeinsamen
Ressourcen. Das Versenden einer Nachricht zwischen zwei Prozessoren ist iibli-
cherweise deutlich teurer als reine Fliepunkt-Arithmetik. Die Geschwindigkeit
eines Datenaustauschs hingt von der Bandbreite des Netzwerks, den zugehori-
gen Aufsetzzeiten bei der Initialisierung bzw. der Linge des zu verschickenden
Datenpaketes ab. Ein wesentlicher Vorteil von verteilten Systemen besteht dar-
in, daB sie auf nahezu beliebige Prozessorzahlen skalierbar sind (dies allerdings
um den Preis eines stetig erh6hten Kommunikationsaufwandes). Ein Vertreter
dieser Klasse ist beispielsweise die Cray T3E-1200 mit 512 Prozessoren.

Es gibt mittlerweile eine Vielzahl an unterschiedlichen Rechnerarchitekturen mit globalem
oder lokalem Speicher bzw. ausgesprochen leistungsfidhigen Verbindungsnetzwerken. Viele
der heutigen Superrechner sind Hybridrechner, die sowohl auf Vektorisierungs- als auch
Parallelisierungskonzepten basieren. Beispielsweise besteht die Hitachi SR8000 am LRZ
in Miinchen aus 112 sogenannten SMP-Knoten, die ihrerseits jeweils aus neun superska-
laren RISC-Prozessoren zusammengesetzt sind. Je acht dieser neun Prozessoren konnen
zu einer virtuellen Vektor-CPU zusammengefafit werden. Fiir ndhere Informationen siehe
http://www.lrz-muenchen.de/services/compute/hlr.
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Eine Zusammenstellung der zum aktuellen Zeitpunkt jeweils schnellsten Rechnersyste-
me findet sich unter http://www.top500.org. Fiir detaillierte Informationen iiber ‘High-
Performance-Computers’ verweisen wir auf Dongarra/Duff/Sorensen/van der Vorst [31].

A.1.2 Das Cache-Prinzip

Es wurde bereits darauf hingewiesen, dafl die Speicherzugriffs-Geschwindigkeiten nicht mit
der rasanten Entwicklung der CPU-Leistung Schritt halten konnten. Daher wird auf heu-
tigen Rechnersystemen die Gesamtausfiithrungszeit eines Programmes iiblicherweise durch
die Kosten fiir Speicheroperationen dominiert. Es besteht ein grofles Ungleichgewicht zwi-
schen Rechenleistung (Operationen pro Sekunde) und Durchsatz (Bytes pro Sekunde).
Um dem Abhilfe zu leisten, werden sogenannte Speicherhierarchie-Systeme eingesetzt,
die auf dem optimierten Zusammenspiel verschiedener Speichermodule unterschiedlicher
Geschwindigkeit basieren, beginnend mit extrem schnellen (aufgrund ihrer hohen Kosten
aber limitierten) Registern iiber einen sehr schnellen (eventuell mehrstufigen) Cache, dem
(relativ langsamen) Hauptspeicher und den (sehr langsamen) externen Speichermedien.

Beim Cache handelt es sich um einen zwar kleinen, aber ausgesprochen schnellen Speicher,
der (je nach Rechnerarchitektur) durchschnittlich um einen zweistelligen Faktor schneller
ist als der Hauptspeicher. Von der CPU benétigte Daten werden zunéchst in den Cache
kopiert. Die Konsistenz der Daten zwischen Cache und Hauptspeicher wird von der Hard-
ware iiberwacht. Wesentliches Ziel besteht darin, den Grofteil der beim Programmablauf
benétigten Daten nicht dauernd zu hohen Kosten aus dem Hauptspeicher zu laden, sondern
moglichst lange im Cache zu halten und in ausgiebiger Weise wiederzuverwenden. Dies setzt
eine geeignete Programmstruktur unter bestmoéglicher Bewahrung von Datenlokalitét un-
bedingt voraus. Die einzelnen Datenbldcke sollten moglichst so konzipiert sein, daf} sie eine
optimale Cache-Ausnutzung erlauben bzw. im giinstigsten Fall ganz in den Cache hinein-
passen. Ein Schritt in diese Richtung stellt unsere SPARSE BANDED BLAS-Bibliothek [79]
dar, die beispielsweise Matrix-Vektor-Produkte (bei zeilenweiser Numerierung) in Cache-
optimierte Péckchen unterteilt und sukzessive abarbeitet, vergleiche Kapitel 2.3.

Ein wesentlicher Vorteil von parallelen Algorithmen gegeniiber sequentiellen Algorithmen
besteht in ihrem meist deutlich besseren Cache-Verhalten. Aufgrund der kleineren Di-
mensionierung der einzelnen Blocke laufen parallele Algorithmen iiblicherweise deutlich
speicher-6konomischer als ihre sequentiellen Gegenstiicke ab. Im giinstigsten Fall kénnen
sogar superlineare Beschleunigungen (Speedups) erreicht werden.
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A.1.3 Verwendete Programmiersprachen

Entgegen dem heutigen Trend, zur Simulation wissenschaftlicher Probleme Sprachen wie
beispielweise C++ oder JAVA heranzuziehen, haben wir die dargestellten Poisson-Loser in
FORTRAN 77 implementiert. Hierzu gibt es zwei fiir uns wesentliche Griinde:

e Laufzeit-Effizienz: Es exisitieren ausgereifte und effiziente FORTRAN 77-Compiler,
die ein hohes Maf} der Rechenleistung heutiger Computersysteme ausnutzen. Die ho-
he Laufzeiteffizienz von FORTRAN 77 basiert wesentlich auf der Verwendung einfa-
cher, statischer Datenstrukturen, deren Grofe bereits zur Ubersetzungszeit feststeht.
Gerade die komfortablen Datenkonstrukte modernerer Sprachen (Pointer, Rekords)
miissen vom Compiler erst mithsam entflochten werden und wirken sich meist nega-
tiv auf die Laufzeiteffizienz eines Programmes aus. So erlauben lineare Listen zwar
die kompakte Speicherung diinn besetzter Matrizen, was speziell bei adaptiver Git-
terverfeinerung von Vorteil ist. Dies beruht jedoch auf der Verwendung indirekter
Adressierungstechniken (Verletzung des Lokalitéitsprinzips!) und wirkt sich schlecht
auf die Vektorisierungs- und Parallelisierungseigenschaften des Programmes aus. Ei-
ne effiziente Ausnutzung des Cache ist kaum méglich, da benachbarte Gitterelemente
im Hauptspeicher sehr weit voneinander entfernt liegen konnen.

¢ Einbindung zuverlissiger Vorginger-Pakete: In langjahriger Team-Arbeit sind
in den Arbeitsgruppen der Professoren Blum, Rannacher und Turek diverse Finite-
Elemente-Programmpakete entstanden, deren Leistungsfihigkeit und Zuverléssigkeit
bereits mehrfach unter Beweis gestellt werden konnte (vergleiche beispielsweise den
DFG-Benchmark [67, 68]). Es handelt sich um die Basispakte FEAT2D/FEAT3D
[15] mit allen grundlegenden Kernbestandteilen fiir die numerische Losung partieller
Differentialgleichungen auf Basis von finiten Elementen, sowie das Erweiterungspaket
FEATFLOW [76] zur numerischen Losung der inkompressiblen Navier-Stokes Glei-
chungen. Die hier dargestellten Algorithmen bilden den Grundstock zu unserem neu-
en Programmpaket FEAST [4], das deutliche Verbesserungen im software-technischen
Bereich (verstéirkte Datenlokalitéit, bessere Cache-Ausnutzung, maschinen-optimierte
Lineare Algebra im Rahmen der SPARSE BANDED BLAS [79]) und im numerischen Be-
reich (Adaptivitit, Fehlerkontrolle) mit sich bringen soll. Die explizite Einbindung der
bewidhrten Vorgéngerpakete erlaubt uns, den Blick uneingeschrénkt auf die genann-
ten Neuerungen zu richten, ohne neue Basisarbeit leisten zu miissen, und gleichzeitig
die Laufzeiteffizienz wesentlicher Kernbestandteile zu iibernehmen.

Da es sich bei FORTRAN 77 nicht mehr um den aktuellen Standard handelt, wurde im
Rahmen von FEAST der Umstieg auf FORTRAN90 in Angriff genommen, sieche Becker
[9]. FORTRANO90 erlaubt die Verwendung dynamischer Konstrukte, wie beispielsweise
eine variable Speicherverwaltung, rekursive Prozeduren und gekoppelte Listen. Diese Vor-
teile waren jedoch bis vor kurzem noch mit Vorsicht zu genieffen: FORTRAN 90-Compiler
erzeugten noch vor wenigen Jahren sehr ineffiziente Codes mit Laufzeitdifferenzen bis zu ei-
nem Faktor 8 (!!) zu entsprechenden FORTRAN 77-Codes. Daher wurden in den Anfingen
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unseres FEAST-Projektes alle laufzeitkritischen Routinen (beispielsweise Matrix-Vektor-
Produkte) weiterhin in FORTRAN 77 implementiert, wihrend iibergreifende Verwaltungs-
aufgaben bereits seit lingerer Zeit in FORTRAN 90 realisiert werden. Da inzwischen eine
qualitative Angleichung zu verzeichnen ist, ist mittelfristig der vollstindige Wechsel zu
FORTRAN 90 geplant.

A.1.4 Programmierumgebungen MPI und PVM

Die Programmierung von Parallelrechnern mit verteilten Adrefiriumen basiert auf dem
expliziten Versenden einzelner Nachrichtenpakete, dem sogenannten Message Passing mit-
tels einfacher Send- und Receive-Mechanismen. Die ersten Jahre im Bereich des parallelen
Rechnens waren geprigt durch viele unterschiedliche, unausgereifte Betriebssysteme mit
inkompatiblen Kommunikationsystemen. Dies warf grofle Probleme bei der Portierung par-
alleler Codes auf und motivierte schliefilich die Entwicklung eines einheitlichen Standards
in den Jahren 1992 bis 1994, dem sogenannten Message Passing Interface MPI, siehe da-
zu insbesondere http://www.mpi-forum.org. Kernbestandteil von MPI ist eine Bibliothek
von Kommunikationsroutinen, die in Standard-Sprachen wie C, C++ und FORTRAN ein-
gebunden werden kann. Diese beinhaltet neben den iiblichen Send- und Receive-Routinen
in synchroner bzw. asynchroner Form noch diverse Varianten fiir kollektive Kommunikatio-
nen, wie beispielsweise Broadcast (von einem zu allen), Multicast (von einem an manche),
Gather (von allen zu einem) oder diversen Reduktionen (Summe, Produkt, Minimum, Ma-
ximum). Beim Design von MPI waren sowohl die Nutzer als auch die Rechnerhersteller
involviert. Entsprechend ist MPI (in jeweils Architektur-optimierter Form) inzwischen Be-
standteil des normalen Lieferumfangs namhafter Hersteller und gehért sowohl auf Super-
rechnern als auch auf Workstation-Clustern zum Standard. Durch seinen iibergreifenden
Charakter erlaubt es die Kopplung sehr heterogener Systeme unterschiedlichster Grofe.

Als Message-Passing-System auf UNIX-Rechnern bzw. LINUX-Workstation-Clustern hat
sich alternativ auch Parallel Virtual Machine PVM durchgesetzt, das ebenfalls aus ei-
ner umfangreichen Kommunikationsbibliothek besteht. Weiterfiihrende Informationen hier-
zu sind beispielsweise unter http://www.netlib. org/pvm3/book/pvm-book.html zu fin-
den. PVM erschien bereits 1991 und stellt sozusagen ein (nicht ganz so leistungsfihiges)
Vorgéingersystem von MPI dar. Viele Erfahrungen von PVM flossen in die Entwicklung
von MPI mit ein. Auf einigen Superrechnern wird PVM nicht mehr unterstiitzt.

Beide Systeme erlauben eine vollig transparente Programmentwicklung unabhéngig von
speziellen Architektur-Merkmalen sowie eine einfache Portierung zwischen unterschied-
lichen Rechnersystemen. Wir haben fiir unsere parallelen Poisson-Loser sowohl PVM als
auch MPI verwendet. Die grundlegende Programmentwicklung (inklusive dem Austesten
des Codes) erfolgte auf LINUX-Workstation-Clustern unter PVM. Alle in Kapitel 3 présen-
tierten Modell-Rechnungen inklusive Zeitmessungen wurden auf einem COMPAQ Alpha
Server ES40 mit 4 Prozessoren und insgesamt 8 GBytes Speicher unter MPI durchgefiihrt.
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Die Anwendungs-Rechnungen in Kapitel 4 erfolgten sowohl auf einer SUN ENTERPRISE
3500 mit 8 Prozessoren und insgesamt 8 GBytes Speicher sowie auf der CRAY T3E-1200
in Juelich mit 512 Prozessoren zu je 512 MBytes Speicher, beide ebenfalls unter MPI.

A.2 Kommunikationsstrukturen

Die Qualitdt eines parallelen Algorithmus wird wesentlich durch den Kommunikations-
aufwand, der bei seiner Durchfiihrung erforderlich ist, geprigt. In diesem Zusammenhang
ist das Verbindungsnetzwerk zwischen den einzelnen Prozessoren von herausragender Be-
deutung. Da es speziell fiir Systeme mit groler Anzahl an Prozessoren physikalisch nicht
moglich ist, je zwei Prozessoren direkt miteinander zu verbinden, liegt dem Verbindungs-
netzwerk iiblicherweise eine feste physikalische Topologie zugrunde. Diese kann einfach aus
einer losen Ethernet-Verbindung einzelner Workstations bestehen oder aber aus dem festen,
geordneten Zusammenschluf} einzelner Prozessoren durch ein Hochleistungsnetzwerk, etwa
in Form eines Rings, Arrays, Torus oder Hypercubes. Natiirlich ist es wiinschenswert, die
einzelnen Prozessoren so zu verschalten, dafl die Kommunikationsdistanzen zwischen nicht-
benachbarten Prozessoren minimiert werden. Die Skalierbarkeit eines parallelen Systems
wird wesentlich durch die zugrundliegende Topologie mitbestimmt.

Auf der Basis der physikalischen Topologie konnen einzelne Datenpakte zwischen den
Prozessoren kommuniziert werden. Man unterscheidet zwischen synchroner Kommunikati-
on (mit Empfangsbestitigung) und asynchroner Kommunikation (ohne Empfangsbestiti-
gung), wobei wir uns auf die erste Variante beschrankt haben. Der Zeitbedarf fiir eine
Kommunikation zwischen zwei Prozessoren ist iiblicherweise deutlich hoher als der Zeitbe-
darf fiir einen lokalen Speicherzugriff bzw. die lokale Durchfiihrung arithmetischer Opera-
tionen. Eine wichtige Grofle ist das Verhiltnis der (Durchschnitts-)Zeit fiir das Versenden
einer Fliefpunktzahl zur (Durchschnitts-)Zeit fiir die Multiplikation zweier FlieBpunkt-
zahlen. Je grofler dieser Wert ist (etwa auf Workstation-Clustern), umso mehr sollte auf
moglichst grofie, rechenintensive Blécke und einen moglichst geringen Kommunikationsauf-
wand geachtet werden. Das Mehrfachhalten von Daten kann (um den Preis des héheren
Rechenaufwandes) zur Reduktion der bendtigten Kommunikationsschritte beitragen.

Die Zeit T,,,, die zum Versenden einer FlieBpunkt-Nachricht der Linge k£ benétigt wird,
betrégt Tiom = Tstartup + k& * Tioat , WOb€l Tstgrenp die ‘Aufsetzzeit’ fiir die Initialisierung
der Kommunikation und T, die Zeit zum Versenden einer FlieSpunktzahl bezeichnet.
Ublicherweise gilt Tstartup > T'fioar- Es ist daher meist deutlich billiger, eine lange Nachricht
zu verschicken als viele kleine. Bei der Kommunikation zwischen zwei physikalisch nicht
benachbarten Prozessoren mufl das Datenpaket iiber die dazwischenliegenden Prozessoren
weitergeleitet werden, wozu entsprechend viele Aufsetzzeiten erforderlich sind. Es stellt
sich die Frage, ob bzw. inwieweit das Weiterleiten einer Nachricht die Rechenleistung ei-
nes Prozessors beeinflufit, was sicherlich von der Qualitit (und dem Preis) der verwendeten
Hardware abhéingt. Ausgekliigeltere Kostenmodelle beriicksichtigen daher auch die Distanz
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zwischen den Prozessoren. Das Preis-Leistungs-Verhéiltnis fiir die Kommunikation wird also
letztlich bestimmt durch die Geschwindigkeit des Netzwerks (Aufsetzzeiten, Ubertragungs-
zeiten bzw. -bandbreiten) sowie der zugrunde liegenden Topologie (Anzahl der Links pro
Prozessor, Maximalabsténde bzw. Anzahl der benétigten Zwischenstationen).

Unabhéngig von der physikalischen Topologie des verfiigbaren Parallelrechners werden die
einzelnen Prozesse innerhalb einer logischen Topologie miteinander gekoppelt. Diese be-
schreibt die logischen Zusammenhinge zwischen den einzelnen Teilaufgaben und orientiert
sich im allgemeinen an der natiirlich vorgegebenen Problemstruktur (wie etwa geometri-
schen Nachbarschaftsverhéltnissen). Wir unterscheiden innerhalb unseres Programmes zwei
verschiedene logische Topologien, nimlich eine logische Feld-Topologie (Array) und eine
logische Baum-Topologie (Tree), die im folgenden néher erliutert werden.

A.2.1 Feld-Kommunikation

Initialer Ausgangspunkt jeder Simulation fiir ein gegebenes Problem ist die Definition einer
geeigneten Makrozerlegung. Makros, die innerhalb dieser Zerlegung geometrisch benach-
bart sind, miissen im Verlauf der betrachteten Verfahren in regelméafligen Abstédnden Daten
entlang innerer Rinder bzw. kompletter Uberlappungsbereiche untereinander austauschen.
Dieser Prozefl wird als lokale Kommunikation bezeichnet. Bei der Herleitung der zu-
gehorigen Feld-Topologie ist es naheliegend, die geometrischen Nachbarschaftsbeziehungen
einfach durch topologische widerzuspiegeln. Der lokale Austausch der Randdaten bewirkt
einen ‘Rand-zu-Fliche-Effekt’, der die Relation zwischen Kommunikation und Arithme-
tik definiert. Je grofler das Ausmafl an lokal durchfiihrbarer Arbeit ist, desto giinstiger
gestaltet sich diese Relation. Dies ist insbesondere bei den SCHWARZ-CG-Verfahren von
grofler Bedeutung, da hier nicht nur eine einzige Gitterschicht, sondern die kompletten
Uberlappungsbereiche pro lokaler Kommunikation ausgetauscht werden miissen.

Wir haben bereits im Rahmen von Kapitel 2.2 erldutert, dal wir bei der Konstruktion
einzelner Makrozerlegungen prinzipiell darum bemiiht sind, so viele rechtwinklige, ach-
senparallele Makros wie nur moéglich zu verwenden. So besteht die ASMO-Topologie aus
immerhin 38 (von 70) achsenparallelen Makros. Dies bedeutet konkret, dafi zumindest lokal
einfach strukturierte Bereiche in Form einer logischen m xn-Topologie vorliegen mit ge-
nau 4 Makros, die in einem Makroknoten zusammenstoflen. Zur addquaten Modellierung
komplizierter geometrischer Bereiche benttigen wir natiirlich auch verzerrte oder spitz-
winklige Makroformen bzw. eine groflere Anzahl an Makros, die in einem Makroknoten
zusammenstofen. Abbildung A.1 zeigt diverse Ausschnitte aus der ASMO-Topologie mit
unterschiedlichen Makroformen bzw. Makroknoten, an denen 5 Makros oder aber nur 3
Makros (siehe zweite Makroschicht hinter dem Autoheck) zusammenstofien.
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oben links Autospitze Autoheck

Abbildung A.1: Ausschnitte aus der ASMO-Topologie

Wie in Kapitel 2.2 beschrieben, besitzen die einzelnen Makros Vier-
ecksgestalt. Jedes Makro verfiigt folglich iiber maximal 4 Kanten-
nachbarn. Die Anzahl der potentiell an eine Makroecke angrenzen-
den Diagonalnachbarn haben wir nach oben durch 3 beschrénkt.
Dies hat zur Folge, dafl in einem Makroknoten maximal 6 Ma-
kros zusammenstoflen diirfen. Wie rechtsstehend verdeutlicht, be-
sitzt Makro M zwei Kantennachbarn K und drei Diagonalnachbarn
D, die jeweils an dem Makroknoten in der Mitte angrenzen.

Eine groflere Anzahl potentieller Diagonalnachbarn macht unserer Ansicht nach wenig Sinn,
da die einzelnen Makros zu spitzwinklig wiirden. Auflerdem wiirde der Kommunikations-
ablauf nachhaltig gestort werden (in einigen Teilen des Gebietes miifiten deutlich mehr
Diagonalkommunikationen durchgefiihrt werden als in anderen, was zu langen Wartezeiten
fithren kann). Gliicklicherweise ist es selbst fiir komplexe Geometrien in den meisten Fillen
vollkommen ausreichend, sich auf nur einen oder zwei Diagonalnachbarn zu beschrinken.

Die geometrische (bzw. topologische) Anordnung der einzelnen Makros hat unmittelba-
re Auswirkungen auf die resultierende Kommunikationsstruktur: sie definiert die Anzahl
der Nachbarn pro Makro bzw. die Anzahl der durchzufiihrenden lokalen Kommunikations-
schritte. Es wurde bereits darauf hingewiesen, dafl das Versenden einer langen Nachricht
iiblicherweise deutlich giinstiger ist als das Versenden vieler kleiner Nachrichten. Wir waren
daher bestrebt, moglichst viel der benétigten Information in méglichst wenige Kommuni-
kationsschritte zu packen. Zu diesem Zweck haben wir eine simulierte Diagonalkom-
munikation durchgefiihrt. Diese basiert darauf, wenn irgend moglich, Diagonalkommu-
nikationen zu vermeiden und stattdessen auf einem anderen Weg zu simulieren: Daten-
pakete, die fiir einzelne Diagonalnachbarn bestimmt sind, werden gleich bei der Kanten-
kommunikation mit benachbarten Makros mitgereicht. Um auf diesem Weg ein Maximum
an Kommunikationsschritten einzusparen, miissen jedoch diverse Anforderungen an die
Kantenkommunikations-Reihenfolge gestellt werden, die wir im folgenden nédher erldutern
wollen.
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Gehen wir zundchst vom einfachsten Fall einer m x n-Zerlegung aus: Hier besitzt jedes
Makro héchstens 8 unmittelbare Nachbarn (4 Kanten- und 4 Diagonalnachbarn). Zum
Austausch aller notwendigen Randdaten sind folglich maximal 16 Kommunikationszyklen
(Lese- und Schreiboperationen werden separat gezihlt) mit entsprechend hohem Synchroni-
sationsaufwand erforderlich. Die Kommunikation mit allen Kantennachbarn kann dagegen
in nur 8 Zyklen bei deutlich geringerem Synchronisationsaufwand durchgefiihrt werden.
Was liegt also nidher, als die ‘Diagonal-Pakete’ auf dem Umweg der dazwischen liegenden
Kantennachbarn mitzureichen:

Damit A an seinen Diagonalnachbarn D die benétigten Diagonal-
Daten weiterleiten kann, werden diese zunéchst an einen geeig-
neten gemeinsamen Kantennachbarn B versendet (zusétzlich zu
den fiir B bestimmten Daten). Im nachfolgenden Kommunika-
tionszyklus findet eine Kantenkommunikation zwischen B und
D statt, wobei die zuvor von A erhaltenen Daten ebenfalls an D
mitgesendet werden. Analog erhilt A die Daten seines Diago- A
nalnachbarn D, indem diese von D iiber C oder B an A gesendet
werden. Auf diese Weise kann generell die Diagonalkommunika-
tion simuliert werden.

0 e O

Um sicherzustellen, dafl die Diagonal-Pakete auch tatsdchlich zum erwarteten Zeitpunkt
beim richtigen Diagonalnachbarn ankommen, ist es jedoch erforderlich, bei der Abwicklung
der Kantenkommunikation eine ganz bestimmte Reihenfolge einzuhalten:

(1) In Zyklus 1 und 2 finden zwei Kantenkommunikationen entlang der vertikalen Kanten
statt (mit dem rechten und linken Nachbarn);

(2) In Zyklus 3 und 4 finden zwei Kantenkommunikationen entlang der horizontalen
Kanten statt (mit dem oberen und unteren Nachbarn);

(3) In Zyklus 5 und 6 finden die beiden zu (1) entgegengesetzten Kantenkommunikatio-
nen statt (mit dem rechten und linken Nachbarn);

(4) In Zyklus 7 und 8 finden die beiden zu (2) entgegengesetzten Kantenkommunikatio-
nen statt (mit dem oberen und unteren Nachbarn);

Wie Abbildung A.2 illustriert, werden also insgesamt acht unidirektionale Kantenkommu-
nikationen durchgefiihrt, wobei die Zyklen 5 bis 8 einfach die Umkehrung der Zyklen 1 bis
4 sind. Die Kantenkommunikation wird quasi nach Raumdimensionen getrennt. Es diirfen
keine Mischungen auftreten, da ansonsten nicht mehr gewéhrleistet ist, dal jedes Makro
nach Ablauf der acht Kommunikationszyklen auch wirklich die Daten seines Diagonal-
nachbarn erhalten hat. Natiirlich gibt es neben der hier dargestellten Aufspaltung in z-
und y-Richtung noch andere Reihenfolgen, die ebenfalls zu einem reibungslosen (Deadlock-
freien) Kommunikationsablauf fiihren. Diese spezielle Reihenfolge hat jedoch den Vorteil,
daB iiblicherweise eine grofie Anzahl an Diagonalkommunikationen eingespart wird.
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Abbildung A.2: Kommunikationsreihenfolge fiir die simulierte Diagonalkommunikation

Gegenbeispiel:

Abbildung A.3 zeigt eine Kommunikationsreihenfolge, bei der die “Trennungs’-Bedingung
verletzt ist. Wie man sieht, treten hier Kommunikationen entlang vertikaler und horizon-

taler Kanten in gemischter Reihenfolge auf.

Zyklus 1: Zyklus 2: Zyklus 3:
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Abbildung A.3: Fehlgeschlagene Simulation der Diagonalkommunikation
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In dieser Konstellation ist eine vollstdndige Simulation der Diagonalkommunikation nicht
mehr gewihrleistet:

e A verschickt seine Diagonaldaten iiber C an D (Zyklus 1 und 2).

e B verschickt seine Diagonaldaten iiber D an C (Zyklus 3 und 6).

e C verschickt seine Diagonaldaten iiber D an B (Zyklus 2 und 7). 7

m"AU

e D verschickt seine Diagonaldaten an C bzw. B (Zyklus 6 bzw. 7) a
je einen Zyklus zu spét, ndmlich erst nachdem diese ihre Kanten-
kommunikationen mit A bereits beendet haben (Zyklus 5 bzw. 6).
Dies bedeutet, dal Makro A leer ausgeht!

Es ist klar, daf das zusétzliche Versenden der Diagonaldaten bei jeder Kantenkommunika-
tion einen Mehraufwand mit sich bringt. Die Anzahl der pro Zyklus zu kommunizierenden
Daten ist grofler, da zusétzlich zu den vom Kantennachbarn benétigten Daten noch die
fiir den Diagonalnachbarn bestimmten Daten mitgeschickt werden miissen. Auflerdem muf
bei jeder Kantenkommunikation ein erhéhter Verwaltungsaufwand betrieben werden (Ein-
und Aussortieren der Diagonaldaten in den Kommunikationsvektor). Wie wir jedoch be-
reits erwihnt haben, wird die Anzahl der erforderlichen Kommunikationszyklen bei der
Einsparung der Diagonalkommunikation von 8 auf 4 reduziert. Auflerdem handelt es sich
zumeist um sehr kleine Datenpakete, die je nach Typ der Makrozerlegung aus nur einem
oder wenigen Knotenwerten bestehen, so dafl der so entstandene Vorteil den oben beschrie-
benen Nachteil dominiert. Bei unseren m xm-Modelltopologien gelingt es auf diesem Weg
fiir gerades m vollstdndig, um die explizite Durchfiihrung der Diagonalkommunikation her-
umzukommen. Fiir ungerades m kommt man {iblicherweise mit nur einem weiteren Kom-
munikationszyklus aus. Natiirlich liegen die Verhéltnisse bei der ASMO-Topologie deutlich
komplizierter. Hier konnen leider nicht alle Diagonalkommunikationen vermieden werden.
Dennoch gelingt es auf diesem Weg, die Anzahl der pro Randaustausch notwendigen Kom-
munikationszyklen fiir die Diagonalkommunikation von 12 auf nur 4 zu reduzieren!

A.2.2 Baum-Kommunikation

Leider wird innerhalb der dargestellten Verfahren nicht nur lokale Kommunikation zwischen
unmittelbar benachbarten Makros, sondern auch globale Kommunikation benétigt. So
miissen innerhalb der globalen CG- oder MG-Verfahren regelméflig globale Skalarproduk-
te bzw. globale Defekt-Normen berechnet werden. Desweiteren erfordert die Losung der
globalen Grobgitterprobleme das jeweilige Einsammeln und Austeilen der lokalen Grobgit-
teranteile im Wechselspiel mit dem Master-ProzefS. Das Durchschleulen der Daten durch
die Feld-Topologie wiirde sich speziell im Fall grofierer Topologien als sehr aufwendig ge-
stalten (viele Zwischenstationen).
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Zur effizienten Abwicklung der globalen Kommunikation haben wir daher zusétzlich eine
logische Baum-Topologie verwendet, die wir als modifizierte Hypertree-Topologie be-
zeichnen wollen. Diese basiert auf einem iiblichen ‘Hypertree’, der in einen ‘Hypercube’ ent-
sprechender Dimension eingebettet werden kann (vergleiche Dongarra/Duff/Sorensen/van
der Vorst [31]), plus zusétzlichem Master-Knoten.

7] {a]

ol oG

4] [e] [7] f[x0] fza] [33] f[ae] [aof [22 25|

8] 12| [14] [15] [20] [22] [25] [z [29] [29]

24 28] [s9o [s1
22

Abbildung A.4: Modifizierte Hypertree-Topologie der Dimension 5

LBt sich die Anzahl der Makros N als Zweierpotenz 2¢ darstellen (wie im Fall unserer
m xm-Modelltopologien mit m = 2, 4,8,16 aus Makrotest A,B,C und D), so sprechen wir
von einem vollstéindigen (modifizierten) Hypertree der Dimension d. Abbildung A.4 zeigt
ein Beispiel der Dimension 5 mit insgesamt 32 Slave-Prozessen (Knoten 1-32) und einem
angehingten Master-Proze§ (Knoten 0), der als Wurzel des Baumes fungiert. Der rekursive
Konstruktionsproze$3, der dem Hypertree zugrunde liegt, ist offensichtlich: Einzelne Baum-
abschnitte kommen immer wieder vor, werden zu gréfleren Abschnitten zusammengefafit,
die ihrerseits rekursiv immer wieder verwendet werden. So entsteht beispielsweise der Bau-
mabschnitt 9-16 durch Kopieren des Baumabschnittes 1-8. Der dargestellte Hypertree der
Dimension 5 besteht aus 2 Hypertrees der Dimension 4 (Abschnitte 1-16, 17-32) bzw. 4
Hypertrees der Dimension 3 (Abschnitte 1-8, 9-16, 17-24, 25-32), und so weiter. Laf}t sich
die Anzahl an Makros nicht als Zweierpotenz darstellen, so ist der jeweils letzte Baumab-
schnitt nicht vollstindig. Bei der Benchmark-Topologie, die aus 24 Makros besteht, fehlt
entsprechend der Abschnitt 25-32.
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Die (modifizierte) Hypertree-Topologie zeichnet sich durch eine hohe Flexibilitdt und sehr
gute Kommunikationseigenschaften aus. Es handelt sich um einen optimalen Baum: Er-
streckt sich die Kommunikation von den Bldttern zum Knoten 1, so ist die maximale
Veréstelungstiefe nicht grofler als dy mit dy = d, falls N = 2 und dy = d + 1, falls
2¢ < N < 2%+1, Erstreckt sich die Kommunikation von den Blittern zum Knoten 0, so ist
dy entsprechend um 1 erhoht.

Wir verwenden die Hypertree-Topologie fiir jede Form von globalem Datenaustausch, der
im Verlauf der einzelnen Verfahren benétigt wird (globale Skalarprodukte, globale Minima
oder Maxima, Defekt-Normen, Master-Losung), siehe insbesondere Kapitel A.4. Ublicher-
weise beginnt der Kommunikationsprozef§ damit, dafl die Blétter des Baumes ihre lokalen
Daten um eine Stufe des Baumes hochkommunizieren. Es kann sich dabei um ein ein-
zelnes Datum handeln, wie bei der Berechnung von globalen Skalarprodukten, oder um
ganze Vektoren, wie beim Versenden der lokalen Grobgitterdaten an den Master-Prozef.
Je nach Operation werden auf der erreichten Baumstufe bereits lokale Summen, Minima,
etc. gebildet, oder die Daten werden einfach nur weitergereicht. Der Prozefl der stufen-
weisen ‘Baumaufwirts-Kommunikation” wird fortgefiihrt bis (je nach Operation) Prozef 1
bzw. Prozef 0 erreicht wird. Dort findet sozusagen die Endbehandlung statt (beispielsweise
die abschlielende Summation im Fall des globalen Skalarproduktes bzw. die Master-Lésung
des Grobgitterproblems). Deren Ergebnis wird dann auf dem umgekehrten Weg stufenweise
wieder den Baum abwirts kommuniziert, bis schliefllich die Blatter erreicht sind.

A.3 Datentypen

Wir haben im Verlauf dieser Arbeit zwei verschiedene Makrozerlegungs-Typen vorgestellt,
namlich Zerlegungen mit minimaler Uberlappung bzw. Zerlegungen mit elementweiser
Uberlappung, vergleiche Kapitel 2.2. Diese wurden fiir die parallelisierten Mehrgitter-
varianten (BLOCK-MG, SCARC, SCARC-CG) bzw. das parallelisierte CG-Verfahren mit
Schwarz’schen Vorkonditionierern (SCHWARZ-CG) benétigt. Je nach Uberlappungsbreite
werden einzelne Matrix- bzw. Vektorkomponenten entsprechend oft mehrfach gespeichert.
Die Haufigkeit, mit der eine einzelne Komponente in verschiedenen Makros vorkommt, geht
aus der Diagonalmatrix Ry aus Kapitel 2.2.1 hervor.
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Alle genannten Verfahren basieren auf dem koordinierten Wechselspiel von globalen und
lokalen Verfahren:

e SCHWARZ-CG: globales CG + lokale CG
e SCARC: globales MG + lokale MG
e SCARC-CG: globales CG  + globales MG+ lokale MG

Die lokalen Verfahren dienen lediglich zur Korrektur des globalen Fehlers. Je nach Zusam-
menhang miissen verschiedene Datenstrukturen verwendet werden:

e In den globalen CG- oder MG-Verfahren werden in regelméfligen Absténden glo-
bale, datenparallelisierte Operationen durchgefiihrt, die dasselbe Ergebnis wie bei
einer rein sequentiellen Durchfiihrung liefern miissen (beispielsweise Matrix-Vektor-
Produkte, Defektberechnungen, Transferoperationen, Aufbau der rechten Seite). Um
die Konsistenz zur sequentiellen Version zu gewihrleisten, miissen auf jedem Ma-
kro entsprechende lokale Reprisentanten der globalen Systemmatrix bzw. globaler
Vektoren verwendet werden.

e Bei der Durchfiihrung der lokalen CG- oder MG-Verfahren werden nur lokale Antei-
le der Matrizen und Vektoren verwendet, die sich je nach Art der Makrozerlegung
entlang innerer Makroréinder bzw. entlang der Uberlappungsbereiche voneinander
unterscheiden (minimale oder elementweise Uberlappung, volle Matrixeintriige oder
Nullrandbedingungen).

Um hier eine saubere Trennung zu ermdoglichen, definieren wir im folgenden drei verschie-
dene Vektor- und Matrixtypen. Diese unterscheiden sich nur in der speziellen Behandlung
der inneren Makrordnder. Sei dazu wie gewohnt A die globale Matrix bzw. x ein globaler
Vektor beziiglich des kompletten Gebietes §2. Weiterhin seien R;, RY bzw. R}, R?” die in
Kapitel 2.2 definierten Restriktions- und Prolongationsmatrizen und n; bzw. n? die An-
zahl der lokalen Gitterpunkte fiir den minimal bzw. elementweise iiberlappenden Fall. Alle
Typen-Definitionen werden zusétzlich graphisch veranschaulicht. Die Abbildungen zeigen
jeweils ein und dieselbe Makrozerlegung mit 4 aneinandergrenzenden Makros im Fall mi-
nimaler bzw. elementweiser Uberlappung. Aus Griinden der besseren Veranschaulichung
sind die Makros gegeneinander versetzt dargestellt. Tatsédchlich stoflen sie natiirlich ent-
lang der inneren Kanten zusammen. Dabei bezeichnen die beiden oberen Kantenknoten
bzw. die unteren 4 Eckknoten jeweils einen gemeinsamen Punkt, dessen Wert je nach Typ
verschieden ist.



206

A.3.1 Definition von Vektor- und Matrixtypen

(1) TypO:

Die Darstellung des globalen CG- bzw. MG-Verfahrens in Kapitel 3 basiert auf der Verwen-
dung der globalen Matrix A bzw. diverser globaler Vektoren. Dabei handelt es sich jedoch
um einen rein formalen Ausgangspunkt. In der Praxis liegen die globalen Komponenten
natiirlich nicht komplett, sondern iiber die einzelnen Teilgebiete verteilt vor. Um Verwir-
rungen hinsichtlich der Notation zu vermeiden, haben wir in Kapitel 3 explizit auf die
Einfiihrung entsprechender Notationen verzichtet, da sie fiir die formale Darstellung un-
serer Verfahren nicht erforderlich waren. Zur Beschreibung diverser programmtechnischer
Details benétigen wir jedoch noch die folgenden Definitionen:

e Ein lokaler Vektor z¥ € R™ beziiglich Makro €2; heifit
Typ 0-Vektor, wenn gilt

z) enthilt entlang innerer Makroréinder nur den zu €);
korrespondierenden Anteil des globalen Vektors x.

e Eine lokale Matrix AY € R™*™ beziiglich Makro €; N/
heifit Typ 0 -Matrix, wenn gilt
7N\

N
S RIAYR, = A.

=1

A? enthilt entlang innerer Makroréinder nur den zu
Q; korrespondierenden Anteil der globalen Matrix A.
Die Summe der lokalen Matrizen A? ergibt die globale
Matrix A.

Bei den Typ0-Matrizen A) handelt es sich um die lokalen Systemmatrizen, die wihrend
des lokalen Assemblierungs-Prozesses zunéchst auf den einzelnen Makros entstehen. Dabei
summiert jedes Makro nur iiber seine lokalen Elemente auf. Die T'yp 0 -Vektoren entste-
hen beispielsweise beim lokalen Assemblierungsprozefl zum Aufbau der rechten Seite bzw.
nach jedem Matrix-Vektor-Produkt zwischen einer Typ 0 -Matrix und einem 7T'yp 1 -Vektor,
vergleiche Punkt (2).
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(2) Typ1:

Unser verallgemeinertes Gebietszerlegungs-/Mehrgitterkonzept SCARC verwendet im Rah-
men der lokalen MG-Verfahren explizit lokale Matrizen A;, die entlang innerer Rander den
vollen Eintrag der globalen Matrix A enthalten, vergleiche Kapitel 2.2. Dieser spezielle
Konstruktionsprozefl gewihrleistet die Definitheit der lokalen Probleme. Aus Konsistenz-
griinden wollen wir diese bereits bekannten Notationen hier begrifflich einordnen.

e Ein lokaler Vektor z; € R™ beziiglich Makro €2; heifit
Typ1-Vektor, wenn gilt

x; enthidlt entlang innerer Makrordnder den vollen
Wert des globalen Vektors x. N P

e Eine lokale Matrix A; € R™*™ beziiglich Makro ;
heifit Typ 1 -Matrix, wenn gilt o 5,/ \

A;=R;ART.

A; enthilt entlang innerer Makrordnder den vollen
Wert der globalen Matrix A.

Typ1-Matrizen treten nur im minimal iiberlappenden Fall bei der Lésung der lokalen MG-
Verfahren innerhalb von SCARC bzw. SCARC-CG auf. Dagegen gehoren T'yp 1-Vektoren
zu den am hiufigsten verwendeten Vektortypen sowohl im globalen CG- als auch globalen
MG-Verfahren.
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(3) Typd:

Die SCHWARZ-CG-Verfahren basieren auf der Verwendung der iiberlappenden Matrizen A2
und Vektoren z¢. Wie in Kapitel 2.2 eingefiihrt, sei durch n die Anzahl der Gitterknoten
in Q¢ \ T'¢ definiert, wobei I'! den inneren Rand des iiberlappenden Q¢ bezeichnet.

e Ein Vektor 20 € R™ beziiglich Makro Q¢ heifit Typ 6 -
Vektor.

e Eine Matrix A? € R™*™ beziiglich Makro Q0 heifit | |
Typ é -Matrix, wenn gilt

AP =RIART.

Programmtechnisch sind z¢ und A? auf dem kompletten Makro Q¢ definiert, wobei ent-
lang innerer Makrorinder Nullrandbedingungen gesetzt werden. Die Werte auf den Uber-
lappungsbereichen dienen lediglich zur Stabilisierung der lokalen Teilgebietsprobleme und
haben keine globale Entsprechung. Die Uberlappungsbereiche werden im Verlauf der Vor-
konditionierung zwischen benachbarten Makros aufaddiert, so daf} die zugehorigen Vek-
toren dort iibereinstimmen. Nach Konstruktion stimmen die Typd-Matrizen A? auf den
Uberlappungsbereichen (bis auf den inneren Nullrand) mit der globalen Matrix A iiberein,
da beim Assemblierungsprozefl jeweils iiber dieselben Elemente aufsummiert wird.

Beispiel:

Als kleines Beispiel zur Illustration der resultierenden Matrixstruktur betrachten wir fiir
alle 3 Typen jeweils den resultierenden Matrixstern fiir einen inneren Randpunkt (jedoch
keinen Eckpunkt) entlang 0S); \ 02, vergleiche etwa den oberen Gitterpunkt im links
oben gelegenen Makro. Zur Vereinfachung der Darstellung liegt dem Matrixaufbau die
Trapezregel zugrunde (5-Punkte-Stern).

TypO: Typl: Typd:
0 —0.5 0 —1 0 -1 0
-1 2 —1 4 -1 4 -1

0 —0.5 0 -1 0 -1 O
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Im Typ0- und Typ1-Fall liegt dieser Punkt als Kantenknoten genau auf einem inneren
Makrorand 0€2;. Im Typ §-Fall liegt dieser Punkt dagegen noch im Makroinneren von €22
genau am Ubergang zwischen dem tatsichlichen (nichtiiberlappenden) Makroanteil zum
Uberlappungsbereich.

Wir haben in Kapitel 3.3 ausfiihrlich erldutert, dafl unser SCARC-Konzept als {iberlappen-
de Gebietszerlegungsmethode zum Uberlapp § = h interpretiert werden kann. Tatséichlich
entspricht die minimal iiberlappende Matrix A; der elementweise iiberlappenden Matrix A
fiir den Fall, daf$} die inneren Nullrandbedingungen aus A? eliminiert werden. Im Gegensatz
zum elementweise iiberlappenden Zugang miissen jedoch nicht die Uberlappungsbereiche
wiahrend der kompletten Rechnung mitgeschleppt werden, was zu einer deutlich verein-
fachten Implementierbarkeit (speziell im Hinblick auf komplizierte Topologien) beitréigt.
Auflerdem werden im Fall stark anisotroper Makrozerlegungen allzu grofle Anisotropie-
Spriinge vom Makroinneren zum Uberlappungsbereich vermieden. Weiterhin bietet dieser
Zugang in sehr einfacher Weise die Moglichkeit, blinde Knoten entlang innerer Rénder zu
integrieren, doch dazu mehr in Kapitel 5.

A.3.2 Konversion von Vektortypen

Fiir das Wechselspiel zwischen globalen und lokalen Verfahren sind in regelméfligen Ab-
stdnden verschiedene Konversionen zwischen den einzelnen Datentypen erforderlich:

1. Konversion von Typ0 zu Typ1:

Seien ¥ lokale T'yp0-Vektoren, ¢ = 1,..., N. Die zugehérigen Typ1-Vektoren ;
sind definiert durch: v
z; = R; Z RTaY.

i=1
Hierzu ist lokale Kommunikation zum Aufsummieren der inneren Randwerte zwi-
schen benachbarten Makros erforderlich. Dieser Konversions-Typus wird bendotigt,
um die Konsistenz diverser globaler (datenparallelisierter) Operationen zum sequen-
tiellen Gegenstiick zu gewéhrleisten: Im Rahmen des globalen MG-Verfahrens wer-
den globale Matrix-Vektor-Produkte unter Verwendung lokaler Typ 0-Matrizen A?
(Neumann-Matrizen) durchgefiihrt, siehe A.4.6. Bei der Multiplikation einer solchen
Matrix mit einem Typ1-Vektor entsteht lokal zunéchst ein Typ0-Vektor, dessen
Konsistenz mit Hilfe einer expliziten Konversion hergestellt werden mufl. Gleiches
gilt fiir den Aufbau der globalen rechte Seite, da jedes Makro nur iiber seine eigenen
Elemente assemblieren kann (siehe A.4.3) bzw. bei der Durchfithrung der globalen

Transferoperationen, da wiederum nur die Gewichte aus dem eigenen Makro bekannt
sind (siehe A.4.8).
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2. Konversion von Typd zu Typ1:

Seien z? lokale Typd-Vektoren, i = 1,..., N. Die zugehérigen Typ1-Vektoren x;
sind definiert durch:
_p . pT s
ri =R, R} xj .

Hierzu ist keine Kommunikation erforderlich; die iiberfliissigen Werte auf den
Uberlappungsbereichen werden einfach weggelassen. Dieser Konversions-Typus wird
im Rahmen der SCHWARzZ-CG-Verfahren beim Ubergang von den lokalen CG-Verfah-
ren zum globalen CG-Verfahren benotigt: Nach Abschluf3 der lokalen CG-Verfahren,
die auf der Verwendung lokaler Typ &-Vektoren basieren, liegen auf den Uberlap-
pungsbereichen benachbarter Makros zunéchst unterschiedliche Werte vor. Diese wer-
den (mit Hilfe lokaler Kommunikation) in Folge aufaddiert, so da8 die Uberlappungs-
bereiche nun konsistent zueinander sind. Indem nur die zu €2; gehérigen Daten ver-
wendet werden, bleibt fiir das globale CG-Verfahren die Konsistenz entlang innerer
Rénder 0Q; \ 0N gewahrt.

Konversion von Typ1 zu Typéd:

J

i

Seien z; lokale T'yp1-Vektoren, 1 = 1,..., N. Die zugehorigen Typ J -Vektoren x
sind definiert durch:

—~—N
0 __ 6}: T

Hierzu ist lokale Kommunikation zur Ubernahme benachbarter Uberlappungs-
daten erforderlich. Dieser Konversions-Typus wird im Rahmen der SCHWARZ-CG-
Verfahren beim Ubergang vom globalen CG-Verfahren zu den lokalen CG-Verfahren
benétigt: Das globale CG-Verfahren berechnet den fiir die Vorkonditionierung be-
stimmten Defekt nur in minimal iiberlappender Form. Die lokalen Vorkonditionier-
ungsprobleme benétigen den Defekt jedoch in elementweise iiberlappender Form. Da-
her werden einmalig zu Beginn der Vorkonditionierung die Uberlappungsdaten vom
jeweils iiberlappten Nachbarn iibernommen und in konsistenter Weise (entsprechend
der lokalen Numerierung) in den zugehorigen T'yp § -Vektor eingetragen.

Eine Konversion von Typ1zu Typ0wird nicht bendétigt. Innerhalb der lokalen CG- oder
MG-Verfahren werden jeweils nur Daten gleichen Typs verwendet. Im Fall der SCHWARZ-
CG-Verfahren handelt es sich um Daten vom Typ ¢ und im Fall von SCARC und SCARC-
CG um Daten vom Typ1l. Alle lokalen Operationen sind untereinander konsistent und
erfordern keine Typen-Konversion.
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A.3.3 Randkommunikation in Abhingigkeit vom Vektortyp

Bei der lokalen Kommunikation zwischen benachbarten Makros handelt es sich um ei-
ne leicht parallelisierbare Operation, die meist mit relativ hoher paralleler Effizienz aus-
gefithrt werden kann. Prinzipiell wird lokale Kommunikation beim Austausch der inneren
Randdaten bzw. kompletten Uberlappungsbereiche benétigt. Je nach zugrunde liegender
Makrozerlegung (minimal oder elementweise iiberlappend) unterscheiden wir verschiedene
Arten der lokalen Kommunikation bzw. der Nachverarbeitung der kommunizierten Daten,
die wir an dieser Stelle noch einmal zusammenfassen und graphisch illustrieren wollen:

e Summation von Typ0-Vektoren: >N, RFxf

9 @ L L 4
o d at+b+c+d at+b+c+d
E—e
a b atb+c+d atb+ct+d
L @  J @

Abbildung A.5: Summation von Typ 0-Vektoren

Wie in Abbildung A.5 verdeutlicht, werden die schwarz markierten inneren Randwer-
te (eine Gitterschicht) zwischen benachbarten Makros ausgetauscht und aufsummiert
(vergleiche exemplarisch den fett gezeichneten schwarzen Knoten).

Diese Art der Summation wird bei der Typen-Konversion von Typ 0 nach Typ 1 bens-
tigt. Sie wird innerhalb der globalen MG- und CG-Verfahren einmalig durchgefiihrt
beim Aufbau der rechten Seite bzw. regelmaflig durchgefiihrt bei der Berechnung
globaler Matrix-Vektor-Produkte. Auflerdem tritt sie innerhalb des globalen MG-
Verfahrens beim globalen Gittertransfer auf. Sie besitzt im Fall des globalen CG-
Verfahrens prinzipiell eine hohe parallele Effizienz, da hier nur der feinste Gitterlevel
betrachtet wird und (bei entsprechend feiner Gitterweite) ein gutes Verhéltnis zwi-
schen Arithmetik und Kommunikation vorliegt. Im Fall des globalen MG-Verfahrens
liegt zumindest fiir feinere Gitterlevel eine relativ hohe parallele Effizienz vor. Fiir
grobere Gitterlevel wird das Verhéltnis jedoch zunehmend schlechter: Pro Prozessor
sind immer weniger Gitterknoten zu bearbeiten, so dafl die lokale Rechenleistung
nicht ausgenutzt werden kann. Gleichzeitig miissen relativ hiufig immer weniger Da-
ten ausgetauscht werden.
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—~N
e Summation von Typ1-Vektoren mit Mittelung: > ,_, R z;

& & ® &
o d atb+c+d atbtc+d
4 4
at+b+c+d atb+o+d
a b — g 7 =1
@ L L @

Abbildung A.6: Summation von Typ 1-Vektoren mit Mittelung

Wie in Abbildung A.6 verdeutlicht, werden die schwarz markierten inneren Rand-
werte (eine Gitterschicht) zwischen benachbarten Makros ausgetauscht und anschlie-
Bend gemittelt. Zu diesem Zweck werden die einzelnen Komponenten zunichst auf-
summiert und anschliefend durch die Anzahl der jeweils angrenzenden Makros divi-
diert. Dies entspricht formal einer Skalierung mit der Inversen der Hdufigkeitsmatriz
Ry = YN, RT'R;, vergleiche Kapitel 3.2.

Diese Art der Summation wird innerhalb von BLOCK-MG bzw. SCARC und SCARC-
CG jeweils nach Abschlufl der lokalen Glédttungsprobleme benétigt. Alle drei ge-
nannten Fille basieren auf der Jacobi-artigen Blockung von mehr oder weniger lei-
stungsfihigen lokalen Glattern. Jeder einzelne Glattungsschritt besteht aus einem
rein lokalen Anteil (ein lokaler JACOBI-, GS- oder ILU-Schritt im Fall von BLOCK-
MG, ein komplettes lokales MG-Verfahren im Fall von SCARC und SCARC-CG)
und der anschlieenden Zusammensetzung der lokalen Korrekturen zu einer globalen
Korrektur. Da wir es hier nur mit 7Typ 1 -Vektoren zu tun haben, liegen entlang inne-
rer Rénder bereits die vollen Werte vor. Daher diirfen die betreffenden Komponenten
nach Abschlufl der lokalen Kommunikation nicht einfach aufsummiert werden, son-
dern es muf} ein Mittelungsprozef} stattfinden, vergleiche Kapitel 3.2. Hierzu haben
wir bisher nur eine Skalierung durch die Anzahl der angrenzenden Makros betrachtet.
Im Hinblick auf anisotrope Makrozerlegungen konnen alternativ bei der Mittelung
auch die Groéflenverhiltnisse der Makros zueinander beriicksichtigt werden. Unser
Code ist in dieser Hinsicht noch nicht optimiert. Jedoch belegt unsere numerische
Erfahrung sehr gute Resultate auch fiir die vereinfachte Mittelung. Hinsichtlich der
parallelen Effizienz gelten die gleichen Aussagen wie im Zusammenhang mit der ein-
fachen Summation im vorangehenden Punkt.
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e Summation von Typ§-Vektoren: SN R? T:Ef

Abbildung A.7: Summation von Typ § -Vektoren

Wie in Abbildung A.7 verdeutlicht, werden die kompletten, schwarz markierten Uber-
lappungsdaten zwischen benachbarten Makros ausgetauscht und aufsummiert. Die
inneren Randknoten miissen nicht ausgetauscht werden, da dort nach Konstruktion
Nullrandbedingungen vorliegen. Es sind also insgesamt 2- A Gitterschichten betroffen.

Diese Art der Summation wird innerhalb der SCHWARZ-CG-Verfahren im Verlauf
der Vorkonditionierung benétigt, um die lokalen Teilgebietslosungen zu einer globalen
Losung zusammenzusetzen. Die parallele Effizienz dieser Operation hingt natiirlich
entscheidend von der Breite der Uberlappung 6 = Ah ab. Je grofler § ist, desto
ungiinstiger gestaltet sich das Verhiltnis zwischen lokaler Arithmetik und Kommu-
nikation. Wie wir in Kapitel 3.1 gesehen haben, benotigen selbst die multiplikati-
ven Varianten eine relativ groBe Uberlappung, um (zumindest anniihernd) eine N—
bzw. h—Unabhéngigkeit zu erzielen. Ein grofles ¢ relativiert speziell fiir die additive
1-LEVEL-SCHWARZ-Variante den Vorteil, dafl nur lokale Kommunikation benétigt
wird.
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A.4 Parallelisierung einzelner Komponenten

Die Parallelisierung der dargestellten Loser beruht auf einem Master-Slave-Konzept: Fiir
eine Makrozerlegung mit N Makros gehen wir von einem Master-Programm und N Ko-
pien desselben Slave-Programmes aus.. Prinzipiell miissen natiirlich nur die globalen CG-
und MG-Verfahren parallelisiert werden. Die lokalen CG- bzw. MG-Verfahren laufen unter
Verwendung der SPARSE BANDEDBLAS [79] bzw. unserer Referenzelementliser auf jedem
einzelnen Makro rein sequentiell ab und bediirfen keiner weiteren Erkldrung, siehe Kapi-
tel 2.3. Wir wollen im folgenden die Aufgabenbereiche der Master-und Slave-Programme
bzw. die zugrunde liegenden Parallelisierungskonzepte erldutern. Zur besseren Veranschau-
lichung verwenden wir die Beispiel-Makrozerlegung aus Abbildung A.8 fiir ein L-féormiges
Gebiet mit insgesamt 8 Makros und zugehériger Feld- und Baum-Topologie.

Feld-Topologie: Baum-Topologie:

E

[

Abbildung A.8: Beispiel-Makrozerlegung mit 8 Makros fiir ein L-Gebiet mit Feld- und
Baum-Topologie
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A.4.1 Initialisierung

e Master-Programm:

— Anlegen von N Kopien des Slave-Programmes;

— Einlesen der Initialisierungsdaten (Makrogeometrie, Nachbarschaftsverhéltnisse,
Verfahrensparameter);

— Berechnung diverser Verwaltungsinformationen;

— Einsortieren aller relevanten Initialisierungsdaten in einen grofien Kommunika-
tionsvektor;

— Versenden des Kommunikationsvektors an die Slave-Programme;

— Initialisierung eines Informationsmechanismus (Anlegen optionaler Ausgabeda-
teien);

— Erzeugung der Grobgitterinformation;
— Erzeugung der Grobgittermatrix;

— Anlegen diverser Vektoren (rechte Seite Vektor bzw. Losungsvektor fiir das
Grobgitter).

e Slave-Programme:

— Empfang der Initialisierungsdaten vom Master-Programm;

— Erzeugung der lokalen Gitterinformation;

Extraktion der lokal benotigten Daten;

Léschen der fiir andere Slave-Programme bestimmten Daten;

— Berechnung der logischen Feld- und Baum-Kommunikationskanéile auf Basis der
Nachbarschaftverhiltnisse;

— Aufbau der Systemmatrix mit verschiedenen Rand-Versionen fiir die Behand-
lung innerer Rénder;

— Anlegen diverser Vektoren (rechte Seite Vektor, Losungsvektor, lokale Kommu-
nikationsvektoren);

— Berechnung diverser Pointer fiir den Austausch der inneren Makrorénder bzw.
Uberlappungsbereiche.
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A.4.2 Gittergenerierung

e Master-Programm:

Das Grobgitter fiir das Master-Programm entspricht dem Makrogitter, das im Rah-
men der Initialisierung eingelesen wird. Es werden lediglich noch einige zusétzliche
Gitterinformationen erzeugt, die fiir den spiteren Matrixaufbau erforderlich sind.

Slave-Programme:

Die einzelnen Slave-Programme erhalten innerhalb des Initialisierungsvektors ihre
eigenen Geometriedaten und diverse Parameter hinsichtlich der zu erzeugenden Git-
terfeinheit bzw. der Anzahl an Mehrgitterleveln. Wie aus Punkt A.4.1 hervorgeht, er-
folgt die Erzeugung der lokalen Gitterhierarchie noch bevor die Initialisierungsdaten,
die nur fiir andere Slave-Programme bestimmt sind, lokal geloscht werden. So steht
im Fall elementweiser Uberlappung bei der Erzeugung der einzelnen Uberlappungs-
bereiche noch explizit die Geometrieinformation benachbarter Makros zur Verfiigung.
Diese wird im weiteren Verlauf dann nicht mehr benétigt und kann gel6scht werden.
In beiden Fillen werden innere Knotenwerte mehrfach gehalten, was je nach Uber-
lappungsbreite einen mehr oder weniger erhéhten Speicherbedarf nach sich zieht.
Wir moéchten nun die Numerierungsstrategien innerhalb der einzelnen Makrogitter
erldutern, siehe Abbildung A.9.

— Minimal diberlappender Fall:

Hier werden die lokalen Gitter zeilenweise numeriert. Wie in Kapitel 2.3 er-
lautert, ist die zeilenweise Numerierung von herausragender Bedeutung fiir die
rechnerische Effizienz unserer lokalen MG-Verfahren im Rahmen von SCARC
bzw. SCARC-CG (hinsichtlich der MFlop/s-Raten).

— FElementweise tberlappender Fall:

Hier beginnt die Numerierung im (inneren) minimal iiberlappenden Makroanteil
(Nummer 1), es folgen jeweils im Gegenuhrzeigersinn die einzelnen Kanten-Uber-
lappungsbereiche (Nummer 2, 3, 4, 5) und zuletzt die Diagonal-Uberlappungs-
bereiche (Nummer 6, 7, 8). In jedem Teilbereich wird zwar zeilenweise numeriert,
bezogen auf das gesamte Makrogebiet liegt aber keine zeilenweise Numerierung
mehr vor. In diesem einfachen Modellfall kénnte fiir das komplette Makro
natiirlich auch eine vollstindig zeilenweise Numerierung in Erwidgung gezogen
werden. Dies liefle sich aber spitestens in komplexeren Geometrien mit mehr
als einem Diagonalnachbarn nicht mehr durchhalten, da innerhalb der Uberlap-
pungsbereiche keine eindeutigen Zeilen bzw. Spalten mehr identifiziert werden
kénnten. Diese spezielle Numerierungstechnik hat jedoch noch einen weiteren
wichtigen Grund, auf den wir bei der Beschreibung der globalen Matrix-Vektor-
Produkte in Abschnitt A.4.6 noch einmal zuriickkommen werden.
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Abbildung A.9: Numerierungstechniken bei minimaler bzw. elementweiser Uberlappung

A.4.3 Aufbau der globalen rechten Seite

e Master-Programm:

Das Master-Programm ist nicht involviert.

e Slave-Programme:

Im Rahmen der lokalen Assemblierungsprozesse zum Aufbau der globalen rechten
Seite entsteht auf jedem Makro ©; zuniichst ein Typ 0-Vektor b?. Um die Konsistenz
mit dem globalen rechte Seite Vektor b herzustellen, muf} eine Typen-Konversion von
Typ0 zu Typ 1 durchgefiihrt werden

N
bi=R; Y _RD).

=1

Dieser Schritt erfordert die explizite Durchfiihrung lokaler Kommunikation zum
Aufaddieren innerer Randwerte zwischen benachbarten Makros, vergleiche Kapitel
A.3.3. Wihrend der Initialisierung wurden entsprechende Pointer-Vektoren fiir die
auszutauschenden Randdaten bereitgestellt.
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A.4.4 Aufbau der Systemmatrizen

e Master-Programm:

Fiir realistische Geometrien liegen sehr komplexe Grobgitter vor, in denen iiblicher-
weise keine expliziten Zeilen bzw. Spalten mehr erkennbar sind. Daher liegt der zu-
gehorigen Grobgittermatrix Ay die herkommliche kompakte Speichertechnik zugrun-
de, siehe Kapitel 2.3. So kann beim Matrixaufbau auf entsprechende Basis-Routinen
aus FEAT2D zuriickgegriffen werden. Die Grobgittermatrix wird benotigt zur Be-
rechnung der Grobgitterkorrektur innerhalb der 2-LEVEL-SCHWARZ-CG-Verfahren
bzw. aller globalen MG-Verfahren. Die Losung der Grobgitterprobleme soll jedoch
nicht iterativ, sondern direkt erfolgen (wir betrachten im wesentlichen Makrozer-
legungen mit hochstens 256 bzw. meist sogar deutlich weniger Makros). Die zuvor
in kompakter Weise erzeugte Matrix wird daher in ein quadratisches Speicherfor-
mat (mit entsprechend vielen Nulleintriigen) transferriert. Dann findet auf Basis von
LAPACK-Routinen eine LU-Zerlegung der Grobgittermatrix statt.

Slave-Programme:

Im Rahmen der lokalen Assemblierungsprozesse zum Aufbau der Systemmatrix ent-
steht auf jedem Makro €); zunichst eine Typ0-Matrix A? (Neumann-Matrix) mit

N
A=> R/A)R;.

=1

Die Matrizen A werden in jeder globalen MG- bzw. CG-Iteration bei der Berech-
nung globaler Matrix-Vektor-Produkte benotigt, vergleiche Kapitel A.3. Andererseits
werden fiir die lokalen MG-Verfahren T'yp 1 -Matrizen A; mit vollen Wert entlang in-
nerer Riander bzw. fiir die lokalen CG-Verfahren elementweise iiberlappende Typ o -
Matrizen A? bendtigt. Die Unterschiede innerhalb der einzelnen Matrizen betreffen
nur die Makrorénder, wihrend die Werte im Makroinneren fiir alle Typen identisch
sind. Um Speicherplatz zu sparen, haben wir daher ein Konzept entwickelt, das es
erlaubt, fiir jede lokale Systemmatrix je nach Zusammenhang die Werte entlang echt
innerer Riander auszutauschen, wihrend die Werte im Makroinneren unberiihrt blei-
ben. Zu diesem Zweck werden die betreffenden Randwerte in zwei verschiedenen
Austausch-Vektoren gespeichert und wahlweise in die Systemmatrix eingetragen. Pro
Makro wird also jeweils nur eine lokale Matrix plus 2 verschiedene Zusatzvektoren
gespeichert, deren Lange durch die Anzahl der inneren Randwerte bestimmt ist. Fiir
den minimal iiberlappenden Fall bzw. fiir den elementweise iiberlappenden Fall erge-
ben sich daraus zwei verschiedene Austausch-Mechanismen, die wir am Beispiel des
inneren Makros aus Abbildung A.8 illustrieren wollen. Zur Vereinfachung der Dar-
stellung sei die lokale Systemmatrix an dieser Stelle mit Hilfe des 5-Punkte-Sternes
aufgebaut worden (tatséichlich wurden alle Testrechnungen unter Verwendung des
9-Punkte-Sternes durchgefiihrt).
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Sei I'; := 09; \ 092 der innere Rand eines minimal iiberlappenden Makros 2; bzw.
[? := 902\ 09 der innere Rand eines elementweise iiberlappenden Makros Q2¢. Weiter-
hin sei I € €;\ 092; ein echt innerer Makroknoten und R € T'; ein innerer Randknoten
aus 0€);. Fiir I liegt in allen betrachteten Féllen derselbe Matrixstern vor, dagegen
miissen fiir R je nach Verfahren verschiedene Versionen betrachtet werden:

I - o
®
ORI 0 -1 0
— T, Stern(I)=| -1 4 -1
' 0 -1 O

— Minimal dberlappender Fall:

Bendotigt werden lokale T'yp 0 -Matrizen AY (mit anteiligem Wert enlang innerer
Rénder) zur Bildung der globalen Matrix-Vektor-Produkte bzw. lokale Typ1 -
Matrizen A; (mit vollem Wert entlang innerer Rénder) zur Durchfithrung der
lokalen MG-Verfahren. Zunéchst baut jedes Makro 2; seine lokale Neumann-
Matrix AY auf und speichert die zugehorigen ‘anteiligen’ Randwerte entlang T';
im ersten Austausch-Vektor. Um fiir A; die vollen Werte entlang innerer Rénder
zu erzeugen, findet wihrend der Initialisierung einmalig eine lokale Kom-
munikation und Summation der betreffenden Daten zwischen benachbartern
Makros statt. Die resultierenden ‘vollen’ Randwerte entlang I'; werden dann im
zweiten Austausch-Vektor gespeichert.

1. Austausch-Vektor (Typ0): 2. Austausch-Vektor (T'yp1):
0 —0.5 0 -1
Stern(R) = | =1 2 Stern(R)=| -1 4

0 —-0.5 0 -1



220

— Elementweise tiberlappender Fall:

Benotigt werden lokale Typ0-Matrizen A? (mit anteiligem Wert enlang in-
nerer Rinder) zur Bildung der globalen Matrix-Vektor-Produkte bzw. lokale
Typ1-Matrizen A? (mit elementweiser Uberlappung und vollem Eintrag ent-
lang T'; bzw. Nullrandbedingungen entlang I'?) zur Durchfiihrung der lokalen
CG-Verfahren. Auch hier baut jedes Makro €2; zunichst seine lokale Neumann-
Matrix A? auf und speichert die zugehorigen ‘anteiligen’ Randwerte entlang T';
in einem ersten Austausch-Vektor. Um fiir die Matrix A? den vollen Eintrag ent-
lang I'; bzw. die kompletten Uberlappungsbereiche Q2 \ €; zu bestimmen, findet
wiahrend der Initialisierung einmalig eine lokale Kommunikation zwischen
benachbarten Makros statt. Die erhaltenen Daten entlang ['; werden aufaddiert,
die Daten entlang des restlichen Uberlappungsbereiches 2\ Q; konsistent zur lo-
kalen Numerierung einfach angehéngt. Die ‘vollen’ Randdaten entlang I'; werden
dann in einem zweiten Austausch-Vektor gespeichert. Die Uberlappungswerte
auf ¢ \ ©; bleiben im weiteren Verlauf unveréindert, da sie fiir die Ausfiihrung
des globalen Matrix-Vektor-Produktes nicht benétigt werden.

1. Austausch-Vektor (Typ0): 2. Austausch-Vektor (T'ypd):
0 —-0.5 0 -1 0
Stern(R) = | —1 2 Stern(R)=| -1 4 -1
0 —-0.5 0 -1 0

Eventuelle Randwerte entlang des tatsdchlichen dufleren Randes 02 bleiben von diesem
Austausch-Mechanismus natiirlich unbeeinfluft und werden in die betreffenden lokalen
Matrizen bereits in der Aufbauphase integriert.

A.4.5 Globale Skalarprodukte

e Master-Programm:

Das Master-Programm ist nicht involviert.

e Slave-Programme:

Globale Skalarprodukte werden nur zwischen Typ 1-Vektoren gebildet. Sie werden in
jeder globalen MG- bzw. CG-Iteration zur Berechnung der globalen Defektnorm bzw.
zur Bestimmung neuer Abstiegsrichtungen bendtigt. Wie in Kapitel A.2 beschrieben,
ist hierzu globale Kommunikation erforderlich, was mit Hilfe unserer Baum-To-
pologie geschieht.
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Um globalen Kommunikationsaufwand zu vermeiden, sollte an anderen Stellen, etwa
innerhalb des globalen Glétters, auf die explizite Berechnung der Defektnorm ver-
zichtet werden. Dort wird (unabhéngig von der Defektnorm) iiblicherweise eine feste
Anzahl an Glattungsschritten durchgefiihrt.

Seien r,v zwei globale Vektoren und r; = R;r und v; = R;v die zugehorigen lo-
kalen T'yp1-Vektoren. Die Berechnung eines globalen Skalarproduktes s := (r,v)
wird wie folgt abgewickelt: Alle Makros bilden zunichst die entsprechenden lokalen
Skalarprodukte s; := (r;,v;), ¢ = 1,..., N. Dabei mufl beachtet werden, daf§ die be-
treffenden Vektoren entlang innerer Rénder bereits die vollen Werte besitzen. Fiir
alle Gitterknoten mit einer Haufigkeit grofler als 1 (Gitterknoten, die in mehreren
Makros gleichzeitig vorkommen), muf} daher sichergestellt werden, daf§ der zugehori-
gen Summenanteil nur ein einziges Mal in die lokalen Skalarprodukte einflieft. Zu
diesem Zweck wird fiir jedes Makro wihrend der Initialisierung eine Prioritétenliste
angelegt, die fiir jede Makrokante bzw. Makroecke dariiber entscheidet, ob ein zu-
gehoriger Kanten- bzw. Eckknoten bei der Berechnung des lokalen Skalarproduktes
mitsummiert wird oder nicht. Die lokalen Skalarprodukte s; werden ausgehend von
den Blittern des Baumes um eine Stufe des Baumes hochkommuniziert und sofort auf
den dortigen Anteil aufsummiert, vergleiche Abbildung A.10. Die lokalen Teilsum-
men werden wiederum um eine Stufe aufwirts kommuniziert und aufaddiert. Dieser
Prozefl wird wiederholt, bis schliellich der Knoten 1 erreicht ist, wo die endgiiltige
(globale) Summation der bis dahin erhaltenen Teilsummen stattfindet. Das Ergebnis
wird dann auf dem umgekehrten Weg wieder an die Blédtter zuriickkommuniziert. In
unserer Beispiel-Topologie mit 22 Makros sind hierzu genau 6 = 2 - 3 Kommunikati-
onszyklen erforderlich.

Aufwirts-Summation: Abwirts-Durchreichen:

Abbildung A.10: Globale Kommunikation zur Berechnung eines globalen Skalarproduktes
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A.4.6 Globale Matrix-Vektor-Produkte

e Master-Programm:

Das Master-Programm ist nicht involviert.

Slave-Programme:

In jeder globalen MG- bzw. CG-Iteration miissen globale Matrix-Vektor-Produkte
gebildet werden (bei der Defekt-Berechnung oder der Bestimmung neuer Abstiegs-
richtungen). Diese sollen das gleiche Resultat wie bei einer rein sequentiellen Abar-
beitung liefern. Wie bereits in Kapitel A.3 angedeutet, beruht die datenparallelisierte
Ausfiihrung des globalen Matrix-Vektor-Produktes A x fiir die globale Matrix A und
einen globalen Vektor x auf der Verwendung der lokalen Typ0-Matrizen A? (Neu-
mann-Matrizen) mit ZiN:1 RTA’R;, = A. Sei x; = R;z der zu = gehorige lokale
Typ1-Vektor auf Makro €2;. Dann gilt:

N N N
Az=Y RIARiw =Y RIA s, =Y RIyl =y.

i=1 =1 =1

Jedes Makro berechnet das lokale Produkt des T'yp 1 -Vektors x; mit der Typ 0 -Matrix
AY. Es resultiert ein lokaler Typ0-Vektor y? = A?z;. Der globale Ergebnisvektor
y = YN, RTy?, der dem seriell berechneten Resultat entspricht, bzw. seine lokalen
Typ 1-Anteile y; = R;y ergeben sich schliefilich durch lokale Kommunikation und
Summation der inneren Randkomponenten der einzelnen y? zwischen benachbarten
Makros. Es handelt sich um eine Typenkonversion von Typ0 nach Typ1, vergleiche
Kapitel A.3.2.

Dieser Ablauf ist sowohl fiir den minimal als auch elementweise iiberlappenden Fall
gleich. In beiden Fillen miissen zur Berechnung globaler Matrix-Vektor-Produkte
die inneren Randdaten der T'yp0-Matrizen A) aus dem zugehérigen 1. Austausch-
Vektor in die korrekten Positionen der lokalen Systemmatrix eingetragen werden.
Diese iiberschreiben dort voriibergehend die Werte der A; bzw. A%-Matrizen, die fiir
die lokalen MG- oder CG-Verfahren benétigt werden. Im Anschlufi an das Matrix-
Vektor-Produkt werden wieder die betreffenden Werte des 2. Austausch-Vektors ein-
getragen.

Hier wird auch deutlich, warum im elementweise iiberlappenden Fall zuerst die Git-
terpunkte im minimal iiberlappenden Makroanteil numeriert werden, wihrend die
Punkte in den Uberlappungsbereichen erst im Anschluf angehingt werden. Diese
spezielle Numerierungstechnik gewihrleistet, dal der Matrixanteil, der fiir das glo-
bale Matrix-Vektor-Produkt benétigt wird, kompakt zusammenhéingt und die betref-
fenden Matrix-Positionen nicht erst miihsam zusammengesucht werden miissen.
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A.4.7 Globale Defekte

e Master-Programm:

Das Master-Programm ist nicht involviert.

e Slave-Programme:

Die Berechnung des globalen Defektes d = b — A x involviert nur Typ 1 -Vektoren.
Wie unter A.4.6 beschrieben, wird zunichst das Matrix-Vektor-Produkt Az unter
Verwendung lokaler Kommunikation berechnet. Im Anschluf} besitzt jedes Makro
den zugehorigen T'yp1-Anteil y; des Ergebnisvektors y. Es folgt die lokale Linear-
kombination d; = b; — y;, wobei d; = R;d und b; = R; b die zu d und b gehorigen
Typ 1-Vektoren darstellen. Diese kann ohne jegliche Kommunikation ausgefiihrt wer-
den, da entlang innerer Réinder bereits die korrekten (vollen) Werte vorliegen.

A.4.8 Globaler Gittertransfer

e Master-Programm:

Das Master-Programm ist nicht involviert.

e Slave-Programme:

Globaler Gittertransfer wird nur innerhalb des globalen MG-Verfahrens fiir Typ 1 -
Vektoren benétigt. Unsere Mikrozerlegungsprozedur zur Erzeugung der lokalen Ma-
krogitter ist gerade so definiert, dafl aufeinanderfolgende Gitterlevel fast vollstindig
durch isotrope Verfeinerung auseinander hervorgehen. Die einzige Ausnahme tritt
bei lokal anisotroper Verfeinerung in den beiden Gitterschichten auf, die unmittelbar
mit der anzundhernden Grenzschicht benachbart sind, vergleiche Kapitel 2.2. Daher
verwenden wir prinzipiell die in Abbildung A.11 dargestellten Standard-Transfer-
Operatoren. Unsere numerische Erfahrung hat gezeigt, dal die beiden Ausnahme-
Gitterschichten in diesem Zusammenhang keinerlei Probleme bereiten.

Die globale Restriktion (=Y «— RU=1z® bzw. Prolongation z() « RU-DT (=D
nerhalb des globalen MG-Verfahrens lduft nun folgendermafien ab: Wie in Abbildung
A.11 illustriert, ergeben sich die neuen Komponenten auf dem nichst groberen bzw.
feineren Gitter durch eine Mittelwertbildung umliegender Komponenten. Im echt in-
neren Anteil eines Makros €; \ 0€2; laufen die Transferoperationen wie gewohnt ab.
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Restriktion: Prolongation:
| | |
Q.i Qj Q‘i
1 18 1 | 1 [
N A —— & —ip
T @ G-
&)@ —— i — 00—
| I | | I |

Abbildung A.11: Globaler Gittertransfer

Da wir es hier nur mit 7T'yp1-Vektoren zu tun haben, liegen entlang innerer Ma-
krorander T'; bereits globale Vektorkomponenten vor, so dafi anstelle der beidseitigen
Verwendung der halben Gewichte 1/4 bzw. 1/2 auch die einseitige Verwendung der
vollen Gewichte 1/2 bzw. 1 fiir einen inneren Randknoten in Erwiigung gezogen
werden konnte. Um an die néchst innenliegenderen Komponenten des Nachbarn zu
gelangen, ist jedoch ohnehin lokale Kommunikation erforderlich. Dies betrifft die
Restriktion und Prolongation gleichermaflen. Die beidseitige Verwendung des halb-
en Gewichtes hat den Vorteil, dafl zunéichst ein lokaler Typ 0-Vektor entsteht, der
mittels lokaler Kommunikation in einen 7Typ1-Vektor umgewandelt werden kann.
Auflerdem bietet sich hier die einfache Méoglichkeit, im Fall anisotroper Makrozer-
legungen mit groflen Spriingen zwischen benachbarten Makros durch entsprechende
Gewichtung der einzelnen Komponenten die tatsdchlichen Makro-Groflenverhiltnisse
zu beriicksichtigen.

Da der globale Gittertransfer lediglich lokale Kommunikation erfordert, handelt es
sich um eine leicht parallelisierbare Operation, die zumindest fiir feinere Gitterlevel ei-
ne relativ hohe parallele Effizienz besitzt. Bei zunehmender Gittervergroberung wird
jedoch das Verhéltnis zwischen Kommunikation und Arithmetik immer schlechter:
Pro Prozessor sind immer weniger Gitterknoten zu bearbeiten, so dafi die lokale Re-
chenleistung nicht ausgenutzt werden kann. Gleichzeitig miissen relativ hdufig immer
weniger Daten ausgetauscht werden.
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A.4.9 Globales Grobgitterproblem

e Master-Programm:

Das Master-Programm empféngt mittels einer aufwérts gerichteten Baum-Kommuni-
kation einen groflen Kommunikationsvektor, auf den alle Slave-Programme ihren lo-
kalen Anteil am globalen Defekt-Vektor fiir das Grobgitterproblem eingetragen ha-
ben. Zunichst miissen diese Anteile in die entsprechenden Positionen des zugeho-
rigen Master-Vektors eingetragen werden. Dann erfolgt die direkte Losung des resul-
tierenden Gleichungssystems auf Basis der LU-Zerlegung der Grobgittermatrix, die
wiahrend der Initialisierung erzeugt wurde. Die zu einzelnen Makros korrespondie-
renden Komponenten des Ergebnisvektors miissen nun in konsistenter Weise wieder
in den Kommunikationsvektor einsortiert und baumabwirts an die Slave-Programme
verschickt werden.

e Slave-Programme:

Zunéchst berechnet jedes Slave-Programm seinen lokalen Anteil am globalen Defekt-
Vektor fiir die Grobgitterkorrektur. Ausgehend von den Blétter-Knoten sortiert dann
jedes Slave-Programm seinen Anteil an korrekter Stelle in einen entsprechend grof3
dimensionierten Kommunikationsvektor ein. Dieser wird um eine Stufe des Baumes
hochkommuniziert, dort von allen zugehorigen Slave-Programmen wiederum gefiillt,
bis auf Knoten 1 schliefilich alle Anteile eingebracht wurden, vergleiche Abbildung
A.12. Schliellich wird der Kommunikationsvektor an den Master-Knoten 0 geschickt,
wo die globale Grobgitterlésung erfolgt. Die Slave-Programme warten die Master-
Lésung ab und empfangen schlieflich innerhalb einer abwirts gerichteten Baum-
kommunikation den Ergebnisvektor des Master-Programmes. Dabei entnimmt jedes
Slave-Programm die ihm zugeordneten Daten und gibt den restlichen Kommunika-
tionsvektor unverdndert an seine Kindknoten weiter bis schliefllich die Blatter des
Baumes erreicht sind. In unserer Beispieltopologie mit 23 Slave-Knoten plus Master
sind dazu insgesamt 8 = 2 - (3 + 1) Kommunikationsszyklen erforderlich.

Die Lésung des Grobgitter-Problems fiihrt zu erheblichen Verlustzeiten durch Kom-
munikation und Synchronisation und stellt sowohl fiir die SCHWARZ-CG-Verfahren
als auch die globalen MG-Verfahren einen moglichen Flaschenhals dar. Es handelt
sich um einen Prozef} mit niedriger paralleler Effizienz, da erstens globale Kommuni-
kation erforderlich ist, zweitens die Slave-Prozesse wihrend der Master-Losung sozu-
sagen arbeitslos sind und drittens jeder Slave-Prozef nur einige wenige Daten in den
Kommunikationsvektor einbringt (im Grenzfall handelt es sich nur um die zu den
Makroecken gehorigen 4 Komponenten). Alternativ konnte eine verteilte Losung des
Grobgitterproblems (ohne Verwendung eines Master-Prozesses) in Erwégung gezogen
werden. Diese besédfle jedoch ein denkbar schlechtes Verhéltnis von Kommunikations-
zu Rechenzeit, da jeder Slave-Prozef nur eine sehr kleine Anzahl an Knoten zu bear-
beiten hitte, im Gegensatz dazu jedoch sehr hiufig kleinste Datenmengen kommuni-
zieren miiffite. Daher stellt dieser Zugang fiir uns keine ernstzunehmende Alternative
dar.
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Kommunikationevektor

Abbildung A.12: ‘Aufwérts’-Kommunikation der lokalen Grobgitterdaten

Immerhin benétigt die Master-Variante lediglich einen kompletten Durchlauf durch
die Baum-Topologie (Auf- und Abwirts-Transfer). Deutlich mehr ins Gewicht fallen
jedoch die Wartezeiten auf den Slave-Prozessen wihrend der Master-Losung. Dies
wirkt sich umso schwerwiegender aus, je grofler das Grobgitterproblem im Fall rea-
listischer Topologien selbst noch ist. Dieses Problem konnte abgemildert werden,
wenn es moglich wére, die Slave-Prozesse fiir die Dauer der Master-Lésung mit an-
deren niitzlichen Berechnungen zu beschéftigen. Leider ist unser Programm in dieser
Hinsicht noch nicht optimiert.

Die Gesamtkosten héngen natiirlich stark davon ab, wie oft das Grobgitterproblem
im Verlauf der gesamten Rechnung gelost werden mufl. Gliicklicherweise haben wir
fiir alle betrachteten Verfahren immerhin die Chance, durch entsprechend hohen lo-
kalen Aufwand (moglichst exakte Teilgebietslosungen) die Anzahl der dufleren Itera-
tionen zu minimieren und auf diesem Weg globalen Aufwand einzusparen. Im Fall
von BLOCK-MG, SCARC und SCARC-CG spielt es natiirlich auch eine grofie Rolle,
welcher Mehrgitterzyklus fiir das globale MG-Verfahren verwendet wird. Da sich der
kostengiinstige V-Zyklus im stark anisotropen Fall als relativ instabil erwiesen hat,
verwenden wir prinzipiell den deutlich stabileren F-Zyklus.
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A.4.10 ScHwWARZ-Vorkonditionierer

Wir moéchten den Ablauf der SCHWARZ-Vorkonditionierung exemplarisch am Beispiel des
additiven und multiplikativen 2- LEVEL-SCHWARZ-Vorkonditionierers illustrieren. Alle iibri-
gen Vertreter laufen in analoger Weise ab.

Wie in Kapitel 3.1 definiert, sei By := RY Ay Ry und BY := R®" (A%) 'R’ i=1,...,N.
Wir werden nun die einzelnen Teilschritte von AS2-CG bzw. MS2-CG aufschliisseln.
Dabei wird explizit angegeben, ob fiir die betreffenden Teilschritte lokale Kommunikation
(Kiokar) bzw. globale Kommunikation (Kgopai) erforderlich ist.

Yo < BO r : Kgloba,l
B yf — Bf T

v Yo+ XN v Kiokal

Der Vektor r des globalen CG-Verfahrens liegt in verteilter Form auf jedem einzelnen
Teilgebiet €2; als Typ 1-Vektor vor. Dagegen werden fiir die lokalen Teilgebietsprobleme
yS «— ROT(A%)~'R%r auch die zugehdrigen Werte RS 7 auf den Uberlappungsbereichen
des erweiterten Teilgebietes Q¢ bendtigt. Zu diesem Zweck ist einmalig zu Beginn der lo-
kalen CG-Verfahren eine Typenkonversion von Typ1lzu Typd geméfl A.3.3 erforderlich.
Anschlielend kénnen die lokalen Probleme vollig unabhéingig voneinander ablaufen. Nach
deren Abschluf8 miissen gem#f Abbildung A.7 die kompletten Uberlappungsbereiche zwi-
schen benachbarten Teilgebieten ausgetauscht und aufsummiert werden, y «— >~ , 2. Dies
erfordert pro Makro die lokale Kommunikation von 2 - A Gitterschichten entlang innerer
Rénder (die duere Gitterschicht besitzt nach Konstruktion Nulldaten und muf} nicht aus-
getauscht werden).

Die Master-Losung des Grobgitterproblems yq < Byr benotigt geméfl Kapitel A.4.9 globale
Kommunikation. Wenn sichergestellt ist, da} alle Slave-Prozesse vor Beginn der eigenen
lokalen Berechnungen ihren Grobgitter-Anteil bereits an den Master verschickt haben, dann
kann die Master-Losung parallel zu den Slave-Lésungen erfolgen, so dafl keine Wartezeiten
auf den Slave-Prozessen entstehen (iiblicherweise dauern die Slave-Losungen lénger als die
Master-Losung).



Multiplikativer 2-LEVEL-SCHWARZ

v+ Bgr -~

global

d < r—Av : Klokal
-~ y?(—Bjd

Y

U<—U+Zj€Color¢B;'s(T_Av)a 7,:1,,q

5 .
UV 4=V + Yccoor; Yi - Kiokal

Beim multiplikativen 2-LEVEL-SCHWARZ erfolgt die Grobgitterlosung 3, <— Byr explizit
vor Beginn der Slave-Losungen y;-s — B;-s(r — Av), so daB es auf den Slave-Prozessen zu
Wartezeiten kommt. Im Anschlufl werden die Slave-Losungen in kolorierter Weise unter
Verwendung von ¢ Farben durchgefiihrt, vergleiche Abbildung A.13 fiir unsere Beispiel-
Makrozerlegung. Der wesentliche Unterschied zur rein additiven Variante besteht in der
standigen Neuberechnung des Defektes 7 — Av nach Beendigung jeder Farbe, was mit
entsprechendem Aufwand (lokale Kommunikation) verbunden ist, siehe Kapitel A.4.7.

Erschwerend kommt hinzu, dafl eine Symmetrisierung vorgenommen werden muf, so dafl
alle Teilprobleme in umgekehrter Reihenfolge nochmal durchlaufen werden miissen, ver-
gleiche Kapitel 3.1. Bei der ‘kolorierten’ Summation 3 ;ccoor, yg ist (entgegen dem ersten
intuitiven Eindruck) explizit die lokale Kommunikation der Uberlappungsbereiche erfor-
derlich, denn alle Makros, die nicht zur gerade aktuellen Farbe gehoren, bendtigen fiir ihre
folgenden Berechnungen die neuen Werte von v entlang der gemeinsamen Uberlappungs-
bereiche. Insgesamt ist MS2-CG folglich sehr viel aufwendiger als AS2-CG.

Colory: Color;: Colors: Colory:

Abbildung A.13: Kolorierte Durchfiihrung der multiplikativen 2- LEVEL-SCHWARZ-Vorkon-
ditionierung
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A.4.11 Brock-Vorkonditionierer

Wir erldutern den Ablauf der BLOCK-Vorkonditionierung am Beispiel des BLOCK-GAUSS-
SEIDEL-Vorkonditionierers Bggs (Jacobi-artige Blockung lokaler PUNKT-GAUSS-SEIDEL-
Glitter), vergleiche Kapitel 3.2. Dieser wird zur Vorkonditionierung der globalen Basisite-

ration wéhrend der globalen Vor- und Nachgliattung eingesetzt. Seien DZ@ und Lgl) die zu
Al(l) gehorigen lokalen Diagonal- und unteren Dreiecksmatrizen auf Level [, ¢ = 1,..., N.
Dann ist der Ablauf der BLOCK-GAUSS-SEIDEL-Vorkonditionierung auf Level [ des globa-

len MG-Verfahrens wie folgt:

BLOCK-GAUSS-SEIDEL

globaler Defekt

dO — 0 — A L0 ~— Kiokal

Y

~ T
v e ZL R (D + L) R A

Y

globale Korrektur

E lokale Glattungsschritte

Die Berechnung des globalen Defektes d¥) := p® — AWzW erfolgt gemif A.4.7 unter Ver-
wendung lokaler Kommunikation (Typenumwandlung von Typ0 zu Typ1). Die Restrik-
tionen dgl) — Rgl) d" bediirfen keiner Kommunikation, da der Vektor d) auf den einzelnen
Teilgebieten automatisch in T'yp 1 -Form vorliegt. Auch bei den lokalen Glattungsschritten
yzw — (D;+ L;)™! dz(l) handelt es sich um rein lokale Operationen, die unabhéngig vonein-
ander auf den einzelnen Makros ablaufen kénnen. Da wir es nur mit 7Typ 1 -Vektoren zu

tun haben, liegen auf jedem Makro entlang innerer Rénder die vollen Werte vor. Daher

ist im Teilschritt y® <« ileREl)Tyi(l) eine lokale Kommunikation (Austausch von genau
einer inneren Gitterschicht) mit anschlieBender Mittelung der inneren Randdaten erfor-
derlich, vergleiche Abbildung A.6. Die globale Korrektur kann dann wieder ohne jegliche
Kommunikation berechnet werden.
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Der logische Ablauf ist fiir alle betrachteten BLOCK-Glétter gleich: die lokalen Berechnung-
en konnen voéllig unabhingig voneinander ablaufen und erfordern eine abschliefende lokale
Kommunikation. In dieser Hinsicht besteht folglich eine grofe Ahnlichkeit zum additiven 1-
LEVEL-SCHWARZ. Die Unterschiede zwischen BLOCK- und SCHWARZ-Vorkonditionierung
bestehen dagegen in der Art der Uberlappung (minimal versus elementorientiert), dem
Ausmafl an lokaler Kommunikation (1 Gitterschicht versus 2 - A Gitterschichten) und der
Nachverarbeitung der Randdaten (Mittelung versus Summation).

Auf eine kleine Besonderheit bei der Durchfiihrung der lokalen PUNKT-Glétter sei an die-
ser Stelle hingewiesen: Es wurde in Kapitel 2.3 bereits erwéhnt, dafl Divisionen iiblicher-
weise deutlich teurer sind als Multiplikationen. Wir sind daher bemiiht, Divisionen so
weit wie moglich zu vermeiden und durch entsprechende Multiplikationen zu ersetzen. Die
Durchfiihrung des GAUSS-SEIDEL-Verfahrens in herkémmlicher Implementierung basiert
auf der expliziten Division durch die Hauptdiagonalelemente. Um dem Abhilfe zu leisten,
wird wihrend der Initialisierungsphase der herkommliche GAUSS-SEIDEL in konsistenter
Weise in eine divisionsfreie Variante iiberfiihrt. Zu diesem Zweck werden die Reziproken
der Diagonalelemente explizit in einem zusétzlichen Hilfsvektor gespeichert und die untere
Dreiecksmatrix entsprechend skaliert. Die Optimierung der lokalen Glétter ist wesentliches
Thema der Diplomarbeit von Altieri [3]. Neben diversen anderen Optimierungskriterien
(lokale Anisotropieverhiltnisse!) wurden dort fiir alle betrachteten Varianten divisionsfreie
Varianten entwickelt, die in unsere Implementierung integriert wurden.



231

A.4.12 ScaRC-Vorkonditionierer

Wir moéchten nun den Ablauf der SCARC-Vorkonditionierung néher erldutern. Diese wird
zur Vorkonditionierung der %lobalen Basisiteration wéhrend der globalen Vor- und Nach-
glattung eingesetzt. Seien yZ = 0 zugehorige Startlésungen fiir die lokalen MG-Verfahren.
Weiterhin bezeichne ng)t(i) den fiir Makro (2; optimalen lokalen Glatter gemifl unserem
Katalog an Referenzelementlésern. Dann ist der Ablauf der SCARC-Vorkonditionierung
auf Level [ des globalen MG-Verfahrens wie folgt:

globaler Defekt

dO — pO — 4D L0 ~— Kiokal

Y

E lokale MG- Verfahren

dV « RY q0
~ (<—MG( ,d)

~ T
yO « S B MG AL, By RO d) .
) Eilei) yz() ! Kiokal

Y

globale Korrektur
x(l) — x(l) + y(l)

Auch hier sind lediglich T'yp 1 -Vektoren involviert. Was die Art bzw. Anzahl der benétigten
Kommunikationen anbelangt, entspricht der Ablauf fiir SCARC demjenigen fiir die BLOCK-
Glatter: Zur Berechnung des globalen Defektes ist eine lokale Kommunikation erforderlich.
Die Restriktionen dz(l) — REZ d® liegen nach Konstruktion auf den einzelnen Teilgebie-
ten automatisch vor. Die lokalen MG-Verfahren M G(l, A ngt(z) yzgl), dZ(-l)) sind véllig un-
abhéngig voneinander und laufen auf jedem Makro rein serlell ohne jegliche Kommunikation
ab. Erst nach deren Abschluf} ist gemafi Abbildung A.6 wiederum der lokale Austausch der

—~ T
inneren Randdaten mit anschlieender Mittelung erforderlich, y® < Ei]ile(l) ygl). Die
globale Korrektur kann dann wieder ohne Kommunikation berechnet werden.

Wird SCARC (als komplettes MG-Verfahren) wiederum als Vorkonditionierer innerhalb
eines globalen CG-Verfahrens verwendet, SCARC-CG, so gelten hinsichtlich der Kommu-
nikationsabldufe die Aussagen bzgl. des nachfolgend dargestellten globalen MG-Verfahrens
A.4.14 sowie der hier dargestellten reinen SCARC-Vorkonditionierung.
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A.4.13 Globales CG-Verfahren

Initialisierung:

r0O=A2°—b

<~ Kioka

1-LEVEL-SCHWARZ-CG : Kiokai
2-LEVEL-SCHWARZ-CG : Kiokat + Kgiobai
ScaARC-CG

Ad*

: Kiokal

(dk, A dk) : Kglobal

(¥, o)

<«— Ad* bereits berechnet

—

! Kiokal + Kgiobal

: bereits berechnet!

1-LEVEL-SCHWARZ-CG : Kjokal
2-LEVEL-SCHWARZ-CG : Kjokat + Kgiobai
ScARC-CG

(Tlc-i-l7 Uk+1)

(r*, o)

: K global

! Kiokat + Kgioba

: bereits berechnet’

! In der Praxis wird (r*, v*) bereits wihrend der Initialisierung (k = 0) bzw. wihrend der
Iteration £ — 1 berechnet.
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Alle auftretenden Vektoren sind vom Typ1, entlang innerer Rénder liegen also stets die
vollen Eintrége vor (entsprechend dem Fall einer rein seriellen Ausfiithrung). Insgesamt
werden pro Iteration 1 Vorkonditionierungsschritt, 2 globale Skalarprodukte, 1 globales
Matrix-Vektor-Produkt und 3 Linearkombinationen (DAXPY-Operationen) benétigt. Die
explizite Durchfiihrung eines Abbruchtests hinsichtlich der Defekt-Norm erfordert in der
Praxis pro Iteration die Berechnung eines weiteren globalen Skalarproduktes.

Die Parallelisierung der einzelnen Komponenten ergibt sich in zuvor beschriebener Weise:
die Berechnung des globalen Defektes 7° = Az% — b bzw. der globalen Matrix-Vektor-
Produkte A d* erfordert lokale Kommunikation, vergleiche A.4.7 und A.4.6. Je nach Vorkon-
ditionierer wird im Schritt v® = B r? nur lokale Kommunikation (1-LEVEL-SCHWARZ-CQG)
bzw. lokale und globale Kommunikation (2-LEVEL-SCHWARZ-CG, SCARC-CGQG) benétigt,
vergleiche A.4.10 bzw. A.4.12. Die Berechnung der globalen Skalarprodukte erfordert glo-
bale Kommunkation gemaf3 A.4.5. Die Linearkombinationen kénnen prinzipiell ohne Kom-
munikation durchgefiihrt werden.

Die SCHWARZ-CG-Verfahren basieren explizit auf dem Wechselspiel zwischen Typ 0-Ma-
trizen (fiir globale Matrix-Vektor-Produkte) und Typ 1-Vektoren (fiir globale Defekte, Ab-
stiegsrichtungen) innerhalb des globalen CG-Verfahrens bzw. Typ d -Matrizen und Typ -
Vektoren innerhalb der lokalen Teilgebietsprobleme. Es ist jedoch auch méglich, wihrend
des kompletten Programmablaufes (also insbesondere im globalen CG-Verfahren) aus-
schlielich die iiberlappenden Typ § -Datentypen zu verwenden. Diese Vorgehensweise lag
einer Vorgénger-Version unserer Implementierung zugrunde. Das globale Matrix-Vektor-
Produkt wurde berechnet, indem zunéchst jedes Makro sein lokales Produkt zur iiberlap-
penden Typd-Matrix A2 berechnete. Die Matrizen A? besitzen nach Konstruktion innere
Nullrandwerte, wihrend sie im restlichen Makroanteil mit der globalen Matrix A iiberein-
stimmen. Bei der Berechnung der lokalen Produkte wurden die Matrizen A¢ mit Typd-
Vektoren multipliziert. Das Ergebnis stimmte nur entlang innerer Rinder nicht mit dem
zugehorigen globalen Matrix-Vektor-Produkt iiberein. Die betreffenden Daten lagen je-
doch in korrekter Form bereits im Inneren von unmittelbar {iberlappten Nachbarn vor und
konnten mit Hilfe einer lokalen Kommunikation direkt iibernommen werden. Der Nachteil
diese Variante ist naheliegend: Im globalen CG-Verfahren miissen stédndig die Werte auf
den Uberlappungsbereichen Q2 \ Q; mitgeschleppt werden, obwohl sie dort eigentlich nicht
erforderlich sind. Dies erhéht speziell fiir gréfieres A den Aufwand beim globalen Matrix-
Vektor-Produkt in betriachtlicher Weise. Der Vorteil dieses Zugangs bestand jedoch darin,
dafl das globale CG-Verfahren den fiir die Vorkonditionierung benétigten Defekt bereits
in iiberlappender Typ § -Version berechnete und keine explizite Konversion von T'yp 1 nach
Typ § erforderlich war, vergleiche Kapitel A.3.2. Auflerdem muflte kein Austausch der inne-
ren Matrix-Randdaten geméfl A.4.4 vorgenommen werden. Diese Schritte sind jedoch nur
ein einziges Mal pro duflerer CG-Iteration notwendig, wihrend der wesentliche Aufwand in
die Losung der lokalen Teilgebietsprobleme einfliefit. Um alle Programmversionen unter-
einander konsistent zu halten, sind wir zu der zuvor dargestellten Variante {ibergegangen.
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A.4.14 Globales MG-Verfahren

MG-Iteration fiir Level I > 1: z® «+ MG, AV, BO, 20 pD)

dD b0 — AOz0 : Kjorar
~— ¢ 4O« BOGO : Kiokal
W 2O 4 4O

Grobgitterkorrektur:

Y
Restriktion

BD  RED(p0 — A0 z0)

.

Grobgitterliosung

dO — b0 — ADLD . Ky
~—
b REDAD - Kyopa

e fiir [ > 1 p-maliger Aufruf von:

MG(l — 1, At=D BU=1) g(=1) p=1)) ~— Kiokal

e fiir [ =1 (exakte) Master-Losung:
A1) 4(-1) — 1)

!

Prolongation

20 — 2O 4 g1 0-1)

~— K global

T

y®  RED 2070 Kygpar

.<_
x(l) — .’L'(l) + y(l)

dD b0 — AWz Kypa
~— 4O« BOGO - Kiokat
2@ 20 4 4O
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Der Ablauf fiir das globale MG-Verfahren ergibt sich in analoger Weise. Als Vorkonditio-
nierungsmatrizen werden entweder die BLOCK-Vorkonditionierer von Kapitel 3.2 oder unser
ScARC-Vorkonditionierer aus Kapitel 3.3 verwendet. In beiden Fillen ist wihrend der lo-
kalen Berechnungen keine Kommunikation erforderlich. Lediglich nach deren Abschlul muf
eine lokale Kommunikation mit anschlieBender Mittelung durchgefiihrt werden, vergleiche
A.3.3.

Auch hier wird in der Praxis noch ein zusétzlicher Abbruchtest hinsichtlich der Defekt-
norm durchgefiihrt, was pro MG-Iteration die Berechnung eines weiteren globalen Skalar-
produktes erfordert. Ansonsten wird globale Kommunikation nur bei der Berechnung des
Grobgitterproblems verwendet, vergleiche A.4.9.

A.5 Programmcode

Auf die explizite Auflistung des kompletten Programmcodes wollen wir aus Platzgriinden
verzichten. Eine ausfiihrliche Beschreibung der Programmstruktur bzw. der einzelnen Rou-
tinen findet sich im Internet unter:

http://www.featflow.de/susanne/program.html
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