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4 1 FEINLEITUNG

1 Einleitung

Unter einer Pflasterung stellen sich die meisten Menschen wohl die liickenlose Uber-
deckung einer Fléche mit kleineren Elementen wie Fliesen oder eben Pflastersteinen vor.
Die mathematische Abstraktion liegt auf der Hand: Eine Pflasterung? ist eine liickenlose
Packung des R? mit Teilmengen desselben, den Steinen. Diese sollen nicht allzu exotisch
sein, also einige Eigenschaften aufweisen wie etwa Kompaktheit oder Zusammenhang.
Weiterhin sollte die Anordnung der Steine mathematisch zu beschreibenden Regeln
gehorchen.

Es gibt in Kunst und Architektur schon seit langer Zeit ausgekliigelte Beispiele fiir
Pflasterungen in diesem Sinne — man denke an rémisch-hellenistische Mosaike oder
die komplexen geometrischen Strukturen an den Winden der Alhambra —, und es
existieren auch einige wichtige mathematische Arbeiten, die sich in diesen Rahmen
einordnen lassen. Zwei Beispiele sind die Arbeiten von KEPLER und die frithen Arbei-
ten von HEESCH (s. dazu [GS]). Diese sind insofern typisch fiir dieses Themengebiet,
als sie isolierte Einzelleistungen darstellen, ohne direkte Vorginger und Nachfolger zu
haben. Noch 1987 beklagen GRUNBAUM und SHEPHARD, die Autoren von 'Tilings and
Patterns’ [GS], dem mathematischen Standardwerk iiber Pflasterungen, im Vorwort
zu demselben: 'Perhaps our biggest surprise when we started collecting material for the
present work was that so little about tilings and patterns is known.’

1. Quasikristalle

Heute hat sich die Situation gedndert. Ein Grund ist sicherlich das eben genannte Buch,
in dem eine riesige Menge alter und neuer Ergebnisse zusammengetragen und in kon-
sistenter Weise dargestellt sind. Der andere, vielleicht ausschlaggebendere Grund ist
aber die Entdeckung der Quasikristalle. Das sind Festkorper, die weder Kristalle sind
noch Gléiser: In Quasikristallen weisen die Positionen der Atome, anders als in Glésern,
eine hohe lokale und globale Ordnung auf, liegen aber nicht wie bei einem Kristall auf
einem Gitter. Die ersten theoretischen Modelle, die diese Strukturen vorwegnahmen,
gehen zuriick auf PENROSE (fiir zwei Dimensionen, [PEN]), AMMANN, MACKAY (fiir
zwei und drei Dimensionen, [GS],[MAc]) und KRAMER (fiir drei Dimensionen, [KRA]).
Diese Modelle sind allesamt Pflasterungen im mathematischen Sinne, und zwar nicht-
periodische? Plasterungen. (Vollperiodischen Pflasterungen liegt ein Gitter zu Grunde,
sie kénnen also nur als Modelle fiir Kristalle dienen.)

Der erste Nachweis eines realen Quasikristalls gelang 1984 SHECHTMAN, BLECH, GRA-
TIAS und CAHN ([SBGC]), und zwar mit Hilfe der Beugungsmuster der von ihnen her-
gestellten Proben. Durchleuchtet man einen — idealen — Kristall mit Rontgenstrahlen,
so erhélt man als Beugungmuster ein Bild aus isolierten Punkten, den ’'Bragg-peaks’
(etwa auf Fotopapier, das von den gebeugten Rontgenstrahlen belichtet wird). Dieses
Punktmuster spiegelt die Symmetrien des Kristalls wider. Festkérper ohne hohe Ord-

'Tn manchen Texten auch ’Parkett’ oder 'Parkettierung’, engl. ’tiling’, selten ’tesselation’ o. ’paving’
2Nichtperiodisch heifit eine Pflasterung P, wenn aus P = P + ¢ folgt ¢ = 0.



nungsstruktur (ohne ’long range orientation order’) dagegen liefern ein diffuses Bild
ohne scharfe Punkte. SHECHTMAN et al. erhielten scharfe Beugungsmuster aus Bragg-
peaks, ihre Probe besafl also einen hohen Grad an Ordnung. Die Muster aber lielen
auf die fiir Kristalle unmogliche Ikosaedersymmetrie schliefen, daher war der von ih-
nen entdeckte Festkorper auch kein Kristall: Eine neue Gruppe von Festkorpern war
nachgewiesen, die Quasikristalle.

Mathematisch gesehen ist solch ein Beugungsexperiment nichts anderes als eine Fou-
riertransformation: Aus der Pflasterung erhilt man durch geeignete Dekoration der
Steine mit Punkten eine Punktmenge D. (Steine gleichen Typs erhalten dieselbe De-
koration. Aus physikalischer Sicht kann man diese Dekoration z.B. als Atompositionen
auffassen.) Daraus bildet man die ’Autokorrelationsfunktion’, die — zumindest unter
einigen idealisierenden Voraussetzungen — folgende Form hat:

w= Z v(x)d, <(5w Dirac-Ma8, also 6,(A) = {

rzeXp

1 fallsze A (1)
0 fallsz¢ A

Hierbei ist Xp = {z| 2z =2 —y,z € D,y € D} und v(x) die Dichte der Punkte z € D,
so dass z+z € D. Die Fouriertransformierte j liefert dann das Beugungsmuster von D.
Ist i Summe von Diracmaflen, so zeigt das Beugungsmuster die oben angesprochenen
‘Bragg-peaks’.

2. Quasiperiodische Pflasterungen

Diesen Pionierarbeiten folgten viele weitere Entdeckungen sowohl in Kristallographie,
Chemie und Experimentalphysik als auch in theoretischer Physik und Mathematik,
und in letzterer vor allem auf dem Gebiete der Pflasterungen. Unter anderem galt es,
das Konzept einer nichtperiodischen, aber hochgeordneten Pflasterung prazise zu de-
finieren. Ein wichtiger Begriff dafiir ist ’repetitiv’. Damit ist im Wesentlichen lokale
Ununterscheidbarkeit gemeint: Aus einem endlichen Ausschnitt der Pflasterung kann
man nichts iiber dessen globale Position in der Pflasterung folgern. Eine weitere wich-
tige Eigenschaft, die hohe lokale Ordnung ausdriickt, ist ’lokal endliche Komplexitét’.
Eine Pflasterung P ist von lokal endlicher Komplexitéit, wenn es — modulo Transla-
tionen — zu jedem r > 0 nur endlich viele verschiedene Steinmengen C C P gibt, die
in eine Kugel vom Radius r passen. Auf diese Begriffe wird in Kapitel 2 ausfiihrlich
eingegangen. Obwohl néamlich diese beiden Eigenschaften eine natiirliche und sinnvolle
Abschwichung der Eigenschaft ’kristallographisch’ darstellen, herrschte lange Zeit Un-
klarheit iiber genaue Definitionen und Bezeichnungen, ferner iiber die Zusammenhénge.
Ein Teil dieser Arbeit ist diesem Problem gewidmet.

Untersuchungsgegenstand der meisten Arbeiten iiber nichtperiodische Pflasterungen
sind nichtperiodische, repetitive Pflasterungen. Unter diesen wiederum sind die 'quasi-
periodischen’ Pflasterungen die am haufigsten behandelten. Dazu zéihlen z.B. die Pen-
rosepflasterungen. Eine zufriedenstellende mathematische Definition fiir diesen Begriff
steht noch aus (siehe dazu [BAA]), aber sie sollte unter anderem die folgenden Punkte
abdecken:
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Q1 Die Pflasterung ist repetitiv.

Q2 Die Fouriertransformierte der Autokorrelationsfunktion ist Summe von Punkt-
maflen; das Beugungsmuster besteht also aus 'Bragg-peaks’.

Q3 Bildet man zur Pflasterung P idhnlich wie oben Xp = {2|T € P,T + z € P}
und daraus den 'Translationsmodul’

T=<Xp>y,

so existiert eine reelle Zahl n > 1 mit nT = T.

Diese Punkte sind nicht hinreichend zur Beschreibung von Quasiperiodizitit, sie sollten
nur alle erfiillt sein. Weitere zu fordernde Eigenschaften sind sicherlich: Die Menge der
Bragg-Peaks liegt dicht im Raum, der Z-Spann dieser Menge — der ’Fouriermodul’,
vgl. [GK] — ist endlich erzeugt und fiir jedes € > 0 bilden diejenigen Bragg-Peaks,
deren Intensitdt grofer als € ist, eine diskrete Punktmenge. Eine geeignete Definition
von Quasiperiodizitit konnte aber auch ganz anders aussehen; etwa indem Bedingungen
an die Autokorrelationsfunktion (1) gestellt werden, oder iiber eine Beschreibung durch
"Model Sets’ (s. Kapitel 4). Aus einer solchen Definition sollten dann alle hier genannten
Eigenschaften folgen.

Die bekanntesten quasiperiodischen Pflasterungen, wie etwa die Penrose—Tilings, die
Ammann-Beenker—Tilings oder die dreidimensionalen Pflasterungen mit Ikosaedersym-
metrie von Ammann, Kramer oder Danzer ([MAc|,[KRA|,[DAN1|) weisen alle diese
Eigenschaften auf. Ferner sind die quasiperiodischen Pflasterungen vielversprechende
Kandidaten fiir reale Quasikristalle. Aus diesen und anderen Griinden sind die quasi-
periodischen Pflasterungen von so hohem mathematischen Interesse.

3. Limesperiodische Pflasterungen, Pflasterungen auf Gittern

Es gibt eine weitere interessante Klasse von nichtperiodischen Pflasterungen, die viele
Gemeinsamkeiten mit den quasiperiodischen Pflasterungen aufweist: Die ’limesperi-
odischen’ Pflasterungen. Abbildung 1 zeigt einen Ausschnitt aus einer solchen. Der
augenfilligste Unterschied zu den quasiperiodischen Pflasterungen ist, dass limesperi-
odische Pflasterungen, grob gesprochen, auf einem Gitter leben. Das kann z. B. heiflen,
dass die Eckpunkte der Steine auf einem Gitter liegen (siehe Abbildung 1). Exakt for-
muliert: Der Translationsmodul T limesperiodischer Pflasterungen ist ein Gitter. Das
ist fiir quasiperiodische Pflasterungen nicht moglich, denn Q3 ist nicht erfiillt: Wenn
T ein Gitter ist, folgt aus nT = T sofort |n| = 1.

Ansonsten weisen limesperiodische Pflasterungen nahezu alle ’schénen’ Eigenschaften
auf wie quasiperiodische:

e Q1 gilt: Sie sind repetitiv. Mit dem nétigen Riistzeug ausgestattet kann man
schnell zeigen, dass sie sogar linear repetitiv sind (Kap. 3). Lineare Repetiti-
vitdt stellt — einer Vermutung von LAGARIAS und PLEASANTS zufolge — fiir



|
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Abbildung 1: Teil eines Chair-Tilings. Alle Eckpunkte liegen im Gitter Z?

nichtperiodische Pflasterungen den grofitmoglichen Grad an ’Geordnetheit’ dar,
zumindest im Kontext lokaler Konfigurationen oder speziell beziiglich Inflations-
pflasterungen [LAP1].

e Man kann sie durch eine "local matching rule’ erzeugen (|G-S], die dortige 'mild
condition’ ist erfiillt). Genauer: Man kann sie aus einer durch eine local matching
rule erzeugte Pflasterung lokal ableiten.

e Man kann sie durch eine 'Cut—and—Project’-Methode erzeugen. Grundlegend fiir
dieses Ergebnis sind die Arbeiten von BAAKE, MOODY, SCHLOTTMANN und
LeE ([BMS], [LM]). Aus diesem Grund folgt auch:

Q2 gilt: Sie besitzen ein Beugungsmuster aus 'Bragg-peaks’. (Zu den letzten
beiden Punkten s. auch Kap. 4)

Sie sind selbstdhnlich. Das heifit, man kann die Steine so mit Punkten deko-
rieren, dass fiir die resultierende Punktmenge D (wie oben) gilt: Es gibt einen
’Ahnlichkeitsfaktor’ 7 > 1 mit nD C D. Sie erfiillen deshalb gleichzeitig eine
abgeschwichte Form von Q3:

Q3’ Zum Translationsmodul T wie in Q3 existiert eine Zahl n > 1 mit nT C T.

Das Besondere bei limesperiodischen Pflasterungen ist, dass dieses 1 ganzzahlig ist
(s. dazu Kap. 3). Es gibt sehr viele Arbeiten iiber selbstéhnliche Pflasterungen, aber
nur wenige, die sich speziell mit nichtperiodischen selbstéihnlichen Pflasterungen mit
ganzzahligem Ahnlichkeitsfaktor beschiftigen. Dabei sollte nach dem soeben Geschil-
derten klar sein, dass diese Klasse von Pflasterungen es verdient, genauer untersucht
zu werden.
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4. Anliegen der Arbeit
Die bislang publizierten Ergebnisse stehen entweder in einem allgemeineren Rahmen
(alle Aussagen iiber selbstdhnliche Pflasterungen sind selbstversténdlich auch Aussagen
iiber selbstdhnliche Pflasterungen mit ganzzahligem Ahnlichkeitsfaktor), oder es sind
sehr isolierte Aussagen, oft nur iiber einzelne Pflasterungen in dieser Klasse und nicht
iiber ihre Gesamtheit.

Die vorliegende Arbeit soll daher zum einen die verstreuten Ergebnisse beziiglich Pfla-
sterungen mit ganzzahligem Ahnlichkeitsfaktor in konsistenter Weise darstellen, ver-
tiefen und, wo moglich, verallgemeinern®. Zum anderen werden viele neue Ergebnisse
vorgestellt, hier vor allem im Zusammenhang mit lokal endlicher Komplexitidt und
Cut—and—Project—-Methoden. Aber auch schon bei der Formulierung der Grundlagen
— so etwa im Zusammenhang mit Primitivitdt oder gegenseitig lokaler Ableitbarkeit
— tauchen neue Fragen auf, die im Verlauf der Arbeit beantwortet werden kénnen.

Es gibt in diesemm Themenkreis etliche offene Fragen, und sogar viele bisher ungestellte
Fragen. Ein Beispiel: Eine der méchtigsten Methoden zur Erzeugung von nichtperi-
odischen Pflasterungen ist die Inflationsmethode. Dabei wird ein Satz F von Steinen
vorgegeben sowie ein ’Inflationsfaktor’ 7, weiter eine Regel, wie die um 7 vergrofler-
ten Steine zerlegt werden. Bei dieser Zerlegung sollen wieder Steine des urspriinglichen
Typs entstehen. Beginnt man mit einem einzelnen Stein, so werden durch wiederholte
Anwendung der Inflationsregel immer groflere Teile des Raums mit Steinen iiberdeckt.
Auf diese Weise erhilt man eine Pflasterung. (Die Analogie zur Selbstéhnlichkeit wird
schnell deutlich. In der Regel ist eine so entstandene Pflasterung selbstéhnlich zum
Faktor 7, vgl. Satz 2.12.) Primitiv heifit eine Inflation, wenn bei wiederholter Inflation
eines beliebigen Steins aus F irgendwann alle Steintypen aus F auftreten.

Praktisch alle in der Literatur vorkommenden primitiven Inflationspflasterungen sind
von lokal endlicher Komplexitdt. Erst im Jahre 2000 zeigte DANZER von einer ganzen
Reihe von primitiven Inflationspflasterungen, dass sie nicht von lokal endlicher Kom-
plexitit sind ([DAN5S]). In seiner Terminologie, die auch in der vorliegenden Arbeit
Verwendung findet, lisst sich das wie folgt formulieren:

Satz 1.1 (DanzeRr) (I,P)\ (LFC) # 0

(In Worten: Die Menge aller primitiven Inflationspflasterungen ohne die Menge aller
Pflasterungen von lokal endlicher Komplexitét ist nicht leer.)

Erst jetzt stellt sich die Frage nach notwendigen und hinreichenden Bedingungen fiir
lokal endliche Komplexitit. Eine umfassende Antwort ist nicht in Sicht. Fiir die in
dieser Arbeit betrachtete Klasse von Pflasterungen soll diese Frage aber weitgehend
beantwortet werden (Kap. 3).

Viele der in dieser Arbeit vorgestellten Begriffe und Aussagen werden an ausgewéhlten

3Ein wichtiger Schritt ist die Einsicht, dass jede selbstihnliche Pflasterung eine Inflationsspezies
definiert und jede Inflationsspezies eine selbstiahnliche Pflasterung enthalt, s. Satz 2.12



Beispielen verdeutlicht. Diese sind so gewihlt, dass sie ein moglichst breites Spektrum
innerhalb der hier behandelten Klasse von Pflasterungen abdecken. Damit werden zum
einen die ’typischen’ Eigenschaften solcher Pflasterungen demonstriert, zum anderen
wird dadurch aber auch deutlich, dass es sich keineswegs um eine enge und sehr spe-
zielle Klasse von Objekten handelt, sondern im Gegenteil um eine sehr vielfiltige und
reichhaltige.

5. Gliederung der Arbeit

Konkret ist die Arbeit folgendermafien aufgebaut: In Kapitel 2 werden der notwendige
Begriffsapparat und einige grundlegende — alte wie neue — Sétze zur Arbeit mit Pfla-
sterungen zusammengestellt. Es wird dort insbesondere auf Inflation und Primitivitéit
eingegangen. Der letzte Abschnitt des Kapitels 2 ist dem Zusammenhang zwischen Pfla-
sterungen und diskreten Punktmengen gewidmet. Alle Begriffe und Aussagen in dieser
Arbeit gelten fiir Pflasterungen — oder Punktmengen — in beliebiger Dimension, also
nicht nur fiir d = 2 oder d € {2, 3}. (Die einzige Ausnahme findet sich in Abschnitt 3.1,
dort wird ausdriicklich auf diese Beschrinkung hingewiesen.) Die Aussagen in Kapitel
2 beziehen sich dabei auf einen viel allgemeineren Rahmen als die in den folgenden
Kapiteln, die sich ausschliefilich mit Inflationspflasterungen mit ganzzahligem Faktor
befassen.

In den wenigen wichtigen Sétzen iiber solche Plasterungen (z.B. in [LM], [KEN]) wird
vorausgesetzt, dass diese primitiv sind, von lokal endlicher Komplexitdt und dass sie
‘auf einem Gitter leben’, dass also der Translationsmodul ein Gitter ist. In Kapitel
3 werden die Zusammenhénge zwischen diesen Eigenschaften untersucht. Dabei wird
sich zeigen, wie man diese Forderungen abschwéchen kann und welche Zusammenhénge
zwischen diesen Eigenschaften bestehen. Die Kernfrage ('Ist jede primitive Inflations-
pflasterung mit ganzzahligem Faktor von lokal endlicher Komplexitét?’) gibt dabei die
Richtung vor, kann in dieser Arbeit aber nicht vollstindig beantwortet werden.

In Kapitel 4 wird auf die neben der Inflation wichtigste Klasse von Verfahren zur Ge-
nerierung von nichtperiodischen Pflasterungen eingegangen: Den 'Cut-and-Project’—
Schemata (CPS). Fiir quasiperiodische Pflasterungen existieren CPS schon lange, sie
gehen zuriick auf DE BRUIIN [DEB| und KRAMER [KRA]. Ein CPS fiir eine limes-
periodische Pflasterung wurde erst 1998 von BAAKE, MOODY und SCHLOTTMANN
publiziert [BMS]. Thre Methode wird in Abschnitt 4.1 umfassend dargestellt.

LEE und MOODY geben in [LM] ein notwendiges und hinreichendes Kriterium fiir die
Existenz eines CPS zu einer gegebenen selbstdhnlichen Punktmenge. Dieses wird in
Abschnitt 4.2 geschildert und dabei der Zusammenhang zu Pflasterungen hergestellt.

Existiert zu einer gegebenen selbstdhnlichen Punktmenge ein CPS; so liefert das Krite-
rium von LEE und MOODY einen einfach handzuhabenden Algorithmus mit endlicher
Laufzeit. Im Falle der Nichtexistenz terminiert der Algorithmus jedoch nicht, das Kri-
terium ist in diesem Falle praktisch nicht nutzbar. In Abschnitt 4.3 werden daher zwei
einfach zu berechnende hinreichende Kriterien fiir die Nichtexistenz eines CPS fiir eine
gegebene Inflationspflasterung vorgestellt. Der Beweis dazu ist, anderes als die Beweise
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in [LM], rein geometrischer Natur und kann dadurch das Verstdndnis des Kriteriums
von LEE und MOODY vertiefen.

Kapitel 5 ist einer riickblickenden Zusammenfassung der Arbeit und der Schilderung
der aus dieser erwachsenden Fragestellungen gewidmet.

Kapitel 6 ist lediglich ein kurzer Anhang, der grundlegende topologische Eigenschaften
des Rings der p—adischen Zahlen enthilt. Von diesen wird in Abschnitt 4.1 ausgiebig
Gebrauch gemacht.

Die darauf folgenden Seiten (89f.) enthalten als Hilfe fiir den Leser eine Tabelle, in der
die Bezeichnungen, Abkiirzungen und Variablennamen, die in der Arbeit an mehr als
einer Stelle eine Rolle spielen, aufgefiihrt sind.

6. Danksagung
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fruchtbare und erhellende Lehren und Diskussionen mathematischer und anderer Natur
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den Herren Dipl. Math. Gerrit van Ophuysen und Dipl. Math. Jason Uhing sowie
den Mitgliedern des Lehrstuhls fiir Diskrete Geometrie des Fachbereichs Mathematik
der Universitdt Dortmund fiir ihre stdndige und freudige Bereitschaft zur Diskussion
mathematischer Probleme.
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2 Pflasterungen und diskrete Punktmengen

In diesem Kapitel werden die notwendigen Definitionen und grundlegenden Aussagen
zur Behandlung hochgeordneter, aber nicht notwendig periodischer Pflasterungen bzw.
Punktmengen zusammengestellt. Alle Begriffe beziehen sich auf Pflasterungen in ei-
nem euklidischen Vektorraum R?. Die spiiteren Kapitel beschiiftigen sich mit speziellen
nichtperiodischen Inflationspflasterungen. Die in diesem Kapitel formulierten Begriffe
und Ergebnisse beziehen sich aber auf einen sehr allgemeinen Rahmen.

Die kanonischen Pflasterungen aus d—dimensionalen Einheitswiirfeln werden an einigen
Stellen als Beispiel benutzt. Der Einfachheit halber werden sie daher kurz mit W;
bezeichnet. Genauer: Mit E := [0, 1]¢ ist

Wy ={E+v|veZ% =F+7¢

(Die einzige dem Autor bekannte Bezeichnung fiir diese Pflasterungen stammt von
COXETER [C0OX], der sie als entartetes d + 1-dimensionales reguldres Polytop auffasst
und mit d44; bezeichnet.)

2.1 Steine, Cluster und Pflasterungen

Definition 2.1 (Steine und Pflasterungen)

1. Ein Stein ist eine kompakte Menge T C R?, deren Inneres zusammenhingend*
ist und fir die gilt: cl(int(T)) = T # 0. Insbesondere hat ein Stein positives
Volumen.

2. Eine Pflasterung ist eine abzihlbar unendliche Menge {T1,T,, ...} von Steinen,
fiir deren Vereinigung gilt: |J T; = R? und die nicht iiberlappen, d.h. der Schnitt
ieN
des Inneren je zweier Steine der Pflasterung ist leer.
3. Eine Pflasterung P heifit k—periodisch, wenn es genau k linear unabhdngige Vek-
toren vy, ..., v gibt mit P+v; =P (1 <i<k). Im Falle k = d nennt man eine
solche Pflasterung kristallographisch, im Falle k = 0 nichtperiodisch.

4. Eine Musterfamilie F einer Pflasterung P ist eine Menge von Steinen mit der
FEigenschaft, dass jeder Stein in P Translat genau eines Steins in F ist. Fventuelle
Dekorationen der Steine der Pflasterung werden hierbei beriicksichtigt. F enthdlt
also fiir jede Translationsklasse Ty := {T'|T = Ty + v, v € R4} von Steinen
Ty € P genau einen Vertreter. Ist F endlich und Musterfamile einer Pflasterung
P, so bezeichnen wir P als F—Pflasterung.

4Es kann sinnvoll sein, unzusammenhingende Steine zuzulassen (s. etwa [GS], [VIN]). Vieles in
dieser Arbeit konnte auch fiir diesen gréfleren Rahmen formuliert werden, worauf wir aber der Klarheit
wegen verzichten
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5. Ist F = {T1,Ts,..., T}, P eine F—Pflasterung und T' € P, dann bedeutet die
Schreibweise T =2 T; oder auch T € T;, dass T ein Translat von T; ist, wieder
unter Beriicksichtigung eventueller Dekorationen.

6. Ist M eine Steinmenge und S ein Stein (eine Steinmenge), so heiffit S T M: Ein
Translat des Steins (ein Translat der Steinmenge) S ist Element (Teilmenge) von
M. Wieder werden dabei eventuelle Dekorationen der Steine beriicksichtigt.

Wie in der Definition angedeutet ist es oft notwendig, sich Steine auf irgend eine Weise
dekoriert zu denken, z.B. durch Farbung oder Markierung mit Punkten oder Pfeilen,
so dass auch Steine mit derselben geometrischen Form unterschieden werden. Bei-
spielsweise ist die Pflasterung W, mit dem Einheitsquadrat als einzigem Element der
Musterfamilie F von W, kristallographisch. Versieht man aber den Musterstein mit
zwei verschiedenen Farben, so hat F nun zwei Elemente und man kann recht einfach
nichtperiodische Pflasterungen erhalten. (Etwa dadurch, dass man in der Pflasterung
endlich viele Steine rot firbt und alle anderen griin.)

Man kann in der obigen Definition "Translat’ allgemeiner durch 'kongruentes Bild’ er-
setzen: In den Punkten 4.,5. und 6. wird "Translationsklasse (T := {T'| T = Ty+v, v €
R?})’ ersetzt durch Kongruenzklasse ( Ty = {T|T = ¢(Tp), ¢ Isometrie in R¢})’.
Dementsprechend heifit dann 7" = T;, dass T kongruent zu 7; ist.

In vielen Fillen macht das keinen groflen Unterschied. Fiir spatere Zwecke ist die Un-
terscheidung von Steinen iiber ihre Translationsklasse aber zweckmafiger als {iber ihre
Kongruenzklasse. Ein wichtiges (Gegen—)Beispiel fiir die im Weiteren getroffenen Aus-
sagen sind die bekannten Pinwheeltilings von CONWAY ([RAD], s. auch Abb. 2). Alle
Steine in diesen Pflasterungen sind Dreiecke mit Seitenlédngen 1, 2 und /5. Die Muster-
familie bzgl. Kongruenzklassen hat daher nur ein einziges Element, die Pinwheeltilings
sind in diesem Kontext also F-Pflasterungen. Die Steine treten aber in unendlich vie-
len verschiedenen Orientierungen auf, die Musterfamilie bzgl. Translationsklassen hat
unendlich viele Elemente. Die Pinwheeltilings sind nach obiger Definition daher keine
F—Pflasterungen bzgl. Translation.

Fiir alle Aussagen in diesem Kapitel ist diese Einschriankung nicht nétig. Alles hier For-
mulierte gilt sowohl fiir Unterscheidung der Objekte (Pflasterungen, Steine etc.) bzgl.
Translationsklassen als auch fiir Unterscheidung bzgl. Kongruenzklassen. Wir werden
daher im Rest dieses Kapitels den Begriff "T'yp’ benutzen. Dieser darf sowohl durch
"Translationsklasse’ als auch durch 'Kongruenzklasse’ ersetzt werden. Alle Aussagen
sind in beiden Fillen giiltig.

Wir benétigen zur Formulierung globaler Sachverhalte im weiteren einen Begriff fiir
Mengen von Pflasterungen, die auf eine gewisse Weise miteinander verwandt sind. Dazu
dient die Bezeichnung Spezies. Es wird bewusst zunéchst keine allgemeine Definition
gegeben und nur gefordert, dass zu gegebener Musterfamilie F eine Spezies S eine
Menge von F-Pflasterungen ist; und dass mit P € S auch jede Pflasterung vom Typ
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Abbildung 2: Ein Ausschnitt aus einem Pinwheeltiling. Die Steine liegen alle in derselben
Kongruenzklasse, aber in unendlich vielen verschiedenen Translationsklassen

P in S liegt. Spéter werden bestimmte Arten von Spezies — wie Inflationsspezies —
préazise definiert.

Desweiteren braucht man einen Begriff zur Formulierung lokaler Eigenschaften von
Pflasterungen:

Definition 2.2 Sei P eine Pflasterung und r eine nichinegative reelle Zahl. Ist r > 0,
s0 ist der r—Cluster (um z) C,.(z, P) die Steinmenge {T | T € P, T Nint(z+rB?) # 0}.
Der 0—Cluster (um z) ist Co(x,P) :={T|T € P,z € T}

Ist F eine Musterfamilie, so heifit eine Steinmenge C F—Cluster (oder einfach Clu-
ster, wenn klar ist, welches F gemeint ist), wenn int({J,o. T) zusammenhingend und
beschrdinkt ist und fir alle Steine T € C gilt: T T F. (Also alle Steine aus C Translate
(bzw. kongruente Kopien) von Steinen aus F sind).

B? steht dabei fiir die abgeschlossene Einheitskugel. Die leere Menge ist laut Definition
auch ein Cluster, aber kein Stein und auch kein r—Cluster: Selbst der 0—Cluster um z
enthiilt mindestens einen Stein. Jede einelementige Steinmenge ist auch ein Cluster.

Man beachte, dass von einem F—-Cluster nicht gefordert wird, dass er Teilmenge einer
Pflasterung ist. Ist etwa F={ "y }, so gibt es dazu keine F-Pflasterung, aber es
gibt unendlich viele F-Cluster. Ein Cluster, der in einer Pflasterung einer Spezies S
auftaucht, heiit korrekt (bzgl. S).
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Mit der Formulierung ’alle Cluster einer Spezies’ ist im Folgenden immer gemeint: Alle
Cluster aller Pflasterungen der Spezies.

Unter Umsténden ist es giinstiger, einen r—Cluster alternativ zu definieren als
Cl(z,P):={T|T €P, T Cint(z + rB?)} (2)

(s. dazu die Diskussion in [LAP1]). Elementarerweise gilt aber: Jeder r—Cluster nach
Def. 2.2 in einer F-Pflasterung iiberdeckt eine offene Kugel vom Radius r und wird
tiberdeckt von einer offenen Kugel vom Radius r + s (dabei ist s das Maximum der
Durchmesser der Steine in F). Diese Tatsache bewirkt, dass sich praktisch jede Aussage
bzgl. r—Clustern in dem Kontext von Definition 2.2 sofort in den Kontext von (2)
iibertragen liasst und umgekehrt.

Spater werden wir die "lokale Ableitbarkeit’ zweier Pflasterungen einfiihren, wofiir die
Definition 2.2 den passenden Rahmen bildet (speziell die Definition des 0-Clusters).

Andere Autoren bezeichnen endliche Steinmengen auch als ’Patches’. In den meisten
Féllen wird es synonym zu Cluster benutzt, manchmal wird fiir Patches noch nicht ein-
mal gefordert, dass sie zusammenhéngend sind. Einige Autoren definieren aber Patch

als Cluster C, fiir den gilt: int( |J 7T') ist homGomorph zu einer Kugel und beschrénkt.
Tec
Fiir Pflasterungen in Rdumen mit Dimensionen grofler als zwei ist dieser Begriff un-

geeignet. (Auch wenn man nur Steine zulésst, die homéomorph zu einer Kugel sind!)
Das hat hauptséchlich zwei Griinde:

1. Ein Patch ist nicht immer schdlbar, d.h. es gibt Patches, fiir die gilt: Entfernt man
einen beliebigen Stein aus dem Patch, so ist die resultierende Steinmenge kein Patch
mehr. Eine dquivalente Formulierung dafiir ist: Es gibt Patches, die man nicht bilden
kann, indem zu einem einzelnen Stein schrittweise weitere hinzugefiigt werden, so dass
die Steinmengen in jedem einzelnen Schritt Patches sind. Aus diesem Grund kann
man fiir Patches i. Allg. keine Induktionsbeweise durchfiihren. Cluster dagegen sind
schilbar, also sind Induktionsbeweise méglich.

2. Es gibt Pflasterungen, in denen die einzigen Patches aus einem einzelnen Stein
bestehen. Kein Cluster in einer solchen Pflasterung mit mehr als einem Stein ist ein
Patch.

Ein Beispiel zu 1. ist in [Z] als 'Danzer cube’ beschrieben. Dieser geht auf eine Kon-
struktion zuriick, mit der DANZER in [COP] eine ganz andere Frage von FEJES TOTH
durch ein Gegenbeispiel beantwortete. ('Prove or disprove: In a finite set of non—
overlapping centrosymmetric convex bodies there always exists a body which can be
removed without disturbing the other bodies.’)

Ein Beispiel zu 2. liefert der in Abb. 3 links dargestellte Stein. Zwei solcher Steine
lassen sich wie im Bild gezeigt zu einem eckigen Torus zusamenfiigen (rechts oben).
Aus diesen Tori kann man unendlich lange ’Stangen’ mit kreuzférmigem Querschnitt
bilden, indem man die Tori wie Kettenglieder aneinanderhéingt (rechts Mitte). Mit die-
sen Stangen kann man den Raum fiillen. Zwei nebeneinanderliegende Stangen kénnen
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Abbildung 3: In Pflasterungen aus Steinen dieses Typs gibt es keine Patches, die mehr als
einen Stein enthalten.

dabei nicht beliebig gegeneinander verschoben sein, da die wiirfelférmigen Zapfen ein
entsprechendes Loch ausfiillen miissen. (Die Positionen der Zapfen und Lécher sind
rechts in der Mitte durch + und — angedeutet.) Mit diesem Musterstein ist — bis
auf Kongruenz — nur diese eine Pflasterung des R® méglich. Die Untersuchung aller
lokalen Steinkonstellationen zeigt, dass in dieser Pflasterung jeder Cluster aus mehr als
einem Stein nicht homdomorph zu einer Kugel ist, also kein Patch.

2.2 Eigenschaften von Pflasterungen

Jetzt konnen wir zwei wichtige Eigenschaften im Zusammenhang mit Pflasterungen
formulieren: Repetitivitdt und lokal endliche Komplexitit. Beide beschreiben in etwa
die Situation, dass eine Pflasterung eine hohe lokale oder globale Ordnung aufweist.
Jede kristallographische Pflasterung hat — wie man sich leicht klarmacht — diese zwei
Eigenschaften. Sie konnen aber auch bei nichtperiodischen Pflasterungen auftreten.
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Insofern stellen sie eine Art Abschwichung der Eigenschaft "kristallographisch’ (s. Def.
2.1) dar.

Definition 2.3 FEine Pflasterung P heifst von lokal endlicher Komplexitéit (engl. lo-
cally finite complezity, auch: finite local complezity, FLC), wenn es nur endlich viele
verschiedene Typen von Clustern gibt, die aus genau zwei Steinen bestehen. Fine Spezi-
es S heifst von lokal endlicher Komplexitdt, wenn es in ganz S nur endlich viele Typen
von Clustern gibt, die aus genau zwei Steinen bestehen. Die Klasse aller Spezies von
lokal endlicher Komplezitit nennen wir (LFC).

Diese Definition stammt aus [DAN4]. Es ist unmittelbar klar, dass die Musterfamilie
F einer Pflasterung von lokal endlicher Komplexitéit endlich sein muss.

Urspriinglich definierte man lokal endliche Komplexitét (etwa in [LUP] oder [DAN2])
wie im folgenden Lemma. Beide Definitionen sind dquivalent, die oben gegebene ist
aber i. Allg. leichter handzuhaben.

Lemma 2.1 FEine Pflasterung P ist von lokal endlicher Komplexitit genau dann, wenn
gilt: Fiir jedes r > 0 gibt es nur endlich viele Typen von r—Clustern in P.

Beweis: ”<"Der Durchmesser der Vereinigung zweier beliebiger Steine aus F, die
sich beriihren, ist beschrinkt. Sei r diese Schranke. Gibt es nur endlich viele Typen
von r—Clustern, so auch nur endlich viele Typen von Clustern aus zwei Steinen.

”="Diese Richtung ist genauso einfach. Allerdings muss man sich zunéchst folgendes
klarmachen: Beim Abzihlen der verschiedenen Clustertypen muss die Symmetriegrup-
pe eines Steins beachtet werden. Gibt es Steine mit einer nichttrivialen Symmetriegrup-
pe, so sollte der Stein durch einen dekorierten Stein ersetzt werden, dessen Symmetrie-
gruppe — unter Beriicksichtigung der Dekoration — trivial ist. Anders formuliert: Ein
Stein in einer Pflasterung ist erst hinreichend beschrieben, wenn man seinen Typ kennt
und die Abbildung, die ihn auf seine Position in der Pflasterung abbildet.

Dann kann man den Beweis schnell vollenden: Sei » > 0. Die Musterfamilie F ist
endlich, also gibt es ein minimales Volumen v > 0, so dass jeder Stein 7' Volumen
vol(T') > v hat. Daher gibt es eine obere Schranke n fiir die Anzahl der Steine in einem
r—Cluster. Wenn es nur endlich viele Typen von Clustern aus n Steinen gibt, so erst
recht endlich viele Typen von r—Clustern.

Sei ¢ die Anzahl aller Typen von Zwei-Stein—Clustern. Beginnt man mit einem solchen
Cluster C, so gibt es maximal 2/ — 2 Moglichkeiten, ihn zu einem Drei-Stein—Cluster
zu erweitern (denn man kann an jeden der beiden Steine aus C auf hochstens ¢ — 1
Weisen einen weiteren Stein anlegen), maximal (3¢ — 3) Moglichkeiten, diesen Drei-
Stein—Cluster zu einem Vier—Stein—Cluster zu erweitern usw. bis: Es gibt maximal
(26 —2)3¢—=3)---(n—1)f - (n—1)) = (n— 1)!(¢ — 1)"2 Moglichkeiten, einen 2-
Stein—Cluster zu einem n—Stein—Cluster zu erweitern. Fiir jedes n ist die Anzahl aller
n—Stein—Cluster somit endlich, die Behauptung ist damit bewiesen. O
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Definition 2.4 Eine Pflasterung P heifst

1. schwach repetitiv, wenn es zu jedem Cluster C C P ein R > 0 g¢ibt, fiir das
gilt: In jedem R—-Cluster in P liegt ein Cluster vom Typ C. Eine Spezies S heifit
schwach repetitiv, wenn es zu jedem Cluster C in S ein R > 0 gibt, fir das gilt:
In jedem R-Cluster aus S liegt ein Cluster vom Typ C. Mit (WR) bezeichnen
wir die Klasse aller schwach repetitiven Spezies.

2. repetitiv, wenn es zu jedem r > 0 ein R > 0 gibt mit: Fir jeden r—Cluster C in
P liegt in jedem R—Cluster von P ein Cluster vom Typ C. Fine Spezies S heifst
dementsprechend repetitiv, wenn es zu jedem r > 0 ein R > 0 gibt, so dass gilt:
Fiir jeden r—Cluster C aus S liegt in jedem R—Cluster aus S ein Cluster vom Typ
C. (R) ist die Klasse aller repetitiven Spezies.

3. linear repetitiv, wenn P repetitiv ist und R aus 2. linear von r abhdngt. Genauer:
Es existieren reelle Zahlen A\, p, so dass fir alle r > 0 gilt: R = A\r + p. Genauso
heifit eine Spezies S linear repetitiv, wenn S repetitiv ist und R aus 2. linear von
r abhdngt. Die Klasse aller linear repetitiven Spezies wird mit (LR) bezeichnet.

Man beachte: Auch wenn jede Pflasterungen in einer Spezies repetitiv ist, so folgt
daraus nicht, dass die Spezies selbst repetitiv ist.

Repetitivitit wurde von verschiedenen Autoren unterschiedlich definiert (vgl. [LUP],
[LAP1], [DAN3], [SEN]). Alle Varianten entsprechen aber einem der drei hier definierten
Begriffe. Man erhilt unmittelbar die folgenden Aussagen:

Lemma 2.2 (a) (LR) C (R) C (WR)
(b) S € (R) = S € (LFC)
(c) Se (WR)N(LFC) =S € (R)

Beweis: (a) Das folgt direkt aus den Definitionen.

(b) Zu jedem r gibt es ein R, so dass in einem beliebigen R—Cluster C aus S alle Typen
von 7—Clustern aus S vorkommen. Jeder Stein hat positives Volumen. Die Musterfamilie
ist endlich, also sind all diese Volumina gréfler als eine positive Konstante c. Daher
hat auch jeder r—Cluster C, positives Volumen vol(C,) > ¢ > 0. Jeder R—Cluster hat
endliches Volumen, daher gibt es nur endlich viele Typen von r—Clustern in C und
somit in S.

(c) Sei r > 0. Aufgrund der lokal endlichen Komplexitét gilt: Es gibt in S nur endlich

viele Typen Cy, ... ,Cn, von r—Clustern. Wegen der schwachen Repetitivitit gibt es zu
jedem C; ein R;, so dass gilt: Jeder R;—Cluster enthélt einen Cluster vom Typ C;. Sei

R := max R;. Dann enthilt jeder R—Cluster alle Typen von r—Clustern aus S. Also ist

S € (R). O
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Abbildung 4: Eine triviale nichtperiodische Pflasterung.

Ist von nichtperiodischen Pflasterungen die Rede, sind oft repetitive nichtperiodische
Pflasterungen gemeint. So ist z. B. die in Abb. 4 angedeutete Rhombenpflasterung P
nichtperiodisch (man iiberlegt sich schnell, wie die Pflasterung global aussehen muss;
der zentrale Stern aus acht Rhomben kann nur einmal in der Pflasterung auftauchen),
aber sie ist nicht repetitiv: Wéhlt man als »—Cluster C diesen zentralen Stern, so kann
man zu jedem R einen R—Cluster D finden, der kein Translat von C enthilt. Dazu
muss D einen positiven Abstand von C haben, also z.B. D = Cg((°l"),P). Es ist nicht
schwierig, nach diesem Muster etliche andere nichtperiodische Pflasterungen zu kon-
struieren. Interessantere Beispiele nichtperiodischer nichtrepetitiver Pflasterungen sind
die ’spiral tilings’ von HEESCH in [GS], Kap. 9.

Weniger einfach ist es, eine nichtperiodische repetitive Pflasterung zu konstruieren.
Die friihesten Beispiele dazu sind Pflasterungen aus Wang-Tiles [BER|,[ROB| und die
Penrosepflasterungen [PEN]. Keines wurde vor 1966 publiziert. (Die Fragestellung war
dabei folgende: Gibt es einen Satz von Steinen, mit denen man die Ebene pflastern kann,
aber nur nichtperiodisch? Die in Abb. 4 gezeigten Steine erlauben im Gegensatz dazu
auch kristallographische Pflasterungen.) Eine der wichtigsten Konstruktionsméglich-
keiten ist die Inflationsmethode.

2.3 Inflation

Fiir spétere Verweise ist es notwendig, Inflation zunéchst nur beziiglich Translationen
zu definieren.

Definition 2.5 (Inflation)

1. Fine Inflation (zum Faktor n) ist ein Tripel (F,n,Q) mit den Eigenschaften:

(a) F =A{T1,..., Ty} ist eine endliche Menge von Steinen, also eine Musterfa-
milie (vgl. Def. 2.1.4).
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(b) n ist eine reelle Zahl mit n > 1.

(c) Q ist eine Menge {Ci,...,Cp} von F-Clustern, so dass fir 1 <i < m gilt:
= UT.

TeC;

2. Dieses Tripel definiert einen Operator infl, der Steinmengen auf Steinmengen
abbildet, insbesondere F—Cluster auf F-Cluster und F-Pflasterungen auf F-—
Pflasterungen. Ist M die Menge aller F—-Steinmengen, also
M :={M|M =A{T;,, +t:1,T;, + ta,...}, T;, € F,t; € R}, s0 ist

infl: M — M
lnﬂ({ﬂl + tl,ﬂz + tg, .. }) = (Cll + 771?1) U (sz + 7’}t2) U...

Insbesondere gilt infl({T;}) = C;. Statt infl({T;}) schreiben wir auch kurz infl(T;).
3. infl* ;= infloinfi* ! fiir k > 1, infl® :=id. (id ist die identische Abbildung.)
4. Ist T vom Typ T}, so wird infl® (T') als Superstein k-ter Ordnung von 7" bezeichnet.

5. Eine F—-Pflasterung P ist eine Inflationspflasterung zum Operator infl, wenn fiir
jedes C C P gilt: 3T, € F, k> 0:C C infl*(T}).
Die Menge all dieser Pflasterungen ist die Inflationsspezies S(F,infl).

6. Sei a;j die Zahl der Steine vom Typ T; in infl(T}). Die Inflationsmatrix zu infl ist

Ming = (@i5)1<i,j<m-

7. Die Klasse aller Inflationsspezies bezeichnen wir mit (I).

Oft wird eine Inflationsregel durch ein Diagramm skizziert, das jeden Musterstein mit
seiner ersten Inflation zeigt (s. Abb. 5, S. 26). Dieses bestimmt i. Allg. die Inflationsspe-
zies eindeutig. Unterscheidet man aber Steine nicht beziiglich ihrer Translationsklasse,
sondern ihrer Kongruenzklasse, so muss man solche Diagramme mit Vorsicht geniefen:
Hat ein Stein eine nichttriviale Symmetriegruppe, so sollte er — wie im Beweis zu
Lemma 2.1 diskutiert — derart dekoriert werden, dass sie trivial wird.

Will man die obige Definition an diesen anderen Fall anpassen — Steine, Cluster etc.
werden beziiglich ihrer Kongruenzklasse unterschieden — so muss in Punkt 2. folgende
Anderung vorgenommen werden:

5. ... Ist M die Menge aller F-Steinmengen, also

M :={M|M = {p:(T3,), 02(T3,), - - -}, Ti, € F, i Isometrie auf R}, so ist

infl: M — M
lnﬂ({gpl (,Til)a @2(1}2% .. }) = 77301(7771(31‘1) U 77()02(777161‘2) U...
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Alles andere bleibt unverdndert. Diese Definitionen sind fiir unsere Zwecke allgemein
genug. In diesem Begriffsgebdude lassen sich alle wesentlichen Aussagen iiber Inflati-
onspflasterungen und auch iiber selbstihnliche Pflasterungen darstellen. Eine Verallge-
meinerung dieses Rahmens stellen 'selbstaffine’ Pflasterungen dar. In obiger Definition
wiirde sich das darin ausdriicken, dass statt einer Vergroflerung um den Faktor n —
das entspricht einer Multiplikation mit der Matrix n/ (I die d x d Einheitsmatrix) —
eine Multiplikation mit einer Matrix stattfindet, deren Eigenwerte vom Betrage her
alle grofer als 1 sind. Solche Fille wollen wir hier ausschliefen.

Mit Hilfe einer Inflation kann man nun eine Vielzahl von Pflasterungen bzw. Spezies
definieren® und weitreichende Aussagen iiber sie treffen.

Definition 2.6 FEine Spezies, die ausschliefllich aus nichtperiodischen Pflasterungen
besteht, heifit aperiodisch.

Lemma 2.3 Fiir S € (I) mit Inflationsfaktor n, Inflationsmatriz Mg und Musterfa-
milie F = {Ty,...,T,,} gilt: n¢ ist Eigenwert von Mg und (vol(T1),...,vol(T,,)) ist
linker Eigenvektor zum FEigenwert n®.

Beweis: Die Aussage ist unmittelbar klar, wenn man sich die Bedeutung der Inflati-
onsmatrix vor Augen fiihrt. n7; setzt sich aus nichtiiberlappenden Steinen zusammen.
Diese entsprechen Steintypen aus F. Bezeichnet «; die Zahl der in infl(7;) vorkommen-
den Steine vom Typ Tj, so gilt vol(nT;) = n®vol(T;) = ay vol(Ty) + - - - + ay, vol(T,),
und die «; bilden die i—te Spalte von M. Daraus folgt n?(vol(T}),...,vol(T,,)) =
(vol(T1), . .., vol(Ty,)) Ming. d

Mit Hilfe des Unendlichkeitslemmas von DENES KONIG [KON] zeigt man (z.B. [DAN4]):
Satz 2.4 P e S(F,infl) = 3 Q € S(F,infl) : P =infl(Q)
Damit ergibt sich auf natiirliche Weise der folgende Begriff.

Definition 2.7 Sind P, Q € S(F,infl) und ist P = infl(Q), so heifst Q Deflation von
P. Ist Q fir jedes P € S(F,infl) eindeutig bestimmt, so nennt man den Operator
defl := infl ! die eindeutige Deflation®.

Interessant ist der Fall, dass der Operator infl eindeutig umkehrbar ist. Nach einem
bekannten Argument (z.B. in [GS] fiir das Penrosetiling, in [GK] allgemein) folgt aus
der Existenz einer eindeutigen Deflation die Aperiodizitit der Spezies.

Fiir den umgekehrten Fall bewies SoLoMYAK 1996 die folgende Aussage ([SoL2]).
Der Beweis benutzt allerdings lokal endliche Komplexitdt und die Unterscheidung von
Steinen bzgl. ihrer Translationsklasse, der Satz gilt also (bisher) nur fiir diesen Fall.

5Auch die Pinwheeltilings (s. Abb. 2) erhélt man durch eine Inflation. Diese muss natiirlich im
Kontext der Unterscheidung bzgl. Kongruenzklassen formuliert werden.
6Tn englischen Texten heifit es in diesem Fall: Die Spezies hat die unique composition property
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Satz 2.5 (SOLOMYAK) Ist die Spezies S(F,infl) € (LFC) aperiodisch, so besitzt sie
eine eindeutige Deflation.

Eine dquivalente Formulierung ist: Ist S € (LFC) aperiodisch, so lassen sich die Su-
persteine (s. Def.2.5) in jeder Pflasterung aus S eindeutig bestimmen.

Der Rest dieses Abschnitts bezieht sich nur auf den Fall, dass die Steine Polytope sind.
Das ist keineswegs selbstverstédndlich: Wir werden spéter sehen, dass es Pflasterungen
gibt, die aus Steinen mit ’fraktalem’ Rand bestehen. Polytop ist gemafl der folgenden
Definition zu verstehen.

Definition 2.8 P C R¢ heifit konvexes Polytop, wenn P konvere Hiille endlich vieler
Punkte w; € R ist (1 <1 < n), also wenn gilt:

P={z|z= Z)‘iwi’ wobei \; > 0, Z)‘i =1}
i=1 i=1

P C R? heifst Polytop, wenn P Vereinigung endlich vieler konvexer Polytope ist und
int(P) zusammenhdngend ist.

Lassen sich in einer Inflationspflasterung die Supersteine eindeutig bestimmen, so auch
alle Superkanten, Superflichen, ..., Superfacetten. Damit bezeichnet man die 1-, 2— ...
(d — 1)~dimensionalen Teile des Supersteins, die den Kanten, Flichen, ... und Facetten
(= (d—1)-Seiten) des inflationierten Steines entsprechen. Genauso wie sich Supersteine
aus Steinen zusammensetzen, setzen sich Superkanten (Superflichen, ...) aus Kanten
(Flichen, ...) zusammen. Im Falle d = 2 gibt es natiirlich nur Superkanten; diese sind

dann gleichzeitig Superfacetten.

Abbildung 5: Ein Ausschnitt aus einer Pflasterung zum Inflationsfaktor 7 = (1 + /5)/2
(Ausfiihrlich behandelt in [DvO]). Der grau hinterlegte Cluster ist ein Pseudosuperstein.

Die wirklichen Supersteine bzw. die Deflation dieses Ausschnitts sind durch die dickeren
Linien dargestellt. Rechts ist die Inflationsregel skizziert.




22 2 PFLASTERUNGEN UND DISKRETE PUNKTMENGEN

Es kann allerdings vorkommen, dass in nichtperiodischen Inflationspflasterungen Pseu-
dosupersteine auftauchen. Das sind Cluster, die aussehen wie ein Superstein, die aber
keine sind. Ist etwa C C P = infi*(Q), C = infl*(T}) 4 und ist C ein (echter) Super-
stein, so ist T; + n~*t € Q. Im anderen Falle ist C ein Pseudosuperstein. Ein Beispiel
fiir einen solchen ist — zusammen mit der zugrundeliegenden Inflation — in Abb. 5
gezeigt.

Diese Unterscheidung ist fiir das néichste Lemma wichtig. In diesem Fall geht es um Su-
perfacetten. Genauso wie es Pseudosupersteine gibt, gibt es Pseudosuperfacetten. Das
ist eine Sequenz von Steinfacetten, die bzgl. ihrer Anordnung nicht von einer Superfa-
cette zu unterscheiden ist, aber sie ist nicht Superfacette eines Supersteins (allenfalls
eines Pseudosupersteins). Im Falle d = 2 fallen die Begriffe Superfacette und Super-
kante zusammen. In Bild 5 sind zwei Pseudosuperkanten bzw. Pseudosuperfacetten
gestrichelt hervorgehoben. Im wesentlichen besagt das folgende Lemma, dass es nur
endlich viele 'unendlich lange’ oder infinite Superfacetten in einer Pflasterung geben
kann.

Definition 2.9 Fine Sequenz K = {ki, ks, ...} von Facetten in einer Pflasterung P
heifit infinite Superfacette, wenn eine aufsteigende Folge {a;}ien von Superfacetten
existiert, so dass gilt:

1. a; C a;41 fiir alle i € N und

2. K = U Qa;

1€EN

Ist K = {ki,ko,...} eine infinite Superfacette, so liegen alle k; in derselben Hyper-
ebene. In jeder Deflation von P, also in jeder Pflasterung Q, mit P = infl"(Q,,), ist
n"tr(K) = n7"U,en ki in Q von Facetten iiberdeckt. In der Tat bildet die Menge
dieser Facetten wiederum eine infinite Superfacette in Q,,.

Beispiel:ITn Abb. 4 auf S. 18 sind die acht sternférmig aus dem Zentrum herauslaufenden
Kantenziige infinite Superfacetten, wenn man die Inflation aus Abb. 7b (S. 26) zugrunde
legt.

Lemma 2.6 Sei F eine Musterfamilie, deren Elemente Polytope sind. Jede Pflaste-
rung P einer Inflationsspezies S=S (F ,infl) enthdlt nur endlich viele infinite Superfa-
cetten. Ist P von lokal endlicher Komplexitit, so schneiden sich die Superfacetten alle
in einem Punkt.

Beweis: Angenommen, es gibt ein P’ € S mit unendlich vielen infiniten Superfacetten.

Sei r > 0. Aufgrund der Endlichkeit von F gilt: Es existiert eine Schranke s, so dass
fir jedes P € S und jede Kugel x + rB¢ die Anzahl der Steine, die mit der Kugel
nichtleeren Schnitt haben, kleiner oder gleich s’ ist. (Grob gesagt: Jede Kugel vom
Radius r beriihrt hochstens s’ Steine.)
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Die Steine sind Polytope, daher ist auch die Zahl der Facetten, die mit einer Kugel
vom Radius r nichtleeren Schnitt haben, begrenzt. Sei r = 1 und s die (fiir alle P € S
giiltige) obere Schranke fiir die Anzahl der Facetten, die mit einer beliebigen Kugel
vom Radius 1 nichtleeren Schnitt haben.

Ist K = {ki, ko, ...} infinite Superfacette in P’ so gibt es in jedem Q, mit infl"(Q,) =
P’ eine entsprechende infinite Superfacette, und zwar an der Stelle " tr(K’) und somit
niaher am Nullpunkt. (Aufgrund von Satz 2.4 existieren diese Q,, und liegen in S.)

Wihlen wir in P’ s + 1 infinite Superfacetten Ki,..., K, in P aus, dann gibt es ein
R >0, so dass fiir 1 <i < s+ 1 gilt: RB* N K; # 0.

Wihle n' so, dass R < 1", also ™ R < 1. Dann haben in jedem Q, je s + 1 infi-
nite Superfacetten nichtleeren Schnitt mit der Einheitskugel B¢. Also haben auch —
mindestens — s + 1 Facetten nichtleeren Schnitt mit der Einheitskugel. Das ist ein
Widerspruch zur Wahl von s. Der erste Teil des Lemmas ist damit gezeigt.

Sei jetzt S € (LFC). Der Abstand zweier Facetten in einer beliebigen Pflasterung
P € S ist entweder Null oder positiv. Wegen S € (LFC) gibt es zu jedem R > 0
nur endlich viele dieser positiven Absténde ci,...,c, mit ¢; < R. Insbesondere gibt
es einen minimalen Abstand ¢ > 0 fiir alle Paare sich nicht beriihrender Facetten
in S. Angenommen, zwei infinite Superfacetten K und L in P € S haben positiven
Minimalabstand h. Fiir jedes n € N gibt es daher in jedem Q, mit infl"(Q) = P die
entprechenden infiniten Superfacetten K, L,, und zwar an den Stellen =" tr(K’) und
n~"tr(L). Der Abstand dieser Superfacetten in Q,, betrigt dann n~"h. Wihle n’ so,
dass 7~ h < ¢. Damit haben zwei Facetten k; € K, ,¢; € Ly ebenfalls Abstand h < c:
Widerspruch. Also haben je zwei infinite Superfacetten einen Punkt gemeinsam.

Insbesondere konnen in diesem Fall zwei infinite Superfacetten nicht parallel zueinander
sein, ohne auf derselben Hyperebene zu liegen.

Gébe es in P mehr als zwei Schnittpunkte solcher Superfacetten, so ergibt sich dhnlich
wie oben ein Widerspruch: An jedem dieser Schnittpunkte liegt eine Ecke, oder eine
Kante, ... oder eine (d — 2)—Seite eines Steins. Wegen S € (LFC) gibt es fiir jede Kom-
bination (A, B) — A, B € {'Ecke’,’Kante’, ...,’(d — 2)-Seite’} — eine untere Schranke
¢ > 0 fiir den minimalen positiven Abstand d(A, B). Haben also zwei Schnittpunkte
positiven Abstand, so gibt es fiir diesen eine positive untere Schranke. Diese wird in
P, fiir geniigend hohes n unterschritten.

Wir stellen weiter fest: Da die Musterfamilie endlich ist, haben die Facetten aller Steine
nur endlich viele verschiedene Richtungen. Unabhéngig vom ersten Teil des Beweises
ergibt sich (hier nur fir S € (LFC)): Da die Facetten nur endlich viele Richtun-
gen haben, konnen sich nur endlich viele Superfacetten in dem einzigen gemeinsamen
Schnittpunkt treffen. O

Wichtig ist hierbei die Unterscheidung zwischen Superfacette und Pseudosuperfacet-
te. Es kann in P sehr viele Pseudosuperfacetten unbeschrinkter Linge geben. (Ein
Beispiel dazu ist wieder die triviale Wiirfelpflasterung W; fiir d > 2.) Solche Pseudo-
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Abbildung 6: Eine primitive Inflation, deren Inflationsmatrix erst nach m? —2m+2 Schritten
rein positiv wird. Die Verhaltnisse der Seitenlangen der Dreiecke sind 1 : 5 : n™.

superfacetten setzen sich aber aus Superfacetten endlicher Linge zusammen.

2.4 Primitivitat

Definition 2.10 FEine Matriz M mit nichtnegativen Eintrdgen heiffit primitiv, wenn
einn € N existiert, so dass M™ ausschliesslich positive Eintrdige hat. Fine Inflations-
spezies S(F,infl) heifit primitiv, wenn die zugehdrige Inflationsmatriz primitiv ist. Die
Klasse aller primitiven Spezies heifit (I,P)

Primitivitat ist nur fiir Spezies aus (I) erkldrt. Um diesen Sachverhalt hervorzuheben,
schreiben wir statt (P) lieber (I,P). Ist eine Inflationsspezies primitiv, so kommen fiir
jedes T; € F und fiir geniigend hohes ¥ € N — also £ > n — alle Steintypen der
Spezies in infl*(T}) vor.

Laut WIELANDT gilt: Ist M eine m x m-Matrix, so ist n < m? — 2m + 2 ([WIg]).
Ist F = {11, ...,T,,} Musterfamilie einer primitiven Inflationsspezies, so kommen also
fiir jedes T; € F in inf™’ -~ 2mt2 (T;) alle Steintypen aus F vor. Diese Abschitzung ist
scharf, auch wenn man sich auf Inflationsmatrizen beschrinkt: Es gibt fiir jedes m eine
Inflationsspezies, bei der n nicht kleiner als m? — 2m + 2 gewiihlt werden kann (s. Abb.
6).

Primitivitdt ist eine der zentralen Eigenschaften bei der Untersuchung von Inflati-
onspflasterungen. In vielen wichtigen Sétzen wird sie vorausgesetzt. So kann man fiir
primitive Matrizen beispielsweise den Satz von Perron [PER] anwenden, der in Bezug
auf Inflationsmatrizen weitreichende Folgerungen erlaubt (vgl. [SoL1], [DAN4]).

Zunichst wollen wir jedoch der Frage nachgehen, wie man nichtprimitive Inflationsspe-
zies klassifizieren und eventuell auf primitive Spezies zuriickfiihren kann. Das erfordert
einigen Aufwand. In den folgenden vier Unterabschnitten werden:

1. Drei Arten der Nichtprimitivitdt definiert und beschrieben,
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2. den Inflationsmatrizen Graphen zugeordnet, mittels derer die Steine der Muster-

familie klassifiziert werden,

3. alle Inflationsmatrizen anhand ihrer ’kanonischen Form’ klassifiziert und

. die eingefiihrten Begriffe genutzt, um zu zeigen, dass alle nichtprimitiven Infla-
tionsspezies auf eine der drei Arten nichtprimitiv sind; ferner, dass zwei dieser
Arten irrelevant sind: Spezies dieser beiden Kategorien kénnen als Vereinigung

von Spezies der dritten Kategorie bzw. primitiver Spezies beschrieben werden.

Die Punkte 2. und 3. benutzen Methoden von SENETA [SE|. Neben dem Haupter-
gebnis (Satz 2.8) liefern die hier gemachten Uberlegungen weitere niitzliche Aussagen.
Hervorgehoben sei dabei Satz 2.9, auf den auch in spiteren Kapiteln zuriickgegriffen

wird.

1. Die drei Arten der Nichtprimitivitdt
Drei verschiedene Arten von Nichtprimitivitédt sind denkbar:

NP.1 (Es gibt echt unabhingige Steinklassen) F ist disjunkte Vereinigung von k£ Men-

gen {T;,...,T;}, so dass in infl(T;),...,infl(T}) nur Steine vom Typ T,...

I

vorkommen. Diese Mengen heiflen unabhdingige Steinklassen. Die Matrix hat dann

— eventuell nach Umnummerierung der Mustersteine — die Gestalt

A 0 0
Ming = 0 4
.00
0 0 A
Hier sind Ay, A,, ..., Ax quadratische Matrizen. Die Umnummerierung sei hierbei

so erfolgt, dass keine weitere Verfeinerung moglich ist; dass also die Anzahl der

Untermatrizen maximal ist.

NP.2 (Es gibt entbehrliche Steine) NP.1 gilt nicht und in allen Inflationen von 77, . . .

T

kommen — nach entsprechender Umnummerierung — keine Steine vom Typ
Tit1, ..., T, vor. Die letztgenannten Steine heiflen dann entbehrlich. Die Inflati-

onsmatrix hat in diesem Fall die Gestalt

A C
Minﬂ—<0 B)'

Dabei sind A und B quadratische Untermatrizen. C soll in diesem Fall nicht nur

aus Nullen bestehen, sonst wire man im Fall NP.1.

NP.3 (Es gibt Zyklen) NP.1 und NP.2 gelten nicht und in infl(7}),...,infl(7;) gibt
es nur Steine vom Typ Ti4q, ..., T}, in infl(T;44), . .., infl(7}) nur welche vom Typ
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Tjt1,- ., Tk usw. bis hin zu: In infl(7y41), . . ., infl(7},,) gibt es nur Steine vom Typ
Ti,...,T;. Die Matrix hat dann die Gestalt

( 0 0 Ak\
Al O 0
Minﬂ: . : ’
0 A2 . .
Pl 0o
\ 0 .- At ] 0 )

wobei die Blocke aus Nullen auf der Hauptdiagonale quadratisch sind. Die Um-
nummerierung sei hierbei so erfolgt, dass keine weitere Verfeinerung moglich ist;
dass also die Anzahl k£ der Untermatrizen maximal ist.

Diese Eigenschaften kdnnen auch gemischt auftreten. So kann etwa eine der Unter-
matrizen in NP.1 die unter NP.2 geschilderte Gestalt haben. In vielen Fillen kann
man aber die Pflasterungen einer nichtprimitiven Spezies S auf Pflasterungen einer
primitiven Spezies zuriickfiihren: Hat etwa eine Spezies S die Eigenschaft NP.1 und
ist dabei jede der Untermatrizen A; primitiv, so ist S nichtprimitiv. Man findet aber
recht einfach primitive Spezies Si,...,Sy — mit Inflationsmatizen A;,..., Ay —, so
dass jedes P € S in einem S; vorkommt. Spiter werden wir sehen, dass bei Spezies ohne
entbehrliche Steine ihre Elemente immer auf diese Weise durch primitive Spezies be-
schrieben werden konnen. Zur Verdeutlichung werden zunéchst drei typische Beispiele
fiir die drei genannten Félle gegeben.

4 0
a) Al A B 0 4
B | B
4 0 0 0 2
0400 2
b.) %é ﬂé n=2 My=]|00 40 2
00 0 4 2
00 0O0O
AlA -2 (0 4
C.) % B B | — Al A n= 2, M3— 10

Abbildung 7: Drei Inflationsregeln fiir nichtprimitive Spezies

In Abb. 7a) ist eine Inflationsregel fiir eine Spezies S mit der Eigenschaft NP.1 darge-
stellt”. Thre Musterfamilie F besteht aus zwei Steinen, A und B := v/2A. S enthilt nur

"Zur Beziehung zwischen Inflationsregel und graphischer Darstellung sei auf die Diskussion hinter
Definition 2.5 verwiesen.
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zwel bzgl. ihrer Translationsklasse verschiedene Pflasterungen: Die triviale Quadrat-
pflasterung W, und v/2W,, also dieselbe um den Faktor v/2 vergrofert. Jede Potenz
der Inflationsmatrix hat auflerhalb ihrer Hauptdiagonale nur Nullen als Eintrédge. S ist
also nicht primitiv. Man kann jede Pflasterung dieser Spezies aber auch als Element
einer primitiven Spezies erhalten. Dazu bilden wir F; := {4}, F, := {B} und infl; sei
die Inflation eingeschrénkt auf F; (i € {1,2}). Dann ist S; := S(F;,infl;) wohldefiniert
und es gilt: S = S; US,. Jede Aussage, die fiir Pflasterungen primitiver Spezies zutrifft,
gilt also auch fiir die Pflasterungen aus S. (Zum Beispiel folgt aus Satz 2.13 auf S. 38
direkt: S; € (WR), S, € (WR). Also gilt auch: Alle Pflasterungen in S sind schwach
repetitiv. Allerdings gilt nicht: S € (WR\), denn ein Cluster aus S; taucht nirgends in
SQ auf.)

Abb. 7b) zeigt eine Inflationsregel fiir eine Spezies mit einem entbehrlichen Stein, also
mit Eigenschaft NP.2. Es gibt zwei Kongruenzklassen von Steinen, aber fiinf Transla-
tionsklassen, da die Rhomben in vier verschiedenen Orientierungen vorkommen. Also
hat die Musterfamilie fiinf Elemente beziiglich Translation. Die vier Rhombentypen
zerlegen sich unter der Inflationsregel alle nach demselben Muster: Jeder Rhombus
wird zu vier Rhomben seines eigenen Typs, so wie es im Bild fiir einen Rhombentyp
dargestellt ist. Der sternférmige Stein ist entbehrlich, iiberdies taucht er selbst in keiner
Pflasterung dieser Spezies auf. (Das muss fiir entbehrliche Steine nicht unbedingt gel-
ten. Stédnde in der Matrix M, unten rechts eine positive Zahl, so hétte die dazugehorige
Inflation ebenfalls die Eigenschaft NP.2.) Diese Spezies enthélt nur fiinf beziiglich ihrer
Translationsklasse verschiedene Pflasterungen: Zum einen kristallographische — und
somit repetitive — Rhombenpflasterungen isomorph zu W, (in vier verschiedenen Ori-
entierungen), zum anderen die nichtrepetitive Pflasterung mit einem zentralen Stern
aus acht Rhomben, wie sie auch in Bild 4 dargestellt ist. Diese Spezies 148t sich nicht
als Vereinigung primitiver Spezies erhalten.

Die Spezies S’ zu der in Abb. 7c) angedeuteten Inflation hat, wie man an der Inflati-
onsmatrix sieht, die Eigenschaft NP.3. S’ enthilt, wie man schnell einsieht, dieselben
Pflasterungen wie S (Abb. 7a). Fasst man zwei Inflationsschritte zu einem zusammen,
so ist die Inflation wohldefiniert und identisch mit der von S. Man kann also auch hier
die Pflasterungen der nichtprimitiven Spezies S’ auf Pflasterungen primitiver Spezies
zuriickfiihren.

Unser Ziel ist es nun, zu zeigen, dass jede nichtprimitive Spezies in eine der drei Grup-
pen fillt; ferner, dass sich jede Spezies der Art NP.1 und NP.3 auf andere Spezies
zuriickfiithren ldsst. Dazu benutzen wir Begriffe und Methoden aus [SE]. Dort werden
nichtnegative Matrizen klassifiziert, um Aussagen der Perron-Frobenius—Theorie {iber
nichtnegative primitive Matrizen auf eine grofiere Klasse von nichtnegativen Matrizen
auszudehnen. SENETAS Vorgehen wird in den folgenden zwei Unterabschnitten 2. und
3. geschildert und an unsere Zwecke angepasst.

2. Der Inflationsgraph und die Klassifikation der Knoten
Eine Inflationsmatrix M = (a;j)1<; j<m definiert einen gerichteten Graphen G = Gin =
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(V, E) durch folgende Zuordnung: V' := {1,...,m} ist die Knotenmenge und E =
{(4,7) |aj; > 0} die Kantenmenge. (Achtung: In [SE| wird abweichend von der hier
gegebenen Definition eine Kante von ¢ nach j gezogen, wenn a;; > 0. In unserem Rah-
men bedeutet eine Kante (i, j), dass 7; C infl(7;); also a;; > 0. Die Aussagen aus [SE]
bleiben aber unveridndert giiltig.) Im folgenden Absatz wird SENETAS Klassifikation
der Knoten des Graphen beschrieben. Die von ihm eingefiihrten Begriffe wie ’essential
class’, ’self-communicating’ etc. haben jeweils eine naheliegende deutsche Ubersetzung,
von der hier Gebrauch gemacht wird.

Wir schreiben i — j (und sagen: ¢ fiihrt zu j), falls es in G einen Weg von i nach
Jj gibt, also eine Sequenz von Kanten (i,141), (i1,%2), ..., (i¢_1,%), (i, 7). (Genau dann
gilt: T; C infl*(T;) oder auch: In M{, ist der Eintrag an der Stelle (j,4) ungleich 0.)
Offenbar ist — transitiv:i - jA ] — k=1 — k.

Gibt es zu i, j keine solche Kantensequenz, so schreiben wir 7 /4 j.
Gilt ¢ — j und j — 17, so schreiben wir ¢ <> j und sagen, dass ¢ und j kommunizieren.

Die Knoten in G werden dann wie folgt klassifiziert:

1. Falls es zu 7 € V ein j gibt mit ¢ — 7 und j /4 4, dann heifit ¢ unwesentlich.

2. Anderenfalls heifit ¢ wesentlich. Wenn also ¢ wesentlich ist, folgt aus ¢+ — j sofort
i <> j; und es existiert mindestens ein solches j (evtl. ¢ selbst)

3. Daher konnen alle wesentlichen Knoten in wesentliche Klassen eingeteilt werden:
Alle Knoten einer wesentlichen Klasse kommunizieren untereinander, und kein
Knoten einer solchen Klasse fiihrt zu einem Knoten auflerhalb dieser Klasse.

4. Alle unwesentlichen Knoten, die mit anderen kommunizieren, kénnen in unwe-
sentliche Klassen eingeteilt werden: Alle Knoten einer unwesentlichen Klasse
kommunizieren untereinander, und sie kommunizieren mit keinem Knoten au-
Berhalb dieser Klasse.

Die in 3. und 4. beschriebenen Klassen heiflen selbstkommunizierende Klassen.

5. Weitere unwesentliche Knoten, die mit keinem anderen Knoten kommunizieren,
bilden unwesentliche Klassen, die nur aus einem einzigen Knoten bestehen.

6. Die Relation — setzt sich auf natiirliche Weise auf die Klassen fort: I — J, falls
ein Knoten aus I zu einem Knoten aus J fiihrt.

Dass mit dieser Klassifikation alle Knoten erfasst werden, ist offensichtlich. Den einzig
weiteren denkbaren Fall, ndmlich ein Knoten, der zu keinem anderen Knoten fiihrt,
konnen wir hier ausschlieen: Weil nur Inflationsmatrizen behandelt werden, fiihrt jeder
Knoten zu mindestens einem anderen, denn infl(7") enthélt fiir jedes 7" mindestens einen
Stein. An dieser Stelle erhalten wir schon die Aussage:



2.4 Primitivitdt 29

Lemma 2.7 (s. [SE|, Lemma 1.1) Jede Inflation liefert einen Graphen mit mindestens
einer wesentlichen Klasse.

Beweis: Es sei m die Anzahl der Knoten im Graphen. Annahme: Alle Knoten sind
unwesentlich. Da der Graph aus einer Inflationsmatrix stammt, fiihrt von jedem Knoten
1 eine Kante weg: ¢+ — j; aber, da alle Knoten unwesentlich sind, gibt es zu jedem 2
mindestens ein solches j mit j /4 7. Man findet somit einen Weg i1, %9, . . ., tm, imy1 VON
Knoten mit i — igy1,0k01 7 i (1 < k < m). Wegen der Transitivitit von — gilt
sogar: i /4 i fiir £ < k. Es gibt aber nur m verschiedene Knoten, also muss in dem
Weg einer doppelt vorkommen: i, = i, (O.B.d.A k > £). Dieser fiihrt zu sich selbst.
Das ist ein Widerspruch zu iy /4 i, fiir & > /. O

O

Abbildung 8: Mogliche Struktur eines Inflationsgraphen: Die Punkte sind zu Klassen zu-
sammengefasst, wesentliche Klassen sind dunkelgrau unterlegt, unwesentliche selbstkom-
munizierende Klassen hellgrau.

Die typische allgemeine Gestalt des Graphen Gj,g ist nun:

e Es gibt ein oder mehrere wesentliche Klassen. Aus ihr fiihren keine Kanten hinaus.
Hineinfiihrende Kanten kann es geben.

e Es kann unwesentliche Klassen geben, selbstkommunizierend oder auch nicht. Aus
diesen fiihren Kanten hinaus. Es konnen Kanten hineinfiihren. Es ist aber nicht
moglich, dass es zu einer unwesentlichen Klasse I einen Weg gibt mit I — J —
--- — K — I. Dann némlich ligen die Punkte aus I, J,... K alle in derselben
Klasse.

Auf den Klassen definiert — somit eine Halbordnung. Ein Beispiel fiir die Einteilung
eines Graphen in Klassen ist in Abb. 8 dargestellt. Im Zusammenhang mit Inflation
sind die Graphen oft von viel einfacherer Struktur: Eine primitive Inflationsspezies z.B.
wiirde einen Graphen liefern, der aus einer einzigen wesentlichen Klasse besteht.
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3. Kanonische Form der Inflationsmatriz

Jetzt bildet man mit Hilfe der Einteilung der Knoten von Ging die kanonische Form der
Inflationsmatrix. Das geschieht durch Umnummerierung der Knoten bzw. der Muster-
steine nach folgenden Regeln: (Die Spezies verindert sich durch diese Umnummerierung
nicht)

e Wiihle eine wesentliche Klasse aus und weise ihren Mitgliedern der Reihe nach die
niedrigsten verbliebenen Nummern zu. (Beim ersten Mal also 1,...) Wiederhole
das solange, bis alle wesentlichen Klassen erfasst sind.

e Wihle eine unwesentliche Klasse aus und weise ihren Mitgliedern die niedrigsten
verbliebenen Nummern zu; solange, bis alle Knoten erfasst sind. Das geschehe in
der Weise, dass eine unwesentliche Klasse nicht zu einer mit h6heren Nummern
fiihrt. Jede Klasse fiihrt nur zu Klassen mit niedrigeren Nummern.

Die letztgenannte Situation ldsst sich aufgrund der Halbordnungsstruktur auf den Klas-
sen stets realisieren. Durch diese Umnummerierung der Knoten in V' (bzw. der Steine
in F) erhilt man die kanonische Form der Inflationsmatrix:

A 0 0

0 A, C
Minﬂ: 0

0 0 A

0 - 0 | B

Die A, sind dabei quadratische Untermatrizen und gehoren jeweils zu einer der we-
sentlichen Klassen. Die Matrizen B und C sind vorhanden, falls es in G unwesentliche
Klassen gibt. C' besteht dann nicht ausschliefllich aus Nullen. B hat dann die folgende
Form:

By D
B 0 By
0 0 By

Die B, sind dabei ebenfalls quadratische Untermatrizen und gehéren jeweils zu einer
der unwesentlichen Klassen. Oberhalb der B, stehen nicht nur Nullen. C' und D zu-
sammen haben mindestens ¢ Eintriige ungleich 0. (Man beachte: D ist natiirlich keine
wirkliche Teilmatrix, sondern einfach die Gesamtheit der Eintriige oberhalb der B).)

Die Periode d(i) eines Knotens i ist definiert als der grofite gemeinsame Teiler aller
Léngen von Wegen (i,7), -, (k,1); also von Kreisen, die i enthalten. (Die Lénge eines
Weges ist die Anzahl seiner Kanten.) Gibt es keinen solchen Weg, hat der Knoten keine
Periode. Gibt es in G eine Kante (4,17), so ist d(i) = 1.

Man kann schnell zeigen, dass alle Knoten einer selbstkommunizierenden Klasse die-
selbe Periode haben (Lemma 1.2 in [SE|). Der Begriff Periode iibertriagt sich so in
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natiirlicher Weise auf Klassen. (Nichtselbstkommunizierende Klassen bestehen aus nur
einem Knoten ohne Periode.)

4. Beschreibung der Nichtprimitivitdt

Bildet man nun anhand einer Inflationsspezies S den Graphen G = Gi,g und die
kanonische Form der Inflationsmatrix, so kann man an diesen ablesen, ob die zugehorige
Inflationsspezies primitiv ist oder auf welche Art sie nichtprimitiv ist:

(a) G ist nicht schwach zusammenhéingend (i.e., es existieren 7,j mit i /4 j und
j # 1) < S hat die Eigenschaft NP.1.

(b) G ist schwach zusammenhéngend und es gibt unwesentliche Klassen (B ist also
vorhanden) < S hat die Eigenschaft NP.2.

(¢) G ist schwach zusammenhingend, es gibt keine unwesentlichen Klassen (B ver-
schwindet also) und die einzige wesentliche Klasse hat die Periode d > 1 <& S
hat die Eigenschaft NP.3.

(d) G ist schwach zusammenhéngend, es gibt keine unwesentlichen Klassen und die
einzige wesentliche Klasse hat die Periode d = 1 < S ist primitiv.

Beweis: Die vier Fille links der Aquivalenzzeichen decken alle Maglichkeiten ab, das
ist offensichtlich. (In (c) und (d) kann es tatséchlich nur eine wesentliche Klasse geben,
denn: Géabe es mehrere wesentliche Klassen und keine unwesentlichen, so wére der
Graph nicht schwach zusammenhéngend.)

zu (a): Ist G nicht schwach zusammenhéngend, so gibt es eine Klasse I mit I /4 J und
J # I fiir alle anderen Klassen J. Durch Umnummerierung erhélt man I = {1,...,i}.
Die Matrix hat dann die in NP.1 geforderte Gestalt. Umgekehrt liest man aus dieser
Gestalt sofort die Existenz einer solcher Klasse I ab.

zu (b): Ist G nicht schwach zusammenhingend, so ist NP.1 nicht erfiillt. Ist zudem B
vorhanden, so hat die kanonische Form die in NP.2 geforderte Gestalt.

Wird umgekehrt NP.2 vorausgesetzt, so gilt NP.1 nicht. G ist also schwach zusam-
menhingend. Weil NP.1 nicht gilt und aufgrund der in NP.2 geforderten Gestalt der
Matrix ist B in der kanonischen Form vorhanden; es gibt also unwesentliche Klassen.
In diesen liegen genau die entbehrlichen Steine.

zu (c¢): Gibt es keine unwesentlichen Klassen, also keine entbehrlichen Steine, so gilt
NP.2 nicht. Sei d > 1 die Periode der einzigen wesentlichen Klasse. Fiir alle Knoten
1,7 in dieser Klasse gibt es Wege von ¢ nach j.

Betrachte den Knoten 1. Jeder Weg von 1 nach 1 hat Linge kd (k € N). Die weiteren
von 1 aus in kd Schritten erreichbaren Knoten — falls es solche gibt — erhalten nun
die Nummern 2,...,/;. Nun gilt: Jeder Weg von ¢ nach j fiir 1 < 4,5 < ¢; hat die
Lange kd fiir irgendein £ € N. Denn:

1.: Angenommen es gibt einen Weg von j nach 1 (1 < j < £;), dessen Linge a kein
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Vielfaches von d ist. Dann gibt es einen Weg von 1 iiber j zuriick nach 1, dessen Lénge
kd + a kein Vielfaches von d ist. Das ist ein Widerspruch zu ’d ist Periode von 1’. Also
hat jeder Weg von j nach 1 Linge kd.

2.: Gébe es nun einen Weg von ¢ nach j (1 <i,j < ¢;), dessen Lénge b kein Vielfaches
von d ist, so gidbe es auch einen Weg von 1 iiber 7 nach j und zuriick nach 1, dessen
Lange kd + b kein Vielfaches von d ist. Auch das ist ein Widerspruch zu 'd ist Periode
von 1’.

Betrachte nun alle Knoten, die von 1 aus durch Wege der Lénge kd+1, kd+2,..., kd+
(d—1) erreicht werden kénnen, und nummeriere diese entsprechend mit ¢,+1, . .. y; o+
ooy by ooy by + 1,00, €. Seien M; :={4;+1,... 41} (0<i<d—-1; 4 :=0)
die durch diese Einteilung entstandenen Klassen. Jeder Weg von M; nach 1 hat Linge
kd — i. (Ansonsten ergibt sich dhnlich wie oben: Hat ein solcher Weg von j nach 1 fiir
j € M; die Lange a # kd — 1, so gibt es einen Weg von 1 {iber j zuriick nach 1, der kein
Vielfaches von d ist. Widerspruch zu ’d ist Periode von 1’.) Weiter hat jeder Weg von
M; nach M; Lénge kd. Fiir die Inflation heifit das: In infl(7}), . . ., infl(7},) kommen nur
Steine vom Typ Ty 11...,Tp, vor, in infl(T,41), ... ,infl(7,,) kommen nur Steine vom
Typ Tpyt1--.,Ts, vor usw. bis: In infl(T,,_,4+1),...,infl(T},) kommen nur Steine vom
Typ Ti...,T,, vor. Also gilt NP.3.

Wird umgekehrt NP.3 vorausgesetzt, so gilt NP.2 nicht, es gibt also keine entbehrli-
chen Steine. Nach Punkt 2. gibt es daher im Graphen G keine unwesentlichen Klassen.
Auflerdem gilt NP.1 nicht, also ist G — nach Punkt 1. — schwach zusammenhéngend.
Es gibt also eine einzige wesentliche Klasse. Aus der Definition lésst sich auch ablesen:
Es existiert ein k£ > 1, so dass fiir jedes 7; € F ein Stein vom Typ 7; ausschliellich
in infl"*(T;) (n € N) auftaucht. Jeder Weg von i nach i hat also Linge nk, daher ist
die Periode d der einzigen wesentlichen Klasse ein Vielfaches von k, also auch d > 1.
(Da in NP.3 vorausgesetzt wird, dass keine weitere Verfeinerung méglich ist, gilt sogar
k=d.)

zu (d): Besteht G aus einer einzigen wesentlichen Klasse mit Periode 1, so ist die
Inflationsmatrix primitiv (die Spezies also primitiv) und umgekehrt. Das ist Theorem
1.4 aus [SE]: ’An irreducible acyclic matrix 7" is primitive and conversely.” (irreducible
heif3t, der Graph besteht aus nur einer wesentlichen Klasse, acyclic heifit, deren Periode
ist 1.) O
5. Reduktion auf eine Art der Nichprimitivitdt

Wie man sich an Hand der Beispiele in Abbildung 7 (S. 26) und den hier getroffenen

Uberlegungen klarmachen kann, lassen sich Inflationsspezies mit der Eigenschaft NP.1
als Vereinigung von kleineren Spezies darstellen. Es gilt noch allgemeiner:

d

Satz 2.8 1. Jede Inflationsspezies ist Vereinigung von Spezies, die entweder primi-
tiv sind oder die die Figenschaft NP.2 aufweisen.

2. Jede Spezies besitzt eine primitive Teilspezies.
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Fiir den Beweis brauchen wir zunéchst folgenden Satz:
Satz 2.9 Fiir jede Inflationsspezies und jedes k € N gilt: S(F,infl*) = S(F, infl).

Beweis: ”C”  S(F,infl¥) C S(F,infl) gilt trivialerweise: Jeder Superstein ¢~ter Ord-
nung von S(F,infl*) ist Superstein k/~ter Ordnung von S(F,infl) (s. Punkt 5 in Def.
2.5).

”D”  Sei P € S(F,infl), weiter k € N. Es ist zu zeigen:
VCCP3IT,e F,r' e N: CCinfl"*(T) (3)

Wir unterteilen die Mustersteine in 2 Klassen: U-Steine (fiir 'unsichtbare Steine’) und
S-Steine (fiir 'sichtbare Steine’). U-Steine sind solche, fiir deren Knoten i in Gj,g gilt:
Fiir die Liangen aller Wege in Gj,q mit Endpunkt ¢ existiert eine obere Schranke. Das
ist genau dann der Fall, wenn ¢ nicht in einer selbstkommunizierenden Klasse liegt
(anderenfalls giibe es Wege von ¢ nach i beliebig hoher Lénge) und fiir alle j mit j — 4
dasselbe gilt. Alle anderen Steine sind S—Steine.

Beispiele: Der Knoten ganz links in Abb. 8 ist der einzige Knoten in Gjng, der zu einem
U-Stein gehort. Auch der sternférmige Stein in Abb. 7b) ist ein U-Stein.

U-Steine tauchen in Inflationspflasterungen nicht auf.

Denn: Ist T ein U-Stein, so existiert & € N, so dass fir alle ¥ > k, T, € F
gilt: infi*” (T;) enthilt keinen Stein vom Typ 7. Angenommen, 7 taucht in einer
Pflasterung P € S(F,infl) auf. Dann findet man einen beliebig grofien Cluster C C
P mit T C C. Man kann C so grofl wihlen, dass er mehr Steine enthilt als alle
Supersteine infl¥(T}), T; € F. Dann gilt: C Z infl’(T}), £ < k. Aufgrund von Def. 2.5
Punkt 5 kommt aber C in einem grofieren Superstein infl¥ (T}), k' > k vor. Damit
liegt auch T in diesem groferen Superstein. Widerspruch.

Aus dem gleichen Grund tauchen auch keine Supersteine k—ter Ordnung (k € N)
von U-Steinen in der Pflasterung auf. Ansonsten enthielte nimlich jedes Q € S mit
infl*(Q) = P einen U-Stein. Das ist nach dem eben Festgestellten unméglich. Ein
Pseudosuperstein Cy 2 infl*(Ty;) (Ty U-Stein) kann allerdings in der Plasterung vor-
kommen.

Sei C C P ein beliebiger Cluster einer beliebigen Pflasterung P € S(F,infl). Nun gilt:
VCeP3IT, € F.LeN: CCinfl{(T) (4)
(s. Def. 2.5, Punkt 5).

Fall 1: Mindestens einer der 7; ist S-Stein. Dann gibt es Wege beliebiger Linge mit
Endpunkt .

Sei s :=¢ mod k, r:= (£ —s)/k, also £ = rk + s. Wihle j so, dass ein Weg der Lénge
k — s von j nach i existiert. Dann gilt 7; C infi*~*(T}). Es folgt:

¢ C inflY(T;) = inf"™***(T;) = infi™ (infl*(T3)) C infi"* (infl* (infi*~*(T}))) = infA" Tk (T7)

J J
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Mit 7 = 7 41 also: C C infl”*(T}). Daher gilt (3).

Fall 2: All die 7; aus (4) sind U-Steine. D.h.: Der Cluster C taucht nur in Inflationen von
U-Steinen auf, also in Supersteinen k—ter Ordnung von U-Steinen. (Solche tauchen in
den Pflasterungen nicht als echte Supersteine auf, sondern nur als Pseudosupersteine.)
Also taucht C in keinem echten Superstein auf.

Betrachte tr(C) = {z |z € T,T € C}. In keiner Deflation P, := defl"(P) von P ist
n ™ tr(C) Teilmenge eines einzelnen Steins 7. (Ansonsten wire C C infl"(7), und 7 ist
ein S—Stein.) Weiter hat jeder Cluster C, in P, mit n " tr(C) C tr(C,) dieselbe Eigen-
schaft wie C: Er liegt in keinem Superstein, aber er liegt in allen P, in Pseudosuper-
steinen von U-Steinen. (Liige C, in einem Superstein infl*(T'), so wire ¢ C infl**"™(T).)
Sei ¢ € N das kleinste ¢ mit C C infl*(T;), T; € F. Dann gilt:

Vn € N3T; € F : T;ist U-Stein und C C infi**™(T})

Wihle n so, dass ¢+ n = 0 mod k. Dann ist C C infl*™(T}) = infi"™*(T}), und (3) ist
bewiesen. O

Bevor wir Satz 2.8 beweisen, stellen wir fest: Fiihrt man die Uberlegungen aus Fall 2
des obigen Beweises weiter, so liefern sie ein Kriterium dafiir, ob eine Inflationspflaste-
rung (schwach) repetitiv ist oder nicht. Dazu brauchen wir zunichst ein geometrisches
Argument. (Das genannte Kriterium — Satz 2.11) — wird nicht zum Beweis von Satz
2.8 bendtigt.)

Lemma 2.10 Seien Hy,..., H, affine Hyperebenen in R%. Zu jedem R > 0 existiert
eine Kugel B=xz + RB* mit ;N B =0 (1 <i<n).

Beweis: Bilde zu Hy,..., H, die Hyperebenen Hj,...,H] mit 0 € H] und H;||H,.
Die Schnitte dieser Hyperebenen mit der (d — 1)-Sphére, also die Mengen H! N 9(B?),
unterteilen die Sphére in endlich viele Gebiete. Ist x ein — beziiglich der Sphéire —
innerer Punkt eines solchen Gebiets, so wéchst fiir jedes ¢ der Abstand zwischen H; und
Az linear mit A\. Der Abstand zwischen H; und H; ist konstant, also wird der Abstand
zwischen H; und Az beliebig grofl. Daraus folgt die Behauptung. O

Satz 2.11 Gibt es in S = S(F,infl) einen Cluster C, der nur in Supersteinen von
U-Steinen auftaucht, dann enthdlt S eine nicht schwach repetitive Pflasterung. Die
Repetitivitit wird dabei zerstort von ’‘singuldren’ Clustern, die entlang endlich vieler
Hyperebenen gelagert sind.

Im Zusammenhang mit diesem Satz sei wieder auf das Beispiel in Abb. 4 und 7b
hingewiesen.

Enthélt S eine nicht schwach repetitive Pflasterung, dann gilt selbstversténdlich auch:
S ¢ (WR) (und erst recht S ¢ (R)). Umgekehrt folgt aus S ¢ (WR) nicht, dass S eine
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nichtrepetitive Pflasterung enthélt. (Siehe dazu die Diskussion des Beispiels in Abb. 7a
und Def. 2.4.)

Beweis: In Fall 2 im Beweis zu Satz 2.9 (C,P und P, bedeuten hier dasselbe wie
dort) sahen wir: C taucht in keinem echten Superstein auf. P besteht aber aus echten
Supersteinen. C liegt also fiir jedes £ € N in mehr als einem Superstein k-ter Ordnung.

n~™tr(C) trifft daher in P, fiir jedes n € N eine Facette. Auflerdem gilt: Bei den
Deflationen von P entstehen keine 'neuen’ Facetten.

Das heifit: Ist Fi die Vereinigung aller — endlich vielen — Facetten in C, so kénnen
in den Deflationen P, bei 7" tr(C) nur in den Punktmengen 7 "F Facetten liegen.
Bezeichnen wir die Vereinigung der Facetten, die darin wirklich vorkommen, mit F,,
so erhélt man die unendliche Sequenz:

Fe2nFi 2 D" 'Fy D" Fy--- .

Jede dieser Menge wird von mindestens einer Facette geschnitten, sonst wire C in einem
Superstein n—ter Ordnung enthalten. Schneidet die Facette a,, in P,, die Menge F,,, so ist
infl" (a,) eine Superfacette n—ter Ordnung in P, die F¢ schneidet. Da unter der Inflation
aus Facetten Mengen von Facetten entstehen, kann man die a,, iiberdies so wihlen, dass
gilt: fiir alle n € Nist a,,_; € infl(a,) in P,_; und somit infi" *(a,_;) C infi"(a,) in P.

Die Menge A :=J,-,infl"(a,) ist daher infinite Superfacette.

Zusammengefasst heifit das: Wenn in S ein Cluster C existiert, der nur in Supersteinen
von U—Steinen auftaucht, so schneidet C eine infinite Superfacette. Das gilt fiir jeden
Cluster vom Typ C. Aufgrund von Lemma 2.6 gibt es in jedem P € S nur endlich viele
infinite Superfacetten. Nach Lemma 2.10 kann man daher eine Kugel beliebiger Grofie
finden, die keine der infiniten Superfacetten schneidet.

Annahme: P ist schwach repetitiv. Dann gibt es r > 0, so dass in P in jeder Kugel vom
Radius r Cluster vom Typ C auftauchen. Sei also z + rB? eine Kugel, die keine infinite
Superfacette beriihrt. Sie enthélt aber einen Cluster vom Typ C und schneidet daher
eine infinite Superfacette: Widerspruch. Damit ist der erste Teil des Satzes bewiesen.
Man erhilt sofort auch den zweiten Teil, denn die infiniten Superfacetten liegen nach
Lemma 2.6 auf endlich vielen Hyperebenen. U

Nun zum Beweis von Satz 2.8:

Beweis: zu Teil 1: Fall 1: M ist eine Inflationsmatrix von der Gestalt aus NP.3. Dann
hat eine Potenz M* die Gestalt aus NP.1. Hat also eine Inflationsspezies S(F,infl)
die Eigenschaft NP.3, so hat S(F,infl*) die Eigenschaft NP.1. Wegen Satz 2.9 ist
S(F,infl*) = S(F,infl). Daher lassen sich Spezies mit der Eigenschaft NP.3 immer
als Spezies mit der Eigenschaft NP.1 darstellen: Sie enthalten dieselben Pflasterungen
und sind als Mengen identisch. Die Inflationsfaktoren sind allerdings n bzw. n*.

Fall 2: Hat S(F,infl) die Eigenschaft NP.1, so enthélt die Spezies S nur Pflasterun-
gen, deren Steine jeweils genau einer der Untermatrizen A, A,,..., Ay entsprechen:
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Beschreibt A; die Inflation der Steine in Fy = {Ti,...,T;,}, As die der Steine in
Fo = {Ti,+1,-.., 15, } usw., so gehen Steintypen aus F; unter Inflation in sich iiber.
Daher besteht jede Pflasterung der Spezies ausschliefflich aus Steinen, deren Typ in
genau einem J; auftaucht.

Denn: Wiirden in einer Pflasterung der Spezies Steine 77 und T aus zwei verschie-
denen Steinklassen auftauchen, so wire Bedingung 5 aus Def. 2.5 verletzt: Jeder
Clustertyp taucht in einem Superstein auf, also auch der Typ eines Clusters, der T3
und 75 enthilt. Aber alle Supersteine beliebiger Ordnung bestehen hier aus Steinen
derselben Steinklasse.
Die Spezies lésst sich dann als disjunkte Vereinigung von £ Inflationsspezies S; =
S(Fj,infl;) — infl; := infl eingeschrénkt auf F; — darstellen. Diese Spezies kann man
nun auch getrennt untersuchen. Keine von ihnen hat nun noch die Eigenschaft NP.1.

Jede Spezies mit der Eigenschaft NP.1 ist also Vereinigung von Spezies, die diese
Eigenschaft nicht mehr haben. Ebenso ist jede Spezies mit der Eigenschaft NP.3 Ver-
einigung von Spezies, die Eigenschaft NP.3 nicht mehr haben. Diese Prozesse konnen
ineinandergeschachtelt sein — eine Teilspezies aus Fall 2 kann z.B. wieder die Eigen-
schaft NP.3 haben —, nach endlich vielen Schritten gelangt man aber zu Spezies, die
entweder primitiv sind oder die Eigenschaft NP.2 haben.

zu Teil 2: Die Aussage folgt direkt aus der Klassifizierung der Nichtprimitivitdt und
Lemma 2.7: Jeder Graph zu einer Inflationsmatrix weist mindestens eine wesentliche
Klasse auf. Die zu den Knoten dieser Klasse gehérenden Steine bilden eine Teilmenge
F' der Musterfamilie. Diese, zusammen mit der auf ' eingeschrinkten Inflation liefert
die primitive Teilspezies. U

Satz 2.8 erlaubt eine weitere wichtige Aussage im Zusammenhang mit Selbstdhnlichkeit.
Selbstihnlichkeit ist eine Eigenschaft von Pflasterungen, die im engen Zusammenhang
mit Inflation steht. Dieser Zusammenhang wurde aber in der Literatur bisher nicht
zufriedenstellend prézisiert, obwohl er vielen Autoren durchaus bewusst sein muss. Man
findet beide Begriffe in der Literatur, aber die Definitionen weichen in verschiedenen
Punkten voneinander ab, sowohl die von Selbstidhnlichkeit, wie auch die von Inflation.
Der fiir diese Arbeit gewihlte Rahmen erlaubt die Verschnung der beiden Begriffe.

Definition 2.11 Fine Pflasterung P heifit selbstdhnlich (zum Faktor n), wenn gilt:

1. Fir jeden Stein T € P existiert ein Cluster C C P mit nT = tr(C), und

2. Falls Ty 2 Ty, so gilt fir die Cluster C; und Cy mit n(T;) = tr(C;) (2 € {1,2}) :
Ci = C,.

Gemeinhin betrachtet man nur selbstdhnliche Pflasterungen mit endlicher Musterfa-
milie. Oft wird in der Definition von Selbstéhnlichkeit zusétzlich lokal endliche Kom-
plexitdt und Repetitivitdt verlangt (vgl. [SOoL1]). Dadurch wird die Endlichkeit der
Musterfamilie erzwungen, und ist letzteres der Fall, so liefert eine selbstdhnliche Pfla-
sterung P eine Inflationsspezies, wie man sich leicht iiberlegt: Der Inflationsfaktor ist
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offensichtlich 7, die Musterfamilie der Pflasterung P ist auch die Musterfamilie der
Spezies, und aus Punkt 1. der obigen Definition ergibt sich die Zerlegungsregel. Punkt
2. besagt, dass Steine vom selben Typ auf dieselbe Weise inflationiert werden. Da-
mit folgt der zweite Teil des folgenden Satzes. Es gilt allerdings nicht immer, dass die
selbstdhnliche Pflasterung in der von ihr determinierten Inflationsspezies vorkommt:
Die Pflasterung in Abbildung 4 (S. 18) ist selbstdhnlich zum Faktor 2, wenn man den
Nullpunkt in den Mittelpunkt des zentralen Sterns aus acht Rhomben legt. Die durch
diese Pflasterung auf die eben geschilderte Art gewonnene Inflationsspezies enthélt,
wie man sich leicht {iberlegt, nur triviale Rhombenpflasterungen, die isomorph sind
zur trivialen Quadratpflasterung W;. Sie enthilt nicht die urspriingliche Pflasterung,
aus der die Spezies abgeleitet wurde.

Satz 2.12 Jede Inflationsspezies S = S(F,infl) mit Faktor n enthdlt eine zum Faktorn
selbstihnliche Pflasterung. Jede zum Faktor n selbstihnliche Pflasterung mit endlicher
Musterfamilie definiert eine Inflationsspezies mat Faktor n.

Beweis: Es ist nur noch der erste Teil des Satzes zu zeigen. Nach Satz 2.8 enthilt jede
Spezies eine primitive Teilspezies S’. Sei P C S’ und T' C P ein Stein, in dessen Innerem
der Ursprung liegt. (Liegt der Ursprung nicht im Inneren eines Steines, so konnen wir
P um einen geringen Betrag verschieben. Auch die verschobene Pflasterung liegt in S'.)
Da S’ primitiv ist gibt es k& € N, so dass in infl*(P) ein Stein vom Typ T im Inneren
von infl*(T) liegt, etwa T + t. Wir verschieben P — und damit indirekt auch infi*(P)
— nun so, dass diese beiden Steine zur Deckung kommen: Es sei v := 1/(1 —n*)t. Wird
P um den Vektor v verschoben, so ist infl*(P + v) gegen infi*(P) um 5*v verschoben.
Die Steine 7" = T + v (in P + v) und der Stein vom Typ T im Inneren von infl*(7")
(in infl¥*(P 4 v)) — nennen wir ihn 7" — liegen dann an derselben Stelle:

T'=T+v=T+1/1-g" =T+ 0 +n/Q =Nt =T+t +nv=T"

Das heiit: {7} C infi*(T"). Daraus folgt infi* (") C infl*Y*(77) fiir i € N. Daher ist
die Menge

P:={T"}u (U(inﬂ““(T’) \inﬂ“—”’“(T')))
eine Pflasterung aus S. Weiterhin ist
infi*(P) = infl*(T") U (U(inﬂ<i+1>k(T') \ infl* (T')))
= T'U (infl* (7)) \ {T"}) U (U(inﬂ““)k(T')\inﬂ““(T'))> =P

Also ist P € S eine selbstdhnliche Pflasterung. 0
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Der Beweis ist fiir die Unterscheidung beziiglich Translationsklassen formuliert. Er
lasst sich aber einfach auf den Fall der Unterscheidung beziiglich Kongruenzklassen
iibertragen®.

2.5 Zusammenhinge zwischen Repetitivitit, lokal endlicher
Komplexitit und Primitivitét

Der folgende Satz findet sich schon in [DAN3|, Teile davon auch in [LuP], [GK]. In
dieser umfassenden Form ist er vermutlich noch nicht publiziert worden, daher geben
wir ihn hier mit Beweis wieder.

Satz 2.13 (a) (I,P) € (WR)
(b) (LP) N (LFC) C (LR)

In Worten: Jede primitive Inflationsspezies ist schwach repetitiv; und jede primitive
Inflationsspezies von lokal endlicher Komplexitét ist linear repetitiv.

Beweis: (a) Seien S = S(F,infl) € (I,P),C C P € S und n wie in Definition 2.10.
(n ist also das kleinste n € N, so dass M, nur positive Eintréige besitzt.)

1

Sei C C P € S ein Cluster und s = max{diam(7T") | T € F} der maximale Durchmesser
der Mustersteine. Wegen S € (I, P) existieren zu C geeignete i und N mit C C infl™ (Tj).
Fiir jedes 1 < j < m enthlt der Superstein infi’¥*"(7}) ein Translat des Supersteins
infl" (T;). In jedem Superstein (N + n)-ter Ordnung liegt also ein Translat von C. Fiir
den Durchmesser diam(S) eines solchen Supersteins S gilt: diam(S) < pV*"s =: R.
Dabei hiingt R nur von C ab. Fiir jedes 2 € R? liegt dann ein Superstein (N + n)-ter
Ordnung ganz in z + RB?, also auch ein Translat von C. Damit gilt S € (WR).

(b) Es seien S € (I,P) N (LFC), R > 0 und s wie in (a). Durch Skalierung kann
man O.B.d.A. erreichen: s < % In S gibt es nach Lemma 2.1 nur endlich viele Typen
Ci,...,C, von 1-Clustern. Jeder dieser endlich vielen Clustertypen findet sich in einem
Superstein infl*(7}) wieder. Es sei K das Maximum all dieser k. AuBerdem liegt jeder
1-Cluster ganz in einem 1-Cluster ;. Damit liegt auch jeder 2n*~Cluster ganz in einem
n*~Cluster, und dieser ist wiederum Teil eines Supersteins infi *(T;). Sei nun ¢ € N so
gewahlt, dass gilt %775_1 <r+l< %77[. Dann liegt auch jeder »—Cluster ganz in einem 5
Cluster, somit auch in einem Superstein infi ™(7}). Aufgrund der Primitivitéit kommt
ein solcher Superstein in jedem Superstein infl™"(T}) vor (n wie in (a)). K und n
hiingen hierbei nicht von r ab. Insgesamt gilt: In jedem Superstein infi* ***"(T}) sind
alle Typen von r—Clustern vertreten.

Setze R := n Tty 4 pf4ntl Wegen R = nf 1 (r+1) > p+11pt1 liegt in jedem
R-Cluster ein Superstein infi" ™(T}) und in diesem sind alle Typen von r—Clustern

8Das ist fiir manche Beispiele notwendig, wie etwa fiir das Pinwheel-Tiling (Abb. 2, S. 13).
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vertreten. Offenbar héngt R linear von r ab, also ist S € (LR). (Im Falle r > 1 wiirde
R := pf+7+1r geniigen. Nur fiir kleinere 7 benétigt man den zusitzlichen Summanden,

vgl. Def. 2.4.) O
Es gilt auflerdem:

Korollar 2.14 (a) (I,P)N(LFC) = (I,P) N (LR)
(b) (LP)N(R) = (I,P)N (LR)

In Worten: Eine primitive Inflationsspezies ist genau dann von lokal endlicher Kom-
plexitéit, wenn sie linear repetitiv ist. Und: Jede repetitive primitive Inflationsspezies
ist sogar linear repetitiv.

Beide Aussagen folgen unmittelbar aus dem obigen Satz zusammen mit Lemma, 2.2. [

Bis zum Jahr 2000 kannte man nur wenige primitive Inflationsspezies, die nicht von
lokal endlicher Komplexitét sind. Diese Spezies sind in einem gewissen Sinne untypisch.
Ein Beispiel in drei Dimensionen etwa — das Pinwheelsandwich — benutzt Schichten
von Pinwheeltilings (s. Abb. 2, S. 13). Die unendlich vielen Orientierungen der Steine
fithren zu unendlich vielen Typen von Clustern aus zwei Steinen, die in benachbarten
Schichten liegen. (Dieses Beispiel von RADIN wird erwihnt in [G-S].) In unserer Termi-
nologie sind diese Pflasterungen, genau wie die Pinwheeltilings, keine F—Pflasterungen
beziiglich Translationen, denn die Steine tauchen in unendlich vielen Orientierungen
auf. Insofern ist es ein ’exotisches’ und kein typisches Beispiel.
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Abbildung 9: Die Inflationsregel fiir eine primitive Spezies
S ¢ (LFC) mit Inflationsfaktor 3 sowie ein Ausschnitt aus einer Pflasterung aus S.

Eine weitere primitive Inflationsspezies S, die nicht in (LFC) liegt, ist in Abb. 9
dargestellt. Dieses Beispiel stammt von KENYON [KEN]. Die Musterfamilie besteht aus
nur einem Stein. Der Rand dieses Steins besteht aus zwei gleichlangen geraden Strecken
und zwei 'fraktalen’ Kurven. Die Inflationsmatrix ist (9), der Inflationsfaktor 3. Unter
der Inflationsvorschrift zerlegt sich der Stein in drei "Tiirme’ aus je drei Steinen. Der
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rechte Turm ist gegeniiber den beiden anderen um einen inkommensurablen Betrag a
nach oben verschoben. Die Lénge der geraden Seite sei 1. Dann kann a beispielsweise
als v/2 gewiihlt werden. Die Plasterungen in dieser Spezies sind weder nichtperiodisch
noch kristallographisch: Es gibt keine zwei linear unabhéngigen Periodenvektoren. Aber
fiir die im Bild angedeutete Pflasterung P und den dort dargestellten Vektor v gilt:
P =P+ M, (A €Z). Die Pflasterungen in S sind somit alle 1-periodisch.

Man kann sich leicht iiberlegen, dass zwei nebeneinanderliegende Steine — soll heif}en,
zwel Steine, deren gerade Seiten teilweise aufeinanderliegen — in Richtung v um die
folgenden Werte s, s} gegeneinander verschoben sein konnen:

k
Sei ¢, = >3 = (3! —1)/2 (k € NU{0}) und & = 3¥ — ¢;,_; (k € N). Dann sind
i=0

diese Werte s; = cxV2 — |cxv/2] und zusitzlich auch st = ¢v/2 — |&v/2]. (Dabei
bezeichnet |a| den ganzzahligen Anteil von a.)

Aufgrund der Irrationalitdt von V2 sind die s, paarweise verschieden. Also gibt es
unendlich viele Cluster aus zwei Steinen in S. Das bedeutet: S ¢ (LFC).

Auch dieses Beispiel ist untypisch, aus zwei Griinden: Erstens ist S weder nichtperi-
odisch noch kristallographisch, zweitens sind die Steine weder Polytope, noch haben
sie einen Rand, der nirgendwo differenzierbar ist. Letzteres ist bei den meisten der
von BANDT und GELBRICH untersuchten Pflasterungen der Fall ([BAN] und die dort
zitierten Arbeiten).

Bis hierher konnte man immer noch die Vermutung aufstellen: (I, P) C (LFC), wenn
man zusétzliche Forderungen an die Musterfamilie stellt. (Z.B.: F endlich bzgl. Trans-
lation, F enthélt nur Polytope.) Aber auch das fiihrt zu nichts. DANZER konnte von
einer ganzen Reihe von primitiven Inflationsspezies nachweisen, dass sie nicht von lokal
endlicher Komplexitit sind (s. Satz 1.1, S. 8 bzw [DAN5], oder auch Abb. 6, S. 24, etwa
fiir m = 5). Die von ihm untersuchten Spezies sind in vieler Hinsicht sehr typisch: Die
Musterfamilie besteht aus wenigen Dreiecken, die Inflationsfaktoren sind algebraische
Zahlen von niedrigem Grad (Grad 4,5,6) und in den ersten Inflationen der Mustersteine
liegen alle Steine Ecke an Ecke. Trotzdem scheint es so zu sein, dass unter allen Spe-
zies mit den letztgenannten drei Eigenschaften lokal endliche Komplexitit eher selten
vorkommt.

Liegen in allen Pflasterungen einer Spezies S alle Steine Ecke an Ecke (nicht nur in den
ersten Inflationen der Mustersteine), so hat S die Eigenschaft vertez—to—verter oder
kurz vtv. Mit dieser Eigenschaft beweist man oft die lokal endliche Komplexitit einer
Pflasterung, denn es gilt:

Satz 2.15 Ist eine Spezies vtv, so ist sie von lokal endlicher Komplexitit. Diese Aus-
sage bleibt richtig, wenn man endlich viele ’kiinstliche’ Eckpunkte hinzunimmdt. O

Beispiel: Die Pflasterung in Abb. 1 auf Seite 7 ist nicht vtv: Einige Ecken treffen auf die
Mittelpunkte der langen Seiten der Steine. Erklirt man die Mittelpunkte der langen
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Seiten zu kiinstlichen Eckpunkten, so ist die Spezies vtv und liegt somit auch in (LFC).

Von vielen Spezies kann man so oder dhnlich entscheiden, dass sie in (LFC) liegen.
Der Nachweis, dass eine Spezies nicht in (LFC) liegt, ist im Allgemeinen sehr viel
aufwiindiger. Die allgemeine Frage "Wann liegt eine Spezies in (LFC), wann nicht?’ ist
bisher offen. In Kapitel 3 wird diese Frage fiir Inflationspflasterungen mit ganzzahligem
Faktor untersucht.

Nach Satz 2.8 2. besitzt jede Spezies mindestens eine primitive Teilspezies. Fiir den
Fall, dass eine Spezies genau eine primitive Teilspezies besitzt, erhilt man Folgendes:

Lemma 2.16 FEs sei S' = S(F,infl) eine Spezies mit Inflationsfaktor n und nur einer
primitiven Teilspezies. Sei weiter Ty € F und O.B.d.A. vol(Ty) = 1. Dann gilt fiir alle
T; € F : vol(T;) € Q(n?).

Beweis: Betrachte zunéchst die primitive Teilspezies S’ von S. Nach Lemma 2.3 ist
n? Eigenwert von Mg und v := (vol(T}),...,vol(T,,)) linker Eigenvektor zu diesem
Eigenwert, also gilt v(Mi,qa — n?I) = 0. Da die Spezies primitiv ist, treten in einem
Superstein infl*(7) alle Steintypen auf. Das Volumen eines einzigen Steins legt die
Volumina der anderen Steine eindeutig fest. Daraus folgt fiir das zugehorige lineare
Gleichungssystem v Mg = n%v :

Rang(Ming — nI) = m — 1.

Also existiert eine nichttriviale Losung x = (1,vol(73),...,vol(7,,)) und die vol(T;)
entstehen durch Gaufische Umformungen aus vol(77) = 1. Die Koeffizienten des Glei-
chungssystems sind dabei alle aus N U {n?}, die resultierenden Zahlen liegen demnach
in Q(n¢). Fiir minmale Spezies ist die Aussage damit bewiesen.

Die Steine einer primitiven Teilspezies S’ bilden — in der Terminologie aus Abschnitt

2.4 — eine wesentliche Klasse. Umgekehrt entspricht eine wesentliche Klassen genau

einer primitiven Teilspezies. Laut Voraussetzung gibt es daher in dem Inflationsgraphen

zur betrachteten Spezies nur eine einzige wesentliche Klasse I. Gibt es Steine, die nicht

in der primitiven Teilspezies liegen, so sind diese also Element einer unwesentlichen

Klasse. Von jedem dieser Steine existiert ein Weg im Graphen zu einem Stein aus I.
Denn: Ist das nicht der Fall, dann gibt es T;,T; € F mit ¢ A j A j /A 4. Also
zerfillt der Graph in zwei schwache Zusammenhangskomponenten. Damit hat S die
Eigenschaft NP.1. S 148t sich also als Vereinigung zweier Spezies auffassen und
enthilt folglich zwei primitive Teilspezies, im Widerspruch zur Voraussetzung.

Daher gilt fiir jedes 7; € F : Fiir ein geeignetes k € N liegt in infi*(7}) ein Stein 7} aus
I. Ahnlich wie oben gilt daher: Ist das Volumen eines einzigen Steins bekannt, ergeben
sich daraus die Volumina der Steine aus I eindeutig. Damit sind auch die Volumina
aller Steine bekannt, in deren Inflation irgendwann ein Stein aus I auftaucht. Andere
Steine gibt es in S nicht, also liegt damit das Volumen aller Steine fest. Mit demselben
Argument wie oben folgt die Behauptung. O
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Korollar 2.17 Ist S primitiv und n¢ € N, so stehen alle Steinvolumina in rationalem
Verhdltnis zueinander. Durch Skalierung kann man dann erreichen, dass alle Steine
ein ganzzahliges Volumen haben. O

2.6 Punktmengen

Hochgeordnete, nichtperiodische Pflasterungen sind ein Modell zur Beschreibung von
nichtkristallographischen Festkorpern. Eine andere Moglichkeit zur Modellbildung bie-
ten Delonemengen.

Definition 2.12 Delonemengen oder (r,R)-Mengen sind Punktmengen D C R¢, fiir
die gilt: Fs gibt positive Konstanten r und R, so dass jede Kugel vom Radius r héchstens
einen Punkt aus D enthdlt und jede Kugel vom Radius R mindestens einen.

Beide Modelle haben Vor— und Nachteile. Delonemengen sind einfacher durch Cut-
and-Project-Schemata zu beschreiben, wie spéter deutlich wird; Pflasterungen dagegen
sind besser an die Inflationsmethode angepasst. Gliicklicherweise jedoch lassen sich die
meisten Begriffe und Aussagen, die sich auf Pflasterungen beziehen, auf Delonemengen
iibertragen und umgekehrt. So kann man etwa aus einer F—Pflasterung auf einfache
Weise eine Delonemenge gewinnen: Dekoriere jeden Stein aus F mit einem Punkt,
der in seinem Inneren liegt. Ubertrage diese Dekoration auf die Plasterung. (D.h.: Ist
z € int(7;) die Dekoration von T; € F, so wird jeder Stein T; +t € P — bzw. ¢(T)
— an der Stelle ¢t + x — bzw. p(z) — dekoriert.) Dann liefern die Punkte einer jeden
solchen F—Pflasterung eine Delonemenge D.

Um aus D die Pflasterung P zuriickzugewinnen, kann es sinnvoll sein, verschiedene Ty-
pen von Punkten zu unterscheiden. Versieht man etwa die Punkte mit einem zuséatzli-
chen Attribut (durch Farbung, Nummerierung etc.), so erhilt man eine Einteilung der
Punkte aus D in verschiedene Klassen. Ein geeigneter Begriff zur Beschreibung von
solchen ’gefirbten’ Punktmengen ist die Delone—Multimenge (engl. Delone—multiset,
vgl. [LMS]).

Definition 2.13 V=V, x---x V,, CR¢ x --- x R? heifit Delone-Multimenge, wenn
m
Vi fir jedes i € {1,...,m} V; eine Delonemenge ist und |J V; eine Delonemenge ist.

=1
Wir schreiben auch V- = (Vi,..., V).

Offenbar ist eine Delone-Multimenge eine Teilmenge von R? x --- x R¢. Trotzdem ist
es fiir unsere Zwecke angemessen, sich eine Delone-Multimenge als ein Objekt vorzu-
stellen, dass im R? lebt, wobei die einzelnen Elemente — die Punkte — mit einem
Attribut versehen sind, also etwa mit einer Farbe oder einer Nummer.

Laut Definition ist nicht ausgeschlossen, dass V; N'V; # 0 fiir i # j. Ubertragen auf
die eben geschilderte Sichtweise — ’gefarbte Punktmengen’ — hiefle das: Ein Punkt
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kann mehrere Farben haben. Solche Fille werden wir aber hier nicht betrachten; im
Folgenden gilt immer: Ist V = (V4,...,Vy,), soist V;N'V; = 0.

Bezeichnung: Ein Element einer F—Pflasterung, also ein Stein T + ¢ (bzw. (7)),
wird beschrieben durch die Angabe des Mustersteines 7" und eines Translationsvektors
t (bzw. einer Isometrie ). Ubertragen auf Punkte ist eine solche Notation — etwa
vy + t, v; der "Musterpunkt’, ¢ der Translationsvektor — nicht giinstig. Ein endlicher
Ausschnitt aus einer Delone-Multimenge schreibt sich mit Definition 2.13 einfacher
folgendermaflen:

1 1 2 2 m m
AR 8 TR 1 S ) SPUPI AL oA O

Zur Darstellung von Punktmengen ist das gut geeignet, zur Beschreibung einzelner
Punkte weniger gut: Anstelle von T, +¢ hiefle es (0, {¢},0,...,0). Stattdessen benutzen
wir fiir einzelne Punkte alternativ die Bezeichnung (¢,7). Der erste Eintrag ¢ € R?
bezeichnet die Position des Punktes, die zweite Eintrag i € {1,...,m} den Typ. Es ist
also (0, {t},0,...,0) = (,2).

Beziiglich einer Delone-Multimenge V' = (V4,...,V,,) ist ein Cluster C' definiert als
m—Tupel endlicher Teilmengen der V;, also C = (C1,...,Cp) mit C; C V; (i €
{1,...,m}, C; endlich). Formal ist ein Cluster im Zusammenhang mit Delone-Multi-
mengen — als Tupel von Punktmengen — also etwas anderes als ein Cluster im Zu-
sammenhang mit Pflasterungen — eine Menge von Steinen. Beide beschreiben aber
endliche Ausschnitte aus der jeweils betrachteten Struktur. Wir werden beide Objekte
als Cluster bezeichnen und den Unterschied dadurch hervorheben, dass wir Cluster
beziiglich Pflasterungen mit kalligraphischen Buchstaben bezeichnen (C, D,...) und
Cluster beziiglich Delone-Multimengen mit lateinischen Grofibuchstaben (C, D, ...).

Ein r-Cluster um z ist die Menge (Cy,...,C,,) mit C; = V; N (x + rB?¢). Die Begrif-
fe Inflation, Periodizitét, lokal endliche Komplexitéit, Repetitivitdt und Primitivitéit
iibertragen sich damit direkt auf Punktmengen. Zur Definition der lokal endlichen Kom-
plexitdt nutzt man dazu die Beschreibung in Lemma 2.1. Zur Definition der Inflation
fiir Punktmengen gilt Definition 2.5 unter Beriicksichtigung der folgenden Anderungen:
Als Musterfamilie hat man nun eine Punktmenge ({t1},...,{tm}). Den Steinmengen

T+t T+, T+t T+t T+ T 4 1)
entsprechen m-Tupel von Punktmengen

1 1 2 2 m m

Der Typ (die Farbe, die Nummer etc.) der jeweiligen Punkte ist durch die Zugehorigkeit
zum i-ten Eintrag des Tupels beschrieben.

Die Definition von Inflation #ndert sich nicht, bis auf Punkt 1.(c) von Definition 2.5.
Dieser wird abgeschwécht zu:
1.(c) Q ist eine Menge {C1,...,C,} von F-Clustern.
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Alle anderen Definitionen fiir Pflasterungen gelten unveréndert fiir Delone-Multimen-
gen. Fiir Delone-Multimengen, die aus einer Inflation gewonnen wurden, kann man
daher auch von Inflationsmatrix und Supersteinen sprechen. ’Superstein’ ist allerdings
kein sinnvoller Begriff im Zusammenhang mit Punktmengen, daher reden wir in diesem
Fall von Superelementen.

Die Begriffe Steinvolumen, Superkante oder Superfacette haben im Bezug auf Punkt-
mengen keine sinnvolle Bedeutung. Die Sétze, in denen diese vorkommen, lassen sich
nicht auf Punktmengen iibertragen. Alle anderen Sitze dieses Kapitels gelten auch fiir
Punktmengen, insbesondere die Sdtze 1.1, 2.4, 2.5, 2.8, 2.9, 2.12, 2.13 und die Lemmata
2.2 und 2.3 (ohne die Aussage iiber die Volumina).

In der Beschreibung der Konstruktion einer (gefirbten) Delonemenge aus einer Pfla-
sterung am Anfang dieses Abschnitts wurde schon implizit der Begriff der ’lokalen
Ableitbarkeit’ benutzt (s. [BSJ],[ScH1]). Die prizise Formulierung ist die folgende:

Definition 2.14 Es seien P und Q zwei Pflasterungen in R, oder zwei Delone-
Multimengen in RY, oder auch eine Pflasterung und eine Delone-Multimenge. Wir
nennen Q lokal ableitbar (zum Radius ) aus P, wenn fiir alle x,y € R? gilt:

Cr(z,P) =Co(y, P) + (x —y) = Co(z, Q) =Co(y, Q) + (z — y)

Ist P lokal ableitbar aus Q und Q lokal ableitbar aus P, so heiffen P und Q gegenseitig
lokal ableitbar.

Sind also in P die r—Cluster um x und um y vom selben Typ, und sind sie genau um
x — y gegeneinander verschoben, so stimmen in Q die Typen der 0-Cluster um x und
um y iiberein.

Tatséichlich bildet die Beziehung gegenseitig lokal ableitbar zu sein eine Aquivalenzre-
lation. Insbesondere ist sie also transitiv (s. [BSJ]).

Geschieht die eingangs dieses Abschnitts geschilderte Ersetzung der Steine einer F—
Pflasterung P durch Punkte derart, dass alle Steine vom Typ 7;, also alle Steine der
Gestalt T; +t, durch Punkte (¢, ) ersetzt werden, so ist die so gewonnene "Multimenge’
V={t1) T+t e P},....{(t,m)|T,, + t € P}) aus der Pflasterung P lokal
ableitbar. Auch ldsst sich P auf eindeutige lokale Weise aus V' zuriickgewinnen —
jeder Punkt (¢,i) € V wird durch den Stein T; + ¢ ersetzt —, also sind P und V
gegenseitig lokal ableitbar. (Man iiberlegt sich schnell, dass bei dieser Konstruktion P
und V' gegenseitig lokal ableitbar zum Radius 0 sind.) Wenn P schwach repetitiv ist,
so gibt es ein R > 0, so dass in jeder Kugel vom Radius R mindestens ein Stein eines
jeden Typs liegt. Dann ist V' tatséchlich eine Delone-Multimenge. Es folgt:

Lemma 2.18 Zu jeder schwach repetitiven F-Pflasterung P existiert eine Delone—
Multimenge V', so dass P und V' gegenseitig lokal ableitbar sind.
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Man beachte, dass wir hierbei von einer gegebenen Pflasterung ausgehen. In umge-
kehrter Richtung gilt nur: Zu jeder Delone-Multimenge V' existiert eine Pflasterung P,
so dass V und P gegenseitig lokal ableitbar sind. P hat dann im Allgemeinen keine
endliche Musterfamilie, ist also keine F—Pflasterung.

Die obige Konstruktion lédsst sich auch an den Fall der Unterscheidung beziiglich Kon-
gruenzklassen anpassen. Bei der Ubertragung auf ganze Spezies ergeben sich jedoch
Probleme. In den folgenden Kapiteln benétigen wir die Definitionen und Aussagen
dieses Abschnitts nur fiir den Fall der Unterscheidung beziiglich Translationsklassen,
daher beschrianken wir uns hier auf diese.

Es sollte klar sein, dass gegenseitig lokal ableitbare Strukturen viele Eigenschaften
miteinander teilen. Unter anderem wird das klar, wenn man sich mit einem der am
meisten bemiihten Beispiele fiir gegenseitig lokale Ableitbarkeit beschéftigt: Den Pen-
rosepflasterungen, einmal in der Form mit Rhomben als Mustersteinen, daneben mit
Dreiecken oder mit jenen Vierecken, die als ’dart’ und ’kite’ bezeichnet werden (s.
[GS]). Tatséchlich gelten die folgenden Aussagen:

Satz 2.19 (SCHLOTTMANN,F.) Sind P und Q gegenseitig lokal ableitbar und hat P
eine der folgenden Figenschaften, so hat auch Q diese Eigenschaft.

1. Schwache Repetitivitit

2. Repetitivitat

3. lineare Repetitivitit

4. d—Periodizitdt

5. lokal endliche Komplexitit

Beweis: Die Punkte 2. und 4. sind [SCcH1| entnommen. Der darin gefithrte Beweis zu
Punkt 2. iibertrigt sich unmittelbar auf die Punkte 1. und 3. (Bei letzterem muss man
beachten, dass der Radius r aus Definition 2.14 konstant ist. Die lineare Abhéngigkeit
zwischen den Radien aus Definition 2.4 bleibt somit erhalten.)

Zu 5.: Sei @ eine Pflasterung und P von lokal endlicher Komplexitét. Nach Lemma 2.1
(falls P eine Pflasterung ist, ansonsten auf Grund der Definition von lokal endlicher
Komplexitét fiir Delone-Multimengen) gibt es in P nur endlich viele Typen von r—
Clustern. Daher gibt es in Q nur endlich viele Typen von 0—Clustern. Jeder 2—-Stein—
Cluster {A, B} in Q ist ein 0—Cluster Cy(z, Q) fiir ein x € tr(A)Ntr(B). Somit gibt es in
Q nur endlich viele 2-Stein—Cluster, @ ist also nach Definition 2.3 von lokal endlicher
Komplexitiit.

Ist Q eine Delone-Multimenge, so betrachten wir eine zu ihr gegenseitig lokal ableitbare
Pflasterung Pg. Sind Q und P gegenseitig lokal ableitbar, so auch P und Pg. Ist P
von lokal endlicher Komplexitét, so auch Pg und nach dem ersten Teil des Beweises
auch Q. O



46 3 PFLASTERUNGEN MIT GANZZAHLIGEM INFLATIONSFAKTOR

3 Pflasterungen mit ganzzahligem Inflationsfaktor

In diesem und dem néchsten Kapitel werden alle Objekte — Steine, Cluster, Pflaste-
rungen etc. — anders als im letzten Kapitel ausschliefllich beziiglich ihrer Translati-
onsklasse unterschieden. Ausserdem werden im Folgenden nur noch Inflationsspezies
mit ganzzahligem Faktor betrachtet. Nach Satz 2.9 fallen darunter auch solche, deren
Faktor von der Form n'/® (n,k € N) ist. Man geht dann einfach zur k—fach iterierten
Inflation iiber, die Spezies bleiben gleich.

Gibt es auch Spezies mit einem rationalen, aber nicht ganzzahligen Inflationsfaktor?
Man kann sich schnell iiberlegen, dass das unmdglich ist:

Gegeben sei eine Inflationsspezies mit rationalem Inflationsfaktor p. Dann ist p? Null-
stelle des charakteristischen Polynoms y der Inflationsmatrix; x zerfillt also iiber Q[z].
Die Inflationsmatrix hat ganzzahlige nichtnegative Eintrége, daher ist x € Z[z]. Aus all-
gemeinen Aussagen der Algebra folgt, dass x dann auch iiber Z[z] zerfillt. (z.B.[vDW],
S.95: Ist & ein Integritétsbereich und ¥ der Quotientenkorper von S, so gilt: Ist ein
Polynom F aus S[z] zerlegbar in X[x], so ist es schon in S[z]| zerlegbar.) Daher ist
p? € Z, und weil p rational ist, ist auch p € Z. Ein Inflationsfaktor ist generell grofier
als 1. Insgesamt erhélt man so die folgende Aussage:

Lemma 3.1 Ist der Inflationsfaktor p einer Spezies rational, so ist p € N\ {1}. O

Alle Inflationsspezies lassen sich also erfassen, indem man alle Spezies betrachtet, deren
Inflationsfaktor entweder eine natiirliche Zahl ungleich 1 ist; oder eine irrationale alge-
braische Zahl, deren Potenzen auch alle irrational sind. Im Folgenden werden wir fiir
die erstgenannten Spezies die Zusammenhénge zwischen den zentralen Eigenschaften —
vor allem Primitivitét, lokal endlicher Komplexitéit und Repetitivitdt — untersuchen,
die iiber die im letzten Kapitel getroffenen (fiir allgemeine Inflationsspezies giiltigen)
Aussagen hinausgehen. Weiterhin werden wir auf eine weitere Eigenschaft, die nur im
Falle ganzzahliger Inflationsfaktoren auftreten kann, intensiv eingehen; eine ’Gitterei-
genschaft’. Dabei wird sich zeigen, dass die entscheidende Eigenschaft die lokal endliche
Komplexitit ist: Ist sie gesichert, so folgen fast alle weiteren Eigenschaften direkt.

3.1 Lokal endliche Komplexitit

Wir sahen schon, dass aus S € (I,P) nicht folgt S € (LFC) (s. Satz 1.1, S. 8 und
KENYONS Pflasterungen, Abb 9, S. 39). In DANZERS Arbeit sind die Inflationsfaktoren
(und all ihre Potenzen) keine natiirlichen Zahlen, in KENYONS Arbeit sind die Steine
keine Polytope.

In diesem Abschnitt werden moglichst umfassende Bedingungen angegeben, die unter
der Voraussetzung, dass alle Steine Polytope sind und die Spezies einen ganzzahligen
Inflationsfaktor haben, lokal endliche Komplexitit garantieren.
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Eine eindimensionale F—Pflasterung ist immer von lokal endlicher Komplexitit. Die
folgenden Aussagen beziehen sich daher alle auf die Fille d > 2.

Vermutung 3.1 Sei S(F,infl) € (I, P) mit Inflationsfaktor p € N und F bestehe aus
Polytopen. Dann ist S(F,infl) € (LFC).

"Polytop’ ist hier gemafl Definition 2.8 zu verstehen.

Definition 3.1 Die Steine in einer Pflasterung P seien Polytope. Zwei Facetten a und
b zweier Steine A und B liegen direkt nebeneinander, wenn gilt:

1. aUb ist Teilmenge einer Hyperebene H,
2. anb ist (d — 2)-dimensional und

3. die zugehorigen Steine liegen auf derselben Seite von H.

Zwei Facetten a und b liegen nebeneinander, wenn es eine Sequenz S paarweise direkt
nebeneinander liegender Steine gibt, die a und b verbindet, also:

S:={a=:ap,a1,...,a, :=b} mit a;_1 und a; liegen direkt nebeneinander (1 < i < n)

Zwet Facetten a und b liegen gegeniiber, wenn gilt:

1. anb ist (d — 1)-dimensionale Teilmenge einer Hyperebene H,

2. die zugehorigen Steine liegen auf verschiedenen Seiten von H.

Zunichst bendtigen wir die folgenden Sitze 3.2 und 3.3. (Die Aussagen gelten fiir
beliebige Dimension, nicht nur fiir d = 2.) Dabei bezeichnet vol(A) das relative Volumen
von A. Ist A ein n—dimensionales Polytop, so ist vol(A4) sein n—dimensionales Volumen,
unabhingig, ob A im jeweiligen Kontext als Teilmenge von R" aufgefasst wird oder als
Teilmenge von R?, d > n. Weiterhin heifilen zwei Zahlen a, b kommensurabel, wenn gilt:

a/b e Q.

Satz 3.2 Die Steine in einer Spezies S(F,infl) € (I, P) seien Polytope. Haben je zwei
direkt nebeneinanderliegende Facetten in S kommensurables Volumen, so haben auch
je zwei gegentiberliegende Facetten in S kommensurables Volumen.

Beweis: Sei ¢ = {4, B} C P ein 2-Stein—Cluster. Dann ist A N B Vereinigung des
Schnittes von Facetten a; C A und b; C B, also AN B =|Ja; Nb;. (Im konvexen Falle
ist AN B einfach der Schnitt zweier Facetten a C A und b C B.) Jedes a; N b; ist ein
(d — 1)-dimensionales Polytop. Betrachten wir diese Schnitte — und bezeichnen die
beteiligten Facetten einfach mit @ und b — so ist entweder a = a N b = b, dann sind
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die Volumina gleich und somit kommensurabel. Oder es ist a # b, es 'ragt etwas iiber’.
An den iiberragenden Stiicken a \ b, b\ a liegen nun weitere Steine, somit auch weitere
Facetten in der von a (oder b) aufgespannten Hyperebene.

'(Direkt) neben a liegend’ heifie im Folgenden eine Facette, wenn sie und a (direkt)
nebeneinanderliegen. Laut Voraussetzung haben alle direkt neben a liegenden Facetten
ein zu vol(a) kommensurables Volumen. Das gilt offensichtlich dann auch fiir alle neben
a liegenden Facetten.

Annahme: vol(a)/vol(b) ¢ Q. Die neben a liegenden Facetten haben nach Vorausset-
zung zu vol(a) kommensurable Volumina. Die neben b liegenden Steine haben entspre-
chend zu vol(b) kommensurable Volumina.

Behauptung 1: Zu o und b existieren keine Mengen {a;}icr, {b;}jes mit:

— T endlich

— Jendlich

— au(Ja)=bu(Jby)
iel jeJ

(Anschaulich: Egal, wie lange man von @ und b aus auf beiden Seiten der Hyperebene
weiterbaut, immer ragt auf einer Seite etwas iiber.)
Wire die Behauptung falsch, so gébe es {a;}icr, {b;}jcs mit endlichem I, endlichem J

und:
vol(aU (| a:)) = vol(bu (| b))

icl jeJ

Die linke Seite ist kommensurabel zu vol(a), die rechte zu vol(b). Daraus folgt weiter:
Ar,s € Q: rvol(a) = svol(b), also

vol(a) _ s
vol(b) €Q

Widerspruch, also ist die obige Behauptung wahr.

Jeder Cluster vom Typ C = {A, B} forciert also eine Sequenz S = {a; };c; von unendlich
vielen nebeneinanderliegenden Facetten. Diese liegen alle in einer Hyperebene, und weil
die Volumina aller Facetten durch eine positive Zahl nach unten beschrinkt sind, hat
|J a; kein endliches Volumen.

i€l

Behauptung 2: S liegt auf einer infiniten Superfacette. Genauer: Es existiert eine infinite
Superfacette K, so dass der Schnitt tr(S) Ntr(K) (d — 1)-dimensional ist.

Nehmen wir an, dass sei nicht der Fall. Dann gibt es ein n € N, so dass S teilweise
in jeder Deflation Q, mit infl"(Q,) = P ’verschwindet’, d.h. es gibt ein n, so dass
n~"tr(S) in jeder Deflation Q,, nicht mehr von Facetten iiberdeckt wird. Also teilt
n~"tr(S) einen Stein T € Q,, in zwei Hilften; und zwar genauso, wie der entsprechende
Superstein von infl"(7") in P von Facetten aus S zerteilt wird.
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Sei zunéchst 71" konvex: Dann ergibt sich sofort ein Widerspruch zu Behauptung 1: In
infl"(T) liegen dann auf den beiden Seiten von tr(S) die Vereinigungen der Facetten
genau deckungsgleich. Genauer: Sind a; € S die Facetten, die zu Steinen auf der Seite
von S liegen, auf der A liegt (sagen wir, 'rechts’ von S) und b; € S die Facetten, die
zu Steinen auf der anderen Seite gehoren (’links’ von S), dann ist

U = U

tr(a; )€infi™ (T") tr(b;)€infl™(T")

Ist T nicht konvex, wird er aber von =" tr(S) so zerteilt wie eben (also so, dass die
oberen und unteren Schnittflichen identisch sind), ergibt sich auf dieselbe Weise ein
Widerspruch.

n~™tr(S) wird also in jeder Deflation von Facetten {iberdeckt. Wie im Beweis zu Satz
2.11 erhalten wir so eine Sequenz von Facetten ¢, € Q, mit tr(c,) N7~ " tr(S) # @) und
¢ € infl(c,yq) fiir alle n € N, so dass {infl" (¢, ) }nen infinite Superfacette in P ist.

In diesen Fillen liegt die Sequenz S in einer Hyperebene, die von einer infiniten Super-
facette K in P aufgespannt wird, und tr(S) hat mit tr(K) einen (d — 1)-dimensionalen
Schnitt. Das Argument gilt fiir alle Cluster vom Typ C: Jeder bewirkt eine solche
Sequenz und somit eine solche infinite Superfacette.

Nun nutzen wir die Primitivitdt von S: Wegen Satz 2.13 sind die Pflasterungen in S
schwach repetitiv. Zu C gibt es also ein R > 0, so dass in jeder Kugel vom Radius R
ein Cluster vom Typ C liegt. Es gibt also unendlich viele Cluster diesen Typs in der
Pflasterung (und zwar gleichmé8ig dicht; nicht nur entlang endlich vieler Hyperebenen,
wie man sich an Hand von Lemma 2.10 klarmacht) und jeder bewirkt eine infinite
Superfacette. Daher gibt es in P unendlich viele infinite Superfacetten. Das ist ein
Widerspruch zu Lemma 2.6. Daher kann es — in den betrachteten Fillen — keinen
solchen Cluster C geben. Die obige Annahme ist also falsch, und fiir Pflasterungen aus
konvexen Steinen ist das Lemma bewiesen.

Nehmen wir jetzt an, T wird von n "tr(S) so zerteilt, dass die Hélften nicht genau
aufeinanderpassen. Dann ist infl"(T') = A;U---U Ay U By - - - U By, wobei die A; rechts
von S liegen und die B; links. Wir modifizieren nun die Inflationsregel folgendermaflen:
Ersetze T durch all die Steine A} :=n™"Ay,..., A, :=n""A, B} :==n""By,...,B} =
n~"By und setze infl'(A}) = infl(T) N nA} bzw. infi(B!) = infl(T") N nB.. Uberall, wo
vorher ein Stein vom Typ 7" lag, liegen nun welche der Typen Alind Bj. Es ist leicht

einzusehen, dass die alten und die neuen Spezies gegenseitig lokal ableitbar sind: Wo in
den alten Pflasterungen ein Stein vom Typ 7 liegt, wird er durch die Steine der Typen
Al und B ersetzt. Wo in der neuen Pflasterung Steine der Typen A!,..., A}, Bi,..., B,
liegen, werden sie durch einen Stein vom Typ T ersetzt. (Da die A}, B! wirklich neue
Typen darstellen, die in der alten Pflasterung nicht vorkommen, sind sie eindeutig dem
T zuzuordnen. Das lisst sich notigenfalls durch Férbung erreichen.)

Da die Steine Polytope sind, gibt es nur endlich viele Mglichkeiten, sie so zu zerteilen,
dass die Schnittflichen rechts von S und links von S nicht identisch sind. Zu jeder
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einzelnen betrachteten Sequenz S konstruieren wir daher nur endlich viele Teilungen
auf die beschriebene Weise. Die Musterfamile der lokal abgeleiteten Pflasterung bleibt
auf jeden Fall endlich.

Wann immer die Situation auftaucht, dass in Q, ein T von 1 "tr(S) zerteilt wird,
kénnen wir eine Pflasterung P’ angeben, die zu P gegenseitig lokal ableitbar ist und
in der S bei einer infiniten Superfacette liegt. Ist P schwach repetitiv, so auch P’.
Also bewirkt der dem Cluster C € P entsprechende Cluster C' € P’ eine infinite
Superfacette in P’. Das Argument gilt auch fiir alle anderen Cluster vom Typ C. Genau
wie oben erhalten wir: In P’ gibt es unendlich viele infinite Superfacetten. Das ist ein
Widerspruch zu Lemma 2.6. Die letzte Annahme war daher falsch; somit gibt es keinen
Stein T" € P, der von ™ "S in irgendeiner Deflation zerteilt wird.

Daher liegen auf ™S in allen Deflationen von P Facetten. Also bewirkt S wie oben
eine infinite Superfacette. Damit ist Behauptung 2 bewiesen. Aber wieder gilt: Da P
repetitiv ist und jeder der unendlich vielen Cluster vom Typ C eine infinite Superfacette
erzwingt, gibt es in P unendlich viele infinite Superfacetten, im Widerspruch zu Lemma
2.6. Also kann ein solches C nicht existieren. Daher ist auch in diesem Fall die erste
Annahme falsch und der Satz ist bewiesen. O

Die Argumentation benutzt hier die ’iiberragenden Stiicke’, also die Zusammenhangs-
komponenten von a \ b und b\ a. Nennen wir diese im Folgenden Uberstinde. Aus
dem obigen Beweis folgt sofort, dass — unter den Voraussetzungen des Satzes — auch
die Volumina eines jeden Uberstandes zweier Facetten a und b kommensurabel zu den
Volumina von @ und b sein miissen. Ansonsten kidme man auf die gleiche Weise zu
einem Widerspruch: Egal, wie lange man von diesem Uberstand aus weiterbaut, immer
entstehen neue Uberstinde. Das liefert eine infinite Superfacette, und die schwache
Repetitivitdt bedingt dann unendlich viele infinite Superfacetten, was unmdéglich ist.
Es gilt sogar noch stérker:

Satz 3.3 Die Steine in einer Spezies S(F,infl) € (I,P) seien Polytope. Haben alle
direkt nebenez’ngnderliegenden Facetten in S kommensurables Volumen, so nehmen die
Volumina der Uberstinde nur endlich viele Werte an.

Beweis: Zu einer gegebenen Orientierung der Facetten sind nach Satz 3.2 die Volumi-
na eines jeden Paares gegeniiberliegender Facetten, die diese Orientierung aufweisen,
kommensurabel. Da die Musterfamilie F endlich ist, nehmen die Volumina dieser Fa-
cetten nur endlich viele Werte an, sagen wir, O.B.d.A ay,...,a; € Q. Sie lassen sich
also durch Skalierung sogar alle ganzzahlig machen: 3N € N mit Nay,...,Na; € N.
Alle ganzzahligen Linearkombinationen dieser Werte sind somit wieder ganzzahlig, also

k
Y(o,...,ap) € N ZaiNai eN

=1
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bzw.

k
Y(ap,...,ap) € N Zaiai =/{¢/N (£ € N)

i=1
Hat ein Uberstand also ein Volumen ungleich ¢/N (fiir irgendein ¢ € N), so ist es keine
Linearkombination der Volumina der beteiligten Facetten. Weiteres Anbauen an diesem
Uberstand fiihrt somit wie oben immer zu neuen Uberstinden mit Volumen, deren Wert
nicht die Gestalt //N hat, und somit letztlich auch zu einer infiniten Superfacette.
Genau wie im letzten Beweis fiihrt das zum Widerspruch.

Alle Uberstinde haben also Volumenwerte der Form ¢/N fiir ein ¢/ € N. Diese Werte
sind aber durch den Wert a des Volumens der gréfiten Facette beschrankt. Es kommen
daher nur endlich viele Werte 1/N,2/N,..., Na/N in Frage.

Damit ist die Behauptung fiir eine Orientierung gezeigt. Da es nur endlich viele Mu-
stersteine gibt, gibt es auch nur endlich viele Orientierungen der Facetten. O

Die beiden letzten Sétze bilden wichtige Werkzeuge zum Nachweis lokal endlicher Kom-
plexitét im ebenen Fall. Im Folgenden geben wir zwei Kriterien, die mittels dieser Sitze
fiir primitive 2-dimensionale Spezies mit ganzzahligem Inflationsfaktor und polytopaler
Musterfamilie die Frage nach der lokal endlichen Komplexitéit beantworten.

Die obigen Beweise sind bewusst so formuliert, dass sie fiir beliebige Dimension gelten.
Spéter werden wir ndmlich einen Ansatz vorstellen, die Aussagen auf hohere Dimen-
sionen zu iibertragen.

Satz 3.4 Die Steine in einer 2-dimensionalen Spezies S = S(F,infl) € (I,P) seien

Polygone. Haben alle parallelen Facetten der Steine aus F kommensurables Volumen,
so ist S € (LFC).

Beweis: Da alle parallelen Facetten kommensurables Volumen haben, ist die Voraus-
setzung aus Satz 3.3 erfiillt. Daher haben die Volumina aller Uberstiinde nur endlich
viele Werte. Die Uberstinde sind hier Geradenstiicke, also gibt es fiir die Form der
Uberstiinde auch nur endlich viele Méglichkeiten.

Insgesamt gibt es aufgrund der Endlichkeit der Musterfamilie nur endlich viele Méglich-
keiten, wie zwei Facetten sich gegeniiberliegen konnen — wie also zwei Steine sich
beriihren konnen—, ohne dass ein Uberstand entsteht. (Die Steine liegen dann *Facette—
an-Facette’.)

Da die Anzahl der Formen der Uberstinde begrenzt ist, gibt es auch nur endlich viele
Moglichkeiten, wie zwei Steine sich beriihren kénnen, so dass ein Uberstand entsteht
(so dass also die Steine nicht 'Facette—an—Facette’ liegen). Insgesamt gibt es also nur
endlich viele Moglichkeiten, wie zwei Steine aneinanderliegen kénnen. Es gibt daher in
der Spezies S nur endlich viele Typen von 2-Stein—Clustern, also ist S € (LFC). O

Man kann mittels der Sitze 3.2 und 3.3 noch weitere Kriterien fiir lokal endliche Kom-
plexitét formulieren. Bei den bekannten Beispielen von Inflationsspezies mit ganzzahli-
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gem Faktor ist es jedoch eigentlich immer der Fall, dass jeweils alle parallelen Facetten
der Steine der Musterfamilie kommensurables Volumen haben. Der letzte Satz zeigt
daher schon fiir alle dem Autor bekannten Beispiele die lokal endliche Komplexitét.
Der folgende Satz ist daher — bislang — hochstens von theoretischem Interesse. Er
benutzt die folgende Tatsache:

Eine Inflation zu einer Musterfamilie F, die aus d—dimensionalen Polytopen besteht,
liefert gleichzeitig eine Inflation fiir die Facetten, also fiir (d—1)-dimensionale Polytope.
Das ist offensichtlich: Unter Inflation wird aus einer Facette F' eine Menge von Facet-
ten, deren Tréger gleich nF ist. Jede d-dimensionale Inflationsspezies — wobei F aus
Polytopen besteht — liefert also gleichzeitig eine (d — 1)-dimensionale Inflationsspezies
zum selben Inflationsfaktor.

Dabei konnen aus Facetten einer bestimmten Orientierung selbstverstédndlich nur Fa-
cetten derselben Orientierung entstehen. Die neue Spezies ist also nichtprimitiv von
der Art NP.1. Selbst wenn man die Facetten alle auf geeignete Weise in den R? ! ein-
bettet, ist die neue Spezies im Allgemeinen nichtprimitiv. Sie ist allerdings nach Satz
2.8 Vereinigung von Teilspezies, die entweder primitiv sind oder die Eigenschaft NP.2
aufweisen.

Wir verlangen daher fiir den folgenden Satz nur: Die gesamte (d — 1)-dimensionale
Spezies soll aus Teilspezies — die nun entweder primitiv sind oder Eigenschaft NP.2
haben — bestehen, die jeweils genau eine primitive Teilspezies enthalten. (Nach Satz
2.8 2. enthilt jede Spezies mindestens eine primitive Teilspezies.)

Satz 3.5 Die Steine in einer 2-dimensionalen Spezies S = S(F,infl) € (I,P) seien
Polytope. Gilt:

1. Alle Teilspezies der durch S erzeugten 1-dimensionalen Spezies enthalten genau
eine primitive Teilspezies, und

2. alle parallelen Facetten, die im Inneren von Supersteinen erster Ordnung auftau-
chen, haben kommensurables Volumen,

so ist S € (LFC).

Beweis: Nach Lemma 2.16 bestehen die Musterfamilien der Teilspezies der durch S
erzeugten 1-dimensionalen Spezies S’ jeweils aus Steinen — hier also Kanten — mit
untereinander kommensurablem Volumen. (Dies gilt nur fiir die Teilspezies, die Muster-
familie von S’ kann durchaus Steine mit nichtkommensurablem Volumen enthalten.)

Wir zeigen nun, dass unter den Voraussetzungen dieses Satzes die Voraussetzungen von
Satz 3.2 erfiillt sind.

Angenommen, es gibt in S zwei nebeneinanderliegende Facetten a und b mit nicht-
kommensurablem Volumen. {a, b} ist nicht Teil einer Superfacette (auch keiner Pseu-
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dosuperfacette), denn dann liegen a und b in derselben Teilspezies und ihre Volumina
wéren kommensurabel.

Sie liegen auch nicht beide jeweils im Inneren eines Supersteines erster Ordnung, sonst
ist Punkt 2. der Voraussetzungen verletzt.

Liegt O.B.d.A. a auf einer Superfacette S, b im Inneren eines Supersteines erster Ord-
nung, so gibt es zwei Moglichkeiten: In der Deflation — oder den Deflationen, falls die
Pflasterung periodisch ist und somit keine eindeutige Deflation existiert — der ent-
sprechenden Pflasterung liegt die Facette defl®(S) im Inneren eines Supersteines erster
Ordnung. Dann ist das Volumen der Facette defl*(S) kommensurabel zum Volumen
von b. a ist aber Teil der Inflation von defl*(S), liegt also in derselben Spezies. Daher
ist auch das Volumen von a kommensurabel zu dem von b. Auch dieser Fall kann also
nicht eintreten.

Damit muss aber nun fiir alle ¥ € N in der k. Deflation — oder den k. Deflationen —
der Pflasterung n~*a auf einer Superfacette liegen. Also liegt n~*a auf einer infiniten
Superfacette. Von diesen gibt es nach Satz 2.6 nur endlich viele. Da S primitiv ist, ist S
schwach repetitiv. Der Cluster {a, b} muss daher auch an anderen Stellen — auflerhalb
einer infiniten Superfacette — auftauchen. Wir kénnen daher diesen letzten Fall auf
einen der vorigen zuriickfithren. All diese haben wir schon zum Widerspruch gefiihrt.
Somit ist die Annahme falsch und in S haben je zwei nebeneinanderliegende Facetten
kommensurables Volumen. Nach Satz 3.2 haben dann auch je zwei gegeniiberliegende
Facetten kommensurables Volumen. Nach Satz 3.3 nehmen die Volumina aller Uber-
stande in S daher nur endlich viele Werte an. Also folgt, da S zweidimensional ist, wie
im letzten Satz: S € (LFC). O

Die einzige Stelle, an der in den Beweisen zu den Sétzen 3.4 und 3.5 die Einschréankung
auf Dimension 2 benutzt wird, ist das letzte Argument: 'Endlich viele Uberstéinde
bedingen endlich viele Typen von 2-Stein—Clustern.” Daraus entsteht auf natiirliche
Weise das folgende Problem:

Vermutung 3.2 Gegeben sei ein d—-dimensionales konvexes Polytop P mit ganzzah-
ligem Volumen, eine Liste L = {ni,...nx} C N und eine Liste V. = {v1,...,0n}
von Vektoren. Dann gibt es nur endlich viele Méglichkeiten, P in konvexre Polytope
Py, ..., P, zu zerlegen, so dass jede vorkommende Facette einen Normalenvektor aus V'
hat und jedes P; als Volumen einen Wert aus L.

Ein Beispiel hierzu ist in Abbildung 10 gezeigt.

Fiir d = 1 ist diese Aussage trivialerweise wahr; diese Tatsache haben wir in den letzten
beiden Beweisen benutzt.

In obiger Form ist das Problem kontextfrei formuliert, ohne Bezugnahme auf den hier
interessanten Rahmen, ndmlich Pflasterungen. Als solches ist es von allgemeinem In-
teresse im Bereich der Geometrie konvexer Polytope.

Falls die Aussage, so wie sie oben formuliert ist, falsch ist, kénnen wir aus unserem
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Abbildung 10: Ein Beispiel zu Vermutung 3.2: P ein Quadrat mit Seitenlange 2, L :=
{1,4}, V := {(1,0)T,(0,1)T}. Es gibt 22 Moglichkeiten, P unter den gegebenen Bedin-
gungen zu zerteilen.

speziellen Rahmen stirkere Bedingungen ableiten, unter denen sie eventuell wahr ist.
Das sind im Wesentlichen:

e Zusitzlich ist eine Liste von Polytopen gegeben: S := {Si,...,S,}. Die P;, die
ganz im Inneren von P liegen, miissen Translate eines S; € S sein. Oder

e Zusitzlich ist eine Liste von Polytopen gegeben: S := {S,...,S,}. Die P;, die
mit dem Rand von P (d — 2)-dimensionalen Schnitt haben, miissen Translate
eines S; € S sein. Oder

e Zusitzlich ist eine Liste von Polytopen gegeben: S := {S,...,S,}. Alle k-Seiten
der P; (1 < k < d) die mit dem Rand von P (d—2)-dimensionalen Schnitt haben,
miissen Translate einer k—Seite aus S sein. (Das ist eine Verschérfung der vorigen
Bedingung.)

Jede dieser Bedingung ist eine Verschiarfung der vorherigen. Alle drei folgen daraus,
dass es nur endlich viele Mustersteine in der Pflasterung gibt. Die Moglichkeiten, wie die
zerlegenden Polytope aussehen, werden dadurch stark eingeschriankt. Trotzdem kénnte
der Beweis der Aussage extrem schwierig werden, und es ist nicht klar, ob sie fiir hohere
Dimensionen gilt, nur fiir Dimension 2 oder iiberhaupt nicht [ScHU].

Falls es jedoch gelingt, die Aussage fiir eine Dimension d > 2 zu zeigen, so gelten als
direkte Folge daraus alle in diesem Abschnitt getroffenen Aussagen iiber ebene Spezies
auch fiir (d+1)-dimensionale Spezies. Daher wurden die Sétze 3.2 und 3.3 fiir beliebige
Dimension formuliert und bewiesen.
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3.2 Pflasterungen auf Gittern

Nahezu sdmtliche Inflationspflasterungen mit ganzzahligem Faktor, die in der Litera-
tur zu finden sind, haben eine auffillige Gemeinsamkeit: Sie 'leben’ auf einem Gitter.
Betrachtet man etwa ein Chair-Tiling (Abb. 1, S. 7), so sieht man, dass alle Eckpunkte
der Steine im Gitter Z? liegen. In einem Half Hex Tiling (Abb. 13, S. 64) bilden die
Steine eine Art Wabenmuster, alle Eckpunkte liegen im hexagonalen Gitter As. Um
diese Eigenschaft zu prézisieren, brauchen wir den Begriff des Translationsmoduls.

Definition 3.2 Sei P eine Pflasterung und Xp := {t|t € R, 3T € P: T +t € P},
also die Menge aller Translationen, die Steine aus P auf Steine desselben Typs in P
abbilden. Dann ist T =< Xp >y der Translationsmodul von P.

Haben alle Pflasterungen einer Spezies S denselben Translationsmodul T, so heifit T
Translationsmodul von S.

Ganz allgemein, also fiir beliebigen Inflationsfaktor, gilt die folgende Aussage.

Satz 3.6 Ist S = S(F,infl) € (I, P), so haben alle Pflasterungen in S denselben Trans-
lationsmodul T. T ist dann also Translationsmodul von S.

Beweis: Seien P, P’ € S. Zu jedem t € Xp, also t € R, so dass es ein T gibt T € P
und 7'+t € P betrachte einen Cluster C C P, der T und T + ¢ enthélt. Nach Satz 2.13
ist S schwach repetitiv. Daher enthiilt P’ ein Translat von C, sagen wir C + v. Dieser
Cluster enthélt T+ v und T+t +v. Alsoist t +v —v =t € Xpr, somit Xp C Xpr.
Ebenso erhélt man Xpr C Xp, also Xpr = Xp. Also ist auch der Translationsmodul
beider Pflasterungen gleich. O

Definition 3.3 Ist der Translationsmodul T einer Pflasterung P ein Gitter, so heifit
P Pflasterung auf einem Gitter oder Pflasterung auf (dem Gitter) T.

Ist der Translationsmodul T einer Spezies S ein Gitter, so heifit S Spezies auf einem
Gitter oder Spezies auf (dem Gitter) T. Die Menge aller Spezies auf einem Gitter
bezeichnen wir mit (G).

Beispiele: 1. Der Translationsmodul der Wiirfelpflasterungen W, ist einfach Z<. Denn
es ist Wy := {E + v |v € Z%} (mit E := [0, 1]%), also ist Xy, = Z% und < Z% >z= Z°.
2. Der Translationsmodul eines Chairtilings CT ist das Gitter Dy = {(z1,x2) | 1+22 =
0 mod 2}. Denn es ist {(1,1),(-1,1)} C Xer, < {(1,1),(=1,1)} >z= D5, und mit
wenig Miihe kann man zeigen, dass X¢r \ Do = 0 gilt. (Man nutzt die Inflationsregel
aus und die Lage der Eckpunkte, an denen der Innenwinkel 270° betrégt, innerhalb der
Supersteine.)

3. Der Translationsmodul einer Pflasterung nach KENYON (Abb. 9) ist kein Gitter.
Fiihrt man die Uberlegungen von S. 39 weiter, so erhiilt man T = Z x Z[v/2].

Satz 3.7 Ist S = S(F,infl) € (G) mit Inflationsfaktor n, so ist n* € N.
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Beweis: Der Translationsmodul T von S enthélt alle Translationsvektoren, die Steine
auf Steine gleichen Typs abbilden. Also enthélt T auch alle Translationsvektoren, die
Supersteine auf Supersteine abbilden. Daher ist nT C T. T und 5T sind Gitter, also
ist nT Teilgitter von T. Daher ist der Index [T : nT] € N, d.h. ¢ € N. Mit Satz
2.9 folgt: S ist eine Spezies mit ganzzahligem Inflationsfaktor. (Die Inflationsregel ist
gegebenenfalls durch infl? zu ersetzen. S bleibt dadurch unveréindert. ) O

Der letzte Beweis ist so formuliert, dass er auch im Rahmen der Unterscheidung von
Steinen beziiglich ihrer Kongruenzklasse gilt, nicht nur beziiglich Translationsklassen.
Dieser Satz gilt also in beiden der im 2. Kapitel behandelten Fille. Die ndchste Aussage
bezieht sich wie der Rest dieses Kapitels auf den engeren Rahmen der Unterscheidung
bzgl. Translationsklassen.

Satz 3.8 Ist P eine F—Pflasterung auf einem Gitter I', so ist P von lokal endlicher
Komplezitit. Ist S € (G), so ist S € (LFC).

Beweis: Essei ' =< uy, ..., uq >z. Angenommen, es gibe unendlich viele verschiedene
Typen von 2-Stein—Clustern aus Steinen verschiedenen Typs. Dann gibt es auch ein
Paar von Steintypen — nennen wir die dazugehorigen Steine A und B — so dass es
unendlich viele Typen von 2-Stein—Clustern aus Steinen vom Typ A und B gibt. Es
gibt also Cluster vom Typ {4, B},{A, B+t },{A,B+1t2},... mit t; € R, ||t;|| < r
fiir j € N und ¢; # t; fiir j # k. Alle Steine vom Typ A sind um Translationsvektoren

d
der Gestalt ) A\u; gegeneinander verschoben. Die Steine vom Typ B sind daher um
i=1
d
Vektoren der Gestalt t; + > A\ju; gegeneinander verschoben. Wegen ||t;|| < r kénnen
i=1
héchstens endlich viele ¢; Gittervektoren sein, also als ganzzahlige Linearkombination
von uq,...,uq dargestellt werden. Es gibt daher mindestens zwei Steine vom Typ B,

d
die um einen Vektor verschoben sind, der keine Darstellung der Gestalt » . \;u; besitzt.
i=1
Das ist ein Widerspruch zur Voraussetzung, dass jeder solche Vektor diese Darstellung
besitzt. Es kann also nur endlich viele Typen von 2-Stein—Clustern geben, also ist die

Pflasterung (bzw. die Spezies) von lokal endlicher Komplexitét. O

Satz 3.8 gibt uns ein weiteres Hilfsmittel an die Hand, um die Frage nach der lokal
endlichen Komplexitit zu beantworten.

Satz 3.9 Sei S = S(F,infl) eine Spezies mit Faktor p € N, seien die Elemente von F
Polytope und habe 0.B.d.A. jedes T' € F einen Eckpunkt in 0. Ist dann fiir jedes T € F
der Z—Spann aller Eckpunkte aller Steine in infl(T) ein Gitter T', so ist S Spezies auf
einem Gitter I'" mit T' C T und somit von lokal endlicher Kompleritit.

Beweis: Sei T' € F. Eine Eckpunkt von 7T liegt in 0 € I, alle Eckpunkte der Steine in
infl(7") liegen in I'. Fiir alle £ € N gilt daher: Die Eckpunkte der Supersteine (k —1)-ter
Ordnung in infi*(7T) liegen in p*T" C T.
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Wendet man das Argument sukzessive an auf k =n,k=n—1,...,k = 2, so folgt: Alle
Eckpunkte der Steine in infl*(T") liegen in I'. Damit liegen auch alle Differenzen der in
infl*(T") vorkommenden Eckpunkte in T', und somit erst recht alle Translationsvektoren
t mit 7' =T + ¢ fiir T, T € infl*(T).

Jeder Cluster in S ist Translat einer Teilmenge eines Supersteins infl* (T') (fiir geeignetes
k€ N, T € F). Also ist der Translationsmodul von S Teilmenge von I', und als Z—
Spann somit ein Gitter IV C T'. O

Insbesondere gilt:

Korollar 3.10 Sei S = S(F,infl) eine Spezies mit Faktor p € N und seien die Ele-
mente von F Polytope. Sind dann fir jedes T' € F die Koordinaten aller Eckpunkte
aller Steine in infl(T") rational, so ist S Spezies auf einem Gitter und somit von lokal
endlicher Komplexitdt.

Beweis: Es gibt nur endlich viele verschiedene Eckpunkte in F = {T3,...,7,,} und
somit in {infl(7}),...,infl(T},)}. Daher existiert ein N € N, so dass die Eckpunkte in
{Ninfl(T}),..., Ninfl(T},)} alle ganzzahlig sind und somit in einem Gitter liegen. Die
um N vergréflerten Pflasterungen bilden daher eine Spezies auf einem Gitter, also auch
die urspriinglichen. O

Insgesamt haben wir nun vier Kriterien, um die lokal endliche Komplexitét einer Spezies
auf einem Gitter nachzuweisen, hier nun auch zwei fiir beliebige Dimension. Alle dem
Autor bekannten Beispiele fiir die in Frage stehenden Spezies — Inflationsspezies mit
ganzzahligem Faktor, F besteht aus Polytopen — erfiillen die Voraussetzungen von
Satz 3.9.

Sind die hier betrachteten Spezies zusétzlich primitiv, so folgt aus der lokal endlichen
Komplexitit nach Korollar 2.14 jeweils sofort auch lineare Repetitivitit.

In Kapitel 5 werden weitere Punkte und mdogliche Fortfithrungen der hier vorgestellten
Methoden zur Behandlung der Frage nach lokal endlicher Komplexitéit von Inflations-
pflasterungen mit ganzzahligem Faktor diskutiert.

Die im Vorherigen gemachten Uberlegungen beziehen sich alle auf Inflationspflasterun-
gen aus Polytopen. Zur Ubertragung der Ergebnisse auf Punktmengen bzw. Delone-
Multimengen bedient man sich der gegenseitig lokalen Ableitbarkeit, unter Verwendung
von Lemma 2.18.

In diesem Lemma 2.18 wurde bereits gezeigt, dass es zu jeder repetitiven Pflasterung P
eine dazu gegenseitig lokal ableitbare Delone-Multimenge V' gibt. In Kapitel 4 nutzen
wir intensiv die Sichtweise, dass man jede Pflasterung im Sinne gegenseitiger loka-
ler Ableitbarkeit auch als Delone-Multimenge darstellen kann. Dazu miissen wir den
Zusammenhang im Falle von Pflasterungen auf Gittern verschérfen. Es folgen zwei
Aussagen, die dieses leisten.
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Der folgende Satz 3.11 besagt: Ist P eine Pflasterung auf dem Gitter I', so kann die
zu P genseitig lokal ableitbare Delone-Multimenge V' so gewihlt werden, dass gilt:
tr(V) = I. Der darauffolgende Satz 3.12 beinhaltet im Wesentlichen die Aussage,
dass, wenn P eine Inflationspflasterung auf einem Gitter ist (und p der zwangsldufig
ganzzahlige Inflationsfaktor), so gibt es eine zu P gegenseitig lokal ableitbare Delone—
Multimenge V', die sich durch eine Inflation erzeugen ldsst, und zwar durch eine, die
einem Punkt ein 'Parallelotop’ von p? Punkten zuordnet.

Satz 3.11 Ist P eine schwach repetitive F—Pflasterung auf einem Gitter I', so gibt es
eine Delone—Multimenge V', so dass P und V' gegenseitig lokal ableitbar sind und tr(V)
etn Translat von I ist.

Beweis: Ist P eine Pflasterung auf einem Gitter I', so ist laut Definition der Trans-
lationsmodul T = < Xp >z = < {t e R*|3S € P: S+t € P} >z= T. Mittels
der Musterfamilie F = {T1,T5, ..., T,,} schreibt sich Xp als Vereinigung der Mengen
Xi={teR|IATXT, TeP: T+teP}, 1<i<m.

Wir zeichnen nun einen Punkt z; € int(7}) aus. Dekoriert man alle Steine der Pflaste-
rung P, die vom Typ 7 sind — also alle Steine der Menge M = {T € P|T = T}
— auf dieselbe Weise mit einem Punkt (ist 77 =T + ¢, so dekoriert man 7" durch den
Punkt z; +t), so erhilt man eine Punktmenge D, die gegenseitig lokal ableitbar zu M
ist. P ist schwach repetitiv, also existiert zu 7} ein Radius r, so dass in jeder Kugel
vom Radius r + diam(77) ein Stein vom Typ 77 liegt. Der Abstand zweier Punkte in
D ist nach unten durch den maximalen Inkreisradius von 77 beschrinkt. Daher ist D
eine Delone-Menge; und nach Satz 3.8 ist P iiberdies von lokal endlicher Komplexitit.
Zu jedem R > 0 gibt es daher nur endlich viele Typen von R—Clustern Cg(z,P) mit
x € D. Nummerieren wir diese n Moglichkeiten durch, so kénnen wir jedem Punkt in
D eine Nummer 7 zuordnen, je nach dem, in welchem dieser Typen von R—Clustern der
entsprechende Stein liegt. Durch die Zuordnung V; := {z € D|zhat Nummeri} liefert
diese Nummerierung die Delone-Multimenge V' = (V4,...,V,,).

Ist das R so gewéhlt, dass es die zweite definierende Eigenschaft einer Delonemenge
erfiillt ("Jede Kugel vom Radius R enthilt mindestens einen Punkt aus D’), so iiber-
deckt die Vereinigung aller Cluster Cg(z, P) mit x € D die Pflasterung; es ist also

P=J U Crlz,P).

i=1z€V;

Jedem Punkt aus V' kann man nun eindeutig einen R—Cluster zuordnen und erhélt so
P. Aus P kann man umgekehrt durch die beschriebene Konstruktion V' lokal ableiten,
also sind P und V' gegenseitig lokal ableitbar.

Es ist D = tr(V') Teilmenge eines Translats von X; und somit auch Teilmenge eines
Translats von T.
Denn: Ist T'€ Pund T'="T) + v, also T" = T7,, so ist
D={t+v|T=T+t,T+teP}=Xi+vCXp+vCT+uw.
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Erweitert man V' um eine Menge V, 1 von redundanten Punkten zu einer Delone—
Multimenge V' = (V4, ..., Vy, Vai1), so dass tr(V) ein Translat von T wird, so bleiben
P und V gegenseitig lokal ableitbar zueinander und die Behauptung ist bewiesen. [1.

Satz 3.12 IstS = S(F,infl) eine Inflationsspezies auf einem Gitter ' =< uy, ..., uq >z
zum Faktor p und ist P € S, so gibt es eine Spezies S' = S'(F',infl") von Delone-
Multimengen auf T', so dass gilt:

1. Es gibt ein V € S" mit: P ist gegenseitig lokal ableitbar zu V, und
2. Fiir jedes (t,i) € F' ist der Triager von infl'((t,1)) ein Translat der Menge
d
F:{.’L'ERd‘.’L':Z)\jUj, OS/\jSp—l, )\jEZ}.
j=1

Beweis: Laut Satz 3.11 finden wir zu P eine gegenseitig lokal ableitbare Delone—
Multimenge V, so dass tr(V) = I'. Die Inflationsregel infl fiir P liefert auch eine
Inflationsregel infl” fiir die Delone-Multimenge (indem man betrachtet, wie die Punkte
sich unter infl verhalten). Ist fiir jeden Punkttyp ¢ Bedingung 2. schon erfiillt, so ist
nichts weiter zu zeigen.

Ist Bedingung 2. nicht erfiillt, so gibt es vier Moglichkeiten fiir jeden einzelnen Punkt-
typen i:

(a.) Es ist fiir Typ ¢ Bedingung 2. erfiillt, oder

(b.) tr(infl’((¢,7))) ist Translat einer echten Obermenge von F, oder

(c.) tr(infl'((¢,7))) ist Translat einer echten Teilmenge von F', oder

(d.) Nichts von dem, d.h. weder kann man aus tr(infl’'((¢,7))) Punkte entfernen, so dass
dadurch ein Translat von F' entsteht, noch kann man durch Hinzufiigen von Punkten
ein Translat von F' erhalten.

Diese vier Méglichkeiten sind in Abbildung 11 beispielhaft fiir d = 2 und p = 3 darge-
stellt.

Wir konstruieren aus infl” nun die gesuchte Inflation infl’, und damit aus der Spezies
S(F",infl") die Spezies S(F',infl'), die die Punkte 1. und 2. des Satzes erfiillt. Man
beachte, dass die Konstruktion schrittweise erfolgt, so dass infl’ sich im Weiteren immer
wieder dndert. Am Ende der Konstruktion steht dann die Inflation mit den gesuchten
Eigenschaften.

In Fall (a.) ist fiir den entsprechenden Punkt nichts zu tun. Wir iibernehmen also fiir
alle Typen 4, fiir die (a.) gilt, (¢,7) € F" in F' und setzen infl'((¢,4)) := infl"((¢,7)).

In Fall (b.) dndern wir durch Wegnahme von Punkten (¢1,11), (¢, i2), - - - aus infl"((¢, 7))
die Inflationsregel infl” zu infl’ derart, dass (a.) erfiillt ist, also infl’((¢,)) := infl"((¢,4))\
{(t1,41), (tay i2), - . -}

Die iiberschiissigen Punkte ergiinzen einige der Mengen infl’((¢, 7)), wobei fiir den
Punkttyp j (c.) oder (d.) gilt.
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Abbildung 11: Schematische Darstellung einer Inflation fiir eine Delone—Multimenge. Die
Punkttypen sind nicht beriicksichtigt.

Diese Zuordnung kann eindeutig sein — die Punkte, die infl”((¢, 7)) an den ¢y, %o, ...
entsprechenden Stellen zugeschlagen werden, stammen in jedem Falle aus infl”((%,7))
— oder nicht — dann gibt es noch andere Typen von Punkten, aus deren Inflation
Punkte die ¢y, to, ... entsprechenden Stellen in infl”((¢, 7)) auffiillen.

Auf jeden Fall bilden wir zu jedem j nun den neuen Typen j;, so dass infl'((¢,7;)) =
inﬂ"((t,j)) U {(tl, ’1;1), (tg, ’1;2), .. }
Taucht in einer der Inflationen infl'((, k)) der Steine, fiir die infl’ schon — vorldufig —

definiert wurde, ein Stein vom Typ ((¢, j)) auf, so muss dieser in infl'((¢, k¥)) nun durch
einen Stein vom Typ ((¢,J;)) ersetzt werden.

Diese Schritte wiederholen wir fiir alle Steine, fiir die (b.) erfiillt ist. Auf dieselbe Weise
verfahren wir mit Punkten, fiir die (d.) erfiillt ist. Wir erhalten so eine Musterfamilie
F', so dass fiir jedes (t,7) € F' (a.) oder (c.) erfiillt ist.

Nach dieser Konstruktion kann nun aber auch Fall (c. ) nicht mehr eintreten: Die "fehlen-
den’ Punkte in infl”((¢,7)) miissen, da alle ’iiberschiissigen’ Punkte in jedem infl”((%, 7))
beseitigt sind, nun aufgefiillt sein. Die entsprechenden Delone-Multimengen hétten
sonst, Liicken, aber wir haben schon gesehen, dass ihr Triager das Gitter I ist, dass also
solche Liicken nicht auftreten. g
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4 CPS fiir Pflasterungen auf Gittern

Eine wesentliche Erkenntnis iiber quasiperiodische Pflasterungen war und ist der Um-
stand, dass diese nichtperiodischen Pflasterungen in R? aufgefasst werden konnen als
ein Schnitt durch eine kristallographische Pflasterung in R¥** (k > 1) (s. dazu [DEB],
[KrRN]). Damit erhilt man eine weitere Methode — neben Inflation — zur Erzeugung
nichtperiodischer Pflasterungen. Diese Methode wurde in vielen Varianten beschrieben,
die in neueren Arbeiten alle unter dem Begriff ’"Cut—and—Project—Scheme’ (kurz CPS)
zusammengefasst werden. (Eine umfassende Darstellung findet sich in [ScH2], die de-
taillierte Konstruktion eines CPS zu einer gegebenen Inflationspflasterung in [DvO].)

In diesem Kapitel wird vorab eine allgemeine Schilderung von Cut-and-Project—Sche-
mata gegeben. Danach, im ersten Abschnitt dieses Kapitels, wird anhand einer be-
stimmten Pflasterung die Erstellung eines CPS fiir Inflationspflasterungen mit ganz-
zahligem Faktor detailliert beschrieben. Damit soll dem Leser eine Anleitung zum Er-
stellen eines CPS fiir beliebige solcher Pflasterungen zur Verfiigung gestellt werden,
falls denn iiberhaupt eines existiert.

Im zweiten Abschnitt wird die Frage behandelt, wann eine Inflationspflasterung mit
ganzzahligem Faktor durch ein CPS generiert werden kann und wann nicht. Diese Frage
wird im Wesentlichen durch einen Satz von LEE und MooODY (Satz 4.3) beantwortet.
Unsere Aufgabe besteht hauptséchlich darin, zu zeigen, wie sich ihre Terminologie auch
auf Inflationspflasterungen iibertragen lisst. Weiterhin wird klar, dass das in Satz 4.3
gegebene Kriterium sich zwar theoretisch, aber nicht praktisch dazu benutzen lésst,
um zu zeigen, dass eine gegebene Pflasterung kein Model Set ist. Im dritten Abschnitt
werden daher zwei Sétze formuliert, die fiir genau diese Situation hinreichende Kriterien
liefern. Ist also P kein Model Set, so kann man das im Allgemeinen mit Hilfe dieser
Sétze in endlicher Zeit entscheiden.

Ein CPS wird heute im Allgemeinen so formuliert: Gegeben ist ein Gitter A in R%*te,
zwei Projektionen 7; : R¥t¢ — R?, 1y : R9* — R® und eine kompakte Menge W C R¢
(Das "Fenster’) mit W = cl(int(W)) # 0:

R¢ I Rite T2 Re
U U U
D A w
Dabei wird gefordert: 7|5 ist injektiv und mo(A) liegt dicht in R. Dann ist
D = {m(x) |z € A, m(z) € W}

eine diskrete Punktmenge. Aus dieser gewinnt man — mit einfachen Mitteln wie loka-
ler Ableitbarkeit oder Bildung der Voronoizellen — eine Pflasterung. Sind W und A
geeignet gewihlt, erhilt man repetitive, quasiperiodische Pflasterungen. Abbildung 12
zeigt das Prinzip eines CPS: Esist d = e = 1, W C R® ein Intervall und A ist das Gitter
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Abbildung 12: Darstellung eines CPS zur Erzeugung einer eindimensionalen nichtperiodi-
schen Pflasterung aus einem zweidimensionalen Gitter: Wird ein Gitterpunkt unter 75 nach
W projiziert — liegt er also in dem durch gestrichelte Linien angedeuteten Streifen — so
wird er mittels 7; auf die x—Achse projiziert.

7.%, gedreht um den Winkel arcsin(1/y/7 + 2), wobei 7 = (v/5 +1)/2 = 2cos(n/5) die
Zahl des goldenen Schnitts ist.

Genauer: A ist der Z-Spann von {c(}),c("))} (c = 1/(2cos(n/10)) = (vV2+7)7).
7 ist in diesem Beispiel die orthogonale Projektion auf die vertikale Achse, 7 ist die
orthogonale Projektion auf die horizontale Achse. Alle Punkte € A mit my(z) € W
werden durch m; auf die horizontale Achse projiziert und bilden eine Delonemenge
D C R. Der Abstand zweier benachbarter Punkte in D kann nur zwei verschiedene

Werte annehmen (im Bild: S und L).

Interpretiert man die Intervalle zwischen benachbarten Punkten in D als Steine in
R, so erhilt man eine nichtperiodische Pflasterung P in R. Die Musterfamilie besteht
aus zwei Steinen T, Ty, ndmlich Intervallen der Langen S und L. Dieselbe Pflasterung
erhdlt man durch eine Inflation: infl(Ts) := {7 },infl(7%) := {Ts, TL}. Der zugehorige
Inflationsfaktor ist 7. Die so erzeugten eindimensionalen Pflasterungen werden oft als
"Fibonacciketten’ bezeichnet und sind ausgiebig untersucht worden. Sie ist in gewisser
Weise mit den Penrosepflasterungen verwandt: Diese haben ebenfalls den Inflations-
faktor 7, und in ihnen findet man Steinsequenzen, die sich nach demselben Muster
anordnen wie die beiden Steine in der Fibonaccikette (die 'Conwaywiirmer’, s. [GS]).

Fast alle 'prominenten’ Pflasterungen, wie die Penrosepflasterungen, die Ammann—
Beenker-Pflasterungen, Danzers ABC K-Pflasterungen und viele weitere Inflations-
pflasterungen lassen sich durch ein CPS erzeugen. Allen ist gemeinsam, dass der Infla-
tionsfaktor eine irrationale algebraische Zahl ist.

Lange Zeit gab es kein CPS fiir Pflasterungen mit ganzzahligem Inflationsfaktor. Dazu
ist das oben geschilderte Schema zu speziell. Die Arbeiten von MOODY und SCHLOTT-
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MANN ([M],[SCcH2]) zeigen, dass ein allgemeinerer Rahmen gewihlt werden kann:

R S REXG 2 G
U U U (6)
D A w

Hierbei ist G eine lokal kompakte abelsche Gruppe. A ist wieder ein Gitter, und an W,
m; und 7o werden entsprechende Bedingungen gestellt wie oben. Dann ist auch hier D
die Delonemenge, aus der man Pflasterung lokal ableitet (oder umgekehrt die Delone-
menge aus der Pflasterung). Teilmengen des R¢, die sich auf diese Weise beschreiben
lassen, heiflen Model Sets (vgl. [M],[LM]).

Definition 4.1 Ist in (6) G eine lokal kompakte abelsche Gruppe, A diskrete Unter-
gruppe von R x G — wobei die Faktorgruppe (R?xG) /A kompakt ist —, cl(W) kompakt,
int(W) # 0, m1|a injektiv und mo(A) dicht in G, so heifst

D = {m(x) |z € A, m(z) € W}

Model Set (in R?). Ein Model Set heifit regulir, wenn der Rand des zugehérigen Fen-
sters (Haar—)Maf 0 hat, wenn also gilt: p(cl(W) \ int(W)) = 0 (dabei ist p das Haar—
Maf$ in G) .

Insbesondere sei angemerkt: Jede kristallographische Delonemenge D ist ein Model Set
zu A := D und G := 0.

Dieser erweiterte Rahmen erlaubt nun CPS fiir Pflasterungen mit ganzzahligem Infla-
tionsfaktor. BAAKE, MOODY und SCHLOTTMANN demonstrieren es in [BMS] anhand
eines Chair—Tilings (s. Abbildung 1, S. 7) und einer eindimensionalen Pflasterung. Die
zwei wesentlichen Ideen, die das ermoglichen, sind:

1. Repriasentation der Pflasterung nicht durch eine einzige Punktmenge D, sondern
durch eine Delone-Multimenge V = (Vi,..., V%).

2. Statt G = R° wiahlt man G = i\p X -+ X z\p, d.h. G ist das d—fache cartesische
Produkt des Ringes der p—adischen Zahlen (siehe Anhang). Jedes einzelne der V; ist
ein Model Set, fiir jedes einzelne wird also ein CPS angegeben. Die verschiedenen CPS

unterscheiden sich dabei nur durch die Wahl der Fenster.

Statt eines CPS hat man in diesem Fall also k& verschiedene, die sich aber nur durch
die Fenstermengen unterscheiden:

REGCERIXG S G
U U U (7)
Vi A Wi

G, A und 7; wie oben, V; und W; entsprechen D und W.
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4.1 Ein einfiihrendes Beispiel

Wir schildern das Verfahren hier zunéchst anhand eines ’Half-Hex-Tilings’. Die ent-
scheidende Eigenschaft, die ein CPS fiir eine Pflasterung erlaubt, ist 'Limesperiodizitit’.

Definition 4.2 FEine F—Pflasterung P heifst limesperiodisch, wenn gilt: Es existieren
kristallographische Steinmengen U® (i € N) mit:

=(JUu"uwn
1€Np
Dabei gelte fiir die Periodenvektoren ugl), ceey ugd) von U® ;
<ull, . u spc <l Ul >y

und N C P sei eine Steinmenge mit relativer Dichte 0 bzgl. P, das heifit:
#z erBE NN}

im = 0.
r—oo #{z € rB¢ NP}
Typischerweise — etwa, wenn AN = () — ist eine limesperiodische Pflasterung auch

Pflasterung auf einem Gitter. Aber nicht jede Pflasterung auf einem Gitter ist limes-
periodisch. Dazu werden wir spiter Beispiele kennenlernen.

A )
VY =aNosl o o

OV
& Cn°

Al 0
CFA

Abbildung 13: Ein Ausschnitt eines Half-Hex—Tilings. Rechts oben die Inflationsregel fiir
einen Steintyp, die anderen fiinf werden analog inflationiert.

Die in Abbildung 13 dargestellte Pflasterung P ist eine nichtperiodische Inflationspfla-
sterung zum Faktor 2. Die Inflationsvorschrift ist oben rechts dargestellt. Wie man
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leicht feststellt, handelt es sich um eine Pflasterung auf einem Gitter: Die Eckpunk-
te von P liegen im hexagonalen Gitter A, = < (1,0)7,(1/2,v/3/2)T >z. Uberdies ist
P auch limesperiodisch: Man erkennt in der Pflasterung ein periodisches Wabenmu-
ster. Die Cluster vom Typ C (im Bild rechts unten) wiederholen sich periodisch in der
Pflasterung. Das ist im rechten Teil des Ausschnitts der Pflasterung durch die grau
hinterlegten Steine angedeutet. Es gilt:

U<°>:=c+r::{c+t|t:A<_f/§>+u(\§§>,A,ueZ}gP (8)

Dabei ist I' ein Teilgitter von Ay vom Index 12.

Fasst man den Punkt in der Bildmitte als Ursprung auf, so ist die in Abbildung 13
gezeigte Pflasterung selbstihnlich, d.h. es gilt infl(P) = P. Daher ist auch UM :=
infl(U®)) Teilmenge von P. (Anschaulich heiit das: auch die Cluster vom Typ infl(C)
bilden ein Wabenmuster in P. Im Bild ist das im linken Teil dargestellt.) Es gilt ganz
allgemein:

Vk e N: U® .= infi*(U®) = infl(C) + 2*T C P (9)

Eine genauere Untersuchung zeigt:

P=(J U u{4, B} (10)

1€Np

A und B bezeichnen die beiden zentralen Steine in P (s. Abb. 13). Somit erfiillt P die
Definition: P ist, bis auf die Steine A und B, Vereinigung abzihlbar vieler kristallo-
graphischer Teilmengen, also limesperiodisch.

1. Erstellung einer Delone—Multimenge, die gegenseitig lokal ableitbar zur Pflasterung
18t

Ein CPS im obigen Sinne liefert eine Punktmenge. Um ein CPS fiir diese Pflasterung
zu erhalten, miissen wir zu der Pflasterung eine Punktmenge D angeben, so dass D
und P gegenseitig lokal ableitbar sind. Da P eine Pflasterung auf einem Gitter ist,
wird D typischerweise auch ein Gitter sein. Aus einem Gitter kann man aber keine
nichtperiodische Pflasterung in eindeutiger Weise lokal ableiten. Daher beschreiben
wir P durch eine Delone-Multimenge V = (V1, V5, V3)%. Die Punkte in V; bilden eine
nichtperiodische Punktmenge, die Vereinigung der Mengen V; ist die kristallographische
Punktmenge D (evtl. bis auf eine Menge der relativen Dichte 0).

Die Zuordnung geschieht wie in Abbildung 14 dargestellt. Sie geniigt unseren Zwecken,
denn: An der langen Seite eines jeden Trapezes in der Pflasterung liegt ein weiteres
Trapez, so dass die Vereinigung der beiden ein regulires Sechseck bildet. Die Pflasterung
wird von solchen Sechsecken iiberdeckt. Auf diese Weise wird also jeder einzelne Stein
erfasst.

9Tm Falle quasiperiodischer Pflasterungen — wie den Penrosepflasterungen — geniigt meistens eine
einzige Punktmenge, um daraus die Pflasterung abzuleiten.
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I V2
2
1 () > <
S Vl
Abbildung 14: Die Regeln zur gegenseitigen lokalen Ableitbarkeit von Delone—Multimenge
V = (Wi, V3, V3) und Half-Hex-Tilings

Die Sechsecke treten in drei verschiedenen Orientierungen auf. Ihren Mittelpunkten
werden, je nach Orientierung, Punkte vom Typ 1,2 oder 3 zugeordnet. Alle Punkte vom
Typ ¢ bilden die Menge V;. Aus der Pflasterung lisst sich somit die Delone-Multimenge
V = (1, Va, V3) lokal ableiten; und umgekehrt kann man aus der Delone-Multimenge
V die Pflasterung lokal ableiten. Dies gilt nicht nur fiir die im Bild dargestellte, sondern
fiir jede Pflasterung der Spezies.

2. Konstruktion der Inflation fiir die Punkte

Wie in Abschnitt 3.2 geschildert ldsst sich auch V' = (V;, V5, V3) durch eine Inflation
gewinnen. Es ist F = {(0,1), (0,2), (0,3)}, n = 2 und die Ersetzungsregel Q lisst sich
aus der Inflationsregel fiir die Half-Hex—Tilings herleiten. (Q ist in Abb. 15 gezeigt.)
Bei wiederholter Anwendung der Inflation auf einen Punkt entstehen so Punktmengen,
die immer groflere Teile der Ebene bedecken und die angeordnet sind — wenn man die
verschiedenen Typen ignoriert — wie die Punkte des hexagonalen Gitters As.

we

3 | 3

—e
e
e
N e
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=
we
we
e
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> 2
Abbildung 15: Die Inflationsregel fiir die drei Punkttypen

Es seien u; = (1,0)7, uy = (1/2,v/3/2)7, also Ay = <wuy, up >z. Als Translationsmodul
der Pflasterung errechnet man

T =<wv,vy>7, v1 = 2u1 — Uz, Vg = Uy + Us.
Das den kristallographischen Teilmengen zugrundeliegende Gitter ist

I' = <4ui — 2uq, 2uy + 2ue >z = <201, 209 >7 . (11)
Die obige Ersetzungsregel (Abb. 14) erlaubt eine Beschreibung der Inflation fiir die
Delone-Multimengen auf I'; der Trager dieser Delone-Multimengen ist gerade I'. Es

gilt: [T : I'] = 2. Wir werden spéter sehen, dass es praktisch ist, die Inflation auf einem
Gitter I' zu beschreiben, so dass der Index [T : I'] eine Potenz des Inflationsfaktors ist.
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Die vollstandige Beschreibung der Inflationsspezies fiir die Punkte lautet:

F o= ;(0,1),(0,2),(0,3)}
5 ; {01,02503}

01 = {(0, 1),(7)1,2),(’01 +U2,1),(U2,3)}
02 {(0a2)a(U1:2)7(U1 +U2,1),(U2,3)}
03 - {(0,3),(U1,2),(U1 —1—1)2,1),(7)2,3)}

(12)

(Die Notation ’(¢,4)’ ist dabei folgendermaflen zu lesen: Ein Punkt vom Typ ¢ an der
Stelle ¢, s. Abschnitt 2.6.)

3. Darstellung der Punkte als Vereinigung von kristallographischen Punktmengen

Die Gleichungen (8), (9) und (10) besagen, dass sich P — bis auf zwei Steine — als
Vereinigung kristallographischer Steinmengen darstellen lisst. Das iibertragen wir nun
auf die Punkte. Zunéchst bestimmen wir die Position je eines Punktes zu jedem der
Typen 1,2 und 3, der in der feinsten kristallographischen Steinmenge liegt:

b1 = —v1 + V9,19 = 1,13 = Vo (13)

Wir bezeichnen mit V;(O) die Menge aller Punkte vom Typ 4, die zu den Steinen in U
gehoren. Aus (8) und (13) erhélt man die folgende Darstellung der kristallographischen
Punktmengen — also der Gitter — zu der feinsten kristallographischen Steinmenge
U9 =Cc+T CP:

VO =t 410, VO =t 4+ T, Vi =t 4T (14)

Die Punkte der néichsten Stufe gehen durch Inflation aus diesen hervor. Alle Punkte in
V;(l) (1 < < 3) entstehen also durch Inflation der Punkte in VI(O), VQ(O) und V;O); oder

allgemeiner: Alle Punkte in V;(Hl) entstehen durch Inflation der Punkte in Vl(k), Q(k)
und V3(k). Nach (12) gilt:

vED = oy ® U 2V 4o v U 2V dui vy U 2V o 4oy
‘/2(194'1) — 2‘/1(16)4-’1)1 U 2‘/2(’“) U 2‘/2(19)_'_,01 U 2‘/3(19)_1_1)1
VED = V™, U 20 4 u 2V u 2V 4o,

(15)

Damit sind alle Punkte aller Typen erfasst, bis auf den Punkt vom Typ 1, der zu der
zentralen Wabe A U B von P gehort. Nennen wir diesen Punkt z, so ist

vi= v

keNy

und
T=tr(V1U{z}, Vo, V3) = ViUV, UV3U{z}
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Jedes V; ist also Vereinigung von Gittern. Um Verwechslungen zu vermeiden, reden wir
im Folgenden aber weiter von kristallographischen Steinmengen bzw. Punktmengen
(und nicht von Gittern), wenn Teile der Delone-Multimenge gemeint sind, und von
Gitter als dem Objekt, auf dem diese Delone-Multimenge lebt.

4. Definition des Fensters W
Jedes (volldimensionale) Gitter in R? ist isomorph zu Z% Mittels der Metrik der p—
adischen Zahlen (s. Anhang) lisst sich eine Menge der Gestalt r + p*Z fiir r € Z

darstellen als der Schnitt von Z mit einer Kugel im Ring der p-adischen Zahlen Zp.
Mit

By(2,p ") == {qg € Zy | dy(g,2) <p*} (2 € Zy)
ist r+pfZ = Z N B, (r, p*). Die Metrik lisst sich in kanonischer Weise auf Z¢ erweitern:
Sind 2 = (z1,...,%a),y = (Y1, ---,¥a) € Zg, s0 sei

d ._
do(z,y) == nax dy (i, ;) (16)
und
d kY . Zd | gd —k

Ganz analog gilt dann r + p*Z? = Z* N Bl (r,p~") fiir r € Z% Ein Gitter I" C R,
I"=<ux,...,24 >z, kann man dann mittels der Abbildung

W:Zﬁ—)Rd, W(ql,...,qd) = qix1 + -+ Qary

darstellen als 7(Z4NB¢(0,1)). Eine Menge ¢+ p*T" mit ¢ € I" lisst sich daher darstellen
als 7(Z4N IEBg (t,p~*)). Eine Menge der Form ¢ + rp*T", wobei r keine Potenz von p ist,
lasst sich dagegen nicht einfach darstellen. Daher ist es praktisch, dass der Index [T : [V]
eine Potenz des Inflationsfaktors ist.

In unserem Beispiel gilt d = 2 und p = 2, und das den feinsten kristallographischen
Punktmengen VZ-(O) zugehorige Gitter ist I' = < 2vy, 2vy >z (siehe (11)). Also setzen
wir

—~

o:=723 — R, o(q,q):=qv+ @ (18)
Damit wird aus (13) und (14)
VY = o nBy((-1,1)7,1/2))

0 = o(Z*NB3((1,0)7,1/2))
V¥ = o(Z*nB3((0,1)",1/2))
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Mit (15) erhélt man nun etwa fiir v

v = 202 nB((—=1,1)7,1/2)) U (20(Z° N B2 ((—=1,1)7,1/2)) + v1 + v5) U
(20(Z2 N B2((1,0)7,1/2)) + vy + v2) U (20(Z* N B2((0,1)7,1/2)) + vy + v3)
= o(Z*NB3((—2,2)",1/4) Ua(Z*NB((—1,3)",1/4)) U
o(Z>NB2((3,1)T,1/4)) Uc(Z®NB2((1,3)7,1/4))
= o(Z*N (Bi((—2,2)",1/4) UB((—1,3)",1/4) UB:((3,1)",1/4)
UB3((1,3)7,1/4)))

Vl(l) ist also das Bild des Schnittes von Z? mit der Verelnlgung endlich vieler abge-
schlossener Kugeln in Z2 unter o. Dasselbe gilt fiir alle V . Setzt man

M = {(-1,1)7}, M = {(1,0)" } M5 = {(0, 1)T}

MFEY = eM®Pyu eM® + 1,17 ueMP + (@, )T) U @M +(1,1)7)

MY = M + 1,07 u M) u eMP + (, >T)u(2 +(1,0)7)

MEY = aM® + (0, 1)T)u @M + (0,1)7) U (2M'“)U(2 +(0,1)7)
SO ist

V;(k) _ O_(ZQ N U ]Bg (t,Q_(k'H)))

teM®

ZzﬂU U 21,2~ kDY)

keNy tEM-(k)
i

und daher

Vi, Vo und V3 sind also Bilder des Schnittes von Z? mit der Vereinigung abzihlbar vieler

abgeschlossener Kugeln in i\% unter o. Diese Vereinigung definieren wir als Fenster
W, (i € {1,2,3}).

—~

Der Abschluss dieser Mengen ist kompakt, denn: Z2 ist kompakt (s. Anhang) und

mit elementarer Topologie folgt dann aus cl(W¥;) abgeschlossen, cl(W;) C Z2 sofort:
cl(W;) ist kompakt. Weiterhin ist klar, dass das Innere der W; nicht leer ist, denn
jedes W; enthilt Kugeln B2 (¢,27%). Diese Kugeln sind abgeschlossen und gleichzeitig
offen, enthalten also innere Punkte. Also enthélt auch jedes W; innere Punkte. Die W;
erfiillen also die Bedingungen an die Fenstermengen eines CPS. Ausserdem ist jedes
W; als abzéhlbare Vereinigung offener Kugeln auch offen.

5. Erstellung des CPS
Es ist

wi= U U B2t

i

und G = i\% In [BMS] und [LM] wird als Gitter I' einfach die diagonale Einbettung
[ :={(q,q) | g € Z?} gewihlt. Das ist moglich, weil die dort betrachteten Pflasterungen
auf dem Gitter Z? leben.
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Unser Beispiel lebt auf T = < vi,v, >z= < (3/2,—v3/2)7,(3/2,v3/2)T >z. Aus
[ScH3]| ist ersichtlich, dass man allgemeiner A := {(¢,0(q))|g € T} setzt, wobei o

ein Homomorphismus von T auf Z3 ist. Unser o in (18) ist die kanonische Bijektion
zwischen T und Z2. Damit erhalten wir folgendes Schema:

A:={(g,0(q)) ¢ €T},

o:T = Z3 o((q1,4)") = (1/3(a1 + ¢2), 1/V3(~q1 + ¢2))"
m o R? x %\% — @i, m1((q1, 92, g3, 92)T) == (q1, 92) 7,

Tyt R X Z3 — Z3, mo((q1,92,q3,494)") = (g3, q4)"

(19)

Ist (g3,q0)" € Z2 so ist 07'((g3,q)") € T, wie man leicht nachrechnet. Wird ein

Gitterpunkt von A also unter 7 in ein Fenster W; C Z2 projiziert, so wird er unter 7
auf T C R? projiziert. Damit ist

‘/i = {Wl((Ql,qz,Q3,q4)T) | (Q1,q2,qg,CI4)T € A,7T2(((]1,Q2,Q3,Q4)T) € I/I/Z}a 1 S ? S 3

vollstdndig durch ein CPS beschrieben. Vi, V5 und V3 sind also Model Sets. Damit
ist insgesamt die zur Pflasterung P gegenseitig lokal ableitbare Delone-Multimenge
V = (V1 U {z}, Vs, V3) vollstéindig beschrieben, und somit auch P selbst.

Es gilt weiter, dass der Rand eines jeden W; Mafl 0 hat, daher ist jedes V; sogar ein
reguldres Model Set.

Denn (vgl. [BMS]): Sei p das Haar-Ma8 auf Z32 mit u(Z2) = 1. Ist t € Z2, so ist
B2 (t,2 %) eine Nebenklasse ¢ + 2¥Z2 von Z2 vom Index 4*. Jede dieser 4% Neben-
klassen hat gleiches Haar-MaB, also 47*.
Weiter gilt: Die Mengen Vi, V5 und V3 sind Vereinigungen von Mengen der Form
r +2F72 C 7Z2. Jede solche Menge hat relative Dichte 4% beziiglich Z2. Die relative
Dichte dieser Mengen ist daher dasselbe wie das MaB der Nebenklassen ¢+ 2¥Z3 von
Zg. Da die V; paarweise disjunkt sind und ihre Vereinigung gleich Z? ist, ist auch
p(W;) gleich der relativen Dichte von V; beziiglich Z2. Aus der Inflationsmatrix fiir
die Punkte berechnet sich diese als jeweils 1/3. Also ist u(W;) =1/3 (1 <i < 3).
Es ist W; N W; = 0 fiir 7 # j, denn die W; wurden ja gerade aus den disjunkten
Mengen V; konstruiert. (Alle Kugeln sind offen. Lige O.B.d.A ein z in B2 (¢,27%) C
Wi und in B2 (#,2°%) C Wo, K >k, so wiire demnach eine Umgebung von z ganz
in beiden Kugeln enthalten. Dann giibe es auch ein Element aus Z2, das in beiden
Kugeln liegt. Dieses wiirde dann sowohl nach V; als auch nach V5 projiziert. Aber
esist ViNV, =10.) .
Nach Lemma 6.4 ist daher (W) NW; = 0 (i € {2,3}). Also ist 1 = u(Z3) >
p(cl(W1) UWo UWs) = pu(cl(Wy)) + u(Wa) + u(Ws) > 1/3+1/3+1/3 =1, folglich
p(cl(Wy)) = 1/3 = u(W1) und daher p(cl(Wy) \ Wi) = 0. Fiir Wy und W3 folgt die
Aussage iiber den Rand in der gleichen Weise. O
Nun erhellt sich auch die Bedeutung der Menge N in Definition 4.2: In unserem Beispiel
ist es genau der zentrale Punkt z = ((0,0)7, 1), der nicht durch das geschilderte CPS
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erfasst wird (z entspricht den Steinen A und B in Abbildung 13). Dieser Punkt hat
nach Konstruktion des Gitters A eine Entsprechung in A, d.h.: Es existiert ein 2’ € A
mit 7 (2') = z. Die Projektion my(2') dieses Punktes liegt aber in keiner der Mengen
Wi, Wo und Wj3. Es gilt cl(W;) U cl(Ws) U cl(W3) = Z2, also muss 72(z) im Rand einer
dieser Mengen liegen.

Ein solcher Punkt — in [ScH1] als ’singulérer’ Punkt bezeichnet — muss nicht zwangs-
ldufig auftreten. Andere Pflasterungen der betrachteten Spezies héitten zu einem CPS
ohne singulidre Punkte gefiihrt.

Es sei angemerkt, dass sich singulidre Punkte dadurch auszeichnen, dass man sie durch
Punkte eines anderen Typs ersetzen kann und — bis auf ’wenige’ Punkte — doch
in derselben Inflationsspezies bleibt. Genauer: Andert man den Typ eines singuliren
Punktes, so findet man eine Menge M von Punkten mit relativer Dichte Null in der
betrachteten Delone-Multimenge, so dass man die Typen der Punkte aus M so &ndern
kann, dass man eine andere Delone-Multimenge derselben Inflationsspezies erhélt.

In diesem Fall kann man sich leicht iiberlegen, dass der Typ des in Frage stehenden
Punktes beliebig geindert werden — in diesem Fall also von Typ 1 in Typ 2 oder 3 —
ohne dass eine Delone-Multimenge entsteht, die nicht in unserer Inflationsspezies liegt
(M ist also leer). Bezogen auf die Pflasterungen heifit das: Der 2-Stein—Cluster {4, B}
in Abbildung 13 kann um 60° oder 120° gedreht werden, die dargestellte Pflasterung
liegt in derselben Inflationsspezies wie die urspriingliche.

4.2 Model Sets

Nun stellt sich die Frage, welche Inflationspflasterungen mit ganzzahligem Faktor ge-
genseitig lokal ableitbar zu (reguléren) Model Sets sind und welche nicht. Das beant-
wortet aufgrund des folgenden Satzes sofort die Frage, welche Pflasterungen ein Beu-
gungsmuster aufweisen, das sich nur aus Bragg-Peaks zusammensetzt (also 'pure—point
diffractive’ ist) und welche nicht.

Satz 4.1 (SCHLOTTMANN) Ist D ein regulires Model set, so ist D pure—point diffrac-
tive.

Eine umfassende Antwort auf die obige Frage geben LEE und Moobpy in [LM]. Sie
betrachten darin Delone-Multimengen, die durch ’Gitter-Substitutionssysteme’ auf ei-
nem Gitter beschrieben werden. Gitter—Substitutionssysteme sind eine kompakte Be-
schreibung von Punktinflationen fiir Spezies auf Gittern.

Definition 4.3 Seien I' C R? ein Gitter, n > 1 und ®;; endliche Mengen von affinen
Abbildungen I' = T, e nr+a (1 <4,5 <m, a € I'). Dann heifit ® := (P4;)1<ij<m
Matrix-Funktions-System (MFS) (mit Faktor n) auf I
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Das a hingt ab von %, j und der jeweiligen Abbildung aus ®;;. Genauer miisste es also
heiflen: ik, 1 S Z,] S m, 1 S k S #(DU

Ein MFS ist eine Matrix, deren Eintréige Mengen von affinen Abbildungen sind. Der
lineare Anteil all dieser Abbildungen ist derselbe, ndmlich x — nz. Bezeichnen wir mit
P(I")™ das m—fache cartesische Produkt der Potenzmenge von I'. Ein MFS auf einem
Gitter I" definiert dann eine Abbildung von P(I')™ nach P(I')™ durch

m

U U f(U)

Ui j=1 fed;

Un U U £

Jj=1 feq)mj

Der Zusammenhang mit Definition 2.5 und mit Delone-Multimengen wird sofort klar:
n ist der Inflationsfaktor. Die verschiedenen Typen von Punkten in einer Delone-
Multimenge entsprechen verschiedenen Positionen 1,...,m in den Vektoren der obigen
Gleichung. Die Menge U; in dem linken Term dieser Gleichung enthilt alle Punkte
vom Typ j, die inflationiert werden. Die Menge U = (U, ...,U,)" ist Teilmenge einer
Delone-Multimenge.

Die j-te Spalte von ® beschreibt genau die Inflation des Punkttyps j. ®;; beschreibt
genau die Punkte vom Typ ¢ in der Inflation eines Punktes vom Typ j. Die Matrix
S = (#(I)ij)lgi,jgm ist also die Inflationsmatrix.

Jede Inflation fiir Delone-Multimengen auf einem Gitter ldsst sich somit in ein MFS
iibersetzen. Umgekehrt muss man noch zusitzliche Bedingungen stellen.

Definition 4.4 Es sei ® ein MFS auf einem Gitter T'. Eine Menge U = (Uy, ..., Up)
mit U; C T fiir 1 <i<m heiffit Fixpunkt von ®, falls U = U, also falls gilt:

Vie{l,...m}: U;=]J | f(y (20)

i=1f€d;
Fin Paar (U, ®) heifst (affines) Gitter—Substitutionssystem auf I, falls gilt:
1. ® ist esin MFS auf T,
2. U= (Uy,...,Upy) ist ein Fizpunkt von @,
3. die U; sind paarweise disjunkt und

4. die Vereinigungen in (20) sind disjunkt.
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Die Punkte 3. und 4. stellen sicher, dass jedem Gitterpunkt nur ein einziger Punkt
(bzw. Stein) zugeordnet wird. Das U représentiert eine selbstihnliche Pflasterung (wie
in Satz 2.12).

Die einmalige Anwendung eines MFS & auf ein U € P(I')™ beschreibt genau einen
Inflationsschritt. Durch die Forderung (® o ®)U = ®(®U) erhilt man die Vorschrift

@ falls q>ik = @ oder (bkj = @

(®od); = U D, 0 Dy, wobei @y, 0 Dy = { {goflg€ Py, f € Py;} sonst

k=1
Im Falle eines MFS, dessen Eintrage Kardinalitédt 0 oder 1 haben, kann man sich das
an Hand der gewthnlichen Matrizenmultiplikation folgendermaflen veranschaulichen:
Statt zwei Eintréige (etwa reelle Zahlen) zu multiplizieren muss man hier zwei Eintriige
(je eine Funktion) verkniipfen; und statt die Ergebnisse aufzuaddieren bildet man die
Vereinigung.

Man weist schnell nach, dass gilt ® o ( o &) = (® o &) o &. Daher kann man kurz
schreiben: ®" := ®o ®"! fiir n > 1, ' := &. Ist (U, ®) ein Gittersubstitutionssystem,
so auch (U, ®") fiir jedes n € N.

Lemma 4.2 Ist (U, ®) ein Gittersubstitutionssystem, so beschreibt ® eine Punktinfla-
tion fiir eine Spezies auf einem Gitter.

Ist S = S(F,infl) eine Spezies von Delone—Multimengen auf einem Gitter, dann gibt
esV €S und ein MFS ®, so dass (V,®) ein Gittersubstitutionssystem ist.

Beweis: Es ist eigentlich nichts zu zeigen. Ist (U, ®) ein Gittersubstitutionssystem
und ist U = (Uy,...,Upn), so ist F = {(0,1),...,(0,m)}. Die i—te Spalte von ® liefert
infl(0, 7). Die Bedingungen aus Definition 4.4 garantieren, dass die so gewonnene Spezies
S(F,infl) wohl definiert ist.

Umgekehrt enthilt S nach Satz 2.12 eine selbstdhnliche Delone-Multimenge V. Aus
infl((0, 5)) lassen sich ®y;,...®,,; direkt ablesen O

Ein Gittersubstitutionssystem (U, ®) heifit primitiv, wenn die zugehorige Inflations-
matrix S = (#®;;)1<ij<m primitiv ist. Ein Gittersubstitutionssystem ist daher genau
dann primitiv, wenn die zugehorige Spezies S(F,infl) auf einem Gitter primitiv ist.

Damit kann man den folgenden Satz auf Delone-Multimengen und somit indirekt auf
Pflasterungen iibertragen. Dazu brauchen wir allerdings noch den Begriff der "Koinzi-
denz’.

Definition 4.5 Ein MFS ® besitzt eine Koinzidenz, falls gilt:
EIiE {1,...,m}: mq)” 750),
j=1

also falls in einer Zeile des MFS eine Funktion f in allen Fintrdigen dieser Zeile vor-
kommt.
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Satz 4.3 [LEE-MooDY] Sei (U, ®) ein primitives Gittersubstitutionssystem auf dem
Gitter T C R, U = (Us,...,Up) mit U, Ui =T und p € N der zugehérige Faktor.
Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) In € N: (U, ®") besitzt eine Koinzidenz.
(i) Die Mengen Uy, ...,U,, sind Model Sets zu einem CPS (6) mit G = @.

(iii) Es ezistiert i € {1,...,m},k € N, so dass U; ein Gittertranslat t + p*T" (t € T)
enthdlt.

Es sei hier bemerkt, dass LEE und MOODY den Satz etwas allgemeiner formulieren: Als
linearen Anteil der Funktionen in ® lassen sie beliebige Endomorphismen @ € End(T)
zu, fiir die gilt:

QT ={0}, det(Q)#0

keN

@ kann also auch Spiegelungen, Drehungen oder Scherungen enthalten, und im Ge-
gensatz zu unserer Forderung Q(x) = pz, also ||Q(z)|| = p||z||, sind auch Abbildungen
zugelassen, die je nach Richtung um verschiedene Werte expandieren. Beispielsweise
ist Q(x) := (gg)x oder Q' (z) := (702(2))x in [LM] zugelassen, in dem hier behandelten
Rahmen nicht. Das ist aber im Bezug auf Pflasterungen keine starke Einschréankung:
Enthilt @ etwa eine Drehung o, det(c) = 1, so gibt es ein £k € N mit 0% = id, also
ofz = z fiir alle z € RY. (Wire die Drehung nicht von endlicher Ordnung, so gibe es
unendlich viele Mustersteine bzgl. Translation.) Wegen Satz 2.9 und Lemma 4.2 kann
man dann einfach die k—fach iterierte Inflation betrachten, die nun keine Drehung mehr
enthilt. Durch Zulassen von Drehanteilen wird die Klasse der betrachteten Inflations-
pflasterungen also nicht grofier. Ebenso verhilt es sich mit Spiegelungen: Diese sind

von der Ordnung 2, also reicht es, zur 2—fach iterierten Inflation iiberzugehen.

Enthielte () einen Scherungsanteil, so gibe es eine Kante a in der Musterfamilie der
Pflasterung, so dass die Superkanten infl” (a) paarweise verschiedene Richtungen auf-
weisen. In den zugehorigen Pflasterungen gébe es dann Kanten mit unendlich vielen
Richtungen. Daher wire die Musterfamilie nicht endlich bzgl. Translation. Scherungen
konnen bei Inflationspflasterungen also gar nicht vorkommen. (Bei Punktinflationen
dagegen kann man das nicht ausschliefien.)

Expansive Abbildungen, die nicht in jede Richtung um denselben Faktor expandieren,
kénnen nicht ausgeschlossen werden. Solche werden tatsdchlich in manchen Arbeiten
in Betracht gezogen, z.B. in [PRI|. Auf diese kommen wir spéter noch zurtick.

Der Vollstéindigkeit halber sei noch erwéhnt, dass in [LM] zusétzlich der Begriff der
'modularen Koinzidenz’ auftaucht. Dieser ist fiir alles in der vorliegenden Arbeit Be-
handelte unwichtig, weshalb hier nicht weiter auf ihn eingegangen wird.
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Ein Bespiel

Wir wissen schon, dass die zur Pflasterung P aus Abschnitt 4.1 gehérenden Delone—
Multimengen V' = (V3, V4, V3) aus Model Sets bestehen, denn jedes V; lésst sich durch
ein CPS erzeugen. Die Erstellung eines solchen ist aber offenbar recht aufwéndig. Satz
4.3 liefert ein viel einfacher zu priifendes Kriterium dazu: Erlaubt eine Potenz des
zu P gehorenden MFS eine Koinzidenz, so bestehen die zu P gehérenden Delone—
Multimengen aus Model Sets.

Aus der Gleichung (12) erhélt man als MFS:

{ho,hs}  {hs} {hs}
d = {hiy {ho,ha}  {h} )
{ha} {ha}  {ho, ha}

wobei
ho(z) := 2z, hi(z) := 2z + v, he(x) := 22 + vy, hs(x) := 22 + v1 + vs.

Jede der drei Zeilen von ® selbst weist schon eine Koinzidenz auf, man muss gar keine
héheren Potenzen ®F betrachten. In der ersten Zeile etwa erhilt man

{ho, ha} N {hs} N {hs} = {hs} # 0,

also ist Bedingung (i) aus Satz 4.3 erfiillt. Daher sind die zu P gehérenden Punktmen-
gen Model Sets (wegen (ii)), und P ist limesperiodisch (wegen (7ii) und der Tatsache,
dass das Gittersubstitutionssystem primitiv ist. Daraus folgt, dass P Vereinigung kri-
stallographischer Punktmengen ist, vgl. [LM], Thm. 4).

Betrachtet man nun eine Pflasterung, die nicht gegenseitig lokal ableitbar zu einer
aus Model Sets bestehenden Delone-Multimenge ist, und will man dies mit Satz 4.3
beweisen, so muss man zeigen: Fiir jedes k € N gilt: ® weist keine Koinzidenz auf.
Das ist ohne Weiteres nicht in endlicher Zeit zu entscheiden.

Wir geben im néchsten Abschnitt einfach zu iiberpriifende, hinreichende Bedingungen
dafiir, dass eine durch eine Inflation gegebene Delone-Multimenge nicht aus Model Sets
besteht.

4.3 'Wann ist eine Punktmenge kein Model Set?

Im folgenden sei P immer eine d—-dimensionale Pflasterung aus einer primitiven In-
flationsspezies auf einem Gitter I' = < uq,...,uq >z. Mit p bezeichnen wir den —
zwangslidufig ganzzahligen — Inflationsfaktor. P sei gegenseitig lokal ableitbar zur
Delone-Multimenge V = (V4, ..., V;,). Diese kann so gewihlt werden, dass V;NV; =0
fiir i # j und — nach Satz 3.11 — gilt: |J*, Vi =T

Nach Satz 3.12 lisst sich V' durch eine primitive Inflation beschreiben, die jedem Punkt
eine Menge von p? Punkten zuordnet. Stellt man sich den zu inflationierenden Punkt
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(t,1) als Mittelpunkt eines Fundamentalparallelotops F von I vor, so liegen die Punkte
aus infl((¢,7)) in den Mittelpunkten von p? Fundamentalparallelotopen, deren Vereini-
gung ein Translat von pF' ist. Insbesondere sind die Inflationen aller Punkte paarweise
kongruent, wenn man von den verschiedenen Punkttypen absieht.

Definition 4.6 Es seien A = (A1,...,An) und B = (By, ..., By,) zwei Cluster einer
Delone—Multimenge mit tr(A) = tr(B).
Dann ist AN B :={z|z € tr(A) = tr(B),z € A; ANz € B;}.

A N B liefert also die Menge der Punkte, bei denen das Attribut (also die ’Farbe’)
in A und B iibereinstimmt. Man beachte: A und B sind Teilmengen von Delone-
Multimengen — also Teilmengen von R? x --- x RY —, aber AT B ist eine einfache
Punktmenge in R¢. Genau genommen ist diese Bezeichnung deshalb etwas inkonsistent.
Vor dem Hintergrund, dass wir eine Delone-Multimenge als eine gefirbte Punktmenge
in R? auffassen, ist diese Bezeichnung aber sinnvoll.

Satz 4.4 Sei S = S(F,infl) eine primitive Spezies nichtperiodischer Delone—Multi-
mengen auf einem Gitter Ty = <uy,...,uq>z, und sei V= (V1,..., V) € S.

Gilt fir alle 1 < i < 7 < m:infl((0,7)) Ninfl((0, 7)) = 0, so enthdlt kein V; ein Translat
eines d—dimensionalen Gitters.

Beweis: Sei V = (Vi4,...,V,,) € S und p der — nach Satz 3.7 ganzzahlige — Inflati-
onsfaktor.

Annahme: Es gibt ein ¢ € {1,...,m} und ein Translat eines d—dimensionalen Gitters
[+t CT'ymit IV C V;. Wir kénnen uns 0.B.d.A. auf ¢ = 0 beschriinken, und iiberdies
auf I’y = Z¢, denn: Sei 7 die Bijektion

T Zd—>F0, ’/T((/\l,...,/\d)T)l—))\1U1+"'+)\d’U,d.

Es gibt ein Gitter I" C V; genau dann, wenn es ein Gitter 7= (") C 7—1(V;) C Z¢ gibt.
Dann gibt es auch ein Gitter ' =< wy,...,wg >zC 7 *(V;) mit achsenparallelen
Basisvektoren w; = p;e; (u; € N, e; die kanonischen Einheitsvektoren).
Denn: Die Erzeugermatrix M € Z4*¢ yon 7~ (I") ist reguliir und ganzzahlig. Daher
gilt: M~ € Q%*?. Sei z; := M~ le;. Es ist z; € QF, daher gibt es p; € N, so
dass piz; € Z4. Dann ist Mpy;z; € 7 Y(D). {Mp121,..., Mugzq} = {piei, ..., uqeq}
spannt dann das gesuchte Untergitter T C v 1(T') auf.
Aus
V1<i<j<m:inf(({0},1) Ninf(({0}, 1) = 0

folgt:
VkeN:V1<i<j<m:infl*(({0},4))Ninfl*(({0},4)) = 0
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Denn: Fiir £ = 1 gilt die Aussage. Gilt sie fiir ein £ € N, so gilt sie auch fiir
k +1: An den p? verschiedenen Positionen der Superelemente'®k—ter Ordnung in
infl**1(0,4) und in infl*™1(0, j) liegen jeweils verschiedene Superelemente vom Typ
inf* (0,4, ),inf* (0, 5, ). Fiir all diese Paare gilt infl*(0,,) Ninfl*(0, j,) = @, also auch
fiir die Superelemente (k + 1)—ter Ordnung.
Anders formuliert: Kennt man den Typ eines einzigen Punktes z in V', zusétzlich aber
auch die relative Lage der Superelemente zu ihm, so sind die Typen aller Superelemente,
die z enthalten, eindeutig bestimmt.

V' ist nichtperiodisch und — als Delone-Multimenge auf einem Gitter — von lokal
endlicher Komplexitit, also liegt nach Satz 2.5 die Lage aller Superelemente eindeutig
fest. Die obige Situation ist also gegeben: Kennt man den Typ eines Punktes z, so
kennt man auch die Typen aller z enthaltenden Superelemente.

Daraus folgt:
(A): Gilt fiir zwei Superelemente k—ter Ordnung, sagen wir A und B, mit tr(A4) + ¢ =
tr(B): (A+1t)M B # (), so sind A und B vom selben Typ.

d
Ist nun 2% € T, so liegen alle Punkte 2 + Y \w; (A\; € Z) in T, also auch in

i=1
d
7~1(V;). Sie sind also alle vom selben Typ. Liegt 2(¥ + 3" \jw; in derselben relati-
i=1
ven Position in Superelementen infl(#;, 1), ..., infl*(#;, j:) wie 22 in Superelementen

infl(ty, 1), . ..,infl* (x, ji), so sind wegen (A) die Typen dieser Superelemente identisch,
d.h. es ist j/ = j; fiir 1 < ¢ < k. Die relative Position kann man beschreiben 'modu-
lo p*: Zwei Punkte z = (21,...,24)7,2" = (2],...,2;)7 liegen in derselben relativen
Position bzgl. der sie enthaltenden Superelemente k—ter Ordnung, falls gilt:

Vie{l,...,d}: z,=2z mod p

Seil Wypag = max {||ws||} die Lénge des langsten Periodenvektors von I'. Wihle £ € N

so, dass p*F > Zur_naz Dann liegt in jedem Superelement k—ter Ordnung in V' ein Punkt
z € I' und legt den Typ des Superelements somit fest.

Seinun z € T'. z = (21,...24)7 liegt in einem Superelement infi*(,, 5,). Fiir alle Punkte

d
2=, ., 2D in 2+ pT = {z]| 2 = 3 \pPw;, \i € Z} gilt:
=1

2
Vie{l,...,d}: 2z =2+ \p®|lwi]| = 2z mod p*

Alle Superelemente k-ter Ordnung, in denen ein 2’ € z + p*T" liegt, sind somit vom
selben Typ. Also ist K| := inﬂk(tz, §») + p*T eine kristallographische Teilmenge von
7 H(V), und zwar mit relativer Hiufigkeit 1/(||w|| |Jwa|| - - - ||wd]]) bzgl. 7 *(tr(V)),
wie man leicht errechnet.

10Guperelement heifit: Eine Menge der Form infi*((¢,4)) (vgl. Erliuterung zu Def. 2.13, S. 42)

HUr=1(V) soll hier wieder aufgefasst werden als gefirbte Punktmenge in R?
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Wihlen wir nun einen weiteren Punkt z € I[', der nicht in K; liegt. Dieser liegt auch
in einem Superelement k-ter Ordnung, und genau wie eben erhélt man eine weitere
kristallographische Steinmenge K, := infl¥(t;, j;) + p*T, wobei K; N K, = (). Wihlen
wir also nacheinander ¢ = ||w;|| [|ws]| - - - ||wq|| verschiedene Punkte in I', die in keiner
der bisher konstruierten Mengen K; liegen, so erhalten wir paarweise disjunkte Mengen
Ky, ..., K, Jede hat relative Hiufigkeit 1/¢ bzgl. tr(V), jede ist Vereinigung von Su-
perelementen k—ter Ordnung. Jeder Punkt von V' gehért zu irgendeinem Superelement
k—ter Ordnung, also ist

=1
Jedes einzelne K; hat d Periodenvektoren: p*wy, ..., p*wy. Also hat auch die Vereini-
gung V diese als Perioden, im Widerspruch zur Voraussetzung, dass V' nichtperiodisch
ist. U

In der Terminologie von LEE und MooODY kann man das folgendermaflen ausdriicken:

Korollar 4.5 Sei (V,®) ein primitives Gittersubstitutionssystem auf Ty C R? mit
V=W,....Vm), U2, Vi =Ty, V nichtperiodisch und p € N der zugehirige Faktor.
Dann gilt: Sind fir alle i € {1,...,m} die ®;; paarweise disjunkt (1 < j < m), so
enthdlt kein V; ein Translat eines Gitters. Kein V; ist daher ein Model Set.

Die Nichtperiodizitét ist dabei eine entscheidende Voraussetzung. Betrachten wir das
eindimensionale Beispiel a — aba, b — bab. Es liefert periodische Pflasterungen der
Form . ..ababababab . . .. Der Inflationsfaktor ist 3. Eine dazu gegenseitig lokal ableitba-
re Delone-Multimenge ist etwa V' := (V,V5) := (2Z,2Z + 1). Als periodische Punkt-
mengen sind V; und V5, Model Sets.

Das zugehorige Matrixfunktionssystem ist

{hi} {ho, ha}

Die Elemente der beiden Zeilen haben jeweils leeren Schnitt. Wiirde im Korollar auf die
Voraussetzung 'nichtperiodisch’ verzichtet, so wiirde es besagen, dass weder V; noch
V5 ein Translat eines Gitters enthalten, und dass es keine Model Sets sind. Beides ist
offenbar falsch.

Mit etwas Aufwand kann man nachweisen, dass keine Potenz dieses MFS eine Koinzi-
denz aufweist. Nach Satz 4.3 sind daher V; und V3 nicht aus einem CPS der Form (6)

zu erhalten mit G' = 2\3 Das heifit nicht, dass sie mit keinem CPS zu erzeugen sind:
Fiir V; geniigt etwa G := ), L := 27Z.

@:({hO’hQ} {7} ) hi(z) :=3z+14 (i €{0,1,2})

Fiir nichtperiodische Pflasterungen liefert Satz 4.4 bzw. Korollar 4.5 nun ein einfaches
hinreichendes Kriterium, um zu entscheiden, dass die zugehorigen Delone-Multimengen
keine Model Sets sind. Zwei bekannte Beispiele, auf die dieses Kriterium anwendbar
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Abbildung 16: Die Inflationsregel fiir die Dominotilings, die Regel zur gegenseitig lokalen
Ableitbarkeit sowie die Inflationsregel fur die entsprechenden Delone-Multimengen

ist, sind die Thue-Morse-Sequenzen und die Dominotilings. (Von beiden ist bekannt,
dass sie nicht aus Model sets bestehen, siehe etwa [SoLl], [GK]).

Die Thue-Morse—Sequenzen lassen sich auffassen als eine Spezies von eindimensionalen
Pflasterungen oder auch von Delone-Multimengen auf dem Gitter Z. Die zugrundelie-
gende Inflation ist gegeben durch infl(a) = ab, infl(b) = ba. Dabei lassen sich a und b
interpretieren als Intervalle der Lénge 1 oder auch als farbige Punkte in Z. Jedenfalls
gilt offensichtlich infl(a) Minfl(b) = @, also bestehen die Thue-Morse-Sequenzen nicht
aus Model Sets.

Die Inflation fiir die Dominotilings ist in Abb. 16 dargestellt, zusammen mit einer
Inflation fiir eine zu den Dominotilings gegenseitig lokal ableitbare Delone-Multimenge.
Beide leben auf dem Gitter Z2. Offensichtlich ist auch hier das Kriterium erfiillt, die
Dominotilings bzw. die entsprechenden Delone-Multimengen bestehen nicht aus Model
Sets.

Es gibt aber auch Pflasterungen, deren zugehéorige Delone-Multimengen nicht aus Mo-
del Sets bestehen, auf die aber Satz 4.4 nicht anwendbar ist. Ein Beispiel sind die von N.
PRIEBE in [PRI| untersuchten Gitterpflasterungen, die sich mittels Hadamardmatrizen
definieren lassen. Eine Hadamardmatrix H ist eine n X n—-Matrix, in der jeder Eintrag
entweder 1 oder —1 ist und deren Zeilen paarweise orthogonal sind. Zum Beispiel ist

1 1 1 -1

1
1 -1 1 1
-1 1 1 1

eine Hadamardmatrix. Hadamardmatrizen existieren zu n = 2 und n = 4k, k € Z. Fiir
die Inflation wihlt man als Musterfamilie F := {1,2,...,n,1,2,...,71}. Die Gestalt
der Inflationsvorschrift ist fiir jedes j € F — unter Vernachlidssigung der Balken —
infl(5) =12...n.

Als Regel zum Setzen der Balken gilt: Fiir i € {1,2,...,n} bekommt das Symbol an
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der Stelle j in infl(¢) einen Balken, falls der Eintrag H;; = —1 ist und keinen Balken,
falls H;; = 1. Fiir i € {1,2,...,n} gilt genau umgekehrt: das Symbol an der Stelle j in
infl(7) hat einen Balken, falls der Eintrag H;; = 1 ist und keinen Balken, falls H;; = —1.
Die obige Matrix H, etwa liefert als Inflationsvorschrift:

1 — 1234 1 — 1234
2 — 1234 ? — i?:j){l (21)
3 — 1234 3 — 1234
4 — 1234 4 — 1234

Diese Vorschrift liefert zunéchst einmal eine eindimensionale nichtperiodische Pfla-
sterung. Sie ldsst sich nach dem folgenden Schema aber einfach auf 2 Dimensionen
iibertragen.

112
S EEr

Ein jedes Symbol entspricht damit einem Quadrat. Unter der Inflation werden aus
einem Quadrat vier Quadrate, die zusammen ein grofles bilden. Die Ziffern entsprechen
den Positionen in dem grofien Quadrat. Die Balken werden aus (21) iibernommen. Hier
ist offensichtlich, wie die Inflation fiir die dazugehorige Delone-Multimenge aussieht.
Generell kann man auf dhnliche Weise die Pflasterungen von N. PRIEBE auf hohe-
re Dimensionen iibertragen: Ist n = k%, so entspricht jedes Symbol einem d-
dimensionalen Wiirfel der Kantenlinge 1, der unter der Inflation in k¢ Wiirfel iiber-
geht, die zusammen einen Wiirfel der Kantenléinge &k bilden.
Noch allgemeiner kann man die Inflation derart formulieren, dass jedes Symbol ei-
nem d-dimensionalen Wiirfel der Kantenlinge 1 entspricht, der unter der Inflation
in k¢ Wiirfel iibergeht, die zusammen einen Quader mit Kantenlingen k', ..., k‘
bilden. Damit verldsst man den hier behandelten Rahmen, in denen die Inflation in
jede Richtung um denselben Faktor expandiert (vgl. die Diskussion hinter Satz 4.3).

Offenbar ist Satz 4.4 nicht auf diese Pflasterungen anwendbar. Es gilt zwar infl(1) I
infl(1) = (), aber beispielsweise infl(1) M infl(2) = {1,2} # 0. Der folgende Satz liefert
aber ein Kriterium, mit dem man auch von diesen Pflasterungen — bzw. den entspre-
chenden Delone-Multimengen — zeigen kann, dass sie nicht aus Model Sets bestehen.

Satz 4.6 Sei S = S(F,infl) eine primitive Spezies von Delone—Multimengen auf ei-
nem Gitter Ty =< uy,...,uq >z, und set V.= (Vi,...,V,,) € S. V enthalte eine
1-periodische Sequenz S aus Steinen der Typen A und B von folgender Gestalt:

---gAxBzAx - - -z AxBzAx - - -t Ax Bz Ax - - -t Ax Bz Ax - - - .

und mit folgenden Figenschaften:
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1. x steht fiir einen Zuischenraum fester Linge aus r — 1 Punkten beliebigen Typs,
die nicht zu S gehdren.

2. Die Richtung von S ist u;. (Genauer: Der Trdiger von S ist eine dquidistante
Punktmenge, wobei je zwei benachbarte Punkte in S Abstand r||u;|| haben und
die konveze Hiille von S ein Translat von <u;>g ist.)

3. Auf je £ — 1 Punkte vom Typ A folgt immer einer vom Typ B, wobei gelte:
infl(A) Minfl(B) = 0.

Dann enthdlt kein V; ein Translat eines d—dimensionalen Gitters, dessen Periode ent-
lang dieser Sequenz eine Linge der Gestalt pFnr||lu;||; (k > 0, n € N\ ¢N) hat. Auch
keine andere Delone—Multimenge der Spezies S zu dieser Punktinflation enthdlt ein
solches Gitter.

Zur Verdeutlichung zunéchst ein Beispiel: Ein Ausschnitt aus einer durch (21) erzeugten
zweidimensionalen Pflasterung ist

1212121212121212
34343434343434314
1212121212121212
3434343434343434
12121212121212132

In der unteren Zeile sieht man eine Sequenz aus 1 und 2. In hoheren Inflationen dieses
Clusters entstehen in der untersten Zeile immer ldngere solcher periodischer Sequenzen
aus 1 und 2. Es gibt daher in der Spezies eine Pflasterung mit einer unendlichen Sequenz
dieser Form. Zwangsldufig hat die Zeile dariiber die Form ...343434343434....
Diese Sequenz erfiillt die Voraussetzung des Satzes: Vernachldssigt man die Symbole 4
und 4, so ergibt sich die Form ...323x3x3x3x3.... Die 3 entspricht dem A, die 3
dem B, esist r =2 und £ = 2.

Es folgt: In der zur Pflasterung gehérende Delone-Multimenge V' = (V4, ..., Vg) enthélt
kein V; ein Gitter, dessen Periode in Richtung dieser Sequenz eine Linge der Gestalt
2kn2 (k > 0, n € Z\ 27Z) hat. Das heifit, die Periode hat keine Linge der Form n2* (k >
1,n € 2N — 1). Kein V; enthilt also ein Gitter, dass eine Periode gerader Lénge in
Richtung dieser Sequenz besitzt.

Daraus folgt, dass kein V; ein Gitter enthélt. Denn: Wire das falsch, so hitte das
entsprechende Gitter d linear unabhingige Perioden. Analog zur Argumentation im
Beweis zu Satz 4.4 gébe es dann auch ein Gitter mit achsenparallelen Perioden, also
mit einer Periode in Richtung der genannten Sequenz. Aufgrund der speziellen Form der
Inflationsvorschrift kann diese Periode aber nur gerade Linge haben. (Denn unter Ver-
nachlissigung der Balken hat jede Zeile die Form ...121212...oder...343434...,
Perioden in dieser Richtung mit ungerader Lénge sind also nicht méglich.) Das ist ein
Widerspruch zur obigen Feststellung. Also sind die V; nach Satz 4.3 keine Model Sets.
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Satz 4.6 stellt also ein weiteres Kriterium bereit, dass man nutzen kann, um von Pflaste-
rungen bzw. den entsprechenden Delone-Multimengen zu zeigen, dass sie keine Model
Sets sind.

Beweis: (des Satzes) Sei V = (V1,..., V) € S und p der — nach Satz 3.7 ganzzahlige
— Inflationsfaktor.

Annahme: Es gibt ein ¢ € {1,...,m} und ein Translat eines d-dimensionalen Gitters
I +¢ C V,. Wie im Beweis zu Satz 4.4 kénnen wir uns auf ¢t = 0 und Iy = Z¢
beschrinken. Dazu betrachten wir wieder die Bijektion

T Zd—>F0, W(()\l,...,)\d)T)l—))\1U1+"‘+)\dud.

Das Bild 7 1(S) C Z ist wieder eine periodische Sequenz, und zwar von derselben
Struktur wie S. Unter m wird u; auf einen kanonischen Einheitsvektor abgebildet. Es
ist also [|7(u;)|| = 1.

Es gibt ein Gitter I'" C V; genau dann, wenn es ein Gitter 7= }(I") C 7=1(V;) C Z¢ gibt.

Ist letzteres der Fall, so gibt es — aufgrund desselben Arguments wie im Beweis zu
Satz 4.4 — auch ein Gitter [' = < wy,...,wg >zC 7 '(V;) mit achsenparallelen Ba-
sisvektoren w; = pe; (u; € N, e; die kanonischen Einheitsvektoren). Daher gibt es
auch eine Periode von T, die dieselbe Richtung wie die 1-periodische Sequenz 7 ()
hat. Diese Periode sei O.B.d.A. w;. Wir werden zeigen, dass I" keine solche Periode der
Linge p*nr — wobei k > 0,n € N\ /N — besitzt.

Es ist 77 1(S) C Z¢, alle Punkte aus 7 !(S) liegen auf einer Geraden und der Abstand
zweier benachbarter Punkte in 7—(5) ist 1. Die Spezies S zur Punktinflation ist pri-
mitiv, nach Satz 2.13 also auch schwach repetitiv. Da V' die Sequenz S enthélt, enthélt
jedes V' der Spezies jeden endlichen Abschnitt von S. Also enthélt jedes V' € S ei-
ne endliche Sequenz der Gestalt - - -z AxBxAx - - - xAxBx Az - -- von beliebiger Lénge,
ebenso 7=1(V").

Nach Satz 2.12 enthilt S auch eine selbstéhnliche Delone-Multimenge. Diese enthélt
ebenfalls beliebig lange endliche Sequenzen S’ C S. Aufgrund der Selbstihnlichkeit
somit auch beliebig lange Sequenzen infl(S’),infi>(S"),.... Wegen der Repetitivitit
iibertragt sich das auf jede Pflasterung in S. Daher enthilt auch jede zugehorige
Delone-Multimenge 7~ !(V) eine beliebig lange Sequenz dieser Gestalt, wobei der Ab-
stand benachbarter Punkte genau p* betrigt.

Angenommen, die Periode von I, die dieselbe Richtung wie S hat, hat Linge p*nr,
wobei k£ > 0,n € N\ /N.

Sei z € T ein Gitterpunkt, der in einem Superelement infl*(B) in einer Sequenz infl*(S’)
liegt. (Ein solches z muss es auf Grund der Primitivitit geben, wenn & grofl genug ist.)
Nun sind die Punkte z+Ap*w; (A € Z) auch in T enthalten, also sind sie alle vom selben
Typ wie z. Alle Punkte z + Apfw; (A € Z, k € N) liegen iiberdies in Superelementen
k—ter Ordnung an der selben relativen Position wie z.
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Weiterhin liegt z + A\p*rw; — wegen der Rolle von 7 — fiir jedes A € Z in der Sequenz
infl*(S’) auf jeden Fall in Superelementen vom Typ infl*(A) oder infi*(B), jeweils an
der selben relativen Position wie z. Wegen infl¥(A) Minfi*(B) = ¢ und 2z € T liegt 2
also in einem Superelement vom Typ infl*(B).

Andererseits gilt: Ist ||ApFw: || = |Ap¥u1| nicht durch £p* teilbar, so liegt z + Ap*rw,; auf
Grund der Gestalt von S — bzw. in diesem Falle infi*(S’) — und der Rolle von £ in
einem Superelement vom Typ infl® (A), und zwar an der selben relativen Position wie
z. Damit wére der Widerspruch vollendet. Man iiberlegt nur noch Folgendes:

Wenn p; durch / teilbar ist, dann sind wir in dem Fall, dass die Periode von I' in
Richtung w; = pye; die Linge vp*lr, (v € Z) hat. Dieser Fall interessiert uns nicht.

Ist p; nicht durch £ teilbar, so kann \ auf jeden Fall so gewiihlt werden, dass || Ap*u, ||
nicht durch #p* teilbar ist, also etwa ) teilerfremd zu . .

Somit ist tatsdchlich ein Widerspruch konstruiert. I' besitzt also in Richtung w, = ue;
keine Periode der Linge p*nr — wobei k > 0,n € N\ /N —, also ist in keinem 7 *(V})
ein Gitter mit einer solchen Periode enthalten.
Es sei noch angemerkt: Wir haben oben k so grofl gewéhlt, dass ein Superstein k—ter
Ordnung auf jeden Fall einen Gitterpunkt enthilt. Das ist aber keine Einschrédnkung
an k, wie es hier benutzt wird: Besitzt I' eine Periode der Linge p¥'nr fiir irgendein
0 < k' <k, so auf Grund der Inflation auch eine der Linge pknr.

Somit ist auch in V; kein Gitter I'” mit einer Periode in Richtung u; der Linge p*nr||u||
— wobei k£ > 0,n € N\ /N — enthalten und die Behauptung ist gezeigt. O
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5 Zusammenfassung und Ausblick

An dieser Stelle sei es erlaubt, die wesentlichen Punkte dieser Arbeit zusammenzufassen
und einige interessante aus ihr erwachsende Fragestellungen anzufiihren.

Der Hauptgegenstand der hier gemachten Untersuchungen sind Inflationspflasterun-
gen mit ganzzahligem Faktor. Durch die Sétze 2.12 und 2.18 und Lemma 4.2 wurde
fiir diesen Kontext der Zusammenhang hergestellt zwischen selbstidhnlichen Pflasterun-
gen, Inflationspflasterungen, selbstdhnlichen Punktmengen bzw. Delone-Multimengen,
durch Inflation erzeugte Punktmengen bzw. Delone-Multimengen und Gittersubstitu-
tionssystemen. Damit iibertragen sich etliche Aussagen — sei es aus dieser oder aus
anderen Arbeiten — die eines dieser Objekte betreffen, auf alle eben genannten Ob-
jekte. Das kann zur Biandigung der Begriffsvielfalt in den verschiedenen Arbeiten iiber
nichtperiodische Pflasterungen seinen Teil beitragen.

Dariiber hinaus gaben die beiden groflen Fragen im Bezug auf nichtperiodische Struk-
turen — Wann ist eine Struktur von lokal endlicher Komplexitit?’ und 'Wann ist
eine Struktur ein Model Set?” — die Richtung vor. Kapitel 3 ist der ersten dieser bei-
den Fragen gewidmet, in dem hier betrachteten engeren Kontext von Strukturen mit
ganzzahligem Inflations— oder Ahnlichkeitsfaktor. Die dort benutzten geometrischen
Argumente liefern, im Falle von polytopalen Mustersteinen, vier Kriterien fiir lokal
endliche Komplexitit (Sdtze 3.4, 3.5, 3.9 und Korollar 3.10). Diese decken zwar alle
bisher bekannten Beispiele ab, aber es kann nicht ausgeschlossen werden, dass zu Ver-
mutung 3.1 ein Gegenbeispiel existiert. Es ist offen, ob die hier benutzten Methoden
dazu eine Antwort liefern. Sie fiilhren aber zu interessanten, rein geometrischen Pro-
blemen. Eines ist Vermutung 3.2. Ein weiteres ergibt sich im Zusammenhang mit Satz
3.9: Warum stellt man die Bedingung, dass die Eckpunkte der Steine in einem Gitter
liegen, an die Steine in der ersten Inflation und nicht an die Mustersteine selbst? Das
kénnte man, wenn folgende Frage negativ beantwortet werden kann:

Problem: Existiert eine aus Polytopen bestehende Pflasterung, in der es eine Steinecke
gibt, an der keine weiteren Steinecken liegen?

Dann nimlich kann man jede Steinecke im Inneren der ersten Inflation eines jeden
Steins durch einen Weg, der sich aus kompletten Kanten zusammensetzt, mit jeder
dufleren Ecke verbinden. Man iiberlegt sich schnell, dass dann, wenn die &ufleren Ecken
in einem Gitter liegen, die inneren Eckpunkte ebenfalls in diesem Gitter liegen.

Fiir Dimension 2 ist das Problem negativ zu beantworten, vermutlich auch fiir Dimen-
sion 3. In diesen Féllen kénnen also die Voraussetzungen von Satz 3.9 und Korollar
3.10 auf die geschilderte Art abgeschwécht werden.

Die Frage "Wann ist eine Struktur von lokal endlicher Komplexitét?’ wird fiir Infla-
tionspflasterungen mit ganzzahligem Faktor vielleicht mit der Fortfiihrung der hier
benutzten Methoden zu beantworten sein. Fiir einen allgemeineren Kontext, also Pfla-
sterungen mit beliebigem Inflations— bzw. Ahnlichkeitsfaktor, oder fiir PAasterungen
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ganz allgemein, ist eine umfassende Antwort nicht in Sicht (vgl. [LAP2], [DAN5]).

Die zweite grofle Frage, wann eine Struktur ein Model Set ist, ist in unserem Rah-
men durch das notwendige und hinreichende Kriterium von LEE und MooDY (Satz
4.3) im Wesentlichen schon beantwortet. Die vorliegende Arbeit liefert zusétzlich zwei
hinreichende Kriterien dafiir, dass eine Struktur kein Model Set ist und erginzt so
das Kriterium von LEE und MoODY, welches eben, falls die betrachtete Struktur kein
Model Set ist, einen nicht terminierenden Algorithmus liefert.

Es lassen sich aber immer noch Pflasterungen angeben, fiir die weder die beiden in
dieser Arbeit vorgestellten Kriterien greifen, noch das Kriterium von LEE und MooODY
in verniinftiger Zeit eine Antwort liefert. Die in Abbildung 17 dargestellte Pflasterung
— bzw. die zugehorige Delone-Multimenge — erfiillt weder die Voraussetzungen von
Satz 4.4 noch die von Satz 4.6. Auch eine zweiwochige Rechnung auf einem PC, die
die achte Potenz des zugehorigen MFS bestimmte, ergab keine Koinzidenz, so dass
auch das Kriterium von LEE und MoOODY in diesem Fall die Frage — noch — nicht
beantwortet.

Es bleibt zu untersuchen, ob es fiir das Kriterium von LEE und MOODY eine obere
Schranke gibt, abhéngig von der Gréfle der Matrix, ab der man nicht mehr weitersuchen
muss. Eine dhnliche Schranke haben wir im Zusammenhang mit primitiven Matrizen
kennengelernt (s. Abbildung 6, S. 24 und nachfolgender Text).

Mit Satz 4.3 und Korollar 4.5 — somit indirekt mit den Sétzen 4.4 und 4.6 — ldsst
sich bisher lediglich entscheiden, ob eine gegebene Struktur ein Model Set beziiglich
einem p-adischen inneren Raum G ist. Andere innere Rdume sind zunéchst nicht aus-
geschlossen. Neueste Ergebnisse von LEE, MOODY und SOLOMYAK zeigen aber, dass
fiir Strukturen auf einem Gitter keine anderen inneren Rdume G in Frage kommen
(s. [LMS], Thm. 3.10). Die hier vorgestellten Kriterien kénnen daher tatséchlich ganz
allgemein zur Beantwortung der Frage ’Model Set oder nicht’ benutzt werden.

Es gibt viele Arbeiten, die sich mit dieser Frage im Falle allgemeinerer Strukturen
beschéftigen. Dazu sei hier auf die Arbeiten [Scu2|, [Scu3|, [LMS] und [BAM]| und
die darin enthaltenen Quellen verwiesen. Es wurden in den letzten Jahren diesbeziiglich
viele Fortschritte gemacht; eine so umfassende Antwort wie im Falle von selbstéhnlichen
(oder durch Inflation erzeugten) Strukturen auf Gittern steht jedoch noch aus.

N N— %

Abbildung 17: Inflationsregel und Ausschnitt einer Pflasterung zum Faktor 2, von der
unbekannt ist, ob die zugehdrige Delone-Multimenge aus Model Sets besteht.
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6 Anhang: Der Ring der p—adischen Zahlen

An dieser Stelle sind einige fiir Abschnitt 4.1 wichtige Fakten {iber die Topologie des
Rings der p—adischen Zahlen aufgefiihrt, die der Vollstéindigkeit halber erwéhnt werden
sollten.

Definition 6.1 Es sei K ein kommutativer Ring mit Finselement. Eine Abbildung | |
von K in die nichtnegativen reellen Zahlen heifit Pseudobewertung, falls gilt:

1. 10| =0, |a| > 0 fira € K \ {0},
2. la+b| <lal+ 1], |a—b| < |a| + |b| fira,b € K, und

3. |ab| <'|a||b| fira,be K

Gilt in 3. Gleichheit, so spricht man von einer Bewertung. Falls statt 2. stdirker gilt:
2’ |a+ b < max(lal, b)), |a —b| < max(|al, |b]) fira,b e K

so heifit | | nichtarchimedische (Pseudo—)Bewertung.

Es sei p € N\ {1}. Die p-adische (Pseudo-)Bewertung auf Z ist gegeben durch
|z|, :== p*, wobei k die grofite natiirliche Zahl ist, fiir die gilt: p* teilt 2z ohne Rest.
Fiir z = 0 setzt man |0/, := 0. Ist p eine Primzahl, so erhélt man so eine nichtar-
chimedische Bewertung, andernfalls eine nichtarchimedische Pseudobewertung. Das ist
schnell einzusehen, bis auf die Eigenschaft ’'nichtarchimedisch’. Darauf kommen wir
noch zuriick.

Mit dp(y,z) := |y — z|, ist (Z,dp) ein metrischer Raum mit einigen Eigenschaften,
die jeglicher Intuition zuwiderlaufen: Offensichtlich bedeutet ein kleiner Abstand von 0
bzgl. d,, dass die entsprechende Zahl oft durch p teilbar ist. Die Folge 1,2,4,8,...,2F ...
konvergiert gegen Null bzgl. dy. Fiir jedes andere p ist sie nicht konvergent bzgl. d,. Da
dp(z,2") aber maximal den Wert 1 annehmen kann, ist die Folge fiir jedes d,, beschrénkt,
enthélt also eine konvergente Teilfolge.

Die Vervollstindigung von Z bzgl. d, nennen wir den Ring der p-adischen Zahlen,

kurz Zp. Er enthélt neben den ganzen Zahlen auch Briiche der Form r/s — wobei
ggT(r,s) = 1 und ggT(p,s) = 1 — sowie irrationale Zahlen. Es gibt fiir die Elemente
von Z; eine p—adische Darstellung, dhnlich der gewthnlichen Dezimaldarstellung, mit
der man jedes Element als unendliche Folge ganzer Zahlen darstellen kann. Die p-
adische Darstellung einer ganzen Zahl enthilt ab irgend einer Stelle nur noch Nullen.
Ist die p—adische Darstellung einer Zahl z ab irgend einer Stelle periodisch, so ist z
ein Bruch. Diese Darstellung ist fiir unsere Zwecke aber nicht weiter wichtig, wichtiger

sind die Eigenschaften des metrischen Raumes (Z,, d,):
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Lemma 6.1 Die (Pseudo—)Bewertung ||, auf dem Ring Z; ist nichtarchimedisch.

Beweis: (vgl. [O’M]) Es ist |z], < 1 fiir alle z € Z;. Weiter gilt: |z|,|z], = |2?],. Fiir
z € Z mit z = p'r, also |z[, = p¢, ist das unmittelbar klar. Ist allgemein z € i\p, SO
existiert eine Folge {2, }nen C Z, die gegen z konvergiert, also |z,|, — |z|, fiir n gegen
unendlich. Es folgt |22|, < |22], = |znlp|2nlp = |2]p]2lp, also |22], = |2]p]2]p-

Also gilt fiir beliebige z,y € Z,,n € N;
z+yly = [(@+y)"]p

n

n _
< i+ 1} ) bl -+ 1l
< afp + 1l Vlyly + -+ 1yl
< (n+ 1)(max(fal y],)")

Daraus folgt
@+ ylp < (n+ 1) (max(|2],, |yl,))

Mit n gegen unendlich folgt der erste Teil von Punkt 2’ in Definition 6.1. Wegen
|z|, = | — 2|, auch der zweite Teil und somit die Behauptung. O

dy(y, z) nimmt offenbar nur Werte der Form p=* an. Fiir die Kugeln (um z mit Radius

£) _
B,(z,¢) ={y €Z,|dy(y,2) <e} (z€Zpye>0)

gelten trivialerweise die folgenden drei Figenschaften:
1. Ist e < &, so ist By(z,¢) C B,(z,¢€').
2. Sind ¢,&' € [p~**V) p~*[, so ist B,(2,¢) = B,(z,&').

3. Fiir alle y € B,(z,¢) gilt: B, (y,e) = B, (z,€).

Der dritte Punkt ergibt sich daraus, dass | |, nichtarchimedisch ist: Fiir zwei beliebige
Punkte z,y € B, (z,¢) gilt:

dp(2,y) = |2 —ylp = [v — 2+ 2 —ylp <max(|z — 2|y, [z —yl,) <€

Ist y € B := B,(z,¢), so gilt daher fiir alle z € B : d,(z,y) < ¢, also z € B,(y,¢).
Also hat jeder Punkt in einer Kugel B eine e-Umgebung, die ganz in B enthalten ist:
B selbst. Daher ist jede dieser Kugeln offen.

Ist y Haufungspunkt von B := B,(z,¢), so existiert eine Folge {y,}neny € B mit
dy(Yn,y) — 0 fiir n — oco. Insbesondere gibt es y,, € B, (z,¢) mit d,(y,,y) < €. Mit 3.
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folgt: y € B, (yn, €) = B,(z, ). Jeder Haufungspunkt einer solchen Kugel ist also schon
in ihr enthalten, jede Kugel ist also auch abgeschlossen.

Wegen B = int(B) = cl(B) gilt cI(B) \ int(B) = (. Die Kugeln haben also keinen
Rand. In Kapitel 4 werden abzéhlbare Vereinigungen solcher Kugeln betrachtet. Diese
sind offen, aber nicht notwendig abgeschlossen. Diese Mengen kénnen daher durchaus
einen Rand besitzen.

Wir benotigen fiir die im Abschnitt 4.1 behandelte Konstruktion zwei weitere Aussagen.
Lemma 6.2 (Z,,, dy) ist kompakt.
Zum Beweis bendtigen wir:

Satz 6.3 Sei (X, d) ein metrischer Raum und (Y, d') die Vervollstindigung von X bzgl.
d derart, dass d' die Fortsetzung von d ist (also d'|x = d). Y ist genau dann kompakt,
wenn X totalbeschrdnkt ist, d.h., wenn gilt: Fiur jedes € > 0 gibt es eine endliche Menge

{Us, - .., Up} mit: Jedes U; liegt in einer Kugel mit Radius ' < e und |J U; = X.
i=1

(Die Aussagen dieses Satzes finden sich in jeder guten Topologiegrundvorlesung, z.B.
in [ERL])

Beweis: (des Lemmas) Es ist (Z\p, dy) die Vervollstindigung von Z unter d,. Sei ¢ > 0.
Wiihle & € N so, dass p* < ¢ < p®1 uynd ¢ so, dass p~**t1) < ¢’ < ¢. Dann
iiberdecken die Kugeln U; := B, (4,&’) (0 <4 < pF™ — 1) ganz Z. (Denn es ist U;NZ =
{0 —pFt i g+ pbt i+ 2pF L ) =i+ pFHIZ)

Damit ist die Bedingung des Satzes erfiillt. O

Lemma 6.4 Seien X ein topologischer Raum und A C X, B C X zwei offene Teil-
mengen mit AN B = (. Dann gilt c1(A) N B = 0.

Beweis: Angenommen, cl(A)NB # (. Dann existiert x mit z € cl(A) und z € B. Da B
offen ist, gibt es eine Umgebung U, von z, die ganz in B liegt. Da cl(A) abgeschlossen
ist, ist U, N A # (), daher auch A N B # (). Das ist ein Widerspruch, also folgt die
Behauptung. O
In Kapitel 4 reden wir von @ = i\p X e X Z, statt von i\p. Alle hier getroffenen

Aussagen iibertragen sich aber in natiirlicher Weise auf Z.
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7 Bezeichnungen

Es folgt eine Liste von Bezeichnungen, Abkiirzungen und hiufig benutzten Variablen-
namen. Die Bezeichnungen und Abkiirzungen sind alle auch im Text erklirt; sie werden
hier der besseren Lesbarkeit halber in tabellarischer Form zusammengestellt.

R =

1

<A>g

Kardinalitat

S = T heift: S ist Translat von 7', in Kap. 2 auch alternativ:

S ist kongruent zu 7', s. Def 2.1, S. 11

A ist die Translationsklasse von A, in Kap. 2 auch alternativ:
Kongruenzklasse von A, s. Def 2.1, S. 11

S C T heifit: S ist Teilmenge eines Translats von 7', s. Def 2.1, S. 11

1 — 7 heiflt: In einem Graphen existiert ein Weg von Knoten ¢ zu

Knoten j.

K—Spann von A.

'Gauflklammer’: |a| ist die grofite ganze Zahl, die kleiner oder gleich a ist.
euklidische Norm

p-adische (Pseudo—)Bewertung, s. Anhang

Rand einer Menge

Sind A und B gefiirbte Punktmengen mit tr(A) = tr(B), so ist AM B die
ungefirbte Menge der Punkte, deren Farben in A und B iibereinstimmen,
ohne Beriicksichtigung der Farbe; s. Def. 4.6, S. 76

Gitter, fast immer: Gitter, auf dem eine Pflasterung oder Delone—Multi-
menge lebt

Inflationsfaktor, s. Def 2.5, S. 19

Gitter, ausschliefllich verwendet fiir das hochdimensionale Gitter

in R¢ x G in einem CPS, s. (6), S. 63

Ma$

Isometrie

Matrixfunktionssystem, s. Def. 4.3, S. 71

abgeschlossene Einheitskugel in R? bzgl. euklidischer Norm

Kugel um x mit Radius r bzgl. p-adischem Abstand in Z,, s. Anhang
Kugel um z mit Radius r bzgl. p-adischem Abstand in @, s. (17), S. 68
Cluster in einer Pflasterung

r—Cluster um z in der Delone-Multimenge V', s. Def. 2.13, S. 42

und nachfolgender Text

r—Cluster um z in der Pflasterung P, s. Def. 2.2, S. 13

Abschluss einer Menge

kurz fiir: 'Cut—and-Project-Scheme’; s. S. 61

Dimension, in Abschnitt 2.4 auch Periode eines Knotens
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eine Punktmenge, fast immer eine Delonemenge, s. Def 2.12; S. 42
euklidischer Abstand

p—adischer Abstand in Z\p, s. Anhang

p-adischer Abstand in Zg, s. (16), S. 68

Durchmesser einer Menge, also: diam(A) = max{||z — y|| | z,y € A}
Musterfamilie einer Pflasterung oder Spezies, s. Def 2.5, S. 19
i.Allg. die Einheitsmatrix. Auch:

Im Zusammenhang mit Graphen: Klassen von Knoten

Menge aller Inflationsspezies, s. Def. 2.5, S. 19

Menge aller minimalen Inflationsspezies, s. Def 2.10, S. 24
Inflationsoperator, s. Def 2.5, S. 19

Inneres einer Menge

Menge aller Spezies von lokal endlicher Komplexitét, s. Def. 2.3, S. 16
Menge aller linear repetitiven Spezies, s. Def. 2.4, S. 17

Anzahl der Mustersteine einer Spezies oder Anzahl der '’Farben’ einer
Delone-Multimenge (Vi, ..., Vi,).

kurz fiir '"Matrixfunktionssystem’, s. Def. 4.3, S. 71

Drei Arten der Nichtminimalitét, s. S. 22

Polytop, s. Def. 2.8, S. 21

Pflasterungen, am Ende von Abschnitt 2.6 auch alternativ: Delone—
Multimengen

Q adjungiert a (Koérperadjunktion), also: der kleinste Korper, der
Q und a enthélt

Menge aller repetitiven Spezies, s. Def. 2.4, S. 17

Spezies, also eine Familie von 'verwandten’ Pflasterungen
Inflationsspezies, s. Def 2.5, S. 19

Ein Punkt der Farbe ¢ an der Position ¢. Kurzform fiir
@,...,0,{t},0,...,0}, s. Def. 2.13, S. 42 und nachfolgender Text
Steine, s. Def. 2.1, S. 11

Translationsmodul, s. Def. 3.2, S. 55

Tréger einer Menge. Ist M = {A;, Ay, ...} eine Steinmenge, so ist
tr(M) =AU A U---. Ist M = (Aq,...,A,) Teilmenge einer Delone-
Multimenge, so ist tr(M) = A; U---U A,

Delone-Multimenge, s. Def. 2.13, S. 42

Delonemenge, fast immer: Bestandteil einer Delone-Multimenge,

s. Def. 2.13, S. 42

relatives Volumen, s. S. 47

Fenstermenge eines CPS, s. (6), S. 63

Die kanonischen Wiirfelpflasterungen, s. S. 11

Menge aller schwach repetitiven Spezies, s. Def. 2.4, S. 17

Menge aller Translationsvektoren, die Steine in P auf Steine desselben
Typs in P verschieben

Z adjungiert a (Ringadjunktion), also: der kleinste Ring, der

Z und a enthilt
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