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Einleitung

Die Idee zu dieser Arbeit entstand im April 2000 bei der AMS-Tagung in
New York in einer Diskussion mit Edward C. Turner und John C. O’Neill nach
einem Vortrag von Gerhard Rosenberger iiber Testelemente. Turner fragte nach
der Existenz von Testelementen in jeder Fuchsschen Gruppe. Diese Frage kann
durch diese Arbeit eindeutig mit ja beantwortet werden.

Allgemein, in einer Gruppe G, heifit w € G ein Testelement, wenn jeder Endo-
morphismus ¢ : G — G mit ¢(w) = w automatisch immer ein Automorphismus
ist. Da w ein Wort in endlich vielen Erzeugenden ist, ist die Definition nur fiir
endlich erzeugte Gruppen sinnvoll.

Die Namensgebung “Testelement“ geht auf E. Turner zuriick. Allerdings gab
es schon lange Ergebnisse und Beispiele zu Testelementen, natiirlich mit anderer
Motivation.

Beispielsweise sind nach einem Satz von Nielsen-Zieschang (vgl. H. Zieschang, E.
Vogt, H.D. Coldeway [27]) in der freien Gruppe F,, vom Rang n > 2 mit der
Basis {a,...,a,} die Worte [ay, as] ... [a, 1,ay], falls n gerade ist, und a?...a2
Testelemente.

Dies ist die algebraische Version fiir den Satz von Nielsen, daf} jede Homotopie-
klasse fiir die Fundamentalgruppe einer kompakten, geschlossenen Fliche eine
Isotopie enthilt.

Weitere Beispiele in F;, ergeben sich aus &hnlichen topologischen Fragen iiber
CW-Komplexe, so wird etwa in [5] a* ...a* mit ggT (k. .., k,) > 2 als Test-
element nachgewiesen, oder aus kombinatorischen Entscheidungsprozessen iiber

die Losbarkeit von Gleichungen in F), (siehe L. Comerford [2] oder E. Rips [19]).

Die Figenschaften all dieser Beispiele fiihrten E. Turner zur Bezeichnung
“Testelemente“, wie oben definiert.

Turner versuchte eine allgemeine Theorie der Testelemente zu entwickeln. Im Fal-
le der freien Gruppen F), konnte er ein strukturelles Kriterium fiir Testelemente
angeben durch das “Retrakt-Theorem*:



Wenn ¢ : F,, — F, ein Endomorphismus der endlich erzeugten freien Gruppe
F, ist, dann ist ¢*>°(F,,) ein Retrakt von F,. ¢=(F,) ist genau dann ein echter
Retrakt, wenn ¢ kein Automorphismus ist. Wenn ¢ ein Monomorphismus ist,
dann ist ¢*°(F,) ein freier Faktor.

Testworter in F), sind somit Worter, die in keinem echten Retrakt liegen (sie-
he dazu E. Turner [25]).

Wir sagen fiir eine Gruppe G gilt das Retrakt-Theorem, wenn ein w € G genau
dann Testelement von G ist, wenn es in keinem echten Retrakt liegt.

In einer spéteren Arbeit haben J. O’Neill und E. Turner in [13] dieses Retrakt-
Theorem fiir spezielle torsionsfreie hyperbolische Gruppen, Flichengruppen und
Fuchssche Gruppen erweitert.

Die Giiltigkeit des Retrakt-Theorem fiir eine Gruppe G impliziert aber noch nicht
die wirkliche Existenz und Beschreibung von Testelementen in G.

Fiir die Fundamentalgruppen orientierbarer, geschlossener Flichen Ny, vom Ge-
schlecht g > 2 zeigten J. Konieczny, G. Rosenberger und J. Wolny in [8] als
Konsequenz allgemeiner Ergebnisse, da§ etwa a¥...a5 mit k > 2 ein Testele-

ment in Ny, ist.

Hier zeigen wir konstruktiv durch Angabe von Beispielen die Existenz von Test-
elementen fiir beliebige, nicht-elementare Fuchssche Gruppen; und beantworten
damit die Frage von E. Turner und J. O’Neill positiv.

Dies zeigt wegen des analogen Retrakt-Theorems fiir jede nicht-elementare Fuchs-
sche Gruppe (siehe auch [13]) die Existenz eines echten Retrakts, was etwa fiir
Dreiecksgruppen auf den ersten Blick iiberraschend ist.

Weitere existenzielle Untersuchungen iiber Testelemente wurden auch in ande-
ren Klassen von Gruppen gemacht, etwa in direkten Produkten von Gruppen
(siehe etwa J. O’Neill und E. Turner in [14]), endlich erzeugten abelschen Grup-
pen (C. Rocca und E. Turner [20]) und freien Produkten von Gruppen (B. Fine,
G. Rosenberger, D. Spellman und M. Stille in [4]).



Kapitel 1

Grundlagen und Definitionen

Definition 1.1

Sei G eine beliebige Gruppe. Dann heifit w € G Testelement in G, falls jeder
Endomorphismus ¢ : G — G mit ¢(w) = w bereits ein Automorphismus ist.
Testelemente in freien Gruppen werden Testworter genannt.

1.1 Fuchssche Gruppen

In dieser Arbeit interessieren wir uns fiir algebraische Eigenschaften von Fuchs-
schen Gruppen, speziell fiir Testelemente in Fuchsschen Gruppen, und deshalb
definieren wir eine Fuchssche Gruppe zunéchst abstrakt.

Definition 1.2

Sei ' Fuchssche Gruppe erster Art, das heifit I' ist nicht-elementar und hat
endliches Kovolumen (H/T), mit Signatur (g;m1, ..., my;s), so ist eine Prisen-
tierung gegeben durch

I'= <aflab1,"':ag,bga Tiy.eeyTryP1y---yPs ‘
xl :...:xTT:[al,bl]... [a/g’bg]xl...xrpl...ps:1>,

daber sind a;, b; hyperbolische, x; elliptische und p; parabolische Erzeugende, und
fiir das Kovolumen p(H/T) gilt

W(H/T) = 2m((29 - 2) + S (1= —) +5] > 0.

m
i=1 t

Wir halten fest, dal jede endlich erzeugte nicht-elementare Fuchssche Gruppe
algebraisch isomorph zu einer Fuchsschen Gruppe erster Art ist. Eine elementare
Fuchssche Gruppe ist zyklisch oder isomorph zur unendlichen Diedergruppe, also
fiir unsere Fragestellung uninteressant.

Wir betrachten im folgenden nur endlich erzeugte nicht-elementare Fuchssche

4



Gruppen und kénnen uns fiir unsere Fragestellung auf die erster Art beschrianken.
Automatisch sehen wir dann im folgenden bei einer endlich erzeugten nicht-
elementaren Fuchsschen Gruppe I, daf§ u(H/I") > 0 ist.

In einer Gruppe G bezeichnet [a,b] den Kommutator aba='b~" von a,b € G.

' heifit kokompakt, wenn s = 0 gilt.

Im Fall » = 0 und s = 0 haben wir die Prisentierung einer Fundamentalgruppe
fiir eine orientierbare geschlossene Fliche vom Geschlecht g, die wir abkiirzend
auch Fliachengruppe nennen.

Ist s > 1, so ist I' algebraisch ein freies Produkt zyklischer Gruppen, d.h. ist
s > 1und 29+ r + s > 2, so kébnnen wir uns algebraisch fiir die Existenz eines
Testelements auf den Fall g = 0 beschrénken.

Bei konkreten Rechnungen ist es oft sehr hilfreich sich von der abstrakten Gruppe
zu l6sen und spezielle Darstellungen von Fuchsschen Gruppen zu betrachten.

Definition 1.3 Es se:

G:(al,,,,,anla?:...:a;n:le:___:Rmkzl)’

e;>2 oder e,=0 1<31<n.

FEine Darstellung p von G in eine lineare Gruppe tber einem Kdérper der Charak-
teristik 0 ist genau dann eine wesentliche Darstellung, wenn p(a;) fir jedes
1=1,...,n unendliche Ordnung fir e; = 0 und genau Ordnung e; fiir e; > 2 hat.
AufSerdem hat p(R;) fir jedes j = 1,...,k die Ordnung m;.

Ist p zusdtzlich noch injektiv, dann haben wir eine treue Darstellung.

Fiir das folgende Kapitel iiber zweielementig erzeugte Fuchssche Gruppen werden
wir deshalb unsere abstrakten Gruppen mit Hilfe von wesentlichen Darstellungen
in die Matrixgruppe PSL(2,R) einbetten. Deshalb definieren wir im folgenden
Fuchssche Gruppen auch als diskrete Untergruppen der speziellen linearen Grup-

3 SL(2,]R)={(Z Z)eM(?,]R)\da&(Z Z):l}

bzw. der projektiven speziellen linearen Gruppe PSL(2,R) = SL(2,R)/{+£ Id},
oder als ein Konjugat solch einer Gruppe in der PSL(2, C).

Definition 1.4

a b

FirT = ( c d ) € PSL(2,R) sei, mit gewisser Ungenauigkeit, durch

sp (T) = a+ d die Spur festgelegt.

T € PSL(2,R) mit T # Id heift



e clliptisch, falls |sp (T)] < 2,
e parabolisch, falls |sp (T)| = 2,
e hyperbolisch, falls |sp (T)| > 2.

Bemerkung 1.5
Fir S,T € PSL(2,R) ist sp [S,T] eindeutig festgelegt, unabhingig von der Vor-
zeichenwahl bet sp S und sp T.

Oft ist der Ubergang von einer Matrix T = =+ ( Z 2 ) € PSL(2,R) zu einer
gebrochen linearen Transformation ¢(z) = % mit a,b,c,d € R und z € C

fiir die geometrische Anschauung hilfreich. Die Komposition zweier Abbildungen
entspricht dann dem Matrixprodukt zweier Elemente aus der PSL(2, R).

Lemma 1.6

Seien S, T € PSL(2,R). S und T kommutieren genau dann, wenn S und T,
aufgefafsit als gebrochen lineare Transformationen, dieselbe Fizpunkimenge haben.
S und T haben genau dann einen gemeinsamen Fizpunkt, wenn sp[S,T| = 2 ist.

Lemma 1.7
Seien A,B € PSL(2,R) mit G = (A, B), dann gelten die Identititen:

a) sp AB"'=sp A-sp B—sp AB
b) sp [A,B] = (sp A)* + (sp B)* + (sp AB)* — (sp A) - (sp B) - (sp AB) — 2

Definition und Folgerung 1.8

Die Tschebyscheff-Polynome sind rekursiv definiert durch Sy(z) =
und Sp(x) =z - Sp_1(x) — Sp—o(z) firn > 2. Firn <0 gilt S,(x)
Dann gelten die weiteren Identititen

0, Si(z) =1
=—-5_,(z).

sp [A", B™] — 2 = S%(sp A)S? (sp B)(sp [A, B] —2) fiir n,m € NU{0} und

10

A" = S,(sp A) - A= S,_1(sp A) - I fiir [ = ( 01

) und n € NU{0}.



1.2 Nielsentransformationen

Um ein Gruppenelement auf die Eignung zum Testelement zu untersuchen, be-
trachten wir die von unserem Endomorphismus erzeugte Untergruppe. Wenn wir
also ein Testelment durch den Endomorphismus fixieren, darf dann die Bildgrup-
pe keine echte Unterguppe sein.

Durch die im folgenden beschriebenen Nielsentransformationen kénnen wir die
Prisentierung einer Gruppe dndern ohne die abstrakten Eigenschaften der Grup-
pe zu beeintriachtigen. Das heifit, wenn ein Automorphismus vorliegt, konnen wir
durch Nielsentransformationen die Bildgruppe in die Ausgangsgruppe iiberfiihren.

Definition 1.9

Sei G eine Gruppe und X = {x1,...,2,} mit m € N eine Teilmenge von G.
Dann heifien folgende Transformationen auf X elementare Nielsentransfor-
mationen :

N 1 Ersetze z; durch z7" in X fiir eini € {1,...,m}.
N 2 FErsetze x; durch z;xj in X firi,j € {1,...,m} miti# j.
N 3 Streiche x; in X, falls z; =1 firl <i<m.

Weiterhin ¢ibt es eine erweiterte elementare Nielsentransformation oder
E-Transformation, wenn ein x; endliche Ordnung p; hat:

N 4 Ersetze x; durch x fir eini € {1,...,m}, falls 9T (pi,q;) = 1 gilt.
Bemerkungen 1.10

1) Fine Nielsentransformation ist ein endliches Produkt von elementaren Niel-
sentransformationen und eine erweiterte Nielsentransformation ein endli-
ches Produkt von E-Transformationen und elementaren Nielsentransforma-
tionen. Fin endliches Produkt von Transformationen vom Typ N 1 und
N 2 heifit requlire Nielsentransformation, falls auch N 3 vorkommt sin-
guldre Nielsentransformation. Seien X,Y endliche Systeme in einer Gruppe
G, dann heiffen X und Y Nielsendquivalent, wenn es eine requldre Nielsen-
transformation gqibt, welche X in Y dberfihrt. Wir schreiben dann kurz

x Xvy. Analog schreiben wir X 4 Y, wenn X und Y erweitert Niel-
sendquivalent sind.

2) Seien G eine Gruppe und X,Y Teilmengen von G. Entsteht Y durch eine
Nielsentransformation auf X, so erzeugen X und Y dieselbe Untergruppe.



Bemerkung 1.11
Betrachten wir Definition 1.9 mit m = 2, so konnen wir eine requlire Nielsen-
transformation fir X = {z,y} durch ein endliches Produkt von

M 1 ersetze {z,y} durch {z~1, y},
M 2 ersetze {x,y} durch {zy,z~'} und
M 3 ersetze {x,y} durch {y,x}

beschreiben.

Aus {z,y} X {u,v} folgt dann durch einfaches Nachrechnen, dafl [z,y] konju-
giert ist zu [u,v]¥! (Schreibweise: [x,y] ~ [u,v]*!).



1.3 Die Nielsensche Kiirzungsmethode in freien
Produkten mit Amalgam

Fiir die Fuchsschen Gruppen vom algebraischen Rang > 3, also fiir die Fuchsschen
Gruppen, fiir die wir mindestens drei Elemente fiir die Erzeugung benétigen, ist
es sehr hilfreich mit Présentierungen als freie Produkte mit Amalgam zu arbei-
ten. Wir definieren deshalb im folgenden das freie Produkt mit Amalgam und
beschreiben die modifizierte Art der Nielsentransformationen in freien Produk-
ten mit Amalgam. Man kann das etwa bei R. Lyndon und P. Schupp in [10]
nachlesen.

Definition 1.12

Es seien G1 = (X5 | Ry),...,G, = (X | Rp) und A = (Y | S) Gruppen.
V; + A = G; seien fiir 1 <1 < n nicht surjektive, injektive Homomorphismen. Es
seien X = X U. .. UXn und R= R,U... URn.

Dann heift G = (XUY | RU{¢i(y)y™" |y € Y,1 < i < n}) das (nichi-triviale)
freie Produkt der Gruppen G; mit den amalgamierten Untergruppen A; = 1;(A).
Die Schreibweise ist

=1

dabei bezeichnet man die G; als Faktoren und A als Amalgam von G. Im Fall
A = {1} heifit G das freie Produkt der Gruppen G;, und wir schreiben

G= %G.
=1

Betrachten wir den kanonischen Homomorphismus ¢; : G; — G mit 9;(z;) = x;
fir z; € X;, 1 = 1,...n, so kénnen wir die GG; als Untergruppen von G und die
A; als Untergruppen der G; bzw. A als Untergruppe von G auffassen.

Fiir unsere Zwecke reicht es aus im folgenden geeignete Zerlegungen der Fuchs-
schen Gruppen in zwei Faktoren zu finden, daher schreiben wir im folgenden
G=H 1 %4 H2.

Um auch hier mit Nielsentransformationen arbeiten zu kénnen, bendtigen wir
zuerst einmal eine Normalform fiir die Elemente aus G = H; x4 H,, deshalb hier
eine kurze Einfiihrung in die Nielsensche Kiirzungsmethode in freien Produkten
mit Amalgam. Sei also G = H; x4 Hy freies Produkt der Gruppen H; und H,
mit Amalgam A = Hy N Hy. Wir wéhlen in H; und H, jeweils ein System L
bzw. Ly von Vertretern fiir die Linksrestklassen von H; bzw. H, nach A, dabei
wird A durch 1 représentiert. Jedes x € G besitzt eine eindeutige Darstellung
x = hy...hya, wobei a € A und die h;, ¢ = 1,...,n, Linksrestklassenvertreter
sind, die abwechselnd in den verschiedenen Faktoren von G liegen und ungleich
1 sind.

Durch L(z) = n wird eine Lénge von z definiert.
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Wir nehmen nun die Inversen der Linksrestklassenvertreter als System L;' von
Vertretern fiir die Rechtsrestklassen. Damit erhilt jedes x € G die eindeutig
bestimmte symmetrische Normalform

r=1... lnkry...r1 =1(2)k(z)r(z), fir die gilt:
a) m>0,k€ HHUHy, 1 #1; € LiULy, 1 #7; € L7' UL;
b) die [; bzw. r; liegen abwechselnd in verschiedenen Faktoren;
c) fiir L(z) =0ist m =0 und k € A,

d) fir L(z) = 2m, m > 1, ist k € A und l,, und r,, liegen in verschiedenen
Faktoren von G und

e) fir L(z) =2m+1ist k ¢ A, k € Hy oder k € Hy und l,,, 7, ¢ Hy, Hy falls
m > 1.

Wir bezeichnen [(z) = I;...l, als die vordere Hilfte, r(z) = 7y, ... als die
hintere Hilfte und k(x) = k als den Kern von z.

Fiir unsere Zwecke setzen wir G als abzéhlbar voraus. Dies ist keine Einschréinkung,
wenn man endlich erzeugte Untergruppen von G oder gegebene endliche Systeme
in GG betrachtet. Ist G abzéhlbar, so kann man in jedem Faktor die Repriasentanten
der Linksrestklassen abzidhlen. Somit konnen nur endlich viele Représentanten in
der Ordnung vor einem bestimmten Repréisentanten vorkommen.

Wir fithren nun eine Ordnung auf G ein. Dazu ordnen wir erst die Menge {1, 2}
und somit die Faktoren H; und Hs, dann die Restklassenvertreter aus L; vollstindig
in jedem Faktor, dabei sei 1 das erste Element. Wir ordnen fiir jedes m die Pro-
dukte [y ...1l,, erst der Linge nach und dann lexikographisch. Die so erhaltene
Ordnung in G bezeichnen wir mit <.

Auf die hinteren Hilfte 7,,...r; wird diese Ordnung durch Ubergang zum In-
versen iibertragen. Mit Hilfe der Ordnung < koénnen wir die Ordnung < auf den
Paaren {z,r '} mit x € G erklidren. Ohne Einschrinkungen diirfen wir anneh-
men, daf fiir ein Paar {z,z '} entweder die vordere Hilfte vor der hinteren Hélfte
steht oder Gleichheit gilt (ansonsten ersetze z durch z71).

Dann gilt fiir 7,y € G = Hy x4 Hy: {z,27'} < {y,y™'}, falls

1) L(z) < L(y), oder
2) L(z)

L(y) und I(z) < I(y), oder
3) L(z) = L(y) und I(z) = (y) und r(z) < r(y).

Aus {z,z7'} < {y,y7 '} und {y,y~'} < {x,z7'} folgt nicht notwendigerweise die
Gleichheit der Elemente. Im Kern konnen sich z und y sehr wohl unterscheiden.
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Wir haben somit keine Ordnung im {iblichen Sinne.

Ein endliches System {z,};c; heifit kiirzer als ein System {y;};cs, wenn
{zj,2; 'y < {y;,y; '} fiir alle j € J, aber {y;,y;'} = {z;,2;'} fiir mindestens
ein 7 nicht gilt.

Definition 1.13

Sei {x1,...,2,} ein endliches System in G und sei < eine Ordnung der Elemente
auf G. Dann ist {z1,...,x,} ein Nielsenreduziertes System bzgl. <, falls
{x1,...,Zm} nicht durch eine Nielsentransformation in ein System {y1,...,Ym}
mit y; = 1 fiir ein i € {1,...,m} dberfihrt werden kann, und es kein kiirzeres
Nielsendquivalentes System zu {x1,...,Tn} gibt.

Bemerkung 1.14
Fin endliches System {x1,...,Tn} in G kann in endlich vielen Schritten in ein
Nielsenreduziertes System tiberfihrt werden.

Der folgende Satz beschreibt die Nielsensche Kiirzungsmethode in freien Produk-
ten mit Amalgam, er geht auf Zieschang [26] bzw. Rosenberger [21] zuriick.

Satz 1.15
Sei G = * A G; und {x1,..., T} ein endliches System von Elementen in G. Dann
gibt es eine Nielsentransformation von {x1, ..., x,} zu einem System {y1, ..., Ym}

und einer der folgenden Fille tritt ein:

1) y; =1 fir eini € {1,...,m}.

q
2) Es gibt zu jedem w € (Y1, - .-, Ym) eine Darstellung w = [] y5i, ¢ = £1 und
i=1
€; = €41 falls v; = vipy mit L(y,,) < L(w) firi=1,...,q.

3) Es gibt ein a = Hyfj, a#1mity, €Afiri=1,...,q und in einem der
Faktoren G gzbt es ein Element © ¢ A mit 7 tax € A.

4) FEs gibt ein g € G, so dap fiir eini € {1,...,m}, y; ¢ gAg™", aber fiir eine
passende natiirliche Zahl k gilt y¥ € gAg™!.

5) Es gibt einige y;, die in einer zu einem G; konjugierten Untergruppe von
G liegen, und ein Produkt dieser vy; ist konjugiert zu einem nicht-trivialen
Element aus A.

In den Kapiteln 3 und 4 verwenden wir eine modifizierte Nielsensche Kiirzungs-
methode in freien Produkten mit Amalgam, bei der in jedem Kiirzungsschritt
die Elemente endlicher Ordnung nur durch Elemente endlicher Ordnung ersetzt
werden.
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Definition 1.16

FEine endliche Teilmenge X = {x1,...,Tm}, m > 1, in der Gruppe G = Hy x4 Hy
nennen wir eine K-Menge, wenn wir eine Zerlegung folgender Gestalt angeben
kénnen:

a) X:X1UX2 mtilﬂXg :m,
b) jedes x; € X ist konjugiert zu einem Element von Hy oder Hy und

c) jedes x; € Xy ist nicht konjugiert zu einem Element von Hy oder H,.

Definition 1.17

Auf einer K-Menge X = {z1,...,x,} mit Zerlegung X = X; U X, wie in Defini-
tion 1.16 definieren wir die folgenden Typen von Transformationen, welche eine
K-Menge Y mit Zerlequng Y =Y, U Y, erzeugen:

(K1) Ersetze ein x; € Xy durch o, = xyxw, mit k # j, € £ 1 und lasse die
ibrigen x; fest;

(K2) ersetze ein x; € Xy durch oy = x{x; oder o, = z;xf mit k # j, e £ 1 und
lasse die tubrigen x; fest;

1

(K3) ersetze ein z; € X durch x; =z; und lasse die ibrigen x; mit i # j fest;

(K4) permutiere Elemente in X1 and lasse Xs fest;
(K5) permutiere Elemente in Xy and lasse X fest;

(K6) entferne ein z; € X mit 1 < j < m, falls x; =1 ist.

Wir nennen (K1)-(K6) elementare K-Transformationen. Ein endliches Produkt
von elementaren K-Transformationen ist einfach eine K-Transformation. Eine
K-Menge Y ist herleitbar aus einer K-Menge X, wenn eine K-Transformation
von X zu Y existiert. Eine K-Menge X = {z1,...,z,} C G ist K-reduziert,
wenn es keine K-Menge Y = {y1,...,yn} herleitar aus X gibt, so daf§ eine der
folgenden beiden Aussagen gilt:

(a) yi=1fireini e {1,...,m}
(b) y; # 1 fiir alles € {1,...,m} und Y ist kiirzer als X.

Es sei bemerkt, da§ wir durch die elementare K-Transformation (K2) von ei-
ner K-Menge X zu einer K-Menge Y kommen konnen, welche mehr Elemente
enthilt, die zu einem Element aus H; oder H, konjugiert sind. Daher kann in
den zugehorigen Zerlegungen X = X; U Xy und Y = Y; U Y, die Menge Y;
mehr Elemente als X; enthalten. Weiter bemerken wir, daf} in einer Zerlegung
X = X; UXj eine der beiden Mengen X; und X leer sein kann.
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Lemma 1.18

i) Wenn eine K-Menge Y aus einer K-Menge X herleitbar ist, dann gilt
(X) =(Y).

ii) Sei X eine endliche K-Menge. Dann gibt es eine K-reduzierte, endliche
K-Menge Y, die in endlich vielen Schritten aus X herleitbar ist.

Fiir die Nielsensche Kiirzungsmethode unter Verwendung von K-Transformationen
in freien Produkten mit Amalgam kénnen wir den Satz 1.15 wie folgt formulieren.

Satz 1.19
Sei G = Hy %4 Hy und {z1,...,2,}, m > 1 ein endliches System von Elementen
in G. Dann gibt es eine K-Transformation von {z1,...,x,} zu einem System

{y1,---,Ym}, und einer der folgenden F'ille tritt ein:

1) y; =1 fir eini € {1,...,m}.

q
2) Es gibt zu jedem w € (Y1, - - -, Ym) eine Darstellung w = [] y5i, ¢ = £1 und
i=1

€; = €41 falls v; = vip mit L(y,,) < L(w) firi=1,...,q.

3) Es gibt einige y;, die in einer zu einem H;, j = 1,2, konjugierten Un-
tergruppe von G liegen, und ein Produkt dieser y; ist konjugiert zu einem
nicht-trivialen Element aus A.

Die Fille 3), 4) und 5) aus Satz 1.15 werden hier in 3) zusammengefafit. Fiir
unsere Zwecke ist dieses ausreichend.

Wir zitieren hier die beiden folgenden Lemmata aus [6], die fiir den Beweis we-
sentlich sind, um die Bedeutung und Anwendung des Satzes 1.19 zu verdeutli-
chen.

Lemma 1.20

Seien z,y € G mit L(y) < L(z) und y = pykyqy, * = pkap,’, ke € H\A,
i = 1 oder i = 2, in symmetrischer Normalform. Wenn L(zy¢) < L(z) oder
L(y~cz) < L(x) mit e = +1 gilt, dann tritt einer der folgenden Fille ein.

a) L(y ‘xy‘) < L(z),
b) ¢, = p?f =p;', und kmk; oder ky_ka ist aus A,

c) ¢ #p, ", ky € H\A, L(z) = L(y), L(y“zy*) = L(z), und k.k5 oder k;k,
ist aus A. Insbesondere gilt dann L(zy) < L(y) oder L(y~“x) < L(y).

13



Beweis:

Angenommen es gilt L(zy) < L(z).

Da k, € H;\A gilt, haben wir L(z) = 2 - L(p,) + 1. Aus L(y) < L(x) und
L(zy) < L(x) erhalten wir p;' = r;'p,". Wenn r, # 1 gilt, dann ist notwendig
L(r;'kyq,) < L(ry) + L(gy) + 1 und Fall a) tritt ein.

Nehmen wir jetzt an p;' = p;'. Wenn k, € A ist, dann gilt notwendigerwei-
se L(k.kyqy) < L(gy) +1 und L(y~'wy) = L(g, 'k, kskyqy) < L(z) und Fall a)
tritt ein.

Sei nun k, ¢ A. Dann gilt L(z) = L(y), xy = pzk.k,q, und k;k, € A, da
L(zy) < L(z). Fiir ¢, = p, ! tritt Fall b) ein, wihrend fiir ¢, # p,' Fall c)
eintritt.

O

Lemma 1.21

Seien z,y € G mit L(y) < L(z) und x = pykyp, ', ks € H\A, i =1 oderi =2, in
symmetrischer Normalform. Wenn L(zy¢) = L(z) oder L(y~“z) = L(x), € = 1,
gilt, dann ist L(y ‘xy®) < L(x).

Beweis:
Sei L(zy) = L(z) und y = pykyq, in symmetrischer Normalform. Wenn p, = 1
ist, also auch p, = 1 ist, und z,y € H; gilt, weil L(y) < L(z) = L(xy) ist, folgt
dann L(y 'zy) < L(x).
Fiir p, # 1 gilt p,* = 7, 'p," wegen L(zy) = L(z), somit xy = p,ker, kyqy.
Im Fall 7, # 1 gilt dann L(r;'kyq,) = L(p,) und daher L(y~'zy) = L(z), da
L(y) < L(z).
Fiir r, = 1 gilt dann 2y = p,k,k,q,. Somit ist L(k,k,) = 1, weil L(zy) = L(x)
ist, und L(y 'zy) = L(g, 'k, kokyqy) < L(z), da L(y) < L(x) ist.

O
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Kapitel 2

Der Kommutator der
Erzeugenden als Testelement in
zweielementig erzeugten
Fuchsschen Gruppen

Zuerst benotigen wir eine Klassifizierung der zweielementig erzeugten Fuchsschen
Gruppen. Diese kénnen wir zum Beispiel bei B. Fine und G. Rosenberger in [3]
finden.

2.1 Klassifizierung zweielementig erzeugter Fuchs-
scher Gruppen

Satz 2.1
Eine nicht-elementare Fuchssche Gruppe G in zwei Erzeugenden kann algebraisch
genau auf eine der folgenden Weisen prisentiert werden:

(1) G={a,b| ) ist freie Gruppe vom Rang 2,

(2) G={a,b|a? =1) fiirp>2,

(3) G={(a,b|a? =0b1=1) fiirp,q>2undp+q>5,

(4) G=(ab|a? =bI=(ab)" =1) fir2<p<g<rund ;+;+7 <1,
(5) G={a,b]|[a,b]" =1), firn>2,

(6) G={a,b,c|a®>=0"=c®= (abc)? =1) fiirp=2k+1> 3.
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Eine Gruppe vom Typ G = {(a,b,p | [a,b]p = 1), p parabolisch, ist algebraisch
isomorph zu einer Gruppe vom Typ (1), braucht fiir unsere Zwecke also nicht
gesondert betrachtet werden.

B. Fine und G. Rosenberger sind bei der Klassifizierung der zweielementig er-
zeugten Fuchsschen Gruppen von den diskreten Untergruppen der PSL(2,R)
ausgegangen. Sie haben die Fille anhand der Spur des Kommutators der Erzeu-
genden untersucht.

Es seien A, B € PSL(2,R) und [A, B] # Id. Dann entspricht sp [A, B] > 2 oder
sp [A, B] < —2 einem hyperbolischen Kommutatorelement [A, B].

sp [A, B] =2 oder sp [A, B] = —2 entspricht einem parabolischen [A, B] und
—2 < sp [A, B] < 2 einem elliptischen [A, B].

Der Fall sp [A,B] = 2 oder sp [A, B] = —2 bedeutet nach Lemma 1.6, daf
A, B einen gemeinsamen Fixpunkt haben. Ist also (4, B) < PSL(2,R) diskret,
so ist (A, B) zyklisch. Somit kommt der Fall sp [4, B] = 2 oder sp [A, B] = —2
im folgenden nicht mehr vor.

Bei der Klassifikation der Fille mit sp [A4, B] > 2 ist der folgende wichtige Satz
von B. Fine und G. Rosenberger maf3geblich.

Satz 2.2

Seien A,B € PSL(2,R) mit sp [A, B] > 2 und weiter sei G = (A, B) nich-
elementar. Dann ist G genau dann diskret, wenn es eine erweiterte Nielsentrans-
formation von (A, B) zu einem Paar (R,S) gibt, welches folgende Bedingungen
erfillt (nach geeigneter Vorzeichenwahl):

e 0<spR<spS<|spRS|

e sp R= 2608% oder sp R > 2,

e spS= 2008% oder sp S > 2 und

® sp RS = —2cos™ oder sp RS < —2 mit p,q,r € N\{1}.

Daher ist G, wenn diskret vorausgesetzt, also eine Fuchssche Gruppe ist, auf die
folgenden Moglichkeiten darstellbar:

(1) G=(A4,B| ),

(2) G=(A,B| AP =1) mit p > 2,

(3) G=(A,B| A» = B?1=1) fiir p,¢ > 2 und p+ g > 5 oder
(

_ _ _ r __ .s 1 1 1
(4) G=(A,B|A=B'=(AB)=1)fir2<p<g<rund ;+_+; <L
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Im folgenden Abschnitt 2.2 behandeln wir die Klassen (1)-(3) zusammen, da sie
strukturell sehr dhnlich sind, und wir erst am Ende des Beweises im Hauptsatz
die einzelnen Fille differenzieren miissen. Danach kommen wir im Abschnitt 2.3
zu den gewdhnlichen Dreiecksgruppen, welche in (4) présentiert sind.

Die Klasse (5) wird im Abschnitt 2.4 und die Klasse (6) im letzten Abschnitt
2.5 behandelt, diese beiden decken den Fall —2 < sp [A, B] < 2 ab.
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2.2 [a,b] als Testelement in Gruppen der Form
(a,b | a? = b? = 1) mit p,q € No\{1}

Satz 2.3

Es sei G = {a,b | a» = b2 = 1) mit p = 0 oder p > 2, ¢ = 0 oder ¢ > 2
sowie p < q und (p,q) # (2,2). Weiter sei ¢ : G — G ein Endomorphismus mit
é([a,b]) = [a,b]. Dann ist ¢ bereits ein Automorphismus.

Beweis:

Sei zunéchst p,q > 2.

Wir schliefen den Fall (p,q) = (2,2) aus, da dann [a, b] = (ab)? eine echte Potenz
in G ist.

Wir betrachten G als freies Produkt G = (a | a? = 1) % (b | b2 = 1) zusammen
mit der Lange L und einer Ordnung bzgl. dieser Faktorisierung.

Wir setzen z = ¢(a) und y = ¢(b). Dann gilt [z, y] = [a, b]. (™

Wir miissen zeigen, daf8 {z,y} Nielsen-dquivalent zu {a, b} ist.
Dazu diirfen wir annehmen, daf8 {z, y} Nielsen-reduziert ist, wenn wir Kiirzungen
beziiglich [z, y] durchfiihren. Insbesondere ist dann L(z), L(y) < 4.

Ist etwa x nicht zu einer Potenz von a oder b konjugiert, so besitzt = in der Darstel-
lung beziiglich der Faktorisierung einen semistabilen Buchstaben, der hochstens
nur von einer Seite durch Verschmelzung beeinflufit werden kann (vgl. Fine, Ro-
senberger, Spellman, Stille [4]).

Dies geht bei der Darstellung (*) nur, wenn y zu einer Potenz von a oder b
konjugiert ist.

Wegen L([a,b]) = 4 muBl dann aber y = ¢® mit 1 < o < p oder y = b% mit
1 < B < ¢ gelten. Sei etwa y = b°.

Ist ggT' (B, q) > 2, so fiihren wir dann in G die Relation ° = 1 ein und erhalten
einen Widerspruch zu (*), denn es ist dann in der Faktorgruppe [z, y] = 1, aber

la,b] # 1.

Also ist notwendig gg7'(8,q) = 1, d.h. die Normalform von z beginnt weder
mit einer Potenz von b noch endet sie mit einer Potenz von b. Damit wird der
semistabile Buchstabe von z von keiner Seite durch Verschmelzung beeinflufit.

Sei p = a® oder p = b der semistabile Buchstabe von z und x = upv mit

L(z) = L(u) + 1 + L(v) die Normalform von z.

Dann ist [z,y] = upvbPv=1p~u"07% und L([z,y]) = 2 L(u) + 2 - L(v) + 4, was
einen Widerspruch zu L([a,b]) = 4 ergibt, denn es ist L(u) # 0 oder L(v) # 0,
da x nicht zu einer Potenz von a oder b konjugiert ist.
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Analog kénnen wir wegen [a,b] ! = [b,a] = [z,y] ! = [y, x| argumentieren, wenn
y nicht zu einer Potenz von a oder b konjugiert ist.
Also sind sowohl z als auch y zu einer Potenz von a oder b konjugiert.

Wegen L([a,b]) = 4 ist dann notwendig * = a® mit 1 < o < p und y = b°
mit 1 <B<qgoderz=0 mit1 <B<qgundy=a* mitl<a<np.

Wegen [a,b]™t = [b,a] sei also etwa 2 = a® mit 1 < a < p und y = b° mit
1< B8 <q.

Im folgenden weisen wir nun nach, dal & =1 und 8 =1 gelten mu#f.
Hierzu verwenden wir eine treue Darstellung von G = (a,b | a? = b? = 1) in die
BS A(283mks gilt dann G = (A, B | A = B? = 1).

snnen wir ohne Einschréinkungen annehmen, dafl sp A = 2cos™ - fiirp > 2,
sp B = 2608% fiir ¢ > 2 und sp AB = -2 gilt.

Wir verwenden die Spurformel fiir den Kommutator aus Folgerung 1.8 :

sp [A%, BP] —2 = §2 2c05— - 55 205 | - (sp [A,B]—2)=sp[A,B]—2
: p q
= (SfY (2003%) S3 (2003%) - 1) “(sp[A,B]—2)=0
>0

= s2 <2cosz) =1 und S; <2cosz) =l=a=1lund f=1
p q

Sei nun p = 0 oder ¢ = 0.

Im Fall p = 0 kann die treue Darstellung derart gew#hlt werden, dal sp A = 2
ist, gleichfalls gilt fiir ¢ = 0 dann sp B = 2.

Die obige Spurformel gilt dann genauso, und weil S,(2) = « ist, was leicht in-
duktiv gezeigt werden kann, folgt auch hier « =1 und 5 = 1.

Damit ist alles gezeigt, und [a, b] ist Testelement in G = (a,b | a? = b? = 1).
O
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2.3 [a,b] als Testelement in der cokompakten
Dreiecksgruppe

In diesem Abschnitt erreichen wir unser Ergebnis, [a,b] ist Testelement in der
cokompakten Dreiecksgruppe, indem wir einen Spuralgorithmus von G. Rosen-
berger verwenden (siehe dazu auch [3]). Dieser wurde bei der Klassifikation der
Fuchsschen Gruppen dazu verwendet, um kanonische Erzeugende fiir eine vorge-
gebene Présentierung zu erhalten.

Wir nutzen diesen speziell, um die Bildgruppe unter einem Endomorphismus
durch Nielsentransformationen auf eine Standardprisentierung umzuformen.
Wir werden dann als Bildgruppe einer Dreiecksgruppe wieder eine Dreiecksgrup-
pe erhalten. Anschlielend zeigen wir dann, dafl diese Dreiecksgruppe keine echte
Untergruppe ist, womit der Endomorphismus automatisch zum Automorphismus
wird.

Vorab benétigen wir einige Hilfsaussagen.

Lemma 2.4
FEs seien A,B € PSL(2,R) mit |sp A| < 2. Dann gilt sp [A, B] > 2

Beweis:

1 )\ t s )
Wir kénnen annehmen, daffl A = oder A = s ¢ mit t = cos 0
undS:sinﬁist.EsseiB:( ) dann gilt a® + b + 2 + d* > 2.

Im ersten Fall gilt dann sp [A, B] = 2(ad — be) + )\202 > 2, und im zweiten Fall
haben wir sp [A, B] = 2t?(ad — bc) + s?(a® + b2 +c2+d?) > 212+ s%) = 2.
O

Proposition 2.5
Es seienx =sp A, y =sp B und z = sp AB, und es gelte 0 <z <y < z. Dann
qilt xy — 2 < z.

Beweis:
Annahme: Es gelte z < zy — 2.

DannisthQ,weilySz:ﬂ—\/M—xQ—yQ—chitc:sp[A,B]+2>4

2 1
ist. Daraus folgt y?(z —2) < 22 — ¢ < 22 — 4, und da ¢ > 4 ist, erhalten wir z > 2

und 2% < y? < z + 2, was einen Widerspruch ergibt. Daher gilt 2y — 2 < 2.
O

Proposition 2.6
Es seienx =sp A, y=sp B und z = sp AB, und es gelte 0 <z <y < z. Dann
gilt xy — z < y.
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Beweis:

Annahme: Es gelte y < zy — 2.

Dann ist 0 < z <y < 2y — z und nach 2.5 mit z = xy — 2 gilt

z=1zy— (zy—2) < xy — z, was einen Widerspruch ergibt. Daher gilt zy — 2z < y.
O

Fiir A, B € PSL(2,R) mit (A, B) definieren wir weiter die Mengen:
e E;={(U,V)|UYV € PSL(2,R) und (U,V) X (4, B)},

Le={(spU,sp V,sp UV) | (U, V) € Eg},

Mg ={spU | (U,V) € Eg fir ein V € G},

Er ={(U V)| UV e PSL(2,R) und (U,V) < (4, B)},
Mg ={spU | (U, V) € Ef fiir ein V € G}.

Die Nielsentransformationen M 1, M 2 und M 3, angewendet auf ein Paar
(A, B), induzieren Permutationen von Lg durch

O1 (spU,spV,spEMpp U,spV,spU-spV —spUV),
O2 (spU,spV,sp EMpp UV, sp U, sp V) und
O3 (spU,spV,sp EMpp V,sp U, sp UV).

Lemma 2.7

Es seien A,B € PSL(2,R) mit 0 < sp A,sp B und sp [A, B] > 2. Weiter sei
G = (A, B), dann gibt es ein Paar (R,S) € Eg mit 0 < sp R < sp S und
sp RS < 0.

Beweis:

Es seien x = sp A, y = sp Bund z = sp AB. Fiir z < 0 ist nichts zu zeigen, daher
konnen wir z > 0 annehmen. Weiter konnen wir annehmen, essei 0 <z <y < z.

Fiir zy — 2z < 0 ist nichts mehr zu zeigen, also konnen wir annehmen, es gilt
zy — 2z > 0. Wenn zy — z < z ist, betrachten wir das Tripel (zy — z, z,y) mit
0 <azy—2 <z <y, und wenn zy — z > x gilt, betrachten wir das Tripel
(,2y —2z,y) mit 0 <z < zxy— 2z <y.

Nach 2.6 gilt in jedem Fall zy — 2z < y, so dafl wir eine (endliche oder un-
endliche) Folge (x,, Yn, 2,) mit 0 < z, < y, < 2, in Lg erhalten, fiir die gilt
(x1,Y1,21) = (z,y,2) und fiir n > 1

(l‘n—f—l; Yn+1, Zn—f—l) = (xnyn — 2ny Tn, yn) falls O S TnYn — 2n S Tn oder
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(xn—l—la Yn+1, Zn+1) = (xna TnYn — Zn, yn) falls 0 < zp,yn — 2 > Tn.

In jedem Fall haben wir z,y, — 2, < Zn, Tni1 < Tn, Ynt1 < Yny 2ol < 2n-

Nehmen wir an, die Folge wére unendlich. Dann konvergieren die drei Folgen
(), (Yn), (2n). Es seien zq := lim z,, yo := lim gy, und 2y := lim z,.
n—oo n—oo n—oo

Wir haben dann zy < z,,, yo < ¥n, 20 < 2z, fiir alle n € N.

(i) 0<z<y <2

(i) 2§ + g + 2§ — ToYozo > 4

(iii) ZoYo — 20 < Yo < Zo-
ToYo — 20 < Yo kann nicht auftreten, denn sonst wiirde ein y, existieren mit
Yn < Yo-
Genauso kann xgyy — 29 < zg nicht auftreten, daher gilt xqyg — 20 = yo = 20, und
somit erhalten wir xqoyo = 2yo, was o = 2 bedeutet. Damit bekommen wir einen
Widerspruch 4 < 23 + y3 + 2§ — Toyozo = 4 + 2y5 — 2y§ = 4.

Also ist die Folge (x,,¥n,2,) endlich, und wir haben z,y, — 2z, < 0 fiir ein
(n, Yn, 2n), womit die Aussage gezeigt ist.
O

Es sei angemerkt, dafl fiir den Fall 0 < sp A < 2 Lemma 2.7 trivial ist. Hier
wihlen wir einfach ein m > 1 mit sp A™ !B > 0 und sp A™B < 0.

Satz 2.8

Seien A, B € PSL(2,R) mit Sp [A, B] > 2, und weiter sei G = (A, B) nichi-
elementar. Jedes elliptische Element in G habe endliche Ordnung. Dann existiert
eine erweiterte Nielsentransformation von (A, B) zu einem Paar (R, S), welches
folgende Bedingungen erfiillt (nach geeigneter Vorzeichenwahl):

e 0<spR<spS<|spRS|

™

e sp R= 20055 oder sp R > 2,
e spS= 2cos% oder sp S > 2 und
® sp RS = —2cos™ oder sp RS < —2 mit p,q,r € N\{1}.

Beweis:

Es sei R € G mit R # +1d elliptisch von Ordnung n, dann gilt sp R = +2cos™"
mit 1 <m < % und ggT(m,n) = 1. Es seien x = sp A, y = sp Bund z = sp AB.
Nach Lemma 2.7 kénnen wir 0 < z <y < |z| mit z < 0 (nach geeigneter Vorzei-
chenwahl) annehmen.
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Fir x > 2 ist nichts mehr zu zeigen, also nehmen wir an, es gilt 0 < z < 2
mit £ = £2cos™" und 1 <m < g, ggT(m,n) = 1.
Weiter kénnen wir (moglicherweise nach einer erweiterten Nielsentransformation)

sogar annehmen z = A, = 2cosT mit n > 2.

Fiir y > 2 ist auch weiter nichts zu zeigen, daher kénnen wir wie vorher an-
nehmen 0 <y < 2, also y = ZI:QCOS%T und 1 <t < 3, ggT'(t,5) = 1.

Dann erhalten wir eine erweiterte Nielsentransformation von {A, B} zu einem
Paar {U,V} mit sp U = A, sp V = A\, = 2cosT, s > 2 und sp UV < 2, (mogli-
cherweise nach geeigneter Vorzeichenwahl), weil falls sp U = \,, sp V = s und
sp UV > 2ist, gilt sp UV = A\, A\, —sp UV < 2.

Fiir sp UV < —2 ist nichts weiter zu zeigen, daher konnen wir annehmen, es
gilt |sp UV| < 2, das heifit, es ist sp UV = £2cos™", mit 1 < m < % und
99T (k,m) = 1.

Fiir m = 1ist fiir sp UV = —2cos7 nichts mehr zu zeigen,und fiir sp UV = 2cos?;
kénnen wir annehmen A, < A\, < Ay = 2cos7, moglicherweise nach Vertauschung
der Erzeugenden.

Daraus folgt sp UV~ = A\, A\, — A\ < Mg, und wir betrachten nun das Erzeu-
gendenpaar {U,V1}, und fahren fort wie bisher.

Sei nun m > 2, und wir betrachten das Erzeugendenpaar {U, W} mit W = UV.
Da ggT (m, k) = 1ist, gibt es ein W1 € G mit W = W™ und sp Wi = A, = 2cos7.
Wir erhalten G = (U, V) = (U, W;) (moglicherweise nach geeigneter Vorzeichen-
wahl). Weiter gilt

sp[U V] —2=sp [UW]—2=S2(\)(sp [U W] —2).

Dabei ist S2,(\x) > 1, weil m > 2 ist, und daher gilt 2 < sp [U, W] < sp[U, W].
Wir betrachten nun das Erzeugendenpaar {U, W;} und setzen wie oben fort.

Nun sei R ein beliebiges Element aus G, dann gilt sp R € Q(A,, As, Ax), und
es gibt hochstens endlich viele A\, = 2cos?, h > 2 mit A\, € Q(An, A5, Ax) und
auch nur hchstens endlich viele j € N mit 1 < j <% ggT(j,h) = 1.

Daher erhalten wir eine erweiterte Nielsentransformation von {A, B} zu einem
Paar {R, S} € Ef mit 2 < sp [R, S| < sp [C, D] fiir alle (C, D) € Ef.

Wir konnen jetzt sp R
und [sp RS| = A\, = 2cos

Ap = 2cos%, p > 2, sp S =)= 2cos7, ¢ = 2
r > 2 mit A, < A\; < A, annehmen (moglicherweise

313
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nach Vertauschung der Erzeugenden und geeigneter Vorzeichenwahl).

Falls sp RS = — ), ist, sind wir fertig. Fiir sp RS = +\, gilt sp RS ™! = A\, A, — A,
Da sp [R,S] = sp[R,S7!] ist, und da sp [R,S] minimal ist, erhalten wir
sp RS™' = MAg — A = £X < A mit A, = 2cos¥, h > 2. Ansonsten exi-
stiert ein Paar (E,F) € M mit 2 < sp [E, F] < sp [R,S], da RS™! endliche
Ordnung hat, im Widerspruch zur Minimalitét von sp [R, S|.

Somit kénnen wir sp RS = —\, annehmen, und der Satz ist gezeigt.

Satz 2.9
Es seien U,V € PSL(2,R) und G = (U, V) nicht-elementar. Weiter gelten die
folgenden Bedingungen:

e 0<spU<spV<|spUV|,

™

e spU = 2005; oder sp U > 2,
e spV = 2005% oder sp V > 2 und
e sp UV = —2cosT oder sp UV < —2 mit p,q,7 € N\{1}.
Dann ist G diskret und kann auf eine der folgenden Weisen prisentiert werden:
e G=(UV | ) ist freie Gruppe vom Rang 2,
e G=(U,V|UP=1) firp>2,
e G=UV|UP=V1=1) firp,q>2undp+q>5,

e G=(UV|Ur=Vi=(UV) =1) fir2<p<q<rund,;+,;+; <L

Beweis:

Wir merken zunéchst an, dal sp [U,V] > 2 gilt. Die obigen Bedingungen be-
schreiben ein Paar kanonischer Erzeugender fiir G, so dafl wir ein Standardbild
eines Fundamentalbereichs von G konstruieren kénnen.

Wir zeigen das hier fiir sp U = 2005%, spV = 2608% und sp UV = —2cosT. Nach

cosT —ginZt
p D

sinZ cos%

einer geeigneten Konjugation kénnen wir annehmen, es seien U = (
P

c cos™
q

cosT b . omy2
und V = a mit b < 0, ¢ > 0, ¢ < [b], be = —(sin%)* und
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Die Fixpunkte (FP’s) in der hyperbolischen Ebene H* von U, V, UV und VU
und das resultierende Nicht-Euklidische Dreieck werden in Figur 1 dargestellt.
Dieses Diagramm ist zur Erzeugung von Fuchsschen Gruppen durch das
Poincare Theorem ein Standardbild fiir einen Fundamentalbereich der
(p, g, 7)-Dreiecksgruppe G. Daher ist G im Fall sp U = 2003%, spV = 2608%
und sp UV = —2cos” diskret und eine (p, ¢, r)-Dreiecksgruppe G.

Die anderen nicht-cokompakten Félle sind dhnlich, und wir verzichten auf die

Details.
O

FP(V)

< |y
EYE]

SR
=N
A

SR

FP(U)
FP(VU) FPUV)

Figur 1. Nicht-Euklidisches Dreieck

Kommen wir nun zur Hauptaussage dieses Abschnitts:

Satz 2.10

FEsseiG = (a,b|a? =01 = (ab)" =1) mit 2 < p < g < r die von a und b erzeugte
cokompakte Dreiecksgruppe. Weiter sei ¢ : G — G ein Endomorphismus, fir den
o([a,b]) = [a,b] gilt. Dann folgt daraus, ¢ ist bereits ein Automorphismus auf G.

Beweis:

Wir betrachten eine treue Darstellung p : G — PSL(2,R) mit p(a) = A,
p(b) =B, sp A= 2cos7, sp B = 2cos% und sp AB = —2cos™.

Es sei G := p(G) = (A,B | A = B? = (AB)" = 1) und ¢ : G — G der von ¢
induzierte Endomorphismus.

Es seien #(A) = X und ¢(B) = Y, dann ist H = (X,Y) eine Untergruppe von
G, da ¢ ein Endomorphismus ist. Die Ordnungen von A und B werden iibertra-

gen, somit gilt sp X = :I:2cos%, spY = i?cos; und sp XY = +2c0s°" mit
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m,n,o € N.

Im ersten Schritt des Beweises zeigen wir, dal H = (X,Y) wieder eine Drei-
ecksgruppe ist. Dannach werden wir zeigen, dal H keine echte Untergruppe von
G sein kann, ¢, somit auch ¢, also ein Automorphismus ist.

Nach 2.4 wissen wir, daf sp [X,Y] > 2 ist.
Den Fall sp [X,Y] = 2 konnen wir ausschliefen, da das bedeutet, A und B ha-
ben einen gemeinsamen Fixpunkt, und wegen der Diskretheit von H = (X,Y)
haben dann alle Elemente # id von H dieselben Fixpunkte, was bedeutet, dafl
H zyklisch wire (vgl. auch S. Katok in [7]).

Wir betrachten nun weiter H = (X,Y) als abstrakte Gruppe und veréndern
ihre Prasentierung, indem wir erweiterte Nielsentransformationen auf die Erzeu-
genden anwenden.

Wir erhalten mittels Satz 2.8 dann ein erweitert Nielsendquivalentes Paar {R, S’}
mit (R, S) = (X, Y), das folgende Eigenschaften erfiillt:

e 0<sp R<spS<|spRS|
° spRchos% oder sp R > 2,
° spS:2cos§ oder sp S > 2 und

e sp RS = —2cos™ oder sp RS < —2 mit p,q,7 € N\{1}.

Mit Hilfe von Satz 2.9 kommen wir so zu einer der folgenden Standardprésentie-
rungen fiir (R, S):

e G=(R,S| ) ist freie Gruppe vom Rang 2,

e G=(R,S|RP=1) fiirp>2,

e G=(R,S|RP=57=1) fiir pg>2und p+q > 5,
oG=(R,S|Rp=5’q=(RS)T=1)fﬁr?ﬁpgqgrund%+%+%<1.

Wir kénnen nun den Fall (X,Y) = (R) % (S) ausschlieflen, denn sonst kénnen wir
ohne Einschrinkungen annehmen es gelte X = R® und Y = tS#ft~1.

Weiter sei ohne Einschrinkungen t = R7t', dann haben wir

XY = R*tSPt7! = R*R''SPY'R™ = RY(R“¢'SPY~H)R™ .
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Nun schreiben wir ¢ = ¢".5° mit ¢ =1 oder ¢ = S“ R" ... S% R%  dann ist
XY = R"(R*"S°SPS™""Y R = R"(R*t"SPt""\ )R .

Nach dem Normalformensatz fiir freie Produkte (siehe dazu etwa R. Lyndon und
P. Schupp in [10]) folgt, XY hat unendliche Ordnung im Widerspruch zur Ord-
nungserhaltung unseres Endomorphismus ¢. Also kann unsere Bildgruppe (X, Y)
nur wieder eine Dreiecksgruppe sein.

D. Singerman hat in [24] alle moglichen Dreiecksgruppen, die als Untergrup-
pen in Dreiecksgruppen vorkommen, klassifiziert.

Die folgende Tabelle gibt alle moglichen Kombinationen an. Wir schreiben hier
kurz [p, q,r], wenn wir die Dreiecksgruppe G = (A, B | A» = B4 = (AB)" = 1)
meinen.

Fall Untergruppe Obergruppe Index

1) [7,7,7] 12,3,7] 24
2)  [2,7.7] 2,3,7] 9
3) [3,3,7] 2,3,7] 8
4)  [4,8,8 2,3, 8] 12
5  [3,8,8] 2,3, 8] 10
6)  [9,9,9] 2,3,9] 12
7)  [4,4,5] 2,4, 5] 6
8)  [n,4n,4n| (2,3, 4n] 6
9) [n,2n,2n] (2,4, 2n] 4
10)  [3,n,3n] (2,3, 3n] 4
11)  [2,n,2n] 2,3, 2n] 3

Berechnet hat D. Singerman diese Tabelle mit Hilfe der Riemann-Hurwitz-Formel

fiir das Kovolumen einer Fuchsschen Gruppe I' mit Signatur (g;myq, ..., m,;s):
pl) =292+ (1) +s (2.1)
i=1

und den zahlentheoretischen Notwendigkeiten an mdégliche Untergruppen.

Wir gehen nun alle Moglichkeiten durch und zeigen, dafl keine dieser mogli-
chen echten Untergruppen als Bildgruppe unter einem Endomorphismus auftreten
kann.

Betrachten wir nun die einzelnen Fille, so konnen wir direkt einige ausschlieflen.

In den Fillen 1),3),6) gibt es in der Untergruppe kein Element der Ordnung 2 im
Gegensatz zur Obergruppe, was mit unserem Endomorphismus ¢ im Widerspruch
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steht. Genauso schlieflen wir die Féllen 2) und 4) aus, da dort kein Element der
Ordnung 3 in der Untergruppe existiert im Gegensatz zur Obergruppe.

Im Fall 5) erhalten wir als Untergruppe H = (X,Y) von [2,3,8] = (4,B | A% =
B3 = (AB)® = 1) nach einer erweiterten Nielsentransformation H = [3,8,8] =
U,V |U*=V8=(UV)®=1). In H mul nun X ~ V* oder X ~ (UV)* gel-
ten, da wegen ¢(A) = X auch X die Ordnung 2 hat. Sei ohne Einschréinkungen
X ~ V* Dann fiihren wir eine zusitzliche Relation V* =1 in H = (X,Y) ein
und erhalten so die Faktorgruppe H' = (U,V | U* = V* = (UV)® = 1). Nun
haben wir einen Widerspruch, da H’ nicht zyklisch ist, was wegen X ~ V* der
Fall sein miifite.

Den Fall 7) [4,4,5] < [2,4,5] kénnen wir auf die gleiche Weise ausschliefien,
wenn wir annehmen X ~ U? in H und die Relation U? = 1 in H einfiihren.

Auch die iibrigen Fille kann man in Abhéngigkeit von n auf die oben erwidhnten
Weisen behandeln.

Wir unterscheiden im Fall 8) [n,4n,4n] < [2,3,4n] ob n durch 3 teilbar ist.
Fiir 3 | n fiihren wir die zusétzliche Relation U? = 1 in H ein, und erhalten den
uns schon bekannten Widerspruch. Fiir 3 / n existiert kein Element der Ordnung
3 in der Unterguppe.

Betrachten wir jetzt den Fall 9) [n, 2n,2n] < [2, 4, 2n]. Hier ist notwendig n > 2.
Ist analog wie oben, X ~ V™ oder X ~ (UV)" in H, so fithren wir in H die
Relation V"™ =1 bzw. (UV)"™ = 1 ein, und erhalten wie oben einen Widerspruch.
Ist 2 | nund X ~ U3 in H, so fithren wir in H die Relation U3 = 1 ein (beachte
n > 2).

Im Fall 10) [3,n,3n] < [2,3,3n] ist notwendig n > 2 und 2 | n. Wir fiihren
dann in H die Relation V3 =1 bzw. (UV)% = 1 cin, und erhalten analog einen
Widerspruch.

Zuletzt unterscheiden wir im Fall 11) [2,n,2n] < [2,3,2n] wieder ob n durch
3 teilbar ist. Fiir 3 / n existiert kein Element der Ordnung 3 in der Untergruppe
H,und fir 3 | n,n>6giltVY ~ V5 oder Y ~ (UV)% in H. Im letzteren
Fall nehmen wir ohne Einschriinkungen Y ~ V'3 an und fiihren als zusitzliche
Relation Y3 =1 in H ein, so erhalten wir wie oben einen Widerspruch.

Insgesamt kann also unter dem Endomorphismus ¢ keine echte Dreiecksgrup-

pe als Bildgruppe auftauchen, somit ist unser Bild wieder ganz G.
Das heifit [a, b] ist ein Testelement fiir G = (a,b | a? = b7 = (ab)" = 1). O
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2.4 [a,b] als Testelement in Gruppen der Form
(a,b | [a,b]" = 1)

Bemerkung

Diese und die im folgenden Abschnitt behandelte Klasse von zweielementig er-
zeugten Fuchsschen Gruppen erhalten wir durch eine Idee von N. Purzitsky [17].
Er betrachtete diese als Realisierung in der PSL(2,R), und fafite sie als Gruppe
von gebrochen linearen Transformationen auf.

Fiir den Fall A)B € PSL(2,R) mit sp[A, B] < 2 bedeutet dieses, A und B sind
hyperbolisch, und die Achsen schneiden sich in genau einem Punkt 7 in .

Es sei nun FE; die elliptische Transformation der Ordnung 2, welche 7 fest 148t,
dann gilt £, AE, = A~' und E,BE, = B~%.

Weiter seien Fy = F1 A und E3 = BE7, dann sind E5 und F3 auch von Ordnung
2, und es gilt [A, B] = (E1FEyF3)%. G = (A, B) ist offenbar Untergruppe von
G = (E\, B, E5) und hat maximal Index 2 in G. Weiter ist G = (4, B) genau
dann eine Fuchssche Gruppe, wenn G = (E1, Es, E3) eine Fuchssche Gruppe ist.

Weiterfiihrende Uberlegungen von B. Fine und G. Rosenberger unter anderem
mit Hilfe des Theorems von Poincaré aus [9] fiihren uns zu dem folgenden Lem-
ma, welches wir an dieser Stelle nicht beweisen.

Lemma 2.11
Seien A,B € PSL(2,R), dann gilt

(1) (A, B) ist genau dann eine Fuchssche Gruppe mit Signatur (1;7;0), r > 2,
wenn gilt sp [A, B] = —2cosT.

(2) (A, B) ist genau dann eine Fuchssche Gruppe mit Signatur (0;2,2,2,¢;0),
q > 3 ungerade, wenn gilt sp [A, B] = —200327”.

Das nun folgende Lemma beinhaltet die wichtigste Vorbereitung fiir unsere Haupt-
aussage iliber Testelemente in Gruppen G = (a,b | [a,b]" = 1), so daf} der eigent-
liche Satz am Ende des Abschnitts eher ein Korollar ist.

Lemma 2.12
FEs sei G = (a,b | [a,b]" = 1) mit r > 2. Dann wird G genau dann durch zwei
Elemente u,v € G erzeugt, wenn |u,v] in G kongugiert zu [a, b]® mit e = +1 ist.

Beweis:

» <= “: Seien u,v € G mit [u,v] ~ [a,b]¢, e = £1.

Wir betrachten eine treue Darstellung p : G — PSL(2,R) mit p(u) = U,
p(v) =V, p(a) = A und p(b) = B.

Aus Lemma 2.11 folgt dann sp [U, V] = —2cos™ = sp [A, B].
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Dabher ist [U, V] in p(G) unabhéngig von r zu [A, B]¢ mit € = £1 konjugiert.
Wenn wir nun F' = {(a,b | ) als freie Gruppe und dazu den kanonischen Epi-
morphismus ¢ : F' — p(G) betrachten, dann haben wir zwei Elemente u,v € F
derart, daf} [u, v] in F zu [a, b]¢ mit € = £1 konjugiert ist, und U = ¢(u), V = ¢(v)
gilt. Nach Nielsens Theorem (siehe dazu [9]) folgt dann {u, v} X {a,b} in F und
somit {U,V} ~ {4, B} in p(G). Also gilt G = (u,v).
” :> “:
Die Riickrichtung ist trivial, denn aus G = (u, v) folgt direkt {u, v} X {a,b} und
daraus [u,v| ~ [a, b]¢, € = £1.

O

Satz 2.13
Es sei G = (a,b | [a,b]" = 1) mit r > 2. Weiter sei ¢ : G — G ein Endomorphis-
mus mit ¢([a,b]) = [a,b]. Dann ist ¢ bereits ein Automorphismus.

Beweis:
Es seien ¢(a) = v und ¢(b) = v, dann ist [u,v] = ¢([a,b]) = [a,b], und es folgt

aus Lemma 2.12 {u, v} N {a, b}. Damit ist ¢ ein Automorphismus auf G.
O
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2.5 [e1eq,ezeq] als ein Testelement in Gruppen
(e1,ez,e5 | €2 = €3 = ei = (e1eze3)? = 1)
mit g =2k+12>3

Lemma 2.14

Es sei G = (e1,e9,e3 | €7 = €2 = €2 = (e1e2e3)? = 1) mit ¢ = 2k +1 > 3. Dann
erzeugen zwei Elemente u,v € G genau dann G, wenn [u,v] in G zu [e1eg, €3€1]
mit € = +1 konjugiert ist.

Beweis:
» <= “: Seilen u,v € G mit [u, v] ~ [e1eq, e3e1]¢, € = 1.
Sei p : G — PSL(2,R) eine treue Darstellung analog wie in Lemma 2.12 mit
p(u) =U, p(v) =V, p(e1) = Ey, p(es) = Ep und p(e;) = Ej.
Nach Lemma 2.11 folgt dann sp [U, V] = —2cos®" = sp [E1Ey, E3Eq], und [U, V]
ist daher in p(G) unabhingig von q zu (E;E,E3)%* mit € = 41 konjugiert.
Im freien Produkt F = (ej,ez,€e3 | € = €5 = €2 = 1) auf den drei Elementen
e1, s, e3 der Ordnung 2 und mit dem kanonischen Epimorphismus ¢ : F — p(G)
haben wir dann Elemente u,v € F derart, daf§ [u, v] in F zu (e;e9e3)* mit € = +1
konjugiert ist, und U = ¢(u), V = ¢(v) gilt.
Wenn wir F' als Fuchssche Gruppe mit endlichem Kovolumen auffassen, sehen
wir, da8 (u,v) die einzige 2-erzeugte freie Untergruppe vom Geschlecht 1 und
Index 2 in F' ist.
Dabher folgt {u, v} I\ {e1e2,e3€1} in F und somit {U,V'} X {E\Ey, E3E } in p(G).
Also gilt G = (u,v).
” :> “
Die Riickrichtung ist trivial, denn aus G = (u, v) folgt direkt {u, v} I\ {ei1e2,e3e1}
und daraus [u,v] ~ [ejeq, e3e1]¢, € = £1.

O

Satz 2.15

Es sei G = (e1, eq,e3 | €2 = €5 = €2 = (erege3)” = 1) mit r = 2k + 1 > 3. Weiter
sei ¢ : G — G ein Endomorphismus mit ¢([eieq, ese1]) = [e1ea, e3€1]. Dann ist ¢
bereits ein Automorphismus.

Beweis:
Es seien ¢(e1e2) = u und ¢(eser) = v, dann ist [u, v] = ¢([e1ea, e3e1]) = [e1e2, e3e1],
und es folgt aus Lemma 2.14 {u,v} N {e1e9,e3e1}. Damit ist ¢ ein Automor-

phismus auf G.
O
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Kapitel 3

Testelemente in Fuchsschen
Gruppen vom (Geschlecht g > 2

3.1 Testelemente in Fuchsschen Flichengruppen
vom Geschlecht g > 2

Das Korollar 3.3 iiber Testelemente in Flichengruppen ist ein Teilergebnis der
Theorie iiber fast-primitive Elemente in Flichengruppen. J. Konieczny, G. Rosen-
berger und J. Wolny haben in [8] gezeigt, dafl das Element w = af*b%* ... 5> b5,
wobei pi, ..., pay Primzahlen sind, fast-primitiv in

G = <a17b17"'7agvbg ‘ [alabl]---[agﬂby] =1)
mit g > 2 ist.

Wir benétigt daher an dieser Stelle ein paar zusétzliche Definitionen, die man
bei H. Neumann in [11] nachlesen kann.

Definitionen

e Sei G eine Gruppe, F' eine freie Gruppe beliebigen Ranges und o : F' — G
ein beliebiger Homomorphismus. Fiir w € F' heifit dann «(w) ein Wert von
w in G.

e w heif}t ein Gesetz in der Gruppe G, falls der einzig mogliche Wert von w
in G gerade 1 ist, also o(w) = 1 fiir jeden Homomorphismus « : F' — G ist.

e Sei G eine Gruppe, w € G und V eine Menge von Werten von w in G.
Dann heifit die Untergruppe von G, die erzeugt wird von allen Werten
in G der Worter von w, die verbale Untergruppe V(G) von G, also ist
V(G) ={a(w) |weV,a: F—G).
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e Sei V eine Menge von Gesetzen. Eine Varietdt }V von Gruppen ist die Klasse
der Gruppen, welche den Gesetzen aus V' geniigt.

Definitionen
Sei G eine beliebige Gruppe.

e Ein Element w € G heifit primitiv in G, wenn wir G = (w)*G; mit |w| = 0o
schreiben konnen.

e w € (G heifit fast-primitiv in G, falls w nicht primitiv ist, und fiir jede
Untergruppe H, die w enthilt, gilt, w ist primitiv in H.

Definition

Sei GG eine beliebige Gruppe, V eine Menge von Gesetzen, V die von V erzeugte
Varietdt und w € G. Dann heifit w V-generisch in G, wenn w in der von V' er-
zeugten verbalen Untergruppe V(@) von G liegt und fiir alle Homomorphismen
¢ : H — G, H eine beliebige Gruppe, mit ¢(u) = w fiir ein u € V(H) gilt, ¢ ist
surjektiv.

Bemerkung

Eine Gruppe G heifit residual endlich, wenn zu jedem w € G mit w # 1 ein
Normalteiler N in G existiert mit w ¢ N und G/N endlich.

Endlich erzeugte residual endliche Gruppen sind hopfsch.

Weiterhin hat der nachfolgende Satz fundamentale Bedeutung. Der Beweis ist
bei J. Konieczny, G. Rosenberger und J. Wolny in [8] zu finden. Wir werden den
Satz im nachfolgenden Abschnitt modifizieren und beweisen, daher verzichten wir
hier auf die Wiedergabe des Beweises.

Satz 3.1
Sei G eine Fldichengruppe mit folgender Darstellung

G = <a1,b1, ‘e ,ag,bg | [al,bl] Ce [ag,bg] = 1),

mit g > 2.

Es seien y1,...,ys € G mit Y = {(y1,...,ys) und w = a}'b{? ...} " b5> ein
Wort aus Y, wobet die p; fiir i = 1,...,2g9 Primzahlen sind. Dann gibt es eine
Nielsentransformation von {y1,...,ys} 2u {z1,...,2m} mit m < s, so daf§ einer

der beiden folgenden Fille eintritt:
a) z = al*b? .. al 7 b oder

b) Y =G.
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Satz 3.2
Sei G eine Fldichengruppe mit folgender Darstellung

G = <al,b1, ‘e ,ag,bg | [al,bl] e [ag,bg] = 1>,

mit g > 2.

Seiw € G undV eine Menge von Gesetzen, so daf$ die durch 'V definierte Varietit
V nicht-trivial ist, und es gelte V(H) # H fir jede Untergruppe H von G.

Sei w € V(G). Ist w fast-primitiv in G, so ist w auch V-generisch in G. Weiter
folgt, w ist ein Testelement in G.

Beweis:

Sei w € G fast-primitiv in G, d.h. w ist primitiv in jeder echten Untergruppe,
die w enthilt. Sei V(G) < G, V(G) # G, die verbale Untergruppe von G, die w
enthélt. Wir untersuchen eine endlich erzeugte, echte Untergruppe H von G.
Gilt w € H, so ist w primitiv in H, d.h. w erzeugt einen zu Z isomorphen zykli-
schen Faktor von H, und es ist H = (w)* Hy, Hy < H. Alsoist w ¢ V(H), da V
nicht-triviale Varietit und V(H) # H ist. Gilt w ¢ H, so auch w ¢ V(H).

Da G hopfsch ist, folgt w ist Testelement in G.

Korollar 3.3
FEs ses
G = <a1, b1, P ag, bg | [al, bl] Ce [ag, bg] = 1),

mit g > 2 und w = ajbh ... abbh, wobei p eine Primzahl ist.

Dann ist w ein Testelement in G.

Beweis:
Nach Satz 3.1 ist w = afb ... aPbP fast-primitiv in G.
Es sei V = {2”,[z,y]} eine Menge von Gesetzen und A,, die von V erzeugte
Varietdt. Dann ist w € V(G), also ist w nach Satz 3.2 A,-generisch und ein
Testelement in GG, da G hopfsch ist.

O
Bemerkung
Es existieren weitere Testelemente der Form

alllpblflp “en aéipbf”’ [ai+1, bi+1] P [an, bn]

mit [;,k; € N fiir 1 < j <4, was man in 8hnlicher Weise zeigen kann.
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3.2 Testelemente in nicht-zweielementig erzeug-
ten Fuchsschen Gruppen der Form
(a1,b1,...,a0, b5, | 2™ = |a1,b1] ... [ag, bylz = 1)

Im Falle g = 1 haben wir in Abschnitt 2.4 bereits gezeigt, dafl [a1, b1] Testelement
in G = (a1, by | [a1,b:]™ = 1) ist. Hier zeigen wir, daf fiir ¢ > 1 allgemein auch
alof - - -abbh mit p Primzahl ein Testelement ist. Die Argumente fiir g = 1 und
g > 2 unterscheiden sich. Deshalb sei zunichst g > 2.

Satz 3.4

Es sei G = (a1,b1,...,0a4,bg, 7 | 2™ = [a1,b1] ... [ag, byl = 1) mit g,m > 2.
Weiter sei ¢ : G — G ein Endomorphismus mit ¢(abbf - - - abbh) = ajbf - - - abb?,
wobei p eine Primzahl ist. Dann ist ¢ bereits ein Automorphismus.

Der Beweis dieses Satzes ist eng an den Fall der Fuchsschen Flichengruppen
angelehnt. Zunéichst werden wir den unbewiesenen Satz 3.1 modifizieren und be-
weisen. In diesem Beweis geht der folgende Satz ein.

Satz 3.5

Es sei G = Hy % ---x H, mit n > 2 das freie Produkt der Gruppen H,..., H,.
Weiter seien a; € H;, a; # 1, und p die Anzahl der echten Potenzen von a; in
H;, (1 <j <n). Seien {y1,...,yn} C G, m > 1, und H die von yi,...,Yn
erzeugte Untergruppe in G. Wenn a = ay ...a, € H ist, dann gilt eine der beiden
folgenden Aussagen:

(1) Es emistiert eine Nielsentransformation von {y1,...,Ym} zu einem System
{z1,-- s zm} mit z1 = a1 . . . ay.
(2) Esist m > 2n—p, und es existiert eine Nielsentransformation {y1, ..., Ym}

zu einem System {z1,...,zm} mit z; € H;, 1 < j <mn,1<1i<2n—p.
Weiter kann a; als Wort in den 2, 1 < k < m, welche in H;, 1 < j <n
enthalten sind, geschrieben werden.

Beweise findet man zum Beispiel bei G. Rosenberger in [23] oder bei B. Fine, G.
Rosenberger, D. Spellman und M. Stille in [4].

Satz 3.6
Sei G eine Fuchssche Gruppe mit folgender Darstellung:

G= <G,1,b1,...,0,g,bg | ([al,bl]...[ag,bg])m = 1>, g, m > 2
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Es seien y1,...,ys € G mit H = (y1,...,ys) und w = a*b*...ag by ein
Wort aus H, wobei p; firi=1,...,2g9 Primzahlen sind.

Dann gibt es eine Nielsentransformation von {yi,...,ys} zu {z1,...,2m} mit
m < s, so daf$ einer der folgenden Fille eintritt:

a) 21 =ad'b? ...y by oder
b) H=G.

Beweis:
Wir konnen G als freies Produkt mit Amalgam schreiben:

G= <a1,b1,...,ag,bg ‘ ([al,bl] ...[ag,bg])m = 1> = H1 * A HQ

Dabei seien Hy = (a1, b,z | 2™ = 1) und Hy = (ag, bs,...,a4,b, | ), dann kann
man das Amalgam wie folgt présentieren:

A= (zlay, bi]) = (([ag, bo] - - [ag, b)) ) -

Wir haben weiter eine Linge L und eine geeignete Ordnung. A ist malnormal in
G, was bedeutet fir a € A mit a # 1 und j € G\A gilt stets jaj~' ¢ A.

Ohne Einschrinkung diirfen wir {yi,...,ys} als minimales Nielsenreduziertes
System betrachten bzgl. der Linge L und der Ordnung. Fiir dieses minimale
Nielsenreduzierte System {y1,...,ys} haben wir folgende Gleichung in H:

q
[Tyt = al 2. ..al b (3.1)
k=1

Vi
€r = 1 und € = €xy falls vy = vgyq.

Unter den Gleichungen der Form (3.1) gibt es eine, fiir die ¢ minimal ist. Wir neh-
men an, daf} dieses fiir Gleichung (3.1) gilt. Dann diirfen wir voraussetzen, daf
y; # 1 fiir jedes i = 1,..., ¢ gilt, und jedes y; in der Gleichung (3.1) auch auftritt.

Falls ein y; genau einmal in (3.1) vorkommt, entweder als y; oder y; ', dann
tritt Fall a) ein. Fiir den Rest des Beweises nehmen wir nun an, daf§ Fall a) nicht
eintritt, d.h. insbesondere tritt jedes y; in (3.1) entweder mindestens zweimal mit
demselben Exponenten ¢ = +1 oder genau einmal mit Exponent +1 und genau
einmal mit Exponent —1 auf.

Aus L(zal'b? ... ag™ 'by?) = 2 folgt fiir Gleichung (3.1)

Vg

g
IT v = hihy = a2 08 .. .ag™ ' b, (3.2)
k=1
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mit by = a'68? € H; und hy = aB?bh ... al* ' by € H,.
Da wir hier ein minimales Nielsenreduziertes System vorliegen haben, gilt auf

jeden Fall

L(yiy]) > L(y:), L(y;) ,

fiir e, = £1 und € = n falls i = j.

Wir untersuchen im nachfolgenden Dreierprodukte uvw mit u,v,w € V mit

V={yLy Vs s '}
Es koénnen die folgenden Situationen eintreten:

1) Gilt fiir ein Dreierprodukt uvw

L(uvw) < L(u) — L(v) + L(w)

mit u, v, w € V, so ist v konjugiert zu einem Element aus A oder u = v = w.
Wir bezeichnen mit v = p,kyqy, v = pykyq, und w = p,k,q, die symme-
trischen Normalformen von u, v und w.

Zuerst beweisen wir eine etwas schwéchere Aussage fiir das Dreierprodukt

uvw.

a)

b)

Gilt
L(uvw) < L(u) — L(v) + L(w),

dann ist v konjugiert zu einem Element aus H; oder Hj.

Gilt v € H, oder v € Hy, so ist nichts zu zeigen.

Also sei L(v) > 1 (py # 1, ¢, # 1). Unter den obigen Voraussetzungen
gilt g, = ryp, ! und p, = ¢, '1,. Da weder uv vor u steht, noch vw vor
w, erhalten wir p, ' < g, und ¢, ! < p,. Also ist p, = g, *.

Wir werden nun zeigen, dafl unter der Voraussetzung
L(u), L(w) > L(v) und L(uvw) < L(u) — L(v) + L(w),

v konjugiert ist zu einem Element aus A.

Gilt v € A, so ist nichts zu zeigen. Sei nun L(v) > 1. Also ist nach
a) v konjugiert zu einem Element aus H; oder Hy. Daher ist k, ¢ A
und p, = ¢;'. Nun muf aber ¢, = r,rp;! mit r € L;', r # 1, und
Pw =g, ', mitl € L, [ #1, (1 = 1,2) sein.

Mit L(uvw) < L(u) — L(v) + L(w) erhalten wir rk,l € A.

Sei 7 der Rechtsrestklassenvertreter von rk, und [ der Linksrestklas-
senvertreter von k,l. Da uv nicht vor u steht, gilt 7 > r (analog 1> l).
Daher gilt 7 =7, | = =" und r~! = [, da rk,l € A. Dies bedeutet,
daBl k, konjugiert ist zu einem Element aus A und daher auch v.

37



Kommen wir nun zur eigentlichen Aussage.
Ist L(uvw) < L(u) — L(v) + L(w), dann ist v konjugiert zu einem Element
aus A oder u = v = w.

Gilt v € A, so ist nichts zu zeigen.

Wir wissen nach a), daB &k, ¢ A und ¢, = r,p, !, P = q; '1, gilt.
Falls r, # 1 und [, # 1 gilt, so folgt die Behauptung aus b).

Sei also r, =1 oder [, = 1.

Dann gilt aber r, =1, =1, da {y1,...,ys} Nielsenreduziert ist.

Da k, ¢ A gilt, erhalten wir L(uvw) < L(u), L(v), L(w).

Aufgrund der Nielsenreduzierten Menge {41, ..., ys} gilt u =v = w.

Im Fall der Fuchsschen Gruppe

G =(a1,bi,...,ag,bg,x | ™ =[a1,b1]...[ag, bylz =1), g,m>2
gilt u # v # w.
Angenommen es gilt v = v = w, so folgt fiir L(u3) < L(u) gerade v = 1
oder u®* € A. Es ist u # 1 laut Voraussetzung. Gilt u® € A, so muf} auf-

grund der Malnormalitdt von A in H; und in Hy auch v € A sein. Das
widerspricht aber 0 = L(u®) < L(u) = 0.

Betrachten wir nun ein Dreierprodukt in Gleichung (3.2).

. €p_ € +1 .
Seien yu, "1, Yk, Yuesy € Y, y£} in Normalform gegeben, d.h.:
€k—1 _
V-1 @ — Typ_q " lm"k—l ky”k—lrm'/k—l ‘e Tl"k—l
€k —
y,e,llngl = b, -l Ky, Tm,, ---T1,,
Yvpy = ll"k+1 T UMy y"k+1rm"k+1 T erk+1

Gilt nun in Gleichung (3.2) fiir ein Dreierprodukt

LygEtypeynitt) < L(yw,_,) — L(yn) + LYoy py) »

dann ist y,, konjugiert zu einem Element aus A.

vy, hat also eine Darstellung der Form y,, = rar™ mit r € G\ A, a € A.
In dem Dreierprodukt y,; =iy 4t} wird der Konjugationsfaktor vollig
gekiirzt, d.h. wir haben

€k—1,,€k  Ek+1 —
yl/k—ly'/ky'/k+1 -
lluk_l .. .lm,,k_l ky”k—lrm”k—l .. .riUk_laljukH .. .lmkakykarmka Tl -

Aufgrund der Malnormalitdt von A kann in dieser Gleichung bei a keine
weitere iibergreifende Kiirzung stattfinden, d.h. ist etwa r;, ~ # 1 und
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2)

3)

# 1, so konnen sich r;,  und [;,  nicht vollsténdig kiirzen.

Aber es kann in Gleichung (3.2) zu Verschmelzungen mit anderen Elemen-
ten aus einem Faktor kommen. Dadurch kann ein Element aus A entstehen.
Allerdings konnen wegen der Nielsenreduziertheit von {y;, ..., ys}, der Mi-
nimalitdt von ¢ in Gleichung (3.2) und der Malnormalitit von A keine

entscheidenden Kiirzungen auftreten.

Ly

Gilt fiir ein Dreierprodukt uovw
L(uvvw) = L(u) — L(v) + L(w),

so ist v konjugiert zu einem Element aus H; oder Hj.
Dies wurde schon im Teil 1a) gezeigt.

Betrachten wir nun ein Dreierprodukt in Gleichung (3.2) mit

L(yﬁi:iy,ﬁ’;yﬁ’;i) = L(y’/k—l) o L(yvk) + L(y’/k+1) :

y,ﬁ’; ist folglich zu einem Element eines Faktors H; oder Hs konjugiert.

In diesem Fall bleibt mindestens ein Reprédsentant aus einem Faktor H; oder
H, in y,, erhalten, der noch durch Verschmelzung mit den Reprisentan-
ten von y,,_, bzw. von y,, , beeinfluft werden kann. Es kann jedoch nicht

g

zu entscheidenden Kiirzungen kommen. In dem Produkt [] ys* = hihy
k=1

konnen sich wie oben Elemente aus einem Faktor, entweder aus H;\ A oder

aus Hy\ A, zu einem Element aus A zusammenfassen.
Auch in dieser Situation kénnen keine entscheidenden Kiirzungen auftreten.

Gilt fiir ein Dreierprodukt uvw
L(uvw) > L(u) — L(v) + L(w),

so werden nicht beide Hélften von v vollstindig gekiirzt. Der Kern von
v kann hochstens von einer Seite durch Verschmelzung beeinflufit werden.
Das bedeutet, dafl v einen Reprasentanten besitzt, der an dieser Stelle nicht
gekiirzt wird. Es kann hochstens zu einer Verschmelzung von einer Seite
kommen.

Wir werden im nachfolgenden zeigen, daf§ es kein A € {1,...,s} gibt, so daf

immer

Lysyayl) > L(ys) — L(ya) + L(yu)

mit 6,4 € {1,...,s}, ¢,n =+l und § # X\ # poder § = X\ # u, e = 1 oder

0FA=pu,n=1loderd == pu,e=n=1 gilt.
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Daraus folgt dann, da8 es fiir A € {1,...,s} immer 6, € {1,...,s} gibt mit

L(ysyay) < L(ys) — L(yx) + L(yu)

firen=Fxlund d #AXF poderd =A#pu,e=10der § # X = pu, n =1 oder
d=A=pu,e=n=1.
Also ist y, konjugiert zu einem Element eines Faktors H; oder H,.

Wir werden zeigen, da§ in Gleichung (3.2) kein A € {1,...,s} mit obiger Ei-
genschaft existiert.

Angenommen es gibt ein A € {1,..., s}, so dafl immer

Lysyayp) > L(ys) — L(ya) + L(yu)

fir o,p € {1,...,8},¢,n = £l und 6 # A # poder 6 = A # p, e = 1 oder
0FA=pu,n=1loderd == pu,e=n=1 gilt.

Insbesondere sei A = vy.

Da jedes y,, mindestens zweimal in Gleichung (3.2) auftreten muf}, entweder mit
demselben Exponenten oder genau einmal mit Exponent 1 und genau einmal mit
Exponent —1, miissen wir nun die Stellen in (3.2) untersuchen, an denen y,,
auftritt. Es liegt folgende Situation vor:

mit 1 < k < j < q und v = v;.

a) Betrachten wir zuerst den Fall, da88 yy = y,,, vx = v}, zweimal mit demsel-
ben Exponenten in Gleichung (3.2) auftritt. Das bedeutet, die linke Hilfte
von Yy, ist invers zur rechten Hilfte von y,,, d.h. y» = y,, ist zu einem
Element eines Faktors H; oder H, konjugiert.

Fiir yy = y,, bedeutet das gerade

L{yg=imant) < Lyye_y) — Lya) + LYy )
was einen Widerspruch ergibt.

b) Nehmen wir nun an, y,, tritt in Gleichung (3.2) genau einmal mit Exponent
1 und genau einmal mit Exponent —1 auf, d.h.

1 €
Yo

Yph oo Yoo - Yy,

3

mit 1 < k < j <qund v, =v;.
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: — -1 - —1,-1,-1 €1 €G-1 _ 1 :
Sel yl/k - pukvquVka ylj] - QV] UI/J pl/] und y’/k'+1 . 'y’/jfl = ql/k btquk mlt

vy, b € H\{1}, t =1,2.
Wir kénnen v,, so wéhlen, da88 |L(p,,) — L(q,;)| < 1 gilt.

Es ist p,, = 1 und damit ¢,, # 1 und L(g,,) = 1, da y,, nicht zu einem
Element aus A konjugiert ist. Dann ist aber y,,_, = q;,'diqy,, d; € H/\{1},
t=1,2, u = Yy Yy, Y, = Uy dw, und L(u) =1 < L(y,,_,).

Das widerspricht der Nielsenreduzierten Menge {y1,...,ys}-

Folglich tritt y,, nur einmal in Gleichung (3.2) auf. Dies widerspricht wie-
derum unserer Annahme, dafl jedes y; mindestens zweimal in (3.2) auftritt.

Aufgrund der obigen Uberlegungen erhalten wir folgende Aussage.
Es gibt kein A € {1,..., s}, so da} immer

L(ysyayp) > L(ys) — L(ya) + L(y,)

fiir o,p € {1,...,8},¢,n = £l und 6 # X # poder 6 = A # p, e = 1 oder
0FA=pu,n=1loderd == pu,e=n=1gilt.

Das bedeutet, es gibt immer 6, € {1,..., s} mit
L(ysyayy) < L(ys) — L(ya) + L) ,
d.h. y, ist zu einem Element eines Faktors H; oder Hy konjugiert.
Untersuchen wir nun y¢ und g% in der Gleichung
Y Yum - - - Ui U2 = haho

Wir konnen voraussetzen, da8 L(y,,) # 0 bzw. L(y,,) # 0 gilt, denn ansonsten
multiplizieren wir die Gleichung

q
H Yot = hihy
k=1
von links mit y, ' bzw. von rechts mit y, ' und erhalten
Y2y = by
bzw.
Yoyt = haba,

wobei wieder l~11 € H; und 712 € H, gilt, also hat 711712 wieder die Liange zwei.
Falls y;2 bzw. y,i‘;j wieder aus A seien sollten, wiederholen wir den oben beschrie-
benen Proze8.
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g
Ebenfalls kann in [] Yk = hyihg kein y,,, welches zweimal dort auftritt, auch an

k=1
beiden Stellen in Gleichung (3.2) vollstindig gekiirzt werden.

Insgesamt erhalten wir nach geeigneter Konjugation von H; und H, eine Block-
darstellung
Yor Y Yortt oyt = hihg = ' BF? . aPe 0

mit hy =y ...yd = a'b)” und hy =yl .yl = a5t ag T g™
Nach Satz 3.5 und [5] folgt nun H = G, denn zunichst ergibt sich Hy < H
und dann auch H; < H durch Umfaktorisierung.

O

Satz 3.7
Sei G eine Fuchssche Gruppe mit folgender Darstellung

G= <G,1,bl,...,0,g,bg | ([al,bl]... [ag,bg])m = 1>, g, m > 2

Seiw € G undV eine Menge von Gesetzen, so daf die durch V' definierte Varietdit
V nicht-trivial ist, und es gelte V(H) # H fir jede Untergruppe H von G.
Seiw € V(G). Ist w fast-primitiv in G, so ist w auch V- generisch in G. Weiter
folgt, w ist ein Testelement.

Beweis:

Sei w € G fast-primitiv in G, d.h. w ist primitiv in jeder echten Untergruppe,
die w enthélt. Sei V(G) < G, V(G) # G, die verbale Untergruppe von G, die w
enthilt. Wir untersuchen eine endlich erzeugte, echte Untergruppe H von G.
Gilt w € H, so ist w primitiv in H, d.h. w erzeugt einen zu 7Z isomorphen zykli-
schen Faktor von H, und es ist H = (w) *x Hy, H; < H. Alsoist w ¢ V(H), da V
nicht-triviale Varietdt und V(H) # H ist. Gilt w ¢ H, so auch w ¢ V(H).

Da G hopfsch ist, folgt w ist Testelement.

Kommen wir nun zum Bewelis von Satz 3.4:

Es sei G = (a1, b1,...,a4,0g, 2 | 2™ = [a1,b1] ... [ag, bg]lz = 1) mit g,m > 2.
Weiter sei ¢ : G — G ein Endomorphismus mit ¢(ab? - --abbb) = aib? - - - abb?,
wobei p eine Primzahl ist. Dann ist ¢ bereits ein Automorphismus.

Beweis:
Anwendung von Tietze-Transformationen zeigt, daf fiir m > 2 gilt:

G = {(a1,b1,...,ag,by,x | 2™ = [a1,b1]...[ag, bylz = 1)
= (a1, by, .-, aq,bg | ([a1, 0] .. - [ag, b])™ = 1)
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Nach Satz 3.6 ist w = afb] ... aPb? fast-primitiv in G.
Es sei V = {a”,[z,y]} eine Menge von Gesetzen und A,, die von V erzeugte
Varietdt. Dann ist w € V(G), also ist w nach Satz 3.7 A,-generisch und ein
Testelement in G, da G hopfsch ist.

O
Kommen wir nun auf den Fall ¢ = 1 zuriick.

Satz 3.8
Sei G = {ay, b1,z | 2™ = [a1,bi]x = 1) mit m > 2. Weiter sei {y1,...,yx} C G,
Y die von yi,...,yr (k > 1) erzeugte Untergruppe von G und w = af'b* € Y,
p1, P2 (nicht notwendig gleiche) Primzahlen. Dann tritt einer der folgenden beiden
Fille ein:

1) Es gibt einen freien Ubergang von {yu, ..., yx} 2u einem System {z, ..., 2}
mit z; = bbb’
2) Y =aG.
Beweis:

Wir schreiben G als HNN-Erweiterung G = (B,t | tA_t7' = A;) mit Basis B,
assoziierten Untergruppen A ; und A; und stabilem Buchstaben t.

Dabei Sind t = bl, B = <d0, d1 | (d€1d1172)'rn = 1>,
d() = aq, d1 = tbl_ltil, A_1 = <d0 | > und A1 = <d1 | >

A_; und A; sind beide malnormal in B.

Wir benutzen, in Analogie zu den freien Produkten mit Amalgam, die Nielsensche
Kiirzungsmethode in HNN-Erweiterungen. Die Details hierfiir sind in [16] und
[4] gut beschrieben. Da dies die einzige Stelle ist, bei der wir HNN-Erweiterungen
benétigen, verzichten wir hier auf die Wiedergabe, zumal wir fiir G in Abschnitt
2.4 bereits ein anderes Testelement gefunden hatten, ndmlich den Kommutator
[a1, b1] selbst.

Wir konnen wieder annehmen, dafi {yi,...,yx} Nielsenreduziert ist (bzgl. der
Lénge und Ordnung von G als obige HNN-Erweiterung).

Es gibt analog eine Gleichung
q
H ylz = d%))ldzlJ2 )
i=1

vie{l,...,k}, ==%1, ¢+ep #0fallsy, =y, .

Es trete Fall 1) nicht ein.
Da A_; und A; malnormal in B sind, erhalten wir vollig analog wie vorher
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beim freien Produkt mit Amalgam, dal wir £ = 2 und durch zusammenfas-

sen yilyk» = ¢P'dP* annehmen konnen.

Da wegen der erwdhnten Malnormalitit keine Gleichung einer Art
digd; =g, e==x1; ¢g,g€B, g¢ A . oder

digdi =g, e==+l; g,ge€B

gelten kann, muB es einen freien Ubergang von {y1,%,} zu {a1,b,} geben, d.h. es

ist dann Y = G.
O

Korollar 3.9
Sei G = {ay, b1,z | 2™ = [a1, b1]x = 1) mit m > 2 und p eine Primzahl.
Dann ist alb} ein Testelement in G.

Beweis:

Sei ¢ : G — G ein Endomorphismus von G mit ¢(a;) =y und ¢(by) = z.

Sei H die von y, z erzeugte Untergruppe von G.

Aufgrund der Riemann-Hurwitz-Formel (2.1) und dem Untergruppensatz von D.
Singermann (siehe dazu auch [24]) ist entweder H = G, oder es ist H eine freie
Gruppe vom Rang 2. (Der Rang von H ist gleich dem Rang von G, und H hat
als Untergruppe von G ein Geschlecht g > 1.)

Im letzteren Fall wire notwendig a}b] primitives Element in H, d.h. (a78] | )
wire ein freier Faktor von H, und wir erhalten analog wie vorher, daf dieser Fall

nicht eintreten kann.
O

Bemerkung

Wir erwéihnen hier, dafl nach B. Fine, G. Rosenberger, D. Spellman und M. Stille
in [4] der grofite gemeinsame Teiler der Exponenten der auftretenden Erzeugen-
den notwendig ungleich 1 ist; daher betrachten wir nur eine Primzahl.
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3.3 Testelemente in Fuchsschen Gruppen der Form

my __ My
(a1,b1,...,a4,b5,21, ..., | 2] = =2z =

a1, 1] .. |ag, bylz1 ...z, =1) mit g > 1, r > 2

Satz 3.10 Se:

G ={(a1,b1,...,ag,bg,21,..., 2, | 27" =--- =27 =[a1,b1]...[ag, bg]z1...2, = 1)
mit g > 1 und r > 2 und alle m; > 2. Seien w = x5 ... 2,00 b - - - a7 by und
p; fir j =1,...,2¢g (nicht notwendig gleiche) Primzahlen. Sei {y1,...,yx} C G,
k>1, undY die von yi,...,y, erzeugte Untergruppe von G. Ist w € Y, so tritt
einer der folgenden beiden Fille ein:

1) Es gibt einen freien Ubergang von {y1, ..., yx} 2u einem System {z, ..., 2}
mit 21 = w.
2) Y =aG.
Beweis:

Wir schreiben G als freies Produkt G = H; %4 Hy mit Amalgam, wobei
H = {(z1,...;z, |2 = =2 =1)
Hy = {ai,by,...,a4,by | ) und
A= (z1...2;) = ([a1,b1] ... [ay, by]) sind.

Die Lénge L und eine Ordnung beziiglich dieser Faktorisierung betrachten wir
wie in Paragraph 1.3 beschrieben und fiihren Nielsenreduktion beziiglich L und
der Ordnung durch.

A ist auf alle Fille malnormal in H,. Allerdings ist A nicht notwendig malnormal
in H;. Es ist ndmlich genau dann nicht malnormal in H;, wenn

Hy = (25 |22 =22=1),
also isomorph zur unendlichen Diedergruppe ist.

Wir beriicksichtigen folgende Uberlegung.

Ist H = (21,75 | 22 = 22 = 1), so bringt fiir unser System {y,..., 4y} C G die
Nicht-Malnormalitét genau dann einen Kollaps bei den Léngen von Worten in
Y1, - - - » Yk, also ein Kleinerwerden der Liangen bei Produktbildung fiir v, ..., yx,
wenn es einen freien Ubergang von {y, ..., yx} zu einem System {zy, ..., 2} gibt
mit 21 = (z122)7, v € N, und 2o = 212, L(z9) > 1.

Dann ist L(z; '2129) = L(25 " (2om1)72y) = L(2y ' (x122)725) < L(z) — L(z) +
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(siehe dazu H. Zieschang [26] oder B. Fine, G. Rosenberger und M. Stille [5])
In diesem Fall tritt aber Fall 1) des Satzes ein.

Daher nehmen wir jetzt an, dal wir ein System {1, ..., yx } haben, fiir das Fall 1)
des Satzes nicht eintritt.

Dann fiihrt die Nicht-Malnormalitét nicht mehr zu einem Hindernis bei der An-
wendung der Nielsenschen Kiirzungsmethode, und wir kénnen - mit folgender
Abwandlung - véllig analog wie beim Beweis von Satz 3.6 vorgehen.

Gibt es einen freien Ubergang von {yi,...,yr} zu einem System {z,...,zx}
mit z; = gyiig 1 < a; <my, 1 € {1,...,7}, so wollen wir diese Konjugations-
eigenschaft nicht verlieren, da wir dann die Untergruppe Y besser kontrollieren
konnen.

Daf} wir so vorgehen kénnen, ist durch die Einschrankung der Nielsentransforma-
tionen auf die K-Transformationen gewéhrleistet (siche B. Fine, G. Rosenberger
und M. Stille [5] oder R. Kalia und G. Rosenberger [6]).

Wir haben eine Gleichung
q
[[uii = ke
i=1

mit v; € {1,...,7}, & = %1,  + €41 # 0 falls y,, + y,,,, sowie
hi =x5...2, und hy = da*b}*-- ~abretphe

Gehen wir also mit obigen Modifikationen vor und beachten wir, dafi wir Fall 1)
ausgeschlossen hatten, so erhalten wir, eventuell nach geeigneter Konjugation, aus
{y1,...,yx} durch Nielsentransformationen ein System {z1,...,2,} mit
hi € (y1,...,yl> und hg € <yl+la---ayk>7 1<I<k.

Da wir Fall 1) ausgeschlossen hatten, ist nach Satz 1.19 von B. Fine, G. Ro-
senberger und M. Stille [5] notwendig Hy = (211, - - ., 2k)-
Nach Lemma 3.4 aus [5] ist dann notwendig

H1 = <Zl,...,Zl,$1,...,l'T>.
Man beachte dabei, dafl schon z5...z, € (z1,..., %) und nicht erst eine echte
Potenz von z...x,, also insbesondere z; € (21,...,2,21,...,2,) ist, und daf

Fall 1) nicht eintritt. Damit ist insgesamt hier Y = G.
O
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Satz 3.11 Se:

G ={(a1,b1,...,ag,bg,21,...,2, | 21" =+ =2 =[a1,0]...[ag, bglz1...2, = 1)
mit g > 1 und r > 2 und alle m; > 2. Sei w = xg...zvrasz’l’---agbg mil p eine
Primzahl. Weiter sei ¢ : G — G ein Endomorphismus mit ¢(w) = w. Dann ist
¢ bereits ein Automorphismus.

Beweis:
Sei

qb(xi):hia:l‘fjhi_l =u, 1=2,...,1, b € G, y; €{1,...,k}, 1 <a; <my,,

vj=¢(a;) und w;=¢b;), j=1,...,9.

Wir betrachten die von uo, ..., u,, v1, w1, ..., v, wy erzeugte Untergruppe Y von
G. Es gibt ein [ derart, dal kein u; konjugiert ist zu einer Potenz von z;, etwa
[ = 1 (Dies konnen wir wegen Gleichungen vom Typ z;zo = xlxgacflacl und
Nachschalten von Automorphismen von G ohne Einschriankungen annehmen.)

Wir halten fest, daB ¢ in natiirlicher Weise einen Endomorphismus ¢ der Faktor-

gruppe N B B B B
G == (&1, bl, ey dg, bg,i“l | ijlnl = [dl, bl] P [dg, bg].’il = 1>
)

 ist ein Automorphismus von G nach Satz 3.4.

Dies zeigt, dafl Y kein freies Produkt zyklischer Gruppen sein kann. Denn wére
das der Fall, ligen die u; alle jeweils in einem zyklischen freien Faktor von Y,
da sie endliche Ordnung haben, und es miifite dann das Bild von Y unter der
kanonischen Abbildung von G auf G auch ein freies Produkt zyklischer Gruppen
sein. Dies ist aber nicht der Fall nach Korollar 5.4 aus B. Fine, G. Rosenberger
und M. Stille [5].

Damit ist Y Untergruppe von G von endlichem Index. Damit ist wieder Y = G
nach der Riemann-Hurwitz-Formel (2.1) und dem Untergruppensatz von D. Sin-
german (siehe [24]), da der Rang von Y kleiner oder gleich dem Rang von G ist,
und Y als Untergruppe von G ein Geschlecht gréfler oder gleich g hat.

O
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Kapitel 4

Testelemente in Fuchsschen
Gruppen vom Geschlecht g = 0
und r > 4

4.1 Spezialfille

Satz 4.1 (Spezialfall 1)

Sei G = (%1,%9,73,74 | 23 = 725 = 75 = 2} = 31297374 = 1) Mit ¢ > 3 und
w = [0, x311]. Ist ¢ ein Endomorphismus von G mit ¢(w) = w, so ist ¢ schon
ein Automorphismus von G.

Beweis:
Fiir ¢ ungerade haben wir das schon in Satz 2.15 gesehen. Sei nun ¢ gerade.
Sei ¢p(x19) = v und P(x3x1) = v. Es ist [u, v] = [1129, £371].

Betrachten wir G als diskrete Untergruppe der PSL(2,R), so folgt nach [3], daf
die von u und v erzeugte Untergruppe X von G endlichen Index in G und eine
Darstellung X = (u,v | [u,v]? = 1) besitzt, denn X kann wegen der Relation
[u,v]? kein freies Produkt zyklischer Gruppen sein.

Wegen der Riemann-Hurwitz-Formel (2.1) folgt [G : X| = 2, und X ist gleich
der von xyx2 und z3x; erzeugten Untergruppe.

Aus ¢(x2) = 1 fiir ¢ = 1,2, 3 ergibt sich dann G = ¢(G).

Satz 4.2 (Spezialfall 2)
Sei
G=(x1,...,20, |2}=-=al=a2,...0,=1) mitr>5.

Sei w = (x129)P(x321)? . .. (212, 1)P(x,21)P, falls r ungerade und

w = (2122)(2321)" . .. (312 2) (Te_121)" , falls 7 gerade,
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wobei p > 3 eine Primzahl. Ist ¢ : G — G ein Endomorphismus mit ¢(w) = w,
so ist ¢ schon ein Automorphismus.

Beweis:

Wenn r ungerade ist, erzeugen (z1x2), (£321),-- -, (£12r—1), (z,21) eine Flichen-
gruppe vom Geschlecht ¢ = r — 1, und fiir den Fall, dal r gerade ist, er-
zeugen (z123), (x321), ..., (12, 9), (x,_121) eine Flichengruppe vom Geschlecht
g=1r—2.

Die Argumente sind in beiden Fillen identisch, daher beschrinken wir uns auf
den Fall, dal r ungerade ist.

Sei ¢(x;) = y; fiir i = 1,2,...,7 und Y die von y1,¥s,...,y, erzeugte Unter-
gruppe von G. Wir schreiben z; = Y19, 20 = Y3Y1, 23 = Y1Ya, - - - Zr—1 = Yp¥Y1-
Sei Z die von 21, 29, ..., 2,1 erzeugte Untergruppe von G.

Es ist 2122...27-_121_1,22_1...27.__11 = 1, d.h. Z ist entweder isomorph zu einer
Flachengruppe vom Geschlecht 2 oder freies Produkt von & < r — 2 zyklischer
Gruppen (siehe dazu [8]).

Angenommen Z ist freies Produkt von & < r — 2 zyklischer Gruppen. Dann
ist wegen y? = y1y2...y, = 1 fiir 4 = 1,2,...,7 auch Y freies Produkt von
[ < r — 2 zyklischer Gruppen, und zwar sind die Faktoren zyklisch der Ordnung
2.

Da jedes y; in G zu einem z; konjugiert ist, gibt es mindestens zwei z;, zu denen
es kein y; gibt, das zu x; konjugiert ist, ohne Einschrdnkungen mogen etwa x1, x5
diese Eigenschaft haben.

Wegen ¢(w) = w liegt dann w in dem von z3,z4,...,z, erzeugten Normaltei-
ler N von GG, was einen Widerspruch ergibt, denn wegen p > 3 ist das Bild von
w in

G/N = (31,79 | 32 = 72 = 7179 = 1) = Zy

gerade gleich 7, # 1.
Also ist Z isomorph zu einer Flichengruppe vom Geschlecht 2. Wegen der Riemann-

Hurwitz-Formel (2.1) folgt [G : Z] = 2 und damit notwendig Y = ¢(G) = G.
O
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4.2 Testelemente in Gruppen der Form

G={(xy,...,x, |x{" = =a=mx...2, = 1)

Sei nun allgemein

G=(z,...,¢p |2 = =2 =21...2, = 1)
mit r > 4, alle m; > 2 und mindestens zwei der m; > 3 falls r = 4 sowie minde-

stens ein m; > 3 falls » > 5.

Dann kénnen wir GG stets schreiben als freies Produkt mit Amalgam G = H; %4 H,
mit

H1:<.’131,...,$s‘{L’le...:x;ns:1>,
H2:<$5+1’...,$7_|$;n:f1:...:$:nr:1> und

A=(x1...25) = (Tsy1---Tp)

mit 2 < s < r — 2 derart, dafl sowohl A in H; als auch in Hy malnormal ist.
(Wir kénnen die unendliche Diedergruppe als Faktor vermeiden.)

Sei nun m,; > 3 fiir ein 7. Sei ohne Einschrinkungen m, > 3.

Ist » = 4, so kénnen wir noch ohne Einschrankungen m; > 3 annehmen

(siehe Spezialfall 1).

In der obigen Zerlegung mit A malnormal in H; und in Hy mdgen wir also m, > 3
falls » > 5 und m, my > 3 falls r = 4 haben.

Wir konnen bei der Zerlegung s = r — 2 annehmen.

Satz 4.3 Se:

my

r :.'L'l....’I:T:1>

G={(r1,...,z | 2" =---=1

mit r > 4, alle m; > 2, sowie my,my > 3 falls r = 4 und m, > 3 falls r > 5.

Sei w =xo... T o[ 1,T4]; Y1,y € G mitk > 1 und Y die von yi,..., Yk
erzeugte Untergruppe. Weiter sei w € Y. Dann tritt einer der beiden folgenden
Fille ein:

1) Es gibt einen freien Ubergang von {y1,. .., yx} 2u einem System {z, ..., 2}
mit z1 = w.
2) Y =G.
Beweis:

Es trete nicht Fall 1) ein.
Wir betrachten die obige Zerlegung mit s = r — 2.
Nutzen wir die Malnormalitdt von A in H; und in H, aus, und wenden wir
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die Theorie der K-Transformationen beziiglich der Zerlegung an, so erhalten wir

analog zu den vorherigen Fillen einen freien Ubergang von {1, ..., yx} zu einem
System {21,...,2,} mit zo...T,—0 € (21,...,2) und [Z,_1, 2] € (Z141,- -, 2k),
1<l<k.

Da Fall 1) nicht eintritt, ist sogar 2 <[ < k — 1.

Ferner kénnen wir, wenn wir fiir die Darstellung von x5 ...z, o bzw. [z,_1,2,]
iiberfliissige Elemente weglassen, annehmen, dafl z;,...,2 € H; und
Zl41y---52k € H, gilt.

Analog wie beim Beweis von Satz 2.3 folgt Hy = (z41,...,2k) (vgl. auch B.
Fine, G. Rosenberger, D. Spellman und M. Stille in [4] oder N. Peczynski, G.
Rosenberger und H. Zieschang in [15]):

Sind bei einem Nielsenreduzierten System bzgl. der Faktorisierung als freies Pro-
dukt zyklischer Gruppen mehr als 2 Elemente fiir die Darstellung notwendig, so
mufl - bei der Linge L bzgl. der gegebenen Faktorisierung als freies Produkt -
nach der Theorie der semistabilen Buchstaben und der Voraussetzung, daf Fall 1)
nicht eintritt, die Lange grofer 4 sein, aber L([z,_1,2,|) = 4, was einen Wider-
spruch ergibt.

Dann wird notwendig H, = (z1, ..., 2, Zr_1, %), da Fall 1) nicht eintritt.
Alsoist G =Y. a

Korollar 4.4 Se:

My

G=(x1,...,0, |2 = =2 =21...2, = 1)

mit r > 4, alle m; > 2, sowie my,my > 3 falls r = 4 und m, > 3 falls r > 5.
Sei w =1xy...% o[T, 1,%.]. Ist ¢ : G — G ein Endomorphismus mit ¢(w) = w,
so ist ¢ schon ein Automorphismus.

Beweis:
Sei ¢(x;) = y; fiir i = 2,...,7 und Y die von den y; erzeugte Untergruppe von G.
Angenommen Y ist freies Produkt zyklischer Gruppen.

a) Es gebe zunéchst ein z;, 1 < i <r — 2 derart, daf8 kein y; zu einer Potenz
von diesem z; konjugiert ist, es habe etwa x; diese Eigenschaft.
Nun gehen wir analog wie bei Satz 3.11 vor.
¢ induziert einen Endomorphismus ¢ von

~ o 5 m 5
G = <$1,$r71,$r ‘ z P = T, =2

mit &([jr—lai'r]) = ['%T—laxT]‘
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b)

In G ist das Bild von Y ein freies Produkt zyklischer Gruppen. Andererseits

ist [£,_1, Z,] ein Testelement von G nach Satz 2.10, falls T T <1

gilt, also dann ¢ ein Automorphismus von G.

Gleiches gilt auch fiir .- + -~ + - = 1, d.h. fiir die Euklidischen
Fille (m1, m._1,m,) = (3,3,3), (2,4,4), (4,2,4), (4,4,2), (2,3,6), (2,6,3),
(3,2,6), (3,6,2) (6,2,3) oder (6,3,2).

Dies folgt sofort durch Betrachtung von treuen Darstellungen von G in die
PSL(2,C), denn ¢(Q) ist nicht endlich wegen @([Z,_1, %) = [#,_1, %] und
damit notwendig ¢(G) = G.

Ist m% + # + m% > 1, so ist G endlich, und das Bild von Y in G nicht

—1
zyklisch wegen ¢([Z, 1, %,]) = [Zr_1, T,
Also erhalten wir hier in jedem Fall einen Widerspruch.

Fiir jedes z;, 1 <17 <17 —2 gebe es nun ein y; derart, dafl y; zu einer Potenz
von diesem z; konjugiert ist. Dann gibt es zu z,_; oder z, kein y;, das zu
einer Potenz von x,_; bzw. z, konjugiert ist.

Y ist freies Produkt zyklischer Gruppen. Wegen (y,...y,)™ = 1 ist die
Zahl der freien zyklischen Faktoren dann exakt r — 2. Also ist kein y; zu
einer Potenz von x,_; oder z, konjugiert.

Andererseits ist w = xs ... T,_o[T,—1, 2, €Y.

Wir betrachten nun die Faktorisierung von G als freies Produkt mit Amal-
gam wie im Satz 4.3 zuvor. Wenden wir beziiglich dieser Faktorisierung
K-Transformationen an, so 148t sich w nicht durch ws,...,y, darstellen,
denn es kann hier keiner der beiden Félle eintreten.

Dies ergibt einen Widerspruch. Also ist auch in diesem Fall Y kein frei-
es Produkt zyklischer Gruppen.

Damit ist insgesamt Y kein freies Produkt zyklischer Gruppen.

Also hat Y endlichen Index in G. Da Y von Elementen endlicher Ordnung er-
zeugt wird, hat Y Geschlecht 0, d.h. Y ist Fundamentalgruppe einer Sphire mit
endlich vielen Verzweigungspunkten.

Weiter ist nach Konstruktion der Rang von ¥ < dem Rang von G.
Nach der Riemann-Hurwitz-Formel (2.1) und dem Untergruppensatz von D. Sin-
german (siehe [24]), ist damit Y = G, also ist ¢ ein Automorphismus.

O
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4.3 Testelemente in Gruppen der Form

G:<$17"°7x7“7p17"°7p8|x§n1:°°':x:~nr: >

Es bleibt -bis auf Isomorphie- der Fall endlich erzeugter Produkte zyklischer
Gruppen
G:<$1,...,$T,p1,...,p5|$71n1:"':$ :1>

mit 0 <r,0<s,7r+s >3 und alle m; > 2.
Beachte

1) Durch z;...2,.p;...pspsy+1 = 1 kann p,, 1 weggelassen werden.
2) Fiir Testelemente macht nur endliche Erzeugung einen Sinn.

Wir kénnen G als freies Produkt mit trivialem Amalgam auffassen.

Die triviale Gruppe ist per Definition malnormal in G.

Die Nielsensche Kiirzungsmethode und die Kombination mittels geeigneter Teil-
worte ergibt dann etwa leicht den folgenden Satz:

Satz 4.5 Se:
G=(T1,...,%p,D1,...,Ds | 2] =--- =2 =1)

mit0<r,0<s,r+s>3und alle m; > 2. Sei m, > 3 falls s = 0.

i) Ist s > 2, so sei w =z ...2,p]...p° mit p Primzahl.
ii) Ist s=1, so sei w =Ty ... 1[Tr, 1]
iii) Ist s =0, so sei w =121 ...T, 1[Tr 1,%;].

Ist ¢ : G — G ein Endomorphismus mit ¢(w) = w, so ist ¢ schon ein Automor-
phismus.

O
Nun bleibt -bis auf Isomorphie- der Fall:
G={(x,...,2, |2} =---=22=1)
a) Sei r ungerade, y; = T1Z2,...,Yr—1 = T12, und Y die von yi,..., Y1

erzeugte Untergruppe von G. Dann hat Y Index 2 in G und ist freie Unter-
gruppe vom Rang 7 — 1. Damit ist etwa w = 37 ... y?_, mit p Primzahl oder
w = [y1,Y2] ... [Yr_2,Yr_1] Testelement von ¥ und damit auch von G, denn
ist ¢ ein Endomorphismus von G mit ¢(w) = w, so hat ¢(z;) notwendig
die Ordnung 2 in ¢(G), also ist G = ¢(G).
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b) Sei r gerade. Dann betrachten wir die Faktorisierung G = H; * Hy mit
Hy={(z; |22 =1)und Hy = (z9,..., 0, |25 =+ - =22 =1).
Wenden wir die Nielsensche Kiirzungsmethode an, so erhalten wir etwa
w = x1(z223)? . .. (x22,)P mit p Primzahl oder
W = T1[T2%3, ToZ4a] . . . [Xoxr_1, Tox,| als Testelemente von G .
Satz 4.6 Se:
G=(r,...,20, |2t =---=2>=1) mitr > 3.

i) Ist r ungerade, so sei wy = (x122)? ... (z12,)? mit p Primzahl und
wy = [T129, T123] . . . [T120 1, T12,).

ii) Ist r gerade, so sei wy = x1(xow3)? ... (xox, )P mit p Primzahl und
Wy = T1[To%3, ToTy] - - - [ToTr_1, ToZy].

Ist ¢ : G — G ein Endomorphismus mit ¢(wy) = wy oder ¢p(ws) = we, S0 ist ¢
schon ein Automorphismus.
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