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Einleitung

In der klassischen Wahrscheinlichkeitstheorie spielen Grenzwertsétze eine
zentrale Rolle (vgl. z.B. [16] und [18]). Insbesondere werden durch solche,
die sich in gewisse Schemata einordnen lassen, Klassen von Grenzverteilun-
gen ausgezeichnet. So sind in R? die moglichen Limiten von zeilenweise aus
infinitesimalen Dreieckssystemen gebildeten Summen gerade die unendlich
teilbaren Verteilungen (vgl. [16] und [40]), welche eindeutig in stetige Fal-
tungshalbgruppen einbettbar sind. Fiir den Spezialfall identisch verteilter
Dreieckssysteme erhélt man im Kontext von Wahrscheinlichkeitsmafien aus
der Konvergenz v, — 1 (wobei (k) eine Teilfolge der natiirlichen Zahlen ist)
die kompakt-gleichméflige Konvergenz der diskreten Faltungshalbgruppen
(Vr[Lk"t]>t20 gegen die stetige Faltungshalbgruppe (u');>0. Sind die zeilenweise
gebildeten Summen normierte Summen von unabhéngigen, identisch verteil-
ten reellen Zufallsvariablen, d.h. gilt v, = H,, (v) (mit x — H,. (x) := c,x)
in der obigen Situation mit » € M*'(R) und einer Nullfolge (¢,,) € R%, so
treten als mogliche Grenzwerte die von P. Lévy eingefiithrten (strikt) stabilen
(fir (k,) = (n)) und, als Verallgemeinerung, die (strikt) semistabilen (fir
(ky) mit k,/kny1 — a €]0,1]) MaBe auf.

Diese beiden Konzepte lassen sich zunéchst auf endlich-dimensionale Vek-
torrdume iibertragen. In [49] und [34] definierten M. Sharpe bzw. R. Jajte
die operator-stabilen bzw. die operator-semistabilen Mafle als Grenzwerte
von Summen unabhéngiger, identisch verteilter Zufallsvektoren, die anstel-
le von (¢,) durch Automorphismen normiert sind, und zeigten, dass unter
Vollheitsvoraussetzungen operator- (semi-) stabile Mafle eindeutig einbett-
bar sind in stetige Faltungshalbgruppen von Wahrscheinlichkeitsmaflen, und
diese durch algebraische Identitdten charakterisiert werden (vgl. [49], [34]
und [40]).

Ausgehend von diesen algebraischen Identitéiten entwickelte W. Hazod (vgl.
[24], [25] und [28]) ein Konzept fiir Stabilitdt bzw. Semistabilitdt auf lo-
kalkompakten Gruppen G. Die (strikte) Semistabilitdt wird aufgefasst als
Eigenschaft einer Faltungshalbgruppe und definiert durch:

(1¢)¢>0 heifit semistabil beziiglich @ € Aut(G) und 0 < @ < 1,
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EINLEITUNG 3

falls a(uy) = poq fiir alle t > 0 erfiillt ist.

Semistabile Mafle wurden von S. Nobel auf einfach zusammenhéngenden nil-
potenten Liegruppen (vgl. [44] und auch [28]) und von K. Teloken auf total
unzusammenhéngenden Gruppen (vgl. [51] und auch [28]) untersucht. Der
Schluss von der Konvergenz

)"

(wobei g und v Wahrscheinlichkeitsmafle auf G sind und (a,) C Aut(G))
auf Semistabilitiat als Eigenschaft einer Faltungshalbgruppe fiithrt in beiden
Féllen zwangsldufig zu der Frage der (stetigen) Einbettbarkeit von p. Die-
se wird in [44] und [51] jeweils im Zusammenhang mit der Giiltigkeit eines
Funktionalen Grenzwertsatzes behandelt. Ein solcher ist dabei in dem Sinne
zu verstehen, dass aus der Konvergenz vf» — p fiir WahrscheinlichkeitsmafBe
() und p die Existenz einer Teilfolge N C N sowie einer stetigen Faltungs-
halbgruppe (f;)¢>0 mit g3 = p geschlossen werden kann, so dass ,,funktionale
Konvergenz*

kent]

l/T[L — uy firallet >0

neN

vorliegt. S. Nobel konnte einen Funktionalen Grenzwertsatz fiir im Sinne der
Definition in [31] gleichgradig wurzelkompakte lokalkompakte Gruppen, die
keine nichttrivialen kompakten Untergruppen besitzen, beweisen (vgl. [44]),
K. Teloken verallgemeinerte diesen dann auf allgemeinere Klassen lokalkom-
pakter Gruppen, insbesondere auf solche, in denen nichttriviale kompakte
Untergruppen auftreten kénnen (vgl. [51] und [52]).

Die beschriebenen Zusammenhénge lassen sich - zumindest im Kontext
von Maflen - auf allgemeineren algebraischen Strukturen bzw. Faltungsstruk-
turen studieren. Ein wesentliches Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, die zu-
letzt angesprochene Problemstellung, d.h. die Frage nach der Einbettbarkeit
von Wahrscheinlichkeitsmaflen in stetige Faltungshalbgruppen in Verbindung
mit der Giiltigkeit eines Funktionalen Grenzwertsatzes, auf Hypergruppen zu
behandeln.

Hypergruppen stellen eine natiirliche Verallgemeinerung lokalkompakter
Gruppen dar, wobei im Gegensatz zur deterministischen Gruppenoperation
in der Theorie der Hypergruppen das Ergebnis der Verkniipfung zweier Ele-
mente eines lokalkompakten Raumes K vom Zufall abhéngt. Diese zuféllige
Verkniipfung auf K induziert eine binédre Operation %, genannt Faltung, auf
der Menge M'(K') der Wahrscheinlichkeitsmafie auf K. Die Axiomatik einer
Hypergruppe stellt einen Apparat algebraischer und topologischer Hilfsmittel
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zur Verfiigung, mittels dessen sich zahlreiche klassische Resultate aus Wahr-
scheinlichkeitstheorie und harmonischer Analyse fiir Hypergruppen aufrecht
erhalten lassen. Eine ausfiihrliche Darstellung der Theorie der Hypergruppen
sowie zahlreiche Beispiele finden sich in [10].

Die Einfithrung eines Konzepts der Semistabilitit selbst erweist sich als
problematisch, da iiber die Félle lokalkompakter Gruppen und Kingman-
Strukturen (vgl. z.B. [17]) hinaus keine Beispiele von Hypergruppen mit
nichttrivialen Automorphismen bekannt sind. Dabei sind Automorphismen
aufgrund der nicht vorhandenen deterministischen Gruppenoperation als Ho-
momorphismen beziiglich der Faltung definiert. Im abschlieBenden Kapi-
tel dieser Arbeit wird ein Ansatz fiir kommutative Hypergruppen vorge-
stellt, welcher jedoch letztendlich mangels Beispielen auch lediglich ein sol-
cher bleibt.

Die funktionale Konvergenz von diskreten Faltungshalbgruppen (v,
gegen stetige Faltungshalbgruppen (f):>o auf Hypergruppen wird in der
vorliegenden Arbeit in einem weiteren Zusammenhang betrachtet, wobei dies
ebenfalls motiviert ist durch die Giiltigkeit entsprechender Aussagen fiir den
Fall lokalkompakter Gruppen. Fiir jenen tritt die funktionale Konvergenz
plentl iy (kompakt-gleichméBig in ¢ > 0) als Voraussetzung im von W.
Hazod bewiesenen Transfersatz von Gnedenko auf (vgl. [26] und [28]), welcher
vom klassischen Transfersatz in [21] auf lokalkompakte Gruppen iibertragen
ist. In analytischer Formulierung macht der Transfersatz eine Aussage iiber
die Konvergenz der Wahrscheinlichkeitsmafe

()™ =Y _vhpa({k}), n €N, (1)

auf G gegen das Wahrscheinlichkeitsmaf

pei= [ peds(t) @)

(mit (p,) € M*Z,) und £ € M'(R,)). Dabei ergeben sich die ((v,)”") im
wahrscheinlichkeitstheoretischen Modell gerade als die Verteilungen randomi-
sierter bzw. zufillig gestoppter Produkte, die aus Dreieckssystemen identisch
verteilter G-wertiger Zufallsvariablen sowie aus Z-wertigen zufélligen Zeiten
gebildet werden, und g ist die Verteilung des beziiglich einer R -wertigen
Zufallszeit T mit Verteilung £ randomisierten Prozesses Y7, wobei (Y;):>0 ein
zur ({e}-) stetigen Faltungshalbgruppe (p)i>0 gehoriger Lévy-Prozess auf G
ist.
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Es wird sich zeigen, dass die analytische Aussage des Transfersatzes unmit-
telbar auf die allgemeinere Situation von Hypergruppen iibertragbar ist. Fiir
eine Formulierung im wahrscheinlichkeitstheoretischen Modell ist sicherzu-
stellen, dass sich randomisierte Irrfahrten und Lévy-Prozesse geeignet auf
Hypergruppen definieren lassen.

Fiir Exponential-Mischungen, d.h. Wahrscheinlichkeitsmafle der Gestalt (2),
wobei ¢ die Exponential-Verteilung auf R, ist, ist im Fall lokalkompakter
Gruppen ein Zusammenhang zu geometrischen Faltungen, d.h. Wahrschein-
lichkeitsmafien v von der Form (1) mit geometrischen Verteilungen p auf
Z., gegeben. Unter der Voraussetzung, dass die lokalkompakte Gruppe keine
nichttrivialen kompakten Untergruppen besitzt, bewies W. Hazod die fiir R?
bekannte Charakterisierung, dass ein Wahrscheinlichkeitsmall A € M!(G)
genau dann eine Exponential-Mischung ist, wenn A geometrisch unendlich
teilbar ist, d.h. fiir jedes 0 < p < 1 darstellbar ist als geometrische Faltung
A= ug(p ) mit einem Wahrscheinlichkeitsmaf v, € MY(G) und der geometri-
schen Verteilung &(p) = >~ (1 — p)*ers1 mit Parameter p (vgl. [27] und
[28]). Der Beweis beruht auf funktionalanalytischen Zusammenhingen und
verwendet Schliisse {iber Resolventenfamilien stetiger Kontraktionshalbgrup-
pen.

Ein weiterer Teil der vorliegenden Arbeit ist der Fragestellung gewidmet, ob
eine entsprechende Aussage fiir Hypergruppen Giiltigkeit besitzt. Da auch
stetige Faltungshalbgruppen von Wahrscheinlichkeitsmaflen auf Hypergrup-
pen zu stetigen Halbgruppen kontrahierender Operatoren auf geeigneten
Funktionenrdumen fiithren, ist zunéchst mit analogen Beweismethoden eine
Ubertragung des obigen Resultats moglich. Dariiberhinaus wird untersucht,
ob auf die auf die Situation von Hypergruppen iibertragene Voraussetzung,
dass keine nichttrivialen kompakten Unterhypergruppen existieren, verzich-
tet werden kann.

Im Hinblick auf das Ziel, den angesprochenen Fragestellungen im Kon-
text von Hypergruppen nachzugehen, ist der Inhalt dieser Arbeit wie folgt
gegliedert:

Kapitel 0 dient der Einfithrung in die Theorie der Hypergruppen. Es wer-
den Definitionen, Zusammenhénge und Resultate bereitgestellt, welche in der
vorliegenden Arbeit Anwendung finden, sowie bestimmte Klassen von Hy-
pergruppen definiert. Dabei nehmen insbesondere die Doppelnebenklassen-
Hypergruppen K//H (wobei H kompakte Unterhypergruppe einer Hyper-
gruppe K ist) eine wichtige Rolle ein, da sie nicht nur als Beispiel dienen,
sondern ihre Struktur auch fiir die Beweise gewisser Aussagen im Zusammen-
hang mit (H-) stetigen Faltungshalbgruppen (1;):>o von Wahrscheinlichkeits-
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maBen (d.h. y ist das normierte Haarma$l von H, py = wy) ausgenutzt wird.

Das erste Kapitel hat ebenfalls vorbereitenden Charakter. Mit Blick auf
die bereits angekiindigte Formulierung des Transfersatzes von Gnedenko im
wahrscheinlichkeitstheoretischen Modell werden Irrfahrten in diskreter Zeit
sowie Lévy-Prozesse auf Hypergruppen eingefiihrt. Lévy-Prozesse (X¢):>o auf
R? bzw. auf lokalkompakten Gruppen sind definiert als Prozesse mit un-
abhéngigen und stationdren Zuwéchsen, die zudem cadlag-Pfade besitzen.
Da auf Hypergruppen K Summe bzw. Differenz zweier Elemente von K
nicht definiert sind, ist nicht klar, was unter einer Summe X + Y K-wertiger
Zufallsvariablen bzw. einem Zuwachs X; — X fiir s < t zu verstehen ist.
Hm. Zeuner entwickelte ein Konzept, welches es ermoglicht, iiber eine Hilfs-
zufallsvariable A eine Summe unabhéngiger K-wertiger Zufallsvariablen X
und Y so zu definieren, dass sie die Verteilung Py % Py besitzt (vgl. [57],
[58] und [59]). Diesem zugrunde liegt der Begriff der Konkretisierung einer
Hypergruppe. Rekursiv lassen sich dann sogenannte randomisierte Summen
fir Folgen (X);>1 von unabhéngigen K -wertigen Zufallsvariablen definieren,
wobei diese im Falle der identischen Verteilung der (X;) als Irrfahrt auf der
Hypergruppe bezeichnet werden. Die genaue Konstruktion wird in Abschnitt
1.1 beschrieben.

Der Definition von Lévy-Prozessen auf Hypergruppen liegt die in z.B. [58]
und [10] gegebene von (stationdren) Zuwachsprozessen zugrunde, welche eine
natiirliche Verallgemeinerung der Definition von Prozessen mit unabhéngi-
gen Zuwichsen darstellt. In Analogie zum Vektorraum- bzw. Gruppenfall
sind dann Lévy-Prozesse auf Hypergruppen stationdre Zuwachsprozesse mit
X = e fast sicher (wobei e das neutrale Element der Hypergruppe bezeich-
net) und cadlag-Pfaden. In Abschnitt 1.2 wird deren Zusammenhang mit
({e}-) stetigen Faltungshalbgruppen beschrieben. Die Resultate sind groiten-
teils bekannt, sind jedoch der Vollstéandigkeit halber und da das wahrschein-
lichkeitstheoretische Modell, d.h. die Prozessstruktur, benotigt wird, in diese
Arbeit aufgenommen.

Abschliefend wird in Kapitel 1 eine Verbindung zwischen dem Konzept der
randomisierten Summen und der Definition eines Zuwachsprozesses (X;):>0
hinsichtlich der Darstellbarkeit der Zuwéchse iiber randomisierte Summen
hergestellt.

Kapitel 2 ist dem Studium Funktionaler Grenzwertsitze auf Hypergrup-
pen gewidmet, d.h. es wird der Fragestellung nachgegangen, fiir welche Klas-
sen von Hypergruppen K und unter welchen Voraussetzungen fiir Wahr-
scheinlichkeitsmafie (v,) und p auf K und eine Teilfolge (k,) natiirlicher
Zahlen aus der Konvergenz v, — pu die Existenz einer stetigen Faltungs-
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halbgruppe (u);>0 in M!(K) gefolgert werden kann, so dass
vt — (3)

fiir alle ¢ > 0, zumindest entlang einer Teilfolge, gilt. Dabei ist, wie analog
zum Fall lokalkompakter Gruppen bewiesen werden kann, fiir {e}-stetige Fal-
tungshalbgruppen (u:):>o die Konvergenz in (3) stets gleichméfig auf kom-
pakten Teilmengen von R, (mit v := ¢.), und fiir H-stetige Faltungshalb-
gruppen lasst sich zeigen, dass sie kompakt-gleichméflig in ¢t > 0 ist, falls
Uy * wy = wy * v, fur alle n € N erfiillt ist.

Fiir hermitesche Hypergruppen, fiir welche die Involution der Hypergruppe
die Tdentitét ist und die insbesondere kommutativ sind, ist bekannt (vgl. z.B.
[10]), dass unter der Voraussetzung v, — ¢, die Konvergenz v — u die ein-
deutige Einbettbarkeit von u in eine stetige Faltungshalbgruppe (p;)¢>0 im-
pliziert. Der Beweis kann mit Methoden der Fouriertransformation gefiihrt
werden, wobei wesentlich ausgenutzt wird, dass die Fouriertransformierten
von Wahrscheinlichkeitsmaflen reellwertig sind, und analoge Schliisse sind
moglich, wenn die Folge (v,,) infinitesimal ist in einem verallgemeinerten Sin-
ne. Die unmittelbar aus der Anwendung des Stetigkeitssatzes von Lévy resul-
tierenden Funktionalen Grenzwertsétze sind in Abschnitt 2.1 festgehalten.
Der Fall symmetrischer Mafle wird in Abschnitt 2.2 untersucht. Dabei heif3t
ein Mafl p auf einer Hypergruppe K symmetrisch, falls das Bildmafl von
w1 unter der Involution wieder p selbst ist, und somit stellt die Situation
in diesem Abschnitt eine Verallgemeinerung derjenigen aus 2.1 dar. Die zu-
grunde liegende Hypergruppe wird jedoch nicht notwendig als kommutativ
vorausgesetzt, so dass das Hilfsmittel der Fouriertransformation nicht mehr
zur Verfiigung steht. An seine Stelle treten funktionalanalytische Methoden,
fiir deren Anwendbarkeit die zu Maflen p gehorigen Faltungsoperatoren als
Operatoren auf dem Hilbertraum L?(K) = L*(K,wy) aufgefasst werden.
Dazu ist es notwendig, die Existenz eines linken Haarmafles wg auf der Hy-
pergruppe vorauszusetzen. Hauptresultat ist dann ein Funktionaler Grenz-
wertsatz, welcher in mehreren Schritten iiber den Spektralsatz fiir normale
Operatoren in Hilbertraumen bewiesen wird. Dabei wird gefordert, dass (1)
eine Folge von symmetrischen Wahrscheinlichkeitsmafien ist, die v, — <.
erfiillt. Die Voraussetzungen implizieren dann die eindeutige Einbettbarkeit
von p in eine symmetrische Faltungshalbgruppe (p):>0 sowie die funktionale
Konvergenz (3). Neben dem Funktionalen Grenzwertsatz liefern die funktio-
nalanalytischen Methoden auch eine Einbettbarkeitsaussage fiir symmetrisch
unendlich teilbare Wahrscheinlichkeitsmafe.

In Abschnitt 2.3 wird ein allgemeiner Funktionaler Grenzwertsatz fiir nicht
notwendig symmetrische Mafle bewiesen. Formulierung und Beweisstruktur
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sind dabei vom bereits erwéhnten, von K. Teléken behandelten, Fall lokal-
kompakter Gruppen iibertragen. Wesentliche Voraussetzungen sind einerseits
die Eigenschaft, dass die zugrunde liegende Hypergruppe ,,stark wurzelkom-
pakt® in einem geeigneten Sinne ist, und andererseits die Existenz einer kom-
pakten Unterhypergruppe, so dass die Haufungspunkte gewisser Folgen auf
dieser konzentriert sind.

Die im allgemeinen Funktionalen Grenzwertsatz geforderten Bedingungen
sind starke Voraussetzungen, so dass es das Ziel von Abschnitt 2.4 ist, Beispie-
le von Hypergruppen anzugeben und zu konstruieren, fiir welche sie erfiillt
sind. Es lésst sich zeigen, dass fiir Hypergruppen, fiir die {e} einzige kom-
pakte Unterhypergruppe ist, und die zudem , stark wurzelkompakt® sind, die
obige Bedingung fiir die Haufungspunkte gegeben ist, da die auftretenden
Folgen in diesem Fall gegen ¢, konvergieren.

Kapitel 3 beinhaltet den Transfersatz von Gnedenko im Kontext von Hy-
pergruppen K. Wie bereits erwéhnt, besitzt seine analytische Aussage in
diesem Giiltigkeit, d.h. unter geeigneten Voraussetzungen konvergieren die
Wahrscheinlichkeitsmafe ((v,)"") auf K gegen das Wahrscheinlichkeitsmaf
fte, wobei diese jeweils analog zum Fall lokalkompakter Gruppen in (1) bzw.
(2) definiert sind. Uber die in Kapitel 1 eingefithrten Objekte lassen sich
randomisierte Irrfahrten und randomisierte Lévy-Prozesse definieren, so dass
auch eine Formulierung im wahrscheinlichkeitstheoretischen Modell moglich
ist.

In Kapitel 4 wird die fiir den Gruppenfall bekannte Charakterisierung,
dass ein Wahrscheinlichkeitsmafl A genau dann geometrisch unendlich teil-
bar ist, wenn A = pup mit einer stetigen Faltungshalbgruppe (p:)i>o in
MY (K) und der Exponential-Verteilung £ = FE(1) mit Parameter 1 auf
R, gilt, fiir Hypergruppen K bewiesen. Dabei ist es, wie sich zeigen wird,
nicht notig zu fordern, dass {e} einzige kompakte Unterhypergruppe von K
ist, womit insbesondere eine Verallgemeinerung des entsprechenden Resul-
tats fiir lokalkompakte Gruppen gegeben ist. Die oben erwdhnten Schliisse
iitber Resolventenfamilien stetiger Kontraktionshalbgruppen von Faltungs-
operatoren sind auch in dieser allgemeineren Situation wesentliche Beweis-
schritte, werden jedoch auf der Doppelnebenklassen-Hypergruppe K//H mit
H={ze€K:e,%\=X*xeg, = A} vollzogen.

Das abschliefende Kapitel 5 ist dem Konzept der Semistabilitdt im Kon-
text von Hypergruppen gewidmet. Es wird zunéchst gezeigt, dass sich fiir den
Spezialfall von Bessel-Kingman-Hypergruppen, fiir welche die Homothetien
R} 3 2 + cx (mit ¢ > 0) Automorphismen sind, analog zum reellen Fall ein
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solches einfithren lasst.
Sodann wird ein Ansatz fiir das Konvergenzschema

(pn(v))lEnt] — fir alle t > 0 (4)

gemacht, wobei die (p,)nen Homdéomorphismen in K sind und (k,)nen eine
Teilfolge von N ist mit k,/k,+1 — a €]0, 1[. Dabei wird versucht, eine Eigen-
schaft ,infinitesimale Semistabilitét® der Faltungshalbgruppe (i)i>0 so zu
definieren, dass die Limiten in (4) diese besitzen. Die gegebene Hypergruppe
wird als kommutativ vorausgesetzt, und ,,infinitesimal“ ist dann in dem Sinne
zu verstehen, dass die entprechende Bedingung iiber die eindeutig bestimmte
stark negativ definite Funktion ® mit fi; = e~*® fiir ¢ > 0 definiert ist. Moti-
viert ist diese Vorgehensweise durch Resultate von Hm. Zeuner ([61]) fiir den
stabilen Fall in der Situation von Sturm-Liouville-Hypergruppen. Der Ansatz
beschréinkt sich dabei auf den Fall normaler Anziehungsbereiche, d.h. es gilt
pn = p™ mit einem Hombomorphismus p in (4).
Im Anhang zu Kapitel 5 ist der Begriff des Kernbereichs fiir einen abge-
schlossenen Operator, in diesem Fall fiir den Generator einer zu einer {e}-
stetigen Faltungshalbgruppe gehorigen Kontraktionshalbgruppe (R, )i>0 von
Faltungsoperatoren, zentral. Der Zusammenhang zu Kapitel 5 ist dabei {iber
einen Teilraum von L?(K) N Cy(K) gegeben, welcher zur Definition eines
® beschreibenden ,,infinitesimalen Funktionals“ verwendet wird und zudem
ein Kernbereich fiir den Generator von (R, );>o (betrachtet auf Cy(K) und
L*(K)) ist.

Fiir die Anregung zu dieser Arbeit sowie die zahlreichen Gespréiche, wert-

vollen Ratschlége und Hilfen wéhrend ihres Entstehungsprozesses méchte ich
an dieser Stelle Herrn Prof. Dr. W. Hazod sehr herzlich danken.



Symbolverzeichnis

N, Z,Q,R,C natiirliche, ganze, rationale, reelle und komplexe Zahlen

Z,,Q. R, nichtnegative ganze, rationale, reelle Zahlen

QLR — Q. \ {0} baw. = R, \ {0}

[t] grofite ganze Zahl kleiner oder gleich ¢ € R

A, A° topologischer Abschluss, Komplement einer Menge A
HP(A) Menge der Haufungspunkte von A

1a Indikatorfunktion der Menge A

E lokalkompakter Hausdorff-Raum

C(E),C*°(E)  stetige bzw. stetige und beschriinkte (komplexwertige)
Funktionen auf £

C.(F) stetige (komplexwertige) Funktionen auf £ mit
kompaktem Trager

Co(E) stetige (komplexwertige) Funktionen auf F, die im
Unendlichen verschwinden

M(E), M*(E) Radon-Mafle bzw. beschriinkte Radon-MaBe auf F
MI(E) kontrahierende Radon-Mafle auf

MY(E) Wahrscheinlichkeitsmafle auf £

ML(E) positive Radon-Mafle auf E

ME(E) positive beschrinkte Radon-Mafie auf F
M$ ) positive kontrahierende Radon-Mafle auf E
B(E) Borelsche o-Algebra in E

|-l o Supremums-Norm

supp(f) Trager einer Funktion

supp(p) Tréger eines Mafles

Il = sup{[u(f)] : f € Ce(E), [Iflloc < 1}

| Totalvariation eines MaBes

() Bildmafl des MaBes p unter der Abbildung ¢

10
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Ex

fu
Hn —

G
K

Punktmafl mit Masse in x
Mafl mit Dichte f beziiglich u
schwache Konvergenz von positiven beschrankten Mafien

lokalkompakte (Hausdorff-) Gruppe
Hypergruppe

Aut(G), Aut(K) Automorphismen von G bzw. K

1k v

neutrales Element der Gruppe/Hypergruppe

Faltung der Mafle p und v

n-te Faltungspotenz von p

:= g, (sofern nichts anderes gesagt)

stetige Involution der Hypergruppe

Bildmaf von p unter der Involution
={z":x €A} fir ACK

definiert durch f(z) = f(z) fir f: K — C

definiert durch f~(z) = f(z7)

(linkes) Haarmaf einer Hypergruppe K

normiertes Haarmaf einer kompakten Unterhypergruppe H
von A C K erzeugte Unterhypergruppe

Faltung von Mengen A, B C K, siehe 0.7

Translation von Funktionen, siehe 0.7

Faltung von Funktion und Ma#f, siehe 0.7

(Links-) Faltungsoperator eines beschrankten Mafles p
(Rechts-) Faltungsoperator eines beschriankten Mafles
Faltung von Funktionen, siehe 0.7

(Links-) Nebenklasse einer Unterhypergruppe H

= H * {2} « H, Doppelnebenklasse
Doppelnebenklassen-Hypergruppe, siehe 0.30
Orbital-Hypergruppe, siehe 0.31

Dual einer kommutativen Hypergruppe
Plancherel-Maf} einer kommutativen Hypergruppe

= L2(K,wi), mit |}, (1< p < o)

— LP(K, 7)), mit |||, (1 <p < o)

= [ [gdwg fiir f,g € L*(K)

Fouriertransformierte von p € M°(K)
Fouriertransformierte von f € L'(K) bzw. f € L*(K)
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inverse Fouriertransformierte von o € M°(K)

g

f inverse Fouriertransformierte von f € L'(K)
bzw. f € L*(K)

SN(K) Menge der stark negativ definiten Funktionen auf K,
siehe 0.28

N}w)(f( ) Menge der T-schwach negativ definiten Funktionen
auf K, siehe 0.28

Px Verteilung einer Zufallsvariablen X

X2y Gleichheit in Verteilung

2A(E) vom Mengensystem & erzeugte o-Algebra

D(€) vom Mengensystem & erzeugtes Dynkin-System

A(X;:i€ ) von den Zufallsvariablen (Abbildungen) X; erzeugte
o-Algebra

(A)yer kanonische Filtration eines stochastischen Prozesses (X;):es

A @ Ay Produkt-o-Algebra der o-Algebren 2(; und 2

E(X|C) bedingte Erwartung von X unter C

B(X|Y,i€l) =EB(X|AY;:iel)
E(X|Y =y)  Faktorisierung der bedingten Erwartung
(

P(A|C) = E(14]C), bedingte Wahrscheinlichkeit

A (eindimensionales) Lebesgue-Maf}

A auf A € B(R) eingeschrinktes Lebesgue-Maf

r Gamma-Funktion

U(n) Gruppe der unitidren n x n-Matrizen auf C*, n € N

SO(n) spezielle orthogonale Gruppe, n € N

BT die zu B transponierte Matrix

L(X,)Y) ={A: X — Y : Aist linear und stetig} fiir normierte
Raume X und Y

L(X) = (X, X)

| Al Operatornorm fiir A € L(X,Y)

X' Dualraum von X

I Identitatsoperator

D(A) Definitionsbereich eines linearen Operators A

UV direkte Summe von U und V



Kapitel 0

Vorbereitungen

In diesem vorbereitenden Kapitel werden zunéchst die Axiomatik einer Hy-
pergruppe bereitgestellt sowie grundlegende Definitionen, Resultate und Zu-
sammenhinge, welche im Folgenden verwendet werden. Von grofler Wich-
tigkeit im Hinblick auf die spéteren Anwendungen ist dabei insbesondere
die funktionalanalytische Betrachtung der Familien von Faltungsoperatoren,
die sich aus speziellen stetigen Faltungshalbgruppen ergeben. Desweiteren
werden die Definitionen und Bezeichnungen fiir gewisse Klassen von Hyper-
gruppen, auf die im Folgenden Bezug genommen wird, angegeben.

Bemerkung 0.1. Fiir einen lokalkompakten (Hausdorff-) Raum K bezeich-
ne M(K) die Menge der Radon-Mafie, M*(K) C M(K) die Menge der be-
schrinkten und MM (K) € M*(K) die Menge der kontrahierenden Radon-
Mafe auf K. Das Suffix + steht dann jeweils fiir die Menge der nichtnegativen
Elemente, und M!(K) sei die Menge der Wahrscheinlichkeitsmafle auf K.

Definition 0.2. Es sei K ein lokalkompakter (Hausdorff-) Raum. (K, %)
heifit Hypergruppe, falls die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

(1) Auf dem Vektorraum (MP(K),+) ist eine weitere bindre Operation *
gegeben, beziiglich derer (MP(K),+, %) eine Algebra ist.

(2) Fiir 2,y € K ist e, x ¢, € M*(K), und supp(e, * €,) ist kompakt.

(3) Die Abbildung (p,v) — pu* v von MY (K) x M*(K) nach M'(K) ist
stetig beziiglich der schwachen Topologie.

(4) Die Abbildung (z,y) + supp(e; * €,) von K x K nach C(K) :={C C
K : C # 0, C kompakt} ist stetig. Dabei ist C(K) mit der Michael-
Topologie versehen, vgl. dazu [42] oder [10], Abschnitt 1.1.

13
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(5) Es existiert ein (eindeutig bestimmtes) neutrales Element e € K, so
dass €, x . = €. x £, = g, fiir alle x € K gilt.

(6) Es existiert eine (eindeutig bestimmte) Involution (d.h. ein Homéomor-
phismus = — 2z~ von K nach K mit der Eigenschaft (z7)~ = « fiir alle
r € K), sodass (e, %e,)” = ¢,- ¢, fiir alle z,y € K erfiillt ist, wobei
1~ das Bildmafl von g unter der Involution bezeichnet.

(7) Fir z,y € K gilt genau dann e € supp(e, *&,), wenn z =y~ .

Die Operation % wird als Faltung bezeichnet. Die Hypergruppe (K, *) heifit
kommutativ, falls (M®(K),+, *) eine kommutative Algebra ist und hermi-
tesch, falls die Involution die Identitét ist.

Zur Vereinfachung der Notation wird im Folgenden fiir eine Hypergruppe
(K, *) einfach das Symbol K verwendet, und fiir n € N wird die n-te Fal-
tungspotenz von p mit u" bezeichnet.

Jede lokalkompakte (Hausdorff-) Gruppe G, wobei M®(G) die von der
Gruppenoperation erzeugte Faltungsstruktur tragt, ist eine Hypergruppe.

Bemerkung 0.3. In den folgenden Kapiteln sei fiir eine Hypergruppe K
stets die Generalvoraussetzung erfiillt, dass K dem zweiten Abzéhlbarkeits-
axiom geniigt, d.h. eine abzidhlbare Basis der Topologie besitzt. Dann ist
(vgl. [2], Satz 31.5) M (K) beziiglich der vagen Topologie metrisierbar und
separabel.

Bemerkung 0.4. Fiir Mafle p,v € M*(K) gilt wegen Eigenschaft (3) in
Definition 0.2

p*y:/K/KEm*syd,u(x)dV(y) (0.1)

(vgl. dazu [35], Abschnitte 2.3 und 2.4).

Die Faltung kann dann, sofern sie existiert, auf naheliegende Weise fiir
Mafle aus M (K) bzw. aus M(K) definiert werden, vgl. dazu z.B. 1.2.38 in
[10].

Definition 0.5. Ein nichttriviales Mal wx € M (K) heiit linkes (bzw.
rechtes) Haarmafl der Hypergruppe K, falls e, xwx = wg (bzw. wi *e, = wi)
fiir alle x € K gilt. wx heit Haarmaf, falls wg linkes und rechtes Haarmafl
der Hypergruppe ist.

Der folgende Satz sichert die Existenz von Haarmaflen fiir bestimmte
Klassen von Hypergruppen.
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Satz 0.6. (a) Auf einer kommutativen Hypergruppe K existiert stets ein
Haarmaf$ wg.

(b) Auf einer kompakten Hypergruppe K existiert stets ein Haarmaf$ wy.

Die Aussage aus (a) geht auf R. Spector zuriick (vgl. [50]), wird aber
auch in [10] bewiesen (Theorem 1.3.15), ebenso wie diejenige aus (b) (Theo-
rem 1.3.28).

Haarmafle sind bis auf multiplikative Vielfache eindeutig bestimmt, da-
her sei im Folgenden das Haarmafl einer kompakten Hypergruppe durch
die Bedingung wg(K) = 1 normiert. wg ist dann idempotent, d.h. es gilt
WK ¥ WK = WK.

Fiir beliebige Hypergruppen ist die Existenz von Haarmaflen weder gesi-
chert noch widerlegt.

Definition 0.7. Es sei K eine Hypergruppe.

(a) (Faltung von Mengen) Fiir Teilmengen A, B C K sei

AxB = J (e + ),

TEA,
yeB

wobel {z} * {y} := supp(e, *¢,) fir z,y € K.
Es gilt: Sind A und B kompakt, so ist auch A x B kompakt.

(b) (Translation von Funktionen) Fiir eine Borel-messbare Funktion f :
K — Cund z,y € K sei

Flawy) = /K fd(es &),

falls das Integral existiert. Dabei muss dieses nicht notwendig endlich
sein.

(¢) (Faltung von Funktionen und Mafen) Fir y € M’ (K) und Borel-
messbares f : K — [0, 00] sind die Faltungen p * f und f % p definiert
durch

(i )a) = /K Fy™ *x) du(y),
(f*w)(a) = /K f(a vy du(y)
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fiir z € K. Entsprechende Definitionen lassen sich fiir 4 € M*(K) und
messbares f : K — C treffen, sofern die Integrale definiert sind.

In den Punkten von K, in denen |u|*|f| endlich ist, ist p* f definiert,
und es gilt [px f| < |pl = |f].

(d) (Faltung von Funktionen) Existiert ein linkes Haarmafl wx auf K, so
ist fiir messbare Funktionen f,g : K — [0,00], von denen zumindest
eine o-endlich ist, d.h. einen o-endlichen Tréger besitzt, die Faltung
f * g definiert durch

(fx9)(x) = /K flx*y)gly™) dwk(y)

fiir x € K. Auch hier ist die Definition fiir messbare Funktionen f, g :
K — C moglich, falls das Integral definiert ist. In den Punkten von K,
in denen |f|*|g| endlich ist, ist f*g definiert, und es gilt | fxg| < |f|*|g].

Fir p € M*(K) ist dann der Faltungsoperator R, : f — pux [ ein
beschriankter Operator auf den Banachriumen LP(K) = LP(K,wk) fir p >
1 (sofern ein linkes Haarmafl wy auf der Hypergruppe existiert) und auf

(Co(K), [[-ll):
Proposition 0.8. Es ser K eine Hypergruppe.

(a) Fiir f € Co(K) und pp € Mb(K) ist p* f € Co(K), und es gilt
1% Flloo < lllll flloo-

(b) Eristiert auf K ein linkes Haarmafs, so ist fiir u € M°(K) und f €
IP(K) 1<p<oo)pux*xfell(K), und es gilt

i fllp < Nl []p-

Bewiesen werden diese Eigenschaften in [10], Proposition 1.2.16 und Lem-
ma 1.4.6.

Definition 0.9. Eine abgeschlossene nichtleere Teilmenge H einer Hyper-
gruppe K heilit Unterhypergruppe von K, falls H- = H und Hx H C H
gelten.

Die Definition liefert unmittelbar, dass stets e € H gilt. Mafle pu,v €
MP(H) kénnen als Elemente von M°(K) aufgefasst werden, und da H ab-
geschlossen unter der Faltung ist, kann dann p * v als Mafl auf M°(H) be-
trachtet werden. Somit ist H mit dieser Operation selbst eine Hypergruppe
mit demselben neutralen Element und derselben Involution wie K.
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Definition 0.10. Es sei K eine Hypergruppe. Fiir jede nichtleere Teilmenge
A von K ist dann

[A] :=n{H : A C H, H Unterhypergruppe von K}
die kleinste Unterhypergruppe von K, die A enthélt.
Definition 0.11. Es sei H eine Unterhypergruppe einer Hypergruppe K.

(a) Die Mengen {z} * H fir x € K werden als (Links-) Nebenklassen von
H bezeichnet.

(b) H heifit normal, falls {z} * H = H * {z} fiir alle x € K gilt.

(¢) H heiBBt supernormal, falls {z~} « H « {z} C H fiir alle z € K erfiillt
ist.

Eine wichtige Rolle nehmen in dieser Arbeit {e}- bzw. allgemeiner H-
stetige Faltungshalbgruppen ein:

Definition 0.12. Sei K eine Hypergruppe. Eine Familie (y4)i~0 C MS:)(K)
von Sub-Wahrscheinlichkeitsmaflen auf K heifit Faltungshalbgruppe, falls

s * fy = gy fiir alle s, ¢ > 0

erfiillt ist. Existiert zudem p := limy o g+ in der schwachen Topologie, so
gilt po * py = py * o = py fiir alle ¢ > 0, und es ist pg = wy, wobei H eine
kompakte Unterhypergruppe von K ist. In diesem Fall heifit (p)i>0 (H-)
stetige Faltungshalbgruppe.

Bemerkung 0.13. Ist ()0 eine stetige Faltungshalbgruppe in MS:)(K )
im Sinne der obigen Definition, so ist die Abbildung R, > ¢ +— pu; stetig
beziiglich der schwachen Topologie in MS:)(K ).

Bemerkung 0.14. Ist im Weiteren fiir eine Folge (tn)nen € M8 (K) und
p € M:(K) die Art der Konvergenz lim,, .« f1, = p nicht angegeben, so ist
stets Konvergenz in der schwachen Topologie gemeint.

Proposition 0.15. Es sei K eine Hypergruppe und (fi)i>o eine {e}-stetige
Faltungshalbgruppe in MS:)(K).

(a) Setzt man firt > 0 1T, :== R,,, wobei R, : Co(K) — Co(K) den
Faltungsoperator f — R, f = p* f bezeichne (vgl. Proposition 0.8(a)),
so0 ist (Tt)i>0 C L(Co(K)) eine Kontraktionshalbgruppe der Klasse (Cp)
im Sinne der Definition aus [55] (vgl. Definition 1 in IX, Abschnitt 1),
d.h. es gelten
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(1) TSTy = Tsyy fiir alle s, t > 0;

(2) TO = I;'

(3) tlir? Tif =Ty, f fiir jedes to > 0 und jedes f € Co(K);
—to

(4) IT)| <1 fiir alle t > 0.

(b) Emistiert auf K ein linkes Haarmaf und ist fir t > 0 T, = R, :
L*(K) — L*(K) der Faltungsoperator auf L*(K), so ist (T})>o eine
Kontraktionshalbgruppe der Klasse (Cy) auf dem Banachraum L*(K).

Beweis. (1) folgt wegen p* (v f) = (u=*v) * f, (2) ist klar, da uo = e,
und (4) ergibt sich aus Proposition 0.8. Bemerkung 0.13 und Proposition
1.2.16(iv) bzw. Lemma 1.4.6 in [10] implizieren (3). O

Die Aussage aus Proposition 0.15(b) gilt auch fiir LP(K) mit 1 < p < 0.
Da spiiter mit Faltungsoperatoren auf dem Hilbertraum L?(K) gearbeitet
wird, ist sie hier nur fiir p = 2 formuliert.

Der infinitesimale Generator von (R, ):>o ist dann wie folgt definiert:

Definition 0.16. Fiir eine Kontraktionshalbgruppe (7}):>o der Klasse (Cj)
auf einem Banachraum B, d.h. nach Proposition 0.15 insbesondere fiir die
zu einer {e}-stetigen Faltungshalbgruppe ()0 C MS:)(K ) gehorigen Fal-
tungsoperatoren, also T; = R,,, fiir t > 0, ist der infinitesimale Generator A
definiert durch
— T; -1
Af = }ll{r%)h (Tn, — 1) f

fiir
feDA) ={feB: }lliir(l)hfl(Th — I)f existiert in B}

(wobei hier B = Cy(K) oder B = L*(K)).

Es gilt dann (vgl. dazu [55], Kapitel IX, Theorem 1 in Abschnitt 3 und
Theorem 1 in Abschnitt 4):

Satz 0.17. (a) D(A) ist dicht in B.

(b) Ist a« > 0, so besitzt der Operator (al — A) eine Inverse R(a, A) =
(al — A)™' € L(B), und es gilt

R(a, A)f = /OOO e T, fdt firfeB (0.2)

(Integraldarstellung der Resolventen).
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Bemerkung 0.18. Das Integral in (0.2) ist ein uneigentliches Riemann-
Integral. Fiir die Definition des Integrals [ S(¢)dt einer Operator-wertigen
Funktion S(t) einer reellen Variablen ¢ sei verwiesen auf [36], Kapitel III,
Abschnitt 3.1. Entscheidend ist hier die starke Stetigkeit, d.h. Eigenschaft
(3) in Proposition 0.15, die es ermoglicht, das Integral fiir jedes f € B zu
definieren.

Ist K eine kommutative Hypergruppe, so steht als Instrument die Fou-
riertransformation zur Verfiigung, iiber die es moglich ist, die schwache Kon-
vergenz von Wahrscheinlichkeitsmaflen zu beschreiben.

Definition 0.19. Es sei K eine kommutative Hypergruppe. Eine stetige
Funktion x : K — C heifit multiplikativ, falls

(1) x(e) =1 und

(2) x(x*xy) = x(z)x(y) fir alle z,y € K

erfiillt sind. Gilt zudem x(z~) = x(z) fiir alle z € K, so heifit y ein Semicha-
rakter. Ein beschrinkter Semicharakter wird als Charakter bezeichnet. Der
Dual K von K ist dann der Raum der Charaktere, der mit der Topologie
der gleichméfligen Konvergenz auf kompakten Teilmengen ein lokalkompak-
ter (Hausdorff-) Raum ist.

Definition 0.20. Es sei K eine kommutative Hypergruppe (mit Haarmaf
WK).

(a) Fiir p € MY(K) ist die Fouriertransformierte i : K — C definiert
durch

fu(x) :Z/xdu, x € K.
K

Die Abbildung p — ji von M?(K) nach C*(K) wird als Fouriertrans-
formation (von K) bezeichnet.

(b) Die Fouriertransformierte einer Funktion f € L'(K) ist durch

F00) = (fuor) () = /K Frdor, xe€KR,

definiert.

Satz 0.21 (Levitan-Plancherel). Es sei K eine kommutative Hypergruppe.
Dann existiert ein eindeutig bestimmtes Mafl i € M (K), so dass

J e = [ 17 dm
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fiir alle f € LY(K) N L3*(K) gilt. mg wird Plancherel-Maf der Hypergruppe
genannt.

Fiir den Beweis des Satzes sei auf [35], Theorem 7.31, oder [10], Theorem
2.2.13, verwiesen. Im Gegensatz zum Fall abelscher lokalkompakter Gruppen
stimmt der Trager des Plancherel-Mafles im Allgemeinen nicht mit dem Dual
K von K iiberein.

Die Fouriertransformation kann wie folgt stetig auf L?(K') fortgesetzt wer-
den, vgl. dazu Theorem 2.2.22 in [10]. Dabei ist wieder K eine kommutative

Hypergruppe.

Definition und Satz 0.22. Fiir f € LQ(K ) ist die Fouriertransformierte
f € L2(K) definiert durch f := lim, . f, in L2(K), wobei (fn)nen € Co(K)
mit f = lim, . f, in L?(K). Die Fouriertransformation ist dann wohldefi-
niert auf L?(K), und es gilt

/ P dwkc = / P
K K
fiir alle f € L*(K).

Definition 0.23. Es sei K eine kommutative Hypergruppe.

(a) Die inverse Fouriertransformierte & eines MaBes o € MP(K) ist defi-
niert durch

g(x) = /Kx(x) do(y) fir alle x € K.

(b) Fiir eine Funktion f € LY(K) = L'(K,7g) ist die inverse Fourier-
transformierte definiert durch

flx) = (frg)” / FOO)x(x)drg(yx) firalle z € K.

Die inverse Fouriertransformation kann zu einer Isometrie zwischen LQ(K )
und L?(K) fortgesetzt werden, vgl. [10], Theorem 2.2.34.

Definition und Satz 0.24. Es sei K eine kommutative Hypergruppe. Fiir
fe L2(K) ist die inverse Fouriertransformierte f € L?(K) gegeben durch
f= lim,, o0 fn in L?(K), wobei die Folge (f,)nen in C’C(_f() f=1lim, o fn
in LQ(K ) erfiillt. Die inverse Fouriertransformation ist dann wohldefiniert auf

L2(K), und es gilt
[ 1o = [ 152 am
K K

fiir alle f € L3(K).
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Somit ist die Fouriertransformation A ein isometrischer Isomorphismus
von L?*(K) nach L*(K), und die inverse Fouriertransformation V ist ein iso-
metrischer Isomorphismus von L?*(K) nach L?(K). Es gilt At = V.

Fiir die Fouriertransformation besitzt ein Eindeutigkeitssatz Giiltigkeit,
vgl. Theorem 2.2.24 in [10]:

Satz 0.25. Es seien K eine kommutative Hypergruppe und p,v € MP(K)
mat ﬂ‘gupp(ﬂ-}() = ﬁ|5upp(ﬂ-K) Dann fOlgt n="v.

Zwischen der Konvergenz einer Folge von positiven beschrankten Mafien
und der der zugehorigen Fouriertransformierten besteht der folgende Zusam-
menhang, vgl. [10], Theoreme 4.2.2 und 4.2.11:

Satz 0.26. FEs sei K eine kommutative Hypergruppe.

(a) Ist (pn)nen eine Folge in MO (K) und p € M5(K), so konvergiert

(tn)nen genau dann gegen p, wenn (fin)nen gegen fi gleichmifig auf
kompakten Teilmengen von K konvergiert.

(b) Es sei (jn)nen eine Folge in ME(K) mit sup,cy pin(K) < 00, und
(fin)nen konvergiere punktweise auf supp(mg) gegen eine Funktion f
auf K. Dann existiert ein eindeutig bestimmtes Maf pu € M(K) mit
f = ii mx-lokal fast diberall, und (i, )nen konvergiert vag gegen p. Ist
dariberhinaus 15 € supp(m) und f stetig im Einheitscharakter 1k, so
gilt i = f, und die Folge (p,)nen konvergiert schwach gegen .

Definition 0.27. Eine kommutative Hypergruppe K heif3t Godement-Hyper-
gruppe, falls der Einheitscharakter 1x im Tréger des Plancherel-Mafles gele-
gen ist.

Fiir {e}-stetige Faltungshalbgruppen (f;):>0 auf einer kommutativen Hy-
pergruppe gilt die Schoenberg-Beziehung (vgl. [10], Theorem 5.2.15). Zu ih-
rer Formulierung wird die folgende Definition (vgl. ebenfalls [10], Definition
4.4.18/4.4.19) benétigt.

Definition 0.28. Es sei K eine kommutative Hypergruppe und f : K —C
stetig.

(a) f heiit stark negativ definit, falls f(1x) > 0 gilt sowie exp(—tf) fiir
jedes t > 0 stark positiv definit ist. Dabei heiBt eine Funktion g : K — C
stark positiv definit, falls ein u € M’ (K) existiert, so dass i = g.
SN (f( ) bezeichne die Menge der stark negativ definiten Funktionen
auf K.
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(b) f heiBt T-schwach negativ definit, f € N:(Fw)(f(), falls f(1x) > 0 und
f(x) = f(y) fir alle x € K erfiillt sind sowie Jz fdo < 0 fiir alle
ceT :={0e M(K):0=ce, +gngmit c € C,g € C.(K)} mit
g >0 und g(e) =0 gilt.

Satz 0.29 (Schoenberg-Beziehung). FEs sei K eine kommutative Hyper-
gruppe.
(a) Zu jeder {e}-stetigen Faltungshalbgruppe ()0 C MSP(K) existiert
e

eine eindeutig bestimmte Funktion f € SN(K) mit i, = exp(—tf) fir
alle t > 0.

(b) Zu jeder Funktion f € N}w)(f() existiert eine eindeutig bestimmte
{e}-stetige Faltungshalbgruppe (pt)i>o in MS:)(K) mit [l suppirx) =
exp(—tf)supp(ri) und fiy(1x) < exp(—tf(1x)) fiir alle t > 0.

Abschlieflend in diesem Kapitel werden nun, wie angekiindigt, die Defini-
tionen bestimmter Klassen von Hypergruppen sowie die verwendeten Nota-
tionen angegeben. Es sind dies im Einzelnen Doppelnebenklassen-, Orbital-
und Sturm-Liouville-Hypergruppen.

Definition und Bezeichnungen 0.30 (Doppelnebenklassen-Hyper-
gruppen). (vgl. [35], Abschnitt 14, oder [10], 1.5.13-1.5.20)

Es sei K eine Hypergruppe und H C K eine kompakte Unterhypergruppe
mit Haarma wy € M'(H). Die Doppelnebenklassen von H sind dann die
Mengen H * {z} * H, wobei « € K. Zur Vereinfachung der Notation werden
diese mit HxH bezeichnet.

K//H :={HzH :z € K}

sei die Menge der Doppelnebenklassen. K//H ist dann eine Zerlegung von
K in kompakte Teilmengen, insbesondere gilt K//H C C(K). K//H trage
die Quotiententopologie beziiglich der kanonischen Projektion

7T/H:K — K//H
r — HxH.

Diese stimmt mit der durch die Michael-Topologie auf C(K') (vgl. Definition
0.2(4)) induzierten relativen Topologie iiberein, und versehen mit dieser To-
pologie ist K{//H ein lokalkompakter (Hausdorff-) Raum. Die Abbildung 7%,
kann zu einer Abbildung

wy MU(K) — MU(K//H)
po— (e
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erweitert werden, wobei 77, (1) das Bildmaf3 von g unter der kanonischen Pro-
jektion ist. Schrankt man 7 auf den Raum der H-invarianten beschréankten
Mafle auf K

MU(K) = {p € MO(K) : wy * pxwy = pu}

ein und bezeichnet diese eingeschrinkte Abbildung mit 7y, so ist gy bijek-
tiv. Die Inverse von my ist die eindeutig bestimmte positiv-stetige lineare
Abbildung (vgl. die Definition in 2.3 in [35]) 7} : M*(K//H) — M (K),
die 7} (egen) = wy * €, * wy fiir jedes x € K erfiillt. Durch

v = mr (g (0) ()

fiir p,v € MP(K//H) ist dann eine Faltungsstruktur auf M°(K//H) de-
finiert, beziiglich derer 7y und 7}, Homomorphismen sind. Mit dieser Fal-
tung ist K//H eine Hypergruppe mit neutralem Element H und der durch
(HxH)~ = Hx™ H fiir x € K gegebenen Involution.

Die Abbildungen 7y und 7j; sind stetig.

Definition und Bezeichnungen 0.31 (Orbital-Hypergruppen). Es sei
G eine lokalkompakte (Hausdorff-) Gruppe, Aut(G) die mit der Topologie aus
Definition 26.3 in [30] versehene Gruppe der (topologischen) Automorphis-
men von G und H C Aut(G) eine kompakte Untergruppe mit normiertem
Haarma$l wy. Mit Theorem 1.1.11 in [10] oder Theorem 8.3A in [35] folgt,
dass der Raum

GH = {2 .2 € G},

wobei fiir x € G
e? ={2" he H} ={a(z) : a € H}

den Orbit von z unter H bezeichnet, eine Hypergruppe ist mit der durch

EgH * EyH 1= / E(a(z)y)H de<CL) :/ € (zb(y))H du)H(b)
H H

fir 7, y" € G gegebenen Faltung. G ist dabei eine Zerlegung von G
in kompakte Teilmengen, und Quotiententopologie und relative Topologie
beziiglich der Michael-Topologie auf C(G) stimmen iiberein. Mit dieser To-
pologie ist G ein lokalkompakter (Hausdorff-) Raum. Neutrales Element der
Hypergruppe ist e = {e}, und die Involution ist gegeben durch (z%)~ =
(z~H)H fiir z € G.
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Bemerkung 0.32. (a) Eine spezielle Klasse von Doppelnebenklassen-Hy-
pergruppen K//H sind diejenigen, fiir welche K = G eine lokalkom-
pakte (Hausdorff-) Gruppe und H eine kompakte Untergruppe von GG
ist. Nach Theorem 8.3B in [35] ist jede Orbital-Hypergruppe isomorph
zu einer solchen Doppelnebenklassen-Hypergruppe.

(b) In [10] (vgl. die Theorem 8.1.31 vorangehende Definition sowie Beispiel
B1 im Anhang) wird bei der Definition von Orbital-Hypergruppen G?
zusatzlich gefordert, dass die inneren Automorphismen von G in H
enthalten sind, wéhrend hier auf diese Bedingung verzichtet wird.

Bemerkung 0.33. Im Folgenden besitze ein beliebiger lokalkompakter Raum
stets die Hausdorff-Eigenschaft.

Definition und Bezeichnungen 0.34 (Sturm-Liouville-Hypergrup-
pen). (vgl. z.B. [59], Abschnitte 2,3 und 4, oder [10], Abschnitt 3.5)

(1) Essei A : Ry — R eine Sturm-Liouville- Funktion, d.h. es gelten A €
C(Ry), A(z) > 0 fiir alle z > 0 sowie A € C'(R}). Fiir A seien die
Bedingungen (SL1) und (SL2) wie folgt definiert:

(SL1) Es ist entweder (SLla) oder (SL1b) erfiillt, wobei
(SLla) (Singularitdt in 0) Es ist A(0) = 0, und der Quotient A'/A
besitzt in einer Umgebung U von 0 € R, die Darstellung
A'(x)
A(z)
mit ag > 0 und oy € C°(R) mit der Eigenschaft aq(—z) =
—aq(x) fir alle x € R.
(SL1b) (Regularitiit in 0) Es ist A(0) > 0 und A € C*(R,).
(SL2) Es existiert eine Funktion 8 € C*(R,) mit B(0) > 0, so dass 4 —

nichtnegativ und monoton fallend auf R* und ¢ := 13— 1324+ 4.
monoton fallend auf R ist.

:%—I—al(az) fir0#zeU

(2) Fiir eine Sturm-Liouville-Funktion A wird der zugehérige Sturm-Liou-
ville-Operator L4 erklart durch

/

1 A
Laf = —(AfY = =" = 1" fin f € CP(RY).
Der Differentialoperator [ auf C?(]0, co[?) ist definiert durch

ul(2,y) == (La)eu(z,y) = (La)yu(z,y)

fiir z,y > 0 und u € C?(]0, oo[?), wobei die Indizes z und y am Operator
die Variable bezeichnen, auf die der Operator wirkt.
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(3) Eine Hypergruppe (Ry,x*) wird als Sturm-Liouville-Hypergruppe be-
zeichnet, falls eine Sturm-Liouville-Funktion A existiert, so dass fiir
jede reellwertige Funktion f auf R, die die Einschrinkung einer gera-
den C*°-Funktion von R auf R, ist, die Funktion uy, definiert durch

up(z,y) = s fd(ey xey) fiir z,y € Ry,
+

zweimal differenzierbar ist und die partielle Differentialgleichung
llugl =0, (uf)y(z,0) =0 fiir alle z € R

erfiillt. Dabei bezeichnet der Index y die partielle Ableitung von wuy
nach der Variablen y.

(4) Nach Theorem 3.11 in [59] oder Theorem 3.5.45 in [10] existiert zu ge-
gebener Sturm-Liouville-Funktion A mit den Eigenschaften (SL1) und
(SL2) eine geméB (3) zu A gehorige Sturm-Liouville-Hypergruppe. Im
Folgenden geniige daher fiir eine Sturm-Liouville-Hypergruppe die zu-

gehorige Sturm-Liouville-Funktion stets den Bedingungen (SL1) und
(SL2).

Eigenschaften 0.35 (von Sturm-Liouville-Hypergruppen). Sei (R, )
eine Sturm-Liouville-Hypergruppe mit Sturm-Liouville-Funktion A.

a) Das neutrale Element ist 0.

(a)

(b) Die Hypergruppe ist hermitesch.

(c) Das MaB mit Dichte A beziiglich A\g, ist Haarmafl der Hypergruppe.
)

(d) Es existiert
A
=1
7T RN 2A()

v wird als Index der Sturm-Liouville-Hypergruppe bezeichnet.

> 0.

(e) Eine stetige Funktion ¢ : R, — C ist genau dann multiplikativ, wenn
sie das Anfangswertproblem

Lap=rd, ¢(0)=1 und ¢'(0)=0 fiireinreC

16st.
Eine multiplikative Funktion ist genau dann reellwertig und beschrankt,
also ein Charakter der Hypergruppe, wenn der zugehorige Eigenwert r
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des Sturm-Liouville-Operators ein Element von R ist. Wird der Dual
R, durch )
Ry =Ry Ui[0,9]

parametrisiert, so sind die Charaktere ¢, genau die Losungen des An-
fangswertproblems

Lagr=(N+79)gr, or(0)=1 und ¢,(0) =0

fiir A € RJr. Im Folgenden wird also der Dual der Hypergruppe R,
mit der Teilmenge Ry U[0,~] C C identifiziert. Insbesondere ist dann
fiir p € M®(R,) die Fouriertransformierte fi fiir A € R, definiert, d.h.

A(A) = i(dx) = Jp, &xdp.

Bewiesen werden diese Eigenschaften z.B. in [56] und [10]. Spezielle Sturm-
Liouville-Hypergruppen sind Bessel-Kingman-Hypergruppen:

Definition und Bezeichnungen 0.36. Ist o > —%, so heifit die zur Sturm-

Liouville-Funktion
A(z) = 2*t 2 eRy,

gehorige Sturm-Liouville-Hypergruppe (Ry, *) (= (R4, *,)) Bessel-Kingman-
Hypergruppe mit Parameter a. Es gilt v = 0 und somit R, = R, wobei fiir
A € R, der Charakter ¢, von der Gestalt

on(z) =AAx), xRy,

mit der modifizierten Besselfunktion A : R, — R,

i

o0 —1)* x o .
A(z) = 2°D(a+ )27 ) )7, W_’l_)a_i_l) (Z)2Fe fir x > 0
1 firx =0

ist.

Speziell gilt dann fir die Homothetie H. : Ry 3 2 — cz (¢ > 0) und ein
Wahrscheinlichkeitsmaf$l u € M (R )

(He(m)"(A) = ¢a(cr) dp(z)

R4

A Pex () dpa()

= i),



Kapitel 1

Zuwachsprozesse auf
Hypergruppen

Es werden hier zunéchst Irrfahrten auf einer Hypergruppe K eingefiihrt, die
sich aus Folgen (Xj),;>1 von unabhéngigen, identisch verteilten K-wertigen
Zufallsvariablen ergeben. Desweiteren werden stationdre Zuwachsprozesse
(Xt)t>0 mit Zustandsraum K definiert und ihr Zusammenhang mit steti-
gen Faltungshalbgruppen beschrieben. Dabei spielen diejenigen Prozesse eine
zentrale Rolle, welche cadlag-Pfade besitzen. Diese Vorbereitungen erweisen
sich als notwendig, um in Kapitel 3 den Transfersatz von Gnedenko im wahr-
scheinlichkeitstheoretischen Modell zu formulieren.

In beiden Fillen ergibt sich dabei zunéchst das Problem, dass keine deter-
ministische punktweise Operation in der Hypergruppe K gegeben ist, die es
im ersten Fall erlauben wiirde, eine Summe X + Y von zwei unabhéngigen
K-wertigen Zufallsvariablen X und Y direkt zu definieren. Ebenso ist unklar,
was im zweiten Fall unter einem Zuwachs X; — X fiir s < t zu verstehen ist.
Die folgende Definition eines Zuwachsprozesses (allgemein mit total geord-
neter Parametermenge 1) verallgemeinert die Definition eines Prozesses mit
unabhéngigen Zuwéchsen.

Definition 1.1. Sei I # () eine total geordnete Menge. (X;);c; sei ein sto-
chastischer Prozess auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (£2,2(, P) mit Werten
in einer Hypergruppe K. (AY);cr sei die kanonische Filtration von (Xj)ser.
(X¢)ier heilt Zuwachsprozess, falls Folgendes gilt:

Zu jedem Paar s,t € [ mit s < ¢ existiert ein Wahrscheinlichkeitsmaf
nst € MYK), so dass

P{X; € A|A°} = (n,s xex,)(A) P-s.

fiir alle Mengen A € B(K) erfiillt ist.

27
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Ist I =Z, oder I =R, so heifit ein Zuwachsprozess (X;);e; stationdr, falls
Nst = Not—s fir alle s, € I mit s < ¢ gilt.

Es ist unmittelbar ersichtlich, dass Zuwachsprozesse (X;);c; die elemen-
tare Markov-Eigenschaft besitzen, d.h. es gilt

P{X, € A|A°} = P{X, € A| X,} P-fs.

fiir jedes Paar s,t € I mit s <t und jede Menge A € B(K).

1.1 Irrfahrten auf Hypergruppen in diskreter
Zeit

Wie zuvor bereits erwihnt, kann also aus der Definition einer Hypergruppe
heraus die Summe X + Y zweier unabhéngiger Zufallsvariablen nicht direkt
definiert werden. Uber den Begriff der Konkretisierung einer Hypergruppe
ist es jedoch moglich, eine Summe von K-wertigen Zufallsvariablen X und Y
so festzulegen, dass sie im Falle der Unabhéngigkeit die Verteilung Py * Py
besitzt. Die Konstruktion einer solchen Summe, die nun kurz beschrieben
wird, geht auf Hm. Zeuner zuriick und wird in den Arbeiten [57], [58] und
[59] durchgefiihrt. Nachzuvollziehen ist sie jedoch auch in [10], Abschnitt 7.1.

Definition 1.2. K sei eine Hypergruppe, p ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf
einem kompakten Raum M, und ¢ : K x K x M — K sei Borel-messbar.
Das Tripel (M, p, ®) heiit Konkretisierung von K, falls

(@, y,-) € A} = (e % 5y)(A)
fir alle z,y € K und A € B(K).

Beispiele fiir Konkretisierungen von Hypergruppen finden sich in [57] und
[10], Abschnitt 7.1.

Der folgende Satz sichert die Existenz von Konkretisierungen fiir Hyper-
gruppen, die das zweite Abzédhlbarkeitsaxiom erfiillen, was in dieser Arbeit
nach der Generalvoraussetzung stets gegeben sein soll.

Satz 1.3. Sei K eine Hypergruppe. Dann ezistiert eine messbare Abbildung
¢ K x K x|[0,1] = K, so dass ([0,1], \o,1, ®) eine Konkretisierung von K
15t.

Bewiesen wird diese Aussage in Arbeiten von Hm. Zeuner ([57], [58] und
[59]) oder in [10], Theorem 7.1.3.
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Definition 1.4. Sei K eine Hypergruppe, (£2,2, P) ein Wahrscheinlichkeits-
raum und (M, p, @) eine Konkretisierung von K. X und Y seien K-wertige
Zufallsvariablen, A sei eine M-wertige Zufallsvariable auf (2,2, P). A sei
unabhéngig von (X,Y), und es gelte P, = p. Dann wird die randomisierte
Summe von X und Y definiert durch

A
X FY :=dX,Y,A).

A
X + Y ist dann eine K-wertige Zufallsvariable auf (2,2, P), und im Falle
der Unabhéngigkeit gilt der folgende Zusammenhang.

Proposition 1.5. In der Situation von Definition 1.4 seien X, Y und A
unabhdngig. Dann gilt

PA :Px*Py.
X+Y

Fiir den Beweis sei verwiesen auf [57] und [10], Proposition 7.1.6.

Bemerkung 1.6. (a) Eine Konkretisierung ist nicht eindeutig bestimmt

A
durch die Hypergruppe, und somit ist die randomisierte Summe X + Y
abhéngig von der speziellen Wahl der zugrunde liegenden Konkretisie-
rung von K.

A
(b) Die gemeinsame Verteilung von X,Y und X + Y ist unabhéingig von
der Wahl der Konkretisierung.
(Dies wird in [57] und [10], Proposition 7.1.8, bewiesen.)

(c) Die Bildung randomisierter Summen ist im Allgemeinen nicht assozia-
tiv, obwohl die Faltung von Verteilungen dies ist.

Zu Irrfahrten gelangt man nun, indem man die Definition randomisier-
ter Summen rekursiv auf Folgen (X;);>1 von Zufallsvariablen und (Hilfs-)
Zufallsvariablen (A;);>q erweitert.

Definition 1.7. (X);>; sei eine Folge von K-wertigen Zufallsvariablen und
(A;)j>1 eine Folge von M-wertigen Zufallsvariablen auf (€2,2(, P) mit Py, = u
fir j > 1. X1, Ay, Xo, Ay, ... seien unabhéngig. Dann werden die randomi-
sierten Summen S,, := Z?Zl A X, n >0, rekursiv definiert durch

0

ZAXj = e,

j=1

n n—1

doax; = anCZAXj n>1.

j=1 j=1
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Korollar 1.8. In der Situation von Definition 1.7 ist (S,)n>0 eine (im All-
gemeinen nicht homogene) Markov-Kette mit zugehoriger Folge (Ny)n>1 von
Ubergangskernen auf (K, B(K)), wobei

No(x,A) = (Px, *e;)(A)
P{S, € A|S,_1 =}

fir Ps, | -fast allex € K, A€ B(K) undn > 1.

Definition 1.9. Sind in der Situation von Definition 1.7 die Zufallsvariablen
(X;);j>1 identisch verteilt, so bezeichnet man (.S,,),>0 als eine Irrfahrt auf der
Hypergruppe K.

Irrfahrten auf Hypergruppen sind dann stationédre Zuwachsprozesse im
Sinne der Definition 1.1:

Korollar 1.10. Jede Irrfahrt (Sy,)n>0 auf einer Hypergruppe K ist ein sta-
tiondrer Zuwachsprozess mit Ny, , = V"~ fir alle m,n € Z; mit m < n,
wobei v := Py, .

1.2 Lévy-Prozesse auf Hypergruppen

In diesem Abschnitt werden ausgehend von ({e}-) stetigen Faltungshalbgrup-
pen in M!(K) Lévy-Prozesse auf Hypergruppen konstruiert. In Analogie zum
Vektorraum- bzw. Gruppenfall sei dabei ein Lévy-Prozess definiert als sta-
tiondrer Zuwachsprozess (geméafi Definition 1.1) mit X, = e fast sicher und
cadlag-Pfaden. Es ist klar, dass bei gegebener stetiger Faltungshalbgruppe
(ft)¢>0 der zu den Ubergangskernen

K xB(K) > (z,A) — Pz, A) := (s xe.)(A), t>0, (1.1)

konstruierte kanonische Prozess (X;);>o mit Start in e ein stationdrer Zu-
wachsprozess ist mit Py, = p; fiir alle t > 0:

Proposition 1.11. Es sei K eine Hypergruppe und (pi:)i>o eine {e}-stetige
Faltungshalbgruppe in M (K). Dann existiert ein K -wertiger stationdrer Zu-
wachsprozess (Xi)i>0 mit Px, = p; fir alle t > 0.

Beweis. Es sei an die Konstruktion des Prozesses erinnert (vgl. dazu z.B.
[1], Abschnitte 35, 36 und 42, oder [32], Abschnitte 2, 3 und 6): Aus den
Eigenschaften der Faltung folgt, dass (P;)¢>0, wobei P, definiert sei wie in
(1.1), eine normale (d.h. Py ist der Einheitskern) Markovsche Halbgruppe
von Kernen auf (K, B(K)) ist. Diese sowie die Startverteilung e, fithren in
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natiirlicher Weise zu einer projektiven Familie von Wahrscheinlichkeitsmaflen
tiber (K,B(K)). Mit dem Konsistenzsatz von Kolmogorov folgt dann die
Existenz eines (kanonischen) Prozesses (X});>0 mit Zustandsraum (K, B(K))
derart, dass die projektive Familie die Familie seiner endlich-dimensionalen
Verteilungen ist. Weiter gilt

P{X, € A|A%) = P_,(X,, A) = (ju_s % £x.)(A) P-fs.

fiir beliebige A € B(K) und s,t € R, mit s < ¢, wobei wieder (2?);>, die
kanonische Filtration des Prozesses bezeichnet. Daher ist (X;);>o ein stati-
onérer Zuwachsprozess im Sinne von Definition 1.1 (mit 75 = f1;—s). Aus der
Konstruktion erhélt man Py, = p; fiir alle ¢ > 0. O

Bemerkung. Auch hier wird die Eigenschaft benttigt, dass die Hypergruppe
das zweite Abzahlbarkeitsaxiom erfiillt.

Um zu beweisen, dass sogar stets ein stationdrer Zuwachsprozess mit
cadlag-Pfaden existiert, werden Resultate aus [32] verwendet. Ist (1)i>o0
eine {e}-stetige Faltungshalbgruppe in M!'(K) und setzt man fiir t > 0
T; == R,-, wobei R, - den Faltungsoperator von 4, € MY (K) auf Cy(K)
bezeichne, d.h. Ty f = u; * f fir f € Co(K) (vgl. Proposition 0.8), so ist
zunéchst (73);>0 eine Fellersche Halbgruppe im Sinne der Definition aus [32]
(vgl. S. 26):

Lemma 1.12. Es sei K eine Hypergruppe und (p)e>o eine {e}-stetige Fal-
tungshalbgruppe in M'(K). Dann ist (T})i>0 € L(Co(K)), definiert wie oben,
eine Fellersche Halbgruppe, d.h. es gelten:

(T3)t>0 ist eine Halbgruppe positiver kontrahierender Operatoren mit Ty = I
und der Figenschaft

lin 172 = flloe =0 fiir alle f € Co(F).

Beweis. (uy )i>o ist eine {e}-stetige Faltungshalbgruppe, daher ergeben sich
die Eigenschaften unmittelbar aus Proposition 0.15. O

Mit Lemma 1.12 folgt nun aus Satz 10.5 in [32] die Existenz eines Markov-
Prozesses mit cadlag-Pfaden, dessen Ubergangsfunktion die Fellersche Halb-
gruppe (7)o fortsetzt.

Satz 1.13. Es sei K eine Hypergruppe und (u)i>o eine {e}-stetige Faltungs-
halbgruppe in MY (K). Dann ezistiert ein stationdrer Zuwachsprozess (X;)¢>o
mit cadlag-Pfaden mit Px, = p fir alle t > 0.
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Beweis. Es sei (1})i>0 die gemafl Lemma 1.12 zu (u)¢>0 gehorige Fellersche
Halbgruppe. Fiir ¢ > 0 gilt dann || 73| = 1, da u; ein Wahrscheinlichkeitsmafl
ist. Denn wire ||T;|| < 1, d.h.

115 * flloo < M[f]loo fiir alle f € Co(K)

mit M := ||T3|| < 1, so erhielte man wegen

‘/fdut

fir alle f € Co(K) mit || f]|leo < 1 einen Widerspruch zu ||| = 1.
Nach Satz 10.5 in [32] (im Falle der Kompaktheit von K wende man Satz
10.1 an) existiert ein Huntscher Prozess (vgl. dazu die Definition in Abschnitt
10 in [32]), dessen Ubergangsfunktion die Fellersche Halbgruppe (7})y>o fort-
setzt. D.h. insbesondere:

Es existieren K-wertige Zufallsvariablen (X};);>o auf einem Messraum (€2, 2()
sowie Wahrscheinlichkeitsmafle (P%),cx auf (€2,2), so dass die universelle

Markov-Figenschaft

= (1 * £ < Mg flloo <M

P X, € AU} = P{X, € A} P*fs.

fir alle s,t € Ry, x € K und A € B(K) erfiillt ist. Dabei besitzt (X¢):>0
cadlag-Pfade. Bezeichnet (P;);>o die in (1.1) definierte normale Markovsche
Halbgruppe von Kernen, so gilt wegen

Tif(x) = /f(y*x) dpie(y)
= /fd(ut * )
fiir t >0, f € Co(K) und = € K
Pi(z, A) = P*{X, € A}

fir allet > 0, x € K und A € B(K).
Mit P := P¢ ergibt sich also fiir alle s,t € R, und A € B(K)

P{X,p € AU} = (y % ex,)(A) P-fs.

Daher ist (X});>0 ein stationdrer Zuwachsprozess auf (2,2, P) mit n,; =
ti—s, und aufgrund der Wahl von P gilt Py, = y, fiir alle ¢ > 0. O

Es gilt auch die Umkehrung von Satz 1.13:
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Proposition 1.14. Es sei (X;)i>o ein stationdrer Zuwachsprozess mit cad-
lag-Pfaden auf einer Hypergruppe K, Xo = e P-f.s.. Dann ist (jit)i>0 eine
{e}-stetige Faltungshalbgruppe in M*(K), wobei ju; := Px, fiirt > 0.

Beweis. Wegen Xy = e gilt fiir jedes ¢ > 0 Px, = 19+ und dann aufgrund
der Stationaritdt j;—s = Px, . = Not—s = N fiir 0 < s < ¢. Sind 5,7 > 0 und
ist A € B(K), so folgt mit der Definition eines Zuwachsprozesses

(e % ) (A) = / (11 % £2)(A) de(2)
_ / (12 % £x)(A) dP
= /(nt,s+t*€Xt)(A)dP

= /P{X5+t c A|AYdP

- P{Xs+t € A}
= :u8+t<A)7

also die Halbgruppeneigenschaft.
limy o 12 = €. erhélt man unmittelbar aus der rechtsseitigen Stetigkeit der
Pfade sowie Xy = e P-fast sicher. O

1.3 Eine neue Definition fiir Zuwachsprozesse

Ist (Xi)i>0 ein stochastischer Prozess mit Zustandsraum G, wobei G eine
lokalkompakte Gruppe ist, so besitzt der Prozess unabhéngige Zuwéchse,
falls fiir je endlich viele Zeitpunkte to,t1,...,%t, € Ry mit 0 < t) < t; <

. < t, die Zufallsvariablen XtO,thXt;l,...,thXt;: unabhéngig sind.

Insbesondere gilt dann fiir Paare s,t € Ry mit s < ¢ mit Z;; := X; X 1
Xt = Zs,t : Xs> (12)

und X, und Z,,; sind unabhéngig.

Ein G-wertiger Prozess (X;);>o mit unabhéngigen Zuwichsen ist ein Zu-
wachsprozess im Sinne der auf Gruppen iibertragenen Definition 1.1 (mit
Nst = Px,x-1), wobei x die iibliche Faltung auf G bezeichnet. Davon aus-
gehend wird nun die Fragestellung behandelt, ob sich auf Hypergruppen die
Definition eines Zuwachsprozesses derart abdndern lésst, dass eine zu (1.2)
analoge Aussage iiber die Verteilungen gefordert wird. Dabei ist aufgrund
der nicht vorhandenen deterministischen punktweisen Operation die rechte
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Seite als randomisierte Summe beziiglich einer Konkretisierung (M, u, ®) der
Hypergruppe darzustellen.

Definition 1.15. Es sei K eine Hypergruppe mit Konkretisierung (M, u, ®).
Ein K-wertiger stochastischer Prozess (X});>o auf einem Wahrscheinlichkeits-
raum (2,2, P) besitzt die Eigenschaft (Z), falls gilt:

Zu jedem Paar s,t € R, mit s < t existieren eine K-wertige Zufallsvariable
Z,, sowie eine M-wertige Zufallsvariable Ay mit Py, , = p und X, Z,, Ay,

unabhéngig, so dass
As,
X, L2z, + X,

erfiillt ist.

Im Folgenden wird zunéchst untersucht, ob ein stochastischer Prozess
(X¢)i>0 mit der Eigenschaft (Z) ein Zuwachsprozess gemafl Definition 1.1 ist.
Sind s, € Ry mit s < ¢, so soll also nachgewiesen werden, dass mit 1, :=

Py, , € M'(K)
P{X; € B|A°} = (ns; *ex.)(B) P-fs.

fir alle B € B(K) gilt.
Dazu wird das folgende Lemma (vgl. [14], S. 268, Nr. 9) verwendet.

Lemma 1.16. Es seien (Q1,204), (Q2,20) Messrdume und X : (,2) —
(Q1,2;) sowieY : (Q,2A) — (22, Us) Zufallsvariablen auf einem Wahrschein-
lichkeitsraum (2,2, P). f : Q1 xQy — R, sei messbar beziiglich A1 @Us. C sei
eine Unter-o-Algebra von A. X sei unabhdngig von C, und Y sei C-messbar.
Dann gilt

BXYIC) = | [ Y)dPx(z) P-fs. (1.3)

Beweis. Es seien A; € 2y, Ay € Ay und f := 14,x4,. Dann ist (1.3) erfiillt,
denn es gilt

E(f(X,Y)|C) = E(1a,(X)14,(Y)] )
= 14, (Y) E(
14,(Y) E(

)/Q 14, (z) dPx ()

1

= 14y

= f (2,Y)dPx(z) P-fs.
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aufgrund der Voraussetzungen.
Um fir Funktionen f = 1¢ mit C' € 2A; ® Ay (1.3) zu zeigen, weist man
zunéchst nach, dass

={C e @AWy : 1¢ erfiillt (1.3)}
ein Dynkin-System ist.
E = {Al X A2 : Al S 2[1,142 € 912}

ist ein N-stabiler Erzeuger von 2A; ® A, mit € C G. Somit gilt Ay @ Ay =
A(E) =D(E) C G, also G = A;R2Uy. Dann erfiillen auch Elementarfunktionen
S cile, mit ¢; > 0 und C4,...,C, € A ® Ay disjunkt (1.3), und fiir
messbares f > 0 folgt die Behauptung mittels monotoner Konvergenz. [

Bemerkung 1.17. Fiir lokalkompakte Gruppen G ldsst sich unter Anwen-
dung von Lemma 1.16 wie folgt beweisen, dass jeder Prozess (X;);>o mit
unabhéngigen Zuwéchsen ein Zuwachsprozess geméfl Definition 1.1 ist:

Fiir s,t € Ry mit s < ¢ setze 0y, := Pz,, € M'(G) (wobei Z,;, = X, X ').
Dann erhélt man fiir B € B(G)

P{X; € B|A)} = E(1p(Zs; X,)|2)
1p(z X5) dPZS,t(x)

lp d(ns,t * €XS)
= (nst*ex,)(B) P-fs.

——

Dabei ist X, trivialerweise 2A%-messbar, und Z,; ist unabhéingig von 2°. Fiir
Letzteres benotigt man die Unabhéngigkeit der Zuwéchse fiir je endlich viele
Zeitpunkte.

Analog zu Bemerkung 1.17 kann mit Lemma 1.16 gezeigt werden:

Lemma 1.18. FEs sei (X;);>0 ein K-wertiger stochastischer Prozess mit der
Figenschaft (Z), wobei K eine Hypergruppe mit Konkretisierung (M, u, @)
ist. Fiir Paare s,t € Ry mit s <t gilt dann

As,t
P{Z,; + Xs € B| X} = (nst*xex,)(B) P-fs. (1.4)

fiir alle B € B(K) (wobeins, == Py, ,).
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Beweis. Seien s,t € R, mit s < t, B € B(K). Dann gilt

As,t
P{Zs,t + X, € B‘Xs} = E(f((Zs,t7As,t)>XS)|XS)

- / F((,2), X.) APz (1 2)
KxM

_ / 15(®(2, Xy, 2)) dPg. ay(2,2)  P-Ls.
KxM T

nach Lemma 1.16, wobei

f((z,2),9) = 1p(®(2,y, 2))

fir ((z,2),y) € (K x M) x K, und (Zs,As;) ist unabhéngig von A(Xj)
nach Definition von Eigenschaft (7). Somit erhélt man weiter aufgrund der
Unabhéngigkeit von Z,, und Ay;, Py,, = p und der Eigenschaft der Kon-
kretisierung

As,t
P{Z 5 X, e B X)) = / / 1p(®(x, X, 2)) dPy. (=) APy, ()
KJM
= / plz € M : ®(x, Xy, 2) € B} dPy, ,(x)
K

~ [(eren By irs, (0)
= (nsp*ex,)(B) P-fs.

U

Bemerkung. Die bedingte Wahrscheinlichkeit wird in Lemma 1.18 im Ge-
gensatz zum Gruppenfall in Bemerkung 1.17 beziiglich der o-Algebra A(Xy)
bestimmt, da nur die Unabhéngigkeit von (Zs;, As;) und 2A(X;) vorliegt. In
Bemerkung 1.17 ergab sich die Unabhéngigkeit von Z,; und 22 aus der Un-
abhéngigkeit der Zuwichse fiir je endlich viele Zeitpunkte, die Definition der
Eigenschaft (Z) umfasst dagegen nur zwei Zeitpunkte. Daher sollte neben
(Z) die elementare Markov-Eigenschaft vorausgesetzt werden. Desweiteren
stellt sich auf Hypergruppen das Problem, dass unklar ist, ob

As,t
P{X, e B|X,} = P{Z,, + X, € B|X,} P-fs. (1.5)

erfiillt ist.
Dieses lésst sich jedoch 16sen, indem man zusétzlich die Gleichheit der Ver-

As,t
teilungen von (X, Xy) und (X, Zs; + Xj) fordert.
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Lemma 1.19. Es sei (X¢)i>0 ein stochastischer Prozess mit der Figenschaft
(Z) auf einer Hypergruppe K mit Konkretisierung (M, p, ®). Zusdtzlich gelte

As,t
stets (Xs, X¢) 4 (X5, Zsp + X) fir die gemeinsamen Verteilungen. Dann

folgt (1.5) fir Paare s,t € Ry mit s <t und B € B(K).
Beweis. Seien A, B € B(K'). Wegen einerseits

Pix.x)(Ax B) = /1{XSEA} P{X, € B| X,}dP
und andererseits
As,t
P (4xB)= [ Loy PLZLF Xo € BIX} P
(Xs,Zs,t + Xs)

folgt nach der Voraussetzung

As,t
/1{X56A}P{Xt€B|Xs}dP:/1{XseA}P{ZS,t + X, EBlXS}dP,

und dies liefert unmittelbar (Faktorisierung der bedingten Erwartung, vgl.
[1], Satz 15.9)

As,t
P{X, € B| X} =P{Z,; + X; € B|X,} P-s.
fir B € B(K). O
Damit erhélt man nun insgesamt:

Satz 1.20. Es sei K eine Hypergruppe und (M, u, ®) eine Konkretisierung
von K. (Xi)o0 sei ein K-wertiger stochastischer Prozess auf einem Wahr-
scheinlichkeitsraum (2,2, P). (X¢)i>o erfille die Bedingung (Zx), was be-
deuten soll:

Der Prozess besitzt die elementare Markov-FEigenschaft beziiglich der kanoni-
schen Filtration (2AY);>¢ sowie die Eigenschaft (Z), und fir die gemeinsamen

As,t
Verteilungen gilt stets (X, Xy) 4 (Xs, Zsr + Xo).
Dann ist (X;)i>0 ein Zuwachsprozess im Sinne von Definition 1.1.

Der Beweis dieses Satzes ergibt sich aus den vorherigen Uberlegungen.

Mittels iiblicher Konstruktion iiber Produkte von Wahrscheinlichkeitsrau-
men sieht man, dass zu jedem Zuwachsprozess ein dquivalenter Prozess, der
die Bedingung (Zx) erfiillt, existiert. Die Aquivalenz zweier stochastischer
Prozesse ist dabei in dem Sinne zu verstehen, dass sie zum selben System
endlich-dimensionaler Verteilungen fiihren.
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Proposition 1.21. (X;);>o sei ein K-wertiger Zuwachsprozess auf einem
Wahrscheinlichkeitsraum (0,2, P) gemdf$ Definition 1.1. Dann existiert ein
dquivalenter Prozess (Y;)iso auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Q,2, P),
der die Bedingung (Zx) erfiillt.

1.22 (Bemerkungen zu Kapitel 1). Die in Abschnitt 1.1 beschriebenen
randomisierten Summen, welche allgemein iiber den von Hm. Zeuner ent-
wickelten Begriff der Konkretisierung einer Hypergruppe definiert sind, wur-
den fiir den Spezialfall von Bessel-Kingman-Hypergruppen bereits von J.F.C.
Kingman (vgl. [37]) betrachtet. Dieser entwickelte eine Theorie radialer Sum-
men, wobei in ihr die Methoden zur Untersuchung rotations-invarianter Zu-
fallsvektoren auf nichtganzzahlige Dimensionen verallgemeinert sind. Die zu
diesem Zweck eingefiihrte Faltung entspricht gerade der der Bessel-Kingman-
Hypergruppe, und die radialen Summen sind in diesem Sinne randomisierte
Summen beziiglich einer geeigneten Konkretisierung. Weitere Untersuchun-
gen solcher radialer Summen im Kontext von Kingman-Strukturen sind in
[17] enthalten.

Uber die Definition randomisierter Summen ist es moglich, Grenzwertsitze
fiir Folgen von Partialsummen wie Gesetze der groflen Zahlen, Zentrale Grenz-
wertsitze und Invarianzprinzipien fiir gewisse Klassen von Hypergruppen zu
beweisen. Fiir Sturm-Liouville-Hypergruppen R, (vgl. Vorbereitungen, 0.34)
ist dies Inhalt von Arbeiten von Hm. Zeuner (vgl. [57], [58] und [60]), wobei
der Spezialfall der Bessel-Kingman-Hypergruppen zum Teil bereits in [37]
und [17] enthalten ist. Da die Bildung randomisierter Summen im Allgemei-
nen nicht distributiv ist, ist bei der entsprechenden Normierung zwischen
innerer und duflerer Normierung zu unterscheiden.

Die Aussage aus Satz 1.13 iiber die Existenz eines stationdren Zuwachspro-
zesses mit cadlag-Pfaden zu gegebener {e}-stetiger Faltungshalbgruppe ist
bekannt, ist jedoch der Vollstandigkeit halber in diese Arbeit aufgenommen.
Man erhélt sie z.B. mit Theorem 2.2 in [47], welches besagt, dass zu jedem
zu einer {e}-stetigen Faltungshalbgruppe (i:):>o assoziierten Lévy-Prozess
auf einer Hypergruppe K (Lévy-Prozess ist dabei im Sinne der Definition
in [47] zu verstehen) eine dquivalente cadlag-Version existiert. Ein weiterer
Zugang ist iiber die Arbeit [39] moglich (vgl. Abschnitt II1, 2.), wobei dort
die Konstruktion in einem allgemeineren Rahmen erfolgt, da nichtstationére
Markov-Prozesse betrachtet werden.



Kapitel 2

Funktionale Grenzwertsatze

Konvergiert ein Dreieckssystem identisch verteilter Wahrscheinlichkeitsma-
e des R? gegen ein Wahrscheinlichkeitsmaf j, so folgt, wie man mit Hilfe
der Methode der Fouriertransformation einfach einsieht, aus der Konvergenz
vkn — i einerseits, dass p unendlich teilbar und damit eindeutig einbettbar
in die stetige Faltungshalbgruppe (u');>0 ist, und andererseits die Konvergenz
der diskreten Faltungshalbgruppen (Vr[Lknt]>t20 gegen (pu');>o, also die funktio-
nale Konvergenz
il Lt >0,

n—oo

welche gleichméfig auf kompakten Teilmengen von R, ist.

Geht man jedoch zu allgemeineren algebraischen Strukturen bzw. Faltungs-
strukturen iiber, so ist nicht klar, ob sich der Schluss von der einfachen auf
die funktionale Konvergenz aufrecht erhalten lisst, d.h. ob v — p stets
die Existenz einer stetigen Faltungshalbgruppe (u:):>o impliziert, so dass
die diskreten Halbgruppen (Vq[@knt])tz() zumindest entlang einer Teilfolge gegen
(1¢)¢>0 konvergieren. Fiir lokalkompakte Gruppen ist er im allgemeinen Fall
nicht moglich (vgl. dazu Beispiel 3.1 in [51]), wie S. Nobel gezeigt hat (vgl.
Satz 1.11 in [44]), besitzt die Implikation aber Giiltigkeit, wenn vorausge-
setzt ist, dass die Gruppe gleichgradig wurzelkompakt ist und {e} als einzige
kompakte Untergruppe besitzt.

Ziel dieses Kapitels ist es, die obige Problemstellung im Kontext von Hy-
pergruppen zu behandeln. Im Folgenden seien dabei stets (&, )nen eine Folge
natiirlicher Zahlen mit k, /" oo und K eine zunéchst beliebige Hypergruppe.

Bemerkung 2.1. In Anlehnung an die Sprechweise in Arbeiten von W.
Hazod, S. Nobel und K. Teloken werden Aussagen, welche diese Problem-
stellung betreffen, als Funktionale Grenzwertsdtze bezeichnet. In der Theo-
rie der stochastischen Prozesse wird der Begriff der funktionalen Konvergenz

39
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anders gebraucht. Funktionale Grenzwertsétze oder Invarianzprinzipien bein-
halten in diesem Zusammenhang Aussagen iiber die Konvergenz in Vertei-
lung von Prozessen in kontinuierlicher Zeit, die sich durch lineare Interpola-
tion von Summen unabhéngiger, identisch verteilter reeller Zufallsvariablen
und Standardisierung ergeben und welche als Zufallsvariablen aufgefasst wer-
den, die Werte im Skorokhod-Raum der cadlag-Funktionen, versehen mit der
Skorokhod-Topologie, annechmen (vgl. [5], Kapitel 3).

Invarianzprinzipien fiir Irrfahrten auf Sturm-Liouville-Hypergruppen (vgl.
Definition 0.34) wurden von Hm. Zeuner in [58] und [60] untersucht. Die
Irrfahrten sind dabei im Sinne der Definitionen 1.7 und 1.9 zu verstehen, wo-
bei bei der Standardisierung der interpolierenden Prozesse zwischen innerer
und duBerer Normierung zu unterscheiden ist, da die Bildung der randomi-
sierten Summen im Allgemeinen nicht distributiv ist. Aufgefiihrt sind die
Resultate auch in [33] und [10], Abschnitt 7.5.

Fiir {e}-stetige Faltungshalbgruppen (p)¢>o in M'(K) erhélt man aus
der punktweisen Konvergenz Vllk"t] — py fiir alle t > 0 die gleichméafige
Konvergenz auf kompakten Teilmengen von R, (wenn dabei 10 := ¢, gesetzt
wird). Der Beweis der folgenden Proposition liasst sich vollig analog vom
Fall lokalkompakter Gruppen, fiir welchen er in [44] unter Verwendung eines

Approximationssatzes aus [36] gefiihrt ist, ibertragen.

Bemerkung 2.2. Da K nach der Generalvoraussetzung das zweite Abzéhl-
barkeitsaxiom erfiillt, ist die Topologie der schwachen Konvergenz auf M!(K)
metrisierbar durch eine Metrik d. Die kompakt-gleichméflige Konvergenz
plntl py in t > 0, wobei (v,)nen eine Folge und (u¢)¢>o eine stetige

n—oo

Faltungshalbgruppe in M!(K) ist, ist daher definiert durch:

Zu jeder kompakten Teilmenge C' C R, und zu jedem ¢ > 0 existiert ein
no € N, so dass fiir alle n > ny und alle t € C gilt d(V,Lk”t],ut) <e.

Dazu dquivalent sind (vgl. [15], 7.5 in Kapitel XII) die beiden folgenden Be-

dingungen:

(1) Fiir jedes t € Ry und jede Folge (t,)neny C Ry, die gegen t konvergiert,

gilt plnte) — .

(2) Fiir alle f € C*(K) gilt ffdw[l L SN | f dpy kompakt-gleichméiBig
int>0.

Entsprechendes erhélt man fiir kompakt-gleichméfige Konvergenz in ¢ > 0.
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Proposition 2.3. Es seien (Vn)nen €ine Folge und (p)i>o eine {e}-stetige
Faltungshalbgruppe in M (K). Es gelte

I/,Lk”t] — u  fir allet > 0.

Dann st die Konvergenz gleichmdf$ig auf kompakten Teilmengen von R .

Beweis. Es sei fir n € N R, := R, der Faltungsoperator von v, (als
Operator auf Cy(K)). (R,(t))eo sei die diskrete Halbgruppe mit Zeitein-
heit 1/k,, d.h. R,(t) := R . fir t > 0, und U, ihr Generator, also
Up = kn(Rn(1/ky)—1) (vgl. [3%], Kapitel IX, Abschnitt 3.1). Mit R(t) := R,,,
fiir ¢ > 0 sei (R(t))i>0 die Kontraktionshalbgruppe der Klasse (Cy) der Fal-
tungsoperatoren, und U bezeichne den zugehorigen infinitesimalen Generator
(vgl. Vorbereitungen, Proposition 0.15 und Definition 0.16).

Aus der Voraussetzung N u fiir alle t > 0 folgt nach Proposition 1.2.16
in [10], dass fiir alle t > 0 und f € Cy(K)

|Ra(8)f — R(t)flloc —— 0 (2.1)

erfiillt ist.
Es sei A > 0 fest. Fiir jedes n € N gilt dann (Neumannsche Reihe)

L1 1 Ri(1/k)\ " = s
MN-U)t=—— ([ -2 = B
( ) n1+)\/kn< 1+)\/kn) ;0 k

wobei L R(k/E)
(n) . n n ..
Ist k € Ny, so ist fir t € [k/k,, (k+1)/k,| [knt] = k. Daher erhélt man

(k+1)/kn Rn(t)f
k/kn (1 4+ A/ k)l

B = dt,

also - (1)
()\I - Un)_lf :/0 (1 _i_)\;kn)[knt}Jrl dt

fiir f S OQ(K)
(14 X/kp)"*ntl=1) =1 (gn(t))nen konvergiert fiir alle ¢ > 0 gegen e~*. Da
firn>2undt >0

A\" 1
(1+—) > 14 M+ =\%2
n 4
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A\ ~[End-2 1 -1
14+ — < (1 “\%t?
(+kn> _(+)\t+4)\t>

fir alle ¢ > 0 und n € N. Somit ist

ist, folgt

1 -1
t (14X (1 + At + th?)
Majorante von (g,), und der Satz von Lebesgue impliziert dann mit (2.1)

N -U) f — N e MR(t)f dt

n—oo 0

in || [Jeo, also aufgrund der Integraldarstellung der Resolventen (vgl. Vorbe-
reitungen, Satz 0.17) (M — U,)™! — (M — U)~! in der starken Operator-
topologie. Ein Approximationssatz aus [36] (Theorem 3.6 in IX, Abschnitt
3.3) liefert unmittelbar die Behauptung, wobei hier zu beachten ist, dass die
Konvergenz von Faltungsoperatoren in der starken Operatortopologie von
L(Cy(K)) die schwache Konvergenz der zugehorigen Wahrscheinlichkeitsma-
Be impliziert. O

Ist (u1¢)s>0 eine H-stetige Faltungshalbgruppe in M!(K) (vgl. Definition
0.12), so lasst sich beweisen:

Proposition 2.4. Es seien (v,)nen €ine Folge und (u:)i>o eine H-stetige
Faltungshalbgruppe in M'(K). Es gelte

V’r[l,kn t]

—— . fiir alle t > 0. (2.2)
Weiterhin sei vpxwy = wyxv, fir allen € N erfillt. Dann ist die Konvergenz
gleichmifig auf kompakten Teilmengen von RY, .

Beweis. Der Beweis wird in zwei Schritten gefiihrt.
1. Schritt: Projektion auf die Doppelnebenklassen-Hypergruppe K//H (vgl.
Definition 0.30).
Es seien py : MY (K) — MYK//H) und pi : MYK//H) — ML (K) die
Einschrinkungen von g und 7§, auf My (K) = {p € MY (K) : wykprwy =
p} bzw. MY (K//H) (vgl. die Notation aus Definition 0.30). Fiir n € N setze
Uit i= WAV *wy (= Upxwyr). Dann ist (v, g)neny € M, (K), und aufgrund
der Vertauschbarkeit folgt aus (2.2)

Vr[z]ant] —— py  fur alle t > 0. (2.3)

n—oo
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Fir n € N bzw. t > 0 sei 0, := py(vany) € MYK//H) bzw. iy =
pu(p) € MYK//H). (ji)i>o ist dann eine {e}-stetige Faltungshalbgrup-
pe in MY (K//H), und (2.3) liefert

plkntl s i, fiir alle t > 0
(mit 72 = e,).
Aus Proposition 2.3 folgt, dass die Konvergenz kompakt-gleichméfig in ¢ > 0

ist. Sei nun ¢t € R, und (¢,) C R, eine Folge mit ¢,, — ¢. Dann gilt l/gf}f"]
[y Wegen plntel [, und mit der Vertauschbarkeit erhélt man
A O ep— (2.4)

(wenn dabei 1)) ;== wpy und v)) := wy gesetzt werden).

2. Schritt: (2.4) impliziert, dass N 1y gleichméfBig auf kompakten Teil-
mengen von R :

Sei (t,) € R’ eine Folge mit ¢, — ¢ > 0. Im Folgenden werden die Faltungs-
operatoren R, von Wahrscheinlichkeitsmafien p wieder als Operatoren auf
Co(K) betrachtet. Sei f € Co(K). f ldsst sich zerlegen in f = f; + fo, wobei
fi=Ro,feCyK), fo:=f— fi € Co(K). Dann gilt fiir alle n € N

‘|RV7[Lkntn]f1 — Rutflnoo + ||RVT[Lkntn]f2 — RmeHOO. (2.5)

(1) Wegen
IR, w1 = R filloo = 13 5 o) # f = pae # flloo

und (2.4) konvergiert (||R pknen) fi — Ry, filloo) gegen 0, denn die schwache
Konvergenz impliziert die In(onvergenz der zugehorigen Faltungsoperatoren
in der starken Operatortopologie von L(Cy(K)) (vgl. Proposition 1.2.16(iv)
in [10]).

(2) Da R, fo = 0, ist Ry, fo = Rywyfo = Ry Ruyfo = 0 fiir alle s > 0,
woraus wegen (2.2) ||R kns fol|oe — 0 fiir alle s > 0 folgt. Wiahlt man nun
e > 0 und nyg € N, so dass t, > t —e > 0 fiir alle n > ng, SO ist mit
O = lkntn] — [kn(t —€)] 0, € Ny fir alle n > ng. Man erhélt dann

IR, pentn folloo = [R50 B prnce—en falloo < | R ka1 folloos

also HRu[kntn]fQHOO — 0.

Mit (1) und (2) folgt aus (2.5) [|R pntnlf — Ry, flloo — 0, und somit, da
f € Cy(K) beliebig war, RVLkntn] — nRut in der starken Operatortopologie.
Dies liefert die Behauptung. O
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2.1 Der hermitesche Fall

Im Fall hermitescher Hypergruppen folgt, falls (1, ),en infinitesimal ist, d.h.
gegen ¢, konvergiert, aus der Konvergenz v — 1, dass p unendlich teilbar
ist, was wiederum die eindeutige Einbettbarkeit von p in eine stetige Fal-
tungshalbgruppe (p:)¢>0 impliziert. In diesem Fall lasst sich ein Funktionaler
Grenzwertsatz einfach mit Hilfe von Fouriertransformierten unter Verwen-
dung des Lévyschen Stetigkeitssatzes beweisen. Dabei ist zu beachten, dass
fiir hermitesche Hypergruppen die Charaktere und damit die Fouriertrans-
formierten von Wahrscheinlichkeitsmaflen auf dem Dual reellwertig sind. Mit
Blick auf Abschnitt 2.2, in welchem analoge Aussagen fiir den symmetrischen
Fall bewiesen werden, werden zunéchst die oben erwéhnten Zusammenhénge
fiir hermitesche Hypergruppen formuliert.

Proposition 2.5. Es sei K eine hermitesche Hypergruppe und (vy)nen C
MY(K) mit v, — e.. Es gelte v*» —— € MY (K). Dann ist u unend-

lich teilbar, d.h. zu jedem n € N existiert ein p, € M (K), so dass u" = u
gilt.

Proposition 2.6. Es sei K eine hermitesche Hypergruppe und yu € M*(K)
unendlich teilbar. Dann existiert eine eindeutig bestimmte stetige Faltungs-
halbgruppe (j1¢)i>0 in M(K) mit puy = p. Dabei ist fi; = (1)t fiir alle t > 0
erfullt.

2.5 ist ein Spezialfall von Proposition 5.3.11 in [10], und 2.6 wird in Theo-
rem 4.3 in [54] oder in Theorem 5.3.4 in [10] bewiesen. Es ergibt sich unmit-
telbar:

Satz 2.7 (Funktionaler Grenzwertsatz) FEs sei K eine hermitesche Hy-
pergruppe und (Vp)nen € MY (K) mit v, — e Es gelte vF» —— 1 €

MY(K). Dann ist u eindeutig einbettbar in eine stetige Faltungshalbgruppe
() i=0 € MY(K), und es gilt

VLk"t] — iy kompakt-gleichmdflig in t > 0.

n—oo

Beweis. Nach den Propositionen 2.5 und 2.6 ist p eindeutig einbettbar in

eine stetige Faltungshalbgruppe ()0, und es gilt [, = ()" fiir alle ¢ > 0.

[n]

Ist nun ¢t > 0 und y € K, so folgt wegen = — tund (Dn())*m — ()

[knt]

()" () = (0n () E = ((Ba())*) ™ —— (2(x)) = fu(x)-

n—oo

Dabei ist zu beachten, dass aufgrund von ,,(x) — 1 ein ng € N existiert,
so dass ,(x) > 0 fir alle n > ng gilt. Der Stetigkeitssatz von Lévy (vgl.
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Satz 0.26) liefert dann Y iy fiir alle ¢ > 0, und nach Proposition 2.4

ist die Konvergenz kompakt-gleichméfig in ¢ > 0, was man hier auch direkt
einsehen kann. ]

Verallgemeinert man den Begriff der Infinitesimalitit wie folgt, so lésst
sich ein Funktionaler Grenzwertsatz unter dieser Voraussetzung nahezu ana-
log beweisen. Die folgende Definition ist dabei fiir beliebige, nicht notwendig
hermitesche, Hypergruppen sinnvoll.

Definition 2.8. Es sei K eine Hypergruppe. Eine Folge (v, )nen in M (K)
heilt infinitesimal, falls gelten:
(i) (Vn)nen ist konvergent, v, —— v € MY(K);

(ii) H := [supp(v)] ist kompakt, und v ist auf keiner Nebenklasse {z} * G
einer echten supernormalen Unterhypergruppe G von H konzentriert.

Mit dem Satz von Kawada/Ito fiir kompakte Hypergruppen erhélt man
die folgende Charakterisierung der Infinitesimalitét:

Proposition 2.9. Es ser K eine Hypergruppe.

(a) Sei (Vp)nen C MY(K) infinitesimal. Dann folgt V! —— wy, wobei

l—o00

v, —— v und H = [supp(v)].

n—oo

(b) Fiir (vy)nen € MYK) gelte v, —— v € MYK) und 1! v,

wobei H eine kompakte Unterhypergruppe ist. Dann ist (v )nen infini-
tesimal, und es gilt [supp(v)] = H.

Beweis. Teil (a) ergibt sich unmittelbar aus dem Satz von Kawada/Ito (vgl.
[10], Theorem 5.1.17), die Aussage aus (b) erhélt man ebenfalls mit Kawa-
da/Ito, wobei hier zunéchst gezeigt werden muss, dass [supp(v)] kompakt
ist. Dies folgt aber sofort aus der Voraussetzung v! — wy, da dann we-
gen v — wy gilt v * wy = wy und somit (vgl. Theorem 1.6.9 in [10])
[supp(v)] C L(wy) = {x € K : &, xwy = wy}. Nach Theorem 1.6.3 in [10]
ist L(wgy) kompakt. O

Bemerkung 2.10. (a) (vy)neny € MY(K) mit v, — &, ist infinitesimal,
ebenso (v,)nen € MY(K) mit v, — wy, wobei H eine kompakte Un-
terhypergruppe von K ist.

(b) Falls K keine nichttrivialen kompakten Unterhypergruppen besitzt, so
ist (v,)nen genau dann infinitesimal, wenn (v,,) gegen e, konvergiert.
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(c) Dieses erweiterte Konzept der Infinitesimalitét ist vom Gruppenfall
tibertragen, vgl. [51], Definition 3.2 und Lemma 3.4, bzw. [52], Defi-
nition 2.1, und wird auch im allgemeinen Funktionalen Grenzwertsatz
in Abschnitt 2.3 als wesentliche Voraussetzung auftreten.

(d) In Proposition 2.9(b) reicht es, die Existenz von p := lim;_., ¢! zu
fordern, da zunéchst die Idempotenz von p folgt und dann mit Theorem
1.6.7 in [10] p = wy mit einer kompakten Unterhypergruppe H.

Die Aussage aus Proposition 2.5 bleibt erhalten, wenn die Folge (v,)nen
infinitesimal ist im Sinne der neuen Definition, und somit lédsst sich unter
Verwendung von Proposition 2.6 ein Funktionaler Grenzwertsatz unter dieser
Voraussetzung beweisen.

Proposition 2.11. Es sei K eine hermitesche Hypergruppe und (vy)nen C

MY (K) infinitesimal, d.h. es gelten v, —— v € MY (K), H := [supp(v)]
kompakt und 1! v Weiterhin konvergiere (V¥ )en gegen p € M*(K).

Dann ist p unendlich teilbar.

Beweis. Es wird gezeigt, dass p schwacher Limes einer Folge von unendlich
teilbaren Wahrscheinlichkeitsmaflen ist. Nach Theorem 5.3.8 in [10] ist dann
auch g unendlich teilbar.
Fir n € N sei §,, das Poisson-Maf
e o kn n k

op:=e o1 Un
k=0
(mit 22 := &.). (0,)nen ist eine Folge von unendlich teilbaren Wahrschein-
lichkeitsmaflen, und es gilt

~

0n(x) = exp(kn(0n(x) — 1)) fiir alle y € K.

Fir y € K mit &y(x) = 1 folgt o(x) = 1, dh. 7,(x) — 1, also ist
7n(x) > 0 von einem Index ny an. Dann erhilt man aus v*» — p unmit-
telbar exp(k, log(7,(x))) — (x), was wegen

Ea(0n(0) — 1) = ky log(ia(x) % (fir 5(x) £ 1)
oz —1
und :ICIH% log = =1

exp(kn(n(x) —1)) = A(x) (2.6)
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impliziert.

Ist im anderen Fall Y € K mit &y(x) = 0, so folgt ,(x) — ©(x) mit
v(x) €] —1,1[, also 0, (x) — 1 — o(x) — 1 < 0, was k,(2,,(x) — 1) — —oo und
somit exp(ky,(Dn(x) — 1)) — 0 impliziert. Aus v/f» — p folgt in diesem Fall
aber fi(x) = 0, also ebenfalls (2.6).

Somit erhélt man aus beiden Féllen 9,, — p und damit die Behauptung. [

Satz 2.12 (Funktionaler Grenzwertsatz). Es sei K eine hermitesche
Hypergruppe und (v,)nen € MYK) infinitesimal. Es gelte vF» —— u €

n—oo

MYK). Dann ist j eindeutig einbettbar in eine stetige Faltungshalbgruppe
()0 € MYK), und es gilt

plknt] —— kompakt-gleichmdfig in t > 0.
Bewers. Die eindeutige Einbettbarkeit folgt aus den Propositionen 2.11 und
2.6. Dabei ist i = ()" fiir alle ¢ > 0 erfiillt. Es sei H = [supp(v)], wobei
v = lim, o Vn. Ist x € K mit wr(x) = 1, so folgt 0,(x) — 1, und wie im
Beweis von Satz 2.7 erhdlt man (Vlbk”t])/\(x) — fi(x).
Fiir y € K mit &y(x) = 0 konvergiert ((2,(x))* )nen gegen 0, d.h. es gilt
f(x) = 0, und wegen

(2 O] = (|7 (x)[*) " — 0

folgt (i) (x) — 0 = fu(x). O

Bemerkung. Fiir die kompakten Unterhypergruppen H ((v,) H-infinitesi-
mal) und C' ((ut)i>0 C-stetige Faltungshalbgruppe) im Funktionalen Grenz-
wertsatz 2.12 gilt die Beziehung H C (', denn iiber den Eindeutigkeitssatz
der Fouriertransformation sieht man zunéchst, dass fiir alle t > 0 py*xwy = py
erfiillt ist. Dies impliziert we * wy = we, woraus H C C' folgt.

2.2 Der symmetrische Fall

Grundlegend fiir die einfach mittels Fouriertransformierter zu beweisenden
Funktionalen Grenzwertsétze in Abschnitt 2.1 war die Einbettbarkeit von
unendlich teilbaren Wahrscheinlichkeitsmafien i in stetige Faltungshalbgrup-
pen (p)i>0 auf hermiteschen Hypergruppen, wobei dann der Zusammenhang
fy = (@)t (t > 0) fiir die Fouriertransformierten besteht. Ein Beweis dieser
Eigenschaft ldsst sich dergestalt fithren (vgl. [54], Theorem 4.3, oder [10],
Theorem 5.3.4), dass fiir die Funktionen f, := (2)' € C*(K), t > 0, sowie
fo == Lgasoy, welche fif; = foyy fiir alle s,¢ > 0 erfiillen, gezeigt wird, dass
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sie Fouriertransformierte von Wahrscheinlichkeitsmafien 1, € M*(K) sind.
Betrachtet man Hypergruppen mit linkem Haarmafl wy, so kann ein &hnlicher
Schluss auf der Ebene von Operatoren mit funktionalanalytischen Hilfsmit-
teln durchgefiihrt werden, sofern die p, € M!'(K) mit u” = p (und damit
auch p) symmetrisch sind, d.h. u; = p, erfiillen. Die Rollen der Funktionen
f¢ iibernehmen dabei Operatoren (T});>o auf L*(K) (= L*(K,wg)), die sich
iitber den Spektralsatz fiir normale Operatoren auf Hilbertraumen auf nahe-
liegende Weise aus dem Faltungsoperator I, ergeben werden, und fiir welche
dann entsprechend nachzuweisen ist, dass es sich um Faltungsoperatoren von
WahrscheinlichkeitsmaBen p, € M*(K) handelt.

Darauf aufbauend ist es moglich, als Verallgemeinerung von 2.7 einen Funk-
tionalen Grenzwertsatz fiir den Fall zu beweisen, dass (v, )nen eine Folge von
symmetrischen Wahrscheinlichkeitsmaflen ist, die v,, — ¢, erfiillt.

Im Folgenden seien stets K eine Hypergruppe mit linkem Haarmafl wg
und die Faltungsoperatoren R, Operatoren auf dem Hilbertraum L*(K).

Bemerkung 2.13. Ist u € M'(K), so gilt (vgl. Eigenschaften 1.4.1 in [10])
fir f,g € L*(K)

(Ruf.g) = /K 4+ )7 duoye = /K F(u * §) dwx = (f. Ru-g).

d.h. ist © symmetrisch, so ist R, selbstadjungiert.

Zunéchst wird nun also das symmetrische Analogon zu Proposition 2.6
in Abschnitt 2.1 bewiesen.

Satz 2.14. u € MY (K) sei unendlich teilbar, d.h. zu jedem n € N existiert
ein i) € MHK), so dass [y = p- Dabei seien die (fi(n))nen symmetrisch,
d.h. es gilt Hiny = M) fiir allen € N. Dann ezistiert eine eindeutig bestimmte
stetige Faltungshalbgruppe (i1¢)i>0 in MY (K) mit puy = p und p; = g fir
allet > 0.

Dem Beweis des Satzes wird ein Lemma vorangestellt, dessen Aussage
bekannt ist und welches mit dem Spektralsatz fiir normale Operatoren in
Hilbertrdumen (vgl. z.B. [41], Satz 18.10) bewiesen wird. Entscheidend fiir
die Anwendbarkeit der Spektraltheorie in dieser Form ist die Positivitdt des
Faltungsoperators R,,, die sich in der Situation von Satz 2.14 aus den Vor-
aussetzungen ergibt. Dabei ist in diesem Zusammenhang die Positivitit von
Operatoren als positive Semidefinitheit zu verstehen (vgl. die Definition in
[41], Abschnitt 18). Das folgende Lemma beschreibt somit die eingangs an-
gekiindigte Konstruktion.
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Lemma 2.15. Es sei p € MY(K), so dass der zugehdrige Faltungsoperator
R, positiv ist, also (R,f, f) > 0 fiir alle f € L*(K) erfillt ist. Dann existiert
eine eindeutig bestimmte Familie (T});>0 € L(L*(K)) positiver Operatoren
mit Ty = Ry, || T;]| < 1 fir allet >0, Ty =TT fiir alle s,t > 0, und Ry
t — T, € L(L*(K)) ist stetig beziiglich der schwachen Operatortopologie.

Beweis. Es wird die Konstruktion der Operatoren iiber den Spektralsatz be-
schrieben. Fiir die folgenden Definitionen, Bezeichnungen und Zusammenhén-
ge sei dabei verwiesen auf [41], Abschnitte 17 und 18.

Da R, Faltungsoperator eines Wahrscheinlichkeitsmafies und nach Voraus-
setzung positiv ist, ist sein Spektrum o(R,) in [0, 1] enthalten. R, ist als
selbstadjungierter Operator insbesondere normal, und damit existiert nach
dem Spektralsatz fiir normale Operatoren in Hilbertraumen (vgl. [41], Satz
18.10) ein eindeutig bestimmtes Spektralmall £ auf o(R,,), so dass

R#:/sz

gilt, wobei z die identische Abbildung auf o(R,,) bezeichne.
t Mo(0(Ry)) — L(L*(K))

sei der stetige Funktionalkalkiil von R,, dabei sei M (c(R,)) die Menge
aller Borel-messbaren und beschrénkten Funktionen auf o(R),). (£ erfiillt
dann E(M) = Vg, (1) fiir alle M € B(o(R,)).)

Fiir ¢ > 0 sei by : 0(R,) — Ry definiert durch h(x) := 2, sowie hy =
Lizeo(R,)a0y- Dann ist hy € Moo (0(R),)) fiir alle ¢ > 0, und fiir s, > 0 gilt
hsiy = hghy. Setzt man nun fiir £t > 0

Vg

s

T, =T (h) = /ht dE, (2.7)

so ist 71 = Ry, und aufgrund der Homomorphismus-Eigenschaft von ¥p,
folgt T,y = T, T; fiir alle s,t > 0. Die Eigenschaften ,,T; positiver Operator®
und ||7;]| <1 fiir jedes t > 0 erhélt man wegen (T} f, f) = [ hydE}; fiir alle
f € L*(K) aus Eigenschaften des SpektralmaBes (vgl. [41], S. 187/188). Die
w-Stetigkeit des Funktionalkalkiils (vgl. [41], Satz 18.3 und die vorangehende
Definition) impliziert, dass fiir jede Folge (t,) C R%, die gegen t € R,
konvergiert,

lim (T}, f,g) = (T,f,g) fiir alle f,g € L*(K)

erfiillt ist, und dies liefert die Eindeutigkeit der Familie (7}):>0. Fiir n € N ist
néamlich 71 die eindeutig bestimmte positive n-te Wurzel des positiven Ope-

rators T} - R, (vgl. [41], Lemma 18.17; der Beweis dort ist fiir n = 2 gefiihrt,
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lasst sich aber vollig analog auf den allgemeinen Fall n € N iibertragen),
ist also (S;)i>o eine weitere Familie von Operatoren mit den angegebenen
Eigenschaften, so folgt daraus wegen der Halbgruppeneigenschaft zunéchst
S 1= T1 und dann S, =T, fiir alle r € Q7. Mit der Stetigkeit beziiglich der

schwachen Operatortopologle erhélt man fir t € Ry (S;f,g) = (T,f, g) fir
alle f,g € L*(K), also S; = T;. O

Ferner werden fiir den Beweis von Satz 2.14 Eigenschaften derjenigen
Abbildung verwendet, die jedem Sub-Wahrscheinlichkeitsmaf} ;2 den entspre-
chenden Faltungsoperator R, zuordnet. Da diese auch an spéteren Stellen
noch benotigt werden, werden sie im folgenden Lemma festgehalten.

Lemma 2.16. Die Abbildung  : MS:)(K) — L(L*(K)) sei definiert durch
MP) 5 e @) = R,

Dann ist ® injektiv und stetig beziiglich der vagen Topologie bzw. der schwa-
chen Operatortopologie in L(L*(K)). @(MS:)(K)) ist somit kompakt, und die
Umkehrabbildung " : CID(MS:)(K)) — MS:)(K) ist ebenfalls stetig.

Beweis. Die Injektivitdt von & folgt aus Theorem 6.2I in [35]. Da K dem

zweiten Abzihlbarkeitsaxiom geniigt, ist M U (K) metrisierbar beziiglich der
vagen Topologie, und somit reicht es die Folgen Stetigkeit von ® nachzuwel—
sen. Es sei nun also (,un)neN C M ( ) eine Folge, die gegen p € M V(K)

vag konvergiert. Fiir v € ./\/lJr (K) und f,g € C.(K) gilt stets

(R.f,9) = /(V*f)gdwK

- //fy i« 2) du(y)g() dog (v)
- / / F(y+ ) dv (y)g(x) dwe ()
_ //fw ©) dwc(z) dv (y)

_ /f*g (y) dv (), (2.8)

daher folgt fiir f,g € C.(K) wegen fx*g~ € C.(K) (wobei g~ (z) = g(x~) fir
x € K)und pu, — p~ vag

<Runfa 9) ﬁ <Ruf7 9)- (2.9)
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Mit der Dichtheit von C.(K) in L?(K) erhélt man (2.9) fiir alle f,g € L*(K),
also R, — R, in der schwachen Operatortopologie von L(L*(K)), und somit

die Stetigkeit von ®. Da /\/lgrl)(K) vag kompakt ist, ist (IJ(MS:)(K)) kompakt,
und nach Satz 8.12 in [45] ist ®~! stetig. O

Bemerkung 2.17. (a) ®, definiert wie in Lemma 2.16, ist ein Homomor-
phismus, d.h. fir y,v € /\/l(f)(K) gilt @(pu*v)=>(u)d(v).

(b) Fiir WahrscheinlichkeitsmaBe (p,)nen € MY(K) und p € MY(K) gel-
ten:
Aus p,, — p vag (d.h. schwach) folgt sogar R,, — R, in der starken
Operatortopologie (vgl. Lemma 1.4.6 in [10]).
R, — R, in der schwachen Operatortopologie impliziert p1,, — 1 vag,
also pu, — p schwach.

Es folgt nun der Beweis von Satz 2.14.

Beweis von Satz 2.14. Da ein symmetrisches jz € M'(K) existiert mit
fityy = 11, gilt

<R,uf7 f)= <Ru(2)R#(2) [ 1) = <R#(2)f7 Rumf) >0

fir alle f € L*(K), also ist R, positiv. Nach Lemma 2.15 existiert folglich
eine eindeutig bestimmte Familie (7});>9 € L(L*(K)) positiver Operatoren
mit 77 = R,,, ||T;|| < 1 fiir alle ¢t > 0,

T,y =TT, firalle s,t >0, (2.10)

und t — T} ist stetig beziiglich der schwachen Operatortopologie. Dabei ist
firn € N T die eindeutig bestimmte positive n-te Wurzel von R,,. Ist nun
n G'N und pyz,) € M'(K), so dass pf,, = p und Hiany = Haan), SO ist Rz
positiv, und wegen (R,2 )" = RM&) = R, folgt R%n) =T..

(2n)
Setzt man fiir r € Q%, r = £ mit p,q €N,

2
M 2= N(gqy

so ist aufgrund der Halbgruppeneigenschaft (2.10) zunéchst

p p
By, =(Rg, ) = (1) =T =T,

q

und dann (/L,,)TEQi eine rationale Faltungshalbgruppe, d.h. fiir ¢, € Q% gilt
Hq * fy = flgr. Weiterhin ist p,. fiir jedes r € Q% symmetrisch.
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Sei nun ¢ € Ry und (r,) € Q7 eine Folge mit 7, — t. Dann besitzt die

Folge (i, Jnen einen vagen Haufungspunkt A\, € MS:)(K ), d.h. es existiert
eine Teilfolge (n;) € N mit

Horn, T /\t vag.

Nach Lemma 2.16 konvergiert (Rurnk> gegen R), in der schwachen Opera-
tortopologie, und aufgrund der Stetigkeit von ¢t — T}, und R, = T, fiir alle
r € Qf folgt dann

(T.f.9) = (Bx. f,9) firalle f, g € L*(K),

also T; = R),. Insbesondere ist \; der einzige vage Haufungspunkt von
(tr, Jnen, d.he es gilt p,. — A\ =: g vag. Wegen (2.10) folgt pug* gy = pusiy fiir
alle s,¢ > 0, und da fiir jedes r € Q. p, ein Wahrscheinlichkeitsmaf ist, ist
()0 € MY(K). Nach Konstruktion ist die Faltungshalbgruppe stetig. [

Basierend auf den verwendeten funktionalanalytischen Zusammenhéngen
lasst sich nun ein Funktionaler Grenzwertsatz unter den folgenden Voraus-
setzungen beweisen.

Voraussetzungen 2.18. Es sei K eine Hypergruppe mit linkem Haarmaf
Wit (Un)nen € MY (K) sei eine Folge von symmetrischen Wahrscheinlich-

keitsmafen, die v, — ¢, erfiillt. (v*"),cy konvergiere gegen u € M(K).

Ziel ist es also zunéchst, in der Situation von 2.18 die Existenz einer
eindeutig bestimmten stetigen Faltungshalbgruppe (p)s>0 in M!(K) mit

vkl fiir alle t > 0

n—oo

Zu zeigen.
Der Nachweis erfolgt in mehreren Schritten, welche im Folgenden zum Teil
als Hilfssétze formuliert werden.

Lemma 2.19. Es gelten die Voraussetzungen 2.18. Dann ist R, ein positiver
Operator, d.h. es ist (R, f, f) > 0 fiir jedes f € L*(K).

Beweis. Aus v* — p folgt R . — R, in der starken Operatortopologie,
woraus sich unmittelbar

(VF % f, f> (u*f f) fiir alle f € L*(K) (2.11)

ergibt. Ebenso erhilt man, da (v,).en gegen e, konvergiert,

(Ut f, fy ——{p=f.f) firalle f € L*(K). (2.12)
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Besitzt (ky,)nen eine Teilfolge (ky, )ien, so dass k,, gerade ist fiir alle I € N, so
ist wegen der Selbstadjungiertheit von R,,,

kg kny /2 kny /2

<V"l *f,f>:<an *faynz *f>20

fir alle [ € N und f € L*(K), und (2.11) liefert dann (u  f, f) > 0 fiir
alle f € L*(K). Falls es keine solche Teilfolge gibt, so enthilt (k,).cn eine
Teilfolge mit ausschlieflich ungeraden Folgengliedern, und die letzte Aussage
folgt analog mit (2.12). O

Lemma 2.20. Es seien T und (T,,)nen positive Operatoren auf einem Hil-
bertraum H mit ||T|| < 1 und ||T,|| <1 fir alle n € N. Es gelte T,, —— T

n—oo

in der starken Operatortopologie. Fir N € N folgt dann ¥/T, —— N/T in

n—oo

der starken Operatortopologie (wobei VT und Y/T,, n € N, die eindeutig
bestimmten positiven Operatoren mit (VT)N =T baw. (Y/T,)N =T, sind).

Beweis. Auch hier sei fiir Bezeichnungen und Zusammenhénge verwiesen auf
[41], Abschnitte 17 und 18.

Im Folgenden sei N € N fest. Fiir die eindeutig bestimmten positiven N-
ten Wurzeln der Operatoren gilt VT = [wydE baw. VT, = [wy dE™,
n € N, wobei E und E™ die zu den Operatoren T und 7T}, gehorigen Spektral-
mafBe bezeichnen. wy : [0, 1] — R sei definiert durch wy(z) := ha (x) = Yz
(vgl. die Notation aus dem Beweis von Lemma 2.15). Nach dem Approxima-
tionssatz von Weierstral kann wy gleichméfig auf [0,1] durch Polynome
approximiert werden.

Es sei nun x € H und € > 0 vorgegeben. Dann existiert ein Polynom p, so
dass ||lwy —p||s < €, und wegen der definierenden Eigenschaft von [ f dE fiir
f € Mu(o(T)) und Eigenschaften des SpektralmaBes (vgl. [41], S. 187/188)

erhalt man

H/deEx—/pdE:U

2

= / |wN _p|2 dEx,:L‘

< lwy =l Ezw(o(T))

= |y —pl% N,

also

IA

lwy = plloc [|2]]

ez, (2.13)

H/deEm—/pdEx

IA
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und die gleiche Abschiitzung ist auch fir EM™, n € N, giiltig. Da p ein
Polynom ist, gilt aufgrund der Voraussetzung 7, — T'

/ pdE™ = p(T,)) —— p(T) = / pdE (2.14)

n—oo

in der starken Operatortopologie. Mit (2.13) fiir £ und E™ und (2.14) liefert
die fiir alle n € N giiltige Abschétzung

H/deE(")x—/deEx
H/wN dE(”):E—/pdE(")x
H/pdEw—/deEx

Jwn dEMWy —— [ wy dEx und damit die Behauptung. O
Fiir den nach Lemma 2.19 positiven Operator R, sei (T});>0 C L(L*(K))
die in Lemma 2.15 konstruierte Familie positiver Operatoren. Insbesondere
ist also fiir N € N T die eindeutig bestimmte positive N-te Wurzel von
N
R,. Unter Verwendung der im vorigen Lemma nachgewiesenen Hilfsaussage
aus der Funktionalanalysis erhdlt man dann:

<

+

+ H/pdE(”)x—/pdEm

Lemma 2.21. Die Voraussetzungen 2.18 seien erfiillt. Setzt man fir N € N
AN = 1/7[1%] * VL% , neN, (2.15)

so konvergieren die Faltungsoperatoren (R/\(N))neN in der starken Operator-
topologie gegen T%.

Beweis. Schreibt man fiir n € Nk, als

S . D L
"= |oN oN | o

- s

~—
oN Summanden

mit &, € {0,1,...,2N — 1}, so erhdlt man aufgrund der Voraussetzung
v, — €. zunéchst ;" — e, und dann mit u,’j" — p und dem Theorem
tiber Shift-Kompaktheit (vgl. [10], Theorem 5.1.4)

L8 G
2N e 2N —

7 n—0o0

on Faktoren
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also

(PR) A p—— (2.16)
Wegen der Definition von AN und der Symmetrie der (v,) sind R A
und R A positive Operatoren, und somit ist firn € N R A die elndeutlg
bestlmmte positive N-te Wurzel von R(/\(N))N Aus (2. 16) folgt dann mit
Lemma 2.20 R, (v — lev in der starken Operatortopologie. O

Mit Lemma 2.21 und Lemma 2.16 folgt nun, dass die Operatoren T 1
Faltungsoperatoren sind.

Lemma 2.22. Die Voraussetzungen 2.18 seien erfiillt. (T});>0 € L(L*(K))
sei die gemdfs Lemma 2.15 zum positiven Faltungsoperator R, gehérige Fami-
lie positiver Operatoren. Dann existiert zu jedem N € N ein (symmetrisches)

A1 € MYK), so dass T1 = Ry, gilt.
N N ~

Beweis. Es sei N € N fest. Fiir einen vagen Haufungspunkt p € ./\/l(l)(K )

von (AY),en gilt dann wegen Lemma 2.16 und Lemma 2.21 R, =Ty, und

insbesondere ist p einziger vager Haufungspunkt. Setzt man also A 1 = p,

so ist wegen R, = R v A 1 ein Wahrscheinlichkeitsmaf3, und es folgt
N

die Behauptung. Die Symmetrie ergibt sich dabei aus AN A 1 mit der
Symmetrie der (v,,) und der Definition der ()\%N)). O

Insbesondere ist damit das symmetrische Analogon zu Proposition 2.5
bewiesen:

Korollar 2.23. Es gelten die Voraussetzungen 2.18. Dann ist p symmetrisch
unendlich teilbar, d.h. zu jedem n € N existiert ein Wahrscheinlichkeitsmaf

fny € MYK) mit [y = 1 und [,y = Kn).-

Bemerkung 2.24. (a) Eine Zusammenfassung der bisherigen Schritte lie-
fert:
Sind die Voraussetzungen 2.18 erfiillt, so ist u symmetrisch unendlich
teilbar und demzufolge nach Satz 2.14 eindeutig einbettbar in eine ste-
tige Faltungshalbgruppe (p)i>0 mit p, = p fiir alle ¢ > 0. Fiir die fiir
N € N geméB (2.15) definierte Folge (AS)pen € MY(K) gilt

AN (2.17)
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(b) In Lemma 2.22 wurde die Existenz von symmetrischen Wahrscheinlich-
keitsmafen (/\%)neN gezeigt mit (/\%)" = pund Ry, =Ti. An dieser
Stelle wiirde man auch ohne die Anwendung von Satz 2.14 zunichst die
Existenz einer rationalen Faltungshalbgruppe (A;)eqy mit Ry, = T,
fir r € Q% erhalten und dann mit dem letzten Schritt aus dem Beweis
von Satz 2.14, in welchem die Stetigkeit von ¢t — T; ausgenutzt wird,
die einer eindeutig bestimmten stetigen Faltungshalbgruppe (A);>o mit
Ry, =T; fiir t > 0. Der in allgemeineren Situationen giiltige Satz 2.14
wurde vorab formuliert und bewiesen, da die Einbettungsaussage fiir
sich interessant ist und dariiberhinaus die Ubertragung des Beweises
vom entsprechenden Resultat fiir hermitesche Hypergruppen auf die
Ebene von Operatoren die Motivation fiir diesen funktionalanalytischen
Ansatz unterstreicht.

Korollar 2.25. Die Voraussetzungen 2.18 seien erfillt. Dann ist p eindeutig
einbettbar in eine stetige Faltungshalbgruppe (pg)i>0 € MY (K) mit py =
fiir alle t > 0, und es gilt

plenrl o fir alle r € Q3.

n—oo

Beweis. Aus (2.17) folgt fiir jedes N € N wegen

kn} kn}

= Vnﬁ * V’n,ﬁ * Vin = )\(N) x Van

k. L
VL”N] n n

mit &, € {0,1} fur n € N und der Voraussetzung v,, — &,

K, L
T[LnN] — 1
n—o0 N

Dafﬁrre@i,rz%mitM,NeN,

En

1
knr] _  Mlkng]
vyt = Un * U,

mit €, € {0,1,..., M — 1} fiir n € N ist, liefert dies

lont] M
ot —— (u%) = par = i,

n—oo

U

Als letzter Schritt erfolgt nun der Nachweis, dass auch plntl py fiir

alle t > 0 erfiillt ist. Dazu werden auf der Ebene von Operatoren wieder
Methoden der Spektraltheorie benutzt, fiir deren Anwendbarkeit in dieser
Form zunichst vorausgesetzt sei, dass fiir jedes n € N der Operator R,,
positiv ist, woraus sich dann auch die Positivitit von R . ergibt.
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Lemma 2.26. FEs gelten die Voraussetzungen 2.18. Dabei sei fiir jedes n €
N der Operator R, positiv. Dann ist p eindeutig einbettbar in eine stetige
Faltungshalbgruppe (u)i>0 € M (K) mit p; = py fiir alle t > 0, und es gilt

kntl 5 1, fiir alle t > 0.

Beweis. Es sei t > 0 beliebig und (r,,) € Q% die durch r, := [k 1 fiir hin-
reichend grofles n € N definierte Folge mit lim, .., r, = t. Fur n € N sei
W, Moo(0(R ) — L(L*(K)) der Funktionalkalkiil des positiven Opera-

tors R k. und E(”) das zugehorige Spektralmafl. Mit den wie im Beweis von
Lemma 2.15 definierten Funktionen (hs)s>o auf [0, 1] gilt dann

/hrn dE™  — U, (h, ) =0, <<hﬁ>[knt]> _ (\Ifn (hﬁ»[k"ﬂ

= (R,)*1 =R ]

fiir n € N.
Es wird nun gezeigt, dass (R r.q) gegen R, in der starken Operatortopologie
konvergiert, d.h. dass

frssos- o

erfiillt ist. Dabei bezeichne F das zu R,, gehdrige Spektralmaf, somit ist nach
Konstruktion von (u:)i>0 Ry, =Ti = [ hdE.

Essei f € L?(K) und ¢ > 0 beliebig. Wegen [15], Kapitel XII, 7.5, konvergiert
(h.,) gleichméBig auf [0, 1] gegen h,. Folglich existiert ein ny € N, so dass
[Ar,, = Py lloo < € fiir alle n > ng und [|h,, — hille < € gelten, und wie im
Beweis von Lemma 2.20 erhélt man

H / hy, dE™ f — / By, AE™
H/h AEf - /ht

Da fir N € N fh dE™ die N-te Wurzel von R Jen ist, no€ N, folgt aus
R — R, mit Lemma 2.20

—— 0 fiir alle f € L*(K) (2.18)

n—00
2

<ellf|lz fiir alle n > ng

sowie
S ellfll-

/hl dE™ — [ hi dE
N N

n—oo
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in der starken Operatortopologie. Ist dann r € Q7 , r = % mit M, N € N, so
erhélt man daraus

M M
/hrdE(”) - (/h% dE(")) —_ (/h% dE) - /hrdE

in der starken Operatortopologie. Folglich existiert ein ny € N mit ny > ny,

so dass
H/hrno dE™ f /hm dE f

Die fiir alle n € N giiltige Abschatzung

H/h dE(”)f—/ht
/ h,, dE™ f — / Py dE(”
/ By AE™ f — /
/h% dEf—/ht

liefert dann, weil f beliebig war, (2.18), also 1/[ i Ly O

<eg furallen > n,.
2

_|_

Tng

Bemerkung 2.27. Ist im Beweis des vorigen Lemmas ¢ > 0 und (¢,)neny C
R* eine Folge, die gegen t konvergiert, und definiert man dann (r,) € Q%

durch r, = [kl’;—z"] fiir n hinreichend grof3, so lasst sich vollig analog zeigen,
dass
pleatal

gilt. Somit erhélt man in Lemma 2.26 sogar kompakt-gleichméfBige Konver-
genz.

Damit ergibt sich nun unmittelbar der angekiindigte Funktionale Grenz-
wertsatz.

Satz 2.28 (Funktionaler Grenzwertsatz). Es sei K eine Hypergruppe
mit linkem Haarmaf wr. (Vp)nen © MY (K) sei eine Folge von symme-

trischen Wahrscheinlichkeitsmaflen, die v, —— &, erfillt. (V*),en kon-
n—oo

vergiere gegen p € MY(K). Dann ist u eindeutig einbettbar in eine stetige
Faltungshalbgruppe (i);>0 € MY (K) mit der Eigenschaft u; = p fiir alle
t >0, und es gilt

V}f”t] —— . kompakt-gleichmdflig in t > 0.

n—oo
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Beweis. Setzt man fir n € N, := v, *x v, sowie p := u * u, so sind die
Voraussetzungen 2.18 mit (J,) und p anstelle von (1,) und p erfiillt, und
(Rs, )nen sind positive Operatoren. Demnach ist geméfl der bisherigen Kon-
struktion p eindeutig einbettbar in eine stetige Faltungshalbgruppe (p;)i>o
mit p, = p; fiir alle t > 0, und es gilt (vgl. Bemerkung 2.27)

o s p, kompakt-gleichméBig in ¢ > 0. (2.19)
Mit gy := py fiir £ > 0 ist (pt)i>0 die einzige stetige Faltungshalbgruppe in
MYK) mit gy = pund p; = p fiir alle t > 0. Weiterhin folgt fiir £ > 0 und
(t,) € RY mit lim, oo t, =t wegen (2.19) und ¢, € {0,1}, n € N,

En
* v,

—>pz :/“l’t‘

[ ont L} —
V’I’L
n—oo 2

0

2.3 Ein allgemeiner Funktionaler Grenzwert-
satz

In Abschnitt 2.1 wurde ein Funktionaler Grenzwertsatz fiir hermitesche Hy-
pergruppen mit Hilfe von Fouriertransformierten bewiesen, in Abschnitt 2.2
gelang es, einen solchen mit Methoden aus der Funktionalanalysis, deren An-
wendung auf die zugehorigen Faltungsoperatoren die Symmetrie der Wahr-
scheinlichkeitsmafle (v,,) ermoglichte, zu zeigen. Es wird nun auf diese Voraus-
setzungen verzichtet und ein Funktionaler Grenzwertsatz bewiesen, der sich
vom Fall lokalkompakter Gruppen, fiir welchen er in [51] und [52] gefiihrt ist,
iibertragen lasst. Dabei ist es im Unterschied zu den beiden bisherigen Féllen
nicht moéglich, die eindeutige Einbettbarkeit des Grenzmafles p1 auszunutzen.
Der Beweis beruht wesentlich auf Teilfolgenargumenten und ist zweigeteilt.
Zunachst wird gezeigt, dass unter Voraussetzung der relativen Kompaktheit
von {v}, :n € N,0 < < k,} aus vf» — p fiir eine infinitesimale Folge (v,,)
die Existenz einer rationalen Faltungshalbgruppe (fi,)reqs folgt mit

I/[knr]

o —— p, fiir alle r € Q7

neN

entlang einer Teilfolge N. Im Funktionalen Grenzwertsatz wird dann eine
Bedingung angegeben, die die eindeutige Fortsetzbarkeit von (ui)reqr zu
einer stetigen Faltungshalbgruppe impliziert.
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Lemma 2.29. Es sei K eine Hypergruppe und (vy)nen € MY(K) infini-
tesimal (d.h. (vgl. Definition 2.8 und Proposition 2.9) es gilt v, —— v €

n—oo

MYK), H := [supp(v)] ist kompakt und V' — wi ). R sei kompakt, wobei
R:={vl:neN0<I<k,}. Esgelte vir —— € MYK). Dann existie-

ren eine Teilfolge N C N und eine rationale Faltungshalbgruppe (Mr)re@i; 50

dass

i —s

neN

und fly * Wy = WH * by = [y, [ ¥V =V * [l = . fiir alle r € Q7.

Beweis. Fur L € N sel

Rp:={v,:neNO0<I<k,L}.

Nach dem Satz von Tychonoff und wegen (3) in Definition 0.2 ist R *--- %R
(L Faktoren) kompakt, und da Ry, C R *---* R, folgt die Kompaktheit von
Rr.

Betrachtet man nun ein festes r € Q7, so ist {m[lk”r] :n € N} in Ry
enthalten und somit relativ kompakt. Es existieren also eine (von r € Q7
abhiingige) Teilfolge N, C N sowie ein g, € M(K) mit

[knr] ,
n neN, fhr-

Die Anwendung eines Diagonalfolgenarguments liefert die Existenz einer Teil-
folge N C N, die nicht von r abhéngt, und von p, € M'(K) fiir r € Q7 so
dass

vkl . fiir alle 7 € QL (2.20)
neN

erfiillt ist.
Als nachstes wird nun

P * WH = WH * [ = e fiir alle r € Q7 (2.21)
gezeigt. Es sei dazu r € Q7 fest. Fiir [ € N ist dann wegen

(U=l € N [kr] > 13 € Ry (2.22)

n

{u,[lk"r]fl : n € N, [k,r] > [} relativ kompakt, und folglich findet man eine
Teilfolge N; € N und

Ay € {7 e N, [kar] > 1), (2.23)
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so dass
VL (2.24)
neN;
Da
1/7[116”7“] _ Vgcnr]fl * I/7ll

fir n € N mit [k,r] > [, folgt aus (2.20) und (2.24)
L = Ap % V' fiir alle [ € N. (2.25)

(2.23) fiir ein festes [ € N und (2.22) fiir alle [ € N implizieren, dass {\,; :
[ € N} in Rp41 enthalten und somit relativ kompakt ist. Also existieren eine
Teilfolge N' C N und \, € M!(K) mit

)\r,l —_— )\T.
leN’

Dann erhélt man mit (2.25) und der Voraussetzung v! — wy
My = )\7" *WH,

woraus sofort fi, x wy = i, folgt. Analog wird wy * i, = p, gezeigt. V! — wy
liefert weiterhin wy * v = v x wy = wy und daher mit (2.21)

pr * v =V, =, firalle r € Q. (2.26)

Es verbleibt der Nachweis, dass (,ur)Te@i eine rationale Faltungshalbgruppe
ist. Seien dazu r,s € Q7. Dann gilt fiir alle n € N

VT[Lkn(r+s)] _ Vr[LknT] % Vr[ban] % V;sLn

mit €, € {0,1}, und es tritt mindestens einer der beiden folgenden Fiélle ein:
e ¢, = 0 fiir unendlich viele n € N.
e ¢, = 1 fiir unendlich viele n € N.

Jeweils durch Betrachtung geeigneter Teilfolgen von N erhilt man also wegen
(2.20) im ersten Fall direkt ji,4s = p, * ps und im zweiten zunichst g, =
iy * s * v und dann aufgrund von (2.26) ebenfalls s = p, * pis. O

Satz 2.30 (Funktionaler Grenzwertsatz). Es sei K eine Hypergruppe
und (Vp)nen € MYK) infinitesimal, v, —— v € MYK). R =

{vh:neN,0<I<k,} sei kompakt, und es gelte v*» —— p € MY(K).
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Dann existieren eine Teilfolge N C N und eine rationale Faltungshalbgruppe
(kr)reqy , so dass

plarl (2.27)
neN
und [l * Wy = WH * fly = [lp, e %V = V* [l = i, fiir alle r € Q% erfiillt sind

(wobei H = [supp(v)]).
Gilt weiterhin fiir eine kompakte Unterhypergruppe C' C K

HP{v'™ :n € N} C M'(C) (2.28)

fiir jede Folge (ry)nen © N mit = —— 0 sowie

Ur * W = W * fly = [y fiir alle r € Q7 (2.29)

so st (pir)reqr eindeutig fortsetzbar zu einer stetigen Faltungshalbgruppe
(pe)e=0 mit po = we, und es gilt

vlntl i fiir alle t > 0. (2.30)

neN
Die Konvergenz in (2.30) ist dabei kompakt-gleichmdfig in t > 0, und sie
ist genau dann kompakt-gleichmdfig in t > 0, wenn v, —— we gilt (wobei

V9 = we gesetzt wird).

n *

Beweis. Die Existenz einer Teilfolge N C N sowie einer rationalen Faltungs-
halbgruppe (,u,n)re(@i, so dass (2.27), p, * wy = wy * fy = pp und p, * v =
vk i, = i, fiir alle r € Q7 erfiillt sind, wurde in Lemma 2.29 gezeigt. Setzt
man fuy := we, s0 ist (i, )req, aufgrund der Voraussetzung (2.29) eine ratio-
nale Faltungshalbgruppe, d.h. f, definiert durch f(r) := p, fir r € Q, ist
ein Halbgruppen-Homomorphismus von @, nach M!(K). Ist r €]0, 1[NQ, so

gilt wegen " € {Ul :n € N,0 <1< k,} fiir alle n € N und v — 41,

neN
pr € R. Alsoist f(]0,1[NQ) = {u, : r €]0,1[NQ} relativ kompakt in M (K).
Es wird jetzt die Stetigkeit von f in r = 0 gezeigt. Dazu sei (¢,,) C]0,1[NQ
eine Folge mit lim,, .o t,;, = 0. p = lim,enm e, sei ein Haufungspunkt der
relativ kompakten Folge (u,, ). Aus (2.29) erhédlt man dann durch Grenz-
wertbildung entlang der Teilfolge M

PrWe =Wo k p=p. (2.31)

Als néchstes wird nun nachgewiesen, dass eine Teilfolge (7, )men C N exis-
tiert, so dass

p = lim plknmtn] (2.32)

meM ™ '
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Dazu bezeichne d die Metrik, welche die Topologie der schwachen Konvergenz

[kntm]

auf M'(K) induziert. Zu jedem m € N findet man wegen lim g vn = 1,

ein n,, € N mit

1
d (plFnmtml < —.

(Vnm 7ILLt7n) m
Die n,, kénnen dabei so gewahlt werden, dass (n,,)men /" und [k,, t,] > 1
fiir alle m € N. Fiir m € N ist dann

d (vfrmtnl p) < d (plret] )+ d(,,, p)

1
< ‘_‘+’d(ﬂmnapﬁ
m

und es folgt (2.32) mit der Teilfolge (72, )men € N. Definiert man nun eine
Folge (7n)neny € N durch r,, = [kt und rp, = 1, falls k& # n,,, m € N,
so gilt wegen lim,,,_ . sz =0 lm, > =0, und mit (2.32) und der
Voraussetzung (2.28) erhilt man supp(p) C C. Zusammen mit (2.31) liefert
dies p = we. we ist somit einziger Haufungspunkt der relativ kompakten

Folge (u1,, )men, folglich gilt

%i_r)noo Mt = WO
womit die Stetigkeit von f in 0 bewiesen ist.
Nach Lemma 3.4.4 in [31] ist dann r +— u, ein stetiger Halbgruppen-Homo-
morphismus von Q; nach M!(K), und aus Theorem 3.4.6 in [31] erhilt
man die Existenz einer eindeutig bestimmten stetigen Fortsetzung (1:):>o-
Fiir diese stetige Faltungshalbgruppe wird nun (2.30) nachgewiesen. Sei dazu

t > 0 fest. Dann ist wegen it e R+ fiir alle n € N (vgl. die Notation
aus dem Beweis von Lemma 2.29) die Folge (yr[lk”t])neN relativ kompakt, und

es wird jetzt gezeigt, dass u, ihr einziger Haufungspunkt ist.

o; = lim pFn!
neNy

sei ein Haufungspunkt von (VL’“““)%N. (tm)men C Q7 sei eine Folge mit ¢,,,
tund 7y, ==t — £y, < 1 fiir alle m € N. Dann ist {#""™ :n,m € N} in R
enthalten und somit relativ kompakt. Fiir festes m € Nist (VT[Lk”Tm])nGN relativ
kompakt, d.h. es existieren eine Teilfolge N,, C N; sowie p,, € M (K), so

dass

VT[Lk"T”J —— Pm-

nGNm
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Durch ein Diagonalfolgenargument befreit man sich von der Abhéingigkeit
der Folge N,, von m, daher existieren eine Teilfolge Ny C N; und Wahr-
scheinlichkeitsmafle p,,, m € N, mit

v —— pp,

neNz

[knrm] .

fir alle m € N. Wegen p,,, € {vs, :n,m € N} fiir allem € Nist {p,, : m €
N} relativ kompakt, und man findet eine Teilfolge M C N und p € M(K),
so dass

lim py, = p. (2.33)

Es sei nun zunéchst m € N fest. Dann gilt fiir alle n € N

iy _ V[k‘nTm] * ng n oy V[k‘ntm] (234)

mit &, € {0,1}, n € N. Fir den Fall, dass &,,,, = 0 ist fiir unendlich viele
n € Ny, erhélt man aus (2.34)

Tt = P * e, (2.35)

durch Grenzwertbildung entlang einer geeigneten Teilfolge. Ist €,,,, = 1 fiir
unendlich viele n € Ny, so folgt analog

Ot = Pm ¥V X U,

also aufgrund von v* i, = p, fiir alle r € Q% ebenfalls (2.35). Grenziibergang
entlang M liefert mit (2.33) und der Stetigkeit der Halbgruppe

Ot = P* [t

Nun ist

p= hm Pm = lim lim I/[k’“"m]

meM neNy
und wie im Beweis der Stetigkeit von f in 0 folgt erst die Existenz einer
Teilfolge (1 )meny € No mit

[knm Tm]

= li
p=lm o,

und dann wegen (2.28) supp(p) C C'. Daraus erhilt man aber mit weskpy = i
und den Theoremen 1.6.9 und 1.3.12 in [10] unmittelbar p * p; = p, also ist
o = p*py = py der einzige Haufungspunkt von (V,Lknt])

(2.30).

neirs und es folgt
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Es wird nun gezeigt, dass die Konvergenz kompakt-gleichméflig in ¢ > 0 ist.
Sei dazu (vgl. Bemerkung 2.2) (¢,,),,c € RY eine Folge mit lim, g t, =t > 0.
(tn)per ist beschriankt durch ein M € N. Dann ist {U,[@k"t"] :n € N} in Ry
enthalten und somit relativ kompakt. Es wird jetzt nachgewiesen, dass

einziger Haufungspunkt ist.

oy = lim pFete]
neNy
sei ein Haufungspunkt von (I/Lk"t"])neN. Mindestens einer der beiden folgenden

Félle liegt vor:
e Die Menge {n € Ny : t,, > t} ist unendlich.
e Die Menge {n € N, : ¢, <t} ist unendlich.
Im ersten Fall gilt fiir alle n € Ny := {n e N : t, > t}
plintal — plEn(tn=0] o Fnt] 4 en (2.36)

mit €, € {0,1}, n € No.

py = lim ylFn(ta=0l (2.37)
n€eNs3
sei ein Haufungspunkt der relativ kompakten Folge (V,[@k"(t"_t)])neNQ. Die Be-

trachtung der Fille ¢, = 0 bzw. ¢, = 1 fiir unendlich viele n € N3 und
Grenziibergang entlang geeigneter Teilfolgen in (2.36) fithrt dann auf die
Gleichung

Or = Pt * Uyt (238)

bzw.
Op = Pt * Uy * V
im zweiten Fall, woraus (2.38) folgt. Wegen (2.37) und (2.28) ist supp(p:) C
C,und we* g = py impliziert zunéchst py*py = py und dann oy = pp*xpy = fuy.
Der zweite Fall wird analog behandelt.
Als letzter Schritt verbleibt nun der Nachweis von
Vg“"t] —N> 1 kompakt-gleichméfig in ¢t > 0 <— v,, —— wc.
ne n—oo

= ist trivial (setze t,, := é)

<=: Aufgrund des bereits Bewiesenen ist nur zu zeigen:
Fiir jede Folge (t,),c5, die gegen 0 konvergiert, gilt

knt
plninl — we.
neN
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Es wird gezeigt, dass we der emmFe Haufungspunkt und damit der Limes
der relativ kompakten Folge ( ot cry ist.

p = lim V[k"t"]

neN;

sei ein Haufungspunkt. Dann tritt mindestens einer der folgenden drei Fille
ein:

e Die Menge Ny := {n € N; : [k,t,] = 0} ist unendlich. Dann

[kntn]

p = lim v, = we.

n€eNy

e Die Menge N3 := {n € Ny : [k,t,,] = 1} ist unendlich. Dann

p = lim V[k”t” = lim v, = we.
nENg n€Ng

e Die Menge N, := {n € Ny : [k,t,] > 2} ist unendlich. Dann

VT[lk’ntn} [kntn]—1

Up *xV,

fiir n € Ny, und die Folge (Vﬁk”t”} Jner, ist relativ kompakt. Grenz-

wertbildung entlang einer geeigneten Teilfolge liefert

p=Wc*0

[kntn] 1)

mit einem Haufungspunkt o von (v Wegen Voraussetzung

(2.28) ist supp(p) € C, und

n€N4

Exkp=crxwWoxo=wcxo=p furallezreC
fithrt dann zu p = we.
Ll

Bemerkung 2.31. (a) In [51], Beispiel 3.7, wird fiir den Gruppenfall ein
Beispiel auf dem Torus konstruiert, welches zeigt, dass der Funktionale
Grenzwertsatz 2.30 ohne die Bedingung (2.28)/(2.29) keine Giiltigkeit
besitzt.

(b) Fiir die kompakten Unterhypergruppen H und C' gilt der Zusammen-
hang H C C, denn aus p, * wyg = p, fir alle r € QF folgt durch
Grenzwertbildung r — 0 w¢ * wy = we, was H C C impliziert. Bei-
spiel 3.8 in [51], ebenfalls fiir den Torus, verdeutlicht, dass der Fall
H ; C eintreten kann. Insbesondere zeigt dieses Beispiel auch, dass
die Konvergenz in (2.30) nicht kompakt-gleichméBig in ¢t > 0 zu sein
braucht.
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(c) Sind die Voraussetzungen des Funktionalen Grenzwertsatzes 2.30 erfiillt,
d.h. liefert seine Anwendung die Existenz einer Teilfolge N C N sowie
einer stetigen Faltungshalbgruppe (p4):>0 mit

plhnt] g wy  fir alle ¢ > 0, (2.39)

so erhélt man im Falle der eindeutigen Einbettbarkeit des Grenzmafes
i in eine rationale Faltungshalbgruppe in (2.39) die Konvergenz fiir
n — oo anstelle der Konvergenz entlang einer Teilfolge.

Denn fiir eine beliebige Teilfolge N; C N existieren nach Teil 1 des
Funktionalen Grenzwertsatzes eine Teilfolge Ny C N; und eine rationale
Faltungshalbgruppe <7T’")’"€@i’ so dass

plnrl o fiir alle r € QL
n€ENy
gilt. Es folgt dann
ylknrl (2.40)

n—~oo

fiir alle r € Q% , und der zweite Teil von 2.30 liefert (2.40) fiir alle r > 0.

2.4 Anwendungsbeispiele zum allgemeinen
Funktionalen Grenzwertsatz

Im in 2.3 bewiesenen Funktionalen Grenzwertsatz sind - neben der Infinite-
simalitdt der Folge (v,) - die Kompaktheit von R = {v}, : n € N,0 <[ < k,}
sowie die Bedingung (2.28)/(2.29) die wesentlichen Voraussetzungen. In die-
sem Abschnitt wird nun die Fragestellung behandelt, fiir welche Klassen von
Hypergruppen diese jeweils erfiillt sind.

Es sei zunédchst erwdhnt, dass sich im Fall hermitescher Godement-
Hypergruppen (vgl. Definition 0.27) stets die Kompaktheit von R ergibt,
wobei dieser Zusammenhang hier aber von geringerem Interesse ist, da fiir
den hermiteschen Fall bereits ein Funktionaler Grenzwertsatz vorhanden ist.

Proposition 2.32. K sei eine hermitesche Godement-Hypergruppe.
(Un)nen © MYK) konvergiere gegen v € MY(K), und es gelte vF» ——

n—oo

p e MYK). Dann ist N := {vl :n e N,0 <1 < k,} relativ kompakt.
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Beweis. Es wird zunéchst die folgende Hilfsaussage bewiesen:

K sei eine hermitesche Godement-Hypergruppe und (8,)neny € M (K) mit
0, > 0 fiir alle n € N. Es gelte dk» —— € MY (K). Dann ist {0} : n €
N,0 <1 < k,} relativ kompakt.

[ {6k : n € N} ist relativ kompakt. Nach Proposition 5.1.10 in [10] existiert
zu € > 0 eine Umgebung €2 von 1k in supp(mg), so dass

(k) Nx) >1—¢ firallen €N,y € Q.
Dann folgt fiir alle p € Ny := {8}, :n € N,0 <1 <k,}, u=25", und x € 0
A0 2 (.00 21—,

und nach Proposition 5.1.10 ist A; relativ kompakt. ]

Setzt man fiirn € N 6,, := v, v, und p := px*p, so sind die Voraussetzungen
der Hilfsaussage erfiillt, und folglich ist N7 = {(v, xv,,)' :n € N,0 <1 < k,,}
relativ kompakt. Wegen

N C Mx{v,:neN}U{e})
C Mx*{v,:neN}U{e})
und der Voraussetzung v, — v ist N relativ kompakt. O

Eine weitere Eigenschaft von Hypergruppen, die in der Situation des
Funktionalen Grenzwertsatzes die Kompaktheit von R impliziert, ist die star-
ke Wurzelkompaktheit.

Bemerkung 2.33. (a) In [7] (vgl. Definition 4.1) wird fiir n € N die n-
Wurzelkompaktheit einer Hypergruppe K wie folgt definiert:
K heit n-wurzelkompakt, K € W,, falls die folgende Bedingung erfiillt
ist:
Zu jeder kompakten Teilmenge C' von K existiert eine kompakte Menge
C,, C K, so dass alle endlichen Mengen {z1,...,z,} in K mit z,, = e,
fiir die

{:} «Cx{x;} xCN{xiy;} xC#0

fiir i + j < n gilt, in C,, enthalten sind.
K heifit wurzelkompakt, falls K n-wurzelkompakt ist fiir alle n € N,
d.h. K €, oy Wh gilt.

neN

(b) In Theorem 4.4 in [7] wird gezeigt, dass fiir eine n-wurzelkompakte
Hypergruppe K die Menge

R(n,N) :=={pe MYK): u" € N'}
relativ kompakt ist fiir jede relativ kompakte Menge N C M!(K).
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(¢) Die nun folgende Definition der starken Wurzelkompaktheit - analog
zum Fall lokalkompakter Gruppen, vgl. [31], Definition 3.1.10 - verschérft
den Begriff der Wurzelkompaktheit, da in ihr gefordert wird, dass die
kompakte Menge Cy unabhéingig von n gewéhlt werden kann.

Definition 2.34. Eine Hypergruppe K heifit stark (oder auch gleichgradig)
wurzelkompakt, falls zu jeder kompakten Teilmenge C' von K eine kompakte
Menge Cy C K existiert mit der Eigenschaft:

Fiir jedes n € N sind alle endlichen Mengen {z1,...,z,} in K mit z,, = e,
fiir die

{xi} «Cx{x;} xCN{xiy;} xC#0
fiir 1 + j < n gilt, in Cj enthalten.

Bemerkung 2.35. In [31], Theorem 3.1.13, wird gezeigt, dass fiir lokal-
kompakte Gruppen G aus der starken Wurzelkompaktheit folgt, dass die
Wurzelmenge

R(N) = U U{l/mZVEMl(G) mit " = p, 1 <m < n}

neN neN
relativ kompakt ist fiir jede relativ kompakte Menge N” C M (G).
Eine analoge Aussage lasst sich fiir Hypergruppen beweisen.

Proposition 2.36. Sei K eine stark wurzelkompakte Hypergruppe. Dann ist
die Wurzelmenge

RWN) = | R,
HEN

wobei
R(p) = U{ym v e MYK) mit v = p,1 <m<n}
neN

die Wurzelmenge von v ist, relativ kompakt fiir jede relativ kompakte Menge

N € M(K).

Beweis. Der Beweis verlauft weitestgehend analog zum Beweis der Implika-
tion (i) = (¢i) in Theorem 4.4 in [7], welche die Aussage aus Bemerkung
2.33(b) beinhaltet.

Es sei N C M!(K) relativ kompakt. Nach dem Satz von Prohorov existiert
zul <e< % eine kompakte Menge C' C K, so dass p(C) > 1 — £ fiir alle
p € N erfiillt ist. Die starke Wurzelkompaktheit impliziert dann die Existenz
einer kompakten Menge Cy C K mit der Eigenschaft:
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Fiir jedes n > 1 sind alle endlichen Mengen {z1,...,z,} in K mit z,, = e,
fir die

{z;} « Cx{x;} «x CN{zip;} x C #0 (2.41)

fiir i + 5 < n gilt, in Cy enthalten.
Setzt man D := Cy x C, so ist D kompakt, und es lasst sich

p(D) >1—¢ fiir alle p € R(N) (2.42)

zeigen, woraus die relative Kompaktheit von R(N) folgt.

Zum Nachweis von (2.42) zeigt man zunéchst wie im Beweis von Theorem
4.4 in [7], dass fir 4 € N und v € M'(K) mit v" = p (n > 2) gilt:

Zu jedem 1 <7 < n existiert ein x; € K mit

Vi{z} +C) > 1 —¢.

Mit z,, := e zeigt man dann analog zum Vorgehen in [7] (2.41) fir i + 5 < n,
und die Wahl von Cj liefert {zy,...,z,} C Cy.

Es sei nun p € R(N), d.h. p € R(u) fiir ein p € N, also p = v™, wobei
ve M (K)mit v" = pund n > 2,1 < m < n gelte (die Fille n = 1 und
m = n ergeben sich sofort aus e € Cy ). Mit xy, ..., x, wie oben gewihlt ist
insbesondere z,,, € Cy, und es folgt

p(D)=v"(CoxC) > v"{xn} xC) >1—¢,
also (2.42). O

Korollar 2.37. K sei eine stark wurzelkompakte Hypergruppe und (vp)nen C
MY(K). Es gelte vir —— € MY (K). Dann ist R kompakt, wobei R =

{Vl, :neN,0<I<k,}.

Beweis. Anwendung von Proposition 2.36 auf die relativ kompakte Menge
{vkn . n € N}. O

Da die starke Wurzelkompaktheit eine starke, schwierig zu handhabende
Eigenschaft ist und fiir Korollar 2.37 nur die in Proposition 2.36 bewiesene
Eigenschaft benotigt wurde, wird diese im Folgenden bei der Konstruktion
weiterer Beispiele von Hypergruppen, fiir die im Funktionalen Grenzwertsatz
die Voraussetzung, dass R kompakt ist, stets erfiillt ist, als Definition der
Wurzelkompaktheit verwendet.

Definition 2.38. Eine Hypergruppe K heifit (x)-wurzelkompakt, falls die
Eigenschaft (x) erfiillt ist, was bedeuten soll, dass fiir jede relativ kompakte
Menge N’ C M!(K) die Wurzelmenge R(N) ebenfalls relativ kompakt ist.
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Korollar 2.39. K sei eine (x)-wurzelkompakte Hypergruppe und (Vy)nen C
MYK). Es gelte vi» —— € MYK). Dann ist R kompakt, wobei R

definiert ist wie in Korollar 2.37.

Es wird jetzt gezeigt, dass die Eigenschaft (x) bei Orbital-Hypergruppen
(vgl. Vorbereitungen, Definition 0.31) erhalten bleibt, d.h. fiir eine lokal-
kompakte Gruppe G, die (x) erfiillt, und eine kompakte Untergruppe H C
Aut(G) besitzt die Orbital-Hypergruppe G ebenfalls die Eigenschaft (x).

Bemerkung 2.40. Ist (G, x) eine Orbital-Hypergruppe und setzt man
ML(G) = {u € MYG) : pu 7-invariant fiir alle 7 € H},

so besteht der folgende Zusammenhang (vgl. dazu auch den Beweis von Theo-
rem 1.1.7 in [10]):
Die Abbildung

qu : My (G) — MG
po= o qu(p) = pg,

wobei p, € MYGH) das Bildma von y unter der kanonischen Projektion
q : G — G" bezeichne, ist bijektiv, und fiir u, v € M (G) gilt prv € M, (G)
und gy (p*v) = qu(p) * qu(v). gz und g sind stetig.

Proposition 2.41. Es sei K = G eine Orbital-Hypergruppe, wobei G (x)-
wurzelkompakt sei. Dann ist K ebenfalls (x)-wurzelkompakt.

Beweis. Sei N' C M!(GH) relativ kompakt. Aufgrund der Stetigkeit von g
gilt dies dann auch fiir ¢;;'(N), und da G die Eigenschaft (x) besitzt, ist die
Wurzelmenge R (g5 (N)) relativ kompakt. Nun ist

45 (RN)) € Riqy' (N)),

denn fiir p € ¢ (R(N)), d.h. p = ¢;' (k) mit k € R(v) fiir ein v € N,
gilt, da gj;' ein Faltungshomomorphismus ist, mit u = q;' (v) p € R(p), also
p € R(qi" (N)). Folglich sind auch ¢;' (R(N)) und R(N) = qu (g5 (R(N)))
relativ kompakt, und dies liefert die Behauptung. O

Mit ahnlichen Methoden erhalt man:

Proposition 2.42. (a) Ist K eine (x)-wurzelkompakte Hypergruppe und
H C K eine kompakte Unterhypergruppe, so ist auch die Doppelneben-
klassen-Hypergruppe K//H (x)-wurzelkompakt.
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(b) Sind K und H (x)-wurzelkompakte Hypergruppen, so ist auch die Pro-
dukt-Hypergruppe K x H (fiir die Definition vgl. z.B. 1.5.28 in [10])
(x)-wurzelkompakt.

Beweis. (a) ldsst sich analog zu Proposition 2.41 zeigen, wobei py und pj,
definiert wie im Beweis von Proposition 2.4, die Rollen von gy und q;ll iiber-
nehmen.

Zum Beweis von (b) seien p,, : M} (K x H) — MYK) bzw. p,, : MK x
H) — M'(H) die stetigen Abbildungen, die p € M*(K x H) das Bildma8
unter den Projektionen 7 : K X H — K bzw. my : K X H — H zuordnen.
Ist NV C MY(K x H) relativ kompakt, so sind wegen der (*)-Wurzelkompakt-
heit von K und H R(pr, (N)) € MY(K) sowie R(pr,(N)) C M (H) rela-
tiv kompakt. Da p,, und p,, nach Definition der Faltung auf der Produkt-
Hypergruppe Faltungshomomorphismen sind, ist

RN)C{Ae MK x H) : pr(A) € R(pr,(N)),i = 1,2} = F. (2.43)
Es wird jetzt gezeigt, dass F gleichméfBig straff ist. Zu € > 0 existieren

o K. C K kompakt, so dass A\i(K.) > 1 — 5 fiir alle Ay € R(px, (N))

e H. C H kompakt, so dass A\o(H.) > 1 — 5 fiir alle Ay € R(pr,(N)).

Fiir A € F gelten dann p,, (A)(K¢) < 5 sowie pr,(A)(H:) > 1 — 5, woraus

MK x H.) = MK x H) — MK x H.)
> MK x He) = MEZ X H) = pr, (A (H:) = par (M) (K7)
> 1-S_fq_ €
- 2 2
folgt. Nach dem Satz von Prohorov ist also F relativ kompakt, und (2.43)
liefert die Behauptung. O

Nach Diskussion der Wurzelkompaktheit erfolgt nun, wie eingangs an-
gekiindigt, die Behandlung der Fragestellung, fiir welche Klassen von Hy-
pergruppen die Bedingung (2.28)/(2.29) im zweiten Teil des Funktionalen
Grenzwertsatzes erfiillt ist.

Bemerkung 2.43. Im Fall lokalkompakter Gruppen (mit abzéhlbarer Basis
der Topologie) ist dies fiir Gruppen der Fall, die keine nichttrivialen kom-
pakten Untergruppen besitzen, denn es kann gezeigt werden (vgl. den Beweis
von Proposition 2.5 in [52]):

(A) Ist G eine lokalkompakte Gruppe, die keine nichttrivialen kompakten
Untergruppen besitzt, (v,) € MY(G) und {+}, : n € N,0 <[ < k,} relativ
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kompakt, so gilt fiir jede Folge (r,) € N mit lim,,_ ==0 v —e.

Beweisen lasst sich diese Aussage mit dem folgenden Lemma:

(B) Ist G eine lokalkompakte Gruppe, die keine nichttrivialen kompakten
Untergruppen besitzt, und p € M(G), so dass {p* : k € N} relativ kompakt
in M!(G) ist, so folgt p = e..

(B) wiederum ist eine unmittelbare Folgerung aus dem allgemeineren Lem-
ma (C), welches in [44] als Lemma 1.9 formuliert ist und sich aus Theorem
2 in [43] ergibt.

(C) Ist G eine lokalkompakte Gruppe und p € M*(G), so dass {p* : k € N}
relativ kompakt in M!(G) ist, so existiert eine kompakte Untergruppe H
von G mit supp(p) C H.

Fiir Hypergruppen kann eine (A) aus Bemerkung 2.43 entsprechende Aus-
sage bewiesen werden. Dabei stellt sich das Problem, dass nicht bekannt ist,
ob Theorem 2 aus [43], welches besagt, dass fiir eine lokalkompakte Gruppe
G (mit abzéhlbarer Basis der Topologie), die nicht kompakt ist und vom
Triiger eines WahrscheinlichkeitsmaBes 71 € M (G) erzeugt wird, (7"),en
vag gegen 0 konvergiert, iibertragen werden kann. Mit einem Resultat aus
[12] iiber kompakte affine Halbgruppen ist es jedoch mdoglich, eine zu (B)
analoge Aussage zu beweisen. Dessen Anwendung erfordert zunéchst Vor-
bereitungen, wobei der Inhalt des folgenden Lemmas zwar bekannt ist, der
Beweis hier aber mangels eines geeigneten Zitats dennoch durchgefiihrt wird.

Lemma 2.44. Es sei E ein lokalkompakter Raum und A C M (E) kompakt.
Definiert man fiir A € M*(A)

a:Cc(E)BfH/A/EfdudA(u),

so ist o € MYE), und fiir f € C°(E) gilt

[Efdoz/A[EfdudA(u)-

Beweis. Ist f € C.(F), so ist nach Definition der schwachen Topologie

A3 10 = [ fan

stetig, und es gilt |Ip(pn)| < [|f]l fiir alle p € A. Folglich ist o(f) fiir
alle f € C.(F) definiert. Positivitdt und Linearitdt ergeben sich sofort aus
Eigenschaften des Integrals, ebenso

() < | fllee  fiir alle f € Co(E).
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Nach dem Rieszschen Darstellungssatz existiert ein eindeutig bestimmtes
oo € MY(E) mit [ fdoy = o(f) fiir alle f € C,(E).

Nun ist A C M (E) gleichméBig straff, d.h. zu ¢ > 0 existiert K. C F
kompakt mit pu(K.) > 1 — ¢ fiir alle p € A. Wéhlt man f. € C.(F) mit
1. < f. <1, so erhélt man wegen

/fadME p(K.) >1—¢ firallepe A
E
o(f.) > 1 —e. Dies zeigt ||og|| = 1.

Es sei nun f € C*(E). Dann ist das Integral [, [, fdudA(p) definiert. Es
wird jetzt nachgewiesen, dass

[E f doy = /A /E F dpdA() (2.44)

gilt. Zunéchst folgt aus o(f.) > 1—¢

[ [a=fdnire <<

Dann erhélt man die Abschétzung

/Efdao—/A/Efdud/\(u)‘
[ tdon= [ f1.do A[EffadudAw)—/A/Efdudm'

<1/l /E (1= £) doo + |l /A / (1— J) dpdA(p)
< Fllooe + 1o

und da € > 0 beliebig war, liefert dies (2.44). O

< +

Lemma 2.45. Sei E ein lokalkompakter Raum (mit abzihlbarer Basis der
Topologie) und A C MY (E) kompakt. Dann ist co(A) kompakt, wobei co(A)
die konveze Hiille von A bezeichne.

Beweis. Die Abbildung
d: M(A) — MYE)
d

AH/AMAW)

ist stetig (jeweils beziiglich der schwachen Topologien), denn ist (A,) C
ML(A) eine Folge, die gegen A\ € M'(A) konvergiert, so gilt fiir f € C*(E)
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[ fd®(\,) — [ fd®(\) aufgrund von Iy : p — [ fdu € C®(A). Da nach
Korollar 1.1.4 in [31] M'(A) kompakt ist, ist daher ®(M?*(A)) kompakt.
co(A) C ®(M!(A)) liefert die Behauptung, wobei man Letzteres wie folgt
einsieht: Ist zunichst v € A, so ist wegen ®(¢,) =v v € ®(M!(A)). Fiir

m
v= Z a;v; € co(A)
i—1
mit meN, v; € A, oy >0und )", ; = 1 definiert man

A= Zaisw e M'(A).

i=1
Dann ist ®(\) = v und somit v € ®(M(A)). O

Bemerkung 2.46. Ist K eine Hypergruppe und p € M!(K), so dass {p* :
k € N} relativ kompakt ist, so ist mit

A:={pr: keN}

(A, *) eine kompakte Halbgruppe. (co(A), *) ist dann ebenfalls eine Halb-
gruppe, die nach Lemma 2.45 kompakt ist. Aufgrund der Konvexitidt von
co(A) handelt es sich um eine kompakte affine Halbgruppe im Sinne der De-
finition aus [12]. In dieser Situation liefert nun die Anwendung von Theorem
1 in [12] unmittelbar das (B) aus Bemerkung 2.43 entsprechende Resultat
fiir Hypergruppen.

Proposition 2.47. Es sei K eine Hypergruppe, die keine nichttrivialen kom-
pakten Unterhypergruppen besitzt, und p € M*(K), so dass {p* : k € N}
relativ kompakt ist. Dann folgt p = e..

Beweis. Mit A = {p* : k € N} ist nach Bemerkung 2.46 (co(.A), *) eine kom-
pakte affine Halbgruppe, und es ist p € co(A). Nach Theorem 1 in [12]
konvergiert dann mit

1 n
5n::—g pF firn eN
n
k=1

die Folge (4,,) gegen ein Idempotent w € co(A) mit w* p = p*xw = w.
Aufgrund der Voraussetzung folgt w = &., und dies impliziert p = e.. O

Bemerkung 2.48. Auch die allgemeinere Aussage (C') in Bemerkung 2.43
lésst sich mit dieser Methode auf Hypergruppen iibertragen. Ist ndmlich p €
MY (K) und {p* : k € N} relativ kompakt, so konvergiert die Folge (4,,) gegen
ein Idempotent wy € M!(K), wobei H eine kompakte Unterhypergruppe ist,
und pxwy = wy impliziert dann supp(p) C L(wy) ={z € K : e,*%wy = wy }.
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Korollar 2.49. Sei K eine Hypergruppe, die keine nichttrivialen kompakten
Unterhypergruppen besitzt, (Vn)neny € MYK) und N = {1} :n e N0 <[ <
k. } relativ kompakt. Dann gilt fir jede Folge (ry)nen € N mit lim, oo 2= =0

kn
yrn

T ——— E.

n—oo

Tn

Beweis. p = lim, .y v, sei ein Haufungspunkt der relativ kompakten Folge
(vr). Dann ist {p* : k € N} C N relativ kompakt, und mit Proposition 2.47
folgt p = e.. O

Man erhilt nun aus dem Funktionalen Grenzwertsatz 2.30:

Proposition 2.50. Es sei K eine (x)-wurzelkompakte Hypergruppe, die keine
nichttrivialen kompakten Unterhypergruppen besitzt, und (Vq)nEN Cc MYK)
mit vk —— p € MYK). Dann existieren eine Teilfolge N C N und eine

stetige Faltungshalbgruppe (ut)i>0 € M (K), so dass

V,[Lk"t] — 1y kompakt-gleichmdf$ig in t > 0.
neN
Beweis. Wegen Korollar 2.39 und Korollar 2.49, welches insbesondere die
Infinitesimalitét von (v,) (d.h. v, — ., da K keine nichttrivialen kompakten
Unterhypergruppen besitzt) liefert, sind die Voraussetzungen von Satz 2.30
erfiillt. 0

Bevor abschlieend Beispiele fiir - nicht hermitesche - Hypergruppen an-
gegeben werden, die die Voraussetzungen aus Proposition 2.50 erfiillen, wird
zundchst gezeigt, dass sich die Eigenschaft keine nichttrivialen kompakten
Unter(hyper)gruppen® auf Orbital-Hypergruppen bzw. Produkt-Hypergrup-
pen iibertragt.

Proposition 2.51. Es sei K = G eine Orbital-Hypergruppe und {e} die
einzige kompakte Untergruppe von G. Dann ist {e"} die einzige kompakte
Unterhypergruppe von G

Beweis. Sei C' eine kompakte Unterhypergruppe von G. Dann ist M!(C),
aufgefasst als Teilraum von M'(K), kompakt und somit (vgl. Bemerkung
2.40) ¢;'(MYC)) € MYG) kompakt. Ist p € MYC), so ist wegen
(G ) b € N} € gt (MUC) {(az' ()" : k € N} relativ kom-
pakt, woraus nach Bemerkung 2.43(B) qj;' (p) = & folgt. Dies liefert p = e u
und folglich C' = {ef}. O

Proposition 2.52. Es seien K und H Hypergruppen, die {ex} bzw. {ey}
als einzige kompakte Unterhypergruppen besitzen. Dann ist {(ex,en)} die
einzige kompakte Unterhypergruppe der Produkt-Hypergruppe K x H.
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Beweis. Die Behauptung ergibt sich unmittelbar aus der Tatsache, dass fiir
beliebige Hypergruppen K und H und eine kompakte Unterhypergruppe C
der Produkt-Hypergruppe K x H m(C) und mo(C') kompakte Unterhyper-
gruppen von K bzw. H sind, wobei m; bzw. my die Projektionen bezeich-
nen. Denn aufgrund der Definition der Involution und der Faltung in der
Produkt-Hypergruppe sowie Theorem 1.1.13 in [31] gelten (m;(C))~ = m;(C)
und m;(C) * m;(C) = m(C * C) Cm(C) (i = 1,2).

Ist nun C' eine kompakte Unterhypergruppe von K x H, so folgen mit der Vor-
aussetzung m (C) = {ex} und m(C) = {ex} und dann C' = {(ex,eny)}. O

Beispiel 2.53. (a) Es sei G = H,, die (2n + 1)-dimensionale Heisenberg-
Gruppe (n € N), d.h. H,, = C" x R mit der Verkniipfung

1
() )= (z+ 2t +t — 51m<z, )

fir (z,t), (¢/,t') € H,,. Bezeichnet U(n) die Gruppe der unitéren n x n-
Matrizen auf C", so ist fir A € U(n) die Abbildung

F, - H, — H,
(z,t) — (Az1t) (2.45)

ein Automorphismus von H,,, und H := {F4 : A € U(n)} ist eine kom-
pakte Untergruppe von Aut(H,,) (vgl. [3] und [4]). Da die Heisenberg-
Gruppe einfach zusammenhéngend und nilpotent ist, ist sie nach z.B.
(1.4) und (1.7) in [44] (*)-wurzelkompakt und besitzt keine nichttrivia-
len kompakten Untergruppen. Nach den Propositionen 2.41 und 2.51
gelten die entsprechenden Eigenschaften dann auch fiir die Orbital-
Hypergruppe G. Diese ist nicht hermitesch, denn fiir x = (z,t) € H,
hat der Orbit von x unter H die Gestalt 27 = {(Az,t) : A € U(n)},
und es gilt (2)” = (a7 HH = {(=Az,—t) : A € U(n)} # 2%, falls
t # 0.

(b) Speziell besitzt also fiir die 3-dimensionale Heisenberg-Gruppe G =
H; = R? x R mit

((x,y),s)((a,b),t) = ((x +a,y+b),s+t+ %(l’b —ya))

fir ((z,9),5),((a,b),t) € Hy, SO(2) = {A € R?*?: ATA = [,detA =
1} =2 U(1) sowie H = {F4 : A € SO(2)} C Aut(H,), wobei F4 wie
in (2.45), die Orbital-Hypergruppe G die gewiinschten Eigenschaften.
Die Orbits ((z,y), )7 = {(A(z,y)*,t) : A € SO(2)} C R3 sind um ¢
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verschobene, zur (z,y)-Ebene parallele Kreise mit Mittelpunkt 0, und
die Riume G¥ und R, xR sind homéomorph vermdge der Abbildungen

»:R, xR — G
(z,t) = ((2,0),0)"
und
o l.gf - R.xR
(z, )" = ([l 1)

(wohldefiniert und stetig).
Transport der Faltungsstruktur von G¥ auf R, x R liefert dann wegen

EgH * EyH :/ E(za(y))H de< )
H
fir 2,y € G sowie

“H(((,0),5) al(y, 0),1)")
= &7 1((((2,0),5)((y cos ¢,y sin ¢), 1))
= & Y(((z +ycosp,ysing),s +t+ 1/2xysin¢)?)

= (Va2 + 2+ 2zycos ¢, s+t + 1/2 xysin @)

fir (z,s), (y,t) e Ry xR

1 2
E(a,s) * E(yt) = %/0 E(\/a:2+y2+2;rycos ¢,s+t+1/2 zy sin @) d¢

fir (x,s), (y,t) € Ry x R mit den Identifizierungen SO(2) = R/(27Z)
und dwy = %dgb

R, x R mit der obigen Faltungsoperation ist also eine kommutati-
ve, nicht hermitesche Hypergruppe (die Involution ist die Abbildung
(x,t) — (z,—t)) mit den gewiinschten Eigenschaften. Es handelt sich
dabei um eine Laguerre-Hypergruppe (mit Parameter 0), vgl. z.B. De-
finition 1.2.6 in [46]. Eine exakte Ubereinstimmung der Definitionen
erhélt man, wenn man die Verkniipfung in der Heisenberg-Gruppe de-
finiert als

((2.9).9)((@.0). 1) = ((x + a0,y + )5+ 1~ £ (ab— ya)

fir ((z,v),s), ((a,b),t) € Hjy.
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(c¢) Ein weiteres Beispiel fiir eine (nicht hermitesche) Hypergruppe, die
(x)-wurzelkompakt ist und keine nichttrivialen kompakten Unterhy-
pergruppen besitzt, ist die Orbital-Hypergruppe G, wobei G = H,;
und

o= freac{(b (03 ()

Fir ((z,y),t) € H; hat der zugehorige Orbit die Gestalt
((x>y)7t>H = {((l’, y)>t)a ((_ya l’),t), ((—$, _y)7t)7 ((ya _x)>t)}'

2.54 (Bemerkungen zu Kapitel 2). In den Funktionalen Grenzwertsétzen
2.7 und 2.12 fiir den Fall hermitescher Hypergruppen ergab sich jeweils aus
den Voraussetzungen, dass das Grenzmafl p unendlich teilbar ist, woraus
dann die eindeutige Einbettbarkeit in eine stetige Faltungshalbgruppe folgte.
Diese Einbettbarkeitsaussage fiir unendlich teilbare Wahrscheinlichkeitsmafle
auf hermiteschen Hypergruppen (Proposition 2.6) wurde von M. Voit bewie-
sen und ist ein Teil von Theorem 4.3 in [54]. Ein zweiter Teil des Theorems
beinhaltet eine analoge Aussage, wobei die Voraussetzung, dass die gegebene
Hypergruppe hermitesch ist, ersetzt wird durch die folgende Bedingung: Zu
jedem Charakter y € supp(mg) existieren ein positiver Charakter yo € K
und ein stetiger Weg x : [0,1] — K, so dass ¥(0) = xo und ¥(1) = x gelten.
Dabei ist K eine kommutative Hypergruppe (mit abzahlbarer Basis der Topo-
logie). Die beiden mittels Fouriertransformation bewiesenen Aussagen sind
vom reellen Fall iibertragen (im zweiten Fall impliziert die Voraussetzung,
dass die Fouriertransformierten von unendlich teilbaren Wahrscheinlichkeits-
mafen nicht verschwinden), und der Beweis liefert zunéchst eine rationale,
dann eine reelle Einbettung.

Offen bleibt in dieser Arbeit die Frage nach der Giiltigkeit eines Funktiona-
len Grenzwertsatzes fiir (kommutative) Hypergruppen, welche einen schwach
wegzusammenhéngenden Dual im Sinne der obigen Definition besitzen.

Mit Hilfe der in Abschnitt 2.2 zum Beweis der Einbettungsaussage fiir den
symmetrischen Fall (Satz 2.14) verwendeten funktionalanalytischen Hilfs-
mittel kann bewiesen werden, dass jede symmetrische Faltungshalbgruppe
(pe)e0 in MY(K) stetig ist, sofern die Existenz eines linken Haarmafes auf
der Hypergruppe K vorausgesetzt ist. Die Stetigkeit von symmetrischen Fal-
tungshalbgruppen wurde von W.R. Bloom und H. Heyer in [9] (Theorem 6)
fiir den Fall gezeigt, dass die gegebene Hypergruppe die Eigenschaft (S) be-
sitzt, was bedeuten soll (vgl. [9] und [10], Definition 5.1.6): Zum einen folgt
fiir Netze (z.), (¥a) € K aus der Straftheit von (e, *¢,,) die von (¢, *&,,),
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und zum anderen ist (A, * ,) genau dann straff, wenn (v, * A, ) straff ist.
Die Stetigkeit ist ebenfalls gegeben, wenn die Hypergruppe kommutativ ist
(vgl. Proposition 5.2.7 in [10]). In diesem Fall ldsst sich der Beweis mit Metho-
den der Fouriertransformation unter Anwendung des Lévyschen Stetigkeits-
satzes fithren, und in der oben erwdhnten allgemeinen Situation {ibernehmen
dann im Beweis wieder Faltungsoperatoren auf L?(K) die Rollen der Fou-
riertransformierten.

Der Funktionale Grenzwertsatz 2.28 fiir den symmetrischen Fall wird unter
der Voraussetzung bewiesen, dass die Folge (v,,) gegen e, konvergiert. Diese
Eigenschaft wird in Lemma 2.19 benutzt, um die positive Semidefinitheit des
Faltungsoperators R, zu beweisen. Es wird hier nicht untersucht, ob sie er-
setzt werden kann durch eine verallgemeinerte Infinitesimalitéits-Bedingung,
z.B. die Konvergenz von (1,) gegen das normierte Haarmafl wy einer kom-
pakten Unterhypergruppe H.

Der Funktionale Grenzwertsatz 2.30 ist vom von K. Teloken behandelten Fall
lokalkompakter Gruppen iibertragen. In [51] und [52] wiederum wird S. No-
bels Funktionaler Grenzwertsatz fiir gleichgradig wurzelkompakte Gruppen,
die keine nichttrivialen kompakten Untergruppen besitzen (vgl. [44], Satz
1.11), verallgemeinert. In der Situation von Hypergruppen ist die Formu-
lierung somit allgemein gehalten, obwohl in den Anwendungsbeispielen (im
Sinne von Definition 2.38) stark wurzelkompakte Hypergruppen mit {e} als
einziger kompakter Unterhypergruppe betrachtet werden.

In Analogie zum Gruppenfall kann gezeigt werden, dass fiir geméfl 2.33(a)
wurzelkompakte Hypergruppen jedes unendlich teilbare Wahrscheinlichkeits-
maf 4 rational einbettbar ist (vgl. auch Theorem 5.6 in [7]).

Fordert man in der Definition von Orbital-Hypergruppen G zusitzlich, dass
die inneren Automorphismen von G in H enthalten sind, so ist die Hyper-
gruppe kommutativ und Pontryagin (vgl. [10], S. 541, sowie 2.4.1 fir die
Definition).

Fiir Gelfand-Paare (G, H) ist der Doppelnebenklassenraum G//H eine kom-
mutative Hypergruppe. In [22] werden Einbettungssaussagen im Zusammen-
hang mit dem Begriff der Wurzelkompaktheit im Kontext von gewissen Gel-
fand-Paaren gemacht.



Kapitel 3

Der Transfersatz von Gnedenko

Im Fall lokalkompakter Gruppen G ist es moglich, Grenzwertsétze fiir ran-

domisierte Produkte -
Th

S%:) - H Xn,kn
k=0

wobei (X, x)ni>1 G-wertige (X, 0 = €) und (7,)n,>1 Ry-wertige Zufallsva-
riablen sind, zu untersuchen. Sind fiir jedes n € N (X, : k£ > 1) unabhéngig
und identisch verteilt und dartiberhinaus (7, X, : k& > 1) unabhéngig,
so besagt eine einfache Version des Transfersatzes von Gnedenko fiir lokal-
kompakte Gruppen (vgl. [28], Abschnitt 2.12 IIT), welche das Analogon zum
klassischen Transfersatz in [21] ist: Die randomisierten Produkte (S(TZ)) kon-
vergieren in Verteilung gegen den randomisierten Lévy-Prozess Y7, sofern
funktionale Konvergenz

S,i:i —— Y; in Verteilung fiir alle t > 0

vorausgesetzt ist, wobei (k,,) eine Teilfolge von N ist, (Y};)>0 ein Lévy-Prozess
und 7" eine R ;-wertige Zufallsvariable, so dass 7' und (Y} ):>0 unabhéngig sind,
und (iT ) in Verteilung gegen T konvergiert.

Fiir Hypergruppen ist die Existenz von randomisierten Irrfahrten und
Lévy-Prozessen nicht offensichtlich. Bei der Ubertragung einer entsprechen-
den Aussage in den Kontext von diesen ist daher neben ihrer Formulierung
fiir diskrete bzw. stetige Faltungshalbgruppen ein geeignetes wahrscheinlich-
keitstheoretisches Modell anzugeben. Verwendet man Definitionen und Zu-
sammenhénge aus den Abschnitten 1.1 und 1.2, so ist Letzteres moglich.

Definition 3.1. Es seien K eine Hypergruppe mit Konkretisierung (M, p, @)
(vgl. Definition 1.2) und (2,2, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Fiir jedes

81
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n > 1 seien (X, x)r>1 unabhingige und identisch verteilte K-wertige Zufalls-
variablen mit Py, = v, k > 1, und (A, g )r>1 M-wertige (Hilfs-) Zufallsvari-
ablen mit Py, = p, k > 1, s0 dass X, 1, Ap 1, X2, Ap 2, ... unabhéingig sind.
Geméf Definition 1.7 sind dann fiir jedes n € N die randomisierten Summen

l
(Sl(n))lzo — (Z A ka)
k=1

rekursiv definiert, und aufgrund der identischen Verteilungen der (X, x)r>1
handelt es sich um Irrfahrten (vgl. Definition 1.9). Fiir die Verteilungen gilt

>0

!
Py =1, 120

(mit 12 = &.).
Um Prozesse mit kontinuierlichem Zeitparameter in R zu erhalten, definiert

man
[t]

St(n) = S[(t?) = Z AX,p firt>0,neN.

k=1

Fiir eine Zeiteinheit ¢ > 0 wird (S t%)tzo als Prozess randomisierter Summen

bezeichnet und die zugehorigen Verteilungen (y,[f/ c]>t20 als diskrete Faltungs-

halbgruppe.

Eine Zufallszeit ist eine R -wertige Zufallsvariable. Fiir eine Zufallszeit T,
ist dann S%LZ) = S[(”Z] definiert und wird Randomisierung der randomisierten
Summen genannt.

Bemerkung 3.2. Es sei an den in Abschnitt 1.2 bewiesenen Zusammen-
hang erinnert: Ist (u);>0 eine {e}-stetige Faltungshalbgruppe in M'(K),
so existiert ein stationdrer Zuwachsprozess (X;);>o mit cadlag-Pfaden mit
Nst = Mi—s fiir s,t € Ry mit s < ¢t (vgl. Definition 1.1) und Py, = p, fir
alle t > 0. Umgekehrt ist fiir einen stationdren Zuwachsprozess (X;);>o mit
cadlag-Pfaden und Xy = e P-fast sicher (Px,):>0 eine {e}-stetige Faltungs-
halbgruppe in M'(K) mit Py, , = n,, fiir s,t € R, mit s < ¢. In Analogie
zum Gruppenfall wird ein solcher Prozess fortan als Lévy-Prozess bezeichnet.

Bevor nun der Transfersatz von Gnedenko fiir Hypergruppen formuliert
und bewiesen wird, erfolgen zunéchst einige Vorbereitungen.

Lemma 3.3. Es sei K eine Hypergruppe mit Konkretisierung (M, u, @),
(Xk)k>1 eine Folge von unabhdingigen und identisch verteilten Zufallsvari-
ablen auf (Q, 2, P) mit Px, =v € MY(K), k > 1, und (Ay)r>1 eine Folge von
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M -wertigen Zufallsvariablen mit Py, = p, k > 1, so dass X1, A1, Xo, Ao, ...
unabhingig sind. Ist T eine Zufallszeit mit p = Pr € MY(Ry) und sind
T, X1, A1, Xo, A, ... unabhdngig, so gilt fir die Verteilung der Randomisie-
rung Sr = Y0y A X

Py = [ apt) =3 ol k4 100

Beweis. Aufgrund der Unabhéngigkeit von (7', X, Ag : £ > 1) und der Kon-
struktion der randomisierten Summen (.S,) (insbesondere Sy = €) sieht man
induktiv ein, dass fiir jedes n > 0 S,, und 7" unabhéngig sind. Fiir A € B(K)
gilt dann

Ps,(4) = Y P({Sre A} n{[T]=n})

- ip({sn € Ay {T € [n,n+1[})

n=0

S P{S, € AYP(T € [nn + 1]}

n=0

= ZV”(A> p([”?” + 1[)7

und dies liefert die Behauptung. O

Lemma 3.4. Es sei K eine Hypergruppe und (Y;)i>o ein K-wertiger Lévy-
Prozess auf (Q, 21, P) mit zugehoriger {e}-stetiger Faltungshalbgruppe (i:)i>o
C MYK). T sei eine Zufallszeit mit Verteilung p € M*(R,), so dass T
und (Yi)i>o unabhingig sind. Dann hat der randomisierte Prozess Yr die
Verteilung

Py, :/ e dp(t).
Ry

Bemerkung. Da (Y}):>¢ insbesondere cadlag-Pfade besitzt, ist Yr stets mess-
bar.

Beweis. Fiir unabhéngige Zufallsvariablen X : 2 — Q; und Y : Q — 5 und
messbares f: {2 x Qy — R, so dass f(X,Y) integrierbar ist, ist E(f(X,Y)]
Y =y) = E(f(X,y)) fiir Py-fast alle y € Qy. Daher erhélt man fiir A € B(K)
mit f: D(Ry) X Ry 3 ((x4)>0,8) — la(xs) (wobei D(Ry) ={f : Ry — K :
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fist cadlag) € K®+)
Py (4) = [ E(lpgeny| T)dP

E(f(Ye)ezo, T)|T) dP

&
~~
~
—
—
<
SN—
~+
%
g
w
S~—
S~—
QL
o)
—
w
S~—

/
/
_ /RE(f((Yt)tZO,T)|T:s)dPT(s)
/
/

U

Bemerkung 3.5. Im Folgenden werden fiir p € M'(R,), v € M'(K) und
eine stetige Faltungshalbgruppe (p)i>0 in M'(K) die Notationen

VP ::/ v dp(t)
Ry

Hp = / i dp(t)
R4

verwendet. In Analogie zum Gruppenfall bezeichnet man im zweiten Fall y,
als subordiniert zu (pu;)i>0 mit Subordinator p.

sowie

Aus den Definitionen ergeben sich unmittelbar die Eigenschaften:

Lemma 3.6. (a) Fiir jede feste diskrete Faltungshalbgruppe (v),¢ (wobei
v € MY(K)) ist die affine Abbildung

MYZy) — MYK)
p = v

ein Halbgruppen-Homomorphismus beziiglich der Faltung in M (Z.)
bzw. MY(K).

(b) Fiir jede stetige Faltungshalbgruppe (j11)i>0 in M (K) ist die Subordina-
tions-Abbildung

M(Ry) — M(K)
Py
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affin und stetig (jeweils beziiglich der schwachen Topologien) und ein
Halbgruppen-Homomorphismus beziiglich der Faltung in M (R,) bzw.
MYK).

Analog zum Gruppenfall in [28] (vgl. den Beweis von Theorem 2.12.14,
10.) wird nun zunéchst der Transfersatz von Gnedenko in der analytischen
Formulierung bewiesen.

Proposition 3.7. Sei K eine Hypergruppe, (Vn)nen € MY (K) und ()0
eine {e}-stetige Faltungshalbgruppe in MY (K). Es gelte

vlkntl sy, fiir alle t >0,

n—oo

wobei (kp)nen € N mit k, / oo. Weiterhin konvergiere fir (pn)nen <
MY Ry) (Hijk, (pn))nen gegen & € MY (R,), wobei fir ¢ > 0 H, die Ho-
mothetie x — cx bezeichne. Dann gilt

()™ 20 b
Beweis. Es wird gezeigt, dass fiir eine Folge (5,) € M!(R,), die gegen ¢ €
MY(R,) konvergiert,

[ vttt — [ magto
R4

gilt. Mit 6,, = Hy g, (pn) fiir n € N erhélt man dann unmittelbar die Behaup-
tung.

Es sei f € C*°(K) beliebig, aber fest gewihlt. Nach Proposition 2.3 ist die
Konvergenz et iy kompakt-gleichméflig in ¢ > 0, und somit konvergie-

ren die Treppenfunktionen
R, >t /fdu}fnﬂ = h,(t), neN, (3.1)

gleichméfig auf kompakten Teilmengen von R, gegen die stetige und be-
schrankte Funktion

Ry >t /fdut =: h(t) (3.2)
(vgl. Bemerkung 2.2(2)). Ist nun (4,) € M'(R,) mit 4, — &, so muss also

/ h, dé,, —— hd& (3.3)
Ry

n—oo R+
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nachgewiesen werden.
Wegen

/]R+ B (t) dO,, () — /R+ h(t) dg(t)‘ <

[ s~ [ noacco)
Ry R,
fir n € N und h € C*(R,) erhilt man (3.3) aus

/R halt) — B(8)| b, (1) +

/ () — B(8)] d,(t) —— 0, (3.4)
Ry n—00

und Letzteres sieht man wie folgt ein:

Aus den Definitionen von (h,) und h folgt die Existenz einer Konstanten
M > 0, so dass ||h, — bl < M fir alle n € N erfiillt ist. Ist ¢ > 0
vorgegeben, so kann einerseits aufgrund der gleichméafiigen Straftheit von (d,,)
eine kompakte Menge C' C R, gewihlt werden mit §,(C¢) < 537 fiir alle
n € N und andererseits ein ng € N, so dass sup,cc |hn(t) — h(t)| < § fiir alle
n > ng. Die fiir n > ny giiltige Abschitzung

/R hat) — h(t)] d, () =

/ hat) — (@) doa(8) + | |hu(t) — ()| db, (1) <
C Ce

13 g
TV
s T Mo =¢

liefert (3.4). O

Nach diesen Vorbereitungen ist es nun moglich, den Transfersatz von
Gnedenko fiir lokalkompakte Gruppen (vgl. [28], Theorem 2.12.14) auf Hy-
pergruppen zu iibertragen.

Satz 3.8 (Transfersatz von Gnedenko). Es sei K eine Hypergruppe mit
Konkretisierung (M, p, ®). Fir jedes n > 1 seien (X, x)k>1 unabhingige
und identisch verteilte K-wertige Zufallsvariablen mit Px, , = v,, k > 1,
und (Apg)r=1 M-wertige Zufallsvariablen mit Py, , = pu, k > 1, so dass
Xoa, Aty X2, Apa, ... unabhdngig sind. Fir eine Folge (kp)nen C N, &y, /
oo, gelte

S™ s, in Verteilung fir alle t > 0,

knt 00

wobei S,g:i = ZEZ? A X,k und (pe)i>o eine {e}-stetige Faltungshalbgruppe
in MYK) ist. (Ty,)nen sei eine Folge von Z., -wertigen Zufallszeiten, so dass
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fir jedes n € N (T,,, Xy g, Ani - kK > 1) unabhingig sind. p, :== Pr,, n € N,
seien die zugehorigen Verteilungen. Weiterhin sei (1,,)nen € N eine Folge mit
l, / oo, und es gelte iTn —— £ € MY(R,) in Verteilung. Dabei stehen

die Folgen (k) und (l,,) in der Beziehung lim,, l—’; =c>0.

(a)

(b)

Es sei (Yi)i>o0 ein Lévy-Prozess, so dass fir jedes t > 0Y; die Vertei-
lung py besitzt, und T eine Zufallszeit mit Verteilung &, so dass T und
(Y2)t>0 unabhdingig sind.

Dann konvergieren die Verteilungen ((vn)’") der Randomisierungen

(S(TZ)) = <Z;€’;1 A Xn,k) der randomisierten Summen gegen die Ver-

teilung pp, ey des randomisierten Prozesses Yr.

Es sei vorausgesetzt, dass die Zufallszeiten (T,,) zusdtzlich erfillen:
Die (T,) seien darstellbar als Summen unabhdngiger, identisch ver-
teilter Zufallsvariablen, d.h. es existieren Z.-wertige Zufallsvariablen
(Knk)ni>1, so dass fir jedes n > 1 (K, x)r>1 unabhingig und iden-
tisch verteilt sind mit Pr, , = Ky, und T, besitzt die Darstellung T, =
o Kok (Ko :=0) fiir eine Folge (my,)nen € N, m,, / 0.

Mit py,, = L] firn € N und r > 0 bilden dann die ((v,)"™")r>0
ewne Folge von diskreten Faltungshalbgruppen, und es gilt

(]/n)p”v"' m MHc(g'r)

kompakt-gleichmdfig in v > 0, wobei (&.),>0 die eindeutig bestimmite
stetige Faltungshalbgruppe in MY(R,) ist mit & = €. Definiert man
firn € Nundr > 01T,, = ZLZ’BT] Ko und sind fir jedes n € N
und r > 0 T, Xn1, Ana, Xng, Apo, ... unabhdngig, so konvergieren
also die Verteilungen der Randomisierungen (ng“:)T)TZO schwach gegen
die Verteilungen eines subordinierten Prozesses (KTT)TZO, und die Kon-
vergenz ist gleichmdf$ig auf kompakten Teilmengen von R, . Dabei sind
(Yi)iso und (T}),>0 Lévy-Prozesse auf K bzw. auf Ry mit zugehori-
gen stetigen Faltungshalbgruppen (pu)i>0 bzw. (&)r>0, so dass fir jedes
r > 0T, und (Y;)i>o unabhingig sind.

[knt]

Beweis. (a) Wegen Pym) = v gilt
knt

plentl o, fiir alle ¢ > 0.

n
n—oo

Da Piq = Hyp, (pn), gilt also nach Voraussetzung Hij, (p,) — . Dies

impliziert aufgrund von Hyy, (pn) = Hy, jk, (H11, (pn)) und limy, o ,lc—: =c

Hy, (Pn) I H.().
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(Dazu verwendet man die Hilfsaussage: Fiir (\,) € M! t
MYR,) und (¢,) € Ry mit lim,, .o ¢, = ¢ gilt H,, (\,) — He(N).
Anwendung von Proposition 3.7 liefert

()P P U AGE
Die von (Y;):>o unabhéngige Zufallszeit ¢T" besitzt die Verteilung H.(£), so-
mit gilt fiir den randomisierten Prozess Y,y nach Lemma 3.4 Py, = g, (¢).

(b) Fir n € N gilt dann also p, = Pr, = s}. Es folgt Hyy,(pn) =
(H1s1, (Kn))™ und somit nach Voraussetzung

(Hy ()™ —— €
Folglich ist £ unendlich teilbar und eindeutig einbettbar in eine stetige Fal-
tungshalbgruppe (&,),>0 € M*(R,), und es gilt

Hip, (o) = (Hl/ln(/‘?n))[mnr] = & (3.5)
gleichméfig auf kompakten Teilmengen von R, (vgl. [28], Lemma 1.6.1).
Wendet man nun die (analytische) Aussage aus (a) fiir ein festes 7 > 0 an,
so erhélt man

(Vn)pnm — MHc(g'r) (36)

n—oo

Wegen Lemma 3.6(a) gilt
(vp)Prr = ((Vn)mn)[mw]’

daher ist fiir n € N ((1,)""),>0 eine diskrete Faltungshalbgruppe in M!(K).
Nach Lemma 3.6(b) ist (ttm.(¢,))r>0 €ine ({e}-) stetige Faltungshalbgruppe in
MY (K), und folglich ist die Konvergenz in (3.6) gleichmiiig auf kompakten
Teilmengen von R, (Proposition 2.3). Nach den Voraussetzungen iiber die
Unabhéingigkeit hat fir n € Nund r > 0 S} (™) die Verteilung (V)P sowie
Yr, fir r > 0 die Verteilung iy, ¢,y (vgl. Lemma 3.3 und 3.4). I

Bemerkung 3.9. Im Fall lokalkompakter Gruppen gilt: Ist (Y;);>¢ ein Lévy-
Prozess mit zugehériger stetiger Faltungshalbgruppe (j1¢);>0 € M*(G) und
(T))r>0 ein Lévy-Prozess auf R, mit stetiger Faltungshalbgruppe (&, ),>0, so
ist, falls (7}.),>0 und (Y;):>o unabhéngig sind, der Prozess (Y7, ),>¢ wieder ein
Lévy-Prozess (mit stetiger Faltungshalbgruppe (e, )r>0) (vgl. [28], Beweis
von Theorem 2.12.14, 8.).



KAPITEL 3. TRANSFERSATZ VON GNEDENKO 89

Wie die folgende Proposition zeigt, besitzt eine analoge Aussage auch im
Fall von Hypergruppen Giiltigkeit.

Proposition 3.10. Es sei K eine Hypergruppe und (Y;)i>o ein Lévy-Prozess
auf K mit zugehériger {e}-stetiger Faltungshalbgruppe (p:)i>0 € M (K). Ist
(T}.)r>0 ein Lévy-Prozess auf Ry mit stetiger Faltungshalbgruppe (&), C
MYR,), so dass (T,),>0 und (Y;)>0 unabhingig sind, so ist der Prozess
(Y7, )i>0 ein Lévy-Prozess auf K (mit zugehoriger stetiger Faltungshalbgruppe

(Mét)tzo)-

Beweis. Es wird gezeigt, dass (Y7,);>0 ein stationédrer Zuwachsprozess ist. Die
cadlag-Eigenschaft ergibt sich unmittelbar aus der der Prozesse (Y;)i>0 und
(T)r>0, wobei zu beachten ist, dass die Pfade des Prozesses (7).),>¢ monoton
wachsend sind.

Es seien s,t € R, mit s < t. Nachgewiesen wird nun zunéchst

P{YTt € A| YTs} - (/"Létfs * €YTS>(A) P-fs.
fiir alle A € B(K). Seien dazu A, B € B(K). Dann gilt

/1{YTS€B}1{YTteA} dp
= E(E(1pxa(Yr, Y1) (15, T1)))
— [ BV, Y| (1. T) = (@.D) a0

- / E(1gxa(Ya, Y3)) dPrr, i) (a,0)

= / / Lyv.eBylivieay AP dPir, 1,)(a, )

_ / / 15 (Yo) (- * €, )(A) AP dPer, 1, (a, )

_//1B(Ya)(,ub*5Ya)<A) AP, 1,-1,)(a,b) dP

_ / / / Lo (@) (15 * £2)(A) dpta () dé, (@) dés, (b)
//13 (1 * £2)(A) dpe, () dSp—5(b)

= [16) [+ ) ) dPy, (2)

- / 15(x) (e, * 2)(A) Py, (1)

— [ temue, e, )(4) P
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aufgrund der Unabhéngigkeit von (Y;),>o und (7§, T3), der Tatsache, dass fiir
a<b
P{S/b € A| Ya} = (/lb—a * €ya)(A) P-fs.

gilt, und der Unabhéngigkeit von T und T; — 7.
Fiir Zeitpunkte 0 < s; < --- < s, <t und A € B(K) gilt, da die Pfade von
(T.)r>0 monoton wachsend sind und

P{Y, € A|Y,,,.... Yy} = P{Y, € A|Y,} P-fs.
fiir Zeitpunkte 0 < ay < -+ - < a,, < a erfillt ist,
P{Yy, € A| Y1, ,...,Yr, } = P{Yy, € A| Vs, } P-s.,
und somit ist (Y7,):>0 ein stationdrer Zuwachsprozess. O

Grundlegend fiir den Beweis der analytischen Aussage in Proposition 3.7
war die kompakt-gleichméflige Konvergenz plntl fe in t > 0. In der Situa-
tion des Funktionalen Grenzwertsatzes 2.30 erhdlt man im Allgemeinen nur
kompakt-gleichméfige Konvergenz in ¢t > 0. Daher wird nun abschliefend in
diesem Kapitel der Fragestellung nachgegangen, ob sich - unter Zusatzvoraus-
setzungen - ein Transfersatz beweisen lésst, bei dem funktionale Konvergenz
ikt w fiir alle t > 0 vorausgesetzt ist.

Durch Projektion auf die Doppelnebenklassen-Hypergruppe und dortige An-

wendung des Transfersatzes kann zunéchst gezeigt werden:

Korollar 3.11. Es sei K eine Hypergruppe, (Vp)nen € MY(K), (11¢)e>0 eine
H-stetige Faltungshalbgruppe in MY(K), und es gelte wg * v, = v, x wy fiir
alle n € N. Fiir eine Folge (kp)nen € N mit k, /' oo sei platl Lt

n—oo

fiir alle t > 0 erfillt. Weiter sei (pn)nen € M'(Zy) eine Folge, so dass
(Hi/k, (pn))nen gegen & € MY (Ry) konvergiert. Dann folgt wy * (v,)P" ——
e

Beweis. Es seien py : Mp(K) — MYK//H) und p}; : MYK//H) —
ML (K) wie im Beweis von Proposition 2.4. Analog zur dortigen Vorge-
hensweise setzt man fiir n € N v, g = wy * v, * wg = wy * v, defi-
niert dann (7, )pey € MYK//H) und die {e}-stetige Faltungshalbgruppe
(fu)>0 € MY (K//H) durch 0, := py (v p) fiir n € N bzw. iy := pg () fiir
t > 0 und folgert

177[1]“”'5] —— i kompakt-gleichmafBig in ¢ > 0.

n—oo



KAPITEL 3. TRANSFERSATZ VON GNEDENKO 91

Anwendung von Proposition 3.7 liefert dann

= @) k) o [ ds(t) =

k=0 Ry

in der Hypergruppe K//H. Dies impliziert aber

Pu((n)™) —— P (fe)

n—oo

in M'(K), und wegen p};(fig) = pe und

Pir((2)™) = wir pa({0}) + D (vam)* pul{k})
= wix Yy v pa({k})
= wy * ()"

folgt die Behauptung. O

Setzt man kompakt-gleichméflige Konvergenz et (e in t > 0 voraus

und fordert fiir das GrenzmaBi & € M'(R,) £(]0,00]) = 1, so ldsst sich der
folgende Transfersatz beweisen.

Proposition 3.12. Sei K eine Hypergruppe, (vn)nen € M (K) und (1t)i>0
eine H-stetige Faltungshalbgruppe in M*(K). Es gelte

vikntl s 1, kompakt-gleichmifig in t > 0, (3.7)
wobei (ky)nen € N eine Folge mit k, / oo sei. Fir (pp)nen € MYR,)
konvergiere (Hy i, (pn))nen gegen & € MY Ry), und es gelte £(]0,00[) = 1.
Dann folgt

()™ 20 e

Beweis. Wie im Beweis von Proposition 3.7 wird gezeigt, dass fiir eine Folge
(6,) € M (R,), die gegen ¢ € M (R, ) konvergiert,

/ v ds, () —— | e dE(t)
Ry

n—oo  Jr,

gilt. Dabei erfiillt das Grenzma8 £ hier £(]0, oo[) = 1.
Ist f € C*°(K) beliebig und definiert man dazu die Treppenfunktionen (h,,)
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und die stetige und beschriankte Funktion h wie in (3.1) und (3.2), so muss
also (vgl. den Beweis von Proposition 3.7)

/R |hn(t) — h(t)| db,(t) —— 0 (3.8)

n—oo

nachgewiesen werden.
Zu vorgegebenem ¢ > 0 existieren ein 0 > 0 und ein n; € N, so dass

€
0,([0,6]) < Wi fir alle n > ny

gilt, wobei M > 0 mit ||k, — h|lec < M fiir alle n € N. Aufgrund der
Voraussetzung £({0}) = 0 gibt es nédmlich zu ¢ > 0 zunéchst ein § > 0 mit
£([0,0]) < & und dann wegen 0, — & ein n; € N, so dass 0,([0,9]) < &
fiir alle n > ny erfiillt ist. Da (d,) gleichméfig straff ist, kann weiterhin ein
C > § gewihlt werden mit

£
< — fi .
9,(]C, 0]) < Wi fir alle n € N

Nun folgt aus der Voraussetzung (3.7) die gleichméBige Konvergenz von (h,,)
gegen h auf kompakten Teilmengen von ]0, 00| (vgl. Bemerkung 2.2) und
somit die Existenz von ny € N, so dass

sup |hy,(t) — h(t)] < S fiir alle n > no
te[s,C] 3

gilt. Die fiir n > max(n;, ny) giiltige Abschétzung

/R on(t) — h(t)] d,(t) =
/[0 i) = hO10,0) + / on(t) — h(t)] d, () +

[6,C]

[C Thaft) = h()| (1) <

13 19 13
Y SR Y S
sar 3T M e e

liefert (3.8). O

3.13 (Bemerkungen zu Kapitel 3). Der Transfersatz fiir den klassischen
Fall reeller Zufallsvariablen wird in den Arbeiten [19], [20] und [21] von B.V.
Gnedenko behandelt. Seine Verallgemeinerung auf den Fall lokalkompakter
Gruppen, welche hier auf die Situation von Hypergruppen iibertragen ist,
wurde von W. Hazod in [26] bewiesen.



Kapitel 4

Geometrische Faltungen und
Exponential-Mischungen

Im vorigen Kapitel wurden fiir v € MY(K) und p € MY (Z,) bzw. eine
stetige Faltungshalbgruppe (p)i>0 in M'(K) und ¢ € M*(R,) die Wahr-
scheinlichkeitsmafle

ZE Zl/kp({k}) bzw.
k=0

He = /Rﬂtdf(t)

in M!(K) definiert, welche als Verteilungen der entsprechenden Randomi-
sierungen auftraten. Es werden nun auf Grundlage des Falls lokalkompakter
Gruppen in [27] und [28], Abschnitt 2.13 III, Charakterisierungen von und
Zusammenhénge zwischen geometrischen Faltungen v”, bei denen p eine geo-
metrische Verteilung auf Z. ist, und Ezponential-Mischungen jie, bei denen
als ¢ die Exponential-Verteilung auf R, gew#hlt wird, untersucht.

Notationen 4.1. (a) Fiir 0 < p < 1 seien

n(p) ==Y _ p(1 —p)rex

und

£p) =Y p(1 = p)rers

geometrische Verteilungen in M'(Z,).

93
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(b) Fiir > 0 sei E(«) die Exponential-Verteilung mit Lebesgue-Dichte
ea(x) == ae™ 1pg oof(z) in M'(R}) und E := E(1).

(c¢) Fir A > 0 bezeichne

T(A) = Z e_’\g €k

k=0
die Poisson-Verteilung mit Parameter A in M'(Z,).
Analog zum Gruppenfall definiert man:
Definition 4.2. Es sei K eine Hypergruppe und A € M!(K).

(a) A heifit geometrische Faltung, falls A darstellbar ist als A = v£®) wobei
ve MY(K)und 0 <p< 1.

(b) X heifit Exponential-Mischung, falls A\ = pp gilt mit einer stetigen Fal-
tungshalbgruppe (p)i>0 in M(K).

(c) A heiBt geometrisch unendlich teilbar, falls zu jedem p €]0,1] ein v, €

M(K) existiert, so dass A = V(iff ) gilt.

Fiir geometrische Faltungen erhélt man zunéchst die folgende Charakte-
risierung.

Proposition 4.3. Es sei K eine Hypergruppe und A € MY (K). Dann erfiillt
A genau dann die Gleichung
A=cp+(1—c)Axp=(cce+ (1 —c)\)*xp (4.1)

fiir ein p € MYK) und 0 < ¢ < 1, wenn X als geometrische Faltung A = p©
dargestellt werden kann.

Beweis. Da (M*(K), +,*) eine Banachalgebra mit Einselement e, ist, liisst
sich der Beweis mit Hilfe der Neumannschen Reihe analog zum Gruppenfall
in [28], Proposition 2.13.9, fithren (vgl. dort auch die vorangehende Bemer-
kung). O

Die geometrisch unendliche Teilbarkeit kann damit wie folgt charakteri-
siert werden.

Korollar 4.4. Es sei K eine Hypergruppe und A\ € MY (K). X ist geometrisch
unendlich teilbar, d.h. zu jedem 0 < ¢ < 1 existiert ein pey € M'(K), so

dass A = pfi)c) gilt, genau dann, wenn \ die Gleichung
A=cpe)y+ (L =c)Axpe firalle0<c<1
erfillt.
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Bemerkung 4.5. Im Kontext lokalkompakter Gruppen G kénnen Wahr-
scheinlichkeitsmafie p, A € M!(G), die darstellbar sind als Konvexkombina-
tionen (4.1), wie folgt iiber ein wahrscheinlichkeitstheoretisches Modell er-
zeugt werden (Zolotarev-Problem, vgl. [28], Abschnitt 2.13 III):

Es sei X eine G-wertige Zufallsvariable und A eine Menge mit Wahrschein-
lichkeit c. Die Zufallsvariablen Y und Z seien definiert durch Y (w) := e
fir w € A bzw. Y(w) = X(w) fir w € A° und Z := Y'X. Falls A so
gewihlt werden kann, dass zum einen X und A und zum anderen Y und Z
unabhéngig sind, so gilt zunéchst

v=ce.+ (1 —-c)A

und dann (4.1), wenn dabei A, v und p die Verteilungen von X,Y und Z
bezeichnen.

In der Situation von Hypergruppen ergibt sich das Problem der Definition
von Z. Verwendet man randomisierte Summen, so muss Z so festgelegt sein,

dass X =Y 4\— Z gilt, um den gewiinschten Zusammenhang der Verteilun-
gen zu erhalten. Fiir Spezialfélle ist es moglich, beziiglich einer gegebenen
Konkretisierung (M, u, ®) der Hypergruppe eine Zufallsvariable Z, die die
Beziehung ®(Y, Z, A) = X erfiillt, durch X,Y und A zu definieren. Dabei ist
A eine Hilfszufallsvariable mit Verteilung pu.
Beispiele sind die Bessel-Kingman-Hypergruppen. Eine Konkretisierung der
Bessel-Kingman-Hypergruppe K = R, mit Parameter o« > —% ist gegeben
durch das Tripel (M, p1, @), wobei M := [—1,1], jt := gAj[—1,1) mit
oz) = . Fa+1)
(a+1/2)/r

(9(1) = 9(~1) = 0) und

®R+XR+X[—1,1} — R+
B(r,p,A) = (4 — 2y

(1—22)"7 fiirz €] —1,1]

(vgl. [10], Beispiele 7.1.2).
Analog zum Gruppenfall gilt fiir eine R -wertige Zufallsvariable X, eine Men-
ge A mit Wahrscheinlichkeit ¢ und Y := X - 1 4c zunéchst

v=ceo+ (1 —c)A,

sofern X und A unabhéngig sind (mit den Verteilungen A und v von X bzw.
Y). Definiert man dann Z durch

7 =AY +VA2Y2 + X2 Y2
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(wobei A eine Hilfszufallsvariable mit Werten in [—1, 1] und Verteilung i ist),
so ist Z eine R -wertige Zufallsvariable, welche

OY,Z,N)=X
erfiillt. Im Falle der Unabhéngigkeit von Y, Z und A ergibt sich die Beziehung
A= (cgo+ (1 —c)A) xp
mit der Verteilung p von Z.

In Anlehnung an den Fall lokalkompakter Gruppen in [27] (vgl. Theorem
3.4) und [28] (vgl. Theorem 2.13.12) ist es nun das Ziel, Zusammenhénge
zwischen den folgenden Aussagen herzustellen:

(1) X ist geometrisch unendlich teilbar.

(2) A erfiillt die Beziehung A = cp) + (1 — ¢) A * p(g) fiir alle 0 < ¢ < 1,
wobel fiir jedes ¢ p() € M (K) ist.

(3) ) ist eine Exponential-Mischung \ = up fiir eine stetige Faltungshalb-
gruppe ()10 € M (K).

Dabei sei K zunichst eine beliebige Hypergruppe und A € M!(K).

Nach Korollar 4.4 sind die Aussagen (1) und (2) dquivalent. Die Implika-
tion (3) = (2) erhdlt man unmittelbar aus dem folgenden Lemma.

Lemma 4.6. Es sei K eine Hypergruppe, und fir \ € MY (K) gelte X\ = ug
mit einer stetigen Faltungshalbgruppe ()0 € M'(K). Dann gilt fir alle
0<ex<1

A= cppase + (L= c)A* ppase).

Beweis. Die Behauptung folgt wegen
E(1)=cE(1/e)+ (1 —c)E(1)*x E(1/c)

fiir 0 < ¢ < 1 aus den Eigenschaften der Subordinations-Abbildung M'(R,) 3
p +— i, (vgl. Lemma 3.6(b)). O

Fiir lokalkompakte Gruppen wird in [27] und [28] der Beweis der Implika-
tion (2) = (3) nur fiir den Fall gefiihrt, dass die Gruppe keine nichttrivialen
kompakten Untergruppen besitzt. Er gliedert sich dabei zunédchst in zwei
Schritte:
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1. Aussage (2) impliziert, dass A Grenzwert einer Folge von Exponential-
Mischungen (ugf"))neN mit ({e}-) stetigen Faltungshalbgruppen (uicn))tzo

1st.
2. ) ist dann selbst Exponential-Mischung.

In Schritt 2 werden dabei Schliisse iiber Resolventen der Kontraktions-

halbgruppen der Klasse (Cp) der zugehorigen Faltungsoperatoren verwendet,
wobei die Faltungsoperatoren als Operatoren auf L?(K) betrachtet werden
(vgl. Proposition 0.15). Setzt man voraus, dass {e} einzige kompakte Un-
terhypergruppe von K ist, so lassen sich die Beweismethoden iibertragen, so-
fern die Existenz eines linken Haarmafles gefordert wird. Dariiberhinaus wird
es sich zeigen, dass es durch Ubergang zur Doppelnebenklassen-Hypergruppe
K//H, wobei H = {x € K : g, *x A\ = A x¢, = A}, und anschlieflende
Riickfithrung moglich ist, auf die Voraussetzung, dass K keine nichttrivialen
kompakten Unterhypergruppen besitzt, zu verzichten.
Daher wird beim nun folgenden Nachweis des Schritt 1 entsprechenden Zu-
sammenhangs fiir Hypergruppen direkt der allgemeine Fall behandelt und
gezeigt, dass (2) impliziert, dass A Grenzwert einer Folge (u%"))neN von
Exponential-Mischungen mit H-stetigen Faltungshalbgruppen (uﬁcn))tzo in
MY (K) ist.

Definition 4.7. Es sei H eine kompakte Unterhypergruppe einer Hyper-
gruppe K. Fiir p € M'(K) und p €]0, 1] sei

PP = pwy 4+ p(1 = p)*pt,
k=1

Lemma 4.8. Es sei H eine kompakte Unterhypergruppe einer Hypergruppe
K, p € MYK) und p €]0,1[. Es gelte wy * p = p*wyg = p. Dann ist
A= p”(p)’H darstellbar als Exponential-Mischung A\ = ug, wobei (fu)i>0 eine
H -stetige Faltungshalbgruppe in M*(K) ist.

Beweis. Mit o := % setze
t - tO‘ktlg k
. — — 53
w=e “wy + kE_l e P fiir t >0

und g := wg. Dann ist (y;)¢>0 eine H-stetige Faltungshalbgruppe in M!(K),
und es gilt p"®H = ;15 wie eine einfache Rechnung zeigt. O
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Proposition 4.9. Es sei K eine Hypergruppe und A € MY(K). X erfiille die
Beziehung

A=cpey+ (1 =c)Axpe) firalle0<c<1 (4.2)
mit p(e) € M (K) fiir jedes c. Dann ist X Grenzwert einer Folge (Alen))en C
MY (K), wobei fiir jedes n € N \en) = ,u%”) FExponential-Mischung mit einer
H-stetigen Faltungshalbgruppe (ugc"))tzo in MY(K) ist. Dabei ist H := {z €
K:e,x A= Xxe, = A},

Beweis. Es sei (c,) CJ0, 1] eine Folge mit lim,, . ¢, = 0. (4.2) impliziert

N Pley + 7 Pl = 7 A firallen €N,
und dies liefert
A* Pleg) == A (4.3)

Fiir den Fall, dass K keine nichttrivialen kompakten Unterhypergruppen
besitzt, sieht man die Behauptung dann wie folgt ein (vgl. den Beweis von
Theorem 2.13.12 in [28], Schritt 1 und Schritt 2, fiir den Gruppenfall):

e Aus (4.3) folgt, dass p = &, einziger Haufungspunkt der relativ kom-
pakten Folge (p(,)) ist (mit dem Theorem iiber Shift-Kompaktheit,
vgl. [9], Theorem 1, oder [10], Theorem 5.1.4, und der Voraussetzung),
also gilt p(c,) — €e.

e Wegen \ = pfﬁfj) (nach Proposition 4.3) und pf;cj) = Plen) * p?c(j;”) fiir

alle n € N erhilt man dann p?c(;:’)z) — A

e Lemma 4.8 (mit H = {e}) liefert die Behauptung.

Fiir den allgemeinen Fall lassen sich die Schritte auf folgende Weise iibertra-
gen:

e Setzt man p(,)n = Wy * P, * wy fir n € N, so erhilt man wegen
wrg ¥ A= Axwyg = Aund pe,) * A = A * p,) fiir alle n € N (beachte

f(i")) aus (4.3)

)\:pc)

Plen),H * A=A Plen),H — A.

Fiir einen Haufungspunkt p der nach dem Theorem iiber Shift-Kompakt-
heit relativ kompakten Folge (p(c,),x) folgt dann wy * p = pxwy = p
sowie supp(p) € H aufgrund von px A = A% p = \. Dies liefert p = wpy,
also gilt

Plen),H — WH.

n—od
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e Faltet man (4.2) (wobei ¢ = ¢,) von rechts und links mit wy, so folgt
zunéchst
A= Cnp(cn),H + (1 - Cn))\ * p(cn),H

und dann mit Proposition 4.3
A= (pepy.)*)  fiir alle n € N.

Wegen

)E(Cn) )U(Cn)»H

(P(en) = Plea),H * (Plen),H
(beachte Definition 4.7) gilt also

A= plenyi * (Pl )" fiir alle n € N

Fiir einen Haufungspunkt & von ((p(e,).z)" ) sind wyr * § = & sowie
wy * 0 = A erfiillt, somit folgt

(Pleay )™M —— X,

e Lemma 4.8 liefert die Behauptung.
O

Die zu Schritt 2 analoge Aussage fiir Hypergruppen wird zunéchst fiir den
Fall formuliert und bewiesen, dass {e} einzige kompakte Unterhypergruppe
ist. Wie bereits erwiahnt, ist es moglich, die Beweisstruktur aus [28] (vgl. den
Beweis der Implikation (b) = (c), Schritt 3-5, in Theorem 2.13.12) zu iiber-
nehmen, wenn zusétzlich die Existenz eines linken Haarmafles vorausgesetzt
wird.

Proposition 4.10. Es sei K eine Hypergruppe mit linkem Haarmafl wg. K
besitze keine nichttrivialen kompakten Unterhypergruppen. Es gelte \,, ——

A € MYK), wobei fiir jedesn € N ), = ,ug) Exponential-Mischung mit der
({e}-) stetigen Faltungshalbgruppe (,uz(tn))tZO C MYK) ist. Dann ezistiert
eine stetige Faltungshalbgruppe (ii)i>0 in MY (K), so dass A\ = ug gilt.

Der Beweis der Proposition erfolgt in mehreren Schritten, deren Inhalte
jeweils als Lemma formuliert werden.
Im Folgenden sei dabei stets K eine Hypergruppe, die keine nichttrivialen
kompakten Unterhypergruppen besitzt, mit linkem Haarmafl wy.

Lemma 4.11. Ist (u;)¢>0 eine stetige Faltungshalbgruppe in MY (K), so ist
die Familie (T});>0 € L(L*(K)) eine Kontraktionshalbgruppe der Klasse (C),
wobei fir t > 0 T, := R, den Faltungsoperator f +— p; * f auf L*(K)
bezeichne.
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Fiir die Aussage von Lemma 4.11 vgl. Proposition 0.15.

Notationen 4.12. Fiir die Kontraktionshalbgruppe (73);>0 bezeichne A den
zugehorigen infinitesimalen Generator und R(«) := R(a, A) € L(L*(K)),
a > 0, die Resolventen (vgl. Definition 0.16 und Satz 0.17(b)).

Fiir p € M4 (K) sei im Weiteren stets R, der Faltungsoperator auf L?(K).

Lemma 4.13. Ist (ju;)i>0 eine stetige Faltungshalbgruppe in MY (K) und
A = pug Ezponential-Mischung, so gilt Ry = R(1), d.h. der Faltungsoperator
von A st Resolvente des infinitesimalen Generators der zugehérigen Kon-
traktionshalbgruppe der Klasse (Cy) der Faltungsoperatoren.

Beweis. Fir f € C.(K) und z € K gilt

(s ) = /K ™ *x) dus(y)

- / + /K F(y™ * ) dpily) dE(2)
-/ e DA

- / e

und mit der Integraldarstellung der Resolventen (vgl. Satz 0.17(b)) folgt die
Behauptung. O

Lemma 4.14. Es sei (u;)>0 eine stetige Faltungshalbgruppe in M*(K).
Dann eistiert zu jedem a > 0 ein Maf M) € ME(K) mit [|[A(a)]| = £, so
dass R(a) der Faltungsoperator von A(«a) ist.

Beweis. Setzt man fiir > 0 (@) := % f1p(a), S0 erhilt man die Behauptung

ebenfalls iiber die Integraldarstellung der Resolventen, denn fir f € C.(K)
und z € K gilt

(o) s D) = = [ [ e diy) aBla)e)
= [ et e

0

Bemerkung 4.15. Gelten die Voraussetzungen von Proposition 4.10, so sei-
en firn € N R,(a) = R,(a, A,), @ > 0, Resolventen des infinitesimalen
Generators A, der zu (u@)tzo gehorigen Kontraktionshalbgruppe der Fal-
tungsoperatoren auf L?(K), und (\,(a))a>0 bezeichne die Familie von Mafien
aus Lemma 4.14, d.h. R,(a) = Ry, () fiir o > 0, wobei ||\, (a)|| = 1.
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Lemma 4.16. Es gelten die Voraussetzungen von Proposition 4.10. Dann
konvergiert fir jedes o > 0 (R,())nen in der starken Operatortopologie

gegen ein Q(a) € L(L*(K)).

Beweis. Fiir n € N erhélt man aus der Resolventengleichung (vgl. z.B. [55],
Kapitel VIII, Abschnitt 2, Theorem 2)

R.() = (I — (ag — )Ry () ) Ry () (4.4)

fir a, ap > 0. Ist |a — ap| < ayp, so gilt
1
[[(ct0 = @) Ru(ao)[| = | — af | Rx, o)l < oo — @ w <L

und mit der Neumannschen Reihe (vgl. z.B. [41], Lemma 17.2) und (4.4)
folgt die Darstellung

Z ap — @)F(Rp(a))F Tt fiir |a — ap| < . (4.5)
k=0

Speziell mit ag = 1 gilt somit
a) = Z(l —a)*(R, (1) fir 0 <a < 2.

k=0

Nun liefert die Voraussetzung A, — A mit Lemma 4.13

R,(1) —— R, in der starken Operatortopologie,

n—oo

also

(Rn(1))¥ —— (R\)* in der starken Operatortopologie (4.6)

fiir alle £ € N.
Fir 0 < a < 2 ist

i 1 —a)*(Ry)" € L(LA(K))

k=0

(Neumannsche Reihe), und da

‘ Z(l _ a) ( k+1

k

<Z]1—04\k
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folgt mit (4.6)

R,(a) —— Q(«a) in der starken Operatortopologie. (4.7)

n—oo

Um die Behauptung fiir alle @ > 0 zu erhalten, vergréflert man in (4.5)

schrittweise den Entwicklungspunkt (ay = %, ...) und wiederholt das Ver-
fahren, wobei zu beachten ist, dass wegen ||R,(3)|| < 2 fiir alle n € N und
(47) Q)] < 2 ist. O

Lemma 4.17. Es gelten die Voraussetzungen von Proposition 4.10. Dann ist
die Familie (Q(a))as0 € L(L*(K)) aus Lemma 4.16 eine Pseudo-Resolvente,
d.h. die Resolventengleichung ist erfillt (vgl. die Definition in [55], Kapitel
VIII, Abschnitt 4).

Beweis. Seien «, 3 > 0. Dann ist fiir jedes n € N die Resolventengleichung
Ry () = B () = (8 — ) R () Ry ()
erfiillt. Da fiir f € L*(K)
[ Ry(a) Ry () — Q(a)Q(B) fl2
< [Ra(@)Ra(B)f = Ra(@)Q(B) f 2 + [[Ra(e)Q(B)f — Q()Q(B) f |2

)
||
LIRA(B)S ~ QU+ [ BA()QB)S ~ Q@)Q(A) ke —— 0,

<
folgt die Giiltigkeit von

Q) = Q(B) = (B — 0)Q()Q(H).
O

Lemma 4.18. Es gelten die Voraussetzungen von Proposition 4.10. Dann
existiert eine Familie von Mafen (A())aso € MO (K) mit den folgenden
FEigenschaften:

(1) X\(1) = \.
(2) [|X()|| < £ fiir alle o > 0.
(3) Fiir a > 0 ist Q(a) = Ry der Faltungsoperator von A(«).

Dabei ist (Q())aso die Familie von Operatoren aus Lemma 4.16 und Lemma
4.17.
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Beweis. Es seien \,(a), n € N, a > 0, die Male aus Lemma 4.14 bzw.
Bemerkung 4.15. Ist @ > 0 fest, so besitzt wegen ||\, ()| = £ fiir alle n € N
die Folge (A;())nen einen vagen Héufungspunkt § € M& (K) mit [|6]] < 1,

A, (@) — d  vag. (4.8)

Nach Lemma 2.16 konvergiert dann (R, (o)) gegen Rs in der schwachen
Operatortopologie, und mit R, ) — Q(«) in der starken Operatortopologie
folgt Rs = Q(a). Also ist A(«) := § der einzige vage Haufungspunkt von
(An(@)), d.h. (A, (cv)) konvergiert gegen A(«) vag, und es gilt Q(a) = Ry(a).

U

Es folgen nun die entscheidenden Schritte im Beweis von Proposition 4.10,
in denen gezeigt wird, dass Q(«) fiir @« > 0 Resolvente des infinitesimalen
Generators einer zu einer stetigen Faltungshalbgruppe gehorigen Kontrakti-
onshalbgruppe der Klasse (Cj) von Faltungsoperatoren ist. Dazu werden im
Folgenden Aussagen aus [55] und [36] verwendet.

Bemerkung 4.19. Nach [55], Kapitel VIII, Abschnitt 4, besitzt die Pseudo-
Resolvente (Q())as0 € L(L*(K)) (vgl. Lemma 4.17) die Eigenschaften:

(1) Fir o, 3 > 0 gelten N(Q(a)) = N(Q(B)) und R(Q(«)) = R(Q(A)),

wobei N und R Kern bzw. Bild eines linearen Operators bezeichnen.

Es seien N := N(Q(a)) und R := R(Q(w)).

(2) Gilt N = {0}, so ist fiir jedes @ > 0 Q(«) Resolvente eines linearen
Operators B (mit Definitionsbereich D(B) = R).

Der néchste Schritt besteht nun also darin, N' = {0} nachzuweisen.

Lemma 4.20. Es gelten die Voraussetzungen von Proposition 4.10. (Q())a>0
sei die Pseudo-Resolvente aus Lemma 4.16 und Lemma 4.17. Dann ist N =

{0}

Beweis. Da L?(K) ein reflexiver Banachraum ist und somit die Vorausset-
zung in Korollar 1 erfiillt, gilt nach Lemma 1’ und Korollar 1" in [55], Kapitel
VIII, Abschnitt 4,

R={f€L*K): lim aQ(a)f = f}

sowie B
L*(K)=N&R.
Dabei ist die geforderte gleichgradige Stetigkeit wegen

[aQ(a)|| = af[Ryq |l <1 fiir alle a > 0,
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wobei (A(@))a>o die Mafle aus Lemma 4.18 sind, gegeben.
Bezeichnet P : L*(K) — L*(K) die Projektion auf R lings N, so gilt also

aQ(a) —— P (4.9)
in der starken Operatortopologie. Im Folgenden wird gezeigt, dass P die
Identitét ist. Dann folgt ' = {0} und somit die Behauptung. Aufgrund von
(aA(@))as0 C MS:)(K) und der vagen Kompaktheit von MS:)(K) existiert
eine Folge (ap\(ay,))neny mit o, — 00 und

apAa,) —— p € MS:)(K) vag,.
Wegen
Ran/\(an) = anRA(an) = anQ(a/n) — P

in der starken Operatortopologie folgt dann mit Lemma 2.16 P = R,,.

Es gilt P # 0, denn ist P = 0, so ist N’ = L*(K), und aufgrund von N =
N(Q(1)) und Q(1) = Ry mit A € M!(K) fiihrt dies zu einem Widerspruch.
Wegen p € MY(K) und P = R, ist P stetig mit ||P|| < 1, und P? =
P # 0 impliziert dann ||P|| = 1. Folglich ist p ein Wahrscheinlichkeitsmaf.
Da p wegen R,,, = R, ein Idempotent ist und K nach Voraussetzung keine
nichttrivialen kompakten Unterhypergruppen besitzt, folgt p = £, und dann
P=1. O

Das folgende Lemma vervollsténdigt den Beweis von Proposition 4.10.

Lemma 4.21. Es gelten die Voraussetzungen von Proposition 4.10. Dann
existiert eine stetige Faltungshalbgruppe (p;)0 € MY (K), so dass Q(«),
a > 0, Resolvente des infinitesimalen Generators der zugehdrigen Kontrak-
tionshalbgruppe der Klasse (Cy) der Faltungsoperatoren ist. Weiterhin gilt

Beweis. Nach Lemma 4.20 und Bemerkung 4.19(2) existiert ein linearer Ope-
rator B von L?(K) nach L?(K) mit D(B) = R, so dass fiir a > 0

(af = B)™ = Q(a)

gilt. Da (af — B) ! insbesondere auf ganz L?*(K) definiert ist, ist B ein abge-
schlossener Operator (vgl. dazu die Definition in [36], Kapitel I1I, Abschnitt
5.2). Weiterhin ist wegen ' = {0} und L*(K) = N @ R D(B) dicht in
L*(K), und fiir a > 0 gilt

o=

I(al = B)~Hl = Q)] <
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In [36], Kapitel IX, Abschnitte 1.2 und 1.3, wird gezeigt, dass fiir jedes t > 0

" —-n
T := lim ([— —B)
n—oo n

in der starken Operatortopologie existiert und dann (7});>( eine Kontrakti-
onshalbgruppe der Klasse (Cp) mit infinitesimalem Generator B ist. Ist ¢ > 0,

so ist wegen
(-9 - (1
n t
Q

fiir alle n € N T, Limes einer Folge von Faltungsoperatoren (Ry(t))neN mit
t ny(n\\n
W = (A"

t Mg

Da ||V7(f)|| < 1 fiir alle n € N, folgt, dass (V,(f))neN vag gegen ein [ € MS:)(K)
konvergiert und 7, = R,,, gilt (vgl. Lemma 2.16). Aufgrund der Eigenschaf-
ten einer Kontraktionshalbgruppe der Klasse (Cp) ist (u¢)i>o (mit po = €.)
eine Faltungshalbgruppe in MS:)(K ), deren Stetigkeit sich aus (3) in Propo-
sition 0.15 und Bemerkung 5.2.6 in [10] ergibt. Fiir pp = fR+ pe dE(t) erhélt
man aus Ry = Q(1) und R,, = Q(1) (Integraldarstellung der Resolventen)
R,, = Ry, also up = A, und wegen A € M!(K) ist dann ()0 € M(K).
Zunéchst folgt ndmlich aus den Eigenschaften einer stetigen Faltungshalb-
gruppe iy (K) = e~ fiir alle t > 0 mit einem « > 0, und

1=pup(K)= / e te ™ dt
R

liefert dann o = 0. [

Grundlegend fiir die Durchfithrbarkeit der einzelnen Beweisschritte von
Proposition 4.10 in dieser Form ist zunéchst die Eigenschaft, dass es sich
bei den Familien von Faltungsoperatoren um Kontraktionshalbgruppen der
Klasse (Cp) handelt, welche dadurch gegeben ist, dass die Faltungshalbgrup-
pen stetig, also {e}-stetig, sind.

Dariiberhinaus wird die Voraussetzung, dass K keine nichttrivialen kompak-
ten Unterhypergruppen besitzt, lediglich an der Stelle im Beweis von Lemma
4.20 benotigt, an der nachgewiesen wird, dass die Projektion die Identitét ist.
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Verzichtet man nun auf diese Forderung und setzt voraus, dass A € M!(K)
Grenzwert einer Folge von Exponential-Mischungen (,ugl))neN mit H-stetigen
Faltungshalbgruppen (M,E”))tzo in MY(K) ist, wobei H = {z € K : e, % A =
A% g, = A}, so erhidlt man in der Doppelnebenklassen-Hypergruppe K//H
eine konvergente Folge von Exponential-Mischungen {e}-stetiger Faltungs-
halbgruppen, und es kénnen zunéchst analoge Schliisse {iber die Resolventen
in L?(K//H) gezogen werden. Wie sich zeigen wird, ist es moglich, den oben
erwahnten Schritt im Beweis von Lemma 4.20 auch in dieser Situation durch-
zufithren. Nach Riickfithrung auf die urspriingliche Hypergruppe K erhélt
man dann die folgende allgemeinere Aussage.

Proposition 4.22. FEs sei K eine Hypergruppe mit linkem Haarmaf wy. Es
gelte \, —— X\ € MY(K), wobei fiir jedesn € N )\, = ,ugl) Ezxponential-

Mischung mit einer H-stetigen Faltungshalbgruppe (Mgn))tzo C MYK) ist,
H:={z € K:e,x\A=Axe, = \}. Dann existiert eine H-stetige Faltungs-
halbgruppe ()0 in MY (K), so dass A\ = pg gilt.

Beweis. Es seien py : My(K) — MYK//H) und p};;, : MYK//H) —
ML (K) wie im Beweis von Proposition 2.4. Ist n € N, und setzt man fiir ¢ >
0 A" = pu(u™) e MYK//H), so ist ([Lin))tzo eine {e}-stetige Faltungs-
halbgruppe in M'(K//H), und fiir die zugehérige Exponential-Mischung

i = [ e
R4

gilt [LSE”) = pH(,ugl)). Daher folgt nach Voraussetzung

i) —— (A =0
in MY (K//H). Da die Faltungshalbgruppen {e}-stetig sind, sind die zu-
gehorigen Familien der Faltungsoperatoren auf L?(K//H) Kontraktionshalb-
gruppen der Klasse (Cp). Die Existenz eines linken Haarmafles in K//H folgt
dabei aus Theorem 1.5.20(v) in [10]. Zur Vereinfachung der Notation sei im
Folgenden M := K//H, und fiir & > 0 seien die Resolventen der infinitesi-
malen Generatoren wieder mit R,(«) bezeichnet.
Wie in den einzelnen Beweisschritten von Proposition 4.10 folgt dann die
Konvergenz von (R,(a)) gegen ein Q(a) € L(L*(M)) fiir jedes o > 0,
wobei (Q(a))a>o eine Pseudo-Resolvente ist, und die Existenz von Mafen
(6(cx))a>0 € M5 (M) mit den Eigenschaften [|6(a)|| < £ und Q(«) = Ry
fur alle > 0, §(1) = 0. Weiterhin gilt mit V' := N(Q(a)) und R := R(Q(«))

R={f€L*(M): lim aQ(a)f = f}
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und B

L*(M)=NoR.
Bezeichnet wieder P : L?(M) — L?>(M) die Projektion auf R lings N, so
folgt wie im Beweis von Lemma 4.20 fiir einen vagen Haufungspunkt

MU 3 p = 1lim a,6(ay)  (vag)

n—oo

P = R, und p € M'(M), also ist p ein idempotentes Wahrscheinlichkeits-
maf.
Ist nun o = 1, so gilt fiir f € L?*(M) einerseits

Rsf = Rs(I—P)f+ RsPf
= Q)(I - P)f + RsPf
= RsPf = Rsupf,

da (I — P)f € N(P) =N = N(Q(1)), und andererseits
Rsf =(I = P)Rsf + PRsf = PRsf = Rys f
aufgrund von (I — P)Rsf = Rsf — PQ(1)f = Rsf — Q(1)f = 0.

Dies impliziert
dxp=pxd=0J.

Setzt man v := p};(p) € M} (K), so ist v idempotent, d.h. es ist v = we mit
einer kompakten Unterhypergruppe C' C K, und es gilt

Axv=v*x\A=\ (4.10)

Wegen v € M (K) gilt we*wy = we, woraus H C C folgt, und (4.10) liefert
C C H. Somit ist p = py(wy) = egen und P = R, die Identitét. Es gilt also
N = {0}, und wie im Beweis von Lemma 4.21 kann mit Bemerkung 4.19(2)
gezeigt werden, dass eine {e}-stetige Faltungshalbgruppe (ji¢);>o in M (M)
existiert, so dass 0 = fig ist. Mit u; := pi; (i) fiir ¢ > 0 ist dann (p)s>0 eine
H-stetige Faltungshalbgruppe in M!(K), und es gilt A = p}(jig) = pp. O

Es sei an dieser Stelle bemerkt, dass sich fiir den Fall H = {e} aus
Proposition 4.22 unmittelbar die folgende Verallgemeinerung von Proposition
4.10 ergibt.

Korollar 4.23. Es sei K eine Hypergruppe mit linkem Haarmafs. Es gelte
A —— A € MY (K), wobei fiir jedesn € N \,, = ,ug) Exponential-Mischung

mit einer {e}-stetigen Faltungshalbgruppe (,ugn))tzo C MYK) ist. Ist H =
{r € K:e,xX\=Xxe, = \} = {e}, so ist \ = ug Ezponential-Mischung
mit einer {e}-stetigen Faltungshalbgruppe ()0 in M'(K).
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Die Kombination der Aussagen aus Proposition 4.9 und Proposition 4.22
liefert nun das folgende Resultat, welches insbesondere den entsprechenden
Zusammenhang fiir lokalkompakte Gruppen in [28] (Theorem 2.13.12) und
[27] (Theorem 3.4) verallgemeinert.

Satz 4.24. Es sei K eine Hypergruppe mit linkem Haarmaf. X € M'(K)
erfille die Beziehung A = cpi) + (1 — )X * p) fiir alle 0 < ¢ < 1, wobei
Py € MYK). Dann ist X darstellbar als Exponential-Mischung X\ = pg mit
einer H-stetigen Faltungshalbgruppe (p)i>0 € M'(K). Dabei ist H = {z €
K:e,xA=XAxeg, = A}

Insgesamt ergeben sich damit (vgl. Korollar 4.4 und Lemma 4.6) die Cha-
rakterisierungen:

Satz 4.25. Es sei K eine Hypergruppe mit linkem Haarmaf. Fir A € M (K)
sind dann dquivalent:

(1) X ist geometrisch unendlich teilbar.

(2) X erfillt die Beziehung X = cp(ey + (1 — )X * py fiir alle 0 < ¢ < 1,
wobei py € M (K) ist.

(3) X ist eine Exponential-Mischung X = pg mit einer stetigen Faltungs-
halbgruppe (p1)i>0 € M (K).

Bemerkung 4.26. Ist K eine kommutative Hypergruppe, so lasst sich die
Implikation (2) = (3) unter Verwendung von Fouriertransformierten wie
folgt beweisen. Dabei wird zunéchst der erste Schritt aus Proposition 4.9
iibernommen.

Fiir eine Folge (c,) CJ0, 1] mit lim, . ¢, = 0 gilt

A= Cpplen) + (1= )N * pe,y fiir allen € N,

und mit p,)n = Wh * p(e,) * wy fiir n € N (dabei ist wieder H = {x € K :
€z ¥ A = Ak g, = A}) erhélt man geméafB Proposition 4.9 p(.,)n — wg und
An — A, wobei A, = (p(cn),H)”(C”)’H = ug), n € N, Exponential-Mischung
mit, einer H-stetigen Faltungshalbgruppe (u{™);s0 in M(K) ist.
Nach einer Version der Schoenberg-Beziehung fiir H-stetige Faltungshalb-
gruppen (vgl. Theorem 3.7 in [8] und Theorem 5.2.18 in [10]) existiert zu je-
dem n € N eine eindeutig bestimmte Funktion ¥,, € C'(A), so dass W,,(1x) >
0 und . A

)0 ={ PO e
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fiir alle t > 0 gilt. Dabeiist A ;== A(K,H) :={xy € K : x(z) =1 fiir alle z €
H} unabhéngig von n. Fiir n € N und x € A gilt dann

) = ()00 = /K L) = / /K LAu™ dE (1)

1
= e te gt = — —

da wegen exp(—W,(x)) = (1) (x) mit p” € MY (K) Re(P,(x)) > 0
erfiillt ist. Dies liefert

1- A,
¥, (x) = L2200
An(X)
woraus mit A, — A
11—\
U, (x) A gy fiiralle € A
n= A(x)

folgt. Hier ist zu beachten, dass die Voraussetzungen fir xy € A wegen
wr(x) =1 X(x) # 0 implizieren.
Ist nun ¢ > 0 fest, so konvergiert ((u,g"))A) punktweise gegen f;, wobei

iy o= { S9H) L xed

Nach dem Stetigkeitssatz von Lévy (vgl. Satz 0.26(b)) existiert ein eindeutig
bestimmtes u; € M(j)(K ), so dass (ME")) vag gegen ; konvergiert, und es
gilt f; = iy 7k-lokal fast iiberall. Da W stetig auf A und A offen und
abgeschlossen in K ist (vgl. Proposition 2.2.45 in [10]), ist f, stetig, woraus
ft = fi auf supp(mk) folgt. Mit Theorem 5.2.18(b) in [10] erhélt man dann,
dass (pt)e>0 eine H-stetige Faltungshalbgruppe in MSFI)(K ) ist, und aufgrund
von

1 ~
~ _ —t —tU(x) _ _
,ux—/ee dt = —— = AMx
fiir x € supp(mx) N A folgt A = pg. Da A ein Wahrscheinlichkeitsma$ ist, ist
(t1t)¢>0 eine H-stetige Faltungshalbgruppe in M!(K).

4.27 (Bemerkungen zu Kapitel 4). Geometrisch unendlich teilbare Wahr-
scheinlichkeitsmafe bzw. Zufallsvariablen wurden in [38] fiir den reellen Fall
eingefiihrt. Die Satz 4.25 entsprechende Aussage ist dort mittels Fouriertrans-
formierter bewiesen, wobei die Eigenschaft, dass ein Wahrscheinlichkeitsmaf3
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A € MY(R) genau dann geometrisch unendlich teilbar ist, wenn \ darstellbar
ist als Exponential-Mischung mit einer stetigen Faltungshalbgruppe, sich un-
mittelbar aus Theorem 2 in [38] ergibt. Zusammengefasst sind die Resultate
auch in [29]. W. Hazod verallgemeinerte diese dann in [27] auf die in diesem
Kapitel angesprochene Weise auf lokalkompakte Gruppen.



Kapitel 5

Semistabilitat

Ist v ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf R, (ky,)n,eny € N eine Folge mit &, /' o0
und k41 /k, — o > 1 und (¢, )nen eine Folge positiver reeller Zahlen, so sind
die moglichen Limiten p von (H,, (1) ),en, wobei fiir ¢ > 0 H. : R — R die
Homothetie z +— cx sei, charakterisiert als die (strikt) semistabilen Mafse,
d.h. es gilt

H 1(p) =p" (5.1)

mit einem Index x €]0,2] und der eindeutig bestimmten stetigen Faltungs-
halbgruppe (p!);>o mit p!' = p. Entsprechende Zusammenhinge besitzen
auch im R? Giiltigkeit (vgl. [40], Abschnitt 7.4).
Bei der Festlegung eines Konzepts der Semistabilitat im Fall lokalkompakter
Gruppen iibernehmen Automorphismen in G die Rollen der Homothetien.
Die Semistabilitat ist dann definiert als Eigenschaft einer Faltungshalbgrup-
pe, und zwar heiit eine ({e}-) stetige Faltungshalbgruppe (j1¢);>0 in M(G)
(strikt) semistabil, falls b € Aut(G) und « €]0, 1] existieren, so dass

b(,ut) = Hat

fiir alle t > 0 erfiillt ist (vgl. Definition 2.3.5 in [28]). Uber sie sollen funk-
tionale Limiten charakterisiert werden, wobei im Allgemeinen aufgrund der
nicht geklarten Frage der eindeutigen Einbettbarkeit in Verbindung mit der
Giiltigkeit eines Funktionalen Grenzwertsatzes zwischen solchen und Grenz-
werten als einzelnen Wahrscheinlichkeitsmaflen zu unterscheiden ist. Fiir den
Fall einfach zusammenhéngender nilpotenter Liegruppen wird in Abschnitt
2.6 in [28] unter Vollheitsvoraussetzungen der Zusammenhang von semista-
bilen Faltungshalbgruppen mit funktionalen Grenzwerten der Form

ag/Frt —— oy, >0, (5.2)

n—oo
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wobei v € MYG), (an)nen € Aut(G) und (kp)ney € N mit &, " oo und
kn/kni1 — a €]0, 1], hergestellt. In diesem Fall impliziert die einfache Kon-
vergenz a,v™ — p die Existenz einer stetigen Faltungshalbgruppe (f¢)i>0
mit gy = p, so dass (5.2) entlang einer Teilfolge gilt.

Ziel dieses Kapitels ist der Versuch, in Spezialfillen ein Konzept der Se-
mistabilitdt fiir Hypergruppen einzufiihren.

Definition 5.1. Es sei K eine Hypergruppe. Eine stetige Abbildung ¢ :
K — K hei3t Homomorphismus, falls

Ed(x) * Ep(y) = Dle, * gy)

fir alle x,y € K erfiillt ist. Ist zusitzlich ® bijektiv und ®~! ebenfalls ste-
tig, so heiBt ® ein Automorphismus in K. Aut(K) bezeichne die Menge der
Automorphismen in K.

Bemerkung 5.2. Ist ® : K — K ein Homomorphismus, so gelten

D1 v) = Bu) * D(v)

fiir alle u, v € MP(K) sowie ®(e) = e und ®(x~) = ®(x)~ fiir alle x € K.
Dabei ergibt sich ®(e) = e aus der Tatsache, dass wegen co) * €a(e) =
P(e.) = ca(e) das PunktmaB e4(c) idempotent ist, und die letzte Eigenschaft
folgt mit ®(e) = e und (7) in Definition 0.2 aus

e € ®(supp(e, * €,-)) C supp(P(e, * €5-)) = sSUPP(Ew(a) * Ea(a))
fur z € K.

In [62] (Theorem 4.1) wird bewiesen, dass die Bessel-Kingman-Hyper-
gruppen (vgl. Vorbereitungen, Definition 0.36) die einzigen Sturm-Liouville-
Hypergruppen (vgl. Definition 0.34) sind, fiir die nichttriviale Automorphis-
men existieren. Sie sind sogar die einzigen bekannten Beispiele fiir Hyper-
gruppen auf R, mit nichttrivialen Homomorphismen. Im Fall von Bessel-
Kingman-Hypergruppen sind die Homothetien H,. : R, — R, mit ¢ > 0 (die
einzigen, vgl. [56], Proposition 5.1) Automorphismen, und der stabile Fall,
d.h. die Charakterisierung der moglichen Grenzwerte von Faltungspotenzen
(H,, (v)")nen und die Beschreibung der zugehorigen Anziehungsbereiche wird
in [53] bzw. [6] behandelt, da die Faltungsstruktur eine verallgemeinerte Fal-
tungsstruktur im Sinne von [53] ist.

Eine Charakterisierung der Grenzwerte von (H,, (v)),en (wobei (kp)nen
eine Teilfolge von N ist, die k,/k,+1 — «a €]0,1] erfiillt) fir den Fall von
Bessel-Kingman-Hypergruppen erhélt man mittels des folgenden Typenkon-
vergenzsatzes.
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Satz 5.3 (Typenkonvergenzsatz). Seien (fin)neny € MU (Ry), p,v €
MY RY) und ¢, > 0 fiir alle n € N. (ji,)nen konvergiere gegen p.

(a) Konvergiert (¢n)nen gegen ein ¢ > 0, so konvergiert (H,, (in))nen gegen
H () (wobei Hy(p) = ep).

(b) Sind p,v # g, so konvergiert (He, (fin))nen genau dann gegen v, wenn
(¢n)nen gegen ein ¢ > 0 konvergiert und H.(u) = v erfillt ist.

Bemerkung. Der Typenkonvergenzsatz ist ein Spezialfall der klassischen
Version fiir R (vgl. z.B. [40], Theorem 2.3.2), welche mit Methoden der
Fouriertransformation bewiesen werden kann. In der obigen Formulierung
liefe sich auch ein Beweis mit Fouriertransformierten in Bessel-Kingman-
Hypergruppen fiihren.

Aufgrund des folgenden Lemmas und des Funktionalen Grenzwertsatzes
2.7 handelt es sich bei den méglichen Grenzwerten von (H., (v)*),cy um
funktionale Limiten.

Lemma 5.4. Es seien K eine Bessel-Kingman-Hypergruppe, u,v € M*(K)
mit u # g9 und ¢, > 0 fir alle n € N. Weiter sei (ky)neny € N mit k, / oo,
und es gelte

ch<y)k" —

n—oo

Dann ist (H.,(V))nen infinitesimal, d.h. es gilt H. (v) — €.

Beweis. Fur (k,) = (n) ist die Behauptung in [53], Theorem 4, und [48],
Lemma 4.4, gezeigt.

Es sei (¢y, )ien eine Teilfolge von (¢,,) mit

lim ¢, = c € [0, o0].

l—o0
Ist ¢ = o0, so gilt 1/¢,, — 0, und mit Satz 5.3(a) folgt

v = H . (H,

Cny
cny

(V")) — &,.

l—o0
Fiir 0 < ¢ < oo erhélt man analog

Vi —— Hi(p).

l—o0 c
Da die Folge (#*) nur dann einen Grenzwert, nimlich gy, besitzen kann,
wenn v = ¢ ist, ergibt sich in beiden Féllen ein Widerspruch zur Vorausset-
zung [ # €. Somit konvergiert (¢,,) gegen 0, woraus H., (v) — o folgt. O
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Da die Homothetien Automorphismen sind, lasst sich unter Verwendung
des Typenkonvergenzsatzes analog zum semistabilen Fall in R (vgl. [40], Lem-
ma 7.1.4) die folgende Charakterisierung zeigen.

Proposition 5.5. Sei K eine Bessel-Kingman-Hypergruppe.

(a) Es seien u,v € M (K), wobei i # €o, (kn)nen € N mit k, / 0o und
kn/kni1 —— «a €]0, 1] sowie ¢, > 0 fiir alle n € N. Falls

ch(y)kn — lu’
so ist zundchst wegen Lemma 5.4 und Satz 2.7 p eindeutig einbettbar

in eine stetige Faltungshalbgruppe (t)i>0, und es gilt

H,, (W)t —— ,  fir alle t > 0. (5.3)

n—oo

FEs existiert dann ein 0 < ¢ < 1, so dass H.(py) = pioy fiir alle t > 0
erfillt ist.

(b) Ist ()0 eine stetige Faltungshalbgruppe in M'(K) und ezistieren
0<c<1undac€l0,1], so dass H.(p1) = pior fiir alle t > 0 erfillt ist,

so gilt
H, ()P —— p,  fir alle t > 0,
wobei ¢, := ¢ und ky, := [(£)"] fiir n € N.

Beweis. (a) Es gilt

ch(V)kn = H.,H (ch+1(V)kn)

Cn4+1

— Hoen (H

Cn+1
Cnil n—+

kn
) )

und da die Konvergenz in (5.3) gleichméfig auf kompakten Teilmengen von
R, ist, konvergiert

H [kn+1 kkﬁ]
Cn+1 (V) "
neN
Cn

gegen fi,. Nach dem Typenkonvergenzsatz konvergiert (m) gegen ein ¢ > 0,

so dass Hy(pa) = p erfiillt ist. Mit ¢ := % gilt He() = po und dann auch
H_ (1) = oy fiir alle t > 0. Wegen Hen (1) = pron fiir alle n € N und pign — &g,
d.h. nach dem Stetigkeitssatz fiir Bessel-Kingman-Hypergruppen, vgl. (3.6)
in [17]

a(c"N) —— 1  kompakt-gleichméfig in A > 0,

n—oo
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erhélt man aus der Annahme ¢ > 1 pu = ¢, also einen Widerspruch.
Die Behauptung von Teil (b) ergibt sich sofort aus
1\n 1\n
Hen (pu) @™ = (o) = 11y —— e

n—oo

fir t > 0. O

Bemerkung 5.6. Analog zum semistabilen Fall in R ldsst sich beweisen,
dass ¢ < «a in Teil (a) der obigen Charakterisierung erfiillt ist. Nach der
Lévy-Hinc¢in-Formel (vgl. [17], Satz 10.2) existieren ein eindeutiges Lévy-Mafs
n € My (R%) (d.h. es gilt fR1 1;”_% dn(x) < oo) und eine eindeutige Konstante

M > 0 mit
fi:(A\) = exp (t (—M)\2 + /
R

fiir alle A € Ry und t > 0. (Fiir die Notation sei verwiesen auf Vorbereitun-
gen, Definition 0.36.) Aufgrund des Zusammenhangs H.(p;) = po fiir alle
t > 0 ergeben sich damit Mo = Mc? und a-n = H.(n) (unabhingig von der
Faltungsstruktur). Ist M = 0, so ist wegen u; # &9 1 Z 0, und mit Lemma
7.1.7 in [40] folgt ¢ < y/a. Fiir M # 0 erhélt man o = ¢® und n = 0. Mit

(0a(z) = 1) d??(fﬂ)))

*
+

_loga

" loge
ist dann 0 < x < 2, und es gilt H_» (fy) = pag fiir alle t > 0.

Bemerkung 5.7. Ist K eine Bessel-Kingman-Hypergruppe, so erhédlt man
fiir den stabilen Fall nach Resultaten aus [53]/[6] und [61], dass p # €y genau
dann Grenzwert einer Folge (H,,(v)") ist, wenn die Fouriertransformierte f
von g von der Form

fi(A) = exp(=MX"), A e Ry,

ist, wobei M >0 und 0 < k < 2.

Gilt also
HCn(”)n n—o0 /"L%g()’
d.h.
H, ()" —— p, fiir alle t > 0 (5.4)

mit der eindeutig bestimmten stetigen Faltungshalbgruppe (p¢)i>0 mit gy =
11, und setzt man fir @ > 0 () == o=, so ist

Hc(a) (Ht) = Ha% (ﬂt) = Mot (55)
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fir alle o« > 0 und alle ¢t > 0 erfiillt.

Die gleiche Charakterisierung ergibt sich, wenn man den stabilen auf den se-
mistabilen Fall in Proposition 5.5 zuriickfithrt. Zu « €]0, 1| existiert ndmlich
eine Teilfolge (k,) C N, fiir die (k,/kni1) gegen « konvergiert. (5.4) und
Proposition 5.5(a) implizieren dann die Existenz von 0 < ¢(a) < 1, so dass

Hooy(111) = poe fiir alle ¢t > 0 gilt, und mit x(a) := kjgi(i;) €]0,2] (vgl.

Bemerkung 5.6) erhélt man

H (:ut) = Mat

a’ﬂ(a)

fir alle t > 0. Es ldsst sich leicht zeigen, dass fiir ein weiteres o/ €]0, 1]
k() = k(o) =: Kk ist, so dass (5.5) fiir alle @ €]0, 1] und alle ¢ > 0 erfiillt ist.

Der Beweis von Proposition 5.5(a), in dem fiir Bessel-Kingman-Hyper-
gruppen K aus der Konvergenz

[knt]

pn(V) — fir alle t > 0 (5.6)

(wobei p,, € Aut(K) fiir n € N) die Existenz eines Automorphismus p gefol-
gert wird, so dass die stetige Faltungshalbgruppe (1):>o semistabil in dem
Sinne ist, dass

(i) = proe  fiir alle ¢ >0

erfiillt ist, folgt einem Standardschema. Dabei werden die kompakt-gleich-
méafige Konvergenz in (5.6) sowie ein Typenkonvergenzsatz, welcher im be-
handelten Fall der Bessel-Kingman-Hypergruppen gerade der klassische fiir
R ist, verwendet.

Auch fiir den eingangs erwéhnten Fall lokalkompakter Gruppen bzw. einfach
zusammenhéangender nilpotenter Liegruppen wird die entsprechende Charak-
terisierung mittels eines Typenkonvergenzsatzes bewiesen (vgl. dazu [28], Ko-
rollar 2.6.9 bzw. Proposition 2.6.8, sowie Theorem 2.2.8 und Theorem 2.2.12).

Setzt man fiir eine Hypergruppe K die Giiltigkeit der Eigenschaften (A)
und (B) voraus, wobei

(A) Aut(K) ist nicht trivial.

(B) Es gelte ein Typenkonvergenzsatz der folgenden Art:

F C MYK) sei eine geeignete echte offene *-Unterhalbgruppe. Fiir
(tn)neny € MYK) und (pn)neny € Aut(K) implizieren dann die Kon-
vergenzen fi, — i und p,(u,) — v, wobei u,v € F, die relative
Kompaktheit von (p,)nen sowie p(p) = v fiir jeden Haufungspunkt
p € Aut(K) von (p,).

(Dabei wird Aut(K) mit einer zum Gruppenfall analogen Topologie
ausgestattet, vgl. [30], Definition 26.3.)
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so léasst sich analog mit der Standardmethode zeigen:

Proposition 5.8. Es sei K eine Hypergruppe mit den Figenschaften (A) und
(B). (111)i>0 sei eine {e}-stetige Faltungshalbgruppe in MY (K) mit u, € F fiir
allet >0, v € MYK), (pn)nen C Aut(K) sowie (ky)neny € N mit k, / oo

und ky/kn1 —— « €]0,1[. Es gelte funktionale Konvergenz

entl e fir alle t > 0.

n—oo

Pn(V)

Dann existiert ein p € Aut(K), so dass p(us) = piae fiir alle t > 0 erfillt ist.

Beweis. Wegen

_ kn kn
pn(y)[knt] = pnpn-ll—l(pn—kl(y)[ T rta t]) m L
fir t > 0 folgt die Behauptung aus dem Typenkonvergenzsatz. ]

Bemerkung 5.9. Ist K eine kommutative Hypergruppe und p ein Auto-
morphismus in K, so ist eine Abbildung p* : K — K definiert durch
pr(x) == xop firyek.

Fiir eine {e}-stetige Faltungshalbgruppe (j);>0 in M!(K), die nach der
Schoenberg-Beziehung (vgl. dazu Vorbereitungen, Satz 0.29) die Darstellung
fi; = e'®, ¢t > 0, mit der eindeutig bestimmten stark negativ definiten Funk-
tion —® besitzt, ist die Semistabilitat

(i) = poe  fiir alle ¢ >0

(mit 0 < o < 1) aufgrund von

~

p(1)"(x) = fm(p*(x)) = exp(®(p*(x))), x € K,

dquivalent zur ,infinitesimalen Semistabilitat
p(®) :=Dop" = ad.

Dies bedeutet fiir die als Beispiel bekannten Bessel-Kingman-Hypergruppen
gerade
do H. = ad,

da ¢y o H. = ¢y gilt. (Vgl. dabei Vorbereitungen, Definition 0.36, fiir die
Notation.)
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Fiir den Spezialfall von normalen Anziehungsbereichen, d.h. p, = p™ mit
einem Automorphismus p in der Situation der vorigen Proposition, erhélt
man trivialerweise, ohne dass die Giiltigkeit eines Typenkonvergenzsatzes
vorausgesetzt werden muss:

Proposition 5.10. Es seien K eine Hypergruppe, p € Aut(K), (pt)i>o €ine
{e}-stetige Faltungshalbgruppe in M'(K), v € M K) sowie (ky)neny € N
mit k, /" oo und ky, [k, —— « €]0,1[. Es gelte

(p" ()l —— p,  fiir alle t > 0.

Dann folgt p(p) = piay fiir alle t > 0.

Eine zu (b) in Proposition 5.5 analoge Aussage fiir eine beliebige Hyper-
gruppe K und p € Aut(K) ergibt sich unmittelbar.

Bemerkung 5.11. (a) In [28] ist mit Theorem 1.13.14 eine Aussage (fiir
den stabilen Fall) formuliert und bewiesen, die vom selben Typ ist wie
diejenige aus Proposition 5.8.

(b) Es fehlen Beispiele fiir Hypergruppen, fiir welche die Voraussetzungen
von Proposition 5.8 erfiillt sind. Wie zuvor bereits erwahnt, sind un-
ter den Hypergruppen auf R, die vorab behandelten Bessel-Kingman-
Hypergruppen die einzigen bekannten Beispiele mit nichttrivialen Au-
tomorphismen, so dass sich in dieser Klasse von Hypergruppen keine
weiteren Beispiele angeben lassen.

In [61] werden fiir beliebige Sturm-Liouville-Hypergruppen K = R, die
Grenzwerte von ((H,, (v))")nen charakterisiert, wobei fir ¢ >0 H.:R; —
R, wie zuvor die Homothetie x +— cx bezeichne, die nun - aufler in Bessel-
Kingman-Hypergruppen - kein Homomorphismus beziiglich der Faltung ist.
Das Hauptresultat aus [61] (vgl. Theorem 4.1) besagt, dass g9 # u € M'(K)
genau dann Grenzwert einer Folge ((H,, (v))")neny mit v € MY (K) und ¢, > 0
ist, wenn g ein ,stabiles“ Wahrscheinlichkeitsmafl im Sinne der folgenden
Definition ist.

Definition 5.12. Es sei K eine Sturm-Liouville-Hypergruppe.

(a) Ein Wahrscheinlichkeitsma 1 € M*(K) heifit stabil vom Index k €
10,2[, wenn g = pu, pr fiir ein M > 0 gilt, wobei mit

~

B rr(\) = M / T (@) dr, A€R, (5.7)
0
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e € MY (K) die Fouriertransformierte

ﬂ/@,M - eXP((I)m,M)
besitzt.
p heiBt stabil vom Index 2, wenn p das GaufS-Map pa € MY(K) mit
Fouriertransformierter
ﬂz,M = eXp<(I)2,M)
ist, wobei M > 0 und

1 5
o () 1= =3 M\ +7%), MeK. (5.8)

(Dabei ist wieder fiir A € K ¢, der zugehorige Charakter, und ~ be-
zeichnet den Index der Sturm-Liouville-Hypergruppe, vgl. Vorbereitun-
gen, Eigenschaften 0.35.)

(b) Eine stetige Faltungshalbgruppe (p)i>0 in M!(K) heiBt stabil, falls
po = €o und fiir alle ¢ > 0 p¢ = e a¢ mit £ €]0,2] und M > 0 gilt.
Fiir eine stabile stetige Faltungshalbgruppe (p)i>0 gilt also
fir = exp(t®, ps) firt >0

mit &, 5y wie in (5.7) bzw. (5.8).
Obwohl ¢, o H. fiir A € K im Allgemeinen kein Charakter der Hypergruppe
ist, ist es moglich, diese Funktion anstelle von ¢, in ®, s einzusetzen. Fiir
Kk = 2 ist dabei zu beachten, dass

Dy pr(N) = —%MLA(@)(O) fiir A\ € K (5.9)

gilt (vgl. Vorbereitungen, 0.34 und 0.35). Verwendet man dafiir die Notation
®, r(¢x 0 H.), so erhilt man die folgende ,,infinitesimale” Bedingung fiir die
stabile stetige Faltungshalbgruppe.

Proposition 5.13. FEs sei K eine Sturm-Liouville-Hypergruppe und (i:)i>o
eine im Sinne der Definition 5.12 stabile stetige Faltungshalbgruppe in M*(K),
d.h. es gilt

fi = exp(t®y pr) firt>0

mit r €]0,2] und M > 0. Mit
He(@uar)(A) = Py ni (9 0 He) (5.10)
fir A € K undc¢>0 folgt dann
H(®p ) ="Qppr fiir alle c >0 (infinitesimale Stabilitit®).
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Beweis. Fiir k < 2 ergibt sich durch Einsetzen von ¢, o H,

Bori(droH) = M / o (cx)ea da
0

= Mc“/ A\(2)z7"dz
0
= CH@H’M()\)
und fiir kK =2 (vgl. (5.9))
1

(I)Q,M(¢/\ oH,) = D) MLa(éx o H.)(0)
1
— L M1+ a0)4(0)
1
= —5 M02<>\2+’)/2)
= 02¢)27M()\)7
da ¢) € C*(R;) und
2 2
1(0) = Aty ’
1+ Qp
wobei ag wie in (SLla) bzw. oy = 0, falls (SL1b) vorliegt, vgl. Vorbereitun-
gen, 0.34. ]

Bemerkung 5.14. Der Ansatz von Proposition 5.13, d.h. das ,,Einsetzen*
von ¢y o H., obwohl dies im Allgemeinen kein Charakter der Hypergruppe
ist, ldsst sich wie folgt erlautern:

Definiert man fiir £ €]0,2[ und M > 0 das Funktional B durch

B(f) = M/ (@) da, (5.11)
0
so ist Definition (5.11) sinnvoll fiir
[eC, ={f€C'R) :xr flx)e™ € IR},
und fiir f € C, und ¢ > 0 gilt f o H, € C, sowie
B(f o He) = ¢"B(f).

Ist L = {¢) : A € K} der Raum der Charaktere und D = (L) die lineare
Hiille von L, so gilt L € D C ()} fiir alle 0 < k < 2, und somit erhilt
man fiir eine stabile stetige Faltungshalbgruppe (pux at)i>0 die infinitesimale
Stabilitét

B(foH.) =c"B(f) firalle f € D und alle ¢ > 0.

Der Fall k = 2 lasst sich analog deuten.
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Motiviert durch die Resultate in [61] fiir Sturm-Liouville-Hypergruppen
und Proposition 5.13 bzw. Bemerkung 5.14 wird im Folgenden versucht, fiir
eine kommutative Hypergruppe K eine ,infinitesimale“ Beschreibung der
funktionalen Limiten (p):>0 in der Situation

(pu(w)Etl —— 4, fiir alle ¢ > 0 (5.12)

anzugeben, wobei fir n € N p, : K — K ein Homéomorphismus ist und
(kn)nen eine Teilfolge von N mit k,/k,.1 — « €]0,1[. Dabei werden nur
normale Anziehungsbereiche betrachtet, d.h. in (5.12) sei p,, := p™ mit einem
Homoomorphismus p.

Besitzt die {e}-stetige Faltungshalbgruppe (u:):>0 die Darstellung fi; =
e!® fiir t > 0 mit —® € SN(K), so gilt
e® = lim €'

n—~oo

On
punktweise mit R

&, =B, néeN,
fiir geeignete Poisson-Generatoren

B, = Bu(Ay — ) € MY(K), n €N,

wobei 3, € Ry und A, € MY(K) (z.B. B, = n(ur —e.)).
p(B,,) ist dann stets definiert, und mit

p(®n) = (p(Bn))"

fiir n € N besteht eine Moglichkeit, analog zum Vorgehen in Proposition 5.13
(vgl. (5.10)) p(®) sinnvoll zu definieren darin,

p(®) = lim p(@,) (5.13)

zu setzen, falls der Limes (punktweise) existiert. Wegen

Bu(x) = Buly) = / vdB, €K,
erhalt man namlich
p(®.)00) = (p(Ba))(x) = / T5pdB., €K,

durch , Einsetzen“ von y o p in ®,,.

In der Situation (5.12) ergibt sich unter Verwendung des folgenden Lemmas
mit B, = k,(p"(v) — €.) unmittelbar, dass der Grenzwert in (5.13) a® ist
und damit insbesondere stets existiert. Das Lemma wird dabei in stérkerer
Formulierung bewiesen als in diesem Zusammenhang zunéchst benotigt.
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Lemma 5.15. Es sei K eine kommutative Hypergruppe. (p)i>o sei eine
{e}-stetige Faltungshalbgruppe in MY(K) mit j; = e'® fir t > 0, wobei
-® SN(K), (Vn)nen © MYK) und (kn)nen € N mit k, / oo. Es gelte
funktionale Konvergenz

vkt i, fiir alle t > 0.

Dann folgt )
kn(Pn(X) = 1) —— ®(x)  fir alle x € K,

n—oo

und die Konvergenz ist gleichmdfig auf kompakten Teilmengen von K.

Beweis. Der Beweis erfolgt mit einem Approximationssatz aus [36] (vgl.
Theorem 3.6 in Kapitel IX, Abschnitt 3.3), dessen Anwendung einiger Vor-
bereitungen bedarf.
Sei J C K kompakt. Fiir ¢ : K — C stetig sei My € L(C(J)) der Multipli-
kator

C(J) 3 [ My(f) = f
auf dem Banachraum (C(J), ||.||s)-
Setzt man fiir ¢ > 0

U(t) == Ms,

so ist (U(t))>0 € L(C(J)) eine Kontraktionshalbgruppe der Klasse (Cj)
(vgl. die Definition in Proposition 0.15 fiir den Banachraum B = C(J)). Die
Eigenschaft (3) fiir ¢o > 0 und f € C(J) ergibt sich dabei aufgrund von

U@ f = Uto)flle = lle'®1f = €% fllo

< ey = e*f ool flloo

fiir alle ¢ > 0 aus der kompakt-gleichméfligen Konvergenz lim; ., fi; = fis,,
und man erhélt sogar

U(t) — Ulto)

t—to

in der Operatornorm. Da fiir A > 0 und f € C(J)

L= Ges —%)fH

< H (%, 1) — o] 17
o0

HEOTE Y

gilt sowie

h®

SRS
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gleichmiiBig auf kompakten Teilmengen von K, ist T := Mg € L(C(J)) der
infinitesimale Generator von (U(t)):>0, und auch hier liegt Konvergenz in der
Operatornorm vor.

Es seli nun fir n € N
R, =M, € L(C(J))

und (R, (t))¢>o die diskrete Halbgruppe mit Zeiteinheit 1/k,, d.h.
R,(t) = Rt ¢ >0
(vel. [36], Kapitel IX, Abschnitt 3.1).
T, = kp(Ry — 1)

sei der zugehorige Generator.
Da die Konvergenz it 1y kompakt-gleichméfig in ¢ > 0 ist und somit
fiir eine Folge (t,) C Ry mit ¢, — tg

gleichméfig auf kompakten Teilmengen von K gilt, approximiert die Folge
(R,,) von diskreten Halbgruppen U (vgl. dazu die Definition in [36], Kapitel
IX, Abschnitt 3.2), d.h. fir f € C(J) ist

HRn(tn>f - U(t(J)fHoo m 0
erfiillt, und wie zuvor gilt sogar

Der oben erwihnte Approximationssatz aus [36] ist nur fiir Konvergenz in
der starken Operatortopologie und nicht fiir Konvergenz in der Operatornorm
bewiesen, daher liefert er in dieser Situation die Konvergenz der Resolventen
in der starken Operatortopologie von L(C(J)). Um daraus auf die Konver-
genz der Generatoren zu schlieffen, konnen Resultate aus Abschnitt 2.6 in
Kapitel IV in [36] verwendet werden. Diese sind jedoch jeweils fiir Konver-
genz in der Operatornorm formuliert, und aus diesem Grund wird nun der
folgende Umweg iiber die Operatoren (U(t)) bzw. (R,(t)), n € N, gegangen,
so dass die Anwendung des Approximationssatzes Resolventen-Konvergenz
in der Operatornorm in der urspriinglichen Situation ergibt.

Ist fiir t >0 U(t) € L(L(C(J))) der durch

L(C(J) 3 A Ult) o A
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definierte Operator, so ist (U(t))i>0 € L(L(C(J))) eine Kontraktionshalb-
gruppe der Klasse (Cy) beziiglich des Banachraumes L(C(J)) mit der Ope-
ratornorm. 7" € L(L(C(J))), definiert durch

TA:=ToA fir Ae L(C(J)),

ist der zugehorige infinitesimale Generator.

Ebenso sei fiirn € N R, € L(L(C(J))) definiert. Dann ist T, € L(L(C(J))),
T,A:=T,0A fir Ae L(C(J)),

der Generator der diskreten Halbgruppe (R, (t)):>0.
Wegen (5.14) gilt fiir eine Folge (¢,) € Ry mit ¢, — ¢

fir alle A € L(C(J)), und der Approximationssatz aus [36] liefert die Kon-
vergenz der Resolventen

(I—T,) ' —— (I-T)" (5.15)

in der starken Operatortopologie von L(L(C(J))). Wéhlt man A = |
L(C(J)), so erhilt man wegen (I —T,,)*A= (I —T,) ' und (I —T)*A
(I —T)7 " aus (5.15)

(I =T = (I =T)7'| —0.

n—oo

S

Theorem 2.25 und Theorem 2.23(a) in [36], Kapitel IV, Abschnitt 2.6, impli-
zieren dann

[ —
und aufgrund von T,, = My, (5,-1) fiir n € N folgt insbesondere
e (Pnyg = 1) = @pylloc —— 0.
Ul

Korollar 5.16. Es seien K eine kommutative Hypergruppe, p ein Homdo-
morphismus in K mit p(e) = e, v € MYK) und ()0 eine {e}-stetige
Faltungshalbgruppe in MY (K) mit ji; = e'® firt > 0 und —® € SN(K).
Weiter sei (kp)nen € N mit k, /" oo und k,/kni1 ——a €]0,1[, und es

gelte
(p ()t —— y fir alle t > 0. (5.16)

Mit B, = k,(p"(v) —€.), ®,, := B, und p(®,,) := (p(Bn))", n € N, ist dann
p(®) := lim p(®,) = ad.

n—oo
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Beweis. Nach Lemma 5.15 impliziert (5.16)

Fa((p"()N(x) = 1) —= ®(x) fiir alle x € K,

n—oo

also in der obigen Notation ®,, — ®. Fiir n € N gilt

Buyr = kna(p(p"(v)) = plee))
= Fna(p(p"(v) — &)

= B (o () — 2))

und somit folgt p(®) = ad. O

Korollar 5.16 besagt lediglich, dass unter den gegebenen Voraussetzungen
der (punktweise) Grenzwert von p(®,,) gleich a® ist und liefert damit nicht
die angestrebte ,infinitesimale® Bedingung fiir den funktionalen Limes. Ab-
schliefend in diesem Kapitel wird daher nun der Ansatz behandelt, ® durch
ein , infinitesimales“ Funktional zu beschreiben, um so in der Situation (5.12)
(mit fi; = e'®) zu einer geeigneten Formulierung der , infinitesimalen Semista-
bilitat* zu gelangen. Definiert ist dieses Funktional zunéchst auf einer Menge
D, welche die im folgenden Satz angegebenen Eigenschaften besitzt.

Satz 5.17. Es sei K eine kommutative Hypergruppe. Dann existiert ein Un-
terraum D C Co(K)NL?*(K), so dass D ein Kernbereich (vgl. dazu die nach-
folgende Bemerkung) ist fir den infinitesimalen Generator von Faltungsope-
ratoren (R,,)i>0 zu einer beliebigen {e}-stetigen Faltungshalbgruppe (fi:)i>0
in MY(K). Dabei werden die Faltungsoperatoren sowohl auf Co(K) als auch
auf L*(K) betrachtet.

Bemerkung 5.18. Die folgenden Definitionen finden sich in [36], Kapitel
ITI, Abschnitte 5.2 und 5.3.

Sind X und Y Banachrdume, so heifit ein linearer Operator 7" von X nach
Y mit Definitionsbereich D(T) C X bekanntlich abgeschlossen, falls fiir jede
Folge (un)nen € D(T), fiir die (u,) gegen u € X und (T'u,) gegen v € Y
konvergiert, u zu D(T) gehort und Tu = v gilt. Ein linearer Operator S
von X nach Y heiflt abschlieffbar, falls S eine abgeschlossene Erweiterung
besitzt, d.h. ein abgeschlossener Operator T" existiert mit D(S) € D(7T) und
Su = Twu fiir alle u € D(S). Die kleinste abgeschlossene Erweiterung S von
S in dem Sinne, dass jede weitere abgeschlossene Erweiterung von S auch

eine Erweiterung von S ist, heift der Abschluss von S.
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Ist T ein abgeschlossener Operator und S ein abschlieBbarer Operator mit
S =T, so heiit der Definitionsbereich D(S) von S ein Kernbereich (,core”)
von T

Beweis von Satz 5.17. Sei
D :={f € L*(K) : supp(f) kompakt}.

Fiir f € D ist, da supp(f) kompakt ist, f € L*(K) N L2(K), und somit ist
die durch

fi(x) ;:/kf(x)x(g;)dmx), z €K, (5.17)

definierte Funktion f; ein Repriisentant von f € L*(K), und nach Theorem
2.2.32 in [10] gilt f1 € Co(K). Da ein Haarmafl wy auf einer kommutativen
Hypergruppe die Eigenschaft besitzt, dass fiir jede nichtleere offene Menge
U C K gilt wg(U) > 0, ist der Représentant aus Cy(K) eindeutig bestimmt.
Aufgrund der Dichtheit von (C,(K))Y in L2(K) (vgl. dazu den Beweis von
Theorem 2.2.13 und Proposition 2.2.31 in [10]) ist D dicht in L*(K). Als

~

Unterraum von Cy(K) ist, da nach Theorem 2.2.32 in [10] (C.(K))" auch
dicht in (Co(K), ||.]|ee) ist und (CL(K))¥ C D gilt, D ebenfalls dicht in Co(K).
Es sei nun (j);>0 eine beliebige {e}-stetige Faltungshalbgruppe in M!(K),
und es gelte fi; = €'® fiir t > 0 und —® € SN(K). Fir f € D sei dann N f
definiert durch

Nf(@) = [ B0F00x() dm(n), @€ K.

K
Mit g :=® - f fiir f € D ist

Nf = g?
und es gilt Nf € D. (Dabei ist zu beachten, dass ® stetig und somit lokal
beschrankt ist.)
Betrachtet man die Faltungsoperatoren einerseits als Operatoren auf Cy(K),
so ist fiir f € D wegen

e @) = [ [ [ om0 de, > i)
_ /K /K () /K x(2) d(zy- * £2)(2) drie () dpan(y)
— /K / FOOX (™ )x (@) dmic (x) dpn(y)
= /K FOOx (@) / X(y™) dpn(y) dmge (x)

_ / FOOX(@)iin(x) drc () (5.18)
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firx € Kund h >0
1
£+ £@) ~ i) = NS(@)

= | [ 00 = D) dman) ~ [ @00T 0N el

K

~(in(x) — 1) = 20| [F )l Ix(2)] dre (x)

1f ()] dm (x).

—(n(x) = 1) — ®(x)

Aufgrund der gleichméfiigen Konvergenz

1
“(® 1) —
AN

auf kompakten Teilmengen von K und da supp( f ) kompakt ist, folgt somit

1
R

d.h.esist D C D(A)) und Ay f = Nf fir f = f1 € D, wenn A; den zu
(Ru,)t=0 € L(Co(K)) gehorigen infinitesimalen Generator bezeichnet.
Andererseits ist fir f € D (Nf)" =& - f, und da nach Proposition 2.2.26
in [10] fiir A >0 R

(pn * )" = fun - f
auf supp(mg) gilt, erhélt man wegen Satz 0.22 fiir f € D und h > 0

2

- (l(uh*f—f)—Nf>A

1
HE(Mh*f—f)—NfQ :

2

= |5 (s =) gy
= |fum-ni-o-f|
_ /k%(“’—l)—q) 12 dre.

Bezeichnet also As den infinitesimalen Generator der Faltungsoperatoren
(Ru)is0 C L(L*(K)), so ist D C D(Az), und Nf ist ein Reprisentant (aus
Co(K)) von Ay f € L*(K).
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Zum Nachweis, dass D jeweils ein Kernbereich fiir den infinitesimalen Ge-
nerator von (R, )i>0 € L(Co(K)) bzw. (R, )i>0 C L(L*(K)) ist, wird nun
gezeigt, dass D invariant ist unter (R, );>0. Die Behauptung folgt dann mit
Theorem 1.9 in [13].

Ist f € Dundt >0, so ist mitg::ﬂt-fundh::g h € D, und es gelten

hi(z) = /Rﬂt(x)f(x)x(ac) drr(x) = (g * fi)(z) firallez € K

nach (5.18) (fiir die Notation vgl. (5.17)) sowie wegen

N

(we f)" = f=g
auf supp (7 ) auch y; x f = h in L*(K). O

Definition 5.19. Ist (u:):>0 eine {e}-stetige Faltungshalbgruppe auf einer
kommutativen Hypergruppe K mit ji; = e!® fiir ¢t > 0, wobei —® € SN(K),
und D wie in Satz 5.17, so wird das Funktional B auf D definiert durch

B(f) == / S(0)F () dmx (), f € D.

K

Bemerkung. Es gilt dann
B(f)=Nf(e) fir feD
in der Notation aus dem Beweis von Satz 5.17.

Bei der angestrebten Formulierung der ,infinitesimalen Semistabilitéat*
iiber das Funktional B stellt sich nun das Problem, dass im Allgemeinen
»fop€ D firalle f € D“ nicht erfiillt sein wird und somit a priori B(f o p)
nicht definiert ist. Will man sie daher durch die Bedingung

B(fop)=aB(f) firalle fe D (5.19)

erkldren, so ist dies nur moglich, indem man das Funktional (B, D) geeignet
auf (B, D) mit D D D fortsetzt, so dass f o p € D fiir alle f € D erfiillt ist.
Umgeht man obiges Problem auf diese Weise, so verdeutlicht der folgende
Ansatz, wie sich in der Situation (5.12) fiir die funktionalen Limiten die
»infinitesimale“ Bedingung (5.19) ergibt.

Ansatz 5.20. Es seien die folgenden Voraussetzungen erfiillt:
K sei eine kommutative Hypergruppe und p : K — K ein Homdomorphismus
mit den Eigenschaften p(e) = e und p(z~) = p(z)~ fir alle z € K. Weiter



KAPITEL 5. SEMISTABILITAT 129

seien (11t);>o eine {e}-stetige Faltungshalbgruppe in M'(K) mit i, = €'®
t >0, und —® € SN(K), v € MY (K) und (k,)neny € N mit k, / oo und
kn/kni1 —— a €]0,1]. Es gelte

(p" ()l —— g, fiir alle ¢ > 0.

Mit
B, =k, ((p"(v))” —€e), meEN,
C

gilt dann fiir f € D C Cy(K) (d.h. f = f; wie im Beweis von Satz 5.17)

/den _—
K

(

( SRR

= ko ([ 700 [ 3@ a0 )l / ) drxc(x )
( [ F ) (0 drx / ) dri

_ /K B (" () () — DF00) dre (),

und mit Lemma 5.15 folgt, da supp( f ) kompakt ist,

Bu(f) == [ fdBn —— B(f).

n—00
K

Nun ist

Bt = knpa(p((0"(v))7) = plee))
= Far1p((p"(v))” = &)

kn+1
= lgn )
" p(Bn)

n € N, und somit gilt fiir alle f € D

B, (fop) —— aB(f).

n—oo

Dabei sind B, (f) und B, (f o p) jeweils fiir alle f € C°(K) definiert.

Lisst sich B geeignet auf einen Funktionenraum D D D fortsetzen, so dass
fop e D gilt fir alle f € D und dariiberhinaus B,(f) — B(f) fiir alle
f € D, so ergibt sich also

B(fop)=aB(f) firalle feD. (5.20)
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Eine Moglichkeit, eine von p abhéngige und somit allerdings nicht universelle
Fortsetzung von B zu konstruieren, ist die folgende:
Setzt man

M:=|J{fop": feD}

n=0

(dabei sei wieder f € Cy(K), d.h. f = fi) und
D = (M)

fiir den von M erzeugten Unterraum in Cy(K), so ist D C D, und fiir Funk-
tionen g € M, g = fop® mit k € Ny und f € D existiert lim, .., B,(g)
(= &*B(f)). Da die Funktionen g ein Erzeugendensystem fiir D bilden, gibt
es eine Fortsetzung von B auf D, so dass B, (f) — B(f) fiir alle f € D erfiillt
ist. Ferner ist mit f € D auch fop € D, und es gilt dann (5.20).

5.21 (Bemerkungen zu Kapitel 5). Die Anziehungsbereiche der stabilen
Mafle (vgl. Definition 5.12) in der von Hm. Zeuner behandelten Situation von
Sturm-Liouville-Hypergruppen kénnen - analog zum klassischen Fall symme-
trischer Irrfahrten auf R - durch Bedingungen fiir die regulére Variation der
Tails beschrieben werden (vgl.Theorem 4.2 in [61]). Die Untersuchungen in
[61] sind dabei beziiglich innerer Normierung gemacht, d.h. es werden Folgen
((H.,(v))™) von Faltungspotenzen zugrunde gelegt.

Fiir den Fall duflerer Normierung, d.h. der Betrachtung von Folgen (H., (v")),
liegen Resultate von H.-P. Scheffler/Hm. Zeuner fiir Sturm-Liouville-Hyper-
gruppen von polynomiellem Wachstum vor (vgl. [48]). Diese zeigen, dass die
einzig moglichen Grenzwerte stabile Verteilungen auf der Bessel-Kingman-
Hypergruppe (R, *,) mit einem geeigneten Parameter o sind und sich die
Anziehungsbereiche iiber die reguldre Variation der Fouriertransformierten
beschreiben lassen.

Die Aussage aus Satz 5.17 iiber die Menge D wird im folgenden Anhang
aufgegriffen.

5.A Anhang zu Kapitel 5

Im Zusammenhang mit der Menge

D={fe L*K): supp(f) kompakt},
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welche zur Definition des ,infinitesimalen“ Funktionals fiir Ansatz 5.20 ver-
wendet wurde, lassen sich dariiberhinaus die folgenden fiir sich interessanten
Aussagen festhalten. K sei dabei stets eine kommutative Hypergruppe.

(1) Der entscheidende Punkt in Satz 5.17 ist der folgende:

Bemerkung 5.22. D ist ein gemeinsamer Kernbereich, d.h. ein Kernbereich
fiir die infinitesimalen Generatoren von Faltungsoperatoren (betrachtet so-
wohl auf Cy(K) als auch auf L*(K)) fiir alle stetigen Faltungshalbgruppen
(ke)ezo0 in MY (K) mit 19 = .

(2) Es sei (u¢)s>0 eine {e}-stetige Faltungshalbgruppe in M*(K) mit fi; = e'®
fiir ¢ > 0 und —® € SN(K). Fiir f € D seien Gy.f := ®*f € L'Y(K) N L*(K)

und Hyf := (G f)Y, wobei k € Z,. Dann ist Hf € D, und

Nof(z) = /K @00V F)x(@) drx (), @€ K,

ist Représentant von Hy f aus Cy(K). (Fir £k = 1ist N; = N in der Notation
des Beweises von Satz 5.17.)
Da fiirt > 0

gleichm#Big auf kompakten Teilmengen von & und da supp( f ) kompakt ist,
ergeben sich fiir R, f jeweils die Reihendarstellungen (vgl. dazu auch den
Beweis von Satz 5.17)

(o) tk
Ruf = s f=2 55 Nuf
k=0

in Cy(K) (wobei hier f = f; wie in (5.17)) und

tk
Ruf =puxf=) 5 Hf
k=0

in L*(K).
Ry 2t R, [ € Co(K) bzw. L*(K) lisst sich dann zu einer ganzen analy-
tischen Funktion in C fortsetzen, denn fiir k € Z, gilt einerseits

INiflloo < 1@ 2]l ]1 1l

und andererseits

1Hflle = 1Grfllz < 12l 12
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A

wenn dabei L := supp(f) den kompakten Tréger bezeichnet. Fiir z € C sind
daher die Reihen

2 2k 2 2k

ZHNkf und ZHka

k=0 k=0

absolut konvergent. Somit erh&lt man:

Korollar 5.23. Ist (u;)>0 eine {e}-stetige Faltungshalbgruppe in M*(K),
so sind die Elemente von D jeweils ganze analytische Vektoren fir (R,,)i>o
im Sinne der Definition aus [13] (vgl. S. 30). Dies gilt sowohl auf Co(K) als
auch auf L*(K).

Bemerkung 5.24. Die Definition in [13] ist zwar fiir Ein-Parameter- Gruppen
formuliert, 14sst sich aber analog fiir Ein-Parameter- Halbgruppen (vgl. die De-
finition in [13]), speziell also fiir Kontraktionshalbgruppen der Klasse (Cj),
treffen.

(3) Aus Satz 5.17 und Korollar 5.23 ergibt sich unmittelbar:

Korollar 5.25. Ist (u);>0 eine {e}-stetige Faltungshalbgruppe in M*(K),
so ist die Menge A der ganzen analytischen Vektoren fir (R, )i>o ein Kern-

bereich fiir den infinitesimalen Generator von (R, )i>o0 (sowohl auf Co(K) als
auch auf L*(K)).

Aus der Theorie der Ein-Parameter- (Halb-) Gruppen sind die folgen-
den Resultate bekannt: In Theorem 1.48 in [13] wird bewiesen, dass fiir
Ein-Parameter-Gruppen (73):;>o die Menge der ganzen analytischen Vekto-
ren dicht im zugrunde liegenden Banachraum B und ein Kernbereich fiir den
Generator von (73):>o ist. Fir Halbgruppen muss der erste Teil dieser Aus-
sage nicht erfiillt sein (vgl. Beispiel 1.50 in [13]), ist jedoch die Dichtheit der
Menge der ganzen analytischen Vektoren gegeben, so folgt aus Theorem 1.9
in [13] oder auch Theorem 3.1 in [11] ebenfalls, dass diese ein Kernbereich
fiir den Generator ist. Die Aussage von Korollar 5.25 erhélt man somit auch
mit der Dichtheit von D in Co(K) bzw. L*(K) und Korollar 5.23.

Im Zusammenhang mit Kernbereichen fiir den infinitesimalen Genera-
tor von Kontraktionshalbgruppen von Faltungsoperatoren wird nun abschlie-
Bend gezeigt, dass sich der fiir lokalkompakte Gruppen giiltige Satz von F.
Hirsch (vgl. dazu [23], Satz 4.1) im Falle {e}-stetiger Faltungshalbgruppen
auf Hypergruppen iibertragen lédsst. Dabei werden die Faltungsoperatoren als
Operatoren auf Cy(K) betrachtet, wobei K eine beliebige, nicht notwendig
kommutative, Hypergruppe (mit abzéhlbarer Basis der Topologie) ist.
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Satz 5.26 (F. Hirsch). Es sei K eine Hypergruppe und (p)i>o eine {e}-
stetige Faltungshalbgruppe in M (K). (T)i>0 = (R, )10 sei die zugehirige
Kontraktionshalbgruppe der Klasse (Cy) der Faltungsoperatoren (als Opera-
toren auf Co(K)). A bezeichne den infinitesimalen Generator von (13)i>o0. Es
sei D C D(A) ein dichter Unterraum von Cy(K), und es gelten

(i) R.D C D fir alle x € K und
(i1) Sy D C D fiir alle x € K,

wobei R, := R. _, d-h. R,f(y) = f(v*y) fir f € Co(K) und y € K, und
Spf = fxey- fiir f € Co(K), d-h. Sy f(y) = f(y*x) fir alley € K (jeweils
firz e K).

Dann ist D ein Kernbereich fiir A.

Dem Beweis des Satzes, welcher analog zum Fall lokalkompakter Gruppen
in [23] gefiihrt wird, werden zunéchst einige Bemerkungen iiber verwendete
Notationen und Zusammenhénge vorangestellt.

Bemerkung 5.27. (a) Fiir ¢ € M®(K) bezeichne S, den (Rechts-) Fal-
tungsoperator

SHZC()(K) — C()(K)
f = Suf=fx*p

Es ist dann S, € L(Co(K)) mit [|S,]| < ||g|, und fir z € K gilt
S, = Saf in der Notation aus Satz 5.26.

(b) Fiir p, v € MP(K) gilt die Vertauschungsrelation
R,S, = S,R, (5.21)
(vel. 1.2.18 in [10]).

(¢) Der infinitesimale Generator A von (7}):>o im obigen Satz ist invariant
(vgl. Definition 4.1 in [23] fiir den Gruppenfall), d.h. es gelten

(i) S:D(A) C D(A) fiir alle x € K sowie
(i) S,A = AS, fir alle x € K,

denn:
Ist x € K, so gilt fiir jedes f € D(A) und h > 0
||h_1<ThSmf - Szf) - Sﬂ:Af”oo = Hh_1<SxThf - Srf) - SﬂcAf”oo

< BN = ) = Aflleo
wegen (5.21) und [|S, || < 1.



KAPITEL 5. SEMISTABILITAT 134

(d) Nach Hilfssatz 1.2 in [23] ist der infinitesimale Generator A von (73);>0 C
L(Cy(K)) dissipativ (vgl. Definition 1.2 in [23]), d.h. fiir f € D(A) und
z € K mit f(x) = ||f||ls folgt Re(Af(z)) <O0.

Nach diesen Vorbereitungen wird nun der Satz von Hirsch bewiesen.

Beweis von Satz 5.26. D ist genau dann ein Kernbereich fiir A, wenn fiir ein
(und damit fiir alle) A > 0 (M — A)D dicht in Cy(K) ist. Diese Charak-
terisierung erhélt man unmittelbar aus 6.3 bzw. 5.19 in Kapitel III in [36],
wobei sich die Aussage aus 5.19 aus der Tatsache ergibt, dass D genau dann
ein Kernbereich fiir A ist, wenn zu jedem f € D(A) eine Folge (f,) C D
existiert, so dass f, — f und Af, — Af.

Im Folgenden wird nun die Dichtheit von (I — A)D in Cy(K) gezeigt. Es sei
(A, D(A)) der Abschluss von (A, D).

Ist f € D, so besteht der erste Schritt des Beweises darin, nachzuweisen,
dass S, f € D(A) und AS, f = S, Af fiir alle v € M(K) erfiillt sind, wobei
dies ohne Einschréinkung fiir v € M% (K) bewiesen wird.

Nach Satz 30.4 in [2] existiert zu jedem v € M- (K) eine Folge (v,) C
M’ (K) diskreter Radon-MaBe (vgl. die Satz 30.4 vorangehende Definition
in [2]), die vag gegen v konvergiert. Dabei kann die Folge so gewihlt werden,
dass ||v,|] < ||v| fiir alle n € N erfiillt ist, womit man schwache Konvergenz

erhalt. Gilt
kn
i=1 ‘

fiir n € N, wobei k,, € N, ai"), . ,a,(ffl) > (0 und a:g”), . ,x,i:) € K, so ist fiir
re K
Suf(x) = | flexy”)dua(y)
K
kn
= > af@x @M))
=1
kn,
= Z agn)S(m("))ff(x):
=1 !
also
kn
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aufgrund der Voraussetzung (ii).
Man erhélt nun fiir n € N mit der Invarianz von A (vgl. Bemerkung 5.27(c))

ASV’IL f = ASVn f

kn
= Z O‘En)AS(xE"))— f
=1

kn,
=1
_ S, Af.

Da v, — v, folgt S,, — S, in der starken Operatortopologie, und wegen
(Sv,flnen € D, S, f — S, f und AS, f =8, Af — S,Af folgt aus der
Abgeschlossenheit von A S, f € D(A) sowie AS,f = S,Af und somit die
Behauptung im ersten Schritt.

Als néchstes wird nun gezeigt, dass mit den Notationen

(f,v) ::/dey fiir f € Co(K) und v € M*(K)

und
(I — A)D*+ ={v e MYK): (f,v) =0 fir alle f € (I — A)D}

(I — A)D+ = {0} gilt.
Sei dazu v € (I — A)D*. Sei weiterhin f € D. Es existiert dann ein 75 € K
mit [S,- f(zo)| = [|Su-fleo. Setzt man

15l
. ‘Sz/*f('rO)7

falls [|S,- f]le # 0, so gilt also S,-(cf)(zo) = ¢S,- f(x0) = ||Su- f|loo. Ohne
Einschréankung sei ¢ = 1, ansonsten wird in der folgenden Rechnung anstelle
der Funktion f die Funktion cf betrachtet. Mit g := R, f ist, da f € D,
nach Voraussetzung (i) auch g € D. Man erhilt nun wegen v € (I — A)D*,

(g,v) = (S,-g,€.), der Vertauschungsrelation (5.21) sowie S,-g € D(A) mit
AS,-g = S,- Ag nach Schritt 1 und schliellich der Wahl von x,

<Rxof> V> - <ARxofv V)
= <SV* Rxofa 5€> - <SV*ARI0f7 5€>
(RyoSy-free) — (ARyy S, fre0)
= ||Suff||oo - </~1Rx051/*f7 56)' (522)

0
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Da A dissipativ ist (vgl. Bemerkung 5.27(d)) und (A4, D(A)) eine Erweiterung
von (A, D(A)), ist auch A dissipativ, und somit erhilt man aufgrund von

Ry S, fle) = “SszHoo = HRmoSu*f“oo
Re(AR,,S,- f,c.) <0,

woraus mit (5.22) ||S,- f|l« = 0 folgt.

Also gilt S,-f = 0 fiir alle f € D, und die Dichtheit von D liefert dann
S,-f =0 fiir alle f € Cy(K). Dies impliziert v~ = 0 und folglich auch v = 0.
Da v € (I — A)D* beliebig war, ist somit

(I — A)D*+ = {0}. (5.23)
Wegen (5.23) gilt fiir den Annullator
F°={® e Co(K) : ®(f) = 0 fiir alle f € (I — A)D}

des Unterraumes F' := (I —A)D von Cy(K), wobei Cy(K)" den Dualraum von
Co(K) bezeichnet, F° = {0}, und mit einer Folgerung aus dem Bipolarensatz
(vgl. Korollar 6.12 in [41]) ergibt sich die Dichtheit von F' in Cy(K). Dies
liefert die Behauptung. O
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