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Einleitung

Eine verallgemeinerte Tetraedergruppe ist gegeben durch folgende Prasentierung:
(z,y,2 ‘ ol = y"=2" = Wf(as,y) = W2q(ya z) = Wgr($,2) =1),

wobei [, m,n,p,q,r > 2 und jedes W;(a,b) ein zyklisch reduziertes Wort ist, welches sowohl
a als auch b enthalt.

Diese Gruppen kénnen angesehen werden als Dreieck von Gruppen, deren Eckengruppen
verallgemeinerte Dreicksgruppen sind, d.h. Gruppen mit einer Présentierung der Form

(r,y 2P =yt =W"(z,y) = 1),

wobei p,q,r > 2 und W (z,y) ein zyklisch reduziertes Wort in dem freien Produkt
(x]|aP=1)*(y|y?=1) ist.

Ein wichtiger Bestandteil bei der Untersuchung dieser Gruppen sind wesentliche Dar-
stellungen in die PSL(2, C). In [9] geben Fine, Levin, Roehl und Rosenberger Bedingungen
an, unter denen solche Darstellungen existieren.

In der Arbeit [6] zeigen Edjvet, Howie, Rosenberger und Thomas, dass eine endliche
verallgemeinerte Tetraedergruppen -mit mindestens einer der p, g, r grofler als 3- isomorph
zu einer gewohnlichen Tetraedergruppe ist. In [26] werden alle endlichen verallgemeinerten
Tetraedergruppen mit einer Relation der Ordnung 3 klassifiziert und schliefllich in [27] die
Liste der endlichen verallgemeinerten Tetraedergruppen angegeben bis auf fiinf bis heute
ungeklarte Falle.

Eine interessante Fragestellung ist neben der Endlichkeitsfrage die Untersuchung von
verallgemeinerten Tetraedergruppen in Bezug auf lineare Eigenschaften, insbesondere die
Tits-Alternative. Der Begriff Tits-Alternative geht auf ein Theorem von J. Tits [29] zuriick,
welches besagt, eine endlich erzeugte lineare Gruppe enthélt eine nicht-abelsche freie Un-
tergruppe (Fy < G) oder ist virtuell auflosbar, d.h. sie enthélt eine auflésbare Untergruppe
von endlichem Index.

Durch die bestmogliche Verbesserung des Spelling Theorems durch Kopteva in [17] ist
eine Einteilung in hyperbolische, euklidische sowie sphérische Gruppendreiecke moglich. In
der Arbeit [12] von Howie und Kopteva wird die Tits-Alternative fiir den nicht-sphérischen
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Fall autbauend auf die Gersten-Stallings Winkelmethode nachgewiesen.

In dieser Arbeit wird bewiesen, dass die Tits-Alternative auch fiir verallgemeinerte Tetra-
edergruppen im sphérischen Fall gilt, falls fiir die Ordnungen der Relationen gilt: (p; g; r) #
(2;2;2). Verwendet werden dabei -aufbauend auf zahlreiche vorhandene Ergebnisse- unter
anderem folgende Methoden:

e Durch wesentliche Darstellungen in die PSL(2,C) gelingt es mit dem Fortsetzungs-
satz [7][9] durch die Existenz eines nicht-elementaren Bildes die Existenz einer nicht-
abelschen freien Untergruppe zu zeigen. Desweiteren kénnen konstruktiv Elemente
in der PSL(2, C) berechnet werden, die ein nicht-elementares Bild liefern und somit
die Existenz einer nicht-abelschen freien Untergruppe von G beweisen [25].

e Bei der Betrachtung von homomorphen Bildern wird als Resultat oft eine Gruppe
vom SN-Typ stehen, fiir die die Tits-Alternative gilt [10]. In vielen Fillen wird eine
verallgemeinerte Tetraedergruppe eine gewohnliche Tetraedergruppe als homomor-
phes Bild besitzen, fiir die wir die Tits-Alternative explizit im 2. Kapitel beweisen
werden.

e Wir verwenden bei der Suche nach geeigneten Untergruppen von endlichem Index ei-
ner Gruppe G das Reidemeister-Schreier- Verfahren, um Prasentierungen der Unter-
gruppen zu erhalten, durch die wir entscheiden kénnen, ob G eine freie Untergruppe
vom Rang 2 enthélt oder nicht.

o Als die schwierigste Gruppe erwies sich
G=(r,yz|2° =y’ =2" = (2y2’y’)’ = (y*2)° = (22)* = 1).

Alle theoretischen Uberlegungen schlugen fehl. Letztlich wurde mit Hilfe des algorith-
mischen Programms GAP [30] eine Liste von Untergruppen vom Index 13 erzeugt.
Eine dieser Untergruppen lieferte das gewiinschte Resultat.

Diese Arbeit baut sich auf wie folgt:

Im 2. Kapitel wird -aufbauend auf die im 1. Kapitel geschaffenen Grundlagen- die Tits-
Alternative fiir gewohnliche Tetraedergruppen in Abhéngigkeit von den Ordnungen der
Relationen mit Hilfe der Coxetermatrix nachgewiesen.

Im 3. bis 6. Kapitel wird schliellich die Tits-Alternative im sphérischen Fall nachge-
wiesen, sofern (p;q;r) # (2;2;2). Durch die Einteilung in euklidische, hyperbolische und
sphérische Gruppendreiecke bleiben (bis auf Isomorphie) fiir den sphérischen Fall 3 Grup-
pentypen iibrig:

S (g2 | ol =y = 21 = Wh(ay) = (72')? = (72 = 1),
S2. (z,y,z |2t =y™ = 2" = (29Y°)P = (y2°)? = (2°2°)3 = 1), p=3,4,5,
S3. (m,y, z | 2t = y™ = 2" = (ayPra2y™)? = (y720) = (252°)3 = 1).

Im 7. Kapitel betrachten wir kurz den Ausnahmefall (p;q;7) # (2;2;2) und weisen die
Tits-Alternative unter besonderen Voraussetzungen nach.
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Kapitel 1
Grundlagen und Definitionen

1.1 Dreiecks- und Tetraedergruppen

Eine gewdhnliche Dreiecksgruppe ist eine Gruppe mit Prasentierung

(z,y | 2P =yt = (2y)" = 1),

wobei p, ¢, und r ganze Zahlen grofler 1 sind. Die Terminologie Dreiecksgruppe kommt von
folgender Konstruktion:
Betrachte ein Dreieck A in der hyperbolischen Ebene H? mit Winkeln 7 / pr T / q und 7w / r

Solch ein Dreieck existiert in H? genau dann, wenn 1/p + 1/q + 1/7“ < 1. Sind p,q,r

ganzzahlig, so bilden die Spiegelungen R, R, und R3 an den Seiten des A eine diskrete
Untergruppe der Isometrien Isom(H?) mit Présentierung

A(p,q,1) = (Ry, Re, Ry | RY = R = R} = (RiRo)” = (RoRy)" = (RaRy)" = 1).

Die orientierungstreue Untergruppe A(p, ¢, ) wird erzeugt durch z = R; Ry und y = Ry R3
mit Prasentierung
A, q,r) =,y | a? =y? = (xy)" =1).
Die gleiche Konstruktion kann in der euklidischen oder sphérischen Ebene durchgefiihrt

werden. In beiden Féllen sind die moglichen Tripel (p; ¢; ) eingeschriankt. Fiir ein Dreieck A
in der euklidischen Ebene erhalten wir 1/p+ l/q—l— 1/r = 1. Mit 2 < p < ¢ < r erhalten wir
genau drei mogliche Tripel: (2;3;6), (2;4;4) und (3; 3; 3). Zuletzt, falls 1/p+1/q+1/7“ > 1,
dann erhalten wir ein Dreieck A im sphérischen Fall. Mit 2 < [ < m < p erhalten wir
die moglichen Tripel: (2;2;¢),(2;3;3),(2;3;4) und (2;3;5). Die resultierenden Dreiecks-
gruppen konnen treu in der PSL(2,C) dargestellt werden und beschreiben die endlichen
Symmetriegruppen regulirer Kérper im R3, dabei gilt A(2,2,e) & Dy, A(2,3,3) = Ay,
A(2,3,4) = S, und A(2,3,5) = As.

Natiirlicherweise stellt sich die Frage der Endlichkeit dieser Gruppen. Es gilt folgender
Satz, der die Endlichkeit eindeutig klassifiziert:

Satz 1.1. Fine gewéhnliche Dreiecksgruppe G = (z,y | 2P = y? = (zy)" = 1) ist
a) unendlich, falls 1/p + 1/q + 1/7" <1,
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b) endlich, falls 1/p+ 1/q + 1/7" > 1.
Eine verallgemeinerte Dreiecksgruppe ist eine Gruppe mit Présentierung
(r,y | 2" =y" =W'(z,y) =1),
wobei W (z,y) ein zyklisch reduziertes Wort (keine echte Potenz) der Form
gyt gyPe omit k>1, 0<a; <p, 0<pf;<q Vi

Die Endlichkeitsfrage lasst sich hier nicht so leicht beantworten wie bei den gewohnlichen
Dreiecksgruppen, jedoch gelang es Howie, Levai, Metaftsis, Rosenberger, Souvignier und
Thomas, vgl. [13] und [18] , eine vollstdndige Klassifizierung vorzunehmen, so dass eine
endliche verallgemeinerte Dreiecksgruppe, die keine gewohnlichen Dreiecksgruppe ist, bis
auf Aquivalenz nur 14 verschiedene Prisentierungen besitzen kann.

Mit dem Begriff Aquivalenz sei hier folgendes gemeint:

Wir betrachten zwei zyklisch reduzierte Worter W, W' € Z, * Z, als dquivalent, falls wir
eines auf das andere transformieren kénnen durch eine Folge folgender Operationen:

1. zyklische Permutation

2. Invertierung

3. Automorphismen von Z, oder Z,

4. Vertauschen der zwei freien Faktoren, falls p = q.

Sind zwei Worter dquivalent, so nennen wir auch die zugehorigen verallgemeinerten Drei-
ecksgruppen &dquivalent.

Die natiirliche 3-dimensionale Analogie einer Dreiecksgruppe ist die Tetraedergruppe.
Betrachte einen Tetraeder 7" im 3-dimensionalen hyperbolischen, euklidischen oder sphéri-
schen Raum X. Die Spiegelungen R;, i = 1,...,4 an den Seitenflichen von T erzeugen eine
diskrete Untergruppe der Isometrien Isom(X) und wir betrachten wieder die Untergruppe
der orientierungstreuen Isometrien A(T') erzeugt durch die Drehungen x = Ry Ry, y = R1R3
und z = R; R4y mit Présentierung

AT) =y, 2|2l =y =2" = (ay )P = (y2 ) = (227) = 1).
Allgemein definieren wir:

Definition 1.2 (Coxeter). [1/,/2] und [3]

Fine gewohnliche Tetraedergruppe ist eine Gruppe G mit einer Prdsentierung der Form
(w,y, 2|2 =y =2" = (ay ) = (y27) = (227)" = 1), (1.1)

wobet I, m,n,p,q,r > 2.
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Wir bilden das semi-direkte Produkt von G mit einer zyklischen Gruppe (t) der Ordnung
2 und erhalten

(t,m,y, 2 |2 = 2" =y™ = 2" = (atyt)? = (ytzt)? = (ztwt)” = (xt)? = (yt)? = (2t)* = 1).

Fiithren wir nun Erzeugende v = xt,v = yt und w = 2t ein und eliminieren anschliefend
x,y und z, so erhalten wir die Présentierung

(ta,yz | 2 =u? =0 = w® = (tu)' = (t0)" = (tw)" = (w)? = (vw)? = (ww)" = 1).

Diese Gruppe ist genau dann endlich, wenn die Coxeter Matrix C'

1 . —cols(§) —cos((%)) —cosﬁ;
Ci=1 _ cos(é) — cos(%) 1 T cos(%) (1.2)
—cos() —cos(}) —cos(7) 1

positive Determinante hat.
Genau wie bei den Dreiecksgruppen liegt folgende Verallgemeinerung nahe:

Definition 1.3 (Vinberg).
FEine verallgemeinerte Tetraedergruppe ist eine Gruppe G mit einer Prasentierung der

Form
(r,y,z |2l =y™ =2" = Wl(x,y) = Wi(y,z) = Wy(z,2) = 1) (1.3)

wobei I, m,n, p,q,r > 2 und Wi(a,b), i =1,2,3 ein zyklisch reduziertes Wort (keine echte
Potenz) in dem freien Produkt aus a und b ist, welches a und b enthilt.

Diese Gruppen tauchen in vielen verschiedenen Zusammenhéngen auf, nicht zuletzt als
Untergruppen verallgemeinerter Dreiecksgruppen. Auch hier stellt sich ersteinmal die Fra-
ge der Endlichkeit. Viele Mathematiker, u.a. Edjvet, Fine, Howie, Kopteva, Maclachlan,
Levin, Rosenberger, Scheer, Thomas, Williams, haben sich direkt oder indirekt mit der
Frage der Endlichkeit beschaftigt. Jedoch steht eine vollstéindige Klassifizierung bis heute
noch aus. Bei exakt 5 Gruppen (bis auf Aquivalenz) ist nocht nicht bekannt, ob sie endlich
oder unendlich sind, vgl. [26],[27].

Auch hier gehen wir auf den Begriff Aquivalenz niher ein.

Einige Operationen, wie z. B. das Ersetzen eines Erzeugenden durch dessen Inverses, ver-
andern die Gruppe -gegeben durch ihre Prisentierung- nicht. In diesem Sinne gelten zwei
Préasentierungen P, und P; als dquivalent, falls P, als Folge folgender Operationen aus P;
entstanden ist.

1. Ersetze einen Erzeuger a der Ordnung k£ durch einen neuen Erzeuger d = a®, wobei
ggT(k,a) = 1, und veréndere die Relationen dementsprechend.

2. Wende eine Permutation auf die Erzeuger z, y und z an.
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3. Ist V;(a,b) ein zyklisch reduziertes Wort konjugiert zu W;(a, b) in dem freien Produkt
von a und b, so ersetze die Relation W7 (a,b) durch V" (a,b), wobei k; € {p, q,7}.

4. Ersetze die Relation W (a,b) durch Vi (a, b), wobei V;(a, b) das Inverse von Wj(a, b)
ist.

5. Ist a ein Erzeuger der Ordnung 2 und b ein Erzeuger der Ordnung k, gilt weiter-
hin ggT(k,a) = 1, ggT(k,3) = 1 und W(a,b) = (ab®)?, so ersetze W(a,b) durch
V(a,b) = (ab®)2.

Sind zwei Prisentierungen P; und P, dquivalent, so nennen wir auch die zugehorigen ver-

allgemeinerten Tetraedergruppen dquivalent.

Da die Endlichkeit einer Gruppe eine wichtige Rolle spielt bei der Untersuchung der
Tits-Alternative, sind die beiden folgenden Theoreme elementar, nachzulesen in [7]:

Theorem 1.4. Eine verallgemeinerte Tetraedergruppe (1.3) ist unendlich, falls

1/p+1/q+1/, <1

Theorem 1.5. Fine verallgemeinerte Tetraedergruppe (1.3) ist unendlich, falls

1+ +1/, <1

Natiirlich gilt aus Symmetriegriinden auch die Unendlichkeit fiir die Falle
Vpt1/y+1/<1lbzw. 1/;+1/, +1/ <1

1.2 Lineare Eigenschaften von Dreiecks- und
Tetraedergruppen

Definition 1.6 (Tits). [29]

FEine Gruppe G erfillt die Tits-Alternative, wenn G entweder eine nicht-abelsche freie Un-
tergruppe vom Rang 2 besitzt oder virtuell auflosbar ist, das heisst, G enthdlt eine aufiésbare
Untergruppe von endlichem Indez.

Satz 1.7. Fine endlich erzeugte Lineare Gruppe ist entweder virtuell auflésbar oder enthdlt
eine nicht-abelsche freie Untergruppe.

Unter einer Linearen Gruppe verstehen wir eine Untergruppe der GL(n,K). Im gewissen
Sinne verhalten sich Gruppen, die die Tits-Alternative erfiillen, wie Lineare Gruppen, ob-
wohl sie nicht im direktem Zusammenhang zu ihnen stehen.

Die Tits-Alternative wurde zum Beispiel nachgewiesen fiir Ein-Relator-Gruppen (Karrass
& Solitar), Cozxetergruppen (Margulis & Vinberg, Noskov & Vinberg) und Untergruppen
von Gromov hyperbolischen Gruppen (Gromov).
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Vermutung 1.8 (Rosenberger).
Verallgemeinerte Dreieckgruppen erfiillen die Tits-Alternative.

Dieser Vermutung gehen seit Jahren namenhafte Mathematiker nach, so z.B. (in alphabe-
tischer Reihenfolge):

Barkovich, Benyash-Krivets, Fine, Hennig, Howie, Kopteva, Levai, Levin, Metaftsis, Ro-
senberger, Souvignier, Stille, Thomas und Williams.

Diese Vermutung ist bis heute noch nicht vollstindig bewiesen, es bleiben folgende (schwie-
rige) Fille zu betrachten:

(p;q;7r) = (3;3;2), (3;5;2) und (2;m;2) mit m = 3,4 oder 5,
wobei W (z,y) Blocklinge > 8 im freien Produkt (z) * (y) hat.

Die gleiche Fragestellung stellt sich fiir Verallgemeinerte Tetraedergruppen.

Vermutung 1.9.
Verallgemeinerte Tetraedergruppen erfillen die Tits-Alternative.

1.3 Methoden und bekannte Resultate

Die PSL(2,C) ist definiert als Faktorgruppe der SL(2, C):

SL(Z,C):{(Z Z) | a,b,c,d € C,ad — be = 1},

PSL(2,C) = SL(2,C)/{_E7 B}

Bemerkung 1.10.
Wir verwenden trotz leichter Zweideutigkeit den Term der Spur einer Matriz A € SL(2,C)
nach geeigneter Vorzeichenfestlequng auch fir Elemente der PSL(2,C).

Folgender Satz ermoglicht es uns, leicht Elemente in der PSL(2, C) mit vorgegebenen Ord-
nungen zu konstruieren.

Satz 1.11.
Sei A € PSL(2,C).

A" =1 e tr(A) = £2 COS(T—W), 1<r<m, ggT(r,m)=1.
m

Bemerkung 1.12.
Fiir A, B € SL(2,C) gelten folgende Spurformeln.:

tr(AB) = tr(A)tr(B) — tr(AB™)

und
tr([A, B]) = tr*(A) + tr*(B) + tr*(AB) — tr(A)tr(B)tr(AB) — 2.
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Definition 1.13.
Fine Untergruppe I' der PSL(2,C) heifit elementar, falls der Kommutator fiir zwei Ele-
mente unendlicher Ordnung stets Spur 2 hat.

Bemerkungen 1.14.

Obige Definition ist dquivalent zu:

Besitzen je zwei Elemente unendlicher Ordnung einer Gruppe G mindestens einen gemein-
samen Fizpunkt, so ist G elementar.

FEine Untergruppe I' der PSL(2,C) heifit reduzibel oder streng elementar, falls der Kom-
mutator fir je zwei Elemente Spur 2 besitzt. Fine reduzible Untergruppe der PSL(2,C) ist
metabelsch und damit insbesondere auflosbar. Wir nennen eine Untergruppe der PSL(2,C)
irreduzibel, falls sie nicht reduzibel ist. Fine irreduzible Untergruppe der PSL(2,C) beinhal-
tet immer zwei Elemente A und B mit tr([A, B]) # 2.

Definition 1.15.
Sei G definiert durch die Prdsentierung

(w,y, 2 [ a' = y™ = 2" = Wi (2,y) = Wi(y, 2) = Wy (x,2) = 1).

FEine Darstellung p von G in eine lineare Gruppe H heiffit wesentliche Darstellung von G,
falls p(z), p(y) und p(z) Ordnungen l,m,n sowie p(Wi(x,y)), p(Wa(y, 2z)) und p(Ws(z, 2))
Ordnungen p, q,r haben.

Wesentliche Darstellungen in die Matrixgruppe PSL(2, C) spielen bei der Untersuchung
von verallgemeinerten Tetraedergruppen eine wichtige Rolle. Besitzt GG eine wesentliche
Darstellung p in die PSL(2,C) mit nicht-elementaren Bild, dann enthélt p(G) und somit
auch G eine nicht-abelsche freie Untergruppe.

Natiirlicherweise stellt sich die Frage nach der Existenz solch einer hilfreichen Darstellung;
diese ist gesichert durch das folgende

Theorem 1.16. [10]
Sei G eine verallgemeinerte Tetraedergruppe mit Prisentierung

(w,y,2 |2l =y™ = 2" = W{(2,y) = Wi(y, 2) = Wi(z,2) = 1).
Dann besitzt G eine wesentliche Darstellung in die PSL(2,C).

Bemerkungen 1.17.

Es sei G eine verallgemeinerte Tetraedergruppe in obiger Notation gegeben. Weiter sei
p: G — PSL(2,C) eine wesentliche Darstellung von G. Betrachten wir die von p(z) = X
und p(y) =Y erzeugte Untergruppe der PSL(2,C), so kénnen wir, eventuell nach geeigneter
Konjugation, die beiden Erzeugenden wie folgt wdhlen:

—w? =
X—( 01) und Y(ﬂ))_(wuw v 1) mit w € C.
-1 v 1 = w
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Dabei sind X,Y (w) € PSL(2,C) und v = 2cos 7, p=2cos ~.

Im folgenden werden wir haufiger mit Elementen der Ordnung 5 in der PSL(2, C) konfron-
tiert, deshalb sei \ := 2cos § = % + %\/3 fixiert. Weitere Maglichkeiten fir die Spur eines
Elementes der Ordnung 5 in der PSL(2,C) sind A\ — 1, 1 — X und —\. Es gilt \X> = A + 1.
Genauso werden hdufiger Elemente der Ordnung 3 in der PSL(2,C) auftauchen (also Ele-
mente mit tr(X) = +1), dafiir werden die komplezen dritten Einheitswurzeln bendtigt:

, 1
pi=—1+1iV3 mz’tp—l—;:—l.
Eine verallgemeinerte Tetraedergruppe
(w,y,2 | ol =y™ = 2" = Wi(x,y) = Wi(y,2) = Wy (2, 2) = 1)

kann angesehen werden als ein Gruppendreieck, d.h. als Kolimes des Diagramms der Grup-
pen und der injektiven Gruppenhomomorphismen

Gy

/N

wobel

Go=(y2, 21 | 95" = 21 = W3(y2, 1) = 1),
Gy = (2,19 | 28 = b = Wi (29, 0) = 1).

A=) = (), B=(n)=(22), C=(x1)=(22).

Wir bezeichnen die Gruppen G4, G5 und Gj3 als Eckengruppen und die Gruppen A, B und
C als Kantengruppen.

Definition 1.18 (Gersten-Stallings). /28]

Gegeben seinen zwei Untergruppen A und B einer Gruppe G. Die Inklusionen A — G und
B — G bestimmen einen Homomorphismus ¢ : Ax B — G.

Der Winkel (G; A, B) zwischen A und B ist wie folgt definiert: Ist ¢ injektiv, so setze
(G; A, B) := 0, andernfalls sei (G, A, B) := 7T/n, wobei 2n die minimale Linge eines

nicht-trivialen Elementes aus ker(¢).

Im Allgemeinen ist es nicht einfach, Winkel zwischen Untergruppen in einer Gruppe zu
berechnen. Das folgende Theorem ist hierfiir sehr geeignet im Falle von verallgemeinerten
Dreiecksgruppen.
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Theorem 1.19 (Spelling Theorem). /6]

ai, B1

Sei H= (x,y | 2’ = y? = W"(x,y) = 1) verallgemeinerte Dreiecksgruppe mit
Wiz, y) =z"y

ag, B
xRk
und set

O<&i<p7 O<ﬁi<Q7 Z:L "7k
V(z,y) = a7y . 2y,
ein Wort, welches gleich 1 ist in H.

O<vi<p 0<d;<q,i=1,...,1
Dann gilt | > k- (r —1) + 1.

Theorem 1.20 (Howie, Kopteva). [12]

Im Jahr 2004 verschérften Howie und Kopteva in [12] die Wortldnge von V' bestmoglichst.
Sei H eine Gruppe mit folgender Prdsentierung

(w,y| 2P =y?=W"(x,y) =1),
mat
W(z,y)

ay, B

= ™y,
und set

..xakyﬁ’“, O<a;<p, 0<Bi<q, 1=1,

V(z,y) =2y .. a2y

Ao 0<y<p 0<6,<q, i=1,...,1
ein nicht-triviales Wort, welches gleich 1 ist in H.
Dann gilt [ > kr.

Sei nun eine verallgemeinerte Tetraedergruppe
n

G=(r,yz|a=y" ==z

Wi(z,y) = W3y, 2) = Wi(z, 2) = 1)
gegeben durch den Kolimes der verallgemeinerten Dreiecksgruppen

(1.4)
Gi=(z,y |z =y =Wl(z,y) =1),
Go=(y,z|y" =2"=Wi(y,2) =1),
G;;z(a:,z|z”:xl:W§"(a:,z):1>,
mit X = (z|2!=1), Y =(y|y"=1) und Z = (2 | 2" = 1). Sei
Wi(z,y) = xalyﬁl L xR yﬂkl,
Waly,z) =y 2"

RTLEPLEN
Wa(x, 2) = 25125

... xTkayChs
Nach Theorem (1.20) gilt, falls ein nicht-triviales Wort mit V'(z,y) = 1 in G ist, dass

V(z,y) mindestens die Lange 2k; hat. Der Winkel zwischen den beiden Eckengruppen in
G ist somit (G1; X,Y) = 7T/pk_1.
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Genauso erhalten wir (Go;Y, Z) = W/qu und (Gs; X, Z) = W/TkB.
Es folgt
(Gl;X, Y) + (GQ,Y, Z) + (Gg,X, Z) = F/p/ﬁ + TF/QICQ +7T/7,k,3. (15)

Somit erhalten wir eine Einteilung in hyperbolische, euklidische oder sphérische Gruppen-
dreiecke durch
<
ﬂ-/pkl + Tr/qkz + 7T/,,,.k3 i
Wir kénnen nun p, ¢, 7 und k; dementsprechend bestimmen, dass wir in der Lage sind, die
Préasentierungen im euklidischen sowie sphérischen Fall (bis auf Isomorphie) aufzulisten:

.

Euklidisch.

Bl (zy, 2|2l =y™=2"=(a%")" = (y)2°)° = (2°2°)° = 1)

B2 (z,y,2 |2l =y =2" = (ay")? = (y*2°)! = (2°2¢)" =)

B3 (z,y, 2|2l =y =2" = (2°9Y7)° = (y72°)° = (2°2°)° = 1)

B (z,y,2 |2l =y™ = 2" = (zY°)? = (y2°)° = (a2 2%222)° = 1)

E5. (z,y,z | o' =y" = 2" = (2°97)? = (y2°)! = (a7 2010%222)* = 1)

EG. (20,2 | ol =y = 2" = (2°97)? = (y720225) = (a7 200720)2 = 1)
BT (z,y,2 |2l =y" = 2" = (a°9")" = (y2°)° = (2720072 200%29)° = 1)

Sphaérisch.

S1. (zy,z| 2t =y™=2"=Wl(z,y) = (y2°)% = (2°2¢)2 = 1)

S.2. (z,y,z |2t =y™ = 2" = (z9Y°)P = (y2°)? = (2°29)3 = 1), p=3,4,5
S3. (x,y,z | ol = ym = 2" = (a™yPay?)? = (y2°0)? = (224 = 1)

Die Tits-Alternative wurde bereits nachgewiesen sowohl fiir den hyperbolischen als auch

den euklidischen Fall, es gilt:

Theorem 1.21. [12]
Seir G eine verallgemeinerte Tetraedergruppe mit Prdsentierung der Form

(w,y, 2 |2l =y" = 2" = Wi (2,y) = Wiy, 2) = Wy (z,2) = 1).

a) Gilt 1/pk1 +1/qk2+1/rk3 < 1, dann enthdlt G eine nicht-abelsche freie Untergruppe.

b) Gilt 1/pk1 +1/qk2 + 1/rk3 =1, dann enthdlt G eine nicht-abelsche freie Untergruppe
aufler im Fall

G2 {ry z|a> =y =2"= (vy)? = (y2)? = (z2)" = 1)
mat 1/p + l/q + 1/?" =1, dann ist G virtuell auflosbar.

Bemerkung 1.22. Viele Sdtze, die in dieser Arbeit zitiert oder benutzt werden, gelten
auch fir den Fall, dass erzeugende Elemente unendliche Ordnungen haben. Da die Tits-
Alternative fiir den hyperbolischen und euklidischen Fall bereits nachgewiesen ist, beschrin-
ken wir uns in dieser Arbeit auf erzeugende Elemente endlicher Ordnung.
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Im Verlauf dieser Arbeit werden die sehr viel komplizierteren sphérischen Félle systema-
tisch abgearbeitet, sofern (p;q;r) # (2;2;2) ist. Der spezielle Fall (p;q;r) = (2;2;2) wird
in Kapitel 7 angerissen, aber leider nicht vollsténdig gelost.

Es gilt folgendes wichtiges Theorem, welches uns erlaubt, mit einer Dreiecksgruppe un-
ter bestimmten Bedingungen zu starten und dann auf den Fall einer Tetraedergruppe zu
erweitern:

Theorem 1.23 (Fortsetzungssatz). [7/[9]
Seir G verallgemeinerte Tetraedergruppe mit Prdasentierung der Form

<$,y,Z | ! = y"=2" = Wlp(xvy) = Wg(y’ Z) = W?f(xvz) = 1>’
und sei G1 verallgemeinerte Dreiecksgruppe mit Prdasentierung der Form
Gr = (21,41 | 3711 =y =Wl (z1,51) = 1).

Sei p : G1 — PSL(2,C) wesentliche Darstellung mit x — X, y — Y, und sei zusdtzlich
eine der folgenden beiden Bedingungen erfiillt:

(1) tr([X,Y]) # 2
(2) (X,Y) ist unendliche metabelsche Untergruppe der PSL(2,C) und (n;q;r) # (2;2;2).

Dann existiert eine wesentliche Darstellung p : G — PSL(2,C), so dass p(z) = X und
p(y) =Y. Insbesondere ist G unendlich, falls (X,Y) unendlich.

Bemerkung 1.24. Ist im Fall (1) die Gruppe (X,Y) nicht-elementar, dann enthdlt G
eine nicht abelsche freie Untergruppe.

Das nachfolgende Theorem wird im Verlauf dieser Arbeit héufig verwendet.

Theorem 1.25. [10]
Seir G verallgemeinerte Tetraedergruppe mit Prdasentierung der Form

(w,y, 2 |2l =y = 2" = Wi (2,y) = Wiy, 2) = Wy (z,2) = 1).

Nehme an, dass | < m und Wi(z,y) = xz9y% . x%%y% mit k > 1 und 1 < o < I,
1 < B; < m. Nehme weiter an, dass eine der folgenden Bedingungen gelte:

(1) k > 2 und eine der folgenden Bedingungen gelte:

(i) m >4 und p > 3,
(11) m >3 und p > 4,
(11i) 1 >3 und p > 3.

(2) (nyq;r) #(2;2;2), k> 1 sowie 2 <1 <m und 1/l+1/m—|—1/p<1.
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Dann enthdlt G eine nicht-abelsche freie Gruppe.
(Aus Symmetriegrinden kann Wy durch Wy oder Wy ersetzt werden.)

Ein wesentlicher Bestandteil fiir den Beweis von Theorem (1.16) ist das folgende Lemma,
welches im Verlauf dieser Arbeit haufiger verwendet werden wird.

Lemma 1.26. [25]
Seien A, B,C, D € SL(2,C) mit A- B =C.

. a1 Qo - b1 b2 . C1 Co . d1 d2
=(an) e=an) o= (58) o=(5 )

Setze
d, tr(D) 1 0 0 1
7. do o tr(AD) o ap az Gz Q4
=1 | "= wsp) | MT b by b by
d4 tI'(CD) Ci C3 Co (4

Dann, gilt M - d = 7 und det(M) = tr([A, B]) — 2.

Lemma 1.27. [25]

Seien A, B,C, D € SL(2,C) mit A-B = C wie im obigen Lemma. Weiter sei tr([A, B]) # 2
und sei K = Q(a;, by, tr(D),tr(AD),tr(BD)) mit i = 1,...,4. Durch die Determinanten-
bedingung det D = dydy — dods = 1 wird ein quadratisches Polynom f(t) € K|t| definiert
mit héchsten Koeffizient an = —(tr([A, B]) — 2)7!, welches sowohl tr(ABD), als auch
tr(A~'B~'D™1) = tr(BAD) als Nullstelle hat.

Diese Lemmata erméglichen es uns nun, bei vorgegebenen Spuren zweier Elemente sowie
die Spur des Produktes (impliziet gegeben durch die zugehérige Relation), die Spuren (und
somit die Ordnungen) der Dreierprodukte ABD sowie BAD zu bestimmen.

Ist mindestens einer dieser Spurwerte betragsméafig echt grofler 2, oder komplex, oder
reell und betragsmiBig ungleich 0, 1,v/2, v/3, A, A\—1 oder 1—\, so hat das zugehérige Drei-
erprodukt unendliche Ordnung, vgl. (1.11), und wir erhalten ein nicht-elementares Bild in
der PSL(2,C) und somit folgt die Existenz einer freien Untergruppe vom Rang 2.

Bei der Betrachtung von homomorphen Bildern einer verallgemeinerten Tetraedergruppe
G werden wir haufig mit Gruppen vom SN-Typ konfrontiert der Form

H = {(a,bc|a® =b? = = RI'(a,b) = R (a, ¢)), (1.6)

mit 2 < ey, ey, €3, f1, fo und R;(z,y) ist ein zyklisch reduziertes Wort in « und y, welches
sowohl x als auch y enthélt, ¢ = 1,2. Diese Gruppen erfiillen die Tits-Alternative, denn es
gilt der folgende

Satz 1.28. [10]
Sei H eine Gruppe (1.6) vom SN-Typ , dann erfillt H die Tits-Alternative.
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Da wir allerdings homomorphe Bilder von verallgemeinerten Tetraedergruppen betrach-
ten, benotigen wir die folgende Verscharfung:

Korollar 1.29. [10] Sei H eine Gruppe vom SN-Typ (1.6) und sei mindestens eines der
es,e3, f1, fo echt grofler als 2, dann enthdlt H eine freie Untergruppe vom Rang 2.

Auflerdem werden homomorphe Bilder von verallgemeinerten Tetraedergruppen der Form
G=(v,y, 2|2 =y™=2"= () = Wi(y,2) = Wi(z,2) =1)

mit ggT(m, ) > 2 im Verlauf dieser Arbeit betrachtet werden. In diesem Fall betrachten
wir héufig die Faktorgruppe

G = (x,y,z\xQZym:z":(asy)szg(y,z) =Wi(z,2)=1)

und weisen fiir G die Existenz einer nicht-abelschen freien Untergruppe nach. In diesem
Fall enthélt natiirlich auch G eine solche.

Im Spezialfall erhalten wir gewohnliche Tetraedergruppen als homomorphes Bild, die im
2. Kapitel explizit behandelt werden.



Kapitel 2

Die Tits-Alternative fiir gewohnliche
Tetraedergruppen

Um die Tits-Alternative letztlich fiir verallgemeinerte Teraedergruppen nachzuweisen, wer-
den zahlreiche Fallunterscheidungen notwendig sein, bei denen teilweise eine Zuriickfiihrung
auf gewohnliche Tetraedergruppen erfolgt.

Es ist zwar bekannt, dass fiir gewohnliche Tetraedergruppen die Tits-Alternative allgemein
gilt, da sie als lineare Gruppen darstellbar sind [15]. Wir benétigen aber explizite Aussagen
in Abhéngigkeit von den Ordnungen der Relationen. Deshalb beweisen wir zunéchst, dass
die Tits-Alternative fiir gewohnliche Tetraedergruppen erfiillt ist in Abhéngigkeit von der
Coxetermatrix (1.2):

Satz 2.30. Set G eine gewohnliche Tetraedergruppe mit der Prdisentierung
G=(ryz|a' =y"=2"=(ay )V = (yz7 1) = (za7) = 1),
wobei [,m,n > 2 und p,q,r > 2. Sei C die Coxeter-Matriz (1.2).
(1) Ist det C' < 0, so besitzt G eine freie Untergruppe vom Rang 2 (Notation: Fy < G).

(2) Ist det C' = 0, so besitzt G entweder eine freie Untergruppe vom Rang 2, oder G ist
unendlich und besitzt eine abelsche Untergruppe von endlichem Index.

Im zweiten Fall ist G 1somorph zu einer der euklidischen Gruppen

(9,2 2° =y* = 2" = (xy)P = (y2) = (v2)" = 1) (2.1)
mit 1/, +1/,+1/, =1
Bemerkung 2.31. Im Fall det C' > 0 ist G endlich, vgl. (1.2).

Zum Beweis dieses Satzes benttigen wir einige Vorarbeit. Es gilt folgendes

Lemma 2.32 (Darstellungssatz). [10]
Gegeben sei eine verallgemeinerte Tetraedergruppe (vgl. (1.3))

G=(ryz|a =y"=2"=W{(x,y) = Wi(y,2) = Wy (z,2) = 1),

16
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mit l,m,n,p,q,r > 2 und W;(a,b), i = 1,2,3 ein zyklisch reduziertes Wort (keine echte
Potenz) in dem freien Produkt aus a und b ist, welches a und b enthdlt. Fiir eine wesentliche
Darstellung p : Gy — PSL(2,C), © — X, y — Y gelte tr([X,Y]) = 2 und auferdem
(n;q;7) # (2;2;2). Dann ezistiert eine freie Untergruppe vom Rang 2.

Beweis. Nehme an, x — X, y +— Y definiert eine wesentliche Darstellung von G in
die PSL(2,C) mit tr[X,Y] = 2. (E (X,Y) sei eine unendliche metabelsche (nicht abel-
sche) Gruppe. Nach einer geeigneten Konjugation lasst sich folgende Gestalt fiir X und Y

erreichen:
_(® 0 [ Y1 Y
X—(Oxl_1>undY—(0y1)

7=+ ( o ) € PSL(2,C),

23 24

mit yo # 0. Sei

wir erhalten durch tr(W»(Y, Z)) = —2cos(7) und tr(W3(X, Z)) = —2cos(}) zwei nicht-
konstante Polynome in tr(Y'Z) bzw. tr(XZ). Wéhle Nullstellen dieser zwei Polynome.
Nehme weiter an, dass ( r(Z), r(YZ),tr(XZ)) # (0,0,0). Dies ist moglich wegen der

Bedingung (n; ¢;r ) # (2;2;2). Wir erhalten ein lineares Gleichungssystem
2 + 2y = tr(2)
na A+ opz + oya = tr(YZ)
T1z21 + .171_124 = tl"(XZ)

mit eindeutiger Losung

_tr(Z) T N tr(XZ2)

T — T3 ! Ty — fEl_l
o —1y; '+ ! vl =
zZ3 = 1 . tI‘(Z) —+ — % (XZ) + Yo - tI‘(YZ)
24 ya(z1 — 1) o1 — )

Y
xy-tr(Z)  tr XZ)

T — xfl T — :1:1

Wir kénnen nun immer erreichen, dass z3 # 0 ist. Denn: Ist z3 = 0 und ¢ > 3, so erhalten
wir z3 # 0 durch Ersetzen von tr(W»(Y, Z)) = —2cos(7) durch tr(Wa(Y, Z)) = +2cos(7),
denn die Polynome tr(W5(Y, Z)) — 2cos(%) und tr(Wg(Y Z)) 4 2cos(%) haben keine ge-
meinsame Nullstelle. Analog erhalten wir z3 # 0, falls » > 3.

Ist ¢ = r = 2, so ist notwendig n > 3 wegen (n;¢;7) # (2;2;2). Ersetzen wir hier tr(2)
durch —tr(Z) (falls notwendig), so erhalten wir auch in diesem Fall z3 # 0.

Damit ist stets z3 # 0 erreichbar. Sei z3 # 0. Wéhle z; nun so, dass die Determinantenbe-
dingung 2124 — 2923 = 1 erfiillt ist. Damit erhalten wir Z.

Wegen z3 # 0 ist damit (X, Y, Z) nicht-elementar, denn z.B. haben Z und [X,Y] keinen
gemeinsamen Fixpunkt, d.h. tr(Z, [ X, Y]) # 2 und [ X, Y] ist (parabolisch) von unendlicher
Ordnung. Damit gilt F, < G. O
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Beweis des Satzes. st 1/p + 1/q + 1/7, < 1, so besitzt G eine freie Untergruppe vom
Rang 2 (nach Howie, Kopteva, siehe [12]). Sei nun 1/p + l/q +1/,.>1.
Wir setzen wie iiblich

1),

1),

1).
Wir betrachten den Fall 1 / (1 / m 1 / p < 1. Dann ist GG; eine gewohnliche hyperboli-

sche Dreiecksgruppe, besitzt also insbesondere eine freie Untergruppe vom Rang 2

= @ besitzt eine freie Untergruppe vom Rang 2 nach dem Fortsetzungssatz, vgl. (1.23)

oder [10].

Sei nun 1 / 11 / mt1 / p= 1. Dann ist Gy eine euklidische Dreiecksgruppe, kann also ange-

Gi=(vy|a' =y =(xy™)
Gy =(y,z |y" = 2" = (yz7)
Gy = {1,z |2t = 2" = (271"

sehen werden als eine unendliche, metabelsche Untergruppe der PSL(2,C). Nach Korollar
9.3.1 in [10] (vgl. auch (2.32)) besitzt damit G eine freie Untergruppe vom Rang 2, falls
(n;q;r) # (2;2;2). Ist nun 1/l + 1/m+ 1/p = 1und (n;q;r) = (2;2;2), so hat GG folgende
Présentierung

G=(zyz|a'=y"=2"=(ay VP =(yz") = (za ) =1),

mit det C' = 0 und G ist isomorph zur (unendlichen, siehe (1.4)) euklidischen Gruppe
{a,b,c| a* =b* = * = (ac)' = (be)™ = (ab)? = 1).

(x +— ac, y— be, z+— c).

Alsogllt.derSatzfijr 1/l+1/m+1/p§1. |

Analog gilt der Satz fiir 1/m + 1/n + 1/q < 1 sowie fiir 1/[ + 1/n + 1/7, <1

Seien nun 1/[ + 1/m + 1/p > 1, l/m + 1/n + 1/q > 1 und 1/l + 1/n + 1/7” > 1. Dann

sind die gewohnlichen Dreiecksgruppen Gy, G und Gy endlich, siehe (1.1).

Weiterhin gilt 1/, +1/, +1/,. > 1.

Ist nun 1/p + 1/q + 1/7, = 1, so enthélt G nach Theorem 1 in [12] (Howie und Kopteva)

eine freie Untergruppe vom Rang 2, falls (I;m;n) # (2;2;2). Ist (I;m;n) = (2;2;2), so ist

det C' = 0 und G ist eine der genannten euklidischen Gruppen.

Sei also nun auch 1/p + 1/q + 1/7" > 1.
Nun werden die einzelnen verbleibenden Fille der Reihe nach abgearbeitet.

2.1 Fall I: (I;m) = (2;2)

Ist ¢ =r =2, so0ist det C' > 0, also GG endlich.

Sei nun ¢ > 3 oder r > 3. Dann ist 2 < p < 5 wegen 1/p+1/q+1/7’ > 1.
Ist n = 2, so ist det C' > 0, also ist GG endlich.

Sel nun n > 3:
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(1) Seip=5:
Dann ist (¢;7) = (2;3) oder (¢;7) = (3;2).
Wegen (I;m) = (2;2) konnen wir (E (¢;7) = (2;3) annchmen.
Dann gilt 3 <n <5 wegen 1/[ + 1/n + 1/7, > 1 mit (I;7) = (2;3) und es ist

G=(1,y,2|2° =y*=2" = (zy)° = (y2)* = (z2)° = 1).

Seinun 3 <n < 5:

a) n=>5:

Konstruktion einer wesentlichen Darstellung mit nicht-elementaren Bild:
Starte mit X, Y € PSL(2,C) mit entsprechenden Ordnungen.
Es gilt tr(X) =0, tr(Y) =0.

01
:>X_(_1 O)’Y

—\/—2+3V5
mit tr(XY) = A.
tr(2) +\; (N —1) A
L | w(X2) | +1 O B |
= w(yz) | = 0 ; wahle 7" = 0
t t t

(Beachte: tr(X Z) kann unabhéngig von den anderen Spurwerten gew&hlt wer-
den)

Aus der Determinantengleichung folgt:

— —5+ /5 £ /1630 — 730v/5
V2 8v/5 — 20

n=4:
Dann hat G folgende Prisentierung,

~ 1,309 F 0,723 = F, < G.

G=(r,y,z|2°=9>=2"= (29)° = (y2)? = (x2)* = 1).

Es gilt F» < G, denn es ldsst sich eine wesentliche Darstellung

p: G — PSL(2,C) konstruieren mit p(G) nicht-elementar. Die Moglichkeiten,
dass p(G) die Ay, A5 oder Sy beschreibt, entfillt, da in allen Féllen nicht gleich-
zeitig ein Element der Ordnung 4 und ein Element der Ordnung 5 auftreten
kann. Die Diedergruppen D,. kommen als Bild nicht in Frage, da alle Unter-
gruppen von G wieder Diedergruppen darstellen miissen. Zyklische Gruppen
kommen als Bild nicht in Frage, da zyklisch insbesondere abelsch impliziert,
und wegen n = 4 wire p(G) trivial. Widerspruch!

= p(G) nicht-elementar.
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c)

Fiir n = 3 ist det C' > 0, also G endlich.

(2) Seip=4:
Dann ist wieder (¢;7) = (2;3) oder (¢;7) = (3;2). Sei wie oben im Fall (1) (B (¢;7) =
(2;3). Dann gilt wieder 3 < n < 5 und G hat folgende Présentierung:

a)

G=(r,y,z|2°=y*=2" = (zy)" = (y2)* = (z2)° = 1).

n =>5:

Dann besitzt G eine wesentliche Darstellung p : G — PSL(2, C) mit p(G) nicht-
elementar; insbesondere hat G eine freie Untergruppe vom Rang 2. Die Existenz
einer solchen Darstellung ist hier schon deshalb klar, weil eine nicht-abelsche
endliche Untergruppe der PSL(2, C), die gleichzeitig ein Element der Ordnung
5 und ein Element der Ordnung 4 enthélt, eine Diedergruppe sein muss; und
bei einer wesentlichen Darstellung p : G — PSL(2,C) kann hier p(G) keine
Diedergruppe sein.

Fir n = 4 ist det C' = 0, und G besitzt eine freie Untergruppe vom Rang 2,
denn: Sei
G =y z|2*=y" =2" = (2y)' = (y2)* = (22)° = 1).
Wir setzen
a=uxz, b=yzry, c=zund H; = (a,b,c).

Dann ist H; vom Index 2 und

~—

H, = {(a,b,c|a®=b*=c* = (ab)* = (bc)® = (ac)® = 1
(ab)? = (bc™)? = (ac)* =1

—1)3 — (ca_1)2 — 1>

(be)® = (ac)* =1)

~ Hy = {a,b,c|a®=b*=c* =
~ Hs = (a,b,c| a® =0 =c* = (ab™)* = (b
— (ab)? =

~ Hy=(a,bc|a*=b"=¢ b)?

I
—

Wir zeigen, dass (in der alten Notation)
Hy = (1,y,2|2° =y’ = 2" = (ay)? = (yz7')" = (12)* = 1)

eine freie Untergruppe vom Rang 2 enthélt. Damit enthalten auch (2.2), (2.4)
und (2.5) eine freie Untergruppe vom Rang 2. Dies ist wichtig fiir die folgenden
Uberlegungen, da diese Gruppen sich bei den folgenden Rechnungen explizit
ergeben. Sei also Hy gegeben wie oben.
Wir setzen

a=x, b=zxzl, c=y, d=zyz7t, e=2?

und Hs = (a, b, c,d, e). Dann ist H5 vom Index 2 und hat die Prisentierung

Hs = {(a,b,c,d,e | a® =0 =c* = d* = €* = (ac)* = (bd)* = abe = dce = 1).
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Aus der Relation abe = 1 folgt e = ab und somit gilt:
Hs = (a,b,c,d| a® =b* = = d® = (ac)* = (bd)* = (ab)? = dcab = 1),
danun b = ate td! ist, folgt
Hs = {a,c,d | a® = ¢* = d* = (ac)* = (cd)? = (dca)® = 1).
Setze g = dc, ersetze d = gc~! und erhalte in der alten Notation
Hy = (z,y,2 |2? =y’ = 2° = (zy)° = (y2)* = (z2)° = 1)
mit det C' = 0. Wir setzen weiter

r=x, s=uyzy ', t=y lwy,

u=zy, v=yz, w=y tzy

und Hg = (r,s,t,u,v,w). Es ist Hg vom Index 3 mit Prisentierung

Hg = (r,s,t,u,v,w | r? = §* = t* = u* = v* = w? = rst = rutwsv = 1),

wir ersetzen t = rs und erhalten

Hg = (r,s,u,v,w | r? = s* = u® = v* = w® = (rs)” = rurswsv = 1).

Ersetze in Hg nun u durch das Konjugat rur und w durch das Konjugat sws.
Dann folgt

H6: <r’s’u’v’w|T2:$2:U2:U2:w2:(TS)QZUYU/U:1>7

wir eleminieren nun v = vww und erhalten
He=(r,s|r*=s"=(rs)>=1)* (u,w | v*> = w? = (uw)® = 1) = Vy x V.
Es gilt F, < Hg, also auch F, < G.
¢) Fiir n =3 ist det C' > 0, also G endlich.

(3) Seip=3:
Dannist g=2und 3 <r <5oderr=2und 3 < ¢ <5.
Sei (Eg=2und 3 <r <5.

a) Ist r =5, so ist n = 3, also
G=(z,y,z| 2=yt =2%= (xy)3 = (yz)2 = (332)5 = 1),

und es besitzt G eine wesentliche Darstellung p : G — PSL(2,C) mit p(G)
nicht-elementar, d.h. G besitzt eine freie Untergruppe vom Rang 2, es sei an
dieser Stelle auf 75 in Tabelle 1 in [21] von Maclachlan verwiesen.
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b) Ist r =4, so ist n = 3, und damit det C' > 0, d.h. G ist endlich.
¢) Firr=31ist 3 <n <5und detC > 0, d.h. G ist wieder endlich.
(4) Seip=2:
Dann ist
G=(v,y,z|2° =9y =2"= (29)* = (y2)? = (z2)" = 1),
mit n > 3.

Sei (E ¢ < r. Dann ist ¢ = 2 oder ¢ = 3.

a)

Sei ¢ = 2:

Dann ist » > 3 wegen (¢;7) # (2;2). Ferner ist 3 < r < 5 wegen n > 3 und
1/;+1/,+1/,>1mitl=1.

Dann haben wir fiir (n;r) die Moglichkeiten (3;3), (4;3), (5;3), (3;4) und (3;5).
In allen Féllen ist det C' > 0, d.h. G ist endlich.

Sei ¢ = 3:
Wegen n > 3ist 3 <r < 5.
Ist r =5, so ist n = 3, und

G=(r,y,z|2°=9>=2"=(z9)* = (y2)* = (22)° = 1).

Es lésst sich eine wesentliche Darstellung p : G — PSL(2,C) mit p(G) nicht-
elementar konstruieren, d.h. GG besitzt eine freie Untergruppe vom Rang 2, es
sei an dieser Stelle auf 77 in Tabelle 1 in [21] von Maclachlan verwiesen.

Ist r = 4, so ist wieder n = 3 und

G=(r,y 2|2 =y"=2" = (2y)’ = (y2)° = (x2)" = 1) = Hy.

Es ist det C' = 0, aber G besitzt nach den Uberlegungen in Fall I (2) (siche (2.5))
eine freie Untergruppe vom Rang 2.

Sei nun r = 3:

Fiir n =5 ist

G=(ryz|2"=y"=2"=(wy) = (y2)° = (z2)° = 1).

Diese Gruppe ist isomorph zu {(a, b, ¢ | a*> = b* = ¢ = (ab)? = (bc)?® = (ac)® = 1),
(x — a, y— ba, z— ac). Also hat G eine freie Untergruppe vom Rang 2, siehe
Fall (4) b) fir r =5 und n = 3.

Fir n =4 ist

G=(ry2|2" =y’ =2" = (29)" = (y2)° = (22)’ = 1) = H,.

Es ist det C' = 0, aber G besitzt nach den Uberlegungen in Fall (2) (siche (2.2))
eine freie Untergruppe vom Rang 2.
Fiir n =3 ist det C' > 0, d.h. G ist endlich.
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In symmetrischer Weise werden die Falle (I;n) = (2;2) und (m;n) = (2;2) behandelt.

Sei nun im folgenden genau eines der [, m,n gleich 2. Dabei gelte (E [ < m,n.

22 Fallll: [ =2.3<m,n

In diesem Fall gilt ¢ = 2 wegen der Voraussetzung 1/m + 1/n + 1/q > 1.

Wieder ist 2 < p,r <5 wegen m,n > 3.

(1)

Seip=r=2.

Wegen 1/m+1/n+1/q >1list 3<m,n <5.

Sei (E m < n (der andere Fall wird symmetrisch behandelt). Dann haben wir fiir
(m;n) die Moglichkeiten (3;3),(3;4) und (3;5). In allen drei Féllen ist det C' > 0,
d.h. G ist endlich.

Seip=2,r>3oderr=2p>3.

Sei (E p =2 und r > 3 (der andere Fall wird symmetrisch behandelt durch vertau-
schen der Rollen von y und z).

Dann ist 3 < m,n < 5und 3 < r < 5 wegen 1/, +1/ +1/. > 1 mit [ = 2,
Vm+1/p+1/,>1mit g=2und 3 <n,r.

Es ist also

G=(r,y,2|2*=y" =2"= (2y)° = (y2)° = (x2)" = 1),

mit 3 <m,n <5, 3<r <5,

Sei zunéchst n = 3.

Ist 4 < r und m = 5 oder r = 5 und 4 < m, so gibt es eine wesentliche Darstellung
p: G — PSL(2,C) mit p(G) nicht-elementar, und damit hat G eine freie Untergruppe
vom Rang 2. Dies ist klar nach den obigen Argumenten fiir (r;m) = (4;5) und (5;4),
vgl. z.B. Fall I (1). Fiir (r;m) = (5;5) ist aber

G=(r,y,z]|2"=y° =2"= (a)* = (y2)* = (22)° = 1).

Diese Gruppe ist isomorph zu (a,b,c | a®* = b* = & = (ab)® = (be)? = (ac)® = 1),
(x +— a, y — ba, z— ac). Fir diese Gruppe haben wir eine wesentliche Darstellung
p: G — PSL(2,C) konstruiert mit p(G) nicht-elementar, siche Fall T (1) a), also gilt
auch in diesem Fall F; < G.
Fiir (r;m) = (4;4), d.h. fur

G=(r,y2|a? =y =2" = (vy)’ = (y2)* = (x2)" = 1),

ist det C' = 0. Es ist G isomorph zu (a, b, ¢ | a*> = b* = ¢* = (ab)* = (be)? = (ac)® = 1),
betrachte wieder die Abbildung (z — a, y — ba, z — ac). Damit enthdlt G nach
den Uberlegungen in Fall I (2) eine freie Untergruppe vom Rang 2.



Kapitel 2 Die Tits-Alternative fiir gewohnliche Tetraedergruppen 24

Ist nun 7 = 3 oder m = 3 (und n = 3), so ist stets det C' > 0, d.h. G ist endlich.
Damit ist der Fall n = 3 abgeschlossen.

Sei nun n > 4:

Dann ist m = 3 wegen 1/m+1/n+1/q > 1 mit ¢ = 2 und

G=(ryz|2" =y’ =2"=(2y)° = (y2)* = (22)" = 1),

mit 4 < n.
Wegenl/l—l—l/njtl/r>1mitl:2undr23istr:3und4§n§5.
Fiir n = 5 hat G folgende Présentierung:

G=(r,yz|2°=9"=2"=(zy)* = (y2)* = (x2)* = 1).

Diese Gruppe ist isomorph zu (a,b,c | a®> = b* = ¢ = (ab)® = (be)? = (ac)® = 1),
(x — a, y — ba, z+— ac), d.h. G hat auch eine freie Untergruppe vom Rang 2, siehe
Fall I (3) a).

Fiir n =4 ist det C' > 0, d.h. G ist endlich.

Sei p,r > 3.

Aus 1/p+1/q+1/r > 1 mit ¢ = 2 folgt p = 3 oder r = 3.

Sei (Ep=3=3<r <5 Wegen 1/m—|—1/n—|—1/q > 1 mit ¢ = 2 ist auch
3 <m,n <5, und es ist m = 3 oder n = 3. Wegen 1/l+1/n+1/r > 1mit ] =2
ist ebenfalls n = 3 oder r = 3.

Ist entweder r > 4 oder m > 4 oder n > 4, so gibt es eine wesentliche Darstellung
p: G — PSL(2,C) mit p(G) nicht-elementar, d.h. G hat eine freie Untergruppe vom
Rang 2.

Dies ist nach den obigen Bemerkungen fiir den Fall klar, wenn unter den Exponenten
m,n und 7 gleichzeitig eine 4 und eine 5 auftritt, vgl. z.B. Fall I (1) b).

Es bleiben also fiir

G=(r,y 2| =y" =2"=(2y)° = (y2)" = (42)" = 1)

die moglichen Tripel:

(mym;r) = a) (3;3;3) b) (3:3;4) ¢ (3;3;5)
d) (3;4:3) e) (43;3) f) (3;5:3)
g) (5:3;3) h) (4:3;4) 1) (5;3;5)
a) (3;3;3):

Dann ist det C' = 0.
G=(r,y,z|2*=9y"=2"=(zy)’ = (y2)* = (z2)> = 1)

enthilt eine freie Untergruppe vom Rang 2, vgl. (2.1) (2) b).
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Die restlichen Falle werden alle mittels wesentlichen Darstellungen mit nicht-elementaren
Bild behandelt:

b) (3;3;4):
Starte mit X, Y € PSL(2,C) mit entsprechenden Ordnungen.
Es gilt (B tr(X) =0, tr(Y) = 1.
_1
=) =) o=(5 ),
P -1 -
mit tr(XY) = 1.
tr(Z) +1 1
L | (X 2) +/2 o V2
T = te(Y 2) 0 ; wahle 7 = 0
t t t

(Beachte: tr(XZ) kann unabhéingig von den anderen Spurwerten gewihlt wer-
den)

Aus der Determinantengleichung folgt:

1 1 1
t1/2=§+§\/§i§\/—1+2\/§

t1 =~ 1,883, 1, =~ 0,531 = F, < G.

c) (3;3;5):
Starte mit X, Y € PSL(2,C) aus Teil b) mit den entsprechenden Ordnungen.

tr(2) +1 -1

L | u(X2) | | EANEON-D) | L A
T = w(yz) |~ 0 ; wahle 7" = 0
t t t

(Beachte: tr(XZ) kann unabhéingig von den anderen Spurwerten gewihlt wer-
den)

Aus der Determinantengleichung folgt:

1 1 1
tiyp = —1+Z\/5iZ\/—Q—IO\/EzO,?)OQil,QMi = F, < G.

d) (3;4;3):
Starte mit X,Y € PSL(2,C) aus Teil b) mit den entsprechenden Ordnungen.
tr(2) +/2 V2
I 097 N IO S T N |
r= w(yz) |~ 0 ; wahle ¥ = 0
t t t
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(Beachte: tr(X Z) kann unabhéngig von den anderen Spurwerten gewihlt wer-
den)
Aus der Determinantengleichung folgt:

11 1
tl/zz——+§ﬁi 5\/—1—2\/5%0,207i0,978i = I < G.

2
e) (4;3;3):
Starte mit X, Z € PSL(2,C) aus Teil b) (vertauschen der Rollen von Y und 7).
tr(Y) +/2 V2
N 0 e T I IS R R
| w@zy) [T o 'Y [ o
t t t

(Beachte: tr(XY') kann unabhéngig von den anderen Spurwerten gewéhlt wer-
den)
Aus der Determinantengleichung folgt:

11 1
tyz =5+ 5V2E 5y -1+2V2

t ~ 1,883, 1y ~ 0,531 = F, < G.
f) (3;5;3):
Starte mit X, Y € PSL(2,C) aus Teil b) mit den entsprechenden Ordnungen.

tr(2) +X (A —1) -1

L | tr(XZ2) | +1 e o A
T = w(yz) |~ 0 ; wahle 7" = 0
t t t

(Beachte: tr(X Z) kann unabhéngig von den anderen Spurwerten gewihlt wer-
den)
Aus der Determinantengleichung folgt:

1 1 1
tis = ——+Z¢5i1\/—2—10%5%0,30911,2342' = F<G.

4
g) (5;3;3):
Starte mit X, Z € PSL(2,C) aus Teil b) (vertauschen der Rollen von Y und 7).
tr(Y) £ £\ — 1) A
L | t(XY) | +1 P S |
r= te(ZY) = 0 : wahle ¥ = 0
t t t

(Beachte: tr(XY') kann unabhéngig von den anderen Spurwerten gewéhlt wer-

den)
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Aus der Determinantengleichung folgt:

1 1 1
tis = —1+Z\/5iZ\/—Q—IO\/EzO,?)OQil,ZMi = F<G.

h) (4;3;4):
Starte mit X, Z € PSL(2, C) mit entsprechenden Ordnungen.
Es gilt (E tr(X) =0, tr(Z) = 1.

[ 01 (i+v 1-V2 _ 1 L—v
:>X_<—1 0> 7= ( 1 %—u)’XZ_(—l—y 2-1 )

mit v = 4/ 2——undtrXZ =/2.
7=

+V2 V2
+1 ar - | —1
0 ; wahle 7= 0
t t

(Beachte: tr(XY') kann unabhéngig von den anderen Spurwerten gewihlt wer-
den)
Aus der Determinantengleichung folgt:

. 34 2v2 +i(2y/14 — 3V/7)
12 = 6+ 4v2
i) (5;3;5):
Starte mit X,Y € PSL(2,C) mit entsprechenden Ordnungen.
Es gilt (B tr(X) =0, tr(Y) = A.

~0,0+1,323 = F, <G.

01 T+3vh+ v 0 )

= X = ( > LY = ( 4 14 4

o I RN R
mit v = v/ —10 4+ 2v/5 und tr(XY) = 1.

tr(Z) +1 ~1
.2 N B S o T ) N IR
r= w(y2) | = 0 ; wahle ¥ = 0
t t t

(Beachte: tr(XZ) kann unabhéngig von den anderen Spurwerten gewahlt wer-
den)
Aus der Determinantengleichung folgt:

. ~1—-v5+/70—34V5
1/2 —6 + 2\/5
Damit ist nun auch Fall IT beendet.

~ 0,809 F 1,607 = I, <.
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23 Fall lll: 3<,m,n

Dannist p=¢g=r=2.Sei El <m <n.

Wegen 1/m+1/n—|—1/q>1m1tq:2gllt dann m = 3.
Seienalsolzsz.Wegen1/l+1/n—|—1/r>1mitr:2ist3§n§5.
Firn =15 ist

G=(r,y 2|2 =y’ =2"=(ay™)? = (yz7)? = (za7)? = 1).

Diese Gruppe ist isomorph zu (a, b, c | a*> = b? = ¢3 = (ab)? = (bc)? = (ac)® = 1),

(x — be, y+— ¢, z+— ac). Diese Gruppe haben wir im Fall I (4) b) behandelt, siehe auch
[21] von Maclachlan, 77 in Tabelle 1.

Sei nun n = 4:

G=(ry2|2’ =y’ =2" = (2 ) = (29 )? = (227"’ = 1) 2 U,

Es ist det C' = 0, aber G besitzt nach den Uberlegungen im Fall T (2) (vgl. (2.4)) eine freie
Untergruppe vom Rang 2.
Fiir n = 3 ist det C' > 0, d.h. G ist endlich.



Kapitel 3
Der Spharische Fall S.1, £ =1

In diesem Kapitel betrachten wir den sphérischen Fall S.1, wobei die Blocklédnge der ersten
Relation gleich eins ist. Sei nun (E

G=(z,y, 2|zt =y™=2"= (2P = () = (2°2°)2 =1), p>3,
mit 1 <a,e <, 1<8,v<m,1<6,(<n.
Bemerkung 3.33. Es werden nun einige Fallunterscheidungen notwendig sein. Bei eini-

gen Fallen haben wir (eventuell durch Potenz- und Inversenbildung) Reduzierung auf die
schon behandelten gewdhnlichen Tetraedergruppen, siehe Kapitel 2.

Es gelte (E 2 < [ < m. Fiir den Fall, dass 1/l+1/m+1/p < 1und n > 3, besitzt G eine

freie Untergruppe vom Rang 2, siehe Darstellungssatz (2.32), vgl. auch [10], Seite 269f f.
Sei nun 1/l—|—l/m+1/p <lundn=2

= G=(ry 2| =y"=2"= (@) = (y2)* = (+°2)" = 1).
Diese Gruppe enthilt eine Faktorgruppe (iiber Diederrelation)
G=(z,y,z|a' =y" =2" = (@%Y’) = (y2)" = (22)* = 1).
Sei H die von z,y erzeugte Untergruppe von G; es ist
H=(r,y|a'=y"=(ay’) =1),

F, < H, also auch F» < G, vgl. [10], S.171 Theorem 7.3.2.1
Sel also nun 1/[ + 1/m + 1/p > 1.
Betrachte folgende 3 Falle:

Di=m=p=3
) 1 =2,m>3 (me3,4,5,6)
M) | =m=2

29
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1 Flll:l=m=p=3
Damit hat G folgende Prisentierung,
G=(r,y,z| 2" =y’ =2" = (a"Y") = (y"=")" = (27°)* = 1),

E seia=ec=1, f =7 =1, dies ist moglich, da ggT(3,a) = ggT(3,5) = 1, gehe bei
Ws(y, z) und Ws(x, z) eventuell zur inversen Relation iiber.

= G = (n,y,2] 2" =y’ =2" = (ay)’ = (y2°)" = (22)* = 1).

n > 3:
Dann gilt 1/1 +1/,,+ 1/n <1 fiir (I;m) = (3;3) = F» < G nach dem Darstellungssatz
(2.32), vgl. [10], Seite 269 .
n =2
=G =(r,yz|2" =y’ =2"=(ay)’ = (y2)" = (22)" = 1).

Also ist G eine gewohnliche Tetraedergruppe.
32 Fallll: =2m>3und 1/;+1/, +1/,>1

Damit hat G folgende Gestalt,
G = (n,y,2 |22 =y = 2" = (wV = () = (22 = 1).

Es bleiben folgende Moglichkeiten fiir das Tupel (m;p):

a) (3;3) b) (3;4) ¢) (3;5) d) (3;6)
e) (43) f)(44)
g) (5:3)
h) (6;3)
Diese Félle werden nun einzeln betrachtet:

2)

G=(z,y,z| 2=yl =2"= (xyﬂ)g’ = (gﬂz‘s)2 = (9:,2()2 =1), n>2.

Sei (B f = v = 1 (dies ist wieder moglich, da ggT(3,3) = 1, gehe eventuell zur
inversen Relation iiber).

n>"T.

Dann gilt: 1/m + 1/n + 1/q < 1firm =3 und ¢ =2 = es existiert ein Element
der Ordnung > 7 in der Gruppe, d.h. ein wesentliches Bild in der PSL(2,C) muss
nicht-elementar sein, d.h es existiert eine nicht-abelsche freie Untergruppe vom Rang
2, also gilt auch Fy < G, vgl. [15], Lemma (2.12).

n = 6:

= F, < G mittels einer wesentlicher Darstellung in die PSL(2,C) und da p = 3 > 2,
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siche Darstellungssatz (2.32), vgl. [10], S. 269f f.

n=>o:
(E ¢ =1 (eventuell Ubergang zu Z = 2¢), § = 1 oder 2.
Fiir 0 = 2:

G=(r,y,z]|2" =y’ =2" = (ay)’ = (y2°)* = (x2)* = 1)

=,y 2| 2® =y’ =2 = (2y)° = (y2)° = (22°)° = 1) = G~

Betrachte die von (x,z2) erzeugte Diedergruppe, aus der Relation (z2%)* = 1 folgt,
dass auch (zz)? = 1 = G* gewdhnliche Tetraedergruppe und es gilt

G=(r,y,z |2 =y° =2"= (1)’ = (y2)* = (22)* = 1).

Fiir 6 = 1 ist G eine gewohnliche Tetraedergruppe.
n = 4:
G=(oyz|a®=y"=2"= () = (y2°) = (a2) = 1).
Ist 9 = 2, so gibt es eine wesentliche Darstellung p : Go — PSL(2,C), y — Y, z2+— Z
mit p(G3) nicht-elementar, denn:
Go=(y, 2|y’ =2" = (y2*)? = 1),

und tr(Y) = +£1; tr(2) = V2 = tr(YZ) = i\%. Also folgt F» < G5, also auch
F, < G nach dem Fortsetzungssatz (1.23), vgl. z.B. [27], Seite 45.
Seinind#2 Ei=1,0=~v=1.

G=(ryz2|a* =y’ =2" = (ay)° = (y2)* = (2)* = 1).
Ist ¢ = 2, so betrachte die Faktorgruppe G nach Einfiihren der Relation 22 = 1
=G =(r,y2|2? =y’ =2" = (ay)’ = (y2)* = 1).

= Fy < G, also auch Fy, < G, siehe [10], Seite 263, Korollar 9.2.1
Ist nun ¢ # 2, so ist (E ( = 1 und G eine gewohnliche Tetraedergruppe.
n=3:

G=(r,y2|2" =y =2" = (1)’ = (yV2°)" = (2°)" = 1),

E gilt B=v=6=(=1, also G gewohnliche Tetraedergruppe.
n=2:
G = <$7y, < | xQ = y3 = 22 = («ry5>3 - <y72>2 - («TZ)Q = 1>7

(E gilt wieder § = v =1, also G gewohnliche Tetraedergruppe.
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b)

G=(z,y,z| 2=y =" = (953/5)4 = (y”z‘s)2 = (yczc)2 =1), n>2,

(E gelte auch hier: § =~ = 1.
n > 7: Dann gilt: l/m + 1/n + 1/q < 1 fiir m =3 und ¢ = 2 = es existiert ein
Element der Ordnung > 7 in der Gruppe, d.h. ein wesentliches Bild in der PSL(2, C)
muss nicht-elementar sein, d.h es existiert eine nicht abelsche Untergruppe vom Rang
2, also gilt auch Fy < G, vgl. [15].
n = 6: = Fy < G mittels einer wesentlicher Darstellung in die PSL(2,C) und da
p =4 > 2 (siehe Fall a)).
n = o

G=(z,yz|a® =y’ =2" = (ay)' = (y2°)* = (¢2°)" = 1),

= F, < GG mittels einer wesentlichen Darstellung in die PSL(2, C), weil die Symme-
trische Gruppe S; und die Alternierenden Gruppen A4 und As nicht gleichzeitig ein
Element der Ordnung 4 und 5 enthalten (sowohl zyklische Untergruppen als auch
Diedergruppen kommen fiir das wesentliche Bild in der PSL(2, C) nicht in Frage).
n = 4:

G=(r,y.z|a* =y’ =2" = (ay)' = (y2°)" = (a2)* = 1).
Ist 6 =2, so ist Fy < G, siehe Argumentation bei a) (m;p) = (3;3), n = 4.
Ist ¢ =2, so ist Fy < G analog wie bei a) (m;p) = (3;3), n = 4 mittels Faktorgrup-
penbetrachtung.

Sei nun (K 0 = ¢ = 1, also ist G gewohnliche Tetraedergruppe.
2<n<3:

G=(r,y.z|a? =y’ =2"= (ay)' = (y2°)* = (22°)* = 1),

E sei G = (z,y,2 | 2> =1y> = 2" = (zy)* = (y2)? = (v2)? = 1), also ist G eine
gewohnliche Tetraedergruppe.

G=(z,y,z| =y =2"= (a:yﬂ)5 = (y”zé)2 = (J}ZC)z =1), n>2,
(E gelte auch hier: g =~ = 1.

= G=(r,y,2]| 2" =y’ =2" = ()" = (y2°)° = (x2°)" = 1).

n > 6: = F, < G wie im Fall p = 3,4.
n=>o:
G=(r,y2|2" =y =2" = (2y)° = (y2°)" = (22°)" = 1),
(Eseid =1 Da(w,z|2>=2"= (22?2 =1) X (z,2 | 2? = 2° = (z2)? = 1) wegen
der Diederrelation, gilt: F;, < G, vgl. a) fir n = 5.
n =4
G=(1,y.z]a* =y’ =2" = (ay)° = (y2°)" = (a)* = 1),



Kapitel 3 Der Spharische Fall S.1, k; =1 33

= F, < G, vgl. b) fiir (m;p) = (3;4), n=5.
2<n<3:

G = {2,y ]2” =y = 2" = (ay)° = (y=')” = (@2)? = 1),

E sei G = (r,y,2 | 2* = y° = 2" = (zy)® = (y2)? = (x2)® = 1), also ist G eine

gewOhnliche Tetraedergruppe.

G=(z,yz|2> =1 =2"= (") = (N2°)? = (22°)? = 1), n > 2,
(E gelte auch hier: g =~ = 1.
n > 3: = Fy < G mittels einer wesentlicher Darstellung in die PSL(2,C) und da
n > 3 > 2, siehe Darstellungssatz (2.32), vgl. [10], Seite 269f f.
n=2:
G=(ry 22" =y’ =2"= (1) = (y2)° = (22)” = 1),

(E gilt wieder § = v =1, also ist G eine gewohnliche Tetraedergruppe.

G=(ryz]|a®=y"=2"=(0) = () = (a2)’ = 1), n > 2.
Fiir den Fall g = 2 gilt: F5, < G, denn

Gi=(x,y|2a*=y"'=(zy°)° =1)

besitzt eine wesentliche Darstellung p : G; — PSL(2,C), x — X, y +— Y mit p(G;)
nicht-elementar, da tr(X) = 0; tr(Y) = £v/2 = tr(XY) = :I:%. Also gilt F, < G4
nach dem Fortsetzungssatz (1.23) und somit F, < G.

Sei nun (E g = 1.

n > b5:

= <G dal/, +1/, +1/ <1firm=4undq=2.

n = 4: Ist v = 2 oder § = 2, so betrachten wir die Faktorgruppe nach Einfiithren der
Relation 4% = 1 oder 2% =1,

G = (wy,2 | 2* = y* = 2 = (ay)’ = (22)* = 1.

Diese enthélt eine freie Gruppe vom Rang 2, vgl. [10], S. 263, Korollar 9.2.1
(E seinun v =6 =1.
Dann ist

G=(r.y2|2* =y =2" = (ay)° = (y2)* = (22)* = 1).

= F, < G mittels einer wesentlicher Darstellung in die PSL(2,C) und da p = 3 > 2,
siehe Darstellungssatz (2.32), vgl. [10], S. 269f f.
n = 3: (E setze ( =1,

G=(z.yz|a’=y'=2"= ()" = (y2)° = (22)" = 1).
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Fiir v = 2 betrachte eine wesentliche Darstellung p : Go — PSL(2,C), y — Y, z+— Z
mit p(G2) nicht-elementar, vgl. (3.2) im Fall a).

Ist v # 2, so ist (E v =1, also ist G eine gewohnliche Tetraedergruppe.

n =2: Fir v =2 ist

G=(z,y,z| =yt=2t= (:I:y)?’ = (y2z)2 = (xz)2 =1),
betrachte die Faktorgruppe G nach Einfithren der Relation y? = 1
=G = (r,y, 2| 2=yt =22 = (my)?’ = (a:z)2 =1),

= Fy < G und somit auch Fy, < G, siehe [10], S. 263, Korollar 9.2.1
Fiir v = 1 erhalten wir, dass GG eine gewohnliche Tetraedergruppe ist.

G=(r,yz|2*=y"'=2"=(ay") = (2" = (22°)* = 1), n > 2,

n > 5:

= F, <G, da 1/m+1/n+1/q< 1 flir m =4 und ¢ = 2.

n = 4:

Ist 3 = 2, so fithre die Relation y? = 1 ein und erhalte die Faktorgruppe

G = (x| =yt = 2" = (1) = ()7 = 1),

so dass fiir den Fall v = 41 direkt folgt: Fy < G, siehe [10], Seite 263, Korollar 9.2.1,
und somit Fh < G.

Sei also v = 2:
=G = (r,y,2z| 22 =9y* = 2* = 2% = (22%)% = 1), fiihre die Relation 22 = 1 ein und
erhalte

G = (,y,2z |2 =2 =2 = (ZBZCN)2 =1),
§:2:>C§%’Z2*Z2*Z2:>F:2<(:¥undsomitauchF2<G
(=1=G=Zy*xV, = F;, < G und somit auch in diesem Fall F;, < G.
Seinun (E # = 1: Ist vy = 2 oder 6 = 2 oder ¢ = 2, so betrachten wir die Faktorgruppe
nach Einfithren von sowohl y? = 1 als auch 22 = 1, also

G =(ry.z|a® =y =2 = ()" = ()" = (@) = 1)

wobei (y72%)2 = 1 oder (22°)2 = 1 iiberfliissig ist, also gilt F» < G, siehe [10], S. 263,
Korollar 9.2.1, und somit F5 < G.
Fiir den Fall v = = ( = 1 folgt, dass G eine gewohnliche Tetraedergruppe ist.
n=3:

G=(x,y,2|2°=y*=2>= (") = (2°)* = (22°)® = 1),

(E setze d = (=1, also

G=(r.y2|2*=y'=2" = (ay) = (y2)* = (22)* = 1).
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Fiir v = 2 haben wir eine wesentliche Darstellung p : G5 — PSL(2,C),y — Y, z+— Z
mit p(G2) nicht-elementar, siche Teil a), vgl. (3.2).

Sei also nun v = 1. Fiir § = 2 betrachten wir die Faktorgruppe nach Einfiihren der
Relation % = 1

=G = (x,y,z|a:2:y2:z3:(yz)2: (xz)2:1>,

= F, < G, siehe [10], S. 263, Korollar 9.2.1, und somit F, < G.
Fiir # =1 ist G eine gewthnliche Tetraedergruppe.

n=2:

Dann ist

G = <xay72 | ZL'2 = y4 = Z2 - ('ry6>4 - <y72>2 - (xZ)Z — 1>

Ist v = 2, so fithren wir die Relation y?> = 1 ein und erhalten eine Faktorgruppe
G, die eine freie Untergruppe vom Rang 2 enthilt, also auch G, siehe [10], S. 263,
Korollar 9.2.1.

Sei nun (E v = 1.

Sei § = 2. Wir betrachten die von

a=z, b=yry ™, c=9y* d=z e=yzy "

erzeugte Untergruppe H vom Index 2. H hat eine Présentierung
H = {a,b,c,d,e|a®>=b*=c*=d*=e* = (ac)* = (be)* = ecd = (ad)? = (be)* = 1).
Wir setzen e = 1 und ¢ = d und erhalten die Faktorgruppe

H = {a,b,c|a®=0b*=c* = (ac)* = (bc)* = 1).

Es folgt F, < H, da |bc| = 4, siehe [10], Seite 263, Korollar 9.2.1, und somit gilt
F <G
Sei nun (E § =y =1 = G ist eine gewohnliche Tetraedergruppe.

G=(z,y,z| 2=y =" = (3cyﬂ)3 = (y”z‘s)2 = (30,24)2 =1), n>2.
n > 4:

Dau_l/m+1/n+1/q<1fﬁrm:5undq:2,folgt: <G
n=3:

G=(zyz|2"=y"=2"= ()" = (y72)* = (2)" = 1),

mit v = 1 oder v = 2.
Sei nun v = 2 = |G| = 7200, siehe [26], Seite 31, Theorem 3.1.
Ist v =1, so ist GG eine gewthnliche Tetraedergruppe.
n=2:
G = (2,y,2 |02 =y = 22 = (1) = (y72)* = (22)2 = 1),
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= (@ ist eine gewoOhnliche Tetraedergruppe wegen der Diederrelation; (E sei § = 1,
da ggT(3,5) = 1. Betrachte die von (y, z) erzeugte Diedergruppe, aus der Relation
(y72)% = 1 folgt, dass auch (yz)? =1 ist.

=G (r,y,z]2” =y’ =2"=(2y)’ = (y2)* = (z2)* =1)

ist eine gewohnliche Tetraedergruppe.

G=(ryz|a? =y =2" = (ay)’ = (y2")° = (22°)* = 1), n > 2.

(E sei § =1,2 oder 3 (fiir § = 4,5 betrachte die inverse Relation; dies ist moglich
der z Ordnung 2 hat).

Sei = 3:

Betrachte die wesentliche Darstellung p : G; — PSL(2,C), z — X, y — Y mit p(G;)
nicht-elementar, da tr(X) = 0; tr(Y) = £v3 = tr(XY) = +1, also F» < G; nach
dem Fortsetzungssatz (1.23) und somit [, < G.

Fiir f = 2 betrachte ebenfalls die wesentliche Darstellung p : G; — PSL(2,C),
x+— X, y Y. Auch hier ist p(G}) nicht-elementar, da tr(X) = 0; tr(Y) = £v/3 =
tr(XY) = i\/ig, also Fy < G nach dem Fortsetzungssatz (1.23) und somit F» < G.
Sei § = 1:

=G =(r,y,2|2? =y’ =2" = (2y)’ = (y2°)* = (22°)* =1), n > 2.

Ist n > 3, so gilt F; < G nach dem Darstellungssatz (2.32) fiir unendlich metabelsche
Bilder, siehe [10], Seite 269f f.
Sei n = 2:

G=(z,y,z|2° =9 =2"=(zy)’ = (y2)* = (z2)* = 1).

G hat die Faktorgruppe G = (z,y, z | 22 = 45 = 22 = (2y)® = (y2)? = (v2)* = 1). Es
ist Fy < G, also auch F, < G, vgl. Kapitel 2.

Dies beendet Fall II.

33 Falllll:/=m=2und p>3
In diesem Fall ist G' gegeben durch

G=(ryz|a®=y"=2"=(ay)’ = (y2°)° = (22°)° = 1), n> 2,
Wir betrachten zwei Fille:

1) Sei der ggT(6,n) = dy > 2. (B gelte d|n, § > 2 (dies ist moglich, verwende Linear-
kombination des ggT und gehe zu Potenzen iiber).
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Fiihre nun die Relation 2% = 1 ein. Wir erhalten eine Faktorgruppe G' mit Présentie-
rung

)

G: <xuy7z | 1?2 :y2 =z = (Iy)p = (J/’ZE)Q - 1>7

wobei eventuell auch z¢ = 1 gilt.

= Fy < G, dap > 3, siche Darstellungssatz (2.32) und [10], Seite 263, Korollar 9.2.1,
und somit Fy < G.

Fiir den Fall, dass ggT((,n) = dy > 2 verfahre analog.

Sei nun ggT(d,n) = ggT((,n) = 1. Gehe wieder zu einer geeigneten Potenz iiber
mittels einer Linearkombination des ggT. Danach gilt (E § = ( = 1, also ist G eine
gewOhnliche Tetraedergruppe.

Dies beendet Fall III.



Kapitel 4
Der Spharische Fall S.1, £ > 2

In diesem Kapitel werden verallgemeinerte Tetraedergruppen der Form
G=(ryz2|a =y"=2"=W(x,y) = (y2°)* = (2°)* = 1)

mit Wy (x,y) = 2y ... 2%yP keine echte Potenz in z und y, ¥ > 1 und 1 < oy < I,
1 < B; < 1 auf die Tits-Alternative untersucht. Da insgesamt der Fall (p;¢;7) # (2;2;2)
untersucht wird, gilt in diesem Fall p > 3.

Der Fall £ = 1 wurde dabei schon in Kapitel 3 ausfiihrlich behandelt, sei deswegen nun
k> 2.

Wir setzen wie iiblich

Es gelte (E [ < m (ansonsten vertausche die Rollen von = und y).

Dann besitzt G; eine wesentliche Darstellung p : G; — PSL(2,C) mit p(G;) nicht-
elementar und damit besitzt G eine freie Untergruppe vom Rang 2 nach dem Fortset-
zungssatz, vgl. (1.23), auBer den folgenden Fillen (bis auf Aquivalenz), vgl. [10], Seite
277f Lemma 9.3.2f f und [6], Seite 116f Fall (3)

(1) l=2,m=6m; >6, k=2 p=3und

G = (x,y | 2® =y™™ = (zy™ay®™ )’ = 1),
(2) =2, m=4m; >4, k=2,p=4und

Gi = (x,y | 2® =y"™ = (zy™ay®™ )" = 1),

(3) =2, m=6m; >6,k=2,p=06und

6m1 — (l‘mell'ySml)G — 1>’

Gi=(v,yla®=y
(4) l=m=p=3, k=2und

G = (z,y|2° =y® = (zyzy?)® = 1),

38
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(5) l=m=p=4, k=2und
Gi=(z,y|a" =y" = (ay’a®y)" = 1),
6) l=2,m=p=Fk=4und
Gi=(z,y|2* =y" = (ayay’ey’zy’)* = 1),
(7) =2, m=p=3und

Gi=(z,y |2 =y* =W(z,y) =1).

Die Félle (1) fiir my = 1, (2) fiir my =1, (4),(5) und (6) wurden ausfiihrlich in [10], Seite
277 f, behandelt.

Die Fille (1) und (2) fiir my > 2 lassen sich zuriickfithren auf den Fall m; = 1 mittels
Einfiihren der Relation 4° = 1 bzw. y* = 1, denn:

Betrachte exemplarisch Fall (1) fiir my > 2

Gi = (x,y | 2® = ™™ = (ay™ay™)’ = 1).

Es ergeben sich nach Einfithren von y% = 1 vier Moglichkeiten:

) Gi = (z,

b) 671=<$7y|$ =y Z(xyxy?’)?’:l),fiir my =1+ 64,
) (x,y | 2% = y® = (2y®)® = 1), fiir my = 3 + 64,
)

1 = {z,y | 2?2 =y = (zyxy®)® = 1), fiir my; =5 + 6a.

Wir zeigen F, < G, in allen Féllen. Damit gilt dann F, < G. Sei nun erst m; > 2 und
n > 3:

=1/ 1/ +1/<1lfirm=>=12mdg=2=F <G.

Es bleibt der Fall m; > 2 und n = 2:

G=(r,y,2z | 2° =y"™ = 2% = (zy™ay®™)® = (y2)* = (22)* = 1).

Nach Einfithren der Relation y° = 1 erhalten wir
G = <Jf,y,Z | 'TZ = y6 = 22 = W1($,y> = (y;/2>2 = ($Z>2 = 1)7

mit Wi (z,y) = 1, Wi(x,y) = (zyxy®)® oder Wi (z,y) = (23°)%, wobei eventuell die Relation
(y72)% = 1 iiberfliissig ist. Ist Wi(x,y) = 1 oder ist die Relation (y72)% = 1 iiberfliissig, so
gilt natiirlich F, < G, vgl [10], Seite 263, Korollar 9.2.1. Ist Wl(x y) = (vyzy®)® = 1, so
fiihren wir die Relation y* = 1 ein und erhalten eine Faktorgruppe G mit I, < G, siche [10]
Seite 277 f. Ist schlieBlich W, (z,y) = (zy®)8 =1, so ist Fy < G wegen 1/2 +1/6+1/6 < 1.
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Also gilt im Fall (1) stets F» < G.
Fall (2) geht analog.
Wir behandeln nun Fall (3), also

6m1 — ( 2my 3m1>6 — 1>7

Gi=(zy|la*=y ry* ™ zy

vgl. [6], Seite 118. Fiihre die Relation (zy*™zy®™)3 = 1 ein und erhalte

Gi = (z,y|2* =y"™ = (zy®™ay’™)® = 1),

(wobei andere Relationen von G nicht beeintriachtigt werden).

Betrachte nun eine wesentliche Darstellung p : G; — PSL(2,C) mit p(G;) nicht-elementar
(siehe [24], Seite 158, Lemma 3.3) = F, < G und somit F, < G, also auch F, < G nach
dem Fortsetzungssatz (1.23).

Damit sind die Falle (1) bis (6) fiir £ > 2 behandelt, und G enthélt stets eine freie Unter-
gruppe vom Rang 2.

Es bleibt der Fall (7), also Gy = (x,y | 2* = y> = W(x,y) = 1), sowie k > 2.

=G = (r,y.z|2® =y’ =2" = Wi(r,y) = (y2°)* = (22°)* = 1)

mit (E 0|n, vgl. (3.3). Ebenfalls kénnen wir (E ¢ = 1 annehmen fiir 2 < n < 3. Im Fall
n > 4 betrachten wir stattdessen die Faktorgruppe, die wir erhalten, wenn wir die Relation
(x2)? = 1 einfithren (beachte: aus (rz)? = 1 folgt (z2%)2 = 1). Sei in den folgenden
Betrachtungen also (B ( = 1.

Wir zeigen, dass in diesem Fall G (bzw. G) eine freie Untergruppe vom Rang 2 enthilt.
Besitzt GG eine wesentliche Darstellung p : G; — PSL(2,C) mit p(G) nicht-elementar,
so enthélt G eine freie Untergruppe vom Rang 2. Solch eine Darstellung (und da Wi(x,y)
keine echte Potenz) gibt es, bis auf Aquivalenz, nicht in den drei folgenden Fillen, vgl. [10],
Seite 186 Theorem 7.3.2.4:

(i) Wi(z,y) = zyzy?
(i) Wi(z,y) = zyzyzy?
(iil) Wi(z,y) = zyzyryzy®

Zunéchst gilt wegen m = 3, ¢ = 2 und p = 3 > 2 folgendes: 1/m + 1/n + 1/q < 1 fiir
n > 7, d.h. es gilt hier F, < G, siehe (1.25) und auch den Darstellungssatz (2.32).
Ab jetzt gelte n < 6, damit gilt (E fiir n und 9:

n=~06 a)d=1 b)d=2 ¢)d=3
n=4 d)d=1 e d=2
n=23oder5 f)o=1

Wir betrachten zunéchst die Félle b), ¢) und e), also § > 2.
Dann besitzt G2 eine wesentliche Darstellung p : Gy — PSL(2,C) mit p(G2) nicht-
elementar = F, < G nach dem Fortsetzungssatz, vgl. (1.23):
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Im Fall b) bzw. ¢) mit tr(Y) = 41 und tr(Z) = £v/3 ergibt sich tr(YZ) = \/ig bzw.

tr(YZ) = 13
Im Fall e) mit tr(Y) = 1 und tr(Z) = £+/2 ergibt sich tr(Y Z) = j:\/ii.
Ab jetzt sei 6 = 1, d.h. G habe folgende Gestalt

G=(r,y,2|2* =y’ =2"=W(a,y) = (y2)° = (22)* = 1),

mit 2 <n < 6 und Wi(z,y) von der Gestalt (i), (ii) oder (iii).
Fiir 4 <n < 6 hat GG eine freie Untergruppe vom Rang 2, denn G besitzt die gewohnliche
Tetraedergruppe

G=(1,yz|2° =y’ =2" = (ay) = (y2)* = (x2)* = 1),

als Faktorgruppe mit u = 4 fiir Wy(z,y) = zyzy?,
p =5 fiir Wy(z,y) = zyxyzy?,
und p = 6 fiir Wy(z,y) = ryzyryzy?,
vergleiche an dieser Stelle mit Kapitel 2.
Es bleibt also 2 < n < 3 in Kombination von Wi (z,y) zu betrachten:

(i) Wi(z,y) = zyzy?
Starte mit der Untergruppe H mit den Erzeugenden:

a=y, b=axyxt, c=z=z

Es ist H = (a,b,c) vom Index 2. Eine Présentierung ist gegeben durch
H = {(a,b,c|a®=0b"=c"= (ba®)® = (ac)* = (bc™')* =1).
Fiir n = 3 folgt
H={a,bc|a®>=0"=c=(ba*)® = (ac)® = (bc™)? = 1)

= (2|t =y’ =20 = (g )P = (yz7 1)’ = (a7 1)? =1).
Diesen Fall haben wir im Kapitel 2 behandelt, also folgt F» < H, also auch F;, < G.
Fiir n = 2 gilt
He gy z|a? =y =22 = (ay)? = (yz)* = (za7)* = 1),

in diesem Fall hat H eine freie abelsche Untergruppe vom Index 6 und somit hat G
eine vom Index 12, vgl. Kapitel 2.

(i) Wi(z,y) = zyryzy’
In diesem Fall ist G jeweils endlich mit |G| = 864000 fiir n = 3, vgl. z.B. [28], Seite
11 und |G| = 2880 fiir n = 2, vgl. z.B. [26], Seite 12.
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(it)) Wi(z,y) = zyzyryry®
Fiir n = 3 hat G eine freie Untergruppe vom Rang 2, denn nach Einfiihren der
Relation (7y)% = 1 erhalten wir als Faktorgruppe die gewohnliche Tetraedergruppe
G=(r,y,z|2° =9y =2°=(2)° = (y2)* = (z2)* = 1),

wo dieses bereits bewiesen wurde, vgl. auch hierzu Kapitel 2.
Sei nun n = 2, also

G = (z,y,2 | 2> =y° = 2° = (zyayayry®)’ = (y2)* = (22)° = 1).
Sei H die von z und y erzeugte Untergruppe von G mit Index 2.
H=(z,y|2® =y’ = (wyzyryry’)® = (zy oy oy ey 2)° = 1)

= (a,y | 2* =y’ = (vyzyryay®)’ = 1).
Diese Gruppe ist unendlich auflésbar, und somit auch G, siehe [10], Seite 188.

Dies schlie3t den Fall &k > 2 ab.



Kapitel 5
Der Spharische Fall S.2

In diesem Kapitel betrachten wir verallgemeinerten Tetraedergruppen, bei denen 2 der
zusétzlichen Relationen Ordnungen > 2 haben. Sei (E

G=(z,y,z| =y =2"= (:vo‘yﬁ)p = (yvzé)q = (:)sazc)r =1), p>3,
mitl <a,e<,1<3,yv<m,1<6,(<n.

Weiter sei (E 2 <[ <m und ¢ =2 oder r = 2.

Betrachte folgende zwei Fille:
[) g=2undr >3

II) ¢g>3und r=2

51 Falll: ¢g=2und r >3

Es gelte entweder 1/l + 1/m + 1/p < 1 oder 1/m + 1/n + 1/q < 1, dann gilt 5, < G,
siehe (1.25) und [10], Seite 277, Lemma 9.3.4 fiir den vollstandigen Beweis.

Gilt 1/ pt 1/ gt 1/ » <1 = Die Tits-Alternative gilt nach Howie und Kopteva, siche [12].
Deshalb sei nn 1/;+1/,, +1/,>1, 1/, +1/, +1/ >1uwd 1/, +1/ +1/.> 1L
Ist | = m = 3, dann ist auch p = 3, oder [l = n = r = 3, so besitzt G eine freie Untergruppe
vom Rang 2. Dies folgt aus dem Darstellungssatz (2.32), vgl. auch [10], S. 269ff, da

p=3>2bzw.r=3>2.
Wegen [ < m ist damit alsoabjetztl:2,da1/l+1/m+1/p >1lmitp>3. = a=¢c=1.

Somit hat G folgende Préasentierung
G=(x,y,z|2°=y"=2"= (2’ = (yW2°)? = (x2°)" = 1), p,r>3.
Fallunterscheidung:

A) m > 3 oder n > 3.
Sei Em > 3.
Fiir das Tripel (m;p;r) bleiben folgende Moglichkeiten:

43
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a) (3;3;3) b) (3;3;4) ¢ (3;3;5) d) (3;4;3) e) (3;53)
f) (4:3:3) g) (4:3;4) h) (4:3;5) 1) (4:4;3)
B (5:3:3) k) (5:3;4) 1) (553;5)

m) (6;3;3) n) (6;3;4) o) (6;3;5)

Diese Fille werden nun einzeln abgearbeitet:
Fiir n brauchen wir uns nur die Falle 2 < n < 6 ansehen, da sonst sowieso Fy, < GG
gilt, klar nach 1/m + 1/n + 1/q <1fir¢g=2,m>3undn>7, vgl [15].

a) (3;3;3):

G=(oyz|a®=y"=2"=(ay") = (y2°)" = (2°)° =11).

Sei (B 8 =~ = 1 (dies ist wieder moglich, da ggT (3,03) = ggT (3,7) = 1,
verwende eventuell eine Linearkombination des ggT (3,/3) und gehe zu einer
geeigneten Potenz von y iiber - da W (y, z) Ordnung 2 hat ist dies keine Ein-
schrankung).

= G=(r,y,2|2? =" =2" = (xy)’ = (y2°)" = (22°)* = 1).

G=(zyz|a®=y"=2"=(2p)° = (') = (22)° = 1).
Sei ggT (6,0) =1 = § =1oder 6 = 5. Fiir § = 5 gehe tiber zur Potenz
Z: . Der Fall § =1 wird unten behandelt.
Sel nun ggT (6,0) = d > 1. Betrachte eine Linearkombination des ggT und gehe
zur geeigneten Potenz tiber = §(6, 1 < 6 < 3.
Das gleiche Resultat ergibt sich, falls man sich die Relationen ansieht und ge-
gebenenfalls zur Inversen iibergeht.
Ist 6 = 2 oder § = 3, so betrachte eine wesentliche Darstellung
p: Gy — PSL(2,C), y — Y, 2z +— Z mit p(G5) nicht-elementar, denn:
1) Seid =3:
Go=(y,2|9y°=20=(yz2)2 =1); tr(Y) = %1, tr(Z) = £V3
= tr(YZ) = +¥2.
2) Sei § = 2:
Go=(y,z|9y°=20=(yz2)2=1); tr(Y) = %1, tr(Z) = £V3

=tr(YZ) = i\}g

Also F; < Gs, also auch F < G nach dem Fortsetzungssatz (1.23).
Sei nun § = 1,

= (ay)’ = (y2)? = ()’ = 1).
(E (|6, 1 < <3, fiir ( =4 oder ( =5 gehe zur inversen Relation iiber.
Ist ( = 2 oder ¢ = 3, so betrachte eine wesentliche Darstellung

p:Gs — PSL(2,C), x — X, z+ Z mit p(Gs) nicht-elementar, denn:

= G=(z,y,z|* =y =2
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1) Sei ¢ = 3:
Gy = (1,2 |22 = 2% = (22°) = 1); tr(X) =0, tr(Z) = +V3
= tr(XZ) = +1, vgl. auch (3.2).

2) Sei ( =2:
Gy = (1,2 |22 = 2% = (222)% = 1); tr(X) =0, tr(Z) = +V3

= tr(XZ2) = :I:\/Lg, vgl. auch (3.2).

Also F; < G3, also auch Fy < G nach dem Fortsetzungssatz (1.23).
Sei nun auch ( =1,

=G =(z,y,2|2" =" = 2" = ()’ = (y2)" = (22)* = 1),

also ist GG eine gewohnliche Tetraedergruppe.
n =>o:
(E habe G folgende Priisentierung (5 =~y = 1)

G=(vyz|2’ =y =2 = () = (') = (2)* = 1),

weiter sei (E § = 1, da ggT (5,0) = 1, sonst gehe zur geeigneten Potenz iiber.
Es bleiben die Fille 1 < ¢ < 2 (betrachte eventuell inverse Relation, falls not-
wendig).

(=2
= G=(ry.z|2" =y’ =2"= ()’ = (y2)" = (22°)° = 1.

Konstruktion einer wesentlichen Darstellung mit nicht-elementaren Bild:
Starte mit X, Z € PSL(2, C) mit entsprechenden Ordnungen.
(E seien tr(X) =0, tr(Z) = A,

:>X:( 01>,Z:<i(1+\/3+u) 815 )

-1 0 1 1(1+v5-v)
mit v = v/ —34 + 10v/5 und tr(X Z) = (A — 1).
tr(Y) +1 —1
Lo exyy | AL L 1
T = w(zy) | = 0 ; wahle 7 = 0
t t t

Aus der Determinantengleichung folgt:

. VB -3+i(V15-3V3)
1/2 — 2\/5—6

~0,5£1,937i = F, <(.

(=1
G=(ryz|a’=y"=2"= () = (y2)’ = (x2)° = 1),
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also ist G eine gewohnliche Tetraedergruppe.
n =4:
(E habe G folgende Présentierung (8 =~ = 1)

G=(r,y.z]a* =y’ =2" = (ay)’ = (y2°)" = (a)* = 1),

mit 1 < 9, < 2, gehe eventuell zur inversen Relation iiber.

Ist 0 = 2, so gilt F» < G mittels einer wesentlicher Darstellung

p: Gy — PSL(2,C), y— Y, z— Z mit p(Gz) nicht-elementar, vgl. (3.2).
Sei nun 6 = 1:

Ist ¢ = 2, so betrachte eine wesentliche Darstellung

p: Gz — PSL(2,C), x — X, z+— Z mit p(G3) nicht-elementar, vgl. (3.2).
Ist nun auch ¢ =1, so ist G eine gewohnliche Tetraedergruppe.
2<n<3:

(E habe G folgende Priisentierung (5 =~y = 1)

G=(z,y,2|2” =¢° = 2" = (wy)* = (y2")* = (22°)* = 1).

Weiter konnen wir (E 6 = ( = 1 annehmen, also ist G eine gewohnliche Tetra-
edergruppe.

(3:3:4):

G=(ryz|2’ =y =2"= (@)’ = (=) = (22" = 1).
Sei B 3 =v=1 (vgl a)),

= G=(ryz|a’ =y’ =2"= ()" = ()" = (x29)" =1).

Fiir den Fall 1/l +1/n+1/7’ < 1 folgt Fy, < G. Dal = 2 und r = 4 bleiben also
die Falle 2 < n < 4 zu untersuchen.
n =4:

G=(a,yz|2” =y =" = ()’ = (y2°)" = (229)" = 1),

mit 1 <4§,¢ < 2.

Ist & = 2, so betrachte eine wesentliche Darstellung

p: Gy — PSL(2,C), y+— Y, z— Z mit p(G) nicht-elementar, siche (3.2), vgl.
auch [27], Seite 45.

Sei nun (E 6 = 1, gehe eventuell zu einer geeigneten Potenz iiber.

Ist ( =2, so ist

G=(z,y,z|2* =y’ =2" = (a2y)’ = (y2)* = (") = 1)
und wir betrachten die Faktorgruppe nach Einfiihren der Relation 22 = 1:

G=(yz|a® =y’ =2"=(ay)’ = (y2)* = 1);
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es ist Fy < G, also auch Fy < G, siehe [10], Seite 263, Korollar 9.2.1.
Ist nun ¢ = 1, so ist G eine gewohnliche Tetraedergruppe.
2<n<3:

(E habe G folgende Présentierung (8 =~ = 1)

= G = (n,y,2]0® =y’ =2" = (ay)’ = (y=°)" = (@) = 1).

Weiter konnen wir (E § = ( = 1 annehmen, also ist G eine gewohnliche Tetra-
edergruppe.

(3;3;5):

G=(ryz| 2’ =y’ =2"= (@)’ = (") = (22" = 1).
Sei (B =~ =1 (vgl. a)),

= G=(nyz|2" =y’ =2"= ()’ = (y2°)" = (32°)° = 1).

Fiir den Fall 1/l+1/n+1/7“ < 1 folgt Fy, < G. Dal = 2 und r = 5 bleiben also
die Falle 2 < n < 3 zu untersuchen.

2<n<3:

(E habe G folgende Présentierung (8 =~ = 1)

G=(ry.z|2* =1 = 2" = (ay)° = (y=*)* = (£2)° = 1).

Weiter konnen wir (E 9 = ( = 1 annehmen, also ist G eine gewohnliche Tetra-
edergruppe.

(3:4:3):

G=(uyz|a* =y’ =2" = (o) = (2') = (@)’ =1).
Sei (B =~ =1 (vgl. a)),

= G=(y.z|a’ =y’ =2" = (ay)' = (y2°)" = (22°)° = 1).

Fiir den Fall 1/,+1/, +1/, < 1folgt F; < G. Dal= 2 und r = 3 bleiben also
die Félle 2 < n < 6 zu untersuchen.
n = 6:

(E 6|6, (|6, also 1 < §,( < 3.
G=(ayz|2® =y =20 = (ap)' = (42°)’ = (@29)° = 1).

Es gelte zunédchst 2 < 6 < 3 oder 2 < ( < 3: Betrachte wieder wesentliche
Darstellungen entweder startend von G5 oder G3 und verfahre exakt so wie in
Fall a) = F» < G nach dem Fortsetzungssatz (1.23).
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Sei nun 6 = ( = 1, also ist G eine gewdhnliche Tetraedergruppe.
n =o:

G =(o.y,z| 2> =y = 2 = (ay) = (') = (@)’ = 1),

dann gilt F, < G, denn es ldsst sich eine wesentliche Darstellung

p: G — PSL(2,C) konstruieren mit p(G) nicht-elementar. Die Moglichkeiten,
dass p(G) die Ay, A5 oder Sy beschreibt, entfillt, da in allen Féllen nicht gleich-
zeitig ein Element der Ordnung 4 und ein Element der Ordnung 5 auftreten
kann. Die Diedergruppen D,. kommen als Bild nicht in Frage, da alle Unter-
gruppen von G (insbesondere auch Gy, Go, G3) wieder Diedergruppen darstellen
miissen. Zyklische Gruppen kommen als Bild nicht in Frage, da zyklisch insbe-
sondere abelsch impliziert = p(G) ist trivial, was einen Widerspruch ergibt.
n=4:

G=(r,y.z ]2 =y’ =2" = (ay)' = (y2°)" = ()’ = 1),

mit 1 < 4,¢ < 2.

Wie z.B. im Fall n = 6 betrachte fiir 6 = 2 oder ( = 2 wesentliche Darstellungen
mit nicht-elementaren Bild = F; < G.

Sei nun § = ( = 1, so erhalten wir G gewohnliche Tetraedergruppe.

2<n<3:

G=(r,yz|2" =y’ =2" = (ay)' = (y2')* = (22°)" = 1).

Weiter konnen wir (E = ( = 1 annehmen, also ist G eine gewohnliche Tetra-
edergruppe.

(3;5;3):

G=(r,y,2|2°=y>=2"= (23°)° = (y2°)* = (22°)% = 1).
Sei B 3 =7 =1 (vel a)),

= G=(ryz|a’ =y’ =2"= ()" = ()" = (x2°)* = 1).

Fiir den Fall 1/l+1/n+1/7, < 1 folgt Fy, < G. Dal = 2 und r = 3 bleiben also
die Fille 2 < n < 6 zu untersuchen.
n = 6:

G=(vy,z]2* =y = 2 = (a)° = (y=')" = () = 1).

Es gilt F, < G mit der gleichen Argumentation wie im Fall d) fir n = 6.
n = 5:

G =y z|2* =" =2" = (ay)’ = (y2")° = (22°)" = 1).
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Da ggT(5,9) = 1 setze 7 := 2° und erhalte

G=(ay 2|2 =y =2 = ()’ = (y2)" = (22)* = 1),

mit 1 < ¢ < 2, gehe eventuell zur inversen Relation iiber.
Fahre in der alten Notation fort:

Sei ( = 2:
G=(ryz|a’=y"=2"= () = (y2)" = (22°)" = 1).

Konstruktion einer wesentlichen Darstellung mit nicht-elementaren Bild, vgl.
Fall a) fiir n = 5:

Starte mit X, Z € PSL(2, C) mit entsprechenden Ordnungen.

(E seien tr(X) =0, tr(Z) = A\

:>X:< 01>’Z:<i(1+\/§+u) 8 _ 15 )

-1 0 1 T(1+v5h-v)
mit v = v/ —34 4+ 10v/5 und tr(XZ) = (A — 1).
tr(Y) +1 —1
L ey ) =D ) A
r= te(ZY) = 0 ; wahle ¥ = 0
t t t

(Beachte: tr(XY') kann unabhéngig von den anderen Spurwerten gewéhlt wer-
den)
Aus der Determinantengleichung folgt:

o = V5 —-3+V2-5
V5 -3
Sei nun auch ¢ = 1:
Damit ist GG eine gewohnliche Tetraedergruppe.
n = 4:

~1F1,2720 = F < G.

G=(r,y,2|2" =y’ =2" = (2y)” = (y2°)* = (22)* = 1).

Fy < G vgl. Fall d) fiir n = 5.
2<n<3:

G=(ry.z|2* =1 = 2" = (ay)° = (y=*)* = (22)° = 1).

Weiter konnen wir (E 6 = ( = 1 annehmen, also ist G eine gewohnliche Tetra-
edergruppe.
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) (4;3;3):
G=(oyz|a®=y'=2"=(ay") = (y2°)" = (22°)° = 11).

Fiir den Fall 1/m + 1/n + 1/q < 1 folgt F;, < G. Dam =4 und ¢ = 2 bleiben
also die Félle 2 < n <4 zu untersuchen.

(E sei 1 < 0 < 2, gehe eventuell zur inversen Relation iiber.

Sei = 2:

Es folgt F, < G mittels einer wesentlicher Darstellung

p: Gy — PSL(2,C), z — X, y+— Y mit p(G;) nicht-elementar, siche (3.2).

Sei ab jetzt also g = 1:

n=4:

G=(ryz|a"=y'=2" = (ay)’ = (y2°)" = (2°)* = 1),

mit 1 < ( < 2, gehe eventuell zur inversen Relation iiber.

Sei ( = 2:

Es folgt F, < G mittels einer wesentlicher Darstellung

p: Gy — PSL(2,C), z — X, z +— Z mit p(G3) nicht-elementar, s.o. im Fall
(B = 2 (tausche die Rollen von y und z).

Sei ab jetzt also ¢ = 1:

G=(z,yz|2* =y =2" = (2y)’ = (yV2°)" = (2)° = 1).

Seien nun y = 2 oder § = 2:
Betrachte die Faktorgruppe nach Einfiihren der Relation y? = 1 und 22 = 1:

G=(v,yz|2" =y’ =2" = (ay)’ = (22)* = 1);

es ist Fy < G, also auch F, < G, siehe [10], Seite 263, Korollar 9.2.1.
Fiir den Fall v = § = 1 ist G eine gewthnliche Tetraedergruppe.
n=3:

G=(v,y,2|2* =y'=2" = (2y)° = (2')* = (22)’ = 1),
weiter gelte (E 0 = 1, betrachte eventuell inverse Relation
= G=(vyz|2?=y"=2"= (1)’ = (1¥2)* = (22)> = 1).

Ist v = 2, so folgt F, < G mittels einer wesentlichen Darstellung

p: Gy — PSL(2,C), y — Y, z — Z mit p(G2) nicht-elementar, denn:
Go=(y, 2|yt =2 = (22)2 = 1); tr(Y) = £V2, tr(2) = £1
=tr(YZ) = :I:\/Li.

Also F; < G9, damit auch F, < G nach dem Fortsetzungssatz (1.23).
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Sei nun (E v = 1 = G gewdhnliche Tetraedergruppe.
n =2

G=(ryz] e =yt =2 = ()’ = (42 = (@2)° = 1),

mit 1 < v < 2. Ist v = 2, so betrachte die Faktorgruppe nach Einfithren der
Relation y? = 1:
=G =(r,y,2|2? =y* =2" = (ay)’ = (22)° = 1);
es ist Fy < G, also auch F, < G, siehe [10], Seite 263, Korollar 9.2.1.
Ist v =1, so ist G eine gewdhnliche Tetraedergruppe.

g) (4:3;4):
G=(oyz|a®=y'=2"=(ay") = (y2')" = ()" =1).

Fiir den Fall 1/m + 1/n + 1/q < 1 folgt F;, < G. Dam =4 und ¢ = 2 bleiben
also die Fille 2 < n <4 zu untersuchen.

(E sei 1 < 0 < 2, gehe eventuell zur inversen Relation iiber.

Sei § = 2:

Es folgt Fy, < G mittels einer wesentlichen Darstellung mit nicht-elementaren
Bild, vgl. f), sei also nun (E g = 1.

n=4:
G=(ryz|a*=y'=2" = (ay)’ = (yV2°)° = (x2°)" = 1).

Ist v = 2 oder § = 2 oder ( = 2, so betrachte jeweils die Faktorgruppe nach
Einfiihren folgender Relationen, y? = 1 und 2% = 1:

=G =(r,y,z| 2 =y* = 2" = (xy) = (y72°)? = (2°)* = 1);

wobei mindestens eine der Relationen (y72%)2 = 1 oder (22°)* = 1 iiberfliissig
ist. Es gilt Fy < G, also auch F, < G, siehe [10], Seite 263, Korollar 9.2.1.

Fiir den Fall v # 2 und 0 # 2 und ¢ # 2 erhalten wir jeweils, dass G eine
gewohnliche Tetraedergruppe ist, denn die Moglichkeiten fiir (v; §; () sind:
(1;1:1),(3:3:3), (1:3;1),(1:3;3), (3;1;1),(3;1:3).

Fiihre den 2.,4.,6. Fall auf den jeweils Vorherigen zuriick mittels inverse Rela-
tionen und definiere Z := 23. Der Rest verliduft kanonisch.

n=3J3:

G=(z,y,z|2* =y =2" = (2y)’ = (y2°)" = (22°)" = 1).

Weiter gelte (E 6 = 1, gehe eventuell zur inversen Relation iiber. Ist {( = 2, so
setze Z := 2% und gehe gegebenenfalls bei Ws(y, 2) zur inversen Relation iiber,
also auch ( =1

=G =(v,y,2|2° =y'=2" = (2y)’ = (y2)" = (a2)* = 1),
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mit 1 <y < 2.

Ist v = 2, so folgt Fy < GG mittels einer wesentlichen Darstellung

p: Gy — PSL(2,C), y — Y, z+— Z mit p(G2) nicht-elementar, vgl. f) fiir n = 3.
Sei nun (E v = 1 = G gewdhnliche Tetraedergruppe.

n=2:

G=(r,y,z|2°=y*=2"=(zy)* = (2)* = (z2)* = 1).

Fiir den Fall v = 2 betrachte die Faktorgruppe G nach Einfiihren der Relation
2
ye =1 B
S G = (ay 2 0 =y = 2 = (wy)’ = (22) = 1);
es ist Fy < G, also auch Fy < G, siehe [10], Seite 263, Korollar 9.2.1.
Ist v =1, so ist GG eine gewdhnliche Tetraedergruppe.

h) (4;3;5):
G=(zyz|a®=y'=2"=(ay") = (y2°)" = (22°)° = 1).

In allen Fallen folgt F» < G, vgl. Fall d) fiir n = 5.
i) (4;4;3):

G =(z,y,2] 2% = y' = 2" = (wy)! = (y72)? = (22°) = 1).

Fiir den Fall 1/m + 1/n + 1/q < 1 folgt F;, < G. Da m = 4 und ¢ = 2 bleiben
also die Fille 2 < n < 4 zu untersuchen.
n=4:

G=(z,yz|2? =yt =2 = (1) = (y2)? = (x2°)® = 1),

mit 1 < (,7,9,( < 2, betrachte gegebenenfalls inverse Relationen.

Ist ( = 2, so folgt Fy, < G mittels einer wesentlichen Darstellung

p : G5 — PSL(2,C) mit p(G3) nicht-elementar, vgl. Fall f) fir n = 4.

Sei ab jetzt (E ( = 1.

Ist B = 2 oder v = 2 oder § = 2, so betrachte jeweils die Faktorgruppe nach
Einfiithren der Relationen 3% = 1 und 22 = 1:

=G =(1,y,2|2*=y* =22 = (w?)* = (y120)? = (22)® = 1);

wobei mindestens eine der Relationen (zy®)* = 1 oder (y72°)? = 1 iiberfliissig
ist. Es gilt Fy < G, also auch F, < G, siehe [10], Seite 263, Korollar 9.2.1.

Fiir den Fall 8 # 2 und v # 2 und 6 # 2 erhalten wir jeweils, dass G eine
gewohnliche Tetraedergruppe ist, vgl. Fall g) fiir n = 4 (vertauschen der Rollen
von y und z).

n=J3:

G=(v,y,2 |2 =y' =2 = (ay")! = (=) = (@2°)* = 1),
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mit 1 < (3,7,9,( < 2, betrachte gegebenenfalls inverse Relationen.
Ist § = 2, so setze Z := z2. Ist ( = 1, gehe zur inversen Relation iiber, also gilt
(E (in der alten Notation)

G=(z,y,z| 2> =y"=2"= (xy°) = (y2)* = (z2)® = 1).

Fiir den Fall 47 = 2 betrachte eine wesentliche Darstellung p : G — PSL(2,C)
mit p(Gy) nicht-elementar, vgl. Fall f) fiir n = 3.

Sei nun (E v = 1.

Sei 3 = 2, betrachte die Faktorgruppe nach Einfiihren der Relation y? = 1:

=G =(,y,2|2" =y’ =2" = (y2)" = (32)° = 1);

Es gilt Fy, < G, also auch Fy < G, siehe [10], Seite 263, Korollar 9.2.1.
Also auch hier (E § =1, d.h G ist eine gewthnliche Tetraedergruppe.
n=2:

G=(r,yz|a?=y"=2"=(ay")' = (y2)° = (x2)’ = 1),

mit 1 < 3,7 < 2, gehe eventuell zur inversen Relation {iber.

Fiir § = 2 oder v = 2 betrachte die Faktorgruppe nach Einfiihren der Relation
2

y-=1:

=G =(z,y,2 |2 =19 =22 = ()" = (2)? = (22)® = 1);

wobei mindestens eine der Relationen (zy®)* = 1 oder (y72)% = 1 iiberfliissig
ist. Es gilt Fy < G, also auch F» < G, siehe [10], Seite 263, Korollar 9.2.1.
Sei nun 3 # 2 und v # 2, dann ist G eine gewohnliche Tetraedergruppe.

(5;3;3):
G=(r,yz|a* =y’ =" = () = ()" = (22°)° = 1),

Fiir den Fall 1/m+ 1/n—|— 1/q < 1 folgt F;, < G. Da m = 5 und ¢ = 2 bleiben

also die Félle 2 < n < 3 zu untersuchen.
Damit hat G ((E § = 1) folgende Présentierung

G=(ryz|2" =y’ =2"= ()’ = (y2)" = (22°)° = 1),

mit 1 <y<4und 1 < (¢ <2
n=23:

G=(ryz|a®=y"=2"= () = (y2)° = (22°)° = 1),

(E sei ¢ = 1 (fiir ¢ = 2 setze z := 2% und gehe bei W3 (y, z) zur inversen Relation
iiber)
G = (r,y,2] 2 =y = 2 = (ay)* = (") = (22)° = 1),
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mit 1 <~ < 2, gehe eventuell zur inversen Relation iiber.
Sei vy = 2:

G=(r,y,z|2° =9y’ =2° = (zy)® = (y*2)* = (22)* = 1).

Konstruktion einer wesentlichen Darstellung mit nicht-elementaren Bild:
Starte mit X, Z € PSL(2,C) mit entsprechenden Ordnungen.
(E seien tr(X) =0, tr(2) =1,

B 0 1 B 1 p (=10
SNEHENEHENER)

tr(Y) AN 1) A

.| ey | +1 Cwibler— | !
T otzy) | T 2O =1 [T T A2

t t t

(Beachte: tr(XY') kann unabhéngig von den anderen Spurwerten gewéhlt wer-
den, hingegen tr(ZY") folgt direkt aus den Werten fiir tr(Y) und tr(2))

Aus der Determinantengleichung folgt:
1
tip = 7(=1+ V5 (V15 — v/3)) = 0,309 + 2,141i = F < G.

Sei nun auch v = 1:
Damit ist G eine gewohnliche Tetraedergruppe.
n=2:

G=(r,y,z]|2"=y°=2"=(a9)’ = (y2)* = (z2)° = 1).

Betrachte die von y und z erzeugte Diedergruppe. Wegen der Diederrelation gilt:
(Y2 =14 (y2)?=1 = B v=1= G gewdhnliche Tetraedergruppe.

k) (5;3;4):
G=(r,y,z|2° =y’ =2"= (9% = (y2°)* = (22%)* = 1).

In allen Fillen folgt F» < G, vgl. Fall d) fiir n = 5.

1) (5;3;5):
G=(ryz|2" =y =2"= (1) = () = (22)° = 1).

Weiter gelte (E § = 1.
Fir den Fall 1/, +1/, 41/, <1 folgt F» < G. Dam =5 und ¢ = 2 bleiben
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also die Félle 2 < n < 3 zu untersuchen.
n=3:

G=(ryz|2" =y =2"=(ay)’ = (y2°) = (22°)° = 1),

mit 1 < ,0,( < 2, betrachte eventuell inverse Relationen.
(E gelte auch hier 6 = ¢ = 1, vgl. Fall i) fiir n = 3.
Sei vy = 2:

G=(r,y,z]|2" =y° =2" = (ay)’ = (v*2)* = (x2)° = 1).

Konstruktion einer wesentlichen Darstellung mit nicht-elementaren Bild:
Starte mit X, Y € PSL(2,C) mit entsprechenden Ordnungen.
(E seien tr(X) =0, tr(Y) = A,

:X:( 0 1)’Y:(§(1+\1/3+y) 0 )

-1 0 1+v5—-v)
mit v = /=10 + 2v/5 und tr(XY) = 1.
tr(2) +1 1
= ﬁgg)) - i(jgéf (—AJ V| wile 7= A § 1
t t t

(Beachte: tr(X Z) kann unabhéngig von den anderen Spurwerten gewihlt wer-
den, hingegen tr(Y Z) folgt direkt aus den Werten fiir tr(Y") und tr(Z2)).
Aus der Determinantengleichung folgt:

-5 5+ vV -=50+22v5
Ly = V5 + \/_%1,809:F0,588i¢F2<G.
2(v/5 - 3)
Sei nun auch v =1 = G gewohnliche Tetraedergruppe.
n =2

G=(ryz|a’=y"=2"= () =2) = (22)" = 1),

vgl. Fall j) fiir n = 2., also (E v = 1 = G gewohnliche Tetraedergruppe.

m) (6;3;3):
G=(oyz|a® =1 =2"=(ay") = (y2°)" = (22°)° = 11).

Fiir den Fall 1/m + 1/n + 1/q < 1 folgt F;, < G. Da m = 6 und ¢ = 2 bleiben
also die Félle 2 < n < 3 zu untersuchen.
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2<n<3:
(E sei 0 = (¢ =1 (im Fall n = 2 trivial), vgl. Fall i) fiir n = 3.

=G = (ryz|a® =y’ =2" = (ay") = (y2)* = (x2)° = 1),

mit 1 < g < 3, betrachte eventuell inverse Relation.

Im Fall 8 =3 oder § =2 gilt Fy, < G-

Es ldsst sich eine wesentliche Darstellung konstruieren mit nicht-elementaren
Bild, vgl. Fall a) fiir n = 6 (vertausche die Rollen von y und z), also folgt die
Behauptung nach dem Fortsetzungssatz (1.23). Nun sei 5 = 1:

G = <33,y,2’ | "L‘Q = yG =7"= (l‘y)3 = (yWZ)Q = (-TZ)?’ — 1>a

so besitzt G eine freie Untergruppe vom Rang 2. Dies folgt aus dem Darstel-
lungssatz (2.32), siche [10], S. 269f f, da r =3 > 2.

n)+o) (6;3;7) mit 4 <r < 5:
G=(o,y.2|2° =4 = 2" = ()’ = (572 = (22) = 1).

Fiir den Fall 1/m+ 1/n—|— 1/q < 1 folgt F;, < G. Dam = 6 und ¢ = 2 bleiben

also die Fille 2 < n < 3 zu untersuchen.
2<n<3:
Wie in den Féllen zuvor gelte (E § = ¢ = 1, vgl. Fall i) fiir n = 3.

=G =(r,y,2|2? =9y =2" = (1y")’ = (y2)* = (x2)" = 1),
mit 1 < 3,7 < 3. Diese Fille verlaufen vollkommen analog zu Fall m).
B) m=2und n = 2:
=G =(r,y,2 |2 =y* =2" = (ay)’ = (y2)" = (42)" = 1).
Damit ist G eine gewohnliche Tetraedergruppe.

Damit ist Der Fall I mit ¢ = 2 und r > 3 abgeschlossen.

5.2 Fall ll: ¢ > 3 und r =2

Bsgelte 1/;+1/,, +1/, <loder1/ +1/, +1/ <loderl/;+1/, +1/, <1, dann
gilt Fy < G, siehe (1.25) oder [10], S. 277, Lemma 9.3.4.
Gilt 1/ ptl / g1 /, <1 = Die Tits-Alternative gilt nach Howie und Kopteva, siehe [12].

Deshalb sei nun 1/, +1/,, +1/, > 1,1/, +1/, +1/,>1,1//+1/,+1/, > 1und
1/p+1/,+1/, > 1
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Ist | = m = 3, dann ist auch p = 3 oder m = n = ¢ = 3, so gilt I, < G. Dies folgt
aus dem Darstellungssatz (2.32, siehe [10], S. 269ff, da p = 3 > 2 bzw. ¢ = 3 > 2, vgl.
Argumentation in Fall T Teil A).

Damit folgt aus 1/[ + 1/m + l/p >1,p>3und [ < m, dass [ = 2. Somit hat G folgende

Présentierung
G=(ryz|a*=y" =" = (1) = (y2)! = (22 = 1),
Ferner ist m = 2 oder n = 2

Fallunterscheidung;:
A)m=2
G= (12| " =y’ =2" = ()’ = (y2')" = (22°)* = 1).

Ist auch n = 2, so ist GG eine gewohnliche Tetraedergruppe.
Sei also n > 3, es gilt 3 < n <6, da 1/m+1/n+1/q > 1.
Fiir das Tripel (n; p; q) bleiben folgende Moglichkeiten:

a) (3;3;9) , 3<q<5 b) (3;p;3), 4<p<5H
c) (4;3;3) d) (4:3;4) ) (44;3) 1) (45;3)
g) (5:p;3), p=3oderp=5 h)(54;3)

i) (6;p;3) , 3<p<5

Diese Fille werden nun einzeln abgearbeitet:
a) (3;3;¢) mit 3< ¢ <5:
G=(r,y,z|2* =y’ =2" = (2y)* = (y2)? = (¢2°) = 1),
mit 1 <6, <2. (E (vgl. Fall T Teil A) 1)) seien 6 = (¢ = 1.
=G =(z,y,2|2" =y" = 2" = ()’ = (y2)? = (22)" = 1),

also ist G eine gewohnliche Tetraedergruppe.

b) (3;p;3) mit 4 < p <5
G=(oyzla®=y"=2" = (ay) = (y2)° = (a2)* = 1),
mit 1 <6,¢ < 2. (E (vgl. Fall T Teil A) i)) seien 6 = ( = 1.
=G =(r,y.2]2" =y" =2 = (ay)’ = (y2)° = (22)" = 1),

also ist G eine gewohnliche Tetraedergruppe.
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c) (4;3;3):
G=(z,y,z|2*=y" =2" = (ay)’ = (y2°)* = (22°)> = 1).

Ist 0 = 2, so betrachte eine wesentliche Darstellung mit nicht-elementaren Bild,
vgl. Fall I Teil A) a) fiir n = 4 (vertausche die Rollen von z und y). Also folgt
F; < G nach dem Fortsetzungssatz (1.23).

Sei nun (E 0 = 1:

= G=(r.y.z|a" =y’ =2" = ()’ = (y2)* = (22°)" = 1),

mit 1 < ¢ < 2, betrachte gegebenenfalls die inverse Relation.
Ist ( = 2, so betrachten wir die Faktorgruppe nach Einfiihren der Relation
22 =1:
=G =(v,y.2|2> =y"=2"= (w)’ = (y2)° = 1);
es gilt Fy < G, also auch Fy < G, siehe [10], Seite 263, Korollar 9.2.1.
Ist ¢ =1, so ist G eine gewchnliche Tetraedergruppe.

d) (4;3;4):
G=(r,y 2| =y"=2" = (vy) = (y2°)" = (22°)* = 1).

Ist 6 = 2 oder ( = 2, so betrachte jeweils die Faktorgruppe nach Einfiithren der
Relation 22 = 1:

=G = (52|22 =y® = 2% = (2y)> = (y2°)* = (22°)% = 1);

wobei mindestens eine der Relationen (y2°)* = 1 oder (z2°)% = 1 iiberfliissig ist.
Also gilt Fy < G, also auch F, < G, siehe [10], Seite 263, Korollar 9.2.1.
Sind sowohl § # 2 und ¢ # 2, so gilt wieder (E 6 = ( = 1.

G=(r,y,z]|2" =y =2" = (a)’ = (y2)" = (x2)* = 1),

also ist G eine gewohnliche Tetraedergruppe.
e) (4;4;3):
G=(v,y.z]a® =y’ =2" = (ay)' = (y2°)° = (a)* = 1),
mit 1 < 4, < 2, betrachte eventuell inverse Relationen.
Ist 0 = 2, so verfahre wie im Fall c¢) mittels einer wesentlichen Darstellung mit

nicht-elementaren Bild und dem Fortsetzungssatz (1.23).
Sei nun (K 6 =1, d.h.

G=(r,y,z]|2" =y =2" = (ay)" = (y2)° = (22°)* = 1).

Ist ¢ = 2, so fithren wir die Relation 2% = 1 ein und erhalten F, < G, siche [10],
Seite 263, Korollar 9.2.1.

Ist ( =1, so ist G eine gewohnliche Tetraedergruppe.
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) (4;5;3):
G=(r,y2 |2 =y" =2" = (vy)° = (y2°) = (22°)* = 1),

Es glt Fy, < G-
Es lésst sich eine wesentliche Darstellung p : G — PSL(2,C) konstruieren mit
p(G) nicht-elementar, vgl. Fall I Teil A) d) fiir n = 5 = die Behauptung.

g) (5;p;3) mit p = 3 oder p = 5:
G = (n,y,2 | 2* = g = 25 = (ay)? = (y2°) = (22)? = 1).

Essei (Ed =1 (ggT(5,0)=1).
Betrachte die von x und z erzeugte Diedergruppe.
Esist (z2¢)2=1% (22)?=1= (B ( =1 = G ist eine gewdhnliche Tetraeder-
gruppe.
h) (5;4;3):

G=(r,y.z|a* =y =2" = (ay)' = (y2°)° = (a)? = 1),

Es gilt F» < G:
Es lasst sich eine wesentliche Darstellung p : G — PSL(2,C) konstruieren mit
p(G) nicht-elementar, vgl. Fall I Teil A) d) fiir n = 5 = die Behauptung.

i) (6;p;3) mit 3 <p <5:
G=(z,y,z|2°=y* =20 = (ay)’ = (y2°)* = (22°)* = 1),

mit (E 1 <4, ¢ < 3, gehe eventuell zur inversen Relation iiber.

Es gilt Fy, < G. Dies folgt fiir 6 = 2 oder § = 3 iiber eine wesentliche Darstellung
mit nicht-elementaren Bild und dem Fortsetzungssatz (1.23) und im Fall § = 1
aus dem Darstellungssatz (2.32), siehe [10], S. 269f f, da p > 2, vgl. Argumen-
tation in Fall I Teil A) m), vertausche dabei die Rollen von y und z.

Dies beendet den Fall m = 2.

B) n=2
G = <x7y7z | "L‘Q = ym = 22 = (wyﬁ)p = (y’yz)q = (ZEZ)Q - ].>

Fir m = 2 oder m = 3 (vgl. Fall A)) erhalten wir, dass G eine gewohnliche Tetra-
edergruppe ist.
Sei nun m > 4. Es ist 4 < m < 6, da 1/m+1/n+1/q2 1.

Fiir das Tripel (m;p; q) bleiben folgende Moglichkeiten:
a) (4;3;3) b) (4;3;4) c¢) (4;3;5)

d) (4;4;3) e) (45;3)

f) (5:3;3)

g) (63;3)
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Auch diese Fille werden nun einzeln abgearbeitet:

Sowohl im Fall ¢) als auch im Fall e) gilt F; < G ,denn es lésst sich eine wesentliche
Darstellung p : G — PSL(2,C) konstruieren mit p(G) nicht-elementar, vgl. Fall I
Teil A) d) fiir n = 5.

a) (4;3;3):
G=(nyz|a® =y =2" = (2y") = (y2)" = (2)" = 1),

mit 1 < 3,7 < 2, gehe eventuell zur inversen Relation iiber.

Sei = 2:

Es folgt F» < G mittels einer wesentlichen Darstellung mit nicht-elementaren
Bild und dem Fortsetzungssatz (1.23), vgl. Fall I Teil A) f).

Ist v = 2, dann folgt die Existenz einer freien Untergruppe vom Rang 2 ebenfalls
mittels einer wesentlichen Darstellung und dem Fortsetzungssatz (1.23), vgl. Teil
A) ¢) mit getauschten Rollen von y und z.

Fiir den Fall 3 = v = 1 erhalten wir, dass GG eine gewohnliche Tetraedergruppe
ist.

b) (4;3;4):
G = (a2 % =yt = 2 = @) = (72)' = (@7 = ),

mit 1 < §,v < 2, gehe eventuell zur inversen Relation {iber.
Der Fall 8 = 2 wird genauso behandelt wie im Fall a).
Sei also (E = 1. )
Ist v = 2, so betrachten wir die Faktorgruppe G nach Einfiihren der Relation
2
y =1 B
=G =(r,y2|2* =y’ =2" = (ay)’ = (x2)° = 1);
also gilt Fy < G, also auch Fy < G, siehe [10], Seite 263, Korollar 9.2.1.
Sei nun (E v = 1, so ist G eine gewohnliche Tetraedergruppe.

In symmetrischer Weise wird der Fall d) behandelt.

£) (5;3;3):
G=(r,y2|a? =y =2" = (20)° = (y2)° = (x2)* = 1),

mit B § =1 (ggT(5,08) = 1). Weiter sei (E 1 < v < 2, gehe eventuell zur
inversen Relation iiber.
Sei nun v = 2:

G=(r,y,z]| 2" =y° =2 = (ay)’ = (v*2)° = (x2)* = 1).
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Starte mit der Untergruppe H mit folgenden Erzeugenden:
a=z, b=yry’, c=y'ry, d=y’ay', e=y'zy
u=z v=ylzy, w=yzy’, r=y'2y’, s=ylayt.

Sei H = (a,b,c,d,e,u,v,w,r,s). H hat Index 5 in G. Wir bestimmen die defi-
nierenden Relationen fiir H:

Aus 22 =1 folgt: a®> = bd = ce = 1,

aus 22 = 1 folgt: u? = ws = vr = 1,

aus (zy)® = 1 folgt: abc = d® = €* = 1,
aus (y°2)3 = 1 folgt: vwu = r® = s3 =1,
aus (rz)? = 1 folgt: bves = dwer = 1.

Es ist also

H = {(a,b,c,d,e,u,v,w,r,5|a*=bd = ce =u®=ws =vr =abc =

d® = e = vwu =13 = §* = bves = dwer = 1)

Untergruppe von G vom Index 5.
Mitb=d™! c=et, v=r"1 w=s"" folgt

H={(a,deurs|add=u=al'e'=d=e"=ur's"'=
= =drles=ds e lr = 1),
da d = r~les, ist ds~te~'r = 1 eine Folgerelation, also

3

H={(a,d,e,u,r,s|a*=vu’=eda=d"=e*=sru=1r>=5"=d 'rtes =1),

wir nutzen nun die Beziehungen eda = 1 und sru = 1 aus und ersetzen a und u
= H={(ders|(ed?=(rs)’=d=e"=r=5"=d rles=1),
ersetze nun d = r~'es und erhalte
H={(e,rs|e?=r"=5=(r"es)® = (rs)> = (er tes)? = 1).
Betrachte die Faktorgruppe nach Einfiihren der Relation (es)? = 1:
H={ers|e*=r®=35"=(rs)? = (es)? = (esr)® = 1),
setze g = es, dann ist e = gs~!. Fiir H folgt nun
H={g,rs|g=r"=5=(gs)° = (9r)° = (rs)* = 1).

Diese gewohnliche Tetraedergruppe haben wir in (2.1) behandelt.
Damit ist F5 < H, also auch F; < G.
Fiir den Fall v = 1 erhalten wir, dass G eine gewohnliche Tetraedergruppe ist.
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g) (6;3;3):
G=(x,y, 2|2 =y’ =22 = (2°)° = (y2)® = (z2)* = 1),

so gilt F, < G. Dies folgt aus dem Darstellungssatz (2.32), siehe [10], S. 269f f,
dap=3>2bzw. ¢=3>2 vgl. Argumentation in Fall I.

Damit ist dieses Kapitel, indem 2 Exponenten der Relationen echt grofier 2 sind, abge-
schlossen und die Tits-Alternative im sphérischen Fall S.2 nachgewiesen.



Kapitel 6
Der Spharische Fall S.3

In diesem Kapitel betrachten wir verallgemeinerte Tetraedergruppen, bei denen die Block-
lange der (E ersten Relation Wi(x,y) gleich zwei ist. Sei nun

G=(r,y,z |2 =y" =2" = (@Myay®)? = (y72)! = (2°2)" = 1),

mit (¢;7) # (2;2). Fir den Fall, dass 1/pk1 - 1/q + 1/7" < 1mit p =k = 2 = Die
Tits-Alternative gilt nach Howie und Kopteva, siehe [12].
Betrachte folgende zwei Félle:

[) g=2und r =3
II) g=3und r =2
Sel weiter (E 2 < | < m. Setze wie iiblich
Gi=(z,y|a' =y" = (@y a™y™)’ = 1),
Gy=(yz|y"=2"=(y=)" =1),
Gy = (r,z | 2} = 2" = (2°2°)" = 1).

Sei im Folgenden z*1y® 22y keine echte Potenz im freien Produkt (x) * (y) (sonst gilt
die Tits-Alternative, da dann (z*1y%1 2°2¢%2)% = (x21951)%,
Damit ist m > 3, dasonst [=m =a; = (; =1 firi=1,2.

Es gebe eine wesentliche Darstellung p; : G; — PSL(2, C) mit p; (G4 ) unendlich metabelsch
(ist p1(G7) abelsch, so gibt es auch eine Darstellung p} mit p}(G1) unendlich metabelsch).
Wegen (q;7) # (2;2) gibt es damit eine wesentliche Darstellung p : G — PSL(2,C) mit
p(G) nicht-elementar, vgl. Korollar 9.3.1 in [10] oder (2.32)). In diesem Fall enthélt G eine
freie Untergruppe vom Rang 2.

Im Folgenden gelte:

Es gebe keine wesentliche Darstellung p; : G; — PSL(2,C) mit p;(G;) abelsch oder un-
endlich metabelsch.

63
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6.1 Falll: =2 und r=3

Wie in den Kapiteln zuvor werden wir die einzelnen Félle abarbeiten

A) Seil = 2:
Dann hat G folgende Préasentierung

G = (0,52 | 22 =y = 2" = (ayPay®)? = (=) = (22)" = 1).

Gibt es eine wesentliche Darstellung p : G — PSL(2, C) mit p(G) eine Diedergruppe,
so ist notwendigerweise n = 2 wegen der Relation (22¢)% = 1 und m > 3 (wire n > 3,
so ware (p(y), p(z)) notwendigerweise zyklisch). Wir betrachten damit zunéchst den
Fall n > 3 und anschlielend den Fall n = 2.

a) Sein > 3:
Dann gibt es keine wesentliche Darstellung p : G — PSL(2,C) mit p(G) eine
Diedergruppe. Insbesondere gilt damit: Ist m > 6, so gilt F» < G (fiir m > 7
wegen 1/m+ 1/n—|— 1/q < 1 und fiir m = 6 mittels des Darstellungssatzes (2.32)

mit 7 = 3 > 2). Wir brauchen uns also nur den Fall
G=(oyz|a®=y"=2" = (ay"ay™)’ = (y2°)" = (22°)° = 1),

mit 3 < m < 5, n > 3 ansehen. Da die A4, A5 und S; keine Elemente der
Ordnung n > 6 besitzt, gilt auch F, < G fiir n > 6. Sei nun auch 3 < n < 5.

(1) m =5
=G = (wy 2|2 = = " = (wP ™) = () = (@) = 1),

Fiir den Fall 1/m+ 1/n—|— 1/q < 1 mit m =5 und ¢ = 2 folgt Fy, < G fiir
n > 4. Damit bleibt nur der Fall n = 3 offen:

n=3:

Dann hat G folgende Prisentierung

G=(zyz|a®=y"=2" = (ayay™)* = (y2)* = (x2)° = 1),

mit 2 < By <4 und 1 < < 2, (betrachte sonst die inverse Relation von
(y72)%).

Fiir §y = 4 besitzt G eine wesentliche Darstellung p : G; — PSL(2, C) mit
p(G1) nicht-elementar, vgl. [24], Seite 158 Prop. 7, also F, < G nach dem
Fortsetzungssatz (1.23).

Sei nun 3y = 3: Wir ersetzen ¢ := 3> und erhalten (zyzy®)? = (x3°27)* = 1,
also die Relation (zgxy?)? = 1 durch Konjugation, es bleibt also der Fall
By = 2: Wir betrachten die Faktorgruppe nach Einfiihren der Relation
(xy)? = 1 und erhalten

G={(v,y,z|2°=9"=2"=(29)° = (y2)* = (22)* = 1).
Es folgt F, < G und somit Fy < G, nach (5.1).
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(2) m =4
Dann hat G folgende Préasentierung

G=(z,y,z| 2> =y' =2" = (xyay™)* = (y2°)* = (22°)° = 1).

Fiir den Fall 1/m+1/n+ 1/q < 1 mit m =4 und ¢ = 2 folgt F», < G fiir
n > 5. Damit bleiben nur die Falle 3 < n < 4 zu betrachten:

n = 4:

Fiir den Fall ( = 2 folgt Fy, < G mittels einer wesentlichen Darstellung
p: Gz — PSL(2,C) mit p(G3) nicht-elementar, vgl. Kapitel 5 Fall T A) f).
Sei nun (E ¢ = 1, gehe eventuell zur Potenz Z = 2? iiber. Damit hat G
folgende Présentierung

G=(r,y,z|2*=y" =2" = (ayhay™)’ = (y72)* = (x2)’ = 1).

Ist B1 = 2 oder 5 = 2 oder v = 2 oder 0 = 2, so betrachte die Faktorgruppe
G nach Einfithren der Relationen y? = 22 = 1

=G=(r,y,z|2°=y"=2"= (35346‘1363/52)2 = (gﬂz‘g)2 = (12)° = 1),

wobei mindestens eine der Relationen (zy®xy”)? = 1 oder (y72°)? = 1
iiberfliissig ist, also ist Fy < G und somit Fy < G, siehe [10], Seite 263,
Korollar 9.2.1.

Seien nun (B 3; =y =6 =1 und f = 3 = —1 mod 4 (beachte xy” zy™
ist keine echte Potenz). Dann ist

G = (x,y, z | a? = y4 =2* = (xyxy—l)Q = (yz)Z = ($Z)3 = 1>'

Die euklidische Gruppe Go = (y,2 | y* = 2* = (y2)®> = 1) hat ein un-
endliches metabelsches Bild in der PSL(2,C), nach Korollar 9.3.1 in [10]
(vgl. auch (2.32)) besitzt damit G eine freie Untergruppe vom Rang 2, da
r=3>2.

n=3:

Dann hat G (E folgende Présentierung

G=(vyz|a®=y' =2 = (ay ay®)’ = (y72)" = (22)" = 1).

Ist nun v = 2, so betrachte eine wesentliche Darstellung p : G5 — PSL(2,C)
mit p(G2) nicht-elementar = F» < G nach dem Fortsetzungssatz (1.23), vgl.
(5.1).

Sei nun (E v = 1 (gehe eventuell zur Potenz 3 iiber). )

Ist 81 = 2 oder By = 2, so betrachte die Faktorgruppe G nach Einfiihren
der Relation % = 1 und erhalte

G=(r,y,z|2" =y*=2"=(y2)* = (x2)* = 1),
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und es gilt Fy < G und somit F, < G, siehe [10], Seite 263, Korollar 9.2.1.
Seien nun (B 3; = 1 und 3, = 3 = —1 mod 4 (beachte xy’ xy? ist keine
echte Potenz). Dann ist

G = <l‘,y, z ‘ ‘1.2 = y4 = 23 = («Tyxyil)Q = (y2)2 = (SCZ)S = 1>
Starte mit einer Untergruppe H mit folgenden Erzeugenden:

a=x, b=yxy?, c=1v> d=2z e=1yzy’.

Dann ist H vom Index 2 und hat eine Présentierung

H = {a,bc,de|a®=b=c*=d*=¢*=(ab)? =
(ad)® = (be)? = (bcac)?® = ecd = 1).

Ersetze nun ¢ = de und erhalte

H = {(a,b,d,e|a®>=b"=d*>=¢e’= (ab)* = (ad)® =
(be)® = (bdeade)? = (de)* = 1).

Setze nun b = 1 und erhalte die Faktorgruppe
H={(a,de|a*=d =e®=(ad)® = (de)* = 1).

Es gilt F, < H und somit Fy < G, vgl. [10], Seite 263, Korollar 9.2.1.

(3) m=3:
Dann hat G folgende Préasentierung

G=(r,y,z|2°=y"=2" = (wyzy?)* = (y2°)* = (22°)* = 1),

beachte auch hier: zy® zy® ist keine echte Potenz. Betrachte eventuell statt
Ws(y, z) die inverse Relation. )
Wir betrachten die Faktorgruppe G nach Einfiihren der Relation (zy)® = 1

=G =(r,y,z|2? =9y =2"= (a2y)® = (y2°)* = (x2°)® = 1), n > 3,
es gilt Fy, < G und somit Fy < G, vgl. (5.1).
b) Sei n = 2:
Dann besitzt G folgende Présentierung
G=(r,yz|a® =y"=2"= (zyPay®)’ = (y72)* = (22)* = 1).

Sel zunéchst m > 6: )
Wir betrachten die Faktorgruppe G nach Einfithren der Relation (yz)* = 1
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(beachte: (y2)? =1 = (y72)? = 1). Hat G eine freie Untergruppe vom Rang 2,
so auch G.

Sei (E By > [, 1 <01 < By <m.

Es gebe eine wesentliche Darstellung p : G — PSL(2,C) derart, dass p(G) eine
Diedergruppe ist.

Aus der Relation (zy®ay?2)? = 1 folgt 23, — 23, = m. Damit ist m insbesondere
gerade = Fiir m ungerade gilt: Fr, < G

Fiir den Fall 3; gerade oder 3, gerade fithren wir die Relation % = 1 ein und
erhalten die Faktorgruppe

G=(nyz|2®=y"=2"=(y2)> = (z2)° = 1)

und es ist Fy < G, also auch Fy < G, siehe [10], Seite 263, Korollar 9.2.1.
Seien nun (; und (5 ungerade.

Ist m > 12, m = 2my, so fithren wir die Relation ™ = 1 ein und erhalten eine
Faktorgruppe

G =(wy 2| et =y™ =2 = (o ay™)’ = (y2)° = (22)° = 1),

Wegen 2 — 1 = 0 mod myq, d.h. 2 = 1 mod my, ist :cyglxyfg2 eine echte
Potenz in (x) * (y), also gilt F, < G und somit Fy < G nach Kapitel (5.1).
Fir m > 6 bleiben also die Félle

10 239 — 201 = 10,
8 28, =206, =8,
6 20y — 201 = 6,

wobei sowohl 35 und 3; ungerade sind, zu betrachten.

m
i) m
i) m

i) m = 10, Kombinationsmdglichkeiten fiir ((;; (2) sind:
(1;6), (27), (38), (49).
Also ist notwendigerweise 3; oder 35 gerade = F, < G nach obiger Argu-
mentation mittels Faktorgruppenbildung.
ii) m = 8: Dann gilt 52 — 51 = 4, also bleiben die beiden Félle
(1;5), (3;7).
In beiden Fillen erhalten wir nach Einfithen der Relation y* = 1 die Fak-
torgruppe

G=(x,y,z|2° =y =2 = (zp)* = (y2)* = (x2)* = 1).

Diese enthélt F, nach den Ijberlegungen im Kapitel 2, starte mit der eu-
klidischen Dreiecksgruppe G = (r,y, 2 | 22 = y* = (zy)* = 1), diese kann
via einer wesentlichen Darstellung p] angesehen werden als eine unendliche
metabelsche Untergruppe der PSL(2, C). Nach dem Fortsetzungssatz (1.23)

gibt es wegen (¢;7) # (2;2) eine Darstellung p’ mit p'(G) nicht-elementar.
Also folgt F, < G und somit F, < G.
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iii) m = 6, Kombinationsméglichkeiten fiir ((5y; F2) sind:
(1:4), (2;5).
Also ist notwendigerweise 3; oder 3y gerade = F, < G nach obiger Argu-
mentation mittels Faktorgruppenbildung.

Damit ist der Fall m > 6 abgeschlossen.
Sei im Folgenden 3 <m <5
(1) m=5:

Dann hat G folgende Prisentierung

G = (o,y,2 | a2 =y = 2 = (ayay™)? = (y2)* = (22)° = 1),

mit 2 < (B, < 4, benutzt wird auch hier die Diederreletion (y72)? = 1 =
(y2)? = 1 und eventuell der Ubergang zur geeigneten Potenz y”'.
Der Fall gy = 4 verlauft vollkommen analog wie der Fall a) (1).
Der Fall 3, = 3 ist damit isomorph zum Fall G, = 2.
Im Fall 8y = 2 gilt: |G| = 43200, vgl. [26], Proposition 2.7.
(2) m=4:
Dann hat G folgende Préasentierung

G=(r,y2|2" =y =2" = (ayPay™) = (y2)* = (x2)* = 1).

Fiir den Fall 8, = 2 oder 5, = 2 oder 7 = 2 betrachten wir die Faktorgruppe
G nach Einfithren der Relation 3% = 1

=G =(n,y,z| 2=yt =2t= (myﬁlxy’@)2 = (gf’z)2 = (xz)?’ =1),

wobei mindestens eine der Relationen (zyP zy®)2 = 1 oder (y7z) = 1
tiberfliissig ist. Damit folgt Fy < G und somit Fy < G, siehe [10], Seite 263,
Korollar 9.2.1.

Ab nun gelte 81 # 2 und (B, # 2 und v # 2.
Dann hat G folgende Prisentierung

G=(z,y,z|2* =y' =22 = (xzyaxy’®)* = (y2)* = (z2)° = 1).

Konstruktion einer wesentlichen Darstellung mit nicht-elementaren Bild:
Starte mit X, Y € PSL(2,C) mit entsprechenden Ordnungen.
(E seien tr(X) =0, tr(Y) = /2,

0 1 S5 (1+4V/3) 1
;‘X:<—1 o)’Y:<f 1 %(14@))

mit tr(XY) = 0.

tr(2) 0
- tr(X2) +1
r = =
0
t

tr(YZ)
t

+~ O = O
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(Beachte: tr(XZ) kann unabhéngig von den anderen Spurwerten gewihlt
werden). Aus der Determinantengleichung folgt:

lij2 = %(\/5:& \/6)

1 =~ 1,932, to = —0,518 = Fy, < G.
(3) m=3:
Dann hat G folgende Préasentierung
G=(vy 22" =y =2" = (ayzy’)’ = (y2)* = (x2)° = 1).
Es gilt: |G| = 360, vgl. [26], Theorem 2.9.

B) Sei nun [ = 3:
(E hat G folgende Présentierung

G=(r,y,2|2° =y" = 2" = (wyPa®2y®)? = (y2°)* = (22)° = 1).

(Fiir den Fall € = 2 gehe iiber zur Potenz 2%, da 1y 122y keine echte Potenz in
(x) * (y) folgt oy =1 oder ag =1, (E sei oy = 1).

Fiir den Fall m > 7 gilt F5 < G wegen 1/l—|—1/m+1/p <1lmitl=3und p=2. Es
bleiben also die Fille 3 < m < 6 fiir die weiteren Betrachtungen.

Fiir den Fall n > 4 gilt Fy < G wegen 1/;+ 1/, +1/, <1 mit [ =3 und r = 3. Sei
also 2 <n <3

a) n=3:
G=(r,y,2|2" =y"=2" = (ayay?) = (y2°)* = (v2)* = 1).

Die Gruppe G3 = (1,2 | 2® = 23 = (22)® = 1) hat ein wesentliches unendlich
metabelsches Bild in der PSL(2, C), also folgt F» < G wegen m > 3 und dem
Fortsetzungssatz (1.23), vgl. auch Darstellungssatz (2.32).

b) n=2:

G=(x,y,z2|2°=y"=2"= (xy”2°2y™)? = (2)* = (22)° = 1),
mit 3 < m < 6.
(1) m=6:

Dann hat G folgende Préasentierung

G=(r,y,2|2° =y =2* = (ay”a"y™)* = (y72)* = (22)* = 1).
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Wir unterscheiden nun zwei Félle 1) ay = 2 und ii) ap = 1.

i)

i)

(2) m

Dann hat G (E folgende Prisentierung

Sel nun oy = 2:

(E sei 3; ein Teiler von 6 (sonst gehe zur Potenz y° iiber), d.h. 8; = 1,2
oder 3.

Es bleiben folgende Kombinationsmdoglichkeiten fiir (3;; 52) zu betrach-
ten:

(B1;82) = &) (1;1) b) (1;2) ¢ (1 e) (1;5)
f) (2;1) g) (2;2) h)(23) 1) (%4) J)(%5)
k) (3;1) 1) (3;2) m)(3;3) n)(3;4) o) (3;5)

b

In den Fillen a), c), e), h), 1) und n) besitzt G ein wesentliches, nicht-
elementares Bild in der PSL(2,C) (vgl. [24], Seite 157 Prop. 4), also
folgt F» < G nach dem Fortsetzungssatz (1.23).

In den Féllen b), d), g) und i) betrachten wir die Faktorgruppe G nach
Einfithren der Relation y? = 1, also

G = (x,y, 2 | 2=y’ =2 = (gﬂz)Q = (acz)g = 1),

wobei eventuell die Relation (y7z)? = 1 iiberfliissig ist. Damit folgt
F, < G und somit Fy < G, siehe [10], Seite 263, Korollar 9.2.1.

Der Fall m) verlduft vollkommen analog nach Einfiihren der zusétzlichen
Relation y3 = 1.

Die Fille f), j), k) und o) lassen sich durch dquivalente Umformungen
(Inversenbildung) zurtickfithren auf die Falle 5, = 1.

;3) d

SN—

—
—_
=~

S~—

Sei nun oy = 1:

Wieder gelte (E 1|6, d.h. §; = 1,2 oder 3.

Ist 31 = 1, so hat G ein wesentliches nicht-elementares Bild in der
PSL(2,C) (vgl. [24], Seite 157 Prop. 4), also folgt F» < G nach dem Fort-
setzungssatz (1.23). Analoges gilt damit fiir f = 1 mod 6 nach dqui-
valenter Umformung. Die verbleibenden Fille lauten - beachte xy% zy”?
ist keine echte Potenz:

(B1; B2) = a) (2;3) b) (2;4)
) (3;2) d) (3:4)

Die Félle ¢) und d) ergeben sich durch dquivalente Umformungen aus
Fall a).

In den Féllen a) und b) hat G ein wesentliches nicht-elementares Bild
in der PSL(2,C) (vgl. [24], Seite 157 Prop. 4), also folgt F» < G nach
dem Fortsetzungssatz (1.23).

= 5

2

G=(1,y.2| 2’ =y =2" = (aya?y™)’ = (y2)* = (22)* = 1).
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Alle Kombinationsmoglichkeiten fiir (ao; 32) lauten:

(az; B2) = a) (1,2) b) (1;3) ¢) (L;4)
d) (1) ) (22) 1) (23) g) (24)

In den Féllen a), b), c¢), d) und g) hat G; ein wesentliches nicht-elementares
Bild in der PSL(2,C) (vgl. [24], Seite 156 Prop. 4), also folgt F» < G nach
dem Fortsetzungssatz (1.23).

Wir zeigen: Fall e) = f)

Starte mit Fall f)

= G =(1,y,z]|2° =y" = 2" = (aya’y’)’ = (y2)* = (22)° = 1).

Setze = %°. Dann gilt ¢° = 1 und weiter (xyz?y3)?* = (27?2%9)? = 1
und (722)? = 1. Wegen der Diederrelation ((g,2) = (y,z) = D) gilt
(7°2)> = 1 & (g2)? = 1. Damit hat G (in der alten Notation) folgende
Gestalt

G=(r,y,z|2°=9y"=2* = (zy’2%y)* = (y2)* = (22)* = 1).

Ersetzen wir den Erzeugenden z durch 22, so erhalten wir (2%2)3 = (22)% =
(r2)3 =1, da 2% = 1 ist. Insgesamt folgt

G= <$7y72 ‘ :C3 = y5 = ’22 = (xyl,ZyQ)Z = (y2)2 = (372)3 = 1)

Dies ist Gruppe e).
Fiir diese Gruppe starte mit einer Untergruppe H vom Index 5 mit folgen-
den Erzeugenden:

a=uay, b=yxy', c=y’ay?, d=y’z, e=y'ay’
u=z v=vyz, w=y%2, r=vy2 s=uyz

Fiir die definierenden Relationen fiir H erhalten wir:

Aus 2® = 1 folgt: aed = b3 = 3 =1,

aus (zyr?y?)? = 1 folgt: a?e*c* = (bda)? = ced?v? = 1,

aus z2 = 1 folgt: u? =1,

aus (yz)? =1 folgt: v* =w? =r? = s* =1,

aus (rz)% =1 folgt: (as)® = (bw)? = (dw)? = (cv)? = (ev)? = 1.

Setze a =b=c=d = e und v = w = s und erhalte die Faktorgruppe

2

H = {(a,u,r,s|a®=5"=(as)® =u>=r>=1)

= A4 * ZQ * ZQ.
Also folgt auch in diesem Fall F, < H und somit F, < G.
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Ein zweiter Beweis ist gegeben iiber Darstellungen:
Starte zunéchst mit einer Untergruppe H mit folgenden Erzeugenden:

a=1vy, b=uzyr?® c=2%yx,

uw=2z v=2x2x% w=a%2x.

und

H = {(a,b,c,u,v,w | a® =b = =u? =0 =w? = (cb*)* = (ac?)? =

(ba®)? = vwu = (au)* = (bv)? = (cw)* = 1),
ersetze nun w = wv = vu und erhalte

H = {(a,b,c,u,v|a®=b"=c" =u®>=v*=(cb*)? = (ac®)* =

(ba?)? = (au)* = ()? = (cuw)? = (w)? = 1).

Konstruktion einer wesentlichen Darstellung p : H — PSL(2, C) mit nicht-
elementaren Bild p(H):
Starte mit einem wesentlichen nicht-elementaren Bild von (a,b,c) in der
PSL(2,C), a— A, b+— B, ¢— C, vgl. [24], Seite 157 Prop. 4.
Konstruiere nun Matrizen U,V € PSL(2, C) passend dazu, so dass
(A, B,C,U, V) homomorphes Bild von H ist. Dies ist moglich, da jeweils
(A, B), (B,C) und (A, C) nicht abelsch oder metabelsch sind = (A, B) =
(B,C) 2 (A,C) ¥ As.
Starte nach Lemma (1.26) zur Kostruktion von U mit fest vorgegebenen
A, B, wobei tr(BU ) und tr(ABU) als variabel betrachtet werden; diese hén-
gen iiber die Determinantenbedingung zusammen.
Konstruiere genauso V' aus A und B, wobei tr(AV) und tr(ABV') variabel
sind (auch diese héngen iiber die Determinantenbedingung zusammen).
Insgesamt erhalten wir acht Gleichungen, und somit sind U, V aus A, B
und C' konstruierbar.

(3) m=4:
Dann hat G (E folgende Prisentierung

2

G=(wyz|a’=y'=2"= (g a™y”)* = (y2)" = (22)° = 1.

Falls 81 = B3 = 2, so ist auch ay = 2, da xyﬁ_lac‘myﬁ2 keine echte Potenz ist.
In diesem Fall betrachte die Faktorgruppe GG nach Einfiithren der Relation
y? = 1 und erhalte

G=(v,yz|a’=y"=2"=(2)" = (2)" = 1),

wobei eventuell die Relation (y72)? = 1 {iberfliissig ist. Damit folgt F, < G
und somit Fy < G, siehe [10], Seite 263, Korollar 9.2.1.
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Sei nun (E 3; = 1 (sonst gehe zur Potenz y* iiber und konjugiere, wenn
notig)

=G = (r,y,z | 2° = y' = 2* = (zya™y™)* = (y2)* = (z2)* = 1).

Fiir den Fall v = 2 betrachte wieder die Faktorgruppe nach Einfiihren der
Relation y? = 1 und erhalte

G=(r,y,2] 2" =y = 2 = (aya2y™)* = (2)° = 1),

wobei eventuell die Relation (xyaco‘QyBQ)2 = 1 iiberfliissig ist. Damit folgt
F; < G und somit Fy < G, siehe [10], Seite 263, Korollar 9.2.1. Sei ab jetzt
(E v =1 (betrachte eventuell statt Ws(y, z) die inverse Relation).

Die verbleibenden Kombinationsmoglichkeiten fiir (ag; f2) lauten nun:

(aa; f2) = a) (1;2) b) (1;3)
c) (1) d)(22) e)(23)

In den Féllen a) und e) hat G ein wesentliches nicht-elementares Bild in
der PSL(2,C) (vgl. [24], Seite 156 Prop. 4), also folgt F, < G nach dem
Fortsetzungssatz (1.23).

Behandle Fall b)

=G =(r,y,z|2° =y' =27 = (ayry’)? = (y2)° = (z2)° = 1).
Starte mit der Untergruppe H mit folgenden Erzeugenden:

a=x, b=yxy?, c=1v> d=z e=1yzy’.

H hat Index 2 und es ist

H={(a,bc,d,e|a®>=b=c=d*=e*=cde = (ab)* =
(beac)? = (ad)® = (be)® = 1).

Ersetze nun ¢ = de und erhalte

H = {a,b,d,e|a®>=0b"=d*=e* = (de)* = (ab)? =
(bdeade)? = (ad)® = (be)® = 1).

Schreibe die Relation (bdeade)? =1 um in
bdeade ~~ (ebe)(dad) = (b~ eb ) (a *da™') ~ a™*b reb ra"'d =; bacabd.
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= H = {(a,b,d,e|a’*=b"=d* =e* = (de)* = (ab)* =
(bacabd)? = (ad)® = (be)® = 1).

Setze nun d = e = ab = 1 und betrachte den Kern K dieser Abbildung,
Erzeugende von K sind:

r=d, s=ada® t=a’da,

u=-e, v=aea?®, w=a’ea,

g ="ba, h=ab, k = a*ba’.
K hat Index 3 und die Présentierung

K={(rstuvwghk|rr=s=t'=u=v"=uw=¢"=hn=k=

(quhr)? = (hvks)? = (kwgt)? = str = (gwk)(vhu) = 1).
Mittels der letzten Relation folgt

K={(rstuv,wghk|rr=s=t'=u=v=uw=¢d=nr=F=

rst = (wkvr)? = (ugws)? = (vhut)?* = gwkvhu = 1).

Setze nun kv = gw = hu = 1 und ersetze ¢ = rs. Dann erhalten wir die
Faktorgruppe

K={rsuvw|r=s=u=0"=uw?=(rs)=
(wr)? = (us)? = (vrs)? = 1).
Nun fiihre die Relation » = s ein und erhalte die Faktorgruppe
K= (ryu,v,w | rr=u? =0 =w?= (wr)2 = (ur)2 =1)
> (ru,w |7 =u? = w? = (wr)? = (ur)? = 1) * Zsy
= < K und somit < G.
Behandle Fall ¢)
= G = (n,y,2] 2" =y' = 2" = (xya’y)’ = (y2)” = (z2)° = 1).

Starte mit der Untergruppe H mit folgenden Erzeugenden:
a=xz, b=yxy?, c=1v> d=2z e=1yzy’.

H hat Index 2 und

H = {(a,b,c,d,e|a’>=b=c*=d*=e* = (ab’c)’ =
(bea?)? = ecd = (ad)® = (be)® = 1).
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Setze nun ¢ = 1. Dann folgt e = d. Ersetze b durch b und erhalte
H = {(a,b,d|a*=0b*=d* = (ab)* = (ad)® = (bd)* = 1),
beachte: d hat Ordnung zwei.

H=(x,y,z|2* =y =2° = (x)’ = (y2)? = (z2)> = 1).

Diese Gruppe entspricht genau der aus Fall (2.1) (2) a), es gilt also Fy < H
und somit Fh < G.

Im Fall d) betrachten wir wieder die Faktorgruppe nach Einfithren der Re-
lation y? = 1 und erhalten

G=(a,y,z]a° =y = 22 = (yT2)2 = (2)" = 1),

wobei eventuell die Relation (y72)? = 1 {iberfliissig ist. Damit folgt F, < G
und somit Fy < G, siehe [10], Seite 263, Korollar 9.2.1. Dies beendet den
Fall m = 4.

(4) m=3:
Dann hat G (E folgende Présentierung

G=(r,y,z| 2=y’ = 2% = (wya™y™)? = (y2)* = (x2)* = 1).
Alle Kombinationsmdoglichkeiten fiir (as; 3s) lauten:

(az; B2) = a) (1;2)
b) (2;1) «¢) (2;2)

Im Fall a) gilt |G| = 7200.
Betrachte nun den Fall b)

=G =(r,y,2|2° =y’ =2 = (aya®y)’ = (y2)* = (z2)° =1).  (6.1)
Starte mit der Untergruppe K vom Index 3 mit folgenden Erzeugenden:

a=1vy, b=uzyr?® c=2%yx,
uw=2z v=ux22% w=a’2x.

K = {(a,b,c,u,v,w) hat die Prédsentierung

K = {a,b,c,u,v,w | a® =b* = c* = u? = v* = w? = ww = (ab)? =
(be)? = (ac)? = (au)? = (bv)? = (cw)* = 1),

ersetze w = wv und erhalte

[\

K = {a,b,c,u,v|a® =b*=c* =u® =0v* = (wv)? = (ab)* =
(be)? = (ac)? = (au)? = (W)? = (cuwv)? = 1).
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Setze weiter

a1 =a, ay=uau, az=vav, a4 = UVAUV,
by =0b, by =ubu, bs=vbv, by=uvbuv,
cL=¢, Cy=ucu, C3=0VCV, C4= UVCUV,

und H = {(a;,b;,¢; | i =1,...,4). H hat Index 4 in K und eine Présentierung
H = (a;,b;,c; | a® = b} =& = (a;0;)* = (bici)? = (a;¢:)* = aray =
asy = b1b3 = bgb4 = C1C4 = C2C3 — 1,’l = 1, Ce ,4>
Aufgrund der letzten 6 Relationen lédsst sich H umschreiben zu

H <a17a3abla b2701762 | a’l - a3 - b3 - bS - Ci} - CQ (a1b1> (a%bQ)Q =

(a3b})® = (asbe)® = (bic1)? = (bacz)® = (brc2)® =
(bac1)? = (a1c1)? = (aic2)® = (a3c3)® = (azer)® = 1)
=~ H1 *A, H2
mit
Hy = {ay,bi,by,c1,¢0 | al =02 =03 = =c3 = (a1b1)? = (alby)? =
(bic1)? = (bac)? = (bica)? = (bac1)” = (a1¢1)” = (afe)® = 1),

Hy = (ag, by, be,c1, 09 | ag = bi’ = bg = c‘{f = cg = (agbf) (&3b2)

(b1c1)? = (baca)® = (b162)? = (bac1)? = (asc3)? = (ascr)® = 1),

und
Al = <b1,b2,Cl,CQ ’ b:f = bg = 0:15 = C% = (b161)2 =
(b202)2 = (b102)2 = (b201)2 = ]_>
Es gilt I, < H, da |Hy : Ay| > 3, also folgt F» < G.
Es bleibt noch Fall ¢), also
G=(r,y,2|2® =y’ = 2" = (aya®y*)* = (y2)* = (22)° = 1).
Diese Gruppe ist isomorph zu

2 = (zy2®y?)? = (y2)® = (z2)* = 1), (6.2)
tausche dabei die Rollen von x und y und gehe anschlieend von x zur Po-
tenz x* iiber. Statt Ws(z, z) betrachte die inverse Relation.

Starte mit der Untergruppe H von GG vom Index 3 mit folgenden Erzeugen-
den:

éz(m,y,z|x3:y3:z
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a=uz, b=yzy® c=y’zy,
d=z, e=yzy* [=y’zy.

H hat die Présentierung

H={a,bcde fla’=b=c=d>=¢e*=f*=cfd=(ab*)? =
(be?)? = (ca®)* = (ad)? = (be)* = (cf)* = 1),

ersetze f = de und erhalte

H = {a,b,c,d,e | a*=b>=c =d* =e* = (de)? = (ab?)? =

(bc*)? = (ca®)? = (ad)? = (be)* = (cde)* = 1).

Wir steigen weiter ab und betrachten die Untergruppe K von H vom Index
3 mit den Erzeugenden:

xr =ba?®, y=aba, z=a’bh,
u=ca?, v=aca, w=a’c,
r=d, s=uad, t=a%d,

=e, p=ae, q=ad.
K hat die Présentierung
K = (xy,zuvwrstgp,q|xyz-uvw—7’2—s2—t2—g =’ =
F=2"=y=2=u=0v"=w’ = (2u)’ =
(y)* = (2w)* = (xp)* = (y9)* = (2q)* = (upr)® =
(vgs)* = (wgt)* = (rg)* = (sp)” = (tq)* = 1).
Ersetze w = uv, setze x =y = z = 1 und aulerdem p =r, g = s, g =t und

betrachte die Faktorgruppe

K={uv,9,pq|¢*=p*=¢ =1 =0 = (w)* =

(pg)* = (ap)* = (99)* = 1)
= Rl *KQ
mit )
Ky = (u,v | u? =v* = (w)* =1)
und )
Ky = (9,001 9> =1 = ¢ = (pg9)* = (ap)* = (99)° = 1).
= F, < K, also auch F, < G.

Das schliefit den Fall B) [ = 3.
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C) Seinun [ = 4:
Dann hat G folgende Préasentierung

G=(x,y,2 |2t =y" = 2" = (@Mya"y”)? = (y72))* = (2°29)° = 1).

Fiir den Fall m > 5 gilt Fy, < G wegen 1/l+1/m+1/p < 1mit ! =4 und p = 2.
Wegen [ < m bleibt also der Fall m = 4.

Fiir den Fall n > 3 gilt Fy < G wegen 1/;+ 1/, +1/, <1 mit [ =4 und r = 3. Sei
also n = 2.

=G = (1,y,z | 2" =y =27 = (a*y"2*y?) = (y72)* = (2°2)* = 1).  (6.3)

Ist € = 2, so betrachte eine wesentliche Darstellung p : G5 — PSL(2,C) mit p(G3)
nicht-elementar = F, < G nach dem Fortsetzungssatz, vgl. (1.23) und (3.2).

Sei ab jetzt € = 1, sonst gehe zur Potenz x? iiber.

Fiir die beiden Félle a; = ap = 2 oder 3; = 35 = 2 fiihre die Relationen 2% = y? = 1
ein und betrachte die resultierende Faktorgruppe

G = (z,y,2| =yt =2t= (gﬂz)Q = (atz)B =1),

wobei eventuell auch (y7z)? = 1 {iberfliissig ist. Damit folgt F, < G und somit
F, < G, siehe [10], Seite 263, Korollar 9.2.1.

Ab jetzt gelte ay # 2 oder as # 2 und (1 # 2 oder (35 # 2, weiter sei (E oy = 5 =1
(durch Konjugation méglich). Dann gilt

G = <.Z',y,2’ ’ .ZA = y4 = 22 = (l’y$a2yﬁ2>2 = (y'yz)2 = (.Z'Z)S = 1>

Es bleiben folgende Moglichkeiten fiir das Tupel (aw; (2):

(ag; o) = a) (1;2) b) (1;3)
c) (2;1) d)(2;2) e)(2;3)
) (3;1) g) (3;2) h)(3;3)

Fiir die Fille a), c¢), d) und h) besitzt G ein wesentliches nicht-elementares Bild in der
PSL(2,C) (vgl. [24], Seite 155 Prop. 2), also folgt F» < G nach dem Fortsetzungssatz
(1.23).
Weiterhin halten wir fest: Fall f) folgt aus b)

Fall g) folgt aus e), jeweils durch Konjugation in Wi (x,y).
Behandle Fall b)

=G =(r,y,2 | 2" =y =2 = (zyay®)? = (y2)* = (22)° = 1).
Fiihre die Relation 32 = 1 ein und erhalte die Faktorgruppe

G= oy 2ot =y =22 = (ay)' = (y2)° = (82)° = 1),
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wobei Gy = (x,y | * = y?> = (2y)* = 1) ein unendliches metabelsches Bild in

der PSL(2,C) besitzt, also gilt F, < G und somit F, < G, da r = 3 > 2, vgl.
Darstellungssatz (2.32).
Betrachte nun den Fall e)

=G =(r,y,z| ' =y' = 2° = (aya®y’)? = (y'2)* = (22)* = 1).
Fiihre die Relation 22 = 1 ein und erhalte die Faktorgruppe
G=(r,y,z|2°=9y"=2"=(y2)* = (22)° = 1).

Damit folgt Fy < G und somit F, < G, siehe [10], Seite 263, Korollar 9.2.1.
Damit ist der Fall C) [ = 4 abgeschlossen.

Sei nun [ > 5:
Es folgt 5 <1 < m, also gilt Fy, < G wegen 1/l + 1/m+ 1/p <1 mit p=2.
Damit ist der Fall ¢ = 2 und r = 3 abgeschlossen.

6.2 Fall Il: ¢ =3 und r = 2

A)

Sei zunéchst n > 3:

Fir den Fall n > 4 folgt direkt Fy < G, da 1/, +1/, +1/, <1 mit ¢ =3 und
m < n.

Ab jetzt sei n = 3:

Fiir den Fall m > 4 folgt ebenfalls F < G, da 1/, +1/, +1/, <1 mit ¢=3und
m <n.

Sei also ab jetzt auch m = 3:

Dann hat G folgende Préasentierung

G=(z,y,z|a' =y° = 2" = (@MyPa™2y™)’ = (y2)° = (272°)? = 1).

Die Gruppe G2 = (y, z) hat ein wesentliches nicht-elementares Bild in der PSL(2, C),
also folgt F» < G nach dem Fortsetzungssatz (1.23), falls [ > 3, vgl. (2.32).
Damit bleibt der Fall [ = 2. Dann hat G folgende Présentierung

G =,z | " =y = 2" = (ayay?)’ = (42)" = (02)" = 1),

eventuell nach dquivalenten Umformungen.

Starte mit Y, Z € PSL(2,C) mit tr(Y) = 1, tr(Z) = 1 und tr(YZ) = —1, so dass
(Y, Z) unendlich metabelsch; das liefert ein wesentliches Bild von Gy = (y, z). Kon-
struiere X € PSL(2,C) mit tr(X) = 0, tr(XZ) = 0. Setze t := tr(XY), es gilt
0 =tr(XYXY?)=¢>—1mit den Losungen ¢; = 1 und ty = —1. Wegen ¢ > 2 liefert
mindestens eine der Nullstellen ein wesentliches nicht-elementares Bild von G in der
PSL(2,C), also gilt F;, < G, vgl. (2.32).
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Sei also ab jetzt n = 2.
Dann folgt direkt 3 < m < 6, denn fiir m > 7 gilt:
l/m + 1/n + 1/q < 1 mit n =2 und ¢ = 3, also gilt hier sowieso Fy, < G.

B) n=2und [ =2:
Dann besitzt G folgende Prasentierung

G = (r,y, 2|2 =y" = 2% = (wyPay®)* = (y2)° = (x2)* = 1).
(1) m =6:
= G = (1,y,2 [ 2® =y° = 2% = (ayay®)? = (y2)° = (22)* = 1).

(E gelte v = 1,2, 3 (sonst gehe zur Potenz y° iiber).

Fiir die Félle v = 2,3 hat G5 ein wesentliches nicht-elementares Bild in der
PSL(2,C), also gilt F; < G nach dem Fortsetzungssatz (1.23), vgl. (3.2).

Sei nun v = 1. Weiterhin gelte #; < (3, dies kann durch Konjugation erreicht
werden.

Es bleiben folgende Méglichkeiten fiir das Tupel (51; (2):

(B1;82) = a) (1;2) b) (5;3) ¢ (L4) d) (L;5)
e) (2;3) ) (24) g) (25)

h) (3;4) 1) (3;5)

j) (4;5)

Die Fille g), h), i) und j) lassen sich zuriickfithren auf die Fille c), e), b) und a),
gehe dabei zur Potenz 3° iiber und permutiere innerhalb der Relation Wi (x, ).
Behandle die Fille a), ¢) und f) gleichzeitig:

Betrachte die Faktorgruppe G nach Einfiihren der Relation 3? = 1 und erhalte

G=(v,y,z|2° =9y =2 = (y2)° = (z2)* = 1).

Damit folgt Fy < G und somit F, < G, siehe [10], Seite 263, Korollar 9.2.1.
Fiir die Falle b), d) und e) besitzt G ein wesentliches nicht-elementares Bild
in der PSL(2,C) (vgl. [24], Seite 159 Prop. 8), also folgt F» < G nach dem
Fortsetzungssatz (1.23).

(2) m=5:
=G =(1,y.2|2*=y° = 2" = (ayay™)’ = (y2)° = (2)* = 1),

mit G, = 2,3 oder 4.

Fiir den Fall 85 = 4 hat GG; ein wesentliches nicht-elementares Bild in der
PSL(2,C) (vgl. [24], Seite 158 Prop. 7), also folgt F, < G nach dem Fort-
setzungssatz (1.23), da ¢ =3 > 2.
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Der Fall 8, = 3 folgt direkt aus dem Fall 8, = 2 (gehe zur Potenz y? iiber). Sei
also By =2

=G = (r,y,2| 2" =y° =27 = (ayry’)? = (y72)° = (22)* = 1),

mit (B v = 1,2. Zuné&chst sei v = 1.

Konstruktion einer wesentlichen Darstellung mit nicht-elementaren Bild:
Starte mit X, Z € PSL(2,C) mit entsprechenden Ordnungen.

Es gilt tr(X) =0, tr(Z) = 0. Nehme etwa

(0) (0 )

mit tr(XZ) = 0.

tr(Y) N +E(A=1) A

| e(XY) | +1 P B
T = w(zy) |~ 1 ; wahle 7" =

t t t

Aus der Determinantengleichung folgt:
1/
t1/2 = j:§ 2 - 2\/5
tl/g =~ :i:O, 7861 = F2 < G.

Der Fall v = 2 wird auf den vorherigen zuriickgefiihrt. Wir zeigen, dass die
beiden Gruppen G,—; und G,— isomorphe Untergruppen besitzen, die eine
freie Untergruppe vom Rang 2 beinhalten. Starte hierzu mit dem Fall v = 2,
also

Gomg = (z,y,2 | 2* = ¢° = 2% = (vyay?)? = (vP2)° = (22)* = 1).
Starte mit der Untergruppe H vom Index 2 mit folgenden Erzeugenden:

a=1y, b=uxyr, c=2z,

und H = (a, b, ¢), beachte hier: zzz = z. Eine Présentierung von H ist gegeben
durch
H = {(a,b,c|a® =1 =c* = (ab*)* = (ba?)* = (a’c)® = (b*c)® = 1)

>~ (a,b,c|a@® =1 = = (bPah)? = (a%h)? = (a'c)® = (be)® = 1)
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> (a,b,c|a® =" = = (ab*)* = (a%)* = (ac)® = (bc)® = 1).
Betrachte parallel hierzu den Fall v = 1, also
Gomr = (1,y,2 | 2% =y = 2% = (ayay®)” = (y2)° = (22)* = 1).

Bekannt ist, dass G,—; eine freie Untergruppe vom Rang 2 enthiilt.
Betrachte in G,=; die Untergruppe K vom Index 2 erzeugt durch:

ap =y, bp=mxyr, ==z

Es ist
K = (ay,by,c1 | a] =b] = ¢ = (a1b7)* = (b1a?)? = (a101)° = (b1cy)® = 1),

also gilt K = H. Mit G,—; hat auch K eine freie Untergruppe vom Rang 2, also
auch H und somit G—s.

(3) m=4:
Dann hat G folgende Prisentierung

G=(r,y 2|2’ =y"=2"=(eyay™)? = (y2)’ = (z2)> = 1).

Fiir den Fall 47 = 2 betrachte eine wesentliche Darstellung p : G, — PSL(2,C)
mit p(G) nicht-elementar, vgl. (3.2). Also gilt F» < G5 und somit F, < G nach
dem Fortsetzungssatz (1.23).

Sei nun (E v = 1 (sonst gehe zur Potenz y? iiber)

=G = <£L’,y,2 ’ xz = y4 = 22 = (xyﬁlllfyﬁ2)2 = (?/2)3 = (.TZ)Z = 1>

Fiir den Fall 3; = 2 oder 3, = 2 betrachte die Faktorgruppe G nach Einfiihren
der Relation 3? = 1 und erhalte

G=(v,y,z|2° =9y =2 = (y2)° = (z2)* = 1).

Damit folgt Fy < G und somit F, < G, siehe [10], Seite 263, Korollar 9.2.1.
Seien nun [3; # 2 und [y # 2.
Es bleibt (bis auf Isomorphie) der Fall (f;; 52) = (1;3), also

G=(r,y,z|2* =y' =2" = (zyay’)’ = (y2)° = (2)* = 1).

Starte mit der Untergruppe H vom Index 2 mit folgenden Erzeugenden:
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a=1y, b=uxyr, c=z,

und H = (a,b, c), beachte auch hier: xzx = z. Eine Prisentierung von H ist
gegeben durch

H = {(a,b,c|a*=0b*=c* = (ab)* = (be)® = (ac)® = 1).

Starte wie in (2.32) mit einer wesentlichen Darstellung p : (a,b) — PSL(2,C)
mit unendlichem metabelschen Bild. Nach dem Fortsetzungssatz (1.23) folgt
F, < H wegen |ac| = 3 > 2.

m = 3:

Dann hat G folgende Préisentierung

= (wyay®)? = (y2)° = (z2)* = 1).

Starte mit einer Untergruppe H vom Index 3 mit folgenden Erzeugenden:

G=(z,y,z|2*=y’=2

a=uz, b=yxy® c=y’ry,
u=z v=yz’ w=yzy,

und H = (a, b, c,u,v,w). Eine Présentierung ist gegeben durch

H = {a,b,c,u,v,w | a®> =b* = = u?® = v* = w? = (ab)? = (bc)? =

(ca)® = (au)* = (bv)* = (cw)* = uvw = 1),

ersetze w = wv und erhalte

H = {(a,b,c,u,v | a®> =b* =c* =u> =v* = (ab)? = (bc)? =

(ca)? = (au)* = (bv)? = (cuw)? = (ww)? = 1).

Starte erneut mit einer Untergruppe K vom Index 2 mit den Erzeugenden:
r=b, s=c¢, t=u, q¢g=v, p=ava.

und K = (r,s,t,p,q).

= K=(nstpq|rt=s==p"=¢"=(rs)’ = (rq)* =

(rp)? = (stq)* = (stp)* = (pt)* = 1).
Fiihre die Relationen » = 1 und s =t ein und erhalte die Faktorgruppe
K= (s,p,q|s*=p"=¢"=(ps)’ = 1) Ly x V.

Es ist I, < K, also auch F, < G.
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Damit ist der Fall n = 2 und [ = 2 abgeschlossen.

C)n=2und ! =3:
Dann besitzt G folgende Prisentierung

G=(oyz|a® =y =2"= (aya™y™)* = (y2)° = (x2)* = 1).

Wie im Fall B) bleiben die Fille 3 < m < 6 zu betrachten.

(1)

m = 6:
Wir kénnen (E annehmen, dass v = 1,2 oder 3, fiir die Félle v = 4 oder 5 gehen
wir zur Potenz y° {iber.
In den Féllen v = 2,3 gibt es eine wesentliche Darstellung p : Go — PSL(2,C)
mit p(G3) nicht-elementar, vgl. (3.2). Also gilt F, < G5 und somit Fy < G nach
dem Fortsetzungssatz (1.23).
Sei nun v = 1, also

G=(1,y.2 |2 =y’ =2" = (ayPay™)’ = (y2)° = (22)* = 1).
Es gibt eine wesentliche Darstellung p : G5 — PSL(2,C) mit p(G2) unendlich

metabelsch, also gilt F5 < G5 und somit F, < G nach dem Fortsetzungssatz
(1.23), dal=3>2.

m = b:
=G = (n,y,2|2°=9° =22 = (zya2°2y™)? = (y2)® = (x2)? = 1).
Alle Kombinationsmoglichkeiten fiir (aq; 32) lauten:

(a5 B2) = a) (1;2) b)(1;3) ¢
d) (1) e) (%2) f)(2;3) g)

In den Féllen a), b), ¢), d) und g) hat G ein wesentliches nicht-elementares
Bild in der PSL(2,C) (vgl. [24], Seite 156 Prop. 4), also folgt F, < G nach dem
Fortsetzungssatz (1.23).
Wir zeigen: Fall e) = f)
Starte mit Fall f)

=G = <l‘,y, z ‘ ‘1.3 = y5 = 22 = («Tynyg)Q = (y’yZ)B = (5[52)2 = 1)7

mit (B 1 < v < 2. Setze § = y3. Dann ist ¢° = 1 und (zyz?y?®)? = (zg?2%y)? =1
und (772)% = 1 mit (B 1 < 4§ < 2. Ersetzen wir den Erzeugenden z durch 22,
so erhalten wir wegen der Diederrelation (222)? = 1 & (22)? = 1 ((22,2) =
(x,z) =2 Dy). Insgesamt -in der alten Notation- folgt

G= <l’,y72 | ‘/L‘S = y5 = 22 = ("L‘vaQyQ)Q = (y72)3 = (ZEZ)2 = ].>7
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mit 1 < < 2. Dies entspricht Fall e), der nun behandelt wird.
Sei nun y = 2:

=G = (2,2 | 2" =y° = 2" = (xyz’y’)* = (y*2)° = (22)* = 1).

Vorbemerkung:

Diese Gruppe erwies sich als besonders schwierig. Samtliche Darstellungen in
die PSL(2,C) ergaben ein endliches Bild, da die As; sowohl Faktorgruppe als
auch Untergruppe ist.

Der Nachteil von Untergruppenkonstruktionen sind die sich mit steigendem In-
dex aufblihenden Préasentierungen mit groflen Erzeugenden- und Relationen-
zahlen.

Diese Gruppe wurde letztlich unter Zuhilfenahme des algorithmischen Program-
mes GAP [30](Version 4.4.6 (2005)) untersucht.

Als erstes wurden alle Untergruppen bis zum Index 13 aufgelistet mittels des
Befehls LowIndexSubgroups, vgl. hierzu [8], Section 5.4. Diese Anwendung hat
eine Laufzeit, die sich exponentiell zum gewéhlten Index verhélt.

Das Resultat sind 28 Untergruppen, deren Présentierung wie folgt bestimmt
werden.

Benutze den Befehl IsomorphismFpGroup. Dieser berechnet eine Présentierung
mittels Reidemeister-Schreier Verfahren und wendet anschlieBend heuristisch ei-
ne Folge von Tietze Transformationen an, solange die Lange der Présentierung
reduziert wird, vgl. [8], Section 5.3.

Die erste Untergruppe in dieser Liste vom Index 13 wird erzeugt durch:

a=ux,
b=y tazly 27t

c = zyxyze ty taly Tzl
d = y2zPatety 12

e = zyzx lyz"ly 2

1

Mit H = (a, b, c,d, e) ergibt sich folgende Présentierung:

H = {(a,b,c,d,e | a®=c*= (da)* = (be7'c)> = (b 'a od e ) = (eb ')’ =
(eb)’ = (ed e b7t d)* = b 'd e b d ebd Tbd e = (dbede')? =
(d7'bd e )3 = (cebceb™teb™)? = (abebea te'b71)? =

ebced te b dte?db deeb = ederd2e*db tdebte b e b e ed D = 1),

wobei die letzte Relation eine Folgerelation der vorherigen ist, denn es gilt:
ble7 b le b7 le™ = ebeb wegen der Relation (eb)® = 1. Damit folgt aus den
letzten beiden Relationen

c(eb)%c = d 'bede 'd2e*db ™ 'd = ed e o d tePdb T d
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= d 'bede™ = ed e hd.

Diese Gleichung ist automatisch erfiillt wegen (ed 'e~'071d)* =1
Somit hat H folgende Prisentierung

H = {(a,b,c,d,e|a®=c*=(da)* = (be 'c)> = (b 'a tbd e ) = (eb ')’ =
(eb)’ = (ed te bt d)?* = b 'd e b d tebd Tod e =

(dbede™)? = (d~'bd e ?)® = (cebceb 'eb™')? =

(abebeate 'b1)? = ebced e b d e db  dceb = 1).

Nach der letzten Relation ist cebc = (ed te brd te2db~'d)? wegen (eb)® =1
Setzen wir das in (cebceb™teb™')? = 1 ein, so erhalten wir hier die Relation
((ed~te 1 b~td~te2db~1d)%eb~ eb™1)? = 1. Damit erhalten wir fiir H die Priisen-
tierung

H = {(a,b,c,d,e|a®=c*= (da)* = (be 'c)® = (b a'bd e ') = (eb!)’ =
(eb)’ = (ed te b rd)? = b 'd e o d tebd Tod e =

(dbede™)? = (d"'bd e ?)® = ((ed te 'btd tedb  d)eb teb)? =

(abebea'e 'b1)? = ebced te b d e2db  dceb = 1).

Sei nun Hy = (a,b,d,e) < H, Hy = {(¢,b,d,e) < H

und A = (b,d,e) < HiN Hy < H.

Es gilt a,c & A. Dies sieht man am etwa folgendermaflen:

Die Gruppe H besitzt als Faktorgruppe H = (a,d | a® = d*> = (da)? = 1) = Ss.
Die Abbildung © : H — S5 induziert uns eine Abbildung © : G — Ss¢ wie folgt:

1,2,3)(4,6,5)(7,10,19)(8, 11,20)(9, 12, 21)(13, 25, 16)(14, 27, 18)

r —
(15,26, 17)(22, 31, 34)(23, 32, 35)(24, 33, 36)

y — (4,7,13,19,25)(5,8, 14,21, 26)(6,9, 15, 20, 27)(10, 22, 16, 28, 37)
(11, 23,17, 29, 38)(12, 24, 18, 30, 3)

2 o (1,4)(2,5)(3,6)(7, 16)(8, 17)(9, 18)(10, 25)(11, 26)(12, 27)(13, 19)
(

14,21)(15,20)(22, 34)(23, 35)(24, 36)(28, 37)(29, 38)(30, 39)

(Bei der Produktbildung wird hier von links nach rechts gelesen.)

Benutzt man diese Darstellung fiir die Erzeugenden von H ausgedriickt als Wor-
te in x,y und z, so erhidlt man, dass (9( ),0(c) € O(A ), da sie den Fixpunkt
1 von O(A) bewegen. Es ist nimlich O(a)(1) = 2 und O(c)(1) = 25. Damit ist
gezeigt, a,c & A.

Somit erhalten wir H = Hy x4 Ho mit |H; : A| > 3. Also gilt F» < H und somit
F, < G.

Sei nun v = 1:

2

=G =(r,y,2| 2" =y’ = 2" = (ay2’y?)* = (y2)° = (2)* = 1).
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Das Spurpolynom von Wj(z,y) in der Unbestimmten ¢ := tr(XY) in Abhén-
gigkeit von tr(X) = 1 und tr(Y) = X ist (¢ — A). Fiihre daher die Relation
(ry)? = 1 ein und erhalte als Faktorgruppe die gewhnliche Tetraedergruppe

G=(z,y,2z|2°=9"=2"=(29)* = (y2)° = (v2)* = 1).

Fiir die Coxeterdeterminante von G gilt:

1
_ — —4
det C'= (5= 43) <0,

also gilt Fy < G und somit auch Fy < G, vgl. (2.30).

(3) m=4:
Dann hat G folgende Préisentierung

G=(oy 2|’ =y'=2" = (aya™y”)* = ()’ = (x2)* = 1).

Fiir den Fall 4y = 2 betrachte eine wesentliche Darstellung p : G5 — PSL(2,C)
mit p(Gy) nicht-elementar, vgl. (3.2). Also gilt F» < G5 und somit F» < G nach
dem Fortsetzungssatz (1.23).
Ab jetzt sei (E v =1 (sonst gehe iiber zur Potenz y3)
Wir unterscheiden die zwei Félle i) ap = 2 und ii) ap =1
i) Sei nun ay = 2:
Es bleiben folgende Kombinationsmdoglichkeiten fiir (3;; 52) zu betrachten:

(B1:62) = a) (1;1) b) (1;2) c) (1;3)
d) (2;1) e) (232) 1) (%3)
g) (3;1) h)(3;2) 1) (3;3)

Fiir die Félle a) und c) besitzt G ein wesentliches nicht-elementares Bild
in der PSL(2,C) (vgl. [24], Seite 156 Prop. 4), also folgt F; < G nach dem
Fortsetzungssatz (1.23).
Weiterhin halten wir fest: die Fille d), h) und f) folgen aus b)

Fall g) folgt aus c)

Fall i) folgt aus a)
jeweils mittels inverser Relation von Wy(z,y) und (oder) Ubergang zu 2.
Behandle nun die Fille b) und e)

=G =(1,y,2|2° =y' = 2" = (ay”2?y*)’ = (y2)° = (22)* = 1),

mit 1 < [; < 2. Betrachte die Faktorgruppe nach Einfithren der Relation
y? = 1 und erhalte in beiden Fillen

G={(rv,y,z|2°=9y*=2"=(y2)° = (xz2)* = 1).

Damit folgt Fy < G und somit F, < G, siehe [10], Seite 263, Korollar 9.2.1,
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ii) Sei nun ap = 1:
Es bleiben folgende Kombinationsmdoglichkeiten fiir ((3;; 32) zu betrachten:

(Br; B2) = a) (1;2) b) (1;3)
c) (21) d) (2;3)
) (3:1) £)(3:2)
Wir halten fest: die Fille ¢), d) und f) folgen aus a)
Fall e) folgt aus b)

jeweils mittels inverser Relation von Wi (z,y) und Ubergang zu z2.
Betrachte zuerst Fall a)

=G =(rv.y.z|2" =y =2" = (ayzy’)* = (y2)° = (z2)* = 1).

Dann besitzt G ein wesentliches nicht-elementares Bild in der PSL(2,C)
(vgl. [24], Seite 156 Prop. 4), also folgt auch hier F; < G nach dem Fort-
setzungssatz (1.23).

Betrachte nun Fall b), also

G=(r,y,2|2° =y' =2 = (zyay’)’ = (y2)° = (x2)* = 1).
Starte mit der Untergruppe H vom Index 2 mit folgenden Erzeugenden:

a=x, b=zrz, c=y% d=yz, e=2zy,

und H = (a,b,c,d, e). Eine Prisentierung von H ist gegeben durch

H={(a,bc,del|la® =P =d=e"=c"=ab=

(adbec)? = (beacd)® = (de)? = 1).
Fiihre die Relation ¢ = 1 ein, ersetze a = b~! und erhalte die Faktorgruppe
H=(bde|b’=d"=¢e®=(beb'd)* = (de)* = 1).

Bekannt ist, dass (b | b* = 1) und (d,e | d®> = € = (de)? = 1) = A, eine
treue Darstellung in die PSL(2, C) besitzen. Damit besitzt auch H eine we-
sentliche Darstellung in die PSL(2,C), vgl. [10], Seite 144, Theorem 6.3.1.
Die Dimension des Charakterraums fiir H in der PSL(2, C) setzt sich zusam-
men aus der Anzahl der Freiheitsgrade (£fg) der Erzeugenden und deren
Relationen. Durch das Festlegen der Erzeugenden auf

0 1 1 1
D_<—1 1>u1[1dE—(Z. O)’

ergibt sich fiir die Dimension des Charakterraums

1f9(D) —2+4fg(E) —1+4fg9(B) - 1-1=
2-24+2-142-1-1=1>0.
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Nach der Arbeit von Culler und Shalen [4] zerlegt sich H in ein nicht-
triviales freies Produkt mit Amalgam H = H, % s Hy oder lédsst sich als
HNN-Erweiterung auffassen. Die 2. Moglichkeit entfillt, da H von Elemen-
ten endlicher Ordnung erzeugt wird.

In H = H, xg, Hy ist wegen b® = d® = €® = 1 notwendig |H; : H3| > 3 oder
|Hy : Hs| > 3, und damit besitzt H eine freie Untergruppe vom Rang 2 und
somit auch G.

(4) m = 3:
Dann hat G (E folgende Prisentierung

G = (w,y,2 | 2° = 4 = 2 = (aya™y®)? = (y2)° = (w2)* = 1).
Es bleiben folgende Kombinationsmoglichkeiten fiir (cw; 32) zu betrachten:

(az; B2) = a) (1;2)
c) (2;2)

1
b) (2;1) ¢ (2

Betrachte Fall a), also
G=(r,y,z|2° =y’ =2" = (zyay®)’ = (y2)° = (22)* = 1).

Diese Gruppe ist isomorph zu (6.1), Fall I B) (4) (vertausche die Rollen von z
und y), also folgt auch hier: F, < G.

Im Fall b) gilt: |G| = 7200, vgl. [26], S. 30, Theorem 2.9 (vertausche dabei die
Rollen von z und y).

Der Fall ¢) wurde in (6.2), Fall T B) (4) behandelt (vertausche auch hier die
Rollen von z und y), also gilt in diesem Fall F, < G.

D) n=2und =4
Dann besitzt G folgende Prisentierung

G=(z,y,z| 2!t =y™ =22 = (xMya%2y™)’ = (y2)° = (2°2)* = 1),

Im Fall m > 5 bleibt nichts zu zeigen, da 1/; +1/,, + 1/, < 1 erfiillt ist mit [ = 4
und p = 2.
Wegen [ < m verbleibt somit m = 4, also

G=(r,y,z| 2" =y' =22 = (" a™2y™)’ = (y2)° = (°2)* = 1),

Ist v = 2, so betrachte eine wesentliche Darstellung p : Gy — PSL(2,C) mit p(G3)
nicht-elementar = F» < G nach dem Fortsetzungssatz, vgl. (1.23) und (3.2).

Sei ab jetzt v = 1, sonst gehe zur Potenz y? iiber.

Der Rest des Beweises verlduft wie in (6.3), Fall I C) in symmetrischer Weise, da die
Argumentation dort nur auf Wi (z,y) basiert.
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E) [ >5:
In diesem Fall gilt immer F; < GG, da aus 5 <1 < m mit p = 2 direkt folgt:

p+1/m+1/, <1

Damit ist auch der Fall ¢ = 3 und r = 2 abgeschlossen und die Tits-Alternative nachge-
wiesen.



Kapitel 7
Spezialfdlle der Form (p;q;7) = (2;2;2)

In den vorherigen Kapitel haben wir die Tits-Alternative fiir den sphérischen Fall mit
(p; q; ) # (2;2;2) nachgewiesen.

Doch auch fiir den Fall (p;q;7) = (2;2;2) kann man in besonderen Féllen die Existenz
einer freien Untergruppe vom Rang 2 zeigen. Es gilt der folgende

Satz 7.34. Sei
G=(zyz|a' =y"=2"=Wi(z,y) = (1) = (2°°)* = 1),

mit Wi(z,y) = xy® . a%y® k> 1, Imn >2 Gl <m,1<a,...,aq,e <,
1<B,....0,y<mund 1 <6,{<n.
Es trete einer der folgenden Fille auf:

(1) 1/;+1/, <1/

(2) 1/, +1/,<1/9

(3) 1/;+1/,, <1/9 undn>3

(4) 1/1+1/,, <1/g und k =1

(5) 1/;+1/,, <1/, n=2,k>2und (I;m) # (3;8), (3;10), (4;5), (4; 6), (4;8), (5; 6)

Dann enthdlt G eine freie Untergruppe vom Rang 2. Insbesondere erfillt G die Tits-
Alternative.

Beweis.

(1) Sei also 1/[ + 1/n < 1/2. Wegen [ < m ist dann m > 3 und G hat eine freie
Untergruppe vom Rang 2 nach dem Fortsetzungssatz (1.23).

(2) Sei nun 1/m + 1/n < 1/2. Ist [ > 3, so hat GG eine freie Untergruppe vom Rang 2
wie in (1).
Sei nun [ = 2: Sei Gy = (y,z | y™ = 2" = (y72°)? = 1). Wegen l/m + 1/n <1/
gilt:

i) m>6und n >4 oderm >4 und n > 6

91



Kapitel 7 Spezialfille der Form (p;q;r) = (2;2;2) 92

i) (m;n) = (45),(5:4),(5;5)

Insbesondere gilt m,n > 3.

Fiir den Fall ii) besitzt G5 ein wesentliches nicht-elementares Bild in der PSL(2, C),
also hat G eine freie Untergruppe nach dem Fortsetzungssatz, (1.23).

Betrachte nun den Fall i). Sei Gy = (z,y | 22 = y™ = Wi(z,y) = 1).

Sei p; : Gy — PSL(2,C) eine wesentliche Darstellung. Sei p : G — PSL(2,C) eine
wesentliche Fortsetzung. Fiir den Fall p;(G1) nicht-elementar besitzt G eine freie
Untergruppe vom Rang 2 nach dem Fortsetzungssatz (1.23). Ist p;(G1) endlich und
nicht zyklisch, so muss p(G) nicht-elementar sein, denn es kommt wegen m,n > 3
die Diedergruppe als Bild nicht in Frage und wegen m > 6 oder n > 6 kann das
Bild nicht isomorph zu A4, A5 oder Sy sein; insbesondere ist p(G) nicht zyklisch oder
unendlich metabelsch.

Ist p1(Gy) zyklisch oder unendlich metabelsch, so ist p(G) nicht-elementar wéhlbar
nach dem Fortsetzungssatz (1.23) wegen n > 3.

In jedem Fall enthélt G eine freie Untergruppe vom Rang 2.

Sei 1/l + 1/m < 1/2 und n > 3. Hier folgt die Behauptung direkt aus [10], Seite
276, Theorem 9.3.4 und dem Fortsetzungssatz (1.23), da n > 3 (siehe (1.25)).

Sei nun 1/1 + 1/m < 1/2 und k£ = 1. Hier folgt die Behauptung analog wie im Fall

(2)

Nun gelte 1/l + 1/m < 1/2, n=2,k>2und
(l;m) # (3;8),(3;10), (4 5), (4;6), (4;8), (5;6).
In diesem Fall folgt die Behauptung aus [10], Seite 283, Theorem 9.3.5.
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