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Kapitel 1

Einleitung

Seit vielen Jahren stehen die auflergewohnlichen Eigenschaften von Sys-
temen mit magnetischen Storstellen im Blickpunkt des Interesses vieler
Physiker [HEW93]. Bereits in den 30er Jahren des vorherigen Jahrhunderts
wurden die ersten Experimente auf diesem faszinierenden Gebiet gemacht.
Bei Widerstandsmessungen an Metallen konnte ein Minimum bei tiefen
Temperaturen gefunden werden. Bei einem weiteren Absenken der Tempe-
ratur zeigte sich zunéchst ein logarithmischer Anstieg und schlieflich ein
quadratischer Abfall. Dies steht im Gegensatz zum Verhalten ,normaler”
Metalle, bei denen der Widerstand mit abnehmender Temperatur aufgrund
der Phononenbeitrige proportional zu 7° monoton abfillt. Dieses Phinomen
blieb lange Zeit unerklédrt und konnte erst 1964 von J. Kondo gel6st werden
[Kon64]. Er erkldrte den nach ihm benannten Effekt in einer Stérungs-
rechnung dritter Ordnung fiir das sd-Modell, das ein lokales magnetisches
Moment iiber eine Austauschwechselwirkung an die Leitungselektronen
koppelt. Spéter wurde klar, dass diese Kondo-Systeme unterhalb einer
charakteristischen Kondo-Temperatur Ty die magnetischen Eigenschaften
der einzelnen Storstelle verlieren, stattdessen entsteht ein Singlett-Zustand
mit den umliegenden Leitungselektronen. Daher kann sich keine magnetische
Ordnung mehr ausbilden und man erhélt ein pauli-magnetisches Verhalten.

In der Folgezeit wurden nicht nur Systeme mit einer sehr geringen, son-
dern auch mit einer héheren Konzentration an magnetischen Storstellen
untersucht. Hierbei beobachtet man zunédchst ein Verhalten, das sich
durch mehrere einzelne Storstellen beschreiben ldsst. Bei einer weiteren
Erhohung der Storstellenkonzentration zeigt sich eine Spinglas-Phase, in der
die Impurity-Spins wegen ihres unterschiedlichen Abstands zufillig ferro-
oder antiferro-magnetisch gekoppelt sich. Z.T. dhnliche Eigenschaften wie
im Ein-Storstellen-Modell stellt man wieder in fast reinen Legierungen
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fest [FULKELZWI188]. Man bezeichnet diese Verbindungen daher auch als
Kondo-Gitter. Der Ausdruck ,,Schwere Fermionen® fiir einige dieser Sub-
stanzen leitet sich aus einer Betrachtung der spezifischen Warme ab, die bei
tiefen Temperaturen proportional zu T verlduft. Die Proportionalitdtskon-
stante liegt bei schwerfermionischen Systemen um einen Faktor 100 ... 1000
hoher als bei den meisten anderen Metallen, woraus sich eine entsprechend
grofere effektive Masse der Elektronen ergibt, die sogar vergleichbar mit der
Protonenmasse werden kann. Dariiber hinaus findet man bei den Schweren
Fermionen ein ganz unterschiedliches Verhalten, wie Antiferro- (U, Zn7,
UCdy;) und Pauli-Magnetismus (Ce Zng) sowie auch Supraleitung (U Pts,
UBey3), die durch die magnetischen Storstellen eigentlich unterdriickt
werden sollte.

Legierungen, die ein solch ungewohnliches Verhalten zeigen, sind einige
intermetallische Verbindungen von Ubergangsmetallen oder Lathaniden und
Aktiniden. Diese Elemente besitzen wegen ihrer elektronischen Konfiguration
sehr dhnliche physikalische und chemische Eigenschaften. Sie unterscheiden
sich nur in der tief liegenden d- bzw. f-Schale, in der zwischen den dort
lokalisierten Elektronen eine starke Coulomb-Abstoffung wirkt. Das die
Chemie bestimmende &duflere s-Niveau ist stets mit zwei Elektronen voll
besetzt, die in einer metallischen Verbindung an das Leitungsband abgeben
werden.

Ein mikroskopisches Modell zur Beschreibung einer magnetischen Storstelle
wurde 1961 von P.W. Anderson eingefithrt [AND61]|. Es beinhaltet die
wesentlichen Eigenschaften von Verbindungen mit Ubergangsmetallen und
Selten-Erd-Elementen und wird in Kapitel 2 ausfiihrlich erldutert. Nach
einigen allgemeinen Ausfithrungen wird eine diagrammatische Stérungs-
theorie fiir das Single-Impurity-Anderson-Modell (SIAM) beschrieben,
die die Besonderheiten aufgrund der starken elektronischen Korrelationen
beriicksichtigt [KEIKIM70, KEIKIM71, KEIMORS84]. Die charakteristische
Vielteilchenresonanz in der f-Green-Funktion des Modells ergibt sich aus
der Non-Crossing Approximation (NCA), die eine sehr weit verbreitete Na-
herung fiir das Anderson-Modell darstellt [KEIKIM71, KEICZY83, KURS3|.
Eine Verallgemeinerung der Diagrammtechnik auf eine periodische An-
ordnung von Storstellen ist ebenfalls moglich [GREKEI81]. Wegen der
zusitzlichen Intersite-Anteile entsteht hierbei allerdings eine gréflere Zahl
an zu beriicksichtigen Beitrdgen als fiir das SIAM. Daher ist man auf
andere Nidherungen fiir das periodische Anderson-Modell (PAM) wie die
Extended Non-Crossing Approximation (XNCA) [KUR85], die Lattice Non-
Crossing Approximation (LNCA) [GRE87, KEILEUMELSCH95] oder den



Hilfsfeldformalismus [HULQIN94]| angewiesen. In diesen Approximationen
wird das Gittermodell auf ein Ein-Storstellen-System abgebildet, bei dem
ein effektives Band den FEinfluss der anderen Storstellen beschreibt. Dieses
Verfahren, das allgemein als Dynamische-Mean-Field-Theorie (DMFT)
bezeichnet wird [GEOKOTKRARO0Z96], ist nach einer geeigneten Skalierung
des Hopping-Matrixelements im Limes unendlicher Raumdimensionen
exakt [METVOL89]. In der DMFT setzt man das effektive Band als einen
Self-Avoiding Walk (SAW) durch das Gitter mit einer lokalen Streumatrix
an, die aus der Losung des Single-Impurity-Modells folgt.

Daher wird in Kapitel 4 der mathematische Self-Avoiding Walk [MADSLA96],
bei dem im Unterschied zum physikalischen in jedem Schritt nur Propa-
gationen zu einem néchsten Nachbarn erlaubt sind, eingehend untersucht.
Im Gegensatz zum Random Walk (RW), dessen Ergebnisse ebenfalls
kurz zusammengefasst werden, lédsst sich der SAW nicht exakt losen. Die
Lace-Entwicklung ermdglicht es jedoch verschiedene Naherungen fiir den
SAW anzugeben sowie diese sukzessive zu verbessern. Z. B. beriicksichtigt
ein Non-Crossing Walk (NCW) dhnlich der NCA in einer diagrammatischen
Herleitung aus der Lace-Entwicklung alle Beitrige ohne Uberkreuzungen,
wihrend in einem Memory-2 Walk (M2W) alle direkten Riickkehrprozesse
ausgeschlossen werden. AnschlieBend wird das unterschiedliche Verhalten
beider Approximationen in echt endlichen und genuin unendlichen Raumdi-
mensionen aufgezeigt, auf das zuerst in [LEU98] hingewiesen wurde. Durch
Anwenden des NCWs auf einen physikalischen SAW erhélt man die in
unendlichen Raumdimensionen exakte Selbstkonsistenzbedingung (SCC)
der DMFT, deren Losungseigenschaften im weiteren Verlauf dieser Arbeit
detailliert untersucht werden.

Zuvor wird jedoch in Kapitel 3 eine Erweiterung der NCA fiir das Ein-
Storstellen-Problem vorgestellt, die auf der bekannten diagrammatischen
Storungsrechnung des SIAMs basiert. Diese Verallgemeinerung ldsst sich
aus einem erzeugenden Funktional herleiten [BAYKAD61, BAY62], wobei
alle Crossing-Beitrdge der Bandelektronenlinien zwischen drittnéchsten
Vertices beriicksichtigt werden. Mithilfe dreier Streumatrizen, wobei sich
zwel aus jeweils einer eindimensionalen Integralgleichung ergeben, kénnen
die zusétzlichen Selbstenergieanteile und daraus die f-Green-Funktion
berechnet werden. Eine dhnliche Ndherung wurde vor einigen Jahren auch
als Conserving T-Matrix Approximation (CTMA) iiber den umsténdlicheren
Slave-Boson-Formalismus eingefithrt [KROWOLC0s97], die Herleitung in
dieser Arbeit ist jedoch wesentlich einfacher und direkter.
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Nachdem in Kapitel 2 die XNCA als Néherung fiir das PAM und in
Kapitel 4 die Eigenschaften eines SAWs als effektives Band in der
DMFT beschrieben wurden, gibt Kapitel 5 einen Uberblick iiber die
allgemeine Form der DMFT. Die entstehenden Gleichungen besitzen
dieselbe Struktur wie die Coherent Potential Approximation (CPA) aus
der Theorie ungeordneter Systeme, die bereits seit 1967 bekannt ist
[Sov67, VELKIREHR68, Sov69, ELLKRULEA74]. Auch die analoge
Herleitung iiber ein effektives Medium und das Einbeziehen aller Beitréage
ohne Uberkreuzungen in einer diagrammatischen Beschreibung legen eine
enge Verbindung der DMFT und CPA nahe. Diese Vermutung bestétigt sich
im letzten Abschnitt dieses Kapitels. Es kann gezeigt werden, dass sich die
CPA als Spezialisierung der DMFT auf ungeordnete Systeme interpretieren
lasst und beide Formulierungen in diesem Fall dquivalent sind.

Nach diesen allgemeinen Betrachtungen iiber die DMFT werden im néchsten
Kapitel die Losungseigenschaften der Selbstkonsistenzgleichung fiir ein kon-
kretes physikalisches System untersucht. Hierzu wird das Anderson-Modell
im Schrieffer-Wolff-Limes [SCHWo0L66, KEIKIM71] behandelt, das in
diesem Grenzfall auf ein sd-Modell mit zusétzlicher Potentialstreuung fiihrt.
Vernachléssigt man die Quanteneigenschaften des Impurity-Spins vollig und
behandelt ihn als einen klassischen Vektor, so lédsst sich die Streumatrix
exakt bestimmen, die ferner iiber diesen Spin in einem konstanten dufleren
Magnetfeld klassisch gemittelt wird. Sowohl in einer analytischen Losung
fiir einfache Leitungsbanddichten als auch in der numerischen Losung fiir
das Tight-Binding-Band wird iiberpriift, ob sich der in [LEU98, KEILEUOO]
beschriebene Analytizitdtsschnitt im effektiven Band bestétigt. Hierbei stellt
man fest, dass der Verzweigungsschnitt in diesem vereinfachten Modell nicht
auftritt und somit keine allgemeine Schwierigkeit der DMFT darstellt.

Der Analytizitédtsschnitt wurde in der exakten Losung der DMFT-Gleichung
fiir das quadrierte Lorentz-Band mit einer modellierten Streumatrix gefun-
den und die daraus resultierende Mehrdeutigkeit in der effektiven Green-
Funktion fiir die Konvergenzprobleme der XNCA verantwortlich gemacht.
Seitdem kritisierten einige Autoren die ihrer Meinung nach zu grobe Ap-
proximation der f-Green-Funktion in der Arbeit von H. Keiter und T. Leu-
ders [PRUMETVOLO1]. Th. Pruschke, W. Metzner und D. Vollhardt wie-
sen weiterhin darauf hin, dass eine Verletzung der Analytizitdtsbedingungen
fiir die Green-Funktionen im Verlauf der Iteration der Selbstkonsistenzbedin-
gung ebenfalls zu dem beobachteten unphysikalischen Verhalten im effektiven
Band fiithren konne. Diesen Kritikpunkten wird in Kapitel 7 nachgegangen
und es wird iiberpriift, ob der Analytizitdtsschnitt eventuell nur ein Artefakt



der in [LEU98, KEILEUOO] benutzten Niherungen darstellt. Hierzu werden
zunichst die Konvergenzeigenschaften der CPA untersucht. Aus diesem Spe-
zialfall der DMFT lassen sich wichtige Erkenntnisse fiir die numerische Be-
handlung der Selbstkonsistenzgleichung gewinnen, die im folgenden auf das
Anderson-Modell angewendet werden. Die lokale Streumatrix wird in den hier
durchgefiithrten Berechnungen zum einen durch zwei verschiedene Modelle a
priori vorgegeben, zum anderen mit der NCA selbstkonsistent in jedem Ite-
rationsschritt der DMFET neu bestimmt. In allen Féllen zeigt sich bei einem
Anwachsen der Resonanz in der Streumatrix ein Verzweigungsschnitt im ef-
fektiven Band, dieser bestétigt sich somit als ein echtes Vielteilchenphénomen
im Anderson-Modell.

Den Abschluss der numerischen Betrachtungen bildet eine Analyse und
Bewertung der d~!-Korrektur des effektiven Bandes fiir die CPA und XNCA,
die aus der Lace-Entwicklung des SAWs folgt.

Am Ende dieser Arbeit werden die wichtigsten Resultate nochmals zusam-
mengefasst und eine allgemeine Einordnung der Ergebnisse zur Theorie
schwerfermionischer Systeme und deren Losungsmethoden gegeben. Weiter-
hin werden mogliche zukiinftige Forschungsprojekte zu diesem aktuellen Ge-
biet der Physik vorgestellt, die sich an diese Arbeit anschlieflen.



Kapitel 2
Anderson-Modell

P. W. Anderson fiithrte 1961 ein Modell zur Beschreibung der Eigenschaften
einer magnetischen Storstelle ein, das heute zu den wichtigsten Modellen der
theoretischen Festkorperphysik zéhlt [AND61]. C. M. Varma und Y. Yafet
verallgemeinerten 15 Jahre spéter das Anderson-Modell auf eine periodische
Anordnung der Storstellen [VARYAFT76]. In diesem Kapitel werden zunéchst
die wichtigsten Eigenschaften dieses Modells erlautert, bevor in den weiteren
Abschnitten die storungstheoretischen Methoden und daraus resultierende
Néaherungen fiir das Single-Impurity- und das periodische Anderson-Modell
beschrieben werden. In [HEW93] findet man eine weitaus umfangreichere
Darstellung dieses Themas, das die Physiker wihrend der vergangenen 40
Jahre fortwéhrend beschéftigt hat.

2.1 Einfiihrung

Im Anderson-Modell beschreibt der iibliche Ein-Teilchen-Hamilton-Operator
das Leitungsband, das aus delokalisierten Elektronen der s-Schale bei den
Ubergangsmetallen bzw. der s- und d-Schale bei den Selten-Erd-Elementen
gebildet wird.

H,. = Zekclgckg (2.1)
k,o

CLO bzw. ¢, erzeugen bzw. vernichten hierbei ein Bandelektron mit Impuls
k, Spin ¢ und Energie €,. Orts- und Impulsdarstellung dieser Operatoren
héngen iiber die Fourier-Transformation zusammen.

ikR;

1 1 :
Chyg = —— Cig€ ™ und ¢, = — Cro€ P T 2.2
SRR et e
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Die Elektronen der tiefer liegenden d- bzw. f-Niveaus mit Entartungsgrad
Ny, die an ihren Gitterplétzen lokalisiert sind, stellen die magnetischen Stor-
stellen in diesem Modell dar.

Hy = Zeff;fia (2.3)

1,0

Die Erzeugungs- bzw. Vernichtungsoperatoren dieser Elektronen am Git-
terplatz ¢ mit Spin ¢ und konstanter Energie €; werden mit f;g bzw. fi,
bezeichnet.

Im Gegensatz zu den Bandelektronen kann aufgrund der starken Lokalisation
der f-Niveaus die Coulomb-AbstoBung U der Elektronen nicht vernachléssigt

werden.
U2 i, g
Hy =533 thtiollufo (2.4)
Der letzte Anteil des Anderson-Modells koppelt die beiden konkurrierenden
Teilsysteme. Er beschreibt den Ubergang eines Bandelektrons in ein lokali-
siertes Niveau und vice versa. Die Ubergangswahrscheinlichkeit wird dabei
in der Regel als k-unabhingig angenommen und mit V' bzw. V = % be-

zeichnet.

Hy = Z (Vf;cw + V*ngfw) (2.5a)
= Z (f/eikR"f;cka + f/*e—ikRiclafw) (2.5Db)
i,k,o

Das Anderson-Modell wird weiterhin nach der Zahl der Storstellen charakte-
risiert. Im Falle von nur einem f-Niveau entféllt in den obigen Ausdriicken
die Summation iiber ¢ und man spricht vom Single-Impurity-Anderson-
Modell (Abschnitt 2.3). Fiir eine periodische Anordnung der Storstellen in
einer Verbindung erhélt man das periodische Anderson-Modell (Abschnitt
2.4). Es kann ebenfalls vorkommen, dass die f-Niveaus statistisch iiber das
Gitter verteilt sind. Diese Situation wurde in [OTT99] ausfiihrlich diskutiert
und daher in dieser Arbeit nicht weiter behandelt.

Eine weitere Unterscheidung im Modell ergibt sich aus der relativen Lage von
e¢ und der Fermi-Energie €permi.

Falls die Onsite-Energie der f-Elektronen deutlich oberhalb €pe.,; liegt, so
sind alle lokalisierten Niveaus unbesetzt und man erhélt ein ,normales® me-
tallisches Verhalten ohne magnetische Storstellen.
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Eine Fluktuation der f-Besetzung kann bei Experimenten mit hoher zeit-
licher Auflosung beobachtet werden, wenn beide Energien dieselbe Grofien-
ordnung besitzen. Da sich in diesem Fall bei einer geringeren Zeitauflosung
eine nicht-ganzzahlige Besetzung zeigt, wird dieses Parameterregime auch als
zwischenvalenter Bereich bezeichnet.

In dieser Arbeit wird ausschlieBlich der Kondo-Bereich €; < €permi betrach-
tet. Nach den Hundschen Regeln bilden sich hierbei magnetische Momente
in den lokalisierten f-Niveaus aus. Allerdings lésst sich der daraus erwartete
Para-Magnetismus mit einem Curie-Weiss-Verhalten der Suszeptibilitdt nur
fiir hohe Temperaturen finden. Unterhalb der Kondo-Temperatur entsteht
ein Vielteilchen-Singlett-Zustand mit den umliegenden Leitungselektronen
ohne langreichweitige magnetische Ordnung. Das System verhélt sich somit
Pauli-magnetisch.

In einigen Grenzféllen kann das Anderson-Modell auch exakt gelost werden.
Fiir V' = 0 entkoppeln beide Teilsysteme und die Green-Funktionen lassen
sich aus den Bewegungsgleichungen bestimmen, die ein in sich geschlos-
senes Gleichungssystem ergeben. Verschwindet der Wechselwirkungsanteil
U = 0, so erhélt man einen bilinearen Hamilton-Operator, der mit einer
Bogolubov-Transformation diagonalisiert werden kann [HEW93]. Das Modell
ist ebenfalls im Limes eines unendlich schmalen Leitungsbandes ¢, = const
analytisch 16sbar [STE82, KEI82].

Bei einer allgemeinen Losung des Modells muss jedoch auf Néaherungs-
methoden zuriickgegriffen werden. Dazu kann man mit einer Feynman-
Storungstheorie nach dem einzigen 4-Teilchen-Anteil des Systems, der
Coulomb-Wechselwirkung in den f-Niveaus, beginnen [FETWALT1].
Dieses Standardverfahren aus der Vielteilchenphysik wurde zuerst 1984
von B. Horvati¢c und V. Zlati¢ auf das Anderson-Modell angewendet
[HORZLA84] und seitdem von einigen Autoren erfolgreich erweitert
[ScHCzY89B, SCHCZY894A, SCHCZYI0).

Da in realen Systemen U die bei weitem grofite Energie im Modell ist, wird
als sehr gute Ndherung haufig der Grenzfall unendlicher Coulomb-Abstoflung
U — oo betrachtet, durch den Mehrfachbesetzungen eines Gitterplatzes voll-
stdndig verboten werden. Derselbe Limes ldsst sich mit einer Einschrénkung
des Hilbert-Raumes auf leere und einfach-besetzte f-Level erreichen. Dabei
muss gewéhrleistet sein, dass man durch Anwenden eines Erzeugungsopera-
tors stets in diesem eingeschrinkten Raum bleibt. Zu diesem Zweck werden
modifizierte f-Operatoren eingefiihrt, die in (2.3) und (2.5) eingebaut die-
selben Erwartungswerte wie die f-Operatoren besitzen, den restringierten
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Hilbert-Raum jedoch nicht verlassen kénnen.

o #o
=t L= fie) wd foo =T (L= £ fior) fio (2.6)

! !

o o

Diese Operatoren erlauben es nicht, dass an einem Gitterplatz zwei Teilchen
erzeugt werden, d. h. f fja, = 0 auch fiir o # o’. Allerdings erfiillen sie nicht
mehr die fermionischen Antikommutator-Relationen, stattdessen gilt

[fior [l ) =1— Z fL Fior (2.7)

Die Hubbard- oder ionischen Transfer-Operatoren, wie die f auch genannt
werden, fiithrte J. Hubbard 1965 zur Untersuchung der Eigenschaften des nach
ihm benannten Modells in einer Projektor-Darstellung ein [HUB63, HUB64A,
Hus64B, HUB65].

fi, = X34 = i.0) (0] (2.8a)
fig = Xoo = 14,0)(i, 0| (2.8b)
fLFie = X8 = i, 0) i, o] (2.8¢)

Weiterhin muss folgende Vollstandigkeitsrelation beriicksichtigt werden.
X§ 4+ X0 =1 (2.9)

Diese Schreibweise verschleiert zwar die korrekten Antikommutator-
Relationen, dafiir konnen jedoch viele Eigenschaften der f leicht gezeigt wer-
den, z. B. das Verbot von Mehrfachbesetzungen einer Site.

XOX9 — i o) (i,0li,0') (1,0l =0  fiir o' £ 0 (2.10)
——

=0

Im weiteren Verlauf dieser Arbeit wird das Anderson-Modell stets im Li-
mes U — oo betrachtet, dadurch entfallt der stérende Coulomb-Anteil (2.4).
Dazu miissen allerdings die modifizierten f-Operatoren eingefiihrt werden,
weshalb sich das Anderson-Modell nicht mit den Standardmethoden der Sto-
rungstheorie behandeln lasst.
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2.2 Bewegungsgleichung und Streumatrix
des Anderson-Modells

In diesem Abschnitt werden die Bewegungsgleichungen fiir das Anderson-
Modell aufgestellt, aus denen die Streumatrix abgelesen werden kann. Im
allgemeinen ist eine fermionische Green-Funktion wie folgt definiert.

—+Tre PHA(T)B fiir 7 >0

G =< A B>(1)=—(TA(7)B) =
a5(7) (7) (TAmMB) {—i—% Tre PHBA(T) fiir 7 <0

(2.11)
Nach Transformation in ein Energiebild erhalt man
B
Gaplivn) = < A, B > (iw,) = / dr 607 Gy (7) (2.12)
0

Hierbei miissen wegen der Antiperiodizitét der Green-Funktion Gap(7) =
—Gap(T — B) die Frequenzen w, auf diskrete Werte eingeschriankt werden,
die als Matsubara-Frequenzen bezeichnet werden.

2n+1)m
g

Falls die Green-Funktion fiir betragsméfig grofle Argumente hinreichend
schnell abfallt, kann sie eindeutig in die obere oder untere komplexe Halb-
ebene analytisch fortgesetzt werden iw, — z [R1¢80]. Im folgenden werden
zur besseren Ubersichtlichkeit hiufig die Argumente iw, bzw. z weggelassen,
falls es zu keinen Missversténdnissen fithren kann.

Wp = mit n € Z (2.13)

Uber die Bewegungsgleichungen fiir die Green-Funktionen, wobei das positive
Vorzeichen fiir fermionische und das negative fiir bosonische Operatoren gilt,

2K A, B> =([A,Bl+)+< [A,H]_,B> (2.14a)
=([A,Bl+) +< A, [H,B]_ > (2.14b)

lisst sich der volle Bandpropagator G (2) = < Cho, C};,U >(z) auf eine ge-
mischte fc-Green-Funktion zuriickfithren.

(2 = )< Choy Chuy > = O + Z Ve ke focl > (2.15)

a
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Ein weiteres Anwenden von (2.14) liefert

(2 = 1)< faosCloy > = D Ve < fo, £, > (2.16)
b

Der ungestorte Propagator wird im weiteren mit g bezeichnet, eine ausfiihr-
liche Darstellung der Eigenschaften von g, findet man in Anhang A.

gr(2) = ! (2.17)

Z — €k

In Ortsdarstellung g,, beschreibt er eine Bewegung durch das ungestorte
Band von einem Gitterplatz x nach y und ist aufgrund der Periodizitat des

zugrunde liegenden Gitters translationsinvariant, es gilt somit g,y = gz—» -

1 . .
Goy = 5 D ok und gy =) gy et ) (2.18)
k Y

Ty N
Nach diesen Uberlegungen lisst sich die Bewegungsgleichung fiir die volle
Green-Funktion angeben.

Grr = 9k0kkr + 9Lk grr (2.19)

Hierbei wird durch die im allgemeinen nicht-diagonale Streumatrix Ty die
Wechselwirkung mit den f-Niveaus beschrieben.

T = |‘~/|2 Z<< f‘ao’fzra >>€i(k’Rb*kRa) (220)
a,b

Die Transformation in den Ortsraum erméglicht eine anschauliche Interpre-
tation des Ergebnisses.

ny = Gzy + nga |V|2 < faaa JFJU > Jvy (221)
a,b

Ein Bandelektron kann, um vom Gitterplatz z nach y zu gelangen, entweder
ohne Wechselwirkung direkt dorthin propagieren oder es bewegt sich zu-
néchst zu einer Storstelle a, wird von dort zum f-Niveau am Site b gestreut
und lauft weiter nach y.

Im Falle des Single-Impurity-Anderson-Modells mit der einzigen Storstelle
bei R; = 0 entféllt in der Streumatrix offensichtlich die Summation iiber a,
b. Das volle System besitzt somit keine Translationsinvarianz mehr, daher ist
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G nicht-diagonal Gy # Gridgrr und eine Darstellung im Ortsraum bietet
sich an.

GiZIJAM = Gay + Gz0 |V‘2 < faa JE; >>90y (222)

Fiir den Diagonalteil Gog = Gg, aus dem die Bandzustandsdichte gewonnen
werden kann, erhdlt man

GIAM — g0 + g0 VI < for Fl > g0 (2.23)

Im periodischen Anderson-Modell wird die Translationsinvarianz des Ge-
samtsystems wieder hergestellt und es gilt

G = S (g1 + g VI < Joos [l e g) (2.24)

oder in Ortsdarstellung
GOPyAM = Joy + Goa ‘V|2 Z < fTOUa ﬁo’ > Ja+c,y (225)

Es wird deutlich, dass zur Bestimmung des vollen Propagators die f-Green-
Funktion ausgewertet werden kann. Berechnet man im STAM G mithilfe einer
Bandselbstenergie G(z) = g(z — ¥.(2)), so besteht ein eindeutiger Zusam-
menhang zwischen ¥.(z) und < f,, fi >(2).

VI < fo, JE > (2)

T e VE< L > 0) (226)

2.3 Single-Impurity-Anderson-Modell

Zunichst wird auf das Anderson-Modell mit nur einer Storstelle eingegan-
gen, die 0. B.d. A. in den Ursprung R; = 0 gelegt wird. Dadurch entfillt in
allen Termen des Hamilton-Operators die Summation iiber die Gitterplat-
zindices ¢. Durch die Einfithrung der Hubbard-Operatoren zur Beschreibung
des (U — o0)-Grenzfalls lasst sich das Anderson-Modell nicht mehr mit
einer gewohnlichen Stérungstheorie behandeln, da die f-Operatoren nicht
die fermionischen Antikommutator-Relationen besitzen und somit das Wick-
Theorem und eine Linked-Cluster-Entwicklung nicht mehr angewendet wer-
den konnen. Eine diagrammatische Storungstheorie nach der Hybridisie-
rung V', die dieser Besonderheit Rechnung tragt, wurde 1970 von H. Kei-
ter und J.C. Kimball entwickelt und wird im ersten Abschnitt vorgestellt
[KEIKIM70, KEIKIMT71]. AnschlieBend lésst sich eine weit verbreitete Nihe-
rung fiir das STAM, die Non-Crossing Approximation, in wenigen Schritten
herleiten [KEIKIMT71, KEICZY83, KUR83]. Eine vollstandige Ubersicht der
storungstheoretischen Behandlung des STAMs sowie viele numerische Ergeb-
nisse finden sich in [KEIMOR84, B1c87, BicCOXxWIL87|.
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2.3.1 Storungstheorie fiir die Zustandssumme

Eine Storungstheorie nach der Hybridisierung geht von einer Darstellung der
Zustandssumme Z als Konturintegral aus, dabei umschliefit der Integrations-
weg alle Singularitéiten des Integranden in mathematisch positiver Richtung.

Z="Tre " = k e Tr(z — H)™ (2.27)
2mi

Bei der Aufteilung des Hamilton-Operators in einen ungestorten Anteil
Hy = H.+ Hy und die Hybridisierung Hy wird bereits ein entscheidender
Unterschied zur Standard-Stérungstheorie deutlich. Aufgrund der Hubbard-
Operatoren ist Hy nicht mehr bilinear in Erzeugern und Vernichtern, eine
wesentliche Voraussetzung fiir das Anwenden des Wick-Theorems ist daher
nicht mehr erfiillt. Mit der Summenformel fiir die geometrische Reihe und

der ungestérten Zustandssumme Zy = Tre o = 5~ e PEN erhilt man

dz 4, e _ n
E-Zy= o T <(z — Hy) ;HV((,Z — Hy)"'Hy) ) (2.28)
Die Spur iiber die Eigenzusténde |N) des ungestorten Systems Hy|N) =
EN|N) kann nun ausgefithrt werden, zur weiteren Vereinfachung verschiebt
man zusitzlich die Integrationsvariable um den Bandenergieanteil 2z — 2z +
EX.

d .
Z—2Z)= —Z,e_BZZe_BEN

271
N

> (N|Hy((z + Ef — Ho) ' Hy)"|N)  (2.29)

n=0

1
X
(Z + E;:V — H0)2

Zur Auswertung des Matrixelements werden Sétze vollstdndiger Basen
>_n; IVj)(Nj| = 1 eingeschoben. An dieser Stelle zeigt sich, dass aufgrund
der Teilchenzahlerhaltung der Leitungs- und f-Elektronen nur Summan-
den mit geradzahligem n einen nicht-verschwindenden Beitrag liefern. Mit
den Eigenzusténden |N;) lassen sich weiterhin die Energienenner bestim-
men. Die Zustandssumme Z bzw. das ungestorte Z, faktorisiert aulerdem in
einen Band- und einen f-Elektronenanteil Z = Z.Z¢ bzw. Zy = Z.Z¢p mit
Z,=Tre PHe = Dk e~Pe und Zpo="Tr e PHr =1 4 Nfe*ﬂef.

dz _5. 1 _BE°
Zf—ZfOZ %66g26 BEY
¢ N

1 > N|Hy|Ny) - (N, |Hy|N
5D (N[Hy|Ny) - - (No|Hy|N)

" (Z — (Ev — EJCV)) n=0 N1,....Ny, H;'Z:l (z — (En, — Efv))

(2.30)
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Die Differenzen in den Energienennern beschreiben die Anregungsenergie der
Zwischenzustidnde gegeniiber der Anfangsbandenergie EY;, z. B. gilt fiir den
ersten Term

es falls |N) ein f-Elektron besitzt

| | (2.31)
0  bei leerem f-Niveau am Anfang

EN—E]CV—{

Aufgrund der Einschrinkung des Hilbert-Raumes auf leere und einfach-
besetze f-Zustidnde muss in den Erwartungswerten jeweils abwechselnd ein
f-Elektron erzeugt und vernichtet werden, die Energienenner besitzen daher
abwechselnd die Energie €; bzw. 0, zu der noch die Bandenergie des entspre-
chenden Zwischenzustands addiert werden muss.

Die iibrig bleibenden Erwartungwerte der c-Operatoren lassen sich wegen der
Bilinearitat von H. mit dem Wick-Theorem als Summe aller vollstandigen
Paarkontraktionen schreiben. Hierbei ergibt sich die Fermi-Funktion f(eg)
und bei einer antizyklischen Kontraktion ein zusétzliches Vorzeichen.

(h crodo = flen) = (1+ €)™ (2.32a)
(CroClo)o =1 — f(ex) = f(—ex) (2.32D)

Diese Uberlegungen erméglichen eine iibersichtliche diagrammatische Dar-
stellung der einzelnen Beitrdge zu Z¢, die nach den folgenden Regeln ausge-
wertet werden konnen. Fiir n = 0 ergibt sich auch das ungestorte Zsy, das
auf direktem Wege jedoch einfacher zu bestimmen ist.

1. Zeichne 2n-Punkte in einer vertikalen Reihe, die die Wechselwirkungs-
vertices auf dem f-Niveau darstellen. Ein besetzter (leerer) Storstel-
lenplatz wird durch eine durchgehende Linie mit nach oben gerichtetem
Pfeil (durch eine gestrichelte Linie) beschrieben. Verbinde die Punkte
abwechselnd mit diesen Linien, beginne dabeir vor dem untersten und
ende nach dem obersten.

2. Verbinde anschlieflend die Vertices auf alle mdéglichen Weisen durch
Kreisbogen auf der rechten Seite des Diagramms miteinander, beachte
dabei die Richtungen der Pfeile.

3. Bezeichne unter Beriicksichtigung der Spinerhaltung alle halbkreisfor-
migen Bandelektronenlinien mit Impuls- und Spinindices.

4. Jede nach oben bzw. unten laufende Bandelektronenlinie mit Indices
(k,0) liefert einen Faktor |V*(1 — f(ex)) bzw. [V|2f(ex).
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Jeder leere bzw. besetzte Zwischenzustand ergibt einen Faktor

(0) 1
Pz = Eup + Edoun) = 2.
0 (Z P + d ) P Eup + Edown ( 33&)
1
bew. P\ (2 = Eup + Baoun) = (2.33b)

Z—€f — Eup + Edown

E.p bzw. Eqoun stellen die Energien der hinauf- bzw. herablaufenden
Bandelektronenlinien des Zwischenzustands dar.

5. Multipliziere mit (—)°, dabei gibt ¢ die Zahl der Uberkreuzungen von
Bandelektronenlinien an. Summiere abschlieffend idiber alle internen
Freiheitsgrade und bilde das Konturintegral, das alle Singularititen des
Integranden (Diese liegen auf Jm z = 0.) umschliefst.

&
271

Die hierbei entstehenden Diagramme lassen sich in Prozesse, die mit einem
leeren oder einem einfach-besetzen f-Niveau beginnen, unterteilen. Diese wer-
den in den Propagatoren Py(z) und Py(z) zusammengefasst und die Zustands-
summe schreibt sich wie folgt.

d
Z = 2_; e (Py(z) + Ny Py(2)) (2.34)
Das Einfithren von Selbstenergien ¥ (z) und X;(z) erlaubt die Resummation

von Diagrammen mithilfe geometrischer Reihen.

Po(z) = A = Ba(a) = T (2.350)
Pi(z) = POz~ 54(2)) = — . L SR (2.35D)

Wie in der Standard-Stérungstheorie betrachtet man dazu nur diejenigen
Prozesse, in denen der Anfangszustand |N) zwischendurch nicht mehr
angenommen wird, dies entspricht denjenigen Diagrammen, die nicht durch
Aufspalten einer f-Elektronenlinie in zwei separate Anteile zerfallen. Bei
der Bestimmung des Selbstenergiebeitrags nach den obigen Diagrammregeln
diirfen die unterste und oberste f-Linie nicht beriicksichtigt werden und
die abschlieBende Integration entféllt. Details dieses Verfahrens und eine
formale Herleitung mit Projektoren Py = |N){(N| und Qy = 1 — Py findet
man in [KEIMOR&4].

Das Anwenden der Diagrammregeln soll zur Verdeutlichung an zwei Beitri-
gen zur Selbstenergie demonstriert werden.
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. 1 — f(ex,)) f(exy)
— Nf’V’ Z (Z E ekl)Q(Z —)Ekl + sz)

k1 k1,k2
(2.36)

B ~ 6 f(ekl)
NV kl%kg (2 — € + €r) (2 + €ry — €ny)
(1 — f(ekz))f(eka)

(2 —€f + €, — €ky + €xy) (2 — €ky + €1y) (2 — €5 + €1y)
(2.37)

X

Abbildung 2.1 Beispiele zu den Diagrammregeln

An diesen zwei Beispielen wird ebenfalls deutlich wie der Skalierungsfaktor
—1
VN  der Hybridisierung V' in die Berechnung eingeht. Die Summationen

iiber k;, die jeweils einen Vorfaktor |V|? = % besitzen, werden in Integrale
iiber die Bandzustandsdichte p(€) umgeformt.

o0 o0

%;F@) = !VIQ/deF(e)%;é(e—ek) — ]Wz/dep(e)F(e)

0 0

=p(e)

(2.38)
Somit geht die Gesamtzahl der Gitterplitze N wie bei der Bestimmung der
Streumatrix in Abschnitt 2.2 nur als Normierung bei der Mittelung iiber die
Brillouin-Zone ein.

2.3.2 Storungstheorie fiir die f-Green-Funktion

Die Storungstheorie dieses Abschnittes kann auf die Berechnung von Green-
Funktionen ausgeweitet werden, deren allgemeine Definition bereits in Ab-
schnitt 2.2 gegeben wurde. Ausgangspunkt ist auch hier eine Konturintegral-
darstellung der Green-Funktion

1
2miZ

Gap(iw,) = 7{ dze ™ Tr ((z — H) 'A(z +iw, — H)"'B)  (2.39)
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die fiir die f-Green-Funktion G(iw,) = < f,, fi >(iw,) nach einigen ana-
logen Umformungen auf dieselben Diagrammregeln wie oben fithrt mit fol-
genden Anderungen bzw. Erweiterungen.

1% Die Linie vor dem ersten Vertex ist fortzulassen und es ist mit einer
durchgehenden Linie, also mit einem besetzten f-Level, zu beginnen.
Weiterhin sind der erste und ein weiterer gerader Vertex als externe
Vertices hervorzuheben, die keine Faktoren V erhalten.

2% Die externen Vertices werden auf der linken Seite des Diagramms mit
einem herablaufenden Kreisbogen mit Energie iw, verbunden.

4*. Diese zusdtzliche externe Linie muss bei der Bestimmung der Energie-
nenner bericksichtigt werden.

5% Bilde abschlieflend das Konturintegral, das die Singularititen bei

Jmz =0 und Imz = —iw, umschliefst.
1
Zp | 2mi

2.3.3 Non-Crossing Approximation

Mit den obigen Diagrammregeln lédsst sich die Zustandssumme bis zu jeder
belieben, aber endlichen Ordnung |V|*" auswerten. Ein solches Verfahren
wird jedoch schnell unpraktikabel, da die Zahl der zu beriicksichtigen Pro-
zesse sehr stark mit der Ordnung wéchst. Einen Ausweg stellt eine Renorma-
lisierung der Propagatoren auf dem f-Niveau dar, die im einfachsten Fall auf
die Non-Crossing Approximation fithrt [KEIKIM71, KUR83, KEICZY&3|.
Um einen selbstkonsistenten Formalismus zu erhalten werden in den
Diagrammregeln des vorherigen Abschnittes die ungestorten Propagatoren
Péo)(z) und P}O)(z) durch das volle Py(z) und Py(z) ersetzt. Dieses Verfahren
entspricht dem bekannten Vorgehen in der Vielteilchenphysik.

Als einfachste Néherung fiir ¥y und X; betrachtet man die ersten beiden
Diagramme der Selbstenergieentwicklung.

INCA - = und

NCA

Abbildung 2.2 NCA-Selbstenergien
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Diese Naherung, die Non-Crossing Approximation, beinhaltet alle Beitréige
ohne sich iiberkreuzende Bandelektronenlinien und enthélt somit eine un-
endliche Anzahl an Diagrammen. Dies fithrt auf folgendes Gleichungssystem.

S0 (=) = NV Y flen)Pr(z + ) (2.40a)

SN2 = [V (1= fler) Polz — &) (2.40b)

Nach Umformen der k-Summation in Integrale iiber die Banddichte erhélt
man zwei gekoppelte nicht-lineare Integralgleichungen, die im allgemeinen
nur numerisch behandelbar sind.

SNCA(2) = Ny [V /dep €)Ps(z +¢€) (2.41a)
SNOA(2) = V]2 /dep J(1— £(0))Pol= — o) (2.41b)

Fiir ein kastenformiges Leitungsband der Breite 2D koénnen diese Gleichun-
gen im Limes T" — 0 auf ein Differentialgleichungssystem mit den Anfangs-
bedingungen L§4(—D) = SF4(—D) = 0 zuriickgefithrt werden, das auch
analytisch l6sbar ist [INA79, MUL84].

0%y 4 (2) !V!

P =N;—— 5D Py(z) (2.42a)
OXFA(z) V)P

f _

e =55 Py(z) (2.42b)

Aus den Selbstenergien lasst sich ebenfalls die f-Green-Funktion
in der NCA bestimmen. Dazu betrachtet man das nebenstehen-
de Diagramm, das wiederum alle nicht-iiberkreuzenden Anteile
beriicksichtigt.

Wn

1

NCA/; _
Gy lien) = 5 wen

7{ dz e Py(2)Py(z +iw,)  (2.43)

Die folgende Abbildung zeigt eine typische f-Zustandsdichte in dieser Nahe-
rung.
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1 ijGYI}ICA(Z) .
I I
| |

K

. ]
-04 -0,2 0 0,2 04

Abbildung 2.3 f-Zustandsdichte in der NCA fiir T"= 90 K und
t=0.282eV, ¢, = —0.2eV, Ny =6, |V = 0.011 (eV)?, = 0eV

Die Temperatur wurde so gewéhlt, dass sie deutlich unterhalb der Kondo-
Temperatur Tk liegt (Anderson-Breite Wy = Ny |V|* p(0), Bandbreite D =

Vi) =/mt=04eV).

Wo NL €f
kT, :D<—>f (—> = Tk =166K 2.44
Blk D exp Wo K ( )
Man erkennt einen scharfen Peak etwas oberhalb der Fermi-Kante €pem; = 0,
der als Abrikosov-Suhl-Resonanz bezeichnet wird und ein echtes Vielteilchen-
phéanomen darstellt. Ein weiteres Maximum, deutlich breiter und schwécher
als das erste, zeigt sich in der Ndhe der Onsite-Energie €; der f-Elektronen.

2.4 Periodisches Anderson-Modell

Die Storungstheorie des vorherigen Abschnittes lasst sich auf das periodische
Anderson-Modell verallgemeinern und es kénnen wie fiir das Ein-Storstellen-
Modell Diagrammregeln angegeben werden, mit denen die Zustandssumme
und die f-Green-Funktion in beliebiger Ordnung prinzipiell berechnet wer-
den konnen [GREKEI81]. Leider entsteht durch die zusétzlichen Intersite-
Beitrage schon in niedriger Ordnung eine grofle Zahl an Diagrammen, so
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dass fiir die Bestimmung der oben genannten Groflen andere Methoden ver-
wendet werden miissen. Dies rechtfertigt die nur kurze Vorstellung der sto-
rungstheoretischen Behandlung des PAMs und zeigt die Notwendigkeit der
Approximation von Gittermodellen, die im weiteren Verlauf dieser Arbeit
ausfiithrlich vorgestellt und erweitert wird.

2.4.1 Storungstheorie fiir die Zustandssumme

Im Gegensatz zum Ein-Storstellen-Modell wird in der storungstheoretischen
Behandlung des PAMs die Zustandssumme nicht nach der Ordnung 2n der
Hybridisierungsstiirke |V |**, sondern nach der Zahl p der beteiligten Gitter-
plétze entwickelt und dadurch eine Aufspaltung in On- und Intersite- Anteile
erreicht.

In der Darstellung der Zustandssumme als iteriertes Zeitintegral, die aus
der Standard-Vielteilchenphysik folgt [FETWALT1], ist bereits beriicksich-
tigt, dass aufgrund der Teilchenzahlerhaltung nur Terme gerader Potenz in
V' beitragen.

o B
Z/d@n | (Hy(71) -+ - Hy(72n))o (2.45)

Das umklammerte Differential [drs,| beschreibt hierbei die Zeitordnung des
Integranden, die durch die Einfithrung eines kombinatorischen Faktors ﬁ
umgangen werden kann.

B T1 T2n—2 T2n—1
/dTgn = /dTl/dTQ "'/dTQn_l/d’Tgn (2.46a)
0 0 0

B B
' / / / dTanl /dTQn (246b)
0 0

Die im PAM hinzugekommenden Summationen iiber die Storstellen
Ry, ..., R, lassen sich aus dem Erwartungswert herausziehen und kénnen in
jeder Ordnung |V'|*" in eine Summe iiber die 1 < p < n beteiligten Sites zer-
legt werden. Auf diesen p Gitterplétzen finden jeweils 2 < 2m,, < 2(n—(p—1))
Wechselwirkungen mit dem lokalen f-Niveaus statt, wobei es insgesamt ge-
nau » _,2m; = 2n Prozesse gibt. AnschlieBend muss noch iiber die beteiligten

Gitterplatze Ry, ..., R, summiert werden, die zur Vermeidung von Uberzih-
lungen paarweise verschieden sein miissen, was durch das Ungleichheitszei-
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chen symbolisiert wird.

n n #*
> — X X X (2.47)
Rl ..... Rn p=1 mzl ..... mp:]. Rl ..... Rp
jmj—n

Die lokalen Hybridisierungsprozesse H‘(,Ri) in den Erwartungswerten von
(2.45) werden nach den Sites R; geordnet. Zudem lassen sich alle Anteile
mit gleichem Beitrag zusammenfassen, wodurch sich folgender kombinatori-
scher Faktor ergibt.

2n 2n — 2my 2n —2my — -+ — 2m,_ P 1
. YR |

(2.48)

Wegen (2.46b) kiirzt sich in der Bestimmung der Zustandssumme der Faktor

(2n)! heraus und mithilfe der iibrig bleibenden (2%)! lasst sich eine Zeit-

ordnung auf den einzelnen Gitterplatzen einfithren. Weiterhin entfallen die
Summationsbeschrinkung » _;m; = n und die Summation {iber die Ordnung

S>>, falls die Summen iiber p und my,...,m, bis unendlich ausgeweitet
werden.
o] 0o #* B B
Z (1) (Ry)
? =1+ Z Z Z [d7—2m1 ] e [dTQmp ]
0 p=1 ma,....,mp=1 R1,...,Ry 0 0
R1), (R R1), (R Rp), _(Rp Rp) /(R
AT (Hy™ (™) - B () - Hy™ (™) - HY™ (m3)) o
(2.49)

Die Zeitabhéngigkeit der Erzeuger und Vernichter wird im Wechselwirkungs-
bild dargestellt.

fio(T) = €77 fio fio(r) =€ f, (2.50a)

Cho(T) = €7 F o (1) = el (2.50b)

Der ungestorte Erwartungswert (---)o in (2.49) faktorisiert in einen Band-
und einen f-Elektronenanteil. Letzterer ergibt die Besetzungswahrscheinlich-
keiten der jeweiligen Sites am Anfang.

1 e_ﬁef

— d Pr=— 2.51
L+ Npe P 00 T T T NyePer (2:51)

Fy

Die Erwartungswerte der c-Operatoren werden mit dem Wick-Theorem aus-
gewertet, wobei bei der Berechnung der Zweierkontraktionen unterschieden
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werden muss, ob sich beide Operatoren auf denselben oder auf zwei ver-
schiedene Sites beziehen. Im ersten Fall ergeben sich wie im SIAM Fermi-
(R;)

Funktionen.
) (R;)
(RZ)>>0 = 51616’60'0" eek(Tl 7T2R )f(ek) (252&)

R;
(cho (11" )eror (13
) (R;) __(R;)
<ck’a"(7—2( 1))CkU(T(RZ))>0 = (5kk/500/ eek(TlR _T2R )(1 — f(Ek)) (252b)

Sind zwei Gitterpléitze beteiligt, so wird ein echter Intersite-Prozess beschrie-
ben und man erhélt eine Band-Green-Funktion des ungestorten Systems.

<T(CILU(T(Ri))Ck/a’ (r%55)) )0 = OO g(7H) — 7U7) (2.52¢)
1 . _ ,
= OB 5 3 een N g Giy)  (2.524)
Zur vollstandigen Analogie mit dem SIAM miissen die Zeitintegrale in ein

Konturintegral umgeschrieben werden. Ein solches Verfahren stellte C. Bloch
1965 vor [BLOGS].

B

n s 1
/dTn exp ZTJ = 2%2 fdze A CE P e (2.53)

0

Die HilfsgroBen A; berechnen sich aus den Energien £ in einfacher Weise.
!
Ag=0 und A/ =-) E (2.54)

Fiir das PAM lésst sich ebenfalls eine diagrammatische Beschreibung ein-
fithren, die den Ein-Storstellen-Formalismus durch die Hinzunahme von
Intersite-Prozessen erweitert. Die vollstdndigen Diagrammregeln und eine
ausfiihrliche Darstellung der Stérungstheorie findet man in [GREKEI81].

2.4.2 Single-Site-Ndherungen fiir das PAM

Wie in der NCA fiir das SIAM lésst sich auch fiir das Gittermodell eine
selbstkonsistente Naherung formulieren, die Anteile jeder Ordnung in V' auf-
summiert. Diese Extended Non-Crossing Approximation wurde zuerst 1985
von Y. Kuramoto eingefithrt [KUR85] und ist dquivalent mit dem Hilfsfeld-
formalismus von G. Hiilsenbeck und Q. Qin [HULQIN94]. N. Grewe stellte
1987 mit der Lattice Non-Crossing Approximation eine weitere Néherung
fir das PAM vor [GRES87], die durch Parameterintegration aus der XNCA
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folgt [KEILEUMELSCH95]. Im Unterschied zu den beiden anderen Single-
Site-Néherungen behandeltet die LNCA das renormierte Band nicht selbst-
konsistent. Daher wird auf sie im weiteren Verlauf der Arbeit nicht eingegan-
gen und stattdessen auf die Originalarbeit verwiesen.

Extended Non-Crossing Approximation

In der XNCA wird das periodische System auf ein Modell mit nur einer
Storstelle abgebildet, bei dem ein effektives Leitungsband den Einfluss
der anderen Storstellen beschreibt. Das korrespondierende Ein-Storstellen-
Problem ldsst sich z.B. mit der NCA behandeln. Ein solches Verfahren,
das in dhnlicher Weise auf viele Modelle der Festkorperphysik angewendet
werden kann, bezeichnet man als Dynamische-Mean-Field-Theorie, auf die
detailliert in Kapitel 5 eingegangen wird. Die wichtigsten Gleichungen und
Néaherungen, die die XNCA fiir das PAM beinhaltet, sollen jedoch an dieser
Stelle kurz aufgefiithrt werden.

Zu der Losung des Ein-Storstellen-Modells kommt in der DMFT als weitere
Schwierigkeit die Bestimmung des effektiven Bandes G hinzu. Hierzu wéhlt
man fiir G einen Self-Avoiding Walk durch das zugrunde liegende Gitter,
wobei das Elektron an jeder besuchten Site mit einer lokalen Streumatrix ¢
gestreut wird. Aus der Bewegungsgleichung (2.22) ergibt sich ¢ als propor-
tional zur f-Green-Funktion.

Hz) = [VI Gy (2) (2.55)

Leider kann der Propagator G eines SAWSs nur nédherungsweise z. B. mit der
Lace-Entwicklung bestimmt werden. In einer diagrammatischen Darstellung
des SAWs wie in Kapitel 4 lassen sich alle Anteile ohne Uberkreuzungen
aufsummieren und man erhélt eine Selbstkonsistenzgleichung fiir den Diago-
nalteil G,.

Go = g ) (2.56)

<1 — (9 — %)
Aufgrund des dimensionalen Skalierungsverhaltens der g,, 16st diese Glei-
chung den SAW exakt im Limes unendlicher Raumdimensionen.

Die Naherungen, die bei der Berechnung des SAWs gemacht wurden, sind
nicht die einzigen in der XNCA. Durch die Abbildung auf ein Ein-Storstellen-
System mit einer lokalen Streumatrix werden Streuprozesse zwischen meh-
reren Sites, die im echten Gittermodell auftreten, vollig vernachlassigt. Au-
Berdem entstehen durch das Einsetzen des effektiven Bandes in die NCA-
Gleichungen fiir die f-Green-Funktion unphysikalische Prozesse, da Gitter-
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plétze, die bereits durch die effektive Dichte in der Berechnung der Streuma-
trix besucht wurden, auch nochmals im zu bestimmenden SAW vorkommen
koénnen. Diese Uberzihlungen verschwinden jedoch genau wie die nicht be-
riicksichtigten zusétzlichen Multi-Site-Streuungen wegen der dimensionalen
Abhéngigkeit der ungestorten Propagatoren im Grenzfall d — oo. Die XNCA
16st das PAM in diesem Limes daher exakt.

Hilfsfeldformalismus

G. Hiilsenbeck und Q. Qin bildeten mit einem zeitabhéngigen Hilfsfeld A das
PAM auf ein Ein-Storstellen-Problem mit effektiven Band ab [HULQIN94].
Dieser Formalismus wurde von P. C. Martin und J. Schwinger von der Quan-
tenfeldtheorie auf die Vielteilchenphysik tibertragen [MARSCH59]. Aus den
Bewegungsgleichungen fiir das verallgemeinerte Anderson-Modell erhélt man

~ 1 ~ 1
1 1

- G = =
2= A= |V Gy() i 2= =Sy = [V Ge(2)

Hierbei beschreibt G, die effektive und G. die wahre Band-Green-Funktion.
Die lokale f-Green-Funktion Gy wird tiber die NCA-Gleichungen bestimmt,
das effektive G # stellt nur eine zusétzliche HilfsgroBe dar, die zwar die analy-
tischen Eigenschaften einer Green-Funktion, aber keine physikalische Inter-
pretation besitzt.

In unendlichen Raumdimensionen wird die f-Selbstenergie X, lokal
[BRAMIE89] und es ergibt sich folgende Selbstkonsistenzgleichung fiir G..

Go(z) = (2.57h)

g
Ge <1_ yV|2(§fg> (2.58)
Nach Elimination der zwei HilfsgroBen A und X in (2.57) lassen sich die Be-
wegungsgleichungen fiir die wahren Green-Funktionen angeben, die dieselbe
Struktur wie in der DMFT besitzen (5.32).

G.=G.+G. |V’G;G.  G.=G.+G.|V|?G;G. (2.59a)

Gf:ij—l-éf |V|2Gcéf Gf:éf—i-éf |V|266Gf (259b)
Durch Einsetzen von (2.58) in die obige Gleichung ldsst sich die Selbstkon-
sistenzbedingung der XNCA (2.56) aus der Hilfsfeldformulierung gewinnen
und die Aquivalenz beider Ansétze ist gezeigt.

5 9
e vren-a .




Kapitel 3

Erweiterung der Non-Crossing
Approximation

Die Non-Crossing Approximation, die im vorherigen Kapitel eingefiithrt wur-
de, gehort zu den am weitesten verbreiteten Néherungen fiir das FEin-
Storstellen-Anderson-Modell. Mit ihr ldsst sich das Ausbilden der charak-
teristischen Abrikosov-Suhl-Resonanz an der Fermi-Kante unterhalb der
Kondo-Temperatur Tk erkldren, deren Peak in der NCA allerdings ein we-
nig iiberschitzt wird [HEW93]. Bei noch tieferen Temperaturen 7' < Tk
ergibt sich jedoch aus der NCA nicht das erwartete Fermi-Fliissigkeits-
Verhalten. Insbesondere werden die dort geltenden Summenregeln nicht
erfiilllt [Bic87, BicCoxWIL87], z. B. die Friedel-Summenregel fir die f-
Besetzung ny an der Fermi-Kante bei 7= 0 [LANAMB61, LANGG|.

1 . o /TNy . 2
:Of<€Fermi)’T:0 = o (Wf) ‘T:O mit I' = 7p(€permi) |V| (3.1)
Die Schwellenexponenten ag und ay, die die Divergenz der Propagatoren
Py(z) ~ Aolz — Ep|™ ™ und  Py(z) ~ Af|lz — Eo| ™ (3.2)

an einer Schwellenenergie Ey beschreiben, werden in der NCA ebenfalls nicht
korrekt reproduziert [KROWOLC0s97].

In den letzten Jahren wurden daher einige Versuche unternommen die
NCA zu verbessern, die zumeist auf dem Slave-Boson-Formalismus basieren
[KROWOLC0s97, HAUKIRKROWOLO1].

Die Verallgemeinerung in dieser Arbeit geht wie die urspriingliche NCA von
einer Darstellung des Anderson-Modells mit Hubbard-Operatoren aus und
verwendet die diagrammatische Storungstheorie aus Abschnitt 2.3. Hierbei
wird die NCA um eine unendliche Zahl an Crossing-Beitrédgen erweitert, wo-
bei die Herleitung aus einem erzeugenden Funktional die Erfiillung der Er-
haltungsséitze in dieser Naherung sicherstellt.

25
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3.1 Erzeugendes Funktional der Erweiterung

Eine Verallgemeinerung der NCA wird in diesem Kapitel aus dem erzeugen-
den Funktional ¢ des Anderson-Modells hergeleitet, dessen unterschiedliche
Darstellungen in Anhang B beschrieben werden. Dieser Formalismus, der
auch als erhaltende Ndherung bezeichnet wird, geht auf G. Baym und L. P.
Kadanoff zuriick [BAYKAD61, BAY62].

In einer diagrammatischen Beschreibung besteht ® aus allen irreduziblen An-
teilen mit renormalisierten Green-Funktionen P (z) und Py (z). Die gesuchten
Selbstenergien ¥y (z) und X4(z) lassen sich daraus durch Funktionalableitung
bestimmen, das in einem Diagramm dem Aufschneiden der verschiedenen f-
Niveau-Zustédnde entspricht.

od e b= od e Pz

dPy(z)  2mi o(2) und O0Pr(z)  2mi %(2)

(3.3)

In der hier vorgestellten Erweiterung der NCA beriicksichtigt man alle er-
zeugenden Funktionale, bei denen jeweils zwei drittnéchste Vertices mit einer
Bandelektronenlinie verbunden werden. AuBer in O(|V[*) und O(|V|%) gibt
es in jeder Ordnung zwei Funktionale dieser Art, eines mit gegen den (Typ
a) und eines mit im (Typ b) Uhrzeigersinn laufenden Bandelektronenlinien.

IVa IVb

Abbildung 3.1 Approximation des erzeugenden Funktionals

3.2 Selbstenergieerweiterung

Aufgrund der hohen Symmetrie entstehen aus jedem Funktional genau zwei
Selbstenergiediagramme, jeweils ein Beitrag zu ¥ (z) und einer zu 3(z). Aus
(I) folgt direkt die aus Abschnitt 2.3.3 bekannte NCA mit ihrem gekoppelten
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Integralgleichungssystem.
YNCA(2) = N; |V / dep(e)f(e)Pr(z +¢) (3.4a)
SNCA(2) = |V|2/dep(e)(1 —F©)Polz — o) (3.4b)

Durch Funktionalableitung nach Py(z) erhélt man aus II, IIla, IVa usw. fol-
genden Anteil zu Xy(z).

Abbildung 3.2 Selbstenergieanteil E((]a)(z)

Differenziert man die Typ-b-Diagramme nach FPy(z), so ergibt sich

Abbildung 3.3 Selbstenergieanteil Z(()b)(z)

In analoger Weise konnen die Selbstenergieprozesse fiir ¥ ¢(z) bestimmt wer-
den.
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Abbildung 3.4

Abbildung 3.5 Selbstenergieanteil X} (z)

E(()a) (2) und chb) (z) besitzen Anteile gleicher Struktur, die mit der Streumatrix
Ti(z, €1, €2) beschrieben und wie folgt diagrammatisch dargestellt werden.

€2

€2 €2

-

€1 €1 €1

Abbildung 3.6 Streumatrix 73(z, €1, €2)
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T (z, €1, €2) ldsst sich iiber eine eindimensionale Integralgleichung bestimmen,
hierbei geschieht die Auswertung der Diagramme iiber die Regeln aus Ab-
schnitt 2.3.

Tl(Z, 61,62) = — ’V’Z Pf(Z + €1+ 62)
- |V|2/d€3 P(€3)f(€3) T1(Z, €1, 63)P0<Z + 63)Pf(2 + €+ 63) (3-5)

Die gesuchten Selbstenergien Eéa)(z) und Egcb)(z) erhdlt man direkt aus dieser

Streumatrix.

Abbildung 3.7 Selbstenergien Eéa)(z) und Egcb)(z)

Z(()a)(z) besitzt weiterhin einen Spinfreiheitsgrad und ist daher O(Ny).

S = NyIVI* [ derdesdes plen)plex)ples) fen) f(e) (1 - fea)

X Pr(z+€1)Po(z+ €1 —e3)T1(z — €3, €1,€2) Po(2 + €2 — €3) Pr(2 + €3)  (3.6)
Der zweite Selbstenergiebeitrag Egcb)(z) beinhaltet keine Spinsummation und
somit auch keinen Faktor Ny.

>P(2) = -V [° /d€1d€2d€3d€4 p(er)p(e2)p(es)plea)
xfler)f(ea) (1= fles)) (1= flea))
XPy(z —€3)Pr(z + €1 — €3)Po(2 + €1 — €5 — €4)
XTi(z — €3 — €4, €1, €)
XP()(Z + €y — €3 — E4)Pf(Z + € — 64)P0(Z — 64)

(3.7)

Z(()b)(z) und Egca)(z) bestehen ebenfalls aus Teilen gleicher Struktur, die al-
lerdings nicht nur in einer, sondern in zwei Streumatrizen zusammengefasst
werden, da die Diagramme eine unterschiedliche Spinabhéngigkeit besitzen.
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Z.B. enthilt der erste Summand von Z}a)(z) keine Spinsummation, also
keinen Faktor Ny. Der zweite beinhaltet dagegen einen freien Spinindex,
iber den summiert werden muss, und ist daher O(Ny).

In der Streumatrix T5(z, €1, €2) besitzen die &ueren Bandelektronenlinien mit
den Energien ¢; und €, unterschiedliche Spinindices, da ein Spin-Flip mit dem
lokalen f-Niveau stattfindet.

€2

€1

€1

Abbildung 3.8 Streumatrix T5(z, €1, €2)

Auch fiir T5(z, €1, €5) ergibt sich eine eindimensionale Integralgleichung.
TQ(Z, €1, 62) - — |‘/|2 P()(Z — €1 — 62)
VI [ deadesples)ote) (1 = S(e0) (1= £(e0) Tatzen,c0)
X Pp(z —e3)Po(z — €3 — €4) Pr(2 — €4) Po(2 — €2 — €4)  (3.8)

Fiir die Streumatrix T3(z, €1, €2) braucht keine weitere Integralgleichung ge-
st zu werden, sie folgt durch einfache Integration aus Ty(z, €1,€). In
T3(z, €1, €2) behalten das f- und Bandelektron ihre Spinorientierungen bei.

€2 €2
€2

€2

€1

€1 1 €1

Abbildung 3.9 Streumatrix T3(z, €1, €2)
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T3(Z7 61762) =

— |V|2/d63 p(eg)(l - f(€3))T2<Z7 €1,€3)Pp(z — e3)Py(z — 2 — €3)  (3.9)

Aus diesen beiden Streumatrizen lassen sich E;a)(z) und E(()b) bestimmen.

Abbildung 3.10 Selbstenergien cha)(z) und Z(()b)(z)

In E;a)(z) enthdlt nur der aus T3(z, €1, €2) gewonnene Anteil eine freie Spin-
summation.

20(z) = V! /d€1d€2d€3 pler)p(ez)p(es)
x (1= f(e)) (1= f(e)) f(es)
XP()(Z — El)Pf(Z — €1+ 63)
X (Tg(Z + €3, €1, €3) + NT5(2 + €3, €1, 62))
X Pf(z — €3+ €3)Po(z — €1)

(3.10)

Dieses Verhalten ist gegensétzlich zu E(()b)(z), hier besitzt Ty(z, €1, €2) einen
zusétzlichen Faktor V.

50 () = Ny V¢ / deydesdesdes pley)p(es)ples)ples)

x (1= fler)) (1 — fle2)) fles)f(ea)
X Pr(z+ €3)Po(z — €1 + €3) Pr(2 — €1 + €3 + €4)
X (Nng(Z + €3+ €4, €1, €2) + T3(2 + €3 + €4, €1, 62))
XPp(z — €2+ €3 + €4) Po(z — €2 + €4) Pr(z + €4)
(3.11)
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Die Selbstenergien ¥o(z) und X(z) ergeben sich aus der Summe der Einzel-
beitrige.

So(z) = SNA2) + 29(2) + 5P (2) (3.12a)
25(2) = DY) + 20(2) + 2P (2) (3.12D)

Das erzeugende Funktional (Abbildung 3.1) beinhaltet alle Diagramme bis
O(|V]?), die in diesem Kapitel vorgestellte Nidherung ist daher bis zu dieser
Ordnung exakt. In O(|V|'?) gibt es je einen zusitzlichen Beitrag in den ex-
akten ¥o(z) und ¥(z), der nicht durch die hier definierten Streumatrizen
beschrieben werden kann.

3.3 Erweiterung der f-Green-Funktion

Nach Einbeziehung von Crossing-Anteilen in die Selbstenergien Y,(z) und
Y¢(z) muss auch die NCA fiir die f-Green-Funktion konsistent erweitert
werden. Zur Bestimmung der zu beriicksichtigen Diagramme fiir G (iwy,)
betrachtet man die Darstellung

1 =1

=3 ; nzl ~ F(iwn) Z;G" (iwn) (3.13)
fiir das erzeugende Funktional des Anderson-Modells. An ihr ist zu erkennen,
dass man aus ® durch formale Funktionaldifferentiation nach dem Band-
propagator F'(iw,) die f-Green-Funktion gewinnen kann. Dies entspricht in
Abbildung 3.1 dem Aufschneiden einer Bandelektronenlinie. Es ergeben sich
daraus zwei topologisch verschiedene Anteile cha) (iwy,) und G;b) (iwy), die
durch die Streumatrizen T 5 3(2, €1, €2) beschrieben werden kénnen.

Gy =

ViWn

Abbildung 3.11 Erweiterung der f-Green-Funktion
Fiir den NCA-Beitrag erhélt man das bekannte Ergebnis
1 dz

GI}ICA(iwn) = Z_f o e P2 Py(2) Py (2 + iwy) (3.14)
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Die Auswertung des Diagramms fiir G}“) (iwy,) liefert

_% %eﬁz/d@de;} plea)ples)f(e2) (1 = f(es))

X Po(2)Py(z +iwy) Po(z+iw, — €3)T1 (2 — €3, iwy, €2) Py (24 €2 — €3) Pr(2+€2)
(3.15)

Gg‘a) (twp) =

Im letzten Term muss wiederum die unterschiedliche Spinabhéngigkeit der
Summanden beriicksichtigt werden.

VI* [ dz
—% %e_ﬁz/deldgdq pler)p(ea)p(es)

X (1= fle) (1= fle2)) flea)
X Py(2) Pr(z + iwy,) Po(2 + iwy, — €1) Pr(z + iw, — €1 + €4)

X (NfTQ(Z + 1w, + €4, €71, 62) + T3(Z + 1w, + €4, €1, 62))
XPp(z +iw, — €2+ €4)Po(2 — €2+ €4) Pr(2 + €4)

chb) (an) =

(3.16)

Die numerische Behandlung der Gleichungen dieses Kapitels wird in
[BAUO03] durchgefiihrt. Hierbei werden zunéchst die Integralgleichungen fiir
Ti(z,€1,€) und To(z, €1, €2) gelost, aus letzterem kann auch T3(z, €1, €2) be-

stimmt werden. AnschlieBend lassen sich die Selbstenergiebeitréige ZONgA(z)

und Z&I}b)(z) berechnen, die wieder in die Gleichungen fiir 7T7(z, €1, €2) und
T(z, €1, €2) eingesetzt werden. Dieses Verfahren wird bis zur Selbstkonsistenz
der Selbstenergien iteriert. Aus den so gewonnenen Gréflen lésst sich nun die
f-Green-Funktion in der vorgestellten Naherung gewinnen.



Kapitel 4

Mathematischer Self-Avoiding
Walk

In diesem Kapitel werden einige Ergebnisse zu mathematischen Self-Avoiding
Walks vorgestellt. Dazu wird im ersten Abschnitt eine Einfithrung in die
wichtigsten Grundlagen dieses seit vielen Jahren studierten Gebietes gege-
ben, eine ausfiihrliche Darstellung findet man in [MADSLA96]. AnschlieBend
werden kurz die Eigenschaften des Random Walks dargestellt um zu einem
spateren Zeitpunkt Unterschiede und Gemeinsamkeiten zum SAW aufzeigen
zu konnen. Die Lace-Entwicklung, ein méchtiges Werkzeug zur Behandlung
von SAWs, wird im néchsten Abschnitt erldutert und detailliert untersucht.
Mit der Lace-Entwicklung lassen sich der Non-Crossing Walk, ein SAW ohne
Uberkreuzungen in der Selbstenergie, sowie ein Random Walk, bei dem nur
direkte Riickkehrprozesse ausgeschlossen sind, d.h. ein Walk mit Gedécht-
nis 2, exakt 16sen. Zum Abschluss werden die vorgestellten Naherungen zum
SAW verglichen und bewertet, dabei wird besonderes Augenmerk auf den
Unterschied zwischen genuin unendlichen und echt endlichen Raumdimen-
sionen gelegt. Alle Ergebnisse werden hierbei fiir den mathematischen SAW
gewonnen, der es ermoglicht die Zahl der Walks einer bestimmten Lange an-
zugeben. Die wesentlichen Eigenschaften sollten sich jedoch qualitativ direkt
auf den physikalischen SAW iibertragen lassen. Einiges dazu findet sich in
den Abschnitten 5.2 und 7.3.

4.1 Einfiihrung

In diesem Kapitel wird sich auf einen mathematischen SAW in einem d-
dimensionalen hyperkubischen Gitter mit Gitterkonstante 1 beschriankt, bei
dem ausschliefllich eine Propagation zu einem néchsten Nachbarn erlaubt ist.

34
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Im allgemeinen werden alle Einschritt-Propagatoren in der Menge €2 zusam-
mengefasst.

Ein SAW der Léinge n kann nun eindeutig durch ein n-Tupel
w = (w(1),w(2),...,w(n)) mit w(i) € Z* beschrieben werden, wobei
0.B.d.A. der Startpunkt mit dem Ursprung zusammenfillt w(1l) = 0.
Die einzelnen w(i) werden in einem anschaulichen Bild auch als Stationen
des Walks bezeichnet. Da nur ein Hopping auf einen néchsten Nachbarn
erlaubt ist, gilt weiterhin |w(i) — w(i + 1) = 1. Die Vermeidung von
Selbstiiberschneidungen wird durch w(i) # w(j) fiir ¢ # j sichergestellt und
lw| = n bezeichnet die Lénge n eines SAWs w.

In der Theorie des Self-Avoiding Walks stehen zwei fundamentale Fragestel-
lungen im Mittelpunkt des Interesses.

e Man mochte zum einen wissen, wieviele SAWs ¢,, einer festen Lange n
existieren.! In Analogie zu den klassischen statistischen Systemen cha-
rakterisiert man ¢, im Limes n — oo mit einem universellen kritischen
Exponenten v und einer Zusammenhangskonstanten .

Cp ~ "1 (4.1)

e Weiterhin ist unter der Annahme, dass alle Walks der Lénge n gleich
wahrscheinlich sind, der mittlere quadratische Abstand p(n) zwischen
dem Ursprung als Startpunkt und dem Endpunkt w(n) nach n Schritten
von Bedeutung.

pn) = = 3 Ll (42)

|w]=n

Auf den zweiten Aspekt wird in dieser Arbeit nicht eingegangen, da zumeist
SAWSs mit einem festen Endpunkt r betrachtet werden. Die Anzahl solcher
Walks mit festem Endpunkt ¢, (r) wird analog zu den ¢, skaliert.

cn(r) ~ p"n®? (4.3)

Dabei besitzen ¢, und c,(r) dieselbe Zusammenhangskonstante u, einen
Beweis fiir dieses auf den ersten Blick {iberraschende Ergebnis findet man in
[MADSLA96]. Aufgrund der Universalitdtshypothese hingen die kritischen
Exponenten v und « nur von der Raumdimension d und nicht vom zugrunde
liegenden Gitter ab. p wird jedoch sowohl durch d als auch durch den
speziellen Gittertyp bestimmt.

'Per Definition wird ¢y = 1 gesetzt.
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Die erzeugende Funktion fiir ¢, bezeichnet man in Analogie zum (N — 0)-
Grenzfall des N-Vektor-Modells als Suszeptibilitét y(z), dabei erstreckt sich
die Summe iiber alle SAWs.

X(z) = Z P chz" = ZGT(Z) (4.4)

Auch fiir die Koeffizienten ¢, (r) eines SAWs mit festem Endpunkt r 1dsst sich
eine erzeugende Funktion G, (z) definieren. Die Summation wird in diesem
Fall nur iiber alle SAWs von 0 nach r ausgefiihrt.

Go(z) = > 2= e, (r)" (4.5)

w:0—r n=

4.2 Random Walk

Fiir einen Random Walk lassen sich die in dem vorherigen Abschnitt definier-
ten Groflen exakt berechnen. Dabei wird die Suszeptibilitédt mit C'(z) bzw.
C,(z) und die Zahl der RWs mit r,, bzw. r,,(r) bezeichnet.

C(z) = Z rpt = Z Cr(2) (4.6)

Zur Bestimmung von C,.(z) spaltet man den ersten Schritt des RWs nach
a ab. Aufgrund der Translationsinvarianz des Gitters kann der entstandene
Ausdruck als eine Faltung interpretiert werden.

Cr(z) = or + Z z Z P (4.7a)

acf) wia—r

=00+ 2 DaCral2) (4.7b)

Der erste Schritt des RWs nach a wird in (4.7b) durch die Funktion D,
beschrieben.
1 ac()

D, = {0 T (4.8)

Nach einer Fourier-Transformation

d
=Y s wd f= [ et (4.9)

[77T77T}d
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erhélt man fiir den hier betrachteten Fall Nachster-Nachbar-Propagationen

d
Dy = Z etke = 2 Z cos k; (4.10)
j=1

a€ef

Die Faltung in (4.7b) geht nach einer Fourier-Transformation in ein Produkt
iiber und die Gleichung lésst sich nach dem gesuchten Cj(z) auflosen.

1 1

Ci(2) =
+(2) 1—zDy 1—222 _,cosk;

(4.11)

Daraus kann auch die Suszeptibilitdat im Ortsraum C,.(z) gewonnen werden.

ddk —ikr
CT(Z) = W (& Ck(Z) (412)
[=m,7]?
Mithilfe von i
Jn(z) _ L /dt ei(nt+zcost) (413)
™

[ABRSTET2] vereinfacht sich das d-dimensionale Integral in ein einfaches tiber
ein Produkt von Bessel-Funktionen J,,.

o0

Co(2) = (—i) 1+ Sima b / s T Jjny (252) (4.14)

0 j=1

Die erzeugende Funktion fiir die Zahl r,, aller RWs lésst sich direkt angeben.
In einem d-dimensionalen hyperkubischen Gitter besitzt eine Site 2d néchste
Nachbarn, daher gilt r,, = (2d)". Dasselbe Ergebnis ergibt sich formal, indem
man in (4.11) k = 0 setzt.

o0

Z Co(2) = 7= dz nzzo(zd)n 2" (4.15)

Man erhilt somit eine Zusammenhangskonstante ™ = 2d und einen
dimensionsunabhingigen kritischen Exponenten %W = 1.

Am Ende dieses Abschnittes wird noch auf den Random Loop (RL) einge-
gangen. Kin RL ergibt sich offensichtlich aus einem RW zu einem néchsten
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Nachbarn des Startpunktes (hier: Ursprung) und einem weiteren Schritt zu-
riick zum Ausgangspunkt. C®(2) lisst sich nach dieser Uberlegung wie folgt
schreiben.

CR(2) =1+ 2d2C5 (2) = —z'/ds e J¢(2s2) (4.16)
0
Zur Bestimmung der Zahl il @ an RLs einer Lange n in d Dimensionen

entwickelt man die Bessel-Funktion in eine Potenzreihe [ABRSTE72].
o (_I2>l
Jn(22) = 2" —_— 4.17
(22) m;u(nﬂ)! (4.17)

Die Integration tiber s kann in (4.16) durchgefiihrt werden und das anschau-
lich klare Ergebnis, dass in einem hyperkubischen Gitter nur Loops mit einer
geraden Anzahl an Schritten existieren, folgt unmittelbar. Es léasst sich wei-

o . ce oo RL(d
terhin eine Rekursionsvorschrift fiir 75, @) angeben.

e _ (@) (2)

2n (n')4 n
RL (d)

ro = (20 i ((n j2;)!)2(25)! B i (22?) (2(:—_ ll)) ra

Aus dieser Rekursionsgleichung lassen sich die Zusammenhangskonstante so-
wie der kritische Exponent o' fiir den RL bestimmen und das allgemeine
Ergebnis p'Valk = ;L°°P kann im Spezialfall des Random Walks bzw. Loops
direkt bewiesen werden. Dazu wird der Binomialkoeffizient fiir grole n mit
der Stirling-Formel approximiert.

() - =0+ 0m) (119)

Mit dieser Néherung erhélt man fiir den zweidimensionalen Fall unmittelbar
p=4und a = 1.

(4.18)

T 7~ (2n) 7142 (4.20)
Fiir hohere Dimensionen kann das erwartete Verhalten pRt = 2d und
ol — 2 = —% durch eine vollstdandige Induktion iiber d gezeigt werden.

Im Induktionsschritt entwickelt man den zweiten Binomialkoeffizienten wie-
derum nach der Stirling-Formel und die entstandene Summe ldsst sich, da
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T%Ijrl = 0 fiir [ € N, nach dem Binomischen Satz als eine Potenz von 2(d + 1)

schreiben.

n 92n—2l 2d (20)
PR (d+1) Z 2n (2d) :
P 2 2(n—1) (2n)2

di1

= (20)"F (2(d+ )™ (4.21)

Die Zusammenhangskonstante und der kritische Exponent konnen fiir einen
RL somit aus der Darstellung (4.16) explizit bestimmt werden.

d
pfl=2d und ot -2 = —3 (4.22)

4.3 Konvergenzradius des Self-Avoiding
Walks

Im folgenden wird gezeigt, dass die Potenzreihe

x(z) = Z 2l = chz" = Z G, (2) (4.23)

einen endlichen Konvergenzradius

0<z = (lim ya)‘l:l@o (4.24)

n—oo ,LL

besitzt.

Beweis:

Der durch das Zusammenfiigen eines SAWs der Linge m mit einem SAW
der Lénge n entstehende Walk ist im allgemeinen nicht iiberschneidungsfrei,
daher gilt diese Ungleichung fiir die Koeffizienten c,,.

Cran < CmCn (4.25)

Die Folge {logc,} = {a,} ist somit subadditiv.

log ¢ < logep, + log e, (4.26)

Fiir eine solche subadditive Folge {a,} existiert lim “* in [—o00, co[ und ist
gleich

lim 2 = inf (4.27)

n—oo M n>1 n
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Zum Beweis von (4.27) bezeichne A; das Maximum der Folgeglieder
ai,...,a,. J sei die kleinste ganze Zahl, die noch echt kleiner als 7 ist. Dann
gilt n = jk 4+ r mit 1 <r < k. Aufgrund der Subadditivitét der {a, } und der
Definition von Ay kann folgende Ungleichheitskette aufgestellt werden.

Qp, S Qi + a, S j(lk + Ak S %ak + Ak (428)

Nach Division durch n und Bildung des limsup,,_, ., ergibt sich

. a Qg

1 - <= 4.29

T Tk 429)
Die Existenz des Grenzwertes der linken Seite von (4.27) liasst sich durch
Anwenden von liminfy_, ., auf die obige Gleichung beweisen.

I (4.30)

lim sup &n < liminf & = limsup I iminf 2 = lim 2°
n—oo N k—oo k n—oo M n—oo T n—oo N
Bildet man statt des lim inf das Infimum der Gleichung, so erhélt man (4.27).
Diese Gleichung zeigt insbesondere, dass der Grenzwert echt kleiner als un-
endlich ist. Der Grenzwert —oo ist hingegen nicht ausgeschlossen, entféllt
hier jedoch, da gilt ¢, > 1.
Setzt man in (4.27) das Skalierungsverhalten der ¢, (4.1) ein, so ergibt sich
der endliche Konvergenzradius z. (4.24) von . O

Es kann weiter gezeigt werden, dass die Propagatoren G,., die einen SAW
mit festem Endpunkt r beschreiben, denselben Konvergenzradius z, = p~*
besitzen [MADSLA96].

4.4 Konvergenzradius im Limes d — oo

Bei der Bestimmung des Konvergenzradius von (4.4) in hohen Raumdimen-
sionen muss beriicksichtigt werden, dass das Argument z der Potenzreihe mit
\/3_1 skaliert wird. Hierzu betrachte man z. B. das Tight-Binding-Band in
d Raumdimensionen, dessen Eigenschaften in Anhang A erldutert werden.
Dieses Skalierungsverhalten wird durch die Substitution

PR (4.31)

Vd

in Gleichung (4.4) iibertragen. Dadurch hingt das Argument z nicht mehr
von der Dimension ab und man erhélt fiir die Suszeptibilitét

X(2) =) %Z” (4.32)
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Der Konvergenzradius dieser Potenzreihe lésst sich analog zu dem vorherigen
Abschnitt bestimmen.

2o = ( lim § C”(Tn)) t_vd (4.33)
Eine obere Schranke fiir die Zusammenhangskonstante folgt aus der Tatsa-
che, dass weniger echte SAWs als Walks mit Gedéchtnis 2 (Abschnitt 4.7)
existieren. Da zudem ein Walk, der sich nur in einer Richtung der d Koordi-
natenachsen bewegt, offensichtlich iiberschneidungsfrei ist, lésst sich folgende
Abschétzung fiir ;1 angeben.

Vd vVd _ Vd

d<p<2d—-1 = —>z.=—>—7— 4.34

a d~ T 0 T 2d-1 (4:34)

Mit dieser Ungleichung lésst sich direkt zeigen, dass der Propagator eines

mathematischen SAWs in unendlichen Raumdimensionen einen verschwin-
denden Konvergenzradius besitzt.

d
lim 2 — 1im Y — (4.35)

d—o0 d—o0 v

4.5 Lace-Entwicklung

In diesem Abschnitt wird mit der Lace-Entwicklung eine Methode zur
Behandlung von SAWSs vorgestellt, mit der das Problem mit einer Dia-
grammtechnik exakt gelost wird. Leider ldsst sich das diagrammatische
Ergebnis aufgrund zusétzlicher Korrelationen zwischen den einzelnen SAWs
nicht analytisch oder zumindest numerisch auswerten. Daher ist man
weiterhin auf Ndaherungen bei der Berechnung von SAWs angewiesen.

Ausgangspunkt fiir die Lace-Entwicklung ist Gleichung (4.7a), die einen RW
mit festem Endpunkt in den ersten Schritt zum Gitterplatz a und einem
RW von a nach r aufteilt, hierbei bezeichnet [z — y| im weiteren einen
Weg von z nach y. (4.7a) wird fiir den SAW durch einen Selbstenergieanteil
¥(z) erweitert, der den Unterschied zwischen einem Random und einem Self-
Avoiding Walk beinhaltet.

Goy(2) = 0uy+ Y 2Gay(2) + Y Taa(2)Gay(2) (4.36)

Fiir den RW gilt offensichtlich 3(z) = 0. Obiger Ausdruck l&sst sich mit einer
Fourier-Transformation nach dem gesuchten G (z) auflosen.

1
N 1-— ZDk — Zk(z)

Gi(2) (4.37)
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An dieser Stelle wird eine diagrammatische Beschreibung eingefiihrt.

Beschreibung analytischer Ausdruck Symbol

Gitterplatz Ozy ¢

. . z y—x €N PR

Einschritt-Propagator | g¢.,(2) =

0 sonst T Y

Propagator des SAWs Gay(2) TS

@ y

Propagator des SAWs ~ ———»

mit mind. 1 Schritt Giy(2) = Gy (2) = Ony @ y

Selbstenergie Yay(2) Do

@ y

Mit diesen Symbolen schreibt sich die Dyson-Gleichung (4.36) wie folgt.

= +
[ S °
T Y T

+

T a Yy T

a Y

Abbildung 4.1 Diagrammatische Darstellung der Dyson-Gleichung

Zur Herleitung der Selbstenergie Y wird der erste Schritt des SAWs von z
nach a abgespalten. Im Gegensatz zum RW ist der restliche SAW [a — 3]
hier mit dem ersten Teil korreliert, der Gitterplatz = darf in [a — y| zur
Vermeidung aller Selbstiiberschneidungen nicht mehr besucht werden. Sol-
che Korrelationen zwischen Teilwegen, die untereinander keine Gitterpunkte
gemeinsam haben diirfen, werden durch gestrichelte Linien veranschaulicht.

4 Y

Abbildung 4.2 Herleitung der Lace-Entwicklung I

Fiir eine Bestimmung von ¥ miissen diese zusétzlichen Einschrankungen an
die Propagation zum vorgegebenen Endpunkt y wieder aufgelést werden.
Dazu zerlegt man den zweiten Summanden in einen Anteil ohne zusétzliche
Einschrankungen und in einen, in dem die Site x auf [a — y] besucht wird.
Diese Gleichheit zweier Gitterplatze wird durch einen Kreisbogen illustriert.



4.5. LACE-ENTWICKLUNG 43

Allerdings diirfen die beiden Teilwege [a — x| und [x — y| auler = keine
weiteren Sites gemeinsam haben, da sie aus einem einzigen SAW entstanden
sind. Wegen des ersten Schrittes von x nach a gilt hierbei z # a, weshalb
auch wieder mindestens ein Schritt benotigt wird um von a zuriick nach x
zu gelangen.

Abbildung 4.3 Herleitung der Lace-Entwicklung I1

Anschliefend wird in analoger Weise die Korrelationslinie zwischen [a —
x] und [z — y] aufgelost. b bezeichnet weiterhin den ersten Gitterplatz in
[z — y|, der bereits in [a — x| besucht wurde, dieses b kann nicht mit
x zusammenfallen. Die Wege [a — 0], [b — z] und [z — b] diirfen hierbei
keine gemeinsamen Gitterpldtze besuchen, weiterhin darf keine Site in [b — y]
schon in [x — b] aufgetreten sein. Wegen der speziellen Wahl von b ist [b — y]
jedoch mit keinem anderen Teilweg mehr korreliert.

Abbildung 4.4 Herleitung der Lace-Entwicklung III

Eine Vereinfachung des rechten Diagramms ergibt sich daraus, dass die Un-
gleichheit zwischen x und a bereits durch den Einschritt-Propagator von x
nach a gegeben ist und dieser zusammen mit Gy, somit durch G, ersetzt
werden kann.

Abbildung 4.5 Herleitung der Lace-Entwicklung IV

Die Restriktionen zwischen [x — b] und [b — y] lassen sich nach demselben
Schema auflésen. ¢ sei nun die erste Site in [b — yl, die schon in [z — 0]
auftritt. Dabei ist ein Zusammenfallen von ¢ mit  durchaus moglich, eines
mit b jedoch nicht, dies erklirt die Wahl von G, bzw. Gy = G -
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Abbildung 4.6 Herleitung der Lace-Entwicklung V

Dieses Verfahren ldsst sich weiter fortsetzen und es ergibt sich durch Vergleich
mit der Dyson-Gleichung folgende diagrammatische Darstellung der exakten
Selbstenergie des SAWs.

Abbildung 4.7 Exakte Selbstenergie des SAWs

Leider lésst sich obiger exakter Ausdruck wegen der zusétzlichen Korrelatio-
nen zwischen den SAWs, die nicht nur jeder fiir sich selbstiiberschneidungsfrei
sein miissen, sondern auch mit anderen SAWs keine Gitterpléitze gemeinsam
haben diirfen, weder analytisch noch numerisch exakt auswerten.

4.6 Non-Crossing Walk

Die einfachste Naherung fiir die exakte Selbstenergie, die analytisch und nu-
merisch behandelbar ist, beriicksichtigt lediglich den ersten Summanden in

Abbildung 4.7.

T Y T T

Abbildung 4.8 Selbstenergie NV (z) des NCWs

Dieses Diagramm beschreibt einen Self-Avoiding Loop (SAL) mit mindestens
einem Schritt und ist diagonal im Ortsraum. Da die Diagonalelemente von
>4y nach einer Fourier-Transformation nicht von k& abhéngig sind, erhélt man

YRV (2) = =GN (2) + 1 (4.38)

In einem diagrammatischen Bild beinhaltet dieser Selbstenergiebeitrag
alle Anteile ohne sich iiberkreuzende Kreisbogen, die die Gleichheit zweier
Gitterplédtze beschreiben. Daher wird ein Walk mit dieser Selbstenergie als
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Non-Crossing Walk bezeichnet.

Die erzeugende Funktion fiir den Non-Crossing Loop (NCL) kann analog
zu der des RLs bestimmt werden. Dazu wird ein NCL als NCW zu einem
néichsten Nachbarn plus einem zusétzlichen Schritt zuriick zum Startpunkt
betrachtet. Das d-dimensionale Integral lédsst sich wiederum in ein eindimen-
sionales tiber Bessel-Funktionen vereinfachen.

G (2) = —i/ds eisjg(cﬂ\?c;j(z)) (4.39a)
= CRL(GNCL(Z>) (4.39b)

Im Gegensatz zum RL erhélt man jedoch keinen direkten Ausdruck fiir
GNCL(2), sondern eine Gleichung, die noch selbstkonsistent geldst werden
muss.

Mit einer Reihenentwicklung ist es jedoch auch in diesem Fall méglich Rekur-
sionsgleichungen zur Bestimmung der Zahl der NCLs aufzustellen. Zu diesem
Zweck wihlt man fiir G(z) und seine inverse Potenzen folgende Ansétze.

G(z) =1+ 2™ (4.40a)
n=1
! :1—|—§:a P (4.40b)
G(Z) pa 2n .

<G(12)>2m =14 by (4.40¢)
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Nach einem Koeffizientenvergleich ergibt sich ein nicht-lineares Gleichungs-
system fiir as,, b;:?) und cs,,.

n—1
Qop = —Cop — Z C2102(n—1) (4.41a)
1=1
n—1
bgl) = 2ag, + Z 2142 (n—1) (4.41Db)
=1
n—1
1) = B+ S (a41c)
1=1
n—1
n—l
Co(nt1) = T2(n+1) T Z Tz(n_z)b(Q(Hi) (4.41d)
1=0

Diese Gleichungen lassen sich iterativ mit dem Startwert ¢y = ro = 2d l6sen.
Sind alle ao; und ¢y; fiir ¢ = 1,...,n — 1 sowie ¢y, bekannt, so kann aus der
ersten Gleichung as, berechnet werden. Mit as, ergibt sich aus (4.41b) bgl)
und damit aus (4.41c) alle bgjﬁ). Mit den so gewonnenen Koeffizienten kann
zuletzt aus (4.41d) cy(41) bestimmt werden und die Iteration kann erneut
beginnen.

In Kapitel 4.8 werden die Koeffizienten c,,, explizit angegeben und mit dem
exakten Ergebnis sowie der im néchsten Abschnitt beschriebenen Memory-
2-Nédherung verglichen.

4.7 Memory-2 Walk

Als Walk mit Gedéchtnis m oder Memory-m Walk (MmW) bezeichnet
man einen RW, der bei jedem weiteren Schritt nicht zu den m zuletzt
besuchten Gitterpldtzen zuriickkehren darf. Ein SAW kann nach dieser
Definition als Walk mit m — oo angesehen werden, widhrend der RW
ein verschwindendes Gedéachtnis m = 0 besitzt. In diesem Abschnitt wird
mithilfe der Lace-Entwicklung die Selbstenergie fiir einen M2W hergeleitet.

Die Selbstenergie eines M2Ws beinhaltet alle Anteile mit Indexgleichheiten
zwischen iibernéchsten Stationen des Walks. Dies sind nur die in der folgen-
den Abbildung dargestellten Prozesse. Weitere existieren nicht, da in allen
anderen Diagrammen mindestens einmal zwei oder mehr Schritte zwischen
identischen Gitterplatzen auftreten miissen.
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T Yy T T T Yy x Yy x a x a T

Abbildung 4.9 Selbstenergie des Memory-2 Walks

Im Ortsraum besitzt die Selbstenergie des M2Ws folgende analytische Form.

ZQ

SV (z) = ] (2d — 2Dy_,) (4.42)
Dabei beschreibt der erste Summand die ein- oder mehrfache Propagation
zu einem der 2d nichsten Nachbarn und wieder zuriick, dieser Anteil ist wie
YNCW(2) rein lokal. Im zweiten Term endet die Bewegung nach einer un-
geradzahligen Anzahl von Schritten auf einer Néchsten-Nachbar-Site, dieser
Anteil ist aufgrund der Nicht-Lokalitét der Funktion D,_, k-abhéngig. Dies

kann auch an der Fourier-Darstellung 2%V () abgelesen werden.

22

YW (2) = pop (2d — 2Dy,) (4.43)

Nach Einsetzen in die Dyson-Gleichung (4.36) erhilt man fiir den Propagator

1 — 2
GM2W () = G (4.44)
1+ (2d —1)2% — 2z 335 cosk;

Die Ortsdarstellung fiir einen Loop mit Gedéchtnis 2 (M2L) lasst sich wieder-
um als ein Integral iiber Bessel-Funktionen darstellen, auf diese Weise wird
auch der Zusammenhang mit einem RL deutlich.

o0

GM2L(Z) — 2 _ i(l . 22) /dS eisjél(l - (22;2_ 1)22) (4453)
=2+ (12O (1 (2;_ 1)22) (4.45b)

Nach einer Reihenentwicklung kann ein expliziter Ausdruck fiir die Zahl aller
M2Ls mit fester Lange 2n angegeben werden.

n—1 l

M2L n—1- e
et => (—1)' (2d — 1)’ (2 ! 1) (1+ (2d—1)(2n — 1 — 1)) "2(n—)

1=0

(4.46)
Zur Bestimmung der Zusammenhangskonstanten mache man sich klar, dass
ein M2W ohne festen Endpunkt in einem neuen Schritt zu jedem seiner 2d
néchsten Nachbarn aufler zu dem zuletzt besuchten propagieren kann. Da




48 KAPITEL 4. MATHEMATISCHER SELF-AVOIDING WALK

Walks mit freien oder festen Endpunkt dasselbe p besitzen, gilt fiir alle Walks
mit Gedéchtnis 2
MW =24 — 1 (4.47)

4.8 Vergleich und Bewertung

Zum Abschluss dieses Kapitels werden die beiden vorgestellten Naherungen
mit dem exakten SAL verglichen und ihre Vor- bzw. Nachteile aufgezeigt.
Exakte Resultate fiir Self-Avoiding Walks gibt es im Gegensatz zu Random
Walks aufgrund der Komplexitéit des Problems leider nur sehr wenige. Die
meisten Ergebnisse wurden numerisch mit Monte-Carlo-Verfahren ermittelt.
Ein ausfiihrliche Einfiihrung in die konkrete Umsetzung dieser Methode fiir
SALs findet man in [SOK95]. Die exakte Zahl der SALs, die fiir kleine Ket-
tenldngen mittels exakter Aufzdhlung gewonnen wird, wurde [MADSLA96|
entnommen, dort findet man auch weitergehende Referenzen auf die Origi-
nalarbeiten.

4.8.1 Endliche Raumdimensionen

Die folgende Tabelle enthélt die Anzahl der Loops der Liange 2n auf dem
zweidimensionalen kubischen Gitter.

2n A S v
2 4 4 4 4
4 36 8 4 8
6 400 24 -16 64
8 4900 112 -28 432

10 63504 560 176 3176
12 853776 2976 336 24000

14 11778624 16464 | -2496 186408

16 165636900 94016 | -4956 1474704

18 | 2363904400 | 549648 | 40112 | 11840872

20 | 34134779536 | 3273040 | 81488 | 96186504

Man erkennt, dass der Non-Crossing Loop keine gute Approximation des ex-
akten SALs in d = 2 darstellt, da sich zum Teil eine unphysikalische negative
Zahl an Wegen durch das Gitter ergibt. Dies macht die Uberkorrektur dieser
Approximation zum RL deutlich.

Die Zahl der Memory-2 Loops liegt erwarteterweise zwischen dem Random
und Self-Avoiding Loop.

Die Ergebnisse fiir d = 3 sind in der néchsten Tabelle aufgefiihrt.
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2 6 6 6 6
4 90 24 18 24
6 1860 264 132 480
8 44730 3312 810 7920

10 1172556 48240 5724 145176
12 32496156 762096 42156 2808000
14 936369720 12673920 323352 56334504
16 27770358330 218904768 2550042 1162583520
18 842090474940 | 3891176352 20559660 | 24518777160
20 | 25989269017140 | 70742410800 | 168680196 | 526122369000

Auch hier zeigt sich, dass der NCL die exakte Zahl der SALs unterschétzt.
Eine negative Anzahl an Loops tritt jedoch fiir d > 3 nicht mehr auf.

Die folgende Abbildung stellt das Verhéltnis 2%

2n

dar.

1le-05

le-10

le-15

Con [THE

1e-20

1le-25

1e-30

100

fiir den NCL und den M2L

Abbildung 4.10 %% fiir den NCL und M2L in d = 3
2n

Im Gegensatz zum NCL in unendlichen Raumdimensionen, bei dem dieses
Verhiltnis im Limes n — oo gegen die Konstante e™! konvergiert [LEU9S],
verschwindet der Quotient in drei Dimensionen. Die restringierten Loops mit

grofler Kettenldnge stellen also nur einen infinitesimal kleinen Bruchteil aller
RLs dar.
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Auch fiir M2Ls gilt g—” — 0 fiir n — oo. Der Quotient fallt jedoch wesentlich

langsamer ab als fiir den NCL, das sich wiederum durch dessen Uberkorrek-
tur erklédren lasst.

Zur Untersuchung des Verhaltens eines NCLs in hohen, aber endlichen Raum-
NCL

dimensionen ist im nachsten Graphen ij{L in verschiedenen d aufgetragen.
2n

1 T T T T T I T T T T T
08| d=10 |
------- d=20
- -——- d=30 1
3z ——— d=40
e el d=50 N
~
S
z& | i
)
04 .
02+
0

0 10 20 30 40 %0 60 I 70 80 90 100
n

Abbildung 4.11 CT?NéjLL in verschiedenen d

2n

NCL
Mit gréBer werdender Raumdimension bildet sich ein Maximum in 2g— aus,

T

das sich mit wachsendem d zu hoherer Kettenlédnge verschiebt. Fiir n — 00
konvergiert das Verhéltnis jedoch stets gegen 0, wenn auch immer langsamer.
Es gilt daher fiir den NCL

lim 22 = fiir d < o0 (4.48)

Im néchsten Schritt wird die Zusammenhangskonstante p eines NCLs be-
stimmt. Dazu werden fiir die verschiedenen Raumdimensionen die Zahl der
Loops jeweils bis zu einer Kettenldnge 2n = 1000 exakt berechnet und im
Intervall 2n € [100,1000] an das Skalierungsverhalten ¢, ~ u"n®"? gefit-
tet. Aus diesem Grund werden auch nur Daten fiir d < 30 présentiert. Bei
hoheren Raumdimensionen reicht dieser Fitbereich nicht aus, der aufgrund
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des hohen Speicherbedarfs bei der Berechnung der ¢y, nicht mehr erweitert
werden kann. Zum besseren Vergleich der Daten wird in der folgenden Ab-
bildung der dominierende Anteil 2d — 1 von p subtrahiert. Die ausgefiillten
Kreise zeigen die exakten Ergebnisse fiir d = 2,...,8, die fiir groe d sehr
gut durch die é—EntWicklung

gy L3 16 102
h= 2d (24 (24 (2d)°

(4.49)

beschrieben werden.

O T T L T I T T L T L T L T L T T T LI T T T T LI T

03

_04 1 1 1 1 1 ” 1 1 1 1 1 I 1 1 1 1 1 I 1 1 1 1 1 I 1 1 1 1 1 I 1 1 1 1 1
"0 5 10 15 20 25 30

Abbildung 4.12 Zusammenhangskonstante p in verschiedenen d

Man stellt fest, dass in endlichen Raumdimensionen der NCL das asympto-
tische Verhalten der 32" nicht korrekt wiedergibt, durch die Uberkorrektur
zum RL erhélt man stets ein etwas zu kleines p. Die Koeffizienten wachsen
also nicht so stark an wie beim exakten SAL.

Bei dem M2L liegt die Zusammenhangskonstante p = 2d — 1 oberhalb des
exakten Ergebnisses. Da jedoch nicht alle Riickkehrprozesse ausgeschlossen

werden, ergibt sich ein stirkerer Anstieg der ¢3! verglichen mit dem SAL.

Der kritische Exponent a — 2 wird in der ndchsten Abbildung genauer be-
trachtet. Da fiir den RL o — 2 = —% gilt, tridgt man zur Vereinfachung 0‘7_2
auf.
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T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
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Abbildung 4.13 Kritischer Exponent o — 2 in verschiedenen d

e=2 — _1 auBerdem ist

Der Inset zeigt eine VergroBerung des Bereiches um #5= = —7,

hier ein Vergleich mit dem M2L dargestellt. Die angegebenen Fehlerbalken
ergeben sich ausschliefilich aus dem Fit der Skalierungsfunktion. Da jedoch
nur im Bereich bis 2n = 1000 gefittet wurde, wird sich der tatséchliche Fehler
des kritischen Exponenten vergrofiern.

Man sieht, dass fiir den NCL und den M2L der kritische Exponent fiir d — oo

gegen das Mean-Field-Ergebnis o — 2 = —g konvergiert.

4.8.2 Limes d — oo

In diesem Abschnitt wird das Verhalten des Non-Crossing und Memory-2
Loops im Limes unendlicher Raumdimensionen untersucht. Fiir den RL in
d — oo gilt

RL (c0) (27"6)!
"2n - nl

(4.50)

Um dies mit dem Verhalten in endlichen Raumdimensionen vergleichen zu
konnen miissen fiir d < oo die Koeffizienten ¢y, mit d=" skaliert werden.

(d) Céd)

o = —I 4.51
Con dn ( )
Bereits fiir den RL zeigt sich ein Unterschied im asymptotischen Verhalten
in d — oo zum Fall mit endlichem d. Fiir d < oo erhalt man direkt einen
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exponentiellen Anstieg der fg,?.

RL(@) _ (2d)*" RL(a)  (4d)"
Ton (an)i2 = Ty, 2n)i72 (4.52)
Fiir d — oo wachsen die Koeffizienten dagegen iiberexponentiell an.
2n\n
RL (o0 3
) (55) (4.53)

(&

Das unterschiedliche Skalierungsverhalten des NCLs verdeutlicht die néchste
Abbildung.

200

150

~NCL
Iné,y,

100

50

60 70 80 90 100

50
2n

Abbildung 4.14 Incy“" in verschiedenen d

n

Man erkennt, dass die Kurven fiir d < oo langsam gegen den Grenzfall d —
oo konvergieren. Fiir endliche Raumdimensionen besitzt Incy™ im Limes

n — oo die konstante Steigung In (2\/3 — ﬁ), wéhrend diese fiir d — oo wie
In v/2n, also logarithmisch divergiert.

Ein NCL besitzt daher ebenfalls ein unterschiedliches Skalierungsverhalten
fiir endliche bzw. unendliche Raumdimensionen.

In [LEU98| wurde gezeigt, dass in d — oo die NCLs einen endlichen Bruchteil
aller RLs darstellen.

lim 2L = = (4.54)
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Wie man an dem folgenden Graphen sieht, gilt diese Beziehung nicht nur fiir
einen NCL, sondern auch fiir Loops mit Gedéchtnis 2.

074 T I T I T I T I T I T I T I T T

0,38

0,32

03
10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Abbildung 4.15 %% fiir einen NCL und einen M2L in d — oo
Ein Beweis ldsst sich leicht mit (4.46) fithren. Fiir d — oo geht diese Glei-

chung iiber in

-1

nen (20—n —1
Pt = (—)"2 ( , )r;‘(%n) (4.55)

n

Fiir das gesuchte Verhéltnis erhélt man daraus unmittelbar

M2 — (20— n—1\ T
QIZ%L - Z(_) 2 ( n ) RL

Tl ” Tl
—_——— N~
(2l—n—1)" ~ L
~ ! 22nn

l—1(_)n 1
= 2 (==

l—o0
- - 4.56
Z n! e ( )

Diese Ergebnisse legen nahe, dass auch der physikalische NCL und M2L zu
einem endlichen Verhéltnis fithren [KEILEU0O)].




Kapitel 5
Vergleich von CPA und DMFT

Nachdem im letzten Abschnitt der mathematische Self-Avoiding Walk im
Mittelpunkt der Untersuchungen stand, wird nun ein Vergleich zwischen
der Coherent Potential Approximation und der Dynamischen-Mean-Field-
Theorie angestellt. Hierbei wird zunéchst die CPA als Naherung fiir ein Sys-
tem mit diagonaler Substitutionsunordnung erlédutert. Eine Beschreibung der
DMFT als allgemeiner Ansatz zur Losung von Gittermodellen in der Viel-
teilchenphysik erfolgt im néchsten Teil dieses Kapitels. Nach diesen einfiih-
renden Betrachtungen lésst sich die Aquivalenz beider Niherungen zeigen,
die man aufgrund der gleichen formalen Struktur der Selbstkonsistenzglei-
chungen und ihrer dhnlichen Herleitung bereits seit ldngerem vermutet. Die
CPA-Gleichungen ergeben sich aus der Spezialisierung der DMFT auf unge-
ordnete Systeme.

5.1 Coherent Potential Approximation

An dieser Stelle wird eine kurze Einleitung in die Streutheorie ungeordne-
ter Systeme gegeben. Eine ausfiihrliche Darstellung dieser Grundlagen findet
man in vielen Biichern der Vielteilchenphysik [FETWAL71, R1c80, Eco90].
Anschliefend wird die Coherent Potential Approximation hergeleitet, die
1967 von P. Soven entwickelt wurde [Sov67, VELKIREHR68, Sov69,
ELLKRULEAT74].

5.1.1 Grundlagen der Streutheorie

Einen Hamilton-Operator fiir einen Festkorper, dessen Atome einem zusétz-
lichen Storpotential ausgesetzt sind, fithrte zuerst P. W. Anderson im Jahr

95
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1958 ecin [AND5S].

H=Hy+ Hy = Z Ekckackg + Z ij MCJU (51)

k,o 1,5,0

Hierbei beschreibt Hj das ungestorte Leitungsband mit der Dispersionsrela-
tion €. Hy beinhaltet die Storung durch die Potentiale V;;, die auch nicht-
diagonale Anteile enthalten konnen.

Zur Herleitung der CPA spezialisiert man diesen allgemeinen Ansatz zumeist
auf den Fall der diagonalen Substitutionsunordnung, es gilt V;; = d;;V;.

Hy = Z Viel ci (5.2)

1,0

Fiir einen Hamilton-Operator mit zeitunabhéngiger Stérung lésst sich ein
einfacher Zusammenhang zwischen der ungestorten Green-Funktion

9(2) = (= — Hy) ™ (5.3)

und der Green-Funktion des wechselwirkenden Systems

G(z)=(z—H)' = (2= Ho) ™" Y _ (Hv(z— Ho) )" = g(2) + g(2) HyG(2)

(5.4)
angeben. Diese Gleichung kann formal nach dem gesuchten G(z) aufgelost
werden und bietet den Ausgangspunkt fiir eine stérungstheoretische Losung
des Problems.

—1
G(2) = (1—g(2)Hv) g(2) (5.5)
Ein anderer Losungsansatz ergibt sich aus der Definition einer Streumatrix

T(z), die die Streuung der Bandelektronen aufgrund des Storpotentials Hy
beschreibt.

G(2) = g(2) + 9(2)T(2)g(2) (5.6)
Die Streumatrix léasst sich eindeutig aus Hy berechnen. Mit dem folgenden

Ausdruck wird in Abschnitt 6.2 die Streumatrix des Anderson-Modells im
Schrieffer-Wolff-Limes mit einem klassischen Impurity-Spin berechnet.

-1

T(z) = (1— Hyg(z)) 'Hy < Hy=T()(1+9(2)T(2)) (5.7)

In einem ungeordneten System sind die Potentialstirken V; nicht a priori
vorgegeben, sondern zufillig verteilt. Zur Bestimmung der makroskopischen
Eigenschaften eines solchen Systems braucht aber auch nicht die exakte
mikroskopische Konfiguration bekannt zu sein. Stattdessen ist man an iiber
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alle Konfigurationen gemittelte Groflen interessiert. Dazu mache man sich
klar, dass die Leitfihigkeit einer Kupfer-Eisen-Legierung nicht von den
exakten Positionen der Kupfer- und Eisen-Atome abhéngt, sondern nur von
deren Konzentration.

Héngt eine Observable X von N Zufallsvariablen aq,...,ay ab, die gemé&f
P(ay,...,ay) verteilt sind, so wird ihr Konfigurationsmittel mit X be-

zeichnet.

conf

X(O./l,...,O_/N) :/qu---dozNP(ozl,...,ozN)X(Ozl,...,OzN) (58)

Bei statistisch unabhingigen «; faktorisiert die Gesamtwahrscheinlichkeit
P(o,...,ay) in das Produkt der Einzelwahrscheinlichkeiten p(a;).

N

P(on,...,an) = [[ p(ey) (5.9)

Jj=1

Die Integration in der Konfigurationsmittelung lésst sich dadurch vereinfa-
chen.

N
conf
X(o,...,an) :H/dajp(aj)X(al,...,aN) (5.10)
j=1

Diese wenigen allgemeinen Betrachtungen werden nun auf den Hamilton-

Operator (5.1) angewendet, der mit dem Storpotential V' nur eine Zufallsva-
———conf
riable besitzt. Bei der Bestimmung der gemittelten Green-Funktion G(z)

aus der Streumatrix nach (5.6) hdngen die ungestorten Propagatoren g(z)
nicht von V; ab, daher braucht die Mittelung ausschliellich iiber die Streu-
matrix durchgefiihrt zu werden.

conf ———conf

G(2) =g(2) +9(2)T(2)  g(=) (5.11)

Eine alternative Berechnung von G(z)conf kann mithilfe einer Selbstenergie
¥(z) geschehen, die tiber die Dyson-Gleichung definiert wird.

conf ————conf

G(2) " =g(2) + 9(2)2(2)G(2) (5.12)

Uber eine geometrische Reihe lisst sich aus der Selbstenergie eindeutig die
Streumatrix gewinnen und vice versa.

conf

T(z) = (1-%(2)g(2))

1 conf (

14g(2)T(z) ™)™
(5.13)

£(:) & $(:)=T()
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Am Ende dieses Abschnittes sollte einmal explizit erwidhnt werden, dass al-
le hier auftretenden Gleichungen echte Matrixgleichungen sind, wobei die
Produkte als Matrixprodukte zu interpretieren sind. Z. B. gilt fiir die Dyson-
Gleichung die Komponentenschreibweise

Gy ™ = 95(2) + Y g2 Su(2)Cy ()™ (5.14)

k.l

Ist die Selbstenergie jedoch ein Vielfaches der Einheitsmatrix, also eine ska-
———conf
lare GroBe, so ldsst sich das gesuchte G(z) “" aus einer Verschiebung des

Arguments der ungestorten Green-Funktion g(z) um die Selbstenergie ¥(z)
berechnen.

conf

GR)™ = (1-9(2)=(2) g(2) = 9(= - 5(2)) (5.15)

5.1.2 Herleitung der CPA

Zur Bestimmung der Green-Funktion des Hamilton-Operators (5.1) muss wie
im vorherigen Abschnitt erlautert entweder die Streumatrix 7" oder die Selbst-
energie Y bestimmt werden. Dies ist im allgemeinen nicht exakt moglich,
daher wird an dieser Stelle die sehr haufig verwendete Coherent Potential
Approximation hergeleitet.

Dazu betrachtet man zunéchst den Fall eines Storpotentials V; am Gitterplatz
t. In dieser Situation ldsst sich die lokale Streumatrix ¢; aus den Bewegungs-
gleichungen fiir die Green-Funktion exakt bestimmten.

Vi
li=———=Vi+VigpVi+VigoVigo Vi +--- (5.16)
1 —Vigo

Das Elektron kann ein- oder mehrmals am Site i gestreut werden, dabei
durchlauft es zwischen den einzelnen Streuprozessen einen Loop durch das
ungestorte Gitter, welcher mit gg bezeichnet wird.

9o = goo = (g) = %ng (5.17)
k

Fir mehrere Storstellen setzt sich die Streumatrix 7 aus den atomaren t;
zusaminen.

Tij =t 0ij + t; Gij ty + th‘ Jati gty +--- (5.18)
I

Tm folgenden wird zur besseren Lesbarkeit hiiufig das Argument der Green-Funktionen
etc. weggelassen, solange es zu keinen Missverstindnissen fithren kann. Aus demselben
Grund verwendet man sowohl fiir A B~! als auch fiir B~ A mit zwei Matrizen oder Ope-
ratoren A, B die Quotientenschreibweise %, dies ist eindeutig fiir [4, B] = 0.
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Das Elektron wird zunéichst am Gitterplatz ¢ ein- oder mehrfach gestreut und
propagiert anschliefend durch das ungestoérte Band zur néichsten Site j # i.
Diese Bewegung durch das Gitter wird durch g;; = g;;(1 — d;;) beschrieben.
In der Average T-Matrix Approximation (ATA) nimmt man an, dass in (5.18)
jeder Gitterplatz nur einmal besucht wird, somit faktorisieren die einzelnen
Mittelungen der ¢; wegen der statistischen Unabhéngigkeit der lokalen Streu-
potentiale. Weiterhin werden die t_iconf gitterplatzunabhéangig.

conf

n ——conf V

1o =, = 5.19
Vo (5.19)

Durch Einsetzen in (5.18) und Ausnutzen der Summenformel fiir die geo-

metrische Reihe erhélt man die konfigurationsgemittelte Streumatrix in der
ATA.

—conf
— conf t

T - < conf
1—=4""(9— 9)
Aus (5.13) lasst sich daraus unmittelbar die Selbstenergie in dieser Naherung
angeben, diese ist rein lokal, d. h. k-unabhéngig.

(5.20)

- conf

no_ (5.21)

—conf

_1—|—t do

Die bis jetzt gewihlte Aufteilung des Hamilton-Operators in einen ungestor-
ten und einen Wechselwirkungsanteil ist keineswegs zwingend, solange das
ungestorte Problem weiterhin exakt l6sbar bleibt. Daher ist es mdglich in
einem effektiven ungestorten Hamilton-Operator Hy ¢ jedem Gitterplatz ein
zusitzliches komplexes Potential ¥ zuzuordnen, das die Rolle eines effektiven
Mediums einnimmt und durch einen analogen Summanden in Hy,.s wieder
kompensiert werden muss.

Heg = Hoer + Hyer = » (e + X)ck 00 + Y _(Vi— E)cleir  (5.22)

k,o 1,0

Nach den Ersetzungen Hy — Hper und Hy — Hyer in den Gleichungen
aus Kapitel 5.1.1 gelten diese in gleicher Form auch hier, dabei ergibt sich
die ungestorte Green-Funktion geg(z) von Hy s aus einer Verschiebung des
Arguments von ¢(z) um X.

get(2) = g(z — %) (5.23)

Das zusétzliche Potential wurde bis jetzt noch gar nicht konkret spezifiziert.

Es wird so gewéhlt, dass die gemittelte Streumatrix der effektiven Storung
—conf

Hy o verschwindet 77 = 0, dann gilt nach (5.11) und (5.23)

conf

G(z) = gen(z) = 9(z = %) (5.24)
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Diese Darstellung der Losung rechtfertigt es im Nachhinein das effektive Me-
dium als eine skalare Selbstenergie > zu bezeichnen.

Leider kann die Bedingung T = 0 nicht exakt erfiillt werden, man greift
daher auf eine Ndherung fiir die Streumatrix zuriick. Hierzu wird eine durch
die Substitution gy — G_gconf selbstkonsistent gemachte ATA (5.20) verwen-
det, bei der das Potential V' durch das effektive Potential V' —3 ersetzt werden
muss. Nach wenigen Umformungen erhélt man daraus die Selbstkonsistenz-
gleichung fiir die Selbstenergie in der Coherent Potential Approximation.

conf

5= v (5.25)

——conf

1- Gy (V- %)

Im Falle eines Storpotentials V', das in einer Konzentration c;y,, vorliegt,
ist die CPA exakt in den Limites ¢, = 0 und ¢ip = 1. Fiir ¢ipmp = 0 gilt
sofort ¥ = 0, wihrend fiir ¢, = 1 das aus den Bewegungsgleichungen
berechenbare ¥ =V die CPA-Gleichung 16st.

Eine diagrammatische Herleitung der ATA und CPA ist ebenfalls moglich
und findet sich in vielen Lehrbiichern [NOL02]. Hierbei wird deutlich, dass
die CPA unter allen Single-Site-Néherungen die mit Abstand beste ist. Sie
beriicksichtigt dhnlich dem ersten Summanden in der Lace-Entwicklung fiir
den Self-Avoiding Walk in Kapitel 4.5 alle Anteile ohne Uberkreuzungen.
Wie beim SAW lésst sich aus dem dimensionalen Verhalten der g,, auch fiir
die CPA zeigen, dass eine solche Nidherung im Limes d — oo exakt wird.
Diese Gemeinsamkeiten legen einen engen Zusammenhang zwischen beiden
Approximationen nahe, der in Abschnitt 5.3 detailliert untersucht wird.

5.2 Dynamische-Mean-Field-Theorie

Die Dynamische-Mean-Field-Theorie stellt eine weit verbreitete Methode
in der Festkorperphysik dar, die nach einer geeigneten Skalierung des
Hopping-Matrixelements in unendlichen Raumdimensionen ein Gittermo-
dell exakt auf ein effektives Ein-Storstellen-Modell abbildet. Einen Uber-
blick {iber dieses sehr méchtige Verfahren, das manchmal auch als Lo-
cal Impurity Self-Consistent Approximation bezeichnet wird, findet man in
[GEOKOTKRAROZ96].

W. Metzner und D. Vollhardt konnten mit der DMFT das Hubbard-Modell
in d — oo 16sen und wiesen darauf hin, dass ihr Ergebnis die physikalisch
relevanten Dimensionen d = 2,3 besser approximiert als der ebenfalls
exakt losbare (d = 1)-Grenzfall [METVOL89]. In der Folge wurden die
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Vereinfachungen, die sich im Limes unendlicher Raumdimensionen ergeben,
von verschiedenen Autoren untersucht. Z.B. konnte E. Miiller-Hartmann
zeigen, dass die Selbstenergie in d — oo rein lokal und nur durch die Onsite-
Wechselwirkungen bestimmt wird [MUL89]|. U. Brandt und Ch. Mielsch
bildeten mit dieser Ndherung das Falicov-Kimball-Modell [FALKIM69] auf
ein atomares Problem mit zeitabhédngigem Hilfsfeld ab und losten es so
[BRAMIES9, BRAMIE9O, BRAMIEI1].

Ausgangspunkt fiir die DMFT ist die offensichtliche Tatsache, dass ein
Modell mit nur einer Storstelle wesentlich einfacher zu behandeln ist als das
entsprechende Gittermodell. In der DMFT fiihrt man daher das Gittermo-
dell mit einem effektiven Medium auf ein selbstkonsistent zu berechnendes
Ein-Storstellen-Problem zuriick, bei dem der Einfluss aller anderen Storstel-
len durch ein effektives Leitungsband beschrieben wird. Dieses Verfahren
erweitert die bekannte Mean-Field-Naherung z. B. fiir das Ising-Modell, bei
der ein ausgewéhlter Spin nur ein gemitteltes Magnetfeld der anderen ,,sieht®.

Die Green-Funktion G dieses effektiven Bandes wird als Self-Avoiding Walk
durch das Gitter mit einer sich aus dem Single-Impurity-Modell ergebenden
lokalen Streumatrix ¢ angesetzt.

# #

Goy = Gay + D _ Goir t Giny + D Goin L Girin t Gy + - (5.26)

11 11,22

Die ungestorte Propagation vom Gitterplatz x nach y bezeichnet man hier-
bei mit g,,, dessen Eigenschaften in Anhang A erldutert werden. Das Verbot
von Mehrfachbesuchen einer Site, d. h. die paarweise Ungleichheit der Sum-
mationsindices i1, . .., 7, untereinander sowie mit dem Anfangs- und Endgit-
terplatz x bzw. y, symbolisiert das Ungleichheitszeichen iiber dem Summen-
symbol.
Dieser Ansatz stellt bereits die erste Ndherung der DMFT dar, da in dem vol-
len Gittermodell auch Streuprozesse auftreten, in denen derselbe Site mehr-
fach besucht wird. Diese Anteile kann ein SAW natiirlich nicht beinhalten.
Das lokale ¢t wird in der DMFT selbstkonsistent aus G berechnet, daher ent-
stehen auch einige unphysikalische Prozesse, bei denen in der Streumatrix
besuchte Gitterplitze ebenfalls in der Ortssummation des SAWs vorkommen.
Sowohl die nicht beriicksichtigten Mehrfach-Streuungen als auch die Uber-
zéhlungen in der lokalen Streumatrix verbinden die beteiligten Gitterplitze

mit mindestens vier Propagatoren g,,. Aufgrund des dimensionalen Skalie-

—A(z, . .
rungsverhaltens g,, ~ v/d 9 it Az,y) = Z;l:l |z; — y;| verschwinden

diese Anteile jedoch im Limes d — oo und die Abbildung wird in diesem
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Grenzfall exakt.

Im néchsten Schritt muss der Ausdruck fiir den SAW (5.26) ausgewertet
werden, dieses kann ebenso wie fiir den mathematischen SAW in Kapitel
4 nicht analytisch geschehen. Eine Rekursionsformel zur Bestimmung einer
exakten Losung des Diagonalteils Gog = Gy von (5.26) konnte in [OTTIS|
zwar hergeleitet werden, aber leider verhindert ihre hohe Komplexitéit eine
weitergehende Behandlung. Eine sehr gute Approximation ergibt sich wie-
derum aus der Lace-Entwicklung, die direkt auf den physikalischen SAW mit
Einzelschritten beliebiger Lange iibertragen werden kann. Da der ungestorte
Propagator g,, und damit auch das gesuchte G,, in diesem Fall auch sel-
ber einen Loop beinhalten, wird die Lace-Entwicklung nicht direkt auf G,,,
sondern auf

v 1
ng—go—i—g (5.27)
angewendet. G mit Diagonalanteil (é> = % beschreibt eine Propagation von

der Site x nach y # z oder ein Stehenbleiben bei z = y, bei dem kein
weiterer Streuprozess mehr stattfindet. Die diagrammatische Bestimmung
der Selbstenergie fiir G verlduft analog zu der des mathematischen SAWs
in Abschnitt 4.5 und ist in [LEU9S8] ausfiihrlich erldutert. In der Néherung
cines Non-Crossing Walks (Abschnitt 4.6) erhélt man fiir den Diagonalteil
der effektiven Green-Funktion folgende Selbstkonsistenzgleichung.

g
Go=(—— 2 5.28
=i —a 52
Diese Gleichung kann auf eine Auswertung des ungestorten go(z) bei ver-
schobenem Argument zuriickgefithrt werden, wodurch sich eine numerische
Auswertung wesentlich vereinfacht.

_ 1 ( _775
T 141G, Y T 1 G0 (2)

Der obige Ausdruck wurde fiir die XNCA-Ergebnisse in [LEU98] benutzt.
Wie sich bei den numerischen Berechnungen im Verlauf dieser Arbeit her-
ausgestellt hat, besitzt (5.28) jedoch deutlich schlechtere Konvergenzeigen-
schaften als eine weitere Form der Selbstkonsistenzbedingung, die nicht die

asymptotische Losung Go(z) = 7 besitzt.

Go(2) ) (5.29)

_ t )+ t
1+ tgo(Z’) 1+ tgo(z)

Nach Multiplikation von (5.28) mit (1+tGp) und einigen Umformungen lésst
sich ein Zusammenhang zwischen der DMFT und den Gleichungen aus der

G '(2) =95 (2

(5.30)
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Standard-Streutheorie erkennen, der die zugrunde liegende Idee des effektiven
Mediums nochmals veranschaulicht.

B g(1+tGy) _ 9
go+Goth—<1_t(g_g0)>_<1—ﬁgog> (5.31)

Zu Beginn der zweiten Zeile wurde die Definition der Selbstenergie ¥ aus-
genutzt. Aufgrund der Lokalitdt der Streumatrix ¢ wird auch ¥ zu einer
skalaren Grofie und die gesuchte volle Green-Funktion Gy(z) ergibt sich aus
dem ungestorten go(z) mit verschobenem Argument. Die DMFT ldsst sich
daher auch wie folgt formulieren und die Aquivalenz zu (2.59) aus dem Hilfs-
feldformalismus wird deutlich.

GO = gO + gotgg Go = go -+ go b Go (532&)
b t

t = Y= 5.32b

1— %G, 151G, (5.32b)

Diese Gleichungen sind rein skalar und aus ihnen lésst sich nur der Diago-
nalteil Gy bestimmen, aus dem jedoch die wichtigsten physikalischen Infor-
mationen gewonnen werden. Dies verdeutlicht den wesentlichen Unterschied
zu den Matrixgleichungen aus der Standard-Streutheorie, deren grundlegen-
den Beziehungen zwischen gesuchter Green-Funktion GG, Streumatrix 7" und
Selbstenergie 3 aus Abschnitt 5.1.1 fiir einen besseren Vergleich noch einmal
wiederholt werden.

G=g+gTyg G=g+9gXG (5.33a)
b T
1—3g 14+Tg (5.33b)

An dieser Stelle zeigen sich die Methode des effektiven Mediums und die
sich daraus ergebenden Vereinfachungen. Zum einen wird die volle Streuma-
trix T durch das lokale ¢, zum anderen der ungestorte Propagator g durch
das effektive Gy ersetzt. Da in der DMFT ein Ein-Storstellen-Modell zu be-
handeln ist, gehen die Matrixgleichungen weiterhin in skalare iiber, die nur
noch die Diagonalanteile der Green-Funktionen beinhalten. Die Struktur der
Gleichungen bleibt in der DMFT jedoch erhalten, obwohl sie nicht aus einer
Storungstheorie, sondern aus einem Non-Crossing Walk als Ansatz fiir das
effektive Band folgen.



64 KAPITEL 5. VERGLEICH VON CPA UND DMFT

5.3 Aquivalenz von CPA und DMFT

Die vielen Gemeinsamkeiten im Laufe der Herleitung von CPA und DMFT
in den vorherigen Abschnitten legen einen engen Zusammenhang zwischen
beiden Nédherungen nahe. Mithilfe eines effektiven Mediums wird in beiden
Féllen ein Gitterproblem auf ein einfacher zu behandelndes Ein-Storstellen-
Modell abgebildet. Die daraus resultierenden Selbstkonsistenzgleichungen fiir
die Selbstenergie ¥ in der CPA bzw. fiir den effektiven Propagator G, in der
DMFT besitzen dieselbe Struktur.

conf

—cofl/f bzw. Gy = <%> (5.34)

=
1—-Gy™™ (V —%) 1—t(g — Go

Die Ubereinstimmung lisst sich durch die analoge diagrammatische Herlei-
tung erkliren, in der jeweils alle Anteile ohne Uberkreuzungen aufsummiert
werden. Die nicht beriicksichtigten Terme verschwinden im Grenzfall un-
endlicher Raumdimensionen, daher werden die CPA und DMFT in diesem
Limes exakt.

Neben diesen Gemeinsamkeiten gibt es jedoch auch einige Unterschiede,
die einen direkten Vergleich von CPA und DMFT verhindern. Zunéchst ist
zu beachten, dass die Gleichungen (5.34) zwar formal sehr &hnlich sind,
aber vollig verschiedene physikalische Groflen beinhalten, z.B. entspricht
dem Storstellenpotential V' in der CPA die ungestérte Green-Funkion ¢ in
der DMFT. Dabei werden auch zwei unterschiedliche Mittelungsprozesse
durchgefiihrt, zum einen eine Konfigurationsmittelung und zum anderen
eine Mittelung aller Impulse k£ {iber die erste Brillouin-Zone. Eine weitere
Schwierigkeit ergibt sich daraus, dass es keine CPA-Gleichung fiir die Streu-

matrix T gibt, deren Nicht-Lokalitdt sich mit einer Reihenentwicklung
zeigen lasst. Im Gegensatz dazu basiert die DMFT jedoch auf der lokalen
Streumatrix ¢ eines Single-Site-Modells.

Zur Herleitung des Zusammenhangs zwischen CPA und DMFT geht man
von der Streumatrix ¢ eines Ein-Storstellen-Modells mit zufélligem Stérpo-
tential aus, die direkt aus der Konfigurationsmittelung von (5.16) folgt. In
der DMFT wird ¢ nun nicht mit dem ungestérten Propagator gy, sondern
mit dem effektiven Gy berechnet, das den Einfluss der anderen Storstellen
beschreibt. ot

—

= ——
1 -GV

(5.35)
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Aus dem lokalen ¢ ldsst sich mit (5.32b) die Selbstenergie ¥ gewinnen.

conf

t Vv
Y= = .
1+tGy 1—-V(Go+ GotGo) + tGoy (5:36)

——conf ——conf

Nach (5.32b) gilt weiterhin Gy + Got Gy = Gy und tGy = X Gy . Man
erhélt somit aus der DMFT folgende Selbstkonsistenzbedingung fiir 3.

conf

V

——conf

1- Gy (V-%)

5 = (5.37)

Diese Gleichung ist dquivalent zu der CPA-Gleichung (5.25) aus der Theorie
ungeordneter Systeme, die auf einem vollkommen anderen Wege hergeleitet
wurde. Die CPA kann somit als Spezialisierung der DMFT auf ungeordnete
Systeme interpretiert werden und der anfangs vermutete Zusammenhang zwi-
schen beiden Naherung bestétigt sich voll und ganz. Aus (5.32b) und (5.33b)
liisst sich erstmals auch die nicht-lokale Streumatrix 7" in der CPA ange-
ben, die sich bisher nur durch eine Reihenentwicklung bestimmen lief.

— conf t

S P (5.38)



Kapitel 6

Klassischer

Schrieffer-Wolff-Limes des
Anderson-Modells

Eine exakte Losung des Ein-Storstellen-Problems ist nicht nur fiir ein Sys-
tem mit diagonaler Substitutionsunordnung moglich, sondern auch fiir eine
vereinfachte Form des Anderson-Modells. Dies lisst eine detaillierte Unter-
suchung der Losungseigenschaften der Selbstkonsistenzschleife zu, da eventu-
elle Artefakte aus einer approximativen Losung des Single-Site-Modells aus-
geschlossen werden konnen. Dazu betrachtet man dieses Modell nach einer
Schrieffer-Wolff-Transformation, die auf ein sd-Modell mit zusétzlicher Po-
tentialstreuung fithrt [SCHWoOL66, KEIKIM71, HEW93]. Weiterhin werden
im folgenden die Quanteneigenschaften des Storstellen-Spins vollstandig ver-
nachléssigt und die in diesem Fall, der als klassischer Schrieffer-Wolff-Limes
bezeichnet wird, exakt berechenbare Streumatrix wird bei festem Spinbetrag
15| = % in einem duBeren Magnetfeld klassisch gemittelt.

Die Streumatrix kann bei der Bestimmung des effektiven Bandes voll selbst-
konsistent in die Rechnung einbezogen werden. Dies unterscheidet dieses Mo-
dell grundlegend von der Behandlung der Selbstkonsistenzbedingung mit ei-
ner a priori vorgegebenen Modellzustandsdichte fiir die f-Green-Funktion des
Anderson-Modells in [LEU98, KEILEUOO], in der die Streumatrix wihrend
der Iteration konstant bleibt.

6.1 Schrieffer-Wolff-Transformation

Ausgangspunkt der Schrieffer-Wolff-Transformation ist das SIAM mit nur
zwei Spinorientierungen o =T, |, das hier im Limes U — oo betrachtet wird.

66
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H = Z Ekc-ll;'a'cko' + Z eff;fa + VZ (.fjck’a + CLU.]EU) (61)
k,o o k,o

Liegt die Onsite-Energie der Storstelle weit unterhalb der Fermi-Energie
€f < €permi; SO besitzt der Grundzustand bei verschwindender Hybridisie-
rung V' = 0 genau ein f-Elektron. Fiir V' # 0 konnen Elektronen aus
dem lokalisierten f-Niveau ins Leitungsband und vice versa iibergehen.
Es entsteht eine Mischung zwischen dem einfach-besetzten Grundzustand
|W;) und einem Zustand mit leerem f-Niveau |Wy). Mithilfe der Schrieffer-
Wolff-Transformation, mit der 1966 von J. R. Schrieffer und P. A. Wolff der
Zusammenhang zwischen dem Anderson- und sd-Modell gefunden wurde
[ScCHWOL66], wird ein effektiver Hamilton-Operator bestimmt, der virtu-
elle Anregungen des einfach-besetzten |W;) in den angeregten Zustand |¥)
in niedrigster Ordnung Storungstheorie beriicksichtigt. Anregungen in ein
doppelt-besetztes f-Niveau entfallen fiir U — oo. Die gesuchte Wellenfunkti-
on |¥) ergibt sich somit aus einer Linearkombination der |¥,). Nach diesen
Voriiberlegungen schreibt sich die Schrodinger-Gleichung H|V) = E|¥) wie

folgt.
(e ) () = () 52

Dabei gilt H,,, = P,,HP,. Die P, beschreiben Projektoren auf denjenigen
Unterraum, der mit genau n f-Elektronen besetzt ist. Eine explizite Darstel-
lung lautet

Po=(1—fifA—ff) wd P=flfi+/flf (6.3)

Eine Anderung der Besetzung des f-Niveaus ist in (6.2) nur durch die Hy-
bridisierungsanteile moglich. Somit gehen lediglich diese in die Nebendia-
gonalelemente der H,,, ein, die Diagonalanteile werden durch die Energie
der Leitungselektronen Hy, = zkaekclac;w und das eventuell vorhandene
f-Elektron bestimmt. 7

Hyy = Z EkCLUCka Hy = VZ CLgfa
k.o k,o

) (6.4)
Hl():VZf;Cka Hyy ZZEkCLGCka+€f
k,o

k,o

Da der Grenzfall V' = 0 mit dem Grundzustand eines einfach-besetzen f-
Niveaus Ausgangspunkt dieser Uberlegungen ist, wird |¥o) im Gleichungs-
system (6.2) eliminiert.

(HO + Hl()(E + €f — H00)71H01> |\I/1> = E|\Ill> (65)
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Die entstandene Gleichung enthélt an dieser Stelle noch keine Nédherungen
und ist eine exakte Losung von (6.1). Den zweite Summanden kann man nach
Einsetzen der Hamilton-Operatoren (6.4) weiter vereinfachen.

Hlo(E + Ef — H()O) H()1 |V| Z fTCkJ E + Ef — Hoo) 1C};,g,f0/ (66&)

kk’

|V‘ — &y — Ho
f]L ka - C / fa
- ka) ” ) el
(6.6b)

%
|€f| Zchkgck, o (6.6¢)

kk’

Da nur Anteile der niedrigsten Ordnung in V' beriicksichtigt werden sollen,
ist der zweite Term in der zweiten Zeile vernachléssigbar.
Bei der weiteren Behandlung unterscheidet man die Félle o # ¢’ und 0 = ¢’.

e Fiir 0 # ¢’ antikommutieren alle Operatoren miteinander.

V VvV 3
‘ ‘ E fT fi Cchk,l+fl fT Cklck’ - ‘ ‘ E S+Cchk'l+S CLle/T)
Ef kEk ~~~ Ef k,k!
St S_
(6.7)

Das Produkt fTT f1 vernichtet auf einem f-Level einen |- und erzeugt
einen T-Spin. Es lédsst sich daher mit der Spin-Algebra fiir S = % als

Aufsteige-Operator ST interpretieren. Analog kann ff f1 als Absteige-
Operator S~ geschrieben werden.

e Im Falle o0 # o' ergibt der Antikommutator zwischen den ¢, einen
zusétzlichen Term.

Vv
WS~ (D ek + i euck) -
~—

Ef k k/
ny TLL
v |V|
ZS'Z Ck:TCk'T Ckick'l Z CrLoCk'o
f ew kKo
Hierbei wird 2(n; — n;) = S* und ny + n| = 1 verwendet, das im

Unterraum eines einfach-besetzen f-Niveaus gilt.
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Nach Zusammenfassen aller Terme besteht die Wechselwirkung im Schrieffer-
Wolff-Limes somit aus zwei Termen.

e Der erste Teil beschreibt eine Potentialstreuung mit einer konstanten

2
Kopplungskonstanten — % :
V 2
HPot.—Str. = _‘—| CITcaCk'O' (69)
2€f
kk!

e Als zweiten Beitrag erhélt man den Hamilton-Operator des sd-Modells
[ZEN51].

VI? _ :
Hsf — _‘€_f| Z (S+CLTC’€/1 —|— S CLle/T + S (CLTCIC'T — CLle/l)) (610)
kK’

Dieser Ausdruck kann mithilfe der Pauli-Spinmatrizen

L 101, 1[0 =\ . 1(1 0
S_§<1 0)’ 5—5(7; 0)’ 5‘5(0 —1) (6.11)

kompakter geschrieben werden.

2|V|? -
Hsf = —A Z §JU/S CLUC].C/U/ (6.12)
ef k‘,k‘l
Nach Einfiithrung der Kopplungskonstanten J = y ergibt sich fiir das
Anderson-Modell im Schrieffer-Wolff-Limes folgender Wechselwirkungsanteil,
der ein Kondo-Modell mit zuséatzlicher Potentialstreuung darstellt.

J = —
HSW = _Z k; C-ll;?ocklo' —_ J% SO’O"S CLG_C]C/U/ (613)

o,0’

6.2 Berechnung der Streumatrix

In der Standard-Ein-Teilchen-Streutheorie stellt die Streumatrix 7'(z) einen
Zusammenhang zwischen der Green-Funktion des ungestorten Systems g(z)
und der Green-Funktion G(z) des mit einer Stérung Hy wechselwirkenden
Systems dar (Abschnitt 5.1).

G=g+9gTg = T=Hy+HygHy+HygHygHy+---= (1—Hyg) 'Hy
(6.14)
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Fiir die Berechnung der Streumatrix in dem hier betrachteten Fall wird zu-
néchst das Matrixelement der Wechselwirkung Hgw benétigt.

J -
<l€0’|st|k/O',> = 5kk’<0| - Z - J§S|0’l> (615)

Durch Einfiigen von vollstdndigen Zwischenzustédnden kann der zweite Sum-
mand von (6.14) ausgewertet werden. Dabei stellt sich heraus, dass das Er-
gebnis k-unabhéngig ist und nur durch die beiden Spins ¢ und ¢’ bestimmt
wird.
!t J = J >N | -/

(ko|HswgHsw|k'o") = (o] (— 1 Jsg)go( —2= J5S)|e’)  (6.16)
Die weiteren Summanden in (6.14) lassen sich in gleicher Weise bestimmen
und man erhélt fiir die Streumatrix mit einem klassischen Stérstellen-Spin S

J . J .
(ko |TIK'0") = b0l (— 5 = J55) (14 go( + J59)) o) (6.17)

Bei einer quantenmechanischen Behandlung von S kann die Streumatrix
aufgrund der Nicht-Kommutativitdt der Spinvektoren nicht in eine geo-
metrische Reihe zusammengefasst werden und eine exakte Losung des
Ein-Storstellen-Problems ist nicht moglich.

Nach einem bekannten Satz aus der Quantenmechanik kann eine Funktion,
in der ein Spin § nur linear auftritt, als eine lineare Funktion in § geschrieben
werden [LANLIF8S].

1 b3

fla+2b3) = S(fla+0)+ fla=b) + > (fla+b) = fla=1))  (6.18)

Mit dieser Identitét ist es moglich den zweiten Faktor der Streumatrix zu
linearisieren. Hierbei gilt

905, b= Zg (6.19)

Ein Anwenden von (6.18) liefert

—,

T A+ Jgo(1 — 455)
1— g0(= —
(1= g0( +/55)) 112740

Durch diese Umformung enthélt die Streumatrix nur noch Terme bis zur
Ordnung O((55)?).

(6.20)

—J J - -
— = 1+ = 455 — 4 35 |o’ 21
4+2Jgo( + —go + 455 Jgo(59) )|0> (6.21)

(ko|T|K'o") = dpp (0] 1



6.3. KLASSISCHE MITTELUNG UBER DEN IMPURITY-SPIN 71

6.3 Klassische Mittelung iiber den Impurity-
Spin mit |S| = ;

In diesem Abschnitt wird die Streumatrix klassisch iiber den Impurity-Spin
S bei festem Spinbetrag |§ | = % in einem &dufleren Magnetfeld gemittelt. Eine
solche Mittelung tragt zwar den Quanteneigenschaften eines Spin—%—Systems
in keiner Weise Rechnung, sollte aber dennoch einen guten Einblick in das
Verhalten der DMFT-Selbstkonsistenzschleife fiir dieses vereinfachte Modell
geben.

Fiir die klassische Mittelung einer Grofie A gilt

y / dQe PP A (6.22)

Norm

mit der Normierungskonstanten

Norm = /dQ e PP (6.23)

Die Energie eines Spins S in einem homogenen Magnetfeld B ,das 0.B.d. A.
in z-Richtung gelegt werden kann, ist gegeben durch

E = —guBBgf?z = —2w0§€z (6.24)

Zur Auswertung der zweidimensionalen Integrale in (6.22) und (6.23) iiber
den vollen Raumwinliel Q,0<6<7mund 0 < ¢ < 2, fithrt man Kugelko-
ordinaten beziiglich S ein.

S* = Ssinfcos¢p, SY=Ssinfsing, S*=Scosb (6.25)

Die Normierungskonstante berechnet sich zu

4m
N = ——sinh 6.26
orm B sinh Swo (6.26)

Bei der Mittelung des linearen Anteils in 55 verschwinden die $°- und SY-
Beitrige aufgrund der Rotationsinvarianz von S.

27

ST =S5v=0 wegen /dgb {Z?I?;Zj} =0 (6.27)

0



72 KAPITEL 6. KLASSISCHER SCHRIEFFER-WOLFF-LIMES

Fiir die S*-Komponente erhélt man

_— 1 0 1 0
Z = N =———"—InN 2
> Notm 9] orm n Norm (6.28)

2 0(Buwo)

Die Mittelung des quadratischen Terms in (6.21) ergibt wegen (s"¥*)* = 1
eine Konstante.

(5502 = (57 T + (572 T3V + () T = 35 = 1o

Fasst man alle Summanden zusammen, so folgt fiir die gemittelte Streumatrix

(6.29)

—J 9
(14257 InN "N = S oot
152750 2 gy o)1) =
(6.30)

Diese Streumatrix ist spinabhéngig, héngt jedoch nicht vom Impuls k£ des
streuenden Elektrons ab, sie ist also lokal.
—J + L In Norm)

T4+ 2Jgo(2) (1 9(Buwo)

<k’0‘|T|]€/O‘/> = 5kzk’ <0‘|

—J

=— ) 6.31
44 2Jgo(z) (6:31)

tr,1(2)
Die Aufspaltung im Magnetfeld wird dabei durch den Parameter b; | beschrie-
ben. Bei verschwindendem Magnetfeld wy = 0 gilt offensichtlich by =b; =1
und beide Spinkanéle sind entartet.

2

15

by =2-by

=1+ (coth fwy — L) €[0,2] =

Pwo
(6.32)

05—

Bwo
Als weitere Spezialfille kann man die Limites Swy — 00 betrachten, also
ein starkes Magnetfeld B — 400 oder tiefe Temperaturen 3 — oo bei B 2 0.

= fiir 1

lim tT,l (Z) =< 2+ Jgo(Z) (633&)
Jroomos 0 fiir |
0 fiir 7

ﬁw(l)LIIiw tT;l(’Z) = —J fiir l (633b)
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Fiir T} (2) = 0 ist die Green-Funktion des wechselwirkenden Systems mit
der des ungestorten identisch. Dieser Fall lédsst sich auch anschaulich inter-
pretieren. In einem starken Magnetfeld sind alle f-Spins ausgerichtet, Lei-
tungselektronen mit entgegengesetztem Spin finden nun kein entsprechendes
Streuzentrum mehr, da die Spin-Flip-Anteile S* = S* £ iSY im Hamilton-
Operator durch die Mittelung herausgefallen sind.

6.4 Analytische Losung der DMFT-
Selbstkonsistenzbedingung

Fiir spezielle Fille der ungestorten Green-Funktion go(z) ist es moglich
die DMFT-Selbstkonsistenzschleife fiir das Anderson-Modell im klassischen
Schrieffer-Wolff-Limes analytisch exakt zu losen.

) - t(2)
L+4(2)G(2)" 1+ 1(2)G0(2)

—J
t(z) = 159760 b

Go'(2) — g0 (2

=0 (6.34a)
(6.34b)

Hierbei wird die Streumatrix, in der zur Behandlung eines Gittermodells
mit der DMFT das ungestorte go(z) durch das effektive Band Gy(z)
ersetzt wird, ebenfalls voll selbstkonsistent berechnet, dies erweitert die
Betrachtungen zum Losungsverhalten der Selbstkonsistenzbedingung in
[LEU98, KEILEUOO]. In diesen Arbeiten wurde eine konstante Modell-
streumatrix vorgeben, die wihrend der Iteration der Gleichungen konstant
gehalten wurde.

In den folgenden Berechnungen werden wie in [LEU98, KEILEUOO] Potenzen
der Lorentz-Dichte als ungestorte Bandzustandsdichten angesetzt.

(n) T TL'(QTL — m)' 1
= 2 6.35
9 (%) ;0( D i) (6:35)
Die Lorentz-Dichten konvergieren nach geeigneter Skalierung im Limes n —
oo gegen die GauB-Dichte des Tight-Binding-Bandes in d — oo.

e

1
Z o= (5)?

() 2y _ _ 6.36
noo 2t /nt (5 NG Paans(2) (6.36)

Daher werden in dieser Arbeit bei allen numerischen Berechnungen mit den
Potenzen des Lorentz-Bandes die Energiegrofien auf die Zustandsdichte an
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der Fermi-Kante p(€pemi = 0) =1 (eV)~! normiert.

Fiir g(()n)(z) hat man bei der Losung von (6.34) die Nullstellen eines Polynoms
(n + 1)-ten Grades in Gy(z) zu bestimmen, das fiir n < 3 noch analytisch
moglich ist. Bei einer GauB-Zustandsdichte im Limes d — oo mit der da-
zugehorigen komplexen Fehler-Funktion als go(z) léasst sich dagegen keine
geschlossene Losung der entstehenden transzendenten Gleichung mehr fin-
den.

6.4.1 Lorentz-Band
Fiir das Lorentz-Band

ist unabhéngig von der Streumatrix ¢(z) die effektive Green-Funktion mit der
ungestorten identisch.

1
05 = (6.38)

Die Leitungselektronen koppeln in diesem Fall gar nicht an die Streumatrix
t(z). Eine Untersuchung des Losungsverhaltens der Selbstkonsistenzbedin-
gung ist daher mit dem Lorentz-Band nicht moglich.

6.4.2 (Quadriertes Lorentz-Band

Wie in [LEU98, KEILEU0O] gibt das quadrierte Lorentz-Band auch fiir den
klassischen Schrieffer-Wolff-Limes einen genaueren Einblick in die Eigenschaf-
ten der DMFT-Gleichungen.

') = e (039)
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Man erhélt hierbei eine quadratische Gleichung fiir Qél)(z), deren beiden
Losungen elementar bestimmt werden konnen.

(1)) = (1=0)z+ (2—10)i
’ 2—b)(z+1)

2 J 24 (2=b)iN2  J2b(2—1D)

Die folgenden Uberlegungen werden zeigen, dass nur dem positiven Vor-
zeichen eine physikalisch interpretierbare Losung entspricht. Die zweite Lo-
sung Qél’f)(z) besitzt zum einen nicht den notwendigen Abfall einer Green-
Funktion fiir grole Argumente zum anderen liegt ihr Imaginérteil in der
unphysikalischen positiven Halbebene und wegen

A(z) = —% m Go(= + i0F) (6.41)

muss stets IJmGy(z) < 0 gelten. Daher wird zunéchst das Verhalten von
g(()l’+)(z) untersucht.

Die nachstehende Abbildung stellt einen Vergleich zwischen der ungestorten
Zustandsdichte und der effektiven Zustandsdichte im klassischen Schrieffer-

Wolff-Limes fiir verschiedene Parameter J bei verschwindendem Magnetfeld
b=1 dar.

0’1 1 1 1 1 1 I 1 1 1 1 1 I 1 1 1 1 1

Abbildung 6.1 —17Jm Qél’+)(z) fiir b = 1 und ungestorte Dichte
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Unterschiede zum ungestorten quadrierten Lorentz-Band stellt man fiir be-
tragsméafig kleine J nur im Bereich der Fermi-Kante fest, das Maximum
wéchst dabei mit |J|. Weiterhin zeigt sich, dass dieses bei J < 0 unter die
Fermi-Kante wandert.

018 T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T

0,7

Abbildung 6.2 —1Jm g(()l’+)(z) fiir b = 1 und ungestorte Dichte

Fiir grofere |J| verdndern sich die Zustandsdichten in der Nihe der Fermi-
Energie nur noch unwesentlich. Stattdessen bildet sich ein Minimum oberhalb
VO €perm;i aus, das sich mit groferem |J| verbreitert und sich zu einer hoheren
Energie verschiebt.

Auf die Nicht-Analytizitdt bei z = 1 fiir J = 4 wird in einem spéteren
Abschnitt nochmals im Detail eingegangen.

Zuvor sollen jedoch die Eigenschaften der unphysikalischen Losung Qél’f)(z)
kurz untersucht werden. Auf der folgenden Abbildung erkennt man, dass der
Imaginéarteil der Funktion in der unphysikalischen Halbebene liegt. Weiterhin
zeigt sich, dass das Maximum fiir grofiere |J| immer schmaler wird, bis sich bei
J = —4 eine Nicht-Analytizitdt ausbildet. Bei einem weiteren Anwachsen von
|.J| prigt es sich dann wieder weniger stark aus und verschwindet schliellich
ganz.
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~—~
R.0,05

(174)

Jmg,

1

e

-0,1

-0,15

Abbildung 6.3 Nicht-physikalische Losung —L Jm G§"7(2) fiir b = 1

Das Verhalten der beiden Losungszweige lésst sich auch analytisch verstehen.
Dazu entwickelt man in (6.40) die Wurzel 1 +z ~ 1+ § — % + -+ nach
der Kopplungsstérke J.
(17+)( ) z+ 25 J b I J2 b(Z + (2 — b)Z)
z) = e
0 (z+4)2 4 (z+i)* 8  (2414)

+0(J%)  (6.42)

Diese Losung gél’ﬂ(z) beschreibt eine Korrektur zum quadrierten Lorentz-
Band, so wie es auch erwartet wird. Im Grenzfall verschwindender
Hybridisierung J = 0 geht diese Losung in die ungestorte Green-Funktion
g(()l)(z) iiber.

Die zweite Losung g(gl’_)(z) lasst sich nicht physikalisch interpretieren, da
sie fiir betragsméfig grofle Argumente |z| — oo nicht verschwindet, sondern
gegen eine reelle Konstante ﬁ konvergiert.

o,y 4 b 2 J b _J_Qb(z+(2—
RS Rl Uy A Py P [ S )

b)i>+O(J3)

(6.43)
Bei einer genaueren Untersuchung von (6.40) stellt man fest, dass ein Ver-
zweigungspunkt erster Ordnung an den vier Nullstellen des Wurzelarguments
entsteht.

zoz—i(J+4ii\/J2+8J(i b(2—b)+(b—1)z’)> (6.44)
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Tritt dieser Verzweigungspunkt in die obere komplexe Halbebene ein, so lasst
sich keine eindeutige analytische Funktion mehr fiir das gesuchte gé”(z) an-
geben.

Es lésst sich leicht zeigen, dass wegen 0 < b < 2in (6.44) stets gilt Jm z5 < 0,

. . . . . . 4 . . . . _
wobei die Gleichheit nur fiir J = + T eintritt. Aufgrund dieser Eigen

schaft ist kein Losungszusammenbruch bei der Iteration der Selbstkonsistenz-
bedingung wegen einer Mehrdeutigkeit im effektiven Band fiir den klassischen
Schrieffer-Wolff-Limes des Anderson-Modells zu erwarten.

0103 T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
0,02

—~
001

(1)

0

Lym@G
o

™

-0,01 _

-0,02 |- _

_0’03 1 1 1 1 1 I 1 1 1 1 1
0,98 0,99

Abbildung 6.4 Verzweigungsschnitt fiir J = —4 und b =1

Die obige Abbildung zeigt den Verzweigungsschnitt bei z = 1 fir J = —4
und b = 1. Man erkennt, dass im Gegensatz zu [LEU98, KEILEUOO] die
Nicht-Analytizitdt aufgrund ihrer Lage in der negativen Halbebene und des
nicht-positiven Imaginérteils z im Argument zu keiner Mehrdeutigkeit in
der effektiven Dichte fithrt. Eine mogliche Divergenz der Selbstkonsistenz-
schleife in diesem Modell kann daher nicht auf diese Weise begriindet werden.

Die folgende Abbildung stellt die Zustandsdichten bei unterschiedlichen Pa-
rametern b, d. h. bei verschiedenem Magnetfeld bzw. Temperatur, dar.
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Abbildung 6.5 —1Imgi " (z) fiir J =1

Als interessante Spezialfille lassen dabei sich die Limites b — 2 und b — 0
(6.33) betrachten.

e Im Falle b — 2 ergibt sich fiir Q(()l) keine quadratische, sondern eine
lineare Gleichung, die durch folgenden Ausdruck gelost wird.

n—1

22+ 2)+J  z+2i Z(_l)n(J z

(1) _ n
9 2z 402+ Jz (2 +10)2 2) (z+ )t (

6.45)

n=1

An der Reihenentwicklung sieht man, dass auch diese Losung eine Kor-
rektur zum ungestorten quadrierten Lorentz-Band darstellt.

e Fiir eine verschwindende Streumatrix b — 0 erhélt man wiederum zwei
Losungen, wobei eine das erwartete Ergebnis der ungestorten Green-

Funktion beschreibt.
1, z+ 21 1
0 = ) (6.46)

6.4.3 Hohere Potenzen des Lorentz-Bandes

In diesem Abschnitt werden exakte Losungen der DMFT-Gleichungen (6.34)
fiir die beiden néchsthoheren Potenzen des Lorentz-Bandes prisentiert.
2 322 — 8+ 9iz 3 523 — 292 + 4i(52% — 4)
g((])(z>:—~3 96)(2): AV
3(z +1) 5(z +1)

(6.47)
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Es ergibt sich eine ganzrationale Gleichung 3. bzw. 4. Grades, die mithilfe des
Computeralgebra-Programms MATHEMATICA [WOL97] analytisch gelost
werden kann. Anstelle einer expliziten Darstellung der sehr uniibersichtlichen
Ausdriicke fiir die 3 bzw. 4 Losungséste werden nur die ersten Summanden
der Taylor-Entwicklungen fiir kleine J angegeben. Diese geben bereits einen
guten Einblick in das Verhalten der verschiedenen Lésungen.

Fir die dritte Potenz des Lorentz-Bandes erhalt man

_322—8—|—9iz

(2,1) 1 A
Gy (2) 30+ 1)° +0O(J) (6.48a)
@2,  —4 b 6221492+ V1522+1+18iz .
9o (2) = 2-0b)J 2-10 6(z+i)3 +0(J)
(6.48b)
(2,3) 4 B b 622 —1+9iz—+1522+ 1+ 18iz 1
(6.48c¢)

An diesen Potenzreihenentwicklungen sieht man, dass Q(()Q’l)(z) eine Korrek-
tur zum ungestorten Band beschreibt und eine physikalische Losung dar-
stellt. Qéz’Q)(z) und Q(()Q’?’)(z) besitzen wie Qél’f)(z) in Abschnitt 6.4.2 nicht
die notwendigen Eigenschaften einer Green-Funktion und lassen sich daher
nicht physikalisch interpretieren. Eine Uberschneidung dieser Losungen mit
G§2’1)(z) kann fiir keine Parameter J und b festgestellt werden, da stets gilt
Jm 932’2)(2) > 0 und Jm 952’3)(,2) > 0. Die folgende Abbildung zeigt den
Verlauf der drei Zustandsdichten fiir J = —1 und b = 1, wie sie sich aus
der exakten Losung der DMFT-Gleichung ergeben. Auf eine Darstellung fiir
andere Parameter J und b wird an dieser Stelle verzichtet, da sich qualitativ
dieselben Phiénomene wie fiir das quadrierte Lorentz-Band, z. B. das Offnen
eines Gaps, ergeben.
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Abbildung 6.6 —1ImG{(2) fiir J = —1 und b= 1

Das Verhalten fiir die vierte Potenz des Lorentz-Bandes ist analog. Anhand
der Taylor-Entwicklungen ldsst sich ablesen, dass auch hier nur eine phy-
sikalische Losung G5 (z) existiert, da wiederum gilt ImG{***%(z) > 0.

523 202 4 4i(52% — 4)

5™ (2) G +0(J") (6.49a)

677 (2) = =77 + O (6.490)
3 _  —4 0

983’4)(z) = ﬁ +0(J%) (6.49d)
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Abbildung 6.7 —1ImGV(2) fir J = —1 und b =1

6.5 Numerische Losung der DMFT-
Selbstkonsistenzbedingung

Im Gegensatz zu den niedrigen Potenzen des Lorentz-Bandes kann die Selbst-
konsistenzbedingung (6.34) fiir eine Gaufl-artige Zustandsdichte des unend-
lichdimensionalen Tight-Binding-Bandes nicht analytisch gelost werden, da
transzendente Gleichungen entstehen, die eine numerische Behandlung erfor-
dern. Alle Berechnungen werden in diesem Abschnitt bei verschwindendem
Magnetfeld b = 1 durchgefiihrt. Fiir b # 1 ergibt sich eine analoge Aufspal-
tung zu Abbildung 6.5.

Wie schon bei der exakten Losung mit den Potenzen des Lorentz-Bandes
konnen fiir kleine Parameter J Unterschiede zur ungestérten Gauf-Dichte
nur im Bereich der Fermi-Kante ausgemacht werden. Dabei zeigt sich, dass
das Maximum der Zustandsdichte bei betragsméaflig grofferem J anwéchst
und zunéchst in Richtung der Fermi-Kante wandert.



6.5. NUMERISCHE LOSUNG DER DMFT-SCC 83

Abbildung 6.8 —1JImGy(z) fiir b =1 und ungestérte Zustandsdichte

Bei einer weiteren Vergrofierung von |J| wandert das Maximum wieder zu
grofferem z. Auflerdem bildet sich wie in der folgenden Abbildung dargestellt
ein Minimum aus, bis sich schlielich sogar eine Liicke im Spektrum &ffnet.

T I 0,1

0,2
\

0,15

0,05

Abbildung 6.9 Ausbilden eines Gaps in — Jm Go(z) fiir b =1

Bei diesen Berechnungen wird durch Superposition des n-ten und (n — 1)-
ten Iterationsschrittes wahrend der Losung von (6.34) gewéahrleistet, dass die
Green-Funktion go(z) stets in der positiven Halbebene ausgewertet wird.

Jm (¢71(2) — Go(2)) = 0 (6.50)

Bei der Untersuchung des Konvergenzverhaltens der Selbstkonsistenzglei-
chung stellt man fest, dass die Anzahl der benotigten Iterationen zunéchst
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mit |J| anwichst. Kommt man jedoch in den Bereich, in dem sich ein Gap
in der Zustandsdichte ausbildet, so zeigt Abbildung 6.10 deutliche Maxima
an den Réndern der Liicke.

!
o ! 1
| J=-5.6 : l I 5 l |
———- J=-58 P : !
- T ) L
— _ | f | 1
J=—6.2 lll"l ili 'h ! I|‘ '
g1000p- T T =764 A ! =
g - ||l . ﬁ “ |\ “ -
2 B ,'| v I”\ ! I - ]
= anod D! i ]
— i |l\ A -|‘, IZ \
9 - FARVER N IhA Iy Py .
— | -
\ |

Abbildung 6.10 Anzahl der Iterationen zur Losung von (6.34)

Bei weiterer Vergroflerung von |J| reduziert sich die Zahl der Schritte zur
Konvergenz wieder, wobei die beiden Maxima weiter bestehen bleiben.

Bereiche, in denen (6.34) bei einer ungestorten Gauf-Dichte nicht konver-
giert, konnten weder durch Variation von J noch durch Einschalten eines
Magnetfeldes 0 < b < 2 gefunden werden.



Kapitel 7

Numerische Untersuchung der
Selbstkonsistenzgleichungen

In Abschnitt 5.3 konnte gezeigt werden, dass die CPA einen Spezialfall der
DMFT darstellt, bei dem die Streumatrix im Gegensatz zur XNCA exakt be-
rechnet und in die Selbstkonsistenzschleife einbezogen werden kann. Daher
wird in diesem Kapitel zunéchst das Konvergenzverhalten der CPA betrach-
tet, aus dem sich Riickschliisse auf die Eigenschaften der DMFT-Gleichung
fiir das periodische Anderson-Modell ziehen lassen. Weiterhin stellt sich durch
analytische Uberlegungen an einfachen Leitungsbéndern heraus, dass die For-
mulierung der CPA iiber ein effektives Band (5.34, 5.35) deutlich besser kon-
vergiert als die Selbstkonsistenzbedingung fiir die Selbstenergie (5.25).

In der urspriinglichen XNCA, wie sie z. B. in [LEU98] verwendet wurde, bleibt
die Streumatrix wéhrend der iterativen Losung der DMFT-Gleichung kon-
stant. In der CPA ist es nun moglich die Streumatrix in jedem Iterations-
schritt neu zu berechnen und somit voll in das Iterationsverfahren einzube-
ziehen.

Im zweiten Teil dieses Kapitels werden die aus der Analyse der CPA gewon-
nenen Erkenntnisse auf die XNCA angewendet und untersucht, ob sich der
in [LEU9S, KEILEUOO] gefundene Analytizitédtsschnitt im effektiven Band
bestitigt oder er wie in [PRUMETVOLO1]| vermutet nur ein Artefakt der
benutzten Ndherungen darstellt.

Die Selbstkonsistenzgleichung fiir den Propagator des SAWs lésst sich mithil-
fe der Lace-Entwicklung sukzessive erweitern. Im letzten Abschnitt werden
kurz die Ergebnisse der daraus berechneten d~'-Korrektur von [LEU9S8| zu-
sammengefasst und auf die CPA sowie XNCA angewendet.

85
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7.1 Numerische Ergebnisse der CPA

Wie fiir den klassischen Schrieffer-Wolff-Limes des Anderson-Modells, der im
vorherigen Kapitel ausfiihrlich behandelt wurde, kann auch die Selbstkonsis-
tenzgleichung der CPA

conf

Vv

——conf

1- Gy ™ (V- %)

fiir einige Leitungsband-Modelldichten exakt gelost werden.

5= (7.1)

7.1.1 Lorentz-Band

Analog zu Abschnitt 6.4.1 wird zunéchst eine Lorentz-formige Zustandsdichte
der Bandelektronen angesetzt.

(0) 1
— 7.2
9 (%) o (7.2)

Wie in 6.4.1 gezeigt koppelt fiir das Lorentz-Band die Streumatrix nicht an
das effektive Band, weshalb dieses identisch mit der freien Losung ist und
offensichtlich keine Konvergenzprobleme der DMFT in diesem Fall auftreten
kénnen.

Fiir die Storpotentiale V; im Hamilton-Operator (5.2) wird eine symmetrische
Verteilung angesetzt, d. h. die Potentialstéirken V und —V treten jeweils in
einer Konzentration von cimp, = % auf.

Nach Einsetzen in (7.1) vereinfacht sich die Selbstkonsistenzbedingung zu
z4+1—X
(z+i—=V)(z+i+V)

Die eindeutige Losung dieser Gleichung ldsst sich elementar bestimmen.
1% 0
S(z) = —— = Vg 7.4
()= —— = V() (74)
Bei der numerischen Behandlung einer Fixpunktgleichung = = ¢(z), wie sie
(7.1) bzw. (7.3) darstellt, benutzt man im einfachsten Fall das gewohnliche
[terationsverfahren x,.1 = ¢(z,) mit vorgegebenen xg, bei dem der in der
n-ten Iteration erhaltene Funktionswert x, in der (n + 1)-ten Iteration als
Argument der Funktion ¢ eingesetzt wird.

S(z) = V2 ) (7.3)

Die folgende Abbildung zeigt die numerische Losung der CPA- (7.3) und der
DMET-Gleichung (5.30) mit diesem Verfahren, wobei feststellt werden kann,
dass die CPA in einigen Bereichen nicht konvergiert.
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Abbildung 7.1 Losungszusammenbruch der CPA fiir V = 2.1

Dies ist nicht auf eine zu geringe Anzahl an Iterationsschritten zuriickzufiih-
ren, sondern liegt im Verfahren selber begriindet. Hinreichende Bedingung fiir
die Konvergenz des gewohnlichen Iterationsverfahrens ist die Kontraktions-
eigenschaft von ¢, daher muss in einer Umgebung des Fixpunktes ‘8“2—;:’”)! <1
gelten.

Im Gegensatz zur XNCA fiir das Anderson-Modell und der Bestimmung der
Streumatrix mit der NCA erlaubt (7.3) eine analytische Uberpriifung dieser
Bedingung.

05 —V?
= . . (7.5)
X (z+i—=V)(z+i+V)
Man erkennt, dass der Betrag der Ableitung unabhéngig von ¥ ist.
95 2 V4
‘ - (7.6)
1)) (22+1)2—-2V2(22—-1)+ V4

Ein Vergleich zwischen dem Betrag der Ableitung und den benotigten Itera-
tionsschritten bis zur Konvergenz ist in der néchsten Abbildung dargestellt.
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Abbildung 7.2 |8gg) | und Anzahl der Iterationen fiir V = 2.1

Hierbei wird deutlich, dass die Konvergenz genau an denjenigen Stellen zu-
sammenbricht, an denen die Kontraktionseigenschaft nicht mehr erfiillt ist.
Diese Argumente z, fiir die
05 ©)
| ox
gilt, lassen sich auch exakt bestimmen.

=1 (7.7)

z:i\/VQ—liV\/VQ—él (7.8)

Fiir V < 2 ist die hinreichende Bedingung fiir die Konvergenz der CPA immer
erfiillt, da in diesem Fall (7.7) nur echt komplexe Losungen besitzt. Im Para-
meterbereich 0 < V' < 2 sollte daher das gewohnliches Iterationsverfahren fiir
(7.3) stets konvergieren, dies entspricht auch der numerischen Beobachtung.
Im Falle V= 2.1, der in Abbildung 7.1 dargestellt ist, ist in den Intervallen
[—2.181, —1.437] und [1.437,2.181] die Funktion S®)(X) keine kontrahierende
Abbildung mehr und die Iteration divergiert. Die numerischen Resultate in
Abbildung 7.2 geben dieses Ergebnis sehr prézise wieder.

7.1.2 Quadriertes Lorentz-Band
Fiir das quadrierte Lorentz-Band (Abschnitt 6.4.2)

z+ 2
(z+1)?
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lassen sich ebenfalls einige analytische Betrachtungen zum Konvergenzver-
halten der CPA-Selbstkonsistenzbedingung anstellen. Mit der Annahme, dass
auf 50% aller Elektronen ein zusétzliches Potential V' wirkt, ergibt sich fol-
gende Gleichung fiir die Selbstenergie.

Vv (z+i—X)2

R e oy Py | =50(®) (7.10)

Diese quadratische Gleichung fiir ¥(z) ist exakt losbar.

5(z) = ¥ +(Z+i)2<—1i\/(1— V)2—V72> (7.11)

V-2 V-2 Z+1 (z +14)*

Zur Uberpriifung der Kontraktionseigenschaft von (7.10) wird die Ableitung
gebildet.

050 _ VE+2-D((E-NE+26-0-D-(V=3%)
o 2 (z=V)(z+2i - %) - 1)? "

Setzt man nun die exakte Losung fiir ¥(z) in diese Gleichung ein, so findet
man, dass im Intervall [0.624, 1.512] die Funktion S (z) keine kontrahierende

Abbildung mehr darstellt. Dieses Ergebnis liegt in voller Ubereinstimmung

mit den numerischen Resultaten in Abbildung 7.3, deren Inset |%(ZO)| zeigt.

T I T I T I T I T I T
DMFT |
o CPA

04+

X I
QL L
0,2 L
0,12 2 |
L — -
1 0,5 0 0,5 1 15 2
0 1 I 1 I 1 I 1 I 1 I 1
1 05 0 0,5 1 15 2
z

Abbildung 7.3 Losungszusammenbruch der CPA fiir V = 1.0
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Die durchgezogene Linie in obigem Graphen ergibt sich wiederum aus einer
numerischen Losung der DMFT-Gleichung (5.30).

Fiir das quadrierte Lorentz-Band werden ebenfalls die Unterschiede zwischen
den beiden Schreibweisen (5.28) bzw. (5.30) der Selbstkonsistenzbedingung
fir die DMFT deutlich. Die in [LEU98| benutzte Gleichung (5.28) besitzt
dieselbe Ableitung und somit dasselbe schlechte Konvergenzverhalten wie
die CPA-Gleichung (7.10). In der Numerik divergiert daher auch (5.28) im
Intervall [0.624,1.512], wéhrend die in dieser Arbeit benutzte Formulierung
der DMFT bereits nach wenigen Iterationsschritten konvergiert, da fiir sie
die Kontraktionseigenschaft iber dem gesamten Parameterbereich erfiillt ist.

7.1.3 Iteration der Streumatrix in der SCC

In der XNCA, wie sie in [LEU98| implementiert wurde, wird die DMFT-
Gleichung bei konstanter, vorher mit der NCA berechneter Streumatrix bis
zur Konvergenz iteriert und aus dem so gewonnenen effektiven Band die neue
Streumatrix bestimmt.

Im Gegensatz dazu ist es auch moglich die Streumatrix bei jedem Itera-
tionsschritt der DMFT neu zu berechnen. Bei diesem Verfahren wird die
Streumatrix voll in die Iteration einbezogen, wahrend es sich in [LEU9S]
doch eher um zwei separate Selbstkonsistenzschleifen handelt.

Die Unterschiede in der numerischen Behandlung zwischen beiden Metho-
den lassen sich fiir den Fall eines ungeordneten Systems herausstellen. Hier-
bei wird ein Gauf-formiges ungestortes Leitungsband und eine symmetrische
Verteilung des Storpotentials angenommen.

Die folgende Abbildung zeigt die Zustandsdichte des wechselwirkenden Sys-
tems, wobei die Streumatrix

———————conf
V

= —
1 -GV

(7.13)

zum einen wihrend der DMFT-Iteration konstant gehalten und zum anderen
nach jedem Iterationsschritt neu berechnet wird.
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Abbildung 7.4 Loésungszusammenbruch der DMFT
bei konstanter Streumatrix fiir V' = 0.35

Fiir den Fall einer konstant gehaltenen Streumatrix tritt ein Bereich auf,
in dem die Selbstkonsistenzgleichung divergiert, wiahrend in dem anderen
Verfahren nach wenigen Iterationsschritten eine Konvergenz erreicht ist.

7.2 Numerische Ergebnisse der XNCA

Aus der detaillierten Analyse der Selbstkonsistenzbedingung der CPA und
deren Vergleich mit der DMFT-Gleichung kénnen wichtige Erkenntnisse fiir
die numerische Behandlung der XNCA gewonnen werden. Dabei wurden
zum einen die Vorteile der in dieser Arbeit benutzten Form der DMFT-
Selbstkonsistenzbedingung (5.30) deutlich. Zum anderen zeigte sich, dass die
Streumatrix nach jedem Iterationsschritt des effektiven Bandes neu berech-
net und somit voll in die Iteration einbezogen werden muss.

Bevor im letzten Abschnitt dieses Kapitels auf die XNCA eingegangen
wird, wird die lokale Streumatrix, d.h. die f-Green-Funktion des effekti-
ven Ein-Storstellen-Modells, mithilfe von Lorentz-Dichten modelliert um den
in [LEU98, KEILEUOO] gefundenen Analytizitatsschnitt des effektiven Ban-
des eingehend zu untersuchen und auszuschlieflen, dass sich dieser als ein
Artefakt der verwendeten Approximationen ergeben hat. Im Gegensatz zu
[LEU98, KEILEUOO] werden in dieser Arbeit die modellierten Streumatri-
zen nicht nur in die exakte Losung der DMFT-Gleichung fiir das quadrierte
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Lorentz-Band eingesetzt, sondern diese fiir die Gaul-férmige Zustandsdichte
in unendlichen Raumdimensionen mit ¢t = 0.282 eV wie in der XNCA iterativ
gelost. Weiterhin werden e; = —0.2 eV und |V|* = 0.011 (eV)? gesetzt.

7.2.1 Modellstreumatrix I

Zuniéchst wird eine typische f-Green-Funktion in der NCA, wie sie in
Abbildung 2.3 dargestellt ist, durch zwei Lorentz-Kurven approximiert.

s

tD(2) = V> G(2) ~f
(b by 7
z—¢€p+iby  z+ib Eor .

(7.14) 7%t

0 . . | ; .
04 02 0 02 04

z
Der erste Summand beschreibt in diesem Modell den breiten Peak in der
Néhe von z = €7, wihrend der zweite Term die Abrikosov-Suhl-Resonanz an
der Fermi-Kante z = 0 annéhert. Die Breite der Maxima wird hierbei durch
den Parameter by bzw. b und deren Hoéhe durch ay bzw. a bestimmt. Da bei
einer Erniedrigung der Temperatur die Resonanz anwéchst, korrespondiert
ein grofleres a zu einer tieferen Temperatur.

In [PRUMETVOLO1]| wiesen Th. Pruschke, W. Metzner und D. Vollhardt
darauf hin, dass wihrend der Losung der DMFT-Selbstkonsistenzbedingung
in jedem Iterationsschritt folgende Ungleichung erfiillt sein muss, die sich aus
den Analytizitidtseigenschaften der f-Green-Funktion ergibt.

Jm (t7(2) + Go(2)) >0 (7.15)

Eine Verletzung dieser Ungleichung im Verlauf der Iteration fiihrt ihrer
meiner Meinung nach zu dem in [LEU98, KEILEUOO] gefundenen Analytizi-
tatsschnitt.

Bei der numerischen Lésung von

L.

Go'(2) = g0 ' (2 (7.16)

mit dem gewdchnlichen Iterationsverfahren stellte sich in der Tat heraus,
dass diese Bedingung sehr leicht verletzt werden kann. Dieses Verfahren
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lasst sich jedoch erweitern, indem im (n + 1)-ten Iterationsschritt nicht
nur das Ergebnis des n-ten eingesetzt wird z,,1 = ¢(x,), sondern eine
Linearkombination des n-ten und (n — 1)-ten Schrittes gebildet wird
Tpt1 = @(az, + Bx,_1). Die Koeffizienten a, § mit a + 3 = 1 werden hierbei
jeweils so angepasst, dass (7.15) stets erfillt ist. Dadurch ist ebenfalls
gewéhrleistet, dass in (7.16) die ungestorte Band-Green-Funktion g¢o(z)
niemals in dem unphysikalischen Bereich Jm z < 0, sondern ausschliefSlich
in der oberen komplexen Halbebene ausgewertet wird.

Die folgende Abbildung zeigt die effektive Zustandsdichte fiir zwei verschie-
dene Parameter a, zum einen in der Ndhe der Fermi-Kante z = 0 und zum
anderen im Inset iiber den ganzen Energiebereich.

T
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I\
1
i a=10.0 (eV)~! | ‘\
——— a=115(V)"t |
13 \
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11
boz 0,01 0 0,01 0,02

Abbildung 7.5 Effektive Banddichte fiir ¢t
mit b= 0.01 (eV)~}, ay = 1.0 eV, by = 0.2 eV

Man erkennt ein scharfes Maximum bei z =~ 0, das sich bei grofierem
Parameter a, dies entspricht einer tieferen Temperatur, starker auspragt.
In allen anderen Bereichen gibt es nur sehr geringe Abweichungen von der
ungestorten Dichte.

Bei einer weiteren VergroBerung von a tritt im effektiven Band der bereits
in [LEU98, KEILEUOO] beobachtete Analytizitdtsschnitt auf. Um diesen ge-
nauer numerisch zu untersuchen wird bei der Iteration der Energiebereich
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einmal vorwérts, d. h. von negativem zu positivem z, und einmal riickwérts
durchlaufen.
15 T T T T

14

o  vOrwirts
riickwarts

-0,01 -0,005 0 0,005 0,01

Abbildung 7.6 Effektive Banddichte fiir t) bei Vorwérts- und
Riickwiirtsiteration mit a = 15.0 (eV)™! (oben), a = 18.0 (eV)~! (unten)

Man erkennt, dass die iterative Losung zunéchst einem Losungsast folgt,
nach dem Analytizitdtsschnitt dann aber auf den anderen, tieferen Zweig
wechselt. AuBerdem verlaufen die beiden Aste mit weiter zunehmenden
a wieder flacher und der Verzweigungpunkt verschiebt sich zu kleinerem p(z).

Der Analytizitatsschnitt bestétigt sich durch die hier durchgefiithrten numeri-
schen Berechnungen. Ein artifizielles Auftreten aufgrund einer Verletzung der
Ungleichung (7.15) oder einer Auswertung der ungestorten Green-Funktion
in der unteren Halbebene lésst sich ausschlieflen.

7.2.2 Modellstreumatrix I1

Th. Pruschke, W. Metzner und D. Vollhardt kritisierten in ihrer Arbeit wei-
terhin die einfache Struktur der modellierten f-Green-Funktion. Bei der Lo-
sung des SIAMs mit der Numerischen Renormalisierungsgruppe erhalten sie
in der f-Dichte einen Doppelpeak an der Fermi-Kante und nicht wie in ¢t(V)(2)
ein einzelnes Maximum.

Zur genauen Betrachtung der Auswirkungen einer solchen Doppelpeak-
Struktur auf den Analytizitdtsschnitt wird (7.14) durch Einfiihren eines
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zusatzlichen Parameters ¢ erweitert.

5

t3(z2) = VPGP (2) o
(e © )T
Z—6f+ibf Z—g—i‘Zb §Z

(7.17) 7%

n 1
90, 1 -0,05

No |-
ol
=1
o]
o

Bei der numerischen Berechnung wird dasselbe Iterationsverfahren wie im

vorherigen Abschnitt angewendet, durch das die korrekten analytischen Ei-
genschaften des effektiven Bandes sichergestellt werden.
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Abbildung 7.7 Effektive Banddichte fiir ¢t
mit b= 0.01 (eV)™!, ay =1.0eV, by = 0.2 eV, ¢ = 0.0002 (eV)?

Die Doppelpeak-Struktur der Streumatrix findet sich direkt in der effektiven
Banddichte wieder, wobei die Maxima wiederum mit gréflerem a anwachsen.

Erhoht man den Parameter a weiter, so tritt an beiden Maxima ein Analyti-
zitdtsschnitt auf. Das Szenario ist hierbei dasselbe wie bei (), die numerische

Losung folgt zunéchst einem Zweig und springt kurz nach dem Verzweigungs-
schnitt auf den tieferen Ast.
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Abbildung 7.8 Effektive Banddichte fiir t® bei Vorwirts- und
Riickwirtsiteration mit @ = 15.0 (eV)™! (oben), a = 18.0 (eV)™! (unten)

Die obigen Resultate widerlegen, dass der Analytizitdtsschnitt im effektiven
Band nur aufgrund der gemachten N&herungen in der modellierten Streu-
matrix auftritt. Er ist stattdessen eine Folge der scharfen Abrikosov-Suhl-
Resonanz an der Fermi-Kante. In Modellen ohne Vielteilchenkorrelationen
(Kapitel 6 und 7.1) kann einen solches Verhalten nicht gefunden werden.

7.2.3 Extended Non-Crossing Approximation

Nachdem zuvor die lokale Streumatrix (z) = [V|* G4(z) durch zwei Funktio-
nen modelliert wurde, wird nun das effektive STAM mit der NCA approxima-
tiv gelost. Durch diese Untersuchungen lésst sich ein artifizielles Auftreten
des Analytizitdtsschnittes aufgrund einer zu groben Néherung der Streuma-
trix durch ¢t(V)(2) bzw. t®)(2) ausschlieBen.

Die Betrachtungen zur CPA zu Beginn dieses Kapitels zeigten, dass hierbei
die f-Green-Funktion voll selbstkonsistent in die DMFT-Iteration einbe-
zogen werden muss. Weiterhin werden zu jedem Zeitpunkt die korrekten
Analytizitdtseigenschaften des effektiven Bandes und der Streumatrix
sichergestellt.

Die Parameter im Anderson-Modell werden fiir die numerischen Berechnun-
gen wie folgt gewahlt.
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Hoppingamplitude t 0.282 eV

= Bandbreite D = \/(ex) =+/7t 0.4 eV

= Zustandsdichte bei €permi P(€Fermi = 0) 1.0 (eV)™!

f-Energie €f —0.2eV

f-Entartung Ny 6

Hybridisierung 45 0.011 (eV)?

chem. Potential 1 0eV

= Andersonbreite Wo = N¢|[V[2p(0) 0.066 eV
1

= Kondo-Temperatur Ty = % (%) " exp (%) 166 K

Die effektive Banddichte fiir verschiedene Temperaturen deutlich unterhalb
der Kondo-Temperatur ist in der folgenden Abbildung dargestellt.

14l T=90 K

———= T=100 K

12

11

I | I I | I | S
0,012 0,016 0,02 0,024
z

Abbildung 7.9 Effektive Bandzustandsdichte in der XNCA

Man erkennt ein sehr scharfes Maximum etwas oberhalb der Fermi-Energie
€Fermi = 0, das bei tieferer Temperatur anwéchst und sich leicht in Richtung
der Fermi-Kante verschiebt. Wie der Inset zeigt gibt es in den anderen
Bereichen nur marginale Unterschiede zum ungestorten Gauf-Band. Die
ausgezeichnete Ubereinstimmung der XNCA-Ergebnisse mit denen der
Modellstreumatrix (Abbildung 7.5) bestétigt die gute Modellierung der
f-Green-Funktion in den vorherigen Abschnitten.
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Auch in der XNCA bildet sich bei einem weiteren Absenken der Tempera-
tur ein Analytizitdtsschnitt im effektiven Band aus. Dieser wird wie fiir die
Modellstreumatrizen deutlich, falls man in der DMFT-Iteration den Energie-
bereich einmal in positiver und einmal in negativer Richtung durchléuft.
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Abbildung 7.10 Verzweigungsschnitt in der XNCA fiir T'= 75 K

Alle  hier  durchgefithrten = Berechnungen  bestédtigen den  in
[LEU9S, KEILEUOO]| gefundenen Verzweigungschnitt, der dort in der
exakten Losung der DMFT-Gleichung fiir das quadrierte Lorentz-Band mit
einer modellierten Streumatrix auftrat. In dieser Arbeit konnte der Analyti-
zitdtsschnitt nun auch in einer numerischen Behandlung des Gauf-Bandes
beobachtet werden. Weiterhin liefl sich feststellen, dass dieser sich nicht als
ein Artefakt aus den Modellstreumatrizen ergibt, sondern ebenfalls in der

XNCA entsteht.

Um im letzten Teil dieses Abschnittes den Einfluss einer periodischen Anord-
nung von Storstellen mit dem SIAM zu vergleichen wird die Zustandsdich-
te der f-Elektronen betrachtet. In der folgenden Abbildung zeigt der Inset
die f-Dichte des SIAMs fiir T = 90 K iiber dem gesamten Energiebereich.
Hierbei erkennt man ein breites Maximum bei €4 und die scharfe Abrikosov-
Suhl-Resonanz direkt oberhalb der Fermi-Kante. Da nur dort Unterschiede
zwischen dem SIAM und dem PAM sichtbar sind, wird dieser Bereich noch-
mals vergroflert dargestellt.
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Abbildung 7.11  f-Elektronen-Zustandsdichte py(z) = —X IJm Gy (z)

Man stellt fest, dass im SIAM der Peak etwas hoher und in Richtung
der Fermi-Energie verschoben ist. Bei tieferen Temperaturen wachsen die
Maxima sowohl im SIAM als auch im PAM an, wobei deren Abstand
zunimmt. Auflerdem verschiebt sich hierbei die Abrikosov-Suhl-Resonanz
leicht zur Fermi-Kante.

Bei denjenigen Temperaturen, bei denen ein Verzweigungsschnitt im effekti-
ven Band auftritt, ergeben sich dennoch konsistente f-Green-Funktionen.
Dieses Ergebnis ist auf den ersten Blick ein wenig {iberraschend, da der
Analytizitatsschnitt bei tieferen Temperaturen wieder zu kleineren p-Werten
wandert. Dieses Verhalten ist gegensétzlich zum Anwachsen des Peaks im
effektiven Band (Abbildung 7.9). Daher konnte man zunéchst erwarten, dass
die Abrikosov-Suhl-Resonanz bei einem Verzweigungsschnitt im effektiven
Band ein unphysikalisches Verhalten zeigen und sich bei kleinerem 7" wieder
weniger stark ausbilden wiirde.
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Abbildung 7.12 f-Elektronen-Zustandsdichte in der XNCA

Die obige Abbildung zeigt jedoch das aus der Behandlung des SIAMs
erwartete Anwachsen des Maximums und eine geringe Verschiebung zur
Fermi-Energie. Die Mehrdeutigkeit im effektiven Band scheint daher fiir die
physikalischen Eigenschaften des Systems, wie die f-Zustandsdichte, keine
signifikanten Auswirkungen zu haben.

Bei einem weiteren Absenken der Temperatur bricht die NCA und somit
auch die XNCA unterhalb eines charakteristischen Tyca zusammen, da
bei tiefen Temperaturen Wechselwirkungsprozesse hoherer Ordnung wich-
tig werden, die die NCA nicht beriicksichtigt. Detaillierte Betrachtungen
zum Tief-Temperatur-Verhalten und zu den fehlenden Fermi-Fliissigkeits-
Eigenschaften der NCA findet man in [B1c87].

7.3 Erweiterung der CPA und XNCA

Mithilfe der Lace-Entwicklung, die in Kapitel 4 fiir den mathematischen Self-
Avoiding Walk eingefiihrt und in [LEU98] auf den physikalischen SAW ange-
wendet wurde, ldsst sich die DMFT-Selbstkonsistenzgleichung (7.16) sukzes-
sive erweitern. Da der Non-Crossing Loop (7.16) aufgrund des dimensionalen
Skalierungsverhaltens der ungestérten Propagatoren einen SAL in unend-
lichen Raumdimensionen exakt 16st, bietet sich die inverse Dimension als
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Entwicklungsparameter fiir eine Erweiterung der DMFT-Gleichung an.

7.3.1 d'-Korrektur des effektiven Bandes

Fiir die Berechnung der ersten dimensionalen Korrektur zu der in unendlichen
Raumdimensionen exakten Losung des SALs (7.16) wird der Diagonalteil der
effektiven Band-Green-Funktion Gy nach der inversen Raumdimension ent-
wickelt. Hierbei ist zu bemerken, dass aufgrund des verschwindenden Kon-
vergenzradius eines mathematischen SAWs in d — oo (Abschnitt 4.4) eine
solche d~!-Entwicklung jedoch a priori fraglich sein kénnte.

G= 6" + ¢V +0™? (7.18)
~—~ ~—
~NO(d)  ~O(dTY)

Der (d — oo)-Anteil g(()o) ergibt sich hierbei wiederum aus der Losung der
bekannten Selbstkonsistenzbedingung. Zum Vereinfachung werden an dieser
Stelle die Abkiirzungen q = H%g(o) und Z = z — gt eingefiihrt.

0

GV (2) = 9(2) = (95 (3) + qt) " 7.19
D= e gy T e 9

Bei der Auswertung dieses Ausdrucks im Rahmen einer d—!-Korrektur ist zu
beachten, dass im ungestorten Band gg ebenfalls die Terme bis zur Ordnung
O(d~') mitgenommen werden (Anhang A).

Fiir die Bestimmung des ersten Korrekturterms gé” miissen zwei zusatzliche
Diagramme in der Selbstenergie betrachtet werden.

T Y T Y T Y T Y T

Abbildung 7.13 d '-Korrekturen in der Selbstenergie

Da die ungestorten Propagatoren g,, mit der inversen Wurzel aus dem Ab-

stand der beiden Sites z und y skalieren g, ~ Vd _A(z’y), lasst sich leicht
sehen, dass die obigen Selbstenergieanteile, die den Mehrfachbesuch eines
Gitterplatzes beschreiben, von der Ordnung O(d™') sind.

Die Herleitung des folgenden Ausdrucks fiir die erste dimensionale Korrektur
gé” wird in [LEU98] durchgefiihrt. Sie basiert auf einer Reihenentwicklung
der Dyson-Gleichung fiir den Hilfspropagator G =G—Go+ % und renormali-

siert die obigen Diagramme mit G = G — Qéo). Weitere Terme brauchen
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bei der Auswertung der Graphen nicht beriicksichtigt zu werden, da die-
se Selbstenergiebeitrdge aufgrund ihrer Topologie bereits von der Ordnung
O(d™") sind und somit nur der fithrende Term G ~ O(1) einen d~'-Beitrag

liefert.
_ 1@l +20u(2)
tY 14+ Qa(2)
Die Hilfsgréfen Q», Q4 und Q5 wurden zur Verbesserung der Ubersichtlichkeit

eingefiihrt, wobei die Ortsdarstellung die Mehrfachbesetzung der Gitterplatze
x und y in den Prozessen ()4 und Q)5 offenbart.

G5"(2) — Q4(2)) (7.20)

1 ~ — —

Q2 B N zk: (gk)Q = zx: g()a:gx() (721&)
1 5 A A~ A~ — _

Qi=+ kl%:kg Gi1Ok2 Oks Ors ks = ; (GoxGuo) (7.21b)
1 > 5 A P = — — _ _

Q5 - N kl%}ﬁ (gkl)zglmgk:ggh—kz-‘rkg - Izy gOzgxygyrgzygyo (7210)

Diese Ausdriicke konnen wiederum auf eine Auswertung der ungestorten
Green-Funktion zuriickgefiihrt werden. Hierbei lésst sich (s exakt bestim-
men und aufgrund des Skalierungsverhaltens der g,, braucht man in der
Ortssummation von Q4 und ()5 jeweils nur die Propagation zu den 2d néchs-

thop /

ten Nachbarn zu berticksichtigen, fiir die g,y (2) = A (z) gilt.

Q2(2) = —t*q* (90(2) + 95(2)) (7.22a)
Qu(z) = %Tq (thopgg(é))4 +0(d?) (7.22b)
Qslz) = Zl (trop6(2)) “thop (96 (2) + 200(2)g(2)) + O(d™)  (7.22¢)

7.3.2 d l-Erweiterung der CPA

In Kapitel 5 konnte gezeigt werden, dass die Coherent Potential Approxi-
mation eine Spezialisierung der DMFT auf ungeordnete Systeme darstellt.
Daher lisst sich die d~!-Erweiterung des effektiven Bandes direkt auf die
CPA iibertragen, diese Verallgemeinerung wird mit CPA-d abgekiirzt. Um
ihren Einfluss auf das effektive Band und die volle Green-Funktion zu
untersuchen wird nur ein Storpotential V' mit einer Konzentration von
Cimp = % angesetzt. Wie im vorherigen Abschnitt erlautert fithrt man die
Berechnungen mit einem GauB-férmigen Leitungsband mit d~!'-Korrektur
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durch.

Bei der iterativen Losung des Selbstkonsistenzproblems wird zunéchst ein
Iterationsschritt der DMFT-Gleichung durchgefiihrt und anschlieBend mit
(7.22) der d~'-Anteil bestimmt. Aus dem effektiven Band mit d~!-Korrektur
ergibt sich eine neue Streumatrix und solange noch keine Selbstkonsistenz
eingetreten ist, kann der nédchste Schritt der Iteration beginnen.

Die folgende Abbildung vergleicht die effektiven Béander der CPA und CPA-d
bei zwei verschiedenen Potentialstiarken, wobei sich fiir kleine V' in der CPA-d
nur sehr geringe Unterschiede zur CPA zeigen.

1,2

04

0,2

Abbildung 7.14 Effektive Banddichte mit d~!-Korrektur

Diese Differenzen werden bei einer Vergroflerung von V' etwas deutlicher, al-
lerdings ldsst sich in der vollen Bandzustandsdichte, die im nédchsten Graphen
dargestellt ist, kein qualitativ anderes Verhalten erkennen.
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Abbildung 7.15 Bandzustandsdichte mit d~!-Korrektur

Bei der numerischen Losung der Gleichungen stellt man fest, dass sich durch
die d~!'-Korrektur das Konvergenzverhalten deutlich verschlechtert und bei
einer weiteren Erhchung von V' bzw. der Konzentration die CPA-d in grofien
Bereichen divergiert. Ein weiterer Schwachpunkt der CPA-d ist den in der
CPA exakten Limes ¢, = 1 nicht mehr reproduzieren zu koénnen. Diese
Tatsache lésst sich durch die Asymmetrie in der dimensionalen Erweiterung
erkliren. Zwar wird in der CPA-d das effektive Band mit den d~!-Beitriigen
korrigiert, eine entsprechende Verbesserung der lokalen Streumatrix entfallt
jedoch in diesem Zugang.

7.3.3 d !-Erweiterung der XNCA

Ein Anwenden der d~!-Erweiterung des effektiven Bandes in Abschnitt 7.3.1
ist ebenfalls auf die XNCA moglich und wird mit XNCA-d bezeichnet. Fiir
einen Vergleich dieser Verallgemeinerung mit der XNCA in der folgenden
Abbildung wird auch die XNCA mit einem d~!-korrigierten Gaufl-Band be-
rechnet, das wie in Anhang A gezeigt an der Fermi-Kante eine geringere
Zustandsdichte als der unkorrigierte Fall besitzt. Daraus folgt eine schwé-
chere Abrikosov-Suhl-Resonanz in der f-Green-Funktion und man erwartet,
dass bei denselben Parametern aus Abschnitt 7.2.3 ein eventueller Analyti-
zitdtsschnitt bei einer tieferen Temperatur auftritt.
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Abbildung 7.16 Effektive Banddichte mit d~'-Korrektur

Unterschiede zwischen beiden Naherungen werden nur in der Nahe des Peaks
etwas oberhalb der Fermi-Energie deutlich. Hierbei erkennt man ein Absinken
der Zustandsdichte am Maximum durch die d~!-Korrektur. Weiterhin bildet
fiir tiefere Temperaturen eine Doppelpeak-Struktur aus, die in der néchsten
Abbildung genauer betrachtet wird.
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Abbildung 7.17 Effektive Banddichte mit d~!-Korrektur

Mit niedrigerer Temperatur wird der Doppelpeak immer ausgepragter.
Auflerdem beobachtet man eine leichte Verschiebung in Richtung der
Fermi-Kante, was bereits aus der XNCA bekannt ist.

Ein weiteres Absenken der Temperatur ist leider nicht moglich. Ahnlich der
CPA-d im vorherigen Abschnitt so besitzt auch die XNCA-d ein wesentlich
schlechteres Konvergenzverhalten als die XNCA und bei kleineren 1" diver-
giert die Selbstkonsistenzschleife.

7.3.4 Kritische Anmerkungen zu Banderweiterungen

Mit der Lace-Entwicklung ist es prinzipiell moglich die néchsten Korrek-
turterme O(d~?) des effektiven Bandes zu bestimmen. Allerdings wichst
hierbei die Zahl der zu beriicksichtigen Diagramme sehr stark an und dieses
Verfahren wird schnell unpraktikabel. Aulerdem zeigen die Untersuchungen
dieses Kapitels, dass eine dimensionale Entwicklung des effektiven Bandes
keinen guten Ausgangspunkt fiir eine Verallgemeinerung der DMFT dar-
stellt. Aufgrund der schlechten Konvergenz der Gleichungen konnte in der
XNCA-d zwar kein Analytizitdtsschnitt des effektiven Bandes gefunden
werden, jedoch weisen die Daten fiir 7" = 80 K nach einem Vergleich mit
den Ergebnissen aus Abschnitt 7.2.3 darauf hin, dass auch in der XNCA-d
ein Verzweigungsschnitt auftreten wird.
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Eine weitere Schwierigkeit bei einer Verallgemeinerung der DMFT mit der
Lace-Entwicklung fiir den SAW des effektiven Bandes besteht in der Asym-
metrie der Erweiterung. Dies wird bereits an den d~!-Korrekturen deutlich.
Bei der Abbildung des PAMs auf ein Ein-Storstellen-Modell mit einem SAW
als effektives Band werden Mehrfach-Streuprozesse an einem Gitterplatz ver-
nachléssigt, weiterhin entstehen aufgrund der selbstkonsistenten Berechnung
der lokalen Streumatrix Uberzihlungen (Abschnitt 5.2). Diese Beitrige ver-
schwinden im Grenzfall unendlicher Raumdimensionen. Fiir eine konsistente
dimensionale Entwicklung des PAMs miissen sie jedoch beriicksichtigt werden
und das Bild eines SAWs mit lokaler Streumatrix bricht génzlich zusammen.



Kapitel 8

Zusammenfassung

Zu Beginn dieser Arbeit wurde das Anderson-Modell zur Beschreibung von
Systemen mit magnetischen Storstellen eingefithrt. Die grole Coulomb-
Wechselwirkung in den lokalisierten f-Niveaus ist fiir das ungewohnliche
Verhalten dieses Modells verantwortlich. Aus der bekannten diagramma-
tischen Storungstheorie nach der Hybridisierung von H. Keiter und J. C.
Kimball, die die hohen elektronischen Korrelationen in besonderer Weise
beriicksichtigt, kann die Non-Crossing Approximation hergeleitet werden.
Diese Naherung ermoglicht es charakteristische Eigenschaften des Modells,
wie das Ausbilden der Abrikosov-Suhl-Resonanz an der Fermi-Kante unter-
halb der Kondo-Temperatur, gut wiederzugeben.

Bei sehr tiefen Temperaturen liefert die NCA jedoch keine zufriedenstellenden
Ergebnisse mehr. In ihr ergibt sich nicht das erwartete Fermi-Fliissigkeits-
Verhalten und auch die Schwellenexponenten, die die Divergenz der
Propagatoren an einer Schwellenenergie kennzeichnen, werden nicht korrekt
beschrieben. Eine Erweiterung der NCA, die die fiir tiefere Temperaturen
wichtig werdenden Crossing-Anteile einbezieht, wurde in Kapitel 3 vorge-
stellt. Diese Verallgemeinerung basiert auf einem erzeugenden Funktional,
das alle Diagramme mit Verbindungen von Bandelektronenlinien zwischen
drittnéchsten Vertices beinhaltet. Im Gegensatz zu den NCA-Erweiterungen
der letzten Jahre, die alle den umsténdlicheren Slave-Boson-Formalismus
benutzen, lassen sich die entstehenden Selbstenergiebeitrige mit der Dia-
grammtechnik von H. Keiter und J. C. Kimball auswerten. Nach Definition
dreier Streumatrizen, wobei zwei iiber jeweils eine eindimensionale Inte-
gralgleichung berechnet werden miissen, kénnen die zusétzlichen Anteile
in den Selbstenergien bestimmt werden. Eine konsistente Erweiterung der
f-Green-Funktion, die durch die Streumatrizen beschrieben werden kann,
folgt ebenfalls aus dem erzeugenden Funktional.
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Nach diesen Betrachtungen zum FEin-Storstellen-Modell stand im weiteren
Verlauf der Arbeit das periodische Anderson-Modell im Mittelpunkt. Fiir die-
ses ist es auch moglich eine diagrammatische Storungstheorie zu entwickeln.
Das schnelle Anwachsen der zu beriicksichtigen Beitrdge mit der Ordnung er-
fordert jedoch eine andere Behandlung des PAMs. Hierzu bildet man in der
Dynamischen-Mean-Field-Theorie das Gittersystem auf ein Ein-Storstellen-
Modell ab, bei dem ein effektives Band den Einfluss der anderen Storstellen
beschreibt. Eine solche Abbildung ist im Limes unendlicher Raumdimensio-
nen exakt. Zur Losung des SIAMs kommt in diesem Fall die Bestimmung des
effektiven Bandes hinzu, das man als einen Self-Avoiding Walk durch das
Gitter mit einer lokalen Streumatrix ansetzt.

Die Eigenschaften eines mathematischen SAWs, insbesondere sein Verhal-
ten in endlichen und unendlichen Raumdimensionen wurden in Kapitel 4
untersucht. Fiir dieses analytisch nicht 16sbare Problem lassen sich mithilfe
der méchtigen Lace-Entwicklung zwei verschiedene Naherungen angeben, die
auch sukzessive erweitert werden kénnen. In unendlichen Raumdimensionen
16st der Non-Crossing Walk, der in einer diagrammatischen Beschreibung
dghnlich der NCA alle Beitrage ohne sich iiberkreuzende Korrelationslinien
beinhaltet, den SAW exakt und fiihrt auf die bekannte Selbstkonsistenzglei-
chung fiir das effektive Band in der DMFT. Als weitere Approximation er-
gibt sich aus der Lace-Entwicklung der Memory-2 Walk, dessen Selbstenergie
im Gegensatz zum NCW auch nicht-lokale Anteile besitzt. Bei der Analyse
der Zahl der Loops einer bestimmten Kettenldnge in Abhéngigkeit von der
Raumdimension werden Unterschiede zwischen den beiden Néherungen deut-
lich. Es zeigt sich, dass die Anzahl der M2Ls wie erwartet stets zwischen der
exakten Losung des SALs und dem Random Loop liegt, da durch das endli-
che Gedéchtnis nur ein Teil aller Selbstausschliisse beriicksichtigt werden. Die
Zahl aller NCLs liegt unterhalb des exakten Ergebnisses, es findet somit eine
Uberkorrektur des RLs statt. In zwei Dimensionen erhilt man fiir den NCL
bei einigen Kettenlédngen sogar eine negative Zahl an Loops. Dies weist darauf
hin, dass diese Ndherung in niedrigen Raumdimensionen nicht geeignet ist.
Im Limes unendlicher Raumdimensionen wird ein generischer Unterschied zu
dem Verhalten in endlichen d sichtbar. Wahrend in d < oo die Zahl der Loops
exponentiell mit der Kettenldnge ansteigt, wichst sie in d — oo iiberexpo-
nentiell. Dies zeigt sich auch an dem verschwindenden Konvergenzradius der
Suszeptibilitdt in d — oco. Das beobachtete Skalierungsverhalten ist unab-
héngig davon, ob es sich um einen Random, Memory-2 oder Non-Crossing
Loop handelt. Vergleicht man weiterhin die Zahl an NCLs und M2Ls mit
der an Random Loops, so stellt man fest, dass in jeder endlichen Dimensi-
on die restringierten Loops langer Kettenldnge nur einen verschwindenden
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Bruchteil aller RLs darstellen. In d — oo ist deren Anteil jedoch nicht mehr
vernachliissighar, stattdessen geht das Verhiiltnis gegen die Konstante ™.
Diese Betrachtungen zum mathematischen SAW zeigen die Besonderheiten,
die sich im Limes unendlicher Raumdimensionen ergeben, und verdeutlichen
die Schwierigkeiten beim Anwenden einer (d — o00)-Naherung auf echt
endliche Dimensionen.

Trotz dieser Eigenarten im Limes d — oo wurden mit der DMFT in den
letzten Jahren viele Gittermodelle erfolgreich behandelt. Eine allgemeine
Formulierung der DMFT, an der durch Vergleich mit den Gleichungen
aus der Standard-Storungstheorie die Methode des effektiven Mediums
sichtbar wird, gab Kapitel 5. Die aus der Lace-Entwicklung fiir den SAW
folgende Selbstkonsistenzgleichung der DMFT besitzt dieselbe Struktur
wie die Coherent Potential Approximation aus der Theorie ungeordneter
Systeme. Auch die analoge diagrammatische Herleitung aus allen Beitragen
ohne Uberkreuzungen sowie der in beiden Niherungen exakte Grenzfall
d — oo legen eine enge Verbindung der DMFT und CPA nahe. Es stellt
sich in der Tat heraus, dass die CPA eine Spezialisierung der DMFT auf
ungeordnete Systeme darstellt. Durch diese Aquivalenz lisst sich auch die
nicht-lokale Streumatrix in der CPA exakt bestimmen, die bisher nur durch
eine Reihenentwicklung bekannt war.

Ein konkretes Anwenden der DMFT auf physikalische Modelle und die
Untersuchung der Losungseigenschaften ihrer Selbstkonsistenzgleichung
erfolgte in den letzten zwei Kapiteln dieser Arbeit. Zunédchst wurde in
Kapitel 6 das Anderson-Modell im Schrieffer-Wolff-Limes betrachtet. Bei
einer klassischen Behandlung des Storstellen-Spins lasst sich die Streumatrix
exakt bestimmen und sie wird anschlielend in einem &dufleren Magnetfeld
bei festem Spinbetrag klassisch gemittelt. Durch Ersetzen des ungestorten
Propagators durch die effektive Green-Funktion der DMFT kann dieses
System direkt auf das Gitter iibertragen werden. Somit erhélt man ein
vereinfachtes Modell, bei dem im Gegensatz zum vollen Anderson-Modell
die Streumatrix exakt berechnet und in die Iteration der DMFT-Gleichung
einbezogen werden kann. Fiir die ersten Potenzen des Lorentz-Bandes ist
sogar eine analytische Losung des Problems moglich. Hierbei zeigt sich
kein Analytizitdtsschnitt der effektiven Green-Funktion in der physikalisch
relevanten Halbebene. Auch bei der numerischen Behandlung fiir das
GauB3-formige Tight-Binding-Band bildet sich in keinem Parameterbereich
ein Verzweigungsschnitt aus.

Diese Ergebnisse machen deutlich, dass der von H. Keiter und T. Leuders
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gefundene Analytizitdtsschnitt im effektiven Band keine allgemeine Beson-
derheit der DMFT darstellt. H. Keiter und T. Leuders beobachteten den
Verzweigungsschnitt in der exakten Losung der DMFT-Gleichung fiir das
quadrierte Lorentz-Band mit einer modellierten Streumatrix des PAMs. Um
der Kritik einiger Autoren an dieser Arbeit nachzugehen wurde zu Beginn
des 7. Kapitels die CPA als Spezialfall der DMFT fiir ungeordnete Systeme
untersucht. Bei den analytischen und numerischen Berechnungen stellt sich
heraus, dass die Formulierung der CPA iiber das effektive Band wesentlich
bessere Konvergenzeigenschaften als die urspriingliche Selbstenergiegleichung
besitzt. Weiterhin zeigt sich, dass die lokale Streumatrix voll in die Iteration
der Selbstkonsistenzgleichung einbezogen werden muss und bei jedem Iterati-
onsschritt die Analytizitdtseigenschaften der Green-Funktionen sichergestellt
werden miissen.

Diese Ergebnisse lieflen sich anschlieend auf die XNCA anwenden. Die f-
Green-Funktion wurde hierbei zum einen durch zwei Modelle a priori vor-
gegeben und wahrend der DMFT-Iteration konstant gehalten, zum anderen
mit der NCA in jedem Iterationsschritt selbstkonsistent bestimmt. Bei al-
len numerischen Berechnungen bildet sich ein Analytizitdtsschnitt im effek-
tiven Band aus, sobald die scharfe Abrikosov-Suhl-Resonanz an der Fermi-
Kante in der Streumatrix anwéchst. Somit kann ein artifizielles Auftreten
des Verzweigungsschnittes aufgrund zu grober Ndherungen oder einer Ver-
letzung der Analytizitdtsbedingungen in der Arbeit von H. Keiter und T.
Leuders ausgeschlossen werden. Er stellt stattdessen ein echtes Vielteilchen-
phénomen im PAM dar. Uberraschenderweise ergeben sich auch konsistente
f-Elektronen-Dichten, selbst wenn das effektive Band einen unphysikalischen
Verzweigungsschnitt besitzt. Fiir die physikalischen Eigenschaften des Sys-
tems scheint dieser daher keinen bedeutenden Einfluss zu haben.

Im letzten Teil der Arbeit wurde das effektive Band in der CPA und XNCA
durch d~!-Beitrige erweitert, die sich aus der Lace-Entwicklung fiir den
SAW ergeben. Es lassen sich jedoch keinen signifikanten Verbesserungen
der beiden Naherungen feststellen. Es zeigt sich ganz im Gegenteil eine
deutlich schlechtere Konvergenz der entstehenden Gleichungen. Der in
der CPA exakte Limes ¢, — 1 kann ebenfalls nicht mehr reproduziert
werden. Dies offenbart die Schwiche solcher reinen Banderweiterungen.
Bei diesen findet zwar eine Korrektur des effektiven Bandes statt, eine
Verallgemeinerung der lokalen Streumatrix bleibt jedoch aus. Z.B. miissen
fiir eine konsistente d~!-Entwicklung des PAMs in der f-Green-Funktion
auch nicht-lokale Anteile beriicksichtigt werden. In diesem Fall bricht aller-
dings das Bild eines SAWs mit einer lokalen Streumatrix génzlich zusammen.

Diese Stelle bietet auch einen Ansatz fiir mogliche zukiinftige Forschungs-
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projekte auf diesem Gebiet. Man ist an einer Verallgemeinerung der DMF'T
interessiert, die das effektive Band und die lokale Streumatrix in symme-
trischer Weise behandelt. Die in dieser Arbeit gezeigte Aquivalenz von CPA
und DMFT ermoglicht es eine solche Ndherung zunéchst auf den einfacher zu
behandelnden Fall der CPA anzuwenden und anschliefend auf das Anderson-
Modell zu iibertragen.

Die DMFT lost das Gittermodell in unendlichen Raumdimensionen exakt.
Aus dem unterschiedlichen Skalierungsverhalten eines SAWs in endlichen und
unendlichen Dimensionen ergibt sich allerdings die Frage, wie gut ein solches
(d — oo)-Verfahren die physikalisch relevanten Fille d = 2,3 beschreiben
kann. Eventuell lasst sich eine neue Nédherung formulieren, die direkt von
endlichen Raumdimensionen ausgeht.

Neben einer Verbesserung des Gitterproblems kann fiir das Anderson-Modell
auch die approximative Losung des Ein-Storstellen-Systems erweitert wer-
den. In diesem Bereich steht eine numerische Untersuchung der vorgestellten
NCA-Verallgemeinerung unmittelbar bevor, die zeigen wird, ob durch die
Einbeziehung von Crossing-Beitrigen das Verhalten bei sehr tiefen Tempera-
turen besser beschrieben werden kann. Es wird auch interessant zu sehen sein,
welchen Einfluss die bessere Behandlung des Ein-Storstellen-Modells, die die
Summenregeln erfiillt, auf das Losungsverhalten der XNCA-Gleichung haben
wird.



Anhang A

Tight-Binding-Band in d
Raumdimensionen

So wie in dieser Arbeit werden in vielen theoretischen Modellen die Bandelek-
tronen in der Tight-Binding-Ndherung behandelt, die z. B. in [ASHMERT76]
ausfiihrlich vorgestellt wird. Fiir einen Vergleich der Ergebnisse in verschiede-
nen Raumdimensionen, insbesondere im Limes d — oo [MUL89], gibt daher
dieser Abschnitt eine Zusammenfassung der wichtigsten Eigenschaften des
Tight-Binding-Propagators in beliebigen d.

Im Tight-Binding-Modell findet ausschliefllich ein Hopping der Bandelektro-
nen zwischen benachbarten Gitterplatzen statt, somit erhélt man fiir die
Ubergangsamplitude t;; und den Hamilton-Operator des ungestérten Bandes

—t falls 7,5 n.N.
tij:{ alls 7,7 n (A1)
0  sonst
H = Z tijcf];o—cja' = —t Z cjacjg = € Z CLUC]W (A.2)
1,J,0 <i,j>,0 k,o

Mit der Gitterkonstanten a = 1 in einem hyperkubischen Gitter, dessen erste
Brillouin-Zone sich iiber den Quader [—7,7]? erstreckt, ergibt sich aus der
Fourier-Transformation eine Cosinus-féormige Dispersionsrelation.

d
€x = —QtZCOS k; (A.3)
j=1
Hierbei stellt k; die j-te Komponente eines reziproken Gittervektors £ dar.

Das Quadratmittel der Energie
(e2) = 2dt* (A4)
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wéchst proportional zur Zahl der néchsten Nachbarn in einem d-
dimensionalen Gitter. Daher muss, um im Grenzfall d — oo eine endliche
Energie zu erhalten, das Hopping-Matrixelement ¢ mit der Wurzel der Raum-
dimension skaliert werden.

tﬁf:ﬁ (A.5)

Aus der Dispersionsrelation (A.3) ldsst sich der Tight-Binding-Propagator
bestimmen.

wo() = > —

Z — €k
oo

1
= NZ(—Z)/CZS esz=en) fir Jmz >0
k

0
7r

d
1
dSGZSZHQ—/dk? 612515(:05]4:
s

0/ Jj=1 Z

/ ds €% (Jo(2s1)) (A.6)
0

Das Integral in der vorletzten Zeile ergibt nach [GRARYZ65] die Bessel-
Funktion 0. Ordnung Jy, so dass sich g¢g(z) als einseitige Laplace-
Transformierte der d-ten Potenz von Jj schreiben lésst. Leider lédsst sich dieser
Ausdruck nur fiir d = 1,2 analytisch auswerten [EC090, GRARYZ65].

Fiir grofle d kann die Bessel-Funktion nach der inversen Raumdimension ent-
wickelt werden.

t)* o >
(o(2sD)” = e (1 = B o(ay) 2o o (a)
Im Limes d — oo ergibt das entstehende Integral die komplexe Fehlerfunktion
w(z) = e ** (1 —erf(—iz)). Mit der Abkiirzung = = 5 gilt fiir den Propagator
des Tight-Binding-Bandes in unendlichen Raumdimensionen.

VT

97 (2) = 90(2) = 3 w(x) (A8)

Daraus folgt eine GauB-formige Zustandsdichte mit Standardabweichung
o? = 2t2.

1 I =
plz) = =2 Imgol2) = 5, =¢ w (A.9)
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Die Rekursionsgleichungen zur Bestimmung der Ableitung von w(z) lassen
sich direkt auf gg(z) tibertragen, mit deren Hilfe alle Ableitungen rekursiv
auf den Propagator go(z) zuriickgefiithrt werden kénnen.

) 1
gh(z) = —ﬁ(zgo(z) — 1) (A.10a)

. 1 " _ )
95" (2) = — 55 (200" (2) + ngg" V(2))  fiwn 21 (A-10D)

Mit diesen Gleichungen kann aus (A.7) die erste Korrektur zum unendlich
dimensionalen Fall berechnet werden.

@Y,y _ () I ()
90 () =90 <Z)__4d—8z4go (2)
1 2 32 3 1,22 bz
_(o0) L 4 _ 2y () —(Z
=@+ (- T+ - e @+ (G- )
(A1)

Die folgende Abbildung stellt die Zustandsdichte des Tight-Binding-Bandes
in verschiedenen Dimensionen dar.

l T I T I T I T I

08—

/ d—oo
— ===~ d~1-Korrektur fiir d = 3
....... d e 3 exakt

0,2

Abbildung A.1 Tight-Binding-Dichte fiir t = (2y/7) ! ~ 0.282 eV

Man erkennt, dass die d~!-Korrektur die exakte Dichte fiir d = 3 nur
unzureichend approximiert. Die fiir niedrige Dimensionen charakteristischen
van-Hove-Singularitdten konnen nicht reproduziert werden. Weiterhin gibt
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es in den Flanken unphysikalische Bereiche, in denen die korrigierte Dichte
negativ wird.

Die Propagatoren
1 eik(z—y)

gxy(z) = N - Z— e

(A.12)

die die Bewegung eines Bandelektrons vom Gitterplatz x nach y beschreiben,
lassen sich in analoger Weise berechnen.

o0 d
() = (1) [ dse= T80, 250 (A13)
0 j=1

Eine Bessel-Funktion n-ter Ordnung wird hierbei mit

™
Z*TL

Jn(z) _ E /d]{? 6i(zcosk—l—nk:) (A14)

—T

bezeichnet, deren fithrender Term in der Reihenentwicklung durch folgenden
Ausdruck gegeben ist.

2z 1 2 M 1

Ve R i

A(z,y) beschreibt die minimale Anzahl an néchsten-Nachbar-Spriingen von
der Site x nach y, dies entspricht der Betragssummennorm des Differenzvek-

tors.
Alz,y) =D | =yl (A.16)
J

In( (A.15)

Nach Einsetzen von (A.15) in (A.13) und partieller Integration erhélt man
fiir den gesuchten Propagator

1 tA(z,y) QA @Y)

@
VAt Iz — gyt 0240) g0(2) + O

(A.17)

Guy(2) =

1
\/aA(:L‘,y)'FQ )

Hierbei ist besonders das dimensionale Skalierungsverhalten mit der inversen
Wurzel aus der Raumdimension von g¢,, hervorzuheben, das die Grundlage
fiir die Untersuchungen im Limes d — oo darstellt.

guy(z) ~Vd " (A.18)



117

Eine exakte Berechnung aus (A.13) ist nur fiir den Propagator zu einer
nichsten-Nachbar-Site g,, der in der d~!-Erweiterung der XNCA benotigt
wird, moglich.

1

t /
Iun(2) = m(l —zg(2)) = ﬁgo(z) (A.19)



Anhang B

Erzeugendes Funktional des
Anderson-Modells

G. Baym und L.P. Kadanoff entwickelten 1961 einen Formalismus, der es
ermoglicht aus einem erzeugenden Funktional ® durch Funktionalableitung
die Selbstenergie zu bestimmen [BAYKAD61, BAY62]. Ein solches Funktional
besteht in einer diagrammatischen Beschreibung aus allen irreduziblen An-
teilen mit renormalisierten Green-Funktionen. Die Wahl der beriicksichtigten
Diagramme bestimmt eine konkrete Naherung, die aufgrund ihrer Konstruk-
tion aus ¢ die Erhaltungssétze erfiillt.

In diesem Anhang wird das erzeugende Funktional fiir das Single-Impurity-
Anderson-Modell im Limes U — oo hergeleitet und die Besonderheiten
aufgezeigt, die aufgrund der Storungstheorie nach der Hybridisierung
entstehen.

Fithrt man im SIAM eine Kopplungskonstante g ein, so ldasst sich die Zu-
standssumme aus dem Erwartungswert der Hybridisierung berechnen.

0]
Z = Tre AlHotelv) GonZ = —B{Hy)o (B.1)

g
Nach Einsetzen des expliziten Ausdrucks fiir Hy ergibt sich aus diesem FEr-
wartungswert eine Berechnung der gemischten c f- bzw. fc-Green-Funktionen.

(Hy)o = %Z VY (K oy fI > (iwn) + < [yl >(iwn))  (B2)

wn k,o
Wie bei der Herleitung der Streumatrix in Abschnitt 2.2 konnen
< Chos [ > (iw,) und < f,, C,Tw > (iw,) mithilfe der Bewegungsgleichungen
auf die f-Green-Funktion zuriickgefiithrt werden.

& Choy [ > (1wy) = < [yl > (iwn) = gV gi(iwn) G (iwy,) (B.3)
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Damit erhélt man fiir den gesuchten Erwartungswert folgenden Ausdruck,
der durch Einfiihren des Bandpropagators F'(iw,) iibersichtlich geschrieben
werden kann.

21— ¢*|V]? . .
_ i Z N Z gr(iwy,) G ¢(iwn,) (B.4)
g wn k,o
:Fz;wn)

Die Zustandssumme lésst sich daraus durch eine Kopplungskonstanteninte-
gration gewinnen.

Zp— 2= —25/ dg 1 ZF iwn) Z5G (i) (B.5)

Ein Zusammenhang mit den Propagatoren P(z) bzw. Ps(z) und den Selbst-
energien Yo(z) bzw. X(z) lésst sich auf diagrammatischem Wege finden.
Hierzu verwendet man eine alternative Formulierung der in Kapitel 2 ange-
gebenen Diagrammregeln, die die Band-Green-Funktion F'(iw,) benutzt.

3. Bezeichne unter Beriicksichtigung der Spinerhaltung alle halbkreisfor-
migen Bandelektronenlinien mit imagindren Frequenzen iw, und Spin-
indices 0.

4. Anstelle der Fermi-Funktionen liefert jede Bandelektronenlinie mit In-
dices (iwy,,o) einen Faktor F(iw,). Die Energienenner ergeben sich
analog zu 4. aus den Energien der Zwischenzustdnde.

5. Multipliziere mit (—)°*, dabei gibt ¢ die Zahl der Uberkreuzungen und
a die Zahl hinauflaufender Bandelektronenlinien an. Die Summe tber
die internen Freiheitsgrade wird durch Frequenzsummationen % an er-
setzt. Das abschlieffende Konturintegral umschliefSt wiederum alle Sin-
gularititen des Integranden.

Die Regeln fiir die f-Green-Funktion folgen hieraus analog zu Abschnitt 2.3.2.

Zur weiteren Umformung von (B.5) zerlegt man Z¢G ¢ (iw,,) nach obigen Dia-
grammregeln und zieht die Integration iiber z heraus. Im Vergleich zur Selbst-
energie besitzt die f-Green-Funktion eine duflere Bandelektronenlinie mit
Energie iw,,, iiber die nicht summiert wird. Diese Summation und der fehlen-
de Faktor F'(iw,) wird in (B.5) hinzugefiigt und es ergibt sich ein Selbstener-
gieanteil zu Xy(z). Allerdings enthélt Z;Gf(iw,) einen Propagator mehr als
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das korrespondierende Yy(z), der noch als zusétzlicher Faktor beriicksichtigt
werden muss.

Diese Uberlegungen lassen sich in gleicher Weise fiir ¥;(z) und Pj(z) anstel-
len und man erhélt

%ZF(iwn)Zfo(iwn)— %eﬂzpo( )0(2) (B.6a)
- NS (Bo)

Fiir eine Darstellung der Zustandssumme wie in (2.34) lassen sich diese bei-
den Ausdriicke symmetrisieren.

Zp— 250 = —Qﬁ/dg E e P Py(2)%0(2) (B.7a)
_ _25/‘@ _efﬁszPf( )55(2) (B.7h)
_ 5 / dg % e (Po(2)S0(2) + NpPy(2)85(2))  (B.7e)

Das erzeugende Funktional wird im weiteren aus (B.7a) berechnet und in
Yo(2) die explizite Abhéngigkeit von der Kopplungskonstanten abgespalten.

2) = g"ug(z) (B.8)

In der Zustandssumme héngt E[()zn)(z) nur noch implizit iiber die Propagato-
ren Py(z) und Pf(z) von g ab.

1
—Bz - d n n
Z-2n=-20 ¢ =Y [LPREsE B9
n=1

0
An dieser Stelle kann iiber die Kopplungskonstante partiell integriert werden.

1
d n
/ Dy P25 (2

0
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Bei der Berechnung der Ableitung im zweiten Summanden sind lediglich
Py(z) und Py(z) von g abhéngig.
0 O0P(z) O 0P¢(z) O

99" 09 Rz | 9y 9P (B

Da nach der z-Integration die beiden Darstellungen (B.7a) und (B.7b) dqui-
valent sind, wird bei der partiellen Ableitung nach Py(2) bzw. P(z) jeweils
derjenige Ausdruck mlt demselben Propagator gewéhlt. Weiterhin mache
man sich klar, dass £ (z) bzw. 3 2n)( ) den Propagator Fy(z) bzw. Py(z)
(n — 1)-mal enthélt. Es gilt somit

0 (2n) (2n), \ O @2n), \ O
a—gPO(z)ZO (z) = ndy (z)a—gPo(z) +nNpY; (z)a—ng(z) (B.12)

Anschliefend wird die Reihenentwicklung (B.8) riickgdngig gemacht und die
Definitionen der Selbstenergien eingesetzt. Das Integral {iber g im zweiten
Term von (B.10) ldsst sich so auswerten.

1

/dg 9" (= — Po_l(z))%Po(z) = 2Py(2) — 1 —InzFy(2) (B.13a)

[ o5 = s = P @) o Py(2) = (= = ) Py(a) = 1=l = ) )
’ (B.13D)

Fiir den f-Anteil der Zustandssumme des SIAMs ergibt sich daraus folgender
Ausdruck.

— Bz = 1 2n
2= 2p=-0§ 55 RO

=1

+57{ e P (2Py(2) — 1 — In2Py(2))

_}-ﬁ}{—e_ﬁ Nf Z—Ef)Pf( )—1—111(Z_€f)Pf(Z))
(B.14)

Aus dem ersten Summanden lésst sich direkt das erzeugende Funktional &
ablesen, die anderen Darstellungen ergeben sich hierbei aus denselben Rech-
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nungen fiir (B.7b) und (B.7¢) bzw. (B.5).

dz <1
—= _ —BZ _ (271)
¢ omi © nz:; nPO(Z)ZO (2) (B.15a)
211 p— n FHf f .
dz <1 . i
= § eI (RS E) + N PSEE)  (Baso
n=1
1 1 o
= B Z Z EF@W?@)ZfGS? )(an) (B15d)
wp n=1

Die gesuchten Selbstenergien kénnen durch eine Funktionalableitung von &
nach den Propagatoren gewonnen werden.

od e Pz
e =5 Yo(2) (B.16a)
od e Pz

Der hier vorgestellte Zugang zum SIAM erfiillt ebenfalls die Stationaritéts-
bedingungen fiir die Zustandssumme.

021 =2p) _y g (21— Z2p)

5Py (2) 5Pi(z) 0 (B.17)
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