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VorwortDas Vehi
le Routing Problem(VRP) gehört zu den wi
htigsten und am meisten erfors
htenkombinatoris
hen Optimierungsproblemen. Dank forts
hreitender Kommunikations- und In-formationste
hnologie können Informationen inzwis
hen zu vertretbaren Kosten in E
htzeitübertragen und in angemessener Zeit verarbeitet werden. Lösungsverfahren für dynamis
heEnts
heidungsprobleme werden damit ni
ht zuletzt au
h wegen der enormen ökonomis
henBedeutung des Transports in der Praxis na
hgefragt.In der vorliegenden Arbeit wird eine Heuristik zur Lösung des dynamis
hen Pi
kup andDelivery Vehi
le Routing Problems mit Zeitfenstern entwi
kelt, wobei für jeden Auftrag zweistrikte Zeitfenster zu erfüllen sind. Zusätzli
h werden au
h die Problemvarianten mit denLadebedingungen Ba
khauls, LIFO und LIFO-q untersu
ht und mit der Heuristik gelöst. DieHeuristik besteht aus einem sehr s
hnellen Algorithmus zur Lösung des Single Vehi
le Pi
kupand Delivery Vehi
le Routing Problems mit Zeitfenstern und einer heuristis
hen Zuordnungder Aufträge zu den Fahrzeugen. Das Single Vehi
le Routing Problem wird angegangen, indemder A*-Algorithmus mit besonderen S
hätzfunktionen auf einen speziellen Zustandsgraphenangewandt wird. Bei den entwi
kelten Ben
hmark-Datensätzen wurden praxistaugli
he Re-
henzeiten von wenigen Sekunden für interessante Problemstellungen mit mehreren hundertanzufahrenden Orten errei
ht. Die Arbeit wird abgerundet dur
h eine genaue Analyse derentwi
kelten Graphenstruktur, au
h im Hinbli
k auf die si
h ergebenden Änderungen bei Ein-führung von Ladebedingungen.I
h mö
hte mi
h an dieser Stelle bei Prof. Peter Re
ht und Prof. Bernhard Fleis
hmannfür die Betreuung während der Promotion bedanken. Weiterhin danke i
h Dennis Müllerund Reinhard und Ursula Fabri für die Unterstützung der Promotion, sowie Sonja Fabri undWerner und Sina Feilhauer für das �eiÿige Korrekturlesen.
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Kapitel 1Einführung
1.1 Motivation, Ziel und ThemaDas Vehi
le Routing Problem (VRP) gehört zu den wi
htigsten und am meisten erfors
htenkombinatoris
hen Optimierungsproblemen. Es beinhaltet folgendes Ents
heidungsproblem:Gegeben sind ein Fuhrpark mit m Fahrzeugen mit bestimmter Kapazität und einem Depot asowie n anzufahrende Orte mit de�nierten Na
hfragemengen, die von den Fahrzeugen beliefertwerden sollen. Gesu
ht werden kostenminimale Touren für die Fahrzeuge, so dass jede Tour imDepot beginnt und endet und die Na
hfrage an jedem Ort von genau einem Fahrzeug bedientwird, ohne die Kapazitäten der Fahrzeuge zu übers
hreiten. Abbildung 1.1 zeigt ein Beispielmit drei Fahrzeugen und a
ht zu bedienenden Orten.Vor fast 50 Jahren haben Dantzig und Ramser mit[19℄ die erste Studie zu einem Vehi
leRouting Problem verö�entli
ht - es ging um den Transport von Benzin zu Tankstellen. Siepublizierten ein mathematis
hes Modell des Vehi
le Routing Problems und eine Heuristikzur Lösung, die ein paar Jahre später von Clarke und Wright mit der Verö�entli
hung desSavings-Verfahrens verbessert wurde [16℄.Dana
h wurden hunderte von Modellen und Verfahren zur Behandlung des Vehi
le Rou-ting Problems entwi
kelt und vorges
hlagen, Dutzende Anwenderprogramme bedienen si
hder OR-Verfahren zur Lösung von Vehi
le Routing Problemen. Das groÿe Interesse an diesemProblem basiert einerseits auf der praktis
hen Relevanz der Ergebnisse, andererseits liegt derReiz in der enormen Komplexität des Problems. Wegen dieser Komplexität wurden zunä
hstHeuristiken entwi
kelt, dana
h erst bes
häftigte man si
h mit mathematis
her Programmie-rung und der optimalen Lösung der Probleme. Bis heute ist jedo
h eine optimale Lösung nurfür kleine Probleme in akzeptabler Re
henzeit mögli
h - für praktis
he Anwendungen wirddaher weiterhin in den meisten Fällen auf Heuristiken zurü
kgegri�en, die dank des groÿenFors
hungsinteresses an Vehi
le Routing Problemen sehr s
hnell gute Lösungen �nden können.
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2 KAPITEL 1. EINFÜHRUNG
a

Abbildung 1.1: Beispiel für ein VRP mit drei Fahrzeugen und a
ht Orten.Mit der forts
hreitenden te
hnis
hen Entwi
klung sind weitere Ents
heidungsprobleme inden Vordergrund gerü
kt. Wegen der rasanten Entwi
klung der Hardware werden au
h kom-pliziertere Varianten des Vehi
le Routing Problems bere
henbar. Dazu zählen zum Beispieldas Pi
kup and Delivery Vehi
le Routing Problem (PDVRP), bei dem jeder Auftrag zunä
hstvon einem Ort abgeholt und dann zu seinem Bestimmungsort transportiert werden muss, oderdas Vehi
le Routing Problem mit Zeitfenstern (VRPTW), wo zu jedem Auftrag ein Zeitfensterzur Abholung bzw. zur Lieferung vorgegeben ist. Dank forts
hreitender Kommunikations- undInformationste
hnologie können Informationen inzwis
hen zu vertretbaren Kosten in E
htzeitübertragen und in angemessener Zeit verarbeitet werden. Lösungsverfahren für dynamis
heEnts
heidungsprobleme werden damit ni
ht zuletzt au
h wegen der enormen ökonomis
henBedeutung des Transports in der Praxis na
hgefragt - leistungsfähige Algorithmen für dasdynamis
he Vehi
le Routing müssen entwi
kelt werden.Die vorliegende Arbeit bes
häftigt si
h daher mit dem dynamis
hen Pi
kup and Delive-ry Vehi
le Routing Problem mit Zeitfenstern (dPDVRPTW). Ziel ist es, einen in der Praxisanwendbaren Algorithmus zur Verfügung zu stellen, der eine Lösung zu folgendem Ents
hei-dungsproblem liefert:Gegeben sei ein Fuhrpark von m Fahrzeugen. Jedes Fahrzeug wird 
harakterisiert dur
h seineKapazität, sein Depot und das Arbeitszeitfenster, in dem es zur Bearbeitung von Aufträgen zurVerfügung steht. Mit diesem Fuhrpark sollen während einer bestimmten Planungsperiode (zumBeispiel einem Arbeitstag) Aufträge abgearbeitet werden, wobei für jeden Auftrag Pi
kup-Ortund -Zeitfenster, Delivery-Ort und -Zeitfenster, Be- und Entladezeiten sowie die im Fahrzeugbenötigte Kapazität gegeben sind. Die Aufträge sind ni
ht zu Beginn der Planungsperiodebekannt, sondern gehen erst während der Planungsperiode ein und sollen �online� in die Pla-nung integriert werden. Ruft ein Kunde an und mö
hte einen Auftrag erteilen, so soll demKunden no
h während des Telefonats mitgeteilt werden, ob der Auftrag angenommen wird.Eine zulässige Lösung für das Pi
kup and Delivery Vehi
le Routing Problem mit Zeitfensternmit allen bisher angenommenen Aufträgen zuzügli
h des neuen Auftrags muss daher innerhalbvon wenigen Sekunden gefunden werden. Ziel des Unternehmens soll es primär sein, mögli
hst



1.1. MOTIVATION, ZIEL UND THEMA 3viele Aufträge anzunehmen, da jeder angenommene Auftrag einen positiven De
kungsbeitragleistet. Als sekundäres Ziel wird die Gesamtfahr- und -wartezeit der Fahrzeuge zur Abarbei-tung aller akzeptierten Aufträge minimiert und damit die Höhe der De
kungsbeiträge allerAufträge maximiert.Dieses dynamis
he Ents
heidungsproblem lässt si
h lei
ht auf ähnli
he Ents
heidungspro-bleme übertragen, die dementspre
hend ebenfalls mit dem zu entwi
kelnden Algorithmus ge-löst werden können:
• die Steuerung eines Fuhrparks von Anruf-Sammel-Taxen: die Kunden fahren ni
ht wieübli
h allein in einem Taxi, sondern erlauben die Mitnahme weiterer Fahrgäste. EinKunde ruft beim Unternehmen an und bestellt eine Fahrt von Ort A na
h Ort B, wobeier für Ankunft und Abfahrt ein Zeitfenster nennen kann, so dass er eventuelle Terminegarantiert pünktli
h wahrnehmen kann. Während des Telefonats werden die Kunden-wüns
he in den Computer eingegeben, so dass der Algorithmus sofort eine zulässigeLösung ausgeben und dem Kunden damit zugesagt werden kann. Wird keine zulässigeLösung gefunden, muss der Auftrag abgelehnt werden.
• die Organisation eines Behinderten- oder Seniorenfahrdienstes: die meisten dieser Fahr-dienste können im Moment nur mindestens einen Tag im Voraus gebu
ht werden. DerUnters
hied zu normalen Anruf-Sammel-Taxen liegt in der spezielleren Zuordnung derKunden auf die Fahrzeuge, da zum Beispiel die Mitnahme von Rollstühlen nur begrenztoder in einigen Fahrzeugen au
h gar ni
ht mögli
h ist.
• die Steuerung von Fahrzeugen in Lagerhäusern: betra
htet man ein Ho
hregallager, ausdem Ware ausgeliefert werden soll, so können die einzelnen Teile einer zusammenzu-stellenden Lieferung als Aufträge angesehen werden, die jeweils von einem bestimmten,bekannten Platz im Ho
hregalsystem (Pi
kup) an eine vorgegebene Pa
kstation (Deli-very) geliefert werden sollen. Über die Zeitfenster zur Ablieferung an der Pa
kstationkann si
hergestellt werden, dass immer nur genau ein Kundenauftrag (mögli
herweisebestehend aus mehreren Teilen aus dem Lager) an einer Pa
kstation angeliefert undeingepa
kt wird.Zusätzli
h soll der zur Verfügung gestellte Algorithmus im Gegensatz zu vielen Metaheuristikenohne die Einstellung von problemspezi�s
hen Parametern auskommen und lei
ht auf ähnli
heEnts
heidungsprobleme übertragbar sein. Unter ähnli
he Ents
heidungsprobleme fallen dabeiEnts
heidungsprobleme mit
• einer oder mehreren zusätzli
hen Nebenbedingungen, z. B. Ladebedingungen oder Verbotdes Transports bestimmter Güter-Kombinationen in einem Fahrzeug
• mehrdimensionalen Kapazitätsbes
hränkungen der Fahrzeuge, z. B. Gewi
ht und Volu-men



4 KAPITEL 1. EINFÜHRUNG
• anders strukturierten Kosten, z. B. bei einer Trennung von Fahrzeit und Fahrtkosten
• einer anderen Zielfunktion, z. B. Ablehnung von Kunden mit ungenügendem De
kungs-beitrag.Der zu entwi
kelnde Algorithmus soll also für bedeutende praxisrelevante Ents
heidungspro-bleme einsetzbar und gut auf ähnli
he real auftretende Ents
heidungsprobleme zu übertragensein.In der Praxis sind häu�g Ladebedingungen zu bea
hten, die für die Routenplanung bedeu-tende Restriktionen implizieren. Die Auswirkungen vers
hiedener Ladebedingungen auf dasLaufzeitverhalten des Algorithmus und die Lösungen sollen daher ebenfalls untersu
ht undanalysiert werden.1.2 Einordnung in die LiteraturDynamis
he Vehi
le Routing Probleme wurden wegen ihrer hohen Komplexität erst in denletzten 20 Jahren intensiv untersu
ht. Die rasante te
hnologis
hen Entwi
klung sowohl derHardware als au
h der kabellosen Datenübertragung ma
hte die Fors
hung auf diesem Gebietattraktiv, die enorme wirts
haftli
he Bedeutung der Transportkosten sorgte innerhalb dervers
hiedensten Logistik-Konzepte für eine groÿe Na
hfrage entspre
hender Lösungsansätze.Psaraftis [60℄ verfasste 1988 einen ersten Überbli
k über dynamis
he Vehi
le Routing Pro-bleme. Er de�nierte ein Vehi
le Routing Problem als dynamis
h, wenn si
h �die Eingabedatenwährend der Laufzeit des Algorithmus oder der Abarbeitung der Route ändern oder aktuali-siert werden�1. Als Unters
hied zum statis
hen Vehi
le Routing stellt er heraus, dass die Zeiteine wi
htige Rolle spielt, der Planungshorizont damit - zumindest theoretis
h - unendli
h seinkann, Informationen über die Zukunft unpräzise oder unbekannt sind und daher Ereignisse inder nahen Zukunft höheren Stellenwert bekommen. Ferner werden Me
hanismen zur Aktuali-sierung der Informationen benötigt, s
hnellere Re
henzeiten sind unerlässli
h. Das wiederholteÄndern der Zuordnung oder der Reihenfolge kann erwüns
ht sein, wobei eine unendli
he Ver-s
hiebung von unattraktiven Aufträgen verhindert werden muss. Die Zielfunktion sowie diezeitli
hen Restriktionen unters
heiden si
h von ihren Äquivalenzen des Vehi
le Routing Pro-blems, au
h die Flexibilität zur Anpassung der Flotte ist geringer und eine Übersättigung desSystems muss vermieden werden.2Dynamis
he Vehi
le Routing Probleme gibt es in mehreren Ausprägungen. Sie werdenanhand folgender Fragestellungen unters
hieden:
• Wel
he der Eingabedaten unterliegen der Dynamik? Die Dynamik kann z. B. bei denFahrzeiten, der zu ladenden Menge, dem Ort des Auftrags oder sogar den komplettenAuftragseingängen eine Rolle spielen.1[60℄, Seite 224f.2[60℄, Seite 225�.



1.2. EINORDNUNG IN DIE LITERATUR 5
• Wel
he Qualität hat die Dynamik? Liegen s
hon Informationen in Form von sto
hasti-s
hen Vorhersagen vor oder gibt es keine Informationen im Voraus?
• Wel
hes Ents
heidungsproblem liegt zu Grunde? Hier wird unters
hieden zwis
hen demStandard-Vehi
le Routing Problem, dem Pi
kup and Delivery Vehi
le Routing Problem,dem Vehi
le Routing Problem mit Zeitfenstern et
.
• Wel
he Ents
heidungsmögli
hkeiten sind gegeben? Dürfen Anfragen abgelehnt werdenoder müssen alle Aufträge mit mögli
hst hoher Zufriedenheit erledigt werden?Bertsimas und Van Ryzin [8℄ publizierten 1991 die erste Analyse eines dynamis
hen Vehi
leRouting Problems. Larsen [49℄ verö�entli
ht 2001 ein Maÿ für den Grad der Dynamik, anhanddessen eine Eins
hätzung der zum Ents
heidungsproblem passenden Algorithmen vorgenom-men werden soll. Luo gibt in seiner Dissertation 2006 einen ausführli
hen Überbli
k über Heu-ristiken für das dynamis
he Dial-A-Ride Problem. Das Dial-A-Ride Problem bes
hreibt denTransport von Personen mit einer Fahrzeug�otte, wobei mehrere Personen mit unters
hied-li
hen Abfahrt- und Zielorten in einem Fahrzeug transportiert werden dürfen. Die Auftrags-eingänge erfolgen dynamis
h während der Planungsperiode. Für das Ents
heidungsproblemmit strikt einzuhaltenden Zeitfenstern wird nur eine einzige Heuristik aufgeführt: Attanasio,Cordeau, Ghiani und Laporte [4℄ verö�entli
hten 2004 eine parallele Tabu-Su
he, die na
hjedem neuen Auftragseingang irgendeine zulässige Lösung su
ht und ans
hlieÿend mit der vonGilbert und Laporte für das statis
he Dial-A-Ride-Problem entwi
kelten Tabu-Su
he verbes-sert. Caramia, Italiano, Oriolo, Pa
i�
i und Perugia [11℄ verö�entli
hten 2001 eine Heuristikfür das Dial-A-Ride-Problem mit strikten Zeitfenstern, wobei sie eine heuristis
he Zuordnungmit einer optimalen Routenplanung kombinieren. Die optimale Routenplanung wird mit Hilfeder von Psaraftis [60℄ eingeführten Statusvektoren und dem A*-Algorithmus gelöst. In bei-den Problemen dürfen die Kunden nur ein Zeitfenster entweder für Pi
kup oder für Deliveryangeben, auÿerdem wird die Fahrzeit bes
hränkt.Die für das dynamis
he Vehi
le Routing Problem verö�entli
hten Analysen und Algorith-men behandeln in den meisten Fällen kein Pi
kup und Delivery. Das am besten untersu
hteProblem in diesem Berei
h ist das dynamis
he Single Vehi
le Routing Problem, das zwar inder Realität selten benötigt wird, aber als Subproblem im multi-Vehi
le Routing Problemauftau
ht.In der Literatur ist nur ein Algorithmus für das dynamis
he Pi
kup and Delivery Vehi
leRouting mit zwei strikten Zeitfenstern pro Auftrag vorhanden: Mitrovi
-Mini
, Krishnamurtiund Laporte [52℄ verö�entli
hten 2004 eine Heuristik für das Ents
heidungsproblem eines Ku-rierdienstleisters, wobei sie mit zwei Planungshorizonten arbeiten: im zeitnahen Berei
h wirdeine kostenminimierende Routenplanung dur
hgeführt, während die Planungen für die weitereZukunft auf das bestmögli
he Einfügen von zusätzli
h ankommenden Aufträgen zielen. DieBesonderheit an dem betra
hteten Ents
heidungsproblem liegt darin, dass die Fahrzeugkapa-zitäten ni
ht bindend sind.



6 KAPITEL 1. EINFÜHRUNGFür das dynamis
he Pi
kup and Delivery Vehi
le Routing mit zwei strikt einzuhaltendenZeitfenstern pro Auftrag ist no
h keine zufriedenstellende Lösung gefunden worden. In [26℄wird der Ansatz von Caramia et al. zwar auf dieses Ents
heidungsproblem übertragen, füreinen Einsatz in einer dynamis
hen Umgebung sind die Re
henzeiten jedo
h viel zu ho
h. Dievorliegende Arbeit wird diese Lü
ke s
hlieÿen.Angaben zur Auswirkung von Ladebedingungen auf die Re
henzeiten wurden bisher ni
htin der Literatur gefunden.1.3 Überbli
k über die ArbeitIn der vorliegenden Arbeit wird eine Heuristik zur Lösung des dynamis
hen Pi
kup and De-livery Vehi
le Routing Problems mit Zeitfenstern entwi
kelt, wobei für jeden Auftrag zweistrikte Zeitfenster zu erfüllen sind.Dazu wird im folgenden Kapitel zunä
hst ein Überbli
k über die Entwi
klung der Vehi
leRouting Probleme gegeben. Ans
hlieÿend folgt die exakte Formulierung des zu lösenden dyna-mis
hen Pi
kup and Delivery Vehi
le Routing Problems mit Zeitfenstern, indem das zu Grundeliegende Ents
heidungsproblem zunä
hst verbal bes
hrieben und dann ein zugehöriges mathe-matis
hes Modell vorgestellt wird. In Abs
hnitt 2.4 wird der von Caramia et al. entwi
kelteAlgorithmus zur Lösung des dynamis
hen Dial-A-Ride Problems mit einem Zeitfenster und ei-ner Bes
hränkung der Fahrzeit vorgestellt und kritis
h hinterfragt. Dieser Algorithmus bestehtaus einer Heuristik für die Zuordnung der während des Planungszeitraums neu eingehendenAufträge zu den Fahrzeugen sowie einer optimalen Lösung des Routenplanungsproblems fürjedes Fahrzeug. Das Routenplanungsproblem besteht darin, für ein Fahrzeug eine kostenmi-nimale Route zur Bedienung aller dem Fahrzeug zugeordneten Aufträge zu �nden, wobei dieRoute im Ort der aktuellen Fahrzeugposition beginnt und in einem beliebigen Delivery-Ortder dem Fahrzeug zugeordneten Aufträge endet und alle Kapazitäts- und Zeitfensterrestriktio-nen erfüllen muss. Anhand dieses Algorithmus werden Ansätze zur Entwi
klung eines eigenenAlgorithmus für das dynamis
he Pi
kup and Delivery Vehi
le Routing Problem mit Zeitfens-tern abgeleitet. In Abs
hnitt 2.5 werden eine Testumgebung präsentiert und die Herleitungder Testdatensätzen erläutert, bevor mit der Entwi
klung eines eigenen Algorithmus begonnenwird.Kapitel 3 behandelt die Thematik der Routenplanung für ein einzelnes Fahrzeug bei ge-gebenen Aufträgen. Dazu wird zunä
hst das von Caramia et al. eingesetzte Verfahren zurLösung des Routingproblems analysiert, das aus der Anwendung des A*-Algorithmus zur Be-stimmung von kürzesten Wegen in einem speziellen Statusvektorbaum basiert. Im Abs
hnitt3.3 wird dann eine alternative Graphenstruktur entwi
kelt, auf der das dynamis
he Pi
kupand Delivery Vehi
le Routing Problem mit Zeitfenstern s
hneller lösbar ist. Diese Verbesserungwird mit theoretis
hen Untersu
hungen unterlegt und ans
hlieÿend anhand der Ergebnisse vonTestläufen untermauert. Abs
hlieÿend wird im Abs
hnitt 3.4 der Ablauf des A*-Algorithmus



1.3. ÜBERBLICK ÜBER DIE ARBEIT 7bes
hleunigt, indem spezielle S
hätzfunktionen eingeführt und an die Gegebenheiten des dy-namis
hen Pi
kup and Delivery Vehi
le Routing Problems mit Zeitfenstern angepasst werden.Au
h die algorithmis
hen Konsequenzen aus diesen Veränderungen werden anhand umfang-rei
her Testläufe analysiert.Im vierten Kapitel liegt der S
hwerpunkt auf der Zuordnung der Aufträge zu den Fahr-zeugen, wobei zur Bewertung der Güte einer Zuordnung auf die optimale Routenplanungzurü
kgegri�en wird. Zuerst wird das entspre
hende Verfahren von Caramia et al. erläutert,bevor zwei neue Ansätze zur Bes
hleunigung der Zuordnung vorgestellt werden. Der erste An-satz basiert darauf, mögli
hst s
hnell eine zulässige Lösung zu �nden, um dem Auftraggeberim Falle der Existenz einer sol
hen Lösung s
hnell zusagen zu können. Im zweiten Ansatzwird versu
ht, s
hon vor der Zuordnung eines Auftrags zu einem Fahrzeug zu erkennen, obeine zulässige Route überhaupt existieren kann. Beide Ansätze werden anhand von Testläufenanalysiert und bewertet. Da es si
h bei der Zuordnung um eine �einfa
he� Heuristik handelt,sind im Allgemeinen keine besonders guten Lösungen zu erwarten. Im Abs
hnitt 4.2 wird da-her ein Verfahren zur Verbesserung der Zuordnung bes
hrieben, das immer dann zum Einsatzkommt, wenn aktuell keine neuen Auftragseingänge vorliegen und die Re
hnerkapazität daherungenutzt bleibt. Dazu wird ein Verfahren der Tabu Su
he eingesetzt. Mit Hilfe umfangrei-
her Testläufe werden die Ergebnisse des Algorithmus unter Verwendung dieses Verfahrensanalysiert.Im fünften Kapitel werden die Auswirkungen von in der Praxis übli
herweise geltendenLadebedingungen auf die Lösbarkeit des Problems untersu
ht. Dazu wird die Veränderungder benötigten Re
hnerkapazität im Verglei
h zum dynamis
hen Pi
kup and Delivery Vehi
leRouting Problem mit Zeitfenstern ohne Ladebedingungen sowohl theoretis
h analysiert alsau
h die Auswirkungen für die Testdatensätze dokumentiert.Abs
hlieÿend wird ein Fazit gezogen.
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Kapitel 2Das dynamis
he Pi
kup and DeliveryVehi
le Routing Problem mitZeitfensternIn dieser Arbeit wird das dynamis
he Pi
kup and Delivery Vehi
le Routing Problem mit zweiZeitfenstern behandelt. Dieses Kapitel bes
hreibt das zu Grunde liegende Ents
heidungspro-blem und gibt grundlegende Informationen für die weitere Arbeit. Dazu werden hier zunä
hstdas Ents
heidungsproblem des dynamis
hen Pi
kup and Delivery Vehi
le Routing Problemsmit Zeitfenstern skizziert und die benötigten Begri�e eingeführt. Ans
hlieÿend wird ein Über-bli
k über die historis
he Entwi
klung der Fors
hung zu Vehi
le Routing Problemen gegeben,wobei sowohl die Entwi
klung der Lösungsverfahren zum Vehi
le Routing Problem als au
hdie Entwi
klung der bearbeiteten allgemeineren Ents
heidungsprobleme mit den dazugehöri-gen Lösungsverfahren skizziert werden. Im Abs
hnitt 2.3 wird das dynamis
he Pi
kup andDelivery Vehi
le Routing Problem mit zwei strikten Zeitfenstern exakt formuliert und ein zu-gehöriges mathematis
hes Modell angegeben. Ans
hlieÿend wird in Abs
hnitt 2.4 der in [11℄entwi
kelte Algorithmus zur Lösung des Dial-A-Ride Problems mit einem Zeitfenster und einerBes
hränkung der maximalen Fahrzeit skizziert, um in den folgenden Kapiteln einen e�zien-ten Algorithmus auf seiner Basis zu entwi
keln. Der letzte Abs
hnitt behandelt die für denTest des Algorithmus benötigte �Peripherie�: die erstellten Testdatensätze werden erläutertund die Testumgebung vorgestellt.
9



10 KAPITEL 2. DAS DYNAMISCHE PDVRPTW2.1 Grundlegende Begri�eIn diesem Abs
hnitt werden die in dieser Arbeit verwendeten grundlegenden Begri�e desVehi
le Routing de�niert. Dazu wird zunä
hst das Ents
heidungsproblem �dynamis
hes Pi
kupand Delivery Vehi
le Routing Problem mit Zeitfenstern� skizziert:Ein Fuhrunternehmen mit einem Fuhrpark von m Fahrzeugen bekommt alle Aufträge �online�während der Planungsperiode. Das Unternehmen mö
hte seinen De
kungsbeitrag maximieren,indem es zunä
hst mögli
hst viele Aufträge annimmt und im zweiten S
hritt die Gesamtfahr-zeit aller Fahrzeuge zur Bedienung der Aufträge minimiert. Jedes Fahrzeug wird 
harakterisiertdur
h seine Kapazität, sein Depot und das Arbeitszeitfenster, in dem es zur Bearbeitung vonAufträgen zur Verfügung steht. Ein Auftragseingang ges
hieht telefonis
h, per Fax oder perInternet, und muss sofort angenommen oder abgelehnt werden. Es liegen keine Informatio-nen über zu erwartende Auftragseingänge vor. Ein Auftrag wird 
harakterisiert dur
h seinenPi
kup-Ort und sein Pi
kup-Zeitfenster, seinen Delivery-Ort und sein Delivery-Zeitfenster, diebenötigten Servi
ezeiten für das Be- und Entladen sowie die Kapazität, die beim Transportin einem Fahrzeug in Anspru
h genommen wird. Alle angenommenen Aufträge müssen denFahrzeugen zugeordnet und für jedes Fahrzeug eine Route gefunden werden, wobei die Ka-pazitäten der Fahrzeuge ni
ht übers
hritten, die Aufträge jeweils zuerst abgeholt und dannausgeliefert und die Zeitfenster der Aufträge und Fahrzeuge eingehalten werden.Die benötigten Begri�e werden de�niert als:Definition 2.1 (Begri�e des Vehi
le Routing)Planungsperiode: Die Planungsperiode ist der Zeitraum, für den die Planungen dur
hgeführtwerden sollen, d. h. der Zeitraum, in dem optimiert wird.Sie umfasst typis
herweise die Arbeitszeitfenster aller Fahrzeuge.Arbeitszeitfenster: Das Arbeitszeitfenster eines Fahrzeugs umfasst den Zeitraum, in demdieses Fahrzeug zur Bearbeitung von Aufträgen genutzt werden kann.Kapazität des Fahrzeugs: Die Kapazität eines Fahrzeugs bes
hreibt die maximal glei
hzei-tig in dem Fahrzeug transportierbare Menge.Sie ist entweder als Gewi
ht oder als Volumen angegeben.Depot: Das Depot eines Fahrzeugs ist der Ort, in dem es si
h zu Beginn seines Arbeitszeit-fensters be�ndet.Tour: Eine Tour ist eine Rundreise dur
h eine bestimmte Anzahl von Orten, die im Depot desFahrzeugs beginnt und endet und alle Kapazitäts- und Zeitfensterrestriktionen sowohldes Fahrzeugs als au
h der zu den Orten gehörigen Aufträge einhält.Route: Eine Route ist eine Sequenz von bestimmten Orten, die zu einer bestimmten Zeit ineinem bestimmten Ort mit bestimmter bereits belegter Fahrzeugkapazität beginnt und



2.1. GRUNDLEGENDE BEGRIFFE 11die Kapazitäts- und Zeitfensterrestriktionen sowohl des Fahrzeugs als au
h der zu denOrten gehörigen Aufträge einhält. Der Endort der Route ist ni
ht festgelegt.Auftrag: Ein Auftrag besteht aus einem Pi
kup- und einem Delivery-Ort, einem Pi
kup-und einem Delivery-Zeitfenster, je einer Servi
ezeit für das Be- und Entladen und derAuftragskapazität.Pi
kup-Ort, Delivery-Ort: Der Pi
kup-Ort ist der Ort, an dem der Auftrag eingeladenwerden soll. Der Delivery-Ort bezei
hnet den Ort, an dem der Auftrag abgeliefert werdensoll.Reihenfolgebedingung: Die Reihenfolgebedingung besagt, dass der Pi
kup-Ort eines Auf-trags vor dessen Delivery-Ort angefahren werden muss.Auftragskapazität: Die Auftragskapazität gibt an, wie viel Kapazität des Fahrzeugs derAuftrag beim Transport beanspru
ht.Sie ist in der glei
hen Maÿeinheit angegeben wie die Fahrzeugkapazität.Pi
kup-Zeitfenster, Delivery-Zeitfenster: Das Pi
kup-Zeitfenster beinhaltet den Zeit-raum, in dem das Fahrzeug beim Pi
kup-Ort ankommen muss. Das Delivery-Zeitfensterbes
hreibt den Zeitraum, in dem der Delivery-Ort errei
ht werden muss.Servi
ezeit für Pi
kup bzw. Delivery: Die Servi
ezeit für Pi
kup (Delivery) gibt an, wieviel Zeit am Pi
kup-Ort (Delivery-Ort) für das Beladen (Entladen) des Fahrzeugs undalle zu erledigenden Formalitäten einzukalkulieren ist.Auftragseingang: Der Auftragseingang ist der Prozess, bei dem ein Kunde Kontakt zumUnternehmen aufnimmt, um einen neuen Auftrag an das Unternehmen zu vergeben.Dabei werden alle Charakteristika des Auftrags angegeben.online: Der Begri� �online� bes
hreibt den Umstand, dass die Auftragseingänge während derPlanungsperiode zu beliebigen, vorher ni
ht bestimmbaren Zeitpunkten eingehen unddie Aufträge sofort (mögli
hst innerhalb weniger Sekunden) angenommen oder abgelehntwerden müssen.Entfernung zwis
hen zwei Orten: Die Entfernung zwis
hen zwei Orten µ und ν gibt dieFahrzeit für den kürzesten Weg von µ na
h ν an.Der kürzeste Weg zwis
hen diesen Orten wird als bekannt vorausgesetzt und muss ni
htbere
hnet werden.Mit Hilfe dieser Begri�e kann im Folgenden das dynamis
he Pi
kup and Delivery Vehi
le Rou-ting Problem mit Zeitfenstern exakt formuliert werden. Zuvor wird jedo
h no
h die historis
heEntwi
klung in der Bes
häftigung mit Vehi
le Routing Problemen skizziert.



12 KAPITEL 2. DAS DYNAMISCHE PDVRPTW2.2 Historis
he Entwi
klung in der Bes
häftigung mit Vehi
leRouting ProblemenIn diesem Abs
hnitt wird die historis
he Entwi
klung der Lösungsverfahren zum Vehi
le Rou-ting Problem aufgezeigt. Im Abs
hnitt 2.2.1 werden einige spezielle Ents
heidungsproblemeaus dem Berei
h des Vehi
le Routing eingeführt und die historis
he Entwi
klung in ihrer Be-arbeitung ebenfalls skizziert.Dantzig und Ramser verö�entli
hten 1959 in [19℄ die erste Studie zu einem Vehi
le RoutingProblem, in der sie den kostenminimalen Transport von Benzin zu Tankstellen betra
hteten.Sie publizierten ein mathematis
hes Modell des Vehi
le Routing Problems und eine Heuristikzur Lösung, die 1964 von Clarke und Wright dur
h das Savings-Verfahrens weiterentwi
keltwurde [16℄.Es folgten weitere Entwi
klungen von Verfahren zur Konstruktion von Routen, zum Bei-spiel von Gaskell 1967 [31℄ und Yellow 1970 [84℄, die mit Hilfe eines Skalars die Entfernung zumDepot gewi
hten, oder 1991 von Altinkemer und Gavish [3℄, die in einer Iteration mehrere Rou-tenpaare mit Hilfe eines Maximal-Mat
hings kombinieren und so die Re
henzeit verbessern. Zuden Konstruktionsverfahren wurden Verfahren zur Verbesserung von bereits gefundenen zuläs-sigen Lösungen entwi
kelt: Na
hdem Lin [51℄ 1965 den k-Austaus
h und die k-Optimalität fürdas Traveling Salesman Problem (TSP) eingeführt hatte, übertrugen Christo�des und Eilon[13℄ 1969 die 3-Austaus
h-Methode auf das Vehi
le Routing Problem. Russell [66℄ verbesserte1977 die Methode, indem er einige Austaus
hs
hritte mit mehr als 3 Kanten hinzunahm.Parallel zu den Konstruktions- und Verbesserungsverfahren wurden zweistu�ge Verfahrenentwi
kelt. Das erste dieser Verfahren stammt von Tyagi [78℄ aus dem Jahr 1968 und ordnetdie Aufträge den Routen zu, indem sukzessive der Ort mit der kürzesten Entfernung zumzuletzt eingefügten Ort no
h mit in die Route aufgenommen wird. Die Routenplanung erfolgtdann dur
h Lösung eines Traveling Salesman Problems für jede der zuvor gebildeten Routen.Gillett und Miller verö�entli
hten 1974 den sweep-Algorithmus, eingeteilt in den forward- undden ba
kward-sweep. Beim forward-sweep werden die Orte den Touren zugeordnet, indem aus-gehend von einem festgelegten Startort immer der no
h ni
ht zugeordnete Ort mit dem - beigeographis
her Vorstellung - kleinsten Winkel zum Depot ausgewählt wird. Ist die Kapazitätdes Fahrzeugs für diese Tour ers
höpft, wird zusätzli
h dur
h ein Austaus
hverfahren die Zu-ordnung der Orte zu den Touren verbessert. Ans
hlieÿend werden die Touren mit Hilfe einesAlgorithmus zur Lösung des Traveling Salesman Problems geplant. Dieses Verfahren wird fürjeden Ort als Startort einmal ausgeführt. Beim ans
hlieÿenden ba
kward-sweep wird diese Pro-zedur wiederholt, jedo
h wird der geographis
he Raum aller Orte nun gegen den Uhrzeigersinndur
hsu
ht. Von allen so entstandenen zulässigen Lösungen wird die beste ausgewählt. Dersweep-Algorithmus liefert im Allgemeinen bessere Lösungen als das Verfahren von Clarke undWright [16℄, benötigt dafür aber au
h längere Re
henzeiten. Christo�des, Mingozzi und Toth[15℄ entwi
kelten 1979 ebenfalls ein zweistu�ges Verfahren: in der ersten Stufe werden Touren



2.2. HISTORISCHE ENTWICKLUNG 13erzeugt, indem so lange wie mögli
h Orte hinzugefügt werden, während in der zweiten Stufeim ersten S
hritt mögli
hst alle no
h freien Orte zugeordnet werden und ans
hlieÿend eineTour ausgewählt wird, deren Orte mit den anderen Touren ausgetaus
ht werden. Golden, Ma-gnanti und Nguyen [39℄ modi�zierten 1977 die Implementierung der Algorithmen von Clarkeund Wright [16℄, Tyagi [78℄ und Gillett und Miller [35℄, indem sie e�zientere Datenstrukturenverwendeten, und konnten so die Re
henzeiten weiter verringern.Parallel zu den rein heuristis
hen Verfahren wurden au
h Verfahren auf der Basis dermathematis
hen Programmierung entwi
kelt. Balinski und Quandt [6℄ führten 1964 ein ganz-zahliges mathematis
hes Modell sowie ein Lösungsverfahren ein, das über die Enumerationaller zulässigen Touren und die Lösung eines Mengenüberde
kungsproblems den optimalenTourenplan bestimmt. Fisher und Jaikumar [28℄ verö�entli
hten 1981 eine Heuristik, die aufder optimalen Lösung des Zuordnungsproblems basiert, wobei die Kosten für die Zuordnungeines Ortes zu einem Fahrzeug eine Abs
hätzung für die Kosten des Umwegs dieses Fahrzeugsdarstellen. Ans
hlieÿend wird für jedes Fahrzeug das Traveling Salesman Problem optimalgelöst. Haimovi
h und Rinnooy Kan [40℄ entwi
kelten 1985 aus oberen und unteren Gren-zen für die optimale Lösung ǫ-optimale Heuristiken. Christo�des, Mingozzi und Toth führten1979 in [15℄ eine auf einem Su
hbaum basierende Modellierung sowie das Dur
hsu
hen desunvollständigen Su
hbaums als Lösungsverfahren ein. Zwei Jahre später verö�entli
hten siein [14℄ mehrere Bran
h and Bound Verfahren, die mit oberen und unteren Grenzen basierendauf minimalen spannenden Bäumen bei �xiertem Knotengrad eines Knotens und minimalenTouren bei exakt zu erfüllender Kapazitätsbes
hränkung arbeiten. Bramel und Sim
hi-Levitransformierten 1995 in [9℄ das Problem in ein Capa
itated Con
entrator Lo
ation Problem,um die Zuordnung der Orte zu den Fahrzeugen besser lösen zu können. Als Kosten für dieZuordnung eines Ortes zu einem Fahrzeug setzen sie die Veränderungen in den Kosten deroptimalen Touren. Altinkemer und Gavish zeigen 1987 in [2℄, wie ausgehend von einer Tra-veling Salesman Tour eine Lösung für das Vehi
le Routing Problem mit vorher festgelegtermaximaler Abwei
hung von der Optimallösung gefunden werden kann.Christo�des, Mingozzi und Toth gaben 1979 in [15℄ einen detaillierten Überbli
k über diebis dahin verö�entli
hten Modelle und Heuristiken für das Vehi
le Routing Problem, Christo-�des erweiterte diesen Überbli
k 1985 in [12℄ um exakte Verfahren und neuere Ergebnisse.Wegen der Komplexität des Vehi
le Routing Problems können die exakten Verfahren nurkleine Instanzen und relaxierte Probleme lösen. Die realen Ents
heidungsprobleme werdenmit Hilfe von Metaheuristiken angegangen. Metaheuristiken sind Algorithmen, die mittelsspezieller Strategien ein Verfahren der lokalen Su
he lenken, wobei sie zum Überwinden lokalerOptima au
h s
hle
htere oder sogar unzulässige Lösungen akzeptieren. Im Allgemeinen werdenbessere Lösungen gefunden als mit einfa
hen Heuristiken, die Re
henzeit ist allerdings au
hhöher. Zu diesen Metaheuristiken zählen Tabu Sear
h, Simulated und Deterministi
 Annealing,Genetis
he Algorithmen und Ameisen-Algorithmen.



14 KAPITEL 2. DAS DYNAMISCHE PDVRPTWDas Verfahren des Simulated Annealing wurde erstmalig 1983 von Kirkpatri
k, Gelatt undVe

hi [45℄ vorgestellt. Im Simulated Annealing werden ausgehend von einer zulässigen Start-lösung andere zulässige Lösungen in einer Na
hbars
haft der gegebenen Lösung gesu
ht. Ausder Na
hbars
haft wird zufällig eine Lösung als neue beste Lösung gewählt, wobei s
hle
htereLösungen mit bestimmter, im Verlauf der Su
he abnehmender Wahrs
heinli
hkeit akzeptiertwerden. Simulated Annealing wurde erstmalig 1991 von Robusté, Daganzo und Souleyrette[63℄ sowie von Alfa, Heragu und Chen [1℄ auf das Vehi
le Routing Problem übertragen. Zur De-�nition der Su
humgebung wurden bekannte Verbesserungsheuristiken kombiniert: Robusté,Daganzo und Souleyrette taus
hen Orte zwis
hen zwei Touren aus, drehen einen Teil der Tourum oder vers
hieben ihn innerhalb der Tour. Alfa, Heragu und Chen nutzen eine 3-opt Um-gebung zur Su
he na
h besseren Lösungen. Osman [54℄ konnte die Ergebnisse 1993 weiterverbessern, indem er den Austaus
h von bis zu zwei Orten einer Tour mit bis zu zwei Or-ten einer anderen Tour als Su
humgebung festlegt und die zuerst gefundene bessere Lösungübernimmt.Das Deterministi
 Annealing unters
heidet si
h vom Simulated Annealing in der Akzeptanzvon s
hle
hteren Lösungen: die Akzeptanz hängt nur von der Qualität der Lösung, ni
ht vomForts
hreiten des Algorithmus ab. Dazu wurden 1990 von Due
k und S
heurer [23℄ bzw. 1993von Due
k [22℄ zwei Strategien für die Akzeptanz einer Lösung entwi
kelt: die Akzeptanzbei Errei
hen des besten bekannten Zielfunktionswerts abzügli
h einer Konstante und dieAkzeptanz bei Errei
hen eines bestimmten Anteils des besten bekannten Zielfunktionswerts.Golden et al [38℄ wandten 1998 die letztere Version auf das Vehi
le Routing Problem an.Die Tabu Su
he wurde 1989 von Glover [36℄, [37℄ verö�entli
ht. Dabei handelt es si
h umeinen Verfahrenstyp, der aufbauend auf eine Startlösung na
h besseren Lösungen in einer Um-gebung su
ht, wobei auf ein �Gedä
htnis� zurü
kgegri�en wird, so dass bestimmte Lösungen�tabu� sind. Es werden allerdings zusätzli
he Kriterien festgelegt, um eine gute Tabu-Lösungdo
h akzeptieren zu können. Ferner können Strategien zur Veränderung des Gedä
htnis hin-terlegt werden, um die Su
he diversi�zieren und intensivieren zu können. Willard [80℄ übertrug1989 erstmalig die Tabu Su
he auf das Vehi
le Routing Problem. Osman [54℄ errei
hte 1993gute Ergebnisse, indem er ein oder zwei Orte entweder innerhalb einer Tour an andere Positio-nen vers
hiebt oder zwis
hen zwei Touren austaus
ht. Er unters
heidet dabei zwei Varianten:die zuerst gefundene bessere Lösung zu akzeptieren oder die ganze Umgebung na
h der bestenLösung zu dur
hsu
hen. Viele weitere vielverspre
hende Varianten wurden in den folgendenJahren entwi
kelt. Eine Übersi
ht bis zum Jahr 2002 geben Gendreau, Laporte und Potvin[34℄.Das Prinzip der genetis
hen Algorithmen wurde 1970 von Fraser [30℄ vorgestellt. Ausge-hend von einer oder mehreren zulässigen Lösungen werden andere Lösungen erzeugt, indemdie genetis
he Entwi
klung na
hgeahmt wird: aus einer Population von Lösungen wird dur
hKombination und Mutation eine neue Menge von Lösungen erzeugt, die na
h einem Selek-tionss
hema andere Lösungen der Population ersetzen oder wieder verworfen werden. Van



2.2. HISTORISCHE ENTWICKLUNG 15Breedam [79℄ vergli
h 1996 den E�ekt von Operatoren zum Erzeugen neuer zulässiger Lösun-gen für genetis
he Algorithmen und Simulated Annealing.Colorni, Dorigo und Maniezzo [17℄ entwi
kelten 1991 den Typ des Ameisen-Algorithmusfür das Traveling Salesman Problem mit dem Versu
h, die E�zienz von natürli
hen Ameisenzu kopieren. Ameisen hinterlassen bei der Futtersu
he einen Botensto�. Je kürzer der Weg zurNahrungsquelle, desto intensiver ist der Geru
h. Andere Ameisen orientieren si
h bei der Nah-rungssu
he an diesen Gerü
hen und �nden so s
hnell den kürzesten Weg zur Nahrungsquelle,wobei sie wiederum den Botensto� hinterlassen. Zur Lösung des Traveling Salesman Problemswerden daher heuristis
h Touren erzeugt, deren Kanten in Abhängigkeit von ihrer Weglänge�mit Botensto� gewi
htet� werden. In den folgenden Iterationen werden wiederum heuristis
hTouren erzeugt, wobei Kanten mit hoher �Botensto�-Gewi
htung� mit höherer Wahrs
heinli
h-keit in die Touren eingehen. Kawamura [44℄ übertrug 1998 als erster den Ameisen-Algorithmusauf das Vehi
le Routing Problem.2.2.1 Spezielle Ents
heidungsprobleme des Vehi
le Routing ProblemsMit der Entwi
klung der Lösungsmögli
hkeiten für das Vehi
le Routing Problem, basierendauf der forts
hreitenden te
hnologis
hen Entwi
klung und der Fors
hung in diesem Gebiet,konnten au
h komplexere, realitätsnahe Ents
heidungsprobleme angegangen werden. Dazugehören unter anderem das Vehi
le Routing Problem mit Zeitfenstern (VRPTW), das Pi
kupand Delivery Vehi
le Routing Problem (PDVRP), das dynamis
he Vehi
le Routing Problemsowie spezielle Fa
etten dieser Probleme.Das Vehi
le Routing Problem mit Zeitfenstern wurde 1967 erstmalig von Pullen und Webb[62℄ bes
hrieben. Im Unters
hied zum Vehi
le Routing Problem wird jeder Ort mit einemZeitfenster [t, t] versehen, während dessen die Bedienung statt�nden muss. Es wird zwis
henwei
hen und harten Zeitfenstern unters
hieden: während bei harten Zeitfenstern eine Verlet-zung des Zeitfensters ni
ht zulässig ist, wird bei wei
hen Zeitfenstern eine Verletzung desZeitfensters erlaubt, aber im Allgemeinen dur
h Kosten bestraft, indem die Zielfunktion auseiner Linearkombination aus Fahrtkosten und Strafkosten für verletzte Zeitfenster besteht. DerPlanungshorizont entspri
ht im Allgemeinen dem Zeitfenster des Depots. Pullen und Webbs
hlugen 1967 einfa
he Heuristiken zur Lösung von Vehi
le Routing Problemen mit hartenZeitfenstern vor. Knight und Hofer [46℄ verö�entli
hten 1968 Fallstudien und eine von Handzu lösende Heuristik, mit der s
hon e�ektive Einsparungen errei
ht werden. Heuristiken zurVerbesserung von Touren, die auf der k-inter
hange-Heuristik basieren, werden 1977 von Rus-sell [66℄ und 1986 von Baker und S
ha�er [5℄ entwi
kelt. Solomon [71℄ übertrug 1987 einigeKonstruktionsverfahren auf das Vehi
le Routing Problem mit Zeitfenstern. 1988 verö�entli
h-ten Solomon, Baker und S
ha�er [70℄ die bereits 1976 von OR [53℄ entwi
kelte OR-opt-Methodezur Verbesserung von Touren: nur direkt hintereinander liegende Orte können vers
hoben undin dieser Reihenfolge wieder eingefügt werden. Basierend auf der OR-opt-Methode entwi
kel-



16 KAPITEL 2. DAS DYNAMISCHE PDVRPTWten Thompson und Psaraftis [75℄ 1989 eine e�ziente Heuristik mit zyklis
hen k-Austaus
henund Potvin und Rousseau [57℄ eine e�ziente Heuristik mit 2-opt und OR-opt-Austaus
hen.Kontoravdis und Bard [48℄ wandten 1995 eine GRASP-Heuristik (Greedy Randomized Ad-aptive Sear
h Pro
edure) auf das Vehi
le Routing Problem mit Zeitfenstern an. 1996 führtenPotvin, Kervahut, Gar
ia und Rousseau [56℄ eine Tabu-Su
he für das Vehi
le Routing Pro-blem mit Zeitfenstern ein, die für die von Solomon erzeugten Startlösungen gute Ergebnisseliefert. Solomon und Desrosiers gaben 1988 in [73℄ einen Überbli
k über Routing Problememit Zeitfenstern.Die Entwi
klung exakter Algorithmen basierte auf der Anwendung von Bran
h and CutVerfahren auf das Vehi
le Routing Problem mit Zeitfenstern. Dazu wurden e�ektive untereund obere S
hranken sowie Strategien zum Verzweigen entwi
kelt. Als obere S
hranken dienendie Ergebnisse der Heuristiken, während die unteren S
hranken aus Dekompositionsansätzenoder aus Relaxierungen der Fahrzeugkapazitäten, der Zeitfenster oder der binären Variablenhervorgehen. Cordeau, Deaulniers, Desrosiers, Solomon und Soumis geben in [18℄ einen detail-lierten Überbli
k über diese Lösungsverfahren.Zur weiteren Annäherung an Tourenplanungsprobleme in der Realität wurden Pi
kup andDelivery Vehi
le Routing Probleme betra
htet. Während im Vehi
le Routing Problem nur dieBelieferung von Orten aus einem Depot betra
htet wird, wird im Ents
heidungsproblem desPi
kup and Delivery Vehi
le Routing die Abarbeitung von gegebenen Transport-Aufträgenbehandelt, wobei für jeden Auftrag eine bestimmte Menge eines Gutes von einem bestimmtenOrt abgeholt und zu einem anderen bestimmten Ort transportiert werden soll. Als Ziel werdenim Allgemeinen sowohl die Minimierung der Anzahl der benutzten Fahrzeuge als au
h dieMinimierung der Fahrtkosten angegeben.In der Literatur werden in den meisten Fällen Dial-A-Ride Probleme betra
htet. Dial-A-Ride Probleme beinhalten das Ents
heidungsproblem der Personentransporte, wobei mehrerePersonen mit unters
hiedli
hen Pi
kup- und Delivery-Orten zusammen in einem Fahrzeugtransportiert werden dürfen. Ein Kunde meldet si
h für einen Transport von einem bestimm-ten Pi
kup-Ort zu einem bestimmten Delivery-Ort an und kann eventuell weitere Vorgabenma
hen: für die Abfahrt des Kunden werden zum Teil Zeitfenster oder gewüns
hten Abfahrts-zeiten mit maximalen Abwei
hungen gegeben, für die Ankunft am Zielort gelten gegebenenfallsmaximale Dauern für die Fahrt oder gewüns
hte Ankunftszeiten als Restriktion. Ziel ist imAllgemeinen die Minimierung der Anzahl Fahrzeuge und die Minimierung der Fahrtkosten,aber au
h die Kundenzufriedenheit kann - in Abhängigkeit von der Wartezeit des Kundenbeim Abholen oder der Dauer der Fahrt - in die Zielfunktion eingehen.Roy, Rousseau, Lapalme und Ferland [65℄, [64℄ verö�entli
hten 1984 eine Heuristik, die füralle Fahrzeuge glei
hzeitig Touren konstruiert und au
h für dynamis
he Pi
kup and DeliveryVehi
le Routing Probleme erweitert werden kann. Sexton und Bodin [68℄, [69℄ publizierten1985 einen Algorithmus, der zuerst die Aufträge den Fahrzeugen zuordnet und ans
hlieÿenddie Tourenplanung mit Hilfe von Benders De
omposition dur
hführt, wobei no
h Aufträge ge-
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ht werden können. Dieser Ansatz wurde 1989 von Dumas, Desrosiers und Soumis [24℄ ver-bessert, indem sie einen Teil des Zuordnungsproblems mit in das Routing-Problem verlagern.Dazu werden kleine Cluster von gut zusammen zu bedienenden Aufträgen zusammengefasstund als untrennbar angesehen. Das Subproblem ist damit wiederum ein Pi
kup and Delive-ry Vehi
le Routing Problem, wegen der Clusterbildung jedo
h ein deutli
h kleineres. Jaw,Odoni, Psaraftis und Wilson [43℄ verö�entli
hten 1986 eine Heuristik für das statis
he Dial-A-Ride-Problem mit entweder einem festgelegten Pi
kup- oder einem festgelegten Delivery-Zeitpunkt pro Kunde, wobei zeitli
he Bes
hränkungen für Verspätungen beim Pi
kup bzw.Delivery und für die Fahrtdauer gelten. Das Ziel ist die Minimierung einer gewi
hteten Sum-me aus Kundenunzufriedenheit und Fahrtkosten. Ihr Algorithmus basiert auf Konstruktions-und Einfüge-Verfahren. Psaraftis [59℄ entwi
kelte 1983 das erste Verfahren der lokalen Su
hefür das Pi
kup and Delivery Vehi
le Routing Problem, indem er die k-Austaus
he auf diesesEnts
heidungsproblem überträgt. Toth und Vigo [76℄ entwi
kelten 1997 eine Heuristik, be-stehend aus einem Konstruktionsverfahren und einer Tabu Su
he. Ein exakter Algorithmusfür das Pi
kup and Delivery Vehi
le Routing Problem wurde 1991 von Dumas, Desrosiersund Soumis [25℄ verö�entli
ht. Sie benutzen eine Dantzig-Wolfe-De
omposition, eingebettetin ein Bran
h and Bound Verfahren. Das Master Problem besteht aus einer linearen Rela-xation des Mengenüberde
kungsproblems, während im Subproblem zulässige Routen gesu
htwerden. Derigs und Metz [20℄ entwi
kelten ein exaktes Verfahren für den Spezialfall, dass alleOrte zunä
hst aus dem Depot beliefert werden und ans
hlieÿend Ladung für den Transportzum Depot aufgeben, wobei einseitige Zeitrestriktionen eingehalten werden müssen. Ihr Ver-fahren basiert auf einem Mat
hing-Algorithmus. Savelsbergh und Sol gaben 1995 in [67℄ einenÜberbli
k über Charakteristika und Lösungsansätze von Pi
kup and Delivery Problemen.Mit der forts
hreitenden Entwi
klung in der Optimierung der Vehi
le Routing Problemezusammen mit der te
hnologis
hen Entwi
klung sowohl im Berei
h der Hardware als au
h imBerei
h der kabellosen Datenübermittlung rü
ken au
h dynamis
he Ents
heidungsproblemein den Vordergrund. Wegen der immensen ökonomis
hen Bedeutung der Transportkosten undden glei
hzeitig gestiegenen Anforderungen an die Flexibilität der Transportunternehmen istdie Na
hfrage na
h Lösungsmögli
hkeiten der dynamis
hen Vehi
le Routing Probleme rasantgestiegen.Trotz nur weniger grundlegender Analysen der dynamis
hen Vehi
le Routing Problemewurden einige Verfahren zur Lösung bestimmter Ents
heidungsprobleme entwi
kelt. Wegender Komplexität der Probleme und der zeitli
h bes
hränkten Re
henkapazität handelt es si
hum Heuristiken, wobei si
h einige Autoren auf den Fall des Single Vehi
le Routing Problemsbes
hränken. In diesem Ents
heidungsproblem wird nur ein Fahrzeug betra
htet, die Zielfunk-tion minimiert daher nur die Fahrtkosten. Das Single Vehi
le Routing Problem wird häu�gals Subproblem bei der Lösung von dynamis
hen Vehi
le Routing Problemen benutzt. Daviele der Heuristiken zur Lösung dynamis
her Vehi
le Routing Probleme praxisorientiert ent-wi
kelt wurden, behandeln sie eine Vielzahl von unters
hiedli
hen Ents
heidungsproblemen



18 KAPITEL 2. DAS DYNAMISCHE PDVRPTWdes dynamis
hen Vehi
le Routings. Ein Groÿteil der Algorithmen behandelt dabei das dy-namis
he Dial-A-Ride Problem für den Personentransport in einer Art Anruf-Sammel-Taxi,wobei die Dynamik in den meisten Fällen aus dem Eingang der Transportaufträge währendder Planungsperiode besteht.Wilson [82℄ verö�entli
hte 1971 den ersten Artikel über Algorithmen für ein dynamis
hesDial-A-Ride Problem, die er 1976 [83℄ um weitere Algorithmen und 1977 [81℄ um einen Be-ri
ht über eine reale Anwendung erweiterte. Psaraftis verö�entli
hte 1980 einen Ansatz derdynamis
hen Programmierung, um ein Single Vehi
le Dial-A-Ride-Problem ohne weitere Zeit-bes
hränkungen zu lösen. In der dynamis
hen Programmierung wird ein �System� de�niert,das dur
h bestimmte steuerbare Aktionen von einem Zustand in einen Folgezustand übergeht.Das Ziel besteht in der Bestimmung einer besten Sequenz dieser Aktionen zur Errei
hung einesoptimalen Endzustands. Psaraftis 
harakterisiert den Systemzustand mit Hilfe der Fahrzeug-position und der Bearbeitungsstatus der Aufträge, die Aktionen bestehen aus der Wahl des alsnä
hstes anzufahrenden Ortes. Die Lösung besteht somit aus einer besten Sequenz der Pi
kup-und Delivery-Orte der Aufträge. Mit Hilfe eines �maximum position shift� wird verhindert,dass ein Auftrag �unendli
h� oft na
h hinten vers
hoben wird. Swihart und Papastavrou [74℄verö�entli
hten 1999 eine Analyse des dynamis
hen Single Vehi
le Pi
kup and Delivery Pro-blems. Im Jahr 2004 behandelten Attanasio, Cordeau, Ghiani und Laporte [4℄ eine paralleleTabu-Su
he, die bei Eintre�en eines neuen Auftrags unterbro
hen wird, irgendeine zulässigeLösung mit dem neuen Auftrag konstruiert und ans
hlieÿend mit der Tabu-Su
he fortfährt.Für das dynamis
he Vehi
le Routing Problem wurden unters
hiedli
he Fa
etten des Ent-s
heidungsproblems untersu
ht. Brown und Graves [10℄ gehörten 1981 zu den der ersten, dieein Optimierungstool für die E
htzeit-Steuerung von Tanklastwagen verö�entli
hten. 1988 ver-ö�entli
hte Psaraftis [60℄ einen Algorithmus zum Routing von Fra
hts
hi�en, wobei si
h diePlanungsperiode mit Forts
hreiten der Zeit vers
hiebt: es werden nur die Aufträge betra
htet,deren früheste Anfahrtszeit innerhalb der aktuellen Planungsperiode liegt. Fest zugeordnetwerden sogar nur diejenigen Aufträge mit Anfahrtszeiten zu Beginn der aktuellen Planungs-periode. Gendreau, Guertin, Potvin und Taillard [32℄ verö�entli
hten 1999 einen Algorithmuszur Behandlung des Ents
heidungsproblems eines Kurier-Dienstleisters, dessen Aufträge onli-ne ers
heinen und unter Einhaltung von wei
hen Zeitfenstern bedient werden müssen, d. h. dieVerletzung der Zeitfenster ist gestattet, wird aber mit zusätzli
hen Kosten bestraft. Zur Lö-sung wird das Verfahren der Tabu-Su
he auf den dynamis
hen Fall angepasst. Mitrovi
-Mini
,Krishnamurti und Laporte [52℄ entwi
kelten 2004 für das Ents
heidungsproblem mit hartenZeitfenstern aufbauend auf [60℄ eine Heuristik mit zwei vers
hiedenen Planungsperioden: inder kürzeren Planungsperiode werden die Fahrtkosten der Fahrzeuge minimiert, während dieOptimierung in der längeren Planungsperiode darauf zielt, mögli
hst viele neu eingehendeAufträge annehmen zu können. Fleis
hmann, Gnutzmann und Sandvoÿ [29℄ verö�entli
hten2004 ein Verfahren zur ereignisorientierten Behandlung von Aufträgen aus einem elektroni-s
hen Marktplatz, wobei sowohl die Fahrzeiten als au
h die Auftragseingänge dynamis
h sind.



2.3. DAS ENTSCHEIDUNGSPROBLEM 19Gendreau, Guertin, Potvin und Séguin [33℄ publizierten 2006 eine Tabu-Su
he zur Lösung desdynamis
hen Pi
kup and Delivery Vehi
le Routing Problems mit wei
hen Zeitfenstern. DieNa
hbars
haft basiert auf zyklis
hem Taus
h eines Auftrags.Im Berei
h des dynamis
hen Vehi
le Routing sind no
h einige Fragestellungen ni
ht bear-beitet. Es gibt zum Beispiel no
h keinen Algorithmus zur Lösung des dynamis
hen Pi
kup andDelivery Vehi
le Routing Problems mit zwei Zeitfenstern pro Auftrag oder Untersu
hungen zuden Auswirkungen von zusätzli
hen in der Praxis auftretenden Nebenbedingungen wie z. B.Ladebedingungen. Au
h grundlegende Analysen fehlen.Die vorliegende Arbeit mö
hte hier einen Beitrag leisten, indem ein entspre
hender Algo-rithmus entwi
kelt und der zu Grunde liegende Graph analysiert wird. Ebenfalls werden dieAuswirkungen von Ladebedingungen untersu
ht.2.3 Das Ents
heidungsproblemIn der Literatur werden vers
hiedene Fa
etten des dynamis
hen Pi
kup and Delivery Vehi
leRouting Problems mit Zeitfenstern genannt und untersu
ht, es gibt keine einheitli
he De�-nition eines zugehörigen Ents
heidungsproblems. Der folgende Abs
hnitt (2.3.1) befasst si
hdaher zunä
hst mit der genauen Bes
hreibung des dieser Arbeit zu Grunde liegenden Ent-s
heidungsproblems. Ans
hlieÿend wird zur formalen De�nition des Ents
heidungsproblemsein zugehöriges mathematis
hes Modell formuliert: in Abs
hnitt 2.3.2 wird das dynamis
hePi
kup and Delivery Vehi
le Routing Problem als endli
hes, zeitdiskretes dynamis
hes Sys-tem modelliert, wobei jeder Auftragseingang eine Ents
heidungssituation darstellt. Zur Ent-s
heidungs�ndung muss eine Lösung für das statis
he Pi
kup and Delivery Vehi
le RoutingProblem mit Zeitfenstern gefunden werden. Dieses Teilproblem wird im Abs
hnitt 2.3.3 alslineares Modell formuliert.2.3.1 Das dynamis
he Pi
kup and Delivery Vehi
le Routing Problem mitZeitfenstern als spezielles Ents
heidungsproblemDas in dieser Arbeit betra
htete Ents
heidungsproblem beinhaltet die Situation eines Fuhr-unternehmens, das während der laufenden Planungsperiode online zusätzli
he Aufträge be-kommt:Dem Fuhrunternehmen steht zur Erledigung der Aufträge eine Fahrzeug�otte zur Verfü-gung, die aus mehreren ni
ht notwendigerweise glei
hartigen Fahrzeugen besteht. Die Fahrzeu-ge werden 
harakterisiert dur
h die Kapazität, ein zugehöriges Depot und ein Arbeitszeitfens-ter, in dem sie für die Bedienung von Aufträgen zur Verfügung stehen. Es wird angenommen,dass alle Fahrzeuge insofern glei
hartig sind, als sie für die glei
he Stre
ke die glei
he Fahrzeitbenötigen. Die Kosten der Fahrzeuge werden nur dur
h die sogenannte Lenkzeit beein�usst,d. h. die Zeit, in der das Fahrzeug unterwegs ist. Ein Umladen von bereits abgeholten Aufträ-



20 KAPITEL 2. DAS DYNAMISCHE PDVRPTWgen von einem Fahrzeug in ein anderes Fahrzeug ist ni
ht erlaubt.Die Aufträge bestehen aus einer bestimmten Menge eines zu transportierenden Guts. AlleGüter dürfen prinzipiell zusammen in einem Fahrzeug transportiert werden. Die Menge des zutransportierenden Guts darf weder die Kapazität eines Fahrzeugs übers
hreiten, no
h kann einAuftrag gesplittet und auf mehrere Fahrzeuge verteilt werden. Der Kunde gibt die Charakte-ristika des Auftrags an: in wel
hem Zeitraum das Gut an wel
hem Ort abzuholen (Pi
kup) undin wel
hem Zeitraum es an wel
hem anderen Ort wieder auszuladen ist (Delivery) und wie vielFahrzeugkapazität der Auftrag beim Transport benötigt. Die Pi
kup- und Delivery-Zeitfensterfür den Beginn des Be- oder Entladevorgangs sind strikt und dürfen ni
ht verletzt werden,ebenso ist die Reihenfolgebedingung einzuhalten. Sowohl für den Be- als au
h den Entladevor-gang sind die benötigten Servi
ezeiten bekannt. Weiterhin sind die Fahrzeiten zwis
hen allenPi
kup- und Delivery-Orten und dem Depot bekannt und erfüllen die Dreie
ksunglei
hung,d. h. die kürzeste Verbindung zwis
hen je zwei Orten ist immer der direkte Weg.Der Auftragseingang erfolgt online während der Planungsperiode - das können telefonis
heAnfragen sein, Anfragen per Fax oder über das Internet. Das Unternehmen muss dann sofortents
heiden, ob es diesen Auftrag annimmt oder ablehnt. Diese Ents
heidung sollte so s
hnellmögli
h sein, dass sie z. B. während einer telefonis
hen Anfrage direkt mitgeteilt werden kann,also im Berei
h von wenigen Sekunden na
h Eingabe des Auftrags liegen. Zur Annahme ei-nes Auftrags muss ein zulässiger Routenplan für die Fahrzeuge des Unternehmens vorliegen,wobei alle bisher angenommenen Aufträge zuzügli
h des neu eingegangenen Auftrags unterBerü
ksi
htigung der Kapazitäten und Arbeitszeitfenster der Fahrzeuge und der Pi
kup- undDelivery-Zeitfenster der Aufträge zu bedienen sind und die in der Vergangenheit bereits er-folgten Pi
kups und Deliverys ni
ht mehr verändert werden dürfen. Hat das Unternehmen denAuftrag einmal angenommen, so kann es ihn ni
ht wieder stornieren. Ebensowenig kann eineinmal abgelehnter Auftrag später do
h no
h angenommen werden - es sei denn, der Kundeerteilhi t den Auftrag no
h einmal neu. Die Zuordnung eines angenommenen Auftrags zu denFahrzeugen kann jedo
h im Rahmen der Optimierung der Routen geändert werden, solangeder Auftrag ni
ht bereits abgeholt wurde. Ebenso kann ein Auftrag innerhalb einer Routebeliebig oft vers
hoben werden, solange die Zeitfenster- und Kapazitätsrestriktionen eingehal-ten werden. Weder die Anzahl, no
h die Charakteristika oder die Zeitpunkte der eingehendenAufträge sind im Voraus bekannt.Es wird angenommen, dass jeder Auftrag einen Gewinn für das Unternehmen erzeugt. ZumZiel der Gewinnmaximierung verfolgt das Unternehmen die Strategie, zunä
hst mögli
hst vieleAufträge anzunehmen und dann die Kosten für die Fahrzeuge dur
h eine �gute Routenplanung�zu minimieren.Zur genauen Bes
hreibung des Ents
heidungsproblems wird im folgenden Abs
hnitt dasmathematis
he Modell formuliert.
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Abbildung 2.1: S
hematis
he Darstellung der Elemente des dynamis
hen Modells2.3.2 Ein zugehöriges dynamis
hes ModellEin dynamis
hes Modell dient der Bes
hreibung eines mehrstu�gen Ents
heidungsprozesses.Dabei wird ein System betra
htet, dessen Zustand zu jedem Zeitpunkt dur
h eine Reihe vonParametern bes
hrieben werden kann. Diese Zustände werden mit Hilfe sogenannter Zustands-variablen bes
hrieben. Zu bestimmten Zeitpunkten, den so genannten Ents
heidungsstufen,muss jeweils eine Ents
heidung getro�en werden, die den Zustand des Systems und damitdie Zustandsvariablen verändern. Die Änderung des Zustands soll dabei nur vom aktuellenZustand und der getro�enen Ents
heidung abhängen und damit unabhängig von der restli-
hen Vorges
hi
hte sein. Das Ziel des Ents
heidungsprozesses besteht in der Optimierung einerFunktion, die von der Belegung der einzelnen Ents
heidungsvariablen abhängt.1Die Ents
heidungsstufen werden anhand der Anzahl eingegangener Aufträge gesetzt: derEingang von Auftrag Nr. κ entspri
ht der Ents
heidungsstufe κ. Der Zeitpunkt des Auftrag-seingangs wird mit τκ bezei
hnet. Auf Stufe κ muss die Ents
heidung getro�en werden, obder Auftrag Nr. κ angenommen oder abgelehnt wird. Dazu wird die Ents
heidungsvariable
υκ ∈ {0; 1} eingeführt: υκ = 1 bedeutet, dass Auftrag Nr. κ angenommen wird, im Fall υκ = 0wird er abgelehnt.Der Zustand des Systems in den Ents
heidungsstufen wird in der Variablen χκ wiederge-geben. χκ enthält für alle Fahrzeuge die auf Stufe κ na
h der Annahme oder Ablehnung vonAuftrag Nr. κ aktuellen Routen und bes
hreibt damit eindeutig den Zustand des Systems. DieMenge aller zulässigen Zustände des Systems auf der Ents
heidungsstufe κ wird in der Men-ge Xκ zusammengefasst. Ein Zustand χκ ist genau dann zulässig, wenn alle angenommenenAufträge bedient werden, der Routenplan der Fahrzeuge weder Zeitfenster- no
h Kapazitäts-oder Reihenfolgebedingungen verletzt, die Gesamtfahr- und -wartezeit der Fahrzeuge mini-miert wird und der Routenplan si
h frühestens ab dem Zeitpunkt τκ vom Routenplan desvorhergehenden Zustands χκ−1 unters
heidet.Der Übergang von einem Zustand χκ−1 in einen neuen Zustand χκ ges
hieht in Abhän-gigkeit vom Zeitpunkt τκ und der Belegung der Ents
heidungsvariable υκ: falls der Auftragangenommen wird (υκ = 1), muss der Routenplan (ab Zeitpunkt τκ) geändert und in den1In Anlehnung an [7℄, Seite 81f.



22 KAPITEL 2. DAS DYNAMISCHE PDVRPTWZustand χκ+1 übernommen werden. Für υκ = 0 kann der bisherige Routenplan beibehaltenwerden. Dieser Übergang von Zustand χκ−1 in den Zustand χκ wird dur
h die sogenannteÜbergangsfunktion φκ(χκ−1, υκ, τκ) bes
hrieben.Mit jeder Ents
heidung wird au
h die Zielfunktion des Systems beein�usst. Die Zielfunk-tion wird dur
h die Funktion θκ(υκ) = υκ dargestellt. Mit ihrer Hilfe wird die Anzahl derangenommenen Aufträge maximiert.Mit Hilfe dieser Variablen kann nun das dynamis
he Modell formuliert werden:
max

∞
∑

κ=0

υκ (2.1)unter den Nebenbedingungen
χκ ∈ Xκ ∀ κ ∈ N (2.2)
υκ ∈ {0; 1} ∀ κ ∈ N (2.3)
χκ = φκ(χκ−1, υκ, τκ) ∀ κ ∈ N (2.4)In der Zielfunktion 2.1 wird die Anzahl der angenommenen Aufträge maximiert. Nebenbe-dingung 2.2 garantiert, dass Zustand χκ in der Menge der zulässigen Zustände der Stufe κenthalten ist und sowohl die Reihenfolgebedingung als au
h alle Zeitfenster- und Kapazitäts-restriktionen eingehalten werden. In Nebenbedingung 2.3 werden nur binäre Ents
heidungsva-riablen υκ zugelassen, und Bedingung 2.4 gewährleistet, dass Zustand χκ korrekt aus Zustand

χκ−1 hervorgeht, wobei alle Aufträge der Routen von χκ−1 au
h in den Routenplan von χκeingehen, der neu eingegangene Auftrag Nr. κ in Abhängigkeit von der Ents
heidungsvariable
υκ aufgenommen wird oder ni
ht und die Routen der Fahrzeuge si
h erst ab Zeitpunkt τκändern dürfen.Dieses Modell bes
hreibt zwar generell das dynamis
he Pi
kup and Delivery Vehi
le Rou-ting Problem mit Zeitfenstern, bleibt aber sehr allgemein. Die eigentli
hen S
hwierigkeiten undgenauen Formulierungen des Ents
heidungsproblems sind sehr grob in der Menge der zulässi-gen Zustände und der Übergangsfunktion zusammengefasst, die au
h die Menge der mögli
henEnts
heidungen begrenzen. Die Ents
heidung, einen Auftrag abzulehnen, ist immer zulässig.Die Ents
heidung, einen Auftrag anzunehmen, kann jedo
h nur dann getro�en werden, wennes eine zulässige Lösung für die Routenplanung na
h Zeitpunkt τκ unter Einbeziehung desanzunehmenden Auftrags gibt. In der Übergangsfunktion muss dann ein geänderter fahrtkos-tenminimaler Routenplan unter Berü
ksi
htigung von Auftrag Nr. κ und dem Zeitpunkt τκdes Auftragseingangs übernommen werden. Die Bere
hnung dieses Routenplans unter Ein-beziehung des anzunehmenden Auftrags erfordert die Lösung eines statis
hen Pi
kup andDelivery Vehi
le Routing Problems mit Zeitfenstern: gesu
ht wird ein zulässiger Routenplanfür fest vorgegebene Mengen von Aufträgen und Fahrzeugen, wobei die Arbeits-, Pi
kup- undDelivery-Zeitfenster, die Reihenfolgebedingung und die Kapazitätsrestriktionen eingehalten,alle Aufträge von je einem Fahrzeug bedient und die Routen der Fahrzeuge bis zum Zeitpunkt
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τκ beibehalten werden müssen. Die fest vorgegebene Menge von Aufträgen besteht aus allenbereits angenommenen Aufträgen und dem neu eingegangenen Auftrag. Das Ziel dieses stati-s
hen Teilproblems entspri
ht dem im Ents
heidungsproblem formulierten Sekundärziel: derMinimierung der Gesamtfahr- und wartezeit aller Fahrzeuge. Da das Modell für das statis
hePi
kup and Delivery Vehi
le Routing Problem mit Zeitfenstern allein bereits sehr komplex ist,wird es zur besseren Übersi
htli
hkeit im folgenden Abs
hnitt separat als statis
hes linearesModell formuliert.2.3.3 Ein lineares Modell des statis
hen Teilproblems auf Stufe κIn diesem Abs
hnitt wird das Teilproblem der Routenplanung bes
hrieben, das für die Ent-s
heidung, ob Auftrag Nr. κ angenommen werden kann, gelöst werden muss. Dieses Teilpro-blem besteht in der Lösung eines (statis
hen) Pi
kup and Delivery Problems mit Zeitfenstern.Das Ziel besteht in der Minimierung der von allen Fahrzeugen gemeinsam zurü
kgelegten Stre-
ke, wobei die Routen der Fahrzeuge erst ab dem Planungszeitpunkt τκ veränderbar sind, jederAuftrag von genau einem Fahrzeug bedient und die Reihenfolge-, Kapazitäts- und Zeitfens-terrestriktionen eingehalten werden müssen. In diesem Abs
hnitt werden daher zunä
hst diebenötigten Begri�e eingeführt und das Ents
heidungsproblem exakt bes
hrieben. Ans
hlieÿendwird ein zugehöriges lineares Modell formuliert.Bemerkung: Alle in diesem Abs
hnitt vorkommenden Variablen müssten mit dem Index
κ gekennzei
hnet werden, um die Abhängigkeit von der Stufe κ des dynamis
hen Modellsanzuzeigen. Aus Gründen der besseren Lesbarkeit wird diese Indizierung jedo
h unterlassen.2.3.3.1 Das Teilproblem als spezielles Ents
heidungsproblemDieser Abs
hnitt enthält die Bes
hreibung des Ents
heidungsproblems �Routenplanung�, dasdem Teilproblem des (statis
hen) Pi
kup and Delivery Problems mit Zeitfenstern zu Grundeliegt. Dazu werden zunä
hst folgende Begri�e eingeführt:Definition 2.2Wartezeit: Die Wartezeit an einem Pi
kup- oder Delivery-Ort bezei
hnet die Länge derZeitspanne zwis
hen der Ankunftszeit eines Fahrzeugs an diesem Ort und der für diesenOrt gegebenen unteren Zeitfenstergrenze. Sie kann ni
ht negativ sein.Planungszeitpunkt: Der Planungszeitpunkt ist der Zeitpunkt τκ, in dem eine neue Routen-planung angestoÿen wird.Startzeitpunkt: Der Startzeitpunkt eines Fahrzeugs ist für ein no
h im Depot stehendesFahrzeug das Maximum aus Planungszeitpunkt und dem Beginn seines Arbeitszeitfens-ters; für ein bes
häftigtes Fahrzeug ist es der Zeitpunkt, an dem das Fahrzeug dennä
hsten Be- oder Entladevorgang abges
hlossen haben wird.



24 KAPITEL 2. DAS DYNAMISCHE PDVRPTWFahrzeugposition: Die Fahrzeugposition eines stehenden Fahrzeugs ist der Ort, an dem si
hdas Fahrzeug be�ndet, für ein fahrendes Fahrzeug enthält die Fahrzeugposition dengerade angesteuerten Ort.Startposition: Die Startposition eines Fahrzeugs ist der Ort, an dem si
h ein Fahrzeug zuseinem Startzeitpunkt be�ndet.Bisherige Route: Die bisherige Route ist die Teilsequenz von Orten aus der Route desFahrzeugs, die es bis zum Startzeitpunkt bereits angefahren hat.Zukünftige Route: Die zukünftige Route ist die Teilsequenz von Orten aus der Route desFahrzeugs, die es bis zu seinem Startzeitpunkt no
h ni
ht angefahren hat.No
h zu bedienende Aufträge: Die Menge der no
h zu bedienenden Aufträge ist die Teil-menge der angenommenen Aufträge, deren Delivery-Orte no
h ni
ht angefahren wurden,zuzügli
h des neuen Auftrags Nr. κ.No
h anzufahrende Orte: Die Menge der no
h anzufahrenden Orte ist die Teilmenge al-ler Depots, Pi
kup- und Delivery-Orte, die in den zukünftigen Routen der Fahrzeugeenthalten sind, zuzügli
h des Pi
kup- und des Delivery-Orts des neuen Auftrags Nr. κ.Die zum Planungszeitpunkt dur
hzuführende Routenplanung darf nur die zukünftigen Routender Fahrzeuge verändern, während die bisherigen Routen als �x betra
htet werden müssen.Es genügt daher, die Routen der Fahrzeuge ab den jeweiligen Startzeitpunkten der Fahrzeugezu bere
hnen. Dabei muss bea
htet werden, dass nur die no
h zu bedienenden Aufträge indie Routenplanung eingehen und ein Teil dieser Aufträge bereits in einem Fahrzeug geladensein kann, wodur
h die Zuordnung dieses Teils der Aufträge bereits festgelegt ist. Für einenno
h zu bedienenden Auftrag ist das genau dann der Fall, wenn ein Fahrzeug den Pi
kup-Ortdes Auftrags in seiner bisherigen Route bereits vor dem Zeitpunkt τκ besu
ht hat, also derPi
kup-Ort eines no
h zu bedienenden Auftrags ni
ht zur Menge der no
h anzufahrenden Ortegehört. Es liegt daher folgendes Ents
heidungsproblem zu Grunde:Gegeben ist eine Menge F = {1, . . . ,m} von Fahrzeugen und eine Menge N = {1, . . . , n}von no
h zu bedienenden Aufträgen. Für jedes Fahrzeug f ∈ F sind der Startzeitpunkt T f , dasEnde seines Arbeitszeitfensters T f , seine Startposition af , die insgesamt zur Verfügung ste-hende Kapazität lf > 0 sowie die Menge Ñf der bereits in diesem Fahrzeug geladenen Aufträgebekannt. Jeder no
h zu bedienende Auftrag i ∈ {1, . . . , n} wird 
harakterisiert dur
h seinenPi
kup-Ort pi und seinen Delivery-Ort di, sein Pi
kup-Zeitfenster [tpi
, tpi

] mit tpi
< tpi

undsein Delivery-Zeitfenster [tdi
, tdi

] mit tdi
< tdi

, sowie die für das Be- und Entladen benötigtenServi
ezeiten spi
und sdi

und die für den Transport des Auftrags benötigte Fahrzeugkapazität
gi. Es wird vorausgesetzt, dass die kürzesten Wege zwis
hen allen no
h anzufahrenden Ortengegeben sind. Ferner wird angenommen, dass die Orte ni
ht geographis
h interpretiert werden,



2.3. DAS ENTSCHEIDUNGSPROBLEM 25sondern eineindeutig den Aufträgen zugeordnet sind. Falls z. B. ein geographis
her Ort inzwei Aufträgen i und i∗ als Pi
kup-Ort angefahren werden soll, so werden im Modell zweiunters
hiedli
he Orte pi und pi∗ betra
htet, deren Entfernung 0 beträgt.Gesu
ht werden zukünftige Routen für alle Fahrzeuge f ∈ F derart, dass
• die zukünftige Route des Fahrzeugs f ∈ F im Ort der Startposition af und frühestenszum Startzeitpunkt T f beginnt,
• die maximale Arbeitszeitgrenze T f des Fahrzeugs f ∈ F ni
ht übers
hritten wird,
• die Ladung des Fahrzeugs f ∈ F zum Startzeitpunkt der Summe der von den bereits ge-ladenen Aufträgen benötigten Kapazitäten∑i∈Ñf

gi entspri
ht und zu keinem Zeitpunktdie Fahrzeugkapazität lf übersteigt,
• jeder Auftrag i von genau einem Fahrzeug f bedient wird,
• die Reihenfolgebedingung für alle no
h ni
ht eingeladenen Aufträge eingehalten wird,
• jedes Fahrzeug f ∈ F die bereits eingeladenen Aufträge der Menge Ñf selbst ausliefert,
• Pi
kup- und Delivery-Zeitfenster jedes Auftrags i eingehalten werden: das Fahrzeug mussden Ort innerhalb des Zeitfensters errei
hen, wobei eine (positive) Wartezeit des Fahr-zeugs bis zum Beginn des Zeitfensters erlaubt ist und der Be- oder Entladevorgang andiesem Ort über die obere Zeitfenstergrenze hinaus andauern darf,
• die Summe der Fahr- und Wartezeiten aller Fahrzeuge f ∈ F minimiert wird.Für dieses Ents
heidungsproblem wird im folgenden Abs
hnitt ein lineares Modell formu-liert.2.3.3.2 Ein zugehöriges lineares ModellUm ein zugehöriges lineares Modell formulieren zu können, werden zunä
hst weitere Notatio-nen eingeführt und der Graph GOrte de�niert. Ans
hlieÿend werden die Ents
heidungs- undHilfsvariablen de�niert und dann ein lineares Modell angegeben.Die Menge der no
h anzufahrenden Pi
kup-Orte wird im Folgenden mit P bezei
hnet,

P ⊂ {p1, . . . , pn}, die Menge der no
h anzufahrenden Delivery-Orte wird D genannt: D =

{d1, . . . , dn}. Die Startpositionen der Fahrzeuge werden in der Menge A = {a1, . . . , am} zusam-mengefasst. Zur Modellierung wird ein vollständiger geri
hteter Graph GOrte =

(V Orte, EOrte, cOrte) de�niert, der das für die Routenplanung relevante Wegenetz abbildet.Die Knotenmenge umfasst die Menge aller anzufahrenden Orte, die Menge aller Startpositio-nen der Fahrzeuge sowie einen künstli
hen Ort z: V Orte = P ∪D∪A∪{z} und beinhaltet somitalle für die Routenplanung nötigen Orte. Der künstli
he Ort z wird als imaginärer Zielort derFahrzeuge benötigt. Der Graph ist vollständig, d. h. EOrte = V Orte × V Orte. Die Gewi
hts-funktion cOrte : E → R+
0 ordnet jeder Kante (µ, ν) ∈ EOrte die Länge cµ,ν des kürzesten Wegsvom Anfangsort µ zum Endort ν der Kante zu; allen Kanten (µ, z) und (z, µ) zum bzw. vom
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d1

p2

p3

d2

d3

a1

a2

z

Abbildung 2.2: Beispiel für einen Graphen GOrte für zwei Fahrzeuge und drei no
h zu bedie-nende Aufträge, von denen Auftrag 1 bereits geladen ist.künstli
hen Ort z wird die Länge 0 zugeordnet.2Abbildung 2.2 zeigt beispielhaft einen Graphen GOrte für drei no
h zu bedienende Auf-träge. Mit Hilfe dieses Graphen kann ein lineares Modell des Ents
heidungsproblems formuliertwerden.Für die Lösung des Ents
heidungsproblems stellt si
h die Frage, ob ein Fahrzeug f dieKante (µ, ν) ∈ EOrte befahren und somit die Orte µ und ν besu
hen und - bei Pi
kup-und Delivery-Orten - die dazugehörigen Be- oder Entladevorgänge vornehmen soll oder ni
ht.Daher werden binäre Ents
heidungsvariablen xf
µ,ν ∈ {0, 1} eingeführt, die für jedes Tupel

(f, (µ, ν)) ∈ F × EOrte angeben, ob Fahrzeug f die Stre
ke (µ, ν) benutzt (xf
µ,ν = 1) oderni
ht (xf

µ,ν = 0).Als Hilfsvariablen müssen zusätzli
h für jeden Ort µ ∈ VOrte die geplante Servi
estartzeit
αµ sowie die dort anfallende Wartezeit ωµ bere
hnet werden. Die bereits geladene Menge (load)von Fahrzeug f na
h dem Be- oder Entladen im Ort µ wird in der Variablen λf

µ abgelegt.Zur einfa
heren Notation werden au
h für die Startpositionen der Fahrzeuge Servi
ezeitenvon 0 Zeiteinheiten de�niert: saf
= 0 ∀ f ∈ F . Die Zahl M stellt eine Konstante dar undsteht für eine sehr groÿe Zahl zur Annäherung des Werts ∞.Damit kann das Modell folgendermaÿen aufgestellt werden:

min
∑

µ∈V Orte ωµ +
∑

(µ,ν)∈EOrte

∑

f∈F

cµ,νx
f
µ,ν (2.5)

2Bemerkung: Der Graph GOrte bildet kein vollständiges Straÿennetz ab, sondern enthält als Knoten nurdie Startpositionen der Fahrzeuge und die anzufahrenden Orte. Die Kanten repräsentieren bekannte kürzesteWege zwis
hen den Orten, die fest vorgegeben und ni
ht Teil der Optimierung sind.



2.3. DAS ENTSCHEIDUNGSPROBLEM 27unter den Nebenbedingungen:
∑

µ∈V Orte\A xf
af ,µ = 1 ∀ f ∈ F (2.6)

∑

µ∈V Orte\{z}xf
µ,z = 1 ∀ f ∈ F (2.7)

∑

µ∈V Orte\{z} xf
µ,ν −

∑

µ∈V Orte\A xf
ν,µ = 0 ∀ ν ∈ P ∪D, f ∈ F (2.8)

∑

f∈F

∑

µ∈V Orte\{z} xf
µ,ν = 1 ∀ ν ∈ P (2.9)

∑

µ∈P∪D

xf
pi,µ −

∑

µ∈P∪D

xf
µ,di

= 0 ∀ f ∈ F, i ∈ N \
⋃

f∈F

Ñf (2.10)
∑

µ∈V Orte\{z}xf
µ,di

= 1 ∀ f ∈ F, i ∈ Ñf (2.11)
λf

af
−
∑

i∈Ñf

gi = 0 ∀f ∈ F (2.12)
λf

pi
− λf

µ − gi + (1− xf
µ,pi

)M ≥ 0 ∀ f ∈ F, i ∈ N \
⋃

f∈F

Ñf , µ ∈ V Orte(2.13)
λf

di
− λf

µ + gi + (1− xf
µ,di

)M ≥ 0 ∀ f ∈ F, i ∈ N, µ ∈ V Orte (2.14)
0 ≤ λf

µ ≤ lf ∀ f ∈ F, µ ∈ V Orte (2.15)
αν − αµ − sµ − cµ,ν + (1−

∑

f∈F

xf
µ,ν)M ≥ 0 ∀ µ ∈ V Orte\{z}, ν ∈ V Orte\A(2.16)

αν − αµ − sµ − cµ,ν − ων − (1−
∑

f∈F

xf
µ,ν)M ≤ 0 ∀ µ ∈ V Orte\{z}, ν ∈ V Orte\A(2.17)

αaf
≥ T f ∀ f ∈ F (2.18)

αµ + (xf
µ,z − 1)M ≤ T f ∀ f ∈ F, µ ∈ D (2.19)

αpi
≤ αdi

∀ i ∈ N \
⋃

f∈F

Ñf (2.20)
tµ ≤ αµ ≤ tµ ∀ µ ∈ P ∪D (2.21)

ωµ ≥ 0 ∀ µ ∈ P ∪D (2.22)
xf

µ,ν ∈ {0, 1} ∀ µ, ν ∈ V Orte, f ∈ F (2.23)
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αµtµ

sµ

tµ

cµ,ν ων

αν = tν tνAbbildung 2.3: S
hematis
he Darstellung der zeitli
hen Komponenten Servi
e-, Fahr- undWartezeit zwis
hen der Ankunft in einem Ort µ und der Ankunft im nä
hsten Ort ν beianfallender WartezeitIn der Zielfunktion 2.5 wird die Gesamtfahr- und -wartezeit aller Fahrzeuge minimiert.Die Bedingungen 2.6 und 2.7 erzwingen, dass jedes Fahrzeug seine zukünftige Route in seinerStartposition beginnt und im künstli
hen Ort z beendet.Nebenbedingung 2.8 erhält den Fahrzeug�uss aufre
ht, indem sie dafür sorgt, dass jederangefahrene Pi
kup- oder Delivery-Ort au
h wieder verlassen wird. In Bedingung 2.9 wirderzwungen, dass jeder no
h anzufahrende Pi
kup-Ort von genau einem Fahrzeug angefahrenwird. Das Anfahren der Delivery-Orte wird in den Bedingungen 2.10 und 2.11 garantiert. In2.10 wird dafür gesorgt, dass Pi
kup- und Delivery-Ort eines zum Planungszeitpunkt no
hni
ht eingeladenen Auftrags von ein und demselben Fahrzeug besu
ht werden, während 2.11erzwingt, dass die zum Planungszeitpunkt bereits in einem Fahrzeug geladenen Aufträge vongenau diesem Fahrzeug zu ihren Delivery-Orten transportiert werden.In Bedingung 2.12 wird die Hilfsvariable zur Spei
herung der bereits belegten Fahrzeugka-pazität im Ort der Startposition auf die Summe der von den geladenen Aufträgen benötigtenKapazitäten gesetzt. Die Nebenbedingungen 2.13 und 2.14 sorgen dafür, dass die Belegungdieser Hilfsvariable immer mindestens der tatsä
hli
hen Ladung entspri
ht. Die Zulässigkeitder geladenen Menge wird für jeden Ort in Bedingung 2.15 überprüft.Nebenbedingung 2.16 stellt si
her, dass die Hilfsvariable zur Spei
herung der Servi
estart-zeit in den Orten mindestens alle Fahrt- und Servi
ezeiten der bisherigen Route beinhaltet (vgl.Abbildung 2.3). Sie sorgt glei
hzeitig für die Unterbindung von Subtouren. In Nebenbedin-gung 2.17 wird die mindestens erforderli
he Wartezeit gesetzt. Mit Hilfe der Servi
estartzeitenstellen 2.18 und 2.19 si
her, dass die Arbeitszeitfenster der Fahrzeuge eingehalten werden.Nebenbedingung 2.20 erzwingt, dass jeder zum Planungszeitpunkt no
h ni
ht geladene Auf-trag erst abgeholt wird, bevor er ausgeliefert werden kann. Die Einhaltung der Pi
kup- undDelivery-Zeitfenster der Aufträge wird in Bedingung 2.21 erzwungen, Nebenbedingung 2.22stellt si
her, dass nur positive Wartezeiten eingebra
ht werden können. Abs
hlieÿend erzwingtNebenbedingung 2.23 binäre Ents
heidungsvariablen.Damit ist nun die Formulierung des Teilproblems �Routenplanung� abges
hlossen. Die Rou-tenplanung ist als statis
hes Teilproblem im dynamis
hen Modell zum Ents
heidungsproblemdes dynamis
hen Pi
kup and Delivery Vehi
le Routing Problems mit Zeitfenstern enthalten.Dieses Ents
heidungsproblem soll dur
h eine Weiterentwi
klung des Algorithmus von Caramiaet al. gelöst werden [11℄. Die Idee dieses Algorithmus wird im folgenden Abs
hnitt vorgestellt.



2.4. DER BESTEHENDE ALGORITHMUS 292.4 Der bestehende AlgorithmusCaramia et al. stellten 2001 einen Algorithmus zur heuristis
hen Lösung des dynamis
henPi
kup and Delivery Problems vor [11℄. Das ihrem Modell zu Grunde liegende Ents
heidungs-problem bes
hreibt die Situation eines Unternehmens für Anruf-Sammel-Taxen: die Kundenrufen während eines Tages an und bestellen die Taxen zu einem bestimmten Zeitraum an einenbestimmten Ort, geben den Zielort an und legen fest, wie viel Umweg sie bis zum Errei
henihres Ziels in Kauf nehmen. Das Taxi-Unternehmen muss dann sofort am Telefon ents
heiden,ob dieser Kunde angenommen wird. Dazu wird der Auftrag in das System eingegeben undeine zulässige Lösung gesu
ht, d. h. eine Zuordnung dieses Kunden zu einer der Taxen sowiezulässige Routen für alle Taxen, wobei keiner der bisher s
hon angenommenen Aufträge wie-der storniert und kein bereits eingestiegener Kunde in ein anderes Taxi �versetzt� werden darf.Zur Vereinfa
hung wird vorausgesetzt, dass immer nur ein Kunde pro Auftrag transportiertwerden soll. Für die Routenplanung werden auÿerdem nur eine geringe Anzahl von Kundenpro Taxi zugelassen.Im Jahr 2002 wurde der Algorithmus soweit angepasst, dass die Kunden sowohl ein Zeit-fenster für den Beginn der Fahrt als au
h ein Zeitfenster für die Ankunft am Zielort angeben[26℄. Zur Anpassung an den Warentransport werden au
h Wartezeiten für die Fahrzeuge zu-gelassen. Ferner wurde die heuristis
he Lösung verbessert, indem ein Algorithmus zur TabuSu
he eingesetzt wird.Der auf diese Weise entstandene Algorithmus zur Lösung des dynamis
hen Vehi
le RoutingProblems besteht aus zwei Komponenten: einem Verfahren der Tabu Su
he zur Verbesserungdes aktuellen Routenplans und einer Heuristik zur Bere
hnung eines neuen zulässigen Routen-plans unter Einbeziehung eines neu eingegangenen Auftrags, die bei jedem Auftragseinganggenau einmal dur
hgeführt wird. Abbildung 2.4 zeigt eine s
hematis
he Darstellung des Algo-rithmus.Das Verfahren der Tabu Su
he wird eingesetzt, sobald kein neuer Auftragseingang vorliegt.Dieses Verfahren bestimmt in jeder Iteration aus der Menge aller angenommenen Aufträgeeinen zu taus
henden Auftrag und versu
ht, den Routenplan dur
h Zuordnung dieses Auftragszu einem anderen Fahrzeug zu verbessern. Dazu werden optimale Routen für die Fahrzeugemit den geänderten Mengen von zugeordneten Aufträgen bestimmt. Na
h jeder Iteration wirdüberprüft, ob ein neuer Auftrag eingegangen ist: liegt ein neuer Auftrag vor, so wird mit Hilfeder Heuristik ein neuer zulässiger Routenplan bere
hnet und ans
hlieÿend die Tabu Su
hefortgesetzt, andernfalls wird sofort mit der nä
hsten Iteration der Tabu Su
he fortgefahren.Die Heuristik zur Bere
hnung eines zulässigen Routenplans wird bei Eingang eines neuenAuftrags dur
hgeführt. Sie besteht aus einer heuristis
hen Zuordnung des neuen Auftrags zueinem der Fahrzeuge unter Beibehaltung der Zuordnung aller anderen Aufträge entspre
hendder aktuell besten Lösung und der Bere
hnung einer optimalen Route für dieses Fahrzeug. DerAblauf lässt si
h folgendermaÿen skizzieren: Bei Eingang des Auftrags Nr. κ zum Zeitpunkt
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Tabu Su
he:Austaus
h eines Auftrags zwis
henzwei Routen

'

&

$

%

Heuristik für neue zulässige Lösung:Su
he na
h bester zulässiger Lösung unterBeibehaltung der Zuordnung aller bereitsangenommenen Aufträge zu den Fahrzeugen
Liegt ein Auftrags-eingang vor? ja nein

Ist der Planungs-horizont errei
ht? neinjaAbbildung 2.4: S
hematis
he Darstellung des Ablaufs des Algorithmus aus [26℄.
τκ wird die aktuell beste Lösung des Verfahrens der Tabu Su
he übernommen, d. h. allebisher angenommenen Aufträge sind den Fahrzeugen bereits zugeordnet. Ebenso ist für jedesFahrzeug die optimale Route zur Abarbeitung der ihm zugeordneten Aufträge bekannt. ZumZeitpunkt τκ wird nun der neu eingegangene Auftrag Nr. κ �testweise� jedem Fahrzeug einmalzugeordnet und für dieses Fahrzeug eine neue optimale zukünftige Route bestimmt, falls sieexistiert. Gibt es mindestens ein Fahrzeug mit zulässiger Route bei Hinzunahme von AuftragNr. κ, so wird er angenommen. Sind für mehrere Fahrzeuge zulässige Routen bei Aufnahmedes Auftrags Nr. κ gefunden worden, so wird der Auftrag dem Fahrzeug zugeordnet, dessenRoute dur
h die Aufnahme des Auftrags Nr. κ absolut am wenigsten verlängert wurde. DerAblauf der Heuristik wird in Abbildung 2.5 s
hematis
h dargestellt.Die in dieser Heuristik enthaltene Fahrzeug-Routenplanung wird exakt gelöst, d. h. eswird eine optimale Route für das Fahrzeug bere
hnet. Dazu wird der A*-Algorithmus zurBestimmung eines kürzesten Wegs in einem Graphen benutzt. Caramia et al. haben mit demStatusvektorbaum einen speziellen Graphen zur e�zienten Routenplanung eingeführt, in demdie Reihenfolgebedingung �erst Pi
kup, dann Delivery� für jeden Auftrag automatis
h erfülltwird. Die genaue Vorgehensweise wird in Abs
hnitt 3.2 bes
hrieben und analysiert.
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Fahrzeug 1: Zuordnung des neuen Auftrags und Bere
hnungeiner optimalen zukünftigen Route, falls mögli
hFahrzeug 2: Zuordnung des neuen Auftrags und Bere
hnungeiner optimalen zukünftigen Route, falls mögli
h
· · ·Fahrzeug m: Zuordnung des neuen Auftrags und Bere
hnungeiner optimalen zukünftigen Route, falls mögli
hWurde mindestens einezulässige Route gefunden?nein ja

�
�

�
�Auftrag ablehnen '
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Auftrag annehmenAuftrag einem Fahrzeug mit zulässigerRoute und minimaler zusätzli
herFahrzeit zuordnenzukünftige Route des Fahrzeugs inRoutenplan übernehmen
Abbildung 2.5: S
hematis
he Darstellung der Heuristik zur Bere
hnung eines neuen zulässigenRoutenplans aus [11℄.Damit wurde in [11℄ und [26℄ ein Algorithmus ges
ha�en, mit dem man das Dynamis
hePi
kup and Delivery Problem angehen kann. Aufgrund der De�nition des Ents
heidungspro-blems konnten jedo
h vereinfa
hende Annahmen getro�en werden, die eine s
hnelle Lösung er-mögli
hen: die Anzahl der no
h ni
ht vollständig abgearbeiteten Aufträge, die jedem Fahrzeugzugeordnet werden können, ist bes
hränkt und die Zeitfenster sind relativ klein. In der mit [55℄zur Verfügung gestellten Implementierung beläuft si
h die Anzahl der Aufträge pro Fahrzeugauf a
ht. Dieser Wert und die Begrenzung auf kleine Zeitfenster stellen für ein Anruf-Sammel-Taxi eine angemessene Gröÿe dar, für ein Fuhrunternehmen sind sie jedo
h ni
ht akzeptabel.Lässt man allerdings diese Bes
hränkungen fallen, so steigen die Re
henzeiten wegen der enor-men Komplexität der Routenplanung deutli
h an, so dass der Algorithmus in dieser Form ni
htmehr zur Lösung eines realen dynamis
hen Ents
heidungsproblems verwendet werden kann.Die vorliegende Arbeit bes
häftigt si
h daher mit der Weiterentwi
klung dieser Ideen, umeinen in der Realität anwendbaren Algorithmus zur Bearbeitung des dynamis
hen Vehi
leRouting Problems mit Zeitfenstern zu erhalten. Dazu werden alle Komponenten des bestehen-



32 KAPITEL 2. DAS DYNAMISCHE PDVRPTWden Algorithmus analysiert und hinterfragt, um s
hnell eine zulässige Lösung zu errei
hen undsie ans
hlieÿend weiter zu verbessern. Den Kern der Bemühungen bildet dabei der exakte Al-gorithmus zur Routenplanung, da die Routenplanung wegen ihrer Komplexität sehr aufwändigist und häu�g aufgerufen wird, so dass an dieser Stelle der Groÿteil der Re
henzeit verbrau
htwird. Weiterhin werden Strategien für eine s
hnellere Zuordnung des neuen Auftrags zu einemFahrzeug entwi
kelt.Der von Caramia et al. entwi
kelte Algorithmus kann also als Basis für die Entwi
klungeines in der Praxis anwendbaren Algorithmus genutzt werden. Im folgenden Abs
hnitt werdennun die Rahmenbedingungen für die Entwi
klung dieses Algorithmus bes
hrieben, indem aufdie erforderli
hen Testdatensätze und die Testumgebung eingegangen wird.2.5 Testdatensätze und TestumgebungZur Entwi
klung eines s
hnellen Algorithmus ist es zwingend erforderli
h, dass Testläufe mitreproduzierbaren Ergebnissen dur
hgeführt werden können. Dazu müssen sowohl Testdaten-sätze als au
h eine passende Testumgebung vorhanden sein. Die Testdatensätze sollten denAlgorithmus in unters
hiedli
her Art und Weise �fordern� und ihn �an seine Grenzen brin-gen�, um die Praxistaugli
hkeit überprüfen und au
h die Grenzen der Einsetzbarkeit aufzei-gen zu können. Um Testdatensätze für ein dynamis
hes Problem dur
hzuführen, wird eineTestumgebung benötigt. Sie muss si
herstellen, dass für alle Testläufe die glei
hen Rahmen-bedingungen z. B. in Form von Störfaktoren, Re
henzeiten oder Zeitrestriktionen gelten, sodass die Verglei
hbarkeit der Testläufe gewährleistet ist. Weiterhin kann eine Testumgebungvers
hiedene Testzwe
ke unterstützen, indem sie entspre
hende Kon�gurationsmögli
hkeitenbereitstellt. Im Folgenden werden zunä
hst der Aufbau der Testdatensätze und ans
hlieÿenddie Testumgebung näher erläutert.2.5.1 TestdatensätzeFür das Ents
heidungsproblem des dynamis
hen Pi
kup and Delivery Vehi
le Routing Pro-blems mit Zeitfenstern wurden bisher keine Ben
hmarkprobleme verö�entli
ht. Zum Ents
hei-dungsproblem des statis
hen Pi
kup and Delivery Vehi
le Routing Problems mit Zeitfensterngibt es jedo
h Ben
hmarkinstanzen, die auf die Ben
hmarkprobleme von Solomon [72℄ zurü
k-gehen. Die Solomon-Ben
hmarkprobleme sind entspre
hend der Verteilung der anzufahrendenOrte in Problemklassen eingeteilt: die Klasse �r� steht für zufällig verteilte Orte (engl. random),die Klasse �
� beinhaltet �Cluster�, d. h. lokale Häufungen von anzufahrenden Orten, und dieKlasse �r
� steht für eine Mis
hung aus zufällig verteilten und gehäuften anzufahrenden Orten.Jede dieser Klassen besteht aus 100 anzufahrenden Orten und dem Depot. Diese drei Test-datensätze werden dann mit vers
hiedenen Ausprägungen des Planungshorizonts, der AnzahlZeitfenster und der Gröÿe der Zeitfenster versehen. Als nä
hste Unterklasse wird die Länge des



2.5. TESTDATENSÄTZE UND TESTUMGEBUNG 33Planungshorizonts angegeben: eine �1� steht für einen kurzen Planungshorizont, der zu 5-10anzufahrenden Orten pro Fahrzeug führt, während eine �2� für einen langen Planungshorizontmit mehr als 30 anzufahrenden Orten pro Fahrzeug steht. Die unters
hiedli
hen Ausprägun-gen bezügli
h Anzahl und Enge der Zeitfenster sind ni
ht explizit in der Nomenklatur derInstanzen wieder zu �nden.Homberger erweiterte diese Testdatensätze in [42℄ um Instanzen mit 200, 400, 600, 800und 1000 Orten, wobei er die Struktur von Solomon aufre
ht erhält und die Nomenklatur mitder Angabe der Anzahl Orte verfeinert.Li und Lim passten in [50℄ die Ben
hmarkprobleme von Solomon und Homberger an dasstatis
he Pi
kup- and Delivery Vehi
le Routing Problem mit Zeitfenstern (PDVRPTW) an,indem sie jeweils zwei Na
hfragen zu einem Auftrag zusammenfassen und entspre
hende Zeit-fenster für Pi
kup und Delivery generieren. Sie behalten die Nomenklatur von Solomon bei, fü-gen jedo
h ein �l� zur Kenntli
hma
hung ihrer Änderungen hinzu. Die Testinstanz �lr_1_2_2�beinhaltet beispielsweise einen kurzen Planungshorizont, 100 Aufträge mit insgesamt 200 zu-fällig verteilten Pi
kup- und Delivery-Orten.Zur Erzeugung von Testdatensätzen für das dynamis
he Pi
kup- and Delivery Vehi
leRouting Problem mit Zeitfenstern auf Basis der Ben
hmarkprobleme von Li und Lim für dasentspre
hende statis
he Problem wurde folgendermaÿen verfahren:1. Für jeden Auftrag i einer Testinstanz von Li und Lim wurde mit Hilfe eines Zufallszahlen-generators eine zufällige Anrufzeit τi erzeugt, die zwis
hen 0 und dem Minimum aus dergegebenen unteren Pi
kup-Zeitfenstergrenze tpi
und der oberen Pi
kup-Zeitfenstergrenze

tpi
abzügli
h der Fahrtdauer caf ,pi

vom Anfangsort des Fahrzeugs zum Pi
kup-Ort desAuftrags liegt. Ans
hlieÿend wurden die Aufträge in der Reihenfolge ihrer Anrufzeitsortiert.2. Die Anzahl der Fahrzeuge wurde �verknappt�: es stehen nur so viele Fahrzeuge zur Ver-fügung, wie in den sogenannten �best known solutions� für das Pi
kup- and DeliveryVehi
le Routing Problem mit Zeitfenstern von Li und Lim (Stand September 2004)benötigt werden.Diese Testinstanzen wurden im Herbst 2005 erstellt und im Internet zur Verfügung gestellt[27℄. Sie be�nden si
h auf der beiliegenden CD.2.5.2 TestumgebungUm den Algorithmus mit Hilfe dieser Testdatensätze testen zu können, wird eine Testumgebungbenötigt, die jeweils eine Planungsperiode simuliert. In der Testumgebung werden die Test-datensätze eingelesen und dem Algorithmus zu der im Datensatz angegebenen �Anrufzeit�



34 KAPITEL 2. DAS DYNAMISCHE PDVRPTWübergeben. Glei
hzeitig werden dem Algorithmus die aktuellen Standorte der Fahrzeuge zurVerfügung gestellt.Dabei wird auf die Anforderungen der vers
hiedenen Testläufe eingegangen. Bei den Testszur Bes
hleunigung der Routenplanung (Kapitel 3) stehen die Re
henzeiten des A*-Algorithmusim Vordergrund. Da es si
h um ein exaktes Verfahren handelt, sind Änderungen im Ziel-funktionswert ni
ht zu erwarten. Es geht nur um die Reduzierung der Re
henzeit, um denA*-Algorithmus auf das dynamis
he Ents
heidungsproblem anwenden zu können. Die Test-umgebung wird daher ereignisdiskret eingestellt, so dass die Wartezeit bis zum Eintre�en einerneuen Anfrage entfällt: sobald ein Auftrag eingeht und die Zuordnung des zuletzt eingegan-genen Auftrags abges
hlossen ist, wird die Zeit der Testumgebung auf die Anrufzeit diesesAuftrags gesetzt. Das minimiert ni
ht nur die Zeit eines Testlaufs wegen der entfallendenWartezeiten, sondern sorgt au
h dafür, dass die Ergebnisse verglei
hbar bleiben. Einer lang-sameren Version des Algorithmus könnte sonst wegen zu langer Re
henzeiten die Anfrage zueiner späteren Simulations-Zeit übergeben werden als der s
hnelleren Version. Falls bei den Be-re
hnungen der langsameren Version die Anrufzeit des nä
hsten Auftrags übers
hritten wird,beginnt die langsamere Version die Bere
hnungen für den nä
hsten Auftrag zu einem späterenSimulationszeitpunkt und damit mit eventuell bereits veränderten Fahrzeugpositionen. Die er-eignisdiskrete Simulation sorgt dafür, dass alle Versionen mit den glei
hen Bearbeitungsstatusder Fahrzeuge re
hnen und somit verglei
hbar bleiben.Bei den Testläufen zur Verbesserung der Zuordnung dur
h ein Verfahren der Tabu Su
heim Kapitel 4.2 hingegen kommt es gerade auf die Länge der Wartezeit zwis
hen zwei Anrufenan, da diese Zeit zur Verbesserung der Zuordnung genutzt werden soll. Die Testumgebungkann daher au
h auf �E
htzeit� eingestellt werden, so dass eine kontinuierli
he Simulationdur
hgeführt wird.Da mit der Version des Algorithmus von Caramia et al. zum Teil Re
henzeiten von mehre-ren Tagen für einen Testlauf festgestellt wurden, musste eine weitere Anpassung vorgenommenwerden: es wird die Mögli
hkeit gegeben, die Re
henzeit künstli
h �klein� zu halten, indemdie Anzahl der Re
henoperationen entweder für die Bere
hnung einer optimalen Route oderfür den gesamten Testlauf na
h oben bes
hränkt wird. Bei Errei
hen der Obergrenze wird dieaktuelle Bere
hnung abgebro
hen. Diese Bes
hränkung führt zu akzeptablen Re
henzeiten proTestlauf und s
hränkt die Aussagekraft der Testläufe ni
ht ein: zusätzli
h zur benötigten An-zahl der erzeugten Knoten erlaubt die Anzahl der bearbeiteten Aufträge Aufs
hlüsse über dasLaufzeitverhalten. Auÿerdem wird so gewährleistet, dass die Testläufe von Anfang an mit allenTestdatensätzen dur
hgeführt werden können, so dass die Aussagen zum Laufzeitverhalten em-piris
h belegt werden können. Der Ablauf innerhalb der Testumgebung wird in der Abbildung2.6 s
hematis
h dargestellt: ein Auftrag wird eingelesen, dann wird auf den Übergabezeitpunktgewartet. Ist dieser errei
ht, werden der Auftrag und die aktuellen Fahrzeugpositionen an denAlgorithmus übergeben und, falls vorhanden, der nä
hste Auftrag eingelesen et
. Die �exi-ble Anpassung der Testumgebung an die Anforderungen des Testlaufs sind dabei im Warten
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�
 �	Auftrag einlesen�
 �	auf mögli
he Übergabe warten�
 �	Auftrag und aktuelle Fahrzeugpositionen übergebenSind weitere Aufträgezu bearbeiten?ja neinAbbildung 2.6: S
hematis
he Darstellung der Funktion der Testumgebung.auf den mögli
hen Übergabezeitpunkt verste
kt: bei den Testläufen zur Routenplanung istder mögli
he Übergabezeitpunkt errei
ht, sobald der Algorithmus den vorhergehenden Auf-trag abgelehnt oder akzeptiert hat. Die Uhrzeit wird dabei auf den Anrufzeitpunkt des neuübergebenen Auftrags vor- oder zurü
k gestellt. Bei den Testläufen zur lokalen Su
he werdendiese zeitli
hen Vers
hiebungen ni
ht in Anspru
h genommen - bei diesen Testläufen geht ess
hlieÿli
h darum, die Wartezeit bis zum Eintre�en des nä
hsten Auftrags sinnvoll für dieVerbesserung der Lösung zu nutzen.Alle Testläufe wurden auf einem PC mit AMD Athlon 64 3500+ Prozessor mit 1 GBArbeitsspei
her und dem Betriebssystem Windows 2000 dur
hgeführt. Zur Entwi
klung desAlgorithmus wurde der Borland C++ Builder 6.0 verwendet.In diesem Kapitel wurde zunä
hst die Entwi
klung der Vehi
le Routing Probleme erläutertund dann das dieser Arbeit zu Grunde liegende Ents
heidungsproblem de�niert. Ans
hlieÿendwurden der bisher existierende Algorithmus skizziert und Anpassungsmögli
hkeiten an dasEnts
heidungsproblem des dynamis
hen Pi
kup- and Delivery Vehi
le Routing Problems mitZeitfenstern aufgezeigt. Abs
hlieÿend wurde die Erstellung der Testdatensätze erläutert unddie entwi
kelte Testumgebung vorgestellt. Im folgenden Kapitel kann nun mit der Anpassungdes Algorithmus begonnen werden. Dazu wird die Routenplanung analysiert, angepasst undgetestet.
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Kapitel 3Die Bes
hleunigung des Single Vehi
leRoutingsDas Verfahren zur Lösung des Single Vehi
le Pi
kup and Delivery Routing Problems mit Zeit-fenstern bildet das Kernstü
k des gesamten Algorithmus. Wegen der hohen Komplexität derBere
hnungen und der häu�gen Aufrufe des Verfahrens ist die Entwi
klung eines sehr s
hnel-len Algorithmus nötig, um eine exakte Lösung in einem dynamis
hen System mit mehrerenAufträgen pro Fahrzeug zu ermögli
hen.Unter Single Vehi
le Routing wird hier die Bere
hnung einer optimalen Route für eineinzelnes Fahrzeug zu einem bestimmten Zeitpunkt τ verstanden. Das zugrunde liegende Ent-s
heidungsproblem ist ein Single Vehi
le Pi
kup and Delivery Routing Problem mit Zeitfens-tern, das folgendermaÿen de�niert wird: Einem Fahrzeug f mit gegebener Fahrzeugkapazität
lf , gegebenem Arbeitszeitfenster und gegebener Route ist zu einem bestimmten Zeitpunkt τκeine bestimmte Menge von Aufträgen i = 1, . . . , nf mit den zugehörigen Mengen der Pi
kup-und Delivery-Orte Pf bzw. Df zugeordnet, die von dem Fahrzeug bedient werden müssenund zum Teil s
hon im Fahrzeug geladen sein können. Das Ziel besteht in der Minimierungder Fahrzeit der zukünftigen Route, wobei das Fahrzeug alle no
h zu bedienenden Aufträgeunter Einhaltung der zugehörigen Reihenfolge-, Kapazitäts- und Zeitfensterrestriktionen be-dienen muss. Dieses Ents
heidungsproblem ist der Spezialfall für |F | = 1 des in Abs
hnitt 2.3.3bes
hriebenen statis
hen Pi
kup and Delivery Vehi
le Routing Problems mit Zeitfenstern.Bemerkung: Alle in diesem Kapitel vorkommenden Variablen müssten mit dem Index fgekennzei
hnet werden, da sie si
h jeweils auf ein bestimmtes Fahrzeug beziehen. Diese Indi-zierung wird jedo
h aus Gründen der besseren Lesbarkeit unterlassen, da im gesamten Kapitelimmer nur genau ein Fahrzeug betra
htet wird. Im Folgenden werden also beispielsweise dieKapazität des Fahrzeugs l, die zugeordneten Aufträge 1, . . . , n und die Mengen der zugehörigenPi
kup- und Delivery-Orte des Fahrzeugs P bzw. D genannt.37



38 KAPITEL 3. DIE BESCHLEUNIGUNG DES SINGLE VEHICLE ROUTINGSDas Single Vehi
le Routing wird immer dann benötigt, wenn für ein Fahrzeug eine neuezukünftige Route bere
hnet werden muss. Dies ges
hieht sowohl in der Heuristik zur Bere
h-nung einer neuen zulässigen Lösung na
h Eingang eines neuen Auftrags als au
h während desVerfahrens der Tabu Su
he zur Verbesserung der Zuordnung.Die Heuristik zur Bere
hnung einer neuen zulässigen Lösung wird bei Eingang eines neuenAuftrags Nr. κ dur
hgeführt, das Ergebnis ents
heidet über Annahme oder Ablehnen diesesAuftrags. Zum Zeitpunkt τκ des Auftragseingangs hat jedes Fahrzeug eine bestimmte Men-ge an Aufträgen und eine optimale Route zur Bedienung der Aufträge unter Einhaltung derNebenbedingungen für die Zeitfenster, die Fahrzeugkapazität und die Reihenfolge. In der Heu-ristik wird der neue Auftrag Nr. κ �testweise� jedem Fahrzeug zusätzli
h zugeordnet und mitdem Single Vehi
le Routing eine neue optimale zukünftige Route bestimmt (vgl. Abbildung 2.5in Abs
hnitt 2.4). Wird für mindestens ein Fahrzeug eine optimale Route gefunden, wird derAuftrag angenommen und dem Fahrzeug mit optimaler Route und minimaler Erhöhung derFahrzeit dur
h Annahme des neuen Auftrags Nr. κ zugeordnet. Andernfalls wird der Auftragabgelehnt.Das Verfahren der lokalen Su
he wird immer dann aufgerufen, wenn gerade kein neuerAuftragseingang vorliegt. Es verändert die Zuordnung der bereits angenommenen Aufträgezu den Fahrzeugen, um die von der Heuristik gefundene Lösung zu verbessern. Zum Zeit-punkt τ des Beginns der Bere
hnungen verfügt jedes Fahrzeug über eine bestimmte Mengean Aufträgen und eine optimale Route zur Bedienung der Aufträge unter Einhaltung der da-zugehörigen Nebenbedingungen. Gesu
ht wird eine andere Zuordnung der Aufträge zu denFahrzeugen, wobei nur die zukünftigen Routen der Fahrzeuge verändert werden dürfen undalle no
h zu bedienenden Aufträge unter Einhaltung der dazugehörigen Nebenbedingungenbedient werden müssen. Zur Bewertung jeder geänderten Zuordnung wird die Gesamtfahr-und -wartezeit des dazugehörigen neuen Routenplans mit der Gesamtfahr- und -wartezeit desbisherigen Routenplans vergli
hen. Zur Erstellung dieses neuen Routenplans wird für jedesvon der geänderten Zuordnung betro�ene Fahrzeug mit Hilfe des Single Vehi
le Routings eineneue optimale Route bestimmt.Caramia et al. [11℄ haben für ihr Verfahren zum Single Vehi
le Routing den sogenanntenStatusvektorbaum entwi
kelt, der die spezielle Struktur des Single Vehi
le Pi
kup and DeliveryRouting Problems mit Zeitfenstern abbildet, indem die Reihenfolgebedingung �erst Pi
kup,dann Delivery� in der Struktur des Graphen verankert wird. Auf diesem Graphen su
hen siemit Hilfe des A*-Algorithmus einen kürzesten Weg von der Quelle zu einer der Senken, wobeidie Quelle des Graphen die Situation des Fahrzeugs zum Start der Bere
hnungen darstellt unddie Senken mögli
he Situationen na
h Bedienung aller Fahrzeuge bes
hreiben.Sowohl die von Caramia et al. entwi
kelte Graphenstruktur als au
h die von ihnen gewählteS
hätzfunktion für den A*-Algorithmus, eine Funktion zur Abs
hätzung der Länge des Wegesvon einem Knoten des Graphs zur Senke, beinhalten Potential für eine zum Teil erhebli
he



3.1. EIN DYNAMISCHES MODELL 39Reduktion des Re
henaufwands im Single Vehi
le Routing. In diesem Kapitel wird daher na
hder Angabe eines dynamis
hen Modells für das Single Vehi
le Routing in Abs
hnitt 3.1 imAbs
hnitt 3.2 zunä
hst das Vorgehen von Caramia et al. detailliert bes
hrieben und analysiert.Im Abs
hnitt 3.3 wird dann eine spezielle Änderung an der Struktur des Graphen vorgestellt,analysiert und ihre re
hente
hnis
he Auswirkung in Testläufen dokumentiert. Abs
hnitt 3.4befasst si
h mit den si
h anbietenden Anpassungen des A*-Algorithmus an die besonderenGegebenheiten des Single Vehi
le Routings. Vers
hiedene Ansätze zur Bes
hleunigung desAlgorithmus dur
h eine ges
hi
kte Wahl der S
hätzfunktion werden vorgestellt und mit Hilfevon Testläufen hinsi
htli
h ihrer re
hente
hnis
hen Auswirkungen ausgewertet. Abs
hlieÿendwird in Abs
hnitt 3.5 ein Fazit gezogen.3.1 Ein dynamis
hes Modell unter Verwendung von Statusvek-torenIn diesem Abs
hnitt wird ein dynamis
hes Modell des Ents
heidungsproblems formuliert. Dazuwerden die au
h von Caramia et al. benutzten Statusvektoren eingeführt.Der Begri� der dynamis
hen Programmierung wurde in den 1950er Jahren von Bellmangeprägt [7℄. Es handelt si
h hierbei um einen algorithmis
hen Ansatz zur Lösung von mehr-stu�gen, Vorges
hi
hte-unabhängigen Ents
heidungsprozessen (vgl. Abs
hnitt 2.3.2). Als Vor-aussetzung für die Anwendung der dynamis
hen Programmierung muss si
h das Problem inEnts
heidungsstufen unterteilen lassen, wobei in jeder Ents
heidungsstufe eine Ents
heidunggetro�en werden muss und das System entspre
hend dieser Ents
heidung seinen Zustand ver-ändert.Im vorliegenden Problem muss eine Route mit minimaler Fahr- und Wartezeit gefundenwerden, die zum Startzeitpunkt τ im Ort der Fahrzeugstartposition µ0 beginnt und alle no
hanzufahrenden Orte beinhaltet, für einen Teil der Orte die Reihenfolgebedingung und füralle Orte die Zeitfenster- und Kapazitätsrestriktionen einhält. Dazu wird für jeden no
h zubedienenden Auftrag i = 1, . . . , n ein zugehöriger Status ϕ(i) eingeführt, der den Forts
hrittder Bearbeitung dieses Auftrags bes
hreibt.1 In dieser Arbeit haben die Status ϕ(i) folgendeBedeutung:
ϕ(i) =











0: Auftrag i wurde no
h ni
ht abgeholt
1: Auftrag i wurde abgeholt, aber no
h ni
ht ausgeliefert
2: Auftrag i wurde bereits ausgeliefertFür einen Auftrag i mit ϕ(i) = 0 kommt wegen der Reihenfolgebedingung als nä
hste Aktionnur das Pi
kup in Frage, während für einen Auftrag i′ mit ϕ(i′) = 1 nur das Delivery als nä
hsteAktion mögli
h ist. Der Übergang von einem Zustand der Bearbeitung eines Auftrags zum1Die Bes
hreibung des Forts
hritts der Bearbeitung eines Auftrags dur
h einen Status-Wert geht auf Psar-aftis [58℄ zurü
k und wurde von Caramia et al. übernommen.



40 KAPITEL 3. DIE BESCHLEUNIGUNG DES SINGLE VEHICLE ROUTINGSnä
hstmögli
hen Zustand seiner Bearbeitung kann daher dur
h Addition von 1 zum aktuellenStatus abgebildet werden.Die Zustände aller Aufträge i = 1, . . . , n werden im Statusvektor Φ = (ϕ(1), ϕ(2), . . . , ϕ(n))Tzusammengefasst. Der Statusvektor beinhaltet damit alle nötigen Informationen zu den Be-arbeitungsstatus der Aufträge, die das Fahrzeug bedienen muss. Eine Änderung des Status-vektors in genau einem Eintrag ϕ(i) bildet das Anfahren eines Orts des zugehörigen Auftrags
i ab: ändert si
h z. B. der Status ϕ(i) von 1 auf 2, so hat das Fahrzeug den Delivery-Ort desAuftrags i angefahren. Das Anfahren eines nä
hsten Orts dur
h das Fahrzeug unter Bea
h-tung der Reihenfolgebedingung kann also dur
h Addition eines Einheitsvektors der Dimension
n zum Statusvektor abgebildet werden.Diese einfa
he Abbildung erlaubt die Einbettung der Reihenfolgebedingung in ein dyna-mis
hes Modell. Die Ents
heidungsstufen k ∈ {0, . . . , 2n} werden anhand der Anzahl bereitsangefahrener Orte gesetzt, wobei die Pi
kup-Orte der zum Startzeitpunkt bereits im Fahrzeuggeladenen Aufträge mitgezählt werden. Sind also bereits k∗ Aufträge im Fahrzeug geladen, sobeginnt das dynamis
he Modell auf Stufe k∗, 0 ≤ k∗ ≤ n.Die Zustandsvariablen xk = (Φk, µk, αk)

T bilden mit Hilfe eines Statusvektors Φk =

(ϕk(1), ϕk(2), . . . , ϕk(n))T sowie einer zugehörigen Fahrzeugposition µk ∈ V Orte \ {z} undeiner Ankunftszeit αk im Ort der Fahrzeugposition den Zustand eines Fahrzeugs auf Stufe kab. Die Angabe der Fahrzeugposition µk ist wegen der von ihr abhängigen Kosten für den Wegzum nä
hsten Ort ents
heidend, die Ankunftszeit muss wegen der zu überprüfenden Zeitfenstermitgeführt werden. Für die Zulässigkeit einer Zustandsvariablen xk der Stufe k muss gelten,dass bereits k Orte angefahren wurden: ∑n
i=1 ϕk(i) = k, die Fahrzeugposition ein mögli
her-weise zuletzt angefahrener Pi
kup- oder Delivery-Ort ist: µ ∈ {pi ∈ P |ϕk(i) = 1 6= ϕk∗(i)} ∪

{di ∈ D |ϕk(i) = 2}, und die Ankunftszeit innerhalb der Zeitfenster des Orts µk liegen:
αk ∈ [tµk

, tµk
]. Die Menge Xk der zulässigen Zustände auf Stufe k lässt si
h daher s
hreibenals

Xk =
{

(Φk, µk, αk)
T | Φk ∈ {0, 1, 2}

n,
n
∑

i=1

ϕk(i) = k,

µk ∈ {pi ∈ P |ϕk(i) = 1 6= ϕk∗(i)} ∪ {di ∈ D |ϕk(i) = 2}, αk ∈ [tµk
, tµk

]
}Die Ents
heidungsvariablen yk ∈ {ei| i ∈ {1, . . . , n}} sind Einheitsvektoren der Dimension

n. Sie bilden die Auswahl eines Auftrags i ab, dessen Ort als nä
hstes angefahren werdensoll. Eine Ents
heidung yk ist nur dann zulässig, wenn die Kapazität des Fahrzeugs ni
htübers
hritten wird, also die Summe der benötigten Kapazitäten gi aller im Fahrzeug geladenenAufträge i die Fahrzeugkapazität l ni
ht übersteigt: ∑i:(φk−1+yk)(i)=1 gi ≤ l. Die Einhaltungder Zeitfensterrestriktion am Ort der neuen Fahrzeugposition wird bereits in der Menge derzulässigen Zustände überprüft. Für die Menge der zulässigen Ents
heidungen gilt daher:
Yk = {ei| i ∈ {1, . . . , n},

∑

i:(Φk−1+yk)(i)=1

gi ≤ l}



3.1. EIN DYNAMISCHES MODELL 41Der Übergang von einem Zustand des Fahrzeugs xk−1 zum nä
hsten Zustand xk wird inder Übergangsfunktion h(xk−1, yk) abgebildet. Der neue Zustand (Φk, µk, αk)T ergibt si
hdur
h Addition der Ents
heidungsvariablen yk zum Statusvektor Φk sowie der Änderung derFahrzeugposition auf den entspre
henden Ort µk und der Bere
hnung der Ankunftszeit in µkals Minimum aus der Ankunftszeit des Zustands xk−1 zuzügli
h der anfallenden Fahr- undServi
ezeit und der unteren Zeitfenstergrenze des Ortes µk:
h(xk−1, yk) =













Φk−1 + yk

µk =

{

pj, yk = ej ∧ ϕk−1(j) = 0

dj, yk = ej ∧ ϕk−1(j) = 1

αk = max(αk−1 + sµk−1
+ cµk−1,µk

, tµk
)











Die Kostenfunktion C(xk−1, yk) gibt die für den Übergang von Zustand xk−1 in den Zustand
xk anfallende Fahr- und Wartezeit wieder:

C(xk−1, yk) = cµk−1,µk
+ max{tµk

− (αk−1 + sµk−1
+ cµk−1,µk

), 0}Als Startzustand dient der Zustandsvektor (Φk∗, µk∗ , τ)T , der den Zustand des Fahrzeugs zumStartzeitpunkt wiedergibt: im Statusvektor Φk∗ werden alle no
h zu bedienenden Aufträge
i = 1, . . . , n dur
h ihren Zustand ϕk∗(i) ∈ {0, 1} zum Startzeitpunkt 
harakterisiert, zusätzli
hsind die Fahrzeugstartposition µk∗ ∈ V Orte \ {z} und der Startzeitpunkt τ bekannt.Das Modell lässt si
h nun folgendermaÿen formulieren:

min

2n
∑

k=k∗

C(xk−1, yk) (3.1)u.d.N.
xk∗ = (Φk∗ , µk∗, τ)T (3.2)
xk ∈ Xk ∀ k = k∗, . . . , 2n (3.3)
yk ∈ Yk ∀ k = k∗ + 1, . . . , 2n (3.4)
xk = h(xk−1, yk) ∀ k = k∗ + 1, . . . , 2n (3.5)Die Zielfunktion 3.1 minimiert die Gesamtfahr- und -wartezeit. In Bedingung 3.2 wird derStartzustand xk∗ festgelegt. Die Bedingung 3.3 lässt nur zulässige Kombinationen aus Status-vektoren, Fahrzeugpositionen und Ankunftszeiten als Zustandsvariablen zu, während Bedin-gung 3.4 die mögli
hen Ents
heidungsvariablen auf die Einheitsvektoren des Rn bes
hränkt,die keine Kapazitätsübers
hreitung zur Folge haben. In der Bedingung 3.5 wird s
hlieÿli
h derÜbergang von einem Zustand zum nä
hsten abgebildet.Im folgenden Abs
hnitt wird nun das Vorgehen von Caramia et al. zur Bere
hnung eineroptimalen Lösung dieses Ents
heidungsproblems bes
hrieben.



42 KAPITEL 3. DIE BESCHLEUNIGUNG DES SINGLE VEHICLE ROUTINGS3.2 Die algorithmis
he Behandlung des Single Vehi
le Routingsvon Caramia et al.Dieser Abs
hnitt bes
häftigt si
h mit dem Single Vehi
le Routing, wie es Caramia et al. in[11℄ vorstellten. Hier besteht die Problemstellung darin, zu einem bestimmten Zeitpunkt τfür ein bestimmtes Fahrzeug eine optimale zukünftige Route dur
h alle von diesem Fahrzeugno
h anzufahrenden Orte unter Einhaltung der entspre
henden Zeitfenster-, Kapazitäts- undReihenfolgebedingungen zu bestimmen.Zur Bestimmung einer optimalen Lösung für das Single Vehi
le Routing benutzen Caramiaet al. sogenannte Statusvektoren, mit deren Hilfe sie einen Graphen de�nieren, den Statusvek-torbaum. Die Besonderheit dieses Graphen besteht darin, dass die für die Aufträge geltendeReihenfolgebedingung in der Struktur des Graphen enthalten ist. Das Finden eines kürzestenWegs über alle no
h zu bedienenden Orte kann daher � ähnli
h zu dem in 3.1 vorgestelltendynamis
hen Modell � mit den Methoden der dynamis
hen Programmierung realisiert werden.Im folgenden Abs
hnitt wird der Statusvektorbaum eingeführt und ans
hlieÿend im Ab-s
hnitt 3.2.2 analysiert. Die algorithmis
he Lösung des Problems mit dem A*-Algorithmuswird im Abs
hnitt 3.2.3 detailliert bes
hrieben, bevor im Abs
hnitt 3.2.4 die Ergebnisse derTestläufe präsentiert werden. Zum Abs
hluss wird der Algorithmus im Abs
hnitt 3.2.5 kritis
hgewürdigt.3.2.1 Der StatusvektorbaumCaramia et al. benutzen für ihren Algorithmus eine Baumstruktur, mit deren Hilfe sie alle mög-li
hen Sequenzen von Statusvektoren für die Abarbeitung aller no
h zu bedienenden Aufträgeabbilden können. Sie nutzen aus, dass zur Bes
hreibung des Zustands eines Fahrzeugs Status-vektoren zur Angabe der Bearbeitungsstatus aller Aufträge herangezogen werden können undeine Änderung des Zustands dur
h die Addition eines Einheitsvektors dargestellt werden kann,wobei die Reihenfolgebedingung automatis
h erfüllt ist. Dabei beziehen sie � im Unters
hiedzum dynamis
hen Modell aus Abs
hnitt 3.1 � weder die Fahrzeugposition no
h die Ankunfts-zeit in die Zustandsbes
hreibung des Fahrzeugs ein, da sie wegen der genutzten Baumstrukturüber die Historie der vorhergehenden Zustände des Fahrzeugs die Fahrzeugposition und dieAnkunftszeit bestimmen können.Im Folgenden wird der Statusvektorbaum eingeführt. Der Aufbau des Statusvektorbaumsentspri
ht der von Caramia et al. genutzten Baumstruktur, beinhaltet jedo
h keine Bea
htungder Nebenbedingungen wie Zeitfensterrestriktionen oder einzuhaltende Kapazitäten. Da dieNebenbedingungen abhängig von den speziellen, laut Aufgabenstellung ni
ht vorhersehbarenAusprägungen der Aufträge sind, kann darüber keine allgemeine Aussage gema
ht werden.Zur Analyse der Baumstruktur werden sie daher zunä
hst ni
ht betra
htet.Zur na
hfolgenden Bes
hreibung des Statusvektorbaums werden Multimengen benötigt,die folgendermaÿen de�niert werden:



3.2. DAS SINGLE VEHICLE ROUTING VON CARAMIA ET AL. 43Definition 3.1 (Multimenge)Eine Multimenge Γ auf einer Menge B wird de�niert dur
h eine Zugehörigkeitsfunktion
γ : B → N0. Für ein Element b ∈ B gibt γ(b) die Anzahl der Wiederholungen von b in derMultimenge Γ an. Die Kardinalität der Multimenge wird de�niert als

|Γ| =
∑

b∈B

γ(b)Für die Vereinigung von zwei Multimengen Γ1 auf der Menge B1 und Γ2 auf der Menge B2gilt:
Γ∗ = Γ1 ⊎ Γ2 ⇔ ∀ b ∈ B = B1 ∪B2 : γ∗(b) =











γ1(b) + γ2(b), b ∈ B1 ∩B2

γ1(b), b ∈ B \B2

γ2(b), b ∈ B \B1Mit Hilfe dieser Multimengen kann nun der Statusvektorbaum (S) als Graph GS
n,k∗ formuliertwerden, GS

n,k∗ = (V S
n,k∗ , ES

n,k∗, cSn,k∗). Die Knoten des Statusvektorbaums sind Statusvektoren,die Kanten bilden mögli
he Übergänge von einem Statusvektor zum nä
hsten Statusvektorab. Die Wurzel des Baums stellt den Zustand des Fahrzeugs zum Startzeitpunkt τ dar undentspri
ht dem Statusvektor Φk∗, der die Bearbeitungsstatus zum Zeitpunkt τ der no
h zubedienenden Aufträge wiedergibt. Entspre
hend den Stufen im dynamis
hen Modell in 3.1kann au
h der Statusvektorbaum anhand der Anzahl der bereits erfolgten Statusänderungen inStufen unterteilt werden. Die Wurzel liegt auf Stufe k∗, da bereits k∗ Einträge im Statusvektorden Wert 1 haben.Für die De�nition der Knotenmenge V S
n,k∗ werden zunä
hst die Knotenmengen − kV S

n,k∗der Stufen k = k∗, . . . , 2n de�niert. Auf Stufe k∗ gibt es nur die Wurzel:
k∗V S

n,k∗ = {Φk∗}Die Menge der Knoten auf einer Stufe k+1 besteht aus allen, ni
ht notwendigerweise vers
hie-denen Statusvektoren, die aus den Statusvektoren der Stufe k dur
h Addition eines Einheits-vektors hervorgehen. Auf Stufe k gilt für alle Statusvektoren, dass die Summe aller Statusgenau die Anzahl k der bereits erfolgten Statusänderungen ergeben muss und für jeden Auf-trag i der Status mindestens seinem Status zum Startzeitpunkt entspre
hen muss. Die Menge
kWn,k∗ der mögli
hen Statusvektoren der Stufe k lässt si
h daher s
hreiben als

kWn,k∗ = {Φ ∈ {0, 1, 2}n |
n
∑

i=1

ϕ(i) = k, ϕ(i) ≥ ϕk∗(i) ∀ i = 1, . . . , n}Für die De�nition der Knotenmengen auf den folgenden Stufen k = k∗ + 1, . . . , 2n wird füreinen Statusvektor Φ die Menge aller Na
hfolger Q(Φ) de�niert als
Q(Φ) = {Φ′ ∈ {0, 1, 2}n | ∃ ei : Φ′ = Φ + ei}



44 KAPITEL 3. DIE BESCHLEUNIGUNG DES SINGLE VEHICLE ROUTINGSDie Menge der Na
hfolger Q(Φ) eines Knotens Φ der Stufe k − 1 kann als Multimenge Q̃(Φ)auf der Menge Wk mit der Zugehörigkeitsfunktion q̃Φ : Wk → {0, 1} ges
hrieben werden, diejedem Statusvektor Φ′ ∈ Wk genau dann den Wert 1 zuordnet, falls er in der Menge Q(Φ)enthalten ist:
q̃Φ(Φ′) =

{

1, Φ′ ∈ Q(Φ)

0, sonstDie Menge kV
S
n,k∗ der Knoten auf einer Stufe k ist die Multimenge auf der Menge Wk, die ausden Mengen der Na
hfolger aller Knoten der vorhergehenden Stufe k−1 besteht. Mit Hilfe derMultimengen Q̃(Φ) kann man nun die Multimenge kV

S
n,k∗ der Knoten auf einer Stufe k > k∗de�nieren als:

kV
S
n,k∗ =

⊎

Φ∈k−1V S
n,k∗

Q̃(Φ)Die Multimenge aller Knoten des Graphen ist die Vereinigung der Multimengen der Knotenauf den Stufen k = k∗, . . . , 2n:
V S

n,k∗ =
⊎

k=k∗,...,2n

kV
S
n,k∗Die Kanten des Graphen bilden den Übergang von einem Statusvektor zu seinem Na
h-folger ab. Die Menge aller Kanten stellt ebenfalls eine Multimenge dar. Sie wird analog zurKnotenmenge V S

n,k∗ mit Hilfe der Kantenmengen auf den einzelnen Stufen k de�niert. Dazuwird zu jedem Knoten Φ einer Stufe k, k∗ ≤ k < 2n, die Menge E(Φ) der von diesem Knotenausgehenden Kanten de�niert:
E(Φ) = {(Φ,Φ′) |Φ′ ∈ {0, 1, 2}n,∃ ei : Φ′ = Φ + ei}Die Menge der ausgehenden Kanten E(Φ) kann man als Multimenge Ẽ(Φ) auf der Menge

Wk×Wk+1 s
hreiben, indem man die Zugehörigkeitsfunktion ẽ : Wk×Wk+1 → {0, 1} de�niertals:
ẽΦ(Φ,Φ′) =

{

1, (Φ,Φ′) ∈ E(Φ)

0, sonstAlle von einer Stufe k ausgehenden Kanten können nun als die Vereinigung der Multimengen
Ẽ(Φ) aller Knoten Φ ∈ kV

S
n,k∗ dargestellt werden:

kE
S
n,k∗ =

⊎

Φ∈kV S
n,k∗

Ẽ(Φ)Die Multimenge aller Kanten des Graphen ist die Vereinigung der Multimengen der ausgehen-den Kanten der Stufen k = k∗, . . . , 2n− 1:
ES

n,k∗ =
⊎

k=k∗,...,2n−1

kE
S
n,k∗
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)Stufe 0 Stufe 1 Stufe 2 Stufe 3 Stufe 4Abbildung 3.1: Der Statusvektorbaum GS
2,0 für zwei bisher ni
ht bearbeitete Aufträge.Die Kostenfunktion cSn,k∗ : ES

n,k∗ → R+
0 ordnet jeder Kante (Φ,Φ′) ∈ ES

n,k∗ die zugehörigeFahrzeit für den Übergang von Statusvektor Φ zu Statusvektor Φ′ zu. Für die Wurzel desStatusvektorbaums ist die Fahrzeugstartposition bekannt, für alle anderen Knoten Φ mussüber den Vorgänger Φ′′ die eindeutig zugehörige Fahrzeugposition µ ermittelt werden: Es gibtgenau einen Einheitsvektor ei∗ mit Φ = Φ′′ + ei∗ , so dass darüber der dazugehörige bedienteAuftrag i∗ bestimmt werden kann. Der Wert ϕ(i∗) im Vektor Φ = (ϕ(1), . . . , ϕ(n)) gibt an,ob der Pi
kup- oder Delivery-Ort des Auftrags i∗ angefahren wurde (vgl. Abs
hnitt 3.1).Analog kann die zum Statusvektor Φ′ zugehörige Fahrzeugposition µ′ ermittelt werden. DieKostenfunktion cSn,k∗ gibt die Fahrzeit zwis
hen den Orten µ und µ′ an, d. h. cSn,k∗(Φ,Φ′) =

cµ,µ′ . Damit ist der Statusvektorbaum GS
n,k∗ = (V S

n,k∗ , ES
n,k∗, cSn,k∗) de�niert.Abbildung 3.1 zeigt beispielhaft einen Statusvektorbaum für zwei Aufträge, die no
h ni
htbedient wurden. Die Wurzel des Baums ist der Statusvektor (0, 0)T , da beide Aufträge no
hauf den Pi
kup warten. Dana
h kann entweder Auftrag 1 oder Auftrag 2 eingeladen werden,d. h. auf Stufe 1 ist entweder der Status des ersten oder der Status des zweiten Auftrags 1:

1V
S
2,0 = {(1, 0)T , (0, 1)T }. In der Multimenge 2V

S
2,0 der Knoten auf Stufe 2 ist der Statusvek-tor (1, 1)T mit Kardinalität 2 vorhanden, da er in den Mengen der Na
hfolger von Knoten

(1, 0)T und (0, 1)T der Stufe 1 enthalten ist. Die Kanten des Graphen bilden gerade dieseNa
hfolgebeziehungen ab. Entspre
hend sind die Blätter des Statusvektorbaums immer sol
heStatusvektoren, die keine Na
hfolger besitzen, deren Einträge also sämtli
h den Wert ϕ(i) = 2haben. Ein sol
her Statusvektor bildet ab, dass alle Aufträge vollständig bedient wurden.Zur Verdeutli
hung der Bedeutung der Stufe k∗ zeigt Abbildung 3.2 einen Statusvektor-baum für drei Aufträge, von denen zwei bereits abgeholt wurden, d. h. k∗ = 2. Die Wurzeldes Statusvektorbaums ist daher ein Statusvektor mit genau k∗ = 2 Einträgen ϕ(i) = 1. DieAbbildung zeigt den Fall, dass der erste und zweite Auftrag bereits geladen sind.
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)Stufe 2 Stufe 3 Stufe 4 Stufe 5 Stufe 6Abbildung 3.2: Der Statusvektorbaum GS
3,2 für drei Aufträge, von denen zwei bereits abgeholtwurden.Jeder Weg von der Wurzel des Statusvektorbaums zu einem der Blätter bildet eine mögli
heRoute des Fahrzeugs ab: über die Änderungen der Statusvektoren kann eindeutig die Sequenzder angefahrenen Orte, beginnend im Startort des Fahrzeugs, rekonstruiert werden. Die Su
hena
h einer fahrtkostenminimalen Route des Fahrzeugs entspri
ht daher der Su
he na
h einemkürzesten Weg von der Wurzel des Statusvektorbaums zu einem der Blätter.Die Komplexität der Bere
hnung eines kürzesten Wegs in einem Graphen hängt von derAnzahl der Knoten und Kanten im Graphen ab. Für die angestrebte kurze Re
henzeit ist esdaher von besonderem Interesse, die Bere
hnungen auf einem Graphen mit mögli
hst wenigenKnoten und Kanten dur
hzuführen, ohne jedo
h mögli
he Lösungen zu übergehen. Der Sta-tusvektorbaum erfüllt diese Anforderung ni
ht: Dur
h die gewählte Baumstruktur muss mitMultimengen gearbeitet werden, weil einige Statusvektoren mehrfa
h vorkommen. Allerdingskann die Knotenmenge einer Stufe k au
h bei einer anderen Graphenstruktur ni
ht unbedingt



3.2. DAS SINGLE VEHICLE ROUTING VON CARAMIA ET AL. 47auf die Menge kWn,k∗ der mögli
hen Statusvektoren reduziert werden, da die Position desFahrzeugs mitents
heidend für die eindeutige Bestimmung des Zustands des Fahrzeugs ist(vgl. Abs
hnitt 3.1). In Abbildung 3.1 ist zum Beispiel auf Stufe 2 der Statusvektor (1, 1)Tdoppelt vorhanden. Dabei werden aber zwei vers
hiedene Situationen bes
hrieben, wie si
h amAufbau des Baums erkennen lässt: im oberen Fall be�ndet si
h das Fahrzeug im Pi
kup-Ortdes zweiten Auftrags, während es im unteren Fall im Pi
kup-Ort des ersten Auftrags steht.Auf der dritten Stufe sind hingegen s
hon Zustände doppelt bes
hrieben: es gibt jeweils dreiZustandsvektoren (2, 1)T und (1, 2)T , die Fahrzeuge können si
h jedo
h nur in zwei vers
hiede-nen Orten be�nden: für den Vektor (2, 1)T z. B. im Delivery-Ort des ersten oder im Pi
kup-Ortdes zweiten Auftrags. Jeweils einer dieser Statusvektoren könnte eingespart werden, wenn manauf die Baumstruktur verzi
htet und statt dessen die Fahrzeugposition als zusätzli
he Cha-rakteristik einführt. Zur Überprüfung, ob si
h der unglei
h höhere Implementierungsaufwanddieser anderen Graphenstruktur lohnen könnte, und zum besseren Verständnis der Komplexi-tät der Bere
hnung eines kürzesten Wegs wird im Folgenden der Statusvektorbaum genaueranalysiert.3.2.2 Analyse des StatusvektorbaumsUm den Re
henaufwand zur Bestimmung eines kürzesten Wegs von der Wurzel zu einem derBlätter des Statusvektorbaums abs
hätzen zu können, sind die Anzahl der Knoten und dieAnzahl der Kanten im Graphen ents
heidend: die Anzahl der Knoten entspri
ht der Anzahlder zu spei
hernden Strukturen, während die Anzahl der Kanten für die vers
hiedenen Mög-li
hkeiten zum Errei
hen eines Knotens und damit für die Re
henoperationen steht. Für denStatusvektorbaum wird in diesem Abs
hnitt zunä
hst die Anzahl der Knoten angegeben. Dazuwird zunä
hst eine intuitive rekursive Formel und ans
hlieÿend eine Formel zur direkten Be-re
hnung hergeleitet. Die Anzahl der Kanten muss ni
ht gesondert bere
hnet werden, da jederKnoten des Statusvektorbaums auÿer der Wurzel genau eine eingehende Kante hat und dieAnzahl der Kanten daher der Anzahl der Knoten minus 1 entspri
ht. Zum Abs
hluss diesesAbs
hnitts werden zur Verdeutli
hung die Ergebnisse für Statusvektorbäume mit bis zu 10Aufträgen präsentiert.Für die folgende Analyse wird der Begri� des Teilbaums eingeführt: Gegeben ist einStatusvektorbaum GS
n,k∗ = (V S

n,k∗, ES
n,k∗ , cSn,k∗) mit Wurzel Φk∗. Ein Teilbaum mit Wurzel

Φ ∈ V S
n,k∗ \ {Φk∗} ist ein Baum mit Wurzel Φ, dessen Knoten- und Kantenmengen jeweilsTeilmengen der Knoten- und Kantenmengen des Statusvektorbaums GS

n,k∗ darstellen und dersämtli
he von Φ errei
hbaren Blätter des Statusvektorbaums GS
n,k∗ enthält. Im Unters
hied zueinem Statusvektorbaum kann die Wurzel des Teilbaums au
h Einträge ϕ(i) = 2 enthalten.Abbildung 3.3 zeigt beispielhaft einen Teilbaum in einem Statusvektorbaum für 3 Aufträge,beginnend auf Stufe k∗ = 2.
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)Stufe 3 Stufe 4 Stufe 5 Stufe 6Abbildung 3.3: Ein Teilbaum mit Wurzel (1, 1, 2)T in einem Statusvektorbaum GS
3,3 für dreiAufträge mit Wurzel auf Stufe 3.Der Statusvektorbaum für n Aufträge mit Wurzel Φk∗ ∈ {0, 1}n hat o�ensi
htli
h diefolgenden Eigens
haften (vgl. zur Plausibilisierung au
h Abbildungen 3.1 und 3.2):

• Für einen Statusvektor Φ = (ϕ(1), . . . , ϕ(n))T ∈ kWn,k∗ auf Stufe k gilt für die Summealler Elemente: n
∑

i=1
ϕ(i) = k.

• Für die Stufen k mit k∗ ≤ k ≤ n gilt: Jeder Vektor Φ ∈ kWn,k∗ mit ϕ(i) ≤ 1 für alle
i = 1, . . . , n hat genau k Einträge 1 und n− k Einträge 0. Die Menge seiner Na
hfolger
Q(Φ) enthält genau k Vektoren Φ′ mit jeweils einem neuen Eintrag ϕ′(i) = 2 sowie n−kVektoren Φ′ mit ϕ′(i) ≤ 1 für alle i = 1, . . . , n.

• Für jeden Statusvektor Φ einer Stufe k mit genau einem Element ϕ(i∗) = 2 gilt: DieAnzahl der Knoten des Teilbaums mit Wurzel Φ, entspri
ht der Anzahl der Knoten desStatusvektorbaums für die Aufträge {1, . . . , n} \ {i∗} mit Wurzel auf Stufe k− 1, dessenWurzel si
h dur
h Strei
hen des Elements ϕ(i∗) aus dem Statusvektor Φ ergibt.
• Auf Stufe n+1 hat jeder Statusvektor Φ mindestens einen Eintrag ϕ(i) = 2. Die Anzahlder Knoten jedes Teilbaums mit Wurzel Φ auf Stufe n + 1 kann daher rekursiv auskleineren Statusvektorbäumen übertragen werden.Mit Hilfe dieser Eigens
haften lässt si
h die Anzahl der Knoten im Statusvektorbaum rekursivbestimmen, indem man die Anzahl der Knoten jedes Teilbaums, dessen Wurzel ein Statusvek-tor Φ mit einem Element ϕ(i∗) = 2 bildet, rekursiv aus der Anzahl der Knoten des �kleineren�Statusvektorbaums für n−1 Aufträge bestimmt, dessen Wurzel aus dem Statusvektor Φ dur
hStrei
hen des Elements ϕ(i∗) entsteht.



3.2. DAS SINGLE VEHICLE ROUTING VON CARAMIA ET AL. 49Satz 3.1 (Rekursive Formulierung)Es bezei
hne |V S
n,k| die Anzahl der Knoten eines Teilbaums mit Wurzel Φ = (ϕ(1), . . . , ϕ(n))mit ϕ(i) < 2 ∀ i = 1, . . . , n auf Stufe k des Statusvektorbaums für n Aufträge mit

|V S
n,k| = 0 ∀ n < 0 ∨ k /∈ {0, . . . , n}Dann gilt für n ∈ N0, 0 ≤ k ≤ n rekursiv:

|V S
n,k| =

n−k
∑

j=0

(n− k)!

(n− k − j)!
(1 + (k + j)|V S

n−1,k+j−1|)Beweis: Der Beweis erfolgt konstruktiv. Um die Anzahl der Knoten des Teilbaums mitWurzel Φ zu zählen, brau
ht man:
• die Wurzel Φ mit Anzahl 1
• die Anzahl der Folgeknoten Φ′ ∈ Q(Φ), in denen genau ein Element ϕ′(i) = 2 ist: DieAnzahl der Knoten eines Teilbaums, der einen sol
hen Knoten Φ′ als Wurzel besitzt,kann rekursiv aus kleineren Statusvektorbäumen bere
hnet werden. Da die Wurzel einesTeilbaums ein Statusvektor Φ mit Status ϕ(i) < 2 für alle i = 1, . . . , n ist und dahergenau k Elemente von Φ den Wert ϕ(i) = 1 haben, werden k Folgeknoten Φ′ ∈ Q(Φ)mit genau einem Element ϕ′(i) = 2 erzeugt. Die Anzahl der Knoten eines Teilbaumsmit sol
h einer Wurzel Φ′ entspri
ht der Anzahl der Knoten des Statusvektorbaums für

n−1 Aufträge, dessen Wurzel dur
h Strei
hen des Elements ϕ′(i) aus dem Statusvektor
Φ′ entsteht, also |V S

n−1,k−1|.
• die Anzahl der Folgeknoten Φ′′ ∈ Q(Φ), deren Elemente ϕ′′(i) alle kleiner oder glei
h1 sind. Diese Statusvektoren entstehen, indem zum Statusvektor Φ mit einem Element

ϕ(i∗) = 0 der Einheitsvektor ei∗ addiert wird. Da im Ausgangsvektor Φ n − k Ele-mente ϕ(i) = 0 waren, werden auf diese Weise n − k Statusvektoren Φ′′ erzeugt. DieseStatusvektoren haben jeweils |V S
n,k+1| Folgeknoten.Man erhält damit folgende rekursive Formel:

|V S
n,k| = 1 + k |V S

n−1,k−1|+ (n− k)|V S
n,k+1|Dur
h Au�ösen der zweiten Rekursion ergibt si
h:

|V S
n,k| = 1 + k|V S

n−1,k−1|+ (n− k)|V S
n,k+1|

= 1 + k|V S
n−1,k−1|+

+ (n− k)
(

1 + (k + 1)|V S
n−1,k|+ (n− k − 1)|V S

n,k+2|
)
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= 1 + k|V S

n−1,k−1|+

+ (n − k) + (n− k)(k + 1)|V S
n−1,k|+ (n− k)(n − k − 1)|V S

n,k+2|

= 1 + k|V S
n−1,k−1|+

+ (n − k) + (n− k)(k + 1)|V S
n−1,k|+

+ (n − k)(n − k − 1)
(

1 + (k + 2)|V S
n−1,k+1|+ (n− k − 2)|V S

n,k+3|
)

= 1 + k|V S
n−1,k−|+

+ (n − k) + (n− k)(k + 1)|V S
n−1,k|+

+ (n − k)(n − k − 1) + (n− k)(n − k − 1)(k + 2)|V S
n−1,k+1|

+ (n − k)(n − k − 1)(n − k − 2)|V S
n,k+3|

= . . .

= 1 + k|V S
n−1,k−1|+

+ (n − k) + (n− k)(k + 1)|V S
n−1,k|+

+ (n − k)(n − k − 1) + (n− k)(n − k − 1)(k + 2)|V S
n−1,k+1|+

. . .

+ (n − k)(n − k − 1) · · · · · 1 + (n− k)(n − k − 1) · · · · · 1 n|V S
n−1,n−1|

=
n−k
∑

j=0

(n− k)!

(n − k − j)!
(1 + (k + j)|V S

n−1,k+j−1|)

�Die rekursive Formulierung ist sehr aufwändig, wenn man tatsä
hli
h die Anzahl der Kno-ten bere
hnen mö
hte. Um eine direkte Formulierung für die Anzahl der Knoten angeben zukönnen, werden die beiden folgenden Lemmata benötigt:Lemma 3.1Für alle q, k ∈ N mit q < k gilt:
k−q
∑

j=1

(j + 2q)!

(j − 1)!
=

(k + q + 1)!

2(q + 1)(k − q − 1)!



3.2. DAS SINGLE VEHICLE ROUTING VON CARAMIA ET AL. 51Beweis: Für den Beweis wird zunä
hst eine Substitution vorgenommen: r := k − q. Zubeweisen ist demna
h:
r
∑

j=1

(j + 2q)!

(j − 1)!
=

(r + 2q + 1)!

2(q + 1)(r − 1)!Der Beweis erfolgt per vollständiger Induktion über r. Der Induktionsanfang sei r = 1. Ein-setzen von r = 1 liefert die Behauptung für alle q ∈ N:
1
∑

j=1

(j + 2q)!

(j − 1)!
=

(2q + 1)!

0!
=

(2q + 2)!

2(q + 1)0!Der Induktionss
hritt geht von r zu r + 1. Für alle q ∈ N gilt:
r+1
∑

j=1

(j + 2q)!

(j − 1)!
=

r
∑

j=1

(j + 2q)!

(j − 1)!
+

(r + 2q + 1)!

(r)!

=
(r + 2q + 1)!

2(q + 1)(r)!
+

(r + 2q + 1)!

(r)!

=
(r + 2q + 1)!(r + 2(q + 1))

2(q + 1)r!

=
(r + 2q + 2)!

2(q + 1)r!

�Lemma 3.2Faktorisierung der q-fa
h-SummeFür die q-fa
h-Summe mit q, k ∈ N gilt:
k
∑

j1=1

k−1
∑

j2=j1−1

k−2
∑

j3=j2−1

· · ·

k−q+1
∑

jq=jq−1−1

j1j2j3 · · · jq =

{

0 für k < q
(k+q)!

2q(k−q)!q! für k ≥ qBeweis: Der Beweis beginnt mit einer Indextransformation der q-fa
h-Summe und wirdans
hlieÿend entspre
hend der Fallunters
heidung für k < q bzw. k ≥ q geführt.Zunä
hst wird die Indextransformation vorgenommen. Für die q-fa
h Summe mit einerbeliebigen Funktion δ : N→ R gilt:
k
∑

j1=1

k−1
∑

j2=j1−1

· · ·

k−q+1
∑

jq=jq−1−1

j1j2 · · · jq · δ(jq) =

k−q+1
∑

jq=1

jq+1
∑

jq−1=1

· · ·

j2+1
∑

j1=1

j1j2 · · · jq · δ(jq)Die Glei
hheit wird mit Hilfe der vollständigen Induktion über die Anzahl q der Summengezeigt. Für den Induktionsanfang wird q = 2 gesetzt:
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k
∑

j1=1

k−1
∑

j2=j1−1

j1j2 · δ(j2) =1 · 0 · δ(0) + 1 · 1 · δ(1)+1 · 2 · δ(2) + . . .+1 · (k − 1) · δ(k − 1)

+ 2 · 1 · δ(1)+2 · 2 · δ(2) + . . .+2 · (k − 1) · δ(k − 1)

+3 · 2 · δ(2) + . . .+3 · (k − 1) · δ(k − 1)

. . .

+k · (k − 1) · δ(k − 1)

=

k−1
∑

j2=1

j2+1
∑

j1=1

j1j2 · δ(j2) (3.6)Insbesondere ist ni
ht nur der Wert der Summe glei
h, au
h die positiven Summanden sindidentis
h. Die für q ≥ 3 auftretenden Summanden mit negativen Faktoren haben den Wert 0und können daher ignoriert werden. Die Induktionsvoraussetzung lautet somit:
k
∑

j1=1

k−1
∑

j2=j1−1

· · ·

k−q+1
∑

jq=jq−1−1

j1j2 · · · jq · δ(jq) =

k−q+1
∑

jq=1

jq+1
∑

jq−1=1

jq−1+1
∑

jq−2=1

· · ·

j2+1
∑

j1=1

j1j2 · · · jq · δ(jq) (3.7)Der Induktionss
hluss läuft von q zu q+1 und benutzt, dass δ : N→ R eine beliebige Funktionsein darf:
k
∑

j1=1

k−1
∑

j2=j1−1

· · ·

k−q+1
∑

jq=jq−1−1

k−q
∑

jq+1=jq−1

j1j2 · · · jqjq+1 · δ(jq+1)

=

k
∑

j1=1

k−1
∑

j2=j1−1

· · ·

k−q+1
∑

jq=jq−1−1

j1j2 · · · jq ·
(

k−q
∑

jq+1=jq−1

jq+1 · δ(jq+1)
)

=

k
∑

j1=1

k−1
∑

j2=j1−1

· · ·

k−q+1
∑

jq=jq−1−1

j1j2 · · · jq · δ
′(jq)3.7

=

k−q+1
∑

jq=1

jq+1
∑

jq−1=1

jq−1+1
∑

jq−2=1

· · ·

j2+1
∑

j1=1

j1j2 · · · jq · δ
′(jq)

=

k−q+1
∑

jq=1

jq+1
∑

jq−1=1

jq−1+1
∑

jq−2=1

· · ·

j2+1
∑

j1=1

j1j2 · · · jq ·
(

k−q
∑

jq+1=jq−1

jq+1 · δ(jq+1)
)

=

k−q+1
∑

jq=1

jq ·
(

k−q
∑

jq+1=jq−1

jq+1 · δ(jq+1)
)(

jq+1
∑

jq−1=1

jq−1+1
∑

jq−2=1

· · ·

j2+1
∑

j1=1

j1j2 · · · jq−1

)3.6
=

k−q+1
∑

jq=1

k−q
∑

jq+1=jq−1

(

jqjq+1 · δ(jq+1)
)(

jq+1
∑

jq−1=1

jq−1+1
∑

jq−2=1

· · ·

j2+1
∑

j1=1

j1j2 · · · jq−1

)

=

k−q
∑

jq+1=1

jq+1+1
∑

jq=1

jq+1
∑

jq−1=1

· · ·

j2+1
∑

j1=1

j1j2 · · · jqjq+1 · δ(jq+1)



3.2. DAS SINGLE VEHICLE ROUTING VON CARAMIA ET AL. 53Die Induktionsvoraussetzung 3.7 kann angewandt werden, da die Funktion δ′ : N→ R mit
δ′(jq) =

k−q
∑

jq+1=jq−1

jq+1 · δ(jq+1)nur von der Variablen jq ∈ N abhängt und somit die Anforderungen der Induktionsvoraus-setzung erfüllt. Die vorletzte Umformung kann analog zum Induktionsanfang 3.6 dur
h Aus-s
hreiben der ersten beiden Summen erhalten werden.Für die Funktion δ(jq) = 1 kann die Indextransformation auf die gegebene q-fa
h-Summeangewandt werden. Man erhält
k
∑

j1=1

k−1
∑

j2=j1−1

· · ·

k−q+1
∑

jq=jq−1−1

j1j2 · · · jq =

k−q+1
∑

jq=1

jq+1
∑

jq−1=1

· · ·

j2+1
∑

j1=1

j1j2 · · · jqMit Hilfe der umindizierten Summen kann nun die eigentli
he Behauptung bewiesen werden.Zu zeigen bleibt no
h, dass
k−q+1
∑

jq=1

jq+1
∑

jq−1=1

· · ·

j2+1
∑

j1=1

j1j2 · · · jq · δ(jq) =

{

0 für k < q
(k+q)!

2q(k−q)!q! für k ≥ qIm ersten Fall sei k < q. Damit hat die q-fa
h-Summe den Wert 0, da die Menge der Lau�ndizes
jq = 1, . . . , k − q + 1 leer ist. Der Beweis für den Fall k ≥ q wird mit Hilfe einer vollständigenInduktion über die Anzahl der Summen q geführt. Der Induktionsanfang ist q = 1:

k
∑

j1=1

j1 =
k(k + 1)

2Die Induktionsvoraussetzung lautet daher:
k−q+1
∑

jq=1

· · ·

j3+1
∑

j2=1

j2+1
∑

j1=1

j1j2 · · · jq =
(k + q)!

2q(k − q)!q!
(3.8)Der Induktionss
hluss geht von q zu q + 1. Im zweiten S
hritt wird die Induktionsvorausset-zung 3.8 eingesetzt. Lemma 3.1 ergibt die letzte Umformung:

k−q
∑

jq+1=1

jq+1+1
∑

jq=1

· · ·

j3+1
∑

j2=1

j2+1
∑

j1=1

j1j2 · · · jq+1 =

k−q
∑

jq+1=1

jq+1

(

(jq+1+q)−q+1
∑

jq=1

· · ·

j3+1
∑

j2=1

j2+1
∑

j1=1

j1j2 · · · jq

)3.8
=

k−q
∑

jq+1=1

jq+1

( ((jq+1 + q) + q)!

2q((jq+1 + q)− q)!q!

)

=
1

2qq!

k−q
∑

jq+1=1

(jq+1 + 2q)!

(jq+1 − 1)!
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=

1

2qq!

(k + q + 1)!

2(q + 1)!(k − q − 1)!

=
(k + q + 1)!

2q+1(k − q − 1)!(q + 1)!

�Mit Hilfe dieser beiden Lemmata kann nun eine direkte Formulierung für die Anzahl derKnoten im Statusvektorbaum für n Aufträge und k∗ = 0 (also mit Wurzel Φk∗ = (0, . . . , 0)T )angegeben werden:Satz 3.2 (direkte Formulierung)Die Anzahl der Knoten im Statusvektorbaum für n Aufträge und k∗ = 0 beträgt
|V S

n,0| =

n
∑

l=0

n!

(n− l)!



1 +

l
∑

q=1

(l + q)!

2q(l − q)!q!



Beweis: Die rekursive Formulierung aus Satz 3.1 für k = 0 ergibt bei Au�ösung derRekursion:
|V S

n,0|
Satz 3.1

=

n
∑

j1=0

n!

(n− j1)!
(1 + j1|V

S
n−1,j1−1|)Satz 3.1

=
n
∑

j1=0

n!

(n− j1)!

(

1 + j1

(

n−j1
∑

j2=0

(n− j1)!

(n− j1 − j2)!
(1 + (j1 + j2 − 1) |V S

n−2,j1+j2−2|)
)

)

=

n
∑

j1=0

n!

(n− j1)!
+

n
∑

j1=0

n−j1
∑

j2=0

j1 n!

(n− j1 − j2)!
(1 + (j1 + j2 − 1) |V S

n−2,j1+j2−2|)Satz 3.1
=

n
∑

j1=0

n!

(n− j1)!
+

n
∑

j1=0

n−j1
∑

j2=0

j1 n!

(n− j1 − j2)!
(1 +

+(j1 + j2 − 1)(

n−j1−j2
∑

j3=0

(n− j1 − j2)!

(n− j1 − j2 − j3)!
(1 +

+(j1 + j2 + j3 − 2) |V S
n−3,j1+j2+j3−3|)))

=

n
∑

j1=0

n!

(n− j1)!
+

n
∑

j1=0

n−j1
∑

j2=0

j1 n!

(n− j1 − j2)!
+

+

n
∑

j1=0

n−j1
∑

j2=0

n−j1−j2
∑

j3=0

j1(j1 + j2 − 1)n!

(n− j1 − j2 − j3)!
(1 + (j1 + j2 + j3 − 2) |V S

n−3,j1+j2+j3−3|) +...
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=

n
∑

j1=0

n!

(n− j1)!
+

n
∑

j1=0

n−j1
∑

j2=0

j1 n!

(n− j1 − j2)!
+

n
∑

j1=0

n−j1
∑

j2=0

n−j1−j2
∑

j3=0

j1(j1 + j2 − 1)n!

(n− j1 − j2 − j3)!
+

+

n
∑

j1=0

n−j1
∑

j2=0

n−j1−j2
∑

j3=0

n−j1−j2−j3
∑

j4=0

j1(j1 + j2 − 1)(j1 + j2 − j3 − 2)n!

(n − j1 − j2 − j3 − j4)!
+...

+
n
∑

j1=0

· · ·

n−
∑n−1

q=0 jq
∑

jn=0

j1(j1 + j2 − 1) · · · (j1 + ... + jn−1 − n + 2) n!

(n− j1 − j2 − · · · − jn)!

(

1 +

+(j1 + · · · + jn − n + 1) anz(0, j1 + · · · + jn − n)
)

=
n
∑

j1=0

n!

(n− j1)!
+

n
∑

j1=0

n−j1
∑

j2=0

j1 n!

(n− j1 − j2)!
+

n
∑

j1=0

n−j1
∑

j2=0

n−j1−j2
∑

j3=0

j1(j1 + j2 − 1)n!

(n− j1 − j2 − j3)!
+

+

n
∑

j1=0

n−j1
∑

j2=0

n−j1−j2
∑

j3=0

n−j1−j2−j3
∑

j4=0

j1(j1 + j2 − 1)(j1 + j2 − j3 − 2)n!

(n − j1 − j2 − j3 − j4)!...
+

n
∑

j1=0

· · ·

n−
∑n−1

q=0 jq
∑

jn=0

j1(j1 + j2 − 1) · . . . · (j1 + ... + jn−1 − n + 2) n!

(n − j1 − j2 − · · · − jn)!

+
n
∑

j1=0

· · ·

n−
∑n−1

q=0 jq
∑

jn=0

j1(j1 + j2 − 1) · . . . · (j1 + ... + jn − n + 1) n!

(n− j1 − j2 − · · · − jn)!Beim Au�ösen der Klammern kann jeweils der Nenner des ersten Bru
hs mit dem Zähler deszweiten gekürzt werden. Wegen anz(0, 0) = 1 bri
ht die Rekursion in der n. Summe ab.Die Summanden der mehrfa
h-Summen werden aus reziproken Fakultäten gebildet, diejeweils mit mindestens einem Vorfaktor multipliziert werden. S
hreibt man eine Mehrfa
h-summe aus, kann man ihre Summanden entspre
hend ihrer Nenner von 0! bis n! sortierenund die Summanden mit glei
hem Nenner zusammenfassen. Dazu wird eine neue Indizierung
j∗1 , . . . , j∗n eingeführt und folgendermaÿen vorgegangen:Da der Lau�ndex jq einer Summe von der Summe der Lau�ndizes der vorhergehendenSummen abhängt, haben die Summanden eine spezielle Struktur. Der Nenner n! kann nurerrei
ht werden, indem für alle Lau�ndizes jq = 0 gilt. Der Nenner (n − 1)! wird errei
ht,wenn genau ein Lau�ndex 1 ist. Für den Zähler bedeutet dies, dass der erste Faktor j∗1 := j1nur 0 oder 1 sein kann, während für den zweiten Faktor j∗2 := (j1 + j2 − 1) nur die Werte -1oder 0 mögli
h sind. Für den Nenner (n − l)! mit 0 ≤ l ≤ n gilt analog, dass die Summe derIndizes genau l ist. Daraus folgt für den Zähler, dass der erste Faktor j∗1 zwis
hen 0 und l liegt,während der zweite Faktor j∗2 zwis
hen j∗1 − 1 und l − 1 liegen muss, j∗3 := (j1 + j2 + j3 − 2)
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n V S

n,01 32 193 2714 7 3655 326 0116 21 295 7837 1 924 223 7998 229 714 292 0419 35 007 742 568 75510 6 630 796 801 779 771Tabelle 3.1: Anzahl Knoten in Statusvektorbäumen mit n no
h ni
ht bearbeiteten Aufträgen.entspre
hend zwis
hen j∗2 − 1 und l− 2 usw. S
hreibt man alle Summen entspre
hend um undklammert n! aus, so erhält man
|V S

n,0| = n!













n
∑

l=0

1

(n− l)!
+

n
∑

l=0

l
∑

j∗1=1

j∗1

(n− l)!
+

n
∑

l=0

(
l
∑

j∗1=1

l−1
∑

j∗2=j∗1−1

j∗1j∗2)

(n− l)!
+ . . . +

+

n
∑

l=0

l
∑

j∗1=1

· · ·
1
∑

j∗
l
=j∗

l−1−1

j∗1 . . . j∗l−1

(n− l)!













=
n
∑

l=0

n!

(n− l)!



1 +
l
∑

j∗1=1

j∗1 +
l
∑

j∗1=1

l−1
∑

j∗2=j∗1−1

j∗1j∗2 + . . . +
l
∑

j∗1=1

· · ·
1
∑

j∗
l
=j∗

l−1−1

j∗1 . . .j∗l−1



Lemma 3.2
=

n
∑

l=0

n!

(n− l)!



1 +

l
∑

q=1

(l + q)!

2q(l − q)!q!





�Um si
h eine Vorstellung vom s
hnellen Wa
hstum der Knotenmenge ma
hen zu können, stelltTabelle 3.2.2 die Anzahl der Knoten im Graphen mit bis zu 10 no
h ni
ht bedienten Aufträgenexemplaris
h dar. Auf eine explizite Darstellung der Anzahl Kanten wird hier verzi
htet, daim Statusvektorbaum auÿer der Wurzel jeder Knoten genau eine eingehende Kante hat unddie Anzahl der Kanten daher der Anzahl der Knoten weniger 1 entspri
ht.



3.2. DAS SINGLE VEHICLE ROUTING VON CARAMIA ET AL. 573.2.3 Der A*-AlgorithmusIm Abs
hnitt 3.1 wurde gezeigt, dass die Problemstellung des Single Vehi
le Routings, das Fin-den eines kürzesten Wegs dur
h alle no
h zu bedienenden Orte, mit Hilfe von Statusvektorenzur Bes
hreibung des Forts
hritts in der Auftragsbearbeitung mit den Mitteln der dynami-s
hen Programmierung mögli
h ist. In den Abs
hnitten 3.2.1 und 3.2.2 wurde bes
hrieben,wie der von Caramia et al. benutzte Statusvektorbaum aufgebaut ist und wie groÿ er bei ge-gebener Anzahl Aufträge werden kann. Dieser Abs
hnitt behandelt nun die Su
he na
h einemkürzesten Weg von der Wurzel des Statusvektorbaums zu einem der Blätter und damit dieSu
he na
h einer kürzesten Route für das Fahrzeug, wobei alle no
h zu bedienenden Aufträgeabgearbeitet und die Reihenfolgebedingungen eingehalten werden müssen.Wegen der Gröÿe des zu Grunde liegenden Statusvektorbaums ist Wert auf einen s
hnel-len Algorithmus zu legen, wegen der hohen Bedeutung der Fahrzeiten soll jedo
h au
h einemögli
hst gute Lösung gefunden werden. Da in der Problemstellung von Caramia et al. dieAnzahl der no
h zu bedienenden Aufträge pro Fahrzeug relativ gering bleibt2, kann trotz derKomplexität des Problems eine optimale Lösung in kurzer Zeit bere
hnet werden. Dazu wirdder A*-Algorithmus [41℄ benutzt.Der A*-Algorithmus wurde 1968 von Hart, Nilsson und Raphael verö�entli
ht. Ihr Zielbestand darin, während der Bere
hnung eines kürzesten Wegs mit einem exakten Verfahrenzusätzli
he heuristis
he Informationen an das exakte Verfahren zu übergeben, um mögli
hstviele problemspezi�s
he Informationen zur Verkürzung der Re
henzeit nutzen zu können. DerA*-Algorithmus wird im Folgenden bes
hrieben:Gegeben ist ein beliebiger Graph G = (V,E, c) mit einer Knotenmenge V , einer Kanten-menge E und einer Kostenfunktion c : E → R+. Gesu
ht wird der kürzeste Weg von einembestimmten Knoten v0 ∈ V zu einem Zielknoten vs aus einer gegebenen Menge der Zielknoten
Vs ⊂ V .Als exaktes Verfahren zur Bere
hnung eines kürzesten Wegs im Graphen G wird derDijkstra-Algorithmus benutzt. Der Dijkstra-Algorithmus bere
hnet iterativ, in einem Kno-ten v0 beginnend, die Länge der kürzesten Wege von v0 zu allen errei
hbaren Knoten, indemimmer die Mengen der Na
hfolger eines errei
hbaren und no
h ni
ht benutzten Knotens v mitkürzestem Weg von v0 zur Menge der errei
hbaren Knoten hinzugefügt und ihre Entfernungvon v0 über Knoten v als Länge des kürzesten bisher bekannten Weg gesetzt werden, falls keinkürzerer Weg bekannt ist. Dazu wird für jeden bereits errei
hten Knoten v ∈ V die Länge desbisher bekannten kürzesten Wegs gespei
hert und im Folgenden mit ←−C (v) bezei
hnet.Die von Hart, Nilsson und Raphael hinzugefügte heuristis
he Information besteht auseiner Abs
hätzung der Länge des no
h verbleibenden Wegs von einem Knoten v ∈ V zu einemder Zielknoten vs ∈ Vs. Diese Abs
hätzung wird mit der S
hätzfunktion −→C (v, Vs) bere
hnet.Die Eigens
haften der S
hätzfunktion sind für den Verlauf des Algorithmus von elementarer2Caramia et al. bes
hränken die Anzahl der no
h zu bearbeitenden Aufträge pro Fahrzeug auf a
ht [55℄



58 KAPITEL 3. DIE BESCHLEUNIGUNG DES SINGLE VEHICLE ROUTINGSBedeutung. Sie gehen in die ges
hätzte Gesamtlänge des Weges von v0 über den Knoten v zueinem der Zielknoten vs ∈ Vs ein:
C(v) =

←−
C (v) +

−→
C (v, Vs)und können somit den Ablauf des Algorithmus grundlegend verändern.Um die Funktionsweise des Algorithmus angeben zu können, werden zunä
hst zwei Begri�eeingeführt: Für die Knoten v ∈ V des Graphen werden die Marken �o�en� und �ges
hlossen�verwendet. Ein Knoten v wird als �o�en� markiert, wenn bereits ein Weg vom Knoten v0zum Knoten v bekannt ist und somit die Länge der Wege zu seinen Na
hfolgern über diesenKnoten v bere
hnet werden kann. Der Knoten v wird als �ges
hlossen� markiert, wenn bereitsdie Länge der kürzesten Wege seiner Na
hfolger über diesen Knoten v bere
hnet wurde. Damitkann nun die Funktionsweise des Algorithmus skizziert werden:31. Markiere den Startknoten v0 als o�en und bere
hne C(v0).2. Wähle aus der Menge der o�enen Knoten den Knoten v mit minimalem C(v). Ist dieseWahl ni
ht eindeutig und sind Zielknoten vs in dieser Menge enthalten, so wähle eineno�enen Zielknoten vs, ansonsten wähle zufällig einen o�enen Knoten aus.3. Falls der gewählte Knoten v ein Zielknoten vs ∈ Vs ist, beende den Algorithmus.4. Sonst markiere v als ges
hlossen. Markiere alle Na
hfolger v′ von v, die ni
ht bereitsals ges
hlossen markiert wurden, als o�en. Bere
hne C(v′) für alle Na
hfolger. Falls füreinen bereits ges
hlossenen Knoten v′ das neu bere
hnete C(v′) kleiner als die bisherigenKosten dieses Knotens ist, markiere diesen Knoten wiederum als o�en. Gehe zu S
hritt2.Der A*-Algorithmus liefert ein optimales Ergebnis, sofern die S
hätzfunktion −→C (v, Vs) zurAbs
hätzung der Länge des kürzesten Wegs vom Knoten v zu einem der Zielknoten vs ∈ Vsdie tatsä
hli
he Länge dieses Wegs ni
ht übers
hätzt ([41℄). Hart, Nilsson und Raphael habenweiterhin gezeigt, dass der A*-Algorithmus au
h in dem Sinne optimal ist, dass es keinenanderen Algorithmus geben kann, der bei glei
her Information weniger S
hritte zum Au�ndendes optimalen Wegs benötigt (abgesehen von Zufallsents
heidungen bei mehreren Knoten mitminimalen Kosten). Diese Eigens
haft wird im Folgenden das �s
hnellstmögli
he Finden einerLösung� genannt. Voraussetzung hierfür ist allerdings, dass die S
hätzfunktion −→C (v, Vs) dieDreie
ksunglei
hung erfüllt (vgl. [41℄), d. h. :

−→
C (v, {v′}) +

−→
C (v′, Vs) ≥

−→
C (v, Vs) ∀ v, v′ ∈ VSie sagt aus, dass die ges
hätzte Länge des kürzesten Wegs von einem Knoten v zu einem derZielknoten vs ∈ V s kleiner oder glei
h der ges
hätzten Länge des kürzesten Wegs vom Knoten

v über einen Knoten v′ zu einem der Zielknoten v′s ∈ Vs ist.3in Anlehnung an [41℄, Seite 102
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af

p1

p2
p3

d1

d2

d3Abbildung 3.4: Beispiel zur Bere
hnung eines ges
hätzten Werts für die verbleibende Fahrzeitmit der S
hätzfunktion �Maximalauftragszeit�Ein groÿer Vorteil des A*-Algorithmus besteht darin, dass der Graph ni
ht explizit gegebensein muss, sondern während des Verfahrens konstruiert werden kann. Das kann zu erhebli
henEinsparungen im Spei
her- und Re
henaufwand führen, wenn ni
ht alle Knoten des Graphenuntersu
ht werden müssen. Begonnen wird dazu mit einem Graphen, der nur den Startknoten
v0 enthält. Im S
hritt 4 des Algorithmus werden dann alle na
hfolgenden Knoten des ausge-wählten o�enen Knotens v erzeugt und der Graph somit s
hrittweise aufgebaut. Das Erzeugender na
hfolgenden Knoten eines o�enen Knotens v wird �expandieren� genannt.Caramia et al. haben den A*-Algorithmus gewählt, um im Statusvektorbaum einen kür-zesten Weg von der Wurzel Φk∗ zu einem der Blätter Φ = (2, . . . , 2) ∈ 2nV S

n,k∗ zu bere
hnen.Die Kantengewi
hte im Statusvektorbaum entspre
hen den Fahr-, Warte- und Servi
ezeitenzwis
hen den zu den Endknoten der Kanten gehörigen Orten. Die Laufzeit des A*-Algorithmusist bei gegebenem Graphen GS
n,k∗ = (V S

n,k∗ , ES
n,k∗ , cSn,k∗) (vgl. Abs
hnitt3.2.1) in besonderemMaÿe von einer geeigneten Wahl der S
hätzfunktion −→C abhängig. Sie darf die tatsä
hli
heFahrzeit für den kürzesten Weg von einem Knoten Φ zu einem der Blätter Φ′ ∈ 2nV S

n,k∗ ni
htübers
hätzen, sollte aber natürli
h mögli
hst nah am tatsä
hli
hen Wert liegen, ohne dabeiviel Re
henaufwand zu verursa
hen.Caramia et al. führen dazu eine einfa
he S
hätzfunktion −→C � ein: sie betra
hten die Fahrzeitjedes im Statusvektor Φ no
h zu bedienenden Auftrags einzeln und wählen die maximaleFahrzeit eines einzelnen Auftrags als Wert der S
hätzfunktion. Diese S
hätzfunktion −→C � wird�Maximalauftragszeit� genannt und im Folgenden näher bes
hrieben:Die Maximalauftragszeit −→C � : V S
n,k∗×V ∗ → R+ gibt die ges
hätzte minimale Fahrzeit voneinem Knoten Φ ∈ V S

n,k∗ zu einem der Zielknoten Φ∗ ∈ V ∗ ⊂ V S
n,k∗ zurü
k. Die Knoten Φ desStatusvektorbaums GS

n,k∗ enthalten bekanntli
h die Status der no
h zu bedienenden Aufträge:
Φ = (ϕ(1), . . . , ϕ(n))T . Zu jedem Auftrag i ∈ {1, . . . , n} des Fahrzeugs sind der Pi
kup-Ort
pi und der Delivery-Ort di gegeben, auÿerdem sind die Fahrzeiten cν,ν′ der kürzesten Wegezwis
hen je zwei zu besu
henden Orten ν, ν ′ bekannt. Die Position µ des Fahrzeugs kannbere
hnet werden, da der Vorgänger des Knotens bekannt ist und über die Veränderung desStatusvektors der bediente Auftrag bere
hnet werden kann. Die für einen einzelnen Auftrag izum Errei
hen eines Statusvektors Φ∗ ∈ V ∗ verbleibende Fahrzeit wird bere
hnet als:
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−→
Ci

�(Φ,Φ∗) =























0 falls ϕ(i) = ϕ∗(i)

cµ,di
falls ϕ(i) = 1 ∧ ϕ∗(i) = 2

cµ,pi
falls ϕ(i) = 0 ∧ ϕ∗(i) = 1

cµ,pi
+ cpi,di

falls ϕ(i) = 0 ∧ ϕ∗(i) = 2

−→
Ci

�(Φ,Φ∗) bildet die no
h verbleibende Fahrzeit bei alleiniger Bedienung des Auftrags i ab:falls Auftrag i in beiden Statusvektoren den glei
hen Status ϕ(i) = ϕ∗(i) hat, wird keineFahrzeit benötigt. Ändert si
h der Status von ϕ(i) = 0 auf ϕ∗(i) = 1, wird die Fahrzeit vonder Fahrzeugposition µ zum Pi
kup-Ort pi zurü
kgegeben, bei einer Änderung des Statusvon ϕ(i) = 1 auf ϕ∗(i) = 2 wird die Fahrzeit von der Fahrzeugposition µ zum Delivery-Ort dibenötigt. Für einen Auftrag i mit Status ϕ(i) = 0 und ϕ∗(i) = 2 werden die minimale Fahrzeitvon µ zum Pi
kup-Ort pi und die Fahrzeit von pi zum Delivery-Ort di des Auftrags addiert.Da jeder Auftrag i bedient werden muss, kann mit
n

max
i=1

−→
Ci

�(Φ,Φ∗)eine S
hätzung für die Fahrzeit angegeben werden, die die tatsä
hli
h benötigte Fahrzeit aufkeinen Fall übers
hätzt. Damit wird die Maximalauftragszeit als ges
hätzte Fahrzeit zu einemder Zielknoten Φ∗ ∈ V ∗ als Minimum der ges
hätzten Fahrzeiten n
max
i=1

−→
Ci

�(Φ,Φ∗) de�niertals:
−→
C �(Φ, V ∗) = min

Φ∗∈V ∗

n
max
i=1

−→
Ci

�(Φ,Φ∗)Die Bere
hnung der Maximalauftragszeit wird in Abbildung 3.4 beispielhaft an einemgeographis
hen Graphen GOrte für ein Fahrzeug mit drei Aufträgen gezeigt, für dessen Routinggerade ein Zustandsvektor (1, 1, 0)T untersu
ht wird: Auftrag 1 und Auftrag 2 wurden bereitseingeladen, dargestellt dur
h die dur
hgehenden Linien. Zu Auftrag 1 müssen der Pi
kup-Ort p1 und der Delivery-Ort d1 besu
ht werden, für Auftrag 2 die Orte p2 und d2, usw.Die verbleibende Fahrzeit wird abges
hätzt, indem für jeden Auftrag die Fahrzeit für seinevollständige Abarbeitung, dargestellt dur
h die gestri
helten Linien, bere
hnet und dann dielängste Fahrzeit als Ergebnis der S
hätzfunktion zurü
kgegeben wird.Für die S
hätzfunktion −→C � gilt:Satz 3.3Der A*-Algorithmus �ndet mit der S
hätzfunktion �Maximalauftragszeit� die optimale Lösung.Das s
hnellstmögli
he Au�nden der Lösung ist ni
ht garantiert.Beweis: Die Optimalität der Lösung des A*-Algorithmus hängt davon ab, ob die S
hätz-funktion die tatsä
hli
h no
h anfallende Fahrzeit übers
hätzen kann. Im A*-Algorithmus wirddie Fahrzeit von einem Knoten Φ des Statusvektorbaums mit bekannter Fahrzeugposition
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µ zu einem Zielknoten Φ~2 ∈ 2nV S

n,k∗ betra
htet. Für einen Statusvektor Φ~2 ∈ 2nV S
n,k∗ mit

Φ~2 = (2, . . . , 2)T kann −→Ci
�(Φ, 2nV S

n,k∗) ges
hrieben werden als:
−→
Ci

�(Φ,Φ~2) =











0 falls ϕ(i) = 2

cµ,di
falls ϕ(i) = 1

cµ,pi
+ cpi,di

falls ϕ(i) = 0Da alle Statusvektoren Φ~2 ∈ 2nV S
n,k∗ identis
h sind, kann au
h −→C �(Φ, 2nV S

n,k∗) einfa
her dar-gestellt werden:
−→
C �(Φ, 2nV S

n,k∗) = max
i=1...,n

−→
Ci

�(Φ,Φ~2)Man betra
hte nun für den Statusvektor Φ mit Fahrzeugposition µ einen gewi
hteten Untergra-phen GOrte
Φ,µ des Graphen GOrte, dem Graphen zur Darstellung der geographis
hen Verteilungder Orte. Die Knotenmenge V Orte

Φ,µ von GOrte
Φ,µ enthalte den Ort µ der aktuellen Fahrzeugpositionsowie alle no
h anzufahrenden Orte, die Kantenmenge EOrte

Φ,µ bilde die mögli
hen Na
hfolge-Relationen der Orte in einer Route dur
h alle no
h anzufahrenden Orte ab:
V Orte

Φ,µ = {µ} ∪ {pi ∈ P | ϕ(i) = 0} ∪ {di ∈ D | ϕ(i) < 2}

EOrte
Φ,µ = V Orte

Φ,µ × V Orte
Φ,µ \ {µ}Das Gewi
ht cOrteΦ,µ (ν, ν ′) einer Kante (ν, ν ′) ∈ V Orte

Φ,µ entspre
he der Fahrzeit cν,ν′ von Ort
ν zu Ort ν ′. Für den Beweis, dass die Maximalauftragszeit die verbleibende Fahrzeit ni
htübers
hätzt, betra
htet man alle Kanten (ν ′, ν)∗ ∈ EOrte

Φ,µ im Graphen GOrte
Φ,µ , die in einerfahrzeitminimalen Route (µ, ν1, ν2, . . . , νl) von der Fahrzeugposition µ dur
h alle no
h an-zufahrenden Orte ν1, . . . , νl ∈ V Orte

Φ,µ benutzt werden. Die Fahrzeit der Kante (ν ′, ν)∗ zumErrei
hen eines Ortes ν auf dieser Route sei mit c∗ν bezei
hnet. Diese Kanten verbinden o�en-si
htli
h alle no
h anzufahrenden Orte ν ′, ν ∈ V Orte
Φ,µ , wobei jeder Ort ν ∈ V Orte

Φ,µ \ {µ} genaueine eingehende und maximal eine ausgehende Kante besitzt. Die Fahrzeit der Route beträgtsomit ∑ν∈V Orte
Φ,µ

\{µ} c∗ν .Die Maximalauftragszeit −→C �(Φ, 2nV S
n,k∗) ist das Maximum der −→Ci

�(Φ,Φ~2) über alle Auf-träge i. Es sei i′ ein Auftrag mit maximalem −→Ci
�(Φ,Φ~2) mit ϕ(i′) = 2. Dann gilt für dieFahrzeiten unter Betra
htung der Teil-Routen (µ, ν1, ν2 . . . , pi), (pi, . . . , di) und (di, . . . , νl):

−→
C �(Φ, 2nV S

n,k∗) = cµ,pi′
+ cpi′ ,di′

≤ c∗ν1
+ c∗ν2

+ · · · + c∗pi′
+ · · · + c∗di′

≤
∑

ν∈V Orte
Φ,µ

\{µ}

c∗νda die Gültigkeit der Dreie
ksunglei
hung für die Fahrzeiten cν,ν′ vorausgesetzt wurde (vgl.Abs
hnitt 2.3). Diese Eigens
haft ist analog für Aufträge i′ mit maximalem −→Ci
�(Φ,Φ~2) undmit ϕ(i′) < 2 na
hzuweisen. Die verbleibende Fahrzeit kann daher von −→C � ni
ht übers
hätztwerden.
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µ = p1

p2

d1

d2
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34Abbildung 3.5: Gegenbeispiel für die Dreie
ksunglei
hung.Um das s
hnellstmögli
he Au�nden der optimalen Lösung zu garantieren, muss na
hge-wiesen werden, dass die ges
hätzten Kosten −→C �(Φ, 2nV S
n,k∗) eines Knotens Φ die Dreie
ksun-glei
hung erfüllen, d. h. dass für jeden Statusvektor Φ und jeden beliebigen von Φ errei
hbarenStatusvektor Φ′ gilt [41℄:

−→
C �(Φ, {Φ′}) +

−→
C �(Φ′, 2nV S

n,k∗) ≥
−→
C �(Φ, 2nV S

n,k∗)Anhand eines Gegenbeispiels wird gezeigt, dass die Maximalauftragszeit diese Dreie
ksun-glei
hung ni
ht erfüllt. Man betra
hte dazu die dritte Fallunters
heidung in der De�nition von
−→
Ci

�(Φ, {Φ′}). Hier wird der Fall behandelt, dass ein Auftrag i auf dem Weg von Zustand Φzu Zustand Φ′ eingeladen wurde: ϕ(i) = 0 ∧ ϕ′(i) = 1. Da bei der Bere
hnung von −→Ci
�(Φ′)nun auf den neuen Standort µ′ des Fahrzeugs zurü
kgreift, der bezügli
h der Fahrzeit näheran di liegen kann als pi, kann in diesem Fall die Dreie
ksunglei
hung verletzt werden:Man betra
hte ein Fahrzeug, das zwei Aufträge bedienen soll und den ersten Auftragbereits eingeladen hat. Diese Situation wird dur
h den Statusvektor Φ = (1, 0)T bes
hrieben.Statusvektor Φ′ = (2, 1) entstehe dur
h das Pi
kup des zweiten und das Delivery des erstenAuftrags. Abbildung 3.5 zeigt den Graphen GOrte

Φ,µ der geographis
hen Verteilung der no
hanzufahrenden Pi
kup- und Delivery-Orte sowie den partiell erzeugten Statusvektorbaum mitden Knoten Φ und Φ′. Mit den in der Abbildung auf den Kanten gegebenen Fahrzeiten gilt,dass
−→
C �(Φ, 4V

S
2,0) = max(6, 5 + 4) = 9

−→
C �(Φ, {Φ′}) = max(5, 6) = 6
−→
C �(Φ′, 4V

S
2,0) = 2was die Dreie
ksunglei
hung ni
ht erfüllt: 6 + 2 � 9. Somit ist ni
ht gewährleistet, dass derA*-Algorithmus mit der von Caramia et al. gewählten Funktion −→C � zur Abs
hätzung derverbleibenden Kosten die optimale Lösung s
hnellstmögli
h �ndet.

�Nun ist bekannt, wie die Routenplanung im Algorithmus von Caramia et al. genau abläuft.Der A*-Algorithmus kann den Statusvektorbaum während der Laufzeit konstruieren und bein-haltet zusätzli
h heuristis
he Komponenten zur Bes
hleunigung der Bere
hnung des kürzesten
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haften Aufträge gelöste Instanzengruppe Aufträge Instanzen absolut % absolut %100 51,86 56 29,48 56,85% 25 44,64%200 103,08 60 33,30 32,30% 10 16,67%400 205,66 59 52,86 25,70% 7 11,86%600 308,97 60 62,88 20,35% 3 5,00%800 411,75 59 70,98 17,24% 0 0,00%1000 514,98 58 78,91 15,32% 0 0,00%Tabelle 3.2: Anzahl bearbeiteter Aufträge und vollständig gelöster Instanzen bei Verwendungdes StatusvektorbaumsWegs, so dass ni
ht unbedingt der ganze Statusvektorbaum erzeugt werden muss. Um Testläufezur Analyse der tatsä
hli
hen Re
henoperationen und -zeiten dur
hführen zu können, müs-sen zunä
hst Testdatensätze erzeugt werden, da keine Ben
hmarkprobleme zum dynamis
henPi
kup- and Delivery Vehi
le Routing Problem mit Zeitfenstern bekannt sind.3.2.4 TestläufeZiel der Testläufe ist es, Aussagen über das Laufzeitverhalten des Algorithmus tre�en zukönnen. Dabei geht es zum Einen um die Güte des A*-Algorithmus, gemessen an der Anzahlder tatsä
hli
h erzeugten Statusvektoren im Verglei
h zur Gröÿe des Statusvektorbaums. ZumAnderen werden die tatsä
hli
h errei
hten Laufzeiten für die Annahme bzw. Ablehnung derAufträge aus den Testinstanzen untersu
ht.Für die Testläufe wurde die Testumgebung ereignisdiskret eingestellt, so dass das Er-gebnis ni
ht dur
h die Länge der Re
henzeiten beein�usst wird. Auÿerdem wird der Testlaufna
h maximal einer Million erzeugter Statusvektoren abgebro
hen, damit alle Testinstanzen inTestläufe einbezogen werden und die Testläufe in angemessener Zeit bere
hnet werden können.Anhand der Anzahl gelöster Instanzen lässt si
h erkennen, inwieweit der Algorithmus dur
hdiese künstli
he Grenze gestoppt wurde. Die Testinstanzen entspre
hen dem dieser Arbeit zuGrunde liegenden Ents
heidungsproblem, d. h. es wird ein Verfahren mit der grundlegendenIdee von Caramia et al. getestet, jedo
h auf das neue Ents
heidungsproblem angepasst: War-tezeiten sind demna
h erlaubt, jeder Auftrag hat ein Pi
kup- und ein Delivery-Zeitfenster unddie Anzahl der Aufträge pro Fahrzeug ist ni
ht bes
hränkt. Es werden die in Abs
hnitt 2.5bes
hriebenen Testdatensätze verwendet.In den Tabellen 3.2 bis 3.4 sind die Ergebnisse der Testläufe entspre
hend der Anzahl deranzufahrenden Orte (vgl. Abs
hnitt 2.5) angegeben, die Problemklassen l
, lr und lr
 werdenjeweils zu einer Problemgruppe zusammengefasst.3Bisher war die Anzahl gelöster Instanzen Null, die prozentuale Veränderung kann daher ni
ht bere
hnetwerden.



64 KAPITEL 3. DIE BESCHLEUNIGUNG DES SINGLE VEHICLE ROUTINGSProblem- ♯ erzeugter Knoten ♯ Knotengruppe gesamt gelöst abgebro
hen unzulässig expandiert100 344.451,45 192.189,80 467.243,10 162.511,14 103.940,43200 544.077,98 239.862,90 604.921,00 303.286,72 154.186,90400 662.541,54 566.860,14 675.421,73 377.665,68 190.593,53600 681.008,57 799.841,67 674.754,19 419.378,43 188.078,82800 680.914,17 0 680.914,17 410.813,22 185.470,971000 754.078,74 0 754.078,74 451.380,81 209.935,43Tabelle 3.3: Anzahl der im A*-Algorithmus erzeugten Knoten bei Verwendung des Statusvek-torbaumsIn Tabelle 3.2 werden zunä
hst die Eigens
haften der Problemgruppen vorgestellt und dieAnzahl der dur
hs
hnittli
h bis zur Grenze von einer Million Knoten sowie die Anzahl dergelösten Testinstanzen je Problemgruppe angegeben: Die Tabelle zeigt in der Spalte �Eigen-s
haften - Aufträge� die Anzahl der Aufträge, die dur
hs
hnittli
h in den Instanzen dieserProblemgruppe zu bearbeiten sind und in der Spalte �Eigens
haften - Instanzen� die Anzahlder in der Problemgruppe enthaltenen Testinstanzen. Die Spalte �Aufträge� enthält die absolu-te und die relative dur
hs
hnittli
he Anzahl der Aufträge je Testinstanz, die bis zur künstli
henRe
henzeitbegrenzung von einer Million erzeugter Knoten tatsä
hli
h abgearbeitet wurden. Inden Spalten �gelöste Instanzen� ist sowohl absolut als au
h relativ zur Menge der Testinstanzenangegeben, wie viele Testinstanzen gelöst wurden, d. h. in wie vielen Testinstanzen alle Auf-träge bearbeitet wurden, ohne die Grenze von einer Million Knoten zu übers
hreiten. Es istgut zu erkennen, dass die künstli
he Re
henzeitbes
hränkung sehr restriktiv wird, d. h. nurwenige Testinstanzen überhaupt mit einer Lösung terminieren, während viele Probleme s
honna
h wenigen Aufträgen abgebro
hen werden. Erwartungsgemäÿ nimmt die Anzahl der voll-ständig abgearbeiteten Probleminstanzen mit steigender Gröÿe der Testdatensätze ab, jedo
hsteigt die Anzahl der insgesamt bearbeiteten Aufträge mit der Gröÿe der Testfälle.Eine Erklärung für dieses Phänomen liefert die Tabelle 3.3, in der die Anzahl der Knoten,die dur
hs
hnittli
h während einer Testinstanz erzeugt werden, dargestellt wird. Zur Analysewird sowohl die Anzahl der erzeugten Knoten als au
h die Anzahl der als unzulässig erkanntenund daher wieder gelös
hten Knoten und die Anzahl der expandierten Knoten angegeben. EinKnoten heiÿt unzulässig, wenn die Kapazitäts- oder die Zeitfenster-Nebenbedingungen ni
hteingehalten werden. Er heiÿt expandiert, wenn er während des Algorithmus ausgewählt undseine Na
hfolger erzeugt wurden (vgl. Abs
hnitt 3.2.3). Für die erzeugten Knoten werden da-bei zusätzli
h zum Dur
hs
hnitt aller Testinstanzen der Problemgruppe au
h der Dur
hs
hnittder gelösten Testinstanzen und der Dur
hs
hnitt der wegen der Grenze von einer Million Kno-ten abgebro
henen Testinstanzen angegeben. Die Tabelle zeigt, dass die Anzahl der erzeugtenKnoten mit der Anzahl Aufträge der Instanzen einer Problemgruppe steigt. Das lässt si
hdadur
h erklären, dass in den Problemgruppen mit wenigen Aufträgen die Grenze von einer



3.2. DAS SINGLE VEHICLE ROUTING VON CARAMIA ET AL. 65Problem- Antwortzeit in Sek.gruppe global max. Ø max. Ø100 2.746,36 218,55 7,63200 3.155,86 301,14 9,69400 2.797,82 322,04 6,53600 2.604,75 195,12 3,41800 1.101,46 136,80 2,251000 3.456,06 261,61 3,53Tabelle 3.4: Antwortzeiten bei Verwendung des StatusvektorbaumsMillion Knoten bei weitem ni
ht errei
ht wurde, wenn die Instanzen gelöst wurden, wie in derSpalte �erzeugte Knoten - gelöst� zu erkennen ist. Aber au
h bei den Testinstanzen, deren Be-re
hnung unterbro
hen wurde, steigt die Anzahl der erzeugten Knoten, bleibt dabei aber weitunterhalb der Grenze von einer Million. Dies liegt daran, dass die Bere
hnungen zwar na
heiner Million Knoten abgebro
hen wurde, die Anzahl der Knoten zur besseren Verglei
hbarkeitaber angibt, wie viele Knoten bis zum letzten abgearbeiteten Auftrag erzeugt wurden. Dassdie Anzahl der erzeugten Knoten au
h in den ni
ht komplett gelösten Testinstanzen der Pro-blemgruppen mit vielen Aufträgen steigen, mag daran liegen, dass die Anzahl der erzeugtenKnoten vor dem Abbru
h aufgrund der höheren Komplexität au
h s
hon höher lag.Anhand der Anzahl der erzeugten Knoten lässt si
h nun erklären, warum au
h die dur
h-s
hnittli
he Anzahl der bearbeiteten Aufträge mit zunehmender Komplexität der Problem-gruppen steigt: In den Problemgruppen mit wenigen Aufträgen wurden mehr Probleminstan-zen gelöst, wobei die Knotenrestriktion ni
ht annähernd errei
ht war. In den höheren Problem-gruppen können an dieser Stelle mehr Aufträge abgearbeitet werden, bis eine Million Knotenerrei
ht werden und der Algorithmus damit abbri
ht.Die Zahl der unzulässigen Knoten beträgt zwis
hen 47% in der Problemgruppe �100� und62% in der Problemgruppe �600�. Dies lässt darauf s
hlieÿen, dass die Zeitfenster- und Kapa-zitätsrestriktionen sehr restriktiv wirken, d. h. viele Routen diese Restriktionen ni
ht erfüllen.Die Zahl der expandierten Knoten gibt Auskunft darüber, wie viele der erzeugten und ni
htwegen Unzulässigkeit wieder gelös
hten Knoten für den Algorithmus zur Expansion ausge-wählt wurden. Der A*-Algorithmus versu
ht mit Hilfe der S
hätzfunktion, die Anzahl derexpandierten Knoten zu senken. Die Tabelle zeigt, dass zwis
hen 57% (in der Problemgruppe�100�) und fast 72% (in der Problemgruppe �600�) der erzeugten, ni
ht unzulässigen Knotenexpandiert wurden.Zur Analyse der Laufzeiten werden in Tabelle 3.4 die absolut maximalen, der Dur
hs
hnittder maximalen und die dur
hs
hnittli
hen Antwortzeiten der Problemgruppe angegeben. Un-ter Antwortzeit wird dabei die Zeit verstanden, die von der Anrufzeit des Auftrags bis zurAntwort, ob der Auftrag angenommen oder angelehnt wird, verstrei
ht. Die absolut maximaleAntwortzeit ist das Maximum aller Antwortzeiten, die während aller Testläufe der Problem-



66 KAPITEL 3. DIE BESCHLEUNIGUNG DES SINGLE VEHICLE ROUTINGSAuf- ♯ Aufrufe Ø ♯ Knoten Ø max. ♯ Knoten Ø min. ♯ Knotenträge absolut ∆ absolut ∆ absolut ∆1 333.852 2,99 -0,31% 3,00 0,00% 2,76 -8,10%2 164.997 2,94 -68,16% 7,64 -16,66% 4,00 -56,12%3 202.642 9,05 -89,81% 40,40 -54,96% 19,28 -78,50%4 151.241 30,13 -98,06% 310,30 -82,40% 183,03 -89,86%5 60.067 156,86 -99,66% 3.760,22 -93,92% 2.620,88 -95,91%6 16.964 2.734,65 -99,91% 73.593,60 -97,87% 67.732,78 -98,08%7 4.142 16.886,35 -99,99% 151.001,04 -99,94% 135.485,91 -99,95%8 773 32.661,33 < -99,99% 126.779,36 < -99,99% 116.559,89 < -99,99%9 104 45.312,14 < -99,99% 99.283,77 < -99,99% 92.494,41 < -99,99%10 22 34.815,45 < -99,99% 59.259,82 < -99,99% 46.340,76 < -99,99%Tabelle 3.5: Verglei
h der Anzahl erzeugter Knoten im A*-Algorithmus mit der Anzahl Knotendes Statusvektorbaums für n = 1, . . . , 10 Aufträge.gruppe errei
ht wurden, während die dur
hs
hnittli
h maximale Antwortzeit den Dur
hs
hnittder maximalen Antwortzeiten der Testinstanzen dieser Problemgruppe darstellt.Die dur
hs
hnittli
hen Re
henzeiten in Tabelle 3.4 sind zwar sehr niedrig, die maximalenRe
henzeiten zeigen jedo
h, dass erhebli
he Re
henzeiten zu erwarten sind: diese maximalenRe
henzeiten sind immerhin vor dem Abbru
h wegen Übers
hreitung der Knotenrestriktionbereits errei
ht worden.Zu untersu
hen bleibt jedo
h no
h, inwiefern die Anzahl der Knoten davon abhängt, dassder Statusvektorbaum während der Laufzeit des A*-Algorithmus evtl. nur teilweise erzeugtwird. Zusätzli
h haben natürli
h au
h die Zeitfenster und die Kapazitätsrestriktion einen er-hebli
hen Anteil an einer Reduktion des Graphen, da ihretwegen viele Knoten unzulässig sindund daher ganze Äste des Statusvektorbaums ni
ht erzeugt werden müssen. Zur Analyse die-ser Auswirkungen wird ni
ht nur die Anzahl der insgesamt erzeugten Knoten, sondern diedetaillierte Anzahl der Knoten bei jeder Lösung des Single Vehi
le Routing benötigt, da jedesSingle Vehi
le Routing auf einem anderen Statusvektorgraphen arbeitet. Tabelle 3.5 zeigt diedur
hs
hnittli
he Anzahl der erzeugten Knoten über alle Testläufe insgesamt, sortiert na
h derAnzahl der no
h zu bedienenden Aufträge n. Die Anzahl der Knoten im Statusvektorbaumhängt au
h von der Stufe k der Quelle des Statusvektorbaums ab, also von der Anzahl derzu Beginn des Single Vehi
le Routings bereits im Fahrzeug geladenen Aufträge. Zur besserenÜbersi
ht wurden die Ergebnisse hier für alle Stufen des Statusvektorbaums mit n Aufträgenaggregiert. In der ersten Spalte wird die Anzahl der zu Beginn des Single Vehi
le Routings no
hzu bedienenden Aufträge n angegeben, während die zweite Spalte angibt, wie oft das SingleVehi
le Routing in allen Testläufen zusammen auf einem Statusvektorbaum für diese AnzahlAufträge gelöst wurde. In den folgenden Spalten wird die Anzahl der erzeugten Knoten darge-stellt, unterteilt in dur
hs
hnittli
h, maximal und minimal erzeugte Knoten. Bei den maximal



3.2. DAS SINGLE VEHICLE ROUTING VON CARAMIA ET AL. 67und minimal erzeugten Knoten handelt es si
h um den Dur
hs
hnitt aller Testinstanzen, beider dur
hs
hnittli
hen Anzahl erzeugter Knoten um den Dur
hs
hnitt aller Aufrufe des SingleVehi
le Routings auf einem Statusvektorbaum mit n Aufträgen. Die Anzahl der Knoten istjeweils absolut und in Prozent der Abwei
hung von der bere
hneten Gröÿe dieses Statusvektor-baums angegeben, gerundet auf zwei Na
hkommastellen. Beide Gröÿen werden als gewi
htetesMittel der Ergebnisse für die Statusvektorgraphen der Stufe k angegeben, wobei das Gewi
htder relativen Häu�gkeit der Aufrufe des Single Vehi
le Routings auf Stufe k entspri
ht.Die Tabelle zeigt, dass der A*-Algorithmus und die Zeitfenster- und Kapazitätsrestriktio-nen einen erhebli
hen Ein�uss auf die Anzahl der erzeugten Knoten haben. Die dur
hs
hnitt-li
he Anzahl der erzeugten Knoten liegt bedeutend unter der Anzahl Knoten im Statusvektor-baum. Erwartungsgemäÿ steigen die Einsparungsmögli
hkeiten mit zunehmender Anzahl derAufträge, da bei gröÿeren Bäumen und entspre
hend guter S
hätzfunktion im A*-Algorithmusentspre
hend gröÿere Äste ni
ht betra
htet werden müssen. Au
h die Zeitfenster wirken umsorestriktiver, je mehr Aufträge mit zeitli
h nah beieinander liegenden Zeitfenstern in einemFahrzeug zusammengefasst werden, da die Anzahl der mögli
hen Kombinationen der Pi
kup-und Delivery-Orte mit jedem neuen Auftrag weiter einges
hränkt werden. Au�ällig ist jedo
h,dass die dur
hs
hnittli
he minimale Anzahl Knoten pro Testinstanz über der dur
hs
hnitt-li
hen Anzahl der erzeugten Knoten liegt. Dieses Phänomen liegt in der unters
hiedli
henDur
hs
hnittsbildung begründet: die dur
hs
hnittli
he Anzahl der erzeugten Knoten wird alsDur
hs
hnitt über alle Aufrufe des Single Vehi
le Routing bere
hnet, während die dur
h-s
hnittli
he minimale Anzahl als Dur
hs
hnitt über alle Testinstanzen gebildet wird. Die gröÿteAbwei
hung �ndet si
h bei den Statusvektorbäumen mit 6 Aufträgen: die dur
hs
hnittli
heminimale Anzahl Knoten liegt hier um das 24-fa
he über der Anzahl der dur
hs
hnittli
h proAufruf erzeugten Knoten, weil es eine Testinstanz gibt, die das Single Vehi
le Routing aufeinem Statusvektorbaum mit 6 Aufträgen zwar nur einmal löst, dabei jedo
h 983.958 Kno-ten erzeugt. In die Dur
hs
hnittsbildung über alle Aufrufe gehen diese Werte nur mit Faktor
1/16.694 ein, was einen unglei
h kleineren Beitrag ergibt als in der Dur
hs
hnittsbildung überdie 444 Testinstanzen, in denen ein Single Vehi
le Routing auf einem Statusvektorbaum für 6Aufträge und Quelle auf Stufe 0 ≤ k ≤ 6 aufgerufen wurde.Die Einträge �< −99, 99%�, bedeuten, dass si
h bei einer Rundung auf zwei Na
hkommastelleneine Reduktion um 100% ergeben würde.3.2.5 FazitCaramia et al. haben mit der Idee, das Single Vehi
le Routing mit Hilfe der Statusvekto-ren im Rahmen der dynamis
hen Programmierung zu lösen, einen ents
heidenden S
hritt zueiner zeitli
h s
hnellen, optimalen Lösung des Single Vehi
le Routings gema
ht. Zusätzli
hhaben sie mit der Wahl des A*-Algorithmus, der einen exakten Algorithmus mit heuristis
henInformationen zum s
hnelleren Au�nden der optimalen Lösung verbindet, einen e�zienten



68 KAPITEL 3. DIE BESCHLEUNIGUNG DES SINGLE VEHICLE ROUTINGSAlgorithmus zur Lösung herangezogen, der während des Verfahrens den Graphen erzeugenkann. Dur
h die mögli
he Bes
hränkung der Anzahl Kunden pro Fahrzeug war damit für sieeine zufriedenstellende Lösung gefunden.Um jedo
h diese Vorgehensweise allgemein auf Vehi
le Routing Probleme anwenden zu können,muss diese Bes
hränkung der Aufträge, die pro Fahrzeug zugelassen werden, fallen gelassenwerden. Damit erhöhen si
h allerdings au
h die Re
henzeiten dramatis
h, wie in den Testläu-fen gezeigt wurde. Daher muss na
h Mögli
hkeiten gesu
ht werden, wie diese Performan
e-Na
hteile überwunden werden können, um die dargestellte Verfahrensidee trotzdem nutzen zukönnen. Dazu bieten si
h vor Allem zwei Mögli
hkeiten an:
• Der Graph kann erhebli
h kleiner werden, wenn ni
ht der Statusvektorbaum genutztwird, sondern eine andere Repräsentation aller mögli
hen Kombinationen gewählt würde,wie sie im dynamis
hen Modell zum Single Vehi
le Routing in Abs
hnitt 3.1 benutztwurde.
• Die S
hätzfunktion des A*-Algorithmus kann no
h spezieller auf das Problem zuges
hnit-ten werden, so dass eventuell weniger S
hritte bis zum Finden einer optimalen Lösungnötig sind.Aufbauend auf die guten Ansätze kann das Single Vehi
le Routing also im Hinbli
k auf dasEnts
heidungsproblem des dynamis
hen Pi
kup and Delivery Vehi
le Routing Problems mitZeitfenstern wahrs
heinli
h no
h deutli
h verbessert werden. Die folgenden Abs
hnitte be-s
häftigen si
h mit den vorgenommenen Änderungen und deren Ergebnissen. Zunä
hst wirdein anderer Graph zur Repräsentation aller mögli
hen Routen untersu
ht: der Zustandsgraph.3.3 Bes
hleunigung dur
h Verwendung des ZustandsgraphenCaramia et al. setzen zur Lösung des Teilproblems �Single Vehi
le Routing� Statusvektorenein, um dieses Teilproblem mit den Methoden der dynamis
hen Programmierung bearbeitenzu können (vgl. Abs
hnitt 3.2). Sie benutzen Statusvektorbäume zur Repräsentation allermögli
hen Routen und nehmen dabei in Kauf, dass identis
he Systemzustände mehrfa
h alsKnoten vorkommen und damit insbesondere bei Ents
heidungsproblemen mit relativ vielenAufträgen Redundanzen erzeugen, die zu einer erhebli
hen Steigerung der Re
henzeiten führenkönnen. In diesem Kapitel wird daher erläutert, wie der Graph e�zienter aufgebaut undimplementiert werden kann. Der so entstehende Graph wird im Folgenden Zustandsgraph (Z)genannt, er wird in Abs
hnitt 3.3.1 de�niert. Zur Analyse, ob und wie viel Re
henzeit mitHilfe dieser veränderten Graphenstruktur eingespart werden kann, folgt in Abs
hnitt 3.3.2eine Untersu
hung der Anzahl Knoten und Kanten im Zustandsgraphen sowie ein Verglei
hzum ursprüngli
hen Statusvektorbaum. Im Ans
hluss werden in Abs
hnitt 3.3.3 die Ergebnisseder Testläufe präsentiert und ein Fazit gezogen.



3.3. BESCHLEUNIGUNG DURCH VERWENDUNG DES ZUSTANDSGRAPHEN 693.3.1 Der ZustandsgraphIn diesem Abs
hnitt wird die Entstehung des Zustandsgraphen GZ
n,k∗ aus dem Statusvektor-baum GS

n,k∗ erläutert und eine detaillierte Bes
hreibung des Zustandsgraphen gegeben.Die Entwi
klung des Zustandsgraphen beruht auf der Beoba
htung, dass im Statusvektor-baum wegen der Baumstruktur viele Knoten mit identis
hem Statusvektor Φ enthalten sind.Der Statusvektor dient bekanntli
h der Charakterisierung des Systemzustands und besteht ausden Status ϕ(i) aller dem Fahrzeug zugeordneten und zum Startzeitpunkt τ no
h zu bedienen-den Aufträge i = 1, . . . , n: Φ = (ϕ(1), ϕ(2), . . . , ϕ(n))T . Er enthält jedo
h nur Informationenüber den Forts
hritt der Bedienung der Aufträge, und rei
ht daher allein ni
ht zur eindeutigenZustandsbes
hreibung, da keine Informationen über die Reihenfolge der Bedienung oder dieFahrzeugposition gegeben werden. Die entstehenden Fahrzeiten hängen jedo
h essentiell vonder Fahrzeugposition ab, so dass diese zusätzli
h bekannt sein muss. Wegen der Baumstrukturkann im Statusvektorbaum auf die Angabe der Fahrzeugposition verzi
htet werden, da sieüber den eindeutig bestimmten Vorgänger-Knoten bere
hnet werden kann.Im Zustandsgraphen hingegen soll jeder Knoten nur genau einmal in der Knotenmengeenthalten sein, um die Anzahl der Knoten und Kanten und somit die Re
henzeiten für dasBestimmen eines kürzesten Wegs im Graphen mögli
hst gering zu halten. Daher wird auf dieBaumstruktur verzi
htet und stattdessen die Fahrzeugposition als zusätzli
hes Merkmal desSystemzustands eingeführt. Im Folgenden wird daher der Zustandsvektor (Φ, µ)T zur Charak-terisierung des Systemzustands benutzt, so dass ein kleinerer Graph zur Repräsentation allermögli
hen Routen ausrei
ht � der Zustandsgraph GZ
n,k∗ = (V Z

n,k∗ , EZ
n,k∗, cZ

n,k∗). Er kann ausdem Statusvektorbaum erzeugt werden, indem
• jeder Knoten einen Zustandsvektor zur Bes
hreibung des Systemzustands erhält, indemzusätzli
h zum Statusvektor Φ die Fahrzeugposition µ angegeben wird
• identis
he Knoten (mit glei
hem Statusvektor Φ und glei
her Fahrzeugposition µ) zueinem Knoten zusammengezogen werden, wobei alle ein- und ausgehenden Kanten er-halten bleiben
• mehrfa
he Kanten zwis
hen zwei Knoten zu einer Kante zusammengefasst werden.Damit erhält man den Zustandsgraphen, der wie folgt bes
hrieben werden kann:Wie au
h im Statusvektorbaum enthält der Statusvektor Φk∗ = (ϕk∗(1), . . . , ϕk∗(n))T diezum Zeitpunkt τ beoba
hteten Status ϕk∗(i) ∈ {0, 1} aller zu diesem Zeitpunkt no
h zubedienenden Aufträge i = 1, . . . , n. Zusammen mit der bekannten Fahrzeugposition µk∗ bildeter den Zustandsvektor (Φk∗, µk∗)T , der den Systemzustand zum Startzeitpunkt τ darstelltund die Quelle des Zustandsgraphen bildet. Die Knotenmenge V Z

n,k∗ des Zustandsgraphenkann direkt angegeben werden: sie beinhaltet alle mögli
hen Zustandsvektoren (Φ, µ)T , wobeiim Statusvektor Φ kein Status kleiner als in der Quelle Φk∗ sein darf: ϕ(i) ≥ ϕk∗(i) ∀ i =

1, . . . , n, und die Fahrzeugposition µ ∈ P ∪D zum Statusvektor passen muss, d. h. für µ = di
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2,0 für zwei ni
ht bearbeitete Aufträge.muss der entspre
hende Status ϕ(i) = 2 sein, µ = pi ist nur für ϕ(i) = 1 erlaubt, falls auÿerdemim Zustandsvektor der Quelle ϕk∗(i) = 0 ist. Damit ergibt si
h die Knotenmenge V Z

n,k∗ als:
V Z

n,k∗ = {(Φk∗ , µk∗)} ∪
{

(Φ, µ)T ∈ {0, 1, 2}n × (P ∪D)
∣

∣

ϕ(i) ≥ ϕk∗(i), µ ∈ {pi ∈ P | ϕ(i) = 1 > ϕk∗(i)} ∪ {di ∈ D | ϕ(i) = 2}
}Die Kantenmenge EZ

n,k∗ kann ebenfalls direkt angegeben werden. Analog zum Statusvek-torbaum bes
hreibt eine Kante den Übergang von einem Systemzustand zum nä
hsten. ImStatusvektorbaum konnte dieser Übergang dur
h die Addition eines Einheitsvektors ei ∈ Rnzu einem Statusvektor Φ dargestellt werden. Im Zustandsgraphen wird der Übergang voneinen Zustandsvektor (Φ, µ)T zu einem anderen Zustandsvektor (Φ′, µ′)T nun dur
h eine Ad-dition eines Einheitsvektors ei ∈ Rn zum Statusvektor Φ und der zugehörigen, vom Wert desneuen Status ϕ′(i) bestimmten Änderung der Fahrzeugposition in den Pi
kup-Ort pi oder denDelivery-Ort di dargestellt. Die Kantenmenge EZ
n,k∗ ergibt si
h daher als

EZ
n,k∗ =

{

(

(Φ
µ

)

,
(Φ′

µ′
)

)

∈ V Z
n,k∗×V Z

n,k∗

∣

∣∃ i ∈ {1, . . . , n} : Φ′ = Φ+ei∧µ′ =

{

pi, ϕ′(i) = 1

di, ϕ′(i) = 2

}Die Kostenfunktion cZ
n,k∗ : EZ

n,k∗ → R+
0 ordnet jeder Kante ((Φ, µ)T , (Φ′, µ′)T ) ∈ EZ

n,k∗ diezugehörige Fahrzeit für den Übergang von der Fahrzeugposition µ zur Fahrzeugposition µ′ zu:
cZ
n,k∗((Φ, µ)T , (Φ′, µ′)T ) = cµ,µ′ .Damit ist der Zustandsgraph GZ

n,k∗ = (V Z
n,k∗ , EZ

n,k∗, cZ
n,k∗) eindeutig de�niert. Es handeltsi
h um einen geri
hteten Graphen ohne geri
htete Kreise.
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d1Stufe 2 Stufe 3 Stufe 4 Stufe 5 Stufe 6Abbildung 3.7: Der Zustandsgraph GZ
3,2 für drei Aufträge, von denen zwei bereits abgeholtwurden.Bemerkung:Für den A*-Algorithmus gilt au
h bei Verwendung des Zustandsgraphen GZ

n,k∗ , dass mit derS
hätzfunktion C� die optimale Lösung gefunden wird, aber das s
hnellstmögli
he Au�ndendieser Lösung ni
ht garantiert werden kann. Der Beweis verläuft analog zum Beweis von Satz3.3.
Die Abbildungen 3.6 und 3.7 zeigen beispielhaft Zustandsgraphen für zwei no
h ni
htbediente Aufträge (k∗ = 0) bzw. für drei Aufträge, von denen zwei bereits abgeholt wurden(k∗ = 2). Zusätzli
h zum Statusvektor sind die Positionen der Fahrzeuge angegeben: Auftrag

i ∈ {1, . . . , n} wird von Pi
kup-Ort pi zu seinem Delivery-Ort di gebra
ht, µk∗ kennzei
hnetdie Startposition (vgl. dazu die Statusvektorbäume in Abbildungen 3.1 und 3.2).Die Abbildungen lassen vermuten, dass si
h die Anzahl der Knoten und Kanten gegenüberdem Statusvektorbaum deutli
h verringert hat. Die Analyse des Zustandsgraphen im folgendenAbs
hnitt wird diesen Aspekt näher untersu
hen.



72 KAPITEL 3. DIE BESCHLEUNIGUNG DES SINGLE VEHICLE ROUTINGS3.3.2 Analyse des ZustandsgraphenIn diesem Abs
hnitt wird der Zustandsgraph analysiert, um die mögli
hen Einsparungen inder Re
henzeit im Verglei
h zum Statusvektorbaum (vgl. Abs
hnitte 3.2.1 und 3.2.2) bezi�ernzu können. Dazu wird die Anzahl der Knoten und Kanten im Zustandsgraphen bere
hnet.Die Anzahl der Knoten repräsentiert die Anzahl der zu spei
hernden Strukturen, während dieAnzahl der Kanten die Anzahl der Re
henoperationen widerspiegelt.Im Gegensatz zur Analyse des Statusvektorbaums ist hier kein rekursives Vorgehen mög-li
h, da der Zustandsgraph ni
ht wie der Statusvektorbaum in knotendisjunkte Untergraphenvon jedem Knoten einer Stufe bis zu allen von diesem Knoten errei
hbaren Senken unterteiltwerden kann. Diese Eigens
haft kann lei
ht in Abbildung 3.7 gesehen werden: auf Stufe 3 wirdder erste Eintrag �2� erzeugt. Um eine rekursive Formulierung zu erlauben, müssten die Un-tergraphen, die den Knoten ((2, 1, 0)T , d1)
T und alle von ihm errei
hbaren Knoten bzw. denKnoten ((1, 2, 0)T , d2)

T und alle von ihm errei
hbaren Knoten enthalten, knotendisjunkt sein.Dies ist ni
ht der Fall, da auf Stufe 5 mehrfa
h vorkommende Zustandsvektoren zusammen-gefasst wurden und die Anzahl der Knoten auf dieser Stufe somit geringer ist als die Summeder Folgeknoten der Knoten ((2, 1, 0)T , d1)
T und ((1, 2, 0)T , d2)

T .Die Anzahl der Knoten und Kanten wird daher ni
ht rekursiv, sondern direkt angegeben:Satz 3.4Es bezei
hne |V Z
n,0| die Anzahl der Knoten und |EZ

n,0| die Anzahl der Kanten im Zustandsgra-phen GZ
n,0 = (V Z

n,0, E
Z
n,0, c

Z
n,0) mit n Aufträgen mit Quelle auf Stufe 0. Dann gilt:

|V Z
n,0| = 1 +

n
∑

k=1

k/2
∑

l=0

n! (k − l)

l! (k − 2l)! (n− k + l)!
+

2n
∑

k=n+1

k/2
∑

l=k−n

n! (k − l)

l! (k − 2l)! (n− k + l)!

|EZ
n,0| = n +

n
∑

k=1

k/2
∑

l=0

n! (k − l)(n − l)

l! (k − 2l)! (n− k + l)!
+

2n−1
∑

k=n+1

k/2
∑

l=k−n

n! (k − l)(n− l)

l! (k − 2l)! (n− k + l)!Beweis: Der Beweis erfolgt konstruktiv mit Hilfe kombinatoris
her Überlegungen. Dazuwerden für jede Stufe k des Graphen GZ
n,0 zuerst die Anzahl der auf Stufe k auftretendenvers
hiedenen Statusvektoren Φ ∈ kWn,0 sowie ans
hlieÿend die si
h daraus ergebende Anzahlder Zustandsvektoren (Φ, µ)T ∈ kV

Z
n,0 angegeben. Die Knotenzahl |V Z

n,0| des gesamten Graphenergibt si
h dann aus der Summe der mögli
hen Zustandsvektoren aller Stufen, die Kantenzahl
|EZ

n,0| kann anhand der ausgehenden Kanten der Zustandsvektoren bere
hnet werden.Die Menge der Statusvektoren auf Stufe k in einem Graphen mit Quelle auf Stufe 0 lässtsi
h s
hreiben als
kWn,0 = {Φ ∈ {0, 1, 2}n |

n
∑

i=1

ϕ(i) = k, ∀ i = 1, . . . , n}
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hen Statusvektoren entspri
ht der Anzahl derPermutationen einer n-elementigen geordneten Menge mit den drei Ausprägungen 0, 1 und 2.Angenommen, man su
ht Statusvektoren mit l0 Einträgen 0, l1 Einträgen 1 und l2 Einträgen
2. Dann gibt es

n!

l2! l1! l0!vers
hiedene Statusvektoren mit diesen Ausprägungen. Für den Zustandsgraphen mit n Auf-trägen gilt für die Anzahlen l0, l1 und l2 der Einträge 0, 1, 2 im Statusvektor Φ auf Stufe
k:
• die Summe aller Einträge ϕ(i) eines Statusvektors auf Stufe k ist glei
h k, also

l1 + 2l2 = k ⇔ l1 = k − 2l2

• ein Statusvektor Φ besteht aus genau n Elementen, d. h.
l0 + l1 + l2 = n ⇔ l0 = n− l1 − l2 = n− k + l2

• der Statusvektor Φ hat hö
hstens k
2 Einträge mit Wert 2, d. h.

l2 ≤
k
2

• für k > n müssen mindestens k − n Einträge von Φ den Wert 2 haben, d.h.
l2 ≥ max(k − n, 0)Die Gesamtzahl der unters
hiedli
hen Statusvektoren auf Stufe k ergibt si
h daher als

|kWn,0| =



























k/2
∑

l2=0

n!

l2! (k − 2l2)! (n− k + l2)!
für k ≤ n

k/2
∑

l2=k−n

n!

l2! (k − 2l2)! (n− k + l2)!
für k > nNun muss die Anzahl der Zustandsvektoren auf Stufe k, |kV Z

n,0| ermittelt werden, wobei einZustandsvektor (Φ, µ)T aus dem Statusvektor Φ und einer zugehörigen Fahrzeugposition µbesteht. Es stellt si
h daher die Frage, wie viele Fahrzeugpositionen zu einem bestimmtenStatusvektor Φ mögli
h sind. Prinzipiell kann si
h das Fahrzeug in den Pi
kup-Orten der l1Aufträge mit Status 1 oder in den Delivery-Orten der l2 Aufträge mit Status 2 be�nden. Esgibt demna
h l1 + l2 vers
hiedene mögli
he Fahrzeugpositionen, die si
h wegen l1 + 2l2 = kausdrü
ken lassen als k − l2. Auf Stufe k gibt es daher
|kV

Z
n,0| =



























k/2
∑

l2=0

n! (k − l2)

l2! (k − 2l2)! (n− k + l2)!
für k ≤ n

k/2
∑

l2=k−n

n! (k − l2)

l2! (k − 2l2)! (n− k + l2)!
für k > nvers
hiedene Zustandsvektoren, bestehend aus einem Statusvektor Φ und einer zugehörigenFahrzeugposition µ.



74 KAPITEL 3. DIE BESCHLEUNIGUNG DES SINGLE VEHICLE ROUTINGSDer Zustandsgraph GZ
n,0 besteht aus den Stufen 0 bis 2n. Auf Stufe 0 gibt es genau eineQuelle, für die restli
hen Stufen k = 1, . . . , 2n ist die Anzahl der vers
hiedenen Zustandsvek-toren und somit die Anzahl der Knoten |kV Z

n,0| bereits bekannt. Für den gesamten Graphen
GZ

n,0 ergeben si
h somit
|V Z

n,0| = 1 +
n
∑

k=1

k/2
∑

l2=0

n! (k − l2)

l2! (k − 2l2)! (n− k + l2)!
+

2n
∑

k=n+1

k/2
∑

l2=k−n

n! (k − l2)

l2! (k − 2l2)! (n − k + l2)!Knoten. Ersetzen von l2 dur
h l liefert die erste Behauptung.Für die Anzahl der Kanten von Stufe k zu Stufe k + 1 gelten folgende Überlegungen: Manbetra
hte einen Zustandsvektor (Φ, µ)T der Stufe k mit Φ = (ϕ(1), . . . , ϕ(n))T . Für jedenAuftrag i mit Status ϕ(i) = 0 oder ϕ(i) = 1 kann dur
h die Addition des Einheitsvektor ei undder zugehörigen Änderung der Fahrzeugposition µ ein Zustandsvektor der Stufe k + 1 erzeugtwerden. Jeder dieser Übergänge wird dur
h eine Kante ((Φ, µ)T , (Φ′, µ′)T ) repräsentiert. Vonjedem Knoten (Φ, µ)T der Stufe k gehen daher l0 + l1 Kanten zu Knoten der Stufe k + 1 desGraphen. Wegen l0 = n − l1 − l2 und l1 = k − 2l2 gilt: l0 + l1 = n − l2. Unter Zuhilfenahmeder bereits bekannten Anzahl |kV Z
n,0| der Knoten auf Stufe k erhält man somit für k ≥ 1 dieAnzahl |kEZ

n,0| der Kanten von Stufe k zu Stufe k + 1:
|kE

Z
n,0| =



























k/2
∑

l2=0

n! (k − l2)(n− l2)

l2! (k − 2l2)! (n− k + l2)!
für k ≤ n

k/2
∑

l2=k−n

n! (k − l2)(n − l2)

l2! (k − 2l2)! (n− k + l2)!
für k > nVon der Quelle auf Stufe 0 führen n Kanten zu Knoten der Stufe 1, da prinzipiell jeder derAufträge zuerst bedient werden kann. Somit ergibt si
h für die gesamte Anzahl |EZ

n,0| derKanten im Graphen
|EZ

n,0| = n +

n
∑

k=1

k/2
∑

l2=0

n! (k − l2)(n − l2)

l2! (k − 2l2)! (n− k + l2)!
+

2n−1
∑

k=n+1

k/2
∑

l2=k−n

n! (k − l2)(n− l2)

l2! (k − 2l2)! (n− k + l2)!Ersetzen von l2 dur
h l liefert die zweite Behauptung.
�In Tabelle 3.6 werden die Anzahl der Knoten und Kanten für die Zustandsgraphen mit

n = 1, . . . , 10 Aufträgen und Quelle auf Stufe 0 exemplaris
h dargestellt und die relativeVeränderung zur Anzahl Knoten und Kanten im entspre
henden Statusvektorbaum GS
n,0 an-gegeben.Um später die Auswirkungen des A*-Algorithmus untersu
hen zu können, wird jedo
hni
ht nur die Anzahl der Knoten im Graphen GZ

n,0 mit n bisher ni
ht bedienten Aufträgen
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♯ Aufträge Knoten Kanten

n |V Z
n,0| ∆ |EZ

n,0| ∆1 3 0,00% 2 0,00%2 13 -31,58% 16 -11,11%3 55 -79,70% 102 -62,22%4 217 -97,05% 544 -92,61%5 811 -99,75% 2.570 -99,21%6 2.917 -99,99% 11.184 -99,95%7 10.207 < -99,99% 45.934 < -99,99%8 34.993 < -99,99% 180.800 < -99,99%9 118.099 < -99,99% 688.914 < -99,99%10 393.661 < -99,99% 2.558.800 < -99,99%Tabelle 3.6: Die Anzahl der Knoten und Kanten in Zustandsgraphen mit Quelle auf Stufe 0,im Verglei
h zur entspre
henden Anzahl Knoten und Kanten im Statusvektorbaum.benötigt, da die Bere
hnungen in der Simulation häu�g zu einem Zeitpunkt angestoÿen wer-den, an dem ein Teil der Aufträge bereits im Fahrzeug geladen ist (vgl. Abbildung 3.7). ZumStartzeitpunkt besteht der Zustandsvektor (Φ, µ)T in diesem Fall aus einem Statusvektor
Φ ∈ {0, 1}n und einer Fahrzeugposition, die Quelle des Zustandsgraphen liegt somit auf Stufe
k∗ =

∑n
i=1 ϕ(i).Daher müssen nun no
h die Anzahl Knoten und Kanten eines Zustandsgraphen GZ

n,k∗ mit
0 < k∗ ≤ n ermittelt werden. Da eine rekursive Bere
hnung ni
ht mögli
h ist, werden wieder-um kombinatoris
he Überlegungen zur direkten Bere
hnung der Anzahl Knoten und Kantenangeführt. Für die Anzahl der Knoten und Kanten im Graphen GZ

n,k∗ mit n Aufträgen undeiner Quelle auf Stufe k∗ ≤ n gilt folgender Sa
hverhalt:Satz 3.5Es bezei
hne |V Z
n,k∗| die Anzahl der Knoten und |EZ

n,k∗ | die Anzahl der Kanten im Zustands-graphen GZ
n,k∗ mit n Aufträgen und Quelle auf Stufe 0 ≤ k∗ ≤ n. Dann gilt:

|V Z
n,k∗| = 1 +

2n
∑

k=k∗+1

min{k∗,

k−k∗}
∑

l=max{0,

k−2n+k∗}

min{n−k∗,
1
2 (k−k∗−l)}
∑

j=max{0,

k−n−l}

k∗!(n − k∗)!(k − k∗ − j)

(k∗ − l)!l!(n − k + l + j)!(k − k∗ − l − 2j)!j!

|EZ
n,k∗| = n +

2n−1
∑

k=k∗+1

min{k∗,

k−k∗}
∑

l=max{0,

k−2n+k∗}

min{n−k∗,
1
2 (k−k∗−l)}
∑

j=max{0,

k−n−l}

k∗!(n− k∗)!(k − k∗ − j)(n − l − j)

(k∗ − l)!l!(n − k + l + j)!(k − k∗ − l − 2j)!j!
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h dieser Beweis erfolgt konstruktiv. Analog zum Beweis von Satz 3.4 wird zu-nä
hst die Anzahl |kWn,k∗| der auf einer Stufe k ≥ k∗ auftretenden Statusvektoren angegeben,bevor daraus die Anzahl |kV Z
n,k∗| der vers
hiedenen Zustandsvektoren der Stufe k hergeleitetwird. Daraus wird dann die Anzahl |V Z

n,k∗| aller Knoten des Graphen als Summe über die An-zahl |kV Z
n,k∗| der Zustandsvektoren der Stufen k = k∗, . . . , 2n bere
hnet. Die Anzahl |kEZ

n,k∗|der ausgehenden Kanten einer Stufe k kann mit Hilfe der Anzahl |kV Z
n,k∗| der Knoten derStufe k angegeben und die gesamte Anzahl |EZ

n,k∗ | aller Kanten damit als Summe über dieausgehenden Kanten der Stufen k = k∗, . . . , 2n− 1 bere
hnet werden.Die Quelle des Zustandsgraphen GZ
n,k∗ enthält den Zustandsvektor (Φk∗ , µk∗)T mit Φk∗ ∈

{0, 1}n und∑n
i=1 ϕ(i) = k∗. O.B. d.A. kann davon ausgegangen werden, dass der Statusvektor

Φk∗ die Form Φk∗ = (1, . . . , 1, 0, . . . , 0)T hat.Für den Beweis ist es von elementarer Bedeutung, ob ein Auftrag i in der Quelle desZustandsgraphen den Status ϕk∗(i) = 0 oder ϕk∗(i) = 1 hat. Es werden daher folgendeBegri�e eingeführt: Die ersten k∗ Einträge in einem Statusvektor Φ, ϕ(1), . . . , ϕ(k∗), werdenim Folgenden der �obere Berei
h� des Statusvektors genannt, der �untere Berei
h� bezieht si
hauf die letzten n− k∗ Einträge ϕ(k∗ + 1), . . . , ϕ(n).Für die Anzahl der Einträge mit Status ϕ(i) = 0, ϕ(i) = 1 und ϕ(i) = 2 gelten folgendeNamenskonventionen: im oberen Berei
h wird die Anzahl der Einträge mit Status ϕ(i) = 1 mit
l1 und die Anzahl der Einträge ϕ(i) = 2 mit l2 bezei
hnet, für den unteren Berei
h bedeuten
j0 die Anzahl der Einträge ϕ(i) = 0, j1 die Anzahl der Einträge ϕ(i) = 1 und j2 die Anzahlder Einträge ϕ(i) = 2 in diesem Berei
h des Statusvektors.Für den Graphen gelten damit folgende Beoba
htungen:
• Der Statusvektor Φk∗ auf Stufe k∗ hat genau k∗ Einträge ϕ(i) = 1 und n− k∗ Einträge

ϕ(i) = 0. Einträge mit ϕ(i) = 2 kann es ni
ht geben, da bereits bediente Aufträge ni
htin die zukünftige Route eingehen.
• Ein Statusvektor Φ auf einer Stufe k ≥ k∗ besteht aus genau n Einträgen, von denen k∗Einträge im oberen Berei
h von Φ liegen. Die Summe aller Einträge von Φ ist k. DieseEigens
haften führen zu folgendem unterbestimmten Glei
hungssystem:

l1 + l2 + j0 + j1 + j2 = n (3.9)
l1 + l2 = k∗ (3.10)

l1 + 2l2 + j1 + 2j2 = k (3.11)Die Anzahl aller mögli
hen Statusvektoren auf Stufe k lässt si
h mit Hilfe kombinatoris
herÜberlegungen bere
hnen. Dazu wird zunä
hst nur der obere Berei
h eines Statusvektors Φ derStufe k betra
htet, bevor au
h der untere Berei
h hinzugezogen wird:Im oberen Berei
h eines Statusvektors Φ auf Stufe k > k∗ sind alle Einträge ϕ(i) ≥ 1, i =

1, . . . , k∗. Für die mögli
he Anzahl l2 der Aufträge i mit Status ϕ(i) = 2 auf Stufe k gilt:
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• Von Stufe k∗ bis Stufe k werden genau k−k∗ Einheitsvektoren ei ∈ Rn zum Statusvektor

Φk∗ addiert. Somit können im oberen Berei
h eines Statusvektors Φ der Stufe k maximal
k− k∗ Einträge den Wert ϕ(i) = 2 haben. Glei
hzeitig be�nden si
h nur k∗ Aufträge imoberen Berei
h des Statusvektors Φ, so dass für die mögli
he Anzahl l2 der Aufträge imoberen Berei
h mit Status ϕ(i) = 2 gilt:

l2 ≤

{

k − k∗, k < 2k∗

k∗, k ≥ 2k∗

• Um die minimale Anzahl l2 der Aufträge im oberen Berei
h mit Status ϕ(i) = 2 aufeiner Stufe k zu erhalten, muss man den unteren Berei
h betra
hten: Von Stufe k∗ bisStufe k werden genau k − k∗ Einheitsvektoren ei ∈ Rn zum Statusvektor Φk∗ addiert.Die n−k∗ Einträge im unteren Berei
h des Statusvektors Φk∗ der Quelle haben den Wert
ϕk∗(k∗ + 1) = · · · = ϕk∗(n) = 0. Es können daher maximal 2(n − k∗) Einheitsvektoren
ei mit i > k∗ zum Statusvektor Φk∗ addiert werden. Spätestens na
h 2(n − k∗) Stufenmuss daher ein Einheitsvektor ei mit i ≤ k∗ zum Statusvektor Φk∗ addiert werden, sodass si
h ein Eintrag i im oberen Berei
h eines Statusvektors Φ′ mit ϕ′(i) = 2 ergibt.Für einen Statusvektor Φ auf Stufe k gilt daher, dass die Anzahl l2 der Einträge 2 imoberen Berei
h nur dann den Wert 0 haben kann, falls die Stufe k∗ weniger als 2(n−k∗)Stufen entfernt liegt, also falls k < k∗ + 2n− 2k∗ = 2n− k∗. Falls k ≥ 2n− k∗, so mussfür jede Stufe, die über 2n − k∗ hinausgeht, mindestens ein Eintrag im oberen Berei
hden Status 2 haben. Damit erhält man:

l2 ≥

{

0, k < 2n− k∗

k − 2n + k∗, k ≥ 2n− k∗

• Es gibt
k∗!

l2! l1!vers
hiedene Mögli
hkeiten, einen Vektor aus k∗ Einträgen zu bilden, von denen l1 dieAusprägung 1 und l2 die Ausprägung 2 haben.
• Da im oberen Berei
h jedes Statusvektors Φ k∗ Einträge existieren, kann man die Anzahl

l1 der Einträge mit Status ϕ(i) = 1 mit Hilfe von Formel 3.10 darstellen als
l1 = k∗ − l2 (3.12)Damit erhält man insgesamt

min{k∗,k−k∗}
∑

l2=max{0,k−2n+k∗}

k∗!

(k∗−l2)!l2!
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hkeiten, die Einträge 1 oder 2 im oberen Berei
h eines Statusvektors Φ auf Stufe kanzuordnen.Im unteren Berei
h von Φ hängen die mögli
hen Einträge von den Einträgen im oberenBerei
h ab, da die Summe aller Einträge den Wert k haben muss. Für den unteren Berei
hgelten daher folgende Überlegungen:
• Im unteren Berei
h des Statusvektors Φ auf Stufe k > k∗ gibt es j0 Einträge mit Status

ϕ(i) = 0, j1 Einträge mit Status ϕ(i) = 1 und j2 Einträge mit Status ϕ(i) = 2. Aus denGlei
hungen 3.9 und 3.11 erhält man mit l1 + l2 = k∗:
j1 = k − k∗ − 2j2 − l2 (3.13)
j0 = n− k∗ − j1 − j2 = n− k + l2 + j2 (3.14)Damit rei
ht für den unteren Berei
h von Φ die Betra
htung der Anzahl j2 Einträge mitStatus ϕ(i) = 2 aus.

• Von Stufe k∗ bis Stufe k können maximal k−k∗

2 Aufträge, die auf Stufe k∗ no
h denStatus 0 hatten, den Status 2 errei
hen. Jeder Eintrag mit Status 2 im oberen Berei
hvon Φ verringert zusätzli
h die Anzahl der mögli
hen Einträge 2 im unteren Berei
hvon Φ, da die Summe aller Einträge von Φ genau k betragen muss. Die Anzahl derStatusänderungen im oberen Berei
h wird mit l2 wiedergegeben, so dass im unterenBerei
h maximal k−k∗−l2
2 Einträge den Status 2 haben können. Da nur n− k∗ Einträgeim unteren Berei
h existieren, ist j2 ab einer bestimmten Stufe k′ natürli
h au
h dur
hdiese Zahl begrenzt. Zum ersten Mal kann diese Grenze na
h 2(n− k∗) Änderungen imunteren Berei
h errei
ht werden, also auf Stufe k = k∗ + 2(n − k∗) + l2 = 2n − k∗ + l2.Es gilt somit:

j2 ≤

{

k−k∗−l2
2 , k ≤ 2n− k∗ + l2

n− k∗, k > 2n− k∗ + l2

• Auf einer Stufe k muss erst für k > n ein Eintrag mit Status ϕ(i) = 2 im Statusvektor
Φ auftau
hen. Dann gilt allerdings, dass mindestens k−n Einträge den Status ϕ(i) = 2haben müssen. Da die Anzahl der Einträge mit Status ϕ(i) = 2 im oberen Berei
h bereitsdur
h l2 gegeben sind, müssen im unteren Berei
h n−k−l2 Einträge den Status ϕ(i) = 2besitzen. Na
h unten ist die minimale Anzahl natürli
herweise dur
h 0 begrenzt, so dasssi
h für j2 folgende untere Grenze ergibt:

j2 ≥

{

0, k ≤ n + l2

k − n− l2, k > n + l2

• Es gibt
(n− k∗)!

j0! j1! j2!Mögli
hkeiten, einen Vektor aus n−k∗ Einträgen mit drei mögli
hen Ausprägungen mitden Anzahlen j0, j1 und j2 zu bilden.



3.3. BESCHLEUNIGUNG DURCH VERWENDUNG DES ZUSTANDSGRAPHEN 79Somit erhalten wir für den unteren Berei
h in Abhängigkeit von l2 aus dem oberen Berei
hmit den Formeln 3.13 und 3.14 insgesamt
min{ 1

2
(k−k∗−l2), n−k∗}
∑

j2=max{0, k−n−l2}

(n−k∗)!

(n−k+l2+j2)!(k−k∗−l2−2j2)!j2!Mögli
hkeiten für die Einträge auf Stufe k.Dur
h die Kombination aller mögli
hen Permutationen des oberen Berei
hs mit allen dazupassenden Permutationen des unteren Berei
hs erhält man die Anzahl |kWn,k∗| der vers
hie-denen Statusvektoren auf Stufe k als
|kWn,k∗| =

min{k∗,

k−k∗}
∑

l2=max{0,

k−2n+k∗}

k∗!

(k∗ − l2)!l2!

(

min{n−k∗,
1
2 (k−k∗−l)}
∑

j2=max{0,

k−n−l}

(n− k∗)!

(n− k + l2 + j2)!(k − k∗ − l2 − 22)!j2!

)Um die Anzahl |kV Z
n,k∗ | der Zustandsvektoren einer Stufe k zu erhalten, fehlt nun no
h dieInformation, wie viele Fahrzeugpositionen bei einem Statusvektor Φ der Stufe k mögli
h sind.Für den oberen Berei
h des Statusvektors gilt, dass si
h das Fahrzeug in den Delivery-Ortenaller Aufträge mit Status ϕ(i) = 2 be�nden kann, also in l2 vers
hiedenen Orten. Die Pi
kup-Orte der Aufträge mit Status ϕ(i) = 1 im oberen Berei
h kommen ni
ht als Fahrzeugpositionin Frage, da si
h der Status dieser Aufträge ni
ht geändert hat. Im unteren Berei
h des Sta-tusvektors hingegen könnten alle Aufträge mit Status ϕ(i) = 1 und ϕ(i) = 2 zuletzt ihrenStatus geändert haben, so dass hier die entspre
henden j1 Pi
kup-Orte und j2 Delivery-Orteals Fahrzeugpositionen mögli
h sind. Insgesamt erhält man somit l2 + j1 + j2 mögli
he Fahr-zeugpositionen zu einem Statusvektor Φ der Stufe k. Mit Hilfe von Formel 3.13 lässt si
h diesumformen zu (k−k∗−j2), so dass man die Anzahl |kV Z

n,k∗| der Zustandsvektoren auf Stufe kerhält als:
|kV

Z
n,k∗| =

min{k∗,

k−k∗}
∑

l2=max{0,

k−2n+k∗}

k∗!

(k∗ − l2)!l2!

(

min{n−k∗,
1
2 (k−k∗−l)}
∑

j2=max{0,

k−n−l}

(n− k∗)!(k − k∗ − j2)

(n− k + l2 + j2)!(k − k∗ − l2 − 22)!j2!

)Ein auf Stufe k∗ beginnender Zustandsgraph GZ
n,k∗ hat also auf Stufe k∗ eine Quelle und diesoeben angegebene Anzahl |kV Z

n,k∗| Zustandsvektoren als Knoten auf den folgenden Stufen
k = k∗ + 1, . . . , 2n. Für den Graphen GZ

n,k∗ erhält man somit die Anzahl Knoten |kV Z
n,k∗ | als:

|V Z
n,k∗| = 1 +

2n
∑

k=k∗+1

min{k∗,

k−k∗}
∑

l2=max{0,

k−2n+k∗}

min{n−k∗,
1
2 (k−k∗−l2)}
∑

j2=max{0,

k−n−l2}

k∗!(n− k∗)!(k − k∗ − j2)

(k∗ − l2)!l2!(n− k + l2 + j2)!(k − k∗ − l2 − 2j2)!j2!Ersetzen von l2 dur
h l und j2 dur
h j liefert die Behauptung.



80 KAPITEL 3. DIE BESCHLEUNIGUNG DES SINGLE VEHICLE ROUTINGSFür die Anzahl der Kanten gilt:
• Von der Quelle auf Stufe k∗ führen n Kanten zu Zustandsvektoren der Stufe k∗ + 1.
• Von jedem Knoten (Φ, µ)T einer Stufe k mit k∗ < k < 2n führen so viele Kanten zurnä
hsthöheren Stufe k + 1, wie neue Zustandsvektoren (Φ′, µ′)T aus der Addition einesEinheitsvektors ei zu Φ und entspre
hender Anpassung der Fahrzeugposition hervorge-hen können. Da für jeden Auftrag i mit ϕ(i) < 2 der Einheitsvektor ei zu einem neuenZustand auf der nä
hsthöheren Stufe führt, entspri
ht die Anzahl der von einem Knoten

(Φ, µ)T der Stufe k ausgehenden Kanten der Anzahl Aufträge mit Status ϕ(i) = 0 und
ϕ(i) = 1, also l1 + j0 + j1.

• Sämtli
he Knoten (Φ, µ)T der Stufe 2n bilden die Senken des Zustandsgraphen GZ
n,k∗ .Die Statusvektoren Φ dieser Zustandsvektoren enthalten nur Einträge 2.Mit Hilfe der Formeln 3.12, 3.13 und 3.14 ersetzt man l1 + j0 + j1 dur
h n− l2− j2 und erhältsomit die Anzahl |EZ

n,k∗| Kanten eines Zustandsgraphen GZ
n,k∗ :

|kE
Z
n,k∗| = n+

2n−1
∑

k=k∗+1

min{k∗,

k−k∗}
∑

l2=max{0,

k−2n+k∗}

n−k∗,

min{ 1
2 (k−k∗−l2)}
∑

j2=max{0,

k−n−l2}

k∗!(n − k∗)!(k − k∗ − j2)(n− l2 − j2)

(k∗ − l2)!l2!(n − k + l2 + j2)!(k − k∗ − l2 − 2j2)!j2!Ersetzen von l2 dur
h l und j2 dur
h j liefert die Behauptung.
�Die Gröÿe des Zustandsgraphen GZ

n,k∗ ist somit bekannt. Die Ergebnisse der Tabelle 3.6 lassendeutli
he Einsparungen an Knoten und Kanten gegenüber dem Statusvektorbaum erkennen,so dass eine Implementierung dieser Graphenstruktur lohnenswert ers
heint. Die Details derImplementierung sind im Anhang dargestellt. Im folgenden Abs
hnitt 3.3.3 werden die An-zahlen der Knoten und Kanten des Zustandsgraphen und des Statusvektorbaums vergli
hensowie die Auswertung der Testläufe vorgestellt.3.3.3 Ergebnisse und FazitZiel der Testläufe ist es, Aussagen über das Laufzeitverhalten des Algorithmus bei Verwendungdes Zustandsgraphen zu tre�en. Dabei geht es darum, ob die Anzahl der erzeugten Knoten,gemessen an der Anzahl der erzeugten Knoten bei Verwendung des Statusvektorbaums, redu-ziert werden kann, um somit au
h die Laufzeit des Algorithmus zu verringern. Zusätzli
h wirddie Güte des A*-Algorithmus gemessen, indem die pro Aufruf eines Single Vehi
le Routingsauf einem Zustandsgraphen GZ
n,k∗ dur
hs
hnittli
h erzeugten Knoten mit den Knoten einesZustandsgraphen dieser Gröÿe vergli
hen werden.



3.3. BESCHLEUNIGUNG DURCH VERWENDUNG DES ZUSTANDSGRAPHEN 81Problem- Aufträge gelöste Instanzengruppe Aufträge absolut ∆ absolut ∆100 51,86 33,45 13,45% 28 12,00%200 103,08 44,07 32,33% 14 40,00%400 205,66 65,51 23,92% 8 14,29%600 308,97 73,58 17,02% 4 33,33%800 411,75 81,86 15,33% 0 -1000 514,98 92,00 16,58% 0 -Tabelle 3.7: Die Anzahl bearbeiteter Aufträge und vollständig gelöster Instanzen bei Verwen-dung des Zustandsgraphen GZ
n,k∗ im Verglei
h zur Anzahl bei Verwendung des Statusvektor-baums GS

n,k∗Für die Testläufe wurde die Testumgebung wiederum ereignisdiskret eingestellt und diekünstli
he Grenze von einer Million erzeugter Knoten aufre
ht erhalten. Es werden die glei
henTestdatensätze wie in Abs
hnitt 3.2.4 verwendet. Die einzige Änderung besteht darin, dassder Algorithmus den Zustandsgraphen GZ
n,k∗ anstelle des Statusvektorbaums GS

n,k∗ benutzt.Die Tabellen 3.7 - 3.11 haben zur besseren Verglei
hbarkeit die glei
he Struktur wie dieTabellen im Abs
hnitt 3.2.4. Neben den absoluten Werten werden nun jedo
h in der Spalte�∆� die relativen Veränderungen im Verglei
h zu den Testläufen bei Verwendung des Status-vektorbaums aus Abs
hnitt 3.2.4 angegeben.In Tabelle 3.7 werden die Anzahl der Aufträge, die dur
hs
hnittli
h bis zur Grenze voneiner Million Knoten bearbeitet wurden, und die Anzahl der vollständig gelösten Instanzenangegeben. Die Spalte �Aufträge � ∆� zeigt, dass die Anzahl der bearbeiteten Aufträge imVerglei
h um 13,45% bis maximal 32,33% gestiegen sind. Die Steigerungsraten fallen mit zu-nehmender Anzahl Aufträge der Testinstanzen, da in den Instanzen mit vielen Aufträgentendenziell gröÿere Graphen bearbeitet werden müssen. Eine Ausnahme bilden die Testläufeder Problemklasse �100�, die mit 13,45% die kleinste Zuwa
hsrate an bearbeiteten Aufträgenhat. Dies liegt an der Anzahl der Aufträge: einige Instanzen waren bei Erzeugung von wenigenKnoten vollständig gelöst. Die Tabelle zeigt weiterhin, dass bei Verwendung des Zustandsgra-phen einige Instanzen mehr vollständig gelöst werden können. Für die Problemklassen �800�und �1000� konnte jedo
h no
h immer keine Instanz bei Erzeugung von maximal einer MillionKnoten gelöst werden.Die Zunahme der bearbeiteten Aufträge und gelösten Instanzen bei glei
hbleibender Be-s
hränkung auf eine Million Knoten im Graphen lässt auf eine Reduktion der erzeugten Knotenpro Testlauf s
hlieÿen. Die Anzahl der Knoten wird in Tabelle 3.8 dargestellt. Dazu werdenzusätzli
h zur Anzahl der erzeugten Knoten au
h die Anzahl der als unzulässig erkanntenund daher wieder gelös
hten Knoten, die Anzahl der expandierten Knoten und die Anzahlder Duplikat-Knoten angegeben. Wie s
hon in den Testläufen aus Abs
hnitt 3.2.4, steigt dieAnzahl der erzeugten Knoten mit zunehmender Anzahl Aufträge der Problemklasse an. Die



82 KAPITEL 3. DIE BESCHLEUNIGUNG DES SINGLE VEHICLE ROUTINGSProblem- ♯ Knoten absolutgruppe erzeugt unzulässig expandiert Duplikate100 405.959,57 181.832,27 72.705,41 138.538,88200 656.222,38 310.588,53 125.398,02 204.313,07400 729.593,19 381.458,56 151.043,27 176.805,17600 817.006,63 437.742,37 171.161,40 186.235,35800 835.726,05 457.479,83 180.075,81 176.916,511000 813.649,83 443.302,86 182.193,05 161.348,57Tabelle 3.8: Die Anzahl der Knoten pro Testlauf bei Verwendung des Zustandsgraphen GZ
n,k∗Anzahl der Duplikat-Knoten steigt von Problemklasse �100� zur Problemklasse �200� merkli
han, ist dann aber in den folgenden Problemklassen ähnli
h ho
h, obwohl si
h die Anzahl dererzeugten Knoten von der Problemklasse �100� bis zu den Problemklassen �600�, �800� und�1000� verdoppelt. Dieses Phänomen liegt darin begründet, dass die Anzahl der Duplikat-Knoten in den Graphen frühestens auf Stufe k∗ + 3 erzeugt werden. In den Problemklassenmit vielen Aufträgen werden die Bere
hnungen s
hon wegen errei
hter einer Million Knotenunterbro
hen, bevor viele Duplikat-Knoten erzeugt werden. In den Problemklassen �100� und�200� wird aber s
hon deutli
h, dass viele Knoten redundant erzeugt wurden und mit demZustandsgraphen, der diese Knoten im Gegensatz zum Statusvektorbaum ni
ht weiter expan-diert, daher viele Knoten und somit au
h Re
henzeit eingespart werden können.Die absoluten Werte der Tabelle 3.8 können für diesen Verglei
h jedo
h ni
ht herangezogenwerden, da die Testläufe bei Verwendung des Zustandsgraphen bzw. des Statusvektorbaumsunters
hiedli
h viele Aufträge bearbeitet haben. Zur genauen Analyse werden daher in Tabelle3.9 die Anzahl der Knoten bei Bes
hränkung der Aufträge auf die in den Testläufen ausAbs
hnitt 3.2.4 bearbeiteten Aufträge dargestellt. Die Spalte �♯ Vgl� gibt jeweils die absoluteAnzahl der Knoten wieder, während die Spalte �∆� die relative Veränderung im Verglei
h zuden Testläufen in Abs
hnitt 3.2.4 beinhaltet. Die Spalte �Duplikate� hat nur absolute Werte,da kein Verglei
hswert gegeben ist. Es ist gut zu erkennen, dass die Anzahl der Knoten deutli
hreduziert werden konnte. Es verwundert zunä
hst, dass die Einsparungen mit zunehmenderAnzahl Aufträge in einer Problemgruppe fallen, obwohl die relative Reduktion der AnzahlKnoten im Zustandsgraphen zur Anzahl Knoten im Statusvektorbaum bei wa
hsender AnzahlAufträge n deutli
h ansteigt (vgl. Tabelle 3.6). Die Anzahl der erzeugten Knoten währendeines Testlaufs hängt jedo
h au
h von der Güte des A*-Algorithmus ab. Wie in Tabelle 3.5dargestellt wurde, wurden in den Statusvektorbäumen für mehr als n = 3 Aufträge nur einkleiner Bru
hteil der Knoten erzeugt. Daher kann die Verwendung des Zustandsgraphen hier�nur� 55% der erzeugten Knoten einsparen.3Bisher war die Anzahl gelöster Instanzen Null, die prozentuale Veränderung kann daher ni
ht bere
hnetwerden.



3.3. BESCHLEUNIGUNG DURCH VERWENDUNG DES ZUSTANDSGRAPHEN 83Problem- erzeugt unzulässig expandiert Duplikategruppe ♯ Vgl. ∆ ♯ Vgl. ∆ ♯ Vgl. ∆ ♯ Vgl.100 63.274,13 -81,63% 36.005,07 -77,84% 15.870,84 -84,73% 8.937,61200 113.594,73 -79,12% 73.033,43 -75,92% 27.501,98 -82,16% 10.362,43400 194.987,54 -70,57% 125.812,00 -66,69% 51.469,24 -73,00% 13.200,61600 260.171,85 -61,80% 173.092,07 -58,73% 70.639,62 -62,44% 11.851,48800 297.429,14 -56,32% 197.687,08 -51,88% 81.921,86 -55,83% 11.655,781000 334.268,59 -55,67% 219.584,67 -51,35% 91.670,22 -56,33% 13.668,76Tabelle 3.9: Die Anzahl der Knoten pro Testlauf bei Verwendung des Zustandsgraphen GZ
n,k∗im Verglei
h zur Anzahl Knoten bei Verwendung des Statusvektorbaums GS

n,k∗Problem- global max. Antwortzeit Ø max. Antwortzeit Ø Antwortzeitgruppe se
 Vgl ∆ se
 Vgl ∆ se
 Vgl ∆100 131,44 0,76 -99,97% 10,34 0,04 -99,98% 0,35 0,01 -99,93%200 58,12 0,80 -99,97% 9,34 0,05 -99,98% 0,26 0,01 -99,92%400 71,93 0,48 -99,98% 7,04 0,05 -99,98% 0,14 0,01 -99,89%600 121,11 0,27 -99,99% 10,07 0,05 -99,97% 0,18 0,01 -99,77%800 126,03 0,32 -99,97% 8,04 0,05 -99,96% 0,14 0,01 -99,65%1000 48,83 0,81 -99,98% 4,72 0,07 -99,97% 0,09 0,01 -99,76%Tabelle 3.10: Die Antwortzeiten bei Verwendung des Zustandsgraphen GZ
n,k∗ im Verglei
h zuden Antwortzeiten bei Verwendung des Statusvektorbaums GS

n,k∗Die Auswirkungen der Reduktion der Anzahl Knoten auf die Antwortzeiten wird in Ta-belle 3.10 dargestellt. Dazu werden wiederum die global maximale Antwortzeit über alle Test-instanzen der Problemklasse, die dur
hs
hnittli
he maximale Zeit aller Testinstanzen einerProblemklasse und die dur
hs
hnittli
he Antwortzeit aller Aufträge in einer Problemklasseangegeben. Es werden jeweils in der Spalte �se
� die absolut errei
hte Zeit in Sekunden, inder Spalte �Vgl� die bei Bes
hränkung der zu bearbeitenden Aufträge pro Testlauf auf die inden Testläufen aus Abs
hnitt 3.2.4 bearbeiteten Aufträge errei
hten Zeiten und in Spalte �∆�die relative Veränderung dieser Zeiten angegeben. Die Ergebnisse sind mit Einsparungen von99% der global maximalen, dur
hs
hnittli
hen maximalen und der dur
hs
hnittli
hen Antwort-zeiten in allen Problemklassen sehr gut. Denno
h zeigen die in diesen Testläufen errei
htenabsoluten Werte, dass die Reduzierungen no
h ni
ht ausrei
hend sind. Die dur
hs
hnittli
heAntwortzeit liegt zwar deutli
h unter einer Sekunde, die global maximale Antwortzeit liegtaber in der Hälfte der Problemklassen no
h bei 
a. zwei Minuten. Die Antwortzeiten werdenjedo
h vermutli
h weiter steigen, sobald die Grenze von maximal einer Million zu erzeugendenKnoten entfernt wird.Tabelle 3.11 zeigt abs
hlieÿend den Verglei
h zwis
hen der Anzahl Knoten, die währendder Testläufe in einem Zustandsgraphen für n = 1, . . . , 11 Aufträge erzeugt wurden, und der



84 KAPITEL 3. DIE BESCHLEUNIGUNG DES SINGLE VEHICLE ROUTINGSAuf- Ø ♯ Knoten Ø max. ♯ Knoten Ø min. ♯ Knotenträge ♯ Aufrufe absolut ∆ absolut ∆ absolut ∆1 376.565,00 3,00 -0,10%4 3,00 0,00% 2,84 -5,22%2 166.252,00 2,89 -64,59% 8,34 -21,95% 5,41 -52,00%3 212.668,00 8,64 -74,60% 25,62 -38,33% 14,83 -66,97%4 175.766,00 26,08 -80,41% 81,00 -47,60% 43,87 -74,42%5 79.841,00 86,16 -82,92% 263,21 -54,37% 148,24 -77,11%6 24.383,00 325,99 -83,29% 887,09 -59,10% 557,04 -76,53%7 7.520,00 1.172,40 -83,66% 3.183,87 -61,23% 2.365,21 -72,85%8 2.104,00 5.655,15 -78,85% 11.686,86 -61,12% 9.296,20 -69,75%9 510,00 22.964,17 -75,62% 38.433,58 -62,78% 34.167,67 -67,38%10 233,00 59.835,24 -80,06% 77.187,57 -76,43% 73.898,63 -77,90%11 43,00 87.018,93 -89,23% 94.983,82 -88,38% 91.906,08 -88,88%12 7,00 71.131,14 -97,66% 71.131,14 -97,66% 71.131,14 -97,66%Tabelle 3.11: Die Anzahl der im A*-Algorithmus bei Verwendung des Zustandsgraphen erzeug-ten Knoten im Verglei
h zur theoretis
hen Anzahl Knoten in den entspre
henden Zustands-graphen.Anzahl Knoten V Z
n,k∗ dieses Zustandsgraphen. Zur besseren Übersi
ht wurden die Ergebnissehier für alle Zustandsgraphen GZ

n,k∗ mit n Aufträgen und Quelle auf Stufe k∗ = 0, . . . , n ag-gregiert, indem jeweils das gewi
htetes Mittel der Ergebnisse für die Zustandsgraphen GZ
n,k∗mit Quelle auf Stufe k∗ angegeben wird, wobei das Gewi
ht der relativen Häu�gkeit der Auf-rufe des Single Vehi
le Routings auf diesem Zustandsgraphen GZ

n,k∗ entspri
ht. Die Tabellezeigt, dass der A*-Algorithmus in den Zustandsgraphen für mehr als drei Aufträge mehr als80% der Knoten V Z
n,k∗ dieses Zustandsgraphen ni
ht erzeugt. Betra
htet man die Anzahl dermaximal in einem Zustandsgraphen für n > 4 Aufträge in einem Testlauf erzeugten Knoten,so werden � selbst in diesem für den A*-Algorithmus eher �s
hwierigen� Fall � über 50% derKnoten ni
ht erzeugt. Verglei
ht man die Einsparungen des A*-Algorithmus bei Verwendungdes Zustandsgraphen mit dessen Einsparungen bei Verwendung des Statusvektorbaums (Ta-belle 3.5), so fallen die relativen Verbesserungen bei Verwendung des Zustandsgraphen etwaskleiner aus. Das lässt si
h dadur
h erklären, dass wegen der geänderten Struktur des Zustands-graphen weniger Folgeknoten ni
ht erzeugt werden müssen, wenn ein Teil des Graphen ni
htvom Algorithmus expandiert wird.Die Einführung des Zustandsgraphen GZ

n,k∗ hat sehr gute Ergebnisse gebra
ht. Es konntenzwar no
h längst ni
ht alle Testinstanzen in der begrenzten Re
henzeit, bes
hränkt dur
heine Million Knoten, die erzeugt werden dürfen, gelöst werden, do
h der Anteil der gelöstenProbleme konnte deutli
h gesteigert und die Re
henzeit merkli
h gesenkt werden.Alle weiteren Betra
htungen zur Bes
hleunigung des Single Vehi
le Routings werden daherauf Grundlage des Zustandsgraphen weiter entwi
kelt.



3.4. BESCHLEUNIGUNG DURCH ANDERE SCHÄTZFUNKTIONEN 853.4 Bes
hleunigung dur
h andere S
hätzfunktionenDie Lösung des Single Vehi
le Routings kann ni
ht nur dur
h den zugrunde liegenden Graphen,sondern au
h dur
h Anpassung des A*-Algorithmus mit Hilfe einer anderen S
hätzfunktionbes
hleunigt werden (vgl. Abs
hnitt 3.2.3). Der A*-Algorithmus basiert auf dem Algorithmusvon Dijkstra [21℄, benutzt aber zur Bewertung eines expandierten Knotens zusätzli
h zurFahrzeit des bekannten kürzesten Wegs von der Quelle des Graphen bis zu diesem Knotenzusätzli
h eine Abs
hätzung der verbleibenden Fahrzeit bis zur Senke. In [11℄ wird dazu dieS
hätzfunktion �Maximalauftragszeit� benutzt, wobei die maximale Fahrzeit bere
hnet wird,die no
h bis zur kompletten Abarbeitung eines einzelnen Auftrags zurü
kgelegt werden muss.Grundsätzli
h stellt si
h die Frage, ob die S
hätzfunktion ni
ht dahingehend verbessertwerden kann, dass die bere
hneten Werte die tatsä
hli
h verbleibende Fahrzeit von einemKnoten zu einer Senke mögli
hst genau wiedergeben, um so die Zahl der expandierten Knotenund damit die Laufzeit des Algorithmus zu reduzieren. Dazu sind zwei Ansätze denkbar:
• die S
hätzfunktion kann grundsätzli
h geändert werden, so dass ni
ht mehr die �Maximal-auftragszeit� als längste verbleibende Fahrzeit eines einzelnen Auftrags betra
htet wird,
• Varianten der S
hätzfunktion �Maximalauftragszeit� können genauer an das Ents
hei-dungsproblem angepasst werden, indem zusätzli
he Informationen aus dem Ents
hei-dungsproblem in diese S
hätzfunktionen eingebra
ht werden.Für beide Ansätze gilt, dass weder die Bere
hnung der S
hätzfunktion viel Re
henzeit inAnspru
h nehmen no
h die verbleibende Fahrzeit übers
hätzt und somit eine suboptimaleLösung ermögli
ht werden darf.Für die S
hätzfunktion �Maximalauftragszeit� gilt, dass der Unters
hied zwis
hen demWert der S
hätzfunktion und der tatsä
hli
h verbleibenden Fahrzeit vermutli
h umso gröÿerwird, je mehr Aufträge pro Fahrzeug betra
htet werden. Das liegt daran, dass die �Maximal-auftragszeit� genau dann die tatsä
hli
he verbleibende Fahrzeit relativ genau zurü
kgibt, wennentweder nur no
h ein Auftrag zu bedienen ist oder aber die geographis
he Verteilung allerno
h zu anzufahrenden Orte einem Strahl mit Beginn im Ort der Fahrzeugposition ähnelt.Ein mögli
her Ansatz zur Verwendung einer anderen S
hätzfunktion besteht darin, dieS
hätzfunktion als Summe der minimalen Distanzen aller no
h anzufahrenden Orte eins
hlieÿ-li
h des aktuellen Standorts zu de�nieren, wie es beispielhaft auf der re
hten Seite der Ab-bildung 3.8 dargestellt wird (vgl. au
h Abs
hnitt 3.2.3). Dieser Ansatz wird im Abs
hnitt3.4.1 näher bes
hrieben. Um �genauere� Varianten einer bestehenden S
hätzfunktion zu er-halten, können sowohl die Zeitfenster als au
h die Servi
ezeiten in die Funktion einbezogenwerden. Mit den Servi
ezeiten kann die Länge der no
h verbleibenden Fahrzeit für einen Auf-trag genauer bere
hnet werden. Da alle Servi
ezeiten exakt einzuhalten sind, dürfen sie fürdie Abs
hätzung verwendet werden. Die Ausführungen dazu �nden si
h im Abs
hnitt 3.4.2.
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d3Abbildung 3.8: Beispiel für zwei mögli
he Abs
hätzungen der verbleibenden Fahrtstre
ke:�maximale Länge für einen Auftrag� und �Minimalgerüst der verbleibenden Orte�.Die Zeitfenster beein�ussen zum einen die Fahrzeit, wenn gewartet werden muss, zumanderen sorgen sie � bei Übers
hreitung der oberen Zeitfenstergrenze eines Ortes � für un-zulässige Knoten, die ni
ht weiter untersu
ht werden müssen. Im Abs
hnitt 3.4.3 wird dahereine S
hätzfunktion untersu
ht, in deren Bere
hnung die Zeitfenster ein�ieÿen.In jedem Abs
hnitt werden dabei die zu Grunde liegenden Ideen bes
hrieben, die Um-setzung erläutert sowie deren E�ekt auf die Ergebnisse anhand von Testläufen dokumentiertund ausgewertet. Die Testläufe werden wie in den vorhergehenden Abs
hnitten 3.2 und 3.3bei ereignisdiskreter Einstellung der Testumgebung mit einer künstli
hen Bes
hränkung voneiner Million Knoten dur
hgeführt. Zu Grunde gelegt wird der Zustandsgraph GZ
n,k∗. Als Ver-glei
hsdaten dienen die Testläufe zum Zustandsgraphen aus Abs
hnitt 3.3.3, bei denen alsS
hätzfunktion die �Maximalauftragszeit� benutzt wurde.3.4.1 Die S
hätzfunktion �Minimalzeitensumme�Dieser Abs
hnitt befasst si
h mit der S
hätzfunktion �Minimalzeitensumme�, −→C +. Dabei han-delt es si
h um einen anderen Ansatz, einen ges
hätzten Wert für die no
h verbleibende Fahr-zeit zu bere
hnen. Ziel ist es, eine S
hätzfunktion zu bestimmen, deren Wert insbesondere beimehreren no
h zu bedienenden Aufträgen näher an der tatsä
hli
h verbleibenden Fahrzeit liegtals der entspre
hende Wert der S
hätzfunktion �Maximalauftragszeit�, um so eine s
hnellereLösung des Single Vehi
le Routing mit Hilfe des A*-Algorithmus unter Verwendung der neuenS
hätzfunktion zu ermögli
hen. Dazu muss allerdings au
h die Zeit für die Bere
hnung desWerts der S
hätzfunktion für einen gegebenen Knoten (Φ, µ)T klein gehalten werden, da derWert der S
hätzfunktion −→C +((Φ, µ)T , 2nV Z

n,k∗) für jeden erzeugten Knoten bere
hnet wird.Für die S
hätzfunktion �Maximalauftragzeit� wird nur das Erfüllen eines Auftrags zur Be-re
hnung eines ges
hätzten Werts für die no
h verbleibenden Fahrzeit zu Grunde gelegt. Beiwenigen no
h zu bedienenden Aufträgen, deren anzufahrende Orte nah beieinander liegen,wird diese Abs
hätzung relativ gute Resultate bringen, da die Fahrzeit zu den für den bere
h-neten Wert ni
ht bea
hteten anzufahrenden Orten gering ist und somit nur eine relativ kleineAbwei
hung vom Wert der S
hätzfunktion gegeben ist. Je mehr Aufträge aber no
h zu bear-beiten sind, um so länger wird tendenziell die no
h verbleibende Fahrzeit, während si
h derWert der S
hätzfunktion ni
ht notwendigerweise ändert. Diese Eigens
haft führt dazu, dass



3.4. BESCHLEUNIGUNG DURCH ANDERE SCHÄTZFUNKTIONEN 87prinzipiell Knoten auf niedrigen Stufen des Zustandsgraphen bevorzugt expandiert werden, daimmer der Knoten mit minimaler Summe aus bisher tatsä
hli
h zurü
kgelegter Fahrzeit undges
hätzter verbleibender Fahrzeit zur Expandierung ausgewählt wird. Die tatsä
hli
h bisherzurü
kgelegte Fahrzeit zum Errei
hen eines Knotens (Φ, µ)T auf einer niedrigen Stufe k imZustandsgraphen ist tendenziell kleiner als die tatsä
hli
h bisher zurü
kgelegte Fahrzeit zumErrei
hen eines Knotens (Φ′, µ′)T auf einer Stufe k′ < k, da dazu bereits k − k′ mehr Orteangefahren wurden, während der Wert der S
hätzfunktion für die no
h verbleibende Fahrzeitin beiden Fällen nur auf einem no
h zu bedienenden Auftrag basiert und daher ähnli
h ho
hsein kann.Eine andere Mögli
hkeit zur Bere
hnung eines ges
hätzten Werts für die no
h verbleibendeFahrzeit von einem Zustandsvektor (Φ, µ)T besteht in der Bere
hnung der Minimalzeitensum-me: man betra
hte den gewi
hteten Untergraphen GOrte
Φ,µ von GOrte, dem Graphen zur Darstel-lung der geographis
hen Verteilung der Orte, der den Ort µ der aktuellen Fahrzeugpositionsowie alle no
h anzufahrenden Orte als Knotenmenge V Orte

Φ,µ enthält und dessen Kanten allemögli
hen Na
hfolge-Relationen der Orte in einer Route dur
h alle no
h anzufahrenden Orteabbilden:
V Orte

Φ,µ = {µ} ∪ {pi ∈ P | ϕ(i) = 0} ∪ {di ∈ D | ϕ(i) < 2}

EOrte
Φ,µ = V Orte

ϕ,µ × V Orte
ϕ,µ \ {µ}Das Gewi
ht cOrteΦ,µ (ν, ν ′) einer Kante (ν, ν ′) ∈ V Orte

Φ,µ entspri
ht der Fahrzeit cν,ν′ von Ort ν zuOrt ν ′. Jeder der no
h anzufahrenden Orte ν ∈ V Orte
Φ,µ soll in der S
hätzfunktion berü
ksi
h-tigt werden, um au
h bei vielen no
h anzufahrenden Orten einen �verlässli
hen� Wert für dieno
h verbleibende Fahrzeit zu bere
hnen. Die Minimalzeitensumme verfolgt daher die Idee, dieFahrzeit zu jedem der no
h anzufahrenden Orte zu addieren. Da die Reihenfolge der Orte inder Route ni
ht gegeben ist und die verbleibende Fahrzeit ni
ht übers
hätzt werden darf, wirdfür jeden no
h anzufahrenden Ort ν in V Orte

Φ,µ die minimale Fahrzeit cν,ν′ zu einem anderen no
hanzufahrenden Ort ν ′ in V Orte
Φ,µ addiert. Somit werden alle no
h anzufahrenden Orte berü
k-si
htigt. Insbesondere bei geographis
h glei
hverteilten Orten sind gute Ergebnisse zu warten,während bei einer Häufung von jeweils exakt zwei Orten der Wert der �Minimalzeitensumme�die tatsä
hli
he Fahrzeit unters
hätzen wird. Diese Idee muss nun auf den Zustandsgraphenübertragen werden:Die Minimalzeitensumme −→C + : V Z

n,k∗×2nV Z
n,k∗ → R+ gibt die ges
hätzte minimale Fahrzeitvon einem Knoten (Φ, µ)T ∈ 2nV Z

n,k∗ zu einem der Zielknoten (Φ∗, µ∗)T ∈ 2nV Z
n,k∗ zurü
k. Aus-gehend vom Zustandsvektor (Φ, µ)T , bestehend aus dem Statusvektor Φ = (ϕ(1), . . . , ϕ(n))Tund dem Ort µ der Fahrzeugposition, der zu jedem Auftrag i ∈ {1, . . . , n} gegebenen Pi
kup-Orte pi und Delivery-Orte di und der bekannten Fahrzeiten cν,ν′ zwis
hen je zwei anzufah-renden Orten ν, ν ′, wird für jeden Auftrag i die minimale Fahrzeit zu einem Zustandsvektor

(Φ∗, µ∗)T ∈ 2nV Z
n,k∗ bere
hnet als:
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−→
Ci

+

(

(Φ
µ

)

,
(Φ∗

µ∗

)

)

=



















































0, ϕ(i) = ϕ∗(i)

min {cµpi
, cpjpi

, cdlpi
}, ϕ(i) = 0 ∧ ϕ∗(i) = 1

0=ϕ(j)<ϕ∗(j),
ϕ(l)<ϕ∗(l)=2

min {cµdi
, cpjdi

, cdldi
}, ϕ(i) = 1 ∧ ϕ∗(i) = 2

0=ϕ(j)<ϕ∗(j),
ϕ(l)<ϕ∗(l)=2

min {cµpi
, cpjpi

, cdlpi
} + min {cpjdi

, cdldi
},ϕ(i) = 0 ∧ ϕ∗(i) = 2

0=ϕ(j)<ϕ∗(j) 0=ϕ(j)<ϕ∗(j)
ϕ(l)<ϕ∗(l)=2 ϕ(l)<ϕ∗(l)=2Mit −→Ci

+((Φ, µ)T , (Φ∗, µ∗)T ) wird somit die mindestens no
h benötigte Fahrzeit zu den fürAuftrag i no
h anzufahrenden Orten de�niert: falls Auftrag i in beiden Zustandsvektorenden glei
hen Status ϕ(i) = ϕ∗(i) hat, wird keine Fahrzeit benötigt. Falls si
h der Status von
ϕ(i) = 0 auf ϕ∗(i) = 1 ändert, so muss nur die minimale Fahrzeit zum Pi
kup-Ort pi bere
hnetwerden, bei einer Änderung des Status von ϕ(i) = 1 auf ϕ∗(i) = 2 wird die minimale Fahrzeitzum Delivery-Ort di zurü
kgegeben. Für einen Auftrag i mit Status ϕ(i) = 0 und ϕ∗(i) = 2werden die minimale Fahrzeit zum Pi
kup-Ort pi und die minimale Fahrzeit zum Delivery-Ort
di des Auftrags addiert. Die Summe

n
∑

i=1

−→
Ci

+((Φ, µ)T , (Φ∗, µ∗)T )gibt damit den ges
hätzten Wert der minimalen Fahrzeit von (Φ, µ)T zum Zielknoten (Φ∗, µ∗)Tan. Damit kann die Minimalzeitensumme −→C +((Φ, µ)T , 2nV Z
n,k∗) als Minimum der zu jedemZielknoten (Φ∗, µ∗)T ∈ 2nV Z

n,k∗ ges
hätzten minimalen Fahrzeit de�niert werden:
−→
C +((Φ, µ)T , 2nV Z

n,k∗) = min
(Φ∗,µ∗)T ∈2nV Z

n,k∗

n
∑

i=1

−→
Ci

+((Φ, µ)T , (Φ∗, µ∗)T )Mit dieser De�nition können nun die Eigens
haften des A*-Algorithmus bei Verwendung derMinimalzeitensumme als S
hätzfunktion angegeben werden. Wie in Abs
hnitt 3.2.3 bes
hrie-ben, kann die Wahl einer S
hätzfunktion dazu führen, dass die Optimalität der Lösung oderaber das s
hnellstmögli
he Au�nden der Lösung ni
ht gewährleistet sind. Hier gilt:Satz 3.6Der A*-Algorithmus �ndet bei Verwendung der S
hätzfunktion �Minimalzeitensumme� −→C +s
hnellstmögli
h einen fahrzeitminimalen Weg von der Quelle zu einer der Senken des Zu-standsgraphen GZ
n,k∗.Beweis: Um zu gewährleisten, dass der A*-Algorithmus mit der S
hätzfunktion −→C +s
hnellstmögli
h eine optimale Lösung �ndet, muss si
her gestellt sein, dass die Minimalzeiten-summe die tatsä
hli
h verbleibende Fahrzeit ni
ht übers
hätzt und die Dreie
ksunglei
hungfür die mit der S
hätzfunktion bere
hneten Werte gilt (vgl. [41℄).Im A*-Algorithmus wird jeweils die Fahrzeit −→Ci

+((Φ, µ)T , 2nV Z
n,k∗) von einem Knoten

(Φ, µ)T zu einem der Zielknoten (Φ∗
2n, µ∗

2n)T ∈ 2nV Z
n,k∗ bere
hnet. Jeder dieser Zielknoten



3.4. BESCHLEUNIGUNG DURCH ANDERE SCHÄTZFUNKTIONEN 89
(Φ∗

2n, µ∗
2n)T hat den Statusvektor Φ∗

2n = (2, . . . , 2), die Zustandsvektoren unters
heiden si
hnur in der Fahrzeugposition µ2n, die allerdings ni
ht in die Minimalzeitensumme eingeht.Für die Bere
hnung der Minimalzeitensumme muss daher ni
ht dass Minimum über alle
(Φ∗

2n, µ∗
2n)T ∈ 2nV Z

n,k∗ bere
hnet werden. Au
h die minimalen Fahrzeiten für jeden Auftrag
i können einfa
her ges
hrieben werden:
−→
Ci

+

(

(

Φ
µ

)

,
(

Φ∗
2n

µ∗
2n

)

)

=



















0, ϕ(i) = 2

min
ϕ(j)=0,ϕ(l)≤1

{cµdi
, cpjdi

, cdldi
}, ϕ(i) = 1

min
ϕ(j)=0,ϕ(l)≤1

{cµpi
, cpjpi

, cdlpi
}+ min

ϕ(j)=0,ϕ(j)≤1
{cpjdi

, cdldi
}, ϕ(i) = 0Für die Minimalzeitensumme −→C +((Φ, µ)T , 2nV Z

n,k∗) ergibt si
h somit
−→
C +((Φ, µ)T , 2nV Z

n,k∗) =

n
∑

i=1

−→
Ci

+((Φ, µ)T , (Φ∗
2n, µ∗

2n)T )Für den Beweis, dass die Minimalzeitensumme die verbleibende Fahrzeit ni
ht übers
hätzt,betra
htet man alle Kanten (ν ′, ν)∗ ∈ EOrte
Φ,µ im Untergraphen GOrte

Φ,µ , die in einer fahrzeitmi-nimalen Route von der Fahrzeugposition µ dur
h alle no
h anzufahrenden Orte ν ∈ V Orte
Φ,µbenutzt werden, und die Fahrzeit c∗ν der Kante (ν ′, ν)∗. Diese Kanten verbinden o�ensi
htli
halle no
h anzufahrenden Orte ν ′, ν ∈ V Orte

Φ,µ , wobei jeder Ort ν ∈ V Orte
Φ,µ \ {µ} genau eine ein-gehende und maximal eine ausgehende Kante besitzt und der Ort der Fahrzeugposition µ nureine ausgehende Kante hat. Die Fahrzeit der Route beträgt somit ∑ν∈V Orte

Φ,µ
\{µ} c∗ν . Für jededieser Kanten (ν ′, ν)∗ gilt, dass die Fahrzeit c∗ν ni
ht kürzer als die minimale Fahrzeit zumErrei
hen des Ortes von allen anderen Orten ν̃ ∈ V Orte

Φ,µ {ν} sein kann, wobei zwis
hen Pi
kupund Delivery von Aufträgen i mit Status ϕ(i) = 0 und ϕ(i) = 1 unters
hieden werden muss:
c∗ν ≥























min
{

cµ,pi
, min
ϕ(j)=0

{cpj ,pi
}, min

ϕ(j)≤1
{cdj ,pi

}
}

∀ ν ′ = pi ∈ P

min
{

min
ϕ(j)=0

{cpj ,di
}, min

ϕ(j)≤1
{cdj ,di

}
}

∀ ν ′ = di ∈ D ∧ ϕ(i) = 0

min
{

cµ,di
, min
ϕ(j)=0

{cpj ,di
}, min

ϕ(j)≤1
{cdj ,di

}
}

∀ ν ′ = di ∈ D ∧ ϕ(i) = 1Somit gilt dies au
h für die Summe:
∑

ν∈V Orte
Φ,µ

\{µ}

c∗ν ≥
n
∑

i=1

−→
Ci

+((Φ, µ)T , (Φ∗
2n, µ∗

2n)T )

=
−→
C +((Φ, µ)T , 2nV Z

n,k∗)wobei zu bea
hten ist, dass für einen Auftrag i mit ϕ(i) = 0 die Summe der minimalenFahrzeiten zu zwei Orten in −→Ci
+((Φ, µ)T , (Φ∗

2n, µ∗
2n)T ) enthalten sind, während die Kanten zudiesen Orten einzeln in die Summe ∑ν∈V Orte

Φ,µ
\{µ} c∗ν eingehen. Die Minimalzeitensumme kannalso die tatsä
hli
hen Kosten ni
ht übers
hätzen.
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hnellstmögli
he Au�nden der Lösung garantieren zu können, muss die Dreie
ks-unglei
hung für die Abs
hätzung gelten. Es ist zu zeigen, dass für jeden Zustand (Φ, µ)T undjeden von (Φ, µ)T errei
hbaren Zustand (Φ′, µ′)T gilt:
−→
C +((Φ, µ)T , {(Φ′, µ′)T }) +

−→
C +((Φ′, µ′)T , 2nV Z

n,k∗) ≥
−→
C +((Φ, µ)T , 2nV Z

n,k∗)Laut De�nition der Minimalzeitensumme muss also gelten:
n
∑

i=1

−→
Ci

+((Φ, µ)T , (Φ′, µ′)T ) +
n
∑

i=1

−→
Ci

+((Φ′, µ′)T , (Φ∗
2n, µ∗

2n)) ≥
n
∑

i=1

−→
Ci

+((Φ, µ)T , (Φ∗
2n, µ∗

2n))Wegen der Struktur der Minimalzeitensumme, in die jeder no
h anzufahrende Ort mit minima-ler Fahrzeit von allen anderen no
h anzufahrenden Orten eingeht, werden si
h die Summandenfür die Zustände (Φ, µ)T und (Φ′, µ′)T in der Höhe unters
heiden. Für jeden no
h zu bedie-nenden Auftrag i gilt jedo
h:
−→
Ci

+((Φ, µ)T , (Φ′, µ′)T ) +
−→
Ci

+((Φ′, µ′)T , (Φ∗
2n, µ∗

2n)T ) ≥
−→
Ci

+((Φ, µ)T , (Φ∗
2n, µ∗

2n)T )da si
h die Anzahl der für das Minimum in Frage kommenden Stre
ken verringert. Dies wirdanhand einer Fallunters
heidung aus der De�nition von −→Ci
+((Φ, µ)T , {(Φ∗, µ∗)T }) gezeigt; hierwird diese Eigens
haft für den zweiten Fall mit Status ϕ(i) = 0 in Zustand (Φ, µ)T und Status

ϕ′(i) = 1 in Zustand (Φ′, µ′)T bewiesen. Der Beweis der anderen Fälle verläuft analog. DasFahrzeug habe im Zustand (Φ′, µ′)T den Standort µ′. Dann gilt:
−→
Ci

+((Φ, µ)T , (Φ′, µ′)T ) +
−→
Ci

+((Φ′, µ′)T , (Φ∗
2n, µ∗

2n)T )

= min {cµpi
, cpjpi

, cdlpi
} + min {cµ′di

, cpjdi
, cdldi

}
0=ϕ(j)<ϕ′(j) ϕ′(j)=0
ϕ(l)<ϕ′(l)=2 ϕ′(l)<1

≥ min {cµpi
, cpjpi

, cdlpi
} + min {cpjdi

, cdldi
}

ϕ(j)=0 ϕ(j)=0
ϕ(l)<2 ϕ(l)<1

=
−→
Ci

+((Φ, µ)T , (Φ∗
2n, µ∗

2n)T )Die beiden oberen Zeilen enthalten jeweils zwei zu minimierende Ausdrü
ke, die si
h nur inder Menge der zu minimierenden Stre
ken unters
heiden. Dabei gilt, dass
{pj ∈ P | 0 = ϕ(j) < ϕ′(j)} ⊆ {pj ∈ P | ϕ(j) = 0}

{dl ∈ D | ϕ(l) < ϕ′(l) = 2} ⊆ {dl ∈ D | ϕ′(j) < 2}

{pj ∈ P | ϕ′(j) = 0} ⊆ {pj ∈ P | ϕ(j) = 0}

{dl ∈ D | ϕ′(l) < 1} ⊆ {dl ∈ D | ϕ(j) < 1}Die letzten beiden Teilmengen-Beziehungen beruhen darauf, dass der Status ϕ′(i) eines Auf-trags i in (Φ′, µ′)T immer gröÿer oder glei
h dem Status ϕ(i) dieses Auftrags in Zustand
(Φ, µ)T ist. Weiterhin ist zu bea
hten, dass die Fahrzeugposition µ′ in Zustand (Φ, µ)T zu denno
h anzufahrenden Orten zählt und daher gilt, dass

µ′ ∈ {pj ∈ P | ϕ(j) = 0} ∪ {dl ∈ D | ϕ(j) < 1}



3.4. BESCHLEUNIGUNG DURCH ANDERE SCHÄTZFUNKTIONEN 91Die Menge der in der ersten Zeile zu minimierenden Werte ist daher für beide zu minimierendeAusdrü
ke jeweils eine Teilmenge der in der zweiten Zeile zu minimierenden Stre
ken, so dassbeide Minima der ersten Zeile jeweils gröÿer oder glei
h den entspre
henden Minima dernä
hsten Zeile sind. Die Beweise der anderen Fälle verlaufen analog, indem man Teilmengen-Beziehungen verdeutli
ht, und seien hier ni
ht aufgeführt.Somit gilt für jeden Auftrag i:
−→
Ci

+((Φ, µ)T , (Φ′, µ′)T ) +
−→
Ci

+((Φ′, µ′)T , (Φ∗
2n, µ∗

2n)T ) ≥
−→
Ci

+((Φ, µ)T , (Φ∗
2n, µ∗

2n)T )Damit gilt au
h für die Summe:
−→
C +((Φ, µ)T , {(Φ′, µ′)T }) +

−→
C +((Φ′, µ′)T , 2nV Z

n,k∗)

=
n
∑

i=1

−→
Ci

+((Φ, µ)T , (Φ′, µ′)T ) +
n
∑

i=1

−→
Ci

+((Φ′, µ′)T , (Φ∗
2n, µ∗

2n)T )

≥

n
∑

i=1

−→
Ci

+((Φ, µ)T , (Φ∗
2n, µ∗

2n)T )

=
−→
C +((Φ′, µ′)T , 2nV Z

n,k∗)Somit erfüllt die Minimalzeitensumme −→C + die geforderte Dreie
ksunglei
hung.
�Die Minimalzeitensumme −→C + kann also prinzipiell als S
hätzfunktion für den A*-Algorithmusverwendet werden. Da −→C + jedo
h bei geographis
h ni
ht glei
hverteilten no
h anzufahrendenOrten au
h erhebli
h von der tatsä
hli
h no
h verbleibenden Fahrzeit abwei
hen kann, mussin Testläufen festgestellt werden, ob tatsä
hli
h bessere Ergebnisse errei
ht werden.3.4.1.1 Ergebnisse der TestläufeFür diese Testläufe wurde die Anzahl der zu erzeugenden Knoten wieder mit einer Millionna
h oben bes
hränkt, ebenso wurde die Testumgebung wieder ereignisdiskret eingestellt. AlsVerglei
hswerte werden die Ergebnisse der Testläufe bei Verwendung des Zustandsgraphenund der S
hätzfunktion �Maximalauftragszeit� aus Abs
hnitt 3.3 herangezogen.Zum besseren Verständnis wird die Struktur der Ergebnistabellen beibehalten, d. h. eswerden die Anzahl der bearbeiteten Aufträge und der gelösten Instanzen, die Anzahl dererzeugten, unzulässigen, expandierten und Duplikat-Knoten sowie die Antwortzeiten sowohlals absolute Werte als au
h im Verglei
h zu den Ergebnissen aus Abs
hnitt 3.3 wiedergegeben:Tabelle 3.12 zeigt, dass bei der Anzahl dur
hs
hnittli
h bearbeiteter Aufträge nur einelei
hte Steigerung von 0,05% bis 2,23% gegenüber den Testläufen bei Verwendung der S
hätz-funktion −→C � erzielt werden konnte. Die Anzahl der gelösten Testinstanzen konnte ni
ht ver-bessert werden.



92 KAPITEL 3. DIE BESCHLEUNIGUNG DES SINGLE VEHICLE ROUTINGSProblemgruppe Aufträge gelöste InstanzenName Aufträge absolut ∆ absolut ∆100 51,86 33,46 0,05% 28 0,00%200 103,08 44,50 0,98% 14 0,00%400 205,66 66,34 1,27% 8 0,00%600 308,97 74,65 1,45% 4 0,00%800 411,75 83,02 1,41% 0 -1000 514,98 94,05 2,23% 0 -Tabelle 3.12: Anzahl bearbeiteter Aufträge und vollständig gelöster Instanzen bei Verwendungder S
hätzfunktion ~C+ und des Zustandsgraphen GZ
2n,k∗ im Verglei
h mit den Antwortzeitenbei Verwendung von ~C� auf GZ

2n,k∗Problem- ♯ Knoten absolutgruppe erzeugt unzulässig expandiert Duplikate100 385.688,20 171.560,91 68.801,05 132.987,04200 642.034,02 293.064,50 121.395,67 203.634,67400 728.949,71 367.256,19 148.783,15 182.359,93600 811.936,97 422.693,08 168.763,93 186.883,10800 822.759,42 445.273,90 176.960,24 170.623,901000 840.270,62 431.674,50 184.526,79 180.783,26Tabelle 3.13: Die Anzahl der erzeugten Knoten bei Verwendung der S
hätzfunktion ~C+ unddes Zustandsgraphen GZ
2n,k∗Die Tabellen 3.13 und 3.14 zeigen die Anzahl der erzeugten, unzulässigen, expandierten undDuplikat-Knoten, wobei Tabelle 3.13 der Vollständigkeit halber jeweils die absolute AnzahlKnoten angibt und 3.14 die für den Verglei
h benötigte Anzahl der Knoten bei Bes
hränkungder Aufträge auf die in den Testläufen mit der S
hätzfunktion −→C � bearbeiteten Aufträgesowohl absolut als au
h relativ zur Anzahl Knoten des Testlaufs mit −→C � enthält. Die Tabellenzeigen, dass die Anzahl der Knoten in allen Berei
hen lei
ht reduziert werden konnte.Diese Reduktion sollte si
h au
h in den Antwortzeiten zeigen, die in Tabelle 3.15 darge-stellt werden. Bei den dur
hs
hnittli
hen Antwortzeiten je Problemgruppe kann tatsä
hli
heine Reduktion von 3,57% - 17,01% beoba
htet werden, in den dur
hs
hnittli
h maximalenAntwortzeiten sind es sogar 8,17% - 26,27%. Betra
htet man die global maximale Antwortzeitjeder Problemklasse, so wird in Problemgruppe �1000� die bea
htli
he Reduktion von 36,43%festgestellt. Allerdings zeigen die beiden Problemgruppen �100� und �200� eine Zunahme derglobal maximalen Antwortzeit um 2,07% bzw. sogar 18,97%. Bei genauerer Betra
htung stelltsi
h heraus, dass von den 56 Testinstanzen der Problemgruppe �100� 11 Instanzen eine umdur
hs
hnittli
h 1,24 Sekunden höhere maximale Antwortzeit haben, von denen eine die aus-s
hlaggebende 18,82 Sekunden höhere maximale Antwortzeit errei
ht. In der Problemgruppe



3.4. BESCHLEUNIGUNG DURCH ANDERE SCHÄTZFUNKTIONEN 93Problem- erzeugt unzulässig expandiert Duplikategruppe ♯ Vgl. ∆ ♯ Vgl. ∆ ♯ Vgl. ∆ ♯ Vgl. ∆100 380.068,41 -6,38% 168.058,54 -7,57% 68.008,71 -6,46% 131.816,88 -4,85%200 594.816,65 -9,36% 276.752,02 -10,89% 113.666,52 -9,36% 184.367,88 -9,76%400 653.634,12 -10,41% 340.986,49 -10,61% 136.660,02 -9,52% 151.825,47 -14,13%600 738.423,32 -9,62% 395.591,58 -9,63% 156.677,95 -8,46% 160.234,55 -13,96%800 769.352,22 -7,94% 425.148,56 -7,07% 167.278,36 -7,11% 152.152,76 -14,00%1000 719.988,47 -11,51% 394.517,02 -11,01% 164.528,05 -9,70% 128.671,33 -20,25%Tabelle 3.14: Die Anzahl Knoten bei Verwendung der S
hätzfunktion ~C+ im Verglei
h zurVerwendung von ~C�, jeweils auf dem Zustandsgraphen GZ
2n,k∗Problem- global max. Antwortzeit Ø max. Antwortzeit Ø Antwortzeitgruppe se
 Vgl ∆ se
 Vgl ∆ se
 Vgl ∆100 134,15 134,15 2,07% 9,36 9,36 -9,53% 0,33 0,33 -5,94%200 69,14 69,14 18,97% 9,38 8,58 -8,17% 0,29 0,25 -3,57%400 128,64 46,06 -35,96% 9,15 5,19 -26,27% 0,19 0,12 -17,01%600 95,37 95,37 -21,26% 10,89 8,57 -14,82% 0,20 0,16 -10,37%800 80,97 80,97 -35,75% 8,47 6,62 -17,69% 0,15 0,12 -11,24%1000 132,92 31,04 -36,43% 10,10 3,72 -21,12% 0,16 0,07 -13,97%Tabelle 3.15: Die Antwortzeiten bei Verwendung der S
hätzfunktion ~C+ und des Zustands-graphen GZ

2n,k∗, im Verglei
h mit den Antwortzeiten bei Verwendung von ~C� auf GZ
2n,k∗�200� zeigt si
h ein ähnli
hes Bild: 15 der 60 Testinstanzen zeigen eine um dur
hs
hnittli
h1,30 Sekunden höhere maximale Antwortzeit, eine davon errei
ht eine Zunahme von 23,52Sekunden.Die Testläufe haben somit gezeigt, dass die S
hätzfunktion −→C + in vielen Instanzen hin-si
htli
h der Anzahl Knoten und der benötigten Antwortzeiten bessere Ergebnisse liefert als dieS
hätzfunktion −→C �. Da jedo
h no
h keine eindeutige Überlegenheit für alle Testinstanzen ge-geben ist, wird im folgenden versu
ht, für beide S
hätzfunktionen Varianten zu entwi
keln, dieno
h mehr Informationen des Ents
heidungsproblems in die Bere
hnung einbeziehen und somitdie Abwei
hung von der bere
hneten ges
hätzten Fahrzeit und der tatsä
hli
h verbleibendenFahrzeit zu verringern und somit eine weitere Reduktion der Antwortzeiten zu errei
hen.3.4.2 Varianten der S
hätzfunktionen unter Bea
htung der Servi
ezeitenZur Bea
htung der Servi
ezeiten in einer Variante einer S
hätzfunktion sind zwei Ansätzedenkbar. Die intuitive Mögli
hkeit besteht darin, die bekannten Servi
ezeiten sν aller Orte

ν ∈ V Orte
Φ,µ mit in die Bere
hnung der verbleibenden Fahrzeit einzubeziehen. Dies hat bei denS
hätzfunktionen �Minimalzeitensumme� −→C + und �Maximalauftragszeit� −→C � unters
hiedli
heAuswirkungen: Da bei der S
hätzfunktion �Minimalzeitensumme� die minimalen Fahrzeiten



94 KAPITEL 3. DIE BESCHLEUNIGUNG DES SINGLE VEHICLE ROUTINGSzu allen Orten der Menge ∈ V Orte
Φ,µ addiert werden, führt die Einbeziehung der Servi
ezeiten

sν in die bere
hnete ges
hätzte Fahrzeit dazu, dass die Servi
ezeit sν für jeden Ort ν ∈ V Orte
Φ,µund damit für jeden Auftrag i berü
ksi
htigt wird. Nutzt man die S
hätzfunktion �Maximal-auftragszeit�, so werden die Servi
ezeiten sν zwar für jeden Auftrag i in die Bere
hnungeneinbezogen, der zurü
kgegebene Wert beinhaltet jedo
h nur die Fahrzeit eines Auftrags i∗ unddamit au
h nur dessen Servi
ezeiten spi∗

(bei ϕ(i∗) = 0) bzw. sdi∗
.Da alle Aufträge bedient werden müssen, können au
h alle Servi
ezeiten sν, ν ∈ V Orte

Φ,µ indie S
hätzfunktion −→C � eingehen. Für die S
hätzfunktion −→C � kommt also no
h eine weitereMögli
hkeit der Bea
htung der Servi
ezeiten in Frage: die Summe der Servi
ezeiten aller no
hanzufahrenden Orte wird zum Wert der S
hätzfunktion −→C �, der längsten Fahrzeit eines ein-zelnen Auftrags, addiert. Dabei darf jede Servi
ezeit sν nur einmal einbezogen werden, d. h.die Servi
ezeiten spi∗
bzw. sdi∗

, die evtl. in der Fahrzeit des Auftrags i∗ mit maximaler Ein-zelfahrtzeit enthalten sind, dürfen in der Summe aller no
h verbleibenden Servi
ezeiten ni
htenthalten sein.Im folgenden werden für alle drei Konstellationen die Varianten der S
hätzfunktionenangegeben sowie die Ergebnisse der Testläufe interpretiert.3.4.2.1 Variante der Minimalzeitensumme mit Servi
ezeitenIn der S
hätzfunktion �Minimalzeitensumme� werden die minimalen Fahrzeiten zum Errei-
hen jedes no
h anzufahrenden Ortes ν ∈ V Orte
Φ,µ addiert. Die tatsä
hli
h verbleibende Fahrzeitkann damit ni
ht übers
hätzt werden. Zusätzli
h zu den Fahrzeiten cν,ν′ sind jedo
h au
h dieServi
ezeiten sν der Aufträge an den no
h anzufahrenden Orten ν ∈ V Orte

Φ,µ \ {µ} bekannt.Da die Aufträge bedient werden müssen, müssen au
h alle Servi
ezeiten sν , ν ∈ V Orte
Φ,µ \ {µ}eingehalten werden, so dass ihre Berü
ksi
htigung ni
ht zu einer Übers
hätzung der Routen-länge führen kann. Die Berü
ksi
htigung der Servi
ezeiten kann allerdings dazu führen, dassdie bere
hnete ges
hätzte Fahrzeit genauer, d. h. die Di�erenz zwis
hen der tatsä
hli
h verblei-benden Fahrzeit und dem bere
hneten ges
hätzten Wert reduziert wird. Insbesondere wird dieAddition aller Servi
ezeiten sν, ν ∈ V Orte

Φ,µ \{µ} bei etwa glei
h langen Servi
ezeiten sν für alleOrte ν ∈ V Orte
Φ,µ \ {µ} bewirken, dass die Knoten auf �höheren� Stufen k des Zustandsgraphen

GZ
n,k∗ tendenziell bevorzugt werden, weil mit jeder Stufe k > k∗ ein Ort weniger in der Mengeder no
h anzufahrenden Orte V Orte

Φ,µ enthalten ist und damit au
h die Summe der Servi
ezeitenbei steigendem k sinkt.Die S
hätzfunktion �Minimalzeitensumme mit Servi
ezeiten� −→C +S : V Z
n,k∗ × 2nV Z

n,k∗ → R+soll die ges
hätzte minimale Fahrzeit von einem Knoten (Φ, µ)T ∈ V Z
n,k∗ zu einem der Ziel-knoten (Φ∗, µ∗)T ∈ 2nV Z

n,k∗ inklusive aller Servi
ezeiten zurü
kgeben. Ausgehend vom Zu-standsvektor (Φ, µ)T wird daher nun für jeden Auftrag i die minimale Fahrzeit zu einemZustandsvektor (Φ∗, µ∗)T ∈ 2nV Z
n,k∗ bere
hnet als:
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min
0=ϕ(j)<ϕ∗(j),
ϕ(l)<ϕ∗(l)=2

{cµpi
, cpjpi

, cdlpi
}+ spi

, ϕ(i) = 0 ∧ ϕ∗(i) = 1

min
0=ϕ(j)<ϕ∗(j),
ϕ(l)<ϕ∗(l)=2

{cµdi
, cpjdi

, cdldi
}+ sdi

, ϕ(i) = 1 ∧ ϕ∗(i) = 2

min
0=ϕ(j)<ϕ∗(j)
ϕ(l)<ϕ∗(l)=2

{cµpi
, cpjpi

, cdlpi
} + spi

+

+ min
0=ϕ(j)<ϕ∗(j)
ϕ(l)<ϕ∗(l)=2

{cpjdi
, cdldi

}+ sdi
, ϕ(i) = 0 ∧ ϕ∗(i) = 2Analog zur De�nition der Minimalzeitensumme gibt nun die Summe

n
∑

i=1

−→
Ci

+S((Φ, µ)T , (Φ∗, µ∗)T )die ges
hätzte minimale Fahrzeit von (Φ, µ)T zum Zielknoten (Φ∗, µ∗)T inklusive der Servi
e-zeiten an. Die �Minimalzeitensumme mit Servi
ezeiten� als Minimum der zu jedem Zielknoten
(Φ∗, µ∗)T ∈ 2nV Z

n,k∗ ges
hätzten minimalen Fahr- und Servi
ezeit −→C +S((Φ, µ)T , {(Φ∗, µ∗)T })wird de�niert als:
−→
C +S((Φ, µ)T , 2nV Z

n,k∗) = min
(Φ∗,µ∗)T ∈2nV Z

n,k∗

n
∑

i=1

−→
Ci

+S((Φ, µ)T , (Φ∗, µ∗)T )Mit dieser De�nition können nun die Eigens
haften des A*-Algorithmus bei Verwendung derS
hätzfunktion −→C +S angegeben werden:Satz 3.7Der A*-Algorithmus �ndet bei Verwendung der S
hätzfunktion −→C +S , �Minimalzeitensummemit Servi
ezeiten�, s
hnellstmögli
h einen fahrzeitminimalen Weg von der Quelle zu einer derSenken des Graphen GZ
n,k∗.Beweis: Zu zeigen ist, dass der Wert −→C +S((Φ, µ)T , 2nV Z

n,k∗) trotz der Hinzunahme der Ser-vi
ezeiten die tatsä
hli
h verbleibende Fahrzeit ni
ht übers
hätzt und die Dreie
ksunglei
hungweiterhin gilt.Die Minimalzeitensumme mit Servi
ezeiten −→C +S lässt si
h mit Hilfe der Minimalzeiten-summe −→C + darstellen. Da für jeden Auftrag i gilt:
−→
Ci

+S((Φ, µ)T , (Φ′, µ′)T ) =
−→
Ci

+((Φ, µ)T , (Φ′, µ′)T ) +


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spi
, ϕ(i) = 0 ∧ ϕ′(i) = 1

sdi
, ϕ(i) = 1 ∧ ϕ′(i) = 2

spi
+ sdi

, ϕ(i) = 0 ∧ ϕ′(i) = 2kann −→C +S ges
hrieben werden als
−→
C +S((Φ, µ)T , {(Φ′, µ′)T }) =

−→
C +((Φ, µ)T , {(Φ′, µ′)T }) +

∑

ν∈(V Orte
Φ,µ

\{µ})\

(V Orte
Φ′,µ′ \{µ′})

sν



96 KAPITEL 3. DIE BESCHLEUNIGUNG DES SINGLE VEHICLE ROUTINGSInsbesondere gilt damit für den mit Hilfe der Minimalzeitensumme mit Servi
ezeiten bere
h-neten ges
hätzten Wert der Fahrzeit von (Φ, µ)T zu einer der Senken des Zustandsgraphen:
−→
C +S((Φ, µ)T , 2nV Z

n,k∗) =
−→
C +((Φ, µ)T , 2nV Z

n,k∗) +
∑

ν∈V Orte
Φ,µ

\{µ}

sνIm Beweis zu Satz 3.6 wurde gezeigt, dass für die Minimalzeitensumme −→C + im Verglei
hzur Summe der Fahrzeiten c∗ν einer fahrzeitminimalen Route von der Fahrzeugposition µ dur
halle no
h anzufahrenden Orte ν ∈ V Orte
Φ,µ \ {µ} gilt:

∑

ν∈V Orte
Φ,µ

\{µ}

c∗ν ≥

n
∑

i=1

−→
Ci

+((Φ, µ)T , (Φ∗
2n, µ∗

2n)T )

=
−→
C +((Φ, µ)T , 2nV Z

n,k∗)Auf der fahrzeitminimalen Route müssen jedo
h au
h die Servi
ezeiten an jedem Ort ein-gehalten werden, so dass si
h die Fahrzeit des Fahrzeugs dementspre
hend verlängert. Da-her ergibt si
h für die tatsä
hli
h verbleibende Fahrzeit der Route mindestens der Wert
∑

ν∈V Orte
Φ,µ

\{µ}(c
∗
ν + sν). Es gilt:

∑

ν∈V Orte
Φ,µ

\{µ}

(c∗ν + sν) =
∑

ν∈V Orte
Φ,µ

\{µ}

c∗ν +
∑

ν∈V Orte
Φ,µ

\{µ}

sν

≥
−→
C +((Φ, µ)T , 2nV Z

n,k∗) +
∑

ν∈V Orte
Φ,µ

\{µ}

sν

=
−→
C +S((Φ, µ)T , 2nV Z

n,k∗)Die tatsä
hli
h verbleibende Fahrzeit kann somit von −→C +S ni
ht übers
hätzt werden.Bleibt no
h zu zeigen, dass −→C +S die Dreie
ksunglei
hung
−→
C +S((Φ, µ)T , {(Φ′, µ′)T }) +

−→
C +S((Φ′, µ′)T , 2nV Z

n,k∗) ≥
−→
C +S((Φ′, µ′)T , 2nV Z

n,k∗)erfüllt. Dazu wird ausgenutzt, dass die Dreie
ksunglei
hung für −→C + gilt:
−→
C +S((Φ, µ)T , {(Φ′, µ′)T }) +

−→
C +S((Φ′, µ′)T , 2nV Z

n,k∗)

=
−→
C +((Φ, µ)T , {(Φ′, µ′)T }) +

∑

ν∈(V Orte
Φ,µ

\{µ})\

(V Orte
Φ′,µ′ \{µ′})

sν +
−→
C +((Φ′, µ′)T , 2nV Z

n,k∗) +
∑

ν∈V Orte
Φ′,µ′\{µ

′}

sν

=
−→
C +((Φ, µ)T , {(Φ′, µ′)T }) +

−→
C +((Φ′, µ′)T , 2nV Z

n,k∗) +
∑

ν∈V Orte
Φ,µ

\{µ}

sν

≥
n
∑

i=1

−→
Ci

+((Φ, µ)T , {(Φ∗
2n, µ∗

2n)T }) +
∑

ν∈V Orte
Φ,µ

\{µ}

sν

=
−→
C +S((Φ′, µ′)T , 2nV Z

n,k∗)



3.4. BESCHLEUNIGUNG DURCH ANDERE SCHÄTZFUNKTIONEN 97Problem- Aufträge gelöste Instanzengruppe Aufträge absolut ∆ absolut ∆100 51,86 34,71 3,79% 30 7,14%200 103,08 49,43 12,18% 19 35,71%400 205,66 75,86 15,81% 11 37,50%600 308,97 87,92 19,48% 6 50,00%800 411,75 97,56 19,17% 1 - 51000 514,98 106,38 15,63% 0 -Tabelle 3.16: Anzahl bearbeiteter Aufträge und vollständig gelöster Instanzen bei Verwendungder S
hätzfunktion ~C+S im Verglei
h zur Verwendung der S
hätzfunktion ~C�

�Die Minimalzeitensumme mit Servi
ezeiten kann also im A*-Algorithmus eingesetzt wer-den, ohne die Optimalität der Lösung oder das s
hnellstmögli
he Finden einer Lösung zugefährden.Ergebnisse der TestläufeFür diese Testläufe werden alle in Abs
hnitt 3.4.1 bes
hriebenen Einstellungen übernommen.Als Verglei
hswerte werden weiterhin die Ergebnisse der Testläufe bei Verwendung des Zu-standsgraphen und der S
hätzfunktion �Maximalauftragszeit� aus Abs
hnitt 3.4.1 herangezo-gen.Tabelle 3.16 zeigt die Anzahl der bearbeiteten Aufträge und gelösten Instanzen. Hier konn-ten deutli
he Steigerungen gegenüber den Testläufen unter Verwendung von −→C � erzielt wer-den: die Anzahl dur
hs
hnittli
h bearbeiteter Aufträge konnte um 3,79% bis 19,48% gesteigertwerden, während die Anzahl der bis zum Errei
hen von einer Million erzeugten Knoten ge-lösten Instanzen sogar um bis zu 50% verbessert werden konnte. In der Problemgruppe �800�konnte sogar erstmals eine Instanz gelöst werden. Au�ällig sind die im Verglei
h zu den an-deren Problemgruppen geringen Verbesserungen der Problemgruppe �100�: hier konnten nur3,79% mehr Aufträge bearbeitet und nur 7,14% mehr Instanzen gelöst werden. Bei genauererBetra
htung der Ergebnisse stellt man fest, dass alle Instanzen mit kurzem Planungshorizont,der nur 
a. 10 Aufträge pro Fahrzeug zulässt, vollständig gelöst werden, während die Instanzenmit langem Planungshorizont und bis zu 30 mögli
hen Aufträgen pro Fahrzeug ni
ht gelöstwerden. Eine Steigerung der Anzahl Aufträge ist daher in dieser Problemgruppe nur in denInstanzen mit langem Planungshorizont mögli
h, was zu den verglei
hsweise niedrigen prozen-tualen Steigerungen führt. In diesen Testläufen mit der S
hätzfunktion −→C +S konnten jedo
hdeutli
h bessere Ergebnisse erzielt werden als in den Testläufen mit der Funktion −→C +.5Bisher war die Anzahl gelöster Instanzen Null, die prozentuale Veränderung kann daher ni
ht bere
hnetwerden.



98 KAPITEL 3. DIE BESCHLEUNIGUNG DES SINGLE VEHICLE ROUTINGSProblem- ♯ Knoten absolutgruppe erzeugt unzulässig expandiert Duplikate100 361.809,18 134.907,66 56.981,73 142.916,46200 617.022,97 248.553,03 109.055,10 209.988,55400 731.315,66 345.065,46 144.467,76 183.260,78600 783.792,12 379.155,45 161.344,37 178.614,52800 827.528,61 425.828,68 177.359,29 159.607,931000 851.191,03 412.334,00 187.064,84 183.039,95Tabelle 3.17: bei Verwendung der S
hätzfunktion ~C+S im Verglei
h zur Verwendung von ~C�Problem- erzeugt unzulässig expandiert Duplikategruppe ♯ Vgl ∆ ♯ Vgl ∆ ♯ Vgl ∆ ♯ Vgl ∆100 248.989,95 -38,67% 98.416,23 -45,88% 42.095,68 -42,10% 94.892,39 -31,50%200 422.308,78 -35,65% 187.459,97 -39,64% 78.198,20 -37,64% 132.077,85 -35,36%400 495.815,97 -32,04% 259.867,53 -31,88% 103.571,56 -31,43% 103.968,73 -41,20%600 578.697,55 -29,17% 303.559,92 -30,65% 121.061,28 -29,27% 120.361,42 -35,37%800 607.576,20 -27,30% 338.657,08 -25,97% 132.615,05 -26,36% 104.717,17 -40,81%1000 578.963,40 -28,84% 318.482,19 -28,16% 133.689,88 -26,62% 90.026,45 -44,20%Tabelle 3.18: Die Anzahl Knoten bei Verwendung der S
hätzfunktion ~C+S im Verglei
h zurVerwendung von ~C�In den Tabellen 3.17 und 3.18 wird die Anzahl der erzeugten, unzulässigen, expandiertenund Duplikat-Knoten dargestellt: Tabelle 3.17 gibt die absolute Anzahl Knoten und Tabelle3.18 die für den Verglei
h benötigte Anzahl der Knoten an, bei Bes
hränkung der Aufträge aufdie in den Testläufen mit der S
hätzfunktion −→C � bearbeiteten Aufträge. Die Verglei
hswertewerden sowohl absolut als au
h relativ zur Anzahl Knoten des Testlaufs mit −→C � dargestellt.In Tabelle 3.17 zeigt die Anzahl von nur 361.809, 18 dur
hs
hnittli
h in Problemgruppe �100�erzeugten Knoten, dass in den gelösten Instanzen deutli
h weniger als eine Million Knotenerzeugt werden. Tabelle 3.18 zeigt eine deutli
he Reduktion der Anzahl Knoten von 25,97%bis 45,88% in allen Berei
hen. Au
h hier werden deutli
he Verbesserungen gegenüber denTestläufen mit der S
hätzfunktion −→C + erzielt, die eine maximale Reduktion von 11,51% dererzeugten Knoten aufweisen.In Tabelle 3.19 werden die Antwortzeiten dargestellt. Die dur
hs
hnittli
hen Antwortzei-ten je Problemgruppe konnten um bea
htli
he 32,18% bis 41,29% reduziert werden. Bei dendur
hs
hnittli
h maximalen Antwortzeiten sind es sogar 34,52% bis 47,03%. In den Ergebnis-sen für die global maximale Antwortzeit wird die bea
htli
he Reduktion von 53,55% für dieProblemgruppe �800� erzielt. Allerdings hat si
h die global maximale Antwortzeit der Pro-blemgruppe �200� um 7,79% gegenüber den Testläufen mit der S
hätzfunktion −→C � erhöht.Die Begründung hierfür liegt in der Tatsa
he, dass in 20 der 60 Testinstanzen eine um dur
h-



3.4. BESCHLEUNIGUNG DURCH ANDERE SCHÄTZFUNKTIONEN 99Problem- global max. Antwortzeit Ø max. Antwortzeit Ø Antwortzeitgruppe se
 Vgl ∆ se
 Vgl ∆ se
 Vgl ∆100 193,35 123,66 -5,91% 16,63 6,63 -35,88% 0,56 0,23 -34,26%200 129,80 62,64 7,79% 14,84 6,12 -34,52% 0,38 0,18 -32,18%400 131,00 47,07 -34,56% 10,68 3,97 -43,64% 0,19 0,09 -39,33%600 80,59 56,83 -53,07% 10,26 6,43 -36,09% 0,16 0,12 -33,47%800 158,28 58,55 -53,55% 9,27 4,26 -47,03% 0,14 0,08 -41,29%1000 106,26 24,69 -49,44% 9,98 2,64 -44,07% 0,14 0,05 -38,56%Tabelle 3.19: Die Antwortzeiten bei Verwendung der S
hätzfunktion ~C+S im Verglei
h zurVerwendung von ~C�s
hnittli
h 0,71 Sekunden höhere maximale Antwortzeit errei
ht wurde, in genau einer Instanzwar die maximale Antwortzeit mit 9,56 Sekunden deutli
h länger als im Testlauf dieser Instanzmit der Funktion −→C �. Au
h hinsi
htli
h der Antwortzeiten wurden in den Testläufe mit derS
hätzfunktion −→C +S erhebli
h bessere Ergebnisse als in den Testläufen mit der S
hätzfunktion
−→
C + erzielt.Die Testläufe zeigen, dass die Verwendung der S
hätzfunktion −→C +S zu besseren Ergebnis-sen führt als die Verwendung der S
hätzfunktion −→C +. In fast allen Fällen werden jetzt au
hdie Ergebnisse der Testläufe unter Verwendung der S
hätzfunktion −→C � übertro�en.In den folgenden Abs
hnitten wird nun untersu
ht, inwieweit Varianten der S
hätzfunktion
−→
C � unter Verwendung der Servi
ezeiten die Re
henzeiten positiv beein�ussen können.3.4.2.2 Variante der Maximalauftragszeit mit Einzel-Servi
ezeitIn der S
hätzfunktion �Maximalauftragszeit�, −→C �, wird für jeden no
h zu bearbeitenden Auf-trag i einzeln betra
htet, wie lange das Fahrzeug für die alleinige Vollendung dieses Auftragsbrau
hen würde. Ans
hlieÿend wird das Maximum dieser Zeiten −→Ci

� aller Aufträge als Ab-s
hätzung für die insgesamt no
h verbleibende Fahrzeit genommen. Da die Servi
ezeiten sν ,die bei Ankunft an einem Pi
kup- oder Delivery-Ort ν ∈ V Orte
Φ,µ anfallen, bekannt sind undeingehalten werden müssen, ist es nur natürli
h, sie in die Abs
hätzung der Fahrzeit mit auf-zunehmen, um so eine genauere Abs
hätzung zu erhalten.Die �Maximalauftragszeit mit Einzel-Servi
ezeit� −→C �E : V Z

n,k∗ × 2nV Z
n,k∗ → R+ gibt eineges
hätzte minimale Fahr- und Servi
ezeit von einem Knoten (Φ, µ)T ∈ V Z

n,k∗ zu einem derZielknoten (Φ∗, µ∗)T ∈ 2nV Z
n,k∗ zurü
k. Dazu wird die für einen einzelnen Auftrag i zumErrei
hen eines Zustandsvektors (Φ∗, µ∗)T ∈ 2nV Z

n,k∗ verbleibende Fahrzeit de�niert als:
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−→
Ci

�E((Φ, µ)T , (Φ∗, µ∗)T ) =























0 falls ϕ(i) = ϕ∗(i)

cµ,di
+ sdi

falls ϕ(i) = 1 ∧ ϕ∗(i) = 2

cµ,pi
+ spi

falls ϕ(i) = 0 ∧ ϕ∗(i) = 1

cµ,pi
+ spi

+ cpi,di
+ sdi

falls ϕ(i) = 0 ∧ ϕ∗(i) = 2Der Wert −→Ci
�E((Φ, µ)T , (Φ∗, µ∗)T ) bildet so die no
h verbleibende Fahr- und Servi
ezeit beialleiniger Bedienung des Auftrags i ab. Mit

n
max
i=1

−→
Ci

�E((Φ, µ)T , (Φ∗, µ∗)T )wird somit eine Abs
hätzung für die Fahrzeit zu einem Zielknoten (Φ∗, µ∗)T de�niert. Damitkann die Maximalauftragszeit mit Einzel-Servi
ezeit als ges
hätzte Fahrzeit zu einem belie-bigen Zielknoten der Menge (Φ∗, µ∗)T ∈ 2nV Z
n,k∗ als Minimum der ges
hätzten Fahrzeiten zueinem der Zielknoten angegeben werden:

−→
C �E((Φ, µ)T , 2nV Z

n,k∗) = min
(Φ∗,µ∗)T ∈2nV Z

n,k∗

n
max
i=1

−→
Ci

�E((Φ, µ)T , (Φ∗, µ∗)T )Die S
hätzfunktion −→C �E hat folgende Eigens
haften:Satz 3.8Der A*-Algorithmus �ndet mit der S
hätzfunktion �Maximalauftragszeit mit Einzel-Servi
ezeiten�,
−→
C �E, einen fahrzeitminimalen Weg von der Quelle zu einer der Senken des Graphen GZ

n,k∗ .Das s
hnellstmögli
he Au�nden der Lösung ist ni
ht garantiert.Beweis: Der Beweis verläuft in groÿen Teilen analog zum Beweis von Satz 3.3. Allerdingswird hier der Zustandsgraph GZ
n,k∗ zugrunde gelegt, während in 3.3 der Statusvektorbaum

GS
n,k∗ benutzt wurde.Die Optimalität der Lösung des A*-Algorithmus hängt davon ab, ob der Wert der S
hätz-funktion −→C �E((Φ, µ)T , 2nV Orte

Φ,µ ) die tatsä
hli
h no
h anfallende Fahrzeit von einem Knoten
(Φ, µ)T zu einem Zielknoten (Φ∗, µ∗)T ∈ 2nV Z

n,k∗ übers
hätzen kann. Für einen Zustandsvektor
(Φ∗, µ∗)T ∈ 2nV Z

n,k∗ gilt: Φ∗ = (2, . . . , 2)T , so dass −→Ci
�E((Φ, µ)T , (Φ∗, µ∗)T ) dargestellt werdenkann als:

−→
Ci

�E((Φ, µ)T , (Φ∗, µ∗)T ) =











0 falls ϕ(i) = 2

cµ,di
falls ϕ(i) = 1

cµ,pi
+ cpi,di

falls ϕ(i) = 0Da si
h die Zustandsvektoren (Φ∗, µ∗)T ∈ 2nV Z
n,k∗ nur im Ort der Fahrzeugposition µ∗ unter-s
hieden, der jedo
h ni
ht in −→C �E((Φ, µ)T , 2nV Z
n,k∗) eingeht, kann au
h −→C �E((Φ, µ)T , 2nV Z

n,k∗)einfa
her ges
hrieben werden:
−→
C �E((Φ, µ)T , 2nV Z

n,k∗) = max
i=1...,n

−→
Ci

�E((Φ, µ)T , (Φ∗, µ∗)T )



3.4. BESCHLEUNIGUNG DURCH ANDERE SCHÄTZFUNKTIONEN 101Man betra
hte nun, analog zum Beweis von Satz 3.7, für den Zustandsvektor (Φ, µ)T dengewi
hteten Graphen GOrte
Φ,µ mit der Knotenmenge V Orte

Φ,µ , bestehend aus dem Ort µ der ak-tuellen Fahrzeugposition und allen no
h anzufahrenden Orten, und der Kantenmenge EOrte
Φ,µ ,die alle mögli
hen Reihenfolgen der Orte in einer Route beginnend im Ort µ abbildet. DasGewi
ht cOrteΦ,µ (ν, ν ′) einer Kante (ν, ν ′) ∈ V Orte

Φ,µ entspre
he der Fahrzeit cν,ν′ von Ort ν zu Ort
ν ′. Analog zum Beweis von Satz 3.7 bezei
hne c∗ν die Fahrzeit der Kante (ν ′, ν)∗, die zwei Or-te der fahrzeitminimalen Route (µ, ν1, ν2, . . . , νl) von der Fahrzeugposition µ dur
h alle no
hanzufahrenden Orte ν1, . . . νl ∈ V Orte

Φ,µ verbindet. Die Fahrzeit der minimalen Route beträgtsomit ∑ν∈V Orte
Φ,µ

\{µ} c∗ν .Die Maximalauftragszeit mit Einzel-Servi
ezeit, −→C �E((Φ, µ)T , 2nV Z
n,k∗), bildet das Maxi-mum der −→Ci

�E((Φ, µ)T , (Φ∗, µ∗)T ) aller Aufträge i. Es sei i′ ein Auftrag mit ϕ(i′) = 2 undmaximalem −→Ci
�E((Φ, µ)T , (Φ∗, µ∗)T ). Dann gilt für die Fahr- und Servi
ezeiten unter Betra
h-tung der Teil-Routen (µ, ν1, ν2 . . . , pi), (pi, . . . , di) und (di, . . . , νl):

−→
C �E((Φ, µ)T , 2nV Z

n,k∗) = cµ,pi′
+ spi′

+ cpi′ ,di′
+ sdi′

≤ c∗ν1
+ sν1 + c∗ν2

+ sν2 + · · ·+ c∗pi′
+ spi′

+ · · ·+ c∗di′
sdi′

≤
∑

ν∈V Orte
Φ,µ

\{µ}

(c∗ν + sν)da die Gültigkeit der Dreie
ksunglei
hung für die Fahrzeiten cν,ν′ vorausgesetzt wurde (vgl.Abs
hnitt 2.3). Diese Eigens
haft kann analog für Aufträge i′ mit ϕ(i′) < 2 na
hgewiesenwerden. Die S
hätzfunktion −→C �E kann also die verbleibende Fahr- und Servi
ezeit ni
ht über-s
hätzen.Die für das s
hnellstmögli
he Finden einer Lösung benötigte Gültigkeit der Dreie
kgsun-glei
hung
−→
C �E((Φ, µ)T , {(Φ′, µ′)T }) +

−→
C �E((Φ′, µ′)T , 2nV S

n,k∗) ≥
−→
C �E((Φ, µ)T , 2nV S

n,k∗)ist ni
ht erfüllt. Das Gegenbeispiel aus Abs
hnitt 3.2.3, dass die Gültigkeit der Drei
ksun-glei
hung für die S
hätzfunktion −→C � auf dem Statusvektorbaum GS
n,k∗ widerlegt, kann hierübernommen werden: man betra
hte dazu den Fall, dass alle Servi
ezeiten Null sind. Da dasGegenbeispiel in Abs
hnitt 3.2.3 auf dem Graphen GOrte

Φ basiert, der bei glei
hem Statusvek-tor mit dem hier betra
hteten Graphen GOrte
Φ,µ übereinstimmt, kann es au
h hier verwendetwerden.

�Die S
hätzfunktion −→C �E kann also benutzt werden, ohne die Optimalität der Lösung zugefährden. Das s
hnellstmögli
he Finden einer Lösung kann zwar ni
ht garantiert werden,denno
h kann eine Verbesserung der Re
henzeiten erwartet werden.



102 KAPITEL 3. DIE BESCHLEUNIGUNG DES SINGLE VEHICLE ROUTINGSProblem- Aufträge gelöste Instanzengruppe Aufträge absolut ∆ absolut ∆100 51,86 33,45 0,00% 28 0,00%200 103,08 44,30 0,53% 14 0,00%400 205,66 65,83 0,49% 8 0,00%600 308,97 74,12 0,72% 4 0,00%800 411,75 82,88 1,24% 0 -1000 514,98 93,33 1,44% 0 -Tabelle 3.20: Anzahl bearbeiteter Aufträge und vollständig gelöster Instanzen bei Verwendungder S
hätzfunktion ~C�E im Verglei
h zur Verwendung der S
hätzfunktion ~C�Problem- ♯ Knoten absolutgruppe erzeugt unzulässig expandiert Duplikate100 377.989,79 164.525,27 66.621,11 133.069,88200 649.437,55 297.629,65 122.374,80 208.676,53400 722.144,46 368.667,59 148.061,98 181.766,42600 808.493,42 429.669,68 168.186,68 184.657,68800 834.410,71 449.993,64 178.822,51 180.559,141000 821.185,24 436.802,09 182.111,59 168.880,45Tabelle 3.21: bei Verwendung der S
hätzfunktion ~C�E im Verglei
h zur Verwendung von ~C�Ergebnisse der TestläufeDie Testläufe basieren auf den in Abs
hnitt 3.4.1 bes
hriebenen Einstellungen. Als Verglei
hs-werte dienen weiterhin die Ergebnisse der Testläufe aus Abs
hnitt 3.4.1 unter Verwendung desZustandsgraphen und der S
hätzfunktion −→C �.Tabelle 3.20 zeigt die Anzahl der bearbeiteten Aufträge und gelösten Instanzen. Hier kön-nen nur s
hwa
he Verbesserungen festgestellt werden: in Problemgruppe �100� werden keinezusätzli
hen Aufträge bearbeitet, die gröÿten Zuwä
hse verzei
hnet die Problemgruppe �1000�mit nur 1,44%.Au
h bei den erzeugten Knoten, die in den Tabellen 3.21 und 3.22 dargestellt werden,können keine wesentli
hen Verbesserungen festgestellt werden, die Einsparungen bewegen si
hzwis
hen 2,69% und 9,52% der Knoten.Bei den Antwortzeiten in Tabelle 3.23 werden zum Teil gute Verbesserungen ersi
htli
h:während si
h die dur
hs
hnittli
he Antwortzeit um 4,90% bis 11,21% verringert, kann bei derdur
hs
hnittli
hen maximalen Antwortzeit eine Reduktion um 5,34% bis 14,19% erzielt wer-den. Die global maximale Antwortzeit kann in der Problemgruppe �800� um bea
htli
he 33,75%gesenkt werden, während sie in den Problemgruppen �200� und �400� lei
ht um 4,74% bzw.2,70% ansteigt: In den 60 Testinstanzen der Problemruppe 200 wird die maximale Antwortzeit



3.4. BESCHLEUNIGUNG DURCH ANDERE SCHÄTZFUNKTIONEN 103Problem- erzeugt unzulässig expandiert Duplikategruppe ♯ Vgl ∆ ♯ Vgl ∆ ♯ Vgl ∆ ♯ Vgl ∆100 377.989,79 -6,89% 164.525,27 -9,52% 66.621,11 -8,37% 133.069,88 -3,95%200 627.934,00 -4,31% 290.873,75 -6,35% 118.757,58 -5,30% 198.816,27 -2,69%400 701.514,93 -3,85% 364.165,41 -4,53% 144.492,53 -4,34% 170.237,75 -3,71%600 794.436,87 -2,76% 422.450,63 -3,49% 165.127,03 -3,53% 181.169,28 -2,72%800 808.958,31 -3,20% 439.695,10 -3,89% 173.356,59 -3,73% 171.746,83 -2,92%1000 782.987,17 -3,77% 421.490,19 -4,92% 174.569,74 -4,18% 155.232,72 -3,79%Tabelle 3.22: Die Anzahl Knoten bei Verwendung der S
hätzfunktion ~C�E im Verglei
h zurVerwendung von ~C�Problem- global max. Antwortzeit Ø max. Antwortzeit Ø Antwortzeitgruppe se
 Vgl ∆ se
 Vgl ∆ se
 Vgl ∆100 120,56 120,56 -8,28% 9,11 9,11 -11,95% 0,31 0,31 -11,21%200 86,90 60,87 4,74% 10,25 8,84 -5,34% 0,28 0,25 -4,90%400 105,97 73,88 2,70% 7,89 6,18 -12,19% 0,16 0,13 -10,08%600 92,31 92,31 -23,78% 9,24 9,23 -8,30% 0,17 0,17 -6,47%800 83,49 83,49 -33,75% 7,11 6,90 -14,19% 0,13 0,12 -10,74%1000 74,36 44,76 -8,34% 5,62 4,39 -6,92% 0,10 0,08 -5,47%Tabelle 3.23: Die Antwortzeiten bei Verwendung der S
hätzfunktion ~C�E im Verglei
h zurVerwendung von ~C�dur
hs
hnittli
h um 0,5 Sekunden gesenkt, in einer Testinstanz sogar um 21,2 Sekunden. In23 dieser Instanzen wird jedo
h ein absoluter Anstieg der maximalen Antwortzeit um dur
h-s
hnittli
h 0,25 Sekunden verzei
hnet, der gröÿte Anstieg liegt bei 2,76 Sekunden in einerInstanz. In der Problemgruppe �400� ist es ähnli
h: von den 59 Instanzen haben 28 kürze-re maximale Antwortzeiten verzei
hnet, wobei die gröÿte Einsparung 37,9 Sekunden beträgt,während in den anderen 31 Instanzen dur
hs
hnittli
h um 0,09 Sekunden längere maximaleAntwortzeiten gemessen wurden, bei einer maximalen Abwei
hung von 1,94 Sekunden.Mit der S
hätzfunktion −→C �E können die Antwortzeiten ebenfalls verringert werden, imVerglei
h zur S
hätzfunktion −→C +S sind die Verbesserungen allerdings ni
ht besonders ho
h.Im folgenden Abs
hnitt wird daher versu
ht, au
h die Summe der Servi
ezeiten in eine Varianteder S
hätzfunktion −→C � zu integrieren.3.4.2.3 Variante der Maximalauftragszeit mit Summe der Servi
ezeitenBei der Maximalauftragszeit mit Einzel-Servi
ezeit −→C �E werden nur die Servi
ezeiten spi′
, sdi′des Auftrags i′ mit maximaler no
h anfallender Fahrt- und Servi
ezeit −→Ci′

�E berü
ksi
htigt.Da jedo
h alle Servi
ezeiten sν der no
h anzufahrenden Orte ν ∈ V Orte
Φ,µ eingehalten werden



104 KAPITEL 3. DIE BESCHLEUNIGUNG DES SINGLE VEHICLE ROUTINGSmüssen und unabhängig von der gewählten Route sind, können au
h alle Servi
ezeiten in dieBere
hnung der S
hätzfunktion aufgenommen werden. Damit soll errei
ht werden, dass Knotenauf �höheren� Stufen k des Zustandsgraphen GZ
n,k∗ tendenziell eher expandiert werden, da dieAnzahl der no
h anzufahrenden Orte | V Orte

Φ,µ | = 2n − k beträgt und somit für steigende kabnimmt, womit au
h die Summe der Servi
ezeiten aller no
h anzufahrenden Orten sinkt.Die �Maximalauftragszeit mit Summe der Servi
ezeiten� −→C �S : V Z
n,k∗ × 2nV Z

n,k∗ → R+ gibteine ges
hätzte minimale Fahr- und Servi
ezeit von einem Knoten (Φ, µ)T ∈ V Z
n,k∗ zu einemder Zielknoten (Φ∗, µ∗)T ∈ 2nV Z

n,k∗ zurü
k. Zur De�nition von −→C �S wird auf die Maximal-auftragszeit −→C � zurü
kgegri�en, zusätzli
h wird die Summe aller Servi
ezeiten an den no
hanzufahrenden Orten ν ∈ V Orte
Φ,µ eingefügt:

−→
C �S((Φ, µ)T , 2nV Z

n,k∗) =
−→
C �((Φ, µ)T , 2nV Z

n,k∗) +
∑

ν∈V Orte
Φ,µ

sνFür diese S
hätzfunktion gilt:Satz 3.9Der A*-Algorithmus �ndet mit der S
hätzfunktion −→C �S, der Maximalauftragszeit mit Sum-me der Servi
ezeiten, einen fahrzeitminimalen Weg von der Quelle zu einer der Senken desGraphen GZ
n,k∗ . Das s
hnellstmögli
he Au�nden der Lösung ist ni
ht garantiert.Beweis: Zum Beweis der Optimalität der Lösung muss gezeigt werden, dass der Wert

−→
C �S((Φ, µ)T , 2nV S

n,k∗) die tatsä
hli
h verbleibende Fahrt- und Servi
ezeit des kürzesten Wegsvon (Φ, µ)T zu einem der Zielknoten (Φ∗, µ∗)T ∈ 2nV S
n,k∗) ni
ht übers
hätzt. Die tatsä
hli
hverbleibende Fahrt- und Servi
ezeit lässt si
h s
hreiben als

∑

ν∈V Orte
Φ,µ

(c∗ν + sν),wobei die Werte c∗ν die in die fahrtzeitminimale Route von der Fahrzeugposition µ dur
h alleno
h anzufahrenden Orte ν ∈ V Orte
Φ,µ eingehenden Fahrzeiten der Kanten (ν ′, ν)∗ und die Werte

sν die an diesen Orten einzuhaltenden Servi
ezeiten darstellen.Für die S
hätzfunktion −→C �((Φ, µ)T , 2nV Z
n,k∗) gilt, dass sie die verbleibende Fahrzeit voneinem Knoten (Φ, µ)T ∈ V Z

n,k∗ zu einer der Senken (Φ∗, µ∗)T ∈ 2nV Z
n,k∗ ni
ht übers
hätzt, d. h.

−→
C �((Φ, µ)T , 2nV Z

n,k∗) ≤
∑

ν∈V Orte
Φ,µ

c∗ν

⇔
−→
C �S((Φ, µ)T , 2nV Z

n,k∗) ≤
∑

ν∈V Orte
Φ,µ

(c∗ν + sν)Der A*-Algorithmus �ndet also garantiert den zeitminimalen Weg von der Quelle zu einer derSenken des Graphen GZ
n,k∗.



3.4. BESCHLEUNIGUNG DURCH ANDERE SCHÄTZFUNKTIONEN 105Problem- Aufträge gelöste Instanzengruppe Aufträge absolut ∆ absolut ∆100 51,86 34,57 3,36% 30 7,14%200 103,08 47,92 8,74% 18 28,57%400 205,66 72,29 10,35% 11 37,50%600 308,97 82,40 11,98% 5 25,00%800 411,75 92,49 12,98% 1 - 61000 514,98 101,41 10,23% 0 -Tabelle 3.24: Anzahl bearbeiteter Aufträge und vollständig gelöster Instanzen bei Verwendungder S
hätzfunktion ~C�S im Verglei
h zur Verwendung der S
hätzfunktion ~C�Die Dreie
ksunglei
hung
−→
C �S((Φ, µ)T , {(Φ′, µ′)T }) +

−→
C �S((Φ′, µ′)T , 2nV S

n,k∗) ≥
−→
C �S((Φ, µ)T , 2nV S

n,k∗)wird au
h für die S
hätzfunktion −→C �S ni
ht erfüllt. Man betra
hte dazu den Spezialfall, dassfür die Servi
ezeiten gilt: sν = 0 ∀ ν ∈ V Orte
Φ,µ , und wende das Gegenbeispiel aus dem Beweisvon Satz 3.3 an.

�Ergebnisse der TestläufeDiese Testläufe basieren ebenfalls auf den in Abs
hnitt 3.4.1 bes
hriebenen Einstellungen.Als Verglei
hswerte dienen weiterhin die Ergebnisse der Testläufe aus Abs
hnitt 3.4.1 unterVerwendung des Zustandsgraphen und der S
hätzfunktion −→C �.In Tabelle 3.24 wird die Anzahl der dur
hs
hnittli
h bis zum Errei
hen der Grenze voneiner Million Knoten bearbeiteten Aufträge und gelösten Testinstanzen dargestellt. Die Tabellezeigt deutli
he Steigerungen der bearbeiteten Aufträge von 3,36% bis 12,98%. Im Verglei
h zuden mit der S
hätzfunktion −→C +S erzielten Steigerungen von 3,79% bis 19,48% sind diese Wertejedo
h deutli
h geringer, d. h. die S
hätzfunktion −→C �S konnte die Ergebnisse aus Abs
hnitt3.4.2.1 ni
ht errei
hen. Das zeigt si
h au
h in der Anzahl gelöster Instanzen: trotz der errei
htenSteigerungen von 7,14% bis 37,50% wird in den Problemgruppen �200� und �600� je eineInstanz weniger gelöst als in den Testläufen mit der S
hätzfunktion −→C +S .Diese Ergebnisse spiegeln si
h au
h in der Anzahl der erzeugten Knoten wider, die in denTabellen 3.25 und 3.26 dargestellt werden. Im Verglei
h zu den Testläufen mit der S
hätz-funktion −→C � kann eine deutli
he Reduktion um 17,26% bis 39,73% der Knoten verzei
hnetwerden, in den Testläufen mit der S
hätzfunktion −→C +S aus Abs
hnitt 3.4.2.1 wurden jedo
hEinsparungen von 25,97% bis 45,88% der Knoten erzielt.6Bisher war die Anzahl gelöster Instanzen Null, die prozentuale Veränderung kann daher ni
ht bere
hnetwerden.



106 KAPITEL 3. DIE BESCHLEUNIGUNG DES SINGLE VEHICLE ROUTINGSProblem- ♯ Knoten absolutgruppe erzeugt unzulässig expandiert Duplikate100 353.193,66 139.762,52 57.754,80 132.418,57200 605.646,12 261.409,60 110.374,13 199.121,57400 746.836,81 347.458,63 148.607,27 202.156,59600 811.344,48 404.256,62 166.893,30 190.989,80800 848.525,56 433.543,63 181.453,80 184.181,581000 842.124,67 424.274,52 186.379,43 177.929,29Tabelle 3.25: Die Anzahl der erzeugten Knoten bei Verwendung der S
hätzfunktion ~C�S

Problem- erzeugt unzulässig expandiert Duplikategruppe ♯ Vgl. ∆ ♯ Vgl. ∆ ♯ Vgl. ∆ ♯ Vgl. ∆100 271.974,57 -33,00% 109.583,63 -39,73% 46.306,05 -36,31% 102.165,05 -26,26%200 500.083,03 -23,79% 221.616,27 -28,65% 92.571,52 -26,18% 161.107,30 -21,15%400 568.705,12 -22,05% 293.765,32 -22,99% 117.609,39 -22,14% 128.706,63 -27,20%600 668.519,13 -18,17% 349.063,50 -20,26% 137.979,30 -19,39% 148.716,87 -20,15%800 686.946,31 -17,80% 373.103,68 -18,44% 147.833,86 -17,90% 135.860,64 -23,21%1000 669.536,83 -17,71% 356.811,95 -19,51% 150.747,38 -17,26% 125.674,64 -22,11%Tabelle 3.26: Die Anzahl erzeugter Knoten bei Verwendung der S
hätzfunktion ~C�S im Ver-glei
h zur Verwendung der S
hätzfunktion ~C�

Problem- global max. Antwortzeit Ø max. Antwortzeit Ø Antwortzeitgruppe se
 Vgl ∆ se
 Vgl ∆ se
 Vgl ∆100 113,83 113,83 -13,39% 11,96 6,77 -34,56% 0,39 0,23 -34,61%200 158,68 48,02 -17,37% 10,69 6,73 -27,92% 0,28 0,19 -27,96%400 156,83 53,68 -25,37% 13,84 4,41 -37,28% 0,23 0,09 -35,96%600 77,36 64,45 -46,78% 9,82 7,18 -28,63% 0,16 0,13 -27,21%800 247,04 69,30 -45,01% 11,03 5,22 -35,10% 0,16 0,09 -32,39%1000 67,92 41,74 -14,52% 7,52 3,60 -23,84% 0,11 0,06 -24,30%Tabelle 3.27: Die Antwortzeiten bei Verwendung der S
hätzfunktion ~C�S im Verglei
h zurVerwendung der S
hätzfunktion ~C�



3.4. BESCHLEUNIGUNG DURCH ANDERE SCHÄTZFUNKTIONEN 107Die Antwortzeiten der Testläufe mit −→C �S werden in Tabelle 3.27 dargestellt. Au
h hierkönnen bea
htli
he Verbesserungen gegenüber den Testläufen mit der S
hätzfunktion −→C �Sfestgestellt werden: die dur
hs
hnittli
he Antwortzeit kann um 24,30% bis 35,96% gesenktwerden, während die dur
hs
hnittli
he maximale Antwortzeit um 23,84 bis 37,28% und dieglobal maximale Antwortzeit um 13,39% bis 46,78% verringert werden. Im Gegensatz zurAnzahl der Knoten und Anzahl der bearbeiteten Aufträge sind bei den Antwortzeiten die Er-gebnisse der S
hätzfunktion −→C �S den Ergebnissen der S
hätzfunktion −→C +S fast ebenbürtig:die dur
hs
hnittli
hen Antwortzeiten der Testläufe zu −→C �S sind um maximal 0,01 Sekun-den höher als die Antwortzeiten in den Testläufen zu −→C +S, die dur
hs
hnittli
h maximalenAntwortzeiten sind maximal 0,96 Sekunden länger, und die global maximalen Antwortzeitensind in den Problemgruppen �100�, �200� und �400� in den Testläufen zu −→C �S um bis zu 13,5Sekunden geringer als in den Testläufen zu −→C +S , in den Problemgruppen �600�, �800� und�1000� liegen sie jedo
h bis zu 17,05 Sekunden darüber. Die trotz der höheren Anzahl erzeug-ter Knoten relativ geringen Antwortzeiten sind auf die im Verglei
h zur S
hätzfunktion −→C +Sgeringe Re
henzeit zur Bere
hnung der S
hätzfunktion −→C �S zurü
kzuführen.3.4.2.4 FazitDie Bea
htung der Servi
ezeiten in Varianten der S
hätzfunktionen hat gute Ergebnisse er-zielt. Bei beiden S
hätzfunktionen −→C � und −→C + konnte dur
h die Hinzunahme der Summeder Servi
ezeiten in den Testläufen eine deutli
he Reduktion der Anzahl erzeugter Knotenund der Antwortzeiten errei
ht werden. Die Testläufe unter Verwendung der S
hätzfunktion
−→
C +S zeigen dabei die besten Ergebnisse in Bezug auf die Anzahl der erzeugten Knoten, diedur
hs
hnittli
hen und die dur
hs
hnittli
h maximalen Antwortzeiten, während die global ma-ximalen Antwortzeiten in jeweils der Hälfte der untersu
hten Problemgruppen die niedrigstenWerte bei Verwendung von −→C +S bzw. −→C �S errei
hten.Insgesamt kann daher ges
hlossen werden, dass der A*-Algorithmus bei Verwendung derS
hätzfunktion −→C +S in weniger S
hritten zu einer optimalen Lösung �ndet. Die S
hätzfunk-tion −→C +S kann aber wegen der aufwändigeren Bere
hnung der ges
hätzten Werte in denAntwortzeiten no
h ni
ht vollständig überzeugen.3.4.3 Varianten der S
hätzfunktionen mit Hilfe der ZeitfensterDas Single Vehi
le Routing wird au
h dur
h die Zeitfenster [tν , tν ] an den no
h anzufahrendenOrten ν beein�usst. Je na
h Gröÿe der Zeitfenster ist dieser Ein�uÿ mehr oder weniger stark.Der Ein�uss der Zeitfenster kann si
h auf zwei Arten auswirken:
• die untere Zeitfenstergrenze tν kann zu einer Wartezeit ων an Ort ν führen
• die obere Zeitfenstergrenzen tµ einer Fahrzeugposition µ kann dazu führen, dass derKnoten (Φ, µ)T des Zustandsgraphen unzulässig ist, weil die bisher zurü
kgelegte Fahr-,Servi
e- und Wartezeit ←−C die Zeitfenstergrenze tµ übersteigt



108 KAPITEL 3. DIE BESCHLEUNIGUNG DES SINGLE VEHICLE ROUTINGSZunä
hst wird der Einbezug der Wartezeiten in Varianten der S
hätzfunktion betra
htet:Es bezei
hne ωΦ,µ die Länge der Wartezeit in der Fahrzeugposition µ eines Knotens (Φ, µ)Tdes Zustandsgraphen. ωΦ,µ hängt von der unteren Zeitfenstergrenze tµ und der bisherigenFahrt-, Warte- und Servi
ezeit ←−C ((Φ, µ)T ) ab. Die Wartezeit eines Ortes ν könnte indirekt indie Bere
hnung einer S
hätzfunktion für den Knoten (Φ, µ)T eingehen, indem überprüft wird,ob die ges
hätzte Fahrzeit von der Fahrzeugposition µ zu diesem Ort ν zusammen mit derbekannten Zeit ←−C ((Φ, µ)T ) die untere Zeitfenstergrenze tν errei
ht.Angenommen, es gäbe einen Auftrag i∗ mit maximaler unterer Zeitfenstergrenze tdi∗
fürdas Delivery, die so ho
h sei, dass auf jeden Fall eine Wartezeit ωdi∗

> 0 entsteht. Für dieMaximalauftragszeit −→C �((Φ, µ)T ) eines Knotens (Φ, µ)T mit ϕ(i∗) < 2 führt das Einbeziehender Wartezeit dazu, dass für den Auftrag i∗ die Di�erenz aus der unteren Zeitfenstergrenze
tdi∗

und der tatsä
hli
h erfolgten Fahrzeit ←−C ((Φ, µ)T ) von der Quelle des Graphen GZ
n,k∗bis zum Knoten (Φ, µ)T als Abs
hätzung für die Stre
ke von Auftrag i∗ bere
hnet wird. Dadie untere Zeitfenstergrenze des Auftrags i∗ maximal ist und positive Wartezeit entsteht, istdie Maximalauftragszeit −→C �((Φ, µ)T ) glei
h der Abs
hätzung für die Stre
ke für Auftrag i∗.Das gilt für jeden Knoten (Φ, µ)T mit ϕ(i∗) < 2. Dies hat zur Folge, dass als ges
hätzteGesamtkosten der Route ←−C ((Φ, µ)T ) +

−→
C �((Φ, µ)T ) gerade die untere Zeitfenstergrenze tdi∗bere
hnet wird. Da der A*-Algorithmus immer denjenigen Knoten (Φ′, µ′)T mit minimalenges
hätzten Gesamtkosten←−C ((Φ′, µ′)T )+
−→
C �((Φ′, µ′)T ) expandiert, kann zumindest eine Zeitlang kein Knoten (Φ∗, µ∗)T bevorzugt expandiert werden, da die minimalen Gesamtkostensolange der maximalen unteren Zeitfenstergrenze tdi∗

entspre
hen, bis Auftrag i∗ in allen fürdie Expansion zur Verfügung stehenden Knoten (Φ∗, µ∗)T den Status ϕ(i∗) = 2 errei
ht hat.Für den A*-Algorithmus entfällt damit zumindest partiell die Ents
heidungshilfe zur Auswahldes als nä
hsten zu expandierenden Knoten.Bei der Minimalzeitensumme −→C � können die Wartezeiten ni
ht so einfa
h eingebra
htwerden, da die in die Minimalzeitensumme −→C �((Φ, µ)T ) eines Knotens (Φ, µ)T ) eingehen-den Fahrzeiten ni
ht unbedingt die Fahrzeiten der tatsä
hli
h zu fahrenden Route vom Ort
µ dur
h alle no
h anzufahrenden Orte ν ∈ V Orte

Φ,µ abbilden. Die Wartezeiten könnten aberinsofern eingebra
ht werden, dass die maximale untere Zeitfenstergrenze tdi∗
mit der Summe

←−
C ((Φ, µ)T ) +

−→
C +((Φ, µ)T ) vergli
hen und die Di�erenz als ges
hätzte Wartezeit interpretiertwird. Au
h dieses Vorgehen würde jedo
h dazu führen, dass bei Auftreten von positiven War-tezeiten viele Knoten (Φ, µ)T die glei
hen ges
hätzten Gesamtkosten tdi∗

hätten. Wiederumwürde dur
h dieses Vorgehen die Auswahl eines zu expandierenden Knotens (Φ∗, µ∗)T dur
hden A*-Algorithmus ni
ht unterstützt, sondern ers
hwert werden. Das Einbeziehen von War-tezeiten in die S
hätzfunktion ist daher ni
ht zielführend und wird daher hier ni
ht weiteruntersu
ht.Erfolgsverspre
hender ist hingegen die Überprüfung, ob die Zeitfenster im weiteren Verlaufeiner Route überhaupt no
h eingehalten werden können. Da die Reihenfolge der Orte in ei-ner zu bere
hnenden Route natürli
herweise ni
ht bekannt ist, kann zwar keine abs
hlieÿende



3.4. BESCHLEUNIGUNG DURCH ANDERE SCHÄTZFUNKTIONEN 109Antwort auf diese Frage gegeben werden, trotzdem können dur
h einfa
he Bere
hnungen even-tuell s
hon Zeitfenster gefunden werden, die auf jeden Fall verletzt werden. Dann kann dur
hextrem hohe ges
hätzte Kosten eine weitere Expandierung des Knotens verhindert werden,was insbesondere bei Knoten auf niedrigen Stufen des Zustandsgraphen eine erhebli
he Re-
henzeitersparnis bewirken kann. Diese Überlegung ist im Falle der S
hätzfunktion �Maximal-auftragszeit� intuitiv anzuwenden, indem bei der Bere
hnung der no
h zu fahrenden Stre
kefür jeden Auftrag direkt die Einhaltung der oberen Zeitfenstergrenzen überprüft wird. Fürdie Minimalzeitensumme ist eine sol
he in die Abs
hätzung eingebettete Vorgehensweise ni
htmögli
h, ni
hts desto trotz kann aber mit etwas zusätzli
her Re
henzeit dasselbe Vorgehen wiein der Abs
hätzung mit Hilfe der Maximalauftragszeit ebenfalls angewendet werden. Die Über-prüfung aller Zeitfenster wird daher für beide Abs
hätzungen in den folgenden Abs
hnittenerläutert und anhand der Testläufe bewertet.3.4.3.1 Variante der Maximalauftragszeit mit ZeitfensterüberprüfungMit der S
hätzfunktion �Maximalauftragszeit� wird zunä
hst für jeden Auftrag i die Fahr-zeit −→Ci
� für seine alleinige Abarbeitung bere
hnet, und dana
h das Maximum der −→Ci

� allerAufträge i = 1, . . . , n als Abs
hätzung −→C � zurü
kgegeben. Dieses Vorgehen kommt der Über-prüfung aller Zeitfenster sehr entgegen. Bei der Bere
hnung der verbleibenden Fahrzeit −→Ci
�eines einzelnen Auftrags i kann direkt bere
hnet werden, ob dessen Zeitfenster [tpi

, tpi
] (für

ϕ(i) < 2) bzw. [tdi
, tdi

] no
h eingehalten werden können. Dazu wird direkt bei der Bere
hnungüberprüft, ob die Summe aus der bisher zurü
kgelegten Fahrzeit ←−C und der Zeit bis zumErrei
hen eines Pi
kup- oder Delivery-Ortes des Auftrags i no
h kleiner als die entspre
hendeobere Zeitfenstergrenze ist.Die �Maximalauftragszeit mit Zeitfensterüberprüfung� −→C �T : V Z
n,k∗ × 2nV Z

n,k∗ → R+ gibteine ges
hätzte minimale Fahrzeit von einem Knoten (Φ, µ)T ∈ V Z
n,k∗ zu einem der Zielkno-ten (Φ∗, µ∗)T ∈ 2nV Z

n,k∗ zurü
k, wobei ein ni
ht einzuhaltendes Zeitfenster mindestens einesAuftrags i mit einem Rü
kgabewert von ∞ angezeigt wird. Dazu wird die für einen einzel-nen Auftrag i zum Errei
hen eines Zustandsvektors (Φ∗, µ∗)T ∈ 2nV Z
n,k∗ verbleibende Fahrzeitde�niert als:

−→
Ci

�T ((Φ, µ)T , (Φ∗, µ∗)T ) =











































0, ϕ(i) = ϕ∗(i)

cµ,di
, ϕ(i) = 1 ∧ ϕ∗(i) = 2 ∧

←−
C ((Φ, µ)T ) + cµ,di

≤ tdi

cµ,pi
, ϕ(i) = 0 ∧ ϕ∗(i) = 1 ∧

←−
C ((Φ, µ)T ) + cµ,pi

≤ tpi

cµ,pi
+ cpi,di

, ϕ(i) = 0 ∧ ϕ∗(i) = 2 ∧
←−
C ((Φ, µ)T ) + cµ,pi

≤ tpi
∧

←−
C ((Φ, µ)T ) + cµ,pi

+ cpi,di
≤ tdi

∞, sonstDer Wert −→Ci
�T ((Φ, µ)T , (Φ∗, µ∗)T ) bildet so die no
h verbleibende Fahrzeit unter Berü
k-si
htigung der Zulässigkeit der Zeitfenster bei alleiniger Bedienung eins Auftrags i ab. Mit
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max

i=1...,n

−→
Ci

�T ((Φ, µ)T , (Φ∗, µ∗)T )wird somit eine Abs
hätzung für die Fahrzeit vom Knoten (Φ, µ)T zu einem Zielknoten
(Φ∗, µ∗)T de�niert, die den Wert ∞ enthält, sobald mindestens ein Zeitfenster ni
ht einge-halten werden kann. Die Maximalauftragszeit mit Zeitfensterüberprüfung wird daher als Mi-nimum der ges
hätzten Fahrzeiten von (Φ, µ)T zu einem der Zielknoten (Φ∗, µ∗)T ∈ 2nV Z

n,k∗de�niert:
−→
C �T ((Φ, µ)T , 2nV Z

n,k∗) = min
(Φ∗,µ∗)T ∈2nV Z

n,k∗

n
max
i=1

−→
Ci

�T ((Φ, µ)T , (Φ∗, µ∗)T )Für die S
hätzfunktion −→C �T gilt:Satz 3.10Der A*-Algorithmus �ndet mit der S
hätzfunktion �Maximalauftragszeit mit Zeitfensterüber-prüfung�, −→C �T , einen fahrzeitminimalen Weg von der Quelle zu einer der Senken des Graphen
GZ

n,k∗ , falls es mindestens einen zulässigen Weg gibt. Das s
hnellstmögli
he Au�nden derLösung ist ni
ht garantiert.Beweis: Zum Beweis der Optimalität muss gezeigt werden, dass der Wert der S
hätz-funktion −→C �T ((Φ, µ)T , 2nV Orte
Φ,µ ) die tatsä
hli
h no
h anfallende Fahrzeit von einem Knoten

(Φ, µ)T zu einem Zielknoten (Φ∗, µ∗)T ∈ 2nV Z
n,k∗ ni
ht übers
hätzt. −→C �T ((Φ, µ)T , 2nV Orte

Φ,µ )kann wegen Φ∗ = (2, . . . , 2)T ∀ (Φ∗, µ∗)T ∈ 2nV Z
n,k∗ dargestellt werden als:

−→
Ci

�T ((Φ, µ)T , (Φ∗, µ∗)T ) =































0, ϕ(i) = 2

cµ,di
, ϕ(i) = 1 ∧

←−
C ((Φ, µ)T ) + cµ,di

≤ tdi

cµ,pi
+ cpi,di

, ϕ(i) = 0 ∧
←−
C ((Φ, µ)T ) + cµ,pi

≤ tpi
∧

←−
C ((Φ, µ)T ) + cµ,pi

+ cpi,di
≤ tdi

∞, sonst
−→
C �T ((Φ, µ)T , 2nV Z

n,k∗) = max
i=1...,n

−→
Ci

�T ((Φ, µ)T , (Φ∗, µ∗)T )Für den Fall −→C �T ((Φ, µ)T , 2nV Z
n,k∗) <∞ gilt:

−→
C �T ((Φ, µ)T , 2nV Z

n,k∗) =
−→
C �((Φ, µ)T , 2nV Z

n,k∗)Für −→C �((Φ, µ)T , 2nV Z
n,k∗) gilt, dass die tatsä
hli
h verbleibende Fahrzeit ni
ht übers
hätztwird.Man betra
hte daher den Fall −→C �T ((Φ, µ)T , 2nV Z

n,k∗) = ∞. Es gibt also einen Zielknoten
(Φ∗, µ∗)T ∈ 2nV Z

n,k∗, einen Auftrag i′ mit −→Ci
�T ((Φ, µ)T , (Φ∗, µ∗)T ) =∞ und einen Ort νi′ mit

←−
C ((Φ, µ)T ) +

−→
Ci′

�((Φ, µ)T , (Φ∗, µ∗)T ) > tνi′
. Angenommen, es gäbe einen Weg vom Knoten

(Φ, µ)T zu einer der Senken (Φ∗, µ∗)T ∈ 2nV Z
n,k∗, der alle Zeitfensterrestriktionen einhält. Danngibt es au
h eine Route (µ, ν1, . . . , νl) von der Fahrzeugposition µ dur
h alle no
h anzufahren-den Orte ν1, . . . , νl ∈ V Orte

Φ,µ , die die Zeitfensterrestriktionen einhält. Man betra
hte nun die
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htli
h muss gelten, dass die Fahrzeit dieser Teilroute kleinerals −→Ci′
�((Φ, µ)T , (Φ∗, µ∗)T ) ist:

c∗ν1
+ c∗ν2

+ · · · + c∗νi′
≤ tνi′

<
−→
Ci′

�((Φ, µ)T , (Φ∗, µ∗)T )

=











0, ϕ(i′) = 2

cµ,νi′
, ϕ(i′) = 1

cµ,pi′
+ cpi′ ,νi′

, ϕ(i′) = 0Das steht im Widerspru
h zur geltenden Dreie
ksunglei
hung für die Fahrzeit zwis
hen je zweiOrten. Somit ist gezeigt, dass die S
hätzfunktion −→Ci
�T die Fahrzeit eines zulässigen Wegs ni
htübers
hätzt.Die für das s
hnellstmögli
he Finden einer Lösung benötigte Gültigkeit der Dreie
kgsun-glei
hung ist ni
ht erfüllt. Man betra
hte dazu das Gegenbeispiel aus Abs
hnitt 3.2.3 und denSpezialfall, dass alle Zeitfenster [tν , tν ] an den no
h anzufahrenden Orten ν dem Planungsho-rizont entspre
hen.

�Die S
hätzfunktion −→C �T kann daher im A*-Algorithmus eingesetzt werden, ohne die Optima-lität der Lösung zu gefährden. Wenn in vielen Knoten (Φ, µ)T Zeitfensterverletzungen bemerktwerden, könnte die Zahl der Knoten und damit die Antwortzeit deutli
h gesenkt werden.Bemerkung:Mit der Einführung der Kosten −→C �T ((Φ, µ)T , 2nV Z
n,k∗) =∞ für Knoten (Φ, µ)T , deren weitereExpandierung si
h wegen Unzulässigkeit mindestens eines Zeitfensters ni
ht lohnt, kann au
hein neues Abbru
hkriterium für den Algorithmus angegeben werden. Bisher terminiert derAlgorithmus mit der optimalen Lösung, sobald er eine Senke (Φ∗, µ∗)T zur Expansion aus-wählt, d. h. eine Senke (Φ∗, µ∗)T mit minimalen ges
hätzten Gesamtkosten ←−C ((Φ∗, µ∗)T ) +

−→
C �T ((Φ∗, µ∗)T , 2nV Z

n,k∗) =
←−
C ((Φ∗, µ∗)T ) gefunden wurde. Andernfalls wird mit dem Ergeb-nis �ni
ht lösbar� abgebro
hen, wenn keine Knoten mehr zur Expansion zur Verfügung ste-hen, also alle no
h ni
ht expandierten erzeugten Knoten unzulässig waren. Nun kann au
hs
hon abgebro
hen werden, sobald ein Knoten (Φ, µ)T mit ges
hätzten Gesamtkosten von

←−
C ((Φ, µ)T ) +

−→
C �T ((Φ, µ)T , 2nV Z

n,k∗) =∞ zur Expansion ausgewählt wird, da dann alle no
hfür die Expansion zur Verfügung stehenden Knoten (Φ′, µ′)T ges
hätzte Kosten in Höhe von
←−
C ((Φ′, µ′)T ) +

−→
C �T ((Φ′, µ′)T , 2nV Z

n,k∗) =∞ besitzen und somit keine zulässige Lösung mehrgefunden werden kann.Ergebnisse der TestläufeFür diese Testläufe werden die in Abs
hnitt 3.4.1 bes
hriebenen Einstellungen übernommen.Als Verglei
hswerte dienen weiterhin die Ergebnisse der Testläufe aus Abs
hnitt 3.4.1 unter



112 KAPITEL 3. DIE BESCHLEUNIGUNG DES SINGLE VEHICLE ROUTINGSProblem- Aufträge gelöste Instanzengruppe Aufträge absolut ∆ absolut ∆100 51,86 40,75 21,84% 39 39,29%200 103,08 69,75 58,28% 35 150,00%400 205,66 122,81 87,48% 29 262,50%600 308,97 177,00 140,54% 30 650,00%800 411,75 230,41 181,45% 29 - 71000 514,98 276,43 200,47% 27 - 7Tabelle 3.28: Anzahl bearbeiteter Aufträge und vollständig gelöster Instanzen bei Verwendungder S
hätzfunktion ~C�T im Verglei
h zur Verwendung der S
hätzfunktion ~C�Problem- ♯ Knoten absolutgruppe erzeugt unzulässig expandiert Duplikate100 216.090,09 108.342,20 30.393,54 75.993,45200 368.190,97 208.613,20 52.959,22 104.956,02400 481.459,24 286.644,44 69.577,90 121.962,17600 541.182,93 330.490,82 82.008,40 124.339,10800 554.131,71 347.500,41 87.509,05 110.186,831000 649.395,74 423.798,57 105.129,71 112.161,45Tabelle 3.29: Die Anzahl der erzeugten Knoten bei Verwendung der S
hätzfunktion ~C�TVerwendung des Zustandsgraphen und der S
hätzfunktion −→C �.In Tabelle 3.28 wird die Anzahl der bearbeiteten Aufträge und gelösten Instanzen dar-gestellt. Die Tabelle zeigt bea
htli
he Steigerungen im Verglei
h zur S
hätzfunktion −→C �: Beider Anzahl bearbeiteter Aufträge werden Zuwä
hse von 21,84% bis 200,47% der bei Verwen-dung von −→C � bearbeiteten Aufträge erzielt, d. h. in Problemgruppe �1000� konnte die Anzahlbearbeiteter Aufträge im Verglei
h zu den Testläufen mit der S
hätzfunktion −→C � verdoppeltwerden. Die relativ geringen Steigerungen in den Problemklassen �100� und �200� von �nur�21,84% bzw. 58,28% sind dur
h die geringe Anzahl Aufträgen in diesen Problemgruppen zu er-klären, da eine Verbesserung nur solange anhand der Anzahl bearbeiteter Aufträge ersi
htli
hwird, wie weitere Aufträge zur Bearbeitung zur Verfügung stehen. Für die Anzahl der gelöstenInstanzen werden Steigerungen um 39,39% bis zu 650% verzei
hnet: in allen Problemgruppenkönnen jeweils mindestens 27 Instanzen gelöst werden, wohingegen bei den Testläufen unterVerwendung von −→C � in den Problemgruppen �800� und �1000� keine Instanz gelöst werdenkann.Die Steigerungen der Anzahl bearbeiteter Aufträge und gelöster Instanzen spiegeln si
herwartungsgemäÿ in der Anzahl der erzeugten Knoten wider, die in den Tabellen 3.29 und7Bisher war die Anzahl gelöster Instanzen Null, die prozentuale Veränderung kann daher ni
ht bere
hnetwerden.



3.4. BESCHLEUNIGUNG DURCH ANDERE SCHÄTZFUNKTIONEN 113Problem- erzeugt unzulässig expandiert Duplikategruppe ♯ Vgl. ∆ ♯ Vgl. ∆ ♯ Vgl. ∆ ♯ Vgl. ∆100 74.970,75 -81,53% 25.894,41 -85,76% 13.265,04 -81,76% 34.832,46 -74,86%200 114.201,02 -82,60% 40.626,82 -86,92% 20.589,28 -83,58% 51.895,98 -74,60%400 103.010,12 -85,88% 43.831,19 -88,51% 19.750,64 -86,92% 37.426,10 -78,83%600 126.033,15 -84,57% 50.586,50 -88,44% 24.220,82 -85,85% 48.656,73 -73,87%800 122.208,69 -85,38% 49.108,03 -89,27% 25.146,61 -86,04% 44.131,14 -75,06%1000 111.388,79 -86,31% 49.404,16 -88,86% 25.844,19 -85,81% 31.612,10 -80,41%Tabelle 3.30: Die Anzahl der erzeugten Knoten bei Verwendung der S
hätzfunktion ~C�T imVerglei
h zur Verwendung der S
hätzfunktion ~C�Problem- global max. Antwortzeit Ø max. Antwortzeit Ø Antwortzeitgruppe se
 Vgl ∆ se
 Vgl ∆ se
 Vgl ∆100 34,65 11,62 -91,16% 2,84 0,97 -90,66% 0,09 0,03 -90,28%200 19,48 19,48 -66,49% 2,76 1,56 -83,31% 0,05 0,04 -83,96%400 72,25 44,77 -37,76% 6,15 1,22 -82,69% 0,06 0,02 -84,51%600 34,36 30,94 -74,45% 4,04 1,86 -81,56% 0,03 0,03 -82,74%800 23,18 16,87 -86,61% 2,93 1,28 -84,02% 0,02 0,02 -83,59%1000 46,05 20,81 -57,38% 3,87 0,69 -85,46% 0,02 0,01 -85,92%Tabelle 3.31: Die Antwortzeiten bei Verwendung der S
hätzfunktion ~C�T im Verglei
h zurVerwendung der S
hätzfunktion ~C�3.30 dargestellt werden: die Anzahl der erzeugten Knoten kann um 81,53% bis 89,31% inProblemgruppe �1000� gesenkt werden, die Anzahl der als unzulässig erkannten Knoten wirdsogar um bis zu 89,27% verringert.Bei den Antwortzeiten in Tabelle 3.31 zeigen si
h ebenfalls bea
htli
he Verbesserungen:die dur
hs
hnittli
hen Antwortzeiten sinken um 82,74% bis 90,28%, die dur
hs
hnittli
h ma-ximalen Antwortzeiten werden um 81,56% bis 90,66% verringert und die global maximalenAntwortzeiten können um 37,76% bis 91,16% reduziert werden. Insbesondere ist anzumerken,dass die absoluten, global maximalen Antwortzeiten dieser Testläufe nur no
h 19,48 bis 72,26Sekunden betragen, so dass hier eine bea
htli
he Verbesserung festgestellt werden kann.3.4.3.2 Variante der Minimalzeitensumme mit ZeitfensterüberprüfungIn die S
hätzfunktion �Minimalzeitensumme� −→C + geht für jeden no
h anzufahrenden Ort
ν ∈ V Orte

Φ,µ die minimale Fahrzeit minν∈V Orte
Φ,µ

\{µ,ν} cµν zum Errei
hen des Ortes ein, ohne dassauf den Zusammenhang � im graphentheoretis
hen Sinne � der Kanten gea
htet wird. Die soentstehende Menge von Teilstre
ken hat mit der tatsä
hli
h zu fahrenden Route daher ni
htviel gemeinsam, so dass mit ihrer Hilfe die Zeitfenster ni
ht überprüft werden können. Wohlaber kann man den Test der Zeitfenster analog zum vorgestellten Test in der S
hätzfunk-



114 KAPITEL 3. DIE BESCHLEUNIGUNG DES SINGLE VEHICLE ROUTINGStion −→C rhd zusätzli
h dur
hführen, was natürli
h die benötigte Zeit für die Bere
hnung derS
hätzfunktion −→C +T erhöht.Die S
hätzfunktion �Minimalzeitensumme mit Zeitfensterüberprüfung� −→C +T : V Z
n,k∗ ×

2nV Z
n,k∗ → R+ gibt die ges
hätzte minimale Fahrzeit von einem Knoten (Φ, µ)T ∈ V Z

n,k∗zu einem der Zielknoten (Φ∗, µ∗)T ∈ 2nV Z
n,k∗ zurü
k, wobei ein ni
ht mehr einzuhaltendesZeitfenster mindestens eines Auftrags i bei alleiniger Betra
htung dieses Auftrags mit einemRü
kgabewert von ∞ angezeigt wird. Ausgehend vom Zustandsvektor (Φ, µ)T wird dahernun für jeden Auftrag i die minimale Fahrzeit zu einem Zustandsvektor (Φ∗, µ∗)T ∈ 2nV Z

n,k∗bere
hnet als:
−→
Ci

+T

(

(Φ
µ

)

,
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

0, ϕ(i) = ϕ∗(i)

min
0=ϕ(j)<ϕ∗(j),
ϕ(l)<ϕ∗(l)=2

{cµpi
, cpjpi

, cdlpi
}, ϕ(i) = 0 ∧ ϕ∗(i) = 1 ∧

←−
C ((Φ, µ)T ) + cµ,pi

≤ tpi

min
0=ϕ(j)<ϕ∗(j),
ϕ(l)<ϕ∗(l)=2

{cµdi
, cpjdi

, cdldi
}, ϕ(i) = 1 ∧ ϕ∗(i) = 2 ∧

←−
C ((Φ, µ)T ) + cµ,di

≤ tdi

min
0=ϕ(j)<ϕ∗(j)
ϕ(l)<ϕ∗(l)=2

{cµpi
, cpjpi

, cdlpi
}

+ min
0=ϕ(j)<ϕ∗(j)
ϕ(l)<ϕ∗(l)=2

{cpjdi
, cdldi

}, ϕ(i) = 0 ∧ ϕ∗(i) = 2 ∧
←−
C ((Φ, µ)T ) + cµ,pi

≤ tpi
∧

←−
C ((Φ, µ)T ) + cµ,pi

+ cpi,di
≤ tdi

∞, sonstAnalog zur De�nition der Minimalzeitensumme gibt nun die Summe
n
∑

i=1

−→
Ci

+T ((Φ, µ)T , (Φ∗, µ∗)T )die ges
hätzte minimale Fahrzeit von (Φ, µ)T zum Zielknoten (Φ∗, µ∗)T an, wobei ein ni
hteinzuhaltendes Zeitfenster den Wert ∞ herbeiführt. Die �Minimalzeitensumme mit Zeitfens-terüberprüfung� wird als Minimum der zu jedem Zielknoten (Φ∗, µ∗)T ∈ 2nV Z
n,k∗ ges
hätztenminimalen Fahrzeit −→C +T ((Φ, µ)T , {(Φ∗, µ∗)T }) de�niert:

−→
C +T ((Φ, µ)T , 2nV Z

n,k∗) = min
(Φ∗,µ∗)T ∈2nV Z

n,k∗

n
∑

i=1

−→
Ci

+T ((Φ, µ)T , (Φ∗, µ∗)T )Nun können die Eigens
haften des A*-Algorithmus bei Verwendung der S
hätzfunktion −→C +Tangegeben werden:Satz 3.11Der A*-Algorithmus �ndet bei Verwendung der S
hätzfunktion −→C +T, �Minimalzeitensummemit Zeitfensterüberprüfung�, s
hnellstmögli
h einen fahrzeitminimalen Weg von der Quelle zueiner der Senken des Graphen GZ
n,k∗ .



3.4. BESCHLEUNIGUNG DURCH ANDERE SCHÄTZFUNKTIONEN 115Beweis: Für den Beweis der Optimalität muss gezeigt werden, dass −→C +T die tatsä
hli
hverbleibenden Fahrtkosten von einem Knoten (Φ, µ)T zu einem Zielknoten (Φ∗, µ∗)T ∈ 2nV Z
n,k∗ni
ht übers
hätzt. Man betra
hte dazu einen Knoten (Φ, µ)T mit −→C +T ((Φ, µ)T , 2nV Z

n,k∗) <∞.In diesem Fall gilt, dass
−→
C +T ((Φ, µ)T , 2nV Z

n,k∗) =
−→
C +((Φ, µ)T , 2nV Z

n,k∗)so dass die tatsä
hli
h verbleibende Fahrzeit na
h Satz 3.6 ni
ht übers
hätzt wird.Für einen Knoten (Φ, µ)T mit −→C +T ((Φ, µ)T , 2nV Z
n,k∗) =∞ gilt analog zum Beweis von Satz3.10, dass es keinen Weg vom Knoten (Φ, µ)T zu einem Zielknoten (Φ∗, µ∗)T ∈ 2nV Z

n,k∗ gebenkann, der alle Zeitfensterrestriktionen einhält. Somit kann −→C +T die tatsä
hli
h verbleibendeFahrzeit eines fahrzeitminimalen Wegs ni
ht übers
hätzen.Zum Beweis, dass der A*-Algorithmus s
hnellstmögli
h die optimale Lösung �ndet, mussdie Gültigkeit der Dreie
ksunglei
hung
−→
C +T ((Φ, µ)T , {(Φ′, µ′)T }) +

−→
C +T ((Φ′, µ′)T , 2nV Z

n,k∗) ≥
−→
C +T ((Φ′, µ′)T , 2nV Z

n,k∗)für jeden Knoten (Φ, µ)T und jeden von (Φ, µ)T errei
hbaren Knoten (Φ′, µ′)T gezeigt werden.Laut Satz 3.6 gilt die Dreie
ksunglei
hung für den Fall, dass alle drei in die Dreie
ks-unglei
hung eingehenden Elemente −→C +T ((Φ, µ)T , {(Φ′, µ′)T }), −→C +T ((Φ′, µ′)T , 2nV Z
n,k∗) und

−→
C +T ((Φ′, µ′)T , 2nV Z

n,k∗) <∞ sind.Falls −→C +T ((Φ, µ)T , {(Φ′, µ′)T }) = ∞ oder −→C +T ((Φ′, µ′)T , 2nV Z
n,k∗) = ∞ gilt, ist die Drei-e
ksunglei
hung trivialerweise erfüllt.Man betra
hte daher einen Knoten (Φ, µ)T mit −→C +T ((Φ′, µ′)T , 2nV Z

n,k∗) =∞. Dann mussgelten, dass
−→
C +T ((Φ, µ)T , {(Φ′, µ′)T }) = ∞

∨
−→
C +T ((Φ′, µ′)T , 2nV Z

n,k∗) = ∞Da −→C +T ((Φ′, µ′)T , 2nV Z
n,k∗) =∞, muss es einen Ort νi∗ mit verletztem Zeitfenster tνi∗

geben.Man betra
hte daher den Status des Auftrags i∗ in den Knoten (Φ, µ)T und (Φ′, µ′)T . Für dieFall ϕ(i∗) = ϕ′(i∗) gilt:
−→
C +T ((Φ′, µ′)T , 2nV Z

n,k∗) =
−→
C +T ((Φ′, µ′)T , 2nV Z

n,k∗) =∞Für ϕ(i∗) = 0, ϕ′(i∗) = 1 gilt, dass das verletzte Zeitfenster tνi∗
im Falle eines Pi
kup-Zeitfensters tpi∗

in−→C +T ((Φ, µ)T , {(Φ′, µ′)T }) =∞ eingeht. Im Falle eines Delivery-Zeitfensters
tdi∗

gilt wegen der geltenden Dreie
ksunglei
hung für die Fahrzeiten zwis
hen je zwei Orten:
←−
C ((Φ, µ)T ) +cµ,pi

+ cpi,di
> tdi∗

⇒
←−
C ((Φ, µ)T ) +cµ,ν1+, . . . , cνl,pi

+, . . . ,+cνj ,µ′ + cµ′,di
> tdi∗

⇒
−→
C +T ((Φ′, µ′)T , 2nV Z

n,k∗) =∞



116 KAPITEL 3. DIE BESCHLEUNIGUNG DES SINGLE VEHICLE ROUTINGSProblem- Aufträge gelöste Instanzengruppe Aufträge absolut ∆ absolut ∆100 51,86 40,75 21,84% 39 39,29%200 103,08 70,52 60,02% 36 157,14%400 205,66 123,20 88,07% 30 275,00%600 308,97 177,07 140,63% 30 650,00%800 411,75 232,58 184,10% 29 - 81000 514,98 276,59 200,64% 27 - 8Tabelle 3.32: Anzahl bearbeiteter Aufträge und vollständig gelöster Instanzen bei Verwendungder S
hätzfunktion ~C+T im Verglei
h zur Verwendung der S
hätzfunktion ~C�Die beiden Fälle ϕ(i∗) = 1, ϕ′(i∗) = 2 und ϕ(i∗) = 0, ϕ′(i∗) = 2 lassen si
h analog zeigen.Somit ist bewiesen, dass der A*-Algorithmus s
hnellstmögli
h eine Lösung �ndet.
�Bemerkung: Falls keine zulässige Lösung existiert, werden im Laufe des Algorithmus keineKnoten (Φ, µ)T mit Kosten −→C +T ((Φ, µ)T , 2nV Z

n,k∗) < ∞ mehr zur Expansion zur Verfügungstehen. Wie im vorhergehenden Abs
hnitt 3.4.3.1 ges
hildert, kann dementspre
hend ein wei-teres Abbru
hkriterium eingeführt werden, dass den Algorithmus abbri
ht, sobald ein Knotenmit Kosten ∞ expandiert werden soll.Ergebnisse der TestläufeFür die Testläufe gelten weiterhin die in Abs
hnitt 3.4.1 bes
hriebenen Einstellungen. AlsVerglei
hswerte dienen die Ergebnisse der Testläufe aus Abs
hnitt 3.4.1 unter Verwendungdes Zustandsgraphen und der S
hätzfunktion −→C �.Tabelle 3.32 zeigt die Anzahl der bearbeiteten Aufträge und gelösten Instanzen. Im Ver-glei
h zur S
hätzfunktion −→C � werden au
h hier bea
htli
he Steigerungen verzei
hnet: dieAnzahl bearbeiteter Aufträge wä
hst um 21,84% bis 200,64%. Für die Anzahl der gelöstenInstanzen werden Steigerungen um 39,29% bis zu 650% errei
ht: in allen Problemgruppenkönnen jeweils mindestens 27 Instanzen gelöst werden, wohingegen bei den Testläufen unterVerwendung von −→C � in den Problemgruppen �800� und �1000� keine Instanz gelöst werdenkann. Im Verglei
h zu den Testläufen zur Verwendung der S
hätzfunktion −→C �T können lei
hteVerbesserungen festgestellt werden: es werden mindestens genauso viele Aufträge bearbeitet,maximal sind es in einer Problemgruppe dur
hs
hnittli
h 2,17 Aufträge mehr. Für die Anzahlder gelösten Instanzen gilt, dass in den Problemgruppen �200� und �400� jeweils eine Instanzmehr gelöst werden kann als mit der S
hätzfunktion −→C �T .8Bisher war die Anzahl gelöster Instanzen Null, die prozentuale Veränderung kann daher ni
ht bere
hnetwerden.



3.4. BESCHLEUNIGUNG DURCH ANDERE SCHÄTZFUNKTIONEN 117Problem- ♯ Knoten absolutgruppe erzeugt unzulässig expandiert Duplikate100 210.891,66 104.559,93 29.536,14 75.037,66200 369.448,10 207.225,92 52.366,23 105.820,25400 470.738,20 276.651,03 67.982,49 120.175,80600 545.096,88 330.680,25 81.539,97 124.879,10800 570.489,32 361.503,63 88.725,07 106.465,001000 651.967,95 423.851,79 104.564,14 112.627,12Tabelle 3.33: Die Anzahl der erzeugten Knoten bei Verwendung der S
hätzfunktion ~C+TProblem- erzeugt unzulässig expandiert Duplikategruppe ♯ Vgl. ∆ ♯ Vgl. ∆ ♯ Vgl. ∆ ♯ Vgl. ∆100 71.726,36 -82,33% 23.606,29 -87,02% 12.713,77 -82,51% 34.171,84 -75,33%200 108.653,53 -83,44% 38.563,97 -87,58% 19.444,45 -84,49% 48.990,97 -76,02%400 95.410,36 -86,92% 41.337,93 -89,16% 18.292,68 -87,89% 33.155,14 -81,25%600 118.775,07 -85,46% 46.557,92 -89,36% 22.970,62 -86,58% 46.344,42 -75,12%800 114.519,76 -86,30% 47.486,36 -89,62% 23.686,44 -86,85% 39.152,15 -77,87%1000 100.626,55 -87,63% 45.972,90 -89,63% 23.843,95 -86,91% 26.116,86 -83,81%Tabelle 3.34: Die Anzahl er erzeugten Knoten bei Verwendung der S
hätzfunktion ~C+T imVerglei
h zur Verwendung der S
hätzfunktion ~C�Die Tabellen 3.33 und 3.34, in denen die Anzahl der erzeugten Knoten dargestellt wird,zeigen ebenso gute Ergebnisse: die Anzahl der erzeugten Knoten sinkt im Verglei
h zu denTestläufen mit der S
hätzfunktion −→C � um 82,33% bis 87,63%, wodur
h au
h eine Verbesse-rung gegenüber den Testläufen mit der S
hätzfunktion −→C �T um dur
hs
hnittli
h einen Pro-zentpunkt errei
ht wird. In der Anzahl der unzulässigen, expandierten und Duplikat-Knotenspiegelt si
h dieses Verhältnis wider, bei den Duplikat-Knoten kann jedo
h im Verglei
h zuden Testläufen mit der S
hätzfunktion −→C �T sogar eine Reduktion von dur
hs
hnittli
h 1,96Prozentpunkten festgestellt werden.Die Antwortzeiten in Tabelle 3.35 zeigen im Verglei
h zu den Testläufen mit −→C � eben-falls bea
htli
he Verbesserungen: die dur
hs
hnittli
hen Antwortzeiten werden um 80,53% bis88,22% reduziert, die dur
hs
hnittli
h maximalen Antwortzeiten sinken um 81,11% bis 89,25%und die global maximalen Antwortzeiten können um 65,11% bis 90,49% verringert werden. ImVerglei
h mit den Testläufen zur S
hätzfunktion −→C �T zeigt si
h jedo
h ein anderes Bild: diedur
hs
hnittli
hen Antwortzeiten sind für beide S
hätzfunktionen ähnli
h niedrig, währendsi
h bei den dur
hs
hnittli
h maximalen Antwortzeiten die S
hätzfunktion −→C �T in fünf derse
hs Problemgruppen mit einer um dur
hs
hnittli
h 0,14 Sekunden niedrigeren Antwortzeitüberlegen zeigt. Die Testläufe unter Verwendung der S
hätzfunktion −→C +T errei
hen allerdingsin der Problemgruppe �400� eine um 0,3 Sekunden niedrigere dur
hs
hnittli
he maximale



118 KAPITEL 3. DIE BESCHLEUNIGUNG DES SINGLE VEHICLE ROUTINGSProblem- global max. Antwortzeit Ø max. Antwortzeit Ø Antwortzeitgruppe se
 Vgl ∆ se
 Vgl ∆ se
 Vgl ∆100 37,08 12,50 -90,49% 3,29 1,11 -89,25% 0,11 0,04 -88,22%200 20,28 20,28 -65,11% 3,50 1,76 -81,11% 0,08 0,05 -81,26%400 75,76 17,92 -75,09% 6,57 0,92 -86,95% 0,08 0,02 -86,67%600 35,25 34,03 -71,91% 4,96 1,98 -80,28% 0,05 0,03 -80,53%800 23,80 20,48 -83,75% 3,76 1,50 -81,31% 0,03 0,03 -81,52%1000 45,96 16,32 -66,57% 4,62 0,70 -85,24% 0,03 0,01 -86,72%Tabelle 3.35: Die Antwortzeiten bei Verwendung der S
hätzfunktion ~C+T im Verglei
h zurVerwendung der S
hätzfunktion ~C�Antwortzeit als die Testläufe mit −→C �T . Bei den global maximalen Antwortzeiten errei
ht dieS
hätzfunktion −→C �T in vier der se
hs Problemgruppen bessere Zeiten, wohingegen mit derS
hätzfunktion −→C +T in Problemgruppe �400� die global maximale Antwortzeit der S
hätzfunk-tion −→C �T um 60% reduziert und somit eine um 10 Sekunden niedrigere maximale Antwortzeitüber alle Problemgruppen errei
ht werden kann.3.4.3.3 FazitDur
h die Überprüfung der Zeitfenster in Varianten der S
hätzfunktionen konnten sehr guteErgebnisse erzielt werden. Bei beiden S
hätzfunktionen −→C � und −→C + konnte in diesen Vari-anten dur
h die zusätzli
he Überprüfung, ob ausgehend von einem Knoten (Φ, µT ) die obereZeitfenstergrenze tpi
bzw. tdi

bei alleiniger Fertigstellung eines Auftrags i s
hon übers
hrittenwird, und das Setzen von �Strafkosten� für jeden Knoten mit einer Zeitfensterübers
hreitungeine bea
htli
he Reduktion der Anzahl erzeugter Knoten und der Antwortzeiten von jeweils
a. 80% errei
ht werden. Die Testläufe unter Verwendung der S
hätzfunktion −→C +T zeigendabei � in Analogie zu den Testläufen der Varianten der S
hätzfunktionen mit Servi
ezeiten �die besten Ergebnisse in Bezug auf die Anzahl der erzeugten Knoten. Bei den Antwortzeitenerrei
ht die S
hätzfunktion −→C �T in den meisten Problemklassen etwas bessere Werte, wäh-rend die S
hätzfunktion −→C +T die niedrigste globale Antwortzeit über alle Problemgruppenaufweisen kann.Insgesamt �ndet der A*-Algorithmus bei Verwendung der S
hätzfunktionen −→C +T oder
−→
C �T in deutli
h weniger S
hritten eine optimale Lösung. Eine Ents
heidung, wel
he der beidenS
hätzfunktionen besser geeignet wäre, kann an dieser Stelle jedo
h ni
ht getro�en werden.3.4.4 Varianten der S
hätzfunktion dur
h Kombinationen bisheriger S
hätz-funktionenBisher wurde für beide S
hätzfunktionen �Maximalauftragszeit� −→C � und �Minimalzeitensum-me� −→C + untersu
ht, wie sie den A*-Algorithmus beein�ussen, wenn entweder die Servi
ezeiten
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hätzfunktion eingehen. Da si
h jedo
h die Überprüfungder Zeitfenster und die Addition der Servi
ezeiten in einer Variante der S
hätzfunktion ni
htgegenseitig auss
hlieÿen, können au
h beide Ansätze glei
hzeitig in eine Variante der S
hätz-funktion ein�ieÿen. Insbesondere könnte das Bea
hten der Einzel-Servi
ezeit eines Auftrags
i während der Zeitfensterüberprüfung dazu führen, dass mehr verletzte Zeitfenster erkanntwerden und daher im A*-Algorithmus weniger Knoten expandiert werden. In den Abs
hnitten3.4.4.1 und 3.4.4.2 werden daher Varianten der S
hätzfunktionen −→C � und �Minimalzeitensum-me� −→C + de�niert und getestet, in die Kombinationen aus der Zeitfensterüberprüfung und derAddition der Servi
ezeiten eingehen.Die Maximalauftragszeit −→C � kann tendenziell eher bei wenigen no
h zu bedienenden Auf-trägen oder einer Häufung der no
h anzufahrenden Orte eine gute S
hätzung bilden, währenddie Minimalzeitensumme −→C + bessere Ergebnisse bei vielen glei
hverteilten Orten errei
ht. Mitder S
hätzfunktion −→C �T können bessere Antwortzeiten errei
ht werden, während mit −→C +Tdie Anzahl der Knoten deutli
h niedriger, wegen der komplexeren Bere
hnung von −→C +T jedo
hdie Antwortzeit etwas höher ist. Es liegt daher nahe, eine Kombination aus beiden S
hätz-funktionen zu bilden, um gegebenenfalls die Vorteile beider Funktionen nutzen zu können, fallsder zusätzli
h entstehende Re
henaufwand ni
ht die Vorteile kompensiert. Da bei der Bere
h-nung der �Minimalzeitensumme mit Zeitfensterüberprüfung� −→C +T ein Teil der zur Bere
hnungder S
hätzfunktion −→C � nötigen Re
hens
hritte ohnehin eingeht, wird si
h die Erhöhung derRe
henzeiten in Grenzen halten. Diese Variante wird im Abs
hnitt 3.4.4.3 genauer betra
htet.In Abbildung 3.9 werden alle Abs
hätzungen in einer Übersi
ht zusammengestellt.
3.4.4.1 Variante der Maximalauftragszeit mit Servi
ezeiten und Zeitfensterüber-prüfungIn der S
hätzfunktion �Maximalauftragszeit�, −→C �, wird für jeden no
h zu bearbeitenden Auf-trag i einzeln betra
htet, wie lange das Fahrzeug für die alleinige Vollendung dieses Auftragsbenötigt. Für die Zeitfensterüberprüfung wird in −→C �T ebenfalls für jeden Auftrag i bere
hnet,ob bei alleiniger Bedienung dieses Auftrags die oberen Zeitfenstergrenzen tpi

bzw. tdi
eingehal-ten werden können. Bei der Einbeziehung der Servi
ezeiten sν wurden zwei Varianten getestet:in der S
hätzfunktion −→C �E werden die Servi
ezeiten bei der Bere
hnung der maximalen fürdie Bedienung eines einzelnen Auftrags i benötigten Fahrzeit berü
ksi
htigt, während in der

−→
C �S die Summe der Servi
ezeiten aller no
h zu bedienenden Orte ν ∈ V Orte

Φ,µ zur maximalenFahrzeit eines einzelnen Auftrags addiert wird.



120 KAPITEL 3. DIE BESCHLEUNIGUNG DES SINGLE VEHICLE ROUTINGSursprüngli
heS
hätzfunktion Maximal-auftragszeit−→C �

Minimalzeiten-summe −→C +Varianten Einzel-Servi
e-zeit −→C �ESumme derServi
ezeiten −→C �S

Summe derServi
ezeiten −→C +S

Zeitfenster-überprüfung−→C �T

Zeitfenster-überprüfung−→C �T

Kombinationen Servi
ezeiten und Zeitfenster-überprüfung −→C �ST

Servi
ezeiten und Zeitfenster-überprüfung −→C +STMaximum aus Maximalauftragszeit undMinimalzeitensumme, mit Servi
ezeiten undZeitfensterüberprüfung −→C ⋆STAbbildung 3.9: S
hematis
he Übersi
ht aller getesteten Abs
hätzungen.Betra
htet man die anfallende Servi
ezeit spi
eines einzelnen Auftrags i mit ϕ(i) = 0bereits in der Zeitfensterüberprüfung, so könnten zusätzli
he Zeitfensterverletzungen erkanntwerden. Um jedo
h die Summe der Servi
ezeiten ∑ν∈V Orte

Φ,µ
\{µ} sν trotzdem addieren zu kön-nen, wird die Einzel-Servi
ezeit nur zum Überprüfen der Zeitfenster genutzt, ni
ht jedo
h indie Bere
hnung der maximalen für einen Auftrag i no
h anfallenden Fahrzeit aufgenommen.Die S
hätzfunktion �Maximalauftragszeit mit Servi
ezeiten und Zeitfensterüberprüfung�

−→
C �ST : V Z

n,k∗ × 2nV Z
n,k∗ → R+ gibt eine ges
hätzte minimale Fahrzeit von einem Knoten

(Φ, µ)T ∈ V Z
n,k∗ zu einem der Zielknoten (Φ∗, µ∗)T ∈ 2nV Z

n,k∗ zurü
k, wobei ein ni
ht ein-zuhaltendes Zeitfenster mindestens eines Auftrags i mit einem Rü
kgabewert von ∞ ange-zeigt wird. Dazu wird die für einen einzelnen Auftrag i zum Errei
hen eines Zustandsvektors
(Φ∗, µ∗)T ∈ 2nV Z

n,k∗ verbleibende Fahrzeit de�niert als:
−→
Ci

�ST ((Φ, µ)T , (Φ∗, µ∗)T ) =











































0, ϕ(i) = ϕ∗(i)

cµ,di
, ϕ(i) = 1 ∧ ϕ∗(i) = 2 ∧

←−
C ((Φ, µ)T ) + cµ,di

≤ tdi

cµ,pi
, ϕ(i) = 0 ∧ ϕ∗(i) = 1 ∧

←−
C ((Φ, µ)T ) + cµ,pi

≤ tpi

cµ,pi
+ cpi,di

, ϕ(i) = 0 ∧ ϕ∗(i) = 2 ∧
←−
C ((Φ, µ)T ) + cµ,pi

≤ tpi
∧

←−
C ((Φ, µ)T ) + cµ,pi

+ spi
+ cpi,di

≤ tdi

∞, sonst
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�ST ((Φ, µ)T , (Φ∗, µ∗)T ) unters
heidet si
h nur in der Überprüfung der obe-ren Zeitfenstergrenze am Ort di für einen Auftrag i mit ϕ(i) = 0 und ϕ∗(i) = 2,←−C ((Φ, µ)T )+

cµ,pi
+ spi

+ cpi,di
≥ tdi

, von der Funktion −→Ci
�T . Sie bildet so die no
h verbleibende Fahrzeitunter Berü
ksi
htigung der Zulässigkeit der Zeitfenster bei alleiniger Bedienung eins Auftrags

i ab. Mit
n

max
i=1

{ −→
Ci

�ST ((Φ, µ)T , (Φ∗, µ∗)T )
}

+
∑

ν∈V Orte
Φ,µ

\{µ}

sνwird somit eine Abs
hätzung für die Fahrzeit vom Knoten (Φ, µ)T zu einem Zielknoten
(Φ∗, µ∗)T angegeben, die alle Servi
ezeiten der Orte ν ∈ V Orte

Φ,µ \ {µ} beinhaltet und den Wert
∞ enthält, sobald mindestens ein Zeitfenster ni
ht eingehalten werden kann. Die S
hätzfunk-tion −→C �ST wird als Minimum der ges
hätzten Fahrzeiten von (Φ, µ)T zu einem der Zielknoten
(Φ∗, µ∗)T ∈ 2nV Z

n,k∗ de�niert:
−→
C �ST ((Φ, µ)T , 2nV Z

n,k∗) = min
(Φ∗,µ∗)T ∈2nV Z

n,k∗

{ n
max
i=1

−→
Ci

�ST ((Φ, µ)T , (Φ∗, µ∗)T )
}

+
∑

ν∈V Orte
Φ,µ

\{µ}

sνDann gilt:Satz 3.12Der A*-Algorithmus �ndet mit der S
hätzfunktion �Maximalauftragszeit mit Servi
ezeitenund Zeitfensterüberprüfung� −→C �ST einen fahrzeitminimalen Weg von der Quelle zu einer derSenken des Graphen GZ
n,k∗, falls es mindestens einen zulässigen Weg gibt. Das s
hnellstmögli
heAu�nden der Lösung ist ni
ht garantiert.Beweis: Für die Optimalität der Lösung ist zu zeigen, dass der Wert der S
hätzfunkti-on −→C �ST ((Φ, µ)T , 2nV Orte
Φ,µ ) die tatsä
hli
h no
h anfallende Fahr- und Servi
ezeit von einemKnoten (Φ, µ)T zu einem Zielknoten (Φ∗, µ∗)T ∈ 2nV Z

n,k∗ ni
ht übers
hätzt. Analog zu denBeweisen von Satz 3.9 und Satz 3.10 kann −→C �ST ((Φ, µ)T , 2nV Orte
Φ,µ ) ges
hrieben werden als:

−→
Ci

�ST ((Φ, µ)T , (Φ∗, µ∗)T ) =































0, ϕ(i) = 2

cµ,di
, ϕ(i) = 1 ∧

←−
C ((Φ, µ)T ) + cµ,di

≤ tdi

cµ,pi
+ cpi,di

, ϕ(i) = 0 ∧
←−
C ((Φ, µ)T ) + cµ,pi

≤ tpi
∧

←−
C ((Φ, µ)T ) + cµ,pi

+ spi
+ cpi,di

≤ tdi

∞, sonst
−→
C �ST ((Φ, µ)T , 2nV Z

n,k∗) =
n

max
i=1

−→
Ci

�ST ((Φ, µ)T , (Φ∗, µ∗)T ) +
∑

ν∈V Orte
Φ,µ

\{µ}

sνFür den Fall −→C �ST ((Φ, µ)T , 2nV Z
n,k∗) <∞ gilt:

−→
C �ST ((Φ, µ)T , 2nV Z

n,k∗) =
−→
C �((Φ, µ)T , 2nV Z

n,k∗) +
∑

ν∈V Orte
Φ,µ

\{µ}

sν

=
−→
C �S((Φ, µ)T , 2nV Z

n,k∗)



122 KAPITEL 3. DIE BESCHLEUNIGUNG DES SINGLE VEHICLE ROUTINGSFür −→C �((Φ, µ)T , 2nV Z
n,k∗) gilt na
h Satz 3.9, dass die tatsä
hli
h verbleibende Fahrzeit ni
htübers
hätzt wird.Falls −→C �ST ((Φ, µ)T , 2nV Z

n,k∗) = ∞ gilt, ist zu zeigen, dass es keinen Weg von Knoten
(Φ, µ)T zu einem der Zielknoten (Φ∗, µ∗)T ∈ 2nV Z

n,k∗ geben kann. Analog zum Beweis von Satz3.10 wird dies dur
h einen Widerspru
hsbeweis gezeigt. Wegen −→C �ST ((Φ, µ)T , 2nV Z
n,k∗) = ∞gibt es einen Auftrag i′ mit −→Ci

�T ((Φ, µ)T , (Φ∗, µ∗)T ) =∞ und einen Ort νi′ mit←−C ((Φ, µ)T )+
−→
Ci′

�((Φ, µ)T , (Φ∗, µ∗)T ) > tνi′
. Man betra
hte den Fall, dass νi′ ∈ D ein Delivery-Ort ist, d. h.die obere Grenze tdi

des Delivery-Zeitfensters von Ort i′ verletzt wird. Angenommen, es gäbeeinen Weg vom Knoten (Φ, µ)T zu einer der Senken (Φ∗, µ∗)T ∈ 2nV Z
n,k∗, der alle Zeitfenster-restriktionen einhält. Dann gibt es au
h eine Route (µ, ν1, . . . , νl) von der Fahrzeugposition µdur
h alle no
h anzufahrenden Orte ν1, . . . , νl ∈ V Orte

Φ,µ , die die Zeitfensterrestriktionen einhält.Man betra
hte nun die Teilroute (µ, ν1, . . . , di′). O�ensi
htli
h muss gelten, dass die Fahr- undServi
ezeit dieser Teilroute kleiner als tdi′
ist, so dass gilt:

c∗ν1
+ s∗ν1

+ c∗ν2
+ s∗ν2

+ · · ·+ c∗di′
≤ tdi′

<

{

cµ,di′
, ϕ(i′) = 1

cµ,pi′
+ spi′

+ cpi′ ,di′
, ϕ(i′) = 0Das steht jedo
h im Widerspru
h zur geltenden Dreie
ksunglei
hung für die Fahrzeit zwis
henje zwei Orten.Für den Fall, dass νi′ ∈ P ein Pi
kup-Ort ist, kann der Na
hweis analog geführt wer-den. Somit ist gezeigt, dass die S
hätzfunktion −→Ci

�T die Fahrzeit eines zulässigen Wegs ni
htübers
hätzt.Die für das s
hnellstmögli
he Finden einer Lösung benötigte Gültigkeit der Dreie
ksun-glei
hung ist ni
ht erfüllt. Man betra
hte dazu das Gegenbeispiel aus Abs
hnitt 3.2.3 und denSpezialfall, dass bei allen no
h anzufahrenden Orten ν die Servi
ezeit sν = 0 gilt und dasZeitfenster [tν , tν ] dem Planungshorizont entspri
ht.
�Die S
hätzfunktion −→C �ST kann daher im A*-Algorithmus eingesetzt werden, ohne die Opti-malität der Lösung zu gefährden. Wenn mit dieser S
hätzfunktion in erhebli
h mehr Knoten

(Φ, µ)T als Zeitfensterverletzungen bemerkt werden, als mit der S
hätzfunktion −→C �T odersi
h die Addition der Summe der Servi
ezeiten au
h in diesem Fall positiv auswirkt, könntedie Zahl der Knoten und damit die Antwortzeit deutli
h gesenkt werden.



3.4. BESCHLEUNIGUNG DURCH ANDERE SCHÄTZFUNKTIONEN 123Problem- Aufträge gelöste Instanzengruppe Aufträge absolut ∆ absolut ∆100 51,86 41,20 23,17% 40 42,86%200 103,08 72,17 63,77% 37 164,29%400 205,66 128,69 96,46% 31 287,50%600 308,97 182,68 148,27% 32 700,00%800 411,75 239,75 192,86% 30 - 91000 514,98 279,29 203,58% 27 - 9Tabelle 3.36: Anzahl der bearbeiteten Aufträge und vollständig gelöster Instanzen bei Ver-wendung der S
hätzfunktion ~C�ST im Verglei
h zur Verwendung der S
hätzfunktion ~C�Ergebnisse der TestläufeFür diese Testläufe werden die in Abs
hnitt 3.4.1 bes
hriebenen Einstellungen übernommen.Als Verglei
hswerte dienen weiterhin die Ergebnisse der Testläufe aus Abs
hnitt 3.4.1 unterVerwendung des Zustandsgraphen und der S
hätzfunktion −→C �.In Tabelle 3.36 kann eine bea
htli
he Steigerung der Anzahl bearbeiteter Aufträge undgelöster Instanzen im Verglei
h zur S
hätzfunktion −→C � erkannt werden: Bei der Anzahl be-arbeiteter Aufträge werden Steigerungen um 23,17% bis 203,58% erzielt, für die Anzahl dergelösten Instanzen werden Zuwä
hse von 42,86% bis 700% verzei
hnet: in allen Problemgrup-pen können jeweils mindestens 27 Instanzen gelöst werden, wohingegen bei den Testläufenunter Verwendung von −→C � in den Problemgruppen �800� und �1000� keine Instanz gelöst wer-den kann. Au
h im Verglei
h zu den Testläufen bei Verwendung der S
hätzfunktion −→C +T , beidenen bisher die gröÿte Anzahl bearbeiteter Aufträge und gelöster Instanzen errei
ht wurde,können hier bessere Werte erzielt werden: die Anzahl der pro Problemgruppe bearbeitetenAufträge kann dur
hs
hnittli
h um 4,44 Aufträge gesteigert werden, bei den Instanzen wirdein Anstieg von dur
hs
hnittli
h 1,33 zusätzli
h gelösten Instanzen verzei
hnet.Ähnli
he Verbesserungen sind erwartungsgemäÿ in der Anzahl der erzeugten Knoten zu er-kennen, die in den Tabellen 3.37 und 3.38 dargestellt werden: die Anzahl der erzeugten Knotenkann im Verglei
h mit den Testläufen zur S
hätzfunktion −→C � um 85,68% bis 88,77% gesenktwerden, die Anzahl der als unzulässig erkannten Knoten wird sogar um bis zu 91,37% verrin-gert. Au
h hier können die bisher besten Ergebnisse der Testläufe zur S
hätzfunktion −→C +Tweiter verbessert werden: in allen Problemgruppen werden dur
hweg weniger Knoten erzeugt:bei der Anzahl erzeugter Knoten kann eine Reduktion von dur
hs
hnittli
h 2,88 Prozentpunk-ten gegenüber den Testläufen zur S
hätzfunktion −→C +T errei
ht werden, bei der Anzahl derDuplikat-Knoten wird sogar eine Verringerung um 5,02 Prozentpunkten erzielt.Die in Tabelle 3.31 dargestellten Antwortzeiten zeigen ebenfalls eine bea
htli
he Verbes-9Bisher war die Anzahl gelöster Instanzen Null, die prozentuale Veränderung kann daher ni
ht bere
hnetwerden.



124 KAPITEL 3. DIE BESCHLEUNIGUNG DES SINGLE VEHICLE ROUTINGSProblem- ♯ Knoten absolutgruppe erzeugt unzulässig expandiert Duplikate100 203.287,43 101.694,95 26.316,41 72.398,93200 366.439,72 203.595,88 49.747,73 107.534,45400 447.414,24 270.273,22 62.032,49 107.102,17600 514.451,50 312.875,70 76.323,45 114.425,52800 570.810,93 349.313,61 88.450,15 112.732,861000 654.875,40 424.319,28 103.593,90 112.410,74Tabelle 3.37: Die Anzahl der erzeugten Knoten bei Verwendung der S
hätzfunktion ~C�ST imVerglei
h zur Verwendung der S
hätzfunktion ~C�

Problem- erzeugt unzulässig expandiert Duplikategruppe ♯ Vgl. ∆ ♯ Vgl. ∆ ♯ Vgl. ∆ ♯ Vgl. ∆100 57.811,20 -85,76% 18.398,29 -89,88% 9.956,18 -86,31% 28.133,34 -79,69%200 93.999,17 -85,68% 34.038,80 -89,04% 16.175,92 -87,10% 41.753,80 -79,56%400 81.903,98 -88,77% 36.497,42 -90,43% 15.309,47 -89,86% 27.223,27 -84,60%600 108.379,12 -86,73% 43.602,00 -90,04% 20.682,22 -87,92% 40.912,40 -78,03%800 96.211,56 -88,49% 39.466,69 -91,37% 20.144,71 -88,81% 32.037,05 -81,89%1000 96.453,09 -88,15% 42.657,21 -90,38% 22.784,86 -87,49% 25.881,36 -83,96%Tabelle 3.38: Die Anzahl der erzeugten Knoten bei Verwendung der S
hätzfunktion ~C�ST imVerglei
h zur Verwendung der S
hätzfunktion ~C�

Problem- global max. Antwortzeit Ø max. Antwortzeit Ø Antwortzeitgruppe se
 Vgl ∆ se
 Vgl ∆ se
 Vgl ∆100 54,12 10,08 -92,33% 3,22 0,77 -92,57% 0,10 0,03 -92,38%200 109,79 19,95 -65,67% 5,31 1,41 -84,86% 0,09 0,04 -86,03%400 68,75 10,18 -85,84% 5,53 0,64 -90,98% 0,05 0,01 -91,46%600 30,21 21,99 -81,84% 3,48 1,43 -85,81% 0,03 0,02 -86,64%800 249,71 15,71 -87,53% 8,01 0,93 -88,41% 0,04 0,02 -88,58%1000 42,78 19,76 -59,53% 3,47 0,60 -87,29% 0,02 0,01 -88,48%Tabelle 3.39: Die Antwortzeiten bei Verwendung der S
hätzfunktion ~C�ST im Verglei
h zurVerwendung der S
hätzfunktion ~C�
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h zu den Testläufen bei Verwendung der S
hätzfunktion −→C �: die dur
h-s
hnittli
hen Antwortzeiten sinken um 86,03% bis 92,38%, die dur
hs
hnittli
h maximalenAntwortzeiten werden um 84,86% bis 92,57% verringert und die global maximalen Antwort-zeiten können um 59,53% bis 92,33% reduziert werden. Im Verglei
h zu den bisher bestenerrei
hten Antwortzeiten in den Testläufen bei Verwendung der S
hätzfunktionen −→C �T bzw.
−→
C +T werden bei den dur
hs
hnittli
hen und dur
hs
hnittli
h maximalen Antwortzeiten dur
h-weg etwas bessere Ergebnisse erzielt, wobei die Reduktion im Berei
h von weniger als 1

100Sekunde bzw. von maximal 0,43 Sekunden liegen. Bei den global maximalen Antwortzeitenwerden nur in den Problemgruppen �200� und �1000� die bisher besten Ergebnisse ni
ht unter-boten: in der Problemgruppe �200� wird eine global maximale Antwortzeit von 19,95 Sekundenerrei
ht und damit die global maximale Antwortzeit dieser Problemgruppe bei den Testläufenzur S
hätzfunktion −→C �T um 0,47 Sekunden überboten, während in der Problemgruppe �1000�die bisher beste global maximale Antwortzeit bei Verwendung der S
hätzfunktion −→C �T von16,32 Sekunden glei
h um 3,54 Sekunden verfehlt wird. Trotz dieser Steigerungen kann imDur
hs
hnitt über alle Problemgruppen eine Reduktion von dur
hs
hnittli
h 2,58 Sekundengegenüber den bisher besten erzielten Ergebnissen erzielt werden. Dazu tragen insbesonderedie Ergebnisse der Problemgruppen �400� und �600� bei: hier können die bisher besten globalmaximalen Antwortzeiten um 7,74 bzw. 8,95 Sekunden verringert werden.3.4.4.2 Variante der Minimalzeitensumme mit Servi
ezeiten und Zeitfenster-überprüfungDie S
hätzfunktion �Minimalzeitensumme� −→C + gibt die Summe der für jeden no
h anzufah-renden Ort ν ∈ V Orte
Φ,µ \ {µ} benötigten minimalen Fahrzeit von einem anderen Ort ν ′ ∈

V Orte
Φ,µ \ {µ, ν} an. Für die Zeitfensterüberprüfung wird in −→C +T zusätzli
h für jeden Auftrag ibere
hnet, ob bei alleiniger Bedienung dieses Auftrags die oberen Zeitfenstergrenzen tpi

bzw.
tdi

eingehalten werden können. Au
h hier könnte von der Einbeziehung der Einzel-Servi
ezeitenin die Zeitfensterüberprüfung pro�tiert werden, wie sie im vorhergehenden Abs
hnitt bes
hrie-ben wurde. Für die Einbeziehung der Servi
ezeiten sν in die Variante −→C +S der S
hätzfunktion
−→
C + wurde die Summe der Servi
ezeiten aller no
h zu bedienenden Orte ν ∈ V Orte

Φ,µ zur Summeder minimalen Fahrzeiten zu den no
h anzufahrenden Orten ν ∈ V Orte
Φ,µ \ {µ} addiert.Die S
hätzfunktion �Minimalzeitensumme mit Servi
ezeiten und Zeitfensterüberprüfung�

−→
C +ST : V Z

n,k∗ × 2nV Z
n,k∗ → R+ gibt die ges
hätzte minimale Fahrzeit von einem Knoten

(Φ, µ)T ∈ V Z
n,k∗ zu einem der Zielknoten (Φ∗, µ∗)T ∈ 2nV Z

n,k∗ zurü
k, wobei die Summe derServi
ezeiten in die S
hätzfunktion eingeht und ein ni
ht mehr einzuhaltendes Zeitfenstermindestens eines Auftrags i bei alleiniger Betra
htung dieses Auftrags bei Bea
htung derServi
ezeiten mit einem Rü
kgabewert von∞ angezeigt wird. Ausgehend vom Zustandsvektor
(Φ, µ)T wird daher nun für jeden Auftrag i die minimale Fahrzeit zu einem Zustandsvektor
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(Φ∗, µ∗)T ∈ 2nV Z

n,k∗ de�niert als:
−→
Ci

+ST

(

(Φ
µ

)

,
(Φ∗

µ∗

)

)

=




















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






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




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






















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
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





0, ϕ(i) = ϕ∗(i)

min
0=ϕ(j)<ϕ∗(j),
ϕ(l)<ϕ∗(l)=2

{cµpi
, cpjpi

, cdlpi
}+ spi

, ϕ(i) = 0 ∧ ϕ∗(i) = 1 ∧
←−
C ((Φ, µ)T ) + cµ,pi

≤ tpi

min
0=ϕ(j)<ϕ∗(j),
ϕ(l)<ϕ∗(l)=2

{cµdi
, cpjdi

, cdldi
}+ sdi

, ϕ(i) = 1 ∧ ϕ∗(i) = 2 ∧
←−
C ((Φ, µ)T ) + cµ,di

≤ tdi

min
0=ϕ(j)<ϕ∗(j)
ϕ(l)<ϕ∗(l)=2

{cµpi
, cpjpi

, cdlpi
}+ spi

+ min
0=ϕ(j)<ϕ∗(j)
ϕ(l)<ϕ∗(l)=2

{cpjdi
, cdldi

}+ sdi
, ϕ(i) = 0 ∧ ϕ∗(i) = 2 ∧

←−
C ((Φ, µ)T ) + cµ,pi

≤ tpi
∧

←−
C ((Φ, µ)T ) + cµ,pi

+ spi
+ cpi,di

≤ tdi

∞, sonstAnalog zu vorhergehenden De�nitionen gibt die Summe
n
∑

i=1

−→
Ci

+ST ((Φ, µ)T , (Φ∗, µ∗)T )einen Wert für eine ges
hätzte minimale Fahr- und Servi
ezeit von (Φ, µ)T zum Zielknoten
(Φ∗, µ∗)T an, wobei ein ni
ht einzuhaltendes Zeitfenster den Wert ∞ herbeiführt. Die S
hätz-funktion −→C +ST ((Φ, µ)T , 2nV Z

n,k∗) wird als Minimum der zu jedem Zielknoten (Φ∗, µ∗)T ∈

2nV Z
n,k∗ ges
hätzten minimalen Fahrzeit −→C +T ((Φ, µ)T , {(Φ∗, µ∗)T }) de�niert:

−→
C +ST ((Φ, µ)T , 2nV Z

n,k∗) = min
(Φ∗,µ∗)T ∈2nV Z

n,k∗

{

n
∑

i=1

−→
Ci

+ST ((Φ, µ)T , (Φ∗, µ∗)T )
}Für die S
hätzfunktion −→C +ST gilt:Satz 3.13Der A*-Algorithmus �ndet bei Verwendung der S
hätzfunktion −→C +ST, �Minimalzeitensummemit Servi
ezeiten und Zeitfensterüberprüfung�, s
hnellstmögli
h einen fahrzeitminimalen Wegvon der Quelle zu einer der Senken des Graphen GZ

n,k∗.Beweis: Zum Beweis der Optimalität der Lösung wird −→C +ST ((Φ, µ)T , 2nV Z
n,k∗) mit Hilfeder S
hätzfunktion −→C +T und der Summe der Servi
ezeiten dargestellt, so dass gilt:

−→
C +ST ((Φ, µ)T , 2nV Z

n,k∗) =
−→
C +T ((Φ, µ)T , 2nV Z

n,k∗) +
∑

ν∈V Orte
Φ,µ

\{µ}

sν

≤
∑

ν∈V Orte
Φ,µ

\{µ}

c∗ν +
∑

ν∈V Orte
Φ,µ

\{µ}

sν

=
∑

ν∈V Orte
Φ,µ

\{µ}

(c∗ν + sν)
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hätzfunktion −→C +T ((Φ, µ)T , 2nV Z
n,k∗) gilt, dass sie die no
h verbleibende Fahrzeit

c∗v1
+ c∗v2

+ · · · + c∗vl
einer optimalen Route ni
ht übers
hätzt (vgl. den Beweis zu Satz 3.11).Da die Servi
ezeiten aller Orte ν ∈ V Orte

Φ,µ \{µ} einzuhalten sind, kann −→C +ST ((Φ, µ)T , 2nV Z
n,k∗)die verbleibende Fahr- und Servi
ezeit ebenfalls ni
ht übers
hätzen.Für den Beweis der Dreie
ksunglei
hung

−→
C +ST ((Φ, µ)T , {(Φ′, µ′)T }) +

−→
C +ST ((Φ′, µ′)T , 2nV Z

n,k∗) ≥
−→
C +ST ((Φ′, µ′)T , 2nV Z

n,k∗)wird ausgenutzt, dass die Dreie
ksunglei
hung für −→C +T gilt:
−→
C +ST ((Φ, µ)T , {(Φ′, µ′)T }) +

−→
C +ST ((Φ′, µ′)T , 2nV Z

n,k∗)

=
−→
C +T ((Φ, µ)T , {(Φ′, µ′)T }) +

∑

ν∈(V Orte
Φ,µ

\{µ})\

(V Orte
Φ′,µ′ \{µ′})

sν +
−→
C +T ((Φ′, µ′)T , 2nV Z

n,k∗) +
∑

ν∈V Orte
Φ′,µ′\{µ

′}

sν

=
−→
C +T ((Φ, µ)T , {(Φ′, µ′)T }) +

−→
C +T ((Φ′, µ′)T , 2nV Z

n,k∗) +
∑

ν∈V Orte
Φ,µ

\{µ}

sν

≥

n
∑

i=1

−→
Ci

+((Φ, µ)T , {(Φ∗
2n, µ∗

2n)T }) +
∑

ν∈V Orte
Φ,µ

\{µ}

sν

=
−→
C +ST ((Φ′, µ′)T , 2nV Z

n,k∗)

�Die Minimalzeitensumme mit Servi
ezeiten und Zeitfensterüberprüfung kann also im A*-Algorithmus eingesetzt werden, ohne die Optimalität der Lösung oder das s
hnellstmögli
heFinden einer Lösung zu gefährden.Ergebnisse der TestläufeFür diese Testläufe werden die in Abs
hnitt 3.4.1 bes
hriebenen Einstellungen übernommen.Als Verglei
hswerte dienen weiterhin die Ergebnisse der Testläufe aus Abs
hnitt 3.4.1 unterVerwendung des Zustandsgraphen und der S
hätzfunktion −→C �.Tabelle 3.40 zeigt wiederum eine bea
htli
he Steigerung der Anzahl bearbeiteter Aufträgeund gelöster Instanzen im Verglei
h zur S
hätzfunktion −→C �: Die Anzahl bearbeiteter Aufträgesteigt um 23,38% bis 210,19%, für die Anzahl der gelösten Instanzen werden Steigerungen von42,86% bis 725% errei
ht. Im Verglei
h zu den Testläufen bei Verwendung der S
hätzfunktion
−→
C �ST , die bisher die gröÿte Anzahl bearbeiteter Aufträge und gelöster Instanzen erzielten,können mit der S
hätzfunktion −→C +ST in allen Problemklassen im Dur
hs
hnitt 3,00 zusätzli
heAufträge bearbeitet werden, bei der Anzahl gelöster Instanzen wird in drei Problemgruppenjeweils eine zusätzli
he Instanz gelöst.



128 KAPITEL 3. DIE BESCHLEUNIGUNG DES SINGLE VEHICLE ROUTINGSProblem- Aufträge gelöste Instanzengruppe Aufträge absolut ∆ absolut ∆100 51,86 41,27 23,38% 40 42,86%200 103,08 73,05 65,77% 38 171,43%400 205,66 130,02 98,47% 32 300,00%600 308,97 188,73 156,49% 33 725,00%800 411,75 243,36 197,27% 30 - 101000 514,98 285,38 210,19% 27 - 10Tabelle 3.40: Anzahl der bearbeiteten Aufträge und vollständig gelösten Instanzen bei Ver-wendung der S
hätzfunktion ~C+ST im Verglei
h zur Verwendung der S
hätzfunktion ~C�

Problem- ♯ Knoten absolutgruppe erzeugt unzulässig expandiert Duplikate100 219.593,18 108.642,21 27.281,07 78.190,30200 359.345,72 198.824,42 46.779,33 102.240,35400 437.736,73 260.824,80 59.817,25 104.660,59600 516.269,53 312.525,27 75.389,88 111.361,42800 549.307,93 350.092,42 83.924,98 92.775,591000 643.374,40 418.981,72 101.133,67 103.253,26Tabelle 3.41: Anzahl der Knoten bei Verwendung der S
hätzfunktion ~C+ST

Problem- erzeugt unzulässig expandiert Duplikategruppe ♯ Vgl. ∆ ♯ Vgl. ∆ ♯ Vgl. ∆ ♯ Vgl. ∆100 53.727,95 -86,77% 16.992,29 -90,65% 9.186,09 -87,37% 26.166,59 -81,11%200 82.841,75 -87,38% 30.213,17 -90,27% 14.121,10 -88,74% 36.505,62 -82,13%400 72.539,71 -90,06% 32.657,46 -91,44% 13.700,36 -90,93% 23.777,83 -86,55%600 97.554,90 -88,06% 38.560,32 -91,19% 18.831,40 -89,00% 37.027,13 -80,12%800 81.479,95 -90,25% 35.454,88 -92,25% 17.637,56 -90,21% 23.990,73 -86,44%1000 81.418,79 -89,99% 37.577,43 -91,52% 20.097,74 -88,97% 18.800,67 -88,35%Tabelle 3.42: Anzahl der Knoten bei Verwendung der S
hätzfunktion ~C+ST im Verglei
h zurVerwendung der S
hätzfunktion ~C�



3.4. BESCHLEUNIGUNG DURCH ANDERE SCHÄTZFUNKTIONEN 129Problem- global max. Antwortzeit Ø max. Antwortzeit Ø Antwortzeitgruppe se
 Vgl ∆ se
 Vgl ∆ se
 Vgl ∆100 124,36 10,78 -91,80% 6,24 0,86 -91,66% 0,19 0,03 -91,13%200 98,82 18,37 -68,39% 5,78 1,40 -85,04% 0,11 0,04 -85,64%400 66,50 10,37 -85,58% 5,94 0,58 -91,76% 0,07 0,01 -91,28%600 32,47 22,70 -81,26% 4,07 1,49 -85,24% 0,04 0,03 -85,60%800 36,77 19,84 -84,26% 3,65 0,88 -89,06% 0,03 0,01 -89,43%1000 43,78 8,51 -82,58% 3,63 0,47 -89,99% 0,03 0,01 -90,78%Tabelle 3.43: Die Antwortzeiten bei Verwendung der S
hätzfunktion ~C+ST im Verglei
h zurVerwendung der S
hätzfunktion ~C�Die Tabellen 3.41 und 3.42 zeigen für die Anzahl der erzeugten Knoten ebenfalls bedeu-tende Verbesserungen im Verglei
h zur S
hätzfunktion −→C �: die Anzahl der erzeugten Knotenkann um 86,77% bis 90,06% gesenkt werden, die Anzahl der Duplikat-Knoten wird bis zu88,35% geringer. Die bisher besten Ergebnisse der Testläufe zur S
hätzfunktion −→C �ST könnenweiter verbessert werden: in allen Problemgruppen werden dur
hweg weniger Knoten erzeugt.Bei der Anzahl erzeugter Knoten kann gegenüber den Testläufen zur S
hätzfunktion −→C +Teine Verringerung von dur
hs
hnittli
h 1,49 Prozentpunkten errei
ht werden, bei der Anzahlder Duplikat-Knoten wird sogar eine weitere Reduktion um 2,83 Prozentpunkte erzielt.Im Verglei
h zu den Testläufen bei Verwendung der S
hätzfunktion −→C � zeigen die in Tabel-le 3.35 dargestellten Antwortzeiten ebenfalls deutli
he Verbesserungen: die dur
hs
hnittli
henAntwortzeiten sinken um 85,60% bis 91,28%, die dur
hs
hnittli
h maximalen Antwortzeitenwerden um 85,04% bis 91,76% verringert und die global maximalen Antwortzeiten können um58,39% bis 91,80% reduziert werden. Im Verglei
h zu den bisher besten errei
hten Antwortzei-ten in den Testläufen bei Verwendung der S
hätzfunktionen −→C �ST , −→C �T und −→C +T werden beiden dur
hs
hnittli
hen Antwortzeiten nur bei den Problemgruppen �800� und �1000� lei
hteVerbesserungen erzielt, die Unters
hiede zwis
hen den dur
hs
hnittli
hen Antwortzeiten beiVerwendung der S
hätzfunktionen −→C �ST bzw. −→C +ST liegen jedo
h unter 1
100 Sekunde. Beiden dur
hs
hnittli
h maximalen Antwortzeiten werden mit der S
hätzfunktion −→C +ST in denProblemgruppen �200�, �800� und �1000� etwas niedrigere Zeiten errei
ht, im Dur
hs
hnitt überalle Problemgruppen kann die dur
hs
hnittli
he Antwortzeit um 0,02 Sekunden gesenkt wer-den. Für die global maximalen Antwortzeiten wird in den Problemgruppen �200� und �1000�das bisher beste Ergebnis um 1,11 bzw. sogar 7,81 Sekunden unterboten. Die dur
hs
hnittli
heVerringerung der global maximalen Antwortzeit bei Verwendung der S
hätzfunktion −→C +STgegenüber der Verwendung der S
hätzfunktion −→C �ST über alle Problemgruppen beträgt 0,52Sekunden.10Bisher war die Anzahl gelöster Instanzen Null, die prozentuale Veränderung kann daher ni
ht bere
hnetwerden.



130 KAPITEL 3. DIE BESCHLEUNIGUNG DES SINGLE VEHICLE ROUTINGSAu�ällig ist, dass die S
hätzfunktionen −→C +ST und −→C �ST ihre besten Ergebnisse jeweils inunters
hiedli
hen Problemgruppen verzei
hnen, was darauf s
hlieÿen lässt, dass eine Kombi-nation beider S
hätzfunktionen zu einer weiteren Verbesserung der Ergebnisse führen könnte.3.4.4.3 Variante der S
hätzfunktion: Maximum aus Maximalauftragszeit undMi-nimalzeitensumme mit Servi
ezeiten und ZeitfensterüberprüfungMit den bisher untersu
hten Varianten der S
hätzfunktionen �Maximalauftragszeit� −→C � und�Minimalzeitensumme� −→C + konnte s
hon eine deutli
he Reduktion der Laufzeit des A*- Algo-rithmus errei
ht werden. Für beiden S
hätzfunktionen werden in der Variante �mit Zeitfenster-überprüfung und Servi
ezeiten� ähnli
h gute Re
henzeiten erzielt, wobei die S
hätzfunktionenauf unters
hiedli
hen Gebieten jeweils die niedrigsten Re
henzeiten errei
hen. Für die S
hätz-funktion �Maximalauftragszeit� −→C � und ihre Varianten wird jeweils die no
h für nur einenAuftrag i benötigte Fahrzeit bere
hnet, so dass mit diesen Funktionen eher bei wenigen no
hzu bedienenden Aufträgen oder bei einer Häufung der no
h anzufahrenden Orte ν ∈ V Orte
Φ,µeine �gute� S
hätzung errei
ht wird. In der S
hätzfunktion �Minimalzeitensumme� −→C + und ih-ren Varianten hingegen werden die mindestens zur Errei
hung jedes no
h anzufahrenden Orts

ν ∈ V Orte
Φ,µ benötigten Fahrzeiten addiert, so dass bei vielen glei
hverteilten Orten genauereS
hätzungen bere
hnet werden als mit der S
hätzfunktion �Maximalauftragszeit�. Wüns
hens-wert wäre eine S
hätzfunktion, die die positiven Eigens
haften sowohl der �Maximalauftrags-zeit� als au
h der �Minimalzeitensumme� und ihrer Varianten kombiniert, ohne jedo
h denRe
henaufwand zur Bere
hnung des Werts der S
hätzfunktion deutli
h zu erhöhen.Um eine optimale Lösung garantieren zu können, darf die tatsä
hli
he minimale Fahrzeitvon einem Knoten (Φ, µ)T zu einer Senke (Φ∗, µ∗)T ∈ 2nV Z

n,k∗ des Zustandsgraphen GZ
n,k∗ni
ht übers
hätzt werden. Eine Summe aus den S
hätzfunktionen −→C + und −→C �S kann die-se Bedingung ni
ht erfüllen. Zur Kombination beider S
hätzfunktionen bzw. ihrer Variantenwird daher das Maximum beider S
hätzfunktionen bere
hnet. Dabei genügt es, die Zeitfens-terüberprüfung nur einmal dur
hzuführen, da die Einhaltung der oberen Zeitfenstergrenzen inbeiden Varianten −→C +T und −→C �T identis
h bere
hnet wird.Die S
hätzfunktion �Maximum aus Maximalauftragszeit und Minimalzeitensumme mit Ser-vi
ezeiten und Zeitfensterüberprüfung� −→C ⋆ST : V Z

n,k∗ × 2nV Z
n,k∗ → R+ gibt die ges
hätzte mini-male Fahrzeit von einem Knoten (Φ, µ)T ∈ V Z

n,k∗ zu einem der Zielknoten (Φ∗, µ∗)T ∈ 2nV Z
n,k∗zurü
k, wobei die Summe der Servi
ezeiten in die S
hätzfunktion eingeht und ein ni
ht mehreinzuhaltendes Zeitfenster mindestens eines Auftrags i bei alleiniger Betra
htung dieses Auf-trags bei Bea
htung der Servi
ezeiten mit einem Rü
kgabewert von ∞ angezeigt wird. Füreinen Knoten (Φ, µ)T ∈ V Z

n,k∗ und eine Menge von Zielknoten 2nV Z
n,k∗ wird −→C ⋆ST de�niert als:

−→
C

⋆ST ((Φ, µ)T , 2nV Z
n,k∗) = max

{−→
C �ST ((Φ, µ)T , 2nV Z

n,k∗),
−→
C +S((Φ, µ)T , 2nV Z

n,k∗)
}Für −→C ⋆ST ((Φ, µ)T , 2nV Z

n,k∗) gilt der folgende Satz:
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hätzfunktion �Maximum aus Maximalauftragszeit undMinimalzeitensumme mit Servi
ezeiten und Zeitfensterüberprüfung�, −→C ⋆ST , einen fahrzeitmi-nimalen Weg von der Quelle zu einer der Senken des Graphen GZ
n,k∗ , falls es mindestens einenzulässigen Weg gibt. Das s
hnellstmögli
he Au�nden der Lösung ist ni
ht garantiert.Beweis: Für die Optimalität der Lösung ist zu zeigen, dass der Wert der S
hätzfunktion

−→
C �ST ((Φ, µ)T , 2nV Z

n,k∗) die tatsä
hli
h auf einer fahrzeitminimalen Route anfallende Fahr- undServi
ezeit ∑ν∈V Orte
Φ,µ

\{µ}(c
∗
ν + sν) von einem Knoten (Φ, µ)T zu einem Zielknoten (Φ∗, µ∗)T ∈

2nV Z
n,k∗ ni
ht übers
hätzt. Na
h Satz 3.7 und Satz 3.10 gilt:

−→
C +S((Φ, µ)T , 2nV Z

n,k∗) ≤
∑

ν∈V Orte
Φ,µ

\{µ}

(c∗ν + sν)

−→
C �ST ((Φ, µ)T , 2nV Z

n,k∗) ≤
∑

ν∈V Orte
Φ,µ

\{µ}

(c∗ν + sν)Daher gilt au
h für das Maximum dieser S
hätzfunktionen:
−→
C

⋆ST ((Φ, µ)T , 2nV Z
n,k∗) = max

{−→
C �ST ((Φ, µ)T , 2nV Z

n,k∗),
−→
C +S((Φ, µ)T , 2nV Z

n,k∗)

≤
∑

ν∈V Orte
Φ,µ

\{µ}

(c∗ν + sν)Für das s
hnellstmögli
he Au�nden einer Lösung müsste die Dreie
ksunglei
hung
−→
C

⋆ST ((Φ, µ)T , {(Φ′, µ′)T }) +
−→
C

⋆ST ((Φ′, µ′)T , 2nV Z
n,k∗) ≥

−→
C

⋆ST ((Φ′, µ′)T , 2nV Z
n,k∗)gelten. Da jedo
h −→C �ST die Dreie
ksunglei
hung ni
ht unbedingt erfüllt, ist sie au
h für dieS
hätzfunktion −→C ⋆ST ni
ht erfüllt.

�Die folgenden Ergebnisse der Testläufe werden zeigen, ob das Single Vehi
le Routing beiVerwendung dieser S
hätzfunktion −→C ⋆ST für den A*-Algorithmus weiter bes
hleunigt werdenkann.Ergebnisse der TestläufeDie in Abs
hnitt 3.4.1 bes
hriebenen Einstellungen werden weiterhin übernommen. Als Ver-glei
hswerte dienen ebenfalls die Ergebnisse der Testläufe aus Abs
hnitt 3.4.1 unter Verwen-dung des Zustandsgraphen und der S
hätzfunktion −→C �.11Bisher war die Anzahl gelöster Instanzen Null, die prozentuale Veränderung kann daher ni
ht bere
hnetwerden.



132 KAPITEL 3. DIE BESCHLEUNIGUNG DES SINGLE VEHICLE ROUTINGSProblem- Aufträge gelöste Instanzengruppe Aufträge absolut ∆ absolut ∆100 51,86 41,27 23,38% 40 42,86%200 103,08 73,07 65,81% 38 171,43%400 205,66 130,07 98,55% 32 300,00%600 308,97 190,27 158,57% 34 750,00%800 411,75 244,42 198,57% 30 - 111000 514,98 286,86 211,81% 28 - 11Tabelle 3.44: Anzahl bearbeiteter Aufträge und vollständig gelöster Instanzen bei Verwendungder S
hätzfunktion ~C
⋆ST im Verglei
h zur Verwendung der S
hätzfunktion ~C�Problem- ♯ Knoten absolutgruppe erzeugt unzulässig expandiert Duplikate100 219.152,43 108.471,61 27.187,27 78.049,54200 361.402,23 199.911,67 46.917,10 102.765,62400 436.590,93 260.367,71 59.471,08 104.352,78600 513.053,83 311.559,20 74.629,35 110.340,13800 544.760,14 348.711,56 82.965,59 91.546,921000 647.684,22 422.092,24 101.357,29 103.698,40Tabelle 3.45: Anzahl der erzeugten Knoten bei Verwendung der S
hätzfunktion ~C

⋆STAu
h in diesen Testläufen zeigt Tabelle 3.44 eine deutli
he Steigerung der Anzahl bearbei-teter Aufträge und gelöster Instanzen im Verglei
h zur S
hätzfunktion −→C �. Die Anzahl derbearbeiteten Aufträge kann um 23,38% bis 211,84% gesteigert werden, während die Anzahlder gelösten Instanzen um 42,86% bis 750% erhöht werden kann. Im Verglei
h zu den Testläu-fen bei Verwendung der S
hätzfunktion −→C +ST mit der bisher hö
hsten Anzahl bearbeiteterAufträge und gelöster Instanzen werden mit der S
hätzfunktion −→C ⋆ST in allen Problemklassenim Dur
hs
hnitt 0,69 zusätzli
he Aufträge bearbeitet und in zwei Problemgruppen jeweils einezusätzli
he Instanz gelöst.In den Tabellen 3.45 und 3.46 kann anhand der Anzahl erzeugter Knoten ebenfalls ei-ne bedeutende Verbesserungen im Verglei
h zur S
hätzfunktion −→C � festgestellt werden: dieAnzahl der erzeugten Knoten sinkt um 86,80% bis 90,12%. Die bisher niedrigste Anzahl er-zeugter Knoten, die in den Testläufen zur S
hätzfunktion −→C +ST erzielt wurde, kann weiterunterboten werden: in allen Problemgruppen werden dur
hweg etwas weniger Knoten erzeugt,allerdings werden im Dur
hs
hnitt über alle Problemgruppen nur Einsparungen in Höhe von0,06 Prozentpunkten errei
ht.Im Verglei
h zu den Testläufen bei Verwendung der S
hätzfunktion −→C � zeigen die inTabelle 3.35 dargestellten Antwortzeiten erwartungsgemäÿ bea
htli
he Verbesserungen: diedur
hs
hnittli
hen Antwortzeiten sinken um 85,61% bis 91,32%, die dur
hs
hnittli
h maxima-



3.4. BESCHLEUNIGUNG DURCH ANDERE SCHÄTZFUNKTIONEN 133Problem- erzeugt unzulässig expandiert Duplikategruppe ♯ Vgl. ∆ ♯ Vgl. ∆ ♯ Vgl. ∆ ♯ Vgl. ∆100 53.568,77 -86,80% 16.912,00 -90,70% 9.145,54 -87,42% 26.136,29 -81,13%200 82.352,70 -87,45% 30.103,50 -90,31% 14.001,63 -88,83% 36.372,32 -82,20%400 72.099,53 -90,12% 32.435,73 -91,50% 13.605,32 -90,99% 23.676,63 -86,61%600 97.332,38 -88,09% 38.459,83 -91,21% 18.776,12 -89,03% 36.991,73 -80,14%800 80.761,15 -90,34% 35.289,14 -92,29% 17.482,29 -90,29% 23.784,07 -86,56%1000 81.027,14 -90,04% 37.340,90 -91,58% 20.014,47 -89,01% 18.718,22 -88,40%Tabelle 3.46: Anzahl der Knoten bei Verwendung der S
hätzfunktion ~C
⋆ST im Verglei
h zurVerwendung der S
hätzfunktion ~C�Problem- global max. Antwortzeit Ø max. Antwortzeit Ø Antwortzeitgruppe se
 Vgl ∆ se
 Vgl ∆ se
 Vgl ∆100 122,08 10,93 -91,68% 6,11 0,86 -91,68% 0,18 0,03 -91,16%200 94,58 18,39 -68,35% 5,71 1,41 -84,91% 0,11 0,04 -85,61%400 68,37 11,27 -84,34% 6,03 0,59 -91,64% 0,06 0,01 -91,32%600 31,08 22,43 -81,48% 4,00 1,49 -85,20% 0,04 0,03 -85,65%800 36,14 18,99 -84,93% 3,59 0,85 -89,40% 0,03 0,01 -89,88%1000 42,33 8,97 -81,64% 3,55 0,48 -89,88% 0,02 0,01 -90,91%Tabelle 3.47: Die Antwortzeiten bei Verwendung der S
hätzfunktion ~C
⋆ST im Verglei
h zurVerwendung der S
hätzfunktion ~C�len Antwortzeiten werden um 84,91% bis 91,68% verringert und die global maximalen Ant-wortzeiten können um 68,35% bis 91,68% reduziert werden. Verglei
ht man aber die erzieltenAntwortzeiten mit den bisher besten errei
hten Antwortzeiten der Testläufen bei Verwendungder S
hätzfunktionen −→C �ST und −→C �ST , so können nur bei den dur
hs
hnittli
hen Antwortzei-ten der Problemgruppen �800� und �1000� minimale Reduktionen in Höhe von weniger als 1

100Sekunde erzielt werden. Bei den dur
hs
hnittli
h maximalen Antwortzeiten werden mit derS
hätzfunktion −→C ⋆ST in den Problemgruppe �800� eine um 0,03 Sekunden niedrigere dur
h-s
hnittli
he Antwortzeit als in den bisherigen Testläufen errei
ht, im Dur
hs
hnitt über alleProblemgruppen kann die Zeit nur gegenüber den Testläufen zur S
hätzfunktion −→C �ST weitergesenkt werden. Bei den global maximalen Antwortzeiten wird kein neues Minimum in derAntwortzeit errei
ht, jedo
h liegen die mit der S
hätzfunktion −→C ⋆ST errei
hten global maxi-malen Antwortzeiten immer zwis
hen dem besseren und dem s
hle
hteren Wert der Testläufezu den S
hätzfunktionen −→C �ST und −→C �ST , so dass ein ausgewogeneres Bild entsteht.Da diese Testläufe keinen eindeutigen S
hluss zulassen, wel
he der S
hätzfunktionen −→C �ST ,
−→
C +ST und −→C ⋆ST für den A*-Algorithmus zur Lösung des Single Vehi
le Routings Problemsauf dem Zustandsgraphen GZ

n,k∗ am besten geeignet ist, werden weitere Testläufe dur
hgeführt.Um zu erkennen, mit wel
her S
hätzfunktion au
h bei �gröÿeren� Graphen gute Ergebnisse



134 KAPITEL 3. DIE BESCHLEUNIGUNG DES SINGLE VEHICLE ROUTINGSProblemgruppe ♯ Aufträge gelöste InstanzenName Aufträge Instanzen abs % abs %100 51,86 56 41,27 73,69% 40 71,43%200 103,08 60 73,07 121,78% 38 63,33%400 205,66 59 130,34 220,91% 32 54,24%600 308,97 60 190,40 317,33% 34 56,67%800 411,75 59 244,64 414,65% 30 50,85%1000 514,98 58 287,26 495,27% 28 48,28%Tabelle 3.48: Anzahl der bearbeiteten Aufträge und gelösten Instanzen bei Verwendung einerder S
hätzfunktionen ~C�ST , ~C+ST und ~C
⋆STProblem- erzeugt unzulässiggruppe −→

C �ST
−→
C +ST

−→
C

⋆ST
−→
C �ST

−→
C +ST

−→
C

⋆ST100 274.750,27 219.593,18 219.152,43 129.046,30 108.642,21 108.471,61200 1.008.145,52 363.507,32 361.402,23 428.554,65 200.718,15 199.911,67400 715.305,73 439.684,75 436.945,47 427.860,53 262.246,41 260.655,80600 727.253,18 517.833,55 513.386,93 435.596,93 313.509,15 311.836,68800 820.447,44 554.121,24 545.442,34 444.937,73 352.423,92 349.265,711000 815.667,74 658.383,84 648.447,90 508.312,07 429.801,62 422.753,59Tabelle 3.49: Anzahl der erzeugten und der unzulässigen Knoten bei Verwendung der S
hätz-funktionen ~C�ST , ~C+ST und ~C
⋆ST im Verglei
herzeugt werden, werden die Testläufe mit anderen Verglei
hswerten wiederholt: zu Grunde ge-legt wird jetzt ni
ht mehr die Anzahl der Aufträge, die unter Verwendung der S
hätzfunktion

−→
C � bis zum Erre
hnen von einer Million erzeugter Knoten bearbeitet wurden, sondern diepro Testinstanz maximale Anzahl Aufträge, die bei einem der Testläufe zur Verwendung derS
hätzfunktionen −→C �ST , −→C +ST und −→C ⋆ST errei
ht wurden. In diesen Testläufen wurden diefolgenden Ergebnisse erzielt:In der Tabelle 3.48 wird die Anzahl der bearbeiteten Aufträge und gelösten Instanzendargestellt. Da für die Testläufe festgelegt war, wie viele Instanzen bearbeitet werden sollten,sind hier keine Unters
hiede darzustellen. Es ist jedo
h zu erkennen, dass nun bis zur Grenzevon einer Million Knoten immerhin 55,78% - 79,58% der Aufträge abgearbeitet wurden undimmerhin 48,28% bis 71,43% der Instanzen gelöst werden.Die Tabellen 3.49 und 3.50 zeigen die bei den Testläufen unter Verwendung der S
hätz-funktionen −→C �ST , −→C +ST und −→C starST errei
hte Anzahl der je Problemgruppe dur
hs
hnitt-li
h erzeugten, als unzulässig erkannten, expandierten und Duplikat-Knoten. Hier ist deutli
hzu erkennen, dass mit der S
hätzfunktion −→C �ST in jeder Problemklasse sowohl für die An-zahl der erzeugten Knoten als au
h für die Anzahl der unzulässigen, der expandierten undder Duplikat-Knoten die besten Ergebnisse erzielt werden. Die Ergebnisse der S
hätzfunktionsind nur geringfügig s
hle
hter, während die Ergebnisse der S
hätzfunktion −→C �ST zum Teil



3.4. BESCHLEUNIGUNG DURCH ANDERE SCHÄTZFUNKTIONEN 135Problem- expandiert Duplikategruppe −→
C �ST

−→
C +ST

−→
C

⋆ST
−→
C �ST

−→
C +ST

−→
C

⋆ST100 34.384,57 27.281,07 27.187,27 105.713,52 78.190,30 78.049,54200 126.116,60 47.350,48 46.917,10 390.095,33 103.225,07 102.765,62400 95.622,03 60.054,02 59.522,22 169.168,73 104.848,47 104.365,12600 105.812,15 75.659,13 74.667,35 165.544,40 111.452,35 110.357,38800 122.982,08 84.876,34 83.067,36 217.300,36 93.440,19 91.570,251000 128.030,93 103.072,81 101.440,40 156.360,02 104.872,17 103.715,34Tabelle 3.50: Anzahl der erzeugten Knoten bei Verwendung der S
hätzfunktionen ~C�ST , ~C+STund ~C
⋆ST im Verglei
hProblem- global max. Antwortzeit Ø max. Antwortzeit Ø Antwortzeitgruppe −→

C �ST
−→
C +ST

−→
C

⋆ST
−→
C �ST

−→
C +ST

−→
C

⋆ST
−→
C �ST

−→
C +ST

−→
C

⋆ST100 1.307,61 124,59 120,26 30,33 6,21 6,07 0,78 0,19 0,18200 21.200,26 99,03 100,57 359,32 5,94 5,84 17,03 0,12 0,11400 8.246,95 66,33 67,78 146,00 5,95 5,94 1,18 0,07 0,06600 76,87 32,88 31,44 5,23 4,08 3,99 0,05 0,04 0,04800 4.260,45 37,17 37,76 97,75 3,69 3,60 0,45 0,03 0,031000 273,93 44,78 42,35 8,50 3,73 3,53 0,04 0,03 0,02Tabelle 3.51: Die Antwortzeiten bei Verwendung der S
hätzfunktionen ~C�ST , ~C+ST und ~C
⋆STim Verglei
hsehr deutli
h abwei
hen: in der Problemgruppe �200� beträgt die dur
hs
hnittli
he Anzahlerzeugter Knoten das 2,8-fa
he der Anzahl erzeugter Knoten bei Verwendung von −→C +ST .Die mit den S
hätzfunktionen −→C �ST , −→C +ST und −→C ⋆ST jeweils errei
hten Antwortzeitenin den Problemgruppen sind in Tabelle 3.51 dargestellt. Es ist sofort zu erkennen, dass mitder S
hätzfunktion −→C �ST deutli
h s
hle
htere Antwortzeiten errei
ht werden als bei Verwen-dung von −→C +ST oder −→C ⋆ST . In den Testläufen unter Verwebung der S
hätzfunktion −→C +STkönnen in den Problemgruppen �200�, �400� und �800� die besten global maximalen Antwort-zeiten erzielt werden, in allen anderen Fällen werden die besten global maximalen, die bestendur
hs
hnittli
h maximalen und die besten dur
hs
hnittli
hen Antwortzeiten der Problem-gruppen in den Testläufen unter Verwendung der S
hätzfunktion −→C starST erzielt. Dabei gilt,dass mit der S
hätzfunktion −→C +ST bei den dur
hs
hnittli
hen Antwortzeiten Abwei
hungenum 12,88%, bei den dur
hs
hnittli
h maximalen Antwortzeiten um maximal 5,46% und beiden global maximalen Antwortzeiten Abwei
hungen um maximal 5,73% von den besseren Wer-ten je Problemgruppe der Testläufe mit −→C ⋆ST errei
ht wurden, während die S
hätzfunktion

−→
C

⋆ST nur um maximal 2,18% von den global maximalen Antwortzeiten der Problemgruppen,die mit der S
hätzfunktion −→C +ST bessere Werte erzielten, abwei
ht.



136 KAPITEL 3. DIE BESCHLEUNIGUNG DES SINGLE VEHICLE ROUTINGSDiese Testläufe haben gezeigt, dass mit der S
hätzfunktion −→C ⋆ST dur
hs
hnittli
h dies
hnellsten Lösungen des Single Vehi
le Routing Problems zu erwarten sind. Alle folgendenTestläufe zu weitergehenden Verbesserungen werden daher mit dieser S
hätzfunktion dur
h-geführt.3.5 FazitIn diesem Kapitel wurde das Single Vehi
le Routing Problem und der von Caramia et al. ent-wi
kelte Algorithmus zu seiner optimalen Lösung vorgestellt. Aufbauend auf einer Analyse desin [11℄ verwendeten Statusvektorbaums zur Lösung des Single Vehi
le Routing Problems mitHilfe des A*-Algorithmus wird der Zustandsgraph entwi
kelt. Sowohl die theoretis
he Analysedes Zustandsgraphen als au
h die Testläufe zeigen, dass mit Hilfe des A*-Algorithmus aufdem Zustandsgraphen deutli
h s
hneller eine optimale Lösung für das Single Vehi
le RoutingProblem bere
hnet werden kann. Ans
hlieÿend wird eine neue S
hätzfunktion zur Verwendungim A*-Algorithmus entwi
kelt, die die E�zienz des Algorithmus weiter deutli
h erhöht.Es ist gezeigt worden, dass das Single Vehi
le Routing Problem mit Hilfe des Zustandsgra-phen und der entwi
kelten S
hätzfunktion für den A*-Algorithmus wesentli
h e�zienter gelöstwerden kann, so dass nun au
h in das dynamis
he Vehi
le Routing Problem mit Zeitfensterneine optimale Lösung des Single Vehi
le Routing Problems eingehen kann.



Kapitel 4Eine Heuristik zur Lösung desdynamis
hen Pi
kup and DeliveryVehi
le Routing Problems mitZeitfensternNa
hdem im Kapitel 3 das Teilproblem des Single Vehi
le Routings analysiert und ein Al-gorithmus zur s
hnellen Lösung dieses Problems zur Verfügung gestellt wurde, kann nun mitder Lösung des dynamis
hen Pi
kup and Delivery Vehi
le Routing Problems mit Zeitfensternfortgefahren werden.Im Ents
heidungsproblem des dynamis
hen Pi
kup and Delivery Vehi
le Routing Pro-blems mit Zeitfenstern wird von einem dynamis
hen Auftragseingang ausgegangen, d. h. dieAufträge gehen im Verlauf der Planungsperiode ein, ohne dass im Vorhinein Informationenüber die Anzahl der eingehenden Aufträge, die zeitli
he Verteilung der Zeitpunkte des Auf-tragseingangs, die geographis
he Verteilung der für die eingehenden Aufträge anzufahrendenOrte oder die Länge der Zeitfenster an diesen Orten bekannt sind. Ein zum Zeitpunkt τκ ein-gehender Auftrag κ kann akzeptiert werden, wenn ein zulässiger Routenplan zur Abarbeitungaller bisher akzeptierten Aufträge i ∈ N τκ zuzügli
h des neuen Auftrags κ existiert, ansonstenmuss der Auftrag abgelehnt werden. Da im Ents
heidungsproblem der Auftragseingang onli-ne erfolgt und innerhalb weniger Sekunden eine Ents
heidung über die Akzeptanz oder dieAblehnung des Auftrags κ erfolgen muss, wird eine Heuristik zur Bere
hnung eines zulässigenRoutenplans eingesetzt, die auf die optimale Lösung des Teilproblems �Single Vehi
le Routing�zurü
kgreift.Die Bes
hränkung der Re
henzeit gilt jedo
h nur für die Zeit bis zur Ents
heidung, ob einneu eingehender Auftrag κ akzeptiert oder abgelehnt wird. Ist diese Ents
heidung gefallen undliegt kein neuer Auftragseingang vor, kann die Zeit bis zum Eingang des nä
hsten Auftrags κ′137



138 KAPITEL 4. EINE HEURISTIK ZUR LÖSUNG DES DPDVRPTWgenutzt werden, um die heuristis
he Zuordnung der no
h zu bedienenden Aufträge i ∈ N τκzu den Fahrzeugen f ∈ F zu verbessern. Dies ges
hieht mit Hilfe einer Tabu Su
he, die in [26℄eingeführt wurde. Au
h die Tabu Su
he benötigt die im vorhergehenden Kapitel bes
hriebeneLösung des Single Vehi
le Routing Problems.Die Heuristik zur Lösung des dynamis
hen Pi
kup and Delivery Vehi
le Routing Problemskann folgendermaÿen skizziert werden (vgl. au
h Abbildung 2.4):1. Überprüfe, ob ein Auftragseingang vorliegt.2. Falls ein Auftragseingang vorliegt: führe die Heuristik zur Bere
hnung eines zulässigenRoutenplans dur
h.Sonst: Führe das Verfahren der Tabu Su
he dur
h.3. Falls das Ende des Planungshorizonts errei
ht ist: Stopp. Sonst: Gehe zu S
hritt 1.Die Heuristik zur Bere
hnung eines zulässigen Routenplans wird in Abs
hnitt 4.1 vor-gestellt. Da die Antwortzeiten au
h von dieser Heuristik beein�usst werden, werden weite-re Strategien zur Reduzierung der Antwortzeiten vorgestellt und ihre Auswirkungen auf dieAntwortzeiten anhand von umfangrei
hen Testläufen dokumentiert. Ans
hlieÿend wird in Ab-s
hnitt 4.2 das in [26℄ entwi
kelte Verfahren der Tabu Su
he erläutert, um ans
hlieÿend denAlgorithmus im dynamis
hen Umfeld testen zu können. Die umfangrei
hen Testläufe werdenanalysiert. Abs
hlieÿend wird ein Fazit gezogen.4.1 Die Heuristik zur Bere
hnung eines zulässigen RoutenplansDie Zuordnung der Aufträge zu den Fahrzeugen bildet den heuristis
hen Teil des Algorithmuszur Lösung des dynamis
hen Pi
kup and Delivery Vehi
le Routing Problems mit Zeitfenstern.Wegen der Komplexität des Ents
heidungsproblems und der geforderten kurzen Re
henzeitenkann auf einen derartigen heuristis
hen Ansatz ni
ht verzi
htet werden. Da das Teilproblem�Single Vehi
le Routing� exakt gelöst wird, nimmt die Bere
hnung von Lösungen des Teilpro-blems einen Groÿteil der zur Verfügung stehenden Re
henzeit in Anspru
h. Trotz der im vor-hergehenden Kapitel bes
hriebenen Mögli
hkeiten zur Bes
hleunigung der Lösung des SingleVehi
le Routing Problems und den in den Testläufen erzielten deutli
h verbesserten Laufzei-ten, errei
hen die maximalen Antwortzeiten immer no
h zu hohe Werte für eine akzeptableLösung des dynamis
hen Pi
kup and Delivery Vehi
le Routing Problems mit Zeitfenstern. DieAntwortzeiten können jedo
h eventuell weiter deutli
h verringert werden, wenn die Heuristikzur Bere
hnung eines zulässigen Routenplans den Algorithmus zur Lösung des Single Vehi
leRouting Problems e�zienter einsetzen könnte.Dieser Abs
hnitt bes
häftigt si
h daher mit der Heuristik zur Bere
hnung eines zulässigenRoutenplans, mit deren Hilfe eine Zuordnung der Aufträge zu den Fahrzeugen mit mögli
hstniedriger Summe der Fahrzeiten der für diese Zuordnung optimalen Routen aller Fahrzeuge f ∈
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F gefunden werden soll. Zunä
hst wird die Heuristik bes
hrieben, bevor mögli
he Änderungenzur Reduktion der Antwortzeiten vorgestellt werden.Die Heuristik zur Bere
hnung eines zulässigen Routenplans wird jeweils zum Zeitpunkt τκdes Eingang eines neuen Auftrags κ dur
hgeführt und bere
hnet eine Lösung für das statis
hePi
kup and Delivery Vehi
le Routing Problem mit Zeitfenstern (vgl. Abs
hnitt 2.3.3). Siebesteht aus einer �testweisen� Zuordnung des neuen Auftrags κ zu jedem der Fahrzeuge f ∈ Funter Beibehaltung der bisherigen Zuordnung aller anderen bereits akzeptierten Aufträge i ∈

N τ und der Bere
hnung einer optimalen zukünftigen Route−→RNτ
f
∪{κ} für jedes Fahrzeug f ∈ F ,für das eine zukünftige Route zur Bedienung aller von Fahrzeug f zum Zeitpunkt τκ no
h zubedienenden Aufträge i ∈ N τ

f zuzügli
h des neuen Auftrags κ existiert. Wird für wenigstensein Fahrzeug f eine zulässige Route −→RNτ
f
∪{κ} gefunden, so wird Auftrag Nr. κ demjenigenFahrzeug f∗ mit minimalen zusätzli
hen Fahrzeiten zugeordnet, sonst wird er abgelehnt. Diezusätzli
hen Fahrzeiten bestehen dabei aus der Di�erenz der Fahrzeit C(

−→
RNτ

f
∪{κ}) der neuenRoute bei Bedienung von Auftrag κ und der Fahrzeit C(

−→
RNτ

f
) der bisherigen Route (vgl.Abs
hnitt 2.4).Die Heuristik kann folgendermaÿen skizziert werden:1. Bere
hne für jedes Fahrzeug f ∈ F eine neue optimale Route −→RNτ

f
∪{κ}, falls eine sol
heRoute existiert2. Wenn für kein Fahrzeug f ∈ F eine zulässige Route −→RNτ

f
∪{κ} existiert: lehne Auftrag κab. Sonst gehe zu S
hritt 3.3. Bere
hne für jedes Fahrzeug f ∈ F mit zulässiger Route −→RNτ

f
∪{κ} die zusätzli
he Fahr-zeit Cκ

f = C(
−→
RNτ

f
∪{κ})− C(

−→
RNτ

f
)4. Wähle das Fahrzeug f∗ ∈ {f ∈ F | ∃
−→
RNτ

f
∪{κ}} mit minimaler zusätzli
her Fahrzeit Cκ

fund ordne Auftrag κ dem Fahrzeug f∗ zu.5. Akzeptiere Auftrag κ.Diese Herangehensweise lässt einigen Spielraum, der zur Reduktion der Antwortzeiten genutztwerden kann. In diesem Abs
hnitt werden zwei vers
hiedene Ansätze betra
htet:Einerseits könnte eine Identi�kation von Fahrzeugen f ∈ F , für die die Existenz einerzulässigen Route −→RNτ
f
∪{κ} ausges
hlossen werden kann, die Antwortzeit senken, da die Dur
h-führung des Algorithmus zur Lösung des Single Vehi
le Routing Problems für diese Fahrzeugeentfallen kann. Andererseits kann die Antwortzeit mögli
herweise gesenkt werden, indem dieEnts
heidung über Akzeptanz des Auftrags s
hon dann getro�en wird, sobald für ein Fahrzeugeine Route −→RNτ

f
∪{κ}, f ∈ F gefunden wurde, da ein neu eingegangener Auftrag κ genau dannakzeptiert wird, wenn für mindestens ein Fahrzeug f eine Route −→RNτ

f
∪{κ} gefunden wird. Das



140 KAPITEL 4. EINE HEURISTIK ZUR LÖSUNG DES DPDVRPTWAblehnen des Auftrags kann allerdings au
h weiterhin erst na
h Überprüfung aller Fahrzeuge
f ∈ F auf zulässige Routen −→RNτ

f
∪{κ} ges
hehen.Eine auf der Überprüfung von Zeitfenstern basierende Mögli
hkeit zum Au�nden vonFahrzeugen f ∈ F , für die die Existenz einer zulässigen Route −→RNτ

f
∪{κ} ausges
hlossen wer-den kann, wird in Abs
hnitt 4.1.1 bes
hrieben. Die Ergebnisse werden anhand von Testläufendokumentiert. Abs
hnitt 4.1.2 bes
häftigt si
h ans
hlieÿend mit der Mögli
hkeit der vorgezo-genen Akzeptanz eines Auftrags. Dazu werden Sortierkriterien für die Fahrzeuge entwi
kelt,um den Algorithmus zur Lösung des Single Vehi
le Routing Problems für ein Fahrzeug fin einer bestimmten Reihenfolge der Fahrzeuge f dur
hzuführen, so dass mögli
hst s
hnelldie erste zulässige Route −→RNτ

f
∪{κ} gefunden und somit der Auftrag i∗ akzeptiert wird. DieAuswirkungen der vorgezogenen Akzeptanz und der Ein�uss der Sortierkriterien auf die Ant-wortzeit werden anhand von Testläufen bewertet und untereinander vergli
hen. Abs
hlieÿendwird ein Fazit gezogen.4.1.1 Bes
hleunigung dur
h Überprüfung der ZeitfensterkompatibilitätDieser Abs
hnitt bes
häftigt si
h mit der Identi�kation von Fahrzeugen f ∈ F , für wel
hedie Existenz einer zulässigen Route −→RNτ

f
∪{κ} unter Einbeziehung des neuen Auftrags κ aus-ges
hlossen werden kann. Für diese Fahrzeuge f ∈ F kann auf die Lösung des Single Vehi
leRouting Problems verzi
htet werden, so dass zum Teil erhebli
he Re
henzeit eingespart wer-den kann. Die Zeitfenster der Aufträge i ∈ N τ

f ∪ {κ} sind für die Zulässigkeit einer Route
−→
RNτ

f
∪{κ} von groÿer Bedeutung. Je enger die Zeitfenster, desto weniger zulässige Routen gibtes für das Fahrzeug f . Wüns
henswert wäre es, mit wenig Re
henaufwand Fahrzeuge f ∈ Fzu identi�zieren, bei denen die Zeitfenster der no
h zu bedienenden Aufträge i ∈ N τ

f keinezulässige Route −→RNτ
f
∪{κ} bei der zusätzli
hen Zuordnung des neuen Auftrags κ ermögli
hen.Die Frage, ob die Zeitfenster aller von einem Fahrzeug f no
h zu bedienenden Aufträge

i ∈ N τ
f und die Zeitfenster des neuen Auftrags κ in einer Route −→RNτ

f
∪{κ} eingehalten wer-den können, kann nur dur
h die Lösung des Single Vehi
le Routing Problems beantwortetwerden. Es kann allerdings relativ einfa
h überprüft werden, ob die Zeitfenster [tpκ

, tpκ ] und
[tdκ

, tdκ
] am Pi
kup-Ort pκ bzw. am Delivery-Ort dκ des neuen Auftrags κ mit den Zeitfens-tern eines anderen vom Fahrzeug f no
h zu bedienenden Auftrags i ∈ N τ

f zu vereinbarensind. Ist dies der Fall, so werden die Zeitfenster [tpκ
, tpκ ], [tdκ

, tdκ
] des Auftrags κ kompatibelzu den Zeitfenstern der no
h zu bedienenden Aufträge i ∈ N τ

f genannt. Für die Überprüfungder Zeitfensterkompatibilität müssen je na
h Status ϕτ (i) ∈ {0, 1} des Auftrags i zum Zeit-punkt τ zwei Fälle unters
hieden werden: Falls ϕτ (i) = 0 gilt, müssen für die Bedienung derAufträge i und κ die Pi
kup- und Delivery-Orte pi, di, pκ und dκ angefahren werden, wobeidie Reihenfolgebedingung �erst Pi
kup, dann Delivery� für beide Aufträge eingehalten werdenmuss. Die Anzahl der mögli
hen Routen entspri
ht damit der Anzahl Wege von der Wurzel (0
0

)des Statusvektorbaums GS
2,0 zur Menge der Blätter 4V

S
2,0. Für den Fall ϕτ (i) = 1 müssen nur
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Abbildung 4.1: Ents
heidungsbäume für die mögli
he Anordnung der anzufahrenden Orte fürzwei Aufträge i, i∗ mit Status ϕ(i∗) = 0 und 1.die Orte di, pκ und dκ betra
htet werden, die mögli
hen Routen entspre
hen den Sequenzender Fahrzeugpositionen, die auf einem Weg von der Wurzel (1
0

) eines Statusvektorbaums GS
2,1zur Menge der Blätter 4V

S
2,0 errei
ht werden. Abbildung 4.1 zeigt die Sequenzen der Fahrzeug-positionen sowohl für einen Auftrag i mit ϕτ (i) = 0 als au
h für einen Auftrag i mit Status

ϕτ (i) = 1.Die Überprüfung der Zeitfensterkompatibilität entspri
ht also der Su
he na
h einem zu-lässigen Weg von der Wurzel (0
0

) bzw. (1
0

) zu einem Blatt eines Statusvektorbaums GS
2,0 bzw.

GS
2,1. Da es si
h nur um Statusvektorbäume für zwei Aufträge handelt, kann die Überprüfungin sehr kurzer Zeit statt�nden: im s
hle
htesten Fall werden für einen Auftrag i ∈ N τ

f mit
ϕτ (i) = 0 18 Additionen der Fahr- und Servi
ezeiten und 18 Verglei
he mit einer zugehö-rigen oberen Zeitfenstergrenze benötigt, für einen Auftrag mit ϕτ (i) = 1 sind hö
hstens 8Additionen und 8 Verglei
he dur
hzuführen.Für die Überprüfung der Kompatibilität der Zeitfenster eines neuen Auftrags κ mit denZeitfenstern der no
h zu bedienenden Aufträge i ∈ N τ

f eines Fahrzeug f kann folgendermaÿenvorgegangen werden:i) Wähle einen Auftrag i ∈ N τ
f , der no
h ni
ht überprüft wurde.ii) Falls es keinen sol
hen Auftrag i gibt: Abbru
h. Die Zeitfenster sind kompatibel.iii) Su
he einen zulässigen Weg von der Wurzel (ϕτ (i)

0

) mit Fahrzeugposition µ zu einer derSenken im Graphen GS
2,ϕτ (i).iv) Falls es keinen sol
hen Weg gibt: Abbru
h. Die Zeitfenster sind ni
ht kompatibel.v) Gehe zu S
hritt i).Mit Hilfe der Überprüfung der Zeitfensterkompatibilität kann nun der S
hritt 1 in der Heuristikzur Bere
hnung eines zulässigen Routenplans geändert werden in:



142 KAPITEL 4. EINE HEURISTIK ZUR LÖSUNG DES DPDVRPTWProblem- Aufträge gelöste Instanzengruppe Aufträge absolut ∆ absolut ∆100 51,86 41,27 0,00% 40 0,00%200 103,08 73,08 0,02% 38 0,00%400 205,66 130,69 0,48% 33 3,13%600 308,97 192,32 1,08% 35 2,94%800 411,75 251,02 2,70% 31 3,33%1000 514,98 292,05 1,81% 29 3,57%Tabelle 4.1: Anzahl bearbeiteter Aufträge und vollständig gelöster Instanzen bei Überprüfungder Zeitfensterkompatibilität im Verglei
h zur bisherigen Heuristik1. Führe für jedes Fahrzeug f ∈ F aus:(a) Überprüfe die Zeitfensterkompatibilität des Auftrags κ zu den no
h zu bedienendenAufträgen i ∈ N τ
f des Fahrzeugs f(b) Falls die Zeitfenster kompatibel sind: Bere
hne eine neue optimale Route −→RNτ

f
∪{κ},falls sie existiertDie Auswirkungen dieser Änderung wird im Folgenden anhand von Testläufen untersu
ht.Ergebnisse der TestläufeFür diese Testläufe wird die Testumgebung weiterhin ereignisdiskret eingestellt und dieGrenze von einer Million maximal zu erzeugenden Knoten beibehalten. Zum Verglei
h werdendie Ergebnisse von Testläufen mit der Heuristik zur Bere
hnung eines zulässigen Routenplansohne Überprüfung der Zeitfensterkompatibilität angegeben.Tabelle 4.1 zeigt die Anzahl der bearbeiteten Aufträge und der gelösten Instanzen. Wäh-rend in den Problemgruppen �100� und �200� die Zahl der bearbeiteten Aufträge beinahe glei
hbleibt, kann in den Problemgruppen mit einer höheren Anzahl Aufträgen ein Zuwa
hs von biszu 2,70% errei
ht werden. Die gröÿten Zuwä
hse werden in den Problemgruppen �800� und�1000� mit dur
hs
hnittli
h 6,59 bzw. 5,19 zusätzli
hen Aufträgen verzei
hnet. Die Anzahl dergelösten Instanzen kann sogar in den Problemgruppen �400�,�600�, �800� und �1000� um jeweilseins erhöht werden.Für die in den Tabellen 4.2 und 4.3 dargestellte Anzahl der erzeugten, unzulässigen undexpandierten Knoten können deutli
he Reduzierungen verzei
hnet werden, wobei die prozen-tuale Einsparungen mit der Anzahl Aufträge der Problemgruppen steigt: die Zahl der er-zeugten Knoten kann in Problemgruppe �100� um 0,52% gesenkt werden, in Problemgruppe�1000� ist eine deutli
he Reduktion von 27,63% zu konstatieren. Der kontinuierli
he Anstiegder prozentualen Verbesserung lässt si
h dadur
h erklären, dass in den Problemgruppen mitvielen Aufträgen einerseits die Wahrs
heinli
hkeit des Verletzens der Zeitfensterkompatibilität



4.1. DIE HEURISTIK ZUR BERECHNUNG EINES ZULÄSSIGEN ROUTENPLANS 143Problem- ♯ Knoten absolutgruppe erzeugt unzulässig expandiert Duplikate100 218.022,36 107.649,20 26.920,30 78.039,84200 351.812,00 191.904,27 45.376,67 102.623,73400 415.194,80 242.844,80 55.808,98 103.869,88600 444.307,98 257.347,05 63.639,93 107.157,37800 460.072,32 278.096,34 68.861,95 90.959,761000 519.822,22 315.276,07 79.813,00 103.706,66Tabelle 4.2: Anzahl der erzeugten Knoten bei Überprüfung der ZeitfensterkompatibilitätProblem- erzeugt unzulässig expandiert Duplikategruppe ♯ Vgl ∆ ♯ Vgl ∆ ♯ Vgl ∆ ♯ Vgl ∆100 218.022,36 -0,52% 107.649,20 -0,76% 26.920,30 -0,98% 78.039,84 -0,01%200 347.495,65 -3,85% 188.991,25 -5,46% 45.015,38 -4,05% 101.817,03 -0,92%400 405.360,00 -7,15% 236.988,05 -8,98% 54.416,71 -8,50% 101.882,75 -2,37%600 429.475,22 -16,29% 247.332,62 -20,61% 62.002,52 -16,92% 104.250,08 -5,52%800 432.405,56 -20,62% 259.554,61 -25,57% 65.145,05 -21,48% 86.450,71 -5,57%1000 468.738,36 -27,63% 279.228,84 -33,85% 74.161,22 -26,83% 95.561,86 -7,85%Tabelle 4.3: Anzahl der erzeugten Knoten bei Überprüfung der Zeitfensterkompatibilität imVerglei
h zur bisherigen Heuristikwä
hst, andererseits aber au
h bei einer Verletzung der Zeitfensterkompatibilität auf die Be-re
hnung des Single Vehi
le Routings auf gröÿeren Zustandsgraphen verzi
htet werden kann.Bei der Anzahl Duplikat-Knoten zei
hnet si
h ein anderes Bild: die prozentualen Einsparun-gen wa
hsen zwar au
h mit der Anzahl Aufträge der Problemgruppen, liegen jedo
h nur bei0,01% bis 7,85%. Dies lässt den S
hluss zu, dass bei der Bere
hnung von Lösungen für dasSingle Vehi
le Routing von den Fahrzeugen, deren Zeitfenster ni
ht kompatibel mit den Zeit-fenstern eines neu eingegangenen Auftrags sind, nur sehr wenige Duplikat-Knoten erzeugtwerden. Die Überprüfung der mögli
hen Einhaltung der Zeitfenster in der S
hätzfunktion desA*-Algorithmus muss daher s
hon auf einer relativ niedrigen Stufe des Zustandsgraphen zueinem Abbru
h führt, da Duplikat-Knoten erst auf höheren Stufen erzeugt werden.Die in 4.4 dargestellten Änderungen der Antwortzeiten sind sehr unters
hiedli
h: währenddie prozentuale Verringerung der dur
hs
hnittli
hen und dur
hs
hnittli
h maximalen Ant-wortzeit ebenfalls in den Problemgruppen mit zunehmender Anzahl Aufträgen eher steigtund Reduzierungen von 4,71% bis 38,28% bzw. 4,70% bis 31,63% zu verzei
hnen sind, wirdin der Problemgruppe �100� sogar eine Zunahme der maximalen Antwortzeit um eine Sekun-de und in den anderen Problemgruppen eine Reduktion um nur 0,65% bis 5,19% realisiert.Bei der global maximalen Antwortzeit ist zudem au�allend, dass bei den in den Testläufenmit Überprüfung der Zeitfensterkompatibilität zusätzli
h bearbeiteten Aufträgen keine glo-



144 KAPITEL 4. EINE HEURISTIK ZUR LÖSUNG DES DPDVRPTWProblem- global max. Antwortzeit Ø max. Antwortzeit Ø Antwortzeitgruppe se
 Vgl ∆ se
 Vgl ∆ se
 Vgl ∆100 122,77 122,77 0,90% 5,82 5,82 -4,70% 0,17 0,17 -4,71%200 99,45 99,45 -5,19% 5,60 5,56 -5,62% 0,10 0,10 -11,10%400 65,83 65,83 -4,84% 4,30 4,30 -27,18% 0,05 0,05 -28,22%600 30,15 30,15 -3,86% 3,38 3,31 -16,75% 0,03 0,03 -25,26%800 36,53 36,53 -4,09% 2,48 2,46 -31,63% 0,02 0,02 -38,28%1000 40,57 40,57 -0,65% 3,28 2,81 -20,13% 0,02 0,02 -36,90%Tabelle 4.4: Antwortzeiten bei Überprüfung der Zeitfensterkompatibilität im Verglei
h zurbisherigen Heuristikbal maximalen Antwortzeiten errei
ht wurden, da si
h die absoluten Werte in den Spalten�se
� und �Vgl� ni
ht unters
heiden. Da die global maximalen Antwortzeiten den �Worst Case�abbilden, ist ni
ht zu erwarten, dass hier unbedingt groÿe Verbesserungen zu erzielen sind.Die erwarteten Verbesserungen zeigen si
h jedo
h in den dur
hs
hnittli
hen und dur
hs
hnitt-li
h maximalen Antwortzeiten. Im Gegensatz zur Auswertung der Anzahl Knoten �ieÿt hierau
h die zur Überprüfung der Zeitfensterkompatibilität benötigte Re
henzeit ein. Da die Ant-wortzeiten pro Auftrag gemessen werden und für jeden Auftrag entspre
hend der Anzahl zurVerfügung stehender Fahrzeuge mehrere Single Vehi
le Routing Probleme gelöst werden, liegthier eine andere Dur
hs
hnittsbildung als bei der Anzahl der pro Testlauf erzeugten Knotenvor, so dass die Zunahme der prozentualen Einsparungen der Re
henzeit ni
ht wie die AnzahlKnoten monoton mit steigender Anzahl Aufträge der Problemgruppen wä
hst.Insgesamt kann eine z. T. deutli
he Bes
hleunigung der Heuristik festgestellt werden, ohneein Veränderung der Lösungen in Kauf nehmen zu müssen.4.1.2 Bes
hleunigung dur
h veränderten Ents
heidungszeitpunktIn der Heuristik zur Bere
hnung eines zulässigen Routenplans werden bei Eingang eines neuenAuftrags κ zunä
hst die zusätzli
hen Fahrzeiten Cκ
f für alle Fahrzeuge f ∈ F bere
hnet,bevor der Auftrag bei Existenz mindestens einer neuen optimalen Route −→RNτκ

f
∪{κ} unterHinzunahme des Auftrag κ demjenigen Fahrzeug f ∈ F mit minimalen zusätzli
hen Kosten

Cκ
f zugeordnet und ans
hlieÿend akzeptiert bzw. andernfalls abgelehnt wird.Da das Fuhrunternehmen den Auftrag mögli
hst s
hnell annehmen oder ablehnen will, dieAkzeptanz nur von der Existenz eines zulässigen Routenplans unter Hinzunahme des neuenAuftrags κ abhängt und keine Informationen über die geplante Route weitergegeben wer-den, kann der Auftrag κ akzeptiert werden, sobald für ein Fahrzeug f ∈ F eine optimaleRoute −→RNτκ

f
∪{κ} unter Einbeziehung des Auftrags κ gefunden wurde. Um die Qualität desbere
hneten Routenplans ni
ht zu beeinträ
htigen, wird ans
hlieÿend mit der Bere
hnungvon zulässigen fahrzeitminimalen Routen −→RNτκ

f
∪{κ} fortgefahren, so dass Auftrag κ wiederum
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her Fahrzeit Cκ
f zugeordnet wird. Wird für keinFahrzeug f ∈ F eine Route −→RNτκ

f
∪{κ} gefunden, so muss der Auftrag abgelehnt werden. Somitkann weder die Zeit zur Ablehnung eines Auftrags no
h die tatsä
hli
h benötigte Re
henzeitauf diese Weise reduziert werden. Es wird davon ausgegangen, dass die Zeit bis zum Eingangdes nä
hsten eingehenden Auftrags κ + 1 ausrei
ht, um die Re
henzeit abzude
ken.Die gröÿten Einsparungen in den Antwortzeiten könnten natürli
h erzielt werden, wenngrundsätzli
h zuerst eine Route −→RNτκ

f
∪{κ} für ein Fahrzeug f ∈ F mit zulässiger Route unterHinzunahme dieses Auftrags κ bere
hnet würde. Die Information, für wel
he Fahrzeuge feine Route −→RNτκ

f
∪{κ} existiert, liegt natürli
h ni
ht vor. Es wäre jedo
h eventuell mögli
h, dieFahrzeuge na
h bestimmten Kriterien zu sortieren, so dass für die Fahrzeuge f mit �gutenChan
en� auf eine optimale Route −→RNτκ

f
∪{κ} bei Hinzunahme des neuen Auftrags κ zuerstneue Routen −→RNτκ

f
∪{κ} bere
hnet werden.Die Heuristik zur Bere
hnung einer neuen zulässigen Routenplans mit Überprüfung derZeitfensterkompatibilität und vorgezogener Akzeptanz-Ents
heidung kann folgendermaÿen skiz-ziert werden:0. Sortiere die Fahrzeuge f ∈ F entspre
hend eines gegebenen Sortierkriteriums Sf .1. Führe für jedes Fahrzeug f ∈ F in der gegebenen Reihenfolge der Fahrzeuge aus:(a) Überprüfe die Zeitfensterkompatibilität des Auftrags κ zu den no
h zu bedienendenAufträgen i ∈ N τκ

f des Fahrzeugs f(b) Falls die Zeitfenster kompatibel sind: Bere
hne eine neue optimale Route −→RNτκ
f

∪{κ},falls sie existiert(
) Falls für Fahrzeug f eine neue optimale Route −→RNτκ
f

∪{κ} existiert und Auftrag κno
h ni
ht akzeptiert wurde: Akzeptiere Auftrag κ.2. Wenn für kein Fahrzeug f ∈ F eine optimale Route −→RNτκ
f

∪{κ} existiert: lehne Auftrag
κ ab. Sonst gehe zu S
hritt 3.3. Bere
hne für jedes Fahrzeug f ∈ F mit optimaler Route −→RNτκ

f
∪{κ} die zusätzli
he Fahr-zeit Cκ

f = C(
−→
RNτκ

f
∪{κ})− C(

−→
RNτκ

f
)4. Wähle das Fahrzeug f∗ ∈ {f ∈ F | ∃
−→
RNτκ

f
∪{κ}} mit minimaler zusätzli
her Fahrzeit Cκ

fund ordne Auftrag κ dem Fahrzeug f∗ zu.Im Unters
hied zur Heuristik zur Bere
hnung eines zulässigen Routenplans mit Überprüfungder Zeitfensterkompatibilität wird ein S
hritt 0 hinzugefügt, in dem die Fahrzeuge entspre-
hend einem gegebenen Sortierkriteriums sortiert werden. Im ersten S
hritt wird ein Auftrag
κ s
hon akzeptiert, wenn die erste optimale Route −→RNτκ

f
∪{κ} für ein Fahrzeug f gefundenwurde; der letzte S
hritt entfällt.



146 KAPITEL 4. EINE HEURISTIK ZUR LÖSUNG DES DPDVRPTWIm folgenden werden drei mögli
he Sortierkriterien untersu
ht. Ein ganz einfa
her undintuitiver Ansatz besteht in der Ho�nung, dass für ein Fahrzeug f , dem bisher nur wenigeAufträge i ∈ Nf zugeordnet sind, eher eine optimale Route −→RNτκ
f

∪{κ} unter Hinzunahme desneuen Auftrags κ gefunden werden kann als für ein Fahrzeug f ′, dass bereits mehr Aufträge
i′ ∈ Nf ′ zu erledigen hat. Die Fahrzeuge f ∈ F könnten also entspre
hend der Anzahl |Nf | dereinem Fahrzeug f bereits zugeordneten Aufträge aufsteigend sortiert werden. Dieses Vorgehenwird in Abs
hnitt 4.1.2.1 bes
hrieben und analysiert.Da aber ein Fahrzeug f mit mehreren Aufträgen i ∈ Nf , zu deren Bedienung nur kurze Fahr-zeiten benötigt werden, grundsätzli
h au
h einen neuen Auftrag κ bedienen könnte, wird alsweiteres Sortierkriterium die Summe der Wartezeiten eines Fahrzeugs f herangezogen. Aufdiese Vorgehensweise wird in Abs
hnitt 4.1.2.2 näher eingegangen.Letztendli
h sind es allerdings häu�g die Zeitfenster der dem Fahrzeug f zugeordneten Auf-träge i ∈ Nf , die die Existenz einer optimalen Route −→RNτκ

f
∪{κ} unter Hinzunahme des neuenAuftrags κ verhindern. Interessant für die Zuordnung könnte daher au
h sein, inwieweit dieZeitfenster der Aufträge i ∈ Nf groÿ genug sind und no
h einen �Umweg� für einen neuen Auf-trag κ ermögli
hen. Als Kriterium für die Reihenfolge der Bere
hnung neuer Route −→RNτκ

f
∪{κ}unter Hinzunahme des neuen Auftrags κ für die Fahrzeuge f ∈ F könnte daher au
h die Ver-s
hiebbarkeit der Pi
kups und Deliverys interessant sein, was in Abs
hnitt 4.1.2.3 dargestelltwird. Abs
hlieÿend wird ein Fazit gezogen.4.1.2.1 Sortierkriterium �Anzahl der Aufträge�Dieser Abs
hnitt behandelt das Sortierkriterium �Anzahl der Aufträge� für die Reihenfolgeder Bere
hnung neuer zulässiger Routen −→RNτκ

f
∪{κ} unter Hinzunahme des neuen Auftrags

κ für die Fahrzeuge f ∈ F . Die Idee besteht darin, dass ein Fahrzeug f , dem bisher no
hkein oder nur wenige Aufträge i ∈ Nf zugeordnet sind, prinzipiell eher eine optimale Route
−→
RNτκ

f
∪{κ} unter Einbeziehung des neuen Auftrags besitzt als ein Fahrzeug f ′ mit vielen s
honzugeordneten Aufträgen i′ ∈ Nf ′ . Das Sortierkriterium SA

f �Anzahl der Aufträge� wird daherfür ein Fahrzeug f ∈ F de�niert als
SA

f = |N τκ

f |Die Fahrzeuge f ∈ F können nun entspre
hend SA
f aufsteigend sortiert werden, bevor neueRouten −→RNτκ

f
∪{κ} unter Hinzunahme des neuen Auftrags κ bere
hnet werden. Sobald einezulässige Lösung gefunden wird, wird der Auftrag akzeptiert. Kann kein Fahrzeug f eine neueoptimale Route −→RNτκ

f
∪{κ} unter Hinzunahme des neuen Auftrags κ �nden, wird der Auftragabgelehnt.



4.1. DIE HEURISTIK ZUR BERECHNUNG EINES ZULÄSSIGEN ROUTENPLANS 147Problemgruppe Aufträge gelöste InstanzenName Aufträge absolut ∆ absolut ∆100 51,86 41,27 0,00% 40 0,00%200 103,08 73,35 0,36% 38 0,00%400 205,66 130,37 -0,25% 32 -3,03%600 308,97 193,08 0,40% 35 0,00%800 411,75 258,29 2,90% 32 3,23%1000 514,98 313,19 7,24% 31 6,90%Tabelle 4.5: Anzahl bearbeiteter Aufträge und vollständig gelöster Instanzen bei Verwendungder Überprüfung der Zeitfensterkompatibilität mit vorgezogenem Ents
heidungszeitpunkt undSortierkriterium SA
f im Verglei
h mit den Ergebnissen aus 4.1.1Ergebnisse der TestläufeFür diese Testläufe wird die Testumgebung weiterhin ereignisdiskret eingestellt und die Gren-ze von einer Million maximal zu erzeugenden Knoten beibehalten. Für die Verglei
he werdendie Ergebnisse der Testläufe zur Verwendung der Heuristik zur Bere
hnung eines zulässigenRoutenplans mit Überprüfung der Zeitfensterkompatibilität aus Abs
hnitt 4.1.1 verwendet.Da wegen der Sortierung der Fahrzeuge f ∈ F vor der Bere
hnung neuer Routen −→RNτκ

f
∪{κ}nun bei glei
hen minimalen zusätzli
hen Fahrzeiten Cκ

f mögli
herweise ein anderes Fahrzeug
f gewählt wird, können dann im weiteren Verlauf andere Aufträge abgelehnt bzw. akzeptiertund andere Zielfunktionswerte errei
ht werden. Für die Verglei
he werden daher Testläufeherangezogen, die in jeder Testinstanz exakt die glei
he Anzahl Aufträge bearbeiten wie dieTestläufe in Abs
hnitt 4.1.1.Tabelle 4.5 zeigt die Anzahl der akzeptierten Aufträge und gelösten Instanzen bei Verwen-dung des vorgezogenen Ents
heidungszeitpunkts und dem Sortierkriterium SA

f . Die Anzahlder bearbeiteten Aufträge steigt in den Problemgruppen �800� und �1000� mit einer Zunahmevon 2,90% bzw. 7,24% deutli
h an, während sie in den Problemgruppen mit weniger Aufträgenbeinahe konstant bleibt. In Problemgruppe�400� konnten 0,25% weniger Auftrage bearbeitetwerden. Bei der Anzahl gelöster Instanzen zeigt si
h ein ähnli
hes Bild: während in Problem-gruppe �400� eine Instanz weniger gelöst werden konnte, wurden in Problemgruppe �800� eineund in Problemgruppe �1000� sogar zwei zusätzli
he Instanzen gelöst.In Tabelle 4.6 werden die dur
hs
hnittli
he Anzahl der akzeptierten Aufträge und diedur
hs
hnittli
hen Gesamtzeiten der Problemgruppen angegeben. In der Spalte �absolut� wirddas Ergebnis des Testlaufs mit maximal einer Million erzeugter Knoten dargestellt, währendSpalte �Vgl� das Ergebnis der Testläufe mit Bearbeitung der glei
hen Aufträge wie in denTestläufen aus Abs
hnitt 4.1.1 und Spalte �∆� die prozentuale Abwei
hung dieser Werte vonden Werten der Testläufe aus Abs
hnitt 4.1.1 wiedergeben. Im Ergebnis der Problemgruppe�100� wird die Anzahl der akzeptierten Aufträge um 0,31% bei glei
hbleibender dur
hs
hnitt-



148 KAPITEL 4. EINE HEURISTIK ZUR LÖSUNG DES DPDVRPTWProblem- akzeptierte Aufträge Gesamtzeitgruppe absolut Vgl ∆ absolut Vgl ∆100 35,23 35,23 0,31% 4.424,59 4.424,59 0,00%200 57,22 56,95 -0,32% 9.562,91 9.517,89 0,00%400 97,53 97,59 -0,36% 19.253,72 19.245,99 -0,19%600 141,45 140,65 -0,61% 34.044,48 33.858,60 0,13%800 189,15 182,10 -0,12% 53.880,25 52.631,25 -0,01%1000 229,45 212,71 -0,27% 72.366,63 68.382,60 0,41%Tabelle 4.6: Die Anzahl akzeptierter Aufträge und die Gesamtzeit bei Verwendung der Über-prüfung der Zeitfensterkompatibilität mit vorgezogenem Ents
heidungszeitpunkt und Sortier-kriterium SA
f im Verglei
h mit den Ergebnissen aus 4.1.1li
her Gesamtzeit gesteigert, während in Problemgruppe �200� genau das Gegenteil eintritt:bei glei
hbleibender Gesamtzeit geht die Anzahl der akzeptierten Aufträge um 0,32% zurü
k.In Problemgruppe �200� übersteigt jedo
h die dur
hs
hnittli
he Gesamtzeit der Spalte �ab-solut� die dur
hs
hnittli
he Gesamtzeit der Spalte �Vgl�, da dur
hs
hnittli
h 0,27 zusätzli
heAufträge akzeptiert wurden. In der Problemgruppe �400� werden bei diesen Testläufen imVerglei
h 0,77% mehr Aufträge abgelehnt und damit eine um 0,19% geringere Gesamtzeiterrei
ht. In den Problemgruppen �400� und �800� wurde die Anzahl der akzeptierten Auf-träge im Verglei
h lei
ht um 0,36% bzw. bis 0,12% gesenkt. Die entspre
henden Gesamtzeitensanken in Problemgruppe �400� um 0,19%, während in Problemgruppe �800� eine Reduktionvon nur 0,01% zu verzei
hnen ist. In den Problemgruppen �600� und �1000� wird hingegentrotz einer um 0,61% bzw. 0,27% gefallenen dur
hs
hnittli
hen Anzahl akzeptierter Aufträgedie Gesamtzeit im S
hnitt um 0,13% bzw. 0,41% erhöht. Das liegt an der geänderten Zuord-nung der Aufträge zu den Fahrzeugen und der daraus folgenden Akzeptanz oder Ablehnunganderer Aufträge als in den Testläufen in Abs
hnitt 4.1.1. In den Spalten mit den absoluterrei
hten Werten bei alleiniger Bes
hränkung der Bere
hnungen dur
h maximal eine Millionzu erzeugender Knoten zeigt si
h jedo
h, dass nur in den Problemgruppen �400� und �600�im Dur
hs
hnitt 0,42 bzw. 0,07 weniger Aufträge akzeptiert wurden, während in den anderenProblemgruppen 0,08 bis maximal 16,17 Aufträge mehr akzeptiert wurden als in den Testläu-fen in Abs
hnitt 4.1.1. Die dur
hs
hnittli
h pro akzeptiertem Auftrag anfallende Gesamtzeitist in beiden Testläufen beinahe identis
h: in den Problemgruppen �200�, �400� und �600�werden Steigerungen um absolut 0,55 bzw. 1,74 Zeiteinheiten errei
ht, während in den Pro-blemgruppen �100�, �800� und �1000� eine Reduktion um 0,39 bis 3,93 Zeiteinheiten festgestelltwird.Insgesamt zeigt die Tabelle, dass dur
h die Sortierung der Fahrzeuge vor der Bere
hnungder Routen −→RNτκ

f
∪{κ} und der ans
hlieÿenden Auswahl des na
h der Sortierung ersten Fahr-zeugs mit minimaler zusätzli
her Fahrzeit Cκ

f dur
haus andere Ergebnisse erzielt werden, ohnedass eine Überlegenheit einer der beiden Heuristiken bezügli
h der errei
hten Zielfunktions-



4.1. DIE HEURISTIK ZUR BERECHNUNG EINES ZULÄSSIGEN ROUTENPLANS 149Problem- glob. max. Antwortzeit Ø max. Antwortzeit Ø Antwortzeitgruppe se
 Vgl ∆ se
 Vgl ∆ se
 Vgl ∆100 0,029 0,029 -99,98% 0,0014 0,0014 -99,98% 0,00025 0,00025 -99,86%200 0,172 0,170 -99,83% 0,0098 0,0096 -99,83% 0,00092 0,00090 -99,10%400 0,063 0,484 -99,26% 0,0045 0,0127 -99,70% 0,00063 0,00072 -98,45%600 0,087 0,101 -99,67% 0,0061 0,0067 -99,80% 0,00056 0,00057 -97,94%800 0,116 0,115 -99,69% 0,0085 0,0074 -99,70% 0,00066 0,00073 -95,56%1000 0,096 0,091 -99,78% 0,0053 0,0052 -99,84% 0,00060 0,00055 -96,86%Tabelle 4.7: Die Antwortzeiten bei Verwendung der Überprüfung der Zeitfensterkompatibili-tät mit vorgezogenem Ents
heidungszeitpunkt und Sortierkriterium SA
f im Verglei
h mit denErgebnissen aus 4.1.1werte, der Anzahl der akzeptierten Aufträge und der Gesamtzeit, festgestellt werden kann.Das Ziel der Einführung des vorgezogenen Ents
heidungszeitpunkts und der Sortierungder Fahrzeuge war ja au
h ni
ht die Verbesserung der Zielfunktionswerte, sondern die Reduk-tion der Antwortzeiten bei qualitativ glei
h bleibenden Lösungen. Die errei
hten Antwortzei-ten werden in Tabelle 4.7 dargestellt. Hier zeigt si
h eine bemerkenswerte Verbesserung: diedur
hs
hnittli
hen Antwortzeiten sinken um 95,56% bis 99,86% auf unter 1

1000 Sekunde, diedur
hs
hnittli
h maximalen Antwortzeiten errei
hen mit Werten unter 2
100 Sekunden eine Re-duktion um 99,70% bis 99,98% und die global maximalen Antwortzeiten können um 99,26%bis 99,98% auf maximal 0,17 Sekunden gesenkt werden.Das Einführen des vorgezogenen Ents
heidungszeitpunkts und der Einsatz dieses einfa
henSortierkriteriums haben somit zu einer erhebli
hen Reduktion der Antwortzeiten geführt. Da-her stellt si
h die Frage, ob ni
ht mit einem ges
hi
kteren Sortierkriterium die Ergebnisseno
h verbessert werden können. Im folgenden Abs
hnitt werden daher die Wartezeiten desFahrzeuges auf ihre Eignung als Sortierkriterium der Fahrzeuge untersu
ht.4.1.2.2 Sortierkriterium �Leerlaufzeit des Fahrzeugs�Wird nur auf die Anzahl der Aufträge nf eines Fahrzeugs gea
htet, so wird ignoriert, dassAufträge je na
h �Entfernung� der anzufahrenden Orte µ ∈ Pf ∪ Df sehr unters
hiedli
heAuswirkungen auf die Auslastung eines Fahrzeugs f ∈ F haben können. Insbesondere beimehreren Aufträgen pro Fahrzeug können die Orte µ mit sehr unters
hiedli
hen Fahr- undWartezeiten zu errei
hen sein, so dass die Anzahl |Nf | der Aufträge allein ni
ht viel über dieMögli
hkeiten der Zuordnung eines neuen Auftrags κ aussagt. Interessanter wäre an dieserStelle eine Aussage über die Zeit, in der das Fahrzeug f ni
ht bes
häftigt ist, die Leerlaufzeit.Die Leerlaufzeit eines Fahrzeuges f ∈ F wird de�niert als die gesamte Zeit vom Startzeitpunkt

T f des Fahrzeugs bis zum Ende T f der Arbeitszeit des Fahrzeugs f , in der das Fahrzeugweder gerade von einem Ort µ zum nä
hsten Ort ν fährt no
h im Be- oder Entladevorgang



150 KAPITEL 4. EINE HEURISTIK ZUR LÖSUNG DES DPDVRPTWProblemgruppe Aufträge gelöste InstanzenName Aufträge absolut ∆ absolut ∆100 51,86 41,27 0,00% 40 0,00%200 103,08 73,17 0,11% 38 0,00%400 205,66 130,41 -0,22% 32 -3,03%600 308,97 191,67 -0,34% 34 -2,86%800 411,75 250,66 -0,14% 31 0,00%1000 514,98 303,55 3,94% 29 0,00%Tabelle 4.8: Die Anzahl bearbeiteter Aufträge und vollständig gelöster Instanzen bei Ver-wendung der Überprüfung der Zeitfensterkompatibilität mit vorgezogenem Ents
heidungs-zeitpunkt und Sortierkriterium SL
f im Verglei
h mit den Ergebnissen aus 4.1.1ist. Das Sortierkriterium SL

f summiert daher für alle no
h anzufahrenden Orte µ ∈ Pf ∪Dfdes Fahrzeugs f die Wartezeiten ωµ, bestehend aus der Di�erenz der geplanten Ankunftszeit
αµ im Ort µ und der geplanten Abfahrtszeit beim vorhergehenden Auftrag ν zuzügli
h derFahrzeit von µ na
h ν. Mit der Notation des Modells für das statis
he Pi
kup and DeliveryVehi
le Routing Problem ergibt si
h

SL
f =

∑

µ∈Pf∪Df : αµ>T f

ωµ + T f − max
µ∈Df

{αµ + sµ}wobei in der Summe nur diejenigen Orte µ ∈ Pf ∪Df betra
htet werden, die von Fahrzeug fna
h Zeitpunkt T f no
h angefahren werden müssen. Zusätzli
h wird die no
h verbleibende Zeit
T f−maxµ∈Df

{αµ+sµ} zwis
hen der geplanten Ankunftszeit αµ zuzügli
h der dort anfallendenServi
ezeit sµ am letzten Ort µ ∈ Df seiner Route −→RNτκ
f

und der oberen Zeitfenstergrenze
T f der Arbeitszeit des Fahrzeugs f hinzugefügt, da eine freie Zeitspanne am Ende der Route
−→
RNτκ

f
genau so potentielle Arbeitszeit darstellt wie Wartezeiten ωµ während der geplantenRoute −→RNτκ

f
.Ergebnisse der TestläufeFür die Testläufe wird die Testumgebung weiterhin ereignisdiskret eingestellt und die Grenzevon einer Million maximal zu erzeugenden Knoten beibehalten. Für die Verglei
he werdenwie in den Testläufen im vorhergehenden Abs
hnitt 4.1.2.1 die Ergebnisse der Testläufe zurVerwendung der Heuristik zur Bere
hnung eines zulässigen Routenplans mit Überprüfung derZeitfensterkompatibilität aus Abs
hnitt 4.1.1 verwendet.In Tabelle 4.8 werden die Anzahl der akzeptierten Aufträge und die Anzahl gelöster In-stanzen bei Verwendung des vorgezogenen Ents
heidungszeitpunkts und dem Sortierkriterium

SL
f dargestellt. In Problemgruppe �1000� steigt die Anzahl der bearbeiteten Aufträge mit einerZunahme um 3,94% deutli
h an, errei
ht aber ni
ht die in den Testläufen mit dem Sortier-



4.1. DIE HEURISTIK ZUR BERECHNUNG EINES ZULÄSSIGEN ROUTENPLANS 151Problem- akzeptierte Aufträge Gesamtzeitgruppe absolut Vgl ∆ absolut Vgl ∆100 35,09 35,09 -0,10% 4.412,86 4.412,86 -0,27%200 57,37 57,28 0,26% 9.541,08 9.513,22 -0,05%400 97,49 97,66 -0,29% 19.234,68 19.210,33 -0,38%600 140,83 141,50 -0,01% 33.694,22 33.779,69 -0,10%800 182,83 182,47 0,08% 52.382,62 52.424,13 -0,41%1000 220,62 212,95 -0,15% 69.666,32 67.850,81 -0,37%Tabelle 4.9: Die Anzahl akzeptierter Aufträge und die Gesamtzeit bei Verwendung der Über-prüfung der Zeitfensterkompatibilität mit vorgezogenem Ents
heidungszeitpunkt und Sortier-kriterium SL
f im Verglei
h mit den Ergebnissen aus 4.1.1kriterium SA
f erzielte Steigerung um 7,24%. In den Problemgruppen �400�, �600� und �800�geht die Anzahl der dur
hs
hnittli
h bearbeiteten Aufträge um 0,14% bis 0,34% zurü
k, wäh-rend sie in Problemgruppe �100� konstant bleibt und in Problemgruppe �200� lei
ht um 0,11%zunimmt. Bei der Anzahl gelöster Instanzen werden in den Problemgruppen �400� und �600�jeweils eine Instanz weniger gelöst, während si
h die Anzahl gelöster Instanzen in allen anderenProblemgruppen ni
ht verändert.Tabelle 4.9 zeigt die dur
hs
hnittli
he Anzahl der akzeptierten Aufträge und die dur
h-s
hnittli
hen Gesamtzeiten der Problemgruppen, wobei die Spalte �absolut� das Ergebnis desTestlaufs mit maximal einer Million erzeugter Knoten dargestellt enthält, während Spalte�Vgl� das Ergebnis der Testläufe mit Bearbeitung der glei
hen Aufträge wie in den Testläufenaus Abs
hnitt 4.1.1 und Spalte �∆� die prozentuale Abwei
hung dieser Werte von den Wertender Testläufe aus Abs
hnitt 4.1.1 zeigen. Die Ergebnisse der Problemgruppen �100�, �400�,�600�, �1000� zeigen im Verglei
h eine Reduktion der dur
hs
hnittli
hen Anzahl akzeptierterAufträge um 0,01% bis 0,29% bei glei
hzeitig um 0,10% bis 0,38% sinkender Gesamtzeit ge-genüber den Testläufen ohne vorgezogenen Ents
heidungszeitpunkt. In den Problemgruppen�200� und �800� kann hingegen trotz einer Steigerung der dur
hs
hnittli
hen Anzahl akzep-tierter Aufträge um 0,26% bzw. 0,08% eine Reduktion der dur
hs
hnittli
hen Gesamtzeit um0,05% bzw. 0,41% konstatiert werden. Die Anzahl der akzeptierten Aufträge in den nur dur
hdie Begrenzung dur
h eine Million maximal zu erzeugenden Knoten einges
hränkten Testläu-fen liegt errei
ht ähnli
he Werte wie die Testläufe mit pro Testinstanz festgelegter Anzahl zubearbeitender Aufträge.Im Verglei
h zu den Testläufen mit vorgezogenem Ents
heidungszeitpunkt und dem Sor-tierkriterium SA

f kann in allen Problemgruppen �200� bis �1000� eine lei
hte Verbesserung inder Anzahl akzeptierter Aufträge in den Testläufen mit pro Testinstanz festgelegten Anzahlzu bearbeitender Aufträge errei
ht werden, während für die Testläufe, die nur dur
h eine Mil-lion maximal zu erzeugender Knoten bes
hränkt waren, in den Problemgruppen �100� und�400� bis �1000� mit bis zu 9 Aufträgen zum Teil deutli
h weniger Aufträge akzeptiert werden.



152 KAPITEL 4. EINE HEURISTIK ZUR LÖSUNG DES DPDVRPTWProblem- global max. Antwortzeit Ø max. Antwortzeit Ø Antwortzeitgruppe se
 Vgl ∆ se
 Vgl ∆ se
 Vgl ∆100 125,39 127,40 3,77% 4,39 4,36 -25,07% 0,1235 0,1226 -29,83%200 12,45 12,25 -87,68% 0,70 0,69 -87,67% 0,0174 0,0166 -83,42%400 25,60 27,40 -58,37% 0,49 0,52 -88,02% 0,0072 0,0072 -84,31%600 10,38 10,51 -65,13% 0,50 0,56 -83,31% 0,0058 0,0066 -76,04%800 37,05 38,29 4,84% 1,75 1,81 -26,89% 0,0094 0,0098 -40,21%1000 42,62 41,09 1,26% 1,07 1,03 -68,57% 0,0066 0,0062 -64,54%Tabelle 4.10: Die Antwortzeiten bei Verwendung der Überprüfung der Zeitfensterkompatibili-tät mit vorgezogenem Ents
heidungszeitpunkt und Sortierkriterium SL
f im Verglei
h mit denErgebnissen aus 4.1.1Eine eindeutige Überlegenheit eines der beiden Sortierkriterien kann daher ni
ht festgestelltwerden.Tabelle 4.10 zeigt die errei
hten Antwortzeiten. Die dur
hs
hnittli
hen Antwortzeiten kön-nen um 29,83% bis 84,31% auf unter 2

100 Sekunde gesenkt werden, die dur
hs
hnittli
h ma-ximalen Antwortzeiten erzielen mit Werten unter 2 Sekunden eine Reduktion um 25,07% bis88,02%. Die global maximalen Antwortzeiten verzei
hnen jedo
h in den Problemgruppe �100�,�800� und �1000� lei
hte Zunahmen um 1,26% bis 3,77% auf Werte bis zu 127,4 Sekunden,während in den Problemgruppen �200�, �400� und �600� die maximalen Antwortzeiten um58,37% bis 87,68% auf maximal 27,4 Sekunden gesenkt werden. Die Zunahme der maximalenAntwortzeit bei glei
hzeitig deutli
her Reduktion der dur
hs
hnittli
h maximalen Antwortzeitzeigt, dass es einige Fälle gibt, in denen das Sortierkriterium ni
ht wie erho�t dazu führt, dasszuerst die Routen −→RNτκ
f

der Fahrzeuge f mit optimalen Routen −→RNτκ
f

bere
hnet werden.Im Verglei
h zu den Testläufen mit vorgezogenem Ents
heidungszeitpunkt und dem Sor-tierkriterium SA
f werden somit deutli
h s
hle
htere Ergebnisse erzielt. Zusätzli
h zu den Leer-laufzeiten hängt die mögli
he Zuordnung eines Auftrags zu einem Fahrzeug in besonderemMaÿe von den Zeitfenstern ab, deren Erfüllung strikt vorges
hrieben ist. Im folgenden Ab-s
hnitt wird daher ein Sortierkriterium vorgestellt, dass die Flexibilität der Route im Hinbli
kauf die Zeitfenster bestimmen soll.4.1.2.3 Sortierkriterium �Vers
hiebbarkeit der Pi
kups und Deliverys�Um einen neuen Auftrag κ in eine bestehende Route −→RNτκ

f
eines Fahrzeugs f aufzunehmen,müssen wahrs
heinli
h die Ankunftszeiten αµ an den Pi
kup- und Delivery-Orten µ ∈ Pf ∪Dfder anderen Aufträge i ∈ Nf zumindest teilweise geändert werden. Wegen der zwingend zuerfüllenden Zeitfenster [tµ, tµ] ist es wahrs
heinli
h, dass die Route −→RNτκ

f
zumindest in Teilenerhalten bleibt und die für den neuen Auftrag κ anzufahrenden Orte pκ und dκ in die Se-quenz (µ1, µ2, . . . , µl) der Orte µ1, . . . , µl ∈ Pf ∪Df der bestehenden Route −→RNτκ

f
eingefügt



4.1. DIE HEURISTIK ZUR BERECHNUNG EINES ZULÄSSIGEN ROUTENPLANS 153werden, ohne groÿe Veränderungen in der Reihenfolge der Orte zu bewirken: −→RNτκ
f

∪{κ} ≈

(µ1, µ2, . . . , pκ, . . . , dκ, . . . , µl). Das bedeutet, dass die Ankunftszeiten αµ in den na
h pκ an-zufahrenden Orten na
h hinten vers
hoben werden. Im Algorithmus zur Lösung des SingleVehi
le Routing Problems werden die geplanten Ankunftszeiten immer frühestmögli
h ge-setzt, so dass eine Vers
hiebung der Ankunftszeiten αµ bei Beibehaltung der Reihenfolge derOrte in der Route na
h vorne ni
ht mögli
h ist.Interessant für eine Eins
hätzung der mögli
hen Existenz einer neuen Route −→RNτκ
f

∪{κ} istdemna
h, um wie viel die Ankunftszeiten αµ na
h hinten vers
hoben werden können, ohnedie zugehörigen Zeitfenster [tµ, tµ] zu verletzen. Die Di�erenz von oberer Zeitfenstergrenze
tµ für die Ankunft in einem Ort µ und der geplanten Ankunftszeit αµ kann als Maÿ für dieVers
hiebbarkeit der Ankunft in diesem Ort betra
htet werden. Summiert man die Zeiten fürdie Vers
hiebbarkeit der Ankunft aller no
h anzufahrenden Orte µ ∈ Pf ∪Df , so erhält manein Maÿ für die Flexibilität der Route. Da diese Summe insbesondere von der Anzahl derzu besu
henden Orte µ abhängt, wird sie relativ zur Anzahl der Orte betra
htet. Für dasSortierkriterium �Vers
hiebbarkeit der Pi
kups und Deliverys� SV

f eines Fahrzeugs f erhaltenwir also
SV

f =

∑

µ∈Pf∪Df ,αµ>τκ

(tµ − αµ)

|{µ ∈ Pf ∪Df | αµ > τκ}|wobei NF die Menge der dem Fahrzeug f zugeordneten Aufträge darstellt und Pf bzw. Dfdie Pi
kup- und Delivery-Orte dieser Aufträge beinhalten.Ergebnisse der TestläufeAu
h für diese Testläufe wird die Testumgebung ereignisdiskret eingestellt und die Grenzevon einer Million maximal zu erzeugenden Knoten beibehalten. Für die Verglei
he werden wiein den Testläufen in den beiden vorhergehenden Abs
hnitten die Ergebnisse der Testläufe zurVerwendung der Heuristik zur Bere
hnung eines zulässigen Routenplans mit Überprüfung derZeitfensterkompatibilität aus Abs
hnitt 4.1.1 verwendet.Tabelle 4.11 stellt die Anzahlen akzeptierter Aufträge und gelöster Instanzen bei Verwen-dung des vorgezogenen Ents
heidungszeitpunkts und dem Sortierkriterium SV
f dar. In denProblemgruppen �200�, �400� und �600� geht die Anzahl der dur
hs
hnittli
h bearbeitetenAufträge um 0,55% bis 1,56% zurü
k, während sie in Problemgruppe �100� konstant bleibtund in den Problemgruppe �800� und �1000� sogar um 4,35% bzw. 8,22% steigt. Im Verglei
hzu den bisherigen Testläufen unter Verwendung des vorgezogenen Ents
heidungszeitpunktsmit den Sortierkriterien SA

f bzw. SL
f wurden somit in den Problemgruppen �800� und �1000�die besten, in den Problemgruppen �200�, �400� und �600� die s
hle
htesten Werte erzielt. Beider Anzahl gelöster Instanzen werden in den Problemgruppen �200� und �400� jeweils eineund in Problemgruppe �600� sogar zwei Instanzen weniger gelöst als in den Testläufen oh-



154 KAPITEL 4. EINE HEURISTIK ZUR LÖSUNG DES DPDVRPTWProblemgruppe Aufträge gelöste InstanzenName Aufträge absolut ∆ absolut ∆100 51,86 41,27 0,00% 40 0,00%200 103,08 72,68 -0,55% 37 -2,63%400 205,66 128,66 -1,56% 32 -3,03%600 308,97 190,53 -0,93% 33 -5,71%800 411,75 261,93 4,35% 33 6,45%1000 514,98 316,07 8,22% 31 6,90%Tabelle 4.11: Die Anzahl bearbeiteter Aufträge und vollständig gelöster Instanzen bei Ver-wendung der Überprüfung der Zeitfensterkompatibilität mit vorgezogenem Ents
heidungs-zeitpunkt und Sortierkriterium SV
f im Verglei
h mit den Ergebnissen aus 4.1.1Problem- akzeptierte Aufträge Gesamtzeitgruppe absolut Vgl ∆ absolut Vgl ∆100 35,18 35,18 0,15% 4.425,25 4.425,25 0,01%200 56,60 56,80 -0,58% 9.498,87 9.467,26 -0,53%400 96,42 97,42 -0,54% 19.128,82 19.235,62 -0,25%600 140,18 141,18 -0,24% 33.728,55 33.805,09 -0,03%800 190,64 182,12 -0,11% 54.318,13 52.827,98 0,36%1000 231,22 212,67 -0,28% 72.614,14 67.904,95 -0,29%Tabelle 4.12: Die Anzahl akzeptierter Aufträge und die Gesamtzeit bei Verwendung der Über-prüfung der Zeitfensterkompatibilität mit vorgezogenem Ents
heidungszeitpunkt und Sortier-kriterium SL

f im Verglei
h mit den Ergebnissen aus 4.1.1ne vorgezogenen Ents
heidungszeitpunkt, während si
h die Anzahl gelöster Instanzen in denProblemgruppen �800� und �1000� um jeweils eine bzw. zwei Instanzen erhöht. Damit könnendie Ergebnisse der Testläufe mit dem Sortierkriterium SA
f nur in Problemgruppe �800� umeine zusätzli
h gelöste Instanz übertro�en werden, während in den Problemgruppen �200� und�600� eine bzw. sogar zwei gelöste Instanzen weniger errei
ht werden.In Tabelle 4.12 werden die dur
hs
hnittli
he Anzahl der akzeptierten Aufträge und diedur
hs
hnittli
hen Gesamtzeiten der Problemgruppen vorgestellt. In den Problemgruppen�200� bis �1000� wird im Verglei
h zu den Testläufen ohne Sortierung der Fahrzeuge eine Re-duktion der dur
hs
hnittli
hen Anzahl akzeptierter Aufträge um 0,24% bis 0,58% konstatiert,während in Problemgruppe �100� die Anzahl der akzeptierten Aufträge um dur
hs
hnittli
h0,15% gestiegen ist. Diese Reduktion bzw. Zunahme der akzeptierten Aufträge spiegelt si
h inder Reduktion bzw. Zunahme der Gesamtzeit wider, nur in Problemgruppe �800� wird trotz ei-ner um 0,11% sinkenden Anzahl akzeptierter Aufträge eine Zunahme der Gesamtzeit um 0,36%verzei
hnet. Für die Testläufe bei festgelegter Anzahl zu bearbeitender Aufträge können in denProblemgruppen �600� und �800� mit dur
hs
hnittli
h 141,18 bzw. 182,12 akzeptierten Auf-



4.1. DIE HEURISTIK ZUR BERECHNUNG EINES ZULÄSSIGEN ROUTENPLANS 155Problem- global max. Antwortzeit Ø max. Antwortzeit Ø Antwortzeitgruppe se
 Vgl ∆ se
 Vgl ∆ se
 Vgl ∆100 129,87 127,46 3,82% 6,16 6,21 6,71% 0,1822 0,1832 4,89%200 100,20 96,35 -3,12% 5,36 5,09 -9,10% 0,0980 0,0907 -9,27%400 109,83 67,53 2,58% 7,47 5,57 29,58% 0,0699 0,0531 15,00%600 30,34 29,85 -1,00% 2,75 2,68 -20,80% 0,0221 0,0206 -25,52%800 13,85 14,26 -60,97% 1,13 1,06 -57,17% 0,0081 0,0078 -52,55%1000 23,05 22,79 -43,84% 2,15 2,08 -36,48% 0,0099 0,0102 -41,88%Tabelle 4.13: Die Antwortzeiten bei Verwendung der Überprüfung der Zeitfensterkompatibili-tät mit vorgezogenem Ents
heidungszeitpunkt und Sortierkriterium SV
f im Verglei
h mit denErgebnissen aus 4.1.1trägen neue Maximalwerte der Testläufe mit vorgezogenem Ents
heidungszeitpunkt errei
htwerden; sie errei
hen jedo
h ni
ht die Ergebnisse der Testläufe ohne vorgezogenen Ents
hei-dungszeitpunkt. In Problemgruppe �1000� wird die dur
hs
hnittli
he Fahrzeit pro akzeptiertemAuftrag um 5,28 Zeiteinheiten gesenkt und errei
ht so einen neuen Bestwert, während in denanderen Problemgruppen bei der dur
hs
hnittli
h pro akzeptiertem Auftrag erzielten Fahrzeitim Verglei
h mit den anderen Testläufen s
hle
htere Werte erzielt werden. In den nur dur
hmaximal eine Million zu erzeugenden Knoten bes
hränkten Testläufen konnten jedo
h in denProblemgruppen �800� und �1000� mit dur
hs
hnittli
h 190,64 bzw. 231,22 akzeptierten Auf-trägen neue Bestwerte erzielt werden. Au
h für das Sortierkriterium SV

f kann daher anhandder errei
hten Zielfunktionswerte keine eindeutige Überlegenheit festgestellt werden.In Tabelle 4.13 werden die errei
hten Antwortzeiten dargestellt. Die dur
hs
hnittli
henAntwortzeiten können in den Problemgruppen �200� und �600� bis �1000� um 9,27% bis 52,55%gesenkt werden, während sie in den Problemgruppen �100� und "400� um 4,89% bzw. sogar15,00% steigen. Die dur
hs
hnittli
he Antwortzeit bleibt jedo
h kleiner als 2
10 Sekunden. Mitbis zu 6,21 Sekunden liegen die erzielten dur
hs
hnittli
h maximalen Antwortzeiten in Pro-blemgruppe �100� um 6,71% höher als in den Testläufen ohne vorgezogenen Ents
heidungs-zeitpunkt, in Problemgruppe �400� wird sogar ein Anstieg um 29,58% verzei
hnet. In denanderen Problemgruppen sinken die dur
hs
hnittli
h maximalen Antwortzeiten um 9,10% bis57,17%. Bei den global maximalen Antwortzeiten ist in den Problemgruppe �100� und �400�eine Zunahme um 3,82% bzw. 2,58% auf Werte bis zu 127,4 Sekunden festzustellen, wäh-rend in den anderen Problemgruppen die maximalen Antwortzeiten um 1,00% bis 60,97% ims
hle
htesten Fall nur auf 96,37 Sekunden gesenkt werden. Die Zunahme aller dargestelltenAntwortzeit-Werte in den Problemgruppen �100� und �400� zeigt, dass dieses Sortierkriteriumhäu�g ungünstige Reihenfolgen für die Bere
hnung der Routen −→RNτκ

f
der Fahrzeuge f er-zeugt. Au
h die in den anderen Problemgruppen errei
hten Reduzierungen der Antwortzeitensind deutli
h geringer als die in den anderen Testläufen zur Verwendung des vorgezogenenEnts
heidungszeitpunkts erzielten Einsparungen.



156 KAPITEL 4. EINE HEURISTIK ZUR LÖSUNG DES DPDVRPTWIn den Testläufen zur Verwendung des Sortierkriteriums SV
f �Vers
hiebbarkeit der Pi
kupsund Deliverys� können somit zwar die Antwortzeiten gegenüber den Testläufen ohne vorge-zogenen Ents
heidungszeitpunkt weitgehend verringert werden, aber bei weitem ni
ht so guteErgebnisse wie in den Testläufen mit dem Sortierkriterium SA

f �Anzahl der no
h zu bedienen-den Aufträge� erzielt werden.Bemerkung:Es gibt no
h viele mögli
he Arten, ein Maÿ für die Vers
hiebbarkeit der Pi
kups und Deliverysinnerhalb einer Route zu de�nieren. Denkbar wäre zum Beispiel au
h, die Vers
hiebbarkeit nurfür diejenigen Pi
kups und Deliverys mit Ankunftszeiten αµ > tpκ
zu betra
hten, wobei dieFahrzeit zum Errei
hen des Ortes pκ ni
ht betra
htet wird. Wegen der s
hle
hten Ergebnissedes Sortierkriteriums SV

f werden diese Kriterien jedo
h ni
ht weiter untersu
ht.4.1.3 FazitIn diesem Abs
hnitt wurden zwei Mögli
hkeiten vorgestellt, die Heuristik zur Bere
hnung eineszulässigen Routenplans im Hinbli
k auf die benötigten Antwortzeiten e�zienter zu gestalten.Mit der Überprüfung der Zeitfensterkompatibilität der Zeitfenster des neu eingegangenenAuftrags κ und der bereits dem Fahrzeug f zugeordneten Aufträge N τκ

f vor der Bere
hnungeiner optimalen Route −→RNτκ
f

∪{κ} kann die Heuristik zur Bere
hnung eines zulässigen Rou-tenplans wegen der entfallenden Bere
hnungen optimaler Routen −→RNτκ
f

∪{κ} für Fahrzeuge
f , deren Zeitfensterkompatibilität ni
ht gegeben ist, mit deutli
h geringeren Antwortzeitendur
hgeführt werden, ohne die Qualität der Lösungen zu beein�ussen.Der vorgezogene Ents
heidungszeitpunkt hat weiter deutli
h zur Reduzierung der Antwort-zeiten beigetragen. Insbesondere das einfa
hste Sortierkriterium SA

f , die Anzahl der dem Fahr-zeug f zugeordneten no
h zu bedienenden Aufträge i ∈ N τ
f , konnte deutli
he Einsparungenvon über 95,56% in allen Problemgruppen sowohl in der dur
hs
hnittli
hen, der dur
hs
hnitt-li
h maximalen und der global maximalen Antwortzeit erzielen. Die Zielfunktionswerte, dieAnzahl der akzeptierten Aufträge und die Gesamtzeit zur Bearbeitung dieser Aufträge, werdenvon der Verwendung des vorgezogenen Ents
heidungszeitpunkts und des Sortierkriteriums SA

fni
ht beeinträ
htigt: in den Testläufen mit festgelegter Anzahl pro Testlauf zu bearbeitenderAufträge wurden dur
hs
hnittli
h 0,35 Aufträge weniger akzeptiert, während in den nur dur
hdie maximal eine Million zu erzeugenden Knoten begrenzten Testläufe dur
hs
hnittli
h 3,76zusätzli
he Aufträge akzeptiert werden können. Die dur
hs
hnittli
h pro akzeptiertem Auftragbenötigte Zeit konnte sogar wegen der in den Problemgruppen �800� und �1000� bedeutendenEinsparungen sowohl für die Testläufe mit festgelegter Anzahl zu bearbeitender Aufträge proInstanz als au
h für die nur dur
h die Anzahl zu erzeugender Knoten bes
hränkten Testläufegesenkt werden.Für die weiteren Testläufe wird daher die Heuristik zur Bere
hnung eines zulässigen Rou-tenplans mit Überprüfung der Zeitfensterkompatibilität und vorgezogenem Ents
heidungszeit-punkt mit dem Sortierkriterium SA
f , der Anzahl no
h zu bedienender Aufträge, zu Grundegelegt.



4.2. DER ALGORITHMUS DER TABU SUCHE 1574.2 Der Algorithmus der Tabu Su
he zur Verbesserung der heu-ristis
hen ZuordnungMit Hilfe der Heuristik zur Bere
hnung eines zulässigen Routenplans wird das dynamis
hePi
kup and Delivery Vehi
le Routing Problem mit Zeitfenstern gelöst, indem bei Eingang ei-nes neuen Auftrags κ die Zuordnung der akzeptierten Aufträge i ∈ N τ zu den Fahrzeugen unddas Single Vehi
le Routing der Fahrzeuge f ∈ F zwar ineinander vers
ha
htelt, aber prinzipielleigenständig betra
htet werden. Die Lösung des Single Vehi
le Routing Problems erfolgt miteinem s
hnellen exakten Algorithmus, während das Zuordnungsproblem nur heuristis
h gelöstwird: bei Eingang eines neuen Auftrags κ wird für jedes Fahrzeug f ∈ F die optimale Route
−→
RNτ

f
∪{κ} unter Hinzunahme des neuen Auftrags κ bestimmt, ohne dass an der bestehendenZuordnung der Aufträge zu den Fahrzeugen etwas geändert wird. Der Auftrag κ wird demjeni-gen Fahrzeug f∗ mit neuer zulässiger Route −→RNτ

f∗∪{κ} und minimaler zusätzli
he Fahrzeit Cκ
f∗dur
h Aufnahme des Auftrags κ zugeordnet, falls für mindestens ein Fahrzeug f eine zulässigeRoute −→RNτ

f
∪{κ} existiert. Falls für kein Fahrzeug f ∈ F eine zulässige Route −→RNτ

f
∪{κ} unterHinzunahme des neuen Auftrags κ existiert, wird er abgelehnt.Diese Zuordnung ist eine �einfa
he� Heuristik und muss daher keine besonders guten Lö-sungen erzeugen. So kann z. B. ein bereits bestehender Auftrag i′ ∈ N τ

f ′ , der dem Fahrzeug
f ′ ∈ F zugeordnet ist, besonders �gut� zum neu eingegangenen Auftrag κ �passen�. Wennaber für Fahrzeug f ′ keine zulässige Route −→RNτ

f ′∪{κ}
unter Hinzunahme des neuen Auftrags

κ existiert, wird der neue Auftrag κ � bei Existenz einer zulässigen Route −→RNτ
f
∪{κ} � einemanderen Fahrzeug f∗ ∈ F \ {f ′} zugeordnet. Au
h wenn die Menge N τ

f∗ der dem Fahrzeug f∗zugeordneten Aufträge bisher no
h leer war, wird der �gut� dazu �passende� Auftrag i′ ni
htin Fahrzeug f∗ vers
hoben. Eine sol
he Überprüfung wäre natürli
h wüns
henswert, bedeutetaber einen erhebli
hen Re
henaufwand. Wegen der geforderten geringen Antwortzeiten wirddaher die oben bes
hriebene einfa
he Zuordnung bis zur Akzeptanz oder Ablehnung einesAuftrags eingesetzt.Allerdings gilt die strikte Re
henzeitbes
hränkung nur für die Antwortzeit und damit fürdas erstmalige Zuordnen des neuen Auftrags κ. Sobald Auftrag κ zugeordnet wurde, wird inder Heuristik zur Bere
hnung eines zulässigen Routenplans nur auf den Eingang des nä
hstenAuftrags κ′ gewartet. In der Zeit [τκ + ǫ, τκ′ ] zwis
hen der vollständig bere
hneten Zuordnungeines Auftrags κ und dem folgenden Auftragseingang von κ′ kann die Re
hnerkapazität dahergenutzt werden, um die Zuordnung der Aufträge i ∈ N τκ zu den Fahrzeugen f ∈ F zuverbessern. Dabei muss jedo
h darauf gea
htet werden, dass zu jedem Zeitpunkt τ > τκ eineaktuelle Lösung existiert, damit im Falle des Eingangs eines neuen Auftrags κ′ die Heuristikzur Bere
hnung eines zulässigen Routenplans unter Hinzunahme des neuen Auftrags κ′ soforteingesetzt oder einem Fahrzeug f ∈ F , dass einen Pi
kup oder Delivery erledigt hat, der alsnä
hstes anzufahrende Ort µ ∈ Pf ∪Df mitgeteilt werden kann.



158 KAPITEL 4. EINE HEURISTIK ZUR LÖSUNG DES DPDVRPTWZur Verbesserung der Zuordnung bietet si
h daher ein Verfahren der Tabu Su
he an. EinVerfahren der Tabu Su
he ist ein Verbesserungsverfahren, das speziell auf den Typ des Ent-s
heidungsproblems zuges
hnitten wird. Ausgehend von einer Startlösung wird versu
ht, besse-re Lösungen in der �Umgebung� dieser Lösung zu �nden. Dazu wird zu einer gegebenen Lösung
L eine Umgebung U(L) von zulässigen Lösungen bere
hnet und die beste Lösung L∗ ∈ U(L)ausgewählt, wobei einige Lösungen L̃ ∈ B �tabu� sind und ni
ht ausgewählt werden dürfen.Ist der Zielfunktionswert der Lösung L∗ besser als der Zielfunktionswert der bisherigen Lö-sung L, so wird L∗ als neue beste Lösung übernommen und das Verfahren der Tabu Su
hein ihrer Umgebung U(L∗) fortgesetzt, soweit ein gegebenes Abbru
hkriterium no
h ni
ht er-füllt ist. Andernfalls terminiert das Verfahren der Tabu Su
he mit der Lösung L∗, einem �mögli
herweise lokalen � Optimum. Die Qualität des Verfahrens der Tabu Su
he hängt vonder gewählten Umgebung U(L) und der Wahl der Tabumengen B ab, die entspre
hend demEnts
heidungsproblem de�niert werden.Die Tabu Su
he kann im vorliegenden Fall angewandt werden, da sie zu jedem Zeitpunkt
τ > τκ eine beste bekannte Lösung Lτ zur Verfügung stellen kann. Als Abbru
hkriteriummüssen sowohl ein mögli
herweise lokales Optimum L∗, der Eingang eines neuen Auftrags
κ′ oder die Statusänderung eines bereits akzeptierten Auftrags i ∈ N τ angesetzt werden.In [26℄ wurden bereits vers
hiedene Umgebungen für die Tabu Su
he in Verbindung mit demAlgorithmus von Caramia et al. untersu
ht. Die besten Ergebnisse erzielte dabei die Umgebung
U(Lτ ), in der die Zuordnung eines einzelnen Auftrags i ∈ N τ geändert wurde.Eine Lösung
Lτ zum Zeitpunkt τ besteht aus einer Zuordnung der Aufträge i ∈ N τ zu den Fahrzeugen
f ∈ F und zulässigen Routen −→RNτ

f
für jedes Fahrzeug. Die Umgebung kann daher über dieÄnderung einer Route de�niert werden als

U(Lτ ) = {L′τ | ∃l i ∈
⋃

f∈F

N τ
f : i ∈ N τ

f ∧ i /∈ N ′
f

τ
}wobei N ′

f
τ die Menge der dem Fahrzeug f in der Lösung L′τ zugeordneten Aufträge dar-stellt. Da nur bisher ni
ht eingeladene Aufträge i ∈ N τ zwis
hen zwei Fahrzeugen f und f ′ausgetaus
ht werden dürfen, besteht die Umgebung U(Lτ ) aus maximal

∣

∣ {i ∈ N τ | αpi
> T f}

∣

∣(|F | − 1) ≤ | N τ | (|F | − 1)mögli
hen Lösungen. Die Anzahl der Lösungen in U(Lτ ) ist genau dann kleiner als ∣∣ {i ∈
N τ | αpi

> τ}
∣

∣(|F | − 1), wenn es bisher ni
ht abgeholte Aufträge i ∈ N τ
f , f ∈ F undFahrzeuge f ′ 6= f gibt, für die keine zulässige Route −→RNτ

f ′∪{i}
existiert.Die Umgebung U(Lτ ) kann erzeugt werden, indem für jedes Fahrzeug f ∈ F und jedenAuftrag i ∈ N τ

f mit αpi
> T f die mögli
hen Routen −→RNτ

f ′∪{i}
für jedes Fahrzeug f ′ ∈ F \ {f}mit Hilfe des Algorithmus zur Lösung des Single Vehi
le Routing Problems bere
hnet werden.Die Bere
hnung der Umgebung U(Lτ ) kann daher folgendermaÿen skizziert werden:



4.2. DER ALGORITHMUS DER TABU SUCHE 1591. Wähle das erste Fahrzeug f∗ ∈ F .2. Wähle den ersten Auftrag i ∈ N τ
f∗ mit αpi

> T f∗ und bere
hne die Route −→RNτ
f∗\{i}.3. Bere
hne für jedes Fahrzeuge f ∈ F \ {f∗} die Route −→RNτ

f
∪{i}, falls sie existiert, undfüge bei Existenz von −→RNτ

f
∪{i} eine Lösung L′τ , die dur
h Ersetzen der Routen −→RNτ

f∗und −→RNτ
f
der Lösung Lτ dur
h die neu bere
hneten Routen −→RNτ

f∗\{i} und −→RNτ
f∗∪{i}entsteht, zur Umgebung U(Lτ ) hinzu.4. Wähle den nä
hsten Auftrag i ∈ N τ

f∗ mit αpi
> T f∗ und gehe zu S
hritt 3. Falls keinsol
her Auftrag mehr vorliegt, gehe zu S
hritt 5.5. Wähle das nä
hste Fahrzeug f∗ ∈ F und gehe zu S
hritt 2. Falls es kein weiteres Fahrzeuggibt: Abbru
h. Alle Lösungen L′τ der Umgebung U(Lτ ) wurden bere
hnet.S
hon bei dieser einfa
hen Umgebung U(Lτ ) nimmt das Erzeugen aller mögli
hen Lösungen

L′τ ∈ U(Lτ ) sehr viel Re
henzeit in Anspru
h: für jeden Auftrag i ∈ N τ , dessen Bedienungno
h ni
ht begonnen wurde, muss die mögli
he Zuordnung dieses Auftrags i ∈ N τ
f∗ zu jedemanderen Fahrzeug f ∈ F \{f∗} überprüft werden. Dazu müssen für alle Fahrzeuge f ∈ F \{f∗}neue Routen −→RNτ

f
∪{i} und für Fahrzeug f∗ die neue Route −→RNτ

f∗\{i} bere
hnet werden. Fürjeden dieser Aufträge i ∈ N τ mit αpi
> T f entspri
ht die Re
henzeit zur Überprüfung derZuordnung also in etwa der Re
henzeit bei Eingang eines neuen Auftrags.Daher wird die Umgebung U(Lτ ) so klein wie mögli
h gehalten. Der zuletzt getaus
htebzw. bei Start der Tabu Su
he zuletzt zugeordnete Auftrag i∗ kann ausges
hlossen werden, daeine Zuordnung dieses Auftrags zu einem anderen Fahrzeug keine Reduzierung der Fahrzeit zurFolge haben kann. Zusätzli
h werden weitere Lösungen in die Tabumenge Bτ aufgenommen:die Zuordnung einer festen Anzahl zuletzt zugeordneter oder getaus
hter Aufträge i ∈ A darfni
ht geändert werden, so dass diese Lösungen für die Umgebung ni
ht bere
hnet werdenmüssen. Die zu erzeugende Umgebung U(Lτ ) \ Bτ einer Lösung Lτ wird damit reduziert auf

U(Lτ ) \ Bτ = {L′τ | ∃l i ∈
⋃

f∈F

N τ
f , i /∈ A : i ∈ N τ

f ∧ i /∈ N ′
f

τ
}Die Berü
ksi
htigung der Tabumengen bei der Erzeugung einer Umgebung U(Lτ ) kann direktim S
hritt 2 überprüft werden:2. Wähle den ersten Auftrag i ∈ N τ

f∗ \A mit αpi
> T f∗ und bere
hne die Route −→RNτ

f∗\{i}.Damit bleibt die Umgebung U(Lτ ) jedo
h immer no
h sehr groÿ und ist wegen der an-gestrebten Antwortzeiten bei Eingang eines neuen Auftrags κ ni
ht vollständig bere
henbar.Daher werden immer nur Teile der Umgebung U(Lτ ) untersu
ht und bei Finden einer besseren



160 KAPITEL 4. EINE HEURISTIK ZUR LÖSUNG DES DPDVRPTWLösung L′τ in einer sol
hen Teilumgebung diese sofort als neue beste Lösung akzeptiert unddie Su
he in Teilen der Umgebung U(L′τ ) der neuen Lösung fortgesetzt.Es liegt nahe, die Umgebung U(Lτ ) in Teilumgebungen Ui(Lτ ) aufzuteilen, so dass jedeTeilumgebung alle Lösungen L′τ ∈ U(Lτ ) umfasst, die die Zuordnung eines Auftrags i ∈

N τ
f , αpi

> T f ändern:
L′τ ∈ Ui(Lτ ) ⇔ L′τ ∈ U(Lτ ) ∧ ∃l f ∈ F : i ∈ N τ

f ∧ i /∈ N ′
f

τDas Vorgehen zur sukzessiven Bere
hnung der Teilumgebungen Ui(Lτ ) und der Abbru
h derTabu Su
he bei Finden einer besseren Lösung L′τ ∈ Lτ kann direkt in der Bere
hnung einerUmgebung U(Lτ ) in S
hritt 3 eingefügt werden:3. Bere
hne für jedes Fahrzeuge f ∈ F \{f∗} die Route −→RNτ
f
∪{i}, falls sie existiert, und fügebei Existenz der Route −→RNτ

f
∪{i} eine Lösung L′τ , die dur
h Ersetzen der Routen −→RNτ

f∗und −→RNτ
f
der Lösung Lτ dur
h die neu bere
hneten Routen −→RNτ

f∗\{i} und −→RNτ
f∗∪{i}entsteht, zur Umgebung U(Lτ ) hinzu. Falls der Zielfunktionswert von L′τ besser ist alsder Zielfunktionswert von Lτ : Stopp.Das s
hnelle Au�nden einer mögli
hst guten neuen zulässigen Lösung L′τ hängt damit vonder Reihenfolge ab, in der die Teilumgebungen Ui(Lτ ) erzeugt werden. Die Reihenfolge desErzeugens der Teilumgebungen Ui(Lτ ) kann dur
h vers
hiedene Strategien bestimmt werden,die eine Reihenfolge für die Auswahl der mögli
herweise zu taus
henden Aufträge i ∈ N τ
f \ Afestlegen. Zur Auswahl einer geeigneten Strategie müssen Kriterien für einen wahrs
heinli
herfolgrei
h zu taus
henden Auftrag i ∈ N τ \ Aτ festgelegt werden. Eine Verringerung derFahrzeiten C(L) ist mögli
herweise dann zu erwarten, wenn das Fahrzeug f mit i ∈ N τ
f imFalle der Strei
hung der für Auftrag i anzufahrenden Orte pi und di aus seiner Route R

τ
Nτ

f
vielFahrzeit einsparen kann - in der Ho�nung, dass der Auftrag i in einer anderen Route R

τ
Nτ

f ′∪{i}weniger zusätzli
he Fahrzeit verursa
ht. Aus allen no
h ni
ht abgeholten Aufträgen i ∈ N τ mit
αpi

> T f , i ∈ N τ
f wird daher derjenige Auftrag i∗ ∈ N τ

f∗ ausgewählt, bei dem der Wegfall seinerPi
kup- und Delivery-Orte pi und di aus der Route −→RNτ
f∗

= (µ1, µ2, . . . , pi, . . . , di, . . . µl) unterBeibehaltung der Reihenfolge aller anderen Orte µj in der Route die gröÿte Ersparnis E(i∗)bringen würde. Zur Bere
hnung der Ersparnis E(i) eines Auftrags i ∈ N τ muss unters
hiedenwerden zwis
hen Aufträgen i ∈ N τ
f , deren Pi
kup- und Delivery-Orte pi und di in der Route

−→
RNτ

f
direkt aufeinander folgen (xf

pidi
= 1) und Aufträgen i ∈ N τ

f , bei denen in der Route
−→
RNτ

f
zwis
hen dem Pi
kup-Ort pi und dem Delivery-Ort di no
h mindestens ein anderer Ort

µ /∈ {pi, di} angefahren wird (xf
pidi

= 0). Der Vorgänger-Ort eines Ortes µ in einer Route −→RNτ
fwird dabei mit pred(µ), der na
hfolgende Ort mit suc(µ) bezei
hnet. Für einen Auftrag i inFahrzeug f kann wird die Einsparung E(i) de�niert als
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pred(pi)

pi di

suc(di)

pred(pi)

pi

suc(pi) pred(di)

di

suc(di)Abbildung 4.2: Heuristis
he Änderung der Route bei Eliminierung von Auftrag i für ni
htdirekt sowie direkt aufeinanderfolgende Pi
kup- und Delivery-Orte des Auftrags i

E(i) =































cpred(pi),pi
+ cpi,di

+ cdi,suc(di) − cpred(pi),suc(di) falls αpi
> τ ∧ xf

pidi
= 1

cpred(pi),pi
+ cpi,suc(pi) + cpred(di),di

+ cdi,suc(di)−

−cpred(pi),suc(pi) − cpred(di),suc(di) falls αpi
> τ ∧ xf

pidi
= 0

0 sonstAbbildung 4.2 stellt die Bere
hnung der Einsparung E(i) exemplaris
h dar.Aus allen no
h ni
ht abgeholten Aufträgen i ∈ N τ
f wird dann derjenige Auftrag i∗ mitmaximaler Einsparung E(i∗) gewählt:

E(i∗) = max
i∈Nτ :αpi

>τ
E(i)Für diesen Auftrag i∗ wird die Teilumgebung Ui∗(Lτ ) erzeugt und na
h einer Lösung L′τ ∈

Ui∗(Lτ ) mit geringerer Gesamtfahr-, -warte- und -servi
ezeit aller Fahrzeuge dur
hsu
ht.Der Algorithmus zur Tabu Su
he kann damit folgendermaÿen skizziert werden:1. Überprüfe, ob ein neuer Auftrag κ eingegangen ist. Falls ja: Abbru
h der Tabu Su
he.2. Wähle den Auftrag i∗ ∈ N τ \ Bτ mit maximaler Einsparung E(i∗), und bere
hne dieTeilumgebung Ui∗(Lτ ).3. Dur
hsu
he die Teilumgebung Ui∗(Lτ ) na
h der Lösung L∗τ mit minimaler Gesamtzeit
C(L∗τ ). Ist C(L∗τ ) < C(Lτ ), übernimm die Lösung L∗τ als neue beste Lösung Lτ .4. Gehe zu S
hritt 1.Im Folgenden werden die Ergebnisse der Heuristik unter Einbeziehung dieses Algorithmus derTabu Su
he vorgestellt.



162 KAPITEL 4. EINE HEURISTIK ZUR LÖSUNG DES DPDVRPTWProblemgruppe Aufträge gelöste InstanzenName Aufträge absolut ∆ unterbr. absolut ∆100 51,86 51,86 25,66% 7,84 56 40,00%200 103,08 103,08 41,05% 17,88 60 57,89%400 205,66 205,66 57,36% 32,41 59 78,79%600 308,97 308,97 60,66% 44,77 60 71,43%800 411,75 411,75 64,03% 55,24 59 90,32%1000 514,98 514,98 76,33% 65,98 58 100,00%Tabelle 4.14: Die Anzahl bearbeiteter Aufträge und vollständig gelöster Instanzen bei Verwen-dung des Algorithmus der Tabu-Su
he4.2.1 Testläufe und AuswertungFür diese Testläufe wird die Testumgebung nun auf die kontinuierli
he Simulation eingestellt,d. h. die Zeit zwis
hen dem Abs
hluss der Zuordnung eines Auftrags κ und der Anrufzeit desnä
hsten Auftrags κ + 1 wird ni
ht übersprungen, sondern kann für die Tabu-Su
he genutztwerden. Statt der bisher benutzten einer Million maximal insgesamt zu erzeugenden Knotenwird nun eine Grenze von maximal 50.000 zu erzeugenden Knoten für die Zuordnung eineseinzelnen Auftrags κ gesetzt. Wurde bereits vor Errei
hen der Grenze von 50.000 Knoten ei-ne zulässige Zuordnung gefunden, so wird der Auftrag akzeptiert. Eine Bere
hnung ohne einesol
he Grenze ist leider wegen der auftretenden Re
henzeiten bei einigen Aufträgen ni
ht sinn-voll. Zum Verglei
h werden die Ergebnisse der Testläufen mit der Heuristik zur Bere
hnungeines zulässigen Routenplans mit Überprüfung der Zeitfensterkompatibilität und vorgezoge-nem Ents
heidungszeitpunkt mit dem Sortierkriterium SA
f , der Anzahl no
h zu bedienenderAufträge, aus Abs
hnitt 4.1.2.1 herangezogen.Tabelle 4.14 zeigt die Anzahl der bearbeiteten Aufträge und der vollständig gelösten In-stanzen. Da die Begrenzung von einer Million maximal zu erzeugenden Knoten dur
h eineBegrenzung der für die Zuordnung eines Auftrags maximal zu erzeugenden Knoten ersetztwurde, können nun alle Aufträge bearbeitet und somit au
h alle Instanzen gelöst werden. Inder Spalte ∆ wird wie in den vorhergehenden Auswertungen die Steigerung im Verglei
h zuden vorhergehenden Testläufen dargestellt. Spalte �unterbr.� gibt die dur
hs
hnittli
he An-zahl der Aufträge der Problemklasse an, bei denen die Zuordnung wegen der Übers
hreitungder 50.000 maximal pro Auftrag zu erzeugenden Knoten abgebro
hen wurde. Die prozentua-le Anzahl der Aufträge, deren Zuordnung unterbro
hen wurde, liegt in allen Problemklassenzwis
hen 12,8% und 17,3% der eingegangenen Aufträge, wobei der hö
hste Anteil in der Pro-blemgruppe �200� errei
ht wird und die Anteile für die Problemgruppen mit mehr Aufträgendana
h kontinuierli
h fallen. Dieses Phänomen lässt si
h darin begründen, dass in den Pro-blemgruppen mit mehr Aufträgen die Komplexität der Routenplanung für ein Fahrzeug zwarwegen der zunehmenden Anzahl bereits zugeordneter Aufträge zwar zunimmt, glei
hzeitigjedo
h die Wahrs
heinli
hkeit für das Finden einer zulässigen Lösung sinkt und wegen der



4.2. DER ALGORITHMUS DER TABU SUCHE 163Problem- ♯ Knoten absolutgruppe erzeugt unzulässig expandiert Duplikate100 3.897.344,14 2.106.325,05 424.455,38 1.123.705,80200 9.682.128,83 5.475.577,83 1.057.613,42 2.577.332,70400 19.651.707,31 11.424.769,71 2.261.915,25 4.644.807,44600 30.813.048,95 17.898.714,90 3.680.120,17 7.030.541,12800 43.547.279,85 25.448.307,97 5.351.223,44 9.328.901,461000 60.646.231,76 37.428.455,60 7.457.210,72 11.618.064,03Tabelle 4.15: Die Anzahl der Knoten bei Verwendung des Algorithmus der Tabu-Su
heerzeugt unzulässig expandiert DuplikateProbl.- je je je jegruppe Anfrage ∆ Anfrage ∆ Anfrage ∆ Anfrage ∆100 75.155,40 1322,56% 40.617,84 1457,11% 8.185,09 332,83% 21.669,26 3221,82%200 93.925,26 1851,15% 53.117,97 1922,90% 10.259,79 630,65% 25.002,42 3926,87%400 95.553,88 2907,84% 55.551,46 2889,68% 10.998,27 1283,86% 22.584,77 5188,96%600 99.729,36 4216,74% 57.930,89 4229,20% 11.911,06 2037,69% 22.755,01 6776,45%800 105.762,55 5670,44% 61.805,88 5478,76% 12.996,43 3486,56% 22.656,95 8158,96%Tabelle 4.16: Die Anzahl der Knoten bei Verwendung des Algorithmus der Tabu-Su
he imVerglei
h zur Heuristik ohne Tabu-Su
heÜberprüfung der Zeitfensterkompatibilität sowohl vor Beginn als au
h während der Routen-planung unzulässige Lösungen frühzeitig erkannt und ni
ht weiter betra
htet werden, so dasstrotz höherer Komplexität des Routenplanungsproblems keine besonders groÿe Anzahl Knotenbenötigt wird.In den Tabellen 4.15 und 4.16 werden die Anzahl der erzeugten, als unzulässig erkannten,der expandierten und der Duplikat-Knoten sowohl als absolute Werte als au
h im Verglei
h zuden Werten der Testläufe bei Verwendung der Heuristik ohne Tabu-Su
he angegeben. Für denVerglei
h wird nun allerdings wegen der geänderten Begrenzung der Anzahl zu erzeugenderKnoten und der daraus folgenden unters
hiedli
hen Zuordnung der Aufträge der Quotient ausder absoluten Anzahl Knoten und der Anzahl der bearbeiteten Aufträge herangezogen. Tabel-le 4.15 zeigt eine deutli
he Steigerung der absoluten Anzahl Knoten: s
hon in Problemgruppe�100� werden dur
hs
hnittli
h fast 3,9 Millionen Knoten erzeugt. In Tabelle 4.16 wird in derSpalte � je Anfrage� angegeben, wie viele Knoten je eingegangenem Auftrag erzeugt wurden,während die Spalte �∆� die prozentuale Steigerung dieses Werts gegenüber den Testläufen derHeuristik ohne Tabu-Su
he wiedergibt. Die Anzahl der je Anfrage erzeugten Knoten liegt mitWerten von 75.155,40 bis 105.762,55 Knoten deutli
h über der Grenze von 50.000 maximal proAuftrag zu erzeugenden Knoten. Das liegt daran, dass der Algorithmus zur Tabu-Su
he au
hdie Routenplanung dur
hführt und somit viele Aufträge häu�ger als einmal in der Routen-planung bere
hnet werden. Die hier vorliegenden extremen Steigerungsraten sind daher ni
ht



164 KAPITEL 4. EINE HEURISTIK ZUR LÖSUNG DES DPDVRPTWProblem- global max. Antwortzeit Ø max. Antwortzeit Ø Antwortzeitgruppe se
 ∆ se
 ∆ se
 ∆100 37,067 -69,81% 2,4493 -57,93% 0,24509 40,33%200 28,010 -71,83% 2,1967 -60,76% 0,22515 125,18%400 26,569 -59,64% 2,0157 -53,12% 0,19180 315,72%600 29,600 -1,83% 1,1912 -64,79% 0,11631 320,60%800 32,413 -11,26% 1,4191 -42,75% 0,04926 200,43%1000 14,317 -64,71% 0,8896 -72,85% 0,02124 20,75%Tabelle 4.17: Die Antwortzeiten bei Verwendung des Algorithmus der Tabu-Su
heunbedingt kritis
h für die Re
henzeiten, sondern zeigen die Nutzung der bisher freien Re
h-nerkapazität zwis
hen dem Abs
hluss der Zuordnung eines eingegangenen Auftrags κ und derAnrufzeit des folgenden Auftrags κ + 1 für die Tabu-Su
he.Tabelle 4.17 gibt die dur
hs
hnittli
he, die dur
hs
hnittli
h maximale und die maximaleAntwortzeit der Aufträge in den Testinstanzen der Problemgruppen an. Im Gegensatz zu bis-herigen Verglei
hen der Antwortzeiten kann hier wegen des geänderten Abbru
hkriteriums dermaximal zu erzeugenden Knoten kein Verglei
hswert für die glei
hen Aufträge angegeben wer-den. In der Spalte �Delta� wird daher die in diesen Testläufen errei
hte Zeit direkt mit der inden Testläufen der Heuristik ohne Tabu-Su
he errei
hten Zeit vergli
hen. Die dur
hs
hnittli
heAntwortzeit eines Auftrags liegt mit 0,02 bis 0,24 Sekunden höher als in den Testläufen zurHeuristik ohne Tabu-Su
he mit anderem Abbru
h-Kriterium, da nun alle eingehenden Auf-träge bearbeitet werden und die vorher wegen der Übers
hreitung von einer Million Knotenni
ht mehr betra
hteten Aufträge wegen der bis dahin s
hon zugeordneten Menge von Aufträ-gen tendenziell längere Re
henzeiten benötigen. Die Steigerungsraten von bis zu 320,60% sindwegen der geringen absoluten Steigerung der Antwortzeiten jedo
h ni
ht kritis
h. Die absoluterrei
hten dur
hs
hnittli
hen Antwortzeiten von maximal 1
4 Sekunde sind zufriedenstellend,ebenso die dur
hs
hnittli
h maximalen Antwortzeiten von 0,89 bis 2,45 Sekunden. Hier wur-den wegen der Änderung des Abbru
hkriteriums auf maximal 50.000 für die Zuordnung eineseinzelnen Auftrags zu erzeugenden Knoten Reduktionen von 42,75% bis 72,85% im Verglei
hzu den Testläufen aus Abs
hnitt 4.1.2.1 erzielt. Diese Änderung s
hlägt si
h au
h in den Er-gebnissen der global maximalen Antwortzeiten nieder: mit absoluten Werten von nur 14,32 bis37,07 Sekunden werden die absolut maximalen Re
henzeiten der Problemgruppen um bis zu71,83% reduziert. Diese Ergebnisse sind zwar von den angestrebten �wenigen Sekunden� fürdie Antwortzeit no
h entfernt, bilden aber die Ausnahme und sind daher no
h vertretbar.In Tabelle 4.18 werden die Anzahl der akzeptierten Aufträge und die Gesamtfahrzeit derFahrzeuge dargestellt. Die Anzahl der akzeptierten Aufträgen ist gegenüber den Testläufender Heuristik ohne Tabu-Su
he deutli
h gestiegen. Diese Entwi
klung ist jedo
h zum Teilau
h auf die geänderte Abbru
hbedingung zurü
kzuführen ist. Dementspre
hend ist au
h dieGesamtfahr-, -warte- und -servi
ezeit der Fahrzeuge deutli
h gestiegen. Zum Verglei
h wird



4.2. DER ALGORITHMUS DER TABU SUCHE 165Problem- akzeptierte Aufträge Gesamtzeit in se
gruppe absolut ∆ absolut je akz. Auftrag ∆100 44,50 26,69% 5.019,82 112,80 -10,45%200 78,97 38,21% 11.632,61 147,31 -11,57%400 145,71 48,76% 25.101,07 172,27 -12,50%600 213,15 50,62% 45.500,13 213,47 -10,66%800 278,95 53,00% 70.494,86 252,72 -12,47%1000 350,17 64,19% 99.636,46 284,54 -10,89%Tabelle 4.18: Die Anzahl abgelehnter Aufträge und die Zielfunktionswerte bei Verwendung desAlgorithmus der Tabu-Su
he im Verglei
h zur Verwendung der Heuristik ohne Tabu-Su
heProblem- Tabu Su
hegruppe Aufträge i∗ getaus
ht in %100 133,38 13,02 9,76%200 401,28 25,93 6,46%400 1.364,88 55,98 4,10%600 2.760,18 80,48 2,92%800 4.558,64 101,05 2,22%1000 6.798,83 124,72 1,83%Tabelle 4.19: Die Anzahl der während des Verfahrens der Tabu-Su
he getaus
hten Aufträgedaher in der Spalte � je akz. Auftrag� die pro akzeptiertem Auftrag benötigte Fahrt-, Warte-und Servi
ezeit als Quotient der absoluten Gesamtzeit und der Anzahl akzeptierten Aufträgebetra
htet. Hier wird mit Hilfe der Tabu-Su
he eine Reduktion um bedeutende 10,45% bis12,50% im Verglei
h zu den Testläufen aus Abs
hnitt 4.1.2.1 errei
ht.Abs
hlieÿend stellt Tabelle 4.19 die Anzahl der Taus
hvorgänge im Algorithmus der Tabu-Su
he dar. In der Spalte �Aufträge i∗� wird die dur
hs
hnittli
he Anzahl der während einerTestinstanz für den Taus
h ausgewählten Aufträge angegeben. Ein Auftrag, der während derTabu-Su
he mehrfa
h zum Taus
hen ausgewählt wurde, wird an dieser Stelle mehrfa
h ange-geben. Die Spalte �getaus
ht� gibt die dur
hs
hnittli
he Anzahl der erfolgrei
h zwis
hen zweiFahrzeugen vers
hobenen Aufträgen wieder, und Spalte �in %� zeigt die dur
hs
hnittli
heAnzahl der erfolgrei
h vers
hobenen Aufträge im Verhältnis zu den zum Vers
hieben ausge-wählten Aufträgen. Es fällt auf, dass die Anzahl der für den Taus
h ausgewählten Aufträge
i∗ in den Problemgruppen mit mehr Aufträgen überproportional zunimmt, während die An-zahl der erfolgrei
h vers
hobenen Aufträge eher proportional wä
hst, was zu einem deutli
henRü
kgang der relativen Werte in Spalte ∆ führt.



166 KAPITEL 4. EINE HEURISTIK ZUR LÖSUNG DES DPDVRPTW4.2.1.1 FazitMit der Einführung einer Tabu-Su
he in der Zeit [τκ + ǫ, τκ′ ] zwis
hen der vollständig be-re
hneten Zuordnung eines Auftrags κ und dem folgenden Auftragseingang von κ′ konnte dieHeuristik deutli
h bessere dur
hs
hnittli
he Fahrt-, Warte- und Servi
ezeiten pro akzeptiertemAuftrag erzielen. Die Anzahl der akzeptierten Aufträge konnte ebenfalls gesteigert werden.Die Einführung des geänderten Abbru
hkriteriums von maximal 50.000 zu erzeugendenKnoten für die Zuordnung eines einzelnen Auftrags führte dazu, dass nun eine Heuristik vor-liegt, die alle Testinstanzen vollständig bere
hnet und trotzdem die gewüns
hten Antwortzei-ten von nur wenigen Sekunden bis auf wenige Ausnahmen einhält. Die in allen Problemgruppenerrei
hte maximale Antwortzeit eines Auftrags von 37 Sekunden ist für ein Telefonat immerno
h vertretbar. Das Ziel, einen e�zienten Algorithmus zur Lösung des dynamis
hen Pi
kupund Delivery Vehi
le Routing Problems mit Zeitfenstern zur Verfügung zu stellen, ist damiterrei
ht worden.Die Tabu-Su
he selbst kann wahrs
heinli
h e�zienter gestaltet werden, indem
• die Umgebung anders de�niert wird. Vorstellbar wäre zum Beispiel eine Einbeziehung derZeitfensterrestriktionen in die Umgebungsde�nition, um eine exaktere Bere
hnung dertatsä
hli
h mögli
hen Einsparungen bei Entfernen eines Auftrags i∗ aus einem Fahrzeugoder eine frühzeitige Erkennung der wegen der Zeitfensterrestriktionen ni
ht in andereFahrzeuge vers
hiebbaren Aufträge zu ermögli
hen.
• mit Hilfe eines Mat
hing-Verfahrens eine Taus
hmögli
hkeit von mehreren Aufträgenmit ähnli
hen Zeitfenstern aus unters
hiedli
hen Fahrzeugen gesu
ht wirdDie Verbesserung der Tabu-Su
he ist jedo
h ni
ht Gegenstand dieser Arbeit.



Kapitel 5Das dynamis
he Pi
kup and DeliveryVehi
le Routing Problem mitZeitfenstern und LadebedingungenNa
hdem ein Algorithmus entwi
kelt wurde, mit dem das dynamis
he Pi
kup and DeliveryVehi
le Routing Problem mit Zeitfenstern gelöst werden kann, können abs
hlieÿend weiterefür die Praxis relevante Eins
hränkungen betra
htet werden. In diesem Kapitel werden La-debedingungen als weitere praxisrelevante Nebenbedingungen vorgestellt, ihre Auswirkungenauf die Anzahl der zulässigen Lösungen und damit auf die Re
henzeiten analysiert und dieErgebnisse der Testläufe vorgestellt.Ladebedingungen bes
hreiben die Regeln, die beim Be- und Entladen eines Fahrzeugsbea
htet werden müssen:Definition 5.1 (Ladebedingungen)Ladebedingungen sind Nebenbedingungen, die Regeln für zulässiges Be- oder Entladen derFahrzeuge beinhalten.Die Notwendigkeit sol
her Nebenbedingungen für den Transport von Gütern ist o�ensi
htli
h:das zuerst eingeladene Gut wird si
h im Normalfall auf der Lade�ä
he weit hinten be�nden,während die zuletzt eingeladenen Güter eher in der Nähe der Ladeluke liegen, so dass sielei
hter entladen werden können. Wenn
• besonders s
hwere und/oder sperrige Güter
• besonders ho
hwertige und/oder emp�ndli
he Gütertransportiert werden sollen, werden Ladebedingungen von besonderem Interesse sein, wobeinatürli
h der in Kauf genommene Umweg im Verhältnis zur Einsparung an Umladezeit bzw.Transports
häden dur
h Umladen stehen sollte.167



168 KAPITEL 5. DAS DYNAMISCHE PDVRPTW MIT LADEBEDINGUNGENIn der Literatur �nden si
h einige Arbeiten zu statis
hen Vehi
le Routing Problemen mitBa
khauls (vgl. den Überbli
k in [77℄). Diese Ladebedingung besagt, dass in einer ersten Phasezunä
hst alle geladenen Güter ausgeladen werden, bevor in der zweiten Phase Güter eingeladenwerden. Sie wird häu�g beim Massentransport eingesetzt, oft au
h bei der Brief- und Paketzu-stellung. Im vorliegenden Fall müssen die Güter zunä
hst abgeholt, dann ausgeliefert werden.Die Nebenbedingung �Ba
khauls� wird daher entspre
hend de�niert. Die Auswirkungen dieserLadebedingung auf den entwi
kelten Algorithmus wird im Abs
hnitt 5.1 analysiert.Bei der Routenplanung kann au
h die Ladebedingung �LIFO� (Last In, First Out) eine Rol-le spielen, insbesondere beim Transport von s
hweren und/oder sperrigen Gütern. Betra
htetman den Transport von Gütern auf Europaletten, die si
h im Logistikgewerbe dur
hgesetzthaben, so kommt no
h eine weitere Variante in Frage: da mehrere Paletten nebeneinander aufeinem Fahrzeug Platz �nden, können mehrere Güter für den nä
hsten Entladevorgang in Fragekommen. Sollen die q zuletzt eingeladenen Güter ausgeladen werden dürfen, wird die Ladebe-dingung im Folgenden mit �LIFO-q� bezei
hnet. Die Ladebedingungen �LIFO� und �LIFO-q�werden im Abs
hnitt 5.2 untersu
ht und ihre Auswirkungen auf die Laufzeit des Algorithmusbes
hrieben.Im Abs
hnitt 5.3 wird abs
hlieÿend ein Fazit gezogen.5.1 Ba
khaulsDieser Abs
hnitt behandelt die Ladebedingung �Ba
khauls�. Sie wird folgendermaÿen de�niert:Definition 5.2 (Ba
khauls)Eine Route genügt der Ladebedingung �Ba
khauls�, wenn sie si
h in genau eine Linehaul- undgenau eine Ba
khaul-Phase unterteilen lässt, wobei das Fahrzeug während der Linehaul-Phasenur beladen und in der ans
hlieÿenden Ba
khaul-Phase nur entladen wird.Ein Routenplan genügt der Ladebedingung �Ba
khauls�, wenn alle Fahrzeuge die Ladebedin-gung erfüllen.Im dynamis
hen Umfeld kann diese Ladebedingung natürli
h immer nur für den zukünftigenRoutenplan gelten. Geht ein Auftrag κ ein, so dürften bei strikter Einhaltung der Ba
khauls-Bedingung bis zum Zeitpunkt τκ keine Aufträge ausgeliefert worden sein. Diese strikte Regelist jedo
h nur in Spezialfällen sinnvoll, da dann alle Fahrzeuge nur einladen und dann wartenmüssten, bis sie keine neuen Aufträge mehr annehmen können, bevor sie mit dem Entladenbeginnen können. Die Nebenbedingung �Ba
khauls� gilt daher immer nur für die zukünftigenRouten.Die Ladebedingung �Ba
khauls� verlangt, dass erst alle Aufträge eingeladen werden, bevormit dem Entladen begonnen wird. Sie bildet damit eine zusätzli
he Nebenbedingung für dasstatis
he Teilproblem (vgl. Abs
hnitt 2.3.3), das bei Eingang eines neuen Auftrags κ zu lösen
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2,0 mit Ba
khauls für zwei ni
ht bearbeitete Aufträge.ist. Diese Nebenbedingung kann für das statis
he Modell aus Abs
hnitt 2.3.3.2 formuliertwerden, indem das Anfahren eines Pi
kup-Ortes pi na
h dem Anfahren eines Delivery-Ortes

di untersagt wird:
∑

µ∈D\{af }

∑

ν∈P

xµ,ν = 0Die Heuristik zur Bere
hnung eines zulässigen Routenplans löst das statis
he Teilproblem beiEingang eines neuen Auftrags κ, indem für jedes Fahrzeug f ∈ F mit festgestellter Zeitfenster-kompatibilität der bisher zugeordneten Aufträge i ∈ N τκ

f und dem neu eingegangenen Auftrag
κ die Routen −→RNτκ

f
∪{κ} bere
hnet werden. Das Verfahren der Tabu Su
he su
ht na
h besserenLösungen, indem für einen Auftrag i ∈ N τ

f die Routen −→RNτ
f
\{ß} für Fahrzeug f und −→RNτ

f ′∪{ß}für jedes Fahrzeug f ′ 6= f bere
hnet werden. Die Bere
hnung einer sol
hen Route −→R entspri
htder Lösung des Single Vehi
le Routing Problems mit Hilfe des A*-Algorithmus auf einem Zu-standsgraphen, der nun zusätzli
h zur Reihenfolgebedingung au
h die Ladebedingung in seinerStruktur verankern soll.Es wird daher in 5.1.1 der Zustandsgraph mit Ba
khauls GB = (V B
nf ,k∗, EB

nf ,k∗, cB
nf ,k∗) ein-geführt und die Anzahl seiner Knoten und Kanten analysiert, um Aussagen über die maximaleLaufzeit ma
hen und den Verglei
h zur maximalen Laufzeit des Algorithmus ohne Ladebedin-gungen herstellen zu können. Ans
hlieÿend werden in 5.1.2 die Implementierung der Ladebe-dingung und die Ergebnisse der Testläufe vorgestellt.5.1.1 Der Zustandsgraph mit Ba
khaulsDie Ladebedingung �Ba
khauls� verlangt, dass erst alle Aufträge eingeladen werden, bevormit dem Entladen begonnen wird. Für die Struktur des Zustandsgraphen mit Ba
khauls

GB = (V B
nf ,k∗ , EB

nf ,k∗, cB
nf ,k∗) impliziert dies, dass in der Linehaul-Phase bis zur Stufe nf füralle Aufträge nur die Zustände 0 und 1 zulässig sind, während in der Ba
khaul-Phase auf denStufen nf + 1 bis 2nf nur die Zustände ϕ(i) = 1 und ϕ(i) = 2 mögli
h sind.



170 KAPITEL 5. DAS DYNAMISCHE PDVRPTW MIT LADEBEDINGUNGENDie Knotenmenge V B
nf ,k∗ besteht aus der Vereinigung der Knotenmengen kV

B
nf ,k∗ der Stufen

k = k∗, . . . , 2nf , wobei die Knotenmenge der Stufe k∗ als einzigen Knoten die Quelle desGraphen enthält. O.B. d.A. seien die Aufträge so nummeriert, dass auf Stufe k∗ die ersten
k∗ Aufträge bereits den Status 1 haben. Diese k∗ ersten Einträge des Statusvektors Φ werdenim Folgenden der obere Berei
h genannt, während die restli
hen nf − k∗ Einträge den unterenBerei
h des Statusvektors bilden.Für die Knotenmengen der Linehaul-Stufen k = k∗, . . . , nf des Graphen gilt, dass die ersten
k∗ Einträge des Statusvektors Φ den Wert 1 haben und von den restli
hen nf − k∗ Einträgengenau k − k∗ den Wert 1 besitzen, alle anderen Einträge sind 0. Für die Fahrzeugposition
µ gilt, dass es ein Pi
kup-Ort pi sein muss, wobei der zugehörige Auftrag i zu den unterenAufträgen mit Status ϕ(i) = 1 gehört. Die Knotenmenge kV

B
nf ,k∗ lässt si
h s
hreiben als:

kV
B
nf ,k∗ =

{

(Φ, µ)
∣

∣

∣ϕ(1) = · · · = ϕ(k∗) = 1; ϕ(i) ∈ {0; 1} ∀i = k∗ + 1, . . . , nf ;

k
∑

i=k∗+1

ϕ(i) = k − k∗; µ ∈ {pi|i ∈ {k
∗ + 1, . . . , nf}, ϕ(i) = 1}

}

, k = k∗, . . . , nfAuf den Ba
khaul-Stufen k = nf + 1, . . . , 2nf sind nur die Einträge 1 oder 2 im Statusvektorzulässig. Die Summe aller Einträge des Statusvektors muss k entspre
hen. Für die Fahrzeug-position µ kommen alle Delivery-Orte di in Frage, deren zugehörige Aufträge den Status 2haben:
kV

B
nf ,k∗ =

{

(Φ, µ)
∣

∣

∣
ϕ(i) ∈ {1; 2} ∀i = 1, . . . , nf ;

nf
∑

i=1

ϕ(i) = k; µ ∈ {di|i ∈ {1, . . . , nf};ϕ(i) = 2}
}

,

k = k∗ + 1, . . . , 2nfMit
V B

nf ,k∗ =

2nf
⋃

k=k∗

kV
B
nf ,k∗ist die Knotenmenge des Graphen GB

nf ,k∗ de�niert.Für die Kanten des Zustandsgraphen mit Ba
khauls gilt: zwei Knoten (Φ, µ), (Φ′, µ′) ∈

kV
B
nf ,k∗ sind genau dann mit einer Kante verbunden, wenn es einen Einheitsvektor ei gibt,so dass der Statusvektor Φ′ dur
h Addition von ei zum Statusvektor Φ entsteht und dieFahrzeugposition µ′ entspre
hend ϕ(i) den Pi
kup- oder Delivery-Ort, pi bzw. di, des Auftrags

i enthält. Die Kantenmenge EB
nf ,k∗ kann daher de�niert werden als:

EB
nf ,k∗ =

{

(

(Φ, µ), (Φ′, µ′)
)

∈ V B
nf ,k∗ × V B

nf ,k∗

∣

∣

∣
∃ i ∈ {1 . . . nf} : Φ′ = Φ + ei, µ

′ ∈ {pi, di}
}Die Kostenfunktion cB

nf ,k∗ : EB
nf ,k∗ → R entspri
ht der Kostenfunktion cZ

nf ,k∗ des Zustands-graphen GZ
nf ,k∗. Sie beinhaltet die Fahrzeit cµ,µ′ für den Weg von Ort µ zu Ort µ′ und die
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Stufe 2 Stufe 3 Stufe 4 Stufe 5 Stufe 6Abbildung 5.2: Der Zustandsgraph GB
3,2 mit Ba
khauls für drei Aufträge mit Quelle auf Stufe

k∗ = 2.Wartezeit ωµ′ bis zum Beginn des für den Ort µ′ geltenden Zeitfensters [tµ′ , tµ′ ]. Damit ist derGraph GB
nf ,k∗ de�niert.Die Abbildungen 5.1 und 5.2 zeigen beispielhaft Zustandsgraphen mit Ba
khauls. In 5.1wird GB

2,0 dargestellt, der Zustandsgraph für zwei Aufträge beginnend auf Stufe 0, währendAbbildung 5.2 den Zustandsgraphen mit Ba
khauls GB
3,2 für drei Aufträge mit Quelle auf Stufe2 zeigt. Im Folgenden wird der Zustandsgraph mit Ba
khauls GB

nf ,k∗ analysiert, um anhandder Anzahl Knoten |V B
nf ,k∗| und der Anzahl Kanten |EB

nf ,k∗ | Rü
ks
hlüsse auf die maximaleRe
henzeit des A*-Algorithmus ziehen zu können.Satz 5.1Es bezei
hne |V B
nf ,k∗| die Anzahl der Knoten und |EB

nf ,k∗ | die Anzahl der Kanten im Zustands-graphen mit Ba
khauls für nf Aufträge, dessen Quelle auf Stufe k∗ liegt. Dann gilt:
| V B

nf ,k∗ | = 1 +

nf
∑

k=k∗+1

(nf − k∗)!

(k − k∗ − 1)!(nf − k)!
+

2nf
∑

k=nf +1

nf !

(k − nf − 1)!(2nf − k)!

|V B
nf ,k∗ | = nf−k∗+

nf−1
∑

k=k∗+1

(nf − k∗)!

(k − k∗ − 1)!(nf − k − 1)!
+(nf−k∗)nf+

2nf−1
∑

k=nf+1

nf !

(k − nf − 1)!(2nf − k − 1)!Beweis: Der Beweis erfolgt konstruktiv mit Hilfe kombinatoris
her Überlegungen. Es wirdzunä
hst die Formel für die Anzahl |V B
nf ,k∗| der Knoten und ans
hlieÿend die Formel für dieAnzahl |EB

nf ,k∗| der Kanten bewiesen.



172 KAPITEL 5. DAS DYNAMISCHE PDVRPTW MIT LADEBEDINGUNGENDie Anzahl |V B
nf ,k∗ | der Knoten im Zustandsgraphen mit Ba
khauls GB

nf ,k∗ wird analogzur De�nition der Knotenmenge V B des Graphen stufenweise bere
hnet und für eine Stufe
k ∈ {k∗, . . . , 2nf} mit |kV B

nf ,k∗| bezei
hnet. Auf Stufe k∗ gibt es genau eine Quelle, so dass
|k∗V B

nf ,k∗| = 1 gilt. Für die Linehaul-Stufen k = k∗ + 1, . . . , nf gilt, dass die Einträge derStatusvektoren im oberen Berei
h konstant ϕ(i) = 1 sind, während si
h die nf − k∗ Einträgeim unteren Berei
h aus k − k∗ Einträgen 1 und nf − k Einträgen 0 zusammensetzen. Es gibtdaher auf Stufe k mit k∗ < k ≤ nf

(nf − k∗)!

(k − k∗)!(nf − k)!vers
hiedene Statusvektoren. Die Fahrzeugposition µ kann nur Pi
kup-Orte von Aufträgen ausdem unteren Berei
h des Statusvektors Φ mit Status ϕ(i) = 1 enthalten. Da im unteren Berei
hauf Stufe k genau k−k∗ Einträge 1 sind, sind für jeden Statusvektor k−k∗ Fahrzeugpositionenzulässig. Auf einer Linehaul-Stufe k gibt es daher
|kV

B
nf ,k∗| =

(nf − k∗)!(k − k∗)

(k − k∗)!(nf − k)!
=

(nf − k∗)!

(k − k∗ − 1)!(nf − k)!
, k = k∗ + 1, . . . , nfvers
hiedene Knoten.Auf den Ba
khauls-Stufen k = nf + 1, . . . , 2nf gilt für die nf Einträge des Statusvektors,dass genau k − nf Einträge den Wert ϕ(i) = 2 haben, für die restli
hen 2nf − k Einträge gilt

ϕ(i) = 1. Es gibt also
nf !

(k − nf )!(2nf − k)!vers
hiedene Statusvektoren. Als Fahrzeugposition kommen die Delivery-Orte aller Aufträgemit Status 2 in Frage, also für jeden Statusvektor k−nf vers
hiedene Orte. Somit gibt es aufeiner Ba
khauls-Stufe k

|kV
B
nf ,k∗| =

nf !(k − nf )

(k − nf )!(2nf − k)!
=

nf !

(k − nf − 1)!(2nf − k)!
, k = nf + 1, . . . , 2nfvers
hiedene Knoten. Insgesamt erhält man damit

|V B
nf ,k∗| = 1 +

nf
∑

k=k∗+1

(nf − k∗)!

(k − k∗ − 1)!(nf − k)!
+

2nf
∑

k=nf+1

nf !

(k − nf − 1)!(2nf − k)!Knoten im Zustandsgraphen GB .Für die Bere
hnung der Anzahl |EB
nf ,k∗| der Kanten wird der Graph ebenfalls in Linehaul-und Ba
khaul-Stufen unterteilt. Die Anzahl Kanten von Stufe k zu Stufe k + 1 werden mit

|kE
B
nf ,k∗| bezei
hnet. Von der Quelle auf Stufe k∗ geht für jeden Status ϕ(i) = 0 eine Kantezur Stufe k∗ + 1, also gilt: |k∗EB

nf ,k∗| = nf − k∗. Für die Stufen k = k∗ + 1, . . . , nf − 1 gilt,dass jeder Knoten genauso viele Na
hfolger wie Einträge ϕ(i) = 0 im Statusvektor Φ hat. Für



5.1. BACKHAULS 173jeden der nf − k Einträge ϕ(i) = 0 eines Statusvektors auf Stufe k existiert daher eine Kantezur nä
hsten Stufe k+1. Mit Hilfe der bereits bekannten Anzahl |kV B
nf ,k∗| der Knoten auf einerLinehaul-Stufe k lässt si
h die Anzahl der ausgehenden Kanten daher bere
hnen als

|kE
B
nf ,k∗ | =

(nf − k∗)!(nf − k)

(k − k∗ − 1)!(nf − k)!
=

(nf − k∗)!

(k − k∗ − 1)!(nf − k − 1)!
, k = k∗ + 1, . . . , nf − 1Im Übergang von der letzten Linehaul-Stufe nf zur ersten Ba
khaul-Stufe nf + 1 hat jederKnoten (Φ, µ)T der Stufe nf genau nf na
hfolgende Knoten (Φ′, µ′)T auf Stufe nf + 1, dajeder Status von ϕ(i) = 1 auf ϕ′(i) = 2 geändert werden darf. Da es auf Stufe nf genau

nf − k∗ Knoten gibt, erhält man (nf − k∗)nf Kanten von Stufe nf zu Stufe nf + 1. Auf denBa
khauls-Stufen k = nf + 1, . . . , 2nf − 1 gilt, dass jeder Eintrag ϕ(i) = 1 im Statusvektor
Φ eine Kante zu einem Na
hfolgeknoten impliziert. Da jeder Statusvektor der Stufe k genau
2nf − k Einträge 1 besitzt, gehen von Stufe k insgesamt
|kE

B
nf ,k∗| =

nf !(2nf − k)

(k − nf − 1)!(2nf − k)!
=

nf !

(k − nf − 1)!(2nf − k − 1)!
, k = nf + 1, . . . , 2nfKanten aus. Die Stufe 2nf des Graphen enthält die Senken, so dass keine weiteren Kanten zubetra
hten sind. Insgesamt erhält man somit

|EB
nf ,k∗ | = 1+

nf−1
∑

k=k∗+1

(nf − k∗)!

(k − k∗ − 1)!(nf − k − 1)!
+(nf−k∗)nf+

2nf−1
∑

k=nf+1

nf !

(k − nf − 1)!(2nf − k − 1)!Kanten.
�Die Tabelle 5.1 zeigt beispielhaft die Anzahl Knoten und Kanten im Zustandsgraphen GB

nf ,k∗mit Ba
khauls für nf = 1, . . . , 10 Aufträge, immer beginnend auf Stufe k∗ = 0. Im Verglei
hzum Zustandsgraphen ohne Ladebedingungen (Tabelle 3.6) ist die Anzahl der Knoten undKanten erwartungsgemäÿ deutli
h gesunken, so dass Einsparungen bei den Re
henzeiten zuerwarten sind. Im folgenden Abs
hnitt werden die Ergebnisse der Testläufe vorgestellt undanalysiert.5.1.2 Testläufe und AuswertungFür diese Testläufe wird die Testumgebung analog zu den Testläufen bis eins
hlieÿli
h Ab-s
hnitt 4.1.2.1 ereignisdiskret eingestellt; zur Bes
hränkung der Re
henzeit wird wieder auf dieGrenze von einer Million maximal insgesamt zu erzeugenden Knoten zurü
kgegri�en. Für dieVerglei
he werden die Ergebnisse der Testläufe zur Verwendung der Heuristik zur Bere
hnungeines zulässigen Routenplans mit Überprüfung der Zeitfensterkompatibilität und Sortierungder Fahrzeuge na
h dem Sortierkriterium SA
f aus Abs
hnitt 4.1.2.1 verwendet.



174 KAPITEL 5. DAS DYNAMISCHE PDVRPTW MIT LADEBEDINGUNGEN
♯ Aufträge nf |V B

nf ,0| ∆ |EB
nf ,0| ∆1 3 0,00% 2 0,00%2 9 -30,77% 10 -37,50%3 25 -54,55% 36 -64,71%4 65 -70,05% 116 -78,68%5 161 -80,15% 350 -86,38%6 385 -86,80% 1.002 -91,04%7 897 -91,21% 2.744 -94,03%8 2.049 -94,14% 7.240 -96,00%9 4.609 -96,10% 18.522 -97,31%10 10.241 -97,40% 46.190 -98,19%Tabelle 5.1: Anzahl der Knoten und Kanten in GB

nf ,k∗ für nf Aufträge, beginnend auf Stufe 0,im Verglei
h mit der Anzahl Knoten und Kanten des Zustandsgraphen GZ
nf ,k∗.Problemgruppe Aufträge gelöste InstanzenName Aufträge absolut ∆ absolut ∆100 51,86 46,30 12,20% 46 15,00%200 103,08 83,12 13,32% 44 15,79%400 205,66 157,92 20,44% 42 31,25%600 308,97 214,18 10,91% 37 5,71%800 411,75 294,00 12,89% 39 21,88%1000 514,98 361,21 14,98% 38 22,58%Tabelle 5.2: Anzahl bearbeiteter Aufträge und vollständig gelöster Instanzen bei Verwendungvon GB

nf,k∗
im Verglei
h zur Verwendung von GZ

nf,k∗Tabelle 5.2 zeigt die Anzahl der bearbeiteten Aufträge und gelösten Instanzen bei Ein-haltung der Ba
khauls-Ladebedingung. Die Anzahl der bearbeiteten Aufträge steigt in allenProblemgruppen um 10,91% bis 20,44% an, die Anzahl der vollständig gelösten Instanzensteigt ebenfalls in allen Problemgruppen mit Steigerungsraten von 5,71% bis 31,25%. Die-se Steigerungen liegen in der deutli
hen Reduktion der Anzahl Knoten im Zustandsgraphen
GB

nf ,k∗ mit Ba
khauls-Ladebedingung im Verglei
h zum Zustandsgraphen GZ
nf ,k∗ begründet(vgl. Tabelle 5.1).In den Tabellen 5.3 und 5.4 werden die dur
hs
hnittli
hen Anzahlen der erzeugten, derals unzulässig erkannten, der expandierten und der Duplikat-Knoten angegeben. Die absoluterzeugten Knoten in Tabelle 5.3 liegen wegen der hohen Anzahl vollständig gelöster Instanzenin allen Problemgruppen weit unter der maximalen Grenze von einer Million maximal zu er-zeugenden Knoten. In Tabelle 5.4 zeigt si
h wiederum die deutli
he Reduktion des zugrunde



5.1. BACKHAULS 175Problem- ♯ Knoten absolutgruppe erzeugt unzulässig expandiert Duplikate100 169.940,89 28.222,39 32.238,96 108.048,98200 272.894,70 55.241,02 52.697,73 161.910,58400 321.734,22 92.160,78 68.448,95 157.632,39600 396.128,10 108.338,25 86.144,40 195.395,33800 403.703,63 129.691,68 91.529,34 175.921,151000 387.908,91 132.829,53 93.196,34 154.034,79Tabelle 5.3: Anzahl der Knoten gesamt bei Verwendung von GB
nf,k∗Problem- erzeugt unzulässig expandiert Duplikategruppe ♯ Vgl. ∆ ♯ Vgl. ∆ ♯ Vgl. ∆ ♯ Vgl. ∆100 12.856,84 -94,10% 3.282,25 -96,95% 3.695,46 -86,27% 5.386,46 -93,10%200 30.318,48 -91,62% 12.182,02 -93,99% 8.078,80 -82,59% 9.371,57 -90,77%400 48.507,25 -89,25% 18.722,34 -92,90% 14.574,41 -75,58% 13.730,42 -88,04%600 75.533,98 -82,25% 36.097,63 -85,16% 20.867,57 -66,05% 15.584,67 -85,11%800 119.763,36 -74,17% 43.691,69 -84,72% 32.613,85 -52,94% 38.966,24 -55,17%1000 96.727,41 -82,77% 38.999,48 -88,64% 32.059,47 -63,26% 20.905,53 -80,70%Tabelle 5.4: Anzahl der Knoten bei Verwendung von GB

nf,k∗
im Verglei
h zur Verwendung von

GZ
nf,k∗liegenden Zustandsgraphen GB

nf ,k∗ mit Ba
khauls-Ladebedingung im Verglei
h zum Zustands-graphen GZ
nf ,k∗: die Anzahl der erzeugten Knoten sinkt um 74,17% bis 94,10%. Die Reduktionder als unzulässig erkannten, der expandierten und der Duplikat-Knoten liegt ebenfalls indiesem Berei
h.Die errei
hten Antwortzeiten werden in Tabelle 5.5 dargestellt. Hier zeigen si
h bemer-kenswerte Veränderungen im Verglei
h zu den Testläufen aus Abs
hnitt 4.1.2.1: die dur
h-s
hnittli
hen Antwortzeiten vers
hle
htern si
h in den Problemgruppen �100� und �600� um17,56% bzw. 18,34%, während sie si
h in den anderen Problemgruppen um 8,93% bis 29,13%verbessern. Die dur
hs
hnittli
hen Antwortzeiten sind jedo
h mit Werten unter 1

100 Sekun-den so gering, dass diese relativen Änderungen nur minimale Auswirkungen haben. Bei dendur
hs
hnittli
h maximalen Antwortzeiten ist in den Problemgruppen �100� und �600� eineSteigerung um 198,95% bzw. 26,63% zu verzei
hnen, während in den anderen Problemgrup-pen die dur
hs
hnittli
h maximalen Antwortzeiten um 38,11% - 52,88% reduziert werden.Allerdings liegen au
h hier die absoluten Werte no
h unter 1
100 Sekunde. Die global maximaleAntwortzeit nimmt in den Problemgruppen �100� und �600� wegen jeweils einer Testinstanzmit deutli
h höherer maximaler Antwortzeit um 327,43% bzw. 163,94% zu; in allen anderenProblemgruppen wird sie um 37,7% bis 71,73% verringert, wobei alle Antwortzeiten im Ver-glei
h unter 0,3 Sekunden liegen, während die absolut errei
hten Antwortzeiten maximal 7,43



176 KAPITEL 5. DAS DYNAMISCHE PDVRPTW MIT LADEBEDINGUNGENProblem- global max. Antwortzeit Ø max. Antwortzeit Ø Antwortzeitgruppe se
 Vgl ∆ se
 Vgl ∆ se
 Vgl ∆100 7,43 0,12 327,43% 0,2011 0,0041 198,95% 0,01008 0,00029 17,56%200 4,92 0,10 -37,77% 0,1466 0,0055 -41,98% 0,00548 0,00063 -29,13%400 1,37 0,14 -71,73% 0,0592 0,0063 -49,94% 0,00296 0,00065 -8,93%600 1,69 0,27 163,94% 0,0766 0,0084 26,63% 0,00200 0,00067 18,34%800 1,84 0,07 -39,08% 0,0462 0,0039 -52,88% 0,00110 0,00049 -28,86%1000 0,05 0,05 -46,98% 0,0053 0,0032 -38,11% 0,00062 0,00045 -23,73%Tabelle 5.5: Die Antwortzeiten bei Verwendung von GB
nf,k∗

im Verglei
h zur Verwendung von
GZ

nf,k∗Sekunden betragen und somit bemerkenswert gering bleiben.Die sehr unters
hiedli
hen Veränderungen in den einzelnen Problemgruppen sind daraufzurü
kzuführen, dass dur
h die Einführung der Ladebedingung �Ba
khauls`' die Menge dermögli
hen Lösungen deutli
h verringert wird, so dass bisher �gut� zu lösende Routenpla-nungsprobleme nun eventuell keine zulässige oder eine für den A*-Algorithmus nur mit mehrRe
henaufwand zu �ndende Lösung mehr besitzen können.Die Einführung der Ladebedingung �Ba
khauls� führt bei Anpassung des zugrunde liegen-den Zustandsgraphen zu einer deutli
hen Verringerung der Re
henzeit. Eine genaue Anpassungder S
hätzfunktion für den A*-Algorithmus an die speziellen Eigens
haften dieser Ladebedin-gung wie zum Beispiel die Überprüfung der Zulässigkeit der Ba
khauls-Phase s
hon währendder Linehaul-Phase könnte no
h zu deutli
h besseren Ergebnissen führen. Diese Untersu
hungsoll jedo
h ni
ht Gegenstand dieser Arbeit sein.5.2 LIFODieser Abs
hnitt behandelt die Ladebedingungen �LIFO� und �LIFO-q�. Da die Ladebedingung�LIFO� einen Spezialfall der Bedingung �LIFO-q� für q = 1 darstellt, werden beide Ladebe-dingungen in diesem Abs
hnitt zusammen betra
htet. Sie werden folgendermaÿen de�niert:Definition 5.3 (LIFO)Eine Route genügt der Ladebedingung �LIFO�, wenn für jeden Entladevorgang gilt, dass dasauszuladende Transportgut von allen si
h zu diesem Zeitpunkt auf dem Fahrzeug be�ndli
henGütern als letztes eingeladen wurde.Ein Routenplan genügt der Ladebedingung �LIFO�, wenn alle Fahrzeuge die Ladebedingungerfüllen.



5.2. LIFO 177Definition 5.4 (LIFO-q)Eine Route genügt der Ladebedingung �LIFO-q�, wenn für jeden Entladevorgang gilt, dass dasauszuladende Transportgut zu den q zuletzt eingeladenen Gütern gehört, wobei nur die no
hauf dem Fahrzeug be�ndli
hen Güter gezählt werden.Ein Routenplan genügt der Ladebedingung �LIFO-q�, wenn alle Fahrzeuge die Ladebedingungerfüllen.Im Gegensatz zur Ladebedingung �Ba
khauls� ist das Einhalten dieser Ladebedingungen fürden gesamten Routenplan mögli
h.Die Ladebedingung �LIFO-q� verlangt, dass nur die q zuletzt eingeladenen Aufträge aus-geladen werden dürfen und bildet damit eine zusätzli
he Nebenbedingung für das statis
heTeilproblem (vgl. Abs
hnitt 2.3.3), für das bei Eingang eines neuen Auftrags κ mit der Heu-ristik zur Bere
hnung eines zulässigen Routenplans eine Lösung bere
hnet und diese ans
hlie-ÿend mit dem Verfahren der Tabu Su
he verbessert wird. Dazu werden von beiden Verfahrenjeweils Lösungen für mehrere Single Vehi
le Routing Probleme mit Hilfe des A*-Algorithmusauf einem Zustandsgraphen bere
hnet, der nun zusätzli
h zur Reihenfolgebedingung au
h dieLadebedingung in seiner Struktur verankern soll.Im Folgenden wird zunä
hst in Abs
hnitt 5.2.1 der LIFO-Zustandsgraph de�niert und ana-lysiert. Ans
hlieÿend werden in 5.2.1 die theoretis
hen Resultate mit den Ergebnissen der Test-läufe untermauert. Dana
h erfolgt in 5.2.2 die De�nition des allgemeineren Zustandsgraphenmit LIFO-q-Bedingung. In Abs
hnitt 5.2.2 werden die Implementierung und die Ergebnisseder Testläufe zur LIFO-q-Bedingung vorgestellt.5.2.1 Der LIFO-ZustandsgraphDie Ladebedingung �LIFO� fordert, dass nur der zuletzt eingeladene Auftrag ausgeladen wer-den darf, während das Einladen weiterer Aufträge ni
ht bes
hränkt wird. Für den LIFO-Zustandsgraphen GL = (V L
nf ,k∗, EL

nf ,k∗, cL
nf ,k∗) zur Darstellung der mögli
hen Zustände eineseinzelnen Fahrzeugs f ∈ F bedeutet dies, dass zusätzli
h zum Statusvektor Φ und der Fahr-zeugposition µ die Pi
kup-Reihenfolge der Aufträge i ∈ Nf mit Status ϕ(i) = 1 zur Charakte-risierung eines Zustands benötigt wird. Daher wird der Reihenfolgevektor ρ ∈ N

nf

0 eingeführt,der für jeden Auftrag i ∈ {1, . . . , nf} mit Status ϕ(i) = 1 angibt, an wievielter Stelle allerAufträge i′ ∈ Nf mit Status ϕ(i′) = 1 Auftrag i eingeladen wurde. Falls Auftrag i den Status
ϕ(i) = 0 oder ϕ(i) = 2 besitzt, ist ρ(i) = 0. Ein Knoten des LIFO-Zustandsgraphen bestehtalso aus dem Tripel (Φ, µ, ρ)T ∈ {0; 1; 2}nf ×W × N

nf

0 .Die Knotenmenge V L
nf ,k∗ wird wiederum als Vereinigung der Knotenmengen kV

L
nf ,k∗ derStufen k = k∗, . . . , 2nf des LIFO-Zustandsgraphen GL de�niert. Auf Stufe k∗ existiert nur einKnoten, die Quelle des Graphen. O.B. d.A. wird angenommen, dass die ersten k∗ Aufträge

i = 1 . . . k∗ im Statusvektor Φ Status ϕ(1) = · · · = ϕ(k∗) = 1 haben und entspre
hend der
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2,0 mit LIFO-Bedingung für zwei ni
ht bearbeitete Auf-träge.Reihenfolge des Einladens numeriert sind, d. h. ρ(i) = i für alle Aufträge i = 1 . . . k∗:

k∗V L
nf ,k∗ =

{

(

(1, . . . , 1, 0, . . . , 0)T , pk∗ , (1, 2, . . . , k∗, 0, . . . , 0)T
)

}Wegen des dur
h die Ladebedingung bes
hränkten Übergangs von einem Knoten (Φ, µ, ρ)Tzum nä
hsten wird die Knotenmenge kV
L
nf ,k∗ einer Stufe k > k∗ rekursiv in Abhängigkeit derKnotenmenge k−1V

L
nf ,k∗ de�niert. Ein Knoten (Φ, µ, ρ)T auf Stufe k ist genau dann zulässig,wenn es einen Vorgängerknoten (Φ′, µ′, ρ′)T auf Stufe k− 1 und einen Auftrag i ∈ {1, . . . , nf}gibt, so dass

• der Statusvektor Φ dur
h Addition des Einheitsvektors ei aus dem Statusvektor Φ′entsteht,
• für einen Auftrag i mit Status ϕ′(i) = 1 auf Stufe k−1 die LIFO-Bedingung eingehaltenwird: ρ′(i) =

nf

max
j=1

ρ′(j),
• der Reihenfolge-Vektor ρ entspre
hend aktualisiert wird: falls ϕ′(i) = 1, muss ρ(i) = 0sein; sonst muss ρ(i) =

nf

max
j=1

ρ′(j) + 1 gelten
• die Fahrzeugposition µ entspre
hend ϕ(i) den Pi
kup- bzw. Delivery-Ort des Auftrags ienthältDie Knotenmenge kV

L
nf ,k∗ auf Stufe k mit k∗ < k ≤ 2nf kann damit folgendermaÿen de�niertwerden:
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3,2 mit LIFO-Bedingung für drei Aufträge mit Quelle aufStufe 2 und Fahrzeugposition p2.

kV
L
nf ,k∗ =

{

(Φ, µ, ρ)T

∣

∣

∣

∣

∣

∃(Φ′, µ′, ρ′)T ∈ k−1V
L
nf ,k∗, i ∈ {1 . . . nf} : Φ = Φ′ + ei, Φ ∈ {0; 1; 2}nf ,

µ =
{

pi, ρ′(i)=0

di, ρ′(i)>0
, ρ(i) =

{

nf
max
j=1

ρ′(j)+1, ρ′(i)=0

0, ρ′(i)>0
, ρ′(i) ∈ {0;

nf

max
j=1

ρ′(j)}

}Die Knotenmenge V L
nf ,k∗ des LIFO-Zustandsgraphen GL ergibt si
h daher als

V L
nf ,k∗ =

2nf
⋃

k=k∗

kV
L
nf ,k∗ .Die Kantenmenge EL

nf ,k∗ lässt si
h s
hreiben als
EL

nf ,k∗ =
{

(

(Φ′, µ′, ρ′)T , (Φ, µ, ρ)T
)

∈ V L
nf ,k∗ × V L

nf ,k∗

∣

∣

∣

∃| i ∈ {1, . . . , nf} : Φ = Φ′ + ei, µ ∈ {pi, di}, ρ(i) ∈
{

0;
nf

max
j=1
{ρ(j)}

}

}Die Kostenfunktion cL
nf ,k∗ : EL

nf ,k∗ → R entspri
ht der Kostenfunktion cZ
nf ,k∗ des Zustands-graphen GZ

nf ,k∗ ohne Ladebedingungen und beinhaltet die Fahrzeit cµ′,µ von Ort µ′ zu Ort µsowie die Wartezeit ωµ bis zum Beginn des Zeitfensters [tµ, tµ] an Ort µ. Damit ist der Graph
GL eindeutig de�niert.Die Abbildungen 5.3 und 5.4 zeigen beispielhaft zwei LIFO-Zustandsgraphen GL

n,k∗ . InAbbildung 5.3 wird GL
2,0 für zwei Aufträge und Quelle auf Stufe Null gezeigt, während inAbbildung 5.4 der LIFO-Zustandsgraph GL

3,2 für drei Aufträge und Quelle auf Stufe zwei dar-gestellt wird. Im Folgenden wird der LIFO-Zustandsgraph analysiert, um anhand der AnzahlKnoten |V L
nf ,k∗| und der Anzahl Kanten |EL

nf ,k∗| im LIFO-Zustandsgraphen die maximalenRe
henzeiten des A*-Algorithmus eins
hätzen zu können.
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hne |V L
nf ,k∗| die Anzahl der Knoten und |EL

nf ,k∗ | die Anzahl der Kanten im LIFO-Zustandsgraphen für nf Aufträge, dessen Quelle auf Stufe k∗ liegt. Dann gilt:
∣

∣

∣V L
nf ,k∗

∣

∣

∣ =

2nf
∑

k=k∗

min{k∗,

k−k∗}
∑

l2=max{0,

k−2nf +k∗}

min{nf−k∗,

1
2
(k−k∗−l2)}
∑

j2=max{0,

k−nf−l2}

(nf−k∗)! ((1−sgn(k−k∗−l2−2j2)) sgn(l2)+j2+sgn(k−k∗−l2−2j2))

(nf−k+l2−j2)!j2!

∣

∣

∣EL
nf ,k∗

∣

∣

∣ = nf − k∗ + sgn(k∗) +

2nf−1
∑

k=k∗+1

min{k∗,

k−k∗}
∑

l2=max{0,

k−2nf +k∗}

min{nf−k∗,

1
2
(k−k∗−l2)}
∑

j2=max{0,

k−nf−l2}

((nf−k∗)! ((1−sgn(k−k∗−l2−2j2)) sgn(l2)+j2+sgn(k−k∗−l2−2j2))

(nf−k+l2−j2)! j2!
·

· (j0+sgn(k−2j2−2l2))
)Beweis: Der Beweis erfolgt konstruktiv mit Hilfe kombinatoris
her Überlegungen. In einemersten S
hritt wird die Anzahl der Knoten |V L

nf ,k∗ | bewiesen, ans
hlieÿend die Anzahl derKanten |EL
nf ,k∗|.Die Anzahl der Knoten |V L

nf ,k∗| wird zunä
hst für jede Stufe k = k∗, . . . , 2nf einzeln bere
h-net. Dazu wird der Statusvektor Φ in einen �oberen� und einen �unteren� Berei
h unterteilt,wobei die Aufträge i = 1, . . . , k∗, die in der Quelle des Graphen den Status ϕ(i) = 1 haben, denoberen Berei
h bilden, während die Aufträge i = k∗ +1, . . . , nf im unteren Berei
h liegen. Fürdie Aufträge i = 1, . . . , k∗ des oberen Berei
hs gilt, dass nur die Status ϕ(i) = 1 und ϕ(i) = 2zulässig sind und die Reihenfolge der mögli
hen Statusänderung von ϕ(i) = 1 auf ϕ(i) = 2wegen der einzuhaltenden LIFO-Bedingung bereits gegeben ist. Die Anzahl der Einträge i desoberen Berei
hs mit Status ϕ(i) = 1 wird im Folgenden mit l1 bezei
hnet, l2 entspri
ht derAnzahl Einträge i des oberen Berei
hs mit Status ϕ(i) = 2. Im unteren Berei
h hingegen sindalle Status ϕ(i) ∈ {0; 1; 2} zulässig, die Reihenfolge ist bisher ni
ht festgelegt. Hier gilt: dieAnzahl der Einträge i ∈ {k∗ + 1, . . . , nf} mit Status ϕ(i) = 0 wird mit j0 bezei
hnet, dieAnzahl Einträge i mit Status ϕ(i) = 1 mit j1 und die Anzahl Einträge i mit ϕ(i) = 2 mit j2.Für die Zulässigkeit des Statusvektors Φ auf Stufe k muss gelten, dass
l1 + l2 = k∗ (5.1)

l1 + 2l2 + j1 + 2j2 = k (5.2)
l1 + l2 + j0 + j1 + j2 = nf (5.3)Die Formeln 5.1 und 5.3 garantieren, dass im oberen Berei
h und im gesamten Statusvektordie Anzahl der Einträge der Gröÿe des Berei
hs bzw. des Vektors entspri
ht. Formel 5.2 ge-währleistet, dass die Summe aller Einträge des Statusvektors auf Stufe k gerade k beträgt(vgl. den Beweis von Satz 3.5).
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hnung der Anzahl aller mögli
hen Statusvektoren auf einer Stufe k werden kombi-natoris
he Überlegungen herangezogen. Zunä
hst wird nur der obere Berei
h des Statusvektors
Φ betra
htet, bevor im nä
hsten S
hritt au
h der untere Berei
h hinzugezogen wird. Für denoberen Berei
h gilt:
• Von der Quelle des Graphen auf Stufe k∗ bis zur Stufe k werden k − k∗ Einträge desStatusvektors Φ um Eins erhöht. Für den oberen Berei
h gilt daher auf Stufe k, dassmaximal k − k∗ Einträge den Status ϕ(i) = 2 haben können, falls so viele Einträge imoberen Berei
h vorhanden sind. Sonst wird die Anzahl der Einträge mit Status ϕ(i) = 2natürli
herweise dur
h die gesamte Anzahl Einträge im oberen Berei
h bes
hränkt:

l2 ≤ min{k − k∗; k∗}

• Als untere Grenze für die Anzahl der Einträge ϕ(i) = 2 muss betra
htet werden, oballe k − k∗ Statusänderungen im unteren Berei
h vollzogen werden können. Im unterenBerei
h gibt es nf −k∗ Einträge, deren Status zweimal erhöht werden kann. Damit mussspätestens na
h 2(nf − k∗) S
hritten und damit auf Stufe k∗ + 2(nf − k∗) ein Auftrag
i ∈ {1, . . . , k∗} im oberen Berei
h den Status ϕ(i) = 2 besitzen. Für die Anzahl derEinträge mit ϕ(i) = 2 gilt also:

l2 ≥ max{0; k − 2nf + k∗}

• Für die Anzahl der mögli
hen Kombinationen von Einträgen ϕ(i) = 1 und ϕ(i) = 2 imoberen Berei
h eines Statusvektors Φ bei gegebenen Anzahlen l2 und l1 = k∗ − l2 gilt:da die Pi
kup-Reihenfolge der Aufträge gegeben ist, ist au
h die Delivery-Reihenfolgefestgelegt. Es ist daher für jede Anzahl l2 der Statusvektor im oberen Berei
h eindeutigbestimmt.Für den oberen Berei
h erhält man somit
min{k−k∗;k∗}

∑

l2=max{0;k−2nf +k∗}

1vers
hiedene Statusvektoren.Im unteren Berei
h gibt es, in Abhängigkeit von l2 aus dem oberen Berei
h, mehrere Mög-li
hkeiten zur Gestaltung des Statusvektors. Insgesamt sind nf − k∗ Einträge vorhanden, bisStufe k müssen k − k∗ − l2 Statuserhöhungen im unteren Berei
h vollzogen worden sein. Hierist die LIFO-Ladebedingung nur für die Kanten aus
hlaggebend, im LIFO-Zustandsgraphen
GL

n,k∗ können im unteren Berei
h des Statusvektors alle mögli
hen Kombinationen von Zu-ständen ϕ(i) ∈ {0; 1; 2} erzeugt werden. Analog zum Beweis von Satz 3.5 können im unterenBerei
h daher insgesamt
min{nf−k∗,

1
2 (k−k∗−l2)}
∑

j2=max{0,

k−nf−l2}

(nf−k∗)!

j0! j1! j2!
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hiedene Kombinationen der Status ϕ(i) ∈ {0; 1; 2} in Abhängigkeit von der Anzahl l2 derEinträge ϕ(i) = 2 im oberen Berei
h entstehen.Damit erhält man insgesamt
min{k∗

k−k∗}
∑

l2=max{0;
k−2nf +k∗}

min{nf−k∗,

1
2 (k−k∗−l2)}
∑

j2=max{0,

k−nf −l2}

(nf−k∗)!

j0! j1! j2!vers
hiedene Statusvektoren Φ auf Stufe k des LIFO-Zustandsgraphen GL
n,k∗ .Um die Anzahl der vers
hiedenen Zustände zu erhalten, fehlt nun no
h die Anzahl derFahrzeugpositionen µ und die Anzahl der Reihenfolgevektoren ρ, die für einen Statusvektor

Φ der Stufe k mit l2 Status ϕ(i) = 2 im oberen und j2 Status ϕ(i) = 2 im unteren Berei
hmögli
h sind. Für die mögli
hen Fahrzeugpositionen µ gelten folgende Überlegungen:
• Das Fahrzeug kann nur dann in einem Delivery-Ort di eines Auftrags i ∈ {1, . . . , k∗} ausdem oberen Berei
h des Statusvektors Φ stehen, wenn es laut LIFO-Bedingung genaudiesen Auftrag i aus dem oberen Berei
hs abladen darf. Das ist nur dann mögli
h, wennder Auftrag i als letzter eingeladen wurde, also j1 = 0 gilt. Dann kann im Fall l2 > 0genau ein Auftrag des oberen Berei
hs ausgeladen werden, das Fahrzeug hat also eineeindeutige Position.Zusätzli
h sind für einen Statusvektor Φ mit j1 = 0 au
h die j2 Delivery-Orte derAuftrage i ∈ {k∗ + 1, . . . , nf} mit ϕ(i) = 2 als Fahrzeugpositionen mögli
h.
• Falls j1 > 0, so kann si
h das Fahrzeug nur in einem der j2 Delivery-Orte eines Auftrags

i ∈ {k∗ + 1, . . . , nf} des unteren Berei
hs mit Status ϕ(i) = 2 oder in einem der j1Pi
kup-Orte eines Auftrags i ∈ {k∗ + 1, . . . , nf} des unteren Berei
hs mit ϕ(i) = 1be�nden.Man erhält somit zu einem gegebenen Statusvektor Φ j1 + j2 mögli
he Fahrzeugpositionen µsowie für den Fall j1 = 0 und l2 > 0 eine zusätzli
he Fahrzeugposition, also insgesamt
(1− sgn(j1)) sgn(l2) + j1 + j2vers
hiedene Fahrzeugpositionen pro Statusvektor Φ einer Stufe k.Die Anzahl der mögli
hen Reihenfolgevektoren hängt von der Anzahl j1 der Einträge

ϕ(i) = 1 im unteren Berei
h des Statusvektors Φ und der Fahrzeugposition µ ab:
• Falls die Fahrzeugposition µ ∈ D ein Delivery-Ort ist, gibt es j1! mögli
he Permutationender Zi�ern 1, . . . , j1 für die j1 Einträge ρ(i) > 0 des Reihenfolgevektors ρ. Die AnzahlKombinationen aus Fahrzeugposition µ und Reihenfolgevektor ρ eines Statusvektors Φder Stufe k beträgt daher

((1− sgn(j1)) sgn(l2) + j2) j1!
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• Ist die Fahrzeugposition ein Pi
kup-Ort µ = pi ∈ P , so ist bereits festgelegt, dassAuftrag i zuletzt eingeladen wurde und daher der entspre
hende Eintrag des Reihenfol-gevektors ρ(i) = j1 > 0 beträgt. Es gibt daher nur (j1 − 1)! mögli
he Permutationenfür den Reihenfolgevektor ρ. Die Anzahl Kombinationen aus Fahrzeugposition µ undReihenfolgevektor ρ eines Statusvektors Φ der Stufe k beträgt in diesem Fall (j1 > 0):

j1(j1 − 1)! = j1!Insgesamt erhält man somit
((1− sgn(j1)) sgn(l2) + j2) j1! + sgn(j1)j1! = ((1− sgn(j1)) sgn(l2) + j2 + sgn(j1)) j1!mögli
he Kombinationen aus Fahrzeugposition µ und Reihenfolgevektor ρ für einen Status-vektors Φ der Stufe k, so dass si
h

min{k∗,

k−k∗}
∑

l2=max{0,

k−2nf +k∗}

min{nf −k∗,

1
2 (k−k∗−l2)}
∑

j2=max{0,

k−nf −l2}

(nf−k∗)! ((1− sgn(j1)) sgn(l2) + j2 + sgn(j1)) j1!

j0! j1! j2!mögli
he Kombinationen aus Statusvektoren Φ, Fahrzeugpositionen µ und Reihenfolgevekto-ren ρ auf Stufe k ergeben.Aus dem Glei
hungssystem 5.1 - 5.3 ergibt si
h:
l1 = k∗ − l2 (5.4)
j1 = k − k∗ − l2 − 2j2 (5.5)
j0 = nf − k + l2 − j2 (5.6)Ersetzt man nun j0 und j1 entspre
hend der Glei
hungen 5.5 und 5.6 und kürzt j1!, soerhält man

∣

∣

∣kV
L
n,k∗

∣

∣

∣ =

min{k∗,

k−k∗}
∑

l2=max{0,

k−2nf +k∗}

min{nf−k∗,

1
2 (k−k∗−l2)}
∑

j2=max{0,

k−nf−l2}

(nf−k∗)! ((1− sgn(k − k∗ − l2 − 2j2)) sgn(l2) + j2 + sgn(k − k∗ − l2 − 2j2))

(nf − k + l2 − j2)! j2!Knoten auf Stufe k. Summieren über alle Stufen k = k∗, . . . , 2nf bei glei
hzeitigem Ersetzenvon l2 dur
h l und j2 dur
h j liefert die Anzahl Knoten |V L
n,k∗| der Behauptung.Für die Bere
hnung der Anzahl |EL

n,k∗ | der Kanten im Graphen |GL
n,k∗ | wird die Anzahlder ausgehenden Kanten jeder Stufe k mit k∗ ≤ k ≤ 2nf − 1 betra
htet. Auf Stufe k∗ gibt esgenau einen Knoten, dessen Statusvektor aus k∗ Einträgen ϕ(i) = 1 und nf − k∗ Einträgen

ϕ(i) = 0 besteht. Von den Einträgen ϕ(i) = 1 kann wegen der LIFO-Bedingung genau ein
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nf |V L

nf ,0| ∆ |EL
nf ,0| ∆1 3 0,00% 2 0,00%2 13 0,00% 14 -12,50%3 61 10,91% 87 -14,71%4 305 40,55% 516 -5,15%5 1.681 107,27% 3.125 21,60%6 10.465 258,76% 20.358 82,03%7 74.145 626,41% 146.951 219,92%8 595.201 1.600,91% 1.187.336 556,71%9 5.361.409 4.439,76% 10.715.913 1.455,48%10 53.624.321 13.521,95% 107.233.290 4.090,76%Tabelle 5.6: Die Anzahl der Knoten und Kanten des LIFO-Graphen GL

nf ,0, für n = 1, . . . , 10beginnend auf Stufe 0, sowie die prozentuale Veränderung im Verglei
h zum Zustandsgraphen
GZ

nf ,0.Eintrag auf ϕ(i) = 2 erhöht werden, also entsteht für k∗ > 0 genau eine Kante, für k∗ = 0keine Kante zur Stufe k∗ + 1. Die Status der Aufträge i ∈ {k∗ + 1, . . . , nf} können beliebigvon ϕ(i) = 0 auf ϕ(i) = 1 erhöht werden, so dass hier nf − k∗ Kanten zu Knoten der nä
hstenStufe k∗ + 1 entstehen. Insgesamt erhält man
nf − k∗ + sgn(k∗)Kanten von Stufe k∗ zu Stufe k∗ + 1.Für die Stufen k > k∗ gilt, dass von jedem Knoten (Φ, µ, ρ)T der Stufe k für maximaleinen Auftrag mit Status ϕ(i) = 1 sowie für jeden Auftrag mit Status ϕ(i) = 0 eine Kantezur Stufe k + 1 führt. Die Anzahl |kV L

n,k∗| der Knoten auf Stufe k ist bekannt, die Anzahl derausgehenden Kanten eines Knotens (Φ, µ, ρ)T ∈ kV
L
n,k∗ beträgt j0 + sgn(j1 + l1). Von Stufe

k > k∗ zu Stufe k + 1 verlaufen somit
|kE

L
n,k∗| =

min{k∗,

k−k∗}
∑

l2=max{0,

k−2nf +k∗}

min{nf−k∗,

1
2 (k−k∗−l2)}
∑

j2=max{0,

k−nf −l2}

(nf−k∗)! ((1− sgn(j1)) sgn(l2) + j2 + sgn(j1)) (j0 + sgn(j1 + l1))

j0! j2!Kanten. Dur
h Summieren der Stufen k = k∗ . . . 2nf − 1 und Ersetzen von l1, j0 und j1entspre
hend 5.4 - 5.6 sowie l2 dur
h l und j2 dur
h j erhält man die Behauptung.
�Tabelle 5.6 zeigt die Anzahl |V L

nf ,k∗| der Knoten und die Anzahl |EL
nf ,k∗| der Kanten in LIFO-Graphen GL

nf ,0 für n = 1, . . . , 10 Aufträge mit Quelle auf Stufe 0 und gibt die prozentualeSteigerung im Verglei
h zum Zustandsgraphen GZ
nf ,0, ebenfalls beginnend auf Stufe 0, an.



5.2. LIFO 185Problemgruppe Aufträge gelöste InstanzenName Aufträge absolut ∆ absolut ∆100 51,86 43,38 4,86% 43 7,50%200 103,08 77,92 5,86% 41 7,89%400 205,66 141,44 7,30% 36 12,50%600 308,97 214,57 10,00% 39 11,43%800 411,75 285,12 8,66% 38 18,75%1000 514,98 353,48 11,13% 36 16,13%Tabelle 5.7: Anzahl bearbeiteter Aufträge und vollständig gelöster Instanzen bei Verwendungvon GL
nf,k∗

im Verglei
h zur Verwendung von GZ
nf,k∗Die Anzahl |V L

nf ,k∗| der Knoten ist in den beiden kleinsten Graphen glei
h und steigt dana
hwegen der Hinzunahme der Pi
kup-Reihenfolge als Charakteristik für einen Zustand deutli
han. Die Anzahl |EL
nf ,k∗| der Kanten geht in den �kleineren� Graphen für bis zu 5 Aufträgezunä
hst etwas zurü
k, da einige Übergänge ni
ht mehr zulässig sind. Mit zunehmender Gröÿedes Graphen wird dieser E�ekt aber dur
h die stark ansteigende Anzahl Knoten kompensiert,der Unters
hied in der Anzahl Kanten wä
hst ledigli
h langsamer als der Unters
hied derAnzahl Knoten.Testläufe und AuswertungFür diese Testläufe wird die Testumgebung weiterhin ereignisdiskret eingestellt; zur Bes
hrän-kung der Re
henzeit wird die Grenze von einer Million maximal insgesamt zu erzeugendenKnoten verwendet. Den Verglei
hen liegen weiterhin die Ergebnisse der Testläufe zur Ver-wendung der Heuristik zur Bere
hnung eines zulässigen Routenplans mit Überprüfung derZeitfensterkompatibilität und Sortierung der Fahrzeuge na
h dem Sortierkriterium SA

f ausAbs
hnitt 4.1.2.1 zu Grunde.In Tabelle 5.7 werden die Anzahl der akzeptierten Aufträge und die Anzahl der gelöstenInstanzen bei Einhaltung der LIFO-Ladebedingung dargestellt. Die Anzahl der bearbeitetenAufträge wä
hst in allen Problemgruppen um 4,86% bis 11,13%, die Anzahl der vollständiggelösten Instanzen nimmt ebenfalls in allen Problemgruppen um 7,50% bis 18,75% zu. DieseSteigerungen sind bei Betra
htung der Tabelle 5.6 zunä
hst überras
hend, da die Anzahl derKnoten im Zustandsgraphen GL
nf ,k∗ mit LIFO-Ladebedingung im Verglei
h zum Zustandsgra-phen GZ

nf ,k∗ deutli
h ansteigt.Die Begründung für die Zunahme der bearbeiteten Aufträge und gelösten Instanzen kannin den Tabellen 5.8 und 5.9 mit den dur
hs
hnittli
hen Anzahlen der erzeugten, der als un-zulässig erkannten, der expandierten und der Duplikat-Knoten abgelesen werden. Besondersdeutli
h wird die Veränderung im Algorithmus bei den Ergebnissen der Problemgruppe �1000�,deren Ergebnisse im Verglei
h deutli
h s
hle
hter abs
hneiden als die Problemgruppen �100�



186 KAPITEL 5. DAS DYNAMISCHE PDVRPTW MIT LADEBEDINGUNGENProblem- ♯ Knoten absolutgruppe erzeugt unzulässig expandiert Duplikate100 203.909,02 78.223,30 43.600,23 77.939,88200 308.816,85 117.974,05 67.842,55 111.943,15400 369.718,75 170.167,81 83.514,76 101.666,00600 405.505,80 192.088,83 93.426,48 101.986,30800 445.153,80 212.019,32 102.395,61 108.177,541000 787.684,71 392.001,07 151.906,09 178.270,62Tabelle 5.8: Anzahl der Knoten gesamt bei Verwendung von GL
nf,k∗Problem- erzeugt unzulässig expandiert Duplikategruppe ♯ Vgl. ∆ ♯ Vgl. ∆ ♯ Vgl. ∆ ♯ Vgl. ∆100 107.795,71 -50,54% 39.577,16 -63,21% 23.731,43 -11,80% 41.252,75 -47,13%200 169.965,18 -53,03% 66.873,28 -66,99% 38.479,92 -17,07% 57.857,82 -42,99%400 196.214,56 -56,51% 83.862,00 -68,21% 47.483,90 -20,43% 55.091,44 -52,00%600 202.662,85 -52,38% 95.792,78 -60,61% 50.571,02 -17,73% 43.230,03 -58,70%800 250.841,46 -45,91% 124.784,71 -56,35% 60.811,61 -12,25% 47.337,47 -45,53%1000 612.108,64 9,03% 299.987,03 -12,65% 116.235,90 33,20% 135.223,33 24,86%Tabelle 5.9: Anzahl der Knoten bei Verwendung von GL

nf,k∗
im Verglei
h zur Verwendung von

GZ
nf,k∗bis �800�: die Anzahl der erzeugten Knoten nimmt in Problemgruppe 1000 um 9,03% zu,während sie in den anderen Problemgruppen um 45,91% bis 56,51% fallen. Der erhebli
heUnters
hied liegt in der unters
hiedli
hen Struktur der zulässigen Lösungen begründet, diein der Testinstanz �lr
1103� dazu führte, dass zur Bere
hnung der für den Verglei
h benötig-ten Anzahl von 89 bearbeiteten Aufträgen 17 Millionen Knoten erzeugt werden mussten, sodass dieses eine Testergebnis den Mittelwert erhebli
h beein�usste. Trotzdem kann anhandder Ergebnisse der Problemgruppe �1000� die Veränderung im Verhalten des Algorithmus guterkannt werden: die Anzahl der expandierten Knoten nimmt im Verglei
h überproportionalgegenüber der Anzahl der erzeugten Knoten um 33,20% zu. Diese Veränderung liegt in deranderen Struktur des LIFO-Graphen GL

nf ,k∗ begründet: das Verhältnis von Kanten zu Knotenist im LIFO-Graphen GL
nf ,k∗ deutli
h kleiner als das Verhältnis von Kanten zu Knoten imZustandsgraphen GZ

nf ,k∗ mit wenigen Aufträgen. In den Testläufen werden daher bei jederExpansion im S
hnitt weniger Na
hfolge-Knoten erzeugt, so dass die Anzahl der expandiertenKnoten im Verhältnis zu den insgesamt erzeugten Knoten ansteigt. Diese Veränderung istau
h in den Problemgruppen �100� bis �800� erkennbar.Die in Tabelle 5.10 dargestellten Antwortzeiten zeigen in allen Problemgruppen deutli
heVerbesserungen. Die dur
hs
hnittli
hen Antwortzeiten sinken im Verglei
h zu den Testläufenaus Abs
hnitt 4.1.2.1 um 20,08% bis 35,50%, bei den dur
hs
hnittli
h maximalen Antwort-



5.2. LIFO 187Problem- global max. Antwortzeit Ø max. Antwortzeit Ø Antwortzeitgruppe se
 Vgl ∆ se
 Vgl ∆ se
 Vgl ∆100 0,226 0,010 -65,92% 0,0084 0,0009 -37,43% 0,00072 0,00017 -31,79%200 12,730 0,061 -63,00% 0,2278 0,0046 -51,64% 0,00516 0,00058 -35,50%400 0,473 0,104 -78,22% 0,0298 0,0041 -67,06% 0,00205 0,00054 -23,72%600 0,150 0,028 -72,23% 0,0078 0,0029 -56,90% 0,00130 0,00045 -20,08%800 0,593 0,053 -53,00% 0,0172 0,0034 -59,74% 0,00109 0,00047 -31,96%1000 0,187 0,023 -76,52% 0,0077 0,0029 -45,30% 0,00069 0,00044 -25,34%Tabelle 5.10: Die Antwortzeiten bei Verwendung von GL
nf,k∗

im Verglei
h zur Verwendung von
GZ

nf,k∗zeiten ist eine Reduktion um 37,43% bis 67,06% zu verzei
hnen und die global maximaleAntwortzeit wird um 53,00% bis 78,22% verringert.Die Testläufe zeigen, dass der A*-Algorithmus mit der eingeführten S
hätzfunktion �Ma-ximum aus Maximalauftragszeit und Minimalzeitensumme mit Servi
ezeiten und Zeitfenster-überprüfung� trotz höherer Anzahl Knoten und Kanten in den LIFO-Zustandsgraphen GL
nf ,k∗für �gröÿere� Anzahl Aufträge n die optimale Route sogar s
hneller �ndet als im Zustands-graphen GZ

nf ,k∗ ohne Ladebedingungen.5.2.2 Der LIFO-q-ZustandsgraphDie Ladebedingung �LIFO-q� besagt, dass von den Aufträgen i ∈ {1, . . . , nf} im Fahrzeug f ∈

F nur die q zuletzt eingeladenen ausgeladen werden dürfen. Das Einladen ist ni
ht bes
hränkt.Für den LIFO-q-Zustandsgraphen GLq = (V Lq
nf ,k∗ , E

Lq
nf ,k∗, c

Lq
nf ,k∗) gilt daher wiederum, dasszusätzli
h zum Statusvektor Φ und der Fahrzeugposition µ der Reihenfolgevektor ρ zur Cha-rakterisierung eines Zustands nötig ist. Der Vektor ρ ∈ N

nf

0 gibt für jeden Auftrag i = 1 . . . nfmit Status ϕ(i) = 1 an, an wievielter Stelle aller Aufträge mit Status 1 Auftrag i eingeladenwurde. Falls Auftrag i den Status ϕ(i) = 0 oder ϕ(i) = 2 besitzt, ist ρ(i) = 0. Ein Knoten desLIFO-q-Zustandsgraphen ist also ein Tripel (Φ, µ, ρ)T ∈ {0; 1; 2}nf ×W × N
nf

0 .Die Knotenmenge V Lq
nf ,k∗ wird analog zur Knotenmenge des LIFO-Zustandsgraphen als Ver-einigung der Knotenmengen kV

Lq
nf ,k∗ der Stufen k = k∗, . . . , 2nf des LIFO-q-Zustandsgraphen

GLq de�niert. Auf Stufe k∗ gibt es wiederum genau einen Knoten. Ebenso wird wieder an-genommen, dass die ersten k∗ Aufträge im Statusvektor Φ Status 1 haben und entspre
hendder Reihenfolge des Einladens numeriert sind, also ϕ(i) = 1 und ρ(i) = i für alle Aufträge
i = 1, . . . , k∗ gilt:

k∗V Lq
nf ,k∗ =

{

(

(1, . . . , 1, 0, . . . , 0)T , pk∗ , (1, 2, . . . , k∗, 0, . . . , 0)T
)

}
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Lq
nf ,k∗ einer Stufe k > k∗ wird wieder rekursiv in Abhängigkeit derKnotenmenge k−1V

Lq
nf ,k∗ de�niert. Für die Zulässigkeit eines Knotens (Φ, µ, ρ)T auf Stufe kgelten bis auf das Ausladen dieselben Bedingungen wie im LIFO-Zustandsgraphen. Für dasAusladen gilt: Auftrag i darf genau dann ausgeladen werden, wenn er in der Pi
kup-Reihenfolgezu den q zuletzt eingeladenen Aufträgen gehört, also max

i=1...nf

ρ′(i)− q < ρ′(i) ≤ max
i=1...nf

ρ′(i) undauf Stufe k − 1 den Status ϕ′(i) = 1 hatte.Allerdings muss im LIFO-q-Zustandsgraphen zusätzli
h bea
htet werden, dass die Lade-bedingung nur so lange restriktiv ist, wie entspre
hend viele Aufträge im Fahrzeug geladenoder no
h abzuholen sind. Haben j0 < q Aufträge einen Status ϕ(i) = 0, dann dürfen die
q − j0 zuletzt eingeladenen Aufträge i auf jeden Fall in allen Folgeknoten ausgeladen werden,so dass die Ladebedingung für diese Aufträge ni
ht weiter bea
htet werden muss. Für denLIFO-q-Graphen GLq

nf ,k∗ bedeutet diese Eigens
haft, dass Knoten (Φ, µ, ρ)T und (Φ, µ, ρ′)Tmit j0 = |{i ∈ Nf |ϕ(i) = 0}| ≤ q, ρ(i) = ρ′(i) ∀i : ρ(i) < q− j0 als identis
h betra
htet werdenkönnen. In der Knotenmenge V Lq
nf ,k∗ des Zustandsgraphen GLq

nf ,k∗ wird daher im Fall j0 < qfür jeden neu eingeladenen Auftrag i der Eintrag ρ(i) = q − j0 gesetzt. Diese Festlegung derEinträge ρ(i) des Reihenfolgevektors sorgt dafür, dass ni
ht mehrere Zustände (Φ, µ, ρ)T und
(Φ, µ, ρ′)T mit glei
hen Folgezuständen existieren.Damit kann die Knotenmenge auf Stufe k mit k∗ < k ≤ 2nf als Vereinigung von Knoten-mengen mit der Eigens
haft |{i ∈ Nf |ϕ(i) < 2}| ≤ q bzw. |{i ∈ Nf |ϕ(i) < 2}| > q de�niertwerden:

kV
Lq
nf ,k∗ =

{

(Φ, µ, ρ)T

∣

∣

∣

∣

∣

|{i ∈ Nf |ϕ(i) < 2}| > q ∧ ∃(Φ′, µ′, ρ′)T ∈ k−1V
L
nf ,k∗, i ∈ {1 . . . nf} :

Φ = Φ′ + ei,Φ ∈ {0; 1; 2}
nf , ρ =



















ρ′+(
nf

max
j=1

ρ′(j))ei, ρ′(i)=0∧|{j∈Nf |ϕ(j)=0}|<q

ρ′+(1+
nf

max
j=1

ρ′(j))ei, ρ′(i)=0∧|{j∈Nf |ϕ(j)=0}|≥q

ρ′−ρ′(i)ei−
∑

{j∈Nf |

ρ(j)>ρ′(i)}

ej , ρ′(i)>0
,

µ =
{

pi, ρ′(i)=0

di, ρ′(i)>0
, ρ′(i) ∈ {0}∪{

nf

max
i=1

ρ′(i)−q+|{j ∈ Nf |ρ
′(j) =

nf

max
i=1

ρ′(i)}|−1, . . . ,
nf

max
l=1

ρ′(l)}

}Die gesamte Knotenmenge V Lq
nf ,k∗ besteht aus der Vereinigung der Knotenmengen der Stu-fen k = k∗ . . . 2nf :

V Lq
nf ,k∗ =

2nf
⋃

k=k∗

kV
Lq
nf ,k∗ .Die Kantenmenge ELq

nf ,k∗ lässt si
h s
hreiben als
ELq

nf ,k∗ =
{

(

(Φ′, µ′, ρ′)T , (Φ, µ, ρ)T
)

∈ V Lq
nf ,k∗ × V Lq

nf ,k∗

∣

∣

∣

∃ i ∈ {1 . . . nf} : Φ = Φ′ + ei, µ ∈ {pi, di}, ρ(i) ∈
{

0;
nf

max
j=1
{ρ(j)}

}

}
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Stufe 2 Stufe 3 Stufe 4 Stufe 5 Stufe 6Abbildung 5.5: Der Zustandsgraph GL2
3,2 mit LIFO-2-Bedingung für drei Aufträge mit Quelleauf Stufe 2 und Fahrzeugstartposition af = p2.Die Kostenfunktion cLq

nf ,k∗ : ELq
nf ,k∗ → R entspri
ht der Kostenfunktion des Zustandsgraphen

Gnf ,k∗ ohne Ladebedingungen und beinhaltet die Fahrzeit cµ′,µ von einem Ort µ′ zu einemanderen Ort µ sowie die Wartezeit ωµ bis zum Beginn des Zeitfensters [tµ, tµ] an Ort µ. Damitist der Graph GLq
nf ,k∗ eindeutig de�niert.In Abbildung 5.5 wird beispielhaft der LIFO-2-Zustandsgraph GL2

3,2 für drei Aufträge undQuelle auf Stufe zwei dargestellt. Anhand der Abbildung wird deutli
h, dass si
h die Anzahlder Knoten und Kanten sowohl gegenüber dem Zustandsgraphen GZ
3,2 ohne Ladebedingun-gen als au
h gegenüber dem LIFO-Zustandsgraphen GL

3,2 deutli
h verändert. Im Folgendenwerden daher die Anzahl |V Lq
nf ,k∗| der Knoten und die Anzahl |ELq

nf ,k∗ | der Kanten des LIFO-q-Zustandsgraphen analysiert, um eine Eins
hätzung der maximalen Re
henzeiten des Algo-rithmus zu ermögli
hen.



190 KAPITEL 5. DAS DYNAMISCHE PDVRPTW MIT LADEBEDINGUNGENSatz 5.3Es bezei
hne |V Lq
nf ,0| die Anzahl der Knoten und |ELq

nf ,k∗| die Anzahl der Kanten im LIFO-Zustandsgraphen für nf Aufträge mit Quelle auf Stufe 0. Dann gilt:
|kV

Lq
nf ,0| =

2nf
∑

k=0

min{ k
2 ,

nf }
∑

j=max{0,

k−nf }

nf !

(nf−k+j)!(k−2j)!j!
·

·
( sgn(k−2j)(k−2j)!

max{0,min{k−2j−1, q−nf +k−j−1}}!
+

j(k−2j)!

max{0,min{k−2j, q−nf +k−j}}!

)

|ELq
nf ,0| =

2nf
∑

k=0

min{ k
2

nf }
∑

j=max{0,

k−nf }

nf !

(nf−k+j)!(k−2j)!j!
(nf − k + j + min{k − 2j, q})·

·
( sgn(k−2j)(k−2j)!

max{0,min{k−2j−1, q−nf +k−j−1}}!
+

j(k−2j)!

max{0,min{k−2j, q−nf +k−j}}!

)Beweis: Der Beweis erfolgt wiederum konstruktiv mit Hilfe kombinatoris
her Überlegun-gen. Zuerst wird die Anzahl |V Lq
nf ,0| der Knoten betra
htet, ans
hlieÿend die Anzahl |ELq

nf ,0| derKanten.Die Anzahl |V Lq
nf ,0| der Knoten wird zunä
hst für jede Stufe k = 0, . . . , 2nf separat bere
h-net. Da nur LIFO-q-Zustandsgraphen GLq

nf ,0 mit Beginn auf Stufe k = 0 betra
htet werden,sind für alle Einträge ϕ(i), i = 1, . . . , n, des Statusvektors Φ die Status ϕ(i) = 0, ϕ(i) = 1 und
ϕ(i) = 2 zulässig, der Vektor ρ der Pi
kup-Reihenfolge ist auf Stufe k∗ = 0 der Nullvektor. DieAnzahl der Einträge ϕ(i) mit Status ϕ(i) = 0 wird im Folgenden wiederum mit j0 bezei
hnet,die Anzahl Einträge ϕ(i) mit Status ϕ(i) = 1 mit j1 und die Anzahl Einträge ϕ(i) mit ϕ(i) = 2mit j2. Für die Zulässigkeit des Statusvektors Φ auf Stufe k muss gelten, dass

2 + j1 + 2j2 = k (5.7)
j0 + j1 + j2 = nf (5.8)Formel 5.7 gewährleistet, dass die Summe aller Einträge des Statusvektors auf Stufe k gerade

k entspri
ht, während Formel 5.8 garantiert, dass der Statusvektor Φ aus genau nf Einträgenbesteht.Auf einem Weg von der Quelle auf Stufe 0 des Graphen GLq
nf ,0 bis zu einem Knoten (Φ, µ, ρ)Tauf Stufe k wird genau k mal jeweils ein Eintrag ϕ(i) des Statusvektors Φ um genau 1 erhöht.Die LIFO-q-Ladebedingung ist bei einer Quelle auf Stufe 0 nur für die Kanten aus
hlagge-bend, im LIFO-q-Zustandsgraphen können im Statusvektor alle mögli
hen Kombinationen vonZuständen ϕ(i) = 0, ϕ(i) = 1 und ϕ(i) = 2 entstehen. Es können daher insgesamt

min{ 1
2
k, nf}
∑

j2=max{0, k−nf}

nf !

j0!j1!j2!
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hiedene Statusvektoren auf Stufe k des LIFO-q-Zustandsgraphen entstehen.Um die Anzahl der vers
hiedenen Zustände (Φ, µ, ρ)T auf Stufe k zu erhalten, fehlen nunno
h die Anzahl der Fahrzeugpositionen µ und die Anzahl der zu unters
heidenden Pi
kup-Reihenfolgen ρ, die für einen Statusvektor Φ auf Stufe k mögli
h sind.Für die Fahrzeugposition µ gilt: Das Fahrzeug kann si
h in jedem der j1 Pi
kup-Orte derAufträge i mit Status ϕ(i) = 1 und in jedem der j2 Delivery-Orte derjenigen Aufträge i mitStatus ϕ(i) = 2 be�nden. Damit erhält man auf Stufe k

min{ 1
2
(k), nf}
∑

j2=max{0, k−nf}

nf !

j0!j1!j2!
(j1 + j2)mögli
he Kombinationen aus Statusvektor Φ und Fahrzeugposition µ. Im Vektor ρ, der diePi
kup-Reihenfolge wiedergibt, sind nur die zu Aufträgen i ∈ Nf mit Status ϕ(i) = 1 gehören-den Einträge von Null vers
hieden. Es gibt daher grundsätzli
h j1! vers
hiedene Mögli
hkeiten,den Pi
kup-Reihenfolge-Vektor ρ an den entspre
henden Einträgen mit j1 Werten von 1 bis

j1 zu füllen. Zu bea
hten sind allerdings zwei weitere Bedingungen:
• Wenn die Fahrzeugposition der Pi
kup-Ort pi ist, muss Auftrag i im Pi
kup-Reihenfolge-Vektor den hö
hsten Eintrag besitzen: ρ(i) =

nf

max
j=1

ρ(j).
• Wenn j0 ≤ q gilt, so ist nur die Reihenfolge der q − j0 zuerst eingeladenen Aufträge irelevant.Für den LIFO-q-Graphen GLq

nf
bedeutet die erste Bedingung, dass bei Knoten (Φ, µ, ρ)T mitFahrzeugposition µ ∈ P in einem Pi
kup-Ort ein Eintrag des Reihenfolge-Vektors bereitsfestgelegt ist, so dass in diesem Fall nur (j1 − 1)! vers
hiedene Pi
kup-Reihenfolgen mögli
hsind. Im Fall j1 = 0 ist allerdings (j1− 1)! ni
ht de�niert, das Ergebnis der mögli
hen Pi
kup-Reihenfolgen muss ebenfalls 0 betragen. Da die Anzahl Pi
kup-Reihenfolgen aber mit derAnzahl j1 der Pi
kup-Orte multipliziert wird, kann stattdessen au
h

sgn(j1)(j1)!ges
hrieben werden.Die zweite Bedingung besagt, dass für den Fall j0 ≤ q die Anzahl der für die Bere
hnungder zu unters
heidenden Reihenfolgevektoren ents
heidenden Einträge ρ(i) > 0 von bisher
min{j1, q} auf q−j0 sinkt. Die Anzahl der relevanten Einträge kann daher ges
hrieben werdenals max{0,min{j1 − 1, q − j0 − 1}} für den Fall µ ∈ P bzw. max{0,min{j1, q − j0}} für denFall µ ∈ D . Es müssen daher nur

sgn(j1)(j1)!

max{0,min{j1 − 1, q − j0 − 1}}!
bzw. j2j1!

max{0,min{j1, q − j0}}!vers
hiedene Kombinationen aus Fahrzeugposition µ Reihenfolgevektor ρ betra
htet werden.



192 KAPITEL 5. DAS DYNAMISCHE PDVRPTW MIT LADEBEDINGUNGENAuf Stufe k ergeben si
h damit
|kV

Lq
nf
| =

min{k
2
, nf}

∑

j2=max{0,

k−nf }

nf !

j0!j1!j2!
(

sgn(j1)j1!

max{0,min{j1 − 1, q − j0 − 1}}!
+

j2j1!

max{0,min{j1, q − j0}}!
)(5.9)Zustände im LIFO-q-Zustandsgraphen.Dur
h Au�ösen der Formeln 5.8 und 5.7 na
h j0 bzw. j1 und Ersetzen von j0 und j1entspre
hend dieser Formeln erhält man

|kV
Lq
nf
| =

min{k
2
, nf}

∑

j2=max{0,

k−nf }

( nf !

(nf − k + j2)!(k − 2j2)!j2!
·

( sgn(k − 2j2)(k − 2j2)!

max{0,min{k − 2j2 − 1, q − nf + k − j2 − 1}}!
+

j2(k − 2j2)!

max{0,min{k − 2j2, q − nf + k − j2}}!

)

) (5.10)Die Summe der kV
Lq
nf

über alle Stufen k = 0 . . . 2nf bei glei
hzeitigem Ersetzen von j2 dur
h
j entspri
ht der ersten Behauptung.Zur Bere
hnung der Anzahl |ELq

nf
| der Kanten werden jeweils die Mengen der von Stufe k zuStufe k +1 führenden Kanten kE

Lq
nf

betra
htet, k = 0 . . . 2nf −1. Von Stufe k = 0 verlaufen nfKanten zu Stufe 1. Für eine Stufe k > 0 gilt, dass für jeden Eintrag ϕ(i) = 0 im Statusvektor
Φ sowie für maximal q Einträge ϕ(i) = 1 von Φ jeweils eine Kante zur Stufe k+1 führt. Somitverlaufen von einem Knoten (Φ, µ, ρ)T auf Stufe k genau j0 + min{j1, q} Kanten zur nä
hstenStufe k + 1, so dass unter Verwendung der Anzahl Knoten |kV Lq

nf
| aus Formel 5.9 gilt:

|kE
Lq
nf
| =

min{k
2
, nf}

∑

j2=max{0,

k−nf }

nf !

j0!j1!j2!
(j0 + min{j1, q})·

( sgn(j1)j1!

max{0,min{j1 − 1, q − j0 − 1}}!
+

j2j1!

max{0,min{j1, q − j0}}!

)Dur
h Ersetzen von j0 und j1 entspre
hend der Formeln 5.8 und 5.7 und j2 dur
h j erhältman
|kE

Lq
nf
| =

min{k
2
, nf}

∑

j=max{0,

k−nf }

( nf !

(nf − k + j)!(k − 2j)!j!
(nf − k + j2 + min{k − 2j, q})·

·
( sgn(k − 2j)(k − 2j)!

max{0,min{k − 2j − 1, q − nf + k − j − 1}}!
+

+
j(k − 2j)!

max{0,min{k − 2j, q − nf + k − j}}!

)

) (5.11)
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nf |V L2

nf ,0| ∆ |EL2
nf ,0| ∆1 3 0,00% 2 0,00%2 13 0,00% 16 0,00%3 58 5,45% 105 2,94%4 281 29,49% 660 21,32%5 1 531 88,78% 4 185 62,84%6 9 505 225,85% 28 038 150,70%7 67 320 559,55% 205 205 346,74%8 540 433 1 444,40% 1 667 368 822,22%9 4 868 245 4 022,17% 15 077 169 2 088,54%10 48 692 321 12 269,10% 150 960 330 5 799,65%Tabelle 5.11: Verglei
h der Anzahl Knoten und Kanten des GL2

nf ,0 und des GZ
nf ,0.

nf |V L3
nf ,0| ∆ |EL3

nf ,0| ∆1 3 0,00% 2 0,00%2 13 0,00% 16 0,00%3 55 0,00% 102 0,00%4 237 9,22% 612 12,50%5 1 181 45,62% 3 915 52,33%6 7 045 141,52% 27 198 143,19%7 49 295 382,95% 205 310 346,97%8 394 665 1 027,84% 1 696 936 838,57%9 3 553 561 2 908,97% 15 454 917 2 143,37%10 35 540 921 8 928,31% 155 121 210 5 962,26%Tabelle 5.12: Verglei
h der Anzahl Knoten und Kanten des GL3
nf ,0 und des GZ

nf ,0.Kanten. Die Behauptung erhält man dur
h Summieren der Anzahl ausgehender Kanten |kELq
nf
|für die Stufen k = 1 . . . 2nf − 1 und Addition von nf ausgehenden Kanten der Stufe k = 0.

�Die Tabellen 5.11 und 5.12 stellen die Anzahl der Knoten und Kanten der LIFO-q-Zustandsgraphen
GL2

nf,k∗
bzw. GL3

nf ,k∗ für k∗ = 0, nf = 1 . . . 10 dar und geben in der Spalte ∆ die prozentualeSteigerung der Anzahlen im Verglei
h zum Zustandsgraphen GZ
nf ,0 an. Es ist gut zu erkennen,dass si
h die Anzahl Knoten und Kanten für nf ≤ q ni
ht unters
heidet, da in diesen Fällenalle Aufträge ausgeladen werden dürfen und die Pi
kup-Reihenfolge somit unerhebli
h ist. Für

nf > q wird die Reihenfolgevektor ρ als zusätzli
he Charakteristik eines Zustands benötigt, dawegen der LIFO-q-Ladebedingung ni
ht mehr alle Zustände (Φ, µ, ρ)T mit glei
hem Status-vektor Φ und glei
her Fahrzeugposition µ au
h zu den glei
hen Zuständen auf den folgenden



194 KAPITEL 5. DAS DYNAMISCHE PDVRPTW MIT LADEBEDINGUNGENProblemgruppe Aufträge gelöste InstanzenName Aufträge absolut ∆ absolut ∆100 51,86 42,21 2,29% 41 2,50%200 103,08 76,38 4,14% 40 5,26%400 205,66 139,15 6,13% 36 12,50%600 308,97 201,40 4,29% 36 2,86%800 411,75 275,17 5,66% 37 15,63%1000 514,98 346,31 10,24% 35 12,90%Tabelle 5.13: Anzahl bearbeiteter Aufträge und vollständig gelöster Instanzen bei Verwendungvon GL2
nf,k∗

im Verglei
h zur Verwendung von GZ
nf,k∗Problem- ♯ Knoten absolutgruppe erzeugt unzulässig expandiert Duplikate100 225.478,39 94.171,80 39.295,59 86.995,45200 311.062,52 138.835,08 56.037,32 104.133,37400 396.665,42 195.763,75 72.637,64 113.878,08600 420.695,42 202.173,83 81.087,87 119.964,85800 524.700,85 295.994,63 93.483,44 113.978,341000 451.924,53 255.592,97 91.502,48 82.805,97Tabelle 5.14: Anzahl der Knoten gesamt bei Verwendung von GL2

nf,k∗Stufen führen. Die Anzahl |V Lq
nf ,k∗| der Knoten steigt daher deutli
h an. Die Steigerung derAnzahl |ELq

nf ,k∗ | der Kanten ist ebenfalls erhebli
h, fällt aber wegen der Bes
hränkung aufmaximal q ausladbare Aufträge etwas geringer aus.Testläufe und AuswertungZur Auswertung der Auswirkung der LIFO-q Ladebedingung werden Testläufe mit q = 2,
q = 3 und q = 9 dur
hgeführt. Für die Testläufe wird die Testumgebung weiterhin ereignisdis-kret eingestellt; zur Bes
hränkung der Re
henzeit wird die Grenze von einer Million maximalinsgesamt zu erzeugenden Knoten verwendet. Den Verglei
hen liegen ebenfalls die Ergebnisseder Testläufe zur Verwendung der Heuristik zur Bere
hnung eines zulässigen Routenplans mitÜberprüfung der Zeitfensterkompatibilität und Sortierung der Fahrzeuge na
h dem Sortierkri-terium SA

f aus Abs
hnitt 4.1.2.1 zu Grunde. Hier werden zunä
hst die Ergebnisse der Testläufemit q = 2 dargestellt.In Tabelle 5.13 sind die Anzahl der akzeptierten Aufträge und die Anzahl der gelöstenInstanzen bei Einhaltung der LIFO-2-Ladebedingung angegeben. Die Anzahl der bearbeitetenAufträge nimmt im Verglei
h mit den Ergebnissen aus Abs
hnitt 4.1.2.1 um 2,29% bis 10,24%zu und bleibt damit niedriger als in den Testläufen des vorhergehenden Abs
hnitts unterVerwendung der LIFO-Ladebedingung. Die Anzahl der vollständig gelösten Instanzen steigt



5.2. LIFO 195Problem- erzeugt unzulässig expandiert Duplikategruppe ♯ Vgl. ∆ ♯ Vgl. ∆ ♯ Vgl. ∆ ♯ Vgl. ∆100 128.652,88 -40,97% 53.351,96 -50,41% 23.203,20 -13,77% 47.881,77 -38,64%200 186.201,32 -48,54% 83.617,68 -58,72% 34.732,58 -25,14% 58.574,52 -42,29%400 261.579,64 -42,03% 125.211,08 -52,54% 49.928,20 -16,34% 74.337,78 -35,22%600 255.101,93 -40,06% 126.425,00 -48,01% 51.892,48 -15,58% 62.602,73 -40,19%800 389.610,12 -15,98% 221.804,88 -22,40% 71.296,68 2,88% 78.176,85 -10,05%1000 339.396,86 -39,55% 184.005,47 -46,42% 73.101,45 -16,23% 63.537,17 -41,33%Tabelle 5.15: Anzahl der Knoten bei Verwendung von GL2
nf,k∗

im Verglei
h zur Verwendung von
GZ

nf,k∗Problem- global max. Antwortzeit Ø max. Antwortzeit Ø Antwortzeitgruppe se
 Vgl ∆ se
 Vgl ∆ se
 Vgl ∆100 0,10 0,02 -43,76% 0,0030 0,0012 -14,54% 0,00048 0,00024 -4,05%200 0,31 0,16 -2,88% 0,0148 0,0075 -21,34% 0,00113 0,00065 -27,79%400 0,94 0,12 -75,79% 0,0400 0,0054 -57,47% 0,00158 0,00064 -9,56%600 0,30 0,09 -16,68% 0,0126 0,0049 -25,92% 0,00083 0,00056 -1,96%800 0,43 0,04 -67,90% 0,0146 0,0047 -43,72% 0,00083 0,00048 -29,41%1000 0,03 0,03 -67,10% 0,0044 0,0035 -32,73% 0,00072 0,00049 -17,13%Tabelle 5.16: Die Antwortzeiten bei Verwendung von GL2
nf,k∗

im Verglei
h zur Verwendung von
GZ

nf,k∗ebenfalls mit Zuwa
hsraten von 2,50% bis 15,63% weniger als in den LIFO-Testläufen.In den Tabellen 5.14 und 5.15 mit den dur
hs
hnittli
hen Anzahlen der erzeugten, der alsunzulässig erkannten, der expandierten und der Duplikat-Knoten können ähnli
he, jedo
h ni
htmehr so deutli
he Veränderungen wie in den Testläufen zur LIFO-Ladebedingung festgestelltwerden. Die in den Verglei
hswerten der LIFO-Ladebedingung au�ällige Testinstanz �lr
1103�weist unter der LIFO-2-Ladebedingung wieder eine normale Anzahl erzeugter Knoten auf;allerdings wird in diesen Testläufen für die Testinstanz �lr
288� aus der Problemgruppe �800�ein Wert von 8,6 Millionen Knoten bis zur Errei
hung der für den Verglei
h mit den Testläufenaus Abs
hnitt 4.1.2.1 geforderten Anzahl bearbeiteter Aufträge errei
ht, der den Mittelwertder im Verglei
h erzeugten Knoten deutli
h beein�usst. Die Anzahl der erzeugten Knotengeht in den anderen Problemgruppen um 39,55% bis 48,54% im Verglei
h zu den Testläufenohne Ladebedingung zurü
k und errei
ht somit wiederum höhere Anzahlen als die LIFO-Ladebedingung (ausgenommen die Problemgruppe �800�). Die strukturelle Veränderung, dassim Verhältnis zu den erzeugten Knoten mehr Knoten expandiert werden, lässt si
h au
h hierno
h gut erkennen.Die in Tabelle 5.16 dargestellten Antwortzeiten zeigen weiterhin zum Teil deutli
he Ver-besserungen gegenüber den Testläufen ohne Ladebedingung. Die dur
hs
hnittli
hen Antwort-



196 KAPITEL 5. DAS DYNAMISCHE PDVRPTW MIT LADEBEDINGUNGENProblemgruppe Aufträge gelöste InstanzenName Aufträge absolut ∆ absolut ∆100 51,86 41,70 1,04% 40 0,00%200 103,08 76,08 3,73% 40 5,26%400 205,66 136,47 4,08% 35 9,38%600 308,97 199,78 3,45% 36 2,86%800 411,75 272,47 4,63% 35 9,38%1000 514,98 337,86 7,55% 34 9,68%Tabelle 5.17: Anzahl bearbeiteter Aufträge und vollständig gelöster Instanzen bei Verwendungvon GL3
nf,k∗

im Verglei
h zur Verwendung von GZ
nf,k∗Problem- ♯ Knoten absolutgruppe erzeugt unzulässig expandiert Duplikate100 241.483,07 108.373,63 36.247,00 91.606,38200 335.917,33 167.681,27 52.581,75 104.888,38400 452.989,41 241.776,08 70.364,29 127.079,76600 434.145,18 231.015,85 72.488,62 113.062,35800 456.161,44 258.134,36 78.028,66 99.060,081000 482.522,12 282.419,34 88.252,47 90.045,97Tabelle 5.18: Anzahl der Knoten gesamt bei Verwendung von GL3

nf,k∗zeiten sinken um 1,96% bis 29,41%, bei den dur
hs
hnittli
h maximalen Antwortzeiten ist eineReduktion um 14,54% bis 57,47% zu verzei
hnen und die global maximale Antwortzeit wirdum 2,88% bis 67,90% verringert. Alle Antwortzeiten liegen jedo
h höher als in den Testläu-fen zur LIFO-Ladebedingung, wobei die absoluten Werte selbst der maximalen Antwortzeitenno
h unter 0,2 Sekunden liegen.In den Testläufen zur LIFO-3-Ladebedingung (q = 3) wurden folgende Ergebnisse erzielt:Die Anzahl der akzeptierten Aufträge und die Anzahl der gelösten Instanzen bei Einhal-tung der LIFO-3-Ladebedingung in Tabelle 5.17 zeigen no
h lei
hte Steigerungen im Verglei
hzu den Testläufen ohne Ladebedingung, liegen aber mit Zunahmen um 1,04% bis 7,55% beider Anzahl der akzeptierten Aufträge und 0% bis 9,68% bei den gelösten Instanzen in allenProblemgruppen unter den Ergebnissen der LIFO-2-Testläufe.In den Tabellen 5.18 und 5.19 mit den dur
hs
hnittli
hen Anzahlen der erzeugten, derals unzulässig erkannten, der expandierten und der Duplikat-Knoten können ähnli
he, jedo
hni
ht mehr so deutli
he Veränderungen wie in den Testläufen zur LIFO-Ladebedingung fest-gestellt werden. Die Anzahl der erzeugten Knoten sinkt im Verglei
h zu den Testläufen ohneLadebedingung in allen Problemgruppen um 18,84% bis 34,60% und erzielt somit höhere Werteals die LIFO-2-Ladebedingung. Der Anteil der expandierten Knoten an den erzeugten Knotennimmt wegen der gröÿeren Anzahl Kanten im GL3
nf

im Verglei
h zu den Testläufen mit LIFO-



5.2. LIFO 197Problem- erzeugt unzulässig expandiert Duplikategruppe ♯ Vgl. ∆ ♯ Vgl. ∆ ♯ Vgl. ∆ ♯ Vgl. ∆100 155.596,79 -28,60% 70.192,46 -34,75% 23.918,86 -11,11% 56.873,36 -27,11%200 236.636,85 -34,60% 115.364,20 -43,05% 38.301,07 -17,45% 73.052,57 -28,02%400 366.188,90 -18,84% 201.274,47 -23,71% 57.718,34 -3,29% 95.495,59 -16,79%600 305.213,73 -28,28% 158.234,93 -34,93% 54.586,02 -11,20% 76.977,62 -26,46%800 369.199,69 -20,38% 209.288,63 -26,78% 65.567,76 -5,39% 74.177,08 -14,65%1000 407.058,33 -27,50% 227.913,48 -33,64% 77.922,95 -10,71% 80.832,02 -25,37%Tabelle 5.19: Anzahl der Knoten bei Verwendung von GL3
nf,k∗

im Verglei
h zur Verwendung von
GZ

nf,k∗Problem- global max. Antwortzeit Ø max. Antwortzeit Ø Antwortzeitgruppe se
 Vgl ∆ se
 Vgl ∆ se
 Vgl ∆100 0,29 0,02 -40,67% 0,0063 0,0012 -15,07% 0,00056 0,00022 -10,77%200 0,28 0,08 -49,07% 0,0129 0,0072 -24,34% 0,00097 0,00077 -13,95%400 0,11 0,10 -78,62% 0,0059 0,0057 -54,95% 0,00080 0,00058 -18,59%600 0,08 0,07 -32,73% 0,0072 0,0054 -18,37% 0,00078 0,00057 0,24%800 0,10 0,04 -68,89% 0,0062 0,0043 -48,74% 0,00065 0,00051 -25,56%1000 0,04 0,03 -63,78% 0,0048 0,0035 -33,83% 0,00063 0,00050 -16,46%Tabelle 5.20: Die Antwortzeiten bei Verwendung von GL3
nf,k∗

im Verglei
h zur Verwendung von
GZ

nf,k∗und LIFO-2- Ladebedingung zu.Die in Tabelle 5.20 dargestellten Antwortzeiten zeigen unters
hiedli
he Veränderungengegenüber den Testläufen mit der LIFO- bzw. LIFO-2-Ladebedingung. Die dur
hs
hnittli-
hen Antwortzeiten in Problemgruppe �600� nehmen um 0,24% zu und sinken in den anderenProblemgruppen um 13,95% bis 25,56%, so dass bessere Ergebnisse als bei den Testläufenmit LIFO-2-Bedingung, jedo
h deutli
h geringere Verbesserungen als bei den Testläufen mitLIFO-Bedingung errei
ht werden. Bei den dur
hs
hnittli
h maximalen Antwortzeiten ist eineReduktion um 15,07% bis 54,95% zu verzei
hnen, was in etwa den Verbesserungen der LIFO-2-Testläufe entspri
ht. Die global maximale Antwortzeit wird jedo
h um 32,73% bis 78,62%verringert, so dass wiederum zum Teil deutli
h geringere Zeiten als mit der lIFO2-Bedingung,jedo
h höhere absolute Werte als in den Testläufen mit der LIFO-Bedingung erzielt werden.Zusätzli
h wurden Testläufe mit LIFO-9-Ladebedingung (q = 9) dur
hgeführt. Da si
h dieGraphen GL9
nf,k∗

und GZ
nf,k∗

erst für mehr als neun einem Fahrzeug f zugeordneten Aufträgen(nf > q = 9) unters
heiden, sollten ähnli
he Ergebnisse wie in den Testläufen ohne Ladebe-dingungen erzielt werden:In Tabelle 5.21 werden die Anzahl der akzeptierten Aufträge und die Anzahl der gelösten In-



198 KAPITEL 5. DAS DYNAMISCHE PDVRPTW MIT LADEBEDINGUNGENProblemgruppe Aufträge gelöste InstanzenName Aufträge absolut ∆ absolut ∆100 51,86 41,27 0,00% 40 0,00%200 103,08 73,35 0,00% 38 0,00%400 205,66 131,12 0,00% 32 0,00%600 308,97 193,45 0,17% 35 0,00%800 411,75 260,42 0,00% 32 0,00%1000 514,98 315,95 0,58% 31 0,00%Tabelle 5.21: Anzahl bearbeiteter Aufträge und vollständig gelöster Instanzen bei Verwendungvon GL9
nf,k∗

im Verglei
h zur Verwendung von GZ
nf,k∗Problem- ♯ Knoten absolutgruppe erzeugt unzulässig expandiert Duplikate100 217.883,09 107.552,11 26.904,98 78.016,50200 362.902,98 203.009,43 46.567,62 101.947,87400 450.583,69 263.279,34 59.639,37 114.731,27600 423.444,55 241.477,77 61.453,03 104.262,93800 460.896,51 283.092,17 69.246,24 86.892,881000 562.080,57 343.140,79 87.628,84 108.872,71Tabelle 5.22: Anzahl der Knoten gesamt bei Verwendung von GL9

nf,k∗stanzen bei Einhaltung der LIFO-9-Ladebedingung dargestellt. Im Verglei
h zu den Testläufenohne Ladebedingung sind nur lei
hte Änderungen in der Anzahl der bearbeiteten Aufträge mitUnters
hieden von maximal 0,58% zu konstatieren, während die Anzahl der gelösten Instanzenin allen Problemgruppen mit der Anzahl gelöster Instanzen der Testläufe ohne Ladebedingungübereinstimmt.Die Tabellen 5.22 und 5.23 stellen die dur
hs
hnittli
hen Anzahlen der erzeugten, der alsunzulässig erkannten, der expandierten und der Duplikat-Knoten dar. Erwartungsgemäÿ sindau
h hier nur lei
hte Veränderungen im Verglei
h zu den Testläufen ohne Ladebedingungenaus Abs
hnitt 4.1.2.1 festzustellen: Die Anzahl der erzeugten Knoten wei
ht nur um -1,22% bis0,30% von der Anzahl erzeugter Knoten in den Testläufen ohne Ladebedingungen ab. Au
h inder Anzahl unzulässiger, expandierter und Duplikat-Knoten sind die Ergebnisse ähnli
h denErgebnissen ohne Ladebedingungen.Die in Tabelle 5.24 dargestellten Antwortzeiten zeigen für die Problemgruppe �1000� Zu-wä
hse um 17,90% bei den dur
hs
hnittli
h maximalen und 29,14% bei den global maximalenAntwortzeiten. Dieser Zuwa
hs liegt jedo
h nur an der maximalen Antwortzeit von 0,12 Se-kunden in der Testinstanz �lr
2105�, die einen Ausreiÿer in der Menge der Antwortzeiten dieserProblemgruppe darstellt. Die Antwortzeiten aller anderen Problemgruppen zeigen in allen Ka-tegorien um bis zu 3% s
hle
htere, aber prinzipiell ähnli
he Werte wie in den Ergebnissen der



5.3. FAZIT 199Problem- erzeugt unzulässig expandiert Duplikategruppe ♯ Vgl. ∆ ♯ Vgl. ∆ ♯ Vgl. ∆ ♯ Vgl. ∆100 217.883,09 -0,02% 107.552,11 -0,03% 26.904,98 -0,01% 78.016,50 -0,02%200 362.902,98 0,30% 203.009,43 0,22% 46.567,62 0,36% 101.947,87 0,45%400 450.583,69 -0,14% 263.279,34 -0,21% 59.639,37 -0,07% 114.731,27 -0,03%600 420.377,05 -1,22% 238.806,87 -1,80% 61.240,28 -0,38% 104.080,97 -0,56%800 460.896,51 -0,61% 283.092,17 -0,96% 69.246,24 -0,08% 86.892,88 -0,02%1000 556.278,83 -0,92% 338.581,78 -1,41% 87.105,07 -0,18% 108.162,10 -0,13%Tabelle 5.23: Anzahl der Knoten bei Verwendung von GL9
nf,k∗

im Verglei
h zur Verwendung von
GZ

nf,k∗Problem- global max. Antwortzeit Ø max. Antwortzeit Ø Antwortzeitgruppe se
 Vgl ∆ se
 Vgl ∆ se
 Vgl ∆100 0,03 0,03 2,25% 0,0014 0,0014 3,40% 0,00026 0,00026 3,52%200 0,17 0,17 3,98% 0,0099 0,0099 4,03% 0,00092 0,00092 3,35%400 0,49 0,49 3,61% 0,0131 0,0131 3,77% 0,00073 0,00073 2,50%600 0,11 0,11 4,43% 0,0070 0,0070 5,78% 0,00057 0,00057 0,76%800 0,12 0,12 3,96% 0,0081 0,0081 -3,29% 0,00066 0,00066 -3,10%1000 0,13 0,13 29,84% 0,0062 0,0062 18,92% 0,00059 0,00058 -1,69%Tabelle 5.24: Die Antwortzeiten bei Verwendung von GL9
nf,k∗

im Verglei
h zur Verwendung von
GZ

nf,k∗Testläufe ohne Ladebedingungen. Die dur
hs
hnittli
hen Antwortzeiten sind mit weniger alseiner Millisekunde bei einer maximalen Antwortzeit von nur 1
4 Sekunde weiterhin sehr gut.5.3 FazitIn diesem Kapitel wurde untersu
ht, wie si
h zusätzli
he Nebenbedingungen in Form vonLadebedingungen auf die allgemeine Lösbarkeit der Problemstellung und insbesondere auf dieLaufzeiten des entwi
kelten Algorithmus auswirken. Dazu wurden zu den LadebedingungenBa
khauls, LIFO und LIFO-q jeweils zunä
hst die Zustandsgraphen GB

nf,k∗
, GL

nf,k∗
und GLq

nf,k∗de�niert und die Anzahl der Knoten und Kanten als Maÿ für den Spei
herplatzbedarf unddie Re
henzeit im �Worst Case� angegeben. Ans
hlieÿend wurde in Testläufen das tatsä
hli
heVerhalten des Algorithmus überprüft.Der Zustandsgraph GB
nf,k∗

zur Ladebedingung �Ba
khauls� besitzt deutli
h weniger Kno-ten und Kanten als der Zustandsgraph GZ
nf,k∗

ohne Ladebedingungen. Erwartungsgemäÿ sindsowohl die Anzahl der erzeugten Knoten als au
h die Antwortzeit bei Verwendung der vorge-stellten Heuristik deutli
h geringer als in den Testläufen ohne Ladebedingungen.Für das Ents
heidungsproblem mit der LIFO-Ladebedingung hat der Zustandsgraph GL
nf,k∗



200 KAPITEL 5. DAS DYNAMISCHE PDVRPTW MIT LADEBEDINGUNGENfür nf > 2 deutli
h mehr Knoten und für nf > 4 au
h deutli
h mehr Kanten als der Zu-standsgraph GZ
nf,k∗

ohne Ladebedingungen. Die Testläufe weisen jedo
h trotzdem eine ge-ringere Anzahl erzeugter Knoten und eine geringere Antwortzeit als in den Testläufen ohneLadebedingungen auf. Die Anwendung des angepassten A*-Algorithmus auf der verändertenGraphenstruktur mit einem geringeren Anteil Kanten führt zu einem s
hnellen Au�nden deroptimalen Lösung.Die De�nition der LIFO-q Graphen GLq
nf,k∗

unters
heidet si
h wegen des benötigten Rei-henfolgevektors als zusätzli
hes Charakteristikum für einen Zustand von den vorhergehendenZustandsgraphen. Die Anzahl der Knoten und Kanten ist für nf ≤ q mit der Anzahl der Kno-ten und Kanten im Zustandsgraphen GZ
nf,k∗

identis
h, steigt jedo
h für nf > q deutli
h an. Inden Testläufen werden jedo
h im Gegensatz dazu für q = 2 die kleinsten Anzahlen Knotenund die besten Antwortzeiten verzei
hnet, während si
h sowohl die Anzahl der erzeugten Kno-ten als au
h die Antwortzeiten für q = 9 den Ergebnissen der Testläufe ohne Ladebedingungannähern.Die entwi
kelte Heuristik ist demna
h au
h für Ents
heidungsprobleme mit Ladebedingun-gen gut verwendbar. Dur
h eine geeignete Anpassung der S
hätzfunktion des A*-Algorithmussowie der Zeitfensterüberprüfung und des Sortierkriteriums in der Heuristik zur Bere
hnungeines zulässigen Routenplans können die Ergebnisse gegebenenfalls no
h verbessert werden.



Kapitel 6FazitDas Ziel der vorliegenden Arbeit besteht darin, einen Algorithmus zur Verfügung zu stel-len, mit dem das vorgestellte dynamis
he Pi
kup und Delivery Vehi
le Routing Problem mitZeitfenstern mit einer Antwortzeit von wenigen Sekunden gelöst werden kann.Dazu wurde na
h der exakten Formulierung des Ents
heidungsproblems der Algorithmusvon Caramia et al. ([11℄) vorgestellt, der für eine ähnli
he Problemstellung entwi
kelt wur-de, si
h jedo
h wegen der stark ansteigenden Re
henzeiten nur für kleine Testinstanzen mitwenigen Aufträgen pro Fahrzeug eignet. Auf Basis dieses Algorithmus, bestehend aus einerheuristis
hen Zuordnung der Aufträge zu den Fahrzeugen unter Einbezug einer optimalenRoutenplanung, wird in den Kapiteln 3 und 4 ein s
hneller Algorithmus zur Lösung des vor-gestellten Ents
heidungsproblems entwi
kelt.In Kapitel 3 wird zunä
hst die optimale Routenplanung von Caramia et al. bestehendaus der Anwendung einer Variante des A*-Algorithmus auf den Statusvektorbaum, analysiert,mit einer Testumgebung implementiert und getestet. Ans
hlieÿend wird der Zustandsgraph alsalternative zum Statusvektorbaum entwi
kelt, analysiert, in den Algorithmus integriert und dieerwarteten Verbesserungen anhand von Testläufen in der glei
hen Umgebung dokumentiert.Die Anzahl der erzeugten Knoten und die errei
hten Re
henzeiten konnten bereits bedeutendum dur
hs
hnittli
h 
a. 70% bzw. 99% gesenkt werden.Ans
hlieÿend wurde eine spezielle S
hätzfunktion für den A*-Algorithmus entwi
kelt, die fürRoutenplanungsprobleme unabhängig von der geographis
hen Verteilung der anzufahrendenOrte und der Anzahl der no
h anzufahrenden Orte bei vertretbarem Re
henaufwand eineAbs
hätzung für die no
h verbleibende Zeit einer Route bere
hnet. Unter Verwendung dieserS
hätzfunktion konnten sowohl die Anzahl der erzeugten Knoten als au
h die Antwortzeitenum weitere 85% gesenkt werden.Im Kapitel 4 wurde die Heuristik zur Bere
hnung eines zulässigen Routenplans auf weitereMögli
hkeiten zur Reduzierung der Re
henzeiten untersu
ht und ans
hlieÿend das Ergebnisder Heuristik dur
h die in [26℄ eingeführte Tabu-Su
he verbessert und in einer dynamis
henUmgebung getestet. 201



202 KAPITEL 6. FAZITDazu wurde zunä
hst die Überprüfung der Zeitfensterkompatibilität eingeführt, um ni
ht lös-bare Routenplanungsprobleme frühzeitig zu erkennen. Ans
hlieÿend wurde der Antwortzeit-punkt gemäÿ dem vorgestellten Ents
heidungsproblem verändert und die Antwortzeit dur
hdie Wahl eines geeigneten Sortierkriteriums für die Reihenfolge der Fahrzeuge in der Zuord-nung eines Auftrags weiter verringert. Diese Änderungen an der Heuristik führten zu einergeringen Reduzierung der Anzahl der erzeugten Knoten, die Antwortzeiten konnten jedo
hno
hmals um 99% verringert werden.Ans
hlieÿend wurde die in [26℄ eingeführte Tabu-Su
he implementiert und die Testläufe in einerdynamis
hen Umgebung dur
hgeführt, wobei sowohl die Zuordnung als au
h die Tabu-Su
hebei wenigen, zu langen Bere
hnungen für einen Auftrag unterbro
hen werden. Die Ergebnissedieser Testläufe zeigen dur
hs
hnittli
he Antwortzeiten von weniger als 1
4 Sekunde, die ma-ximale Antwortzeit aller 352 Testläufe betrug 37 Sekunden. Die dur
hs
hnittli
h maximalenAntwortzeiten von hö
hstens 2,5 Sekunden zeigen jedo
h, dass sol
he langen Antwortzeiten nurselten zu erwarten sind. Der entwi
kelte Algorithmus ist somit für das vorliegende dynamis
hePi
kup und Delivery Vehi
le Routing Problem mit Zeitfenstern gut geeignet.Abs
hlieÿend wurde in Kapitel 5 der Ein�uÿ von Ladebedingungen untersu
ht. Dazu wur-den entspre
hende Zustandsgraphen unter Berü
ksi
htigung der Ladebedingungen entwi
kelt,analysiert und implementiert. Die entwi
kelte Heuristik liefert au
h bei Verwendung dieserZustandsgraphen mit Ladebedingungen sehr gute Ergebnisse.Die in Kapitel 1.1 geforderten zusätzli
hen Eigens
haften des Algorithmus konnten eben-falls erfüllt werden: zusätzli
he Nebenbedingungen, mehrdimensionale Kapazitätsbes
hrän-kungen der Fahrzeuge, eine andere Strukturierung der Kosten oder eine andere Zielfunktionkönnen lei
ht implementiert werden.



Anhang
Implementierung: Eine Mögli
hkeit zur Umsetzung des Zustands-graphenDieser Abs
hnitt behandelt die Frage, wie die Struktur des Zustandsgraphen e�zient imple-mentiert werden kann, ohne die Laufzeit des A*-Algorithmus zu erhöhen.Bei der Verwendung des Statusvektorbaums kann bei der Anwendung des A*-Algorithmusder Graph problemlos erzeugt werden: In jedem Dur
hlauf wird ein o�ener Knoten mit minima-len Kosten ausgewählt, expandiert und als ges
hlossen markiert, während alle seine Na
hfolger-Knoten als o�en markiert werden. Dies wird iterativ fortgesetzt, bis eine Senke als Knotenmit minimalen Kosten ausgewählt wird (vgl. Abs
hnitt 3.2.3). Wegen der Baumstruktur desGraphen GS

n,k∗ ist dieses Vorgehen ohne weitere Überprüfung der neu erzeugten Na
hfolger-Knoten mögli
h.Im Zustandsgraphen können jetzt jedo
h dur
h die Addition eines Einheitsvektors ei zu ei-nem Statusvektor Φ eines Knotens einer Stufe k Duplikat-Knoten erzeugt werden, d. h. Knoten
(Φ′, µ′)T auf der Stufe k+1, die aus demselben Statusvektor Φ′ und derselben Fahrzeugposition
µ′ wie ein bereits existierender Knoten der Stufe k+1 bestehen. Im Unters
hied zum Statusvek-torbaum GS

n,k∗ werden jedo
h im Zustandsgraphen GZ
n,k∗ keine identis
hen Zustandsvektorenzugelassen (vgl. Abs
hnitt 3.3.1). In diesem Fall müssen daher so viele Duplikat-Knoten wie-der gelös
ht werden, dass nur ein Knoten (Φ′, µ′)T erhalten bleibt. Da der Weg mit minimalerFahrzeit gesu
ht wird, können die Duplikat-Knoten mit ni
ht minimaler Fahrzeit entfernt wer-den, da sie ni
ht auf dem optimalen Weg von der Quelle zu einer der Senken liegen können.Der Knoten (Φ′, µ′)T mit kürzerer Fahrzeit kann dann als o�en markiert und im Laufe desAlgorithmus eventuell weiter expandiert werden.Die S
hwierigkeit für die algorithmis
he Behandlung einer sol
hen Situation besteht nundarin, eine Datenstruktur zu wählen, die sowohl die Su
he na
h sol
hen Duplikat-Knoten alsau
h die Su
he na
h fahrzeitminimalen Knoten unterstützt, da in jedem Dur
hlauf des Algo-rithmus zunä
hst ein Knoten mit minimaler Fahrzeit ausgewählt wird und ans
hlieÿend jederseiner Na
hfolge-Knoten auf Duplikate überprüft werden muss. Um diesen Anforderungengere
ht zu werden, müssen folgende Voraussetzungen ges
ha�en werden:

• Die Zustandsvektoren (Φ, µ)T müssen e�zient miteinander vergli
hen werden können.203
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Start-Element Datum1 Datum2 Datum3 Datum4 Datum5 Datum6Abbildung 1: Eine Skip List mit se
hs Daten-Elementen und bis zu drei Skip Level.Da insbesondere der Verglei
h von zwei Statusvektoren Φ,Φ′ relativ aufwändig ist undsomit die Re
henzeit negativ beein�ussen würde, sollte hier Abhilfe ges
ha�en werden.
• Die Datenstruktur muss zur Dynamik des wa
hsenden Zustandsgraphen passen, da mit-unter sehr viele Knoten erzeugt und in die Datenstruktur eingefügt werden. Es mussdaher sehr s
hnell mögli
h sein, neu erzeugte Knoten auf Duplikat-Knoten zu überprü-fen, sie in die Datenstruktur einzufügen und eventuell andere Knoten zu entfernen undna
h einem fahrzeitminimalen Element zu su
hen.Beide Forderungen können zunä
hst getrennt voneinander betra
htet werden. Zuerst wird hierauf die Forderung na
h einer s
hnelleren Verglei
hsmögli
hkeit der Statusvektoren eingegan-gen. Ein Statusvektor Φ besteht aus n Einträgen ϕ(i) ∈ {0, 1, 2}, so dass er eineindeutig alsZahl im Dreiersystem interpretiert und im Zehnersystem dargestellt werden kann als:

Z(Φ) =

n
∑

i=1

ϕ(i) · 3n−i−1Das Tupel (Z(Φ), µ) wird im Folgenden die Knotenidentität des Knotens (Φ, µ)T genannt.Sie repräsentiert den Knoten eineindeutig und ermögli
ht einen e�zienten Verglei
h von zweiKnoten, da dazu nur der Verglei
h von zwei natürli
hen Zahlen nötig ist. Die erste Forderungkann somit lei
ht erfüllt werden.Nun muss no
h eine dynamis
he Datenstruktur ges
ha�en werden, die die Su
he na
hzwei vers
hiedenen Eigens
haften eines Knotens (Φ, µ)T unterstützt. Zur e�zienten Su
hein Daten werden im Allgemeinen balan
ierte Bäume eingesetzt, um die Anzahl der S
hrittebis zum Au�nden des gesu
hten Datums zu minimieren. Balan
ierte Bäume sind jedo
h fürdynamis
he Datenstrukturen ni
ht geeignet, da das Einfügen und Lös
hen von Daten sehraufwändig ist [47℄. Abhilfe kann an dieser Stelle die Datenstruktur �Skip List� s
ha�en, die 1990von Pugh eingeführt wurde [61℄ und die Vorteile der balan
ierten Bäume mit den Mögli
hkeitendes �dynamis
hen Wa
hstums� verbindet.Eine Skip List ist eine mehrlagige sortierte Liste von Daten-Elementen, wobei die Lagenprobabilistis
h erstellt werden. Dazu werden die zu sortierenden Daten in sogenannten Daten-Elementen gespei
hert, bestehend aus dem Datum selbst (mit dem Ordnungsmerkmal) undeiner zufälligen Anzahl Skip Level, über die die e�ziente Su
he ermögli
ht wird. Die Anzahl



205der Skip Level eines Daten-Elements ist eine zufällige Gröÿe, deren Wahrs
heinli
hkeit mitzunehmender Anzahl Level abnimmt. Eine Skip List besteht aus einem Startelement mitDatum Null und der maximalen Anzahl Skip Level sowie einer Menge von Daten-Elementen,die entspre
hend dem Ordnungsmerkmal sortiert sind. Jedes Daten-Element hat mindestensden Skip Level 1, der einen Zeiger auf das laut Ordnungsmerkmal na
hfolgende Daten-Elemententhält. Somit ist die Skip List auf dem ersten Level eine einfa
h verkettete Liste. Zusätzli
hist jedes Daten-Element, das mehr als nur einen Skip Level besitzt, auf dem zweiten Levelmit dem laut Ordnungsmerkmal nä
hsten Daten-Element mit mindestens zwei Skip Levelverkettet. So wird für jeden Skip Level verfahren, so dass si
h eine geordnete Liste wie inAbbildung 1 ergibt.Beim Einfügen eines neuen Datums in die Liste wird zufällig die Anzahl der Skip Le-vel für dieses Daten-Element bestimmt, es erhält aber mindestens ein Skip Level. Das neueDaten-Element muss nun in die Skip List einsortiert werden. Dazu muss zunä
hst das Daten-Element identi�ziert werden, dass laut Ordnungsmerkmal der direkte Vorgänger des neuenElements in der Liste wird. Die Su
he na
h diesem Element beginnt im Start-Element derSkip List: auf dem hö
hsten Level wird solange vom aktuellen Element η zum jeweils na
h-folgenden Daten-Element η′ �gesprungen� (engl. skip), bis das Ordnungsmerkmal des dannna
hfolgenden Daten-Elements η′′ anzeigt, dass das neue Daten-Element vor diesem in dieListe eingefügt werden muss. Dann wird vom Element η′ die Su
he auf dem nä
hstniedrigerenLevel analog fortgesetzt, bis s
hlieÿli
h der direkte Vorgänger des neu einzufügenden Elementsbeim Dur
hsu
hen eines Listenteils auf Level 1 gefunden wurde.Die zufällige Wahl der Anzahl Skip Level sorgt dafür, dass au
h bei dynamis
hen Wa
hs-tum der Liste die Abstände der Elemente mit glei
her Anzahl Skip Level ni
ht überdur
h-s
hnittli
h wa
hsen. Dur
h das Zufallselement wird eine vertretbare Verteilung erwartet, ohnedass Arbeitsaufwand für die neue Strukturierung der Liste beim Einfügen oder Lös
hen vonDaten-Elementen benötigt wird.Für die Anwendung des A*-Algorithmus auf den Zustandsgraphen GZ
n,k∗ bei glei
hzeitigerErzeugung des Graphen muss eine sortierte Liste mit den Knoten des Zustandsgraphen zuzüg-li
h der kleinsten bisher bekannten Fahrzeit zur Errei
hung dieses Knotens als Daten erstelltwerden. Diese Liste muss sowohl na
h einem Element mit minimaler bekannter Fahrzeit alsau
h na
h einem Element mit bestimmter Knotenidentität dur
hsu
ht werden, d. h. es werdenzwei vers
hiedene Ordnungsmerkmale angegeben. Die soeben vorgestellte Skip List kann je-do
h nur na
h einem Ordnungsmerkmal sortiert werden. Die Lösung besteht im Aufbau einerdoppelten Skip List:Dazu wird zunä
hst eine einfa
he Skip List wie oben bes
hrieben aufgebaut, z. B. mit demOrdnungsmerkmal der Knotenidentität. Um nun au
h die Su
he na
h dem fahrzeitminimalenDaten-Element zu unterstützen, bekommt jedes Daten-Element no
h einmal eine zufällige An-zahl Skip Level zugeordnet. Wie oben bes
hrieben, werden au
h diese Skip Level jeweils mit
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Start-Element KnotenID 1Zeit 1 KnotenID 2Zeit 4 KnotenID 3Zeit 2 KnotenID 4Zeit 6 KnotenID 5Zeit 5 KnotenID 6Zeit 7Abbildung 2: Eine zweifa
he Skip List mit se
hs Daten-Elementen mit den Daten �Knoten mitKnotenidentität ID und kleinster bekannter Fahrzeit� und bis zu drei Skip Level.dem na
h dem zweiten Ordnungsmerkmal nä
hsten Level derselben Höhe verkettet, also mitdem �laut Fahrzeit � nä
hsten Daten-Element mit mindestens genau so vielen Skip Leveln.Auf diese Weise kann mit relativ wenig Spei
herplatzbedarf eine Struktur ges
ha�en werden,die trotz dynamis
hen Wa
hstums s
hnell na
h den beiden Ordnungsmerkmalen Knoteniden-tität und Fahrzeit dur
hsu
ht werden kann und beim Einfügen und Lös
hen von Elementenlei
ht zu handhaben ist. Die Abbildung 2 zeigt beispielhaft eine sol
he Skip List, wobei dieAnordnung der se
hs Daten-Elemente na
h der Sortierung der Knotenidentität (ID) erfolgt,so dass die oberen Verkettungen geordnet ers
heinen. Mit Hilfe dieser Datenstruktur kannnun bei der Verwendung des A*-Algorithmus au
h der Zustandsgraph problemlos erzeugtwerden, indem beim Expandieren eines Knotens (Φ, µ)T jeder seiner Na
hfolger (Φ′, µ′)T be-re
hnet und dann die Skip List na
h einem bereits existierenden Knoten mit der Identität

(Z(Φ′), µ′) dur
hsu
ht wird. Wird sol
h ein Knoten gefunden, wird der fahrzeitminimale derbeiden ansonsten identis
hen Knoten (Φ′, µ′)T als Daten-Element in der Skip List gespei
hert,das andere Daten-Element mit dem �teureren� Duplikat-Knoten wird gelös
ht.



207Liste der benutzten VariablenVariable Bedeutung
αµ, αk geplante Ankunftszeit in einem Ort µ bzw. im Ort der Zustandsvariablenauf Stufe k des Single Vehi
le Routing-Modells
γ(x) die Zugehörigkeitsfunktion der Multimenge Γ

Γ eine Multimenge
δ(x) beliebige reellwertige Funktion im Beweis der Anzahl Knoten im Status-vektorbaum
ǫ(i) die Einsparung bei Entfernen von Auftrag i aus der Route

θκ(υκ) Zielfunktion im Gesamt-Modell
κ Ents
heidungsstufe im Gesamt-Modell
λf

µ geladene Menge des Fahrzeugs f na
h dem Be- oder Entladen in Ort µ

µ, ν, µk beliebige Orte (zur Zustandsvariablen auf Stufe k des Single Vehi
leRouting-Modells gehörend)
τ ein Zeitpunkt
τκ Zeitpunkt des Eingangs von Auftrag Nr. κ auf Stufe κ im Gesamt-Modell
υκ Ents
heidungsvariable im Gesamt-Modell auf Stufe κ

ϕ(i), ϕf (i), ϕk(i) der Status des Auftrags i (in Fahrzeug f / auf Stufe k des Single Vehi
leRouting-Modells)
Φ,Φf ,Φk, ein Statusvektor (des Fahrzeugs f / auf Stufe k des Single Vehi
leRouting-Modells)

φκ(χκ−1, υκ, τκ) Übergangsfunktion des Gesamt-Modells
χκ Zustand des Gesamt-Modells auf Stufe κ

Xκ Menge aller mögli
hen Zustände auf Stufe κ im Gesamt-Modell
ωµ die Wartezeit bis zum Beginn des Zeitfensters von Ort µ

af Startposition von Fahrzeug f

A die Menge aller Startpositionen der Fahrzeuge
b ein Element der Menge B

B eine beliebige Menge
c die Kostenfunktion eines Graphen

c
B/L/Lq
n,k∗ die Kostenfunktion des Zustandsgraphen mit Ladebedingung Ba
khauls,LIFO bzw. LIFO-q für n Aufträge mit Quelle auf Stufe k∗

cS
n,k∗ die Kostenfunktion des Statusvektorbaums für n Aufträge mit Quelle aufStufe k∗

cZ
n,k∗ die Kostenfunktion des Zustandsgraphen für n Aufträge mit Quelle aufStufe k∗

cOrte, cOrteΦ,µ die Kostenfunktion des Graphen GOrte bzw. GOrte
Φ,µ

cµ,ν für die Stre
ke von Ort µ zu Ort ν benötigte Fahrzeit



208 ANHANGVariable Bedeutung
c∗ν die in der optimalen Route benötigte Fahrzeit von einem Ort ν ′ zum Ort

ν

C(xk−1, yk) Kostenfunktion im Single Vehi
le Routing-Modell
←−
C ((Φ, µ)T ) Kosten des bisher bekannten kürzesten Wegs von der Quelle des Graphenbis zum Knoten (Φ, µ)T

−→
C i((Φ, µ)T , (Φ′, µ′)T ) ges
hätzte Kosten des kürzesten Wegs zur Abarbeitung des Auftrags ifür den Übergang von Zustand (Φ, µ)T zu (Φ′, µ′)T
−→
C ((Φ, µ)T , V ∗) S
hätzfunktion: minimale Fahrzeit von Zustandsvektor (Φ, µ)T zu einemZielknoten aus der Menge V ∗

di Delivery-Ort von Auftrag i

D,Df Menge der Delivery-Orte (des Fahrzeugs f)
ẽΦ(x) die Zugehörigkeitsfunktion der Multimenge der Kanten Ẽ(Phi)

E(Φ), Ẽ(Phi) die Menge der ausgehenden Kanten eines Knotens Φ, als einfa
he Mengeund als Multimenge
E die Kantenmenge eines Graphen

E
B/L/Lq
n,k∗ , kE

B/L/Lq
n,k∗ die Kantenmenge des Zustandsgraphen mit Ladebedingung Ba
khauls,LIFO bzw. LIFO-q für n Aufträge mit Quelle auf Stufe k∗ (auf Stufe k)

ES
n,k∗, kE

S
n,k∗ die Kantenmenge des Statusvektorbaums für n Aufträge mit Quelle aufStufe k∗ (auf Stufe k)

EZ
n,k∗, kE

Z
n,k∗ die Kantenmenge des Zustandsgraphen für n Aufträge mit Quelle aufStufe k∗ (auf Stufe k)

EOrte, EOrte
Φ,µ die Kantenmenge des Graphen GOrte bzw. GOrte

Φ,µ

E(i) die heuristis
he Ersparnis eines Auftrags i bei Strei
hung der zugehörigenOrte aus einer Route
f ein Fahrzeug aus F

F Menge der Fahrzeuge
gi im Fahrzeug für den Transport des Auftrags i benötigte Kapazität
G ein Graph

G
B/L/Lq
n,k∗ , kG

B/L/Lq
n,k∗ der Zustandsgraph mit Ladebedingung Ba
khauls, LIFO bzw. LIFO-qfür n Aufträge mit Quelle auf Stufe k∗ (auf Stufe k)

GS
n,k∗ Statusvektorbaum für n Aufträge mit Quelle auf Stufe k∗

GZ
n,k∗ Zustandsgraph für n Aufträge mit Quelle auf Stufe k∗

GOrte, GOrte
Φ,µ Graph der geographis
hen Verteilung aller (für die zukünftige Route ei-nes Fahrzeugs mit Statusvektor Phi und Position µ no
h anzufahrenden)Orte

h(xk−1, yk) Übergangsfunktion im Single Vehi
le Routing-Modell
i ein Auftrag aus der Menge N

k eine Stufe im Single Vehi
le Routing-Modell



209Variable Bedeutung
k∗ die Start-Stufe im Single Vehi
le Routing Modell, die Anzahl der zumZeitpunkt τ geladenen Aufträge
lf Kapazität des Fahrzeugs f

L eine Lösung des dynamis
hen Pi
kup and Delivery Vehi
le Routing Pro-blems mit Zeitfenstern
m Anzahl der Fahrzeuge
M eine �groÿe Zahl� als Konstante für die Modellierung

n, nf Anzahl der Aufträge (des Fahrzeugs f) zu einem Zeitpunkt
N,N τ

f , Ñf Menge der Aufträge (des Fahrzeugs f zum Zeitpunkt τ / die in Fahrzeug
f geladen sind)

pi Pi
kup-Ort von Auftrag i

P, Pf Menge aller Pi
kup-Orte (des Fahrzeugs f)
q eine ganze Zahl

q̃Φ(x) die Zugehörigkeitsfunktion der Multimenge der Na
hfolger eines Knotens
Q̃(Phi)

Q(Φ), Q̃(Phi) die Menge der Na
hfolger eines Knotens Φ, als einfa
he Menge und alsMultimenge
Rτ

Nτ
f

eine optimale Route für Fahrzeug f zur Bedienung aller Aufträge i ∈ Nfτ

sµ Servi
ezeit: benötigte Zeit zum Be- bzw. Entladen im Ort µ

S ein Sortierkriterium für die Reihenfolge der Fahrzeuge
t Zeitpunkt

tµ, tµ untere und obere Zeitfenstergrenze für die Ankunft im Ort µ

T f , T f untere und obere Zeitfenstergrenze für die zukünftige Route von Fahr-zeug f
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