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Kapitel 1
Einleitung

In der Medizin hat mit dem rasanten Wachstum der biotechnologischen Industrie in den
letzten Jahrzehnten die Erforschung von mit Genmutationen assoziierten Ursachen fiir die
in aller Regel multikausale Entstehung verschiedener Krankheitsbilder stark an Bedeu-
tung zugenommen. Zu solchen genetisch assoziierten oder bedingten Erkrankungen zé&hlen
beispielsweise Juveniler Diabetes Mellitus, Alzheimer-Krankheit, Parkinson-Syndrom und
insbesondere unterschiedliche Typen bosartiger Tumoren (z.B. Bronchialkarzinom, Brust-
krebs).

Ein wichtiger Erfolg dieser immensen Forschungsaktivitét ist die vollstandige Entschliisse-
lung des menschlichen Genoms' im Rahmen des von 1990 bis 2005 weltweit durchgefiihrten
,Human Genome Project® ([15], International Human Genome Sequencing Consortium,
2004, p. 931-945).

Langfristig besteht das Ziel der bioinformatischen Forschung darin, fiir bestimmte Krank-
heitsbilder, bei denen eine genetische Disposition? vermutet wird, Gruppen funktionell
zusammenhéngender Gene zu identifizieren, die fiir den Ausbruch der Erkrankung, oder
die Mutation eines gutartigen in einen bodsartigen Tumor, verantwortlich gemacht werden
konnen. Diese essentiellen Informationen sollen anschliefend fiir die Entwicklung neuer
Medikamente oder Therapien genutzt werden, welche die Aktivitdt dieser Gene gezielt
ausschalten oder so modifizieren, dass die Krankheit nicht ausbricht bzw. ein gutartiger

Tumor nicht in ein bosartiges Stadium iibertritt.

! Gesamtheit der genetischen Information

2die angeborene Anfiilligkeit des Organismus fiir Erkrankungen (vgl. [25], Pschyrembel, 1997, p. 355)
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In einem ersten Schritt werden hierzu mit Hilfe von Genexpressionsanalysen auf , gene-
by-gene Level“ (d.h. jedes einzelne Gen wird separat betrachtet) diejenigen Gene gesucht,
die z.B. in gesundem und krankem Hautgewebe, oder in verschiedenen Typen von Tumor-
gewebe, eine stark unterschiedliche Genexpression, als Indikator fiir eine unterschiedliche
Genaktivitit, aufweisen. Diese krankheitsspezifischen Gene werden auch als Kandidaten-
gene bezeichnet. In anderen Situationen ist man an Gruppen von Genen oder Patienten
interessiert, die durch ein dhnliches Genexpressionsprofil charakterisiert sind.

Spiiter sollen die in solchen Genexpressionsanalysen erzielten Ergebnisse mit bereits vor-
handenem biologischem bzw. medizinischem Wissen iiber die Regulationsmechanismen der
Gene derart kombiniert werden, dass die funktionellen Abhéingigkeiten der Gene und deren
Einfluss auf die Krankheitsentstehung ersichtlich werden.

Langfristig sollen die hierbei gewonnenen Erkenntnisse zur Entwicklung innovativer Medi-
kamente fithren, die zur Therapie von genetisch assoziierten oder bedingten Erkrankungen

eingesetzt werden kénnen.

Zunéichst erfolgt die Durchfithrung von Genexpressionsstudien unter Verwendung traditio-
neller biotechnologischer Analyseverfahren wie Polymerase-Kettenreaktion (PCR) ([24],
Mullis et al., 1986, p. 263-273) oder Southern Blot ([32], Southern, 1975, p. 503-517).
Hiermit kénnen allerdings jeweils nur ein Gen oder einige wenige ausgesuchte Gene unter
identischen experimentellen Bedingungen analysiert und damit insbesondere auch keine

Interaktionen zwischen den Genen untersucht werden.

Heutzutage steht die Mitte der 90er Jahre etablierte Microarray-Technologie fiir die Durch-
fithrung von Genexpressionsanalysen zur Verfiigung. Mittels dieser speziellen Technolo-
gie konnen erstmals die Genexpressionen mehrerer hundert oder tausend Gene in einem
einzigen Experiment, unter gleich bleibenden Versuchsbedingungen, untersucht werden.
Einen guten Uberblick iiber die vielfiltigen biologischen und technischen Aspekte von
Microarray-Experimenten findet man bei Schena ([28], Schena, 2003) sowie in zahlreichen
weiteren Monografien, welche sich mit der Analyse von Microarraydaten befassen (z.B.
[33], Speed, 2003; [8], Draghici, 2003; [34], Wit und McClure, 2004).

Anstelle des Begriffes ,,Microarray * werden hiufig auch entweder die entsprechende Kurz-

form ,, Array“ oder der Ausdruck ,,Chip* verwendet.
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Abbildung 1.1: Beispiel eines Affymetrix-Chips

In der Praxis werden zwei Microarray-Technologien bevorzugt eingesetzt: einerseits die
kommerziell vertriebenenen einfarbigen Oligonukleotid®-Arrays ([23], Lockhart et al., 1996,
p. 1675-1680) der Firma Affymetrix ([1], Affymetrix, 2000, www.affymetrix.com), zum
anderen die nicht kommerziell erhéltlichen Zwei-Farben-cDNA-Microarrays ([5], Brown
und Botstein, 1999, p. 33-37). Abbildung 1.1 zeigt die Fotografie eines Affymetrix-Chips

(Quelle: www.affymetrix.com).

Die wesentlichen Unterschiede zwischen den beiden Technologien sind in Tabelle 1.1 zu-

sammengefasst (vgl. [8], Draghici, 2003, p. 22).

3Bezeichnung fiir ein synthetisches DNA-Fragment mit definierter Sequenz, das als Gensonde oder
Initiationsmolekiil fiir die DNA-Polymerisation (z.B. bei der Polymerase-Kettenreaktion oder der reversen
Transkription) dient (vgl. [25], Pschyrembel, 1997, p. 1153)
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Figenschaft Affymetrix-Chip c¢DNA-Chip
Einfiihrung 2000 1999
Hersteller Firma Affymetrix nicht-kommerziell erhéltlich
Material Glas (Silikon) Glas (Nylonmembran)

Anzahl Farbstoffe

Anzahl Versuchsbedingungen pro Chip

Technik

Art der gespotteten Sequenzen

Lénge der DNA-Sequenzen

Anzahl Sequenzen pro Chip
Variabilitat

ein Farbstoff

eine

Fotolithografie

bekannt, synthetisch gewonnen

kurz
(20-25 Nukleinséduren)
mehrere 10.000 Oligonukleotide

niedrig

zwei Farbstoffe
(griin [i.d.R. Cy3],
rot [i.d.R. Cy5])
zwei
Fluoreszenzmarkierung
(oder Markierung durch
radioaktive Strahlung)
unbekannt, im Labor
aus Proben extrahiert
lang
(i.d.R. vollsténdige Gene)
bis zu 25.000 Gene
hoch

Tabelle 1.1: Vergleich von Affymetrix-Technologie und ¢cDNA-Technologie

Aufgrund der verwendeten Ein-Farben-Technologie kann auf jedem Affymetrix-Microarray
jeweils nur eine der zu vergleichenden Versuchsbedingungen betrachtet werden. Im Un-
terschied hierzu ermoglicht die Zwei-Farben-cDNA-Microarray-Technologie den direkten
Vergleich zweier Versuchsbedingungen auf demselben Array (vgl. Tabelle 1.1).

Damit bieten Zwei-Farben-cDNA-Microarray-Experimente, gegeniiber Experimenten mit
Affymetrix-Chips, mehr Spielraum fiir den Einsatz von Methoden aus dem Bereich der
optimalen statistischen Versuchsplanung. Dieses gesteigerte Interesse fiir die Versuchspla-
nung von Zwei-Farben-cDNA-Microarray-Experimenten spiegelt sich unter anderem darin
wider, dass sich die meisten Autoren, die sich mit der statistischen Versuchsplanung von
Microarray-Experimenten beschéftigen, auf die cDNA-Microarray-Technologie fokussieren
(vgl. z.B. [10], Glonek und Solomon, 2004; [17], Kerr und Churchill, 2001; [18], Kerr und
Churchill, 2001; [38], Yang und Speed, 2002).

Aus den obigen Uberlegungen heraus werden in der vorliegenden Dissertation ausschlieB-

lich Zwei-Farben-cDN A-Microarray-Experimente betrachtet.
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Ein cDNA-Microarray ist ein Stiick Glas oder Plastik, auf das im Labor mit Hilfe eines spe-
ziellen Roboters eine bestimmte Anzahl von DNA-Fragmenten gedruckt wird (,,Spotting “).
Diese DNA-Fragmente werden manchmal aus kurzen DNA-Sequenzen oder DNA-Klonen
gewonnen, weitaus hdufiger jedoch werden vollstéindige DNA-Sequenzen verschiedener Ge-
ne verwendet. Dabei variiert die Anzahl der auf das Array verteilten DNA-Fragmente in
Abhéngigkeit von der jeweils vorliegenden biologischen oder medizinischen Fragestellung.
Um in den nachfolgenden Betrachtungen die Notation so einfach wie moglich zu halten,
werden im Folgenden ausschliellich solche Experimente betrachtet, bei denen die DNA-
Sequenzen einer bestimmten Anzahl von Genen auf mehrere Arrays gedruckt werden. Die

Lokalisation eines speziellen Gens auf einem Array wird dabei als ,,Spot“ bezeichnet.

Jedes Zwei-Farben-cDNA-Microarray-Experiment besteht aus ingesamt N Arrays. Fiir die
Durchfiihrung des Experimentes auf einem einzelnen Array werden unter zwei unterschied-
lichen Versuchsbedingungen jeweils eine Blut- oder Gewebeprobe gewonnen, beispiels-
weise Blut eines Diabetikers und eines Nichtdiabetikers oder gutartiges und bosartiges
Tumorgewebe einer Brustkrebs-Patientin. Aus jeder dieser beiden Proben wird zunichst
die DNA isoliert. Dieser DNA-Doppelstrang, auf dem die einzelnen Genabschnitte lo-
kalisiert sind, wird anschlieend in zwei Einzelstringe aufgespalten. Einer dieser Einzel-
stringe wird mittels Transkription* zuniichst in messenger-RNA (mRNA) umgeschrieben,
die schliefllich unter dem Einbau fluoreszierender Farbmolekiile in einen komplementéiren
DNA-Einzelstrang (complementary DNA; ¢cDNA) umgewandelt wird. Dabei werden fiir
die beiden Proben, deren Gene hinsichtlich ihrer Expression verglichen werden sollen,
zwei unterschiedliche fluoreszierende Farbstoffe verwendet. Eine der beiden Proben wird
mit griiner Farbe markiert (hierfir wird in der Regel der fluoreszierende Farbstoff Cy3
verwendet), die andere Probe entsprechend mit roter Farbe (in der Regel mit dem fluo-
reszierenden Farbstoff Cy5). Die Mischung (im Verhéltnis 1 : 1) der fluoreszenzmarkierten
c¢DNA der beiden Proben wird auf das Array aufgetragen und mit einem weiteren Glasob-
jekttrager luftdicht verschlossen, wobei sich die Mischung iiber das gesamte Array verteilt.
Dieses geschlossene System wird fiir mehrere Stunden in eine Hybridisierungskammer ge-

legt, wo der Prozess der Hybridisierung® stattfindet. Bei diesem Prozess sucht sich jeder

4Ubertragung der in der DNA in einem Gen gespeicherten Information auf eine RNA (insbesondere
messenger-RNA) (vgl. [25], Pschyrembel, 1997, p. 1590)

®molekularbiologische Technik zum Vergleich von Nukleotidsequenzen und fiir die Definition des gene-
tischen Informationsgehaltes (vgl. [27], Roche, 1993, p. 775)
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cDNA-Einzelstrang eines Gens der aufgebrachten Mischung seinen komplementéren ,,ge-
spotteten*“ DNA-Einzelstrang (und damit den entsprechenden Spot auf dem Array) und
dockt dort iiber die Bildung von Wasserstoffbriicken zwischen zwei komplementéren Nu-
kleotiden an. Insgesamt wird somit in jedem Spot des Array die zu der mit Hilfe des
Roboters aufgedruckten DNA-Sequenz komplementéire cDNA-Sequenz der aufgetragenen
Mischung gebunden; diese enthilt eine gewisse Menge jedes der beiden Farbstoffe. Nicht
hybridisierte cDNA wird ausgewaschen.

Im Anschluss wird das Array mit Laserlicht zweier unterschiedlicher Wellenlédngen, die mit
den Wellenldngen der beiden verwendeten Farbstoffe korrespondieren, bestrahlt und die
jeweilige Photonenemmission mit Hilfe eines speziellen Lasermikroskops gemessen (,,Scan-
ning“). Hierbei absorbiert der entsprechende Farbstoff, welcher in der in einem bestimm-
ten Spot gebundenen Probenmischung enthalten ist, einen gewissen Anteil der Energie des
Laserlichtes. Die Stérke der Absorption hiangt dabei wesentlich von der in dem jeweiligen
Spot gebundenen Menge dieses Farbstoffes ab. Nicht absorbierte Energie wird freigesetzt
und in ein digitales Farbsignal umgewandelt. Fiir jeden Spot eines Array resultieren somit
zwei Farbsignale, die in unmittelbarem Zusammenhang mit der mRNA-Menge und damit
mit der Aktivitdt des entsprechenden Gens in den beiden untersuchten Proben stehen.
Diese Farbsignale kénnen, dem Farbspektrum des Lasers entsprechend, Werte zwischen 0
(keine Genaktivitiit) und 2'¢ (maximale Genaktivitit) annehmen und werden in der Regel
logarithmisch zur Basis 2 transformiert, um zumindest anndhernd normalverteilte Daten
zu erhalten. Als alternative Bezeichnungen fiir diese Genexpressionswerte werden hiufig
die Begriffe , Fluoreszenzintensititen“ oder ,,Fluoreszenzintensitéatswerte“ verwendet.

Durch Gegeniiberstellung von griinem und rotem Farbsignal fiir einen bestimmten Spot
kann die Expression des betreffenden Gens zwischen den beiden Proben, und damit zwi-
schen den beiden auf diesem Array betrachteten Versuchsbedingungen, verglichen werden.
Wire die Expression unter beiden Versuchsbedingungen gleich stark, so wére in beiden
Proben (und damit in deren Mischung) sowohl die gleiche Menge an mRNA dieses Gens
als auch dieselbe Menge an griinem und rotem Farbstoff vorhanden und man wiirde, unter
idealen Versuchsbedingungen, fiir den entsprechenden Spot identische Farbsignale fiir die
beiden Farbkanile erwarten. Wére umgekehrt allerdings die Expression eines Gens in der
griin markierten Probe deutlich stirker als in der rot markierten Probe, so wiirde man
fiir den entsprechenden Spot ein stérkeres Farbsignal fiir den griinen gegeniiber dem roten

Farbkanal erwarten.
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Alle fiir ein bestimmtes Array ermittelten griinen bzw. roten Farbsignale werden in Form
von zwei 16bit-Bildern auf einer Computerstation gespeichert. Dabei wird fiir jeden der
beiden Farbkanile ein separates Bild erstellt. Anschlieflend werden die gespeicherten di-
gitalen Farbsignale mit Hilfe von Bildanalysesoftware quantifiziert; hierbei erhélt man fiir
jeden Pixel eines Bildes einen ganzzahligen Fluoreszenzintensititswert zwischen 0 und 216,
Diese Intensitidtswerte konnen jedoch nicht direkt fiir die statistische Analyse verwendet
werden, sondern miissen zuvor geeignet aufbereitet werden. Dieses ,,Pre-Processing “ setzt

sich aus vier sukzessive durchzufiihrenden Arbeitsschritten zusammen: der Bildanalyse,

der Normalisierung, der Qualitédtskontrolle und der Datentransformation.

Im Rahmen der Bildanalyse (vgl. z.B. [8], Draghici, 2003, chapter 3.4; [34], Wit und Mc
Clure, 2004, chapter 4.1) wird zunéchst, mit Hilfe manueller oder semi-manueller Techni-
ken, fiir jeden Spot des Array die genaue Position des Spotzentrums ermittelt (Adressie-
rung). Danach werden alle Farbpixel dem néchstgelegenen Spot (d.h. dem néichstgelegenen
Spotzentrum) zugeordnet. AnschlieBend lassen sich die einzelnen Spots des Array klar von-
einander abgrenzen.

Fiir jeden Spot des Array werden dann die einzelnen Farbpixel in Vordergrundpixel (spe-
zifische Hybridisierung) und Hintergrundpixel (unspezifische Hybridisierung) klassifiziert
(Segmentierung). Im néchsten Schritt werden die Fluoreszenzintensititswerte aller Vorder-
grund- bzw. Hintergrundpixel eines Spots zu jeweils einem Wert zusammengefasst (Signal-
extraktion), z.B. durch Mittelwertbildung oder Berechnung des Median. Abschliefend wird
das ,,mittlere* Hintergrundsignal durch Subtraktion vom , mittleren* Vordergrundsignal

eliminiert (Hintergrundkorrektur).

Im Unterschied hierzu zielt der Prozess der Normalisierung auf die Eliminierung der durch
unterschiedliche Quellen (z.B. Arrayproduktion, Hybridisierung, ,,Scanning*) hervorgeru-
fenen systematischen technischen Variabilitdt ab. Diese technische Variabilitdt wird von
mehreren Autoren beschrieben (vgl. z.B. [8], Draghici, 2003, chapter 2.5).

Die Normalisierung setzt sich zusammen aus den Schritten Skalierung und Zentrierung,
kann global oder intensitéitsabhéngig durchgefiithrt werden und erfolgt separat fiir jeden
der beiden Farbkanile. Des Weiteren wird im Wesentlichen differenziert zwischen Norma-
lisierung innerhalb desselben Array (,,within-slide normalization “), die unter anderem auf
eine Beseitigung von Spoteffekt und Farbeffekt abzielt, und Normalisierung zwischen den
Arrays (,cross-slide normalization “), mittels welcher insbesondere der Arrayeffekt elimi-

niert werden soll.
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Details zu den einzelnen Normalisierungsverfahren sind unter anderem bei Yang et al.
([39], Yang et al., 2002) und bei Wit und McClure ([34], Wit und McClure, 2004, chapter
4.1 und 4.2) zu finden.

Mittels der Qualititskontrolle (vgl. z.B. [34], Wit und McClure, 2004, chapter 5) sollen
Spots oder Arrays geringer Qualitit, verursacht beispielsweise durch Kratzer oder Arte-
fakte auf dem Chip, iiber die Berechnung geeigneter Qualitdtsmafle (z.B. Signal-to-Noise
Ratio) identifiziert werden. Diese Spots oder Arrays werden dann von der statistischen

Analyse ausgeschlossen.

Im letzten Arbeitsschritt wird hdufig der Quotient der bei der Bildanalyse resultierenden
zwei ,,mittleren* Farbsignale pro Spot gebildet und wiederum logarithmisch zur Basis 2

transformiert. Die dabei resultierende Grofie

LR = logs mittlere Genexpression (grin)

mittlere Genexpression (rot) (L.1)
wird im Folgenden als ,,Log ratio“ (Log-Quotient) bezeichnet.

Diese Datentransformation vereinfacht die Interpretation der ermittelten Genexpressions-
werte. Ein LR von '+1’° entspricht zum Beispiel einer zweimal so starken Expression des
betrachteten Gens in der griin gefiirbten Probe (gegeniiber der rot markierten Probe),
ein Wert von -1’ deutet entsprechend auf eine doppelt so starke Expression in der mit
rot gefdrbten Probe (gegeniiber der griin markierten Probe) hin. Ein LR von ’0’ hingegen

bedeutet, dass das betreffende Gen in beiden Proben gleich stark exprimiert ist.

Der detaillierte Ablauf eines Zwei-Farben-cDNA-Microarray-Experimentes kann unter an-
derem bei Wit und McClure nachgelesen werden ([34], Wit und McClure, 2004, chapter
2) und ist fir ein einzelnes Array in Abbildung 1.2 (Quelle: [9], Duggan et al., 1999)

veranschaulicht.

Ublicherweise werden die nach der Durchfithrung des ,,Pre-Processing* zur Verfiigung
stehenden Genexpressionsdaten in einer H x N Datenmatrix zusammengefasst, welche die
Ausgangsbasis fiir die sich anschlieende statistische Analyse bildet. Hierbei steht H fiir
die Anzahl der Gene sowie N fiir die Anzahl der durchgefiihrten Arrays.



KAPITEL 1. EINLEITUNG 9

test reference excitation
O - laser 1 laser 2
XX X

DMNA clones

] r_
P TEE reverse
N tramscription .. TR A
% label with
. fluor dyes
PCR am|3|?[‘5cat?0n A_A,_,\_ &
purification )\_i:}._. ‘!b-.#

L
hytaricize target
to microarray

computer
analysis

Abbildung 1.2: Ablauf eines Zwei-Farben-cDNA-Microarray-Experimentes

Abhéngig von der konkreten praktischen Fragestellung des durchgefiihrten Zwei-Farben-
cDNA-Microarray-Experimentes erfolgt die statistische Analyse der Genexpressionsdaten-
matrix zunéchst hiufig iiber klassische parametrische oder nichtparametrische Zweistich-
probentestverfahren, Bayes-Verfahren, Methoden der Zeitreihenanalyse oder multivariate
statistische Analyseverfahren (z.B. Clusteranalyse, Diskriminanzanalyse, Neuronale Net-
ze). BEinen Uberblick iiber einige der gingigsten Standardanalysetechniken fiir ¢cDNA-
Microarraydaten findet man bei Draghici ([8], Draghici, 2003, chapter 6, 9-11 und 13).
Spezielle Probleme, die bei der statistischen Auswertung in angemessener Weise beriick-
sichtigt werden miissen, bereiten auf der einen Seite die vielféiltigen technisch bedingten
Variationsquellen. Deren Effekte lassen sich auch durch das ,,Pre-Processing“ in der Regel
nicht vollstdndig eliminieren und konnen somit einen bedeutenden Einfluss auf die Er-
gebnisse der statistischen Analyse ausiiben. Auf der anderen Seite resultiert die deutlich
grofere Anzahl von Parametern (Gene) im Verhéltnis zur Zahl der Beobachtungseinheiten

(Arrays) in einer hochgradig multiplen Testproblematik.

Um den Einfliissen technisch verursachter Variabilitéit auf die Ergebnisse der statistischen
Auswertung in addquater Weise Rechnung zu tragen, haben Kerr et al. erstmals varianz-

analytische Modelle zur statistischen Analyse von cDNA-Microarraydaten vorgeschlagen
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([16], Kerr et al., 2000). Diese sind in den letzten fiinf Jahren in vielfiltiger Weise weiterent-
wickelt worden (vgl. z.B. [17], Kerr und Churchill, 2001; [19], Kerr, 2003; [36], Wolfinger et
al., 2001; [21], Landgrebe et al., 2006) und unterscheiden sich insbesondere in der Art und
Anzahl der modellierten Haupt- und Interaktionseffekte (feste vs. zufillige Effekte), im
modellierten Response (einzelne logarithmisch transformierte Fluoreszenzintensititswerte
vs. Log ratios der in beiden Farbkanélen ermittelten Fluoreszenzintensititen) sowie darin,
ob ein globales Modell an alle Daten oder separate Modelle fiir die Daten der einzelnen
Gene angepasst werden.

Wolfinger et al. modellieren den Arrayeffekt als zufillig, ausgehend von der Annahme, dass
die verwendeten Arrays zufillig aus einer Serie zuvor produzierter Arrays gezogen werden
([36], Wolfinger et al., 2001). Dariiber hinaus schlagen sie ein Zwei-Phasen-Modell fiir die
statistische Analyse vor. Hierbei zielt das erste Modell auf die Eliminierung unerwiinschter
technischer Variation ab, wihrend das zweite Modell, angepasst auf die Residuen des ersten

Modells, verwendet wird, um zu inferentiellen Aussagen zu gelangen.

Landgrebe et al. passen fiir jedes der Gene ein separates lineares Modell mit festen Effekten
an die fiir dieses Gen ermittelten Log ratios der gemessenen Fluoreszenzintensitidtswerte
an ([21], Landgrebe et al., 2006). Durch eine geringfiigige Modifikation dieses Modells kann
erstmals neben dem Farbeffekt und dem Behandlungseffekt auch der Effekt verschiedener
Zelllinien, aus denen cDNA fiir die Durchfiihrung der Experimente gewonnen wird, sowie
der Interaktionseffekt zwischen Behandlungen und Zelllinien analysiert werden. Anstelle
der Zelllinie kann in diesem Modell auch ein beliebiger anderer Faktor (z.B. Geschlecht,

Gewebetyp, Mausstamm) verwendet werden.

Ein Beispiel fiir ein solches dreifaktorielles Zwei-Farben-cDNA-Microarray-Experiment ist
eine Studie, in der die Genexpression im Lebergewebe von N = 12 Mé&usen aus K = 3
Mausstdmmen (ein gallensteinempfindlicher Stamm [Pera|, zwei verschiedene gallenstein-
resistente Stdmme [DBA, I]) unter L = 2 unterschiedlichen Didten (fettarm, fettreich)
verglichen wird (vgl. [7], Churchill, 2002). Das Hauptinteresse dieser Studie besteht im
Vergleich der Effektivitéit der beiden Didten sowie in der Untersuchung des Vorliegens von

Interaktionseffekten zwischen der Art der Mausstamme und den verabreichten Didten.
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Auch in allgemeineren Situationen konzentriert man sich zumeist auf die Untersuchung, ob
ein statistisch signifikanter Behandlungseffekt vorliegt und ob dieser von der verwendeten
Zelllinie abhéngt.

Im Unterschied hierzu ist die statistische Analyse der Auswirkungen der beiden unter-
schiedlichen Farbstoffe auf die Log ratios der ermittelten Fluoreszenzintensitéten fiir den
Biologen nicht von Interesse. Auch die statistische Auswertung des Haupteffektes der Zell-

linie spielt in den meisten Féllen nur eine untergeordnete Rolle.

Aufgrund der obigen Ausfiihrungen fokussiert sich die statistische Versuchsplanung drei-
faktorieller Zwei-Farben-cDNA-Microarray-Experimente mit N Arrays, 2 Farben, K > 2
Zelllinien und L > 2 Behandlungen auf die Konstruktion effizienter Designs zur Schéitzung
des Haupteffektes des Faktors ,,Behandlung“ sowie des Interaktionseffektes zwischen den

beiden Faktoren ,,Behandlung* und ,,Zelllinie*.

Da die Durchfithrung von Zwei-Farben-cDNA-Microarray-Experimenten aufgrund der auf-
wandigen Technologie mit immensen Kosten verbunden ist, riicken Fragen hinsichtlich
der Wahl optimierter Versuchsanlagen zunehmend in den Fokus im Rahmen der Planung
dieser Experimente. Hierbei spielen nicht nur biologische, chemische und technologische
Aspekte eine wichtige Rolle, sondern insbesondere auch die Methoden der optimalen

statistischen Versuchsplanung.

Die Zielsetzung einer aus statistischer Sicht optimalen Versuchsplanung besteht in der
Bereitstellung von Versuchsanlagen, die eine unverzerrte und moglichst effiziente, d.h.
varianzminimierte, Schitzung der interessierenden Modellparameter des unterstellten sta-
tistischen Modells ermoglichen. Fiir die praktische Durchfithrung von Zwei-Farben-cDNA-
Microarray-Experimenten lédsst sich hierdurch einerseits eine hohere Verldsslichkeit der
getroffenen Aussagen gewihrleisten, andererseits kann die Anzahl der Arrays, die zur Er-
zielung dieser Prizision ben6tigt werden, in manchen Situationen deutlich gesenkt werden.
Eine solche Reduzierung der Anzahl der benstigten Arrays lisst einen Zeitgewinn bei der
praktischen Durchfithrung dieser Experimente und damit die Einsparung finanzieller Res-

sourcen erwarten.
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Optimale Versuchspléne fiir Zwei-Farben-cDNA-Microarray-Experimente kénnen aus der
Klasse der balancierten unvollstdndigen Blockpldne, mit Blocken der Blockldnge zwei,
gewihlt werden. Hierbei représentiert jedes einzelne Array einen separaten Block des
Experimentes. Die Unvollstdndigkeit dieser Blockanlagen wird dadurch verursacht, dass
aufgrund der verwendeten Zwei-Farben-Technologie in jedem der Blocke lediglich zwei
Versuchsbedingungen miteinander verglichen werden koénnen. Damit lassen sich die hier
betrachteten speziellen Blockpldne durch zwei verschiedene Blockfaktoren beschreiben,
,, Versuchsbedingung“ und ,,Farbe“.

Dariiber hinaus spielen hier optimale Blockplidne, welche die Varianz der Schitzung des
vollstandigen Parametervektors des unterstellten Modells minimieren, nur eine untergeord-
nete Rolle. Vielmehr ist man an der Konstruktion optimaler Blockanlagen zur Schétzung
besonderer, in Abh#ngigkeit der jeweiligen speziellen biologischen Fragestellung formulier-

ter, linearer Kontraste interessiert.

Das primére Ziel der vorliegenden Arbeit besteht darin, Ergebnisse zu optimalen unvoll-
stdndigen Blockplédnen fiir die zuvor beschriebene spezielle dreifaktorielle Designsituation
von Zwei-Farben-cDNA-Microarray-Experimenten, mit N Arrays, 2 Farben, K > 2 Zell-

linien sowie L > 2 Behandlungen, herzuleiten.

Explizit werden ¢p-optimale Versuchspléne ([26], Pukelsheim, 1993, p. 138-141) ange-

geben, unter denen
1) lineare Kontraste der Behandlungseffekte von L Behandlungen ,
2) lineare Kontraste der Interaktionseffekte von L Behandlungen und K Zelllinien ,

3) lineare Kontraste der Behandlungseffekte von L Behandlungen und
der Interaktionseffekte von L Behandlungen und K Zelllinien

im Landgrebe-Modell unverzerrt und mit maximaler Prézision geschétzt werden kénnen.

Zusétzlich werden der Parametervektor des Landgrebe-Modells sowie der Vektor aller

Kombinationseffekte von Behandlungen und Zelllinien untersucht.
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Der Nachweis der ¢,-Optimalitdt wird unter Verwendung einer generalisierten Form der
von Pukelsheim vorgeschlagenen Aquivalenztheoreme ([26], Pukelsheim, 1993, p. 180-
182 und p. 205) gefiihrt. Von besonderem Interesse ist hier die Konstruktion A-, D-, T-

und E-optimaler Designs.

Um eine moglichst hohe Flexibilitdt und Generalisierbarkeit der gefundenen optimalen
Pliane zu gewéhrleisten, sind die durchgefithrten Optimalitdtsuntersuchungen weder auf
bestimmte Subklassen von Designs noch auf bestimmte Anzahlen von Arrays, Zelllinien
und Behandlungen beschrénkt. Zusétzlich wird die Robustheit der konstruierten optimalen

Versuchsanlagen gegeniiber der Wahl des Optimalititskriteriums diskutiert.

In Kapitel 2 wird das unterstellte statistische Modell formuliert. Anschlielend werden
die zum Nachweis der ¢,-Optimalitét benstigten Notationen und Definitionen eingefiihrt
sowie die Aquivalenztheoreme in der von Pukelsheim vorgeschlagenen generalisierten Form

angegeben.

In Kapitel 3 werden die in dieser Arbeit betrachteten linearen Kontraste sowie die gefun-
denen ¢,-optimalen Designs in allgemeiner Form dargestellt. Weiterhin werden wichtige
Eigenschaften dieser Kontraste und optimalen Versuchsanlagen herausgearbeitet. Schlief3-
lich werden die bei den durchgefithrten Optimalitédtsuntersuchungen erzielten Ergebnisse

zusammengefasst und bewiesen.

In Kapitel 4 folgt eine ausfiihrliche Diskussion der in der vorliegenden Arbeit gewonnenen

Erkenntnisse.

Kapitel 5 fasst die wichtigsten Ergebnisse der vorliegenden Arbeit zusammen und fiihrt,
als Ausblick auf zukiinftige Forschungsaktivitdten, weitere interessante, bisher noch unbe-
antwortete Fragestellungen im Rahmen der optimalen Versuchsplanung faktorieller Zwei-

Farben-cDNA-Microarray-Experimente auf.



Kapitel 2

Grundlagen der

Optimalitidtsuntersuchungen

In der vorliegenden Arbeit werden ¢,-optimale Versuchsanlagen fiir dreifaktorielle Zwei-
Farben-cDNA-Microarray-Experimente konstruiert. Als Ergebnis dieser Optimalititsun-
tersuchungen resultieren optimale unvollstindige Blockpline mit Blocken der Blocklinge
zwei. Unter diesen Designs konnen spezielle lineare Kontraste des Parametervektors eines
fiir das vorliegende Optimierungsproblem adidquat gewéhlten linearen Modells unverzerrt
und minimalvariant geschétzt werden.

Hier werden ausschliefllich genspezifische lineare Modelle betrachtet, d.h. fiir jedes der
untersuchten Gene wird ein separates lineares Modell an die fiir dieses Gen ermittelten
Fluoreszenzintensitdten angepasst. Aus dieser Klasse von Modellen wird fiir die in der
vorliegenden Dissertation durchgefithrten Optimierungen ein spezielles, auf Landgrebe et
al. zuriickgehendes, Modell ausgewihlt ([21], Landgrebe et al., 2006).

Das Landgrebe-Modell wird im folgenden Abschnitt vorgestellt.

2.1 Das statistische Modell

Das Hauptziel bei der Durchfithrung von Zwei-Farben-cDNA-Microarray-Experimenten
besteht in der Identifikation von Kandidatengenen, die fiir den Ausbruch einer bestimm-
ten Erkrankung verantwortlich gemacht werden konnen. Darunter versteht man diejenigen
Gene, deren Expression sich statistisch signifikant zwischen den zu vergleichenden Ver-

suchsbedingungen unterscheidet. Bei diesen Genen liegt somit ein statistisch signifikanter

14
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Effekt der Versuchsbedingungen auf die gemessenen Fluoreszenzintensitidten vor.
Dariiber hinaus sollten die Effekte derjenigen Variationsquellen, welche die stérksten Ein-
fliisse auf diese Fluoreszenzintensititswerte ausiiben, in das unterstellte lineare Modell

aufgenommen werden.

Unter den zahlreichen technologischen Besonderheiten, welche fiir die Variabilitéit der ge-
messenen Intensitédtswerte mitverantwortlich gemacht werden kénnen (vgl. [8], Draghici,
2003, chapter 2.5), sind die grofiten Unterschiede in den Messungen der Fluoreszenzwerte
eines Gens zwischen verschiedenen Arrays (Arrayeffekt) sowie zwischen den beiden Farb-
stoffen (Farbeffekt) zu erwarten. Die Tatsache, dass die Einfliisse dieser Variationsquellen
auch mit Hilfe der Normalisierung nicht vollsténdig eliminiert werden kénnen, bedingt die
Beriicksichtigung von Arrayeffekten und Farbeffekten bei der Modellierung der logarith-

misch transformierten Fluoreszenzintensitatswerte.

Insgesamt fithren die obigen Uberlegungen zu dem folgenden linearen Modell mit festen
Effekten ([19], Kerr, 2003):

Gijeh = Ph + Ain + 6jn + Teh =+ Nijen - (2.1)

Hierbei ist
Uijch = 1oga (Yijen) (2.2)

die logarithmisch (zur Basis 2) transformierte Fluoreszenzintensitéit fiir Gen h auf Array i
im Farbkanal j, in dem die Versuchsbedingung ¢ untersucht wurde (dabei wird unterstellt,
dass die gemessenen Intensitédtswerte das ,,Pre-Processing“ vor der Modellanpassung be-
reits vollstdndig durchlaufen haben, vgl. Kapitel 1). Mit py, sei das Mittel in Bezug auf
Gen h (h = 1,..., H), mit \;, der feste Effekt von Array ¢ (i = 1,..., N) fiir Gen h, mit
d;p, der feste Effekt von Farbe j (j =1, 2)! fiir Gen h sowie mit 7., der feste Effekt von
Versuchsbedingung ¢ (c € {1,...,C}) in Bezug auf Gen h bezeichnet. Die Terme 1;j.p, sind

additive zufillige Fehlerterme mit E (1;jcn) = 0 sowie Var (nijen) = &2.

!verwendete Konvention: j =1 = griin (Cy3), j =2 = rot (Cy5)



KAPITEL 2. GRUNDLAGEN DER OPTIMALITATSUNTERSUCHUNGEN 16

Kerr unterstellt zusétzlich, dass die Fehlerterme )., voneinander unabhéngig sind ([19],
Kerr, 2003). Diese Annahme ist allerdings nicht zutreffend, da die Fehlerterme 7,10, und
Nioern, Mit Messungen der Fluoreszenzintensititswerte auf demselben Array i (bei Ver-
wendung verschiedener Farbstoffe (j = 1,2) sowie unterschiedlicher Behandlungen (¢, ¢'))

korrespondieren und damit als miteinander korreliert betrachtet werden miissen.

Das Modell (2.1) kann durch die zusétzliche Beriicksichtigung eines Sequenzeneffektes
& (s = 1,...,9) erweitert werden. Dieser Sequenzeneffekt beurteilt, ob die auf einem
Array verwendete 2er-Sequenz (2er-Block) von Versuchsbedingungen (vgl. Abbildung 1.2)
einen besonderen Einfluss auf die fiir dieses Array erzielten Fluoreszenzintensititswerte
ausiibt (gegeniiber anderen moglichen Sequenzen). Jede dieser Sequenzen représentiert
eine mogliche Kombination von 2 der insgesamt C' Versuchsbedingungen, wobei prinzipiell
auch die Verwendung derselben Bedingung in beiden Farbkanilen des Array erlaubt ist.
Diese Sequenzen miissen allerdings als nicht-informativ gewertet werden, da die Analyse
des Farbeffektes keine relevante biologische Fragestellung darstellt. Es konnen insgesamt
S = C? unterschiedliche Sequenzen auftreten.

Ein konkretes Zwei-Farben-cDNA-Microarray-Experiment mit N Arrays besteht aus einer
Abfolge dieser S Sequenzen, wobei die Sequenz s (s = 1, ..., .S) insgesamt N mal wiederholt
wird, d.h.

Beispiel 2.1

Die S = 16 verschiedenen Sequenzen eines Zwei-Farben-cDNA-Microarray-Experimentes
mit C' = 4 unterschiedlichen Versuchsbedingungen (1,2,3,4) werden in der Abbildung 2.1

veranschaulicht.

Die Sequenzen 1, 6, 11 und 16 entsprechen nicht-informativen Versuchsanordnungen im

Sinne der interessierenden linearen Kontraste.
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Sequenz 1

Sequenz 5

Sequenz 9

Sequenz 13

Sequenz 2

Sequenz 6

Sequenz 10

Sequenz 14

Sequenz 3

Sequenz 7

Sequenz 11

Sequenz 15

Sequenz 4

Sequenz 8

Sequenz 12

Sequenz 16

17

Abbildung 2.1: Darstellung der moglichen Sequenzen fiir C' = 4 Versuchsbedingungen

Weiterhin kénnte zusétzlich noch ein Carry-Over- oder Nachbarschaftseffekt (vgl. z.B. [30],
Senn, 1993) im Modell (2.1) beriicksichtigt werden. Dieser reflektiert, bezogen auf Zwei-

Farben-cDNA-Microarray-Experimente, inwiefern die bei Verwendung des griinen (roten)

Farbkanals erzielten Effekte auf den roten (griinen) Farbkanal nachwirken (,, Carry-Over“).

Das Vorliegen von Carry-Over-Effekten ldsst sich hier jedoch aufgrund der Tatsache, dass

die beiden Farbstoffe in derselben Mischung auf das Array aufgetragen werden (vgl. Kapitel

1) und damit nicht getrennt voneinander betrachtet werden kénnen, nicht abschlieBend

beurteilen. Daher bleiben Carry-Over-Effekte im unterstellten Modell unberiicksichtigt.

Unterdriickt man im Modell (2.1) den nicht-informativen Genindex h, so ergibt sich mit

den obigen Ausfithrungen das gegeniiber Modell (2.1) erweiterte Modell

gisjc:N+)\i+§s+5j+7_c+€isjc-

(2.3)
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Dabei ist §isje (i = 1,...N;s € §,8 :={1,..,8};j =1,2;¢c€ C,C = {1,..,0})
analog zu Modell (2.1) definiert, wobei hier gegeniiber Modell (2.1) zusétzlich die wichtige
Information indiziert wird, dass auf dem Array ¢ die Sequenz s verwendet wird. Entspre-
chend beschreibt £ den festen Effekt der Sequenz s. Die Parameter u, A;, 6; und 7, sind
ebenfalls analog zu Modell (2.1) definiert. Die zufélligen Fehlerterme €. sind wiederum

voneinander abhéngig und verteilt mit F (&) = 0 sowie Var (€sjc) = o2.

Sei y der 2N-dimensionale Vektor der logo-transformierten Intensitéitswerte des betrach-
teten Gens auf den N Arrays sowie € der zugehorige 2/ N-dimensionale Residualvektor des
Modells (2.3) mit

E(&) = Ogy (2.4)

und

Var(€)=Iy®XY , X:=

2 2
o;  pog
) 2]. (2.5)
poe  o¢

Dabei ist ¥ die (iiber alle N Arrays als konstant angenommene) Varianz-Kovarianz-
Matrix derjenigen beiden Fehlerterme aus dem Modell (2.3), die mit demselben Array
korrespondieren; p sei die zugehorige Korrelation dieser beiden Fehlerterme. Die Matrix
Iy = diag{1,...,1} € RY ist die N-dimensionale Einheitsmatrix, der Ausdruck A ® B
charakterisiert das Kronecker-Produkt der beiden Matrizen A und B (][29], Searle, 1982,
chapter 10.7). Gem#B (2.5) werden dabei die auf verschiedenen Arrays ermittelten Inten-

sitdtswerte eines Gens als paarweise unkorreliert angenommen.

Die Anordnung der Elemente von g folgt der Nummerierung der Arrays; fiir jedes Array
wird zunéchst der Messwert im griinen Farbkanal (j = 1), erzielt unter Versuchsbedingung
¢, und anschlieffend der unter Bedingung ¢’ ermittelte Messwert im roten Farbkanal (j = 2)
angegeben. Beispielsweise hat der Responsevektor im Modell (2.3) fiir N = 3 Arrays die

Form

~ - ~ . - - T
Y= [ylslc, Y1s2¢' 5 Y2slcs Y2s2¢' 5 Y3slcs y352c']

(hierbei sei unterstellt, dass auf allen drei Arrays dieselbe Sequenz s betrachtet wird, in

der die beiden Versuchsbedingungen ¢ und ¢’ miteinander verglichen werden).
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Der Vektor € ist in analoger Weise angeordnet.

Sei ferner
- 0*
0 — c RIN+S+1)+(C+2) (2.6)
0
mit
0" = [t A1, oo AN €L, E5]T (2.7)
und
0= [6175277—1’"'77—0]T (28)

der Parametervektor, der sémtliche Modellparameter von Modell (2.3) enthélt. Die mit 6
korrespondierende konkrete 2N x (N + S + C + 3) Designmatrix X lasst sich analog zu

den obigen Betrachtungen wie folgt partitionieren:

f(:[12N‘IN®12‘W®12‘1N®12‘R} . (2.9)
Dabei ist
w11 w1s
We=| : . (2.10)
wN1 WNS

die (N x S) Matrix, die fiir jedes von N Arrays beschreibt, welche der S Sequenzen
auf diesem Array verwendet wurde. Die Eintrige {w;s} der Matrix W lassen sich fiir

1 =1,..., N sowie fiir s =1,..., 5 wie folgt darstellen:

1, falls Sequenz s auf Array i verwendet wurde
Wi 1= : (2.11)
0, sonst
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Die (2N x C') Matrix

111 T112 -+ T11C
121 Ti122 - T12C
R = : : . : (2.12)
N1l TN12 -+ TN1C
N2l TN22 -+ TN2C

ist auf entsprechende Weise definiert. Die Eintrdge {r;;.} dieser Matrix spezifizieren fiir
jeden der 2N gemessenen Intensitéitswerte des betrachteten Gens, unter welcher der C
Versuchsbedingungen er erhoben wurde.

Explizit ergibt sich firi=1,....N; j=1,2;c=1,...,C:

1, falls auf Array ¢ im Farbkanal j die Bedingung ¢ verwendet wurde
Tijc = . (213)
0, sonst

Mit (2.4) - (2.13) ldsst sich das Modell (2.3) in der iiblichen Matrizennotation aufschreiben:
g=X0+¢. (2.14)
Multiplikation der Modellgleichung (2.14) mit der (N x 2N) Transformationsmatrix

T:IN®[1—1] (2.15)

liefert:
Ty=TX6+TE. (2.16)
Dabei charakterisiert die Matrix T den Intra-Blockvergleich, d.h. die Differenzen

Zi = Yis(i)1e(i,1) — Yis(i)2¢(i,2)

Yis(i)1e(i,1
= logs (yis(i)lc(i,l)) — loga (yis(i)2c(i,2)) = logs (( Jel )> ) (2.17)
Yis(i)2¢(i,2)
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der fiir das betreffende Gen auf demselben Array erzielten (logarithmisch transformierten)
Fluoreszenzintensitéiten in den beiden Farbkanilen (vgl. (2.2)).

Bemerkung 2.1

In (2.17) bezeichnet s (i) die auf dem Array i verwendete Sequenz sowie c (i,7) die auf

dem Array i mit dem Farbstoff j korrespondierende Behandlung (i = 1,...,N; j = 1,2).

Sei

z=[z1,...,2n]" (2.18)

der N-dimensionale Vektor der in (2.17) definierten Log ratios z; des betrachteten Gens

auf den N Arrays sowie

€=ler,...,en]t (2.19)

der entsprechende N-dimensionale Vektor identisch und unabhéngig verteilter zufélliger

Fehlerterme
€i i= Eisi)ie(i,1) — Cis(i)2e(i,2) (2.20)
s@eS , cl,j)eC , i=1,.,N , j=12 |,
mit
E(e) =0y (2.21)
und
Var(e) = o’Iy . (2.22)

Mit der Transformationsmatrix T aus (2.15), den Notationen (2.17)-(2.20) sowie den zuvor

diskutierten Anordnungen von Responsevektor g und Residualvektor € ergibt sich
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Ty = [(T1s(1)1c01,1) — T1s(1)2¢(1,2)) » -+ (TNs(N)1e(N,1) — gNs(N)Qc(NQ))]T

und in analoger Weise

Ferner gilt mit (2.4) und (2.24)

E(e)=E(Té)=TE(€)=T 0oy =0y
(vgl. (2.21)) sowie mit (2.5), (2.15), (2.24) und
0% :=202(1 - p)
fiir die Varianz-Kovarianz-Matrix von T€:

Var(€) = Var (Té) =T Var () TT

:<IN®[1 -1 D(IN®E) <IN®[1 —1 }T>

o2 po? 1
=INn® [ 1 -1 } 9 9
pos o -1

:IN®{203(1—p)} =o’Iy

(vgl. (2.22)). Multiplikation der konkreten Designmatrix X aus (2.9) mit T liefert

TX = [T Ly |TUye1) [TWel) |Tyel) |TR |
:[ON‘ONXN‘ONXS‘IN‘—lN‘TR]

= [ Onx(N+5+1) ‘ X } )

22

(2.23)

(2.24)

(2.25)

(2.26)

(2.27)
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wobei die partitionierte Matrix

X* = [ 1y |-1v | TR } (2.28)

mit Rang(X™) < min{N,C + 2} die N x (C + 2) Designmatrix eines konkreten Zwei-
Farben-cDNA-Microarray-Experimentes mit N Arrays, korrespondierend mit dem Para-
metervektor 8 aus (2.8), ist. Demzufolge beschreiben die ersten beiden Spalten von X* die

festen Farbeffekte der beiden fluoreszierenden Farbstoffe, wihrend die (N x C) Submatrix

(riin —r21) -+ (riie —ri2e)

TR: (2.29)

(ryvi1 —rn21) -+ (rNic — TN2c)

die festen Effekte der C' Versuchsbedingungen charakterisiert. Aus der Definition der {r;;.}
in (2.13) wird direkt ersichtlich, dass in jeder Zeile der Submatrix TR der Designmatrix
X* aus (2.28) je einmal der Wert '+1’ (steht in der Spalte, die mit der griin (j = 1)
gefirbten Versuchsbedingung ¢ korrespondiert) bzw. -1’ (in der Spalte fiir die rot (j = 2)
geférbte Versuchsbedingung ¢’) sowie (C' — 2)-mal der Wert ’0” auftritt (vgl. Beispiel 3.1
und Beispiel 3.2, Kapitel 3.1).

SchlieBlich folgt mit (2.27) und (2.6):

TXé:[OX*He

] = X*0. (2.30)

Insgesamt ergibt sich aus den Umformungen (2.23)-(2.26) sowie (2.30), dass unter Ver-
wendung der Transformationsmatrix T aus (2.15) die Transformation (2.16) des Modells

(2.14) Aquivalent ist zum Modell

z=X"0+¢€ (2.31)

mit z, X*, 6 und € definiert wie in (2.18), (2.28), (2.8) und (2.19) sowie E(€) = On und
Var(e) = o*Iy.
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Das Modell (2.31) ist die Matrizenschreibweise des im Aufsatz von Landgrebe et al. vor-
geschlagenen linearen Modells mit festen Effekten fiir die Log ratios der auf insgesamt IV
Arrays gemessenen Fluoreszenzintensititen des betrachteten Gens ([21], Landgrebe et al.,
2006). Es beschreibt die Intrablock-Differenzen z; (vgl. (2.17)) in Abhéngigkeit der Farb-
differenzen (6; — d2) und der Versuchsbedingungen. Die N verschiedenen Blécke werden

hierbei durch die Lokalisationen des betrachteten Gens auf den N Arrays reprisentiert.

Bemerkung 2.2

Beim Ubergang von Modell (2.14) zu Modell (2.31) geht offensichtlich Information ver-
loren. Dieser Informationsverlust wird zum einen dadurch hervorgerufen, dass im Modell
(2.31) die Anzahl der untersuchten Modellparameter (C' + 2 Parameter) gegeniiber dem
Modell (2.14) (N + S + C + 3 Parameter) deutlich reduziert ist. Dariiber hinaus kénnen
im Modell (2.31) gegeniiber dem Modell (2.14) nur noch halb so viele Beobachtungen

analysiert werden.

In Kapitel 3 werden ¢,-optimale Versuchspléne fiir das Schétzen spezieller linearer Kon-

traste [T des Subvektors

=, 70]"

des Parametervektors 6 aus dem Modell (2.31) hergeleitet.

Im Folgenden wird gezeigt, dass trotz des oben beschriebenen Informationsverlustes jeder
linear erwartungstreue Schitzer des linearen Kontrastes 177 im Modell (2.31) auch ein
linear erwartungstreuer Schitzer fiir 177 im Modell (2.14) ist (und umgekehrt). Dieser

Schatzer hat unter beiden Modellen dieselbe Varianz.

Der Responsevektor g aus dem Modell (2.14) ldsst sich in der Form

=]

partitionieren. Dabei enthiilt der Subvektor y; die mit der griinen Farbe korrespondie-
renden logarithmierten Intensitdtswerte und der Subvektor y, die mit der roten Farbe

korrespondierenden logarithmierten Intensitétswerte.
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Mit dieser Umsortierung von g lésst sich das Modell (2.14) wie folgt aufschreiben:

y=TcTt+Dé+BB+Aa+€ ,

(2.32)

2r 27
E(&) = 0oy | Var(é):[ oaN. PO N]

) oIy oIy
Dabei ist

T = |71, ...,TC]T
der Vektor der Effekte der C' Versuchsbedingungen,

8 :=[01,0)"

der Vektor der Farbeffekte,

B =M, AN
der Vektor der Arrayeffekte und

= (1,1, 5]
der Vektor aller iibrigen im Modell (2.14) untersuchten Effekte.

Analog zu gy lassen sich die mit diesen Vektoren einhergehenden Designmatrizen dann wie

folgt partitionieren:

mit W definiert wie in (2.10).
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Im Unterschied zum Modell (2.14) betrachtet das reduzierte Modell (2.31) die Differenzen

Z2=Y1 Y2

der auf demselben Array ermittelten logarithmierten Intensitédtswerte.

Sei

TC’::Tl—TQ , D::[]_N‘—]_Nj| sowie EI:[IN‘—IN}E

Damit, mit der Modellgleichung (2.32) sowie mit den Partitionierungen des Vektors g
sowie der Matrizen T'c, D, B und A ergibt sich fiir die Differenzen z:

Y1

MEEIESE

z:yl_yZZ[IN_IN}[

:[IN—IN][;:I

2

r+[1N—1N}[;§ Sila

+[IN_IN”§N A, a+[1N\—1N}g

N

ﬂ+[IN—IN][

1

— (T = T)7 + |1y | -1y |6 + (In—Tn)B + (A1 - Ao + ¢

=TecT + D8 + € . (2.33)

Mit (2.32) ist E (€) = Oy offensichtlich. Fiir die Varianz von € ergibt sich:

Var(€) = { Iy ‘ —IN}Var(E) [ _I;VN]

O'2IN pUQIN IN
:[IN‘_IN} 2 2 _
po“lIn oIy Iy
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= (1p)021N(p1)02IN}[ ]
“Ixn
=2(1—-p)o’ly

Mit (2.33) und (2.34) kann das Modell (2.32) in das reduzierte Modell

z=TcT+Dé+e€ |,

iiberfithrt werden.

27

(2.34)

(2.35)

Sei nun s (¢) ein linear erwartungstreuer Schitzer fiir {77 im Modell (2.32). Dann lisst

sich s (g) schreiben als

s(g) =u'y

Mit (2.32) gilt dann fiir alle 7,8, 3, « die folgende Gleichung:

T'r=E[s@)=uv"E@) =u"TcTr +u'Dé + v"BB + u'Aa

Aus Gleichung (2.36) folgen unmittelbar die folgenden Bedingungen:

W Te=1" , «" D=0 , «"B=0 , v'A=0

Sei der Vektor v in der Form

(2.36)

(2.37)

(2.38)



KAPITEL 2. GRUNDLAGEN DER OPTIMALITATSUNTERSUCHUNGEN 28

Mit diesem Resultat ergibt sich fiir den linear erwartungstreuen Schitzer s (g) im Modell
(2.32) schliefilich die Form

s@) =ug=| ul | ~u | [zl ] —ul (g —yo)=ufz . (239)
2

Der fiir 177 im Modell (2.32) linear erwartungstreue Schiitzer s () liisst sich also als Line-
arkombination der Differenzen der Logarithmen der in den beiden Farbkanilen gemessenen

Intensitidtswerte schreiben.

Die Varianz von s (g) ergibt sich im Modell (2.32) zu

Var[s(g)] =Var [u'g] =u"Var (g)u =u"Var () u

:[u?—uﬂ[ 7Ly pa?IN” w ]

pUzIN UQIN — U1

= | =p)o*ul | (p— Dol | [ _”;1 ]

=2(1-p)culu, . (2.40)

Definiere nun, ausgehend vom reduzierten Modell (2.35),

Dann gilt wegen (2.37) und (2.38) im Modell (2.35):
E5(2))=uTE(z) =ulTcT + uTD6

:ulT(Tl—Tg)T—i—ulT[ 1y ‘ —1y }5
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T + [ulTlN ‘ —ully }5

1 0
[t |t Jrer s [a | -ar ]| 0 3V
Oy 1n

:[uip‘ug]TcT—i—[u?‘ug}D&

—uw'Tor +u'Ds=1"1 . (2.41)

Mit (2.36) und (2.41) gilt schlieBlich:

d.h. der Ausdruck

ist ein linear erwartungstreuer Schiitzer fiir 177 sowohl im Modell (2.32) als auch im
reduzierten Modell (2.35). Mit (2.34) und (2.40) ergibt sich fiir die Varianz dieses Schétzers
im reduzierten Modell (2.35):

Var[5(z)] = Var [ufz] = u{Var (z)u; = u{ Var () wy

=2(1—p)o*ufu =Varls(g)] ,

d.h. die Varianz des linear erwartungstreuen Schitzers uf z ist in beiden Modellen iden-

tisch.

Sei nun umgekehrt
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ein linear erwartungstreuer Schitzer fiir 177 im reduzierten Modell (2.35). Dann gilt:

"'t =E[h(z)=vTE(z)=v"Tcr + v'D§ . (2.42)

Die Gleichung (2.42) impliziert direkt die Bedingungen

vI'Te=1" |, v"D=0 . (2.43)

Aus (2.43) erhélt man

lT:,UT(Tl_T2):[,UT‘7,UT} [

sowie

:[,UT_,UT}[].N ON]:[,UT_,UT}D_ (2.45)

Definiere also den linearen Schitzer

fl(ﬂ):[vT‘—vT}ﬂ
Fiir A (§) gilt im Modell (2.32) wegen (2.44) und (2.45):
Eh@)]=[ o' |E@)

I['UT‘—UT]TCT—F [vT‘—vT}Dé

+|:’UT‘—’UT:|B,6+ |:’UT‘—’UT:|AOé
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Damit ist

gezeigt. Wegen

=0 (Y —yy) =v"2
ist somit gezeigt, dass der Ausdruck

hi(z)=h(g) =0Tz

31

(2.46)

ein linear erwartungstreuer Schitzer fiir 177+ sowohl im Modell (2.32) als auch im redu-

zierten Modell (2.35) ist.

In Analogie zu den obigen Ausfiihrungen kann gezeigt werden, dass die Varianz dieses

Schéatzers in beiden Modellen identisch ist:
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=2(1—p)o?vTv=v"2(1 - p)c?v
= v Var (e)v =Var [v7'z] = Var [h(2)]

Mit den obigen Ausfithrungen ist offensichtlich, dass unter dem Modell (2.14) konstruierte
¢p-optimale Versuchspléne fiir das Schétzen der in dieser Arbeit untersuchten linearen
Kontraste I” 7 auch unter dem reduzierten Modell (2.31) ¢,-optimal sind (und umgekehrt).
Im Folgenden wird daher nur noch das reduzierte Modell (2.31) betrachtet.

Das Modell (2.31) bildet die Grundlage fiir die in Kapitel 3 durchgefiihrten Optimierungen.
Im Folgenden wird dieses lineare Modell als Landgrebe-Modell bezeichnet.

Bemerkung 2.3

Die im Landgrebe-Modell (2.31) betrachteten C' experimentellen Bedingungen werden in
der dreifaktoriellen Designsituation, die in der vorliegenden Dissertation untersucht wird,
durch K > 2 Zelllinien (Faktor A) und L > 2 Behandlungen (Faktor B) reprisentiert,
d.h. C = KL.

Damit geht der in (2.8) definierte Parametervektor € des Landgrebe-Modells iiber in den
(KL + 2)-dimensionalen Vektor

0 = [01, 09, T11s ooy TLLy ooy TK 1y ooy TKL) - (2.47)

Dabei bezeichnet 7x; den festen Kombinationseffekt von Zelllinie £ (kK = 1,..., K) und
Behandlung [ (I = 1,...,L). Durch Verwendung der Zerlegung ([21], Landgrebe et al.,
2006)

Tht = o + By + (@B) (2.48)
konnen diese Kombinationseffekte so partitioniert werden, dass unter dem Landgrebe-
Modell (2.31) neben dem Farbeffekt (§) und dem Behandlungseffekt () erstmals auch der
Effekt («) eines weiteren Faktors A (z.B. Zelllinie) sowie ein zugehoriger Interaktionseffekt
(af) auf die Log ratios der ermittelten Intensitidtswerte untersucht werden konnen.

Die mit dem Parametervektor @ aus (2.47) assoziierte konkrete Designmatrix

X*:[1N\—1N\TR}
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(vgl. (2.28)) hat dann die Dimension N x (KL + 2) sowie Rang(X ™) < min {N, KL + 2}.
Die korrespondierende (N x K L) Submatrix TR (vgl. (2.29)) beschreibt nun die KL

Kombinationseffekte von Zelllinien und Behandlungen.

In Kapitel 3 werden ¢,-optimale Designs fiir das Schétzen der in dieser Arbeit untersuchten
speziellen linearen Kontraste des Parametervektors 6 aus dem Landgrebe-Modell (2.31)
hergeleitet. Dabei wird die in Bemerkung 2.3 beschriebene dreifaktorielle Designsituation
mit N Arrays, 2 Farben, K > 2 Zelllinien und L > 2 Behandlungen betrachtet.

Die Durchfiithrung der entsprechenden Optimalitédtsnachweise stiitzt sich auf die im Buch

von Pukelsheim eingefiihrten Aquivalenztheoreme ([26], Pukelsheim, 1993).

Um diese Aquivalenztheoreme in der von Pukelsheim vorgeschlagenen generalisierten Form
([26], Pukelsheim, 1993, p. 180-182 und p. 205) formulieren zu kénnen, miissen zunéichst

die hierfiir benotigten Notationen und Definitionen eingefiihrt werden.

2.2 Notationen und Definitionen

Die verwendete Zwei-Farben-Microarray-Technologie bedingt, dass ausschliefSlich unvoll-
stdndige Blockdesigns mit Blécken der Blockldnge zwei als mogliche Versuchsanlagen
fiir dreifaktorielle Zwei-Farben-cDNA-Microarray-Experimente ausgewihlt werden kénnen
(vgl. Kapitel 1). Dabei zielt die Durchfithrung jedes einzelnen Versuches (Arrays) in der
in dieser Arbeit betrachteten dreifaktoriellen Designsituation mit 2 Farben, K Zelllinien
und L Behandlungen (2 x K x L) auf den paarweisen Vergleich zweier unterschiedlicher
Behandlungen (bei konstanter Zelllinie), zweier verschiedener Zelllinien (bei identischer
Behandlung) oder zweier verschiedener Behandlungen in Kombination mit zwei unter-
schiedlichen Zelllinien ab. Wiirde man hingegen beiden Farbkanilen des Arrays dieselbe
Kombination von Behandlung und Zelllinie zuweisen, so wiirde sich, da eine Analyse der
Auswirkungen unterschiedlicher Farbstoffe auf die ermittelten Log ratios fiir den Biologen
nicht von Interesse ist, eine wenig informative Versuchsanlage ergeben. Stattdessen lésst
sich der Faktor , Farbe“ aufgrund der gegebenen Blockstruktur hier vielmehr als Block-

faktor auffassen.

Diese technologiebedingten Restriktionen implizieren, dass fiir 2 x K x L Designs nur

m = 2(K2L) paarweise verschiedene diskrete Designpunkte @ zur Verfiigung stehen.
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Demzufolge werden auf jedem Array zwei unterschiedliche von insgesamt K L moglichen
Kombinationen von Zelllinien und Behandlungen in den beiden Farbkanélen miteinan-
der verglichen. Der Vorfaktor 2 resultiert dadurch, dass die beiden Farben unabhéngig
von den verwendeten Kombinationen von Zelllinien und Behandlungen variiert werden
kénnen. Solche Farbvertauschungen werden auch als ,,Dye Swaps* bezeichnet. Sie garan-
tieren, dass alle interessierenden Effekte unabhingig vom biologisch nicht bedeutsamen

Farbeffekt geschétzt werden konnen.

Der diskrete Designraum x enthilt alle m paarweise verschiedenen Designpunkte und

ergibt sich somit zu y = {1, ...,z }.

Bemerkung 2.4

Unter dem Landgrebe-Modell (2.31) hat jeder der m paarweise verschiedenen Versuchs-

punkte x die Form

T =[9,7 X110y T1L, e, TK1, ...7$KL]T , (2.49)

wobei g und 7 mit griinem bzw. rotem fluoreszierendem Farbstoff korrespondieren, wihrend
der Eintrag {zy} (k=1,...,K;1=1,..., L) kennzeichnet, ob die auf einem bestimmten
Array verwendete Kombination von Zelllinie £ und Behandlung [ mit dem griinen Farb-
stoff (zy; = +1) oder dem roten Farbstoff (zy; = —1) markiert wurde. Der Eintrag {zy;}
hat den Wert Null, falls die entsprechende Kombination von Zelllinie und Behandlung auf
dem betreffenden Array nicht verwendet wurde. Gemé&f der hier verwendeten Konvention
wird ¢ stets auf den Wert 41’ gesetzt, r entsprechend auf den Wert -1°. | Dye Swaps*
lassen sich durch entsprechende Vertauschung der Vorzeichen der korrespondierenden, von
Null verschiedenen Eintriige {xy;} erzeugen (vgl. hierzu die Definitionen der Matrizen X *

und TR aus Kapitel 2.1 sowie Beispiel 3.1 und Beispiel 3.2).

Sei €2 die Klasse aller moglichen diskreten Designs fiir ein gegebenes Optimierungsproblem.

Ein in Bezug auf dieses Optimierungsproblem optimales Design & € ) der Form

t

Tl ey T .
5_{ ! t}, 0<pi<l , di=1..,t , Y p=1, (2.50)

P1,--- Pt i=1
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wird getragen von insgesamt ¢ < m paarweise verschiedenen Designpunkten x; € y mit
zugehorigen reellwertigen Gewichten p; (i = 1, ...,t). Diese Versuchspunkte werden auch als
Tréagerpunkte des optimalen Designs bezeichnet. Das Ziel der Optimierung besteht dann
darin, diese t Tréigerpunkte sowie deren Gewichte (unter Beriicksichtigung der Bedingung
(2.50)) so zu wihlen, dass der Vektor der interessierenden linearen Kontraste unter dem

gegebenen Modell unverzerrt und mit minimaler Varianz geschétzt werden kann.

Die diskrete Designmatrix des optimalen Designs £ ergibt sich mit den obigen Notationen

zu
X =[xy, ...,z . (2.51)

Mit den Erlduterungen aus Bemerkung 2.4 ldsst sich im Landgrebe-Modell (2.31) die

Matrix X in der folgenden Form schreiben:
X=|1n|-un|al. (2.52)

Dabei sperzifiziert die (¢ x K'L) Submatrix A die durch die ¢ Tragerpunkte x1,...,x; vorge-

gebenen Paarvergleiche.

Die Momentenmatrix M des optimalen Designs ¢ ist mit (2.50) geméf der Formel
¢
M :=> paxax (2.53)
i=1

([3], Bandemer et al., 1976, p. 38) definiert.
Mit der Gewichtsmatrix

P :=diag {p1,...,pt} (2.54)
lasst sich die Momentenmatrix M aus (2.53) wie folgt darstellen:

M =X"PXx . (2.55)
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(2.52) impliziert, dass im Landgrebe-Modell (2.31) die ersten beiden Spalten der diskreten
Designmatrix X linear abhéngig sind, d.h. X hat keinen vollen Spaltenrang. Dies hat
unmittelbar zur Folge, dass die Momentenmatrix M aus (2.55) nicht invertierbar ist.

Daher muss im Rahmen der Durchfithrung von Parameterschitzungen im Landgrebe-

Modell (2.31) eine generalisierte Inverse
G:=M = (X"PX) (2.56)

([29], Searle, 1982, chapter 8) zur Invertierung der Momentenmatrix M verwendet werden.

Bemerkung 2.5
Ist das optimale Design £ € Q) gleichgewichtend, d.h.
pi=1/t , i=1,..t |,
so ergibt sich die Matrix P aus (2.54) zu
P = %I ¢ - (2.57)

Mit (2.57) gilt in dieser Situation fiir die Momentenmatrix M aus (2.55):

1
M = ;XTX : (2.58)

Lineare Kontraste CT des Parametervektors 6 (vgl. (2.47)) aus dem Landgrebe-Modell

(2.31) konnen in iiblicher Art und Weise formuliert werden:
c’® , C~(KL+2)xq , CTlgp,2=0, . (2.59)

Hierbei bezeichnet 1572 den (K L+2)-dimensionalen Einservektor und 0, den Nullvektor

der Dimension q.

In jeder Spalte der Kontrastmatrix C aus (2.59) indizieren die Null-Eintrige die fiir die

Betrachtung des betreffenden Kontrastes nicht relevanten Modellparameter, wiahrend die
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von Null verschiedenen Elemente den interessierenden Vergleich (der Kombinationen von
Behandlungen und Zelllinien) charakterisieren.

Hervorzuheben ist, dass die Anzahl ¢ > 1 der Spalten der in (2.59) definierten Kontrast-
matrix C, und damit deren Spaltenrang, sowohl von den Anzahlen verwendeter Zelllinien
(K) und Behandlungen (L) als auch von der exakten Spezifikation der interessierenden
linearen Kontraste abhéingt (vgl. Kapitel 3). In der speziellen Situation, dass der Behand-
lungseffekt bei L = 2 Behandlungen und allgemein K Zelllinien (bzw. der Zelllinieneffekt
bei K = 2 Zelllinien und allgemein L Behandlungen) geschéitzt werden soll, reduziert C

sich auf einen Kontrastvektor.

Sei ¢ € Q ein diskretes Kandidatendesign mit Designmatrix X (vgl. (2.52)), fiir welches
im Landgrebe-Modell (2.31) Optimalitit in Bezug auf die linearen Kontraste CT8 aus
(2.59) gezeigt werden soll. Die Optimalitdt von & lisst sich allerdings nur dann sinnvoll
interpretieren, wenn £ zumindest das Kriterium der Schétzbarkeit im Hinblick auf die
Schitzung der linearen Kontraste C7'@ erfiillt. Gesucht sind also diejenigen Kandidaten-
designs, welche eine unverzerrte und minimalvariante Schitzung der linearen Kontraste

CT0 gewihrleisten.

Der Vektor CT@ der interessierenden linearen Kontraste heifit im Landgrebe-Modell (2.31)
(unverzerrt) schitzbar unter dem Design ¢ dann und nur dann, wenn mindestens eine

(t x ¢) Matrix V existiert, so dass die Bedingung

vix =c” (2.60)

fiir mindestens eine Matrix V erfiillt ist (vgl. [20], Krafft, 1978, p. 43). Bei geeigneter Wahl
der Matrix V ergibt sich als notwendige und suffiziente Bedingung fiir die Schétzbarkeit
von CT@ unter dem Design ¢ die Schitzbarkeitsbedingung

c’'GMm =C” (2.61)

(vgl. [20], Krafft, 1978, p. 44f), wobei M und G definiert sind wie in (2.55) und (2.56).
Mittels Uberpriifung dieser Bedingung lisst sich fiir ein gegebenes Kandidatendesign & € Q

die Schitzbarkeit der interessierenden linearen Kontraste CT @ zeigen oder widerlegen.

Kénnen die linearen Kontraste C7'0 unter dem Design ¢ nicht unverzerrt geschiitzt werden,

so lasst sich die zugehorige experimentelle Fragestellung nicht unverzerrt beantworten (vgl.
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[22], Latif, 2005, p. 16).

Dem Aspekt der unverzerrten Schiatzung von linearen Kontrasten unter dem verwendeten
Versuchsplan kommt im Kontext von Zwei-Farben-cDNA-Microarray-Experimenten eine
besondere Bedeutung zu, da die Aufnahme von Farbeffekten in das Landgrebe-Modell
(2.31) dazu fiihrt, dass auf einem einzelnen Array die Farbeffekte 6; (j = 1,2) sowie
die Kombinationseffekte 7 (k = 1,..., K; 1 = 1,...,L) von Zelllinien und Behandlungen
miteinander vermischt sind und somit nicht unabhéngig voneinander geschéitzt werden

konnen.

Im Folgenden wird daher stets unterstellt, dass die Schitzbarkeit der in der vorliegen-
den Arbeit interessierenden linearen Kontraste unter den in Kapitel 3.1 identifizierten
Kandidatendesigns gegeben ist. Es werden somit nur solche Kandidatendesigns & € € in
die in Kapitel 3 durchgefithrten Optimalitdtsuntersuchungen einbezogen, unter denen die

betrachteten linearen Kontraste CT @ unverzerrt geschétzt werden konnen.

Zum Nachweis der ¢,-Optimalitéit dieser Kandidatendesigns fiir das Schétzen der in dieser
Arbeit untersuchten linearen Kontraste werden die im Buch von Pukelsheim vorgestellten
Aquivalenztheoreme herangezogen ([26], Pukelsheim, 1993, p. 180-182). Diese werden
in der von Pukelsheim vorgeschlagenen generalisierten Form im folgenden Abschnitt ein-

gefiihrt.

2.3 Aquivalenztheoreme

Sei £ € Q ein Kandidatendesign mit Momentenmatrix M und zugehoriger geeigneter
generalisierter Inverse G (vgl. (2.55) und (2.56)). Sei ferner der Vektor CT@ der unter-
suchten linearen Kontraste, mit Kontrastmatrix C und Parametervektor @ definiert wie
in (2.59) sowie (2.47), unverzerrt schétzbar unter dem Design &. Gezeigt werden soll die
¢p-Optimalitéat von ¢ fiir das Schétzen von C76 im Landgrebe-Modell (2.31).

Allerdings weist die Kontrastmatrix C nicht in allen Kontrastsituationen vollen Spal-
tenrang auf (d.h. Rang(C)< min {KL + 2,q}). In solchen, als rangdefizient bezeichne-
ten, Kontrastsituationen ist die (¢ x ¢) Kovarianzmatrix CT GC' der Schitzung von C10

zwangslaufig singuldr und damit nicht regulér invertierbar.
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Damit die von Pukelsheim eingefithrten Aquivalenztheoreme ([26], Pukelsheim, 1993, p.
180-182) auch auf verallgemeinerte Situationen anwendbar sind, in denen sowohl regulire
als auch singuldre Kovarianzmatrizen betrachtet werden koénnen, hat derselbe Autor ver-
allgemeinerte Optimalitédtskriterien ¢, zur Definition der ¢,-Optimalitét vorgeschlagen
([26], Pukelsheim, 1993, p. 139 und p. 205).

Seien A1, ..., A, > 0 die r < ¢ positiven Eigenwerte der Moore-Penrose-Inversen (CTG'C)Jr

der Kovarianzmatrix CTGC.

Dann ist die Familie der verallgemeinerten Optimalitédtskriterien ¢, wie folgt definiert:

max;<r )\j > p =400

/
{%ngr /\5}1 " p {05200}
(bp:

(2.62)
{ngr)\j}m ; p=0

minjg,« )\j 5 p=—-

Vier Spezialfille der verallgemeinerten Optimalititskriterien ¢, aus Formel (2.62) werden

besonders hiufig zur Beurteilung der Optimalitéit von Designs verwendet:

Das A-Kriterium (,average-variance criterion®) entspricht dem Fall p = —1.
Ein A-optimales Design minimiert die Spur der Kovarianzmatrix CT GC und damit
die durchschnittliche Varianz der r < ¢ informativen Einzelkomponenten der Schéitzung

des Vektors CT@ der untersuchten linearen Kontraste.

Das D-Kriterium (,,determinant criterion®) korrespondiert mit dem Spezialfall p = 0.
Ein D-optimaler Versuchsplan minimiert die Determinante der Kovarianzmatrix, d.h.

die generalisierte Varianz

; 1/r
{j:l Var (c;fé) }
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der r < ¢ informativen Einzelkomponenten ché aus der Schitzung des Vektors CT8 der

betrachteten linearen Kontraste.

Ein E-optimales Design minimiert den grofiten (positiven) Eigenwert der Kovarianz-
matrix und damit die grofite Varianz der r < ¢ informativen Einzelkomponenten der
Schitzung von CT@. Das E-Kriterium (,smallest-eigenvalue criterion) erhiilt man aus
(2.62) fiir den Fall p = —oo.

SchlieBlich steht der Fall p = 1 fiir das T-Kriterium (, trace criterion®). Ein T-optimaler

Plan maximiert die Spur der Moore-Penrose-Inversen (C’TGC')+ der Kovarianzmatrix
c'Gge.

Mit den in (2.62) definierten verallgemeinerten Optimalitétskriterien ¢, ldsst sich fiir den
Nachweis der ¢,-Optimalitét des Kandidatendesigns ¢ fiir das Schétzen von CT0 in der
Situation reellwertiger p € (—oo; 1] das folgende Theorem formulieren ([26], Pukelsheim,

1993, p. 180 und p. 205):

Theorem 2.1 (Generalisiertes Aquivalenztheorem fiir Matrizenmittelwerte)
Betrachte die verallgemeinerten Optimalititskriterien ¢, aus (2.62) mit finitem Parameter
p, p € (—o0;1]. Sei der Vektor CTO der interessierenden linearen Kontraste (unverzerrt)

schdtzbar unter dem Design

L1y ooy Tt
£= , el
P1, -, Pt
mit diskreter Designmatric X = [@1, ..., a:t]T und Momentenmatric M = XTPX ,
P = diag{p1,...,p:} (vgl. Kapitel 2.2).

Das Design & heifit dann und nur dann ¢,-optimal fiir das Schitzen von CT0 im linearen
Modell

Elz]=X*0 , Varlz]=0%IN |,

wenn eine generalisierte Inverse G der Momentenmatriz M existiert, welche die

Normalititsungleichung

2’Ge (cTae)’ (cTae)' T (cTae) ¢TG e < Tr |(CTGC)" (cTao) | (2.63)
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fiir alle x € x erfillt.

Setzt man, im Falle der ¢p,-Optimalitit von &, jeden dert < m Tragerpunkte x; (i = 1,...,t)

von & fiir © ein, so ergibt sich jeweils strikte Gleichheit in (2.63).

Beweis:

Fiir den Beweis des obigen Theorems sei auf das Buch von Pukelsheim verwiesen ([26],
Pukelsheim, 1993, p. 180 und p. 205).

Fiir den Beweis der E-Optimalitidt (d.h. p = —oco in (2.62)) des Kandidatendesigns ¢ fiir
das Schiitzen von C70 hat Pukelsheim in Analogie zum Theorem 2.1 ein entsprechend

formuliertes generalisiertes Aquivalenztheorem vorgeschlagen (vgl. [26], Pukelsheim, 1993,
p. 181f und p. 205):

Theorem 2.2 (Generalisiertes Aquivalenztheorem fiir E-Optimalitiit)
Sei der Vektor CT@ der interessierenden linearen Kontraste (unverzerrt) schitzbar unter

dem Design

Ty ey T
g=9 L cea
P1, -, Pt
mit diskreter Designmatriz X = [x1, ...,wt]T und Momentenmatriz M = XTPX ,
P = diag{p1,...,pt} (vgl. Kapitel 2.2).

Das Design & heift dann und nur dann E-optimal fir das Schitzen von CT 0 im linearen
Modell

Elz)=X*0 , Varlz]=0’IN |,

wenn eine (¢ X q) Matrix E mit den Eigenschaften
(i) E ist symmetrisch ,
(ii)  E ist nicht-negativ definit ,
(iii) Tr{E} =1,
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sowie eine generalisierte Inverse G der Momentenmatrix M existiert, welche die

Normalitdtsungleichung

1

T T + T ToTal . <
z'GC (C'GC) E(Cc'GC) C¢'G'z < S (CTGC)

(2.64)

fiir alle x € x erfiillt.

Setzt man, im Falle der E-Optimalitéit von £, jeden der t < m Triagerpunkte ; (i = 1,...,t)

von & fiir  ein, so ergibt sich jeweils strikte Gleichheit in (2.64).

Beweis:

Der Beweis des obigen Theorems kann dem Buch von Pukelsheim entnommen werden
([26], Pukelsheim, 1993, p. 182 und p. 205).

Bemerkung 2.6

In Kapitel 3 wird unter Verwendung der generalisierten Aquivalenztheoreme 2.1 und 2.2 fiir
p € [—o0; 1] die ¢p-Optimalitat der in Abschnitt 3.1 vorgestellten Kandidatendesigns fiir
das Schétzen der in dieser Arbeit betrachteten linearen Kontraste des Parametervektors
aus dem Landgrebe-Modell (2.31) bewiesen. Zu diesem Zweck muss zunfichst eine geeignete
generalisierte Inverse G der Momentenmatrix M des Kandidatendesigns gefunden und
anschlieBend die Giiltigkeit der Normalitdtsungleichung des in der jeweiligen Situation
anzuwendenden Theorems fiir alle Designpunkte & € x gezeigt werden (vgl. (2.63) bzw.
(2.64)). Fiir den Nachweis der E-Optimalitit muss zusétzlich eine addquate Matrix E

identifiziert werden, welche die in Theorem 2.2 aufgefiihrten Eigenschaften (i)-(iii) erfiillt.

Ist das Design & E-optimal fiir das Schéitzen des linearen Kontrastes C7 0, die zugehérige
Kovarianzmatrix CT GC' nicht-singulir sowie A der kleinste Eigenwert der verallgemei-
nerten Informationsmatrix (CTG'C’)Jr mit Multiplizitédt 1, so ist eine passende Matrix E

T wobei Z der normierte Eigenvektor zum Eigenwert X ist. Hat der

gegeben als F := zZ
kleinste Eigenwert der Matrix (CTGC)+ hingegen eine Multiplizitdt > 1, so lasst sich
nur wenig oder nichts dariiber aussagen, welche nicht-negativ definiten, symmetrischen
Matrizen E mit Tr {E} = 1 die Normalitatsungleichung (2.64) von Theorem 2.2 erfiillen

(vgl. [26], Pukelsheim, 1993, p. 182).
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Da in den in Kapitel 3 betrachteten Kontrastsituationen die mit den in Abschnitt 3.1 iden-
tifizierten Kandidatendesigns korrespondierenden Kovarianzmatrizen CT GC' stets nicht-
negativ definit und insbesondere symmetrisch sind, sind die Eigenschaften (i) und (ii) aus

Theorem 2.2 bereits erfiillt. Setzt man

1

E=-—  CcTGgc 2.65
Tr{CTGC} ’ (2:65)

so gilt Tr { E} = 1. Damit besitzen, fiir alle im Folgenden betrachteten linearen Kontraste
C7T0, die zugehorigen in (2.65) definierten Matrizen E die Eigenschaften (i)-(iii) aus dem
Aquivalenztheorem 2.2 und die E-Optimalitiit der gefundenen Kandidatendesigns lisst
sich durch Uberpriifung der Giiltigkeit der Normalitdtsungleichung (2.64) aus Theorem

2.2 fiir alle m diskreten Designpunkte & € y nachweisen.

Im folgenden Kapitel werden die Ergebnisse der in der vorliegenden Arbeit durchgefiithrten

Optimalitdtsuntersuchungen zusammengefasst.



Kapitel 3

Ergebnisse der

Optimalitidtsuntersuchungen

In den Abschnitten 3.2-3.6 werden die Resultate der in verschiedenen Kontrastsituationen

unter dem Landgrebe-Modell

Elz]=X*0 , Varlz]=0’In ,

0= [51,(52,711,...,TKL]T , X*= [ 1y ‘ -1y ‘ TR } , (3.1)

(vgl. Kapitel 2.1) durchgefithrten Optimalitétsuntersuchungen vorgestellt. Der Nachweis
der ¢,-Optimalitét der hierbei unter dem oben beschriebenen Modell (3.1) konstruierten
optimalen Versuchsanlagen fiir dreifaktorielle Zwei-Farben-cDNA-Microarray-Experimente
mit N Arrays, 2 Farben, K > 2 Zelllinien (Faktor A) und L > 2 Behandlungen (Faktor B)
wird, fiir p € [—o00; 1], durch Uberpriifung der Giiltigkeit der Normalitéitsungleichungen der
in Kapitel 2.3 aufgefiihrten generalisierten Aquivalenztheoreme fiir alle m Designpunkte

x € x gefiihrt.

44
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Bevor dieser zweite Optimierungsschritt durchgefiihrt werden kann, miissen zunéchst die-
jenigen Versuchspléne gefunden werden, fiir die sich die ¢,-Optimalitédt in Bezug auf die
hier untersuchten linearen Kontraste mittels dieser beiden Aquivalenztheoreme (Theorem

2.1 bzw. Theorem 2.2) tatséchlich zeigen lasst.

Die Identifizierung solcher geeignet gewéhlten Kandidatendesigns ist nicht immer trivial.
Insbesondere die richtige Wahl der Gewichte der Tragerpunkte der optimalen Designs
kann sich, in Abhéngigkeit vom vorliegenden Optimierungsproblem, als diffizile Aufgabe

erweisen.

Hier werden einige bereits vorliegende Resultate zur Effizienz dreifaktorieller Zwei-Farben-
cDNA-Microarray-Designs ([21], Landgrebe et al., 2006) zur Konstruktion problemadéqua-
ter Kandidatendesigns ausgenutzt.

Anschlieflend l4sst sich, im zweiten Optimierungsschritt, fiir p € [—oo; 1] die ¢p-Optimalitét
dieser Versuchspléne fiir das Schétzen der in dieser Arbeit betrachteten linearen Kontraste

des Parametervektors aus dem Landgrebe-Modell (3.1), wie oben beschrieben, nachweisen.

Die Identifikation dieser fiir die untersuchten Kontrastsituationen geeignet ausgewéhlten
Kandidatendesigns wird im folgenden Abschnitt ndher erliutert. Dariiber hinaus werden
einige spezielle Charakteristika dieser Versuchsplane beschrieben, die sich als niitzlich fiir

die nachfolgenden Optimalitédtsbetrachtungen erweisen (vgl. Kapitel 3.2-3.6).

3.1 Identifikation und Eigenschaften problemadiquater
Kandidatendesigns

Landgrebe et al. fiihren Effizienzuntersuchungen durch, um insgesamt zehn verschiedene,
in der Praxis hdufig eingesetzte, konkrete dreifaktorielle Designs fiir Zwei-Farben-cDNA-
Microarray-Experimente mit N = 12 Arrays, K = 3 Zelllinien und L = 2 Behandlungen
hinsichtlich ihrer relativen E-Effizienz (vgl. [26], Pukelsheim, 1993, p. 132 und p. 137) fiir
das Schétzen verschiedener linearer Kontraste miteinander zu vergleichen ([21], Landgrebe
et al., 2006).
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Aus diesen Effizienzuntersuchungen ergibt sich, dass das Swap over B (BS) Design
unter den zehn betrachteten Versuchspldnen die hochste E-Effizienz fiir das Schétzen
des Vektors der Behandlungskontraste (B), fiir das Schétzen des Vektors der Interak-
tionskontraste von Behandlungen und Zelllinien (A x B), sowie fiir das Schitzen des aus
den Behandlungskontrasten und den Interaktionskontrasten zusammengesetzten Vektors
(B, A x B) aufweist. Der Vektor der Zelllinienkontraste (A) hingegen kann unter dieser
Versuchsanordnung nicht unverzerrt geschétzt werden.

Die t = 6 gleichgewichteten Tragerpunkte des BS Designs spezifizieren alle moglichen
paarweisen Vergleiche zweier unterschiedlicher Behandlungen (bei Verwendung von cDNA
aus derselben Zelllinie). Hierbei wird der mit jedem der 6 Triagerpunkte korrespondierende
Paarvergleich auf jeweils zwei der N = 12 Arrays durchgefiihrt. Diese Art der Versuchs-
anlage lésst die Vermutung zu, dass der Vektor der Behandlungskontraste unter dem BS
Design unverzerrt und mit minimaler Varianz (unter allen potentiell in Frage kommen-
den Designs) geschétzt werden kann. Zur Verifizierung dieser Hypothese wird hier das
BS Design als Kandidatendesign in Bezug auf die Schitzung dieser linearen Kontraste
ausgewihlt. Der entsprechende Optimalitdtsnachweis erfolgt in Kapitel 3.4.

Auf Grundlage der oben beschriebenen Effizienzeigenschaften des BS Designs wird in
den Abschnitten 3.5 und 3.6 zusétzlich die Optimalitéit dieses Kandidatendesigns fiir das
Schiitzen des Vektors der Interaktionskontraste von Behandlungen und Zelllinien sowie
fiir das Schétzen des aus Behandlungskontrasten und Interaktionskontrasten zusammen-

gesetzten Vektors untersucht.

Ein weiteres Ergebnis der Effizienzuntersuchungen von Landgrebe et al. ist, dass das
Within A Loop (AL) Design unter den zehn betrachteten Designs die maximale
E-Effizienz fiir das Schétzen des Vektors der Zelllinienkontraste (A) liefert, sowie eine
E-Effizienz von 75% gegeniiber dem BS Design im Hinblick auf die Schitzung des Vektors
der Interaktionskontraste von Behandlungen und Zelllinien (A x B). Im Unterschied hierzu
konnen der Vektor der Behandlungskontraste sowie der aus Behandlungskontrasten und
Interaktionskontrasten zusammengesetzte Vektor unter dem AL Design nicht unverzerrt
geschitzt werden. In Analogie zum BS Design charakterisieren die ¢t = 6 gleichgewichteten
paarweise verschiedenen Tragerpunkte des AL Designs alle moglichen Paarvergleiche von
Zelllinien innerhalb derselben Behandlungsgruppe, wobei wiederum jeder dieser 6 Paar-

vergleiche auf jeweils zwei der N = 12 Arrays durchgefiithrt wird.
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Da die Betrachtungen von Landgrebe et al. auf die spezielle dreifaktorielle Designsituation
mit K = 3 Zelllinien und L = 2 Behandlungen beschrinkt sind, bleibt insbesondere fiir
den Vektor der Interaktionskontraste von Behandlungen und Zelllinien (A x B) unklar,
inwiefern die hierbei erzielten Resultate von den Anzahlen verwendeter Behandlungen und
Zelllinien abh#éngen. Daher wird im Abschnitt 3.5 das AL Design als zweites Kandidaten-
design neben dem BS Design in Bezug auf eine unverzerrte und minimalvariante Schéitzung

des Vektors der Interaktionskontraste von Behandlungen und Zelllinien betrachtet.

Optimalitdtsuntersuchungen im Hinblick auf den Vektor der Zelllinienkontraste hingegen

stehen nicht im Fokus der vorliegenden Arbeit (vgl. Kapitel 1).

Bemerkung 3.1

Die in der Arbeit von Landgrebe et al. ([21], Landgrebe et al., 2006) verwendeten Begriff-
lichkeiten fiir die gefundenen effizienten Designs (,Swap over B (BS)“ Design, ,, Within A
Loop (AL)“ Design) sind irrefithrend. Um den exakten Aufbau des verwendeten Versuchs-
plans klarer herauszustellen, wird im Folgenden fiir den Plan, der Behandlungen (Faktor
B) paarweise innerhalb derselben Zelllinie (Faktor A) vergleicht, der Ausdruck Within A
Swap (AS) Design (préaziser: ,Within Factor A Swap of Factor B “ Design) verwendet
(anstelle von ,,Swap over B (BS)“ Design). Entsprechend wird die Versuchsanlage, welche
Zelllinien (A) paarweise innerhalb der Behandlungsgruppen (B) vergleicht, als Within
B Swap (BS) Design (ausformuliert: ,,Within Factor B Swap of Factor A“ Design)
bezeichnet, den Ausdruck ,, Within A Loop (AL)“ Design ersetzend.

Die Formulierung ,,Swap“ kennzeichnet dabei, dass jeweils zwei der Tragerpunkte des
entsprechenden Versuchsplans denselben Paarvergleich von Behandlungen bzw. Zelllinien
reprasentieren, wobei sich diese beiden Tragerpunkte ausschliefllich durch entgegengesetzt
gewihlte Farbkodierungen (griin/rot) fiir die beiden zu vergleichenden experimentellen

Bedingungen unterscheiden (vgl. Kapitel 2.2 sowie Beispiel 3.1 und Beispiel 3.2).

Aus den obigen Uberlegungen lassen sich fiir die in den Abschnitten 3.2-3.6 untersuchten
Kontrastsituationen zwei unterschiedliche Kandidatendesigns konstruieren. Diese beiden
Blockpléine, das AS Design und das BS Design, werden in den Abschnitten 3.1.2 und
3.1.3 nédher vorgestellt.
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Wie oben beschrieben, charakterisieren die paarweise verschiedenen Trégerpunkte beider
Versuchsanlagen alle moglichen Paarvergleiche der Faktorstufen eines der beiden Faktoren
(Behandlung oder Zelllinie) fiir jede der Stufen des jeweils anderen Faktors.

Allgemeingiiltig lassen sich die (g) moglichen Paarvergleiche eines Faktors mit S Stufen
iiber eine geeignet definierte Paarvergleichsmatrix Pg spezifizieren. Diese Matrix wird
im néchsten Abschnitt eingefiihrt. Desweiteren werden verschiedene Eigenschaften dieser

Matrix hergeleitet, die fiir die nachfolgenden Betrachtungen hilfreich sind.

3.1.1 Die Paarvergleichsmatrix Pg

Die (g) x S Paarvergleichsmatrix

[ 154 —Is |
Os—2 | 152 —Ig 2
O0s—3|0s—3|1s-3 o
Ps = (3.2)
09 s 09 15 —15
| 0, 04 11‘—11_

charakterisiert alle (g) moglichen paarweisen Vergleiche der S verschiedenen Faktorstufen
eines interessierenden Faktors. Beispielsweise ergibt sich mit (3.2) fiir S =2, S = 3 bzw.

S = 4 Faktorstufen

(1 -1 0 |

1 0 —1 0
1 -1 0

1 0 0 -1

Pzz[l —1} , P3=1]1 0 -1 und Py =

0 1 -1 0
0 1 -1

0 1 0 -1

0 O 1 -1

Die Paarvergleichsmatrix Pg aus (3.2) weist viele spezielle Eigenschaften auf, die hilf-
reich fiir die nachfolgenden Betrachtungen sind. Diese Eigenschaften sind in Lemma 3.2

zusammengefasst. Die folgende Definition vereinfacht die Notation von Lemma 3.2:
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Definition 3.1 (Zentrierende Matrix)
Die (S x S) Matrix

1
Hg:=1Ig— g151£ (3.3)

bezeichnet die zentrierende Matrix (der Dimension S).

Im Folgenden werden verschiedene Eigenschaften der in der obigen Definition 3.1 ein-

gefithrten Matrix H g ausgenutzt. Diese sind in Lemma 3.1 zusammengefasst:

Lemma 3.1 (Eigenschaften der zentrierenden Matrix)

Fiir die durch die Gleichung (3.3) definierte zentrierende Matrix Hg sind die folgenden
Aussagen giiltig:

(a) Die Matriz Hg ist idempotent, d.h. es gilt: H% = Hg .

(b) Die Matriz Hg ist symmetrisch.

(¢) Die Matriz H g ist nicht-negativ definit mit Eigenwerten A\; =0 oder \j =1,
ji=1,...8.

(d) Fiir q >0 gilt: HL, = Hg .

(e) Tr{Hg}=95—1.

Beweis:
a) Wegen 1515 = S gilt:
S
H% = [Is — $1515] [Is — $11%] = Is — 21515 + 15101417

=1Ig— %151£+%151T =1Ig— %151T =Hg.

(b) Fiir zwei beliebige Matrizen A, B gleicher Dimension gilt:
(A+B)T = AT + BT

(vgl. [14], Harville, 1997, p. 5). Damit ergibt sich die Symmetrie von H g wie folgt:
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T T
Hg = [IS — %151%:] =1Iqg— [%151?] =1Iqg— %151T =Hg.
(c) Sei Aj, 7 =1,..., 5, ein Eigenwert der Matrix H g mit zugehorigem Eigenvektor z; # 0.
Dann gilt mit (a):
/\ij = H5Zj = H%Zj = )\szzj' = /\?Zj .

Damit ist )\]2 = \; und demzufolge \; = 0 oder \; = 1. Die Matrix Hg ist somit nicht-

negativ definit.

(d) Sei A eine symmetrische, nicht-negativ definite (S x S) Matrix mit Eigenwerten
A,y Ap > 0und Ay 1 = ... = Ag = 0 sowie zugehdrigen normierten Eigenvektoren z; # 0,

j=1,..., 5. Dann ist, unter Ausnutzung der Spektralzerlegung der Matrix A,
_ T
A= ngr )\ijZj
sowie
_ T
Al=3%" Nzjzi , ¢>0

(vgl. [26], Pukelsheim, 1993, p. 140 und p. 204f). Damit ergibt sich fiir ¢ > 0 mit (b) und
(c) fir A:= Hg:

HY =Y, Mzjzl =3, 19227 =3, 1z52] =Y, Njzjz, = Hs .
(e) Fiir die Spur der Matrizen Is bzw. Jg := 151% gilt:
T’r’{Is} =S 5 T?“{Js} =S
(vgl. [14], Harville, 1997, chapter 5.1). Mit
Tr{A+B}=Tr{A} +Tr{B}

fiir zwei (S x S) Matrizen A , B (vgl. [14], Harville, 1997, chapter 5.2) ergibt sich schlief3-
lich:

Tr{Hg} :TT{Is—%lslg} :TT{Is}—%TT{Js} =5-1.
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Unter Verwendung von Definition 3.1 sowie Lemma 3.1 kann Lemma 3.2 nun formuliert

und bewiesen werden:

Lemma 3.2 (Eigenschaften der Paarvergleichsmatrix Pg)
Sei Hg die zentrierende Matriz aus Definition 3.1. Dann besitzen fir die durch (3.2)

definierte Paarvergleichsmatriz Pg die folgenden Aussagen Giiltigkeit:
(a) Pslg = 0(5)

(b) Rang (Pg) =S — 1.

(¢c) PsHg = Pg.

(d) PLPs=SHg.

(e) Fiir ¢ > 0 gilt: [PLPg]" = S1H .

(f) Fiir g > 0 gilt: Ps [P§Ps]" = S1Ps.

(g) Fiir ¢ > 0 gilt: PsHLPY, = PgP{.

(h) Die Matrix Png ist nicht-negativ definit mit Figenwerten \j =0 oder \; =S,
j=1,0 ().

(i) Fir ¢ > 0 gilt: [PsP%|" = s PgPL.

() Tr {PsP§} =2(3).

Beweis:
(a) und (b) ergeben sich als direkte Konsequenz der Definition (3.2).
(c¢) Mit (a) erhilt man

PsHg = Pg [Is — %1515] = Pg — %Pslslg = Pg .

[ (S—1) -1 --- ~1
-1 . :

(d) PLPgs = S 1 =SIg— 151 =5 [Is - $151%] = SH.
R
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(e) ergibt sich, unter Ausnutzung von Lemma 3.1 (d), als unmittelbare Folge von (d).

(f) folgt fiir ¢ > 0 mit (c) und (e):
Ps [PLPg]" = S'PsHg = S'Pg .
(g) Mit (c) sowie mit Lemma 3.1 (d) ldsst sich fiir ¢ > 0 zeigen:
PsHLPY = PsHsP% = PsPL.

(h) Nach Lemma 3.1 (c) sind die S Eigenwerte der zentrierenden Matrix H g gegeben durch
pj = 0oder pj = 1,5 =1,..,5. Seien z; # 0, j = 1,...,.5, die zugehdrigen normierten
Eigenvektoren der Matrix Hg. Mit (d) sowie wegen der Beziehung

(S,uj) Zj = S(/szj') = S(HS,Z]') = (Sﬂs) Zj = (PEPS) Zj s j = 1, ,S 5
ergeben sich damit die Eigenwerte der Matrix P?;PS zu
)\j = S/Lj y j:1,...,S

(vgl. [29], Searle, 1982, p. 277).

Da fiir zwei beliebige Matrizen A ~ (m,n) und B ~ (n,m) sdmtliche von Null verschie-
denen Eigenwerte der Matrizen AB und B A identisch sind ([14], Harville, 1997, p. 545f),
ldsst sich folgern, dass sich die Eigenwerte der symmetrischen Matrix PSPE insgesamt
zu A\j =0oder \; =5,5=1,..., (g), ergeben. Damit ist die Matrix PSPE nicht-negativ
definit.

(i) Mit (h) sind die Eigenwerte der Matrix PgP% gegeben durch \; = ... = \, = S |
Argl = ... = )\@) =0. Seien z; #0, j =1, ..., (g), die zugehorigen normierten Eigenvek-
toren der Matrix PSPE. Damit ldsst sich, unter Ausnutzung der Spektralzerlegung, die
Matrix PgP% wie folgt schreiben:

T _ Py L oY - T
PsPg =), Xjzjzj =)<, 5%j2; =S ;<, %j%;

(vgl. Beweis von Lemma 3.1 (d)). Entsprechend ergibt sich fiir ¢ > 0 das gewiinschte
Resultat:
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[PsP§)" =30, Njzj2] = 3, 892j2] = SIS Y, 2j2] = ST PsPg

(vgl. Beweis von Lemma 3.1 (d)).

(j) Fiir zwei beliebige Matrizen A ~ (m,n) und B ~ (n,m) gilt:
Tr{AB} =Tr{BA}

(vgl. [14], Harville, 1997, chapter 5.2). Damit erhélt man unter Ausnutzung von (d) sowie

von Lemma 3.1 (e):

Tr{PsPL} =Tr {PLPs} = STr{Hs} =S (S-1)=2(3).

Im néchsten Abschnitt wird das Within A Swap (AS) Design in allgemeiner Form
fiir K Zelllinien und L Behandlungen, unabhéingig von der Anzahl verwendeter Arrays,

eingefiihrt.

3.1.2 Das Within A Swap (AS) Design

Das AS Design représentiert, fiir jede der K Zelllinien, alle (g) moglichen paarweisen Ver-
gleiche der L Behandlungen. Die ,,Swap “-Eigenschaft des AS Designs reflektiert, dass die
beiden Farbstoffe (griin/rot) unabhingig von Behandlungen und Zelllinien variiert wer-
den konnen (vgl. Kapitel 2.2) und damit alle K (é) Paarvergleiche zweier Behandlungen
je einmal in jeder der beiden moéglichen Farbkonstellationen durchgefiihrt werden. Insge-
samt setzt sich das AS Design somit aus 2K (g) paarweise verschiedenen Tragerpunkten
zusammen.

Durch die oben beschriebene ,,Swap “-Eigenschaft wird gewéhrleistet, dass unter dem AS
Design alle interessierenden linearen Kontraste unabhéngig vom biologisch nicht bedeut-

samen Farbeffekt geschétzt werden konnen (vgl. Kapitel 2.2).

Das folgende Beispiel 3.1 erldutert die Triagerpunkte (TP) des AS Designs in zwei aus-

gewahlten Designsituationen.
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Beispiel 3.1

Fiir K = 3 Zelllinien (a,b,c) und L = 2 Behandlungen (1,2) werden die 6 Trégerpunkte
des AS Designs in Tabelle 3.1 aufgefiihrt und in Abbildung 3.1 veranschaulicht.

Tragerpunkt g T al a2 bl b2 cl c2
1 1 -1 1 -1 0
2 1 -1 -1 1 0
3 1 -1 0 0 -1 0
4 1 -1 0 0 -1 1 0 0
5 1 -1 0 0 1 -1
6 1 -1 0 0 0 -1 1

Tabelle 3.1: Trigerpunkte des AS Designs fiir K =3, L =2

TP 1 TP 3 TP5
TP 2 TP 4 TP 6

Abbildung 3.1: Veranschaulichung der Tragerpunkte des AS Designs fir K =3, L =2
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Fiir ein Zwei-Farben-cDNA-Microarray-Experiment mit K = 2 Zelllinien (a,b) und L = 3

Behandlungen (1,2,3) setzt sich das AS Design aus insgesamt 12 Triigerpunkten zusammen.

Die Spezifikation dieser 12 Trigerpunkte kann Tabelle 3.2 entnommen werden.

Tragerpunkt g r al a2 a3l bl b2 b3
1 1 -1 1 -1 0 0 0 0
2 1 -1 0 -1 0 0 0
3 1 -1 0 -1 0 0 0
4 1 -1 -1 1 0 0 0 0
5 1 -1 -1 0 1 0 0 0
6 1 -1 0 -1 1 0 0 0
7 1 -1 0 0 0 1 -1 0
8 1 -1 0 0 0 1 0 -1
9 1 -1 0 0 0 0 1 -1
10 1 -1 0 0 0 -1 1 0
11 1 -1 0 0 0 -1 0
12 1 -1 0 0 0 0 -1 1

Tabelle 3.2: Trigerpunkte des AS Designs fiir K =2, L =3

Die Abbildung 3.2 zeigt eine grafische Veranschaulichung der in Tabelle 3.2 dargestellten
12 Tragerpunkte des AS Designs.
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Abbildung 3.2: Veranschaulichung der Tragerpunkte des AS Designs fir K =2, L =3

Die Designmatrix X1 des AS Designs ldsst sich, in allgemeiner Form fiir K Zelllinien und
L Behandlungen, wie folgt aufschreiben (vgl. (2.51) und (2.52)):

X1 = [ Loy | Loy [ In @ Qe | (34

Dabei spezifiziert die Submatrix Ix ® Qf die 2K (3) unterschiedlichen Paarvergleiche der
L Behandlungen (unter Beriicksichtigung aller ,Dye Swaps*“, vgl. Bemerkung 2.4), d.h.
A=1Ig ®Q in (2.52). Die 2(5’) x L Matrix Qp, aus (3.4) kann wie folgt partitioniert

werden:

Q, = [ _ii ] , (3.5)

wobei die (g) x L Submatrix Py, alle (é) moglichen paarweisen Vergleiche der L Behand-
lungen charakterisiert. Damit ist die Matrix Py, ein Spezialfall der durch (3.2) definierten
Paarvergleichsmatrix Pg mit S = L. Die fiir die nachfolgenden Optimalitéitsbetrachtungen
niitzlichen Eigenschaften der Matrix P konnen demzufolge Lemma 3.2, durch Ersetzen

von S durch L, entnommen werden.
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Wie in Anwendungen h#ufig empfohlen, ist davon auszugehen, dass alle durch das AS
Design spezifizierten Paarvergleiche der L Behandlungen gleich wichtig fiir das Schéatzen
der in der vorliegenden Arbeit untersuchten linearen Kontraste sind. Dies impliziert eine
Gleichgewichtung der 2K (g) paarweise verschiedenen Trigerpunkte des AS Designs mit

Gewichten

1 L
pi = : z’:l,...,t:2K<2> : (3.6)

Lemma 3.3 fasst die Momentenmatrix des AS Designs sowie eine fiir die nachfolgenden
Betrachtungen geeignet gewihlte generalisierte Inverse dieser Momentenmatrix, in allge-

meiner Form fiir K Zelllinien und L Behandlungen, zusammen:

Lemma 3.3 (Momentenmatrix und generalisierte Inverse - AS Design)
Fiir das AS Design, mit Designmatriz X1 und Gewichten p; definiert wie in (3.4) und
(3.6), sind die beiden folgenden Aussagen giiltig:

(a) Die (KL + 2) x (KL +2) Momentenmatrizx My des AS Designs ergibt sich fir K

Zelllinien und L Behandlungen zu

1 -1 o7, ]
R T
Oxr OxrL K%L) (Ix®LHY)
L 2 .
(b) Die (KL +2) x (KL+2) Matrix
1 -1 0%, |
1 T

[ O Oxr 4K (3) (I $HL) |

ist eine generalisierte Inverse der Momentenmatriz M1 aus (a).
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Beweis:

Sei S = L in Lemma 3.1

(a) Mit (3.5) erhélt man

T
Lar(t)

sowie

(Ig ®

sowie in Lemma 3.2.

Ik®Qp) = 1§K<L) (IK 0y

2

Q)" ox(y) =

2

Ferner gilt mit (3.5) sowie mit Lemma 3.2 (d):

(IK®QL)T(IK®QL):IK®Q€QL:IK®([Pz—Pg] [

=Ix®2PIP, =2(Ix ® LHY) .

o)

{1§K(L) Ik ® QL>}T = Oxr -

Mit diesen Resultaten ergibt sich fiir die Designmatrix X aus (3.4):

T
Loy tore(h) Lo ter ()
T _ 1T T
XiX=1 g har() Lac(p)ter(h)

| 2K(3)  —2K(3) ks
~2K(5)  2K(3) Okt
| Oxyp Oxr, 2(Ix®LHYL)

Py
_P;

)

ng(g) Ik ®Qyp)

T
Lk

Ik ®Qp)

Ixk®Qp) (Ixk®Qy)

o8
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Oxr

Oxr K(lL
2

)

T
OKL

T
OKL

(Ix ® LHYp)

Mit den Gewichten p; aus (3.6) sowie mit Bemerkung 2.5 resultiert schliefllich:

1 -1 0%,
T
M, = 2}{1(5))({)(1 — -1 1 0%,
Oxr Oxr K(IL) (Ix ® LHp)
L 2 .

(b) G ist eine generalisierte Inverse der Matrix M, wenn M und G, die Bedingung
M,G1M, = M,
(vgl. [29], Searle, 1982, p. 213) erfiillen. Mit Lemma 3.1 (a) gilt:
(Ix®+HL) (Ig @ LHL) =Ix @ H; =Ix @ Hy,
sowie entsprechend

Ik @LH)(Ix@H) =TIk LH? =Ix @ LHp .
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Mit diesen Resultaten sowie mit (3.7) und (3.8) ergibt sich die folgende Gleichung:
[ 2 2 0%, ]
GM,=3;| -2 2 (1]
| Oxz Oxr 4(Ix®1Hp)(Ix® LHY)
[ % *% OﬁL
- _% % 0%,
| Oxr Oxr Ik ®@Hp |
Multipliziert man diese Gleichung von links mit M, so erhélt man:
1 1 oL, ]
M,GiM,=| -1 1 0%,
_OKL (1J°9) K(lé) Ik ® LHL)(Ix ® Hy) |
1 1 oL, ]
= -1 1 0%, =M, .
i Oxr Oxr K(lé) (Ix® LHY) |
|

Das Within B Swap (BS) Design lisst sich in analoger Art und Weise allgemeingiiltig

fiir K Zelllinien und L Behandlungen darstellen. Der folgende Abschnitt fasst die speziellen

Eigenschaften dieses Versuchsplans zusammen.
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3.1.3 Das Within B Swap (BS) Design

Im Gegensatz zum AS Design reflektiert das BS Design alle (Ig) moglichen paarweisen
Vergleiche der K Zelllinien in jeder der L Behandlungsgruppen. Das BS Design ist durch
eine dem AS Design entsprechende ,, Swap “-Eigenschaft charakterisiert (vgl. Kapitel 3.1.2);
diese hat hier zur Folge, dass alle L(g{ ) verschiedenen Paarvergleiche zweier Zelllinien je
einmal in jeder der beiden moglichen Farbkonstellationen durchgefiihrt werden. Insgesamt
setzt sich das BS Design somit aus 2L(I2< ) paarweise verschiedenen Triagerpunkten zusam-

men.

Das Beispiel 3.2 erldutert die Tragerpunkte des BS Designs in den bereits in Beispiel 3.1

betrachteten Designsituationen.

Beispiel 3.2

Fiir K = 3 Zelllinien (a,b,c) und L = 2 Behandlungen (1,2) sind die 12 paarweise verschie-
denen Tragerpunkte des BS Designs in Tabelle 3.3 zusammengefasst und in Abbildung 3.3

veranschaulicht.

Trégerpunkt g r al a2 bl b2 cl c2
1 1 -1 1 0 -1 0
2 1 -1 0 1 0 -1
3 1 -1 1 0 0 0 -1
4 1 -1 0 1 0 0 0 -1
5 1 -1 0 0 1 0 -1 0
6 1 -1 0 0 0 1 0 -1
7 1 -1 -1 0 1 0 0 0
8 1 -1 0 -1 0 1 0 0
9 1 -1 -1 0 0 0 1 0
10 1 -1 0 -1 0 0 0 1
11 1 -1 -1 0 1 0
12 1 -1 0 -1 0 1

Tabelle 3.3: Tragerpunkte des BS Designs fir K =3, L =2
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Abbildung 3.3: Veranschaulichung der Tragerpunkte des BS Designs fiir K =3 |, L =2

Soll hingegen ein Experiment mit K = 2 Zelllinien (a,b) und L = 3 Behandlungen (1,2,3)

durchgefiihrt werden, so setzt sich das BS Design aus insgesamt nur 6 paarweise verschie-

denen Triagerpunkten zusammen (Tabelle 3.4, Abbildung 3.4).

Tragerpunkte g r al a2 ad bl b2 b3
1 1 -1 0 0 -1 0
2 1 -1 0 0 0 -1
3 1 -1 1 0 0 -1
4 1 -1 -1 0 1 0
5 1 -1 0 -1 0 0 1
6 1 -1 0 0 -1 0 0

Tabelle 3.4: Tragerpunkte des BS Designs fir K =2 , L =3
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TP 1 TP 2 TP 3
TP 4 TP5 TP 6

Abbildung 3.4: Veranschaulichung der Tragerpunkte des BS Designs fiir K =2, L =3

In Analogie zum AS Design (vgl. Kapitel 3.1.2) ist die Designmatrix X9 des BS Designs,

in allgemeiner Form fiir K Zelllinien und L Behandlungen, durch die Matrix

Xz = [ Loy | Ly [ @0 1 | (3.9)

2

gegeben. Hierbei lédsst sich die 2([2{ ) x K Matrix Qj wie folgt partitionieren:

Qx = [ _Iii ] : (3.10)

wobei die (12() x K Submatrix Pg alle (12() unterschiedlichen Paarvergleiche der K Zell-
linien spezifiziert. Damit ist die Matrix Pg ein Spezialfall der durch (3.2) definierten
Paarvergleichsmatrix Pg mit S = K. Die fiir die nachfolgenden Betrachtungen hilfreichen
Eigenschaften der Matrix Px kénnen demzufolge Lemma 3.2, durch Ersetzen von S durch

K, entnommen werden.
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In praktischen Anwendungen wird héufig davon ausgegangen, dass alle durch das BS
Design spezifizierten Paarvergleiche der K Zelllinien gleich wichtig fiir das Schétzen der in
dieser Arbeit untersuchten linearen Kontraste sind. Dies impliziert eine Gleichgewichtung

der 2L (12( ) paarweise verschiedenen Triagerpunkte des BS Designs mit Gewichten

1 K
pi = , izl,...,t:2L<> . (3.11)

Die Momentenmatrix des BS Designs sowie eine fiir die nachfolgenden Optimalitédtsunter-
suchungen geeignet gewéhlte generalisierte Inverse dieser Momentenmatrix sind, in allge-

meiner Form fiir K Zelllinien und L Behandlungen, in Lemma 3.4 aufgefiihrt:

Lemma 3.4 (Momentenmatrix und generalisierte Inverse - BS Design)
Fiir das BS Design, mit Designmatriz Xo und Gewichten p; definiert wie in (3.9) und
(3.11), besitzen die beiden folgenden Aussagen Giltigkeit:

(a) Die (KL+2) x (KL +2) Momentenmatrix My des BS Designs ergibt sich fir K

Zelllinien und L Behandlungen zu

1 1 oL, ]

My=| -1 1 ok, (3.12)

Oxr Oxyr L(lK) (KHg ®1p)
L 2 .
(b) Die (KL +2) x (KL+2) Matriz
1 -1 0%, |
1

Gr=7| -1 1 0%, (3.13)

[ Ok O AL(5) (gHx ®11) |

ist eine generalisierte Inverse der Momentenmatriz Mo aus (a).
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Beweis:

Mit S = K in Lemma 3.1 sowie in Lemma 3.2 kann der Beweis, unter Verwendung der

Definitionen (3.9)-(3.11), analog zum Beweis von Lemma 3.3 gefithrt werden.

In den Abschnitten 3.2-3.6 wird unter Ausnutzung der generalisierten Aquivalenztheoreme
aus Kapitel 2.3 die ¢,-Optimalitdt der im vorhergehenden Abschnitt vorgestellten Kan-
didatendesigns (AS Design und BS Design) fiir das Schitzen verschiedener, aus mehreren
interessierenden linearen Kontrasten des Parametervektors @ aus dem Landgrebe-Modell
(3.1) zusammengesetzter Vektoren C10 fiir p € [—o0;1] bewiesen. Die in der vorliegen-
den Arbeit betrachteten linearen Kontraste zielen dabei speziell auf den Nachweis von
Behandlungsunterschieden (Behandlungskontraste) sowie den Nachweis von unterschied-

lichen Behandlungsdifferenzen zwischen den Zelllinien (Interaktionskontraste) ab.

Zunéchst wird die Schiatzung des Parametervektors @ analysiert.

3.2 Optimalititsergebnisse fiir den Parametervektor 0

Gesucht sind optimale dreifaktorielle Zwei-Farben-cDNA-Microarray-Designs, die eine un-

verzerrte und minimalvariante Schétzung des Parametervektors
0= [517 627 T11y -y TKL]T
aus dem Landgrebe-Modell (3.1) liefern.

Zunichst wird die Schitzbarkeit von @ untersucht:

Lemma 3.5 (Schitzbarkeit des Parametervektors 0)

Der Parametervektor
0 = 01,02, 711, s TiL)

kann im Landgrebe-Modell (3.1) nicht (unverzerrt) geschitzt werden.
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Beweis:

Der Parametervektor 8 aus dem Modell (3.1) ldsst sich wie folgt als Vektor linearer Kon-

traste darstellen:
6=C10 , Ci:=1Ixr4>

Dann besagt die Schitzbarkeitsbedingung (2.60), dass @ genau dann schitzbar im Modell
(3.1) ist, wenn mindestens eine ¢ x (KL + 2) Matrix V existiert, die die Gleichung

vix =cT

erfiillt. Wegen C1 = Ik 12 und

X:[M-HA}
(vgl. (2.52)) impliziert diese Bedingung

vT1, =(1,0,..,0)"
sowie

-vT1,=(0,1,0,...,0)"

und damit

vl —-vT1, =(1,1,0,...,007 £0

Dieses Resultat fithrt zum Widerspruch zur Schétzbarkeit von € im Modell (3.1).

Der Parametervektor 0 ist somit, Lemma 3.5 folgend, insbesondere auch unter den in dieser
Arbeit betrachteten Kandidatendesigns (AS Design und BS Design; vgl. Kapitel 3.1) im
Landgrebe-Modell (3.1) nicht unverzerrt schiitzbar und eignet sich demzufolge nicht zur

Durchfithrung von Optimalitdtsuntersuchungen im Modell (3.1).
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Bemerkung 3.2

Der (KL + 2)-dimensionale Parametervektor
0=[01.02, 11, s TieL]
aus dem Landgrebe-Modell (3.1) lésst sich in einen zweidimensionalen Subvektor
0p = [01, 8" (3.14)
der Farbeffekte der beiden Farbstoffe sowie einen K L-dimensionalen Subvektor

O = [7’11,...,TKL]T (3.15)

der KL Kombinationseffekte 7y (k=1,...,K;1=1,...,L) der K Zelllinien und der L
Behandlungen (vgl. Bemerkung 2.3) partitionieren, d.h. es gilt:

= [ op ] . (3.16)

Der Vektor Or wird im Folgenden als reduzierter Parametervektor bezeichnet.

Dem Beweis von Lemma 3.5 kann entnommen werden, dass die Nicht-Schéitzbarkeit von
6 im Landgrebe-Modell (3.1) im Wesentlichen auf den Subvektor 8 der Farbeffekte (vgl.

(3.14)) sowie die mit diesem verkniipfte (¢ x 2) Submatrix
Xp=| 1]
der diskreten Designmatrix X aus (2.52) zuriickgefithrt werden kann.

Im nachfolgenden Abschnitt wird daher anstelle des Parametervektors 0 der reduzierte

Parametervektor O aus (3.15) betrachtet.
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3.3 Optimalitiatsergebnisse fiir den reduzierten

Parametervektor 0y

In Analogie zu Kapitel 3.2 wird zunéchst untersucht, ob der reduzierte Parametervektor

GR = [7‘11, ...,TKL]T

(vgl. (3.15)) im Landgrebe-Modell (3.1) unverzerrt und mit minimaler Varianz geschétzt

werden kann. Hierzu wird

Cy = [ O2rL ] (3.17)

gesetzt, so dass mit (3.16) C10 = 0y gilt.

Sei V eine beliebige (¢t x K L) Matrix. Dem Vorgehen beim Beweis von Lemma 3.5 ent-

sprechend, ergeben sich hier aus der Schitzbarkeitsbedingung
VX =cj (3.18)
(vgl. (2.60)) wegen (3.17) und
X=|1]-1|A]

(vgl. (2.52)) unmittelbar die beiden folgenden Gleichungen:

Vi1, =0k, , -VT1, =0k,
Die Addition dieser beiden Gleichungen liefert dann:

V7T, —v7T1, =0k

Damit steht der Ausdruck

VIX =[ VT, | v, | VTA ]
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(im Unterschied zum Beweis von Lemma 3.5) nicht zwangsldufig im Widerspruch zur
Schétzbarkeitsbedingung (3.18).

Vielmehr héngt die Giiltigkeit der Bedingung (3.18), und damit die Schétzbarkeit von
0r im Modell (3.1), in hohem Mafle von der speziellen Struktur der Designmatrix X
des verwendeten Versuchsplans ab. Insbesondere hat die explizite Form der Submatrix A
von X einen entscheidenden Einfluss darauf, ob die Bedingung (3.18) fiir mindestens eine
Matrix V erfiillt ist und damit der Vektor 8 unter dem betrachteten Design unverzerrt
geschitzt werden kann. Wie in Kapitel 2.2 beschrieben, spezifiziert die Matrix A die durch
die t Trégerpunkte des betrachteten Designs definierten Paarvergleiche.

Die Schitzbarkeit des reduzierten Parametervektors 8r im Landgrebe-Modell (3.1) ist
somit designabhédngig.

Hier sind das AS Design und das BS Design, mit diskreten Designmatrizen X; (vgl. (3.4))
bzw. X9 (vgl. (3.9)), als Kandidatendesigns im Hinblick auf eine unverzerrte und mini-
malvariante Schitzung der in dieser Arbeit analysierten linearen Kontraste identifiziert

worden (vgl. Kapitel 3.1).

Das folgende Lemma 3.6 fasst die bei der Uberpriifung der Schétzbarkeit des reduzierten

Parametervektors O unter diesen beiden Versuchspléanen erzielten Ergebnisse zusammen:

Lemma 3.6 (Schitzbarkeit des reduzierten Parametervektors 6p)

Der reduzierte Parametervektor
T
BR = [7‘11, ceey TKL]

kann im Landgrebe-Modell (3.1)

(a) unter dem AS Design, mit Momentenmatriz M

und zugehdoriger generalisierter Inverse G1 (vgl. Lemma 3.3) ,
und

(b) unter dem BS Design, mit Momentenmatriz Mo

und entsprechender generalisierter Inverse Go (vgl. Lemma 3.4) ,

nicht (unverzerrt) geschitzt werden.
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Beweis:

(a) Aus dem Beweis von Lemma 3.3 (b) erhélt man:
1
Ok

G M, = _% 3 OQL

L Oxkr Oxr Ik ®@HYL |

Dann folgt mit der Kontrastmatrix Cy aus (3.17):

1 T
-3 Oxp,

D=

CiG\M, = [ Oxrx2 ‘ Igp } - : 0k,

D=
no

| Ok Okxr Ik ®Hp |
= [ Orrx2 ‘ Ik, (Ixk® Hyp) } = [ OKrx2 ‘ IK®HL}

#[OKLX2‘IKL}:C€‘

70

Dieses Ergebnis steht im Widerspruch zur Schétzbarkeitsbedingung (2.61). Damit kann
der reduzierte Parametervektor @z = CZ6 im Modell (3.1) unter dem AS Design nicht

unverzerrt geschéitzt werden.
(b) Mit S = K in Lemma 3.1 (a) gilt:

(%HK@@IL)(KHK(X)IL):H%{@IL:HK@IL.
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Dann ergibt sich mit den Ergebnissen aus Lemma 3.4 analog zum Beweis von Lemma 3.3:

GoMy=73| -2 2 (1

D=

NI
NI

[e=)
=~
h

| Oxr Oxr Hirg®Ip |

Multiplikation dieser Matrix mit der Kontrastmatrix Cy aus (3.17) liefert analog zu (a)

die Ungleichung

C5 Gy M, = [ 0K 1x2 ‘ I, (Hg®1Ip) } # [ Orrx2 ‘ Ikp } =C7

d.h. der reduzierte Parametervektor 8z = C1 6 kann im Modell (3.1) auch unter dem BS

Design nicht unverzerrt geschitzt werden.

In den in Kapitel 2.3 eingefiihrten generalisierten Aquivalenztheoremen wird vorausgesetzt,
dass der Vektor C7'@ der analysierten linearen Kontraste im untersuchten linearen Modell
unter den betrachteten Kandidatendesigns zumindest unverzerrt geschétzt werden kann.
Bei Unterstellung des Landgrebe-Modells (3.1) eriibrigt sich damit unter dem AS Design
sowie unter dem BS Design die Durchfithrung von Optimalitdtsuntersuchungen in Bezug

auf die Schiitzung des reduzierten Parametervektors Oz = C3 6.

Stattdessen wird im folgenden Abschnitt der Vektor der Behandlungskontraste von L
Behandlungen betrachtet.
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3.4 Optimalititsergebnisse fiir den Vektor der

Behandlungskontraste

Die paarweisen Behandlungsdifferenzen von L Behandlungen kénnen mittels des Vektors
Cg@ entsprechend definierter Behandlungskontraste untersucht werden. Dabei ist 6 der

Parametervektor des Landgrebe-Modells (3.1) sowie
r T
Cs=[ 0y [opy [k Pr | . (319)

mit Pj, definiert wie in (3.2) mit S = L, die (KL +2) x (5) Kontrastmatrix fiir das
Schétzen der K (g) paarweisen Behandlungsunterschiede zwischen den L Behandlungen
(innerhalb jeder der K Zelllinien).

Beispiel 3.3

Fiir K = 3 Zelllinien und L = 2 Behandlungen hat die Kontrastmatrix C's die Form
C3 - [07 07 17 _]-a ]-a _1) 1) _1]T )
reduziert sich in dieser Situation also auf einen Kontrastvektor.

Die paarweisen Unterschiede zwischen L. = 3 Behandlungen, bei Untersuchung von K = 2

verschiedenen Zelllinien, kénnen unter Verwendung der Kontrastmatrix

T
0 0 1 -1 0 1 -1 0
Cs=10 0 1 0 -1 1 0 -1
0 0 0 1 -1 0 1 -1

geschéitzt werden.

Im Unterschied zum Parametervektor 6 (vgl. Abschnitt 3.2) ist der Vektor CZ 8 der paar-
weisen Behandlungsunterschiede von L Behandlungen im Landgrebe-Modell (3.1) unver-
zerrt schitzbar, wobei die Schiitzbarkeit von C% 6 ebenso wie in der in Kapitel 3.3 be-

schriebenen Situation designabhéngig ist.
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Hier wird das AS Design als Kandidatendesign im Hinblick auf eine unverzerrte und
minimalvariante Schétzung des Vektors Cg@ der paarweisen Behandlungsunterschiede
von L Behandlungen im Modell (3.1) ausgewihlt (vgl. Kapitel 3.1). Die Schitzbarkeit

von Cg@ unter dem AS Design wird im folgenden Lemma 3.7 untersucht:

Lemma 3.7 (Schiitzbarkeit von CZ9)
Der Vektor 03T€ der paarweisen Behandlungsunterschiede von L Behandlungen ist im
Landgrebe-Modell (3.1) unter dem AS Design, mit Momentenmatriz M1 und zugehériger

generalisierter Inverse Gy (vgl. Lemma 3.3), (unverzerrt) schitzbar.

Beweis:

Im Beweis von Lemma 3.3 (b) ist bereits

1 1 T
3 3 Oxr,
Gi1M; = _% % 0%,

| Ok Ok Ixk®@Hp |

gezeigt worden. Mit S = L in Lemma 3.2 (c) gilt:

(III;@PL) (IK®HL) :1£®PLHL:1£®PL .
Insgesamt ergibt sich damit unter Verwendung der Kontrastmatrix C'3 aus (3.19):
3 Okp

ciGim = | oy o [tkePu ]| 4 ok

| 0k Ok Ix®H, |
= | opy |0 | (k@ Pr) (T ) |

= o[ o [tke P |=ct.
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Damit ist der Vektor C1 0 gem# der Schitzbarkeitsbedingung (2.61) im Modell (3.1)

unter dem AS Design unverzerrt schitzbar.

Mit dem Ergebnis aus Lemma 3.7 erfiillt das AS Design eine wesentliche Voraussetzung
der in Kapitel 2.3 aufgefithrten generalisierten Aquivalenztheoreme und eignet sich somit
im Landgrebe-Modell (3.1) zur Durchfithrung von Optimalitdtsuntersuchungen in Bezug

auf den Vektor C3Tt9 der paarweisen Behandlungsunterschiede von L Behandlungen.

Fir p € (—oo;1] wird die ¢,-Optimalitdt des AS Designs fiir das Schétzen von Cg@ in
Theorem 3.9 bewiesen; der entsprechende Nachweis der E-Optimalitit erfolgt in Theorem
3.10. Fiir die Herleitung der Optimalitdt werden dabei verschiedene Eigenschaften der
Kontrastmatrix C'3, in Bezug auf das AS Design (mit Momentenmatrix M und entspre-
chender generalisierter Inverse G, vgl. Lemma 3.3), benotigt. Diese sind in Lemma 3.8

zusammengefasst:

Lemma 3.8 (Eigenschaften der Kontrastmatrix C3)
Mit den Designpunkten x (vgl. Bemerkung 2.4) sowie den Matrizen C3, M1 und G1 (vgl.
(3.19) sowie Lemma 3.3) sind die folgenden Aussagen giiltig:

(a) C5G1 =% (5)CF .
) cYGCs = B2 (L P, PT .
(¢) Die Matriz

+
(CiG.C3)" = ﬁ@PLP{

ist die Moore-Penrose-Inverse der Matriz CEG1C3 aus (b).

(d) Fir p € (—oo;1] gilt:

(C1G1C3) " (C5GiCy) ™ = o [2(0)] " LvPL P
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(e) Fiir p € (—oo; 1] gilt:

2 _
ey’ (chacy' " (chaoy” = [do | [50)] 7 ot

(f) Tr{CYG.Cs} = 22 (5)*.

(g9) Fiir p € (—o0; 1] gilt:

rr{(CIai0s) " (05Giy) ) = & [ (h)] L

(h) Der Wert

Amaz {CTG1C3} = K2 ()

ist der grifite Bigenwert der Matriz CEG1C3 aus (b).

(1) Fir p € (—oo; 1] gilt:

G.C; (CTG\C3) T (CTG.Cs)' P (CTGiCs) T ChGT

) 0252 O2x KL
1 [K2/\]77P =
- B H)] L
Okrxe 1xkl1L @ Hp
(j) Fiir p € (—oo; 1] gilt:

27G,Cs (CTG.C3) T (CTG.Cs)' 7 (CTGLCs) T CTGT

75
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Beweis:

Sei S = L in Lemma 3.2.

(a) Mit Lemma 3.2 (c) gilt
(ko PL) (Ix® tHL) =15 © P HL =1} ® 1Py
und damit fiir das Produkt der Matrizen C% und Gi:

ciei =1 oy

2

O(L) 1£®PL :| -1 1 0%‘(14

2

[ Ok Oxr 4K (3) (Ix ® $Hr) |

Oy | (tk o Pu) (T o 1) |

| o

T _ K (L\~T
(b) Mit (a) sowie der Definition der Kontrastmatrix C'3 folgt:

C{G1Cs = £ (;)CiCs

T
1§®PL}

17 @ Py, } { 0r)

2

0%

0 :
=KW (1 EeP) (1EeoP) =5 (1L e PL) (1x © PY)

= %) (f1x o PLP]) = (5 PLPT .
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(c) (1) Mit (b) ergibt sich

T
+ T
(cieica) (e1eien)] = |5 () iy PPE PP

— 4 (8) i PLPEPLPE = (C1G1Cy) (CEGiCy) "
d.h. die Matrix (C’gTGng) (C’3TG1C’3)+ ist symmetrisch.
(2) Die Symmetrie der Matrix (C3 G4 Cg)+ (C%G1C3) lisst sich analog zu (1) zeigen.

(3) Mit (b) sowie mit ¢ = 3 in Lemma 3.2 (i) folgt:

(CEG1Cy) (CTG1Cs) T (CFG1Cy)

= 2 (4) ey (VPP PLPLPLPT = 5 () [P

= ' (5) L2PLP] = 7 (5)PLP] = CG1Cs

(4) Entsprechend kann nachgewiesen werden, dass die beiden Matrizen C% G1C3
und (CYG1C3)" die Bedingung

(ClGC3)" (CTGiCs) (CEGiC3) " = (CFGiC3) "

erfiillen.

Mit (1)-(4) ist die Matrix (C'gTGl(Z’g)Jr die Moore-Penrose-Inverse der Matrix C% G1C3
(vgl. [29], Searle, 1982, chapter 8.1).

(d) Unter Verwendung von (b) und (c) sowie mit ¢ = 2 — p in Lemma 3.2 (i) l4sst sich fiir
p € (—o0; 1] zeigen:

_ 1-
(CTGCy) " (CTGiCy)' 7 = e PLPL (G PpPt]

— e O] PP = i [£G)] PPy
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HGIA AR

(e) Analog zu (d) ergibt sich mit (b) und (c) sowie mit ¢ = 3 — p in Lemma 3.2 (i):

(CTGiCs)" (CTG.Cs)' P (CF G C3) ™

-p 2 1-p 3—
= g PPl [ () Puri] le(g)PLPT=[ 14 G2

- [ [26) 7 rrrrt =[] (2] " rrrurt

(f) Mit (b) sowie mit Lemma 3.2 (j) folgt:

2
Tr{C{G\Cs} = ;- (5)Tr {PLPL} = 1 (5) 2(5) = 2 (5)

(g) Mit dem Resultat aus (d) sowie mit Lemma 3.2 (j) ergibt sich analog zu (f):

Tr{(ciGiCy)" (ChGiCs) )

— s (2] TPy = 2[R G)] T

(h) Sei A eine beliebige (n x n) Matrix mit Eigenwerten A; und zugehérigen Eigenvektoren

zj, j=1,...,n. Setze
B:=cA , ceR.
Dann ergeben sich aufgrund der Beziehung
Bz = (cA)zj =c(Azj) =c(\jzj) =(cN\j)z; , j=1,..,n,
die Eigenwerte der Matrix B zu
S\j =c)j , j=1,..,n

(vgl. [29], Searle, 1982, p. 277).
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Demzufolge ist der grofite Eigenwert der Matrix B gegeben durch
Amaz {B} = ¢ Amaz {A} -
Setzt man A := PLP:£ , C 1= KTQ(S), so dass
B=5(p, Pl =ClG.C;
(vgl. (b)), so ergibt sich aus Lemma 3.2 (h) die Gleichung
Amaz {PLPL} =L

und damit das gewiinschte Resultat:

)\max {CgGlcS} = )\mar {B} =cC )\max {A}
= 22 (D) Amae {PLPT} = 12 (5) L=K2(5) .

(i) Aufgrund der Symmetrie der Matrix G gilt:
clGf =cta,.

Damit ergibt sich

6,03 = (c16l)" = (e = £ ()0s =5 () [ oy [ o) |1k o P |

als unmittelbare Konsequenz von (a) sowie der Definition der Kontrastmatrix C'.

Weiterhin erhélt man mit ¢ = 2 in Lemma 3.2 (e):

(1k ® P)" PP (1} @ Pr) = (1x @ P}) PLP] (1} © Py)

[(1x @ PL) Pr] [P (1% ® Pr)| = (1x @ PLPL) (1% ® PLPy)

—1x1L @ PTP,PTP, = 151% ® [PTP,]* = 1x1%  [L2H )] .

79
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Insgesamt resultiert damit unter Verwendung von (a) und (e) sowie mit der Definition der

Kontrastmatrix C's fiir p € (—oo; 1]:

G.C; (CTG,Cs) " (CTG,Cs)' P (CTGiCs) " CchGT

T
[0 [0 |1k oPu | PLPE| o) o 1k Py |
02x2 O2x kL
OxrLx2 (1%®PL)TPLP£ (1% @ Pp)
O2x2 O2x kL
Oxrx2 1xlh @ Hy

(i) Sei
mit

(vgl. Bemerkung 2.4), sowie
| & .
Tip=1> Ty, j=1,.,K.
r=1
Ausnutzung von Definition 3.1 liefert fiir j = 1,..., K die Gleichung

H; ij = [IL — %1L1€] [le, ...,l’jL]T = [:Ejl —Zj.y e, TjL — i‘j.]T
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und damit fir 4,5 = 1,..., K:

ETH ;= v, vir) [ — gy eyt — 23] = 2 @i (250 — 75.) -
r=1

Fiir den Vektor & lésst sich dann das folgende Resultat zeigen:

HL HL L1
[]—K]-K@HL] :ZET :
H H T
-k o
.ZHL iB]
~T ~T e . K ~T K ~
:[wl,...,a}K] : =>%; | > HpZ
% i=1 j=1
ZHL jy
L j=1 i

K otar
) [~i Hy, jj] =
J=1

MN

I
—

[

Insgesamt ergibt sich mit (i) das gewiinschte Ergebnis:

27G\C5 (CTG1Cs) " (CTG.Cs)' 7 (CTG Cs) T CIGT

0252 Oox kL
~T} _1

1-p
L —
)] L7[1,-1,&
Oxrx2 1xlh @ Hy T
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Im folgenden Theorem 3.9 wird die ¢,-Optimalitdt des AS Designs fiir das Schétzen des
Vektors Cg@ der Behandlungskontraste von L Behandlungen fiir p € (—oo; 1] untersucht:

Theorem 3.9 (¢p-Optimalitéit des AS Designs fiir das Schéitzen von c?o)
Im Landgrebe-Modell (3.1) ist das AS Design, mit Momentenmatriz M1 und zugehériger
generalisierter Inverse G1 (vgl. Lemma 3.3), ¢p-optimal fir p € (—oo; 1] fir das Schitzen

des Vektors C’g@ der paarweisen Behandlungsunterschiede von L Behandlungen.

Beweis:

Mit Lemma 3.8 (g) und (j) lisst sich die Normalititsungleichung des generalisierten Aqui-

valenztheorems 2.1 in die dquivalente Form

K L K
Z S Z (zjr — Tj) | <2 (3.20)

iberfithren. Geméfl Theorem 2.1 ist das AS Design dann ¢p,-optimal fiir p € (—oo; 1] fiir
das Schiitzen von C%0, wenn die Ungleichung (3.20) fiir alle Designpunkte 2 € x (mit
strikter Gleichheit fiir die 2K (S) paarweise verschiedenen Tréigerpunkte des AS Designs)
erfiillt ist.

Die 2 (KQL) paarweise verschiedenen Designpunkte x spezifizieren fiir jedes Array den paar-
weisen Vergleich von jeweils zwei der K L moglichen Kombinationen der K Zelllinien mit

den L Behandlungen (vgl. Kapitel 2.2). Explizit sind die Eintréige {x;-} von
x=[1,-1,211,..,2x1]" (3.21)

firi=1,..,K, r=1,...,L wie folgt definiert (vgl. Bemerkung 2.4):
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1, falls auf dem mit & korrespondierenden Array der griine Farbstoff

fiir die Kombination von Zelllinie 4 und Behandlung r verwendet wird

—1, falls auf dem mit « korrespondierenden Array der rote Farbstoff
Lip 1= . (3.22)

fiir die Kombination von Zelllinie 4 und Behandlung r verwendet wird

0, falls die Kombination von Zelllinie ¢ und Behandlung r auf dem mit

x korrespondierenden Array iiberhaupt nicht verwendet wird

Damit hat jeweils genau einer der KL Eintrage {x;-} von  den Wert '+1’ bzw. -1’

alle iibrigen Eintréige {z;,} werden auf den Wert ’0’ gesetzt.

Fiir die gemaf (3.21) und (3.22) definierten Designpunkte @ werden die folgenden drei

Falle unterschieden:
Fall 1: Paarweise Vergleiche der Behandlungen | £ 1", 1,I'’ € {1,...,L} , innerhalb
derselben Zelllinie k € {1, ..., K'}

Sei 0.B.d.A.
1, i=k,r=1
Ty 1= 1, i=k,r=10 i=1,..,. K, r=1,...,.L

0, sonst

Damit gilt Z;. = 0 fiir alle j € {1, ..., K} und (3.20) ist erfiillt wegen

gk
M=

Z [-’Eir

(xjr — x])] = Ty (ﬂfkl) + xpy (ﬂjkl’) =2.
i=1r=1

j=1

Fall 2: Paarweise Vergleiche der Zelllinien k # k', k, k' € {1,..., K}, fir
dieselbe Behandlung [ € {1, ..., L}

Sei 0.B.d.A.
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Dann ist
/L, j=k
:i‘]: —1/L, j:k/ ) ]ZlauK )
0, sonst
und es gilt
K
> |z 2o (e — 25)
i=1r=1 =1

= T { (T — Tr.) + (T — T )} + 2 { (0 — Zn.) + (2 — Tie) }

S D+ (T DI+ DA D+ (1B =0,

84

Fall 3: Paarweise Vergleiche zweier verschiedener Behandlungen ! # 1", 1,1’ € {1,...,L} ,
in Kombination mit zwei unterschiedlichen Zelllinien k # k', k, k' € {1,..., K}

Sei 0.B.d.A.

1, 1=k, r=1
Tip 1= 1, i=K,r=1 1=1,.,. K, r=1,..,L

0, sonst

Damit resultiert (wie in Fall 2)

/L, j=k
J_:‘j: —1/L, j:k/ 5 j:17...7K 5
0, sonst

und es ergibt sich
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M=

Z [xir

i=1r=1

(@jr = ffj~)]

j=1
= T { (T — Tn.) + (T — Twr )} + 2w {(@0r — Tn) + (T — Tie)}

=1{(1-H)+O0+D}+D{0-1)+(-1+1)}=1-1+(-1)- (-1) =2.

Mit der obigen Fallunterscheidung ist gezeigt, dass die Ungleichung (3.20) fiir alle 2 ( 5 )
paarweise verschiedenen Designpunkte & € x erfiillt ist. Da die in Fall 1 betrachteten

Designpunkte & den Tragerpunkten des AS Designs entsprechen (vgl. Kapitel 3.1.2), gilt
zusétzlich strikte Gleichheit in (3.20) fiir alle 2K (é) Tragerpunkte des AS Designs.

Damit ist fiir p € (—oo; 1] die ¢,-Optimalitét des AS Designs fiir das Schétzen des Vek-
tors C’g@ der paarweisen Behandlungsunterschiede von L Behandlungen im Modell (3.1)

nachgewiesen.

Zusétzlich zu den in Theorem 3.9 zusammengefassten Optimalitdtsergebnissen léasst sich
die E-Optimalitit des AS Designs im Hinblick auf die Schitzung des Vektors C2 6 der

paarweisen Behandlungsunterschiede von L Behandlungen zeigen.

Der entsprechende Optimalitdtsnachweis wird in Theorem 3.10 gefiihrt.

Theorem 3.10 (E-Optimalitiit des AS Designs fiir das Schiitzen von C?6)
Im Landgrebe-Modell (3.1) ist das AS Design, mit Momentenmatriz M1 und zugehiriger
generalisierter Inverse Gy (vgl. Lemma 3.3), E-optimal fiir das Schitzen des Vektors Cg@

der paarweisen Behandlungsunterschiede von L Behandlungen.

Beweis:

Zunichst wird eine problemadéquate Matrix E gesucht, welche die Anforderungen (i)-(iii)

aus dem generalisierten Aquivalenztheorem fiir E-Optimalitét (Theorem 2.2) erfiillt.
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Hierzu setzt man gemifl der Konstruktionsvorschrift aus Bemerkung 2.6:

1
E3'

= crg,cs . 3.23
r{clG.cs} * T (3.23)

Mit Lemma 3.8 (b) und (f) ergibt sich die Matrix E3 aus (3.23) zu

1 K?/L 1
E; = < )PLpg =_—pP, Pt | (3.24)
22 (57 L \2 2(3)

Im Folgenden wird gezeigt, dass die durch (3.23) und (3.24) definierte Matrix E3 die
Eigenschaften (i)-(iii) aus dem Theorem 2.2 erfiillt:

(1)  Wegen

T
Ef = [Q(E)PLPz] = @PLPf = E3

ist die Matrix E3 symmetrisch.

(2)  Mit S = L in Lemma 3.2 (h) sind die Eigenwerte der Matrix P PT gegeben durch
pj =0oder uj =L, j=1,.., (g) Analog zu den Ausfiihrungen im Beweis von
Lemma 3.8 (h) ergeben sich dann die Eigenwerte A; der Matrix E3 wegen (3.24)

zu

Damit besitzt die Matrix E3 die Eigenwerte A\; = 0 oder \; = ﬁ und ist

demzufolge nicht-negativ definit.
(3)  SchlieBlich gilt mit (3.23):

Tr{E3} = Tr{C{GCs} =1.

1
1r{CYG.C3}
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Mit (1)-(3) erfiillt die durch (3.23) definierte Matrix E3 die Anforderungen (i)-(iii) aus
dem Theorem 2.2. Fiir die linke Seite der Normalitétsungleichung (2.64) dieses Theorems
gilt dann mit (3.23), Lemma 3.8 (f) sowie mit p = 0 in Lemma 3.8 (j):

TG, C; (CYG.C3)" Es (CEG1C3) " CEGT

= m {wTalcg (CTG,C3)" (CFG.Cs) (ChGiC3) " CTGT w}

_ 1 J iR (oS ¥ Ko
TR KT L (2) 1; rz::1 Tir 3 (Tjr — T5.)

—

K

K L
2K2 ZZ T (xjr — T4 (3.25)

i=1r=1 7j=1

Mit (3.25) sowie mit Lemma 3.8 (h) lésst sich die Normalitdtsungleichung des generalisier-
ten Aquivalenztheorems 2.2, in Analogie zum Beweis von Theorem 3.9, in die dquivalente

Form

K L K
> 2 [l‘zr > (zjr — @-.)] <2

.
_.
3
Il
—

(vgl. (3.20)) iiberfithren. Die Giiltigkeit dieser Ungleichung fiir alle Designpunkte « € x
(mit strikter Gleichheit fiir die 2K (g) Trégerpunkte des AS Designs) ist bereits im Beweis

von Theorem 3.9 gezeigt worden.

Damit ist, Theorem 2.2 folgend, das AS Design im Modell (3.1) E-optimal fiir das Schétzen

des Vektors C?;O der paarweisen Behandlungsunterschiede von L Behandlungen.
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Fasst man die in Theorem 3.9 und Theorem 3.10 beschriebenen Resultate zusammen,
so ist gezeigt worden, dass im Landgrebe-Modell (3.1) der Vektor Cg@ aller paarweisen
Differenzen zwischen den L Behandlungen (innerhalb jeder der K Zelllinien) unter dem
AS Design unverzerrt und minimalvariant geschétzt werden kann. Die gleichgewichteten
Trégerpunkte des AS Designs analysieren diese paarweisen Behandlungsunterschiede auf

den einzelnen Arrays.

Hervorzuheben ist, dass die in dieser Kontrastsituation nachgewiesene ¢,-Optimalitéit des
AS Designs fiir alle p € [—o0;1] gilt. Insbesondere ist das AS Design damit auch A-
optimal (p = —1 in Theorem 3.9), D-optimal (p = 0 in Theorem 3.9), T-optimal (p = 1
in Theorem 3.9) sowie E-optimal (Theorem 3.10) fiir das Schitzen des Vektors C% 6 der
Behandlungskontraste. Die Optimalitdt des AS Designs im Hinblick auf die Analyse der
paarweisen Behandlungsunterschiede von L Behandlungen ist somit robust gegeniiber dem

verwendeten Optimalitéitskriterium.

Im folgenden Abschnitt werden die Ergebnisse der im Hinblick auf den Vektor der Inter-
aktionskontraste von L Behandlungen und K Zelllinien durchgefiithrten Optimalitdtsun-

tersuchungen vorgestellt.

3.5 Optimalititsergebnisse fiir den Vektor der

Interaktionskontraste

Der Vektor der Interaktionskontraste von L Behandlungen und K Zelllinien lésst sich in der
Form C1 6 spezifizieren, wobei @ wiederum der Parametervektor des Landgrebe-Modells

(3.1) ist sowie

T
Ci=[ 05y | Oy | Pree P | (3.26)

die zugehorige (KL 4 2) x (12() (g) Kontrastmatrix zur Schéitzung der Interaktionskontraste
von L Behandlungen und K Zelllinien. Dabei sind Py bzw. Py, definiert wie in (3.2) mit
S=K bzw. S = L.

Der schematische Aufbau der Kontrastmatrix C4 wird in Beispiel 3.4 illustriert.



KAPITEL 3. ERGEBNISSE DER OPTIMALITATSUNTERSUCHUNGEN 89

Beispiel 3.4

Fiir K = 3 Zelllinien und L = 2 Behandlungen ist

1 -1 0
Pr@Pp=P3Py= | 1 0 -1 ®[1 —1}
0 -1
1 -1 -1 1 0 0
= -1 0 0 -1
0 0 -1 -1 1

Damit hat die Kontrastmatrix C,4 die Form

T
N 0 0
C4=[03\03\P3®P2] =lo o 1 0 0 -1
O 0 0 0 1 -1 -1 1

Sollen hingegen L = 3 Behandlungen bei Verwendung von K = 2 verschiedenen Zelllinien

miteinander verglichen werden, so ergibt sich entsprechend

1 -1 0
PK®PL:P2®P3:[1 —1}@ 10 -1
0o 1 -1

1 -1 0 -1 1 0

— 0 -1 -1 0 1
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und demzufolge

T
B R R T S
042[03\03\P2®P3] -lo o 1 0 -1 -1 o0 1
o o o0 1 -1 0 -1 1

Im Unterschied zum Kapitel 3.4 ist hier neben dem AS Design das BS Design als
zweites Kandidatendesign im Hinblick auf eine unverzerrte und minimalvariante Schétzung
des Vektors CT@ der Interaktionskontraste von L Behandlungen und K Zelllinien im
Landgrebe-Modell (3.1) ausgewahlt worden (vgl. Kapitel 3.1).

Die Schiitzbarkeit von C16 im Modell (3.1) ist wiederum designabhiingig. Das folgende
Lemma 3.11 untersucht die Schitzbarkeit von CT unter den beiden hier betrachteten

Kandidatendesigns:

Lemma 3.11 (Schitzbarkeit von C19)
Der Vektor CL@ der Interaktionskontraste von L Behandlungen und K Zelllinien ist im
Landgrebe-Modell (3.1)

(a) unter dem AS Design, mit Momentenmatriz M

und zugehoriger generalisierter Inverse Gy (vgl. Lemma 3.3),
und

(b) unter dem BS Design, mit Momentenmatriz M

und entsprechender generalisierter Inverse Go (vgl. Lemma 3.4),

(unverzerrt) schitzbar.

Beweis:

(a) Aus dem Beweis von Lemma 3.3 (b) ergibt sich:

Gi1M, = _

L Oxkr Oxr Ik ®@HYL |
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Weiterhin gilt mit S = L in Lemma 3.2 (c):

(PK®PL)(IK®HL):PK®PLHL:PK®PL

Mit der Kontrastmatrix Cy aus (3.26) folgt schliefllich:

N[ =

CTG My = [ 0py(ny | Oy ) | P P | | —

D=
D=
(=)
g
~

| Ok Oxr Ik ®@Hp |

0w | Oy | (Pr@ Pu) (I Hy) |

[0 | Oy | Prep =0t

Damit ist der Vektor C1@ gemif der Schitzbarkeitsbedingung (2.61) im Modell (3.1)
unter dem AS Design unverzerrt schitzbar.

(b) Aus dem Beweis von Lemma 3.6 (b) erhilt man:

NO|—=

GoMs = _

| Ok Ok Hirg®Ip |

Mit S = K in Lemma 3.2 (c) folgt:

(Pk®@Pr)(Hgk ®1I1)=PrgHg ® P =Pg® Py .



KAPITEL 3. ERGEBNISSE DER OPTIMALITATSUNTERSUCHUNGEN 92

Mit der Kontrastmatrix C4 aus (3.26) ergibt sich dann analog zu (a)

CTGaMo = [ 0y (1) | 01y 1) | (Prc® Pu) (Hxc 9 1)

= Lo [P [PrePu | =0t

d.h. der Vektor C% 0 ist im Modell (3.1) auch unter dem BS Design unverzerrt

schatzbar.

Die ¢,-Optimalitidt der beiden in dieser Arbeit betrachteten Kandidatendesigns fiir das
Schiitzen des Vektors C7 0 der Interaktionskontraste von L Behandlungen und K Zelllinien
ist abhéngig von den Anzahlen verwendeter Zelllinien (X') und Behandlungen (L) und wird
fiir p € (—o0; 1] in Theorem 3.14 bzw. in Theorem 3.16 gezeigt. Die E-Optimalitéit dieser
beiden Versuchsanlagen fiir die Schitzung von C{G wird in Theorem 3.15 bzw. in Theorem

3.17 nachgewiesen.

Fiir die Herleitung dieser Optimalitétsresultate werden verschiedene Charakteristika der
Kontrastmatrix Cy, in Bezug auf das AS Design (mit Momentenmatrix M ; und zugehori-
ger generalisierter Inverse G, vgl. Kapitel 3.1.2) und das BS Design (mit Momentenmatrix

M 5 und entsprechender generalisierter Inverse G, vgl. Kapitel 3.1.3), benotigt.

Diese Eigenschaften sind in Lemma 3.12 sowie in Lemma 3.13 aufgefiihrt.
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Lemma 3.12 (Eigenschaften der Kontrastmatrix C4 - AS Design)
Mit den Designpunkten x (vgl. Bemerkung 2.4) sowie den Matrizen Cy, M1 und Gy (vgl.
(3.26) sowie Lemma 3.3) sind die folgenden Aussagen giiltig:

(a) CTGy =K ()CT .

) CTG.Cy = K () (PxPL @ PLPY) .

(¢) Die Matriz

(cicicy)' = KaLl(é) (PxP% @ PLPT)

ist die Moore-Penrose-Inverse der Matriz C3G1Cy aus (b).

(d) Fir p € (—oo;1] gilt:

_ 1-
(CTGiCy) " (CTGiCy)' P = = E@)] " wn)F (PPE @ PLPY) .

(e) Fiir p € (—oo; 1] gilt:

(cTa,c,)" (cTa,c,) 7 (cTa,cy)t

~[sg] (5 @) k1) (PR o PLPT).

() Tr{ciGiCi} =45(%)(%)".

(g9) Fiir p € (—o0; 1] gilt:

re{(claicy” (€laicn) T} =2 (- 4) [EG)] D
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(h) Der Wert

Amaz {CTG1C} = K2()
ist der grofte Eigenwert der Matriz CTG1Cy aus (b).
(i) Fir p € (—oo;1] gilt:
1—
G.Cy (CTGiCy) " (CTGicy) P (cfGic,) clar
02x2 O2xKkL
Oxkrx2 Hr®Hp
(j) Fiir p € (—oo;1] gilt:

TG, C, (CTGCy) T (CTGicy)' P (CTGiCy) T CTGTa

K (L 1=p —p K _ _
- [f(2)} (KL)™" >0 >0 @ij (wij — % — 25)
i=1j=1
L K
mit Tio=71 Y wij, i=1,.,K, und Z;=+> 2y, j=1,..,L .
J=1 i=1
Beweis:

Sei situationsabhéngig S = K oder S = L in Lemma 3.2.

(a) Mit Lemma 3.2 (c) gilt:

(PK®PL)(IK®%HL):PK(X)%PLHL:PK(X)%PL:%(PK@PL).

94
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Damit resultiert fiir das Produkt der Matrizen C1 und G:

ciGi =1 o [0y [ PrePu | 1 1 0%

| Oz Oxp 4K(3) (Ix® $Hy) |

=K [ 0y [ | (Pre Po (e 1) |

==

() [ 0wy [0y | PrePr ] =EG)CT.

(b) Mit (a) sowie der Definition der Kontrastmatrix C4 folgt:

T
=56 [om [ [ Pre P ][ o [0 | Prepr ]
= (1) (Px @ P) (Px @ P)" = £() (PP @ PLPY).
(¢) (1) Die Matrix (PKP%; ® PLPz) ist symmetrisch, d.h.
(PxPL @ P PL) = (PxPE)" © (PLPL)' = (PxP% © PLPY).

Mit (b) ergibt sich aus dieser Eigenschaft unmittelbar die Symmetrie der Matrix

(ciG,c,) (CTGiCy)™

[(C4T G1Cy) (CT G104)+] ’

= 1 () gy (PrPk @ PP (PxPL o PLPT)"

— [50) (PxPl o PuPY)] | iy (PPl o PuPE)|

— (cTGc,cy) (CTGiCy) "
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(2) Die Symmetrie der Matrix (C4F‘F(§r'1C4)+ (CTG1C4) kann analog zu (1) gezeigt

werden.

(3) Mit (b) sowie mit ¢ = 3 in Lemma 3.2 (i) folgt:

(CT6104) (C1G1Co) ' (CTG1C) = § (5) it 5 (4) (PucPE © PLP)’

= w1 (3) <[PKP}F<]3® [PLPE]S) = et () (K*PiPi @ I*PLP])

=X (PxkPL ® PLPT)=CIG:.C,.

(4) Entsprechend kann nachgewiesen werden, dass die beiden Matrizen CT G,C}

und (CTG1C4)" die Bedingung
(ciG,cy) " (cTa.cy) (CTGiCcy) = (CTGiCy) "

erfiillen.

Mit (1)-(4) ist die Matrix (CZG1C'4)+ die Moore-Penrose-Inverse der Matrix C1 G1C,
(vgl. [29], Searle, 1982, chapter 8.1).

(d) In Analogie zum Beweis der Moore-Penrose-Bedingung (3) in (c) ergibt sich mit (b),
(c) sowie mit ¢ = 2 — p in Lemma 3.2 (i) fiir p € (—o0; 1]:

(cTa ) (cTGicy)' ™

1-p
= iy (PrPk @ PLPE) [£(5) (PP © PLP])]

1- _
&)] " (PxPk o PLPL)

)] (PP © 1P, PY)

6] " (kL) (PP o PLPY).
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(e) Analog zu (d) ldsst sich mit (b) und (c) sowie mit ¢ = 3 — p in Lemma 3.2 (i) zeigen:

(cTG )™ (cTa,cy)' P (cla,cy)t

2 _
| (5G] (PePk o PP

o] [£0] 7 wn 7 (Pepf o uPT).

(f) Mit der bekannten Eigenschaft
Tr{A® B} =Tr{A}Tr{B}

(vgl. [29], Searle, 1982, chapter 10.7), (b) sowie mit Lemma 3.2 (j) resultiert:
Tr{ciGiCy} = (L) r { PP @ PP}
2
= £Q) Tr{PxPi} Tr{P.PL} =45 (5)(y) -

(g) Mit dem Resultat aus (d) sowie mit Lemma 3.2 (j) ergibt sich analog zu (f):

rr{(ciaicn)t (clGicy)' ™}

= [£0)] L7 T {PkPE o PP
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= 2K (- [EG)] T wn =205 [EG)] T kD)

(h) Die Eigenwerte der Matrix A ® B ergeben sich durch Multiplikation der Eigenwerte
der Matrix A mit den Eigenwerten der Matrix B (vgl. [29], Searle, 1982, chapter 10.7).
Explizit ist damit der grofite Eigenwert der Matrix A ® B gegeben durch

)\mam {A & B} = /\max {A} )\max {B} .

Hierbei bezeichnen Apaz {A} bzw. e {B} die grofiten Eigenwerte der Matrizen A bzw.
B. Fiir eine beliebige Konstante ¢ € R gilt dann:

Amaz {¢ (A @ B)} = ¢ Anaz {A @B} = ¢ Amaz {A} Amas {B}

(vgl. [29], Searle, 1982, p. 277).

Lemma 3.2 (h) impliziert die beiden folgenden Gleichungen:
)\max{PKPJI;}:K s )\maa:{PLPCE}:L

Insgesamt lésst sich dann mit (b) das gewiinschte Resultat zeigen:

Amaz {CTG1C1} = (D) N\ o {Px PL @ PLPT}
= 1 (5) Amac {Px P} Amaz {PLPL} = K*(3) .

(i) Wegen der Symmetrie der Matrix G ergibt sich die Matrix G;C4 mit (a) zu:
T T
GiCy= (CIG]) =(CiG) = %(5)04 :
Weiterhin gilt mit ¢ = 2 in Lemma 3.2 (e):
(Px @ P)" (PxP% @ PLPY) (Px @ Pp)

— PLPxPLPx @ PIP,PTP, = [PLPk]" ® [PLP,)’

= K?Hp @ L?H; = (KL (Hxk @ Hy) .
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Damit resultiert unter Verwendung von (a) und (e) sowie mit der Definition der Kontrast-

matrix Cy fiir p € (—o0; 1]:

G.C, (CTG,cy)t (cTa,cy)' P (cTa.c,)" cTGT

o [0 | Pre P (PxPh e PLPE) [ 0p ) | 0p ) | P Pr

02x2 Oox kL

1-p -~
= (K1L)2 [% (g)] (KL)™"
Okixa (Px © Pp)T (PxP%k @ P PY) (Px @ Pp)

02x2 Oox kL

Oxrx2 Hyig ® Hy,

(j) Sei, wie im Beweis von Lemma 3.8 (j),

1T ~ ~ ~71T
T = [1,—1,3:T] , T = [mr{,,m%] ,
mit
T; = [xilv '7xiL} , 1= 17 7K ’
sowie
1 L 1 .
jz:leﬁj (IL:L aK) ) j‘jzfza"” (]:1’ ’L)
]:]_ =1
und

s
I
—
<
Il
—_
~.
I
—
<
Il
—
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Aus der speziellen Versuchsanlage von Zwei-Farben-cDNA-Microarray-Experimenten folgt,

dass jeweils genau einer der KL Eintrage {x;;},i=1,..,K, j=1,...,L,von
- T
T = [$117---,90KL]

auf den Wert '+1’ bzw. auf den Wert -1’ gesetzt wird; alle {ibrigen Eintrége {z;;} von x
erhalten den Wert '0’ (vgl. Beweis von Theorem 3.9). Damit ergibt sich zwangsldufig

z.=0.

(1) Im Beweis von Lemma 3.8 (j) ist das folgende Resultat gezeigt worden:

zi: [%‘ fﬁ (zs5 — is.)] .

||Mx

T [1K1£®HL]53

Multiplikation mit 1/K liefert das folgende Ergebnis:

1
M=
M
8
==
M=
&
mHI

i=1j=1 s=1
K L K K B K L B B K L B
SO FS o sz.] S S (@ m) = 5 Yy ()
i=1j=1 s=1 S=1 i=1j=1 i=1j=1

(2) Mit S = L in Definition 3.1 ergibt sich analog zum Beweis von Lemma 3.8 (j)
fuiri=1,... K:

FTH & = [va,.owi] [T — 21017 (2, ooy ]
L
= [:Eil,...,ﬂfiL] [-’Eil — Ty ey T, — ] Z (.’E” i‘l) .
Damit ldsst sich fiir den Vektor & das folgende Resultat zeigen:

HL 0 571
il Ix @ H)Z = [%],... 3% :
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Zusammenfiihren von (1) und (2) liefert mit S = K in Definition 3.1:
&' Hx @ Hlz =&" [(Ix — #1xk1%) @ HL] &

:iT[IK(@HL]i—%ZET [IK]_%@HL]i

=2 2 wij (T — Ti) — f ZL: i (Z.5)

i=1j=1 i=1j=1

M=

L
‘ Tij (l'ij — T — i’.j) .

)

J

Il
—

1
Damit sowie mit dem Resultat aus (i) ergibt sich insgesamt das gewiinschte Ergebnis:
27G,Cy (CTG Cy) " (CTaicy)' " (€TGcy) CTGTa

02x2 Oox kL 1

Oxrx2 Hrg @ Hyp T
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Lemma 3.13 (Eigenschaften der Kontrastmatrix C4 - BS Design)
Mit den Designpunkten x (vgl. Bemerkung 2.4) sowie den Matrizen C4, Mo und Ga (vgl.
(3.26) sowie Lemma 3.4) sind die folgenden Aussagen giiltig:

(a) CTGy = £(5)CT .

(b) CTG2Cy = L (5) (P PL @ PLPT) .

(¢) Die Matriz
(CTG:Cy)" = —L s (PxPE ® PLPY)

- DK(3)

ist die Moore-Penrose-Inverse der Matriz CT GoCy aus (b).

(d) Fir p € (—oo;1] gilt:
_ 1-
(CTGLCy) " (CTGLCy)' P = e £(5)] kD) (PP e PLPT) .
(e) Fiir p € (—oo; 1] gilt:

(CTG,CL) " (CTGyCy) 7 (CTGCy)™

- [<>] 9] (kL) (PxPk o PLPY).

() Tr{CiG.Ci}y =4L(b)(%)".

(g9) Fiir p € (—o0; 1] gilt:

1 {(€160) " (C1G.0)' ) =2 (1= ) [R(5)] )7
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(h) Der Wert

Amaz {CTG2C1} = L2(%)

ist der griofte Eigenwert der Matriz CTG2Cy aus (b).

(i) Firp € (—oo;1] gilt:

G,C, (CTG,Cy) T (CTGyCy)' P (CTGyCL) T CTGY

02x2 (19997

Ok rx2 Hiy® Hyp,

(j) Fiir p € (—oo;1] gilt:

2T GyC, (CTG2Cy) T (CTGyCy)' P (CTGyCy) T CTGE

= (k)T RD T S S o)

mit T; = %

M-
M=

zij, 1=1,.., K, und i.j:%
1 i

xij, J=1,...,L .
1

J

Beweis:

103

Der Beweis kann, durch situationsabhéngige Anwendung der Resultate von Lemma 3.2

auf die Spezialfille S = K bzw. S = L, analog zum Beweis von Lemma 3.12 durchgefiihrt

werden.
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Bemerkung 3.3

Es ist zu beachten, dass sich die in Lemma 3.13 aufgefithrten Rechenregeln gegeniiber
denen aus Lemma 3.12 ausschliellich in den Vorfaktoren der ermittelten Summen und
Matrizen unterscheiden. Im Speziellen sind in diesen Vorfaktoren, gegeniiber den Vorfak-
toren aus Lemma 3.12, die Indizes K und L vertauscht.

Diese Vertauschung von K und L wird dadurch hervorgerufen, dass das AS Design und das
BS Design prinzipiell denselben Versuchsaufbau haben und sich lediglich darin unterschei-
den, dass unter dem AS Design die L Behandlungen paarweise innerhalb der K Zelllinien
verglichen werden, wihrend unter dem BS Design in umgekehrter Weise Paarvergleiche

der K Zelllinien (separat fiir jede der L Behandlungen) durchgefiihrt werden.

Die Bemerkung 3.3 impliziert den interessanten Aspekt, dass im Unterschied zum Vek-
tor der Behandlungskontraste (vgl. Kapitel 3.4) das AS Design im Modell (3.1) nur dann
¢p-optimal fiir das Schétzen des Vektors C1 @ der Interaktionskontraste von L Behand-
lungen und K Zelllinien ist, wenn die Anzahlen K und L in einer bestimmten Beziehung

zueinander stehen.

Zunichst wird wiederum der Fall reellwertiger p € (—oo; 1] betrachtet:

Theorem 3.14 (¢,-Optimalitit des AS Designs fiir das Schitzen von C7 0)

Im Landgrebe-Modell (3.1) ist das AS Design, mit Momentenmatrizc My und zugehériger
generalisierter Inverse Gy (vgl. Lemma 3.3), dann und nur dann ¢p-optimal fir p €
(—o0; 1] fiir das Schiitzen des Vektors C1@ der Interaktionskontraste von L Behandlungen
und K Zelllinien, wenn die Anzahlen K und L die Bedingung K > L erfiillen.

Beweis:

Wie beim Beweis von Theorem 3.9 lésst sich die Normalitatsungleichung des generalisierten

Aquivalenztheorems 2.1 mit Lemma 3.12 (g) und (j) in die #quivalente Form

K L 1
szij (ZL‘Z‘j — T — .f.j) <2 <1 — K) (3.27)

i=1 j=1
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iberfithren. Damit ist das AS Design geméf8 Theorem 2.1 genau dann ¢p-optimal fiir
p € (—o0; 1] fiir das Schitzen von C% 0, wenn die Ungleichung (3.27) fiir alle Designpunkte
x € x (mit strikter Gleichheit fiir die 2K (S) paarweise verschiedenen Triagerpunkte des
AS Designs) erfiillt ist.

Seien die Eintrage {x;;} , i=1,...,K, j=1,...,L, der Designpunkte
x=[1,-1,z1, ...,:):KL]T

definiert wie in (3.22).

Es werden dieselben drei Fille unterschieden wie beim Beweis von Theorem 3.9:

Fall 1: Paarweise Vergleiche der Behandlungen | #1', [,I' € {1,...,L} , innerhalb
derselben Zelllinie k € {1, ..., K}

Sei 0.B.d.A.

1, i=Fk,j=I
Tij 1= -1, i:k,j:l, , t=1,...K, j=1,...,L

0, sonst

(vgl. Beweis von Theorem 3.9). Damit gilt z;. = 0 fiir alle i € {1, ..., K'} sowie

/K, j=I
T, = /K, i=0 0, j=1,...,.L
0, sonst

und (3.27) ist erfiillt wegen

Tij (1‘@' — ;. — f.j) = Tk (wkl — Tk — .CZ’.[) + T (a;kl/ — Tg. — i‘,l/)

L
=1

M=

1

J

I
—

=1(1-f)+ (D) (-1+x)=01-%)+(1-%)=20-%).
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Fall 2: Paarweise Vergleiche der Zelllinien k # k', k, k" € {1,..., K} , fiir

dieselbe Behandlung [ € {1, ..., L}

Sei, wie im Beweis von Theorem 3.9, 0.B.d.A.

1, i=k,j=I
Tiji=9q -1, i=k,j=101

0, sonst

Dann ist, analog zu Fall 1, z.; = 0 fur alle j € {1,..., L} sowie

/L, i=k
T = —1/L, 1=K ’ 7’:]-5 ")K )
0, sonst

und es gilt:

Ty — T.j) = xpg (Tpy — T — Tg) + Tpy (T — Tpr. — T)

i=1j=1
—113+(1) R R U I R B Y (3.28)
B L L) L L) L ‘
Damit sowie mit (3.27) ergibt sich:
K L 1
Zl 2 Tij (zij = T —Z5) <2 (1 - %)
1=17j=

\%
==
s
=
\%

h

Die Ungleichung (3.27) ist somit dann und nur dann erfiillt, wenn die Anzahlen K und L

die Bedingung K > L erfiillen.



KAPITEL 3. ERGEBNISSE DER OPTIMALITATSUNTERSUCHUNGEN

Fall 3: Paarweise Vergleiche zweier verschiedener Behandlungen ! # 1", 1,1’ € {1, ...

in Kombination mit zwei unterschiedlichen Zelllinien k # k' | k, k' € {1, ...

Sei 0.B.d.A.

1, i=k,j=1
Tij = 1, i=kK 5=, i=1,..K, j=1,...,L

0, sonst

(vgl. Beweis von Theorem 3.9). Damit gilt (wie in Fall 2)

l/L, i=k
T = —]./L, 1=k y 12177K )
0, sonst

und entsprechend (wie in Fall 1)

1/K, j=I
T, = 1K, =1, j=1,...,L
0, sonst

Man erhélt schlie3lich:

Tij (acij — T — .f.j) = Ty (a;kl — Xg. — (i‘.l) + xprp (xk/l/ — Ty — .’f.l/)

L
=1

-
Il

—_
<

107

7L}7
7K}

Mit der obigen Fallunterscheidung ist nachgewiesen, dass die Ungleichung (3.27) fiir alle

2 (K L) paarweise verschiedenen Designpunkte & € y dann und nur dann erfiillt ist, wenn

2

K > L gilt. Fiir die in Fall 1 betrachteten 2K (]2;) Trégerpunkte des AS Designs (vgl.

Kapitel 3.1.2) gilt zusétzlich strikte Gleichheit in (3.27).
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Insgesamt ist damit fiir p € (—oo; 1] bewiesen, dass im Modell (3.1) das AS Design dann
und nur dann ¢p-optimal fiir das Schétzen des Vektors C4TO der Interaktionskontraste von

L Behandlungen und K Zelllinien ist, wenn die Bedingung K > L erfiillt ist.

Der entsprechende Nachweis der E-Optimalitéit des AS Designs fiir das Schéitzen von C4T0
erfolgt in Theorem 3.15.

Theorem 3.15 (E-Optimalitiit des AS Designs fiir das Schiitzen von C76)

Im Landgrebe-Modell (3.1) ist das AS Design, mit Momentenmatric M1 und zugehiri-
ger generalisierter Inverse G (vgl. Lemma 3.3), dann und nur dann E-optimal fir das
Schiitzen des Vektors C1 @ der Interaktionskontraste von L Behandlungen und K Zell-
linien, wenn die Anzahlen K und L die Bedingung K > L erfiillen.

Beweis:

Wie beim Beweis von Theorem 3.10 wird zunéchst eine problemadéiquate Matrix E ge-
sucht, welche die Eigenschaften (i)-(iii) aus dem generalisierten Aquivalenztheorem fiir
E-Optimalitét (Theorem 2.2) besitzt.

Zu diesem Zweck setzt man in Analogie zum Vorgehen beim Beweis von Theorem 3.10:

1
- Tr{CiGiCy}

E,: ctg,c, . (3.29)

Mit Lemma 3.12 (b) und (f) ergibt sich die Matrix E4 aus (3.29) zu

Ei= et () (PP © PLPY)
17(3)(3)
1
=——— (PxkPL @ PLP]) . (3.30)

4(3)(3)
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Im Folgenden wird demonstriert, dass die durch (3.29) und (3.30) definierte Matrix E4
die Eigenschaften (i)-(iii) aus dem Theorem 2.2 erfiillt:

(1)  Die Symmetrie der Matrix (PP ® P P7 ) ist bereits beim Beweis von Lemma
3.12 (c) gezeigt worden. Mit (3.30) ergibt sich die Symmetrie der Matrix E4 als un-

mittelbare Konsequenz dieses Resultats.

(2)  Mit S = K in Lemma 3.2 (h) besitzt die Matrix Py P% die Eigenwerte p; = 0
oder uy; =K ,i=1,..., ([2() Entsprechend sind mit S = L in Lemma 3.2 (h) die
Eigenwerte der Matrix P PT gegeben durch nj=0odern; =L, j=1,.., (g)
Analog zu den Ausfithrungen im Beweis von Lemma 3.12 (h) ergeben sich dann
die Eigenwerte \;; der Matrix E4 wegen (3.30) zu

1

2

Damit besitzt die Matrix E4 die Eigenwerte \;; = 0 oder \;; = Wl@*l) und

ist demzufolge nicht-negativ definit.

(3)  SchlieBlich resultiert mit (3.29):

Tr {E4} == WTT{CIGchL} =1.

Mit (1)-(3) erfiillt die durch (3.29) definierte Matrix E4 die Anforderungen (i)-(iii) aus
dem Theorem 2.2. Fiir die linke Seite der Normalitétsungleichung (2.64) dieses Theorems
ergibt sich dann mit (3.29), Lemma 3.12 (f) sowie mit p = 0 in Lemma 3.12 (j):

27G,C, (CTGCy)" Ey (CTGICY) T CTGTx

= W {wTG104 (cTG,c,y)" (CTGcy) (CTGiCy) " cZG{w}

= %%(L) (KL)O

L
aE(5)(E)° 1 i=1j=

Tij (SUZ']' — T — iﬂj)
1

Tij (xij — T;.
1

= T — )

~AN0

M=

L

J

Il
_
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1 K L B )
= m z;jzl Tij (xij — T — ZC.j)
K L
1 1
- 1 L ZZ% (zij — i — T5) - (3.31)
2(1- ) K2(3) i=1 j=1

Mit (3.31) sowie mit Lemma 3.12 (h) ldsst sich die Normalitétsungleichung des generali-

sierten Aquivalenztheorems 2.2 wie im Beweis von Theorem 3.14 in die dquivalente Form

=

L
Tij (ﬂfij — T — j?.j) <2 (1 —
=1

)

==

)

J

Il
i

(vgl. (3.27)) iiberfithren. Im Beweis von Theorem 3.14 ist bereits nachgewiesen worden,
dass diese Ungleichung dann und nur dann fiir alle Designpunkte & € x erfiillt ist (mit

strikter Gleichheit fiir die 2K (é) Tragerpunkte des AS Designs), wenn K > L gilt.

Damit ist, Theorem 2.2 folgend, das AS Design im Modell (3.1) E-optimal fiir das Schéitzen
des Vektors CT@ der Interaktionskontraste von L Behandlungen und K Zelllinien dann

und nur dann, wenn fiir die Anzahlen K und L die Bedingung K > L erfiillt ist.

Theorem 3.14 sowie Theorem 3.15 kann entnommen werden, dass unter dem Landgrebe-
Modell (3.1) die ¢,-Optimalitdt des AS Designs fiir das Schétzen des Vektors CTo der
Interaktionskontraste von L Behandlungen und K Zelllinien im Unterschied zum Vektor
C?0 der Behandlungskontraste (vgl. Kapitel 3.4) dann und nur dann gegeben ist, wenn die
Anzahl K der Zelllinien mindestens genauso grof ist wie die Anzahl L der Behandlungen.
Liegt hingegen die umgekehrte Relation zwischen K und L vor, d.h. L > K so liefert das
BS Design (vgl. Kapitel 3.1.3) eine prizisere Schitzung von CZG als das AS Design.

Die Ergebnisse der im Modell (3.1) unter dem BS Design im Hinblick auf die Schétzung von
C4T0 durchgefithrten Optimalitdtsuntersuchungen sind in Theorem 3.16 und in Theorem

3.17 zusammengefasst.
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Theorem 3.16 (¢,-Optimalitit des BS Designs fiir das Schiitzen von C7 )

Im Landgrebe-Modell (3.1) ist das BS Design, mit Momentenmatric Mo und zugehériger
generalisierter Inverse Ga (vgl. Lemma 8.4), dann und nur dann ¢,-optimal fir p €
(—o0; 1] fiir das Schiitzen des Vektors C1@ der Interaktionskontraste von L Behandlungen
und K Zelllinien, wenn die Anzahlen K und L die Bedingung L > K erfiillen.

Beweis:

Mit Lemma 3.13 (g) und (j) kann die Normalititsungleichung des Aquivalenztheorems 2.1

in Analogie zum Beweis von Theorem 3.14 in die dquivalente Form

K

L
Z Zl‘ij (.’Eij — T — i’.j) <2 (1 — i) (3.32)

i=1 j=1

iiberfithrt werden. Theorem 2.1 folgend ist das BS Design damit genau dann ¢,-optimal fiir
p € (—o0; 1] fiir das Schétzen von C1'0, wenn die Ungleichung (3.32) fiir alle Designpunkte
x € x (mit strikter Gleichheit fiir die 2L (12() paarweise verschiedenen Trégerpunkte des
BS Designs) erfiillt ist.

Wir unterscheiden dieselben drei Falle wie beim Beweis von Theorem 3.14:

Fall 1: Paarweise Vergleiche der Behandlungen | # 1’| [,I' € {1,...,L} , innerhalb
derselben Zelllinie k € {1, ..., K'}

Im Beweis von Theorem 3.14 ist in dieser Situation bereits die Giiltigkeit der Gleichung
K L 1
szw (iL‘Z‘j — T — .f.j) = <1 — K) (3.33)
=1 j=1

hergeleitet worden. Dem Vorgehen beim Beweis von Theorem 3.14 (Fall 2) entsprechend,
ergibt sich mit (3.32) und (3.33) das folgende Resultat:

wij (i — . —25) <2(1— 1)
i=1j=1
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Damit ist die Ungleichung (3.32) dann und nur dann erfiillt, wenn die Anzahlen K und L
die Bedingung L > K erfiillen.

Fall 2: Paarweise Vergleiche der Zelllinien k # k', k, k" € {1,..., K}, fiir
dieselbe Behandlung [ € {1, ..., L}

Diese Situation entspricht den 2L (12( ) Triagerpunkten des BS Designs (vgl. Kapitel 3.1.3).
Fiir diese Designpunkte ist im Beweis von Theorem 3.14 bereits das folgende Resultat

gezeigt worden:

L
XZZ ij (@i =@ —25)=2(1-1).

||Mw

Damit gilt fiir die 2L (12< ) Trigerpunkte des BS Designs strikte Gleichheit in (3.32).

Fall 3: Paarweise Vergleiche zweier verschiedener Behandlungen ! # 1 | ,1' € {1,...,L} ,
in Kombination mit zwei unterschiedlichen Zelllinien k # k', k, k' € {1,...,K}

Wie im Beweis von Theorem 3.14 ergibt sich in dieser Situation die Gleichung

L
Z$ij(£6ij—.fi.—f.j)ZQ(l—%—%).
j:

R

i

Damit ist wegen

die Ungleichung (3.32) erfiillt.

Mit der obigen Fallunterscheidung ist bewiesen, dass die Ungleichung (3.32) fiir alle 2 (K2L)
paarweise verschiedenen Designpunkte & € x dann und nur dann erfiillt ist, wenn L > K
gilt. Fiir die in Fall 2 betrachteten 2L(I2() Tréagerpunkte des BS Designs gilt zusétzlich
strikte Gleichheit in (3.32).

Mit diesem Resultat ist insgesamt nachgewiesen, dass im Modell (3.1) das BS Design fiir
p € (—o0;1] dann und nur dann ¢,-optimal fiir das Schétzen des Vektors CT6 der Inter-
aktionskontraste von L Behandlungen und K Zelllinien ist, wenn K und L die Bedingung
L > K erfiillen.
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Theorem 3.17 (E-Optimalitiit des BS Designs fiir das Schiitzen von C719)

Im Landgrebe-Modell (3.1) ist das BS Design, mit Momentenmatric Mo und zugehiri-
ger generalisierter Inverse Gy (vgl. Lemma 3.4), dann und nur dann E-optimal fir das
Schitzen des Vektors C10 der Interaktionskontraste von L Behandlungen und K Zell-
linien, wenn die Anzahlen K und L die Bedingung L > K erfiillen.

Beweis:

Analog zum Beweis von Theorem 3.15 wird

_ 1
E, =
YT {CTG,Cy)

cta,c, (3.34)

gesetzt. Mit Lemma 3.13 (b) und (f) ergibt sich die Matrix E4 aus (3.34) zu

By = et (5) (PP © PLPY)
4% (3)(3)
1 T T
=———— (PkPr@PLPL) . (3.35)

4(5)(3)

Damit entspricht die Matrix E4 der Matrix E4 aus dem Beweis von Theorem 3.15, d.h.
E, = E 4, und erfiillt demzufolge, wie bereits im Beweis von Theorem 3.15 demonstriert

worden ist, die Eigenschaften (i)-(iii) aus dem generalisierten Aquivalenztheorem 2.2.

Fiir die linke Seite der Normalitétsungleichung (2.64) von Theorem 2.2 ergibt sich mit
(3.34), Lemma 3.13 (f) sowie mit p = 0 in Lemma 3.13 (j):

2T GyCy (CTGoCL) " Ey (CTGyC) " CTGE

= miclac {mTGQC4 (CTGyCy) " (CTGyCy) (CTGyCy)Y c{agx}

K L
K 0 _ _
- ﬁ%(ﬂ (KL) Zl Z:ll'zg (xij — Zi. — T.5)
1= j:
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2 2 lle:l
) K L ) )
- 2L(L-1)(%) i=1j§1 25 (Tij — i — T.j)
K L
1 1
N 1 wij (T3 = i = L) - (3.36)
IO VA PR

Mit (3.36) sowie mit Lemma 3.13 (h) ldsst sich die Normalitdtsungleichung des genera-
lisierten Aquivalenztheorems 2.2, wie im Beweis von Theorem 3.16, in die dquivalente

Form

)

=

M=

L
Z Tij (ajij — T — jj.j) <2 (1 —
i=1j=1

(vgl. (3.32)) iiberfithren. Im Beweis von Theorem 3.16 ist bereits nachgewiesen worden,
dass diese Ungleichung dann und nur dann fiir alle Designpunkte & € x erfiillt ist (mit
strikter Gleichheit fiir die 2L (12( ) Triagerpunkte des BS Designs), wenn L > K gilt.

Damit ist, Theorem 2.2 folgend, das BS Design im Modell (3.1) E-optimal fiir das Schétzen
des Vektors CT@ der Interaktionskontraste von L Behandlungen und K Zelllinien dann

und nur dann, wenn die Anzahlen K und L die Bedingung L > K erfiillen.

Der Vektor C16 der Interaktionskontraste von L Behandlungen und K Zelllinien kann im
Landgrebe-Modell (3.1), unabhéngig von den Anzahlen verwendeter Behandlungen und
Zelllinien, sowohl unter dem AS Design als auch unter dem BS Design unverzerrt geschétzt
werden (vgl. Lemma 3.11).

Mit den Resultaten aus den Theoremen 3.14-3.17 lédsst sich zusétzlich nachweisen, dass
der Vektor CZH unter dem AS Design mit minimaler Varianz geschétzt werden kann,
wenn die Anzahl verwendeter Zelllinien grofler ist als die Anzahl der Behandlungen (d.h.
K > L). In umgekehrter Weise liefert das BS Design eine minimalvariante Schitzung
von CT 6, wenn mehr Behandlungen als Zelllinien verwendet werden (d.h. L > K). Fiir
den Spezialfall K = L weisen beide Designs die gleiche Effizienz fiir das Schétzen der

Interaktionskontraste C1 @ auf.
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Dieses interessante Ergebnis ldsst sich wie folgt begriinden:

Bemerkung 3.4

Mit Lemma 3.12 (b) sowie Lemma 3.13 (b) ergibt sich die Varianz des Schiitzers von C%

unter dem AS Design zu

~ K /(L
Var <C4T0 | AS) = ’C G0 = " <2> (PxP%L @ P,PY) (3.37)
und unter dem BS Design entsprechend zu
T i 2T o L (K T T
Var ((749 | BS) = 0*C{G2Cy = o* () ) (PxPk © PLPT) . (3.38)

Die Effizienz des AS Designs gegeniiber dem BS Design héngt demzufolge nur von den
Vorfaktoren in (3.37) bzw. (3.38) ab. Sie ergibt sich mit (3.37) und (3.38) zu:

eff(AS; BS) = %) Lk -1) KL(_%)
L

L 1
K@y K(L-1) KL(1-

Es miissen drei Situationen unterschieden werden:

1) K=L

Mit K = L in (3.39) erhalten wir
eff(AS; BS)=1.

Fiir diesen Spezialfall kénnen somit die Interaktionskontraste C7 0 im Landgrebe-
Modell (3.1) unter beiden Versuchspldnen mit gleicher Effizienz, d.h. mit gleich

grofler Varianz, geschétzt werden.

(2) K>1L

Mit K > L in (3.39) resultiert

eff(AS; BS) > 1.
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In Situationen, in denen die Anzahl verwendeter Zelllinien grofler ist als die Anzahl
der Behandlungen, kénnen also die Interaktionskontraste CZO im Landgrebe-
Modell (3.1) unter dem AS Design mit gréBerer Effizienz und damit mit kleinerer

Varianz geschétzt werden als unter dem BS Design.

(3) K<L

Mit K < L in (3.39) ergibt sich das entgegengesetzte Effizienzverhiltnis, d.h.
eff(AS; BS) < 1.

Unter der Annahme, dass weniger Zelllinien verwendet werden als Behandlungen,
kénnen demzufolge die Interaktionskontraste C7 @ im Landgrebe-Modell (3.1)
unter dem BS Design mit groflerer Effizienz und damit mit kleinerer Varianz

geschitzt werden als unter dem AS Design.

Die in den Theoremen 3.14-3.17 nachgewiesene ¢,-Optimalitéit von AS Design und BS
Design fiir das Schitzen des Vektors C1 @ der Interaktionskontraste von L Behandlungen
und K Zelllinien gilt im Landgrebe-Modell (3.1), in Abhéngigkeit von der vorliegenden
Beziehung zwischen den Anzahlen K und L (vgl. Bemerkung 3.4), wiederum fiir alle
p € [—oo;1].

Insbesondere sind beide Versuchsanlagen damit situationsbezogen auch A-optimal (p = —1
in Theorem 3.14 bzw. in Theorem 3.16), D-optimal (p = 0 in Theorem 3.14 bzw. in
Theorem 3.16), T-optimal (p = 1 in Theorem 3.14 bzw. in Theorem 3.16) sowie E-optimal
(Theorem 3.15 bzw. Theorem 3.17) fiir das Schiitzen von C1 8.

Die Optimalitdat beider Versuchsplédne im Hinblick auf die Analyse der Interaktionskon-
traste von L Behandlungen und K Zelllinien ist somit, den Ergebnissen aus Kapitel 3.4

entsprechend, robust gegeniiber dem verwendeten Optimalitédtskriterium.

Im n#chsten Abschnitt wird abschlieend untersucht, ob sich die in Kapitel 3.4 sowie in
Kapitel 3.5 beschriebenen Optimalitdtsergebnisse auch auf das Problem einer unverzerrten
und minimalvarianten Schéitzung des aus den (g) Behandlungskontrasten und den ([2( ) (é)
Interaktionskontrasten zusammengesetzten Vektors iibertragen lassen.
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3.6 Optimalititsergebnisse fiir den Vektor der

Behandlungskontraste und der Interaktionskontraste

Die Kontrastmatrix C’5 des Vektors C? 0 fiir die Schitzung der Behandlungskontraste von
L Behandlungen (vgl. Kapitel 3.4) sowie der Interaktionskontraste von L Behandlungen
und K Zelllinien (vgl. Kapitel 3.5) ergibt sich durch Zusammenfiigen der zugehérigen

Kontrastmatrizen
T
— T
Cs=[ 0py) |0y |1k @ Py |
(des Vektors C1 8 der (g) Behandlungskontraste, vgl. (3.19)) und
C 0 0 P P g
o= [ o [0 | Pre P

(des Vektors CT 0 der ([2() (é) Interaktionskontraste, vgl. (3.26)), d.h.

Cs=| cs|ai ] (3.40)

Damit hat die Kontrastmatrix C's die Dimension (K L + 2) x [(é) + ([2() (é)] ; der Vektor 6

der zugehorigen linearen Kontraste C? 6 ist wiederum der Parametervektor des Landgrebe-
Modells (3.1).

In Analogie zum Kapitel 3.4 wird das AS Design wieder als einziges Kandidatendesign
im Hinblick auf eine unverzerrte und minimalvariante Schitzung des Vektors CZ 8 der
Behandlungs- und der Interaktionskontraste im Modell (3.1) ausgewihlt (vgl. Kapitel
3.1).

Die Schitzbarkeit von C:;)FH unter dem AS Design wird im folgenden Lemma 3.18 unter-

sucht:

Lemma 3.18 (Schitzbarkeit von C?0)

Der Vektor C5T0 der Behandlungskontraste von L Behandlungen und der Interaktions-
kontraste von L Behandlungen und K Zelllinien ist im Landgrebe-Modell (3.1) unter dem
AS Design, mit Momentenmatriz M1 und zugehdriger generalisierter Inverse G1 (vgl.

Lemma 3.3), (unverzerrt) schitzbar.
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Beweis:

Mit Lemma 3.7 und Lemma 3.11 (a) sowie der Definition der Kontrastmatrix C5 (vgl.
(3.40)) ergibt sich

cTt ct'e\M cT
C5TG1M1:[ 3]G1M1:[ ik 1]:[ 3]:0@.

ct ciGiM, Ci

Damit ist der Vektor C1 @ gemi der Schitzbarkeitsbedingung (2.61) im Modell (3.1)

unter dem AS Design unverzerrt schitzbar.

Mit Lemma 3.18 erfiillt das AS Design eine wesentliche Voraussetzung der in Kapitel
2.3 aufgefithrten generalisierten Aquivalenztheoreme und eignet sich somit im Landgrebe-
Modell (3.1) zur Durchfithrung von Optimalitdtsuntersuchungen in Bezug auf den Vektor

CT'0 der Behandlungs- und der Interaktionskontraste.

Fir p € (—oo;1] wird die ¢,-Optimalitdt des AS Designs fiir das Schétzen der linearen
Kontraste C’5T0 in Theorem 3.20 bewiesen; der entsprechende Nachweis der E-Optimalitét

erfolgt in Theorem 3.21.

Fiir die Herleitung der Optimalitdt werden dabei wiederum verschiedene Eigenschaften
der Kontrastmatrix C, in Bezug auf das AS Design (mit Momentenmatrix M und
entsprechender generalisierter Inverse G, vgl. Lemma 3.3), benotigt. Diese sind in Lemma

3.19 zusammengefasst:

Lemma 3.19 (Eigenschaften der Kontrastmatrix Cj)
Mit den Designpunkten x (vgl. Bemerkung 2.4) sowie den Matrizen Cs, M1 und Gy (vgl.
(3.40) sowie Lemma 3.3) sind die folgenden Aussagen giiltig:

(¢)

T
: CsGiCs 0yt
cta,c; =
2 2 2

O(K)(L)X(L) CZG104

mit
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CiGiCy = 5-())PLP] . CIGiICy=K(}) (PxP ® PLPY)
(vgl. Lemma 3.8 (b) bzw. Lemma 3.12 (b)).
(b) Die Matriz

(CgG103)+ O(L)X(K)(L)

2 2 2

(ctG,cs)" =
+
Oy (CiG1CY)
mil
(CTGyCs) " = ﬁ@mpf , (CTGicy)" = ﬁ(g) (PxP% @ PLPT)

(vgl. Lemma 3.8 (¢) bzw. Lemma 3.12 (c)) ist die Moore-Penrose-Inverse der Matrix
CTG,Cj5 aus (a).

(c¢) Fir p € (—oo; 1] gilt:

(€16G:C5)" (CLGiCs) ™

(CcTG,cs)" (ciaics)' ™ 01 ((%)

2 2 2

) ()= () (CTeiCy)” (CTGiCy)

2 2 2

(d) Fiir p € (—oo;1] gilt:
(CcTG,C5)" (cTa.cs)' P (cTaics)*

(C161C)" (610" (C161Cy)” O« (5)(4

) E)x(H) (CTGi0a)" (CTGiC) " (CTanCa)”

2 2 2

119
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(¢) Tr{CIG\C5}=28"(1)".

(f) Der Wert

Mo {CEG1C3} = K2(})

ist der grofite Bigenwert der Matriz C G1C5 aus (a).

Beweis:

(a) Mit S = K in Lemma 3.2 (a), Lemma 3.8 (a) sowie der Definition der Kontrastmatrizen
Cs und Cy (vgl. (3.19) bzw. (3.26)) ergibt sich:

c1Gici=5() [0 [0 [ ke Pu | [0y [0 | Prepu ]
=55 1k @ Pr] [Pr @ Pr]" = 5 (5) 1Pk © PLP]]

= (0 [(Prro” o PLPL] = £) [ofy) 0 PLPE] <005 sy

2 2 2

Aufgrund der Symmetrie der Matrix G folgt aus dieser Gleichung direkt

CTGICs = (CFGICY)" =00y 1), 1y -

2 2 2

Mit diesen Resultaten sowie der Definition der Kontrastmatrix C's ldsst sich das gew{insch-

te Ergebnis zeigen:

ct
T o 3
C;G1C5 = [C’Z]GI[CSCZL}
cic,.c; cliacy C3GiCs O(Q)X(g)@)

cta,c; cfaic, 0 () (L) () cta,c,

2 2 2
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(b) Seien gegeben zwei beliebige Matrizen B und D mit zugehorigen Moore-Penrose-

Inversen B* und DV sowie eine blockdiagonale Matrix A mit

A:zlﬁg].

Dann gilt:

+
At — B 0
0 D"
(vgl. [14], Harville, 1997, p. 122). Mit (a) sowie mit

A.=clc,Ccs , B:=cClG,C; , D:=CTGiC,

erhélt man das gewiinschte Resultat.
(c) ergibt sich fiir p € (—oo; 1] aus (a) und (b).
(d) ergibt sich aus (b) und (c).

(e) Mit (a) sowie mit Lemma 3.8 (f) und mit Lemma 3.12 (f) gilt:

Tr{CIGCs} =Tr{CIGC3} + Tr {C{G1C4}

=28 (0 4 B (5) () =25 () [+ 2()]

(f) Mit (a) ergeben sich die Eigenwerte der Matrix C¥ G C5 aus den Eigenwerten der
Blockmatrizen C?;GlC'g und CTG,Cy (vgl. [14], Harville, 1997, p. 522). Damit resultiert

unter Verwendung der Ergebnisse aus Lemma 3.8 (h) sowie aus Lemma 3.12 (h):

Amaz {C5TG105} = max [)\maac {CgGlcS} s Amaz {C;{G104}]

—maz |K*(5), K2(5)| = K2(}) .
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Die ¢,-Optimalitit des AS Designs fiir das Schétzen des Vektors CT6 der Behandlungs-
kontraste von L Behandlungen und der Interaktionskontraste von L Behandlungen und

K Zelllinien wird fiir p € (—o0; 1] im folgenden Theorem 3.20 untersucht:

Theorem 3.20 (¢,-Optimalitit des AS Designs fiir das Schitzen von C? )

Im Landgrebe-Modell (3.1) ist das AS Design, mit Momentenmatrizc M1 und zugehériger
generalisierter Inverse G1 (vgl. Lemma 3.3), ¢p-optimal fiir p € (—oo; 1] fir das Schitzen
des Vektors C’g@ der Behandlungskontraste von L Behandlungen und der Interaktions-

kontraste von L Behandlungen und K Zelllinien.

Beweis:

Wiederum ist die Giiltigkeit der Normalitdtsungleichung (2.50) fiir alle & € x zu zeigen.
Mit der Kontrastmatrix Cs aus (3.40) und Lemma 3.19 (d) ergibt sich die linke Seite

dieser Ungleichung unter Verwendung von Lemma 3.8 (j) und Lemma 3.12 (j) zu

™=
Nk

=[2G e s [x > (ajr — am]
i=1r=1 =1

CL‘Z']' (ﬂfij — Ty — CL‘.j)

- [%(g)rip (KL)™ il

1=

J

—

(sieche auch Beweis zu Lemma 3.19 (a)). Fiir die rechte Seite dieser Ungleichung erhélt

man entsprechend mit Lemma 3.19 (c), Lemma 3.8 (g) sowie Lemma 3.12 (g):
1-p 1-p
2 [K2(L - 1) [K (L -
e [T(z)} L7+2(1-%) [f(z)] (KL)™"
Somit ist

1 K K L
% Z Lir Z (xjr — .fj.) + Z Z Tij (1’@' — T — .T.j) <2 (3.41)

i=1r=1 j=1 i=1 j=1

fiir alle € x nachzuweisen, mit Gleichheit fiir die 2K (g ) paarweise verschiedenen Tréger-

punkte des AS Designs.
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Analog zu den Beweisen der Theoreme 3.9 und 3.14 sind drei Félle zu unterscheiden:

Fall 1: Paarweise Vergleiche der Behandlungen [ #1' | [,I' € {1,...,L} , innerhalb
derselben Zelllinie k € {1,..., K}

In diesem Fall ergibt sich

K L K
> 2 [m” > (@jr — xj)] =2 (vgl. Beweis von Theorem 3.9)

und

K L
231 Z:lxz-j (zij — Zi. —Z.j) =2 (1 — 3) (vgl. Beweis von Theorem 3.14),
i=1j=

so dass Gleichheit in (3.41) gilt.

Fall 2: Paarweise Vergleiche der Zelllinien k # k', k, k" € {1,..., K} , fiir
dieselbe Behandlung [ € {1, ..., L}

In diesem Fall erhilt man

K L K
> 2 [m“« > (zjr — :TJJ)] =0 (vgl. Beweis von Theorem 3.9)

sowie

K L
S > wij (@ — 2. —Z5) =2(1— 1) (vgl. Beweis von Theorem 3.14).
i=1j5=1

Damit ist (3.41) wegen

erfiillt.
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Fall 3: Paarweise Vergleiche zweier verschiedener Behandlungen ! # 1", [,I' € {1,...,L} ,
in Kombination mit zwei unterschiedlichen Zelllinien k # k', k, k' € {1,..., K}

Hier resultieren die Gleichungen

K L K
> 2 [x“« > (zjr — f])] =2 (vgl. Beweis von Theorem 3.9)
und

K L
S > wij (@ — 2. —25)=2(1— 1 — %) (vgl. Beweis von Theorem 3.14),
i=1j5=1

so dass (3.41) gilt.

Zusétzlich zu den Optimalitétsergebnissen aus Theorem 3.20 ldsst sich wiederum auch die
BE-Optimalitit des AS Designs im Hinblick auf die Schitzung der linearen Kontraste CZ 0

zeigen.

Der entsprechende Optimalitdtsnachweis wird in Theorem 3.21 gefiihrt.

Theorem 3.21 (E-Optimalitiit des AS Designs fiir das Schiitzen von C?6)

Im Landgrebe-Modell (3.1) ist das AS Design, mit Momentenmatric M1 und zugehiri-
ger generalisierter Inverse G1 (vgl. Lemma 3.3), E-optimal fir das Schitzen des Vektors
CT 0 der Behandlungskontraste von L Behandlungen und der Interaktionskontraste von L

Behandlungen und K Zelllinien.
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Beweis:

Die Matrix

7 B 02y (1)(%)
E5 = ’
0y« (- =) Ba

2 2 2
mit F3 wie in (3.23) und E4 wie in (3.29), ist symmetrisch, nicht-negativ definit und
erfillt Tr {E5} = 1 (vgl. Beweise zu Theorem 3.10 und Theorem 3.15).

Unter Verwendung von (3.25) und (3.31) (vgl. Beweise zu Theorem 3.10 und Theorem
3.15) ergibt sich damit die linke Seite der Normalitdtsungleichung (2.51) in Analogie zum

Beweis von Theorem 3.20 zu

Da mit Lemma 3.19 (f) der maximale Eigenwert von CZ G1C’ gleich K2 (S) ist, ist die

Giiltigkeit der folgenden Ungleichung nachzuweisen:

K L
® + 20 > wij (v — Tio — T5) <2

i=1j=1

N

> [wir > (zjr — 5.)

1r=1 j=1

2

Die Giiltigkeit dieser Ungleichung fiir alle € x, mit Gleichheit fiir die 2K (5) Triger-

punkte des AS Designs, ist bereits im Beweis von Theorem 3.20 gezeigt worden.
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Theorem 3.20 und Theorem 3.21 folgend, ist das AS Design im Landgrebe-Modell (3.1)
fir p € [—oo;1] nicht nur ¢p-optimal fiir das Schétzen der Behandlungskontraste von
L Behandlungen (vgl. Kapitel 3.4) und fiir das Schétzen der Interaktionskontraste von L
Behandlungen und K Zelllinien (vgl. Kapitel 3.5); vielmehr kann auch der Vektor C?O, der
sich aus Behandlungskontrasten und Interaktionskontrasten zusammensetzt, unter diesem

Design unverzerrt und minimalvariant geschétzt werden.

Im Unterschied zum Vektor C% 6 der Interaktionskontraste von L Behandlungen und K
Zelllinien ist die ¢,-Optimalitét des AS Designs fiir das Schétzen von C10 nicht an be-
stimmte Bedingungen hinsichtlich der Relation zwischen den Anzahlen verwendeter Zell-
linien (K) und Behandlungen (L) gekniipft. Die ¢,-Optimalitéit des AS Designs fiir das
Schiitzen von C% @ ist demzufolge unabhingig von K und L; sie gilt wiederum fiir alle
p € [—oo; 1]. Damit ist das AS Design insbesondere auch A-optimal (p = —1 in Theorem
3.20), D-optimal (p = 0 in Theorem 3.20), T-optimal (p = 1 in Theorem 3.20) sowie
E-optimal (Theorem 3.21) fiir das Schiitzen von C? 6.

Die Optimalitdt des AS Designs im Hinblick auf die Analyse von Behandlungskontrasten
und Interaktionskontrasten ist demnach, den in den Abschnitten 3.4 und 3.5 erzielten

Ergebnissen entsprechend, robust gegeniiber der Wahl des Optimalitdtskriteriums.



Kapitel 4

Diskussion

Die Durchfithrung von Zwei-Farben-cDNA-Microarray-Experimenten ist technologiebe-
dingt mit hohen Kosten verbunden. Damit riicken Fragen hinsichtlich der Wahl optimierter
Versuchsanlagen zunehmend in den Fokus im Rahmen der Planung dieser Experimente.
Durch die Verwendung entsprechender, aus statistischer Sicht optimaler, Versuchspliane
ldsst sich einerseits die Verlésslichkeit der getroffenen Aussagen gewéhrleisten, anderer-
seits kann die Anzahl der Microarrrays, die zur Erzielung dieser Prizision ben6tigt werden,
in manchen Situationen deutlich reduziert werden. Eine solche Reduzierung der Zahl der
benotigten Arrays wiirde einen Zeitgewinn bei der Durchfithrung dieser Experimente und

damit die Einsparung finanzieller Ressourcen erwarten lassen.

Diesen gewinnbringenden Aspekten einer statistisch optimierten Versuchsplanung steht
entgegen, dass bis heute erst einige wenige Optimalitéitsergebnisse fiir faktorielle Zwei-
Farben-cDNA-Microarray-Experimente mit den Blockfaktoren ,, Versuchsbedingung* und
,Farbe“ vorliegen. Im Vordergrund der wissenschaftlichen Untersuchungen steht hierbei
die unverzerrte, effiziente Schiatzung linearer Kontraste der Behandlungseffekte in zwei-

faktoriellen Designsituationen mit den Blockfaktoren ,,Behandlung“ und , Farbe“.

So liefern Kerr und Churchill, unter Ausnutzung bereits bekannter Ergebnisse zur Opti-
malitét balancierter unvollstindiger Blockpléne ([6], Cheng und Bailey, 1991) sowie unter
Verwendung eines in der Klasse unvollstéandiger Blockdesigns durchgefiihrten speziellen
Computersuchalgorithmus, erste Resultate zu A-optimalen Versuchsplidnen in Situationen
mit 13 oder weniger Behandlungen ([17], Kerr und Churchill, 2001).

127
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Die Robustheit solcher Designs wird von Bailey durch den Vergleich A- und D-optimaler
Versuchsanlagen fiir verschiedene Anzahlen von Arrays und Behandlungen untersucht ([2],
Bailey, 2007). Am Ende dieser Untersuchung steht die interessante Schlussfolgerung, dass
sich die ermittelten A- und D-optimalen Pline voneinander unterscheiden, sobald die
Anzahl der Arrays einen bestimmten Wert iibersteigt.

Shu und Wang berechnen, durch die Anwendung des ,,Mutual Boundedness Theorem for
Information Functions“ ([26], Pukelsheim, 1993, p. 171), theoretisch eine obere Schranke
fiir die D-Optimalitdt zweifaktorieller Zwei-Farben-cDNA-Microarray-Designs ([31], Shu
und Wang, 2005). In einem zweiten Schritt konstruieren sie, unter Ausnutzung der zuvor
ermittelten Schranke, D-optimale Versuchsanlagen fiir bestimmte Anzahlen von Arrays
und Behandlungen.

Yang fithrt eine Computersuche innerhalb der Klasse der ,row-column designs®“ durch,
um A- und FE-effiziente Versuchspléne fiir verschiedene Anzahlen von Behandlungen und
Arrays zu identifizieren ([37], Yang, 2003).

Wit et al. verwenden ,,Simulated Annealing“ (vgl. z.B. [4], Bohachevsky et al., 1986) zur
Bestimmung A- und L-effizienter (vgl. [26], Pukelsheim, 1993, p. 222) Versuchsanlagen
innerhalb der Klasse der ,intervowen connected graph designs* ([35], Wit et al., 2004).

Landgrebe et al. vergleichen verschiedene, in der Praxis hdufig eingesetzte, Designs fiir
dreifaktorielle Zwei-Farben-cDNA-Microarray-Experimente hinsichtlich ihrer E-Effizienz
fiir das Schétzen unterschiedlicher linearer Kontraste ([21], Landgrebe et al., 2006). Zu
diesem Zweck analysieren sie Konstellationen mit N = 16 Arrays, K = 2 Zelllinien und
L = 2 Behandlungen sowie mit N = 12 Arrays, K = 3 Zelllinien und L = 2 Behandlungen.
Latif erweitert diesen Ansatz, indem er zusétzlich zum Kriterium der E-Effizienz unter-
schiedliche Robustheitseigenschaften von Designs gegeniiber ausfallenden Beobachtungen

bei der Suche nach ,praktikablen“ Versuchsanlagen beriicksichtigt ([22], Latif, 2005).

Grossmann fasst faktorielle Zwei-Farben-cDNA-Microarray-Experimente als ,,paired com-
parison experiments® auf ([13], Grossmann, 2007). Unter Ausnutzung bereits vorliegen-
der Optimalitétsergebnisse fiir diese Art von Experimenten ([11], Grasshoff et al., 2003;
[12], Grasshoff et al., 2004) konstruiert er A- und D-optimale Versuchspline fiir das
Schétzen des Parametervektors € bei Durchfithrung (K + 1)-faktorieller Zwei-Farben-
cDNA-Microarray-Experimente. Im Unterschied zu den von Bailey erzielten Resultaten
([2], Bailey, 2007) sind die hierbei ermittelten A- und D-optimalen Pléne in allen unter-

suchten Szenarien identisch.
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Mit Ausnahme der Arbeiten von Grossmann ([13], Grossmann, 2007) und Bailey ([2],
Bailey, 2007) sind die von den zuvor genannten Autoren vorgeschlagenen Versuchspline
fiir die Praxis allerdings nur von geringem Nutzen, da die entsprechenden Effizienz- bzw.
Optimalitétsresultate an spezielle Anzahlen von Arrays, Behandlungen und Zelllinien (bei
Betrachtung dreifaktorieller Designsituationen) gekniipft sind. Dies hat zur Folge, dass
fiir jedes neu zu planende Zwei-Farben-cDNA-Microarray-Experiment, mit einer zuvor
noch nicht untersuchten Konstellation von Arrays, Behandlungen und Zelllinien, separate
Effizienz- bzw. Optimalitdtsuntersuchungen durchgefiihrt werden miissten.

Weiterhin verwenden die zuvor aufgefithrten Autoren, mit Ausnahme der Aufsidtze von
Landgrebe et al. ([21], Landgrebe et al., 2006) und Grossmann ([13], Grossmann, 2007),
unterschiedliche Computersuchalgorithmen zur Identifikation optimaler bzw. effizienter
Designs. Um den Rechen- und Zeitaufwand dieser Computersuchverfahren zu reduzieren,
haben die jeweiligen Autoren die Computersuche stets auf eine bestimmte Subklasse aller
moglichen Designs beschrinkt. In Folge dessen lassen die von diesen Autoren publizier-
ten Ergebnisse keine allgemeingiiltigen Aussagen zu optimalen Versuchsanlagen fiir die
betrachteten Design- und Kontrastsituationen zu, da lediglich eine Effizienzgegeniiber-
stellung von Versuchsplidnen, nicht jedoch eine globale Effizienzbewertung erfolgt. Dieser
nachteilige Aspekt trifft insbesondere auf die Verdffentlichung von Landgrebe et al. ([21],
Landgrebe et al., 2006) zu, da die hier verwendete Subklasse aus lediglich zehn Versuchs-
anlagen besteht, welche anhand des F-Kriteriums hinsichtlich ihrer Effizienz miteinander
verglichen werden.

SchlieBlich wird die Robustheit der konstruierten optimalen bzw. effizienten Versuchspléane
gegeniiber der Wahl des Optimalitédtskriteriums nur von Bailey ([2], Bailey, 2007) und
Grossmann ([13], Grossmann, 2007) sowie ansatzweise von Yang ([37], Yang, 2003) und
Wit et al. ([35], Wit et al., 2004) diskutiert.

Aus der kritischen Bewertung der im letzten Absatz aufgefithrten Defizite im Rahmen
der optimalen Versuchsplanung faktorieller Zwei-Farben-cDNA-Microarray-Experimente

ergibt sich die Problemstellung der vorliegenden Dissertation.

In dieser Arbeit sind ¢p,-optimale Versuchspléne fiir die von Landgrebe et al. ([21], Land-
grebe et al., 2006) untersuchte dreifaktorielle Designsituation mit N Arrays, 2 Farben,
K > 2 Zelllinien und L > 2 Behandlungen konstruiert worden. Dabei sind, um eine hohe
Flexibilitdt und Generalisierbarkeit der gefundenen optimalen Plédne zu gewihrleisten, die

Anzahlen von Arrays, Zelllinien und Behandlungen variabel gehalten worden.



KAPITEL 4. DISKUSSION 130

Durch die Einbeziehung sdmtlicher in der betrachteten dreifaktoriellen Designsituation
realisierbaren Versuchsplédne in die durchgefithrten Optimierungen wird die Erzielung von
allgemeingiiltigen Optimalitédtsaussagen ermdoglicht. Die Menge der potentiellen optimalen
Designs ist dabei gegeben durch die Klasse der realisierbaren balancierten unvollstandigen
Blockplédne mit Blocken der Blocklénge zwei.

Zum Nachweis der ¢,-Optimalitét wird eine generalisierte Form der von Pukelsheim ein-
gefiihrten Aquivalenztheoreme ([26], Pukelsheim, 1993, p. 180-182 und p. 205) verwendet.
Diese ermdglicht die Betrachtung sowohl regulérer als auch singulérer Kovarianzmatrizen.
Dariiber hinaus wird die Robustheit der bei den Optimalitdtsbetrachtungen identifizier-
ten optimalen Designs gegeniiber dem verwendeten Optimalitéitskriterium diskutiert. Das
Hauptaugenmerk liegt dabei auf einem Vergleich der Optimalitéitsergebnisse, die unter

dem A-, D-, E- und T- Kriterium erzielt werden.

Die grofiten Herausforderungen im Hinblick auf den im vorherigen Absatz beschriebenen
Optimierungsansatz stellen die Identifikation der in der jeweils betrachteten Situation
optimalen Designs sowie die Wahl einer geeigneten Matrix F, welche die Anforderungen
aus dem generalisierten Aquivalenztheorem fiir E-Optimalitit (vgl. Theorem 2.2) erfiillt,
dar.

Hier ergeben sich die optimalen Designs direkt aus den Voruntersuchungen von Landgrebe
et al. ([21], Landgrebe et al., 2006).

Als besonders giinstig fiir die Konstruktion problemadiquater Matrizen E erweist sich die
Tatsache, dass sich in jeder der untersuchten Kontrastsituationen Kovarianzmatrizen erge-
ben, die sowohl symmetrisch als auch nicht-negativ definit sind. Damit sind bereits zwei der
drei Anforderungen aus dem generalisierten Aquivalenztheorem fiir E-Optimalitiit erfiillt.
Mit diesem Resultat lassen sich addquate Matrizen E durch geeignete Normierungen der

jeweiligen Kovarianzmatrizen konstruieren.

Den in der vorliegenden Dissertation durchgefithrten Optimalitdtsuntersuchungen liegt das
von Landgrebe et al. eingefiihrte genspezifische lineare Modell mit festen Effekten (vgl.
Modell (3.1) sowie Kapitel 2.1) zu Grunde ([21], Landgrebe et al., 2006). Hierbei wird fiir
jedes Gen ein separates Modell an die Log ratios der gemessenen Fluoreszenzintensitéts-

werte angepasst.

Diese Art der Modellbildung erweist sich in mehrfacher Hinsicht als besonders giinstig im

Sinne einer vereinfachten Herleitung optimaler Versuchsanlagen.
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Durch die Verwendung von Log ratios anstelle der einzelnen Fluoreszenzintensitiatswerte
als Response der genspezifischen Modelle entfallen sowohl der Haupteffekt des Faktors
SArray“ als auch moglicherweise vorliegende Interaktionen dieses Faktors mit anderen
Grofen (z.B. ,Farbe“) bei der Modellierung (vgl. [22], Latif, 2005). Da die verwendeten
Arrays zufillig aus einer Serie zuvor gefertigter Microarrays gezogen werden, wire es
angemessen, den Arrayeffekt als zufilligen Effekt zu modellieren (sofern dieser Effekt im
Modell beriicksichtigt werden soll). Dies hétte unmittelbar zur Folge, dass die Auswahl
eines optimalen Designs dann in Abhéingigkeit der im unterstellten Modell getroffenen
Verteilungsannahmen hinsichtlich des zufélligen Arrayeffektes erfolgen miisste und damit
deutlich erschwert wire. Ein weiterer Vorteil ergibt sich dadurch, dass die Verwendung
von Log ratios im unterstellten Modellansatz bei addquater statistischer Analyse dieser

genspezifischen Modelle biologisch gut interpretierbare Resultate liefert.

Dariiber hinaus sind bei der Verwendung genspezifischer linearer Modelle die Parameter
samtlicher Effekte unter Mitwirkung des Faktors ,,Gen* nicht relevant fiir die Modell-
bildung. Gegeniiber einer globalen Modellierung (d.h. ein einziges Modell wird an die
Fluoreszenzintensitéten aller Gene angepasst) lidsst sich in Folge dessen die Anzahl der
Modellparameter erheblich reduzieren und damit die zu Grunde liegende Optimierungs-
problematik deutlich vereinfachen. Diesem positiven Aspekt steht allerdings entgegen, dass
das Landgrebe-Modell die tatséchlichen Zusammenhéinge zu stark vereinfacht darstellt.
Insbesondere lassen sich im Landgrebe-Modell, gegeniiber einer globalen Modellierung,

die vorhandenen Korrelationsstrukturen zwischen den Genen nicht beschreiben.

Es wird gezeigt, dass der Parametervektor 8 des Landgrebe-Modells, unabhéngig von der

Designwahl, nicht unverzerrt schitzbar ist (vgl. Kapitel 3.2).

Weiterhin wird nachgewiesen, dass das AS Design (vgl. Kapitel 3.1.2) im Landgrebe-
Modell ¢p,-optimal fiir p € [—o0;1] fiir das Schitzen der paarweisen Behandlungsunter-
schiede von L Behandlungen (Behandlungskontraste), fiir den Nachweis unterschiedlicher
Behandlungsdifferenzen zwischen den K Zelllinien (Interaktionskontraste) sowie fiir die
Schitzung des aus den Behandlungskontrasten und den Interaktionskontrasten zusam-
mengesetzten Vektors ist (vgl. Kapitel 3.4-3.6).

Die 2K (é) paarweise verschiedenen Trigerpunkte des AS Designs sind dabei gleichge-
wichtend und korrespondieren mit allen moglichen Paarvergleichen von jeweils zwei der L

Behandlungen bei Betrachtung derselben Zelllinie.
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Die Optimalitéit des AS Designs fiir das Schitzen des Vektors der Behandlungskontraste
sowie fiir das Schétzen des aus Behandlungskontrasten und Interaktionskontrasten zusam-
mengesetzten Vektors gilt unabhéingig von den verwendeten Anzahlen von Zelllinien (K)
und Behandlungen (L).

Zu beachten ist jedoch, dass die Optimalitéit fiir das Schéitzen der Interaktionskontraste
von L Behandlungen und K Zelllinien nur dann gegeben ist, wenn die Anzahl der ver-
wendeten Zelllinien mindestens so grof ist wie die Anzahl der Behandlungen (d.h. wenn
die Bedingung K > L erfiillt ist). Liegt hingegen die umgekehrte Relation zwischen den
Anzahlen verwendeter Behandlungen und Zelllinien vor (d.h. L > K), so ist das BS Design
(vgl. Kapitel 3.1.3) ¢p-optimal fiir p € [—oo; 1] fiir das Schétzen dieser Interaktionskon-
traste.

In Analogie zum AS Design spezifizieren die 2L (12{ ) paarweise verschiedenen gleichgewich-
teten Tragerpunkte des BS Designs die moéglichen paarweisen Vergleiche der K Zelllinien
innerhalb jeder der Behandlungsgruppen.

Explizit wird in der Bemerkung 3.4 demonstriert, dass fiir K > L die Variabilitdt der
Schitzung des Vektors der Interaktionskontraste von L Behandlungen und K Zelllinien
unter dem AS Design immer kleiner ist als unter dem BS Design. Werden hingegen weniger
Zelllinien verwendet als Behandlungen (d.h. K < L), so ist die entsprechende Schétzung
unter dem BS Design préziser als unter dem AS Design. Fiir den Spezialfall gleicher
Anzahlen von Behandlungen und Zelllinien (d.h. K = L) sind beide Versuchsanlagen

gleicheffizient fiir das Schétzen dieser speziellen Interaktionskontraste.

Zusétzlich zu den oben aufgefithrten Optimalitéitsergebnissen wird in Kapitel 3.3 bewiesen,
dass der Vektor der K L Kombinationseffekte von Behandlungen und Zelllinien weder unter

dem AS Design noch unter dem BS Design unverzerrt geschiitzt werden kann.

Die Unabhéngigkeit der Losungen der einzelnen Optimierungsprobleme vom verwende-
ten Optimalitdtskriterium lasst sich als Robustheitseigenschaft der gefundenen optimalen
Pléne, AS Design und BS Design, interpretieren. Insbesondere liefern die in der vorliegen-
den Arbeit durchgefithrten Optimalitédtsuntersuchungen damit A-, D-, E- und T-optimale
Designs fiir das Schétzen der betrachteten linearen Kontraste.

Die betreffenden linearen Kontraste lassen sich dann unter diesen optimierten Blockplédnen

unverzerrt und mit minimaler Varianz schitzen.
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Die im letzten Absatz beschriebene Robustheit der identifizierten optimalen Designs ist ein
sehr niitzliches und wichtiges Resultat, zumal sich in vielen Optimierungsszenarien, die in
der géngigen Literatur beschrieben werden, unter den verschiedenen Optimalitdtskriterien
unterschiedliche optimale Versuchspléne ergeben.

Ein Beispiel hierfiir sind die von Bailey gefundenen differierenden Optimalitéitsergebnisse
im Hinblick auf die Kriterien A- und D-Optimalitdt ([2], Bailey, 2007).

Schliefllich ist der in dieser Arbeit verwendete Optimierungsansatz durch ein hohes Maf3 an
Flexibilitdt gekennzeichnet. Diese ist dadurch charakterisiert, dass alle potentiell in Frage
kommenden Designs in die Optimierungen einbezogen werden und diese unabhéngig von
den verwendeten Anzahlen von Arrays, Behandlungen und Zelllinien durchgefiihrt werden.
Als unmittelbare Konsequenz dieser Flexibilitéit lassen sich aus den hergeleiteten optimalen

Versuchsplénen allgemeingiiltige Optimalitdtsaussagen ableiten.



Kapitel 5
Zusammenfassung und Ausblick

In der Medizin hat mit dem rasanten Wachstum der biotechnologischen Industrie in den
letzten Jahrzehnten die Erforschung von mit Genmutationen assoziierten Ursachen fiir die

Ausbildung verschiedener Krankheitsbilder stark an Bedeutung zugenommen.

Das Ziel der Durchfithrung von Genexpressionsanalysen mit Hilfe von Zwei-Farben-cDNA-
Microarray-Experimenten besteht in der Identifikation von Kandidatengenen, die fiir den
Ausbruch einer bestimmten Erkrankung, oder die Mutation eines gutartigen in einen
bosartigen Krankheitsverlauf, verantwortlich gemacht werden konnen. Langfristig sollen
die hierbei gewonnenen Erkenntnisse zur Entwicklung von innovativen Medikamenten
fithren, die zur Therapie von genetisch assoziierten oder bedingten Erkrankungen ein-

gesetzt werden kénnen.

Die Durchfithrung von Zwei-Farben-cDNA-Microarray-Experimenten ist technologiebe-
dingt mit hohen Kosten verbunden. Damit riicken Fragestellungen aus dem Bereich der
optimalen statistischen Versuchsplanung zunehmend in den Fokus methodischer und an-

gewandter Betrachtungen fiir diese Versuche.

Landgrebe et al. haben ein spezielles genspezifisches lineares Modell mit festen Effekten fiir
die statistische Auswertung der Genexpressionsdaten vorgeschlagen, die in Zwei-Farben-
cDNA-Microarray-Experimenten generiert werden ([21], Landgrebe et al., 2006).

Durch eine geringfiigige Modifikation dieses Modells kann neben den hdufig betrachteten
Einflussgroflen ,, Farbe“ und ,,Behandlung“ auch der Effekt des Faktors , Zelllinie* auf die

ermittelten Genexpressionsdaten analysiert werden.
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Optimale Designs fiir die Schiatzung der Modellparameter des Landgrebe-Modells in dieser
dreifaktoriellen Designsituation konnen, aufgrund der durch die Art der durchgefiihrten
Experimente vorgegebenen Blockstruktur mit den Blockfaktoren , Farbe“, | Zelllinie* und
,Behandlung“, ausschliellich aus der Klasse der balancierten unvollstdndigen Blockpléne,

mit Blocken der Blocklénge zwei, gewéhlt werden.

In der vorliegenden Dissertation werden ¢,-optimale Designs fiir das Schétzen spezieller
linearer Kontraste des Parametervektors aus dem Landgrebe-Modell hergeleitet.
Betrachtet wird dabei die zuvor beschriebene dreifaktorielle Versuchsanordnung mit N
Arrays, 2 Farben, K > 2 Zelllinien und L > 2 Behandlungen.

Der Nachweis der ¢,-Optimalitét wird jeweils unter Verwendung einer generalisierten Form

der von Pukelsheim eingefiihrten Aquivalenztheoreme ([26], Pukelsheim, 1993) gefiihrt.

Es wird gezeigt, dass der Parametervektor des Landgrebe-Modells nicht unverzerrt schétz-
bar ist. Weiterhin wird nachgewiesen, dass das Within A Swap (AS) Design im Landgrebe-
Modell ¢,-optimal fiir p € [—o0; 1] fiir das Schétzen der paarweisen Behandlungsunter-
schiede, fiir den Nachweis unterschiedlicher Behandlungsdifferenzen zwischen den Zelllini-
en sowie fiir das Schétzen des aus diesen speziellen linearen Kontrasten zusammengesetzten
Vektors ist.

Die Tragerpunkte des AS Designs sind gleichgewichtend und korrespondieren mit allen

moglichen Paarvergleichen von Behandlungen bei Betrachtung derselben Zelllinie.

Zu beachten ist, dass die Optimalitit des AS Designs im Hinblick auf die Schéitzung
der linearen Kontraste der Interaktionseffekte von Behandlungen und Zelllinien nur dann
gegeben ist, wenn die Anzahl der verwendeten Zelllinien mindestens so grofl wie die Anzahl
der Behandlungen ist. Sollen hingegen mindestens so viele Behandlungen wie Zelllinien
untersucht werden, so erweist sich das Within B Swap (BS) Design als ¢,-optimal fiir
p € [—o0; 1] fiir das Schiitzen dieser speziellen Interaktionskontraste.

In Analogie zum AS Design charakterisieren die gleichgewichteten Trigerpunkte des BS
Designs die moglichen paarweisen Vergleiche der Zelllinien innerhalb derselben Behand-

lungsgruppe.

Der Vektor aller moglichen Kombinationseffekte von Behandlungen und Zelllinien hingegen

kann unter diesen beiden Versuchsanlagen nicht unverzerrt geschéitzt werden.
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Die in der vorliegenden Arbeit erzielten Optimalitétsergebnisse sind weder auf bestimmte
Subklassen von Designs noch auf bestimmte Anzahlen von Arrays, Behandlungen und
Zelllinien beschrankt und liefern damit allgemeingiiltige Optimalitdtsaussagen fiir das
Schétzen der hier untersuchten linearen Kontraste.

Bei Betrachtung der Interaktionskontraste von Behandlungen und Zelllinien ist die Losung
des gegebenen Optimierungsproblems allerdings abhéngig von der vorliegenden Beziehung

zwischen der Anzahl analysierter Behandlungen und der Anzahl verwendeter Zelllinien.

Die Unabhéngigkeit dieser Losungen vom verwendeten Optimalitdtskriterium ldsst sich
als Robustheitseigenschaft der identifizierten optimalen Blockpléne interpretieren.
Explizit sind damit sowohl das AS Design als auch das BS Design insbesondere A-, D-, T-

und E-optimal fiir das Schétzen der in dieser Arbeit betrachteten linearen Kontraste.

Fiir die Praxis ergeben sich aus den konstruierten optimalen Designs direkte Empfeh-
lungen beziiglich der Wahl effizienter Versuchspléane fiir Zwei-Farben-cDNA-Microarray-
Experimente mit vorgegebenen Anzahlen von Arrays, Behandlungen und Zelllinien.

Durch die Verwendung der dabei resultierenden Versuchsanlagen konnen die Kosten, die
mit der Durchfiihrung dieser Experimente verbunden sind, in vielen Situationen deutlich

reduziert werden.

Ein interessanter Aspekt fiir weitere wissenschaftliche Untersuchungen zur optimalen Ver-
suchsplanung faktorieller Zwei-Farben-cDNA-Microarray-Experimente ist die Ubertragung
des in dieser Arbeit verwendeten Optimierungsansatzes auf andere Kontrastsituationen.

Zum Beispiel konnte die Analyse geeignet definierter orthogonaler (z.B. Helmert-Kontraste
oder polynomiale Kontraste) und nicht-orthogonaler Kontraste (z.B. Means-Kontraste)

von hohem praktischem Nutzen fiir die biologische Anwendung sein.

Ein weiterer Ansatzpunkt fiir zukiinftige Forschungsaktivitéiten ist die Untersuchung der
Robustheit der in der vorliegenden Dissertation erzielten Optimalitdtsergebnisse gegeniiber
der Modellauswahl. In die entsprechenden Betrachtungen sollten sowohl alternative gen-
spezifische Modelle als auch verschiedene globale Modelle (zur statistischen Analyse der
in Zwei-Farben-cDNA-Microarray-Experimenten generierten Genexpressionsdaten) einbe-

zogen werden.
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In solchen globalen Modellen kénnen, gegeniiber einer genspezifischen Modellierung, auch
der Haupeffekt des Faktors ,,Gen“ sowie interessierende Interaktionsterme dieses Faktors
mit anderen Einflussgréfien, unter Beriicksichtigung einer in addquater Weise gewéhlten
Korrelationsstruktur zwischen den Genen, betrachtet werden.

Die Fragestellung, wie sich die dadurch verursachte, zusétzlich eingefithrte Komplexitét
auf die Effizienz sowie auf die Resultate des Optimierungsprozesses auswirken, ist bis zum

heutigen Zeitpunkt noch nicht zufriedenstellend beantwortet worden.

Weiterhin kénnen die in der vorliegenden Arbeit gewonnenen Optimalitétsergebnisse durch
Optimalitatsbetrachtungen in unterschiedlichen drei- und mehrfaktoriellen Modellen zur
Analyse von cDNA-Microarray-Genexpressionsdaten (mit festen, zufélligen oder gemisch-
ten Effekten), sowie in Modellen fiir den Vergleich der Versuchsbedingungen mit einer

festen Kontrolle, in vielfaltiger Hinsicht erweitert werden.

Die zukiinftige Bearbeitung dieser Problemfelder erscheint, nach heutigem Kenntnisstand,
zielfithrend im Sinne einer weiteren Optimierung der praktischen Durchfithrung faktorieller

Zwei-Farben-cDNA-Microarray-Experimente.
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Anhang A

Abkiirzungen

Im Folgenden werden die in dieser Arbeit verwendeten Abkiirzungen erliutert:

AL (Design) Within A Loop (Design)
AS (Design) Within A Swap (Design)
BS (Design) Within B Swap (Design)

cDNA zur messenger-RNA (mRNA) komplementirer DNA-Einzelstrang
(complementary DNA)

Cy3 griiner fluoreszierender Farbstoff
Cyb roter fluoreszierender Farbstoff
DNA Desoxyribonukleinsiure (desoxyribonucleic acid);

Tréiger der genetischen Information / Erbanlagen

LR »Log ratio; logarithmisch (zur Basis 2) transformierter Quotient

des griinen zum roten Farbsignal

mRNA messenger-RNA; durch Transkription eines DNA-Abschnitts hergestellte,
einzelstrangige RNA
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PCR  Polymerase-Kettenreaktion (polymerase chain reaction);

molekulargenetisches Verfahren zur Vervielfiltigung von DNA-Abschnitten

RNA Ribonukleinsiure (ribonucleic acid); dient der Ubertragung

genetischer Information in der Zelle; liegt meist als Einzelstrang vor

TP Triagerpunkte (eines optimalen Designs)



Anhang B

Notationen und Symbole

Im Folgenden werden die wichtigsten wiederkehrenden Notationen und Symbole zusammengefasst:

0, s-dimensionaler Nullvektor

of die Transponierte des s-dimensionalen Nullvektors
0,5 Nullmatrix der Dimension (r X s)

1, s-dimensionaler Einservektor

17 die Transponierte des s-dimensionalen Einservektors
a’ die Transponierte des Vektors a

ag s-dimensionaler Vektor

al die Transponierte des s-dimensionalen Vektors a

die Transponierte eines s-dimensionalen Vektors mit Eintrégen aq, ..., as

m die Anzahl der paarweise verschiedenen diskreten Designpunkte x

145



ANHANG B. NOTATIONEN UND SYMBOLE 146

pi (0<p; <1),

i=1,..,t
t
xr
Ty {zTr}

k=1,.,K:l=1,..,L

Zi,izl,...,N

z; #0,j=1,..,r

AT (A" A", (AT

reellwertiges Gewicht des Triigerpunktes x; (im optimalen Design &)

die Anzahl der Tragerpunkte eines optimalen Designs £
diskreter Designpunkt; Tragerpunkt eines optimalen Designs &

mit Zelllinie £ und Behandlung [ korrespondierender Eintrag

des diskreten Designpunktes @

arithmetischer Mittelwert derjenigen L Eintrage {;;} des

diskreten Designpunktes @, die mit Zelllinie ¢ und je einer

der L Behandlungen korrespondieren

arithmetischer Mittelwert derjenigen L Eintrage {x;,} des

diskreten Designpunktes x, die mit Zelllinie j und je einer

der L Behandlungen korrespondieren

arithmetischer Mittelwert derjenigen K Eintrége {x;;} des

diskreten Designpunktes @, die mit Behandlung j und je einer

der K Zelllinien korrespondieren

arithmetischer Mittelwert der KL Eintrige {x;;} des diskreten

Designpunktes x, die mit den méglichen Kombinationen von

K Zelllinien und L Behandlungen korrespondieren

der Responsevektor des Landgrebe-Modells; N-dimensionaler Vektor

der auf NV Arrays ermittelten Log ratios eines speziellen Gens

auf einem bestimmten Array i ermitteltes Log ratio eines speziellen

Gens

(normierter) Eigenvektor zum Eigenwert A; einer beliebigen Matrix

die Transponierte der Matrix A

Matrix der Dimension (s X s)
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c’e

c’ae
(CTGC)+
C, (=Ikr42)
C,

Cs

(o

Cs

EaE3aE4
E,, E;s

G

die Transponierte der Matrix Ag

eine generalisierte Inverse der Matrix A

die Moore-Penrose-Inverse der Matrix A

das Kronecker-Produkt der Matrizen A und B

die mit dem linearen Kontrast C7 6 korrespondierende Kontrastmatrix
linearer Kontrast des Parametervektors @ aus dem Landgrebe-Modell
Kovarianzmatrix der Schitzung des linearen Kontrastes C16 (in Bezug auf

ein optimales Design £, mit Momentenmatrix M und zugehdriger

generalisierter Inverse G = M ™)

verallgemeinerte Informationsmatrix; die Moore-Penrose-Inverse der

Kovarianzmatrix CT GC

die mit dem Parametervektor 6 (: ClT0> korrespondierende

Kontrastmatrix

die mit dem reduzierten Parametervektor O <: Cg@) korrespondierende

Kontrastmatrix

die mit dem Vektor C’ga der Behandlungskontraste von L Behandlungen

korrespondierende Kontrastmatrix

die mit dem Vektor C7 @ der Interaktionskontraste von L Behandlungen

und K Zelllinien korrespondierende Kontrastmatrix

die mit dem Vektor C% 6 der Behandlungskontraste von L Behandlungen
und der Interaktionskontraste von L Behandlungen und K Zelllinien

korrespondierende Kontrastmatrix

Matrizen, welche die Eigenschaften aus dem generalisierten Aquivalenz-
theorem fiir £-Optimalitét erfiillen; werden fiir den Nachweis der

E-Optimalitdt (in unterschiedlichen Kontrastsituationen) benotigt

eine generalisierte Inverse der Momentenmatrix M (eines optimalen Designs &)

eine generalisierte Inverse der Momentenmatrix des AS Designs
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G

Js=1,1T

M,

M,

— PK
ac-| x|
— PL
a-| ot

T
TR

eine generalisierte Inverse der Momentenmatrix des BS Designs

die Anzahl der analysierten Gene

zentrierende Matrix (der Dimension (S x S))

s-dimensionale Einheitsmatrix

s-dimensionale Einsermatrix

die Anzahl der verwendeten Zelllinien

die Anzahl der untersuchten Behandlungen

die Momentenmatrix (eines optimalen Designs )

die Momentenmatrix des AS Designs

die Momentenmatrix des BS Designs

die Anzahl der durchgefithrten Arrays; Stichprobenumfang eines

Zwei-Farben-cDNA-Microarray-Experimentes

Gewichtsmatrix; t-dimensionale Diagonalmatrix der reellwertigen

Gewichte pq, ..., p; der t Tragerpunkte eines optimalen Designs &

S
2

der S Faktorstufen eines beliebigen Faktors spezifiziert

Paarvergleichsmatrix; Matrix, welche die ( ) moglichen Paarvergleiche

Matrix, welche die 2(5 ) unterschiedlichen paarweisen Vergleiche von K

Zelllinien (inklusive der entsprechenden ,,dye swaps“) spezifiziert
Matrix, welche die 2(; ) unterschiedlichen paarweisen Vergleiche von L
Behandlungen (inklusive der entsprechenden ,,dye swaps“) spezifiziert
Transformationsmatrix

Submatrix der konkreten Designmatrix X *; charakterisiert die Effekte

von C Versuchsbedingungen auf N Arrays
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X*

Xy

X

Xp

01

d2

0p

Or

)‘j s jzl,...,’f‘

)\mal' {A}

Binomialkoeffizient; die Anzahl der moglichen Paarvergleiche der S

Faktorstufen eines beliebigen Faktors

Designmatrix des Landgrebe-Modells; Designmatrix eines konkreten

Zwei-Farben-cDNA-Microarray-Experimentes mit N Arrays

diskrete Designmatrix eines optimalen Designs &

die diskrete Designmatrix des AS Designs

die diskrete Designmatrix des BS Designs

die mit dem Vektor 8p der Farbeffekte korrespondierende

diskrete Designmatrix

fester Effekt des griinen fluoreszierenden Farbstoffes (Cy3)

fester Effekt des roten fluoreszierenden Farbstoffes (Cy5)

der Residualvektor des Landgrebe-Modells; IV-dimensionaler Vektor

identisch und unabhéngig verteilter zufilliger Fehlerterme

mit dem Array i korrespondierender zufilliger Fehlerterm aus dem
Landgrebe-Modell

der Parametervektor des Landgrebe-Modells

der Vektor der Farbeffekte der beiden fluoreszierenden Farbstoffe;

Subvektor des Parametervektors 8 aus dem Landgrebe-Modell
der Vektor der KL Kombinationseffekte von K Zelllinien

und L Behandlungen; Subvektor des Parametervektors 8 aus dem
Landgrebe-Modell; reduzierter Parametervektor

Eigenwert einer beliebigen Matrix

der grofite Eigenwert der Matrix A

der kleinste Eigenwert der Matrix A
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Tkl »

k=1,.,K,1=1,..

(bp , D S [_OO;OO]

RS

diag {a1,...,as}
eff(AS; BS)

maz [a, b

Maxj<r Aj

min [a,b] , min{a,b}

minjgr )\j

optimales Design (in Bezug auf ein gegebenes Optimierungsproblem)

die Varianz des zufélligen Fehlerterms ¢; aus dem Landgrebe-Modell

fester Kombinationseffekt von Zelllinie £ und Behandlung [

Familie verallgemeinerter Optimalitatskriterien;

Familie verallgemeinerter Vektormittelwerte

diskreter Designraum; Menge der paarweise verschiedenen

diskreten Designpunkte

Submatrix der diskreten Designmatrix X; beschreibt die durch die

t Tragerpunkte eines optimalen Designs £ spezifizierten Paarvergleiche

Klasse aller moglichen diskreten Designs (in Bezug auf ein

gegebenes Optimierungsproblem)

die Menge der reellen Zahlen; eindimensionaler Raum der reellen Zahlen

s-dimensionaler Raum der reellen Zahlen

s-dimensionale Diagonalmatrix mit Diagonaleintrigen as, ..., as

Effizienz des AS Designs gegeniiber dem BS Design

das Maximum der beiden Ausdriicke ¢ und b

der grofite Eigenwert einer beliebigen Matrix mit Eigenwerten Aq, ..., A,

das Minimum der beiden Ausdriicke a und b

der kleinste Eigenwert einer beliebigen Matrix mit Eigenwerten Aq, ..., A,



ANHANG B. NOTATIONEN UND SYMBOLE 151

E( )
Tr[A] , Tr{A}
Var ()

Var (C4Té | AS)

Var (CZ@ | BS)

S
2 b= by

Jj=1

> T
dj<r AiZiZ;

q,, T
ngr Njzjz; , >0

Erwartungswert-Operator; Erwartungswert einer Zufallsgrofie
die Spur (trace) der Matrix A
Varianz-Operator; Varianz einer Zufallsgrofie

die Varianz der Schiitzung des linearen Kontrastes C1 @ unter dem

AS Design

die Varianz der Schiitzung des linearen Kontrastes C1 @ unter dem

BS Design

die Summe der Elemente b1, ..., by

die Spektralzerlegung einer beliebigen Matrix mit positiven Eigenwerten

A; und zugehérigen normierten Eigenvektoren z; #0 (j =1,...,7)

die Spektralzerlegung der g-ten Potenz einer beliebigen Matrix mit
positiven Eigenwerten A\; und zugehoérigen normierten

Eigenvektoren z; #0 (j =1,...,7)
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