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Einleitung

Iteration von Polynomen ist ein Spezialfall der Iteration rationaler Funk-
tionen. Diese wurden erstmals um 1920 systematisch von Pierre Fatou
(in [FAT]) und Gaston Julia (in [JUL]) untersucht. Sie haben unabhiingig
voneinander die Riemansche Zahlenkugel in zwei Mengen zerlegt, welche
heute nach ihnen benannt sind. Die Fatoumenge einer rationalen Funk-
tion f besteht aus all den Punkten, in denen die Menge {f"} in einer
Umgebung eine normale Familie im Sinne Montels bildet. Die Juliamen-
ge ist ihr Komplement. Das lokale dynamische Verhalten von f ist in
der Fatoumenge stabil, das heifit unanfillig gegen kleine Storungen. In
der Juliamenge ist es nicht stabil. Die von Fatou und Cremer stammen-
de vollstédndige Klassifizierung der stabilen Gebiete schlof§ Sullivan (in
[SULL)) ab, indem er bewies, dass keine wandernden Gebiete existieren.
Etwa zur gleichen Zeit untersuchten Douady und Hubbard (siche zum
Beispiel [DH1]) die quadratische Familie, dass heifit Polynome der Form
P(z) = 22 + c. Viele ihrer Ideen und Methoden dienten als Motivation
und Werkzeuge fiir diese Arbeit.

Wir untersuchen die Iteration symmetrischer Polynome P beliebigen
Grades grofler gleich 2. Unter einem symmetrischen Polynom verstehen
wir ein Polynom, dessen Julia- und Fatoumenge invariant unter Drehun-
gen eines fest vorgebenen Winkels (genauer: invariant unter Multipli-
kation mit einer Einheitswurzel) ist. Fiir festen Winkel ist es moglich,
solche Polynome als eine sogenannte Ein-Parameter-Familie, dhnlich der
quadratischen Familie {22 + ¢} cc, aufzufassen. Ziel dieser Arbeit ist es
sowohl die Dynamik dieser speziellen Polynome fiir einen festen Para-
meter, als auch das Verhalten bei Anderung des Parameters, moglichst
gut zu verstehen. Dies begriindet die Organisation dieser Arbeit.
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Im ersten Kapitel werden wir eine (kurze) Einfiihrung in die Theorie der
Iteration von Polynomen geben. Dabei beschrianken wir uns ausschlief3-
lich auf Ergebnisse und Methoden, wie sie in dieser Arbeit bendtigt
werden. Sie stellt einen Ausschnitt der Theorie der Iteration rationa-
ler Funktion dar.

Im zweiten Kapitel untersuchen wir die dynamischen Eigenschaften ei-
nes symmetrischen Polynoms P. Wir nutzen die Symmetrie, um die Dy-
namik genauer zu beschreiben. Das Hauptergebnis des zweiten Kapitel
ist die Beschreibung der Juliamenge der Poylnome (beliebig hohen Gra-
des). Wir zeigen, dass unter gewissen Vorausetzungen die Juliamenge von
P aus Juliamengen quadratischer Polynome zusammengesetzt ist. Dazu
konstruieren wir eine Jordankurve I, die einen geeigneten Teil der Julia-
menge umfasst. Eine Kombination aus einer Drehung und einer Iterierten
von P besitzt ein Urbild « von I', welches kompakt im Innengebiet von I'
enthalten ist. Der Abbildungsgrad dieser zusammengesetzen Abbildung
eingeschriankt auf das Innengebiet von ~ ist 2, so dass diese Funktion
dort eine polynoméhnliche Abbildung vom Grad 2 ist. Insbesondere ist
die aufgefiillte Juliamenge hybrid fquivalent (das heift, unter einer qua-
sikonformen Abbildung konjugiert) zu der aufgefiillten Juliamenge eines
quadratischen Polynoms.

Im dritten Kapitel untersuchen wir den sogenannten Connectedness Lo-
cus Cyq, der als Analogon zur Mandelbrot-Menge gesehen werden kann.
Das sind all die Parameter c, fiir die die Juliamenge von P topologisch zu-
sammenhéngend ist. Durch die Zweiteilung in zusammenhéngende und
nicht zusammenhéngende Parameter entsteht eine dusserst interessannte
Menge, die genauer untersucht wird. Wir zeigen, dass Cy kompakt und
zusammenhédngend ist. Zweiteres ist eines der Hauptergebnisse dieses
Kapitels. Dazu konstruieren wir eine eigentliche Abbildung des Aufien-
gebietes von C auf das Auflengebiet des abgeschlossenen Einheitskreises.
Wir bestimmen den Abbildungsgrad (im Fall der Mandelbrotmenge ist
diese Abbildung konform) und erhalten mit Hilfe von Symmetrieiiberle-
gungen den Zusammenhang von Cgy.

Im folgenden Abschnitt untersuchen wir die hyperbolischen Komponen-
ten von Cy4. Das sind Zusammenhangskomponenten des Inneren von Cy,
in welchen die Dynamik von P sich bei Anderungen des Parameters in-
nerhalb dieser Komponenten stabil verhélt. Wir parametrisieren diese
durch die sogenannte Multiplikatorabbildung. Im letzten Abschnitt von
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Kapitel 3 konstruieren wir die Greensche Funktion des Auflengebietes
von Cyq durch einen approximativen Proze$.



Kapitel 1

Einfiihrung in die
Iteration von Polynomen

In diesem Kapitel werden wir eine Ubersicht iiber die Theorie der Iterati-
on von Polynomen geben, so weit wir sie in dieser Arbeit verwenden. Die
Darstellung ist kurz und bei weitem nicht vollsténdig. Iteration von Poly-
nomen ist ein Spezialfall der Iteration von rationalen Funktion. Wir ver-
zichten auf Ergebnisse, die ausschliellich rationale Funktionen betreffen,
und werden uns auf Ergebnisse konzentrieren, die wir im weiteren Ver-
lauf dieser Arbeit benttigen werden. Leser, die an ausfiihrlicheren und
weitergehenden Darstellungen {iber Iteration interessiert sind, werden
auf die Biicher [STEIN], [BEA] und [CARL] verwiesen. Informationen
iiber quasikonforme Abbildungen finden sich in [LEH]. Die Ergebnisse
und Methoden der quasikonformen Chirurgie und der polynomé#hnlichen
Abbildungen stammen aus den Arbeiten [SHI] und [DH3].

1.1 Eigentliche Abbildungen

Zwei Gebiete G, H werden durch die analytische Abbildung ¢ eigentlich
aufeinander abgebildet, wenn jedes w € H unter ¢ genau k € N Urbilder
(mit Vielfachheit) hat. Die Zahl k wird auch (topologischer) Grad von
¢ genannt. Wir werden in diesem Fall die Notation

gp:GﬂH
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verwenden. Eine dquivalente Charakterisierung ist, dass der Rand von G
auf den Rand von H abgebildet wird, in dem Sinne, dass zu jeder Folge
(zn) C G mit z, — z9 € 0G fiir n — oo auch alle Hiufungspunke von
{¢(2z,) : n € N} im Rand von H enthalten sind.

Fiir eigentliche Abbildungen gilt die Formel von Riemann-Hurwitz. Sie
stellt einen Zusammenhang zwischen den Zusammenhangszahlen m,n
von G, H, dem Abbildunggrad k& von ¢ und den r in G enthaltenen
kritischen Punkten von ¢ dar. Sie lautet

(m—2)=k(n—2) +r.

1.2 Iteration von Polynomen

Essei P: C — C ein Polynom vom Grad d > 2. Unter der Iteriertenfolge
P™ mit n € N verstehen wir die rekursiv definierte Folge

P’=id und PP =P" 1o P

Ein Punkt z € C heift normal (im Sinne Montels), falls eine Umgebung
U von z existiert, in der die Iteriertenfolge P™ eine lokal gleichmifBig
konvergente Teilfolge (moglicherweise gegen unendlich) besitzt. Mit die-
ser Eigenschaft konnen wir die Zahlenkugel C in die Juliamenge J und
Fatoumenge F aufteilen

F = {ze@:z ist normal} und]::@\}'.

Die Fatoumenge ist stets offen und (speziell bei Polynomen) nie leer.
Sie besteht aus einer, zwei oder unendlich vielen Zusammenhangskom-
ponenten. Diese werden stabile Gebiete genannt. Ein stabiles Gebiet V'
ist einfach oder unendlichfach zusammenhéngend und wird eigentlich auf
ein stabiles Gebiet W = P(V') abgebildet.

Die Juliamenge ist ebenfalls nie leer, und sie stimmt mit der Menge ihrer
Héufungspunkte tiberein. Somit ist sie eine perfekte Menge.

Die Julia- und Fatoumenge ist vorwérts und riickwérts invariant unter
P, das heifit, es gilt

J=P(J)=PYJ)und F = P(F) = P} (F).
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Insbesondere konnen wir P durch P™ ersetzen, ohne die Fatou- oder Ju-
liamenge zu &ndern.

Ein Fizgebiet V einer Iterierten P* ist ein stabiles Gebiet, fiir welches
Pk(V) = V gilt. Ist k minimal, so heiBt V periodisch mit Zykellinge
k. Dies bedeutet, dass es k disjunkte Gebiete V = Vj,..., Vi_1 gibt,
mit P(V;) = V,11, wobei die Indizes modulo k gerechnet werden. Diese
Gebiete werden eigentlich aufeinander abgebildet.

Seit dem no wandering domain theorem von Sullivan (in [SULL]) sind
die stabilen Gebiete vollstindig klassifiziert. Sullivan bewies, dass jedes
stabile Gebiet nach endlich vielen Iterationen schliellich auf ein periodi-
sches Gebiet abgebildet wird. Es gibt also keine wandernden Gebiete.

Mit jedem periodischen Zykel von Gebieten Vj,...,V;_; ist auch ein
Zykel {zo, ..., z_1} von Punkten assoziiert, die Fixpunkte von P¥ sind.
Es gilt P(z;) = zj4+1 (Indizes modulo k). Der Multiplikator X eines Zykel
ist durch

A= (Pk)/ (Zo)

(unabhiingig von der Wahl des Zykelpunktes) definiert. Dies bedeutet,
dass man nicht zwischen einem Zykel von P und einem Fixpunkt von
P* zu unterscheiden braucht. Der Punkt z = oo nimmt bei Polynomen
eine Sonderrolle ein, da er stets Fixpunkt ist. Um den Multiplikator Ao

1
von oo zu bestimmen, wird zundchst mit — konjugiert. Damit gilt
z

d 1
>~ 4z PL) le=0 = 0.

Der Punkt oo ist somit nicht nur Fixpunkt, sondern er ist auch kritischer
Punkt von P. Ein Fixpunkt (oder Zykel) heifit

superattraktiv, A=0.
attraktiv, falls 0< A <1
neutral, Al =1.
abstoflend, Al > 1.

Der Punkt oo ist also stets ein superattraktiver Fixpunkt eines Poly-
noms. Ist ein Fixpunkt neutral, so wird eine weitere Unterscheidung
getroffen. Er heifit Leau-Punkt, falls A eine Einheitswurzel ist. Er heifit
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Siegel-Punkt, falls zy € F und er heifit Cremer-Punkt, falls z5 € J und
A keine Einheitswurzel ist.

Es ist nun moglich alle stabilen Gebiete zu klassifizieren. Da keine wan-
dernden Gebiete existieren, wird jedes stabile Gebiet V' nach endlichen
vielen Schritten in ein Gebietszykel {Vp, Vi = P(Vo), ..., Vik_1 = P*~1(V)}
mit Pk(Vj) = V; abgebildet. Es ist also ausreichend alle Fixgebiete (das
heifit P(V) = V) zu beschreiben (ersetze im Fall eines periodischen
Gebietes P durch P*). Bei Polynomen wird zwischen vier Fixgebieten
unterschieden. Es gibt drei verschiedene sogenannte Fatougebiete und
ein Rotationsgebiet. Ein Fixgebiet V' heifit

1. Bdéttchergebiet, falls es einen superattraktiven Fixpunkt enthélt,
2. Schridergebiet, falls es einen attraktiven Fixpunkt enthélt,

3. Leaugebiet, falls ein Fixpunkt mit Multiplikator A = 1 im Rand
von V enthalten ist und

4. Siegelscheibe, falls es einen neutralen Fixpunkt enthélt.

Die obige (von Fatou und Cremer stammende) Klassifikation ist vollsténdig.
Die ersten drei Gebiete heiflen Fatougebiete. Das vierte heifit Rotations-
gebiet.

An den kritischen Punkten eines Polynoms ist es moglich wesentliche
dynamischen Eigenschaften abzulesen. So enthilt ein Fatougebiet eines
(super-) attraktiven Fixpunktes sowie ein Leaugebiet stets (mindestens)
einen kritischen Punkt, wiahrend der Rand einer Siegelscheibe, fiir einen
geeigneten kritischen Punkt ¢, in der Menge { P"({) : n € Ny} enthalten
ist. Wenn wir sagen, dass ein Fixpunkt zy (oder Zykel) einen kritischen
Punkt ¢ anzieht, so heiit das, dass nh_)néo P"(¢) =2 (nh_{go Pk (¢) = 2p)

gilt.

Sind alle kritischen Punkte von P in der Fatoumenge enthalten und wer-
den von (super-)attraktiven Zykeln angezogen, so heiit P hyperbolisch.
In diesem Fall ist die Juliamenge eine Kurve und hat Lebesguemaf 0.

Da bei jedem Polynom der Punkt z = oo ein superattraktiver Fixpunkt
ist, gibt es stets ein Bottchergebiet um z = co. Dieses Gebiet spielt eine
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besondere Rolle. Es wird mit 4., bezeichnet und auch das Auflengebiet
genannt. Es gilt

1. A ={z € C: P"(2) — oo fiir n — oo},
2. J =0A,

3. das Gebiet A, ist genau dann einfach zusammenhéngend, falls
kein (endlicher) kritischer Punkt von P in A, enthalten ist,

4. ist wenigstens ein (endlicher) kritischer Punkt in A, enthalten, so
ist A unendlichfach zusammenhéngend,

5. sind alle kritischen Punkte in A, enthalten, so ist J total unzu-
sammenhéngend (also eine Cantor-Menge) und

6. das Komplement von A, wird aufgefiillte Juliamenge genannt und

mit K bezeichnet. Es gilt £ = {z € C: (P"(2)) ist beschrénkt fiir n —

oo}

In A, kann die Greensche Funktion mit Pol in oo erklirt werden. Das
ist eine harmonische Funktion G in A, fiir die G(z) — 0 fiir z — 0 A
und G(z) = log|z|+0O(1) bei co gilt. Sie kann auf K als subhyperbolische
Funktion durch 0 fortgesetzt werden.

Die Gleichung
poP=(p) (1.1)

heifit Bottcher-Funktionalgleichung. Sie besitzt in einer geeigneten Um-
gebung U von oo eine konforme Losung. Dies besagt, dass sich bei oo
das Polynom wie z? verhilt. Durch die Normierung ¢(z) = z + O(1)
bei oo ist sie eindeutig bestimmt und kann durch (1.1) sukzessive in das
Urbild U’ von U unter P fortgesetzt werden, welches U enthilt, solange
kein endlicher kritischer Punkt von P in diesen Urbildern enthalten ist.
Sie existiert in A, falls alle endlichen kritischen Punkte in K enthalten
sind. In diesem Fall ist A, einfach zusammenhingend, und es gilt fiir
die Greensche Funktion

G(z) = log|p(2)].
Aus der Funktionalgleichung folgt fiir 2 € Ay
G(P(2)) = dG(2).
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Weiter bildet ¢ die Menge A, genau dann konform auf das AuBere

des Kreises K,-(0) mit Radius r = \ad\ﬁ ab, falls A, einfach zusam-
menhéngend ist.

1.3 External Rays

Es sei K C C eine kompakte und zusammenhingende Menge, deren
Komplement einfach zusammenhéngend ist. In diesem Fall existert eine
konforme Abbildung ¢ mit

¢:C\K —C\D.

Fiir ein ¢ € [0,1) ist die Menge {rexp(27it) : 1 < r < oo} ein radialer
Strahl. Ein external Ray fiir die Menge K ist das Urbild dieser Menge
unter ¢

Ry := ¢t ({rexp(2mit) : 1 <r < 00}).

Der Begriff external Ray oder in gleicher Bedeutung Strahl wird, abhéngig
davon, welcher Ausdruck geeigneter fiir die Lesbarkeit des Textes er-
scheint, verwendet werden.

Ein Strahl landet in z € 0K, falls der Grenzwert
lin% o1 (r exp 2mit)
existiert.

Ab jetzt seien die Polynome P durch ag = 1 normiert mit einfach
zusammenhiingendem Auflengebiet A(oco). Die Riemann-Abbildung ¢ :

A(o0) — C\D sei bei Unendlich durch o(z) = z4+ag+ 21 4 .. normiert.
z

Die aufgefiillte Juliamenge K ist dann kompakt und zusammenhéngend.

Ist zusétzlich J eine Kurve, so landet nach dem Satz von Carathéodory

jeder Strahl. Ein Kriterium unter obigen Voraussetzungen (J zusam-

menhéngend), wann die Juliamenge eine Kurve ist, findet sich in [MAT]:

Die Juliamenge ist sicher dann eine Kurve, wenn

{P"():¢ € J und P'(¢) =0 mit n € N}
endlich ist.
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Dies ist sicher dann der Fall, wenn jeder endliche kritische Punkt von ei-
nem (super-) attraktivem endlichen Zykel angezogen wird, aber ebenso,
wenn alle in der Juliamenge enthaltenen kritischen Punkte préperiodisch
sind.

Mit obiger Normierung stimmt ¢ mit der Béttcherabbildung {iberein, das
heifit, das in C\IC die Konjugation poP = (¢)? gilt. Fiir die external Rays
folgt aus dieser Konjugation, dass P einen external Ray wieder auf einen
external Ray abbildet. Es gilt P(R;) = Rg:, wobei der Index modulo 1
gerechnet wird. Ein external Ray ist periodisch, falls P"(R;) = R; gilt,
also genau dann, wenn ¢ = d"t mod 1 ist. Das Abbildungsverhalten der
Strahlen durch das Polynom wird durch die Abbildung

0:[0,1) —[0,1) mit o(t) =dt mod 1

beschrieben.

Douady und Hubbard (in [DH2a] und [DH2b]) (siehe [MIL] fiir eine Zu-
sammenfassung der Ergebnisse) bewiesen, dass jeder periodische Strahl
in einem parabolischen oder abstoflenden Punkt eines Zykels landet.
Genauso landet in jedem parabolischen und abstoflendem periodischen
Punkt ein periodischer Strahl. Dabei ist die Periode des Punkt-Zykels
ein Teiler der Periode des Strahl-Zykels.

Goldberg und Milnor (in [GM]) folgend, ist der Typ 7 eines Fixpunktes
zo die Menge aller Winkel ¢ (7 = {6o,...,0m-1} C [0,1)), so dass R; in
zo landet. Da die Winkel mit den Strahlen identifiziert werden kénnen
und ein in zg landender Strahl auf einen in 2y landenden Strahl abgebil-
det wird, gilt 0(6,) € 7T fiir 0 < j < m. So bilden die Winkel also Zykel.
Es ist moglich, dass in 7 verschiedene Zykel enthalten sind, die dann
allerdings die gleiche Lange besitzen.

Die Vereinigung der m Strahlen, die in zg landen, vereinigt mit {zo}
definiert m (abgeschlossene) Sektoren Sy,...,S;,—1 sowie m Interval-
le Iy, ..., I, 1 C [O, 1) mit Ij = [9j,9j+1] (Indizes modulo m) Dabei
wird das Intervall [0, 1) mit dem Kreis S* identifiziert, um dem Intervall
In—1 = [0m-1,00] gerecht zu werden. Die Linge [ eines Intervalls ist
I(I;) =041 —0;,falls 0 < j <m—2und I(l;,—1) = 1 — 6,1 + 0 sonst.
Die Summe aller Intervalllingen ist 1. Goldberg und Milnor (ebenfalls
in [GM]) bewiesen unter anderem
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Satz 1.3.1 Es sein die Anzahl der kritischen Punkte von P, die in S,
enthalten sind. Dann gilt:

a) Firn =0 bildet P einen Sektor S; homéomorph auf einen Sektor
Sk ab. Genauso wird das Intervall I; durch o homéomorph auf ein
Intervall I}, abgebildet. Es gilt [(I1,) = dl(I;).

b) Ist n > 0, dann gilt P(S;) = C und l(o(I;)) = {(Ix) + n. Dabei
ist I, das Intervall [0(0;),0(0j41)]. Jedes t € Ij, hat genau n + 1
Urbilder in I;.

1.4 Quasikonforme Abbildungen und qua-
sikonforme Chirurgie

Quasikonforme Abbildungen werden in der Iterationstheorie verwendet,
um etwas zu tun, was eigentlich unmdéglich ist. In manchen Situatio-
nen ist es hilfreich, zwei analytische Funktionen zu verkleben. Aufgrund
des Identitiitssatzes ist dies (es sei denn, sie sind identisch) eigentlich
unmoglich. Was hilft, ist die folgende (kurz skizzierte) Methode, die in
der Literatur unter dem Namen quasikonforme Chirurgie bekannt ist.
Sie wurde erfolgreich von Douady und Hubbard entwickelt und ist von
Shishikura in [SHI] verwendet und formalisiert worden, um zum Beispiel
eine scharfe Abschitzung fiir die maximale Anzahl nicht abstoflender
Zykel bei rationalen Funktionen zu finden.

Gegeben seien zwei rationale Funktion f und g. Sie sind auf zwei dis-
junkten Gebieten definiert, die durch einen (nicht trivialen) topologi-
schen Kreisring getrennt sind. Nun verklebt man diese Funktionen hin-
reichend glatt und erhélt somit eine Funktion, die nicht mehr holomorph
ist. Unter passenden Voraussetzungen existiert ein quasikonformer Ko-
ordinatenwechsel, so dass die konjugierte Funktion analytisch ist und
Eigenschaften von f und g erhalten hat.

Eine quasikonforme Abbildung eines Gebietes G C C auf G’  C ist ein
orientierungserhaltender Homoomorphismus f : G — G’ mit folgenden
Eigenschaften. Die Abbildung f ist ACL (absolut stetig auf Geraden)
auf fast allen Geraden, die parallel zu den Achsen sind. Weiter existiert
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eine messbare Abbildung (der Beltrami-Koeffizient) p: G — C, mit

z

p=5 und ||p|| < k < 1 fast iiberall.

Dabei ist 9, durch

0.1 = 5 (0] ~ 0y )
und &5 durch

0:f = 5 (0uf +i0,f)

erklért. Es gilt dann wegen der Cauchy-Riemann Differentialgleichungen,
dass f genau dann holomorph in einem Gebiet G ist, falls dort dzf =0
ist.

Eine quasikonforme Abbildung ist durch eine geeignete Normierung ein-
deutig bestimmt. Eine mégliche (und in dieser Arbeit angewandte) Nor-
mierung fiir eine quasikonforme Abbildung f : C — C lautet f(0) =0
und f(z) =z + o(1) fiir z — oo.

Es ist K = :Jrl

Abbildung bildet (infinitesimal) kleine Kreise auf kleine Kreise ab. Eine
(glatte) quasikonforme Abbildung bildet kleine Kreise auf kleine Ellipsen
ab, wobei K das (maximale) Verhéltnis der Halbachsen begrenzt. Eine
quasirequldre Abbildung ist eine Abbildung, die lokal als Verkniipfung
einer quasikonformen und einer analytischen Funktion dargestellt wer-
den kann. Eine Variante von Shishikuras gc-Lemma (welches als Zusam-
menfassung der Methode der quasikonformen Chirurgie gesehen werden
kann) ist der folgenden Satz.

ein Maf fiir die Verzerrung von f. Eine konforme
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Satz 1.4.1 FEs sei g : C — C eine quasirequlire Abbildung und E C C
eine offene Menge. Es sei ® : E — E' eine quasikonforme Abbildung
und fiir ein festes N > 0 gelte

1. g(E) C E,
2. ®ogod st auf E' analytisch,
3. 0zg9 = 0 fast tiberall auf(@ \ g N(E).

Dann existiert eine quasikonforme Abbildung o : C— @, so dass pogo
o=t eine rationale Funktion ist. Weiter ist oo ®~1 in E' analytisch und
Ozp = 0 fast tdberall in U g "(E).

n€eNg

Eine Anwendung (siche [SHI]) des ge-Lemmas ist der folgende Abschnitt.

1.5 Polynomé&hnliche Abbildungen

In [DH3] fithrten Douady und Hubbard die Idee der polynoméhnlichen
Abbildungen ein. Sie beobachteten, dass sich Funktionen, eingeschrinkt
auf geeignete Teilmengen ihres Definitionsbereiches, oft wie ein Polynom
bestimmten Grades verhalten.

Es seien U,V C C einfach zusammenhéngende Gebiete mit hinreichend
glatten Réndern (genauer: diese miissen Nullmengen in C sein) und
U C V. Eine polynomdhnliche Abbildung (f,U,V) vom Grad k ist eine

eigentliche Abbildung f : U 5L V. Wenn Verwechslungen auszuschlie-
Ben sind, wird das Tripel (f,U, V) durch f abgekiirzt.

Die aufgefiillte Juliamenge von f ist K := ﬂ f7™(V). Dies sind die
=1

n
Punkte in U, die unter Iteration mit f die Menge U nicht verlassen. Die
Juliamenge ist dann OK.

Polynomihnliche Abbildungen besitzen sehr niitzliche Eigenschaften. So
gilt folgender von Doaudy und Hubbard stammender Satz, der auch den
Namen von (f, U, V') rechtfertigt.
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Satz 1.5.1 FEs sei (f,U,V) eine polynomdihnliche Abbildung vom Grad
d > 2. Dann ezistiert ein Polynom P vom Grad d und eine quasikonfor-
me Abbildung ® : C — C mit

® o P(z) =Po®(z) firzeU.

D
Dabei gilt % = 0 im Inneren von KC(f), das heifit,  ist dort konform.
z

Funktionen f und P aus obigem Satz heiflen hybrid dquivalent. Der Satz
besagt, dass eine polynoméhnliche Abbildung stets hybrid dquivalent zu
einem Polynom gleichen Grades ist. Wesentliche dynamische Eigenschaf-
ten bleiben erhalten. So gilt ®(J(P)) = J(f) und ®(KL(P)) = K(f) und
KC(f) ist genau dann zusammenhéngend, wenn

{f™(¢) : m € N und ¢ kritischer Punkt von f} C IC(f)
gilt.

Eine Moglichkeit diese Methode anzuwenden ist sich ein geeignetes Ge-
biet V' vorzugeben und eine Urbildkomponente V unter einer analyti-
schen Abbildung (z.B. einem Polynom) zu betrachten. Die Schwierigkeit
liegt dann in der Regel darin zu zeigen (bzw. V geeignet zu wihlen),
dass U C V gilt.



Kapitel 2

Die Dynamische Ebene

Wir werden die Iteration symmetrischer Polynome untersuchen, also sol-
cher Polynome, deren Juliamenge unter Wirkung der Gruppe

Yy = {wz:w? =1}
invariant ist. Das heif}t, fiir w € ¥4 gilt w o P = P o w oder
P(wz) =wP(z2) (2.1)
fiir z € C. Fiir die Julia- und Fatoumenge folgt 7 = wF und J = wJ .

Aus (2.1) folgt fir eine d-te Einheitswurzel w

n n
E wkakzk = E wakzk.
k=0 k=0

Somit ist ai # 0 genau dann, wenn k = 1 + sd (fiir s € Np) gilt. Um
eine Darstellung fiir P zu erhalten, normieren wir die Leitkoeffizienten
der Polynome zu 1 und wéhlen fiir P den kleinstmoglichen Grad (gréfier
1). Es ergibt sich als Darstellung

P.(2) = 2(z% — ¢) (2.2)

fiir ein geeignetes ¢ € C. Der Grad von P, ist d + 1.

Fiir festes ¢ € C fassen wir nun einige grundlegende Eigenschaften der
Polynome P, zusammen.
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2.1 Erste Eigenschaften

Elementares Rechnen liefert die folgenden Eigenschaften. Die Fixpunkte
von P, sind 0, co und die d-ten Wurzeln aus 1+ c. Die kritischen Punkte

sind Losungen der Gleichung 2? = ¢ und werden mit ¢; = w;(

d+1
(oder auch (., falls wir die Abhiingigkeit vom Parameter betonen wollen)

bezeichnet. Fiir die Multiplikatoren der Fixpunkte gilt
X = P.(0)=—cund A\t = Pl(z) =d+ 1+ cd. (2.3)

Die dynamischen Eigenschaften eines Polynoms hingen wesentlich von
den kritischen Punkten ab. Wir werden diese genauer untersuchen.

Lemma 2.1.1 Es sei ( ein endlicher kritischer Punkt von P,.. Dann
existieren von ¢ unabhdngige Polynome @, mit P™(() = (Qx(c).
Fiir die Polynome Q,, gilt

n—1
. 1
dy :=d = )= "
pi=degQu =2 (d+1)) = S((d+1)" 1)
7=0
mit Leitkoeffizient
7d)(d+1)n—1
p = ——7 5 ~Ng.
(d+ 1)dn

Beweis: Wir definieren die Polynome rekursiv durch
c

Qu(e) = g — e wmd Quan(€) = 77 (Qu(@)™ —cQu(e).
Dann gilt (Induktionsanfang) P.(¢) = (Q1(c) und (Induktionsschritt)

PYH() = P(CQn(c))
= (CQn(C))d+1 - CCQn(C)
= CQTL+1(C)'

Aus der rekursiven Definition von @Q,, folgt, dass d,, der Rekursion

diy =deg@; =1 und dn+1 = dn(d—i- 1) +1
geniigt. Der Induktionsanfang ist erfiillt. Der Induktionsschritt ist

= C (d+ 1)t -1
= = [ S ——
o1 = do(d+1)+1=Y (d+1) T

=0
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Dabei wurde die geometrische Summenformel verwendet. Die Aussage
iiber den Leitkoeffizienten a,, folgt aus der Rekursionsgleichung der Po-

lynome und ebenfalls mit Induktion. Der Leitkoeffizient von @ ist

d+1

(a )d-‘rl
und es gilt a,41 = dn—i— T Das heifit, der Exponent im Nenner erfiillt
genau die Rekursionsgleichung von d,,, der Exponent im Zéhler wird je-
weils mit d + 1 multipliziert. O

Der erste Teil des Lemma bedeutet, dass das Verhalten der kritischen
Punkte unter Iteration unabhéngig von der Wahl des kritischen Punktes
ist. Ist beispielsweise ein endlicher kritischer Punkt in .4(co) enthalten,
so sind alle kritischen Punkte in A(co) enthalten. Insbesondere ist der
Orbit aller endlichen kritischen Punktes beschrénkt, wenn der Orbit ei-
nes endlichen kritischen Punkte beschrénkt ist.

Die Juliamenge eines Polynoms ist zusammenhéngend oder besteht aus
unendlich vielen Zusammenhangskomponenten. Ist sie nicht zusammen-
héngend, so kann sie aus unendlich vielen nicht degenerierten Zusammen-
hangskomponenten bestehen (Ein solches Beispiel findet man in [BEA],
Seite 261). Letzteres ist fiir P. ausgeschlossen.

Korollar 2.1.2 Die Juliamenge J(P.) ist entweder zusammenhdingend
oder eine Cantormenge.

Beweis: Nach Lemma 2.1.1 liegen entweder alle kritischen Punkte in
A(oo) oder der Orbit aller endlichen kritischen Punkte ist beschrinkt.
Im ersten Fall ist die Juliamenge eine Cantormenge, im zweiten Fall zu-
sammenhéngend. O

Lemma 2.1.3 Fir c € C gilt J(P.) C K.(0) mit r = {/1+ |c|.
Beweis: Es sei z € C mit |z| > r. Dann gilt

[Pe(2)| > |2|(11 + [el] = [e]) = [2]-
Somit ist z € A(0). O
Im Falle ¢ > 0 ist 1+ ¢ € J, da er ein abstofender Fixpunkt ist (Es
gilt P/ (/1+¢) = d+ 1+ cd > 1). Dies zeigt, dass der Radius r aus

obigem Lemma im allgemeinen nicht verbessert werden kann.
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Satz 2.1.4 Fir j = 0,...,d — 1 seien (; die (endlichen) kritischen
Punkte. Es wird genau dann ein kritischer Punkt (; von einem Zykel
angezogen, wenn alle kritischen Punkte von einem Zykel (nicht notwen-
digerweise der gleiche Zykel) angezogen werden. Insbesondere haben alle
attraktiven/parabolischen Zykel die gleiche Linge.

Beweis: Wir nehmen an, dass (y von einem Zykel der Linge m ange-
zogen wird. Somit konvergiert die Iteriertenfolge P ((p) gegen einen

Punkt zy des Zykels. Wegen Lemma 2.1.1 gilt PP ((;) = (;Qnm(c) fiir
j=0...d—1, wobei die Polynome ),, unabhéingig von den kritischen

Punkten sind. Fiir n — oo konvergiert Q,,.,({y) gegen z—o. Fiir jeden
0

kritischen Punkt gilt
G

Pcnm(@) = Canm(C) — gZO fiir n — oo.

Aus P, (Cjzo = QPC(ZQ) folgt, dass P"* <Cjzo> = on gilt und da-
o Co Co o

mit Punkt eines Zykels der Lange kleiner gleich m ist, der einen kritschen

Punkt anzieht. Zu zeigen ist noch, dass die Lange des Zykels genau m

ist. Angenommen, sie ist es nicht. Dann existiert ein l mit 1 <] <m—1

mit Pcl (?ZO) = %ZO. Es folgt P!(z9) = 2y, was der Voraussetzung
0 0

widerspricht. O

Lemma 2.1.5 Zieht ein attraktiver oder parabolischer Zykel k kritische
Punkte an, so zieht jeder attraktive oder parabolische Zykel k kritische
Punkte an.

Beweis: Dies folgt aus Formel (2.1) und Satz 2.1.4. Denn zieht ein Zykel
die k kritischen Punkte ¢; (j =0...k — 1) an, so zieht der mit w € 34
gedrehte Zykel (nicht notwendigerweise verschieden) genau die k kriti-
schen Punkte w(; an.

Da durch Multiplikation mit einer Einheitswurzel alle endlichen kriti-
schen Punkte betrachtet werden, kann es auch keine weiteren attraktiven
oder parabolische Zykel geben. O
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Lemma 2.1.6 Es sei c € C so gewdhlt, dass
1. 0 abstoflender oder parabolischer Fizpunkt ist, und

2. ein attraktiver/parabolischer Zykel existiert, der kritische Punkte
anzieht.

Dann enthdlt jedes Fatougebiet maximal einen kritischen Punkt.
Ist 0 ein attraktiver Fizpunkt, so enthdlt das Fatougebiet, welches 0
enthdlt, auch alle kritischen Punkte von P,.

Beweis: Nach Voraussetzung existiert ein Fatougebiet, welches einen
kritischen Punkt enthélt. Damit sind alle kritischen Punkte in F ent-
halten. Da O abstoflender oder parabolischer Fixpunkt ist, landet in 0
mindestens ein external Ray. Aufgrund der Symmetrie landen dann min-
destens d (symmetrische) external Rays in 0. Diese trennen die kritschen
Punkte (ebenfalls symmetrisch) voneinander. Das heifit, dass £\ {0} in
mindestens d Komponenten zerfillt, in denen jeweils maximal ein kriti-
scher Punkt enthalten ist.

Die letzte Aussage folgt aus Satz 2.1.4 und der Tatsache, dass das Fa-
tougebiet, welches 0 enthélt, und die kritischen Punkte die gleiche Sym-
metrie respektieren. O

Satz 2.1.7 Das Polynom P. habe einen Zykel der Linge m, der nicht
aus der 0 besteht und der k kritische Punkte anzieht. Es sein die Anzahl
der verschiedenen Zykel von P,, die kritische Punkte anziehen. Dann gilt:

nk = d und k teilt m.

Beweis: Die erste Gleichung folgt aus der Tatsache, dass es genau d
(endliche) kritische Punkte gibt und dass nach Lemma 2.1.5 keine wei-
teren Zykel existieren, die kritische Punkte anziehen konnten.

Die Gesamtzahl der stabilen Gebiete U, die einen Zykelpunkt enthalten,
ist nm. Da die Fatoumenge invariant unter Drehungen mit w € ¥ ist,
ist wU ebenfalls ein Zykelgebiet. Es sei V' ein weiteres solches Gebiet mit
V # wU. Falls ein solches Gebiet V' existiert, fithrt die Symmetrie aber
auf genau d neue Gebiete. Insgesamt existieren nm solche Gebiete und
es gilt somit d|nm.

Da d = nk ist, teilt nk auch nm. Dies beweist k|m. O
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Abbildung 2.1: Gelbe Punkte entsprechen den Zykelpunkten, weile den
kritischen Punkten. Die stabilen Gebiete, die der gelb markierte Zykel
anzieht, sind farbig gekennzeichnet.

Beispiel 2.1 Wir betrachten ein Beispiel (Abbildung 2.1). Es sei d = 4
und ¢ = 1,375125 + i0,216722. Mit den Bezeichnungen aus Satz 2.1.7
gilt dann m = 6 und n = 2. Es gibt 4 kritische Punkte, 2 attraktive Zykel
der Linge 6 (damit 12 Zykelgebiete) und jeder Zykel zieht 2 kritische
Punkte an. Der zweite (gedrehte) Zykel besteht aus den symmetrischen
schwarz gefdarbten Gebieten.
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Wir beweisen nun, dass sich die Symmetrie der Polynome auch in der
Bottcherfunktion widerspiegelt. Diese Aussage werden wir sowohl in Zu-
sammenhang mit der dynamischen Ebene als auch mit der Parametere-
bene bendétigen.

Lemma 2.1.8 Es sei w € X4 und ¢ die (eindeutige) Bottcherfunktion
zum Polynom P. mit Normierung ¢ ~ z fir z — oo. Dann gilt

plwz) = we(z). (2.4)

Beweis: Die Funktion ¢ erfiillt die Bottcherfunktionalgleichung, das
heifit fiir ¢ gilt

(‘F’(Z))(H1 = P.(¢(z)) und ¢(z) ~ z bei co.
Wir definieren ¥ durch ¥(z) = w™ p(wz). Dann gilt

(T()™ = W (p(wz)*H!
= w ' Pe(p(wz))
= P(U(2)).

Also erfiillt ¥ die Bottcherfunktionalgleichung. Zudem gilt ¥ ~ z bei oo.
Damit gilt ¢ = ¥ und die Behauptung. O

2.2 Konjugation

Wir konjugieren P, mit z¢. Dadurch lésen wir die Symmetrien, so dass
nur noch ein freier kritischer Punkt (mit Vielfacheit 1) existiert. Einem
attraktiven Zykel in der konjugierten Ebene entsprechen dann mogli-
cherweise mehrere attraktive Zykel in der urspriinglichen dynamischen
Ebene. Die Zykelldinge kann sich ebenfalls verindern, allerdings nicht
beliebig. Sie muss gewissen Teilbarkeitsrelationen geniigen.

Durch die Gleichung
feoq=qoPF. (2.5)

@ eine Funktion f. erklirt, die wegen

wird mit ¢(z) = z

(Po(2))* = 2% (27 — ¢)* = q(2)(q(2) — )"
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der Darstellung f.(z) = z(z — ¢)? geniigt. Elementares Rechnen liefert
folgende Eigenschaften iiber f..

Lemma 2.2.1 Die Fizpunkte von f. sind z = 0 und z; = ¢+ w; (mit
wj € ¥q). Die endlichen kritischen Punkte sind ¢ ((d-1)-fach) und .

d+1°
Der Orbit unter Iteration mit f. von c ist ¢ Js0950.... Der kritische
c
Punkt i1 ist frei und bestimmt somit die Dynamik.

Diese neue Darstellung erweist sich als niitzlich um die hyberbolischen
Komponenten des Connectedness Locus in Kapitel 3.3 zu beschreiben.
Wir untersuchen nun den Zusammenhang zwischen den konjugierten
Ebenen.

Satz 2.2.2 Die Juliamenge J(P.) ist genau dann zusammenhingend,
wenn die Juliamenge J (f.) zusammenhingend ist. Weiter gilt z € A (c0)
genau dann, wenn q(z) € Af(cc) ist. Insbesondere folgt q(J(P.)) =
T (fe)-

Beweis: Aus (2.5) folgt

1 (757) = 1 ) = a0 P26

Somit ist der Orbit des freien kritischen Punktes von f. genau dann be-
schriankt, wenn der Orbit eines kritischen Punktes von P, beschrinkt ist.

Ist z € AP(c0), so gilt P"(z) — oo fiir n — oo. Damit gilt auch q o
P"(z) — oo fiir n — co. Aufgrund der Konjugation (2.5) gilt f(q(z)) —
00.

Angenommen, es existiert ein z € A/ (c0), so dass ¢~1(z) ¢ AP (c0) ist.
Dann folgt ebenfalls aus (2.5), dass z ¢ A7 (00). Dies ist ein Widerspruch.
a

Beispiel 2.2 In Abbildung 2.2 betrachten wir den gleichen Parameter
wie in Beispiel 2.1. Die attraktiven Zykel werden tibereinander geschoben.
Aus zwei attraktiven Zykeln der Linge 6 wird einer der Linge 3. Es
existiert kein weiterer attraktiver Zykel. Der freie (einfache) kritische
Punkt ist markiert.
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Abbildung 2.2: In der urspriingli- Abbildung 2.3: In der konjugierten
chen Ebene:P. Ebene: f.

Satz 2.2.3 Es sei zg ein Zykelpunkt eines attraktiven oder parabolischen

Zykels der Linge m. Der Zykel ziehe k kritische Punkte an. Dann ist 2

ein Zykelpunkt von f. eines attraktiven oder parabolischen Zykels der
m

L —.
dnge —

Beweis: Nach Voraussetzung gilt P"(z9) = zp. Aus (3.4) folgt
[0 q(z0) = g0 P (20) = q(20)-

Also ist g(zp) = zg ein Zykelpunkt eines Zykels von f. der Lange n < m.
Es seien (q, ..., die k kritischen Punkte von P., die der attraktive oder

parabolische Zykel anzieht. Es ist ( = ¢({;) = ﬁcl furj=1,...,k der

kritische Punkt von f., der vom Zykel angezogen wird. Unter g werden
die stabilen Gebiete von P. auf die stabilen Gebiete von f. abgebil-
det. Das heif3t, jedes Fatougebiet von P, welches einen kritischen Punkt
enthilt (und nur diese!), werden auf das Fatougebiet von f. abgebildet,

welches ¢ enthilt. Folglich ist % die Lange des Zykels von f.. O
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2.3 Polynomihnliche Abbildungen

In diesem Abschnitt zeigen wir, wie J(P.) aus Juliamengen von quadra-
tischen Polynomen zusammengesetzt ist. Damit gilt ab jetzt d > 1, da
fiir den Fall d = 1 nichts zu zeigen ist.

Eine Jordankurve v zerlegt die komplexe Ebene in zwei Zusammenhangs-
komponenten. Wir bezeichnen mit int~y die beschréinkte offene Kompo-
nente.

Satz 2.3.1 FEs sei |c| > 1 (das heifit, 0 ist abstofender Fizpunkt von
P.), alle kritischen Punkte seien in beschrinkten stabilen Gebieten ent-
halten und die Juliamenge sei eine Kurve. Dann existieren analytische
Jordankurven v, T' und ein Polynom P mit:

1. v Cintl,
2. P(y) =T und
3. Ij’:intyz—:}intf.

Insbesondere ist (f’, int 7, int F) eine polynomdhnliche Abbildung vom

Grad 2 und hybrid dquivalent zu einem quadratischen Polynom.

Der Beweis dieses Satzes wird sich iiber den Rest des Kapitels erstrecken.
Er gliedert sich wie folgt. Zunéchst definieren wir die Abbildung P als
Kombination aus einer Iterierten von P, und einer Drehung, die in Zu-
sammenhang zur Symmetrie der Polynome steht. Anschliefend konstru-
ieren wir I'. Dies ist ein recht technischer Prozess mit vielen Bezeich-
nungen. Wir verweisen auf Abbildung 2.3 fiir eine schematische Darstel-
lung von I und auf Abbildung 2.3 fiir eine schematische Darstellung des
Satzes. Danach wiihlen wir das richtige Urbild v von T' unter P. Die
Innengebiete werden dann eigentlich aufeinander abgebildet, und wir
bestimmen den Abbildungsgrad. Dann nutzen wir die Eigenschaften der
Kurven, um zu zeigen, dass das Innengebiet von v kompakt im Innenge-
biet von I' enthalten ist. Diese Kurven sind allerdings nicht analytisch.
Im letzten Schritt stellen wir die Analytizitdt mit Hilfe eines Approxi-
mationsarguments her.
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Um P zu definieren, bedarf es ei-
niger Vorbereitungen. Da 0 ein
abstoflender Fixpunkt ist, landet
mindestens ein external Ray in 0. /
Aufgrund der Symmetrie ist die |

Anzahl der in 0 landenden Strah-

len ein Vielfaches von d. Es sei- |
en R; die Id (mit [ € N) external 1
Rays (der Lesbarkeit halber iden-
tifizieren wir die Landewinkel mit
ihren Indizes: Ry, = Ry), die in 0 —_—T
landen. Wir fixieren einen endli-
chen kritischen Punkt ¢ von P..

Es sei.en Ro un.d. Ry die Strah- Abbildung 2.4: schematisches Dar-
len, die den kritischen Punkt ( stellung von Satz 2.3.1

von den {ibrigen endlichen kriti-
schen Punkten trennen. Es sei k
die kleinste natiirliche Zahl, so dass ein Winkel o € [0,27) existiert
mit € = 1 und ¢"*PF(Ry) = Ry (a respektiert die Symmetrie
von P.. Méglicherweise existiert ein identischer Strahlen PY(Rg) mit
b € N, der aber nicht durch Symmetrie mit Ry assoziert ist, das heifit
P’(Rg) = €'®Ry und €' +# 1. Da wir die Symmetrie benstigen, miissen
wir die Wahl von « einschrénken).

Lemma 2.3.2 Die obige Konfiguration existiert.

Beweis: Das Polynom P, bildet den in 0 landenden Strahl R, auf einen
in 0 landenden Strahl R’ ab. Wir priifen, ob wir diesen Strahl unter
Beriicksichtigung der Symmetrie der Juliamenge auf Ry drehen kénnen.
Falls ja, dann sind a und £ gefunden. Falls nicht, wenden wir P, erneut
auf R’ an. Wegen [GM] bildet P, nach endlich vielen Iterationen Ry auf
Ry ab. In diesem Falle setzen wir a = 0. O

Wir konnen jetzt die Abbildung P definieren. Der Vorteil von P ist,
dass wir die Juliamenge nicht verédndern, allerdings die Kombinatorik
der external Rays. Alle in 0 landenden Strahlen (z.B. Ry) sind jetzt
Fixstrahlen, da (ebenfalls [GM]) alle Winkel in 7 dieselbe Periode haben.
Vorher konnten sie periodisch sein, so haben in Beispiel 2.1 die in 0
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landenden Strahlen die Periode 2. Dort ist &« = 7 und k£ = 1.

Definition 2.3.3 Wir definieren P durch
P(z) := e Pk(2). (2.6)

Insbesondere ist k£ in dem Sinne minimal gewéhlt, dass k die kleinste
natiirliche Zahl ist, so dass P*(Ro) U {0} U P¥(R;) einen endlichen kri-
tischen Punkt von P. von den anderen endlichen kritischen Punkten
trennt.

Das folgende Lemma stellt eine weitere Eigenschaft von P dar. Die Ab-
bildung dberdeckt (nicht als eigentliche Abbildung!) einen Sektor, der
einen kritischen Punkt enthélt, doppelt.

Lemma 2.3.4 In G ezistiert je genau ein Urbildstrahl unter P wvon Ry
und R;.

Beweis: Die Abbildung P ist durch P(z) = e'“P¥(z) definiert. Wir
suchen also Urbilder von e Ry (genauso R;) unter P¥, die in G ent-
halten sind. Dazu sei 7 = {fq,...,0,n_1} der Typ des Fixpunktes 0.
Ohne Einschrinkung withlen wir Ry = Ry, . Es entspricht G dem Sektor
Sp. Dem Strahl e Ry entspricht der Winkel 6; = d*f mod 1. Auf-
grund der Symmetrie enthélt der Sektor S; (genau wie der Sektor Sp),
der mit dem Intervall I; = [#;,0;41] assoziert ist, genau einen kritischen
Punkt von P.. Ist kK = 1, so enthélt Sy wegen Satz 1.3.1 genau 2 Urbilder
jedes Winkels aus S;. Der Winkel 6; hat 6y und einen weiteren Winkel
¥ € (6p,61) (nicht 01, denn df; mod 1 = 6,41) als Urbild. Dem Winkel
¥ entspricht der gesuchte Urbildstrahl.

Ist k > 1, so enthélt der dem Intervall [d*~ 16y, d*~160;] assozierte Sektor
keinen kritischen Punkt von P,, da k nach Definition minimal gewihlt
ist. Das Intervall wird also homéomorph auf I; abgebildet. Dies gilt suk-
zessive fiir alle, aufler dem ersten Intervall. Das einzige Intervall, welches
nicht homdomorph abgbildet wird, ist Iy, und obige Argumentation ist
anwendbar. O

Die Urbildstrahlen landen notwendigerweise in einer Nullstelle von P,
welche in G enthalten ist.
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Nun werden wir die Kurve I' definieren. Dazu sei € > 0 so klein, dass
der Kreis Ko.(0) = {z € C : |2| < 2¢} keinen kritischen Punkt von P
enthélt (insbesondere ist Ko.(0) in einem Gebiet enthalten, in dem eine
konforme Umkehrfunktion von P existiert). Es sei § = max G|k_(g), wo-
bei G die Greensche Funktion des Auflengebietes sei (mit Pol in co und
auf der aufgefiillten Juliamenge K = K(P.) durch 0 fortgesetzt).

Die Menge K\ {0} zerféllt in ld Zusammenhangskomponenten /C;. Diese
nummerieren wir (mathematisch postiv), so dass R;U{0}UR;;1 (Indizes
mod Id) die Komponente /C; von den anderen Komponenten trennt. Es
ist dann ¢ € K.

Es sei R; die Zusammenhangskomponente von A(co) N{z € C: |z| <
2e}, deren Schnitt mit R; nicht leer ist. Wir definieren die Menge K als
Zusammenhangskomponente von K.(0) \ {Ro UKy UR1}. Deren End-
punkte erfiillen zg € Kjg—1 und z; € Ky (im Fall d = 2 ist Kjy—1 = K4
moglich). Insbesondere ist kein Punkt von K in Ry enthalten.

Nach Voraussetzung ist die Juliamenge eine Kurve. In 25 und in z; landen
demnach external Rays. Es seien Sy und S Teilstiicke dieser landenden
Strahlen, welche zy bzw. z; und die Niveaulinie N5 := {z € C: G(z) =
20} verbinden. Die Schnittpunkte der Strahlen mit Nj sind eindeutig.
Es sei ¢ : C\ K — C\ D die Béttcherabbildung. Damit definieren wir
N C Ns durch

N ={z€ N;s: Argp(Sy) < Argyp(z) < Argo(S1)}.
Definition 2.3.5 Mit den obigen Bezeichnungen sei
I'=KUS;UNUS,

und v die Zusammenhangskomponente des Urbildes von I' unter P,
welches K ins Innengebiet von K, abbildet (Abbildung 2.3).

Offenbar ist T' eine Jordankurve, die keinen kritischen Wert von P.
enthilt. Damit ist auch ~ eine geschlossene Jordankurve. Noch sind zwei
Dinge zu zeigen. Zum Einen werden wir zeigen, dass I' und ~ keinen
Schnittpunkt haben. Des Weiteren sind die Kurven I' und « nicht analy-
tisch. Wir werden die beiden Kurven anschlieend durch geeignete ana-
lytische Approximationen ersetzen.
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Abbildung 2.5: Schematische Darstellung von I'. Das griine Kreuz
symbolisiert die aufgefiillte Juliamenge K.

Lemma 2.3.6 Die Abbildung P ist eine eigentliche Abbildung vom Grad
2 von inty auf int .

Beweis: Nach Konstruktion ist P eigentlich. Wie im Beweis von Lemma
2.3.4 untersuchen wir zunéchst den Fall £ = 1. In int v hat P nach Kon-
struktion genau einen kritischen Punkt. Ist k& > 1, so enthilt P!(int~)
fir 1 <1 < k keinen kritischen Punkt von P. O

Lemma 2.3.7 Es gilt TN~y = 0.

Beweis: Angenommen, es existiert z’ € I'Ny. Nach Konstruktion gilt fiir
20

die Greensche Funktion G|r < 26. Fiir v bedeutet dies G|, < CEG <

d,dad > 2und k > 1. Insgesamt folgt G(z') < ¢ < 26, damit ist 2’ € N.
Insbesondere ist 2’ in der Komponente der durch RyU{0}U R; zerlegten
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Ebene enthalten, die nicht Ky enthélt. ~
Es sei g die in einer Umgebung von 0 definierte Umkehrabbildung von P,
die 0 auf 0 abbildet. Da 0 attraktiver Fixpunkt fiir ¢ ist, gilt g(K)NK =
0.

Die Strahlstiicke Sp und S konnen sich nicht mit ihren Urbildern unter
P schneiden, da sie nicht Teilstiicke von Fixstrahlen sind.

Was bleibt zu untersuchen: (Wir betrachten jeweils die Urbilder, die in
~ enthalten sind.)

1. Ein Urbild von N koénnte Sy oder S; schneiden.

2. Ein Urbild von N oder ein Urbild von Sy oder S; kénnte K schnei-
den.

3. Ein Urbild von K konnte Sy oder S; schneiden.

Es sei N = N U Sy US;. Diese Kurve verbindet zo mit z;. Betrachte
N in Bottcherkoordinaten. Es sei G das Gebiet aus Lemma 2.3.4. Es

Abbildung 2.6: N in Béttcherkoordina-
ten.



Seite 30 Dynamik

enthélt nach Lemma 2.3.4 je ein Urbild Rj von Ry und R} von R; (mit
R;j # R}), die in der in G enthaltenden Nullstelle landen. Da P orien-
tierungserhaltend ist, gilt fiir die Argumente (Arg R; = Argz = t mit
z € p(Ry) beliebig, ¢ die Bottcherabbildung) in Bottcherkoordinaten:

Arg Ry < Arg R, < Arg R} < Arg R;.

Hierbei verstehen wir a < b < ¢ in R/Z so, dass b zwischen (bzgl. mathe-
matisch positiver Richtung) a und c liegt. Also existieren zwei disjunkte
Urbilder von N, die zu y gehdren. Das Urbild eines Bogens (in Bottcher-
koordinaten) N schneidet die Strahlen R}, und R; oder Ry und Rj.
Diese Urbilder sind im Innengebiet der geschlossenen Kurve (in Bott-
cherkoordinaten)

NU{|z|=1:ArgSy < z<ArgS;}

enthalten. Falls dies nicht so wire, dann existierte ein Schnittpunkt s
(ohne Einschrénkung s € S7) von S; mit einem Urbild von N. Fiir die
Argumente gilt:

Arg Ry < Arg S; < Arg S}

und entsprechend fiir das Bild unter o (insbesondere fiir N):
Arg Ry < (d+1)*ArgS; mod 1 < ArgS;.

Dann wére N aber ein Vollkreis, weil die Lange des Bildintervalls unter
o kleiner als die Linge des urspriinglichen Intervalls wére. Dies ist ein
Widerspruch und zeigt Punkt 1.

Die zu y gehorenden Urbilder von N sind in A(co) enthalten. Nach Kon-
struktion sind alle in A, enthaltenden Komponeten von K nicht in Ry
enthalten. In Bottcherkoordinaten betrachtet liegen sie im Auflengebiet
der Kurve

NU{|z| =1:ArgSy <z < ArgS;}.

Folglich kann es keinen Schnittpunkt zwischen Urbildern von IV, Sy oder S;
und dem Kreissegment K geben, was Punkt 2 zeigt.

Fiir die Mengen R; (j = 0, 1) und die Funktion g (in einer Umgebung um
0, die K. (0) enthilt, definierte Umkehrfunktion von P) gilt g(R;) C R,
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da die Strahlen, die in 0 landen, unter P und damit auch unter g fix sind.
Deshalb gilt
g(K)NSy =0 und g(K)N S, =0,

weil §; C R;. Dies zeigt Punkt 3. |

Lemma 2.3.8 Es seien I' und v wie in Definition 2.3.5. Dann existieren
analytische Jordankurven v und T mit

P ity 2 int T
und ' NT" = 0.

Beweis: Es sei ¢ die Riemannabbildung, die int I' konform auf D abbil-
det und fiir die ¢(0) = 0 gilt. Fiir hinreichend kleines € > 0 ist

I"=p '({lz] =1-¢})

eine analytische Jordankurve mit analytischem Urbild +/ unter P, so
dass die Aussagen aus Lemma 2.3.4 gelten. |

Abbildung 2.7: Das Polynom 5ten Abbildung 2.8: Das Polynom 2ten
Grades. Grades

Die obigen Aussagen beweisen Satz 2.1.7. Das heiBt, die Abbildung P
ist eine polynoméihnliche Abbildung zwischen den Innengebieten von ~y
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und I". Betrachten wir die aufgefiillte Juliamenge der polynoméhnlichen

Abbildung £ = m p‘"(int v) oder die Juliamenge, als ihr Rand, so
neN

ist diese konjugiert zu der (aufgefiillten) Juliamenge eines quadratischen

Polynoms.

Die von uns zu dem Beweis von Satz 2.3.1 angewandte Methode kann als
Variation der Methode der Renormalisierung verstanden werden (siehe
[McM2]). Im Gegensatz dazu betrachten wir nicht ausschlielich Iterier-
te, sondern nutzen noch die Symmetrien der Familie P, aus.



Kapitel 3

Die Parameterebene

3.1 Einleitung

Nachdem wir im vorigen Kapitel die Dynamik eines hyperbolischen Poly-
noms P, fiir ein festes ¢ beschrieben haben, werden wir in diesem Kapitel
untersuchen, wie sich die Juliamenge veréndert, wenn wir den Parame-
ter ¢ varieren. Wir teilen die Parameterebene in Parameter, in denen die
Juliamenge zusammenhingend ist und in solche, in denen sie nicht zu-
sammenhéngend ist, ein. Auf diese Weise erhalten wir den so genannten
Connectedness Locus. Im quadratischen Fall (d = 1) wird diese Menge
auch Mandelbrotmenge genannt. Wesentliche Eigenschaften dieser Men-
ge gehen auf systematische Untersuchungen von Douady und Hubbard
(vgl. [DH1]) zuriick. Einige ihrer Ideen werden wir iibertragen.

Definition 3.1.1 Es sei d € N. Wir definieren die Menge C; C C als
die Menge aller Parameter ¢ € C, so dass die Juliamenge J(P.) zusam-
menhéngend ist.

Mit den Bezeichnungen und der Aussage von Lemma 2.1.1 ((Q,(c) =
P(¢) fiir einen kritischen Punkt ¢) erhalten wir die folgende Charakte-
risierung von Cq:

Folgerung 3.1.2 Es gilt ¢ € C4 genau dann, wenn die Menge
{Qn(c) : neN}

beschrankt ist

33
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Wir untersuchen die Menge Cy4 auf Symmetrien. Auch hier sind die Po-
lynome @,, niitzlich, um die Aussagen zu beweisen. Wie im vorherigen
Abschnitt bezeichne ¥4 die Menge {wz : w? = 1}.

Lemma 3.1.3 Fiir jedes d € N ist Cq symmetrisch zur reellen Achse.
Fiir die Menge Cyq gilt wCq = Cy fiir w € ¥g. Fiir jedes d ¢ilt D C Cy.

Beweis: Die erste Aussage folgt aus der Tatsache, dass ), ein Polynom
mit reellen Koeflizienten ist. Deshalb gilt |Q,(Z)| = |Qn(2)| = |@n(2)|.
Aus der Darstellung der @, folgt Q,(we) = wQ,(c). Damit gilt

Qn ()] = [wQn(c)] = |Qn(we)l.

Insbesondere gilt ¢ € C4 genau dann, wenn wc € Cq ist.

Wegen (2.3) werden fiir |¢| < 1 alle kritischen Punkte von dem attrak-
tiven Fixpunkt 0 angezogen. Insbesondere ist ihr Orbit beschrankt und
damit ist D C Cy4 O

Folgerung 3.1.2 kénnen wir noch einen quantitativen Charakter geben,
der insbesondere eine Schranke zum Erstellen von Bildern am Computer
durch escape-time-Algorithmen liefert.

Lemma 3.1.4 Es sei ¢ € C und d € N. Ist |c| > 6, dann ist ¢ & Cq.
Insbesondere gilt

={ceC : |Qu(c)| <6 fir allen € N}.

Beweis: Wir nutzen die in Lemma 2.1.1 definierten Polynome @Q,, und
zeigen, dass fiir |¢| > 6 die Abschétzung |Q,(c)| > 3™ gilt.

Da d > 1 ist, gilt (Induktionsanfang)

d 1 1
> — =3
Qe = ol > 5 6=3
Weiter gilt (Induktionsschritt)
d
n = n n -1
Qua(0) d+1| Qu((Qn(e) ~ 1]
> 76 3n 3dn _
T od+1 ( 2
> 3n+1.
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Fiir |¢| < 1 gilt stets ¢ € C4 nach Lemma 3.1.3. Sei also |¢| > 1. Gilt fiir
n € Nund ¢ € C, dass |@,(c)| > 6 ist, so folgt aus der rekursiven Defini-
tion der Q,, und der obigen Induktion, dass die Menge {Q,(¢) : n € N}
unbeschrénkt ist. Nach Folgerung 3.1.2 zeigt dies die Darstellung. O

Abbildung 3.1: Connectedness Locus fiir d = 3,4, 5, 6.
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3.2 Topologie der Menge C;

In diesem Abschnitt werden wir topologische Eigenschaften der Men-
ge Cq studieren. Wir werden zeigen (vgl. Mandelbrotmenge), dass fiir
jedes d € N die Menge C,4 eine kompakte und zusammenhéngende Men-
ge ist. Hierfiir modifizieren wir den Beweis von Douady und Hubbard,
den sie fiir die Mandelbrotmenge entwickelt haben. Sie konstruieren ei-
ne Funktion, die das AuBlere der Mandelbrotmenge auf das AuBere des
Einheitskreises konform abbildet.

Satz 3.2.1 Es sei d € N. Dann gilt
1. Cyq ist kompakt, und
2. (@\Cd 1st ein Gebiet.

Beweis: Wegen Lemma 3.1.4 ist noch zu zeigen, dass die Menge Cy4
abgeschlossen ist. Dies gilt, da

Ca = {ceC:|Qn(c)] <6 fiir alle n € N}
() {ceC:1Qn(c) <6}
neN

Damit ist Cy kompakt.

Falls C\Cd nicht zusammenhéngend ist, existiert eine beschrénkte Zu-
sammenhangskomponente U von C\Cy. Fiir ¢ € U C Cy gilt aufgrund
von Lemma 3.1.4 dann |Q, ()| < 6 fur alle n € N. Aufgrund des Maxi-
mumprinzips gilt dann auch |Qy, (u)| < 6 fiir alle w € U und n € N. Das
hiele aber U C C4, was ein Widerspruch ist. O

Wir zeigen jetzt, dass die Mengen Cy zusammenhéingend sind, indem wir
den Douady-Hubbard Beweis fiir die klassische Mandelbrotmenge modi-
fizieren. Um eine einfache Parametrisierung fiir die kritischen Punkte zu
erlangen, betrachten wir bis zum Ende dieses Abschnitts Polynome, die
durch die Formel

definiert werden. Der Lesbarkeit halber werden wir ebenfalls die Bezeich-
nung P. wihlen. Ohne Beweis fassen wir die folgenden Eigenschaften
zusammen.



Die Parameterebene Seite 37

Satz 3.2.2 Die endlichen kritischen Punkte von 2% — c%z erfillen die
d

Gleichung z% = di 1 Der Orbit eines kritischen Punktes unter Itera-

tion ist genau dann beschrdinkt, wenn der Orbit aller kritischen Punkte
beschrdinkt ist.

Fiir einen kritischen Punkt ¢ gilt P™(¢) = (Qn(c?) mit den in Lemma
2.1.1 definierten Polynomen Q,,.

Die Symmetrie der Mengen C; (nicht der Juliamengen) hat sich jetzt
verdndert. War sie vorher invariant unter Multiplikation mit w € ¥4, so
ist sie nun invarinat unter Multiplikation mit w € ¥4z (siche Abbildung
3.2).

Lemma 3.2.3 Firw € ¥ 2 gilt wCq = Cgy.

Beweis: Es sei ¢ € Cg und w € X 42. Dann gilt w? € ¥4 und damit

Puc(C) = Qn ((Wc)d) = WdQn(Cd)'

Die Behauptung folgt wie in Lemma 3.1.3. O

Abbildung 3.2: Connectedness Locus fiir d = 3 bzgl. z(z¢ — ¢) (linkes
Bild) und bzgl. z(2? — ¢?) (rechtes Bild).

Wir werden nun die eingangs besprochene Abbildung erkldren. Dazu
bendétigen wir die Bottcherfunktion ¢, die in einer Umgebung von Un-
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endlich die Losung der Bottcher-Funktionalgleichung

%OPCO@Zl(Z) =z (3.1)

. Co . ‘Pc(Pc(z))
ist. Sie ist durch lengo A

diesen Vorausetzungen eindeutig bestimmt und in den Variablen z (in
einer von ¢ abhingigen Umgebung von Unendlich) und ¢ (in ganz C, da
P. holomorph in C von ¢ abhiingt) holomorph.

= 1 normiert. Die Funktion ¢ ist mit

Definition 3.2.4 Es sei ¢ : ((A:\Cd — C durch

(I)(C) = @c(Pc(CC))

[ 1
definiert. Dabei parametrisiert ¢, = c{ i1 einen kritischen Punkt.
Als erstes zeigen wir, dass die Funktion & wohldefiniert ist.

Lemma 3.2.5 In C\ Cq ist ® wohldefiniert.

Beweis: Es sei r > 0 so grofl gewéhlt, dass ¢, in Dy ={z € C: |z| > r}
existiert. Wir definieren rekursiv das Gebiet D,, als die Komponente von
P-Y(D,_1), die D,,_; enthilt. Aus der Riemann-Hurwitz-Formel folgt,
dass die Gebiete D,, einfach zusammenhéngend sind, solange kein kriti-
scher Punkt in D,, enthalten ist. Wir wahlen ng als die grofite natiirliche

Zahl, so dass das Gebiet D,,, noch einfach zusammenhéngend ist:
ng :=max{n e N: (. ¢ D,}.

In Dy ist ¢, definiert. Mit (3.1) setzen wir ¢, durch

Pe(2) = Npe(Pe(2)) (3.2)
sukzessive nach D, fort. Da P.({.) € Dy, gilt, ist @ fiir ¢ ¢ C4 wohlde-
finiert. O

Lemma 3.2.6 Die Funktion ® ist eine eigentliche Abbildung von @\Cd
auf C\ D.
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Beweis: Wir zeigen, dass fiir ¢ € C \ Cq und ¢ — 9C4 auch ®(c) — ID
gilt. Dazu wihlen wir die Zahl r aus Lemma 3.2.5 so grof}, dass |p.(2)| >
1in Dy ist. Aus (3.2) folgt |®(c)| > 1 fiir ¢ € C \ Ca.

Fiir ¢g € 0Cq (r hinreichend gro)) ist P. (Do) C Do. Wihle ein § > 0,
so dass fiir |c — ¢g| < § auch P.(Dy) C Dy gilt. Es sei

M, :=max{|p.(2)| : 2 € Do \ P.(Dg)}
und
M :=sup{M, : |c — ¢o| < 6} > 1. (3.3)

Fiir hinreichend kleines ¢ ist M endlich. Fiir ¢ ¢ C4 definieren wir k(c)
durch

k(c) = min{k € Ng : P¥(¢.) € Do}. (3.4)
Falls ¢ — 0Cq4, folgt auch k(c) — oo. Denn angenommen nicht, dann
existiert eine Folge (¢;) und ein ky € Nmit ¢; — ¢g € 9Cq und k(c;) < ko.
Somit ist Pfjo(gcj) € Dy fiir alle j € N. Nach Grenziibergang (j — o0)

folgt P¥o(¢c,) € Do, was hieie, dass der Orbit dieses kritischen Punktes
unbeschrinkt ist. Damit wére ¢g & C4, was ein Widerspruch ist.
Aufgrund der Bottcher-Funktionalgleichung gilt

®(e) = “V @ PEC))-

Da P*)(¢,) € Dy \ P.(Dy) ist, folgt mit (3.3), (3.4)

1< (B = “"V9e(PEOC))]

MH)MW

IN

Aus k(c) — oo fiir ¢ — 9C4 folgt die Behauptung. O

Im Folgenden bestimmen wir den Abbildungsgrad der Abbildung ®.

Lemma 3.2.7 Es sei p,(z) = T/ P.(2) die n-te Approzimation an
die Béttcher-Funktion. Dann gilt fir |z| > 2|c| mit

(d+1)" -1 T
=7 @~ —
= gt g Ui —eo)
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die Abschitzung

fon(a)l < Il (14 )

Inbesondere ist fiir |z| > 2|c|

[pe(2)] = lim [pn(2)] <[220/ < 4z,

Beweis: Fiir |z| < 1 folgt die Reihenentwicklung von

YT 5 = kzzo <d+1>

aus der Binomischen Reihe. Fiir die Koeffizienten gilt

1 1 1
‘(1)k(d}r1)‘ s s B s et
k 1 2 k
< 1
T od+1

Wir nutzen die rekursive Darstellung

p1(2) = d+\/1 P(z) und  ¢n11(2) = “Veon(Pe(2)). (3.5)

Wegen der obigen Abschétzung der Koeffizienten und unter der Voraus-
setzung |z| > 2|c| gilt fiir n = 1 (Induktionsanfang)

d+1 Cd
pm) = | Y1-5
< (14| \f\d L ]f(zd
- d+1 d+1|lzl "7

IN

>© 1
. (1 5y CW)
k=1

A0 )
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Weiter gilt fiir n € N (Induktionsschritt)

a1 = |3 %(Pc(z))\
= |2 (1 1_%3
- ( 7))

€n+1

(14 53

Die Behauptung folgt nun aus lim e, =

n—oo

o)
(i)
)

Lemma 3.2.8 Fiir die Entwicklung und Abschitzung der Koeffizienten
von . gilt
ay as ai az

2. |an| < 4|2¢|™.

Beweis:
1. Fir die Bottcherfunktion gilt die Entwicklung

a
goc(z):z—i—ao—i—?l—i—....

1
Nach Lemma 2.1.8 ist p.(w2) = wp.(z) mit w € Xg. Aus —— = w und
w

einem Koeffizientenvergleich folgt die Behauptung.
2. Mit 1. gilt
220 (2) = 2 pa I L g

Integrieren wir nun iiber einen Kreis mit Radius 2|c|, so gilt fiir die
Koeflizienten
_ 1 nd—2
270 J)zl=2el
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Aus Lemma 3.2.7 folgt schlieBlich die Behauptung

1 n .
|an| < 52 - 2|cf|2¢] . Q‘Ifla;fll%( 2)| < 4fe]".

O

In Lemma 3.2.6 hatten wir gezeigt, dass ® eine eigentliche Abbildung ist.
Mit den obigen Vorbereitungen sind wir in der Lage den Abbildungsgrad
von ® zu bestimmen, in dem wir sie bei oo auswerten.

Lemma 3.2.9 Die Abbildung
®:C\C; —C\D (3.6)
ist eine eigentliche Abbildung vom Grad d + 1.

Beweis: Fiir den kritischen Wert

1 —d
we = Pu((e) = M \d/ drid+1

gilt fiir hinreichend grofle ¢ die Abschéitzung

d
jwe| = [e] T+ > 2|d].
(d+1)t*a
—_—
::Kd

In ¢, eingesetzt bedeutet dies (vgl. Lemma 3.2.8) fiir die Entwicklung
von

d+1 an(c)
O(c) = —Kac +Zc(d+1)(nd D(—Kg)nd—1

fiir von ¢ abhéingige Koeffizienten a,,. Wir schitzen diese Koeffizienten
ab, um zu zeigen, dass sie keinen Einfluss auf die Ordnung der Polstelle
bei oo haben, die durch den Summanden —Kgc?t! erzeugt wird. Aus
Lemma 3.2.8 und der Generalvoraussetzung d > 2 folgt

K(2¢)™
cld+1)(nd—1) (_Kd)nd—l

()

an(c)
cld+1)(nd—1) (_Kd)nd—l

IN
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Das bedeutet, dass die Funktion einen (d+ 1)-fachen Pol bei oo hat. Mit
Lemma 3.2.6 folgt die Behauptung. O

Wir zeigen nun, dass wie bei der Mandelbrotmenge auch die Menge Cy4
zusammenhéngend ist.

Satz 3.2.10 Fir jedes d € N ist Cq zusammenhdngend.

Beweis: Fiir den Fall d = 1 ist nichts zu zeigen. Fiir d > 1 ist der Abbil-
dungsgrad nach Lemma 3.2.9 von ® gleich d+ 1. Aus & : C\Cy — C\D
folgt, dass C4 aus maximal d + 1 disjunkten Zusammenhangskomponen-
ten besteht.

Nach Lemma 3.1.3 gilt D C C4. Es bezeichne Cy die Zusammenhangs-
komponente, die D enthélt. Nehmen wir an, dass es mindestens eine
weitere Zusammenhangskomponente C7 von Cy4 existiert. Nach Lemma
3.2.3 ist C4 symmetrisch. Genauer gilt wCy = Cy4 fiir w € X42. Von Cy

existieren also entweder insgesamt d? symmetrische Komponenten, oder

™
(1 ist invariant unter Drehungen mit dem Winkel a = —. Ersteres be-

2

a2
deutet aber, dass mindestens d? 4+ 1 Zusammenhangskomponenten exi-
stieren, was ein Widerspruch (d > 1) ist. Das Zweite bedeutet, dass C;
ein Kreisring ist. Auch das ist ein Widerspruch, weil nach Satz 3.2.1

C\ C4 zusammenhéngend ist. O

3.3 Die Parametrisierung der hyberbolischen
Komponenten

Das néchste Lemma trifft eine strukturelle Aussage tiber den Connected-
ness Locus. Wir lassen den Beweis aus, da er unverdndert aus [CARL]
(Seite 127) tibernommen werden kann.

Lemma 3.3.1 Fircy € Cq habe das Polynom P, einen (super-)attraktiven
Zykel der Linge m. Dann ist co € C3. Es sei H die Zusammenhangs-
komponente von C3, die cy enthdlt. Dann hat P. fir alle c € 'H einen
(super-) attraktiven Zykel (z1(c), ..., zm(c)) der Linge m. Die Abbildung
c+— zj(c) hingt analytisch von c ab.
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Mit Lemma 3.3.1 konnen wir jetzt erkldren, was wir unter einer hyper-
bolischen Komponente verstehen. Der Name rechtfertigt sich aus der
Tatsache, dass fiir jeden Parameter ¢ aus einer solchen Komponente P,
ein hyperbolisches Polynom ist.

Definition 3.3.2 Die Zusammenhangskomponenten H aus Lemma 3.3.1
heiflen die hyperbolischen Komponenten von C4. Wir nennen ¢ € H einen
hyperbolischen Parameter.

Lemma 3.3.3 Es sei H wie in Lemma 3.3.1. Dann ist H einfach zu-
sammenhdngend.

Beweis: Die Polynome ),, aus Lemma 2.1.1 beschreiben die Iteration
des kritischen Punktes. Fiir sie gilt |@Q,(c)| < 6 auf dem Rand jeder hy-
berbolischen Komponente H. Falls H nicht einfach zusammenhéngend
ist, so folgt aufgrund des Maximumprinzips |@,(¢)| < 6 auch fiir jede be-
schréankte Komplementédrkomponente von H. Das ist ein Widerspruch. O

Es sei ¢ ein hyberbolischer Parameter und {z ..., z,—1} ein attraktiver
Zykel. Wir definieren die Multiplikatorabbildung p : H — C durch

ple) = (P) (20(c)). (3.7)

Aufgrund von Satz 2.1.4 ist die Definition der hyperbolischen Kompo-
nenten unabhéngig von der Wahl des Zykels (da auch mehrere attraktive
Zykel fiir einen Parameter ¢ auftreten kénnen). Dies gilt zunéchst nicht
fiir die Multiplikatorabbildung. Sie scheint abhéngig von der Wahl des
speziellen Zykels zu sein. Allerdings gilt das folgende Lemma.

Lemma 3.3.4 Die Multiplikatorabbildung ist wohldefiniert.

Beweis: Zu zeigen ist, dass p nicht von der Wahl des Zykels abhéngt. Da-
zu seien ¢ ein hyperbolischer Parameter und {zo, . .., zm—1} und {wp, . . . , Wy —1}
zwei verschiedene attraktive Zyklen von P.. Ohne Einschrinkung (Zykel
sind symmetrisch und fiir den Multiplikator ist es unerheblich, welcher

Zykelpunkt ausgewiihlt wird) sei zg = > g fiir ein 1 < j<d-1.Es
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gilt
m—1
(P") (20) = P(z)
3=0
m—1
= P(w;)
3=0
= (P")(wo),
da wegen P!(z) = (d+1)z? — ¢ auch P.(z;) = P/(w;) ist. O

Lemma 3.3.5 Die Multiplikatorabbildung p bildet eine hyberbolische Kom-
ponente eigentlich auf den Einheitskreis ab.

Beweis: Es sei H eine hyperbolische Komponente und {zo, ..., zm—1}
ein attraktiver Zykel der Lange m. Wir wenden den Satz iiber implizite
Funktionen auf

P'z)—2z=0 mit (P (20(c)) =1 #0

an. Lokal existiert also eine analytische Funktion ¢ — z(c), die einen
Parameter ¢ auf einen Zykelpunkt abbildet (vgl. Lemma 3.3.1). Dort,
wo (P?) (z) # 1 ist, ist die Multiplikatorabbildung p als analytische
Funktion erkldrt. Fiir ¢ € H ist z(c) wegen Lemma 3.3.1 Punkt eines

attraktiven Zykels. Folglich ist |p(c)| < 1 fiir ¢ € H.

Die Singularitdten von p sind die endlich vielen ¢ mit p(c¢) = 1. Fiir
¢ € OH ist |p(c)| = 1. Denn angenommen nicht, dann existiert eine Um-
gebung U eines Randpunktes mit |p(c)| < 1 fiir ¢ € U, was U C Cq4
und insbesondere U C ‘H hiefle. Folglich wird H von p eigentlich auf D
abgebildet, und der Rand von H ist eine algebraische Kurve. O

Um den Abbildungsgrad zu bestimmen, ist es niitzlich, die Polynome P,
durch ¢(z) = z¢ zu konjugieren, wie wir es in Kapitel 2.2 beschrieben
haben. Wir erhalten Polynome f. mit f.(z) = z(z — ¢)?. Der Connec-
tedness Locus und die hyperbolischen Komponenten bleiben in diesem
Fall (als geometrische Punktmengen) nach Satz 2.2.2 die gleichen. Die
Multiplikatorabbildung veréndert sich, steht aber in einem engen Zu-
sammenhang (siche Satz 3.3.9) mit der Multiplikatorabbildung fiir die
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Familie { P.}. Um zu unterscheiden, werden wir ab jetzt die Notation pp
und py verwenden.

Das folgende Lemma folgt aus Satz 2.2.2, und die Aussagen gelten analog
zu Lemma 3.3.1 und Lemma 3.3.5.

Lemma 3.3.6 FEs sei f. wie in Lemma 2.2.1. Dann ist Cq gerade der
Connectedness Locus der Familie {f.}, also die Menge der Parameter, so
dass J(fc) zusammenhingend ist. Ist H eine hyperbolische Komponente
beziiglich der Familie {P,}, so ist H auch eine hyperbolische Komponente
beziiglich der Familie {f.} (Zykellingen stimmen im allgemeinen nicht

iberein). Durch
prle) = (") (20(c))

wird die Multiplikatorabbildung definiert. Sie bildet H eigentlich auf den
Einheitskreis ab.

Satz 3.3.7 Der Abbildungsgrad der Multiplikatorabbildung p ist entwe-
der

o d, falls H =D, oder
e 1 sonst.

Beweis: Es sei ¢ € D. Dann gilt
£0)] = [(=1)%e!| = |e?] < 1.

Das heifit, dass 0 attraktiver Fixpunkt ist mit ps(c) = (—1)%?. Insbe-
sondere ist der Abbildungsgrad der Multiplikatorabbildung d.

Es sei H # D eine hyperbolische Komponente und ¢ € ‘H mit attraktivem
Zykel {zo,...,zm—1} der Linge m. Es seien Uy, . .., Up,_1 die Fatoukom-
ponenten, die die Zykelpunkte enthalten. Wir wéhlen die Indizes so, dass
zj € Uj, flir j = 0,...,m — 1 gilt. Weiter sei der freie kritische Punkt

ﬁ € Uy. Damit ist

fCIU()E?Ul undfC:UngjH mltj:].,,m

Es sei ¢ die Riemann-Abbildung, die die Fatouomponente Uy konform
auf den Einheitskreis abbildet, wobei sie durch ¢(zyp) = 0 normiert sei.
Damit ist

po filhop™!
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fir « € R ein Blaschke-Produkt vom Grad 2, welches 0 fixiert:

z4+ A

Ba(z) :=gpo fMop (z) = emzl e fiir |2] < 1. (3.8)
Fiir die Multiplikatorabbildung gilt
pi() = By(0) = ¢\, (3.9)

Abbildung 3.3: Zykel und Konjugation

Wir werden (3.9) jetzt umkehren, um zu zeigen, dass die Abbildung p
konform ist. Das heifit, fiir vorgebenes A\ € D suchen wir mittels quasi-
konformer Chirurgie ein Polynom aus der Familie {f.} mit attraktiven
Zykel und A als Multiplikator des Zykels. Diese Zuordnung wird stetig
sein. Daraus werden wir folgern, dass p umkehrbar und insbesondere
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eine konforme Abbildung ist. Die Idee dazu ist, das Polynom f. au-
Berhalb der Fatoukomponente, die den freien kritischen Punkt enthilt,
unveréndert zu lassen. Innerhalb dieser Komponente behalten wir den
Zykelpunkt bei, dndern aber seinen Multiplikator zu A. Der Zykel ist
damit weiterhin ein (super-)attraktiver Zykel gleicher Linge mit neu-
em Multiplikator. Dadurch entsteht lokal eine andere Abbildung, die wir
quasireguldr an die urspriingliche Abbildung f. ankleben werden.

Dazu sei zu vorgebenem A\ € D ein 1 > ¢ > 0 so grofl gewahlt, dass
|A| < 1—¢ ist. Weiter sei 1 —e < r < 1 so groB, dass der kritische Punkt

V1I=1)2 =1
$ c ]D)
A
von By in A, := {z € C: |z| < r} enthalten ist. Damit ist B} '(0A,)
eine Jordankuve mit

By'0A,) c{zeC:r<|z| <1}.
Wir setzen Ag := Uy N 7™ (¢~ 1(A,)) (siehe Abbildung 3.3). Es gilt

0 (A;) C A und f: Ag 21, o HA,).
Die Abbildung ¢y : Ag — B, '(A,) sei eine Abbildung mit folgenden
Eigenschaften:

m

o Auf 0Ay gelte By o px = @ o f', wobei der Zweig der Umkehr-
funktion von B) so gewiihlt wird (in Abhéingigkeit von \), dass @)
stetig in A ist.

o Auf o 1(A,) sei gy = .

o Auf Ag\ ¢ ' (A,) setzen wir ¢y als quasikonforme Abbildung fort,
so dass diese stetig von A\ abhéngt.

Dass dies moglich ist, zeigen wir in Lemma 3.3.8. Auf diese Weise er-
halten wir eine quasikonforme Abbildung ¢y : A9 — B;l(&«), die stetig
auf dem Rand von Ay ist. Diese Abbildung verwenden wir jetzt, um eine
weitere Abbildung zu erkldren, die wie f. aussieht, aber einen von uns
vorgegebenen Multiplikator besitzt. Dazu sei gy : C — C durch

) fe(2) ,z €C\ Ay
a(z) = {(fc_mﬂ oploBroga) (2) .2 € Ao (3.10)
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definiert. Wir wihlen fiir f7™"! immer die eindeutige Umkehrfunktion,
so dass Ag in U; abgebildet wird. Die Funktion g ist quasireguldr und
hiingt stetig von A ab. Sie ist analytisch in C \ Ag und in ¢~!(A,) und
der Kreisring Ag \ ¢~ 1(A,) ist nicht trivial. Fiir z € Ag \ =1 (A,) gilt
wegen (3.10)

g (z) = ST e o Baogy) (2)
@71 o BA o QO)\(Z)
N———

[SYANS
€ 8071(Ar)~

Dies bedeutet, dass dieser Kreisring unter Iteration nur einmal getroffen
wird, dass also gy* (Ao \ <p_1(Ar)) N Ao\ p~1(A,) = 0 gilt. Folglich ist

das ge-Lemma von Shishikura (siehe Abschnitt 1.4) mit E = Ay und
® = ¢, anwendbar: Es existiert eine quasikonforme Abbildung ¥, mit

Fy=Wyo0g,0W, " (3.11)

Die Abbildung F) ist eine analytische Funktion auf C. Wir normieren
die Abbildung ¥, so, dass

U5(0) =0 und ¥y(2) =z 4+ o(1) fiir z — oo

gilt. Dadurch ist ¥y eindeutig bestimmt. Die Funktion F) verhéalt sich
bei unendlich wie ¥y o f.(z)o \I//(l ~ 291 Also ist F ein Polynom vom
Grad d + 1.

Wir fassen einige Fakten zusammen:

e Es existiert ein (d — 1)-facher kritischer Punkt k(\) € C von Fj,
da f. einen (d — 1)-fachen kritischen Punkt besitzt.

] F)\(O) = \If)\ O gx 0‘11;1(0) = \I/)\(O) =0
e Fiir z — oo gilt Fi\(2) = 29! 4+ 0(1).

Da F)\ ein Polynom vom Grad d+1 ist, folgt aus den obigen Eigenschaften
die Darstellung

F(z) = 2(z — k(\)? = Troy(2).
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Es gehort F also wieder zur urspriinglichen Familie. Wir untersuchen
weiter, wie die Abbildung k& : A — k(A\) von A abhingt. Es hiingt gy
stetig von A ab, und daher folgt aus Shishikuras gc-Lemma, dass Wy
auch stetig von A abhéngt. Fiir ¢ # 0 gilt U (c) # 0. Wegen ¢ ¢ Ag (c ist
kritischer Punkt, der unter f. stets in den Fixpunkt 0 abgebildet wird)
gilt ga(c) = fc(c) = 0. Damit folgt aus

Ua(0) (Tale) = kW) = (fan © Ta) (0)
= (¥rogy)(c)
= U(felc))
= 0,

dass k(A) = Uy (c) ist (c € Ag). Insbesondere hiingt k stetig von A ab.

Die dynamischen Eigenschaften haben sich von gy auf fy(y) iibertra-
gen. Denn es gilt fiiy)(z) = z genau dann, wenn g}’ (w) = w mit w =
\I//(l(z) Wir berechnen den Multiplikator des Zykels von f(y). Dabei

sei zg ein Zykelpunkt von fj(y) und wo = W;l(zo). Wir erhalten nach
Kettenregel

() o) = W5 (g (v o) LB L2 0D

= (g

Nach Konstruktion ist der Multiplikator des attraktiven Zykels von gy
gerade A. Fiir die Multiplikatorabbildung folgt die bemerkenswerte For-
mel

pr (k(N) = A.

Wir wissen jetzt, dass

1. py : H — D eigentlich abbildet, und

2. k: D — H stetig ist.

Behauptung: In D existiert eine Umkehrfunktion p}l von py.
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Beweis: Es sei A € D beliebig. Wir wéhlen eine offene Umgebung U C 'H
von k(A). Es sei V' die Komponente des Urbilds von U unter k, die A
enthélt. Da k stetig ist, ist sie offen. In V' definieren wir (formal) p}l :
V — U durch p}l()\) = k(A). Dann gilt pf(p;l()\)) = ps(k(N) = A, was
die Behauptung beweist.

Wie in Satz 3.2.1 folgt aus dem Maximumsprinzip, dass jede hyperboli-
sche Komponente H einfach zusammenhéingend ist. Das heifit, die Mul-
tiplikatorabbildung ist eine eigentliche Abbildung eines einfach zusam-
menhingenden Gebietes auf den Einheitskreis und ist in jedem Punkt
A € D umkehrbar. Also ist py konform. O

Lemma 3.3.8 Mit den Bezeichnungen aus dem Beweis von Satz 3.5.7
existiert eine quasikonforme Abbildung oy mit ¢y : Ag — B;l(Ar).

Beweis: Auf dp~1(A,) und dA, sind die Randwerte vorgegeben. Wir
konstruieren einen orientierungserhaltenen Diffeomorphismus von Ag \
e~ HA,) auf B;l(AT) \ A,, der eine stetige Fortsetzung von ¢ ist und
auf 0Ag die vorgegebenen Randwerte annimmt.

Dazu sei ® eine konforme Abbildung mit
d: A\ 1(A) = {z€C:1<|z| <R}
und ®, eine konforme Abbildung
Oy BIHA)\A, » {zeC:1< 2] < Ry}

Da die Rénder der Kreisringe aus analytischen Jordankurven bestehen,
konnen wir aufgrund des Spiegelungprinzips die Abbildungen konform
iiber sie hinaus fortsetzen. Insbesondere sind die Abbildungen ® und @
auf den Réandern der Kreisringe definiert.

Fiir z = re'® € {z € C: 1 < |2| < R} definieren wir ¢, durch
oxa(z) =rfexpi r—la +R_Ta
Palz) = p R_12TgRr_1%)-
Dabei ist a; = Arg Wy (p(® 71 (e'))) und ag = Arg @y (pr(® 1 (Re'))
1ogR)\ .
. Die Ab-

log R
bildung ¢, ist nach Konstruktion im Kreisring {z € C : 1 < |z| < R}

(pa ist auf dem Rand von Aj vorgegeben) sowie p =
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=
= ////////
.

-
=

Abbildung 3.4: Schematische Darstellung. Auf dem roten Bereich ist die
Abbildung konform. Im griinen Bereich wird sie durch ¢, quasikonform
verklebt.

eine C*°-Abbildung, injektiv und, da die Randwerte durch orientierungs-
erhaltende Abbildungen vorgeben wurden, orientierungserhaltend. Nun
erkliaren wir ¢ fiir z € Ay durch

o(2) 2 €91 (A,)
O (A (R(2) Lz € Ao\ (A).

Die Abbildung ¢, ist stetig, injektiv und orientierungserhaltend. Weiter
ist sie fast iiberall C*°, da dp~'(A,.) eine analytische Kurve (und damit
eine Nullmenge in C ist) ist. Die Abbildung ¢, kann durch Spiegelung an
den Kreisen quasikonform fortgesetzt werden. Insbesondere ist dadurch
der Beltrami-Koeffizient von ¢, in {z € C : 1 < |z| < R} durch eine
Konstante beschrinkt. Also ist ¢, eine quasikonforme Abbildung in Ag.
O

pa(z) =
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Satz 3.3.9 Es seien P. das Polynom aus (2.2) und f. das durch (2.5)
konjugierte Polynom. Weiter sei H # D eine hyberbolische Komponen-
te. Fiir c € H sei k die Anzahl der kritischen Punkte von P,, die ein
attraktiver Zykel anzieht. Dann gilt fir die Multiplikatorabbildungen pp
und py

PP = (Pf)k-

Beweis: Es sei {z1,..., 2} ein attraktiver Zykel der Linge m von P..
Aus der Konjugation (2.5)

folgt sofort
(P (2))" = f (%) (3.12)
und damit
A = (P ()" = £ () -

Aus Satz 2.2.3 folgt, dass {z{,...,2%} ein Zykel der Linge n = % von

fe ist. Differenzieren nach z von (3.12) liefert
d (P ()" (P (2) = d=" (f) ().

Setzen wir nun z = z1, so folgt
— nk
(P ()"
PP(C)CzT = H fé(zf)-
1 j=1

Insgesamt folgt

k

pr(e) = | TLEED | = (s
O

Fiir eine hyperbolische Komponente H # D gilt py : H D wegen
Satz 3.3.7. Deshalb existiert genau ein ¢y € H, so dass f., einen supe-
rattraktiven Zykel besitzt. Somit ist aber auch pp(c) = 0 genau dann,
wenn ¢ = ¢ ist.



Seite 54 Die Parameterebene

Korollar 3.3.10 Es seien die Bezeichnungen wie in Satz 3.3.9. Die
Multiplikatorabbildung pp ist eine eigentliche Abbildung vom Grad k auf
den Einheitskreis. In jeder hyberbolischen Komponente gibt es genau ein
¢, so dass der attraktive Zykel superattraktiv ist.

Wie im Falle der klassischen Mandelbrotmenge oder anderer Ein-Parameter-
Familien wissen wir nicht, ob die Vereinigung aller hyperbolischen Kom-
ponenten genau das Innere des Connectedness Locus ist. In der Arbeit

[McM1] bewies McMullen, dass, falls die Bifurkationsmenge (in unserem
Fall ist die Bifurkationsmenge 9C4) nicht leer ist, dann sind quasikonfor-
me Kopien vom Rand der Mandelbrotmenge (genauer: die Bifurkations-
mengen der Familien {z" + ¢} mit n > 2 fest) in der Bifurkationsmenge
enthalten. Diese liegen sogar dicht im Rand. Da die Bifurkationsmenge
von {P,} nicht leer ist, sind auch hier solche Kopien enthalten. Die obi-
gen Abbildungen sind Ausschnittsvergéferungen (jeweils etwa um den
Faktor 10°) von C3 und Cy, die diese Aussage verdeutlichen.

In dieser Arbeit wurde ebenfalls bewiesen (dies war allerdings ein schon
bekanntes Ergebnis), dass die Hausdorffdimension einer nicht leeren Bi-
furkationsmenge immer maximal ist. Das heifit, dass die Hausdorffdi-
mension von dCq gerade 2 ist.

3.4 Die Greensche Funktion von C\C,

In Satz 3.2.10 haben wir gezeigt, dass C\ C,4 einfach zusammenhéingend
ist. Also existiert die Riemannabbildung ¢ : C\ Cy ¢ \
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overlineI D (bei co durch ¢(z) ~ z normiert). Die Greensche Funktion
von C\ Cq mit Pol in oo ist dann durch G(c) = log|¢(c)| gegeben.

Da wir keine Entwicklung fiir ¢ kennen, werden wir in diesem Abschnitt
einen alternativen Beweis fiir die Existenz von G angeben. Als weitere
Anwendung bestimmen wir die logarithmische Kapazitéit von Cgy.

Zuniéchst schopfen wir das Gebiet C\ Cy4 aus.

Lemma 3.4.1 Fiir die Polynome Q,, aus Lemma 2.1.1 sei A,, := {c €
C: |Qn(c)| > 6}. Dann gilt

1. Fir jedes n € N ist A,, ein Gebiet,

2. A, C A1, und

3. C\Cqs= U An.

neN

Beweis: Offenbar ist A,, offen. Wie in Satz 3.2.1 folgt aus dem Maxi-
mumprinzip der Zusammenhang von A,,.

Es sei ¢ € A,,. Dann ist aufgrund der Definition von A,, auch |Q,(c)| > 6
(Induktionsanfang). Es folgt (Induktionsschritt)

Q@] = 717 Q[ @u(e)* ~ 1]
> 10u(O)] [(@u() 1
67 — 1
= 6d+1
> 6.

Somit ist 2. gezeigt.

Damit ist A, € C\C4. Falls ¢ € C\C, ist, folgt |Q;(c)| — oo fiir j — oco.
Also existiert ein n € N mit c € A,,. O

Mit den Polynomen @,, erhalten wir nun fiir jedes A,, eine Darstellung
ihrer Greenschen Funktion. Ab jetzt setzen wir die Greenschen Funk-
tionen stets durch 0 in C\ A,, fort. Die Folge dieser Funktionen ist
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gleichméBig konvergent. Die Greensche Funktion von C C C4 ist dann
die Grenzfunktion dieser Folge.

Im Folgenden werden wir wieder von den in Lemma 2.1.1 definierten
Polynomen @,, Gebrauch machen.

Lemma 3.4.2 Die Greensche Funktion g, fir A, mit Pol in oo ist
durch

Qn(c)
6

1
gn(c) = i 1og’
gegeben, wobei d, = degQ,, ist.

Beweis: i) Die Funktion g, ist harmonisch in A4,,, da @, # 0 in A, ist.

ii) Wir zeigen, dass g, (c) — log(c) fiir ¢ — oo beschrinkt ist. Aus

1 Qn(c
i) —toglel = - (1029 — 4, tog

1 Qn(c)

= — (1 —1
8 ("g ] °g6>
1 ag,ct + -+ ag

= — (1 n — log 6
d, (Og ] % )

folgt Jim (5, (c) ~log ) = - (1o ).
n

iii) Da |@Qn(c)| in C stetig ist, folgt lig}4 |Qr(c)| = 6, also insbesondere
gn(c) — 0 fiir ¢ € A,, und ¢ — 0A,. ! O

Lemma 3.4.3 Die Folge (g,,) konvergiert lokal gleichmdfig in C\Cy.

Beweis: Wir untersuchen zunéchst die Differenzen g, 11 —g,. Fiirc € 4,
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gilt
gn+1(C) - gn(c) = d”+1 log ‘ QnJ%I (C) . il o QnG(C)
_ 1e(Qn (€)1 = cQn(c)] G
dnt1 8 d+1 |(Qn(c))d+1+ﬁ|
: < ) e
R log(<d“ o IQn(C)|d+flln>6 )
<

1 | le| '\ na
1 = +1
o1 ((6(d+1) it )0
=C

wobei C' eine von n unabhiingige Konstante ist. Aus der geometrischen
Summenformel folgt nun

= C

dn+k+1

oo
Z Intkt1(¢) = gnin(c) <
k=0

k=0

= kz d+1n+k

¢
d+1)—d

Fiir eine beliebige kompakte Menge K C C \ C4 existiert wegen Lemma
3.4.1 ein n € Nmit K C A,. Fiir c € K gilt dann

9(c) N <9n+1 + Zgn+k+1 gn+k(c)>

Qn 1 C
(d+1)"'d

IN

_|_

n+1
log MK C
doyr | (d+ 1) 1d

mit Mg = max{|@Qn+1(c)| : ¢ € K}. Also konvergiert die Folge (gn)
gleichmiflig auf jeder kompakten Teilmenge K. Insbesondere ist sie lo-
kal gleichméBig konvergent in C. O
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Satz 3.4.4 Die durch G(c¢) = lim g,(c) definierte Funktion G ist die
Greensche Funktion von C\Cyq mit Pol in cc.

Beweis: Aufgrund des Maximumprinzips gilt g, < gn4+1. Mit Lemma
3.4.2, Lemma 3.4.3 und dem Harnackschen Prinzip (siehe [AHL]) ist g
entweder harmonisch oder konstant unendlich.
Wir zeigen, dass g(c) — 0 fiir ¢ — dC\Cy gilt. Damit ist dann g # oo,
und der Satz ist bewiesen.
Es sei n(c) :=max{n € N:c ¢ A, }. Wegen A,, C A,,+1 (Lemma 3.4.1)
gilt n(c) — oo fiir ¢ — AC\Cy. Fiir ¢ € C\Cy und |¢| < 6 mit n = n(c)
gilt |Qr(c)| <6 < |Qnt1(c)| und die Abschéitzung

¢ d
2 (Qul)

Wie im Beweis von Lemma 3.4.3 gilt

1
+ eQn(c)] < ——69T1 462 = K.

Qo) < | o

9(0) = gn11() + D (Gntrt1(6) = sk ()
k=1

L 1
— 10,
dn+1 &

K c
6| dd+1)T

Fiir ¢ — 0Cy4 gilt nun n — oo. Aus Lemma 2.1.1 folgt die Behauptung. O

IN

_|_

_ logd

. Di
11 e

Satz 3.4.5 Die Robinsche Konstante von C\Cd sty =

logarithmische Kapazitit ist CapCq = AT |

Beweis: Die Robinsche Konstante fiir A,, ist durch

Qn(c) 1 lan|
_1 — oo 2!
49| rog(e) = - 10s 1%

Y = lim o log

gegeben, wobei Q,,(c) = a,c? +- - - ist. Da die Folge g, lokal gleichmiflig
gegen G konvergiert, gilt

v o= lim ,

n—oo

d
= log d — log d.
dt+1 808

Es gilt CapCy = e77. O
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