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Einleitung

In der Natur, der Technik und im Alltag gibt es zahlreiche Beispiele fiir Stromungsvor-
gange:

e meteorologische Vorginge wie Regen, Wind und Gezeiten,
e der Blutkreislauf im menschlichen Korper,

e Luftstrome um ein Auto,

e Vorginge in chemischen Reaktoren,

e Klimaanlagen in Biiros.

Die Untersuchung von Stromungsvorgidngen spielt in vielen Bereichen von Wissenschaft
und Industrie eine wichtige Rolle. So ist zum Beispiel beim Entwurf eines Autos der
Luftwiderstand von besonderem Interesse, da dieser direkten Einfluss auf Geschwindig-
keit und Verbrauch hat. Untersuchungen in Windtunnel sind jedoch sehr kostspielig. Um
Kosten zu reduzieren, werden erste Prototypen in einem virtuellen Windkanal getestet.
Die Luftstromung um das Auto wird numerisch simuliert. Abbildung 1 zeigt ein Beispiel
fiir ein reales Experiment. Abbildung 2 zeigt eine Visualisierung einer 2-dimensionalen
numerischen Simulation.

Allgemeine Stromungen lassen sich mathematisch durch die kompressiblen Navier-
Stokes-Gleichungen beschreiben. Das Programmpaket FEATFLOW ermdglicht die nu-
merische Losung der inkompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen in 2D und 3D. Diese

Abbildung 1: Auto im Windtunnel. Quelle: WikiCommons [58|
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Abbildung 2: 2-dimensionale Simulation eines Autos im Windtunnel

werden in Zeit und Ort diskretisiert. Die Ortsdiskretisierung erfolgt mittels der Fini-
te Elemente Methode. In FEATFLOW werden hierzu Vierecks- bzw. Hexaederelemente
verwendet. Auftretende lineare Gleichungen werden mit Hilfe eines Mehrgitterverfahrens
gelost. Als Konsequenz ergibt sich, dass das Strémungsgebiet durch eine Hierarchie von
Vierecks- bzw. Hexaedergittern diskretisiert werden muss. Um eine gute Approximation
des Gebiets zu gewihrleisten, miissen die Randecken der Gitter auf dem Rand des Gebiets
liegen. In FEATFLOW wird eine Gitterhierarchie durch eine Kombination von gleich-
maéakiger Unterteilung und Randanpassung erzeugt. Zu einem gegebenem Gitter wird das
nichst feinere Gitter konstruiert, indem jedes Element des Gitters gleichméfig unter-
teilt wird. Neu erzeugte Randecken miissen auf dem Rand des Stromungsgebiets platziert
werden. Durch mehrfache Wiederholung dieser Schritte erhélt man eine Gitterhierarchie.
Insbesondere fiir 3D-Geometrien stellt die Randanpassung eine grofse Herausforderung
dar. Anfangs war es in FEATFLOW nur méglich, die Geometrie mittels einer Fortran-
Funktion analytisch zu beschreiben. Entsprechendes galt fiir die Randanpassung. Neuere
Entwicklungen [22], [38] erméglichen es, die Geometrie durch eine Triangulierung zu be-
schreiben. Zwei verschiedene Verfahren zur Diskretisierung solcher Geometrien wurden
implementiert. Das erste Verfahren beruht auf Projektionen. Das zweite Verfahren ist
eine Kombination aus Gitterdeformation und Projektion.

Jedoch sind Triangulierungen lediglich Approximationen des Stromungsgebiets. Die Ap-
proximationsgiite der erzeugten Hexaedergitter ist maximal so gut wie die der Triangu-
lierungen. In der Industrie werden als Standard zur Beschreibung von Geometrien die
sogenannten NURBS-Flidchen (Non Uniform Rational B-Splines) verwendet. Das Ziel
meiner Arbeit ist die Entwicklung und Implementierung eines Verfahrens zur Erzeugung
einer Hierarchie von Hexaeder-Gittern beziiglich einer durch NURBS-Fléchen beschrie-
benen Geometrie. Hierbei werden Randpunkte exakt auf den NURBS-Flédchen platziert.
Die Grundlage hierfiir bildet das Verfahren von Samareh-Abolhassani und Stewart [45]
heraus. Der Rand des Stromungsgebiets wird durch mehrere parametrisierte Flichen
beschrieben. Die Flichen werden zu einigen wenigen Fliachenverbdnden zusammenge-
fasst. Zu jedem dieser Verbiande wird jeweils eine globale Parametrisierung erzeugt. Die
Unterteilung einer Randkante oder eines Randvierecks eines gegebenen Gitters erfolgt
dann direkt im globalen Parameterbereich. Eine nachtrigliche Randanpassung ist nicht
mehr notig. Jedoch werden bei diesem Verfahren stark einschrinkende Bedingungen an
die gegebenen Flichenverbinde gestellt. Die Flichen eines Verbandes miissen wie in ei-
nem regelméfigem Gitter angeordnet sein und jede einzelne Fliche muss die Form eines
gekrimmten Vierecks haben. In der Regel geniigen durch NURBS-Fléchen beschriebene
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Einleitung

Geometrien nicht diesen Bedingungen. Die Flidchen sind getrimmt, d.h. sie enthalten
Lécher und ihre Rénder sind beschnitten. Sie sind nicht in einem Gitter angeordnet.
Das in dieser Arbeit entwickelte Verfahren unterliegt diesen Einschrinkungen nicht. Die
einzelnen Fléchen diirfen getrimmt sein und an die Topologie der Geometrie werden
keine besonderen Bedingungen gestellt.

Im ersten Kapitel werden zunéchst die inkompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen
kurz vorgestellt. Es folgt eine Erlduterung wie diese numerisch gelost werden. Das in
FEATFLOW favorisierte Zeitdiskretisierungsverfahren ist das sogenannte Zwischenschritt-
f-Verfahren. Die Diskretisierung im Ort erfolgt mit Hilfe der Finite Elemente Methode.
Geschwindigkeit und Druck werden durch einen endlichdimensionalen Funktionenraum
approximiert. Dazu wird das Rannacher-Turek-Element verwendet [44]. Nach erfolgter
Diskretisierung erhilt man ein gekoppeltes, nichtlineares Gleichungssystem. Da Mehr-
gitterverfahren eine wichtige Rolle zur Losung dieses Gleichungssystems spielen, werden
diese in einem eigenen Abschnitt ausfiihrlich erldutert. Abschliefend wird beschrieben,
welche Verfahren zur Erzeugung von hierarchischen Hexaeder-Gittern in FEATFLOW
bereits existieren. Hierbei wird insbesondere auf die Verfahren von Godekke, Miemczyk
eingegangen.

Kapitel 2 befasst sich mit der Darstellung von Kurven und Flichen. Zunéchst werden
einige elementare Begriffe der Differentialgeometrie, wie z. B. Isometrie, erlautert. An-
schlieftend wird der Begriff der Triangulierung definiert, welcher in der gesamten Arbeit
eine wichtige Rolle spielt. Es folgt die Definition von NURBS-Kurven und -Flachen.
Es wird gezeigt, das mit diesen beliebige Strémungsgebiete beschrieben werden kénnen.
Dies erfolgt mit Hilfe eines Boundary Representation Model. Abschliefend werden die
wichtigen Begriffe Geometrie und Fléachenverband definiert.

Das dritte Kapitel gibt einen reprisentativen Uberblick iiber Verfahren zur Erzeugung
von Dreiecks- und Vierecksgittern auf parametrisierten Oberflichen. Die meisten dieser
Verfahren sind Modifikationen bekannter Verfahren zur Gittererzeugung fiir planare Ge-
biete. Zwei wichtige Gruppen von planaren Gittergenerierungsverfahren sind Delaunay-
Verfahren und Advancing-Front-Verfahren. Die Verfahren zur Erzeugung von Gittern
auf Oberflachen lassen sich grob in zwei Kategorien einteilen. Parameterraumverfahren
erzeugen zunichst ein Gitter im Parameterraum und bilden dieses, mit Hilfe der ge-
gebenen Parametrisierung, auf die Oberfliche ab. Direkte 3D-Verfahren erzeugen das
Gitter direkt auf der Oberfliche ohne den Umweg {iber den Parameterraum. Die meis-
ten der untersuchten Verfahren erzeugen Dreiecksgitter. Es existieren Techniken zur
Umwandlung eines Dreiecksgitters in ein Vierecksgitter, jedoch liefern diese in der Regel
unbefriedigende Ergebnisse. Dariiber hinaus ist fast keines der untersuchten Verfahren
darauf ausgelegt eine Hierarchie von Gittern zu erzeugen. Die einzige Ausnahme bildet
das bereits erwithnte Verfahren von Samareh-Abolhassani und Stewart [45].

Das neue Verfahren wird in Kapitel 5 vorgestellt. Es ist eine Erweiterung des Verfahrens
von Samareh-Abolhassani und Stewart. Das Stromungsgebiet wird durch eine Menge
von NURBS-Fléchen beschrieben. Hierbei werden keine Bedingungen an die Flidchen
gestellt. Sie diirfen getrimmt sein und Locher enthalten. Die Fliachen werden zu Fl&-
chenverbinden zusammengefasst. Die Struktur eines Flichenverbandes muss dabei nicht
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der eines regelmifiigem Gitters entsprechen. Zu jedem Verband wird eine globale Para-
metrisierung mit einem konvexen Parameterbereich erzeugt. Dazu wird dieser zunéchst
durch eine Triangulierung approximiert. Zu dieser wird eine Parametrisierung erzeugt.
Durch Komposition der Parametrisierung der Triangulierung und der Parametrisierung
der einzelnen NURBS-Flichen erhilt man die globale Parametrisierung des Flichen-
verbandes. Die Verfeinerung von Randkanten und Randvierecken eines Gitters erfolgt
dann im globalen Parameterbereich des entsprechenden Flichenverbandes. Dies ist pro-
blemlos moglich, da der Parameterbereich konvex ist. Um eine gute Approximation des
Stromungsgebiets zu garantieren ist es notig, die Ecken des Gitters nicht nur an die Fla-
chen der Geometrie anzupassen, sondern auch an die Kanten der Flachen. In den bisher
verwendeten Verfahren zur Randanpassung ist dies nicht moglich. Im neuen Verfahren
werden dazu die Kanten der Geometrie zu Kurvenverbinden zusammengefasst und fiir
jeden dieser Verbénde eine globale Parametrisierung erzeugt. Liegt eine Hexaederkante
auf einem Kurvenverband, dann wird diese im globalen Parameterbereich unterteilt und
die neu erzeugte Ecke liegt ebenfalls auf dem Kurvenverband.

In Kapitel 4 wird erliiutert wie eine Triangulierung im R? auf eine planare Triangulierung
im R? projiziert wird. Dazu wird eine stiickweise lineare Projektion konstruiert. Diese
ist eindeutig durch die Projektion der Ecken der Triangulierung, den sogenannten Pa-
rameterwerten, bestimmt. Zuerst werden die Parameterwerte der Randecken bestimmt.
Damit die Projektion garantiert injektiv ist, ist es notwendig, dass diese ein konvexes Po-
lygon bilden. Ublicherweise werden die Randecken mittels des univariaten Federmodells
auf den Rand eines Kreises oder Vierecks projiziert. Da diese Methode die Topologie der
Triangulierung ignoriert, kann dies zu einer schlechten Parametrisierung fiihren. Fiir den
speziellen Fall einer Triangulierung, welche einen Flachenverband approximiert, wurde
von mir eine neue Form der Randparametrisierung entwickelt. Diese erzeugt garantiert
ein konvexes Polygon und bezieht die Topologie des Flachenverbandes mit ein. In einem
zweiten Schritt werden die Parameterwerte der inneren Ecken bestimmt. Dies erfolgt mit
Hilfe der Mittelwert-Projektion. Diese gehort zu der Klasse der Konvex-Kombinations-
Projektion. Unter der Voraussetzung, dass der Rand der Triangulierung auf ein konvexes
Polygon projiziert wird, erzeugt die Mittelwert-Projektion garantiert eine injektive Pro-
jektion. Des Weiteren besitzt diese die sogenannte Reproduktionseigenschaft. Diese ga-
rantiert, dass eine planare Triangulierung durch die Projektion nicht gedndert, sondern
reproduziert wird. In der Regel werden nicht planare Triangulierungen durch Projek-
tionen mit der Reproduktionseigenschaft wenig verzerrt. Dies fiihrt im Allgemeinen zu
guten Parametrisierungen. Zusatzlich werden das bivariate Federnmodell und die harmo-
nische Projektion vorgestellt. Beide sind Konvex-Kombinations-Projektionen. Die erste
Projektion ist garantiert injektiv, aber besitzt nicht die Reproduktionseigenschaft. Die
zweite Projektion besitzt die Reproduktionseigenschaft, ist aber nicht immer injektiv.
Zum Abschluss werden in Kapitel 6 zwei numerische Experimente prisentiert. Im ersten
Beispiel wird eine Stromung durch ein T-Stiick simuliert. Das zweite Beispiel ist ein aus
zwei Zylindern bestehendes, schwebendes Kreuz in einem Windtunnel. Mit dem neuen
Verfahren wurde eine Hierarchie von vier bzw. fiinf Gittern erzeugt. Es ergaben sich Git-
ter von sehr guter Qualitit. Als Qualitdtsmals wurde die skalierte Jacobi-Determinante
verwendet. Die hierfiir benotigte Zeit betrug in beiden Fillen weniger als eine Minu-
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te. Die Stromungssimulationen verliefen stabil und mit sehr guten Konvergenzraten des
verwendeten Losers. Die erzielten Resultate stimmen mit den Erwartungen iiberein.



1 Numerische Simulation von
Stromungsvorgangen

1.1 Notation

Im Folgenden werden noch einige grundlegende Definitionen eingefiihrt. Es seien m,n €
N. Die Elemente des R™ werden als Spaltenvektoren

I
x=1|:1, z,....,2,€R

Tn

aufgefasst. O steht fiir den Nullvektor (0,...,0)". Mit (-,-) wird das kanonische Skalar-
produkt des R™ bezeichnet. || - ||o steht fiir die zugehorige Norm.
Die Ableitung einer differenzierbaren, vektorwertigen Funktion

'y R — R”
1l — f(o)

wird mit f bzw. %f bezeichnet.
Die Komponenten einer Abbildung

'y R™ — R7
N x= (21,70t = f(x)

werden mit fi,..., f, gekennzeichnet. Mit f£(¢—) bzw. f(¢+) wird der linksseitige bzw.
rechtsseitige Grenzwert von f in ¢ € R bezeichnet. Ist f differenzierbar, so stehen die
Symbole

0 0

—f, ..., —f S P
axlﬂ 7axm bZW Tl ) T

m

fiir die partiellen Ableitungen von f bzgl. z1,..., z,,. Der Allquantor wird durch Klam-
mern reprisentiert. Entsprechend bedeutet (z € R) fiir alle z aus R.

1.2 Computational Fluid Dynamics

Um einen Stromungsvorgang durch ein mathematisches Modell zu beschreiben, wird zu-
néichst das Gebiet, welches von dem Fluid durchstromt wird, definiert. Dies kann durch
analytische Funktionen, parametrisierte Flichen oder Triangulierungen geschehen. Im



1 Numerische Simulation von Strémungsvorgingen

Beispiel eines Autos in einem Windtunnel wére dieses Gebiet das Differenzvolumen zwi-
schen Auto und Tunnel. Des Weiteren muss der Strémungsvorgang selbst mathematisch
modelliert werden.

Das Verhalten von stromenden Fluiden (engl.: Fluid Dynamics) wird durch drei Ge-
setze bestimmt

e das Newtonsche Bewegungsgesetz,
e das Masseerhaltungsgesetz,

e das Energieerhaltungsgesetz.

Diese Gesetze lassen sich in einem System partieller Differentialgleichungen ausdriicken.
In ihrer allgemeinsten Form bezeichnet man diese als kompressible Navier-Stokes-
Gleichungen. Die analytische Losung dieser Gleichungen ist in hohem Mafse komplex
und gelingt nur in wenigen Spezialféillen. Stattdessen diskretisiert man die Navier-Stokes-
Gleichungen in Raum und Zeit und 16st diese numerisch. In diesem Falle spricht man von
Numerischer Simulation von Stromungsvorgingen. Der englische Begriff hierzu
ist Computational Fluid Dynamics (kurz CFD). Der Vorteil des CED ist, dass man
kostengiinstig und schnell eine qualitative Untersuchung von Strémungsphdnomenen
durchfiihren kann. Eine quantitative Bestimmung von Grofen, wie z. B. dem Luftwi-
derstand, ist nur bedingt moglich. Um auch kleine Details des Strémunsgebietes in der
Simulation zu erfassen, ist eine sehr feine Diskretisierung dieser Details notwendig. Die
Leistungsfihigkeit heutiger Rechner reicht noch nicht aus, die zugehorigen numerischen
Probleme in angemessener Zeit zu losen. Es ist notwendig, neue numerische Verfah-
ren zu entwickeln, um den Berechnungsprozess zu beschleunigen und die Qualitit der
Ergebnisse zu verbessern.

1.3 FEATFLOW

FEATFLOW |[3] ist ein Programmpaket zur numerischen Losung der inkompressiblen
Navier-Stokes-Gleichungen in 2D und 3D. FEATFLOW wurde unter der Leitung von
Professor Turek entwickelt und wird stindig erweitert.

Um die Navier-Stokes-Gleichungen zu vereinfachen, wird das Energieerhaltungsgesetz in
FEATFLOW nicht beriicksichtigt. Zusétzlich wird angenommen, dass ein inkompres-
sibles Fluid vorliegt, d.h. die Dichte des Fluids &ndert sich unter Druckeinfluss nicht,
sondern bleibt konstant. Gase bei niedriger Geschwindigkeit und die meisten Fliissigkei-
ten konnen als inkompressibel betrachtet werden. Diese Vereinfachungen fiihren zu den
sogenannten inkompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen.

Der Bereich, in dem die Stromung untersucht wird, wird als Gebiet 2 C R"™, n € {2, 3},
aufgefasst. Der Beobachtungszeitraum entspricht dem Zeitintervall [0,7], T € R*. Die
zu bestimmenden Grofen sind das Geschwindigkeitsfeld des Fluids

fexern - m
(w1, )T = u(Ty, T, t)



1.4 Numerische Losung der Navier-Stokes-Gleichungen

sowie die Druckverteilung

Q@ x (0,17 — R
(2,2, )T = p(T, . T, t)

p entspricht hierbei dem beziiglich der Dichte p normalisierten Druck P, d.h. es gilt
p = %. Die Variablen x = (x1,...,7,)" bzw. t heifen im Weiteren Ortskoordinaten
bzw. Zeitparameter.

Vorgegeben werden die kinematische Viskositit v € R sowie ein Kraftfeld f : Qx[0,7] —
R", welches die duferen Krifte beschreibt, denen das physikalische System unterliegt,
wie z. B. die Erdanziehungskraft oder ein magnetisches Kraftfeld. Zusétzlich werden noch
vom jeweiligen Strémungsproblem abhingige Anfangs- und Randbedingungen fiir u bzw.
p angegeben. Die inkompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen haben dann die Form

a—u—leu%—(u-V)u%—Vp:f, in 2 x (0,77, (1.1)

ot
V-u=0, in Q x (0,7, (1.2)

und bilden ein gekoppeltes System partieller Differentialgleichungen zweiter Ordnung.
Gleichung (1.1) heift Impulsgleichung. Gleichung (1.2) nennt man Kontinuititsglei-
chung. Der Ausdruck (u- V)u heifst Konvektionsterm und hat die Form

& 0
(u-Vi)u= ;uZ8—xlu

Den Ausdruck —rAu nennt man Diffusionsterm. Im Folgenden wird erldutert, wie
dieses System numerisch gelost wird.

1.4 Numerische Losung der
Navier-Stokes-Gleichungen

Um die Navier-Stokes-Gleichungen numerisch zu l6sen, werden diese in der Zeit und im
Ort diskretisiert.

1.4.1 Diskretisierung in der Zeit

Das in FEATFLOW favorisierte Zeitdiskretisierungsverfahren ist das sogenannte Zwi-
schenschritt-0-Verfahren, welches hier kurz vorgestellt wird. Eine detaillierte Be-
schreibung dieses Verfahrens findet sich in [43] und [59].

Gegeben seien ein Gebiet Q C R™, n € {2,3}, und ein Zeitintervall [0, 7], T € R*, sowie
Funktionen f : Q x [0,7] — R™, ug :  — R"™. Weiter sei D ein Differentialoperator
beziiglich der Ortskoordinaten x1, ..., z,.

Gesucht ist eine Losung der partiellen Differentialgleichung

%u—l—Du:f, in 2 x (0,77,
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mit der Anfangsbedingung
u = uy, fiirt =0,

sowie geeigneten Randbedingungen. Hierbei ist D nichtlinear, hingt insbesondere von u
ab.

Dazu wird der Operator D in eine Summe von zwei Differentialoperatoren Dy, D, zerlegt.
Eine mogliche Zerlegung ist

D:Dl—i‘DQ:OéD—i‘ﬂD,

mit a, 3 € R, a + 3= 1.
Das Zeitintervall [0,7] wird in N € N Teilintervalle [t;, t;11], i = 0,..., N — 1, zerlegt,
mit

ti <tiy1,0=0,...,N—1,
tozo,tN:T.

Fiir ein 6 € (0,0.5) und At; = t;,1 —t; bezeichne u’, u*?, v *1=¢: Q - R" i =0,..., N,
Funktionen, welche u zu den Zeitpunkten ¢;, t; + 0At;, t; + (1 — 0)At; approximieren.
Entsprechend steht f?, £+¢ £ +1-9 fiir die Funktion f, ausgewertet in den Zeitpunkten
ti, ti + 0AL;, t; + (1 — 0)At,.

Ist u’ gegeben, so wird u*! bestimmt, indem folgende drei Differentialgleichungen nach-

einander gelost werden
wt — ‘ , ,
—gar ToDuT=f - D,

i+1-0 _ qito

u 1 i1 i
[ apyar, TADWTT = £ - aDut,
A i+1—6

u +1 Q_Al: +1 " aDui—f—l _ fi—}—l—@ o 6Dui+1_9.

Fasst man die Zwischenschritte t; — t; + 0At ... als jeweils eigenstidndige Zeitschritte
t; — t;11 auf, so ist in jedem Zeitschritt ein Problem der folgenden Form zu 16sen.

Gegeben seien die Funktion u' : Q — R™ und Parameter v(tii1), 71(tiv1), Y2(tiv1),
v3(tiy1) € R. Bestimme die Losung u'™' : Q — R" der Differentialgleichung
(] + ’)/AtiD)lli—H = (I - %AtiD)ui + 'YQAtZ’fi + ’73Atifi+1.

Der zu betrachtende Differentialoperator D in der Navier-Stokes-Gleichung ist D =
N(u) = —vA + u - V. Die Zerlegung des Operators erfolgt in FEATFLOW durch

N(u) = aN(u) + N(u),

V2 1—20
0—1-7,0&—1—_9—29,5—1—0[. (13)
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Es bezeichne p' : Q — R, i € {0,..., N}, eine Funktion, welche den Druck p zum
Zeitpunkt ¢; approximiert. Fiir die zeitdiskretisierten Navier-Stokes-Gleichungen ist dann
zu jedem Zeitschritt t; — t;,1 folgendes Problem zu l6sen.

Gegeben seien die Funktion u' : Q — R™ und Parameter v(tiv1), vi(tiv1), v2(tiv1),
v3(tiv1) € R. Bestimme die Funktionen u'™ : Q — R™ p' : Q — R, welche folgende
Differentialgleichungen losen

(I + ,yAtZN(uH-l))uH-l + Atzvp’H—l —
([ — let,N(uZ))u’ + ’YzAtle + ’YgAtifH_l (14)
V-utt=0.
Wihlt man 6, «, 8 wie in (1.3), so ist das Zwischenschritt-6-Verfahren, angewandt auf

die inkompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen, stark A-stabil und hat die Fehler-
ordnung 2 (siehe Miiller-Urbaniak [39]).

1.4.2 Gitter

In FEATFLOW werden fiir die Ortsdiskretisierung Vierecksgitter bzw. Hexaedergitter
verwendet. Zunichst wird definiert, was unter einem Vierecksgitter zu verstehen ist.
Dazu wird die klassische Definition des Vierecks verallgemeinert.

Viereck im R?

Es seien vy, vy, v3, vy Punkte im R?. Bilden die Strecken [vy,vs), [va,v3], [v3,v4], [V, V1]
einen konvexen Polygonzug, so wird die vom Polygonzug eingeschlossene Fliche als
Viereck () = [Ivivyvsvy bezeichnet.

Viereck im R?

Seien nun vi,vs, vy, vy € R3. Dann wird im Weiteren ein Viereck Q = v vaovsvy als
bilineare Interpolation der Punkte vy, vy, v3, vy interpretiert, d. h. es gilt @ = S([0,1] x
[0,1]) mit

S:[0,1] x [0,1] — R?
S(u,v) = (1 —u)(1 —v)vy +u(l —v)vy
+ uvvs + (1 — u)ovy.
Zu beachten ist bei dieser erweiterten Definition, dass Vierecke im R3 nicht planar sein

miissen. Stattdessen handelt es sich in der Regel um eine gekriimmte Flédche mit vier
linearen Seiten. Abbildung 1.1 zeigt ein Beispiel fiir ein nicht planares Viereck.

Die Punkte vy, vy, v3, vy eines Vierecks () werden auch als Ecken bezeichnet. Die vier
Seiten eines Vierecks heiffen Kanten.
Es folgt die Definition eines Vierecksgitters.

Vierecksgitter
Essei @ ={Q1,...,Qmn},m € N, eine Menge von Vierecken im R", n € {2,3}. Q heift
Vierecksgitter oder auch Vierecksnetz, wenn fiir i # j, i,j € {1,...,m}, einer der

drei folgenden Fille erfiillt ist:
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V3

V4

Va2
Vi

Abbildung 1.1: Ein Viereck im R? mit den zugehorigen Ecken v, va, V3, vy

e Q;iNQ,; =0,
e (); NQ); ist eine gemeinsame Ecke,
e (); NQ); ist eine gemeinsame Kante.

Beispiel 1.1

Durch diese Forderungen sind sogenannte hdngende Ecken ausgeschlossen. Abbildung
1.2 zeigt ein Beispiel fiir eine hingende Ecke. Zu sehen ist ein nicht korrektes Vier-
ecksgitter, welches aus drei Vierecken besteht. Die hingende Ecke ist durch einen Kreis
gekennzeichnet.

Sind die Ecken Elemente des R?, so heift Q planares Vierecksgitter und Sg mit
SQ = U Qiu
i=1

bezeichnet die Fliche von Q. Liegen die Punkte hingegen im R?, so spricht man von
einem Oberflichengitter und Sg ist eine Fliche im R3. In beiden Fillen wird gefordert,
dass Sg C R™,n € {2, 3}, zusammenhéngend ist.

Des Weiteren bezeichnet V' (Q) die Menge der Ecken und E(Q) die Menge der Kanten
des Gitters. Zwei Ecken v, w sind benachbart, wenn [v,w]| eine Kante des Gitters
ist. Zwei Vierecke heiflen benachbart, wenn sie eine gemeinsame Kante haben. Die
Nachbarschaft einer Ecke v € V(Q) ist definiert als

Ny :={w e V(Q)|[v,w] € E(Q)}.



1.4 Numerische Losung der Navier-Stokes-Gleichungen

Abbildung 1.2: Ein Vierecksgitter mit einer hdngenden Ecke.

Ein Gitter heitt geschlossen, wenn jede Kante der Schnitt von genau zwei Vierecken
ist. Andernfalls spricht man von einem offenen Gitter und man unterscheidet zwischen
inneren Ecken und Randecken bzw. zwischen inneren Kanten und Randkanten.
Eine Kante [v,w] ist eine innere Kante, wenn sie gleich der Schnittmenge zweier Vierecke
ist. Andernfalls ist sie eine Randkante. F;(Q) bzw. Eg(Q) bezeichnet die Menge aller
inneren Kanten bzw. die Menge aller Randkanten. Eine Ecke v ist eine Randecke, wenn
sie gleich dem Schnitt zweier Randkanten ist. Andernfalls ist sie eine innere Ecke. V;(Q)
bzw. V5(Q) bezeichnet die Menge aller inneren Ecken bzw. die Menge aller Randecken.
In gleicher Weise wird nun das Hexaedergitter definiert.

Hexaeder
Es seien vi,...,vg Punkte im R3. Das durch die Vierecke
LIvivovsvy, v vovgvs, Lvavavyve,

DV3V4V8V7, |:|V4V1V5V8, |:|V5V6V7V8
begrenzte Volumen wird als Hexaeder
H= @Vl ...Vg

bezeichnet. Die Nummerierung der Ecken ist in Abbildung 1.3 veranschaulicht.

Die Punkte eines Hexaeders werden wieder als Ecken bezeichnet. Die sechs Vierecke,
welche den Hexaeder begrenzen, heifsen Seiten. Die Kanten eines Hexaeders sind die
Kanten seiner Begrenzungsvierecke.

Hexaedergitter
Essei H = {Hy,...,H,}, m € N, eine Menge von Hexaedern. H heifst Hexaedergitter
oder auch Hexaedernetz, wenn fiir i # j, i,j € {1,...,m}, einer der vier folgenden

Falle erfiillt ist:
L4 Hz N Hj = Q),

e ;N Hj ist eine gemeinsame Ecke,
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Abbildung 1.3: Ecken vy, ..., vg eines Hexaeders H.

e H; N H; ist eine gemeinsame Kante,
e [; N Hj ist eine gemeinsame Seite.

Durch diese Bedingungen sind hingende Ecken und hingende Kanten ausgeschlossen.
V3 bezeichnet das Volumen des Hexaedergitters, d. h. es gilt

V’H = [LJ Hz
i=1

Zusitzlich wird verlangt, dass Vy; C R?® zusammenhéngend ist.

Entsprechend zum Vierecksgitter bezeichnen V(H), Vi(H), Vp(H) die Mengen der
Ecken, der inneren Ecken und der Randecken des Hexaedergitters. E(H), E;(H), Eg(H)
sind dann die Symbole fiir die jeweiligen Kantenmengen. Mit F(H), Fi(H), Fp(H) wer-
den die jeweiligen Mengen der Seiten bezeichnet. Die Menge der Randvierecke Fp(H)
bildet selbst wieder ein Oberflichengitter und wird im Weiteren mit Qy bezeichnet.
Der Begriff der Nachbarschaft ist analog zum Vierecksgitter zu verstehen. Zusétzlich
heifsen zwei Hexaeder benachbart, wenn sie eine gemeinsame Seite haben.

In vollkommen analoger Weise lassen sich Dreiecksgitter 7 = {T1,...,T,,}, m € N,
definieren. Dreiecksgitter werden auch Triangulierungen genannt.

Ein wichtiger Aspekt der Gittererzeugung ist die Platzierung der Randecken des Gitters
auf den Rand 0f) des zu diskretisierenden Gebiets 2, um so eine gute Approximation
von 2 zu gewdhrleisten. Dies fiihrt zu der folgenden Definition.
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Definition 1.2
Ein planares Vierecksgitter Q wird als zuldssig beziiglich eines Gebietes Q C R? be-
zeichnet, wenn gilt

VB(Q) C 09.

Fiir ein Hexaedergitter H wird dieser Begriff analog definiert.

1.4.3 Diskretisierung im Ort

Die Diskretisierung im Ort erfolgt mit Hilfe der Finite Elemente Methode (FEM).
Eine Referenz fiir dieses Verfahren ist [24]. Es folgt eine kurze Erliduterung der Anwen-
dung der Finite Elemente Methode am Beispiel der stationdren Stokes Gleichungen
im R2. Diese erhilt man, wenn man auf die Zeitabhingigkeit und den konvektiven Term
u - Vu der inkompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen verzichtet. Mit den stationédren
Stokes-Gleichungen lésst sich der Fluss eines sehr langsamen oder sehr viskosen Fluids
beschreiben.

Es sei © C R? ein Gebiet und f : © — R? ein Kraftfeld. Gesucht sind Funktionen
u:Q — R?und p :— R, welche das folgende System partieller Differentialgleichungen
16sen

—Au+Vp=£f,V-u=0in Q.
Um die folgenden Erlduterungen zu vereinfachen, wird als Randbedingung
u=0, p=0 auf 09,

gewdhlt und der Rand von € als konvexer Polygonzug vorausgesetzt.

Es seien nun L := L?(Q2) (Lebesgue-Raum) und H := H} (2, R?) (Sobolew-Raum). (-, )
bezeichne das Standardskalarprodukt von L?(2) bzw. L*(Q,R?). Fiir v,w € H,q € L
werden folgende Bilinearformen definiert

2

a(v,w) := Z/Vvi - Vw; dx,

i=1
bq, w) := —/q(V-w) dx.
Q
Die schwache Formulierung des Stokes-Problems lautet dann
Finde Funktionen u € H, p € L, fir die gilt
a(u,v) +b(p,v) = (f,v) (veH),
b(g,u) =0 (¢ € L)

Als Approximation des Funktionenpaars (u,p) wird ein endlichdimensionaler Funktio-
nenraum verwendet. Dazu sei Q ein zuléssiges Vierecksgitter beziiglich {2 und @ € Q
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ein beliebiges Viereck dieses Gitters. Als Finite Elemente Paar wird in FEATFLOW
das Rannacher-Turek Element [44] Q,/Q, verwendet. Hierbei handelt es sich um
Viereckselemente. Die Geschwindigkeit u wird auf () durch eine rotiert bilineare Funkti-
on approximiert. Die Freiheitsgrade sind entweder die Mittelwerte der Geschwindigkeit
iiber den Kanten von @) oder der Wert der Geschwindigkeit in den Mittelpunkten der
Kanten von Q. Je nach Wahl der Freiheitsgrade erhélt man die endlichdimensionalen
Funktionenriume H® bzw. H’. Im Weiteren sei H einer dieser beiden Réume. Der Druck
p wird auf ) durch eine Konstante approximiert. Als Freiheitsgrad wird der Mittelwert
des Drucks iiber das gesamte Viereck () verwendet. Hierdurch ergibt sich der endlichdi-
mensionale Funktionenraum L stiickweise konstanter Elemente auf Q.

Im dreidimensionalen Fall werden entsprechende Hexaederelemente verwendet (siehe
[56]). Eine Konvergenzanalyse des Elemente-Paars Q/Qq ist in [44] zu finden. Numeri-
sche Ergebnisse wurden in [47] vorgestellt. Auferst effiziente und robuste Mehrgitterver-
fahren sind fiir dieses Finite-Elemente-Paar entwickelt worden (siehe [46] und Abschnitt
1.4.5).

Es gilt L C L, jedoch gilt auch H g H. @, ist also ein nichtkonformes Element. Dies
fiihrt dazu, dass stiickweise definierte Bilinearformen 6,5 verwendet werden miissen. Es
ist also

a(v,w) ZZ/Wz Va; dx, (v,w e H)

QeQ i=1

b(G, W) ::—Z/@(V~€v)dx, (Ge L,w e H).

Die diskretisierte Version der schwachen Formulierung des Stokes-Problems lautet nun:
Finde Funktionen € H, p € L, fiir die gilt
a(u,v) +b(p,v) = (£,v) (Ve H),
Wgw=0  (GeL)
Es seien nun {q’)l, ooy ®n b, €N bzw. {91, .., ¥y, }, np € N, Basen der Funktionen-
riume H bzw. L. Dle gesuchte Losung u, p hat dann die Form

ny N2
i=1 j=1

mit den Koeffizientenvektoren y = (y1,...,yn, )T € R™, 2= (21,...,2,,)7 € R™. Weiter
werden folgende Matrizen A, B und der Vektor ¢ definiert

(1.5)

1,12

— (@0, 9)) s B=(bwi ) " e=((£.6)],

Dann entspricht das diskretisierte Problem (1.5) dem Gleichungssystem
Ay + Bz = c,

10
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welches mit bekannten numerischen Verfahren gelost werden kann. Die Matrix A heift
Steifigkeitsmatrix. Die Matrix B nennt man Gradientenmatrix und —B7 ist die
Divergenzmatrix.

1.4.4 Das in Zeit und Ort diskretisierte Problem

Es seien nun H , L entsprechende Finite-Elemente-Raume fiir die zeitdiskretisierten Na-
vier-Stokes-Gleichungen (1.4). Die Funktionen u’: Q@ - R”, p': @ - R, i € {1,..., N},
werden nun als Elemente von H, L aufgefasst, d. h. diese haben die Form

ni na

i i i i

u = E YpPr, D' = E 210,
k=1 k=1

mit Basen {¢,,..., ¢, } von H bzw. {1,.. . ¥n,} L. Dann kann fiir jeden Zeitschritt
t; — t;4y1 das Problem (1.4) folgendermafen formuliert werden:

Gegeben seien Vektoren y*, g’ € R™. Bestimme Vektoren y'™' € R™, zi™! € R"2_ welche
das folgende nichtlineare Gleichungssystem losen

S(y"* )y 4 AtBzt — g,
BTyl — g (1.6)
Der Vektor g’ ergibt sich aus der rechten Seite des Problems (1.4). Die Matrix S(y"™)
hat die Gestalt

Sy = (M +9At(vA + C(y™))).

Die Matrizen A, B, —B7” sind, wie im vorherigen Abschnitt, die Steifigkeitsmatrix, die
Gradientenmatrix und die Divergenzmatrix. M ist die sogenannte Massematrix und
es gilt

((¢Z7 d) ))z] 1
Die Matrix C(y*™') ergibt sich aus dem konvektivem Term (u - V)u. Durch
c(u,v,w) = (u-Vv,w), (u,v,w € H),

wird eine Trilinearform definiert. Der konvektive Term (u - V)u wird in der schwachen
Form von (1.4) in

c(u,u,v), (veH),

iiberfithrt. Es sei ¢ die diskretisierte Version der Trilinearform ¢ beziiglich H. Dann ist
die Matrix C'(y'*!) definiert durch

H_l (Z yH_l ¢k7 ¢l7 ))

ni

Im=1

11
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Diese Form der Diskretisierung kann zu numerischer Instabilitit fiihren, da die Matrix
S(y"™) weder symmetrisch ist noch M-Matrix-Eigenschaften besitzt. Durch Upwind-
Verfahren oder Streamline-Diffusion-Techniken wird der konvektive Term stabilisiert.
Bei beiden Methoden wird ¢ durch eine andere Trilinearform ersetzt, um so eine gutartige
Systemmatrix zu erhalten. Detaillierte Erlauterungen zu diesen Methoden finden sich in
[56].

Es handelt sich bei (1.6) um ein gekoppeltes, nichtlineares Gleichungssystem. In FEAT-
FLOW existieren zwei unterschiedliche Ansétze dieses System zu losen.

1. Zunédchst wird das System durch Extrapolation in der Zeit linearisiert oder es
wird eine dufere nichtlineare Fixpunkt-Iteration ausgefiihrt. Dies fiihrt zu einem
linearen, gekoppelten Gleichungssystem, den sogenannten Oseen-Gleichungen. Die-
se Gleichungen konnen nun durch einen gekoppelten oder einen nicht gekoppelten
Ansatz gelst werden.

2. Das gekoppelte System wird mit Hilfe des sogenannten Schur-Komplements ent-
koppelt. Man erhélt ein lineares Gleichungssystem fiir den Druck sowie nichtli-
neare Gleichungssysteme fiir die Geschwindigkeit. Die Gleichungssysteme fiir die
Geschwindigkeit werden entweder linearisiert oder durch ein nichtlineares Iterati-
onsverfahren gelost.

Der erste Ansatz wird in den FEATFLOW-Lésern CC bzw. CP verwendet. CC 16st die
Oseen-Gleichungen mit einem gekoppelten Verfahren. CP benutzt eine nicht gekoppelte
Methode. Der zweite Ansatz wird im Loser PP verwendet. Eine genauere Beschreibung
und Analyse der Loser ist in [3| und [56] zu finden. Auf den Loser PP3D wird in Kapitel
6 genauer eingegangen.

1.4.5 Mehrgitterverfahren

Auftretende lineare Gleichungssysteme werden in allen FEATFLOW-Lésern mit Hilfe
von Mehrgitterverfahren gelost. Diese haben sich als sehr effiziente iterative Loser
fiir Diskretisierungen elliptischer Differentialgleichungen erwiesen. Die Grundidee der
Mehrgitter-Verfahren, kurz M G-Verfahren, wird im Folgenden an einer 1-dimensionalen
Differentialgleichung erldutert, welche mit Hilfe eines Differenzenverfahrens diskretisiert
wird. Alle im Weiteren erwihnten Eigenschaften der MG-Verfahren gelten im Wesentli-
chen auch fiir mehrdimensionale Félle. Die entsprechenden Untersuchungen und Beweise
sowie eine ausfiihrliche Beschreibung der MG-Verfahren finden sich in |27].

1.4.5.1 Das Modellproblem

Gegeben seien das Intervall 2 = (0,1) und eine Funktion f : Q — R. Gesucht ist eine
Losung u : € — R der Dirichletschen Randwertaufgabe

J2
_@u = f, in €, (1.7)
u(0) = u(1) = 0.

12



1.4 Numerische Losung der Navier-Stokes-Gleichungen

Dieses Problem wird ndherungsweise mit Hilfe eines Differenzenverfahren gelést. Dazu
wird zum Intervall 2 das Gitter

O ={al=inli=1,...,n},

1
= cmy =21 1 e N,
e R 0
konstruiert. Hierbei werden !, i = 1,...,n,;, als Gitterpunkte, h; als Gitterweite

und [ als Stufe des Gitters €2; bezeichnet. Bis auf Weiteres wird auf den Stufen-Index [
verzichtet. In jedem Gitterpunkt z;, i € {1,...,n}, wird die zweite Ableitung durch die
Differenz

1

ﬁ(u(xiﬂ) = 2u(z;) + u(wi-1))

approximiert. Setzt man xy = 0, 2,41 = 1, u(zg) = 0, u(z,y1) = 0, so fiihrt dieser
Ansatz auf das lineare Gleichungssystem

1 )

12 (—u(wipr) + 2u(x;) —u(zi1)) = f(2), i=1,...,n.
In der Matrix-Vektor-Schreibweise hat es die Form

Ku=f,

K = K= ()l i = w0 = () £ =i = (F() 8

Hierbei ist die Matrix K eine Tridiagonalmatrix. Die Eintrige in der Hauptdiagonalen

sind h—22, die Eintrage in beiden Nebendiagonalen sind —%.

1.4.5.2 Konvergenzverhalten des gedampften Jacobi-Verfahrens

Da die Matrix K des Gleichungssystems (1.8) tridiagonal ist, ist dieses leicht direkt
zu losen. Bei komplexeren Differentialgleichungen haben die Matrizen der zugehorigen
Differenzengleichungen nicht solch eine einfache Gestalt. Hinzu kommt, dass im mehr-
dimensionalen Fall oft lineare Gleichungssystem mit mehreren Millionen Unbekannten
zu 16sen sind. Ein direktes Losungsverfahren ist in solchen Féllen zu kostspielig. Statt-
dessen werden iterative Verfahren verwendet.

Es folgt nun eine Konvergenzanalyse des geddmpften Jacobi-Verfahrens beziiglich des li-
nearen Gleichungssystems (1.8). Zunéchst werden einige Definitionen und Eigenschaften
von linearen Iterationsverfahren wiederholt. Eine Referenz hierfiir ist [53].

Ein lineares Iterationsverfahren zur Losung eines reguldren (n x n)-Gleichungssystems

Ku = f ist darstellbar in der Form
u’ € R", M, N € R™",

- : . (1.9)

uw'" = Mu’ + Nf,j € Ng.

Die Matrix M wird als Iterationsmatrix bezeichnet. Die Matrizen M und N miissen
so gewahlt sein, dass

Ku=f<u= Mu+ Nf

13
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gilt. Ausschlaggebend fiir die Konvergenz eines linearen Iterationsverfahrens ist der Spek-
tralradius der Iterationsmatrix p(M ). Das Verfahren (1.9) konvergiert genau dann gegen
die Losung u des Gleichungssystems Ku = f, wenn p(M) < 1 gilt. Insbesondere gilt fiir
den Fehler

7z =vw —u
fiir jede beliebige Vektornorm || - || die Gleichung

' J
sup lim sup { @ = p(M).
2040 oo | [2°]]

Somit konvergiert die Folge der Fehlernormen (||2’]]),y, so schnell gegen Null wie die
geometrische Folge (p(M)7)._y . Aufgrund dieser Eigenschaft heikt p(M) auch Konver-
genzrate.

Das geddmpfte Jacobi-Verfahren [53] zur Losung eines linearen (n x n)-Gleichungssys-

tems Ku = f hat die Form
u’ € R”,
Wt = (I —wD'K)uw/ +wD 'f, j € Ng.

Jj€Ng

(1.10)

Hierbei ist I die (nxn)-Einheitsmatrix, D = diag(K’) die Diagonalmatrix von K und w €
(0,1) ein vorgegebener Dampfungsfaktor. w = 1 ergibt das klassische Jacobi-Verfahren.
Wendet man das geddmpfte Jacobi-Verfahren auf das Gleichungssystem (1.8) an, so hat
die Tterationsmatrix M = M(w) = (I —wD'K) die Eigenwerte

™

5Ti), 1 =1,...,n,

i = pi(w) = 1 — 2w sin®(

und die zugehorigen Eigenvektoren sind

n

P, = (\/ﬁsin(z’myj)) ,i=1,...,n.

j=1

L

5> und die

Die Eigenvektoren werden in die niederfrequenten Vektoren v,, 1 < i <
hochfrequenten Vektoren 1;, 5-- < i < n, unterteilt.
Fiir w = 1 ergibt sich nun

p(M(1)) = pi(1) =1 —2sin®*(3h) = 1 — Lx°h* + O(n?).

Somit ist das klassische Jacobi-Verfahren konvergent, aber es konvergiert sehr langsam.

Jede weitere Wahl von w fiihrt auf eine noch schlechtere Konvergenzrate. Fiir w = %

. 2
z. B. hat die Iterationsvorschrift zur Berechnung der Iterierten u/*! die Form
Wt =1 -iD'K)W +1iD7'f (1.11)
und die zugehorige Konvergenzrate ist

p(M(1)) = (3) =1—sin*(Zh) =1 - 17°n* + O(h*).
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1.4 Numerische Losung der Navier-Stokes-Gleichungen

Schriinkt man jedoch fiir w = 3 das Iterationsverfahren (1.10) auf den durch die hoch-

frequenten Eigenvektoren %,, % < i < n, aufgespannten Unterraum ein, so gilt mit

% < x; < 1 fiir die zugehorigen Eigenwerte

piw) =1-— sinQ(gxi) = cos2(gxz-) < <i<n.

N =

1
' 2R
In diesem Falle ergibt sich eine Konvergenzrate von maximal %, was einer duferst schnel-
len Konvergenz entspricht.
Zusammenfassend ldsst sich sagen, dass das geddmpfte Jacobi-Verfahren fir w = %
die niederfrequenten Fehleranteile langsam reduziert. Die hochfrequenten Fehleranteile
werden jedoch sehr schnell verkleinert. Bereits nach wenigen Iterationsschritten 7 € N
dominieren die niederfrequenten Fehleranteile und der Fehler z/ ist somit glatter als der
Fehler z°. Ein Tterationsverfahren mit solchen Eigenschaften wird als Glitter bezeich-
net.
Im Weiteren wird das geddmpfte Jakobi-Verfahren mit w =
Eine Iteration des Verfahrens wird hierbei durch

1

5 als Glatter verwendet.

u/" = Ji(u], f)
beschrieben. Der Ausdruck

u/ ™ = J (u], f)
entspricht v Iterationen.

1.4.5.3 Das Grobgitter-Korrektur-Verfahren

Es sei w; die exakte Losung und ui!* eine Niiherungslosung zum Gleichungssystem (1.8)

beziiglich des Gitters {2; der Stufe [. Weiter sei ©; eine Naherungslosung dieses Glei-
chungssystems, welche man durch wenige Anwendungen von J; auf u® erhilt. Der
Fehler z; = @; — w; ist beziiglich der hochfrequenten Anteile bereits klein. Es wird nun
das Grobgitter-Korrektur-Verfahren beschrieben, mit dem auch der niederfrequen-
te Fehleranteil verkleinert werden kann. Wire der Fehler z; bekannt, so liefle sich durch

die exakte Fehlerkorrektur @, — z; = u; die exakte Losung u; berechnen. Der Defekt
d =Ku —f

erfilllt K;z; = K;u; — K;u = Ky — f; = d;. Durch Loésung des Gleichungssystems
Kz, =d,, (1.12)

wire somit der Fehler z; bestimmt. Dieses Gleichungssystem hat aber die gleiche Kom-
plexitit wie das Gleichungssystem Kju = f;. Jedoch ist der Fehler z; glatt und lisst sich
auf dem Gitter €2;_; mit der Gitterweite 2h; gut approximieren. Es werden zwei lineare
Abbildungen eingefiihrt, welche den Fehler und den Defekt zwischen den Gittern €2;_4
und §; transferieren. Die Definition dieser Abbildungen hingt vom gegebenen Problem
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1 Numerische Simulation von Strémungsvorgingen

ab und muss verninftig gewdhlt werden. Hackbusch empfiehlt hierbei die Prolongation
des Fehlers

b Rru-1 R”l7 2 — (Zi )m—1 7 = (Zz)nz
Nz — pz)=z, =le=1 2 Vi=1’
; zlzi 21 fiir ¢ gerade,
2 = i— i ..
! % <Zz(—11)/2 + zl(_tl)ﬂ) fiir + ungerade,

und die Restriktion des Defekts

. R — Rmu-1, i i -
B { d — r(d)=z-1, ° di = ()L dio = (di) 2

po=1 (dl2i—1 +2d% + d12i+1) .

Die Abbildungen p und r lassen sich durch einfache, diinn besetzte Matrizen P und
R beschreiben (siehe [27]). Nach Berechnung von @; und d; mit wenigen Schritten des
Jacobi-Verfahrens zur Stufe [ wird das Gleichungssystem

Kl_lzl_l = I‘(dl), (113)

zur Stufe [ — 1 gelost. Die Prolongation der zugehdrigen Lésung z;—; wird dann als
Néaherung fiir z; verwendet. Durch

u?eu = l_ll - PKlillR(Klﬁl - fl) (114)

erhélt man schlieflich die Grobgitter-Korrektur von w;.

1.4.5.4 Das Zwei-Gitter-Verfahren

Die Kombination des gedampften Jacobi-Verfahrens (1.11) als Gliatter mit der Grobgit-
terkorrektur (1.14) liefert das Zwei-Gitter-Verfahren, welches ebenfalls ein lineares
Tterationsverfahren ist. Der Algorithmus 1.1 beschreibt eine Tteration u] — u/*' des
Zwei-Gitter-Verfahrens zur Losung des linearen Gleichungssystems Kju; = fj.

Zwei-Gitter-Iteration u{ — u{“

a, <+ J"(u].f) ( v Glattungsschritte )
d, «— Kju, —f ( Berechnung des Defekts )
d;_; < r(d)) ( Restriktion des Defekts )
Zj_1 Kf_lldl,l ( Berechnung des Fehlers auf Stufe [ — 1)
wt @, — P(z,) ( Grobgitterkorrektur )

Algorithmus 1.1: Eine Iteration des Zwei-Gitter-Verfahrens.

Die Zwei-Gitter-Iteration ist selbst darstellbar in der Form u{“ = Mlu{ + Nif;. Die
Iterationsmatrix M, ist abhingig von der Anzahl der Gliattungsschritte » > 1 und hat
die Form

M, = My(v) = (I — PK;\RK))J}.
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1.4 Numerische Losung der Navier-Stokes-Gleichungen

v

1

2

3

4

5

10

Pu

0.5

0.25

0.125

0.0832

0.0671

0.0350

Tabelle 1.1: Obere Schranken p, der Konvergenzrate des Zwei-Gitter-Verfahrens in Abhén-
gigkeit von der Anzahl der Glattungsschritte v

Hierbei bezeichnet J; nun die Iterationsmatrix des Jacobi-Gléatters zur Stufe /. Fir die
Konvergenzrate des Zwei-Gitter-Verfahrens gilt die Abschétzung

p(M;)) <max{z(l —z)' + (1 —2)z"|0 <z < i} =p, < 1.

Wie der Tabelle 1.1 zu entnehmen ist, ergibt sich bereits fiir wenige Glattungsschritte
v eine sehr gute Konvergenzrate. Dariiber hinaus ist die obere Schranke p, der Konver-
genzrate unabhingig von der Gitterstufe [. Somit ldsst sich eine vorgegebene Genauigkeit
¢ in j = O(log!) Iterationen erreichen, wobei j unabhiingig von der Gitterweite h; ist.
Fiir klassische Iterationsverfahren gilt diese Aussage nicht. So gilt z. B. fiir das Jacobi-
Verfahren p(M;) =1 — O(h?).

1.4.5.5 Das Mehrgitterverfahren

Im vorigen Abschnitt zeigte sich, dass das Zwei-Gitter-Verfahren ein sehr schnelles Ite-
rationsverfahren ist. Jedoch ist zu beachten, dass in jeder Iteration die exakte Losung
des Gleichungssystems

Kl_lzl_l = dl—l (115)
zu berechnen ist. Dies ist mit hohem Rechenaufwand verbunden. Da die Prolongation
p(z;_1) lediglich als Approximation von z; verwendet wird, reicht es aus z;_; mittels eines
Iterationsverfahrens niherungsweise zu berechnen. Das Gleichungssystem (1.15) hat die
gleiche Struktur wie das System (1.8). Somit kann auch hier das Zwei-Gitter-Verfahren
als iterativer Loser verwendet werden. Statt der Gitter auf den Stufen [,/ — 1 werden

nun die Gitter auf den Stufen [ —1,1—2 verwendet. Jede Iteration zur Lsung von (1.15)
benotigt die Losung eines Gleichungssystems der Form

K 275 =d;_,.

Auch hier kann wieder das Zwei-Gitter-Verfahren verwendet werden. Dieser rekursive
Prozess wird fortgefiihrt, bis die Stufe 0 erreicht wird. Die zugehdrigen Gleichungssyste-
me sind klein und kénnen direkt oder durch ein alternatives Iterationsverfahren gelost
werden. Im vorgestellten Modellproblem ist auf Stufe 0 jeweils eine Gleichung mit ei-
ner Unbekannten zu l6sen. Da bei dieser Vorgehensweise mehr als zwei Gitter benutzt
werden, spricht man von einem Mehrgitterverfahren. Algorithmus 1.2 beschreibt eine
Iteration des Mehrgitterverfahrens zur Losung des Gleichungssystems (1.8).
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procedure MG(/, u, f)
if [ =0 then
u <« K;'f
else
u <« J"(u,f)
d <+ Ku— f
d <+~ Rd
z<+ 0
for i =1to v do
MG(l - 1,z,d)
end for
u<+ u-— Pz
end if

Algorithmus 1.2: Ein Iterationsschritt des Mehrgitterverfahrens.

Im Schritt u) — u/™" erhilt die Prozedur als Ubergabeparameter die Stufe 7, die Ite-
rierte u = 1 sowie die rechte Seite f = f; des Systems (1.8). Nach Ausfithrung der Pro-
zedur enthalt u die nachste Iterierte u{“. Eine Iteration des Mehrgitterverfahrens wird
auch als Zyklus bezeichnet. Weitere vorzugebende Parameter sind die Anzahl der Glat-
tungsschritte v sowie die Anzahl der rekursiven Aufrufe . Ublicherweise wird 1 < v < 4
sowie v = 1 (V-Zyklus) bzw. v = 2 (W-Zyklus) gewéahlt. Das Konvergenzverhalten des
Mehrgitterverfahrens entspricht im Wesentlichen dem des Zwei-Gitter-Verfahrens. Die
oberen Schranken der Konvergenzraten sind unabhéngig von den Gitterweiten Ay, ..., ho
und der Anzahl der Stufen [ + 1. Eine genaue Konvergenzanalyse ist in [27]| zu finden.
Zu dem hier vorgestellten Mehrgitterverfahren existieren zahlreiche Variationen. Aufser
dem gedampften Jacobi-Verfahren werden auch andere Iterationsverfahren, wie z. B. das
Gauss-Seidel-Verfahren oder das CG-Verfahren, als Glitter verwendet. Auf die Grobgit-
terkorrektur kann noch eine weitere Glattung folgen. Man unterscheidet dann in Vor-
und Nachglattung.

1.5 Gittererzeugung in Featflow

Nach erfolgter Zeit- und Ortsdiskretisierung der inkompressiblen Navier-Stokes-Glei-
chungen (1.1) und (1.2) erhélt man das gekoppelte, nicht lineare Gleichungssystem (1.6).
Die in Abschnitt 1.4.4 erlduterten Losungsstrategien fiihren zu sehr grofsen linearen Glei-
chungssystemen. Diese werden in FEATFLOW mit Hilfe von Mehrgitterverfahren gelost.
Diese Verfahren folgen dem im vorigen Abschnitt erlduterten Prinzip. Statt eines Diffe-
renzenverfahrens wird hier die Finite Elemente Methode zur Ortsdiskretisierung verwen-
det. Da in FEATFLOW das Rannacher-Turek-Element fiir die FE-Methode verwendet
wird, wird das Stromungsgebiet Q@ C R™ n € {2,3}, durch eine endliche Folge von Vier-
ecksgittern Q°, ..., O bzw. Hexaedergittern H°, ..., H" approximiert. Zunichst wird
das Gitter Q° bzw. H° manuell mit Hilfe geeigneter Software wie DeViSoR [40] oder
ANSYS ICEM CFED [1] konstruiert. Dieses Gitter wird auch als Grobgitter bezeich-
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1.5 Gittererzeugung

Abbildung 1.4: Uniforme Unterteilung eines Vierecks und eines Hexaeders.

net. Zu einem gegebenen Vierecksgitter Q°, i € {0,..., N — 1}, erhiilt man dann das
niichste, feinere Gitter @1, indem alle Vierecke des Gitters Q' gleichmiRig in vier Teil-
vierecke unterteilt werden. Analog erhilt man das niichste feinere Hexaedergitter H!,
indem jedes Hexaeder des Gitters H' gleichmiifig in acht Teilhexaeder unterteilt wird.
In Abbildung 1.4 wird diese Unterteilung veranschaulicht. Im Weiteren wird eine Folge
von Vierecksgittern bzw. Hexaedergittern, welche durch solch einen Unterteilungsprozess
entstanden ist, als hierarchisch bezeichnet.

1.5.1 Randanpassung

Damit eine gute Approximation von {2 gewéhrleistet ist, muss sichergestellt werden, dass
die Randpunkte aller Gitter Q' bzw. H* auf 9 liegen. D.h. alle Gitter sollen zuliissig
beziiglich des Gebietes € sein (siehe Definition 1.2). Es wird davon ausgegangen, dass
dies beim Grobgitter Q°, H° bereits der Fall ist. Es sei nun Q¢ H%, i € {0,..., N — 1},
ein zuléssiges Gitter. Nach erfolgter Unterteilung liegen die neu entstanden Randpunkte
Ve(QT )\ Va(QY), Va(H™) \ Va(H') des Gitters in der Regel nicht auf 9. Durch
geeignete Verfahren muss also eine Randanpassung durchgefiihrt werden. Es gibt ver-
schiedene Methoden den Rand des Gebietes zu beschreiben: Explizite oder implizite
Funktionen, parametrisierte Kurven und Flachen, Triangulierungen. Nun sind zwei Fra-
gen zu kldren.

1. Welche Methode wird zur Beschreibung des Randes 0f2 verwendet?

2. Wie erfolgt die Randanpassung?
Im zweidimensionalen Fall ist diese Problematik in FEATFLOW bereits geklart.

1.5.2 Randanpassung in 2D

Der Rand 09 eines planaren Gebietes Q C R? wird in FEATFLOW mit Hilfe von
parametrisierten Kurven beschrieben. Bei diesen Kurven handelt es sich um Strecken,
Kreissegmente in Polarkoordinatenform oder kubische Spline-Kurven. Die Konstruktion
des Randes sowie des Grobgitters Q° erfolgt mit Hilfe des Programms DeViSoR. Die
Unterteilung von Randkanten geschieht dann innerhalb des Parameterraums der Kurven.
So liegt jeder neue Randpunkt automatisch auf dem Rand 0f).
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N N

Q" ol Q'

Abbildung 1.5: Verfeinerung eines Grobgitters Q° zum Gitter Q' ohne und mit
Randanpassung.

Beispiel 1.3

Als planares Gebiet () wird eine Kreisscheibe gewéhlt. In Abbildung 1.5 ist im linken
Bild der Rand 09 sowie ein approximierendes Grobgitter Q° zu sehen, welches nur
aus einem Viereck besteht. Durch gleichmiRige Unterteilung erhiilt man das Gitter Q1.
Im mittleren Bild sieht man das Gitter Q' ohne Randanpassung, im rechten Bild mit
Randanpassung.

1.5.3 Analytische Beschreibung und orthogonale Projektion

Im dreidimensionalen Fall existieren in FEATFLOW bislang drei Methoden der Beschrei-
bung von 2 und entsprechende Verfahren zur Randanpassung. Bei der ersten Methode
wird das Gebiet €2 in einer FORTRAN-Prozedur analytisch beschrieben. Nach erfolgter
Unterteilung des aktuellen Hexaedergitters H* werden die neuen Randpunkte orthogonal
auf den Rand 0f) projiziert. Auch die Projektion muss hierbei manuell implementiert
werden. Bereits bei einem einfachen Beispiel, wie mehreren Zylindern in einem Stro-
mungskanal, ist dies mit grofsem Aufwand verbunden.

Beispiel 1.4

Als Gebiet 2 wird ein Zylinder gewihlt. In Abbildung 1.6 sind dieser Zylinder und
ein zugehoriges Grobgitter H° zu sehen. Durch gleichmiifige Unterteilung von H° und
anschlieRende orthogonale Projektion erhiilt man das Gitter H!.

1.5.4 Sweeping

Diese Methode wird auch als Q%D—Gittererzeugung bezeichnet. Hierbei wird ein planares
Vierecksgitter Q entlang einer Kurve parallel verschoben. In regelmifigen Abstéinden
werden Kopien des planaren Gitters erzeugt und anschlieftend entsprechend miteinander
verbunden. Als Resultat erhéilt man ein Hexaedergitter . Entsprechend kann man eine
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Abbildung 1.6: Verfeinerung eines Grobgitters H° zum Gitter H' mit Randanpassung.

Hierarchie von Vierecksgittern verwenden, um so eine Hierarchie von Hexaedergittern zu
konstruieren. Sweeping ist bei FEATFLOW nur entlang der Z-Achse moglich. Insgesamt
kénnen mit dieser Technik bereits komplexere Gebiete und Gitter erzeugt werden, aber
allgemeine 3D-Gitter sind so nicht realisierbar.

Beispiel 1.5

Um die Hexaedergitter H°, H' aus Abbildung 1.6 zu erhalten, kann man die Vierecksgit-
ter Q°, Q' aus Abbildung 1.5 verwenden und kopiert diese einmal bzw. zweimal entlang
der Z-Achse. Dies ist in Abbildung 1.7 veranschaulicht.

1.5.5 Triangulierung und iterierte Projektion

Dominik Géddeke implementierte in seiner Diplomarbeit [22] ein Verfahren, bei dem
die Oberfliche des Gebietes €2 durch eine Triangulierung 7 approximiert wird. Hierbei
beschrinkte er sich auf den Fall von umstrémten Objekten in einem Stromungskanal.
Die Randanpassung eines Hexaedergitters H’ erfolgt durch mehrfache Projektion der
Randpunkte auf diese Triangulierung. Als Projektionsverfahren werden die orthogonale
Projektion sowie die sogenannte Umbrellaprojektion verwendet. Mit diesem Verfahren
ist es moglich, eine hierarchische Folge von Hexaedergittern fiir komplexe Geometrien
zu erzeugen. Das komplexeste untersuchte Beispiel ist ein vereinfachtes Modell eines
Autos (siehe Abbildung 1.8). Jedoch ist die Approximationsgiite eines Hexaedergitters
H? maximal so gut wie die der Triangulierung 7. Die Randpunkte des Gitters H’ liegen
auf der Triangulierung 7, aber in der Regel nicht exakt auf dem Rand 0f2.

1.56.6 Triangulierung, Gitterdeformation und Projektion

Eine ganz andere Form der Randanpassung ist die Fictitious Boundary Methode. Diese
wurde von Turek, Wan und Rivkind [55] in FEATFLOW eingefiihrt. Hierbei werden
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Q%
Q@

Abbildung 1.7: Die Gitter Q% Q' werden entlang der Z-Achse kopiert.

Abbildung 1.8: Geometrische Beschreibung eines Autos durch eine Triangulierung. Quelle:
Goddeke [22]
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Abbildung 1.9: Definition eines Gitters mittels der Fictitious Boundary Methode. Die Appro-
ximation der Ellipse (dunkelgrau) entspricht dem Rand des Gitters, welches
entsteht, wenn man die inneren Vierecke (hellgrau) entfernt. Quelle: Miemc-

zyk [38]

Licher des gegebenen Gebiets ) ebenfalls diskretisiert. Gitterelemente innerhalb der
Locher werden verworfen. In Abbildung 1.9 ist das Gebiet € der Bereich zwischen dem
Quadrat und der Ellipse. Dieses wird durch eine Hierarchie von zwei Vierecksgittern

Q°, Q! diskretisiert. Der innere Bereich der Ellipse ist kein Teil des Gebietes 2, wird
aber ebenfalls diskretisiert. Die Approximation der Ellipse (dunkelgrau) entspricht dem
Rand des Gitters, welches entsteht, wenn man die inneren Vierecke (hellgrau) entfernt.
Hierbei kann nicht garantiert werden, dass die Randecken der Gitter auf dem Rand von
Q) liegen. Dies fiihrt zu einer entsprechend schlechten Approximation der Ellipse.

Um eine genauere Approximation des Randes 02 zu erhalten, wurde von Grajewski
[25] eine Methode der Gitterdeformation fiir den 2D-Fall eingefiihrt. Hierbei wird der
Fldcheninhalt der Vierecke des gegebenen Gitters durch eine Monitorfunktion gesteuert.
Diese ist abhéngig von der Entfernung der Ecken zum Rand des Gebiets. Je geringer der
Abstand eines Vierecks zum Rand des Gebiets ist, desto kleiner soll der Flacheninhalt
des Vierecks sein. Dies fiihrt dazu, dass die Ecken des Gitters zum Rand des Gebiets
verschoben werden. Dadurch erhélt man eine bessere Approximation des Randes des
Gebiets € und eine dichtere Diskretisierung im Bereich von 0€). Auch in diesem Fall ist
nicht garantiert, dass Randecken des Gitters auf dem Rand des Gebiets liegen. Abbil-
dung 1.10 zeigt ein Beispiel, in dem das Gebiet dem Bereich zwischen einem Quadrat
und einem Kreis entspricht. Zu sehen ist das Gitter, welches mittels Fictitious Boundary
Methode in Kombination mit der Deformationsmethode erzeugt wurde.

Miemczyk [38] setzte diese beiden Verfahren fiir den 3D-Fall um. Das Gebiet wird dabei
durch eine Triangulierung beschrieben. Er erweiterte diesen Ansatz um ein Projekti-
onsverfahren fiir die Randecken des erzeugten Gitters. Liegt eine Randecke in einem
Loch des Gebiets und existiert genau eine Nachbarecke innerhalb des Gebiets, so wird
die Randecke in Richtung der Nachbarecke auf die Triangulierung projiziert. Bei mehr
als einer Nachbarecke werden die Richtungen gemittelt. Verschlechtert sich dabei die
Qualitit eines angrenzenden Hexaeders deutlich, so wird die Projektion riickgéngig ge-
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Abbildung 1.10: Definition eines Gitters mittels der Fictitious Boundary Methode mit an-
schlieflender Deformation. Quelle: Grajewski [25]

macht. Miemczyk untersuchte verschiedene Stromungssimulationen in einem Windkanal
mit teilweise sehr komplexen Geometrien, wie z. B. einem VW Golf. Die Ergebnisse sind
vielversprechend. Ein noch zu lésendes Problem sind kiinstliche Graben, welche durch
die Deformation des Gitters und anschliefende Projektion der Randecken entstehen.
Abbildung 1.11 zeigt dies am Beispiel eines Quaders. Das Stromungsgebiet verlduft um
den Quader. Das obere Bild zeigt ein Gitter nach der Deformation. Das untere Bild
veranschaulicht die anschliefende Projektion der Randecken auf den Quader.

1.5.7 Parametrisierte Flachen

Das Ziel dieser Arbeit ist es, FEATFLOW so zu erweitern, dass Stromungssimulationen
fir allgemeine Gebiete 2 C R? durchgefiihrt werden konnen. Zur Beschreibung des
Randes 0f) werden Parametrisierungen verwendet. Diese sind eine universale Methode
zur Beschreibung von Flichen im R3. Der Vorteil von parametrisierten Fliichen ist, dass
mit ihnen praxisbezogene Geometrien exakt beschrieben werden kénnen. Die Unter-
teilung der Randkanten wird im Parameterbereich der Flichen erfolgen. Dadurch ist
gewiahrleistet, dass die Randpunkte der Gitter H*, ¢ = 0,..., N, immer auf dem Rand
0%) des Gebietes (2 liegen.
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Abbildung 1.11: Das obere Bild zeigt einen Quader und ein deformiertes Gitter. Das untere
Bild zeigt das Resultat der Projektion der Randecken des Gitters auf den
Quader.
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2 Darstellung von Kurven und Flachen

2.1 Grundbegriffe aus der Differentialgeometrie

Innerhalb von CAD-Systemen werden Kurven und Flichen grofitenteils mit Hilfe von
Parametrisierungen beschrieben. Es folgen dazu Grundbegriffe aus der Differentialgeo-
metrie.

Definition 2.1
Eine Menge von Punkten C C R%, d € {2,3}, heifit parametrisierte Kurve, wenn es
ein abgeschlossenes Intervall I C R mit nicht leerem Inneren und eine stetige Abbildung

I —» R
C: { " : C(t) = (Cy(t),...,Ca(t)T

gibt, so dass C = C(I) gilt.

Das Paar (I, C) heikt Parametrisierung oder Parameterdarstellung von C. Das
Intervall I = [a,b] nennt man Parameterraum oder Parameterbereich der Para-
metrisierung C = C(I). Gilt C(a) = C(b), so heikt C geschlossen, andernfalls offen.
Durch die Parametrisierung (I, C) erhélt die Kurve C eine Orientierung, indem die
Punkte von C im Sinne wachsender Werte des Parameters ¢ durchlaufen werden. Ist die
Abbildung C stetig differenzierbar und gilt

C(t) #0, (tel),

so heift die Parameterdarstellung (I, C) regulér. Existiert zu C eine Parametrisierung
(I1,C), die im Inneren von I injektiv ist, so heift C selbstschnittfrei. Existiert eine
Parametrisierung, welche auf ganz I injektiv ist, so ist C selbstschnittfrei und offen.

Definition 2.2
FEine Menge von Punkten S C R3? heifit parametrisierte Oberfliche, wenn es ein
abgeschlossenes Gebiet D C R? mit nicht leerem Inneren und eine stetige Abbildung

[ D — R?
S {(u,v)T S S(u,v) = (Si(u, 0), Sa(u, v), Ss(u, v))T

gibt, so dass S = S(D) gilt.

Das Paar (D,S) heit dann Parametrisierung oder Parameterdarstellung von
S. Das abgeschlossene Gebiet D wird als Parameterraum oder Parameterbereich
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der Parametrisierung S = S(D) bezeichnet. Ist die Abbildung S stetig differenzierbar
und gilt fiir das Vektorprodukt der partiellen Ableitungen S,,S, von S

S.(u,v) X Sy(u,v) #0, ((u,v) € D),

so heift die Parameterdarstellung (D, S) regulér. Existiert zu S eine injektive Parame-
trisierung, so heifst S selbstschnittfrei.

Definition 2.3
Es sei & = S(D) eine parametrisierte Oberfliche und C = C(I) eine parametrisierte
Kurve im R3. C wird als Fldchenkurve beziglich S bezeichnet, wenn es eine Kurve

C=C(I) C D gibt, so dass
C(t) = S(C(1)), (t € 1).
gilt.

Die Fldachenkurve C ist also eine Teilmenge der Fliche S. Die Kurve C = C(I) heifst
Parameterraumkurve der Flichenkurve C = C(/) beziiglich der Fliche S =
S(D). Fiir eine Flichenkurve C = C(I) wird die zugehorige Parameterraumkurve nun
stets mit C = C(I) bezeichnet. Es seien ug, vg € R. Wahlt man als Parameterraumkurve

C(t) = (t,v)", (t € 1),
bzw.
g<t) - (uo,t)T, (t € ])7

so nennt man die zugehorige Fliachenkurve Koordinatenkurve.

Im restlichen Verlauf dieses Abschnitts seien alle Parametrisierungen von Kurven, Pa-
rameterraumkurven und Flachen regular.

Absténde und Winkel auf einer parametrisierten Flédche konnen mit Hilfe der sogenann-
ten 1. Fundamentalform berechnet werden.

Es sei (D, S) eine Parametrisierung zur Fliche S C R3. Weiter seien (ug,vo)? € D,p =
S(ug, vp). Der von S, (ug,vo),Sy(ug, vo) aufgespannte Raum 7,(S) heikt Tangential-
raum von § in p. Durch Einschrinkung des Skalarproduktes (-, -) des R?® auf T,,(S) x
T,(S) erhélt man ein Skalarprodukt

(-,)p : Tp(S) x T,(S) — R. (2.1)

Definition 2.4
Die zum Skalarprodukt in (2.1) zugehirige quadratische Form

Ip:{ (S — R

w — (W, wW)p

heifst 1. Fundamentalform von S in p.
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2 Darstellung von Kurven und Flachen

Im Weiteren wird darauf verzichtet, die Abhéngigkeit der partiellen Ableitungen S,,, S,
von ug, vy anzugeben, solange dies aus dem Zusammenhang hervorgeht. Die explizite
Darstellung von I, beziiglich der Basis S,,S, von T,(S) erhilt man wie folgt. Es sei
w = w1 S, + weS, € T(S), dann gilt

Ip(w) =

(W, W)p = (W, w)
< S +UJQSU7U)18 ‘|—U)QS>
(Su,S ywi + 2(S,, S >w1w2 +(S,, Sy w3

Wi + 2g19w Wy + oo

mit

g11 = 911(U0,U0) = <Su(u07U0)7 Su(u07UO)>7
912 = g12(uo, vo) = (Su(uo, o), Sy (o, v0)), (2.2)
go2 = 922(“071)0) = <Sv(U0,Uo)> Sv(u[),vo)>.

Setzt man nun

Gp — (911 912) ’
912 g22

so lasst sich I, auch darstellen als

o ={(3) ()

Es sei nun C = C(I) eine Flidchenkurve beziiglich der Fliche S = S(D) mit der zugeho-
rigen Parameterraumkurve C = C(/). Dann gilt

C(t) = Ts(c()

= Su(C(t)C4(t) + Su(C(1))Ca(1),

und insbesondere erhilt man
Lo <C(t)> = <Q(t)7 GC(t)Q(t)> :

Die 1. Fundamentalform beschreibt die Metrik der Oberflache S, d. h. Léngen und Winkel
auf § konnen mit Hilfe von Ig(,.) berechnet werden. Die folgenden Aussagen wurden in
[16] bewiesen.

Linge einer Flichenkurve

Es sei C = C([) eine Fliachenkurve beziiglich der Flache S = S(D). Die Bogenlénge der
Flachenkurve C zwischen den Punkten C(ty), C(t1) mit ty,t; € I ist dann

/: = / \/ cwC(t)) d.

o (t)
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Schnittwinkel zweier Flichenkurven

Es seien C; = Cy([1), Cy = Cy(1s) zwei Flachenkurven beziiglich der Fliche & = S(D).
Es seien weiterhin C; = C,(I;),C, = C,(I5) die entsprechenden Parameterraumkurven,
welche sich im Punkt C,(sg) = C,(tg) € D, sy € I1,ty € I3, schneiden. Entsprechend
schneiden sich die Fldchenkurven Cy,Cy im Punkt p := C;(s9) = S(C;(s0)) = Ca(to) =
S(C,(to)). Fiir den Schnittwinkel @ der Flachenkurven gilt dann

<C1(50)7 C2(t0)>
[, et

) (€1(s0), GColt0))

(G060 ) (a0, Gt

Handelt es sich bei den Flachenkurven um zwei sich schneidende Koordinatenkurven zu
unterschiedlichen Koordinatenrichtungen, so vereinfacht sich der Ausdruck zu

cosa =

g12
cosq = ————.
V 911/ 922
Isometrie

Gilt fiir eine Fliche S = S(D)

10
s = (g 1)+ ((w0)" € D)

so erhélt man fiir die Bogenldnge einer Flachenkurve C = C([)

t1 . t1
/ C(t)H dt = /
to 2 to

und fiir den Schnittwinkel a zweier Flachenkurven C; = C;(1;), Cy = Cy([l2) gilt dann

Ct)|| at

2

(Cils0):Calto)) — (Cils), Calt)
[, [, e, |eel,

cosa =

In diesem Fall stimmen also Lingen- und Winkelrechnung im Parameterraum D und
auf der Oberflache S iiberein. Man sagt dann, die Fldche S ist isometrisch zum Para-
meterbereich D. Die Parametrisierung (D, S) wird dann als Isometrie bezeichnet.

Je mehr die Matrix Gg(y,) fiir alle (u,v)” € D von der Einheitsmatrix abweicht, desto
starker werden metrische Eigenschaften, wie Lange und Winkel, von der Abbildung S
verzerrt.
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2 Darstellung von Kurven und Flachen

Abbildung 2.1: Isometrische Parametrisierung eines Halbzylinders.

Beispiel 2.5 Halbzylinder
Ein Beispiel fiir eine Isometrie ist die Parametrisierung (D, S) des Mantels eines Halb-
zylinders mit Radius und Hohe 1:

D= {(u,v)" e R*|7r <u<2r,0<v <1},
S(u,v) = (cos(u),sin(u),v)’, (u,v)’ € D.

Abbildung 2.1 zeigt zwei Koordinatenkurven Cy,Csy auf der Fliche & des Halbzylinders,
sowie die zugehorigen Parameterraumkurven C,,C, im Parameterraum D. Die Parame-
terraumkurven und die Flachenkurven schneiden sich jeweils in einem Winkel von 90°.
Die Bogenlinge der Parameterraumkurven stimmt mit der Bogenldnge der Flachenkur-
ven iiberein.

Beispiel 2.6 Parallelogramm
Die Parametrisierung

D = {(u,v)" € R*|0 < u,v < 1},
S(u,v) = (u+v,v,0)", (u,v)" € D,

des Parallelogramms S in Abbildung 2.2 ist keine Isometrie, denn es gilt

11
Gs(u,v) = (1 2) , ((U,U)T S D)

Die Flachenkurven Cy, Cy schneiden sich in einem Winkel von 45°, obwohl sich die zugeho-
rigen Parameterraumkurven C;,C, in einem Winkel von 90° schneiden. Die Bogenldnge
von C,; und C; ist 1. Die Bogenldnge von C, bzw. Cs ist 1 bzw. V2.
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Co Ca

C, 1

u
D S
v

Abbildung 2.2: Nicht isometrische Parametrisierung eines Parallelogramms.

2.2 Triangulierungen

Eine sehr einfache Form zur Beschreibung von Oberflichen sind Triangulierungen. Diese
sind in der Computerspieleindustrie weit verbreitet. Fiir das in den Kapiteln 4 und 5 be-
schriebene Verfahren zur Erzeugung von Gittern auf Oberflachen spielen Triangulierun-
gen eine zentrale Rolle. Es folgen einige grundlegende Definitionen fiir Triangulierungen.

Dreieck

Es seien vy, vy, vy € R" n € {2,3}, drei beliebige, nicht kollineare Punkte. Die konvexe
Hiille von v1, va, v3 heiflt Dreieck und wird mit 7" = Av;vyvs bezeichnet. Die Punkte
V1, Vg, vy nennt man auch Ecken. Als Kante [v,w] bezeichnet man die Verbindungs-
strecken zweier Ecken v, w von T'.

Triangulierung
Essei T ={T\,..., T}, m € N, eine Menge von Dreiecken im R™, n € {2,3}. T heift
Triangulierung oder auch Dreiecksgitter, wenn fiir ¢ # j,i,7 € {1,...,m}, einer der
drei folgenden Fille gilt:

e T,NT; =10,

e T, N T} ist eine gemeinsame Ecke,

e 7;NTj ist eine gemeinsame Kante.

Sind die Ecken Elemente des R?, so heikt 7 planare Triangulierung und S7 mit

St = OTi,
=1

bezeichnet die Fliche von 7. Liegen die Punkte hingegen im R3, so spricht man von
einer Oberflichentriangulierung und S7 ist eine Fliche im R?. In beiden Fillen wird
gefordert, dass S C R™ zusammenhéngend ist.

Des Weiteren bezeichnet V(7)) die Menge der Ecken und E(7) die Menge der Kanten
der Triangulierung. Zwei Ecken v, w sind benachbart, wenn [v,w]| eine Kante der Tri-
angulierung ist. Zwei Dreiecke heifen benachbart, wenn sie eine gemeinsame Kante
haben. Die Nachbarschaft einer Ecke v € V(7)) ist definiert als

Ny, ={w e V(T)|[v,w] € E(T)}.
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2 Darstellung von Kurven und Flachen

Eine Triangulierung heift geschlossen, wenn jede Kante der Schnitt von genau zwei
Dreiecken ist. Andernfalls spricht man von einer offenen Triangulierung und man unter-
scheidet zwischen inneren Kanten und Randkanten, bzw. zwischen inneren Ecken
und Randecken. Eine Kante [v,w] ist eine innere Kante, wenn sie Schnittmenge zwei-
er Dreiecke ist. Andernfalls ist sie eine Randkante. E;(7) bzw. Ep(7T) bezeichnet die
Menge aller inneren Kanten bzw. die Menge aller Randkanten. Eine Ecke v ist eine Ran-
decke, wenn sie gleich dem Schnitt zweier Randkanten ist. Andernfalls ist sie eine innere
Ecke. Vi(T) bzw. Vi(T) bezeichnet die Menge aller inneren Ecken bzw. die Menge aller
Randecken. Die Menge

oT = U [V, W]

[vw]eER(T)

heift Rand von 7.

Vergleicht man zwei Triangulierungen 77, 75 miteinander, so sind sie im topologischen
Sinne gleich, wenn sie die gleiche Konnektivitit besitzen.

Konnektivitit

Es sei {vy,...,v,}, n € N, die Menge aller Ecken der Triangulierung 7. Ein Dreieck
T = Avivjvg, i,5,k € {1,...,n}, ist eindeutig durch die Angabe des Index-Tripels
(1,7, k) der Ecken des Dreiecks definiert. Jede Permutation des Index-Tripels definiert das
gleiche Dreieck. [(4, j, k)] bezeichne die Menge aller Permutationen von (i, j, k). Durch
die Menge

C(T) = {1, 4, HIIT = Avivive € T}

wird die sogenannte Konnektivitdt der Triangulierung 7 beschrieben. Gilt C(77) =
C(T2) fiir zwei Triangulierungen 77, Tz, bei geeigneter Nummerierung der Ecken, so wer-
den diese als Triangulierungen mit identischer Konnektivitit bezeichnet.

Beispiel 2.7
In Abbildung 2.3 ist ein Beispiel fiir zwei planare Triangulierungen 7 = {1}, 15, T3, T,},
T = {Tl,Tg,Tg,T4} mit identischer Konnektivitit zu sehen. Es seien vy,...,vg bzw.
Vi,...,Vs die Ecken von T bzw. T. Die Dreiecke T,...,Ty bzw. Ti,..., Ty werden
eindeutig durch die Index-Tripel (1,2,6), (2,3,6), (3,4,6), (4,5,6) definiert.

Ein weiterer, wichtiger Begriff in Bezug auf Triangulierungen sind die sogenannten

baryzentrischen Koordinaten. Referenzen zu diesem Thema sind [17] und [4].

Baryzentrische Koordinaten

Es sei € = E(T') die durch das Dreieck T' = Avyvovy C R”, n € {2,3}, definierte affine
Ebene. Da vy, vy, v3 ein Dreieck bilden, sind sie affin unabhingig. Zu jedem Punkt v € £
existieren eindeutig bestimmte Zahlen A, Ao, A3 € R mit

VvV = )\1V1 + )\2V2 + )\3V3,

2.3
1= A+ Ao+ As. (2.3)
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Vr V4
Ty
T3
Ve
15
T
Vi V2
T T

Abbildung 2.3: Zwei planare Triangulierungen 7 = {11, T, T3, Ty}, T = {T1, T», T3, Ty} mit
identischer Konnektivitét.

A1, A2, A3 heifen baryzentrische Koordinaten von v beziiglich 7'. Schlieklich wird
noch der Begriff der affinen Abbildung definiert.

Affine Abbildung

Essei E", n € N, der kanonische affine Raum beziiglich des Vektorraums R". Weiter seien
A, B C E" affine Unterraume von E" der Dimension m € N, m < n. Eine Abbildung
f: A — B heifst affin, wenn fiir beliebige Punkte vq,..., vy € A, k£ € N, und beliebige
Zahlen aq,...,ar € Rmit oy + ... + o =1 gilt

f (Z ozivi> = Z af(v;).

Ist f affin und bijektiv, so bezeichnet man f als Affinitat.

2.3 NURBS

In der Industrie werden standardméfig NURBS (Non Uniform Rational B-Splines) zur
Parametrisierung von Kurven und Flichen verwendet. Einige Griinde fiir die weite Ver-
breitung von NURBS sind die Folgenden:

e Mit NURBS lassen sich sowohl analytische Kurven und Flichen, wie z. B. der
Kreis oder der Zylinder, als auch Freiformflichen, wie z. B. ein Teil einer Gussform,
beschreiben.

e Algorithmen fiir NURBS-Kurven und -Flachen sind schnell und numerisch stabil.

e NURBS-Kurven und -Flachen sind invariant beziiglich einiger geometrischer Trans-
formationen, wie z. B. Drehung und Verschiebung.

Grundlage der NURBS sind die sogenannten B-Spline-Basis-Funktionen.
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2 Darstellung von Kurven und Flachen

2.3.1 B-Spline-Basis-Funktionen

Es seien n € N, d € Ny, sowie tg,...,t, € R. Gilt dann

tigtﬂ,l, i:(),...,n—l,
ti < Titd+1, i:O,...,n—d—l,

so heiken die Zahlen o, ..., ¢, Knoten vom Grad d (kurz Knoten) und der Zeilen-
vektor T = (to,...,t,) heitt Knotenvektor vom Grad d (kurz Knotenvektor).

Definition 2.8

Es seien n € Nyd € No,i € {0,...,n —d — 1}. Weiter sei T = (to,...,tn) ein Kno-
tenvektor vom Grad d. Die i-te B-Spline-Basis-Funktion vom Grad d wird mit N, 4
bezeichnet. Fiir den Grad d = 0 ist N;o definiert als

Ni,O : R-}R,

Nialw) = {

Lt <u<tin
0, sonst » (u€R).
Zusdatzlich sei Ny_10(t,) = 1. Fir den Grad d > 1 wird N; 4 durch folgende Rekursion
definiert

Niqg: R =R,
NLd(u) I:t ; Nin_l(U)—i—
i+d — U
€ R).
livdt1 — U (u )

Ni+17d—1 (u)7
Livdr1 — tit1

Treten in der Rekursion Briiche der Form 8 auf, so werden diese als 0 interpretiert.
Eine B-Spline-Basis-Funktion N; 4 vom Grad d wird auch kurz B-Spline vom Grad d
genannt.

Setzt man

m:=n—d—1,

dann existieren zum Knotenvektor T = (g, ..., t,) genau m+1 B-Splines Ny 4, ..., Ny g
vom Grad d.

Beispiel 2.9

In Abbildung 2.4 wird die Rekursionsformel aus Definition 2.8 veranschaulicht. Es wird
T = (0,1, 2,3) als Knotenvektor gewéhlt. Im unteren Bild sind die B-Splines Ny o, Ny,
Ny vom Grad 0 zu sehen. Durch Anwendung der Rekursionsformel auf die B-Splines
Noo, N1 bzw. Ny, Nag erhélt man die B-Splines Ny ; bzw. N1 vom Grad 1 (mittleres
Bild). Nochmalige Anwendung der Rekursionsformel auf die B-Splines Ny 1, Ny liefert
schlieflich den B-Spline Ny o vom Grad 2, welcher im oberen Bild zu sehen ist.
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2.3 NURBS

Abbildung 2.4: Die B-Splines Ny, N1,0, N2,0, No,1, N1,1, No2 iber dem Knotenvektor T =

(0,1,2,3).
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Eigenschaften der B-Splines
Die B-Splines verfiigen iiber folgende Eigenschaften. Die entsprechenden Beweise dieser
Aussagen finden sich in [41]. Es seien n € N;d € Ng,m :=n—d—1,i € {0,...,m}.

B1 Der B-Spline N; 4 ist auf ganz R nicht negativ, d.h. es gilt
Niq(u) >0 (u € R).
Diese Eigenschaft wird als Positivitdt bezeichnet.
B2 Der B-Spline N, 4 hat den lokalen Trager [t;, t;yq11].

B3 Essei j €{0,...,n—1}. In dem Intervall [¢;,¢;41) sind hochstens d + 1 B-Splines
ungleich Null. Dies sind gerade N;_44, ..., Njq.

B4 Es liegt die sogenannte Zerlegung der 1 vor, d.h. es gilt

m

> Nia(w) =1, (€ [ta, tm1])-

i=0
B5 Fiir d > 0 hat N, 4 genau ein Maximum auf ganz R.

Die B-Splines Ny g4, ..., Np, q bilden eine Basis des Raums aller stiickweisen Polynome
vom Grad d. Diese Aussage wird im Folgenden prézisiert.
Es seien [ € N, d € Ny. Die Zahlen &, ..., & € R mit der Eigenschaft

€i<£i+17 i:O,...,l—l,

werden als Bruchstellen bezeichnet.

Setzt man &€ := (&,...,&), so bezeichnet Py¢ den Raum aller stiickweisen Polynome
vom Grad d iiber dem Intervall [£y,&]. Eine Abbildung p : [£,&] — R ist also ein
Element von Py¢, wenn p eingeschriankt auf das Intervall [, &1q],7 € {1,...,1— 1}, ein
Polynom vom Grad d ist.

Von besonderem Interesse sind die Ubergiinge in den Bruchstellen &,i =1,...,1—1. Es
seien fi1, ..., i—1 € Z, mit

1< <d, i=1,...1-1,

sowie ;0 = (p1,. .., —1). Dann bezeichnet Py¢ ,, den Raum aller Abbildungen p € Pgg,
welche in den Bruchstellen &,7 = 1,...,] — 1, mindestens p;-mal stetig differenzierbar
sind. Der Fall p; = 0 bedeutet, dass p in & mindestens stetig ist und p; = —1 bedeutet,
dass in &; keine Bedingung an p gestellt wird.

Mit Hilfe der B-Splines ist es nun moglich, eine Basis von Pg¢ ,, zu erzeugen. Dazu bildet
man den sogenannten erweiterten Knotenvektor T = (to,...,t,), welcher folgende
Bedingungen erfiillt:

-1

1. nz2-(d—|—1)—|—¥(d—ﬂk);
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2. td—i—la s 7tn—d—l € {glv s 761—1}7
3 t0< ... <tly=E & =tna<..<l
4. Firi e {1,...,l —1}ist & in T exakt v; := (d — p;)-mal enthalten.

Als Knotenvektor T ergibt sich dann

T: (t(]y---7td717£07£17---7£17~~-
N—— N—_——

<&o vi—mal
"7§i7"'a§i7"'
—
v; —mal
C ,&_1, . 75[—17£latm+27 . 7tm+d+1)'
A g A o
Vv vV
v—1—mal >&

Die Einschrankungen der zu diesem Knotenvektor T zugehorigen B-Splines Nyg, ...,
Np.q auf das Intervall [£o, ] = [ta, tm+1] bilden dann eine Basis von Py¢ .. Der Beweis
der Basiseigenschaft wurde von Curry und Schoenberg erbracht [10].

2.3.2 NURBS-Kurven
Mittels der B-Splines lassen sich nun die NURBS-Kurven und -Fliachen definieren.

Definition 2.10

FEs seien n € N,d € Ny,m = n —d — 1, sowie po,...,Pm € R3 wy,...,w, € RT.
Des Weiteren seien T = (to,...,t,) ein Knotenvektor vom Grad d und Nog, ..., Npa
die zugehorigen B-Splines vom Grad d. Eine NURBS-Kurve C vom Grad d ist eine
parametrisierte Kurve C = C(I), fiir die die Parametrisierung definiert ist durch

I = [tg, tms1],
C:I—R?
Z wipiNi,d(u)
C(u) := == , (uel).
Z wiNZ‘7d(U>
i=0

Die Punkte po,...,pm € R® werden als Kontrollpunkte bezeichnet. Der durch die
Kontrollpunkte definierte Polygonzug heiftt Kontrollpolygon. Die Zahlen wy, ..., w,, €
R* nennt man Gewichte.

Eigenschaften der NURBS-Kurven

Es sei C = C(I) eine B-Spline-Kurve vom Grad d. Aus den Eigenschaften der B-Spline-
Basis-Funktionen ergeben sich folgende Eigenschaften fiir C. Die Beweise dieser Aussagen
finden sich in [41].

C1 C ist eine stiickweise rationale Kurve im R3.
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2 Darstellung von Kurven und Flachen

C2 Verdndert man den Kontrollpunkt p; oder das Gewicht w;, so dndert sich C nur
auf dem Intervall [t;,¢;14.1). Hierbei spricht man von lokaler Kontrolle.

C3 C verlauft in der konvexen Hiille der Punkte py, ..., pm. Genauer: Fiir u € [t;, t;11)
liegt C(u) in der konvexen Hiille der Punkte p; g4, ..., p;.

C4 Fiir eine affine Abbildung @ : R? — R3 gilt

5w (p) N, a(u)
(C(u)) = =

— , (wel)
Z wiNi,d(u)
i=0

Diese Eigenschaft wird als affine Invarianz bezeichnet.

C5 Es seien a,b € R,a < b. Wahlt man als Knotenvektor

T=(a,...,a,tq, -, tms1,0,...,b)
—— ——

d+1 d+1
so gilt
C(a) = po, C(b) = Pm-
Es liegt also Anfangs- und Endpunktinterpolation vor.
C6 Kegelschnitte lassen sich mit NURBS-Kurven durch geeignete Wahl von Grad,
Knoten, Kontrollpunkten und Gewichten exakt darstellen.
2.3.3 NURBS-Flachen

NURBS-Flichen sind eine direkte Verallgemeinerung von NURBS-Kurven.
Definition 2.11

Es seien ny,ny € N,dy,dy € No,my := ny —dy — 1,mg 1= ng — dy — 1, sowie p;j €
R w;; € RY,i = 0,...,mq,j = 0,...,ma. Des Weiteren seien U = (ug,...,uy,),
V = (vo, ..., n,) Knotenvektoren vom Grad dy bzw. ds und Nogy, -+ Nimy.drs Nodys - - 5

Nin,.dy die zugehorigen B-Splines vom Grad dy bzw. ds. Eine NURBS-Flache S vom

Grad (dy,ds) ist eine parametrisierte Fliche S = S(D), fir die die Parametrisierung
(D,S) definiert ist durch

D= [ud1>um1+1] X [Ud2avm2+1]>
S:D—R?

mi ma

2%) EO Wi5Pi; Niay (w)Nja, (V)
i=0 j=

S(u,v) == —s , ((u,v) € D).
> 2 wijNia, (u)Nja,(v)

i=0 =0
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Die Punkte p;; € R% i =0,...,my,j = 0,...,my werden als Kontrollpunkte be-
zeichnet und bilden das Kontrollnetz. Die Zahlen w;; € R,i =0,...,m1,7=0,...,ms
heiflen Gewichte.

Eigenschaften der NURBS-Flachen
Es sei & = S(D) eine NURBS-Fliche. Dann hat S folgende Eigenschaften [41].

S1 S ist eine stiickweise rationale Fliche im R3.

S2 Verdndert man den Kontrollpunkt p;; oder das Gewicht w;;, so dndert sich S nur
fir die Teilmenge [u;, Ui+a,+1) X [Vj, Vj1d,41) des Parameterbereichs D.

S3 S verlduft in der konvexen Hiille der Punkte pgo, - - ., Pmym,- Genauer: Fiir (u,v) €
[Wiy, Wig+1) X [Vjo, Vjo+1) liegt S(u,v) in der konvexen Hiille der Punkte p;j, ip —d <
i <o, Jo—d < J < Jo

S4 Auch fiir Flichen liegt affine Invarianz vor. Fiir eine affine Abbildung ® : R? — R3
gilt also

mi m2

2(:) Zowij@(Pz‘j)Ni,dl(u)Nm (v)
i=0j=
mi1 ma

> > wigNi g, (w)Nj g, (v)

i=0 j=0

®(S(u,v)) = , (u,v) € D).

S5 Es seien aq,b1,a0,by € R, a1 < by, as < by. Wahlt man als Knotenvektoren

U= (al,...7(l1,ud1,...,Um1+17b1,...,b1)
di+1 di+1

V= ((1,2,...,ag,l}dQ,...,Um2+1,b2,...,b2>,
da+1 da+1

so liegt, Eckpunktinterpolation vor

S(ab a2) = Poo, S(b17 a?) = Pm,0,
S(a17 bQ) - p0m27 S(bla 62) - pmlmg'
S6 Zylinder, Kegel und Ellipsoide lassen sich mit NURBS-Flachen exakt darstellen.

S7 Jede Koordinatenkurve einer NURBS-Flache ist eine NURBS-Kurve.

2.3.4 Modellierung

Mit Hilfe der Kontrollpunkte und Gewichte lasst sich der Verlauf von NURBS-Kurven
und -Flachen intuitiv gestalten. Dies wird im Folgenden am Beispiel von NURBS-Kurven
illustriert. Fiir NURBS-Flichen gelten entsprechende Aussagen.
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2 Darstellung von Kurven und Flachen

Po — 9o P4

Abbildung 2.5: Zwei NURBS-Kurven C und C die bis auf den Kontrollpunkt p; bzw. p1
identische Kontrollpolygone besitzen.

Gemék Eigenschaft C3 verlduft eine NURBS-Kurve C = C(I) vom Grad d inner-
halb der konvexen Hiille ihrer Kontrollpunkte po, ..., py,. Das Teilstiick C([t;,ti11)),4 €
{d,...,m+1}, liegt innerhalb der konvexen Hiille der Kontrollpunkte p; g4, ..., p;. Gibt
man die Kontrollpunkte py, ..., pm, vor, so wird die Kurve C einen dhnlichen Verlauf wie
ihr Kontrollpolygon haben. Hat die Kurve nicht die gewiinschte Form, so ldsst sich diese
durch Verdndern der Kontrollpunkte bzw. Gewichte korrigieren. Eigenschaft C2 garan-
tiert, dass die Anderung eines Kontrollpunktes p;,i € {0,...,m}, oder eines Gewichtes
w;, i € {0,...,m}, nur Einfluss auf das Kurvenstiick C([t;,t;+4+1)) hat.

Beispiel 2.12

Abbildung 2.5 zeigt eine NURBS-Kurve C = C(/) vom Grad 2. Als Knotenvektor wurde
T = (0001233 3) gewihlt und die Kontrollpunkte sind po = (0 0 0)7,p; =
(510 0)T,py = (15 15 0)%,p3 = (25 10 0)T,py = (30 0 0)T. Fiir die Gewichte gilt
w; =1,9=0...,m. Es ist zu erkennen wie die Kurve C einen dhnlichen Verlauf wie ihr
Kontrollpolygon hat. Andert man den Kontrollpunkt p; zu p;, = (0 15 0)7, so dndert
sich die Kurve C nur fiir das Kurvensegment C([0,2]) und man erhélt eine neue Kurve
C. Die Endpunkte dieses Segmentes sind qo = C(0),q; = C(2).

Beispiel 2.13

Abbildung 2.6 veranschaulicht den Einfluss der Gewichte wy, ..., w,, auf die zugehorige
NURBS-Kurve C. Kontrollpunkte kénnen als Magnete interpretiert werden. Je grofer
ein Gewicht w;,7 € {0,...,m}, ist, desto stiarker wird die Kurve vom Kontrollpunkt
pi,i € {0,...,m}, angezogen. In Abbildung 2.6 ist Kurve C aus dem vorherigen Beispiel
zu sehen. Es wird das Gewicht w; von 1 auf 3 geéindert. Die Kurve C wird dann stérker
von p; angezogen. Man erhilt die Kurve C. Die Anderung des Gewichts wirkt sich nur
auf das Kurvensegment C([0,2]) mit den Endpunkten qo = C(0),q; = C(2) aus.
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2.3 NURBS

Po — 9o P4

Abbildung 2.6: Zwei NURBS-Kurven C und C mit gleichen Kontrollpunkten, jedoch unter-
schiedlichen Gewichten. C hat die Gewichte wg = w1 = wy = w3 = wyg = 1. C
hat die Gewichte wg = wy = wg = wy = 1 und wy = 3.

2.3.5 Getrimmte Flachen

Eine weitere Modellierungstechnik fiir NURBS-Flidchen ist das sogenannte Trimmen.
Bei diesem Verfahren werden Teile der Flache mit Hilfe von Kurven heraus geschnitten.
Es sei & = S(D) eine NURBS-Flidche. Weiter seien

Ql,l?"'7gl,k1""7Ql,17"'7gl71€l C D,l,kl,...7kl E N,

reguldre, selbstschnittfreie Parameterraumkurven. Es sei i € {1,...,[/}. Die Parametri-
sierungen (I ;,C; ;),j = 1,...,1, der Kurven C,;, j = 1,...,[, seien injektiv und es
gelte

Li; = [az}j?bi,jL ai,j7bi,j eER, j=1,... k,
Ciilbij)=C,ji(aijm), j=1,...,ki—1,

sz(bzk) = Qm(ai,l)-
Dann ist die Menge

ki
Qi = U QU
j=1

eine geschlossene Kurve, welche stiickweise durch (5, C, ), j = 1,...,k; parametri-
siert wird. Die Kurven C, 4,...,C, . seien so gegeben, dass C; selbstschnittfrei ist. Die
Teilmenge D' C D, welche links von allen Kurven Cy,...,C, liegt, wird zum giiltigen
Parameterbereich D’ erklart. Der Begriff links bezieht sich hierbei auf die Orientierung
der Parametrisierung der Parameterraumkurven C, ;,4 = 1,...,1,7 = 1,..., k;. Die ge-
trimmte NURBS-Flidche S’ ist dann die Teilmenge &’ = S(D’) € S von S. Die
Flachenkurven

Civj = S(gz,j(]’b,]))’l = 17 N 'al7j = ]-7 H '7ki
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2 Darstellung von Kurven und Flachen

heifen Kanten der Fliche S'. Fiir ¢ € {1,...,1} ist die Menge

ki
Ci = U Ci,j
j=1

eine geschlossene Fléchenkurve, welche stiickweise durch (I;;,S o Qi,j); g =1...,k
parametrisiert wird. C; wird als Trimmkurve von S’ bezeichnet. Die Punkte

Vz',j = S(Qi7j(ai7j)),@' = 1, .. .,l,j = 1, . .,ki

werden Ecken der Fliche S’ genannt.

Innerhalb von CAD-Systemen werden NURBS-Kurven als Parameterraumkurven ver-
wendet. Ist nun die Parameterraumkurve C = C(I) eine NURBS-Kurve, so ist in der
Regel die zugehorige Flachenkurve C = C(I) = S(C(I)) keine NURBS-Kurve. Um
ein einheitliches, auf NURBS-Kurven und -Flichen basierendes System beizubehalten,
werden die Fliachenkurven durch NURBS-Kurven approximiert. In diesem Fall ist zu
beachten, dass in der Regel die Parameterintervalle der Parametrisierungen von C und C
verschieden sind. Es seien (I, C) bzw. (I, C) die Parametrisierungen von C bzw. C, dann
gilt

C=C(I) =S(C(1))-

Im Weiteren wird davon ausgegangen, dass die Kanten einer NURBS-Fliche als auch
die zugehorigen Parameterraumkurven NURBS-Kurven sind.

Wenn im Folgenden von einer NURBS-Fliache § = S(D) die Rede ist, so kann es sich
hierbei auch um eine getrimmte Fliche handeln. Das heifst der Parameterbereich D muss
kein Rechteck bilden.

Beispiel 2.14

Abbildung 2.7 zeigt eine NURBS-Fliche S mit zugehorigem Parameterbereich D und den
Flachenkurven Cy 1, C1 2, C1 3, C1 4, Ca 1, C2 2. Innerhalb des Parameterbereichs D verlaufen
die zugehorigen Parameterraumkurven C, 5, C; 5, C; 3, Cy 4, Co 1, Cyo. Mit diesen lassen
sich die stiickweise parametrisierten Kurven

4 2
¢ =JcCu & =]Cy,
j=1 j=1

4 2
C, = UQLJ‘; Cy = U CQJ
Jj=1 J=1

bilden. C, entspricht gerade dem Rand von D. Verwendet man nur C, als Trimmkurve
und ist diese gegen den Uhrzeigersinn orientiert, so erhdlt man die Fliche Sy, welche in
Abbildung 2.8 dargestellt ist. Nutzt man C;,Cy als Trimmkurven und ist C; gegen den
Uhrzeigersinn und C, mit dem Uhrzeigersinn orientiert, so erhélt man die Fliche &,
welche in Abbildung 2.9 zu sehen ist.
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2.3 NURBS

Abbildung 2.7: NURBS-Fliache S mit Flachenkurven Cy 1, C12, C1,3, C1,4, C2,1, C22und zuge-
hﬁrigen Parameterraumkurven Ql,l? Q172’ Q1,3, Q1:47 Q2’1, (_3272.

S1

Abbildung 2.8: Getrimmte NURBS-Flache S; mit Trimmkurve Co und zugehériger Parame-
terraumkurve C,.
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2 Darstellung von Kurven und Flachen

D

Abbildung 2.9: Getrimmte NURBS-Fléche Sy mit den Trimmkurven Cy,Co und zugehorigen
Parameterraumkurven C;, Cs.

2.3.6 Visuelle Stetigkeit

In diesem Abschnitt wird der Begriff der Glattheit einer Kurve bzw. einer Fléche er-
liutert. Des Weiteren wird geklirt, wann der Ubergang zwischen zwei Kurven bzw.
zwischen zwei Fliachen glatt ist. Man spricht in diesem Zusammenhang auch von Vi-
sueller Stetigkeit bzw. Geometrischer Stetigkeit. Eine detaillierte Beschreibung
dieser Thematik findet sich in [30].

Glattheit einer Kurve

Es sei C eine Kurve mit stetig differenzierbarer Parametrisierung (I, C). Existiert ein
Parameter to € I mit C(t;) = 0, so ist es moglich, dass die Kurve C im Punkt C(to)
spitz ist. Ist die Parametrisierung (I, C) jedoch reguliir, ist also C(t) # 0, (t € I), so
erscheint die Kurve dem Betrachter glatt.

Beispiel 2.15
Die Kurve C C R? mit der Parametrisierung

I=[-1,1],
c. {1~ R?
1t = C)= )T

hat im Punkt C(0) = (0,0)" eine Spitze. Der Rest der Kurve verlduft glatt. Die Para-
metrisierung ist injektiv und stetig differenzierbar. Es gilt C(0) = 0, sowie C(t) # 0,
(t € I,t #0). Die Kurve C ist in Abbildung 2.10 zu sehen.

Tangentenstetigkeit
Es seien Cy,Cy Kurven mit reguldren Parametrisierungen ([ay, b1], C1), ([az, b2, Ca) und
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2.3 NURBS

Abbildung 2.10: Ein Beispiel fiir eine Kurve C mit einer Spitze. Die zugehorige Parametri-
sierung (I, C) ist injektiv und stetig differenzierbar.

es gelte

CiNCy=p = Cy(by) = Cs(as).
Existiert ein @ € RT mit

Ci(b1) = a- Cy(as),

so sind die Kurven C;, C; tangentenstetig in p. Dies wird auch als visuelle Stetigkeit
der Ordnung 1 bzw. geometrische Stetigkeit der Ordnung 1 bezeichnet. In diesem
Fall ist der Ubergang von C; zu Cs in p glatt. Andernfalls liegt eine Spitze vor.

Glattheit einer Flache

Entsprechend wird der Begriff Glattheit fiir Flachen interpretiert. Es sei S eine Fliache mit
stetig differenzierbarer Parametrisierung (D, S). Existieren Parameterwerte (ug,vo) € D
mit S, (ug, vo) X Sy(ug,v9) = 0, so kann die Flache im Punkt S(ug, vg) eine Spitze haben
oder es kann durch diesen Punkt ein Knick der Flache verlaufen. Ist die Parametrisierung
(D, S) regular, so ist die Flache S glatt.

Beispiel 2.16
Abbildung 2.11 zeigt eine NURBS-Flachen & = S(D) mit einem Knick. Die Parametri-
sierung (D, S) ist injektiv und stetig differenzierbar. Entlang des Knicks ist S,, x S, = 0.

Normalenstetigkeit

Es seien Sp, Sy zwei Fldchen mit den reguldren Parametrisierungen (Dq,S;), (D2, Ss)
und §; NS,y # 0. Weiter seien (u1,v1) € D1, (uz,v2) € Dy mit p = Sy(uy, v1) = So(uz, v2)
und n;, n, die Normalenvektoren von S;, S, in p. Existiert ein o € R mit

n; = «o-1nNy,

so sind §; und S; normalenstetig in p. Dies ist gleichbedeutend damit, dass die Tan-
gentialebenen von & und S; in p iibereinstimmen. Dies bezeichnet man auch als visuelle
Stetigkeit der Ordnung 1 bzw. geometrische Stetigkeit der Ordnung 1. In die-
sem Fall ist der Ubergang von S; zu S, in p glatt. Andernfalls liegt in p eine Spitze vor.
Es sei nun der Schnitt S; N Ss der Flachen S, Sy eine offene Kurve C. Ist der Ubergang
von &1 zu Sy in allen Punkten von C nicht normalenstetig, so bilden §; und Ss in C einen
Knick.
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2 Darstellung von Kurven und Flachen

Abbildung 2.11: Ein Beispiel fiir eine Fliche & mit einem Knick. Die zugehérige Parametri-
sierung (D, S) ist injektiv und stetig differenzierbar.

2.3.7 Beschreibung eines Gebietes

IGES (Initial Graphics Ezchange Specification) [57] ist ein weit verbreiteter Datei-
Standard, der den Austausch von Daten zwischen CAD-Systemen ermdéglicht. Die Daten
werden dabei in verschiedene Klassen, sogenannte Entities unterteilt. NURBS-Kurven
werden z. B. in der Rational B-Spline Curve Entity beschrieben. Eine iibliche Me-
thode zur Beschreibung eines Gebietes 2 C R? ist das Boundary Representation
Model. Hierbei wird das Gebiet 2 durch seinen Rand beschrieben. Dieses Modell wird
in IGES durch die Klasse Manifold Solid B-Rep Object Entity realisiert. In dieser
Klasse wird zwischen topologischen und geometrischen Elementen unterschieden.

2.3.7.1 Beschreibung der Topologie

Die topologischen Elemente sind: Manifold Solid, Closed Shell, Face, Loop, Edge, Vertex.
Jede dieser Entitidten wird durch Elemente der nichsten unteren Ebene begrenzt und
durch Aufzéhlung dieser Elemente definiert. Ein Solid SOLID wird somit durch eine du-
fsere Shell OS und keine, eine oder mehrere innere Shells ISy, ... ISxs, NS € N, begrenzt.
Eine Shell ist die Vereinigung miteinander verbundener Faces Fy, ..., Fxp, NF € N. Ein
Face F wird durch eine dufere Loop OL und keine, eine oder mehrere innere Loops
ILy, ..., LNy, NL € N, begrenzt. Eine Loop L ist eine geschlossene Verbindung von Ed-
ges Eq, ..., Exg, NE € N. Jede Edge E wird durch zwei Vertices V, W begrenzt, welche
als Start-Vertex V und End-Vertex W unterschieden werden. Dadurch erhilt jede Edge
E eine Orientierung. Jede Edge E ist immer Teil von genau zwei Loops. In einer Loop
wird die Orientierung beibehalten, in der anderen Loop wird die Orientierung der Edge
umgekehrt. Dies wird durch E4 bzw. E— gekennzeichnet.

Beispiel 2.17 Zylinder
In Abbildung 2.12 ist ein Zylinder zu sehen. Das vom Zylinder eingeschlossene Gebiet
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2.3 NURBS

Abbildung 2.12: Zylinder als Beispiel fiir einen Solid. Die Oberfliche des Zylinders bildet die
dufere Shell OS.

F3

Abbildung 2.13: Zylinder aufgeteilt in Faces Fq, ..., Fy.

bildet den Solid SOLID. Die Oberfliche des Zylinders bildet die dufsere Shell OS. Es
existieren keine inneren Shells. Die dufere Shell OS besteht aus den Faces Fy,... Fy,
welche in Abbildung 2.13 dargestellt sind. Diese werden jeweils durch die duferen Loops
OLy, ..., OLy begrenzt. Es existieren keine inneren Loops. Die dufteren Loops bestehen
aus den Edges Eq, ..., Eg. Im einzelnen sind die Loops folgendermafen definiert

OL; = E1+, Ey+,
OL; = Es+, Es+, E;—, Eg—,
OL3 = E3+, Ey+,
OLy = Ey+, Eg+, Eo—, E5—.

Die Edges werden durch die Vertices Vi, Vs, V3, Vy definiert. Die Loops und Vertices
sind in Abbildung 2.14 zu sehen.
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2 Darstellung von Kurven und Flachen

Abbildung 2.14: Zylinder aufgeteilt in Edges Eq,...,Eg und Vertices Vy,..., V4.

2.3.7.2 Beschreibung der Geometrie

Die geometrische Beschreibung einer Vertex V erfolgt durch Angabe ihrer kartesischen
Koordinaten v = (z y 2)7, z,y, 2 € R. Ein Face F wird durch eine getrimmte NURBS-
Flache &’ geometrisch beschrieben. Als Grundlage dient eine nicht getrimmte NURBS-
Fliche S = S(D) (IGES: Rational B-Spline Surface Entity). Diese wird durch Angabe
ihres Grades, ihrer Knotenvektoren, ihrer Kontrollpunkte und ihrer Gewichte definiert.
Es sei nun L eine innere oder dufere Loop des Faces F. Weiter seien Ei, ..., Exg die-
jenigen Edges aus denen L zusammengesetzt ist. Jede Edge E;, i € {1,...,NE}, wird
dann durch eine NURBS-Fliachenkurve C; = C;(1;) = S(C,(/;)) beziiglich der Fliche S
geometrisch beschrieben. Die Parametrisierungen (I;, C;), (I;, C,) werden durch Angabe
ihrer Grade, Knoten, Kontrollpunkte und Gewichte definiert. Die Menge

NE
c=Jc
=1

ist dann die geometrische Beschreibung der Loop L. Im Sinne von Abschnitt 2.3.5 ist
C eine Trimmkurve beziiglich der Fliche S. Jeder Loop L des Faces F beschreibt also
eine Trimmkurve C. Mit Hilfe dieser Trimmkurven wird dann die Fliche & zur Fliche
S’ getrimmt und man erhilt so die endgiiltige geometrische Beschreibung des Faces F.
Die Kurven, welche zur geometrischen Beschreibung der Edges einer Loop verwendet
werden, sind dann Kanten der Fliche S'.

Es werden nun die wichtigen Begriffe Geometrie und Fléchenverband eingefiihrt.
Definition 2.18

Es seien Sy,...,5,, m € N, alle getrimmten NURBS-Flichen, welche zur geometri-
schen Beschreibung der Faces eines Gebietes Q C R3, gemdfs der IGES-Klasse Manifold

Solid B-Rep Object Entity, verwendet werden. Es gelte fiir den Schnitt zweier beliebiger
NURBS-Flichen S;,S;, 1,5 € {1,...,m}, i # j, immer einer der drei folgenden Fille

(] SzﬂSJZ(D,
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o 5,NS; ist eine gemeinsame Ecke,

o 5,NS; ist eine oder mehrere gemeinsame Kanten.

Die Menge G = {Si,...,Sn} aller NURBS-Flichen Sy, ...,Sy, wird dann als Geome-
trie von 2 bezeichnet.

Ist G = {S1,...,Sn} eine Geometrie beziiglich eines Gebietes Q0 C R3, so ist der Rand
des Gebietes (2 gleich der Menge

Sg - O Sz
i=1

Sg wird im Weiteren Oberfliche von G genannt. Mit V' (G) bzw. E(G) wird die Menge
aller Ecken bzw. aller Kanten aller NURBS-Flichen von G bezeichnet. Ein Element
von V(G) bzw. von E(G) heikt dann Ecke von G bzw. Kante von G. Zwei NURBS-
Flachen S;,S;,4,7 € {1,...,m},i # j, heifen benachbart, wenn sie mindestens eine
gemeinsame Kante C € E(G) haben.

Beispiel 2.19

Abbildung 2.15 zeigt zwei benachbarte NURBS-Fliachen &1 = S1(D;), Sy = So(Ds). Die
Faces haben eine gemeinsame Kante C = C([a, b]). Da C Fléchenkurve beziiglich & und
S, ist, existieren zu C zwei Parameterraumkurven C; = C,([a1, b1]),Cy = Cy([az, ba]), so
dass gilt

C = S1(Cy(lar, bn])) = S2(Cy([az, ba])).

Insbesondere gilt

S1(Ci(a1)) = Cy(Cy(b2)),
S1(Ci(b1)) = Cy(Cs(az)),

d.h. die Orientierung von C und C; sind gleich, die von C und C, sind entgegengesetzt.
Ein weiteres Beispiel ist in Abbildung 2.16 zu sehen. Die NURBS-Fliachen &1, S> haben
hier zwei gemeinsame Kanten Cy, Cs.

C(a) =

Zusatzbedingungen
Im Weiteren werden die folgenden Zusatzbedingungen an eine Geometrie G gestellt:

e Die Parametrisierungen der Flichen und der Kanten sind injektiv und regulér.

e Zu zwei benachbarten Ecken v, w € V(G) existiert genau eine Kante C = C([a, b]) €
E(G), a,b € R, mit

C(a) =v,C(b) =w
oder C(b) = v,C(a) = w.

Diese Kante wird im Weiteren mit C}y w) bezeichnet.
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2 Darstellung von Kurven und Flachen

Abbildung 2.15: Zwei benachbarte NURBS-Flichen S; = Si(D1),S2 = Sa2(D3) mit der
gemeinsamen Kante C und den zugehorigen Parameterraumkurven C;,C,

Abbildung 2.16: Zwei benachbarte NURBS-Flichen Si,S2 mit zwei gemeinsamen Kanten
C1,Ca.
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Aus der ersten Bedingung ergibt sich, dass alle Fldchen und alle Kanten selbstschnittfrei
und glatt sind. Enthilt die Oberfliche Sg der Geometrie G einen Knick, so muss dieser
entlang einer Kante Ciy w € £(G) verlaufen. Enthilt eine Trimmkurve C eine Spitze, so
muss diese in einer Ecke v € V(G) liegen.

Diese geforderten Zusatzbedingungen sind in der Praxis leicht umsetzbar und stellen
keine wesentliche Einschrankung beziiglich der Geometrie dar.

Definition 2.20

Es sei G = {S1,...,8n}, m € N, eine Geometrie beziiglich eines Gebietes Q C R3. Die
Menge F = {S;,,...,Si,} € G, neN, iy, ....i, € {1,...,m}, heifit Flichenverband
von G, wenn die Menge

&:O%
j=1

einfach zusammenhdngend ist.

Die Menge Sr eines Flachenverbandes F heiftt Oberflache von F. Analog zur Geome-
trie werden die Begriffe Ecke, Kante und Nachbarschaft definiert. Eine Kante C € E(F)
heikt innere Kante, wenn zwei benachbarte Flichen S;;,S;,, j, k € {i,...,n} existieren
mit

CCS,NS,.

Andernfalls wird C als dufiere Kante bzw. Randkante bezeichnet. Die Menge aller
inneren Kanten von F wird mit E;(F) bezeichnet. Entsprechend bezeichnet Eg(F) die
Menge aller Randkanten von F. Gilt Eg(F) = (), so heikt F geschlossen, andernfalls
heifst F offen. Die Menge

U ¢

CeER(F)

heifst Rand von F und wird mit OF bezeichnet. Ist F ein offener Fldchenverband, so
ist OF eine geschlossene, stiickweise parametrisierte Kurve. Die Ecken der Randkanten
heifien duflere Ecken oder Randecken. Die Menge aller Randecken wird mit Vi (F)
bezeichnet. Die Menge aller inneren Ecken ist V;(F) = V(F) \ Vp(F).

Beispiel 2.21

Abbildung 2.17 zeigt die Explosionsansicht der aus sechs NURBS-Flidchen bestehenden
Geometrie G = {Sy, ..., Sg} eines Zylinders. Die Mengen F; = {S1}, Fo = {S3,S84}, F3 =
G sind Flachenverbinde, da die Mengen Sr,,Sr,, S, einfach zusammenhéngend sind.
Die Menge F, = {Sj,...,Ss} ist kein Flachenverband, da die Menge Sz, zwar zusam-
menhédngend, aber nicht einfach zusammenhéngend ist.
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2 Darstellung von Kurven und Flachen

So

Abbildung 2.17: Explosionsansicht fiir Geometrie G = {S1,...,Ss} eines Zylinders beste-
hend aus sechs NURBS-Fliachen. F; = {S1}, F2 = {83,841}, F3 = G sind
Flachenverbande. Fy = {Ss,...,Ss} ist kein Flachenverband.
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3 Spezielle Verfahren der Gittergenerierung

Es sei Q C R? ein Gebiet, dessen Rand 99 durch eine Geometrie G = {Sy,...,S,},m €
N, beschrieben wird. Eine verbreitete Methode das Gebiet €2 durch ein Hexaedergitter H
zu diskretisieren, ist zuerst ein Vierecksgitter Q auf der Oberfliche 0f) des Gebietes zu
konstruieren und dieses dann ins Innere des Gebietes (2 zu einem Hexaedergitter zu erwei-
tern. Der englische Begriff fiir Gittergenerierung auf Oberflichen ist Surface-Meshing.
In diesem Kapitel wird ein Uberblick iiber existierende Verfahren des Surface-Meshing
geliefert. Mit Hilfe der untersuchten Verfahren soll dann eine Strategie zur Randanpas-
sung (siche Abschnitt 1.5.1) entwickelt werden. Alle hier untersuchten Verfahren be-
schrianken sich bei der Erzeugung des Oberflichengitters Q auf eine Fliche S € G oder
auf einen Fliachenverband F C G.

3.1 Gittergenerierung in der Ebene

Die meisten Surface-Meshing-Verfahren sind Modifikationen bekannter Verfahren zur
Gittererzeugung fiir planare Gebiete Q C R2. Zwei wichtige Gruppen von planaren
Gittergenerierungsverfahren sind Delaunay-Verfahren und Advancing-Front-Ver-
fahren.

3.1.1 Delaunay-Verfahren

Delaunay-Verfahren sind Verfahren, welche ein gegebenes Gebiet @ C R? durch eine
sogenannte Delaunay-Triangulierung approximieren. Diese Art von Triangulierung
wurde 1934 von Delaunay [15] eingefiihrt. So weit nicht anders angegeben, kénnen die
Beweise der folgenden Aussagen den Vorlesungsunterlagen von Shewchuk [50| entnom-
men werden. Zunéchst wird der Begriff Delaunay-Triangulierung definiert.

Delaunay-Triangulierung
Essei V ={vy,...,v,,} CR* m € N, eine Menge von nicht kollinearen Punkten. Eine
Triangulierung 7 heifst Delaunay-Triangulierung beziiglich V', wenn gilt:

2. fiir jedes Dreieck T' = Av,;v;v; € T enthélt der Umkreis von 7" keinen Punkt aus
VAA{vi, vy, vieh,

3. Q(T) ist die konvexe Hiille von V.

Die zweite Bedingung wird Delaunay-Bedingung oder auch empty circle property
genannt. Unter der Voraussetzung, dass V' keine vier Punkte enthélt, welche auf einem
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3 Spezielle Verfahren der Gittergenerierung

Vo Vg — V3

Ty T

Abbildung 3.1: Zwei Triangulierungen 77, T2 beziiglich der Punkte V' = {vi,va,vs,v4}. Tq
ist die Delaunay-Triangulierung von V. Die Dreiecke Avivovs, Avsvyvy der
Triangulierung 72 erfiillen die Delaunay-Bedingung nicht.

gemeinsamen Kreis liegen, existiert zu V' genau eine Delaunay-Triangulierung 7. Diese
Lage der Punkte wird als allgemeine Lage bezeichnet.

Beispiel 3.1

In Abbildung 3.1 sind die konvexen Triangulierungen 77,75 beziiglich der Punkte V =
{v1, Vo, v3,v4} zu sehen. Die Punkte V' befinden sich in allgemeiner Lage. Triangulierung
T1 besteht aus den Dreiecken Avyivovy, Avovivy. Beide Dreiecke erfiillen die Delaunay-
Bedingung. 77 ist also die Delaunay-Triangulierung von V. Triangulierung 75 besteht
aus den Dreiecken Avyvovs, Avsvyvy. Beide Dreiecke erfiillen die Delaunay-Bedingung
nicht.

Eigenschaften von Delaunay-Triangulierungen

Im Folgenden werden kurz einige Vor- und Nachteile von Delaunay-Triangulierungen
erlautert. Wird eine Triangulierung 7 fiir einen Finite Elemente Ansatz verwendet, so
spielt die Form der Dreiecke eine wichtige Rolle. Lasst man die Grofe der Dreiecke ge-
gen Null konvergieren, so erwartet man, dass die FE-Losung gegen die exakte Losung
des Problems konvergiert. Entstehen dabei jedoch Winkel in der Triangulierung, welche
gegen 180° Grad streben, so ist es moglich, dass die FE-Losung nicht gegen die exakte
Losung konvergiert. Dies wurde in |2] gezeigt. Sehr grofse Winkel in einer Triangulierung
konnen also zu schlechten numerischen Ergebnissen fiihren.

In [6] wurde gezeigt, dass auch sehr kleine Winkel in einer Triangulierung problematisch
sind, da diese zu schlecht konditionierten Gleichungssystemen der FE-Diskretisierung
fiihren kénnen.

Da sowohl zu kleine als auch zu grofse Winkel von Dreiecken zu numerischer Instabilitét
bei FE-Verfahren fiihren konnen, werden gleichwinklige Dreiecke, oder entsprechend
gleichseitige Dreiecke, bevorzugt.

Das Problem zu kleiner Winkel wird durch die Delaunay-Triangulierung gelost. Zu ei-
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3.1 Gittergenerierung in der Ebene

Abbildung 3.2: Die linke Abbildung zeigt ein Gebiet {2 sowie eine Menge von Punkten V' auf
0. Im mittleren Bild ist die Delaunay-Triangulierung 7 von V zu sehen. T
enthélt ein Dreieck mit einem grofen Winkel. 7 reproduziert den Rand von 2
nicht. Das rechte Bild zeigt eine Triangulierung 7" beziiglich der Punktmenge
V! € V. T’ hat kleine Dreiecke mit kleinen Winkeln und reproduziert 95.

ner gegebenen Menge von Punkten in allgemeiner Lage ist die zugehorige Delaunay-
Triangulierung diejenige konvexe Triangulierung, welche den minimalen Winkel aller
Dreiecke maximiert. Diese Eigenschaft wurde zuerst von Lawson [36] nachgewiesen. Ei-
ne entsprechende Aussage fiir Triangulierungen im R? gilt jedoch nicht.

Fiir Delaunay-Triangulierungen ergeben sich zwei Nachteile. Sie sind immer konvex,
d. h. diskretisiert man ein nicht konvexes Gebiet 2 C R? durch eine Delaunay-Triangu-
lierung so wird der Rand 0f2 nicht reproduziert. Der zweite Nachteil ist, dass Delaunay-
Triangulierungen Dreiecke mit sehr grofen Winkeln enthalten kénnen.

Diese Probleme konnen dadurch gelost werden, dass zur Triangulierung weitere Punk-
te hinzu gefiigt werden. Dreiecke mit zu grofsem Winkel werden durch bessere Dreiecke
ersetzt. Dabei wird gewéhrleistet, dass die Delaunay-Bedingung fiir alle Dreiecke der Tri-
angulierung erhalten bleibt. Gleichzeitig wird der Rand 02 besser approximiert, indem
geeignete Kanten entfernt werden. Nach welchen Kriterien neue Punkte hinzu gefiigt
werden und Kanten entfernt werden, hiingt vom verwendeten Verfahren ab.

Beispiel 3.2

Abbildung 3.2 veranschaulicht den Prozess der Qualitdtsverbesserung und Randanpas-
sung. Im linken Bild ist der Rand 0f) eines Gebietes 2 zu sehen. Es wurde eine Menge
von Punkten V' erzeugt, welche auf dem Rand liegen. Im mittleren Bild ist die Delaunay-
Triangulierung 7 beziiglich V' zu sehen. Der Rand von §2 wird durch 7 nicht beriicksich-
tigt und 7 enthilt ein Dreieck mit einem sehr grofen Winkel. Das rechte Bild zeigt eine
neue Punktmenge V' mit V' C V. Zu dieser wurde eine Delaunay-Triangulierung 7’ mit
kleineren Winkeln erzeugt. Nicht geeignete Kanten wurden entfernt und der Rand 0f2
wird nun reproduziert.
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3 Spezielle Verfahren der Gittergenerierung

Abbildung 3.3: Veranschaulichung fiir Advancing Front Verfahren. Zu sehen ist ein Gebiet
Q mit rechteckigem dufserem Rand und einem Kreis als inneren Rand. Der
Rand 092 wurde durch Polygonziige diskretisiert. Die Front wurde ins Innere
von ) verschoben.

3.1.2 Advancing-Front-Verfahren

Bei Advancing-Front-Verfahren wird zuniichst der Rand 9 des Gebietes Q C R?
durch Polygonziige approximiert. Dadurch erhilt man eine Menge von Kanten E, welche
als Startfront bezeichnet wird. Ausgehend von der Startfront E wird das Gebiet (2
schrittweise durch ein Gitter diskretisiert. Wurde ein neues Dreieck bzw. Viereck erzeugt,
so wird die Kantenmenge E aktualisiert und £ wird im Weiteren als aktuelle Front
bezeichnet. Die Front £ wandert dabei ins Innere von €2 und bildet die Grenze zwischen
diskretisiertem und nicht diskretisiertem Gebiet €2. In Abbildung 3.3 ist dieser Prozess
fiir die Erzeugung eines Vierecksgitters Q veranschaulicht.

Die existierenden Advancing-Front-Verfahren unterscheiden sich in der Regel dadurch,
wie sie

1. die aktuelle Front erzeugen,

2. aufeinander treffende Elemente einer Front miteinander verbinden.

3.2 Gittergenerierung auf Oberflachen
Surface-Meshing-Verfahren lassen sich grob in zwei Kategorien einteilen:

1. Parameterraum-Verfahren,

2. Direkte 3D-Verfahren.

Es folgt eine reprisentative Auswahl von Algorithmen zur Erzeugung von Gittern auf
Oberflachen.
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3.2 Gittergenerierung auf Oberflichen

3.2.1 Parameterraum-Verfahren

Es sei (D,S) eine Parametrisierung der Fliche S C R3. Das Ziel ist die Erzeugung
eines Dreiecks- oder Vierecksgitters auf S. Im Folgenden wird die Vorgehensweise fiir
ein Vierecksgitter @ = {Q1,...,Qn}, m € N, erliutert. Die Erzeugung einer Tri-
angulierung 7 erfolgt analog. Bei Parameterraum-Verfahren wird zunichst ein Gitter
Q ={Q1,...,Qn}, im Parameterbereich D erzeugt. Es sei nun

Qi = D{/h{,h{,is{,im 1 E {1, ce ,m},
ein Viereck von Q. Dann ist das Viereck Q; des Gitters Q definiert durch
Qi = Dvilvmvigvu mit Vij = S({/ZJ% ] = ]_, ce ,4.

Das Problem bei diesem Ansatz ist, dass eine schlechte Parametrisierung (D, S) zu ver-
zerrten Vierecken des Oberfldchengitters Q fithren kann (siehe Abschnitt 2.1). Die meis-
ten Verfahren verwenden eine der folgenden zwei Strategien um dieses Problem zu 16sen.

1. Finde zu gegebener Fliche S mit der Parametrisierung (D, S) eine neue Parametri-
sierung (D, S), so dass Q unter S nicht oder nur wenig verzerrt wird. Idealerweise
ist (D, S) eine Isometrie.

2. Modifiziere den ebenen Gitteralgorithmus derart, dass im Parameterbereich D
verzerrte Vierecke entstehen, welche auf gut geformte Vierecke auf der Oberfléche

S abgebildet werden.

Das von mir entwickelte Verfahren verfolgt die erste Strategie. Es ist eine Erweiterung
des folgenden Verfahrens.

3.2.1.1 Erzeugung von Oberflichengittern im Parameterraum

Gegeben sei ein Gebiet 2 C R3, dessen Rand 992 durch eine Geometrie G = {Si, ..., S},
m € N, beschrieben wird. Es wird vorausgesetzt, dass es sich bei den parametrisierten
Flachen §; = S;(D;), ¢ € {1,...,m}, um nicht getrimmte NURBS-Fldchen handelt.
Somit ist der Parameterbereich D; jeder Fliche S; ein Rechteck und S; hat genau vier
Ecken und vier Kanten. Des Weiteren soll G ein strukturiertes Gitter von Fliachen bilden,
d.h. jede Ecke v € V(G) soll genau vier Nachbarn haben. Diese Forderung schrinkt die
Menge der beschreibbaren Gebiete sehr stark ein. Es sei nun

.7::{Sil,...,Sim/},m’EN,il,...,im/ € {1,...,TTL},

ein Flachenverband beziiglich G derart, dass die Fldchen von F ebenfalls ein struktu-
riertes Gitter bilden. Ziel des Verfahrens von Samareh-Abolhassani und Stewart [45] ist
es, zur Gesamtfliche

8.7: = Osij7
j=1

eine globale Parametrisierung S = S(D) zu erzeugen. Die Autoren gehen dabei in den
folgenden Teilschritten vor.
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3 Spezielle Verfahren der Gittergenerierung

e Interpretiert man die Flichen von F als Vierecke, so bildet die Menge aller Ecken
V(F) von F ein Vierecksgitter Q. Dieses wird in die Ebene auf ein planares Git-
ter Q projiziert. Als Projektionsverfahren untersuchten Samareh-Abolhassani und
Stewart unter Anderem die uniforme, chordale und zentripetale Parametrisierung.
Im Abschnitt 4 werden diese Projektionen fiir Triangulierungen erlautert.

e Zu jeder Fliache S;,i € {iy,..., i}, existiert genau ein Viereck @; € Q und
somit genau ein Viereck Q, € Q). Q; wird als neuer Parameterbereich D; von S;
verwendet. Der neue zusammenhiingende, globale Parameterbereich D von Sx ist
dann definiert durch

j=1

e Es sei Bi,i € {i1,... i}, die eindeutig bestimmte bilineare Abbildung von D;
auf D;. Mit S; := S; o B; erhélt man eine neue Parametrisierung (D;,S;) von S;.

e Die globale Parametrisierung (D, S) von Sz hat schlieflich die Form

(u,v) Sy, (u,v), fiir (u,v) € D;,.

m/ > 3
D::UDij,S:{D : R _ (3.1)
j=1 g
Mittels eines beliebigen, planaren Gitteralgorithmus kann nun ein Dreiecks- oder Vier-
ecksgitter in D erzeugt werden und mit S auf Sp abgebildet werden.
Der wichtigste Teilschritt in diesem Verfahren ist die geeignete Projektion des Vier-
ecksgitters Q in die Ebene. In Versuchen lieferte die chordale Parametrisierung, laut
Samareh-Abolhassani und Stewart [45], die besten Ergebnisse.

Beispiel 3.3

In Abbildung 3.4 ist eine Geometrie G aus 294 bilinearen Fléchen zu sehen. Die Geometrie
bildet einen gekriimmten Wiirfel. Abbildung 3.5 zeigt einen Flichenverband F C G,
welcher aus 12 Flachen besteht. Die Fliachen entsprechen der linken oberen Ecke der
vorderen Seite des Wiirfels. Die Ecken und Kanten von F bilden ein Vierecksgitter
Q. Durch uniforme Projektion dieses Gitters in die Ebene, erhédlt man den globalen
Parameterbereich D von Sg.

Als néchstes werden zwei Verfahren vorgestellt, welche im Parameterbereich D einer
parametrisierten Fliche & = S(D) arbeiten. Hierbei handelt es sich um modifizierte
planare Delaunay- bzw. Advancing-Front-Verfahren.

3.2.1.2 Delaunay-Triangulierungen fiir gekriimmte Flachen

Gegeben sei eine Fliache S mit zugehoriger Parametrisierung (D, S). Chen und Bishop
[8] simulieren ein Delaunay-Verfahren auf der Oberfliche S. Das resultierende Gitter
wird somit eine Triangulierung 7 im R3 sein.
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3.2 Gittergenerierung auf Oberflichen

Abbildung 3.4: Eine Geometrie G, welche aus 294 parametrisierten Fléchen besteht.

g’ D

Abbildung 3.5: Ein Flichenverband F C G, welcher aus 12 Flichen besteht und der globale
Parameterbereich D von Sr.
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3 Spezielle Verfahren der Gittergenerierung

Zunichst wird der Rand 0S der Oberfliche S durch einen Polygonzug approximiert.
Die Ecken des Polygonzuges werden zu einer groben Triangulierung 7 verbunden. Vom
Benutzer werden folgende Schranken fiir ein Dreieck T € T vorgegeben

e maximaler Abstand € von 1" zu S,
e minimaler Winkel a des kleinsten Winkels von 7',
e maximale Fliche A von T.

Ein Dreieck T' € T wird verfeinert, wenn eine der gegebenen Schranken iiberschritten
bzw. unterschritten wird. Die Verfeinerung erfolgt im Parameterbereich D der Fléche
S unter Einhaltung des Delaunay-Kriteriums. Jedem Dreieck 7' = Auvw € T wird
das Dreieck T = AS~'(u)S~'(v)S~'(w) C R? zugewiesen. So erhilt man eine neue
Triangulierung 7 = {T|T € T}. Zu jedem Dreieck aus 7 existiert nun ein eindeutig
bestimmtes Dreieck aus 7 und umgekehrt. Die Verfeinerung eines Dreiecks T € T
erfolgt nun folgendermafsen.

1. Berechne den Schwerpunkt v des Dreiecks 7.
2. Bestimme alle Dreiecke Tl, e ,Tm, eT.me N, in deren Umkreis v liegt.

3. Verbinde v mit allen Ecken der Dreiecke TI, o ,Tm. Kanten, die dabei geschnitten
werden, werden entfernt.

4. Fiige die Ecke S(v) zu V(7)) hinzu und fiithre die Kantenoperationen aus Schritt
3 fiir die entsprechenden Kanten in 7 aus.

Beispiel 3.4

In Abbildung 3.6 ist der Verfeinerungsprozess eines Dreiecks veranschaulicht. Das linke
Bild zeigt ein Dreieck 7" mit Schwerpunkt ¥. Die umliegenden Dreiecke seien diejenigen
Dreiecke, in deren Umkreis der Schwerpunkt v liegt. Der Punkt v wird mit den Ecken
dieser Dreiecke verbunden, was im mittleren Bild gezeigt wird. Kanten die dabei gekreuzt
werden, werden entfernt. Man erhélt die Dreiecke, welche im rechten Bild zu sehen sind.

Das vorgestellte Verfahren liefert eine planare Triangulierung 7, fiir die alle Dreiecke
das empty circle-Kriterium erfiillen. Insgesamt erhilt man so eine qualitativ gute Tri-
angulierung 7. Fiir die zugehdrige Triangulierung 7~ gilt dies im Allgemeinen nicht. Es
sei T' = Auvw ein Dreieck der Triangulierung 7. Zu diesem Dreieck existiert genau
ein Dreieck T = Auvw in 7 mit der Eigenschaft S(i1) = u, S(Vv) = v, S(W) = w.
Das Dreieck T erfiillt die empty circle-Bedingung und ist von guter Qualitit. Durch den
Ubergang von T zu T mittels der Abbildung S kann sich aber die Qualitiit des Dreiecks
verschlechtern.

Um nun eine qualitativ gute Oberflichentriangulierung 7 zu erhalten, fiihren Chen und
Bishop in [8] ein empty ellipse-Kriterium ein. Es sei K C S der Umkreis des Dreiecks
T = Auvw € T im R3. Zu diesem Kreis K wird das Urbild K = S™'(K) C D unter
S betrachtet und durch eine Ellipse E approximiert. Weiter sei T = Auvw € T das
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3.2 Gittergenerierung auf Oberflichen

Abbildung 3.6: Verfeinerung eines Dreiecks T mit Schwerpunkt V. Zu sehen sind die Dreiecke,
in deren Umkreis der Punkt v liegt. v wird mit den Ecken dieser Dreiecke
verbunden. Kanten die geschnitten werden, werden entfernt.

eindeutig bestimmte Urbild von T. Das Dreieck T" erfiillt die empty ellipse-Bedingung,
wenn die Ellipse £ keine Ecke aus V (7)\ {1, v, W} enthilt. Entsprechend gilt dann, dass
S(E) ~ K keine Ecke aus V(7)) \ {u,v,w} enthilt. Die empty ellipse-Bedingung kann
also als eine empty circle-Bedingung fiir Oberflichentriangulierungen aufgefasst werden.
Der endgiiltige Algorithmus zur Erzeugung einer Triangulierung 7 auf der Oberfliche S
hat dieselbe Form wie das bereits beschriebene Verfahren. Es wird lediglich die Methode
zur Verfeinerung eines Dreiecks T € T modifiziert. In Schritt zwei der Verfeinerung wer-
den nun nicht mehr die Umkreise der Dreiecke Tl, .. T cT betrachtet, sondern die
entsprechenden Ellipsen aus der empty ellipse- Bedmgung, bezogen auf die zugehorigen
Dreiecke 11, ..., T, € T.

George und Borouchaki [23] verfolgen ebenfalls einen Delaunay-Ansatz im Parameter-
bereich. Auch hier wird die empty-circle-Bedingung durch eine empty-ellipse-Bedingung
ersetzt.

3.2.1.3 Eine adaptive Methode zur automatischen Triangulierung von
parametrisierten 3D-Flichen

Das Verfahren von Cuilliére [9] ist ein Advancing-Front-Algorithmus zur Erzeugung
von Triangulierungen auf parametrisierten Flachen. Es sei § = S(D) eine parame-
trisierte Fliache. Zundchst wird eine planare Triangulierung 7 im Parameterbereich
D erzeugt. Die Ecken von 7 werden dann mittels S auf S abgebildet. Durch 7 =
{AS(1)S(Vv)S(W)|Auvw} erhdlt man dann eine Triangulierung auf der Fliche S. Bei
der Erzeugung eines neuen Dreiecks T in der Ebene, bzw. dem entsprechenden Dreieck
T auf der Fliache S, werden zwei Aspekte besonders berticksichtigt.

1. T soll im besten Fall gleichseitig sein.

2. Der Abstand von T zur Fliche S soll nicht grofer als eine vorgegebene Toleranz e
sein.
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3 Spezielle Verfahren der Gittergenerierung

Die zweite Bedingung wird realisiert, indem jede Kante eines Dreiecks eine gewisse Ma-
ximalldnge nicht iiberschreiten darf. Hierzu wird eine sogenannte FEckendichtefunktion
E4 verwendet, welche von den kartesischen Koordinaten einer Ecke v abhéngt. Fy(v)
gibt dann an, wie grof der Abstand einer Nachbarecke w zur Ecke v maximal sein darf.
Die Eckendichtefunktion E,; wird mit Hilfe der partiellen Ableitungen zweiter Ordnung
von S bestimmt. Fiir Details wird hier auf [9] verwiesen.

Erzeugung einer planaren Triangulierung

Wie bereits erwdhnt, handelt es sich bei diesem Verfahren um einen Advancing-Front-
Algorithmus. Das Verfahren wird zunichst fiir ein planares Gebiet Q C R? erliutert. Es
sei E die aktuelle Front. Aus F wird eine Kante [v,w| mit minimaler Linge ausgewhlt.
Zu dieser Kante wird die neue Ecke vy bestimmt, welche zu den Ecken v und w den

Abstand

d= ocEd(V) ; Eaw) + (1 —a)|lv—w|2, aecl01], (3.2)

hat. Das Dreieck Avwvy ist gleichschenklig. Fiir a = 0 erhédlt man ein gleichseitiges
Dreieck. Wihlt man hingegen o = 1, so wird nur beriicksichtigt, ob die Abstandstole-
ranz € eingehalten wird. Cuiliére schligt die Wahl o = 0.7 vor, um beide Anforderungen
gegeneinander abzuwégen. Existiert in der aktuellen Front eine weitere Ecke vy, welche
zu vy den Abstand r < %d hat, so wird mit dieser Ecke das neue Dreieck erzeugt.

Neu erzeugte Kanten werden zu der Front F hinzugefiigt. In einem Aktualisierungspro-
zess werden geeignete Kanten aus der Front F entfernt. Wie die Aktualisierung der Front
realisiert wird, wird in |9] nicht erlautert. Das Verfahren stoppt, wenn die Front leer ist.

Erzeugung einer Triangulierung auf einer parametrisierten Flache

Das beschriebene Verfahren zur Erzeugung einer planaren Triangulierung wird nun er-
weitert, um eine Triangulierung T im Parameterbereich D der Fliche S zu erzeugen.
Die Abstands- und Winkelmessung erfolgt dabei auf der Fliache S. Zunéchst wird der Ab-
stand zwischen zwei Punkten v, w € D als die Bogenlinge der Kurve Cyq, = So C. (1)
neu definiert. Hierbei ist (I, Cyy,) eine Parametrisierung der Verbindungsstrecke von v
nach w in D. Entsprechend wird die Lénge einer Kante [v,w]| definiert. Es sei nun [v,w]
eine Kante aus der aktuellen Front E' mit minimaler Lange. Es sei weiter vy, der Mittel-
punkt dieser Strecke. Die neue Ecke vy wird so gewéhlt, dass sich die Kurven Cy,,+, und
Cow im Punkt S(v,s) senkrecht schneiden und die Kante [vy/,vy| die Lénge d gemaf
Gleichung (3.2) hat.

Eine zum gerade vorgestellten Verfahren dquivalente Methode wurde von Tristano, Owen
und Canann [54] entwickelt.

3.2.2 Direkte 3D-Verfahren

Bei der Gruppe der direkten 3D-Verfahren wird das Netz direkt, ohne Umweg iiber den
Parameterbereich, auf der Oberfliche erzeugt.
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3.2 Gittergenerierung auf Oberflichen

3.2.2.1 Verallgemeinertes 3D-Paving: Ein Algorithmus zur Erzeugung von
Vierecksgittern auf Oberflachen

Das Verfahren von Cass, Benzley, Meyers und Blacker [7]| ist ein Advancing-Front-
Verfahren zur Erzeugung eines Vierecksgitters Q auf einer getrimmten parametrisierten
Fliche S = S(D). In jeder Iteration dieses Verfahrens wird eine komplette Reihe von
Vierecken entlang der aktuellen Front E erzeugt. Diese spezielle Klasse von Advancing-
Front-Verfahren heifen Paving-Verfahren.

Konstruktion eines neuen Vierecks

Es seien [vi,va], [va,v3] € E zwei benachbarte Kanten aus der aktuellen Front E. Die
Ecken vq, vy, vy € § werden orthogonal in die Tangentialebene der Fliche & im Punkt
vy auf die Ecken vq,vy = vo, V3 projiziert. Es seien di,ds die Liangen der Kanten
[V1,Va], [Vo,V3] und « der eingeschlossene Winkel. Es gelte

T—0 <a<T+ oy, (3.3)

fiir vorgegebene Toleranzen o, > 0,09 > 0. Die Ecken vy, vo, v3 sind fiir kleine Toleran-
zen o1, 09 fast kollinear. Es wird nun

Vo=Votd-V,
d:d1+d2 . 1 ’
2 sin(%)

gesetzt. Hierbei ist v derjenige normierte Vektor, welcher den Winkel o zwischen den
Kanten [V1,V5], [V2,V3] in v, halbiert. Da die Ecke v4 in der Regel nicht auf der Fléche
S liegt, erhélt man schliefslich vo € § durch orthogonale Projektion auf S.

Nach dem gleichen Prinzip wird fiir jede Ecke v in der aktuellen Front E eine neue Ecke
v konstruiert. Hierbei wird jede Ecke v in Abhéngigkeit vom Winkel a der in v benach-
barten Kanten klassifiziert. Erfiillt o Bedingung (3.3), so wird, wie gerade beschrieben,
vorgegangen. Fiir andere Fille von a werden Variationen des beschriebenen Verfahrens
durchgefiihrt. Genauere Details fiir die Fallunterscheidung finden sich in [5].

Mit der erzeugten Menge von neuen Ecken wird eine neue Reihe von Vierecken konstru-
iert. Ist [v1,vs] eine Kante der aktuellen Front und sind vy, vy die entsprechenden neuen
Ecken, so bildet () = [Jv;v,V,Vvy ein neues Viereck.

Kollisionsbestimmung

Wird ein neues Viereck @) erzeugt, so ist es moglich, dass es ein bereits existierendes
Viereck () schneidet. Dies wird als Kollision bezeichnet. Im zweidimensionalen Fall ist
die Kollisionsbestimmung zweier Vierecke einfach, da nur festgestellt werden muss ob
sich zwei Kanten schneiden. Im dreidimensionalen Fall hingegen kdnnen sich Vierecke
schneiden, ohne dass dies fiir ihre Kanten der Fall ist. Aufgrund dieser Tatsache wird ein
Nachbarschaftskriterium fiir Kanten eingefiihrt. Es seien [v1,va] bzw. [v,Vs] Kanten
der Vierecke Q bzw. Q. Weiter seien U bzw. V normierte Richtungsvektoren dieser
Kanten. W und ¥ seien derart orientiert, dass -V > 0 gilt. dy, ds seien die Liangen
der Kanten [vy,vs], [V1,Vo] und d sei der Abstand zwischen den Kanten. Das Nachbar-
schaftskriterium ist eine Zahl 0 < F' € R, welche die Summe von drei Teilkriterien ist.
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3 Spezielle Verfahren der Gittergenerierung

Abbildung 3.7: Zu sehen sind die drei moglichen Fiélle, in welchen Punkten der Abstand
zwischen zwei Kanten angenommen werden kann. Links: Innerer Punkt zu
innerer Punkt. Mitte: Innerer Punkt zu Endpunkt. Rechts: Endpunkt zu
Endpunkt.

Es gilt

F =TFn+ Fo + Fe

Fo=fo S Fa=fx-(1-77), Fo=fo-C.

Fp bewertet den Abstand d der Kanten in Relation zum arithmetischen Mittel s ihrer
Langen. F, bestimmt den Grad der Parallelitdt der betrachteten Kanten. F; gibt an, in
welchen Punkten der Abstand zwischen den Kanten angenommen wird

0 : innerer Punkt zu innerer Punkt
C =< 1 : innerer Punkt zu Endpunkt
2 : Endpunkt zu Endpunkt

Abbildung 3.7 veranschaulicht die drei moglichen Situationen. fp, fa, fc sind Gewichte,
die den einzelnen Kriterien eine Relevanz zuordnen. Bei dem vorliegenden Verfahren
wurden die Gewichte folgendermafen gewahlt

1
045

Ist F' < 1, so werden die Kanten miteinander verbunden. Hierbei werden je nach Situa-
tion zwei verschiedene Methoden verwendet.

o fa =025, fo=0.1.

1. Beide Kanten werden zu einer Kante vereint. Es entsteht kein neues Viereck.

2. Es wird ein neues Viereck Q erzeugt. Die untersuchten Kanten bilden zwei gegen-
iiberliegende Kanten des neuen Vierecks.

Beispiel 3.5

Die erste Methode ist in Abbildung 3.8 illustriert. Die gegeniiberliegenden Kanten der
Vierecke ()1, ()2 werden zu einer Kante vereinigt. Die Form beider Vierecke dndert sich.
In Abbildung 3.9 ist die zweite Vorgehensweise veranschaulicht. Die gegeniiberliegenden
Kanten der Vierecke (Q1, ()2 werden zu einem dritten Viereck ()3 verbunden.
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3.3 Umwandlung: Dreiecksnetz zu Vierecksnetz

o Q2 @ Q2

Abbildung 3.8: Die gegeniiberliegenden Kanten der Vierecke Q)1,Q2 werden zu einer Kante
vereint.

1 Q2 (o] Qs Q2

Abbildung 3.9: Die gegeniiberliegenden Kanten der Vierecke @1, @2 werden zu einem neuen
Viereck (03 verbunden.

Ein weiteres Beispiel fiir ein direktes Verfahren wurde von Lau, Lo entwickelt [34]. Hierbei
handelt es sich um ein Advancing-Front-Verfahren zur Erzeugung von Dreiecksnetzen.
Aus der aktuellen Front wird eine Kante ausgewahlt und ein neues Dreieck tangential
zur Fliache konstruiert. Der neu erzeugte Punkt dieses Dreiecks wird dann auf die Flache
projiziert. Ein entsprechendes Verfahren fiir Vierecksnetze wurde ebenfalls entwickelt
[35].

3.3 Umwandlung: Dreiecksnetz zu Vierecksnetz

Der grofite Teil der hier vorgestellten Verfahren erzeugt nur Dreiecksnetze auf para-
metrisierten Oberflichen. Es gibt zwei Standardmethoden, um diese in Vierecksnetze
umzuwandeln.

1. Vereinige zwei benachbarte Dreiecke zu einem Viereck.

2. Verbinde einen inneren Punkt eines Dreiecks mit den Seitenmitten. So werden aus
einem Dreieck drei Vierecke.

Beispiel 3.6

Bei der ersten Methode bleiben meist sehr viele Dreiecke iibrig, wie in Abbildung 3.10
zu sehen ist. In diesem Beispiel besteht die erzeugte Triangulierung aus vier Dreiecken
T = {T1,T,,T3,T,}. Unabhéngig davon, welche Dreiecke zu einem Viereck ) vereinigt
werden, bleiben immer zwei Dreiecke {ibrig. Der zweite Ansatz ist in Abbildung 3.11
illustriert. Das Dreieck T" wird in die Vierecke ()1, Q)2, Q3 zerlegt. Dieses Verfahren fiihrt
im Allgemeinen zu Vierecken von schlechter Qualitét.
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3 Spezielle Verfahren der Gittergenerierung

T2 T 1z

Abbildung 3.10: Egal welche Dreiecke der Triangulierung 7 = {1, T>, T3, T4} zu einem Vier-
eck @ vereint werden, es bleiben immer zwei Dreiecke iibrig.
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Abbildung 3.11: Das Dreieck T wird in die Vierecke @1, Q2, Q3 zerlegt.

3.4 Bewertung und Ausblick

Das Ziel dieser Arbeit ist ein Verfahren zu entwickeln, welches ein gegebenes Gebiet
Q) € R® durch eine Hierarchie von Hexaedergittern H°, ..., HY, N € N, diskretisiert.
Der Rand des Gebietes wird durch eine Geometrie G beschrieben. Die in FEATFLOW
iibliche Methode zur Erzeugung solch einer Hierarchie ist, das gegebene Grobgitter H°
schrittweise gleichméfig zu unterteilen und in jedem Schritt eine Randanpassung durch-
zufiihren. Dadurch entsteht auf dem Rand des Gebietes eine entsprechende Hierarchie
von Vierecksgittern Q°,..., QV. Die meisten der hier vorgestellten Verfahren erzeugen
Dreiecksgitter und die beschriebenen Techniken zur Umwandlung eines Dreiecksgitters
in ein Vierecksgitter liefern in der Regel unbefriedigende Ergebnisse. Dariiber hinaus ist
fast keines der untersuchten Verfahren darauf ausgelegt, eine Hierarchie von Gittern zu
erzeugen. Eine sinnvolle Randanpassung ist mit diesen Verfahren nicht moglich.

Eine Ausnahme bildet hier das Verfahren von Samareh-Abolhassani und Stewart. Eine
Hierarchie von zuldssigen Hexaedergittern beziiglich €2 ist mit diesem Verfahren rela-
tiv einfach zu konstruieren. Die Grundidee ist hierbei, die gegebene Geometrie G =
{S1,...,8n}, m € N, in eine Menge von disjunkten Flachenverbéinden Fi,...,F,,
n € N, zu zerlegen und zu jedem dieser Flichenverbinde eine globale Parametrisie-
rung zu bestimmen. Anstatt nach der gleichméafigen Unterteilung des Hexaedergitters
H! zum Gitter H! eine Randanpassung durchzufiihren, werden die Randvierecke von
H! in den globalen Parameterbereichen der Fliichenverbinde gleichmiRig unterteilt. Es
sei @ = Ovyvevyvy € Fp(H') ein Randviereck des Hexaedergitters H'. Des Weiteren
existiere ein Fldchenverband F; € {Fi,...,F,} mit vi,va,v3, vy € Sz,. Schlieklich
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3.4 Bewertung und Ausblick

seien Vi, Vg, V3, V4 € D; die Parameterwerte der Ecken vy, vy, vs, vy beziiglich der Pa-
rametrisierung (Dj,Sj) des Fldchenverbandes F;. Das Viereck Q = O vyvsv, wird
nun gleichméfig unterteilt. Die neu entstandenen Ecken werden mittels Sj auf Sy, C Q)
abgebildet. Damit ist die Unterteilung des Randvierecks Q = [v;vovsvy abgeschlossen.
Eine anschlieffende Randanpassung ist nicht mehr notig.

Zu beachten ist, dass das Verfahren von Samareh-Abolhassani und Stewart starke Bedin-
gungen an die Geometrie G stellt. Keine der NURBS-Fliachen aus G darf getrimmt sein
und G muss ein strukturiertes Gitter bilden. Die Menge der beschreibbaren Gebiete €2
wird so betrichtlich eingeschrinkt. Im weiteren Verlauf dieser Arbeit wird beschrieben,
wie das Verfahren derart modifiziert wird, so dass es auch auf allgemeine Geometrien G
anwendbar ist. Der Kernpunkt des alten Verfahrens ist die Projektion der Ecken V' (F)
eines gegebenen Flichenverbandes F in die Ebene. Diese Ecken bilden ein strukturiertes
Vierecksgitter Q. Im modifizierten Verfahren wird der Flichenverband F durch eine Tri-
angulierung T approximiert und diese Triangulierung wird dann in die Ebene projiziert.
Im néchsten Kapitel werden verschiedene Projektionsverfahren fiir Triangulierungen un-
tersucht. Im darauf folgenden Kapitel wird dann das modifizierte Verfahren detailliert
beschrieben.
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4 Lineare Projektionsvertahren fiir
Triangulierungen

In diesem Kapitel werden verschiedene lineare Projektionsverfahren fiir Triangulierun-
gen vorgestellt. Hierbei werden nur offene Triangulierungen betrachtet. Zuséitzlich wird
verlangt, dass die Fliche Sy einer Triangulierung 7 einfach zusammenhéngend ist.
In diesem Fall ist der Rand 07 ein geschlossener Polygonzug. Im Weiteren wird voraus-
gesetzt, dass eine gegebene Triangulierung 7 die genannten Bedingungen erfiillt. Eine
Projektion ist folgendermafen definiert.

Definition 4.1

Es sei T =A{T\,...,T,}, n € N, eine offene Triangulierung mit einfach zusammenhdn-
gender Oberfliche Sy. Eine Projektion von T ist eine stetige Abbildung 1 : S — R2.
Ist die Abbildung ¢ stickweise affin, d.h. ist die Einschrinkung v, fir jedes Dreieck
T €T eine affine Abbildung, so wird v als lineare Projektion von T bezeichnet.

Ublicherweise wird zusitzlich verlangt, dass die Abbildung ) injektiv ist. Da nicht
alle Verfahren, die hier vorgestellt werden, immer garantieren kénnen, eine injektive
Projektion zu liefern, wird in der Definition der Projektion auf die Eigenschaft injektiv
verzichtet. Stattdessen wird ausdriicklich darauf hingewiesen, ob ein Verfahren Injekti-
vitdt garantieren kann oder nicht.

Das eigentliche Ziel von Projektionsverfahren ist die Erzeugung einer Parametrisierung
fiir die gegebene Triangulierung. Es sei ¥ : S — R? eine Projektion der Triangulierung
T . Ist v ein Homdomorphismus, so erhilt man mit D = ¥(S7) und ¢ := 1! eine Pa-
rametrisierung (D, ¢) von Sr. Diese wird als Parametrisierung von 7 beziiglich v
bezeichnet. Eine typische Anwendung fiir solch eine Parametrisierung ist das sogenannte
Texture-Mapping.

Texture-Mapping

Objekte in Computerspielen werden, unter anderem, durch Triangulierungen dargestellt.
Um diese Objekte realistisch darzustellen, werden sie mit einer Textur berzogen. Dazu
wird die Textur im Parameterbereich D gezeichnet und mit Hilfe der Abbildung ¢ auf
die Oberfliche S7 der Triangulierung 7 abgebildet. Idealerweise ist ¢ eine Isometrie,
denn dann wird die Textur nicht verzerrt.

Beispiel 4.2

Abbildung 4.1 zeigt ein Beispiel fiir Texture-Mapping. Zu sehen ist eine Triangulierung 7
(mittleres Bild). Zu dieser existiert eine Parametrisierung (D, ¢). Der Parameterbereich
D wird durch das Logo der Technischen Universitéit Dortmund ausgefillt (linkes Bild).
Dieses Bild wird mittels der Abbildung ¢ auf die Oberfliche Sy der Triangulierung
abgebildet . Das Resultat ist im rechten Bild zu sehen.
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Abbildung 4.1: Auf die Oberfliche der Triangulierung 7 (mittleres Bild) wird das Logo
der Technischen Universitdt Dortmund aufgetragen. Dazu wird das Bild im
Parameterbereich D gezeichnet (linkes Bild) und mittels der Abbildung ¢
auf die Triangulierung abgebildet (rechtes Bild).

Das Ziel dieser Arbeit ist es, mit Hilfe von linearen Projektionen fiir Triangulie-
rungen zu einem gegebenem Flichenverband F = {Si,...,S,}, n € N, eine globa-
le Parametrisierung Sz = S(D) mit konvexem Parameterbereich D zu erzeugen. Aus
zwei wichtigen Griinden soll der Parameterbereich konvex sein. Die Klasse der Konvex-
Kombinations-Projektionen (siehe Abschnitt 4.2.2.1) fiir Triangulierungen bildet eine
wesentliche Grundlage des Verfahrens zur Konstruktion der globalen Parametrisierung.
Projiziert man den Rand einer gegebenen Triangulierung auf ein konvexes Polygon, so ist
es immer moglich, eine injektive Konvex-Kombinations-Projektion fiir die gesamte Trian-
gulierung zu konstruieren. Die Parametrisierung (D, S) kann dann zur Verfeinerung von
Vierecks-Gittern auf der Oberfliche Sp verwendet werden. Die Unterteilung eines gege-
benen Quadrates () = [Jvyvaovsvy, dessen Ecken sich auf der Oberfliche Sz befinden,
erfolgt im Parameterbereich D. Dazu wird das Viereck Q = [0v,V,V3v,, v; = S7H(v ),
i=1,...,4, im Parameterbereich D unterteilt. Die neu erzeugten Parameterwerte wer-
den dann mittels S auf Sy abgebildet. So ist garantiert, dass neu erzeugte Gitterpunkte
immer auf der Fliche Sz liegen. Da der Parameterbereich D konvex ist, ist die Unter-
tellung von Strecken [v,V5] in D problemlos moglich. Ein neu erzeugter Parameterwert
V= (v1 +¥3) liegt immer in D. Ein spezieller zeitintensiver Test, ob v € D gilt, entfllt.
Des We1teren wird die gegebenenfalls schlechte Parametrisierung (D, S) einer NURBS-
Flache S € F wverbessert. In den Artikeln der Projektionsverfahren, welche in diesem
Kapitel noch vorgestellt werden, wurde lediglich die Qualitidt der Parametrisierungen
von Triangulierungen untersucht. Eine entsprechende Untersuchung fiir NURBS-Flichen
oder Flachenverbiande fehlt.

Beispiel 4.3

Abbildung 4.2 zeigt zwei Vierecksgitter, welche durch mehrfache gleichméfige Unter-
teilung des Vierecks Q = Ovyvavgvy, vi = (0 0 0), vo = (50 0 0), v3 = (50 50 0),
vy = (0 50 0) entstanden sind. Q* entstand durch Unterteilung im Parameterbereich ei-
ner schlechten NURBS-Parametrisierung (lA), S) von Q. Q* entstand durch Unterteilung
im Parameterbereich der Parametrisierung (f) S) welche eine Umparametrisierung von
(D, S) ist. Deutlich ist zu sehen, dass die schlechte Parametrisierung (D, S) ein schlech-
tes, unregelméfiges Gitter O* liefert. Mittels des in Kapitel 5 vorgestellten Verfahrens
wird die Umparametrisierung (D, S) erzeugt. Mit dieser ergibt sich ein gleichméifiges
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Abbildung 4.2: Zwei Vierecksgitter, welche durch mehrfache gleichméfige Unterteilung des
Vierecks Q@ = Ovivavsvy, vi = (0 0 0), vo = (50 0 0), vg = (50 50 0),
vy = (0 50 0) entstanden sind. O* entstand durch Unterteilung im Para-
meterbereich einer schlechten NURBS-Parametrisierung (ﬁ, S) 0* entstand
durch Unterteilung im Parameterbereich der Parametrisierung (D, S), welche
eine Umparametrisierung von (D, S) ist.

Gitter Q.

In Abbildung 4.3 ist ein Flachenverband F zu sehen, welcher aus sechs Flichen be-
steht. Die Oberfliche von F entspricht dem Viereck @@ = Ovyvavsvy, vi = (0 0 0),
vy = (50 0 0), vz = (50 50 0), v4 = (0 50 0). Zu F wurde die globale Parametrisierung
(D,S) gemiik dem Verfahren in Kapitel 5 erzeugt. Durch vierfache gleichmifige Unter-
teilung von @ im Parameterbereich D entstand das Gitter Q*. Wie klar zu erkennen ist,
liegen alle Punkte von Q* auf der Oberfliiche von F. Eine Unterteilung von Viereckskan-
ten iiber mehrere Flachen hinweg stellt kein Problem dar. Eine detaillierte Untersuchung
der Parametrisierungen findet sich in den Beispielen 5.5 und 5.6 im folgendem Kapitel.

4.1 Eigenschaften von linearen Projektionen

4.1.1 Beschreibung von linearen Projektionen

Im Folgenden wird erldutert, wie eine lineare Projektion 1 und die zugehorige Para-
metrisierung ¢ mit Hilfe der baryzentrischen Koordinaten beschrieben werden kénnen.
Es sei also ¥ : S — R? eine lineare Projektion der Triangulierung 7 = {T%,..., Ty},
n € N. Die Projektion 9 ist durch die Bilder der Ecken (v), v € V(T), eindeutig
bestimmt. Im Weiteren wird v = 1 (v), v € V(T), als Parameterwert der Ecke v be-
zeichnet. Es sei nun T; = Avivivi ein Dreieck der Triangulierung 7. Die Einschriinkung
von v auf T; hat dann die Form

¢|T- :

k3

T, — R?
v (v)
vV = )\1Vli + )\2Vé + )\3V§,

(4.1)
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4.1 Figenschaften von linearen Projektionen

Abbildung 4.3: F ist ein Flichenverband, welcher aus sechs Flichen besteht. Die Oberfliche
von F entspricht dem Viereck @ = Ovivavsvy, vi = (0 0 0), vo = (50 0 0),
vy = (50 50 0), v4 = (0 50 0). Zu F wurde die globale Parametrisierung
(D,S) erzeugt. Durch vierfache gleichméifige Unterteilung von @ im Para-
meterbereich D entstand das Gitter Q%

Hierbei sind \; = \;(v,T;), j = 1,2, 3, die baryzentrischen Koordinaten von v beziiglich
des Dreiecks T;. Es sei nun

T, = AVivivi=¢(T) CR? i=1,...,n.

Falls 1) injektiv ist, ist der Schnitt zweier Dreiecke aus 7 entweder die leere Menge oder
eine Ecke oder eine Kante. Somit ist 7 = {T}...,T,} eine Triangulierung. Diese hat
die gleiche Konnektivitit wie 7. Setzt man D = Sy und ¢ = ¢~ " so ist, (D, @) eine
Parametrisierung der Oberfliche Sy. Die Triangulierung 7 heifit Parameterraumtri-
angulierung von 7 beziiglich 1. Die Abbildung ¢ ist ebenfalls stiickweise affin. Fiir
ein Dreieck T; € T hat die Einschrankung von ¢ auf T, die Form

©

TR
T, V= é(v)
V = MV 4+ AV 4+ A3V,

(\7) = 5\1Vi —|— /_\QVé —f- 5\3V§.

(4.2)

©

Dabei sind Xj_: (v, T;), 5 = 1,2, 3, die Baryzentrischen Koordinaten von v beziiglich
des Dreiecks T;.

4.1.2 Isometrische Parametrisierungen von Triangulierungen

Es sei (D, ¢) die Parametrisierung einer gegebenen Triangulierung 7 beziiglich einer
Projektion 1 : T — R2. Weiter seien T ein beliebiges Dreieck von 7 und 7T das ent-
sprechende, eindeutig bestimmte Dreieck der Parameterraumtriangulierung 7 von T
beziiglich 1. Die Einschrankung von ¢ auf T ist genau dann ein Isometrie, wenn 7" und
T kongruent sind. Aufgrund dieser Tatsache ist es das Ziel der meisten Projektionsver-
fahren, die Form der Triangulierung 7 bei der Projektion auf 7 so wenig wie méglich
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4 Lineare Projektionsverfahren fiir Triangulierungen

Abbildung 4.4: Zur Triangulierung 7 = {T1,T>, T3}, mit 71 = Av1v2y3, T = 7AV}V3V4,
T35 = Avyvyvy, existiert keine planare Triangulierung 7 = {Tl_, Ty, T3}, so
dass alle Dreiecke von 7 zu den entsprechenden Dreiecken von 7T kongruent
sind.

zu verdndern. Es ist einfach, zu einem beliebigen Dreieck T € T eine lineare Projek-
tion 1) so zu definieren, dass die Dreiecke T und T kongruent sind. Jedoch existiert in
der Regel keine lineare Projektion 1, so dass dies fiir alle Dreiecke T" € T gilt. Dies
veranschaulicht das nichste Beispiel.

Beispiel 4.4
Dieses Beispiel wird in Abbildung 4.4 veranschaulicht. Es seien

0 0 cos(f) cos(2F)
vi=| 0|, vo=| =1 |,va=| sin(§) |,va=| sin(3}) | eR’.
2 0 0 0

Die Triangulierung 7 = {73, Ty, T3} mit T) = Avivovs, To = Avivavy, T3 = Avivyvs
hat die Form eines Tetraeders ohne Grundfliche. Die Dreiecke der Triangulierung 7T
sind paarweise kongruent. Konstruiert man die Dreiecke T}, T5 so, dass diese kongruent
zu Ty, T, sind, sind bereits alle Ecken vy, vy, vs, vy der Triangulierung T definiert. Das
Dreieck Ty ist nicht kongruent zu T3. Aufserdem gilt Ty C THUT,, also ist T = {Tl, Ty, Tg}
keine zulédssige Triangulierung.

4.2 Konstruktion von linearen Projektionen

Gegeben sei eine Triangulierung 7 C R3. Dann besteht die allgemeine Vorgehensweise
zur Erzeugung einer linearen Projektion v : S — R? aus drei Schritten.

1. Bestimme Parameterwerte v = 1)(v) € R? zu den Randecken v € Vp(T).
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4.2 Konstruktion von linearen Projektionen

2. Definiere fiir jede Kante [v,w] € E(T) ein Gewicht Ay € R und erzeuge mit Hilfe
dieser Gewichte ein lineares Gleichungssystem.

3. Durch Losen des Gleichungssystems erhélt man die Parameterwerte t(v) der in-
neren Ecken v € Vi(T).

Im néchsten Abschnitt werden verschiedene Verfahren zur Bestimmung der Randpara-
meterwerte ¥ (v), v € Vg, erlidutert.

4.2.1 Projektion der Randecken

Es sei T = {T1,...,T,}, m € N, eine offene Triangulierung mit einfach zusammen-
hiangender Oberfliche S7. Der Rand 97 bildet einen geschlossenen Polygonzug. Im
Folgenden gelte fiir die Randecken Vz(7) und Randkanten E5(7) der Triangulierung 7

Ve(T) ={v1,...,vp}, n €N, v, = vy,
EB(T> - {[Vz'avi—&-l”i = 1, Ce 77’L}7

n

87 = U[Vi7vi+1] .

=1

Fir die Parameterraumtriangulierung T von T beziiglich einer linearen Projektion
¥ : S — R? ist der Rand 07 ebenfalls ein geschlossener Polygonzug und es gilt
entsprechend

(7_:) Vi, V), Vi =V,
(T> {[VMVZ-H”Z =1,. 7”}7
oT = U[vi,vm].

Die Einschrinkung ¢ der Parametrisierung (D, @) von T beziiglich 4 auf den Rand oT
wird als Randparametrisierung x : 97 — 0T von T bezeichnet. Die Einschrinkung
von x auf eine Kante [v;,v;41] € Vp(T) lasst sich beschreiben durch

Y

S [Vivip] = R?
[wiwin] { v = x(¥)
v=(1-—a)v,+av,, acl0,1],
X(V)=(1—a)v; + av;i;.

Wie sich im néchsten Abschnitt heraus stellen wird, ist eine wichtige Voraussetzung
um die Injektivitat der konstruierten Projektion zu garantieren, dass die Randparame-
trisierung 07 dem Rand einer konvexen Menge entspricht. Man spricht dann von einer
konvexen Randparametrisierung. Um dies zu erreichen, wird zunichst eine Kurve C
Vorgegeben welche dem Rand einer konvexen Menge entspricht. Dann werden die Ecken
Vi,...,v, von T auf der Kurve C der Reihe nach gegen den Uhrzeigersinn angeordnet.
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Ublicherweise wird als Kurve C der Rand eines Kreises bzw. eines Vierecks gewihlt.
Zunichst wird erldutert, wie eine Menge von Ecken aus V(T) iiber einem Intervall pa-
rametrisiert wird.

4.2.1.1 Das univariate Federmodell

Es seien vq,..., v, € V(T), k € N, mit [v;,v;41] € E(T),i=1,...,k — 1. Diese Ecken
sollen iiber das Intervall [a,b] C R parametrisiert werden. Dazu werden die Kanten
[Vi,Vir1] als Federn mit den Federkonstanten Dy, interpretiert. Die Ecken v, und vy,
werden fixiert, d. h. man setzt

Vit1

771:(1, @k:b.

Die restlichen Ecken werden frei gegeben und das System der Federn sucht sich einen
stabilen Zustand minimaler Energie. Die neuen Positionen der Ecken sind dann die
Parameterwerte v;. Man bezeichnet dieses Verfahren als Univariates Federmodell.
Die Gesamtenergie des Federnsystems ist

E

—1
B =

%

DVin‘+1 (@H—l - ’Di)2'

DO | —

1

Minimierung der Gesamtenergie fiithrt auf das Gleichungssystem

U1 = a,

/U’L'+1 - /l_]Z o Dvi_lvi

V; — U1 D
v = b.

Dieses lineare Gleichungssystem ist fiir Dy,
mit der Losung

>0,7=1,...,k—1, eindeutig 16sbar

Vitl

U = a,
1 b—a
1_},5:1_11',14— i—1 y :2,. .,k—l,
Dyiavi Zj:l D;jl"jﬂ
U = b.
Setzt man Dy,v,41 = |[Viy1 — vil|37, mit p € {0,1,1}, so erhilt man die sogenannte

uniforme, zentripetale bzw. chordale Parametrisierung.

Parametrisierung iiber eine Strecke

Die Parametrisierung der Ecken vi,..., vy iiber eine beliebige Strecke im R? mit den
Endpunkten a,b € R? erfolgt dhnlich. Zunichst werden die Ecken iiber ein Intervall
[a,b] parametrisiert. In der Regel verwendet man die Chordale Parametrisierung mit
dem Randwert a = 0 und b wird gleich der Gesamtlinge der Kanten gesetzt. Man erhilt

74



4.2 Konstruktion von linearen Projektionen

entsprechende Parameterwerte tq,...,¢;. Die Positionen auf der Geraden ergeben sich
dann aus
b—t; ti—a
V;) = Za—l— . b7Z:]_,,k’
Ylvi) b—a b—a

Parametrisierung iiber ein Viereck

Gegeben sei ein Viereck Q = Oabed C R2. Aus dem Rand 97 werden vier verschiedene
charakteristische Ecken v,vpvevg ausgewihlt. Ublicherweise sind dies Ecken, in denen
ein besonders kleiner Winkel vorliegt. Es sei Ca,, C 97 der Polygonzug mit den End-
punkten v,, vp. Entsprechend existieren drei weitere Polygonziige Cpe, Ced, Caa und es
gilt

OT = Cab U Cpe U Ceq U Cya.

Die Ecken des Polygonzugs Ca, werden iiber die Kante [a, b| des Vierecks Q parametri-
siert. Entsprechend wird mit den anderen drei Polygonziigen verfahren.

Parametrisierung iiber einen Kreis

Die Parametrisierung des Randes 97 iiber einen Kreis mit Radius r und dem Mittel-
punkt v, € R? erfolgt folgendermafien. Zunichst werden die Ecken vy,...,v,, v; iiber
das Intervall [0, 27] parametrisiert. In der Regel wird auch hier die chordale Parametri-
sierung gewahlt. Dies liefert die Winkel s, ..., an, ayi1 € [0, 27]. Die Parameterwerte
der Ecken ergeben sich dann durch

_ _ + COS ¢/; . 1
V, =V T . 1 = Y %
i M sin o ) 3 9

4.2.1.2 Randprojektion fiir Triangulierungen auf Flachenverbdnden

Wird ein Flachenverband F durch eine Triangulierung 7 approximiert, so werden an die-
se besondere Bedingungen gestellt. Diese Klasse von Triangulierungen wird im néchsten
Kapitel eine wichtige Rolle spielen.

Definition 4.5
Eine Triangulierung T wird als zuldssig beziiglich eines Flichenverbandes F bezeichnet,
wenn Folgendes gilt:

e V(F)CV(T) C S5,

e Zu jedem Dreieck T' = Auvw € T existiert genau eine Fliche S € F mitu,v,w €
S.

Die Definition bewirkt folgende Eigenschaft.

Proposition 4.6
Es sei T eine zuldssige Triangulierung beziglich eines Fliachenverbandes F. Existieren
zu einer Kante [v,w| € E(T) der Triangulierung T zwei verschiedene Flichen S,S’ €

F,mitveS weS, sosind diese Flichen benachbart und es existiert eine Kante
C € E(F) des Flichenverbandes F mit v,w € C C SNS'.
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4 Lineare Projektionsverfahren fiir Triangulierungen

7>

Abbildung 4.5: Der Flichenverband F = {S;,S2} wird durch die Triangulierung 77, T2 ap-
proximiert. 77 ist zuléssig beziiglich F. 73 ist nicht zuléssig, da die Ecken der
Kante [u, v] auf verschiedenen Flichen von F liegen.

Beispiel 4.7

In Abbildung 4.5 ist ein Flichenverband F = {&;,S2} zu sehen, welcher durch zwei
Triangulierungen 77, 75 approximiert wird. Beide Triangulierungen erfiillen die erste Be-
dingung aus Definition 4.5. Triangulierung 77 erfiillt auch die zweite Bedingung und
ist somit zuldssig beziiglich des Flidchenverbands F. Triangulierung 75 erfiillt die zweite
Bedingung nicht. Die Ecke u der Kante [u,v]| € E(73) liegt auf der Fliche S;, die Ecke
v hingegen liegt auf der Fliche S,. Die an der Kante [u, v] angrenzenden Dreiecke erfiil-
len die zweite Bedingung aus Definition 4.5 nicht. Somit ist die Triangulierung 75 nicht
zuldssig beziiglich des Flachenverbandes F.

Die Kreisbogen-Strecken-Projektion

Wie bereits erwdahnt wurde, setzen die meisten Projektionsverfahren voraus, dass der
Rand 07 einen geschlossenen, konvexen Polygonzug bildet. Gleichzeitig soll die Trian-
gulierung 7 durch die Projektion auf 7 so wenig wie mdglich verdindert werden, um so
eine moglichst isometrische Parametrisierung (D, ¢) zu erhalten. Somit darf auch der
Rand von 7 durch die Projektion auf 97 nur so wenig wie méoglich verindert werden.
Gemifs Floater [21] ist keine Form der Randparametrisierung bekannt, welche beide
Anforderungen zufriedenstellend erfiillt. Die Fragestellung der geeigneten Randparame-
trisierung ist ein offenes Problem. Es ist nicht sinnvoll, die Randecken einer beliebigen
Triangulierung 7 grundsétzlich iiber den Rand eines Vierecks oder eines Kreises zu pa-
rametrisieren, da so die tatséchliche Form des Randes 07 der Triangulierung 7 nicht
beriicksichtigt wird.

Im Folgenden wird eine neue Form der Randparametrisierung speziell fiir zuléssige
Flachenverband-Triangulierungen vorgestellt. Die Randecken vy, ..., v, werden iiber ei-
ne geschlossene, konvexe Kurve C C R?, welche stiickweise durch Strecken oder Kreis-
bogen definiert ist, parametrisiert werden. Diese Randparametrisierung wird die tat-
sichliche Form des Randes 07 beriicksichtigen. Es sei T eine zuldssige Triangulierung
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4.2 Konstruktion von linearen Projektionen

beziiglich eines Flachenverbandes F. Randecken und Randkurven von F seien gegeben
durch

Ve(F)={vi,....,vi}, Vi1 = Vi, k€N,
EB(I) - {C[vf,vf+1]|i = 17 SRR k}

Essei C; := C[v;,v;“] € Ep(F) eine Randkurve des Flachenverbandes F. Diese ist Kante
von genau einer Fliche & € F. Diese Fliache wird im Weiteren mit S; = S;(D;) be-
zeichnet. Somit existiert eine Parameterraumkurve C; = C,(I;) C D;. Zusétzlich wird
vorausgesetzt, dass C; entweder konvex oder linear oder konkav ist. Dies lésst sich ge-
wihrleisten, indem die Parameterraumkurven Cy,...,C, aller Randkurven des Flichen-
verbandes, in den Punkten, in denen sie ihr Kriimmungsverhalten d&ndern, in Teilkurven
zerlegt werden.
Zunichst werden alle Kurven Cy, ..., C, untersucht, ob sie entweder konvex oder linear
oder konkav sind. Entsprechend wird jeder Kurve C; ein Krimmungswert K; zugewiesen
mit

—1 : C, ist konvex

K, = 0 : C, ist eine Strecke
1 : (C, ist konkav

Der Randkurve C; wird der Kriilmmungswert K; ihrer Parameterraumkurve C, zugewie-
sen.

Im nédchsten Schritt werden benachbarte Randkurven miteinander verglichen und ge-
gebenenfalls zusammengefasst. Dieser Prozess wird als Gruppierung bezeichnet und
verwendet die Tangentenstetigkeit der Ubergiinge zwischen den Kurven C; im R? sowie
das Kriimmungsverhalten der Parameterraumkurven C; im R2. Ist der Ubergang von
C; zu Cy in v} tangentenstetig und gilt K1 = K5, d.h. haben C; und C, das gleiche
Kriimmungsverhalten, so werden C; und Cy zur Kurve C; » = C; U Cy zusammengefasst.
Als néchstes werden dann die Kurven C; » und C3 miteinander verglichen. Gilt hingegen
K, # K oder ist der Ubergang von C; zu C, in v} nicht tangentenstetig, so werden
C; und Cs nicht zusammengefasst und der néchste Vergleich erfolgt zwischen Cy und Cs.
Als Letztes erfolgt ein Vergleich der entsprechenden Kurven in der Ecke vi. Insgesamt

erhélt man so [ Kurven C;, 4,,...,C; 4., mit [ € N,I <k, und

i;e{l,... k},j=1,...,1+1,

i]’ < ij+1,j = ].,...,l— 1>il+1 = 1.
Ist i1 > 1, so wurden die Kurven C;,...,Cy,Cy, ..., C; zur Kurve C;, 4, zusammenge-
fasst. Die Kurve C;, ;,,, verbindet die Ecken vi und v; . Sie wird als Gruppierungs-
kurve der Kurven C;,...,C;,, bezeichnet. Dieser Kurve wird der Kriimmungswert
K, i;., = Ki; zugewiesen.,

Da T eine zuldssige Triangulierung beziiglich F ist, liegen alle Randecken von 7T auf
dem Rand von F. Des Weiteren gilt

Ve(F)=Av],...,vi;} CV(T)={vy,...,vp,}.
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4 Lineare Projektionsverfahren fiir Triangulierungen

Somit existieren Indizes sy,...,s;, 8141 = s1 € {1,...,n} mit v, = V;-*j, g=1,...,1+1.
Die Menge der Randecken Vi3 (7) von T wird nun in [ Teilmengen VA(T),...,VE(T)
zerlegt, gemaf

Vé<7'> = {Vsja"’yvsj+1}7j — 1,...,l.

Alle Ecken der Menge V(7)) liegen auf der Kurve C;

3 — *
i;,i;01> welche die Ecken vy, = \a
und vy, = v;  miteinander verbindet. Die Menge

1

sj+1—1

P(Cijvij+1): U [Viavi+1]

1=Sj5

bildet einen die Randkurve C;, ; ., approximierenden Polygonzug. Die Bogenldnge von

P(Ci; i;,.) ist eine Ndherung der Bogenldnge der Randkurve C; und betragt

3oti+1
sj+1—1

P( ly»lg+1 Z [Vig1 = villa-

ZS]

Jeder Kurve C;;,, wird nun eine planare Kurve C, e R? zugewiesen. CZ i wird
als PrOJektlon von C;;,,, bezeichnet. Die Konstruktlon der Projektion erfolgt fol-
gendermafen. Es sei A der Flicheninhalt der Oberfliche St der Triangulierung 7. A
ist somit ein Ndherungswert fiir den Flécheninhalt der Oberflache des Flichenverban-
des F. Die Ecken v7 ,...,v; werden als Ecken eines Polygonzugs P mit den Kanten

vi,vil.J=1,...,1 aufgefasst und iiber den Rand des Kreises K mit dem Mittel-

punkt vy = (0,0)” und dem Radius r = \/g parametrisiert. Dazu werden die Ecken

v, ..., vi,vi ~=v zunichst iiber das Intervall [0, 27] parametrisiert, wobei
1 IR INSY i1

Gjij41 |P(Cijvij+1)‘

als Federkonstante fiir die Kante [ij , V;k]__H] gewahlt wird. Man erhélt die Winkel oy, . . .,
i1 € [0,27]. Die Parameterwerte v;,,...,V; sind dann definiert durch

o [ €05 1 ]
;= ) g=100
sin o

Die Definition der Projektion CZ
vom Kriimmungswert K, ;. -
Kreises K gesetzt, welcher Vi ~und v}

Fiir K; € {0,1} wird Cl

5541
Vereinigungsmenge

!
- U Cijija
j=1

D

i, der Randkurve C;; ., erfolgt nun in Abhéngigkeit
Fur K;

i = —1 wird CZ i.., gleich dem Kreisbogen des
joti+1 Fli+1
i1 gegen den Uhrzeigersinn miteinander verbindet.

iz als Verbindungsstrecke von vi und vy~ definiert. Die
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4.2 Konstruktion von linearen Projektionen

bildet fiir [ > 3 eine geschlossene, konvexe Kurve, welche stiickweise durch Strecken und
Kreisbogen definiert ist. Fiir [ < 2 ergeben sich Sonderfille. C entspricht dann entweder
dem gesamten Kreis K oder einem Kreisbogen, dessen Enden durch eine Strecke ver-
bunden werden.

Die Randecken vy,...,v, € Vg der Triangulierung 7T werden nun iiber die Kurve C
parametrisiert. Dazu werden die Ecken der Teilmenge V4 (T) C Vi(T) chordal iiber die
Kurve CZ ;41 parametrisiert. Ist die Kurve CZ i;,, ein Kreisbogen, so erfolgt die Parame-
trisierung analog zur Parametrisierung iiber einen Kreis mit dem Unterschied, dass als
Winkelintervall [o, ajq] statt [0, 27] gewéhlt wird.

Bemerkung 4.8

Die Kreisbogen-Strecken-Projektion kann als Verallgemeinerung der Randparametrisie-
rung iiber einen Kreis bzw. iiber ein Rechteck aufgefasst werden. In dem Fall, dass sich
genau eine Gruppierungskurve ergibt, wird der Rand der Triangulierung iiber einem
Kreis parametrisiert. Ergeben sich genau vier Gruppierungskurven C; s, , Cisis, Cigiy» Cigis»
i5 = i1, mit Krimmungswerten K ;. ., > 0, so erfolgt die Parametrisierung iiber ein
Viereck mit den Kantenldngen |P(C;, i,,,)|- Es lisst sich leicht zeigen, dass fiir den Fall
(P (Ciyin)| = |P(Ciyis)ls P(Ciyis)| = |P(Ci, ;)| das Viereck ein Rechteck ist.

In den folgenden drei Beispielen wird jeweils die Projektion C des Randes OF des
gegebenen Flachenverbandes F erzeugt.

Beispiel 4.9 Zwei getrimmte Fliachen

In Abbildung 4.6 ist ein Flichenverband F zu sehen, welcher aus zwei getrimmten
NURBS-Fliachen & = S1(D1), S = Sa(D3) besteht. vi,...,v§ € Vp(F) sind die Rand-
ecken von F, Cy,...,Cs € Ep(F) sind die Randkurven von F.

Die Parameterberelche Dy, Dy der Flichen sowie die Parameterraumkurven Cy,...,Cq4
der Randkurven sind in Abbildung 4.7 zu sehen. Die Kurven C,,Cy sind konvex, die
restlichen Parameterraumkurven sind linear. Somit werden den Kurven Cs, Cg die Kriim-
mungswerte K3 = Kg = —1 zugewiesen. Fiir die Kurven Cy,Cy,Cy,C5 gilt dann K; =
K, = K, = K5 = 0. Die Uberginge von C; zu Cs in v sowie von Cy zu Cs in v sind
tangentenstetig und die zugehérigen Parameterraumkurven sind linear. Die Ubergiinge
der benachbarten Randkurven in den restlichen Randecken sind nicht tangentenstetig.
Somit werden Cy,Cs bzw. Cs,Cy zu den Kurven C; 5 bzw. Cs 4 vereinigt. Die entsprechen-
den Kriimmungswerte sind K o = K34 = 0. Als weitere Vereinigungskurven erhilt man
dann C33 = C3, Cs 6 = C¢ mit den Kriimmungswerten K33 = Kgg = —1.

Die Ecken vi,vi, v}, vi werden chordal iiber einen Kreis parametrisiert. Ihre Parame-
terwerte v, v3, vy, Vg sind im rechten Teil der Abbildung 4.7 zu sehen. Die Kurven C; o
bzw. Cy5 werden auf die Verbindungsstrecken der Ecken vi, Vi bzw. v}, V{ projiziert.
Die Kurven Cs 4 bzw. Cg ¢ werden auf die Verbindungsbogen der Ecken v3, vi bzw. v§, vi
projiziert. Die entsprechenden Kurven C; 2,C3 3,C4 5,C66 sind ebenfalls im rechten Teil
der Abbildung 4.7 zu sehen.

Beispiel 4.10 Vier ungetrimmte Flachen
Abbildung 4.8 zeigt einen Flichenverband F, welcher aus vier ungetrimmten NURBS-
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Vi

Abbildung 4.6: Ein Flichenverband F, welcher aus zwei getrimmten NURBS-Flichen &1 =
S1(D1),S2 = Sa(D2) besteht. vi,...,v§ € Vp(F) sind die Randecken von
F,Cy,...,C6 € Eg(F) sind die Randkurven von F.

. o v Cs
Ce D, Doy Csq Co.6 Cs3
- C,y Co "Vf C_1,2 V3

Abbildung 4.7: Im linken Teil der Abbildung sind die Parameterbereiche D, Dy der ent-
sprechenden Flichen des Flichenverbandes F aus Abbildung 4.6 zu sehen.
Ci,...,Cq sind die Parameterraumkurven der Randkurven des Fléchenver-
bandes F. Die Ecken vi,v3,vy,vi wurden iiber einen Kreis parametri-
siert. vi,v3, v}y, vg sind die entsprechenden Parameterwerte. Die Kurven
C_l,g, C_373,C_475,C_6,6 sind die Projektionen der Kurven C12,C33,C45,Cé.6-
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Vg
Cs v .
Sy
Ce_\ L Vi
LY —~ ,
* o S " — b —
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Abbildung 4.8: Ein Flachenverband F, welcher aus vier ungetrimmten NURBS-Flichen
Si,...,8y besteht. Es ist Vp(F) = {v},...,vi} und Ep(F) = {Ci,...,Cs}.
In den Ecken v3, v}, v§,vg liegt Tangentenstetigkeit vor, in den anderen
Ecken nicht. Die Kurven Ci2,C34,C56,C78 werden jeweils auf die Verbin-
dungsstrecken C_]_72,C_374,é576, (,7778 der Ecken v],v3, vi, v projiziert. Es ergibt
sich ein Quadrat.

Flachen &) = Si(Dy),..., S84 = S4(D4) besteht. Die Randecken von F sind vi,..., v
und die Randkurven von F sind Cy, ..., Cs.

Da die Fliachen ungetrimmte NURBS-Flidchen sind, sind die Parameterraumkurven C,,
..., Cq alle linear und fiir die Kriimmungswerte der Kurven Cy, ..., Cs gilt somit K; =
...= Kg=0. Der Ubergang zwischen benachbarten Kurven in den Ecken v3, v}, vg, vg
ist jeweils tangentenstetig. In den restlichen Ecken liegt keine Tangentenstetigkeit vor.
Es werden somit die folgenden Vereinigungskurven gebildet

Cio=CUCy,C34=C3UCy,C56=C5UCg,Crg=CrUCs.

Fiir die Krimmungswerte dieser Kurven gilt K5 = K34 = K56 = K7g = 0. Der Fla-
chenverband F ist derart gegeben, dass die Bogenldnge der Vereinigungskurven iiber-
einstimmt.

Die Ecken vi,vi, vi, vi werden chordal iiber einen Kreis parametrisiert und man erhélt
die Parameterwerte vi, v3, vi, vi. Die Kurven C;2,Cs4,C56,Crs werden jeweils auf die
Verbindungsstrecken @172,53,4,5576,5778 der Ecken v}, v3, vi, vI projiziert. Diese Verbin-
dungsstrecken bilden zusammen ein Quadrat.

Beispiel 4.11 Eine planare, getrimmte, nicht konvexe Fliche
Abbildung 4.9 zeigt einen Flichenverband F, welcher aus einer planaren, getrimmten,
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C4

Abbildung 4.9: Ein Flidchenverband F, welcher aus einer planaren, getrimmten, nicht kon-
vexen NURBS-Fliche S = S(D) besteht. Es ist Vg(F) = {v],v3,vi, vi},
sowie Eg(F) = {C1,C2,C3,C4}. In keiner Ecke liegt Tangentenstetigkeit vor.
Die Kurve C44 wird auf den Verbindungsbogen der Ecken v3, v} projiziert.
Die Kurven Cy1,C22,C3 3 werden jeweils auf die restlichen Verbindungsstre-
cken (?1’1, (?2,2, 6373 abgebildet.

nicht konvexen NURBS-Fliche S = S(D) besteht. Hierbei entspricht der Parameterbe-
reich D der Fliche S. Es ist Vg(F) = {vi,vi, v, vi}, sowie Eg(F) = {C1,Ca,Cs,C4}.
Die Fliiche S verliuft innerhalb der xy-Ebene des R?. Die Randkurven stimmen mit ih-
ren jeweiligen Parameterraumkurven C,,C,,Cs,C, iiberein. Die Kurven C; = C,,C3 = C4
sind linear. Die Kurve Cy = C, ist konkav und die Kurve C; = C, ist konvex. Es ergeben
sich die Kriimmungswerte K; = K3 = 0, Ky = 1, K, = —1. In keiner Randecke liegt
Tangentenstetigkeit vor. Somit bestehen die Vereinigungskurven aus jeweils nur einer
Kurve und es gilt C;; = C;, © = 1,2,3,4. Fiir die Kriimmungswerte gilt entsprechend
K, =K,; i=1234.

Alle Randecken von F werden chordal iiber einen Kreis parametrisiert und man er-
hilt die Parameterwerte v, vs, vi, vi. Die Kurve C44 wird auf den Verbindungsbogen
der Ecken v3, v} projiziert. Die Kurven C; 1,Cs2,C33 werden jeweils auf die restlichen
Verbindungsstrecken C_l,l, (32,2, (,7373 abgebildet.

4.2.2 Projektion der inneren Ecken

Es sei T = {T1,...,Tn}, m € N, eine gegebene Triangulierung. Fiir die zugehorige
Menge V(T) der Ecken gelte

V = V(T) = {V17 e 7V7’L7vn+17 e ;Vn-l—k}: na k S N; (43)
Vi=Vi(T)={vi,.. -, v}, VB =VB(T) = {Vas1,- -, Voyr}- (4.4)

Gesucht ist eine lineare Projektion 1 : S+ — R?. Die Parameterwerte v,,41, ..., V,4x der
Randecken v,,11,...,Vv,4x beziiglich 1 seien bereits gegeben. Sind auch die Parameter-
werte vy, ..., Vv, der inneren Ecken bekannt, so ist die Projektion 1) eindeutig bestimmt.
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Ein Verfahren, welches zu einer gegebenen Triangulierung 7 und gegebenen Randpara-
meterwerten die Parameterwerte der inneren Ecken bestimmt, heift Konstruktions-
verfahren.

Wie bereits erlautert wurde, ist es im Allgemeinen nicht moglich zu einer gegebenen
Triangulierung 7 eine isometrische Parametrisierung (D, ¢) zu erzeugen. Ist die Trian-
gulierung T jedoch planar, so ist die identische Abbildung id : S — S7 offensichtlich
eine Isometrie. Man sagt, dass ein Konstruktionsverfahren die Reproduktionseigen-
schaft besitzt, wenn es erkennt, dass die gegebene Triangulierung 7 planar ist und als
Projektion v die identische Abbildung liefert. In diesem Fall ist dann die Parametri-
sierung von 7T beziiglich 1 ebenfalls gleich der identischen Abbildung und somit eine
Isometrie. Eine etwas allgemeinere Definition ist die Folgende.

Definition 4.12 Reproduktionseigenschaft

Es sei T eine planare Triangulierung, welche in einer affinen Ebene & C E? enthalten
ist. Weiter seien die Parameterwerte der Randecken von T durch eine affine Abbildung
f: & — E? vorgegeben, d. h. es gelte v,bh/Bm = flvBm' Ein Konstruktionsverfahren besitzt
die Reproduktionseigenschaft, wenn dann auch die inneren Ecken von T durch die
affine Abbildung £ bestimmt sind, also ¢|V1(T) = flv,(T) gilt.

Es seien T eine planare Triangulierung und f : S — R? eine affine Abbildung. Eine
innere Ecke v € V;(T) ist im Inneren der konvexen Hiille ihrer Nachbarn enthalten.
Somit existieren Zahlen A,y € R mit

Z Avw = 17

WGNV

v = Z AvwW.

weENy
Da f affin ist gilt dann
PV) =D Awth(w).
weE Ny
Diese Tatsache dient als Motivation fiir die sogenannten Konvex-Kombinations-Pro-
jektionen, welche von Floater in [19] eingefiihrt wurden.
4.2.2.1 Konvex-Kombinations-Projektion

Es sei 19 : S — R? eine lineare Projektion beziiglich einer gegebenen Triangulierung
7. Existieren dann zu allen inneren Kanten [v,w] € E;(7) Zahlen Ay, welche die
Bedingungen
Avw > 0, ([v,w] € E((T)),
> Aw =1, (vEVi(T)), (45)

weE Ny
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erfiillen und gilt dann

¢(V) = Z Avw'ub(w)v (V € VI(T))a (4'6)

wENy

so wird ¥ als Konvex-Kombinations-Projektion bezeichnet. Die Zahlen Ay, W €
Ny, heilsen konvexe Gewichte von v.

Fiir eine Konvex-Kombinations-Projektion ¥ : St — R? ist also der Parameterwert 1(v)
jeder inneren Ecke v eine Konvex-Kombination der Parameterwerte ihrer benachbarten
Ecken.

Zu jeder gegebenen Triangulierung 7 ldsst sich eine Konvex-Kombinations-Projektion
1 : S — R? konstruieren. Im ersten Schritt werden die Randecken von 7 mit einem
der bekannten Verfahren parametrisiert und man erhélt die zugehorigen Parameterwerte
Vitls -« - Vigk. Im zweiten Schritt werden dann fiir alle inneren Kanten [v,w] € E/(T)
Zahlen )y, definiert, welche die Bedingungen (4.5) erfiillen. Die Kanten werden hierbei
als gerichtete Kanten aufgefasst und somit gilt im Allgemeinen nicht A\yw = Awy. Es
seien nun vy,...,Vv, die gesuchten Parameterwerte der inneren Ecken vq,...,v, der
Triangulierung 7. Fiir beliebige Ecken v;, v; € V(T) sei dann \;; € R definiert durch

ij

N — /\Vivj fiir [VZ‘,VJ‘] c E](T),
0 sonst.

Die Bedingung (4.6) ldsst sich nun umformen zu

n n+k
j=1 j=n+1

Dies entspricht dem Gleichungssystem Bv; = ¢, wobei B, vy, c wie folgt definiert sind

1 fiir i = 7,

o (4.8)
_)\Z] fiir ¢ 7é I

B = (bij)?,j:p bij = {

vi=(vi...vp)7T,

n+k n+k T
C = E )\Uvj c. E )\njvj .

Satz 4.13
Die in (4.8) definierte Matriz B ist requldr.

Beweis. Fiir die i-te Zeile der Matrix B gilt

n

Dllbsll= DY Aw < D Avw=1 (4.9)

j=1,j#i weNy, NV (T) wENy,
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4.2 Konstruktion von linearen Projektionen

Somit ist B schwach diagonaldominant. Da die Triangulierung 7 stark zusammenhé&n-
gend ist, existiert eine Ecke v;,, die zu mindestens einer Randecke benachbart ist. Dann
ist Ny, NVi(T) C echt enthalten in Ny, und in obiger Gleichung darf < durch < ersetzt
werden. Daraus folgt, dass die Zeile 7y stark diagonaldominant ist.

Fasst man die Matrix B — diag(B) als Adjazenzmatrix eines gerichteten Graphen G auf,
so hat dieser die gleiche Struktur wie die Triangulierung 7. Da die Triangulierung stark
zusammenhingend ist, gilt dies auch fiir den Graphen. Daraus folgt, dass die Matrix
B — diag(B) und somit auch B irreduzibel sind. Somit ist die Matrix B irreduzibel
diagonaldominant und als solche regulér. [l

Ein Verfahren, welches der beschriebenen Vorgehensweise zur Konstruktion einer Kon-
vex-Kombinations-Projektion folgt, wird Konvex-Kombinations-Projektion-Kon-
struktionsverfahren genannt. Fiir diese existiert eine einfache dquivalente Aussage
zur Reproduktionseigenschatft.

Satz 4.14

Es sei T eine beliebige planare Triangulierung. Ein Konvex-Kombinations-Projektion-
Verfahren besitzt genau dann die Reproduktionseigenschaft, wenn fiir jede innere Ecke
v € Vi(T) der Triangulierung T gilt

v = Z AvwW. (4.10)

WENV

Beweis. Es gelte fiir jede innere Ecke v € Vi(T) von T die Bedingung (4.10). Es sei
£ C E? diejenige affine Ebene, fiir die S5 C & gilt, und weiter sei f : & — E? eine
Affinitédt. Fiir die Parameterwerte der Randecken v, 11, ..., v,x der Triangulierung 7
beziiglich der zu konstruierenden Konvex-Kombinations-Projektion v : S — E? gelte
P(v;))=£(v;),i=n+1,...,n+ k. Essei ve V(T) eine innere Ecke von 7, dann gilt

Z Aow = 1.

WGNV

Da f affin ist, folgt

FV) = £ Aww) = D Awf(w).

WeNv WGNV

Somit ist (f(vy),...,f(v,))T eine Losung des eindeutig 1osbaren linearen Gleichungssys-
tems (4.7). Da auch (¢(v1),...,%(v,))T eine Losung von (4.7) ist, folgt also 1(v;) =
f(v;),i=1,...,n. Somit besitzt das Konvex-Kombination-Projektion-Verfahren die Re-
produktionseigenschaft.

Es sei nun vorausgesetzt, dass das entsprechende Verfahren die Reproduktionseigenschaft
besitzt. Wahlt man als affine Abbildung f = id, so folgt

v=EV)=9$v)= D> Awt(W) = > Awf(w) = D Ayw.

weENy, weENy, weNy,
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4 Lineare Projektionsverfahren fiir Triangulierungen

Es sei v € E;(T) eine innere Ecke der Triangulierung 7 und es gelte Gleichung
(4.10). Dann heifen die konvexen Gewichte Ay, w € Ny, Koordinaten von v beziig-
lich w € N,. Fiir | = 3 entsprechen die Koordinaten den baryzentrischen Koordinaten.

Wurden nun zu einer gegeben Triangulierung 7 sowohl die Parameterwerte der Rande-
cken als auch der inneren Ecken bestimmt, so ist die Pr0Jekt10n zb S7 — R? eindeutig

definiert. Es bleibt die Frage, ob % bijektiv ist, ob also 1/)(T1) ﬂip(Tg) =0fir T, T, €T,
Ty # Ty, gilt. Ist T eine offene Triangulierung, so heifst eine Kante [v,w] € E(T) tren-
nende Kante, wenn sie eine innere Kante ist und die Ecken v, w Randecken sind. Die
Antwort auf diese Frage gibt der folgende Satz. Der Beweis hierzu findet sich in [20].

Satz 4.15

Es sei v : S — R? cine Konvez-Kombinations-Projektion beziiglich einer gegebe-
nen Triangulierung T. Besitzt T keine trennende Kante und ist das Polygon P =
P(Vpit,- -+, Vaurr) der Parameterwerte der Randecken Vi1, ..., Vair von T konver, so
st P ingektiv.

Verwendet man eines der vorgestellten Verfahren zur Randparametrisierung, so ist
immer gewéhrleistet, dass das Polygon P = P(V,i1,...,Vaik) konvex ist. Auch die
Bedingung, dass die Triangulierung 7 keine trennende Kante enthalten darf, ist leicht
zu erfiillen, wie das gleich folgende Beispiel zeigen wird.

Beispiel 4.16
Abbildung 4.10 zeigt zwei planare Triangulierungen 77, 75 mit

T = {AV1V2V3, AV1V3V4},

75 = {AV1V2V5, AV2V3V5, AV3V4V5, AV4V1V5}.

Triangulierung 7; enthéilt die trennende Kante [vy,v3]. Unterteilt man diese Kante in
ihrem Mittelpunkt vs = %(Vl + v3) in die zwei neuen Kanten [vq,vs], [v5,v3] und fiigt
die Kanten [v4,vs], [V5,va] zur Triangulierung 77 hinzu, so erhilt man die Triangulierung
7. Diese Triangulierung enthélt keine trennende Kante und es gilt

St = Sy

Im Folgenden werden drei Verfahren zur Konstruktion von Konvex-Kombinations-
Projektionen vorgestellt. Das erste Verfahren garantiert die Injektivitat der konstruierten
Projektion, besitzt aber nicht die Reproduktionseigenschaft. Das zweite Verfahren kann
keine injektive Projektion garantieren, besitzt aber die Reproduktionseigenschaft. Das
dritte Verfahren besitzt beide gewiinschten Eigenschaften.

4.2.2.2 Das bivariate Federmodell

Die Vorgehensweise beim bivariaten Federmodell ist analog zum univariaten Fall (siehe
Abschnitt 4.2.1.1) und es ist ein Spezialfall einer Konvex-Kombinations-Projektion. Je-
de innere Kante [v,w| € E;(T) der Triangulierung 7 wird als Feder mit der gegebenen
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4.2 Konstruktion von linearen Projektionen

V3 V3
V4 Vo V4 v Vo
5
T 7
Vi Vi

Abbildung 4.10: Zwei Triangulierungen 71 = {Avivavs, Avivsvy}, To = {Avyvavs,
Avavsvs, Avivyvs, Avyvivs}. Die Triangulierung 77 enthilt die tren-
nende Kante [vq,vs]. Die Triangulierung 7> entsteht durch Unterteilung der
Kante [vi,vs] in ihrem Mittelpunkt v; in die Kanten [v1,vs], [vs,v3] und
hinzufiigen der Kanten [v4,vs], [vs,v2]. Die Triangulierung 72 enthélt keine
trennende Kante und es gilt S, = S75.

Federkonstante Dy > 0 interpretiert. Die Parameterwerte v,.1,...,V,1r der Rande-
cken sind bereits gegeben, somit ist der Rand des Federnsystems fixiert. Gibt man die
restlichen Federn frei, so suchen sich diese ein stabiles Gleichgewicht minimaler Energie.
Die neuen Positionen der inneren Ecken sind dann die Parameterwerte vy, ...,v,. Die
Gesamtenergie Er des Federnsystems ist

1 1
Ep = Bp(Vi,... . V) = 5 X:§RWW—WM- (4.11)

[vwlEET

Fiir beliebige Ecken v;,v; € V(T) sei nun D;; € R definiert durch

{mwmeMG&U%
Dz] = J
0 sonst.

Aus der Definition ergibt sich D;; = Dj;. Die Gleichung (4.11) hat die Form

1n+k1

Ep=FEp(Vi,...,Va) =35 Y 5 Disllvi = vz
ij=1

Fir ¢ € {1,...,n} bezeichne

o _[a o\
ov,  \0z; 0y;
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4 Lineare Projektionsverfahren fiir Triangulierungen

die partielle Ableitung von Ey beziiglich v,;. Dann gilt

a n+k
aviEF(‘_/'la V) = ; Dij(Vvi = V;)

n+k n+k

=Vi>_ Dy = Dij%
j=1 j=1
n+k n n+k
j=1 j=1 j=n+1
Setzt man fiir i = 1,...,n den Ausdruck (4.12) gleich 0, so erhdlt man das lineare

Gleichungssystem Av; = b, wobei A, v, b wie folgt definiert sind

n+k
. S Dy, fiiri =
A = (ai)ij—1, aij = § i=1 ’ (4.13)
—D;; sonst,
Vr= (Vi) (4.14)
T
b= > Dy,wW ... > Dy, wW | . (4.15)

WENvlﬁVB WEanﬂVB

Die Matrix A ist symmetrisch und Hormann zeigte in [29], dass sie sogar positiv definit
ist. Somit ist das zugehorige Gleichungssystem eindeutig losbar. Da die Matrix A der
Hessematrix von E'r entspricht, ist die Losung des Gleichungssystems auch das Minimum
der Energie Er. Die zugehérige, eindeutig definierte lineare Projektion wird im weiteren
mit ¢, bezeichnet.

Definiert man nun fiir jede innere Kante [v,w]| € E;(T) die Zahl A,y € R durch

o Dvw
B Z Dvu’

ueNy

)\VW

so gilt Bedingung (4.5), denn es ist Dyy > 0 fiir alle [v,w]| € E;(T). Fiir jede innere
Ecke v; € Vi(T) = {vy,...,v,} gilt dann

0
a‘_,iEF(\_fl, e ,\_/n) — O
n+k n+k

=4 VzZDZ]—ZDz]V]:O
j=1 j=1
s (Vi) > Dyw— Y. Dywtp(w) =0

WeNvi WeNvi

< ’I,ZJ(V%) = Z )‘V¢W"7Z’(W)-

WGNvi

38



4.2 Konstruktion von linearen Projektionen

V3 AE] AE]

:ﬁ"z(vci)

L )
vy vy (Val ) Vi vy

Pe(va)

Vi V2 Vi Va2 Vi V2

Abbildung 4.11: Auf die Triangulierung 7 = {Avivavy, Avaovsvy, Avyvivy} mit den
Ecken vi = (0,0)7, vo = (1,0)T, v3 = (0,1)7, v4 = (0.25,0.25)7 wird
die uniforme, chordale und Zentripetale Projektion angewendet. Als Rand-
parametrisierung wird jeweils v; = v;,1 = 1,2, 3, gesetzt. Als Projektion der
inneren Ecke vy ergibt sich dann vy (va) = (3, 3)7, e(va) = (0.23,0.23)7,
W, (vy) = (0.28,0.28)7.

Somit ist auch Bedingung (4.6) erfiillt und die Projektion % ist eine Konvex-Kombina-
tions-Projektion. Werden die Voraussetzungen von Satz 4.15 erfiillt, so ist die Projektion
1) injektiv.

Wé&hlt man als Federkonstante Dy, fiir alle inneren Kanten [v,w] € E;(T), jeweils

1
VIV =wl’

so erhilt man die Uniforme Projektion 1, die Chordale Projektion 1. oder die
Zentripetale Projektion 1),. Keine dieser Projektionen erfiillt die Reproduktionsei-
genschaft, wie das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 4.17

In Abbildung 4.11 ist die Triangulierung 7 = {Avivovy, Avovavy, Avivivy} mit
den Ecken v; = (0,0)7, vo = (1,0)7, v3 = (0,1)7, v4 = (0.25,0.25)" zu sehen. Als
Parameterwerte fiir die Randecken wird ¥ p(vy) = vy, ¥ p(ve) = vo, ¥Yp(V3) = v3
gewéhlt. Erfiillt die Projektion v, die Reproduktionseigenschaft, so muss auch ¥z (vy) =
v, gelten. Fiir die Projektionen v, ¢, 1, ergeben sich die folgenden Néherungswerte

Yy (ve) = (5,5)", e(va) = (0.23,0.23)" 4 4 (v4) = (0.28,0.28)".

Somit erfiillt keine der genannten Projektionen die Reproduktionseigenschaft.

D[vw] =1 oder D[vw] = oder D[VM =

v = wll

4.2.2.3 Die harmonische Projektion

Die harmonische Projektion von Pinkall und Polthier [42| ldsst sich durch die folgende
Dirichletsche Randwertaufgabe motivieren.
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4 Lineare Projektionsverfahren fiir Triangulierungen

Gegeben sei eine zweidimensionale Mannigfaltigkeit M C R3 deren Rand OM einer
Jordankurve entspricht, sowie ein einfach zusammenhdingendes Gebiet Q C R? und ein
Homdéomorphismus g : OM — 0S). Gesucht ist eine Funktion £ : M — € mit

f=g auf OM,

4.16
Af;=0 in M,i=1,2. (4.16)

Hierbei bezeichnet A den Laplace-Beltrami-Operator (siehe Kreyszig[33|). Eine Funk-
tion f : M — Q, welche Gleichung (4.16) erfiillt, wird als harmonische Abbildung
bezeichnet. Wie aus der Variationsrechnung bekannt ist, minimiert die Losung von (4.16)
die Dirichletsche Energie Ep von f, welche definiert ist durch

1
Ep(f) = —/ |VE|2.
2 Ju
Hierbei ist |Vf|* := [V f1|? + |V f2]? und

2 2
vai||2 =91 (W) + 29128(%2 5) a(féj S) + 922 <a(fi ° S>> 1=1,2,

ov

mit den Groken g1 = (Su, Su), 912 = (Su, Su), go2 = (S,, S,) der 1. Fundamentalform.

Es sei nun 7T eine offene Triangulierung, dann ist M := S7 eine zweidimensionale Man-
nigfaltigkeit, deren Rand einer Jordankurve entspricht. Um die Dirichletsche Randwert-
aufgabe (4.16) ndherungsweise zu losen, werden statt beliebiger Funktionen f nur lineare
Projektionen 1 zugelassen. Durch Vorgabe der Parameterwerte v, 11, ...,V € 02 der
Randecken von 7T ergibt sich eine Approximation der Randbedingung von (4.16). Eine
lineare Projektion v : S — R?, welche die Dirichletsche Energie Ep minimiert, wird
als harmonische Projektion bezeichnet. Nach Pinkall und Polthier [42] hat die Di-
richletsche Energie Ep einer linearen Projektion 1) die folgende Form

1

Ep=Ep(vi, %) =5 3 5(cot(aw) + cot(Bw)) [V~ W]

[vw]eE]

Die Winkel cryyw, Svw entsprechen den der Kante [v,w] gegeniiberliegenden Winkeln der
angrenzenden Dreiecke Avwv,,, Avv,w, v;,v;,, € V(T )(siche Abbildung 4.12) und
werden im Weiteren als harmonische Winkel der Kante [v,w| bezeichnet. Ist die
Kante [v,w| eine Randkante, so ist einer der beiden Terme cot(ayw), cot(fyw) gleich
Null.

Die Dirichletsche Energie Ep kann als Gesamtenergie Er(4.11) des bivariaten Federmo-
dells interpretiert werden. Dazu wéhlt man fiir jede Kante [v,w] als Federkonstante

Dyw = cot(ayw) + cot(Byw), (4.17)

wobei ayy und [y wieder die entsprechenden Winkel der an die Kante [v,w]| gren-
zenden Dreiecke sind. Bei Wahl dieser Federkonstanten ist die Matrix A des linearen
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4.2 Konstruktion von linearen Projektionen

Abbildung 4.12: Die harmonischen Winkel ayw, Syw der Kante [v,w] entsprechen den Win-
kel der Dreiecke Avwv;, , Avv,w, v, v;, € V(T), in den Ecken v;,,v;,.

Gleichungssystems (4.13) symmetrisch und sogar positiv definit [42]. Somit ist das Glei-
chungssystem eindeutig l6sbar und die durch diese Losung definierte Projektion 1) ist
das Minimum der Energie Er = Ep. Hormann zeigte in [29|, dass die Projektion v die
Reproduktionseigenschaft besitzt. Jedoch ist die Projektion nicht immer injektiv, wie
das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 4.18

In Abbildung 4.13 ist die Triangulierung 7 = {Avivaovy, Avovavy, Avsvivy} mit den
Ecken vi = (0,0,0)7, v = (1,0,0)%, v5 = (0,1,0)%, v4 = (—0.5,-0.5,0.5)T zu sehen.
Als Randparameterwerte werden v; = (0,0)7, v, = (0,1)7, v3 = (1,0)” gewihlt. Damit
die harmonische Projektion ©, : S — injektiv ist, diirfen sich die Dreiecke Av,vovy,
Avov3vy, Avsvivy der Parameterraumtriangulierung T nur in ihren Kanten schneiden.
Der Parameterwert von vy beziiglich v betrigt v, = ¥ (v4) = (—0.0625, —0.0625)7.
In diesem Fall gilt

AV1VaV, U AV3vi vy C AVyvsvy
und somit ist ¥ nicht injektiv.

Unter gewissen Voraussetzungen ist die harmonische Projektion auch eine Konvex-
Kombinations-Projektion. Definiert man, wie im Falle des bivariaten Federnmodells, fiir
jede innere Kante [v,w] € E;(T) die Zahl Ay, durch

_ Dy
> Dw’

ueNy

A‘/W
so gilt fiir jede innere Ecke v € V;(T)

¢H(V) = Z AVW¢H(W)'

we Ny
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4 Lineare Projektionsverfahren fiir Triangulierungen

V34
V3
V4
L Vo —
Vi —e V1

_ JZ— Vo
Vg _

T T

Abbildung 4.13: Die Triangulierung 7 = {Avivaovy, Avavsvy, Avivivy} mit den Ecken
vi = (0,0,0), vo = (1,0,0)T, v3 = (0,1,0)T, v4 = (—0.5,-0.5,0.5)T
wurde mittels der Harmonischen Projektion 1y, auf die Triangulierung T
projiziert. Als Randparameterwerte wurden v; = (0,0)7, vo = (0,1)7, v3 =
(1,0)” gewihlt. Der Parameterwert von vy beziiglich 1, betrigt v4 =
Yy (vy) = (—0.0625, —0.0625)". Da die Dreiecke der Triangulierung 7 sich
iiberschneiden, ist ¥ g nicht injektiv.

Floater zeigte in [20], dass das Gewicht Ay der Kante [v,w| genau dann groker Null
ist, wenn fiir die zugehorigen harmonischen Winkel die Bedingung ayw + Byw < 7 gilt.
Gilt dies fiir alle inneren Kanten von 7T, so ist die harmonische Projektion %, eine
Konvex-Kombinations-Projektion. Unter der Voraussetzung von Satz 4.15 ist sie dann
auch injektiv.

4.2.2.4 Mittelwert-Projektion

Wie im vorherigen Abschnitt gezeigt, besitzt die harmonische Projektion zwar die Re-
produktionseigenschaft. Es existiert aber nicht zu jeder Triangulierung 7T eine injektive
harmonische Projektion v, : S — RZ2 Floater entwickelte in [18] die sogenannte
Mittelwert-Projektion, welche sowohl die Reproduktionseigenschaft besitzt als auch, bei
konvexer Randparametrisierung, fiir jede Triangulierung 7 eine injektive Projektion lie-
fert. Dieses Projektionsverfahren basiert auf der Mittelwerteigenschaft der harmonischen
Funktionen.

Mittelwerteigenschaft
Es sei f : B —+ R, B C R? eine stetige, harmonische Funktion auf dem Kreis B =
B(v,r) C R?* mit dem Mittelpunkt v und dem Radius r. Dann gilt

fv)= %/f(w) ds. (4.18)
0B

Es sei nun 7 eine planare Triangulierung und f : Sy — R eine stetige, stiickweise lineare
Funktion. Weiter sei v € V;(T) eine innere Ecke von 7 und es seien T;,...,T; ,k € N,

%)
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4.2 Konstruktion von linearen Projektionen

Abbildung 4.14: Ti,...,T% sind alle Dreiecke einer planaren Triangulierung 7T, welche die
Ecke v enthalten. Der Radius r des Kreises B = B(v,r) mit Mittelpunkt
v ist so gewédhlt, das der Kreis innerhalb der Vereinigung der Dreiecke
T, ...,T7 liegt.

alle Dreiecke von T, welche v enthalten. Schlieflich sei der Radius r so klein gewéhlt,
dass

k
B(vyg,r) C U T;,
j=1

gilt. Abbildung 4.14 veranschaulicht diese Situation. Floater zeigte in [18], dass unter
diesen Voraussetzungen die Mittelwerteigenschaft (4.18) dquivalent ist zu

Y Dew (f(v) = f(w)) =0. (4.19)

Hierbei sind die Zahlen D,,w € N,, definiert durch

D, — tan (%avw) + tan (%,va)

, (weN,). (4.20)
v — w2
Im Allgemeinen gilt Dyyw = Dy nicht. Die Winkel ayw, Bvw entsprechen den Win-
keln in v beziiglich der beiden Dreiecke, welche die Kante [v,w] enthalten (siehe Abbil-
dung 4.15). Fiir die Winkel gilt offensichtlich 0 < ayw, Byw < 7. Somit sind die Zahlen
Dyw, W € Ny, stets positiv. Definiert man nun

Dvw
Z Dvu

ueNy

Avw = , (we Ny, (4.21)
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4 Lineare Projektionsverfahren fiir Triangulierungen

Abbildung 4.15: Die Winkel ayw, Syw entsprechen den Winkeln in v beziiglich der beiden
Dreiecke, welche die Kante [v,w] enthalten.

so ist Gleichung (4.19) dquivalent zu
f(V) = Z Avwf(w) (4'22)
wENy
Laut dem folgendem Satz sind die Zahlen Ay, w € N, Koordinaten von v beziiglich der

Ecken w € N, . Floater bezeichnete diese Koordinaten als Mittelwert-Koordinaten.

Satz 4.19
Es sei T eine planare Triangulierung und v € Vi(T) eine innere Ecke von T. Dann

sind die in Gleichung (4.21) definierten Zahlen Ayw Koordinaten von v beziglich der
Nachbarschaft Ny von v.

Beweis [18]. Es sei Ny = {vy,...,v;} C V(T), l € N, die Nachbarschaft von v. Hierbei
seien die Ecken vy,...,v; gegen den Uhrzeigersinn um v angeordnet. Diese lassen sich
mit Hilfe von Polarkoordinaten bezogen auf v ausdriicken. Zu v; existiert ein Winkel
6; € [0,27) mit

iz v+vi— V] cos (6;) o VimV _ (cos (6;)
t ' 2 \ sin (6;) lvi — vy \sin(6;) /"
Setzt man v, = vi und 6,1 = 61, so entspricht a; = 6,1 —0; dem Winkel in v, welcher
durch die Kanten [v;,v], [v,v;;1] eingeschlossen wird. Gleichung (4.20) lautet dann

Di = Doy, — tan (%ai_l) + tan (%ai)

[v —vill2
Es gilt 0 < %oci < 5 und somit sind D; als auch
D;

l
> Di
=1

)\i = Avvi =
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positiv. Aufgrund der Definition von \; gilt
!

d =1

=1

Es verbleibt zu zeigen

l l
V:Z/\ivi @Z/\Z(VZ—V) =0&
=1 i=1

Nun gilt

.
o~
—_

Di(v; —v) = (tan (3a;-1) + tan (304))

4.2 Konstruktion von linearen Projektionen

l
E:DZ(VZ — V) = 0.
i=1

V, —V
[vi = V2

_ é (tan (By_) + tan (L)) (‘;frj EgD
-3t ((S000) + (226) a2
(P R )
Sty [ (s () o (S5(02) )

Z (4.24)
S o) .
[ ()
=0.

Hierbei ergibt sich die Gleichung (4.23) durch Indexverschiebung und Verwendung von

ap = ag, 0y = 6;. In Gleichung (4.24) und (4

6i+1 6i+1

/ sin ((91'+1 — 9) deo

0;

) =sinf6 - 0)

und

cos (0)

sin (o) (Sm 0

cos (6;)
sin (6;)

.25) wurden die Identitéten

/ sin (0 — 6;)d0 =1 — cos (o) .

cos (0;41)
sin (0i+1)

)—i—sin(&—&i)( )
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Injektiv | Reproduktionseigenschaft | Symmetrie
Bivariates Federmodell | Ja Nein Ja
Harmonische Projektion | Nein Ja Ja
Mittelwert-Projektion Ja Ja Nein

Tabelle 4.1: Zusammenfassung der Eigenschaften drei vorgestellten Projektionen.

verwendet. Letztere lasst sich leicht mit Hilfe des Additionstheorems des Sinus herleiten.
O]

Es sei nun 7 eine Oberflichentriangulierung, dann lasst sich mit Hilfe der Mittelwert-
Koordinaten eine Konvex-Kombinations-Projektion konstruieren, welche als Mittelwert-
Projektion v,, : St — R? bezeichnet wird. Die Matrix (4.8) des zugehorigen Glei-
chungssystems ist im Allgemeinem nicht symmetrisch. Sind die Voraussetzungen von
Satz 4.15 erfiillt, so ist die Mittelwert-Projektion injektiv. Da zur Konstruktion der
Mittelwert-Projektion Koordinaten verwendet wurden, besitzt sie nach Satz 4.14 die
Reproduktionseigenschaft.

Tabelle 4.1 fasst die Eigenschaften Injektivitat, Reproduktionseigenschaft, symmetrische
Matrix der vorgestellten Projektionen zusammen. Da die Mittelwert-Projektion sowohl
injektiv ist als auch die Reproduktionseigenschaft besitzt, wird diese im Weiteren als
Projektion verwendet werden.
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5 Gittererzeugung mittels globaler
Parametrisierung

In diesem Kapitel wird ein neues Verfahren zur Erzeugung einer Hierarchie von Hexa-
edergittern HC,...,H", N € N, in einem durch eine NURBS-Geometrie G definierten
Gebiet Q C R? erldutert. Zuniichst wird beschrieben, wie zu einem gegebenen Flichen-
verband eine globale Parametrisierung erzeugt wird.

5.1 Globale Parametrisierung eines
NURBS-Flachenverbandes

Es sei F = {S1,...,8,}, n € N, ein Flachenverband beziiglich einer gegebenen Geo-
metrie G. Zu jeder Fliche S; sei eine Parametrisierung (D;, S;) gegeben. Die einzelnen
Flachen &; konnen ungetrimmt, getrimmt ohne Locher oder auch getrimmt mit Lo-
chern sein. Abbildung 5.1 zeigt drei NURBS-Fléchen als Beispiel. Der Flachenverband
F darf keine Locher enthalten, muss also einfach zusammenhéngend sein (siche Defi-
nition 2.20). Abbildung 5.2 zeigt ein Beispiel fiir einen Flichenverband. Ziel ist es zur
Oberfliche Sz eine globale Parametrisierung Sy = S(D) zu erzeugen. Zunichst wird
der globale Parameterbereich D konstruiert. Hierbei wird jeder Fliche S; eine zusam-
menhiingende Teilmenge D; C D zugewiesen. Die Teilmengen seien so gewihlt, dass die
Menge Fp = {Dy,...,D n) einen planaren Flichenverband bildet. Anschliefend wird ei-
ne stetige Bijektion B : D; — D; definiert. Damit lisst sich eine neue Parametrisierung
Si = Si(D;), Si = So By, von S; erzeugen. Die Fliche D;, die Bijektion B; und die
Parametrisierung (D;, S;) werden als globaler Teilparameterbereich von S;, lokale
Bijektion von S; und globale Parametrisierung von S; bezeichnet. Die globale
Parametrisierung (D, S) von S hat dann die Form

Die Abbildung S ist im Inneren jeder Teilmenge D; stetig, da die globalen Parametri-
sierungen als Kompositionen stetiger Abbildungen wieder stetig sind. Damit S auf ganz
D stetig ist, miissen zwei globale Teilparameterbereiche D;, Dy genau dann benachbart
sein, wenn ihre zugehorigen Flichen S;, S, benachbart sind. Préziser formuliert muss
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5 Gittererzeugung mittels globaler Parametrisierung

o O

Abbildung 5.1: Beispiele fiir mdgliche Flachen innerhalb eines Flidchenverbandes. In der obe-
ren Reihe sind eine ungetrimmte Fliche, eine getrimmte Fliche und eine ge-
trimmte Fliche mit Loch zu sehen. Alle drei Flichen sind NURBS-Flichen.
Die untere Reihe zeigt die zugehorigen Parameterbereiche.

Abbildung 5.2: Beispiel fiir einen Flichenverband. Der Flichenverband besteht aus sechs
Fliachen. Vier Flichen sind nicht getrimmt. Eine Fliche ist getrimmt ohne
Loch. Eine Fliche ist getrimmt mit Loch.
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F e S

4
S1 N

Abbildung 5.3: Schema zur Erzeugung einer globalen Parametrisierung Sz = S(D) eines
Flichenverbandes F = {S1, S2, S3, S4}.

gelten

Slﬂngc, CEE(;)
& DiNDy=C, Ce E(Fr), S(C)=C.

Abbildung 5.3 veranschaulicht die Konstruktion der globalen Parametrisierung am Bei-
spiel eines Flachenverbandes von vier Flichen. Zwei zentrale Fragen sind nun offen:

1. Wie soll der globale Parameterbereich D konstruiert werden?

2. Welche Art von lokaler Bijektion B; : D; — D; soll verwendet werden?

5.1.1 Globale Parametrisierung mittels affiner Transformation

Ein erster naiver Ansatz ist es, die lokalen Parameterbereiche D; durch Verschieben zum
globalen Parameterbereich D zusammen zu fiigen. Abbildung 5.4 zeigt dies an einem
Beispiel von vier nicht getrimmten Flichen Sy, Ss, S3, Sy. Diese sind in einem Fliachen-
verband F zueinander angeordnet, wie vier Vierecke in einem 2 x 2-Gitter. Die lokalen
Parameterbereiche Dy, Dy, D3, Dy sind gleich dem Einheitsquadrat. Rot hervor gehoben
sind die Parameterkurven der Rénder der Flichen. Die lokalen Parameterbereiche las-
sen sich, analog zu den Flichen, zu einem 2 x 2-Gitter anordnen. Hierbei miissen die
rot markierten Kurven {ibereinstimmen. Die verschobenen und gedrehten lokalen Pa-
rameterbereiche entsprechen den globalen Teilparameterbereichen Dy, Do, D5, D,. Thre
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Abbildung 5.4: Der Flachenverband F besteht aus den vier Flachen & = S(D;),Sy =
S(D3),S3 = S(D3),S4 = S(Dy), welche gitterartig zueinander angeordnet
sind. Rot hervor gehoben sind die Parameterkurven der Réander der Flichen.
Der globale Parameterbereich D ergibt sich durch Vereinigung der verscho-
benen und gedrehten lokalen Parameterbereiche Dy, Da, D3, Dy.

Vereinigung bildet dann den globalen Parameterbereich D von F. Als lokale Bijektionen
werden affine Abbildungen verwendet.

Ein einfaches Verschieben von lokalen Parameterbereichen reicht in der Regel nicht aus,
wie Abbildung 5.5 zeigt. Hier besteht der Flachenverband F = {S;,... S5} aus fiinf FIi-
chen, welche wie ein Fiinfeck zueinander angeordnet sind. Die lokalen Parameterbereiche
Dy, ..., D5 der Fliachen sind gleich dem Einheitsquadrat, welche zum globalen Parame-
terbereich D vereinigt werden sollen. Allein durch Drehungen und Verschiebungen lisst
sich dies nicht realisieren. Zusétzlich muss auch eine Scherung angewendet werden. Als
lokale Bijektionen werden affine Abbildungen verwendet.

Abbildung 5.6 zeigt schlieflich ein Beispiel, in dem eine affine Transformation der lokalen
Parameterbereiche nicht mehr zum Ziel fiithrt. Der Flachenverband F besteht aus zwei
Flachen S; = S1(D1),Ss = Sa(D»). Es existieren keine affinen Abbildungen, mit denen
die lokalen Parameterbereiche Dy, D5 in globale Teilparameterbereiche Dy, D, iiberfiihrt
werden konnen, so dass die rot markierten Parameterkurven der Rénder der Flichen
iibereinstimmen. Das dritte Bild zeigt einen mdglichen globalen Parameterbereich D.
Hierzu wurde D, als globaler Teilparameterbereich Dy beibehalten. Dy wurde auf einen
Halbkreisstreifen abgebildet. Dies ist mit einer affinen Abbildung nicht realisierbar.

5.1.2 Globale Parametrisierung mittels stiickweise linearer
Projektion

Die Beispiele des vorherigen Abschnitts haben gezeigt, dass die Erzeugung einer globalen
Parametrisierung Sz = S(D) eines Flichenverbandes F schon in einfachen Fillen nicht
mittels affiner Transformationen der lokalen Parameterbereiche der Flichen des Fla-
chenverbandes realisierbar ist. Ein vollkommen anderer Ansatz ist notig. Im Folgenden

wird ein Verfahren vorgestellt, bei dem der globale Parameterbereich D mittels einer
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5.1 Globale Parametrisierung eines NURBS-Fldchenverbandes

Abbildung 5.5: Der Flichenverband F besteht aus fiinf Flichen, welche wie ein Fiinfeck
zueinander angeordnet sind. Rot hervor gehoben sind die Parameterkurven
der Rinder der Flichen. Der globale Parameterbereich D ergibt sich durch
Vereinigung der verschobenen, gedrehten und gescherten lokalen Parameter-
bereiche Dy, ..., Ds.

Abbildung 5.6: Der Flichenverband F besteht aus zwei Flichen &1 = S1(D1),S2 = Sa(D2).
Es existieren keine affinen Abbildungen mit denen die lokalen Parameterbe-
reiche D1, D9 so in globale Teilparameterbereiche D1, Dy iiberfithrt werden
konnen, so dass die rot markierten Parameterkurven der Rander der Flichen
iibereinstimmen. Das dritte Bild zeigt einen moglichen globalen Parameterbe-
reich D. Hierzu wurde D als globaler Teilparameterbereich Dy beibehalten.
Dy wurde auf einen Halbkreisbogen abgebildet. Dies ist mit einer affinen Ab-
bildung nicht mdglich.
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stiickweisen linearen Projektion einer approximierenden Triangulierung T von Sy er-
zeugt wird. Die lokalen Bijektionen der Flichen von F werden durch stiickweise lineare
Abbildungen realisiert. Das Verfahren besteht im Wesentlichen aus drei Schritten:

1. Konstruktion einer approximierenden, zuldssigen Triangulierung T beziiglich des
Fldachenverbandes F.

2. Projektion der Triangulierung 7~ auf eine konvexe Triangulierung 7 C R2.

3. Konstruktion einer globalen Parametrisierung (D, S) beziiglich des Flichenverban-
des F.

Mit diesem Verfahren ist es moglich, fiir einen beliebigen Flichenverband F eine globale
Parametrisierung (D, S) zu erzeugen. Dabei spielt es keine Rolle, ob die Flichen des
Flachenverbandes F getrimmt sind oder nicht. Jede Fliche von F darf beliebig viele
L&cher enthalten.

5.1.2.1 Approximierende Triangulierung

Die approximierende Triangulierung T beziiglich des Flachenverbandes F wird mit Hil-
fe der kommerziellen Software Rhinoceros |37| erzeugt. Das entsprechende Programm-
modul 1duft in zwei Phasen ab. Zunéchst wird der Fliachenverband F grob durch ein
Polyedernetz approximiert, welches aus Vierecken und Dreiecken besteht. Anschlieftend
wird das Polyedernetz so lange verfeinert, bis es den vom Benutzer vorgegebenen Krite-
rien entspricht. Alle Vierecke des Netzes werden entlang einer ihrer Diagonalen zu zwei
Dreiecken unterteilt. Dem Anwender stehen die folgenden Kriterien zur Auswahl.

Minimale Anzahl Vierecke

Hierbei wird vorgegeben, wie viele Vierecke pro Fliche S € F das Anfangsnetz mindes-
tens haben muss. Dadurch hat man einen direkten Einfluss darauf, wie viele Dreiecke
die endgiiltige Triangulierung mindestens enthilt.

Maximales Seitenverhiltnis

Es kann festgelegt werden, wie grof das maximale Verhiltnis der Kantenldngen der im
Anfangsnetz erzeugten Vierecke sein soll. Wird als Seitenverhiltnis 1 vorgegeben, so er-
h&lt man ein sehr regelmébiges Netz.

Minimale und maximale Kantenlénge

Durch diese beiden Werte wird festgelegt, wie lang eine Kante mindestens bzw. hochs-
tens sein darf. Dadurch hat man einen direkten Einfluss auf die Anzahl der Dreiecke in
der endgiiltigen Triangulierung.

Maximaler Abstand Kante zu Fliche
Das Polyedernetz wird so lange verfeinert, bis der Abstand aller Kantenmittelpunkte
zur Fliche kleiner oder gleich dem angegebenen Wert ist.

Maximaler Winkel
Dieser Parameter legt fest, wie grof der Winkel zwischen den Flédchennormalen zweier
benachbarter Dreiecke maximal sein darf.
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5.1 Globale Parametrisierung eines NURBS-Fldchenverbandes

Abbildung 5.7: Beispiel fiir eine Triangulierung T, welche zum Flichenverband F mit Hilfe
der Software Rhinoceros erstellt wurde.

Nicht alle der angegebenen Parameter miissen vorgegeben werden. Die fiir diese Arbeit
verwendeten Triangulierungen wurden alle mit den Parametern mazimaler Winkel = 20
und mazimales Seitenverhdltnis = 1 erzeugt. Als weiterer Parameter wurde der maxima-
le Abstand zur Fliche vorgegeben. Da diese Grofe dimensionsabhéngig ist, wurde sie in
Abhéangigkeit des gegebenen Flichenverbandes gew#hlt. Ein Wert von 0.1 bis 0.01 fiihr-
te meist zu zufriedenstellenden Ergebnissen. Unabhingig von der Wahl der Parameter
ergab sich immer eine zuléssige Triangulierung im Sinne von Definition (4.5).

Beispiel 5.1

In Abbildung 5.7 ist links der Fldchenverband F = {S;, Sy, S3,S4} zu sehen. Zu diesem
wurde mit Hilfe von Rhinoceros die Triangulierung T erzeugt, welche rechts im Bild
zu sehen ist. Als Parameter wurden gewihlt: Maximales Seitenverhéltnis 1, Maximale
Kantenldnge 1.5, Maximaler Abstand Kante zu Fliche 0.1, Maximaler Winkel 20. Die
Linge der Diagonale der Bounding-Bozr des Flichenverbandes betrigt ungefihr 10.1
Mafeinheiten.

5.1.2.2 Projektion

Zu der approximierenden Triangulierung 7 wird nun durch Projektion eine planare
Triangulierung 7 erzeugt. Als Randparametrisierung wird die im Abschnitt 4.2.1.2 vor-
gestellte Kreis-Bogen-Strecken-Projektion verwendet. Mit Hilfe der Mittelwert-
Projektion (Abschnitt 4.2.2.4) werden die inneren Ecken der Triangulierung 7 in die
Ebene projiziert. Die Matrix des hierbei zu l6senden Gleichungssystems ist in der Regel
unsymmetrisch und diinn besetzt. Zur Losung des Gleichungssystems wird die Bibliothek
UMFPACK (Unsymmetric Multifrontal Package) verwendet, welche effiziente Loser fiir
solche Probleme enthélt. Wesentliche Referenzen fiir UMFPACK sind [12], [11], [14] und
[13]. Insgesamt erhilt man so eine planare, konvexe Triangulierung 7. Diese wird im
Weiteren als globale Triangulierung 7 des Flichenverbandes F beziiglich der
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5 Gittererzeugung mittels globaler Parametrisierung

Abbildung 5.8: Zu sehen ist eine Triangulierung 72, welche durch die Mittelwert-Projektion
auf die Triangulierung 7 projiziert wurde.

approximierenden Triangulierung T bezeichnet.

Beispiel 5.2

Abbildung 5.8 zeigt die Triangulierung T, welche zum Flichenverband F des vorherigen
Beispiels erzeugt wurde. Die Kreis-Bogen-Strecken-Projektion liefert als Randparame-
trisierung ein Viereck. Mittels der Mittelwert-Projektion wird die Triangulierung T auf
die Triangulierung 7 projiziert.

5.1.2.3 Globale Parametrisierung

Es sei F = {S1,...,S,} ein gegebener Flichenverband. Des Weiteren sei 7 eine globale
Triangulierung von F beziiglich einer approximierenden Triangulierung 7. Die Erzeu-
gung einer globalen Parametrisierung (D, S) des Flichenverbandes F orientiert sich da-
bei an der im Anfang von Abschnitt 5.1 beschriebenen und in Abbildung 5.3 illustrierten
Vorgehensweise. Als globaler Parameterbereich D wird die Fliche der globalen Triangu-
lierung 7 gewihlt, d. h. es gilt D = S7. Jeder Fliche S; € F wird eine Teiltriangulierung
T; C T zugewiesen. Diese ist definiert als

T, = {Auvw|Aavw € T, 0, v, w € S;,a = (1), v = (V), w = (W)}

Mit D; = S7. erhdlt man den globalen Teilparameterbereich von S;. Analog wird eine
Triangulierung innerhalb des lokalen Parameterbereichs D; von §; definiert

T, = {Auvw|Aavw € T,a = S;(u), v = S;(v),w = S;(w)}.

Zu jedem Paar von Triangulierungen 7;, 7; existiert eine eindeutig bestimmte, stiickweise
lineare Bijektion B; : Sz — S7.. Es sei T = Auvw € 7;. Dann existieren genau ein
Dreieck T = Atvw € 7; mit (1) = @, ¥(V) = ¥, ¥(W) = W und genau ein Dreieck
T = Auvw € T; mit S;(u) = 1, S;(v) = v, S;(w) = w. Die Einschrinkung von
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Abbildung 5.9: Veranschaulichung der globalen Parametrisierung (D, S) eines Flichenver-
bandes F.

B, auf T ist dann definiert als die eindeutig bestimmte lineare Abbildung von T’ nach
T. B, ist die lokale Bijektion von S;. Setzt man nun S; = S, o B;, so erhilt man die
globale Parametrisierung (D;,S;) der Fliche S;. Die globale Parametrisierung (D, S) des
Flachenverbandes F ergibt sich dann durch

h—s
s;{

Beispiel 5.3

Abbildung 5.9 zeigt eine Veranschaulichung der Auswertung der globalen Parametrisie-
rung (D, S) des Flichenverbandes F = {8, S,,S3, S84} im globalen Parameterpunkt v.
Zum Punkt v wird das Dreieck T bestimmt, welches v enthilt. Das Dreieck 7 ist in der
Triangulierung 7; enthalten. Mittels der Bijektion B; wird dieser Punkt auf den Punkt
v = B(V) in das entsprechende Dreieck der lokalen Triangulierung 7; der Fliche S;
abgebildet. Schlieflich erhilt man durch die Abbildung S; den Punkt v = S;(v) auf der
Fliache S; C Sr.

=

Sr

- Usr =Up.
=1 =1
_>
— Si(u), firaeD;

=l

105



5 Gittererzeugung mittels globaler Parametrisierung

5.2 Erzeugung einer Hierarchie von Hexaedergittern

Gegeben sei eine Geometrie G = {Si,..., Sk}, & € N, beziiglich eines Gebietes 2 C
R3. Des Weiteren sei ein beziiglich  zuliissiges Hexaeder-Grobgitter H" gegeben. Im
Folgenden wird erldutert, wie zu diesem Grobgitter eine Hierarchie von Hexaedergittern
HO, ..., HN, N € N, erzeugt wird, welche alle zuliissig beziiglich  sind. Das Verfahren
besteht aus den folgenden Schritten:

o Zerlegung der Geometrie G in m € N disjunkte Flachenverbande Fi, ..., F,.

e Berechnung der zugehdrigen globalen Parametrisierungen Sz, = S;(D;) fiir i =
1,....m.

e Mehrfache gleichmifige Unterteilung des Grobgitters HY. Die Unterteilung der
Randvierecke von H° erfolgt dabei in den globalen Parameterbereichen der FIi-
chenverbénde.

Der zweite Schritt wurde bereits im vorherigen Abschnitt erldutert. Im Folgenden werden
die Schritte eins und drei beschrieben.

5.2.1 Zerlegung der Geometrie in Flachenverbande

Zunichst muss die Geometrie G in m € N Fliachenverbiande Zr = {F, ..., F.} zerlegt
werden. Hierbei miissen die folgenden Bedingungen erfiillt werden

e USr =Sq,
=1

e Die Zerlegung Zr ist disjunkt, d.h. zu jeder Fliche § € G existiert genau ein
Flachenverband F; mit S € F.

e Zu jedem Randviereck @) = [vvovivy € Qo existiert genau ein Flachenverband
-Fi € Z]: mit V1,Vao,V3,Vy € S]:Z..

Die letzte Bedingung gewahrleistet, dass die Unterteilung eines Randvierecks im globalen
Parameterbereich des entsprechenden Flachenverbandes durchgefiihrt werden kann. Sind
diese Bedingungen erfiillt, so heikt die Zerlegung Zr = {Fi,...,F,} von G zuléssig
beziiglich H°. Die Erzeugung der Zerlegung der Geometrie erfolgt bisher manuell. Die
geforderten Bedingungen konnten in allen berechneten Fillen problemlos erfiillt werden.

Beispiel 5.4

Abbildung 5.10 zeigt eine Geometrie G, welche aus 28 Flidchen Sy, ..., Sog besteht. Diese
Geometrie wurde in 14 Flichenverbidnde Zx = {Fi, ..., Fi4} zerlegt. Die entstandene
Zerlegung ist zulissig beziiglich des Hexaedergitters H°. 8 Flichenverbinde bestehen
jeweils aus einer Fliche. 4 Flachenverbiande bestehen aus jeweils 2 Flachen. 2 Flichen-
verbinde bestehen aus jeweils 6 Flachen.
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g HO

Abbildung 5.10: Beispiel fiir eine zuléssige Zerlegung Zr = {Fi,...,Fi4} einer Geometrie
G ={S81,...,S2} beziiglich eines Hexaedergitters HO.

5.2.2 Gleichmallige Unterteilung des Grobgitters im globalen
Parameterbereich

Es sei Q C R3 ein durch eine NURBS-Geometrie G definiertes Gebiet. Des Weiteren sei
H° ein beziiglich Q zuldssiges Grobgitter, d.h. alle Randpunkte von H° liegen auf Sg.
Schlielich sei Z = {F1,...,Fn}, m € N, eine zuldssige Zerlegung von G beziiglich
HO. Ziel ist es, durch mehrmalige gleichmiRige Unterteilung von H° eine Hierarchie von
Gittern HO,...,HY, N € N, zu erzeugen, welche alle zulissig beziiglich € sind.

Es seien (D1,S),...,(Dm,Sy) die globalen Parametrisierungen der Flichenverbinde
Fi,. .., Fm. Zuniichst werden fiir jeden Randpunkt v € Vz(H°) des Grobgitters H°,
welcher auf der Oberfliche Sz, des Flachenverbandes F; liegt, die zugehorigen globalen
Parameterwerte berechnet. Diese ergeben sich durch Anwendung der Inversen von S auf
v. Es sei §;; € F; die Flache aus dem Flachenverband F;, fiir die gilt v € §;; und
(Dy;,S;;) die zugehorige Parametrisierung. Es sei weiter (Dij,gij), Sij = S;, o By, die
in Abschnitt 5.1.2.3 beschriebene Umparametrisierung von §;,. Fiir die Einschrinkung
von S~ auf S;, gilt dann offensichtlich

oB;)' =B;'oS; .

L]

STt =S'=(Si

Entsprechend verlduft die Berechnung der globalen Parameterwerte von v in zwei Schrit-
ten. Zundchst werden die Parameter v = S;_ 1(¥) berechnet. Anschliekend wird das Drei-
eck T € T;, der lokalen Triangulierung 7;; von §;,, in dem v liegt, bestimmt. Durch
das Dreieck T und das zugehorige Dreieck T' € T; der globalen Triangulierung 7; des
Flachenverbandes F; ist die Einschriankung von Bigl auf T eindeutig bestimmt. Somit
lassen sich schlieflich die gesuchten globalen Parameterwerte v von v durch v = B;(V)
bestimmen.

Es sei nun das Hexaedergitter H' gegeben und die globalen Parameterwerte der Rand-
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punkte von H' beziiglich der Flichenverbinde, auf denen sie liegen, seien bekannt. Die
gleichméRige Unterteilung von H' zum Hexaedergitter H'™! erfolgt, wie im Abschnitt
1.5 beschrieben. Die Unterteilung eines Randvierecks @) = [vVvovsvy € FB(HZ) erfolgt

im globalen Parameterbereich. Die Zerlegung Fi,...,F,, von G ist zuléssig beziiglich
HO. Diese Eigenschaft iibertriigt sich auf alle weiteren Gitter H*, ..., H". Somit exis-
tiert zum Randviereck @) genau ein Flidchenverband F;, i € {1,...,m}, mit vy, vy, V3,

vy € Sr,. Es seien nun vy, vy, v3, v, die entsprechenden Parameterwerte der Ecken
von @ beziiglich der globalen Parametrisierung (D;, S;) des Flichenverbandes ;. Diese
definieren das Viereck ) = O0v,V,v3v, im globalen Parameterbereich D;. Durch gleich-
mifige Unterteilung von @ in vier Teilvierecke erhilt man die fiinf neuen Ecken

_ 1 o 3 o 1 o 1 3
V5 = §(V1 + V), Ve = §(V2 +V3), vy = §(V3 +Vy), Vs = §(V4 + V1),
Vo = (Vi V2 V3 + V).

Durch Auswertung der globalen Parametrisierung in den neuen Parameterwerten erhélt
man die Ecken v; = S;(v;), j = 5,...,9. Diese definieren die gleichméfige Unterteilung
von () in vier Teilvierecke.

Beispiel 5.5

Das folgende Beispiel soll veranschaulichen, dass es mit Hilfe des hier vorgestellten Ver-
fahrens moglich ist, eine schlechte Parametrisierung einer Flache auszugleichen. Dieses
Beispiel wurde bereits in Kapitel 4 kurz vorgestellt. Es folgt nun eine detaillierte Ana-
lyse. Es sei S die durch das Viereck @ = Ovyvavsvy, vi = (0 0 0), vo = (50 0 0),
vy = (50 50 0), v4 = (0 50 0) beschriebene Fliche. Durch Q° = Q wird ein Vier-
ecksgitter definiert, welches offensichtlich die Fliche S approximiert. Durch viermaliges
gleichmifiges unterteilen von Q° erhiilt man das uniforme Gitter Q*. Fiir die Menge der
Punkte gilt

50 .50 o
V(Q4) = {Vij = (zg,jg,()) 1,7 :O,...,24}.

Es seien nun (D, S) eine Parametrisierung von S und Q* das Vierecksgitter, welches man
durch viermalige gleichméRige Unterteilung von Q° im Parameterbereich von (D,S)
erhiilt. Weiter sei V(Q') = {v,;, i,j = 0,...,2'}. Bei einer guten Parametrisierung
(D,S) erwartet man, dass Q* mit dem uniformen Gitter Q* iibereinstimmt. D. h. der
relative Fehler

o= [vij — vyl

Y50
soll moglichst klein sein. Dieser entspricht dem absoluten Fehler geteilt durch die Breite
des Vierecks (). In Abbildung 4.2 ist links ein Gitter Q* zu sehen, welches sich durch
gleichmiifige Unterteilung von Q° im Parameterbereich einer NURBS-Parametrisierung
(D, S) ergeben hat. Der maximale relative Fehler betriigt 8.14%. Tabelle 5.1 zeigt einen
Uberblick iiber die Verteilung der relativen Fehler. In fast 30% der Gitterpunkte liegt
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5.3 Gitteranpassung an Kurven

rel. Fehler fy; | [0%, 1%] | (1%, 2%] | (2%, 3%)] | (3%, 4%)] | (4%, 5%] | (5%, 9%]
Q4 26.3% 3.8% 9.69% 17.65% 13.49% 29.07%

rel. Fehler f;; | [0%,0.1%] | (0.1%,0.2%] | (0.2%,0.3%] | (0.3%, 0.9%]
Q! 62.3% 21.8% 9% 6.57%

Tabelle 5.1: Die erste Tabelle gibt einen Uberblick iiber die Verteilung des relativen Fehlers
fir das Gitter Q. Die zweite gibt einen entsprechenden Uberblick fiir das Gitter
Q.

ein relativer Fehler von 5 bis zu 8.14 Prozent vor. Offensichtlich handelt es sich hier um
eine schlechte Parametrisierung.

Fasst man S als einen aus einer Fliche bestehenden Flachenverband auf, so ldsst sich
auch auf & das in Abschnitt 5.1.2.3 beschriebene Verfahren anwenden. Es ergibt sich
eine neue Parametrisierung (D, g) Die verwendete approximierende Triangulierung be-
steht aus 1889 Dreiecken. Die in Abschnitt 4.2.1.2 beschriebene Kreis-Bogen-Projektion
liefert als Randparametrisierung des globalen Parameterbereichs D ein Quadrat. Durch
vierfache gleichméRige Unterteilung von Q° im Parameterbereich von (f), g) ergibt sich
das Vierecksgitter Q*, welches rechts in Abbildung 4.2 zu sehen ist. In Tabelle 5.1 ist
ein Uberblick iiber die Verteilung des relativen Fehlers zu sehen. In allen Gitterpunk-
ten liegt ein Fehler von maximal 0.9 Prozent vor. In 85 Prozent der Gitterpunkte liegt
maximal ein Fehler von 0.2 Prozent vor. (D, S) ist offenbar eine gute Parametrisierung
der Fliche §. Dieses Beispiel zeigt, dass das Verfahren zur Erzeugung einer Hierarchie
von Hexaedergittern mittels globaler Parametrisierungen von Flachenverbédnden robust
ist gegeniiber schlecht parametrisierten Fléchen.

Beispiel 5.6

Im néchsten Beispiel wurde das Viereck () in sechs Teilflichen zerschnitten. Diese wer-
den zu einem Flichenverband F = {S1, ..., Se} zusammengefasst. In Abbildung 4.3 ist
dieser Flachenverband zu sehen. Jede Teilfliche S; wird durch eine getrimmte bilineare
Parametrisierung (D;, S;) beschrieben. Zum Flichenverband F wurde eine globale Pa-
rametrisierung (D, S) erzeugt. Die hierzu verwendete approximierende Triangulierung
besteht aus 923 Dreiecken. Als globaler Parameterbereich ergab sich wieder ein Qua-
drat. Durch vierfache, gleichmiRige Unterteilung von ) im Parameterbereich D erhélt
man das Gitter Q*, welches in Abbildung 4.3 zu sehen ist. Der maximale relative Fehler
betrigt 9.9 - 10716, also faktisch Null.

5.3 Gitteranpassung an Kurven

5.3.1 Gittererzeugung ohne Anpassung an Kurven

Bis jetzt erfolgt innerhalb von FEATFLOW bei der Unterteilung von Hexaedergittern
lediglich eine Anpassung an Flachen, nicht jedoch an Kurven. Dies kann dazu fiihren,
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5 Gittererzeugung mittels globaler Parametrisierung

dass die erzeugten Gitter wesentliche Teile der gegebenen Geometrie nicht erfassen. In
Abbildung 5.11 ist eine Geometrie G = {Si, S2,S3, S84} zu sehen, welche einen Zylinder
beschreibt. Die Flachen S und S, reprisentieren Boden und Decke des Zylinders. Die
Flichen S3 und S, sind jeweils eine Hilfte des Zylindermantels. Das Grobgitter H° be-
steht aus einem Hexaeder, dessen Ecken auf dem Rand der Deckel- bzw. Bodenfliache
liegen. Durch gleichmiifige Unterteilung erhiilt man das Gitter H!, welches aus acht
Hexaedern besteht. Dieses neue Gitter muss nun an die Geometrie angepasst werden,
so dass alle Randecken von H! auf der Oberfliche der Geometrie G liegen. Das obere
Viereck @ des Grobgitters H° kann als Approximation des Deckels des Zylinders aufge-
fasst werden. Bei der gleichmiRigen Unterteilung von H° werden auch die Kanten von
Q unterteilt. Damit das Gitter H! eine gute Approximation des Zylinders ist, miissen
die neu entstandenen Mittelpunkte bei der Randanpassung auf den Rand der Fliche
Ss verschoben werden. Entsprechendes gilt fiir den Boden des Zylinders. Offensichtlich
erwartet man nach erfolgter Randanpassung das Gitter 7:[1, welches in Abbildung 5.11
zu sehen ist. Verfahren, welche nur eine Anpassung an die Flichen der Geometrie G
vornehmen, fiihren in der Regel nicht zu diesem Ergebnis. Verwendet man zur Rand-
anpassung zum Beispiel die orthogonale Projektion auf die néchst liegende Fliche, so
ergibt sich das Gitter 7' aus Abbildung 5.11. Nach Unterteilung des oberen Vierecks
von H° liegen alle neu erzeugten Punkte auf dem Deckel des Zylinders. Eine orthogonale
Projektion dieser Punkte fiihrt zu keiner Verinderung. Das gleiche Problem tritt bei
dem auf Projektionen basierenden Verfahren von Dominik Goddeke auf [22]. Dies gilt
auch fiir die Randanpassung mittels globaler Parametrisierung. Es sei (D, S) die globale
Parametrisierung des Flachenverbandes F = {S2} . Im ersten Bild von Abbildung 5.12
sind die Deckelfliche Sy und das Viereck ) zu sehen. Das zweite Bild zeigt den globalen
Parameterbereich D und das Viereck @), welches durch die globalen Parameterwerte der
Ecken von @Q gebildet wird. Bild 3 zeigt die gleichmifige Unterteilung von Q. Durch
Abbilden der neuen Ecken mittels S auf S, erhiilt man die Unterteilung von Q. Wie zu
sehen ist, erfolgt hierbei keine Anpassung an den Rand von Ss.

Dieses einfache Beispiel zeigt, dass es nicht ausreicht, die erzeugten Gitter lediglich an die
Flachen einer Geometrie anzupassen. Eine weitere Anpassung an die Kurven ist notig.

5.3.2 Gittererzeugung mit Anpassung an Kurven

Die Anpassung des Gitters an Kurven der Geometrie G erfolgt analog zur Anpassung an
Flachen von G. Einzelne Kurven der Geometrie G werden zu Kurvenverbinden zusam-
mengefasst. Fiir jeden dieser Verbinde wird jeweils eine globale Parametrisierung er-
zeugt. Kanten, welche auf einem dieser Kurvenverbénde liegen, werden dann innerhalb
des globalen Parameterbereichs unterteilt. Zunéchst wird der Begriff Kurvenverband
definiert.

Definition 5.7

Gegeben sei eine Menge von dreidimensionalen NURBS-Kurven C = {Cy,...,Cn}, m €
N. Weiter seien (1;,C;), I; = [a;,b], a; < b; € R, i = 1,...,m, Parametrisierungen
der Kurven. Gilt nun C;(b;) = Cii1(aip1), @ = 1,...,m — 1, so heifit ¢ NURBS-
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5.3 Gitteranpassung an Kurven

S1 HY

Abbildung 5.11: Zu sehen ist eine Geometrie G, welche einen Zylinder beschreibt, sowie ein
Hexaedergitter H", welches die Geometrie approximiert. Die Hexaedergitter
H, H! entstehen durch gleichmiRige Unterteilung von #°. Bei #! erfolgt
lediglich eine Randanpassung an die Fliche von G, bei H! erfolgt zusétz-
lich eine Anpassung an die Randkurven der Boden- und Deckelfliche des
Zylinders.

Sy D D So

Abbildung 5.12: S, ist die Deckelfliche des Zylinders, welcher durch die Geometrie G be-
schrieben wird. @ ist das obere Viereck des Grobgitters HC. @ ist das Viereck
im globalen Parameterbereich D, welches durch die globalen Parameterwer-
te der Ecken von @Q gebildet wird. Die gleichmiiRige Unterteilung von Q ist
in Bild 3 zu sehen. Durch Abbilden der neuen Ecken mittels S auf Sy erhélt
man die Unterteilung von Q.
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5 Gittererzeugung mittels globaler Parametrisierung

Kurvenverband oder kurz Kurvenverband.

Die Erzeugung einer globalen Parametrisierung eines Kurvenverbandes C = {Cy, ...,

Cm}, m € N, verlduft nach dem gleichen Prinzip wie die Erzeugung einer globalen Para-
metrisierung eines Flichenverbandes F. Abbildung 5.13 veranschaulicht das Vorgehen
fiir einen Kurvenverband, welcher aus zwei Kurven besteht. Es folgt die Erlauterung fiir
den allgemeinen Fall.
Zunéchst wird jede Kurve C; des Kurvenverbandes C durch einen Polygonzug P; appro-
ximiert. Es seien v,..., Vi € C;, n; € N, die Ecken des Polygonzugs P; und [V} ¥!, ],
j=1,...,n; — 1 seien die Kanten von P;. Durch Verkettung dieser lokalen Polygonziige
erhdlt man einen globalen Polygonzug P, welcher den Kurvenverband ¢ approximiert.
Die Ecken des Polygonzugs P sind

~1 c1 o2 cm—1 _ om ~m
Vieo s Vi, = Vi, e, Vo =V v
Fiir jeden lokalen Polygonzug P; werden die lokalen Parameterwerte a; = 0% < ... <

@ﬁ” = b; der Ecken von P; beziiglich der Parametrisierung (I;, C;) der Kurve C; bestimmt.
Wie in Abschnitt 4.2.1.1 beschrieben wurde, werden die Ecken des Polygonzugs P iiber
ein Intervall [ = [a,b] parametrisiert und man erhilt die globalen Parameterwerte @ =
U< ... <0 =07 <...<OMt =0 < ... <9™m = b Das Interval I lisst sich
folgendermafsen zerlegen

m
7,72' .
U =[], i=1,...,m.

Zu jedem Paar von Intervallen I;, I; wird eine stiickweise, lineare Bijektion B; : I; — I;
definiert. Fiir die Teilintervalle I;, = [0},0%,,] C L, I;, = [0},0,,] C I; ist die Einschrén-
kung von B; auf I definiert als d1e elndeut1g bestunmte hneare Abbildung von I nach
I;,. Setzt man C; = C; o B;, so erhilt man mit (/;, C;) eine neue Parametnswrung von
C Definiert man

oy I - R )
"l v = Ci(v), fir v e I,
so ist (I, C) die globale Parametrisierung von C.

Es sei G eine Geometrie, welche ein Gebiet Q C R? definiert. Weiter seien H° ein beziig-
lich Q zuldssiges Hexaedergitter und Z = {Fi, ..., F,,} eine zuldssige Zerlegung von G
in Flidchenverbinde. Die Menge der Kanten E(Z7) von Z# ist definiert durch

E(Z5) = {C € B(G)|3F. Fy € Z5,i #j C C FiNF}}.

Die Kantenmenge E(Z7) wird nun so in Kurvenverbinde Z; = {C,...,C,} zerlegt,
dass gilt

e U E(G) = E(ZF),

112



5.3 Gitteranpassung an Kurven

Ci

C
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Abbildung 5.13: Zu sehen ist der Kurvenverband C = {C1,Cs}. Die Kurven C; = Cq(I1),C2 =
Cy(I2) werden jeweils durch die Polygonziige P1, P2 approximiert. Die Ver-
kettung von Py, Py ergibt den Polygonzug P. Dieser wird iiber das Intervall

I = [a,b] parametrisiert. By, By sind stiickweise lineare Bijektionen zwi-
sﬁchen den Teilintgrvallen 1,15 C I und den Intervallen I, 5. Setzt man
C; = Cy 0 B1,Cy = Cy 0 By, so erhdlt man neue Parametrisierungen

(I1,C1), (I2, Cg) der Kurven Cy, Cy. Die globale Parametrisierung (I, C) von

'~

C ist stiickweise definiert als Cy bzw. Ca.
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5 Gittererzeugung mittels globaler Parametrisierung

Abbildung 5.14: Die Kantenmenge E(Zr) der Flichenverbandzerlegung Zx der Geometrie
G aus Beispiel 5.13 wird in vier Kurvenverbénde Cy, Ca, C3,Cy zerlegt.

e Die Zerlegung Z; ist disjunkt, d.h. zu jeder Kante C € E(Z#) existiert genau ein
Kurvenverband C; mit C € C;.

e Zu jeder Randkante [v,w| € Ep(H°) mit v,w € F;, N F;, Fi, F; € ZF existiert
genau ein Kurvenverband C € Z; mit [v,w] € C.

Zu jedem Kurvenverband C wird, wie im vorherigen Abschnitt beschrieben, eine globa-
le Parametrisierung (I, C) erzeugt. Die gleichmifige Unterteilung einer Kante [v,w] €
Ep(H%) mit v,w € F;NF;, Fi, F; € 25, erfolgt nun analog zur Unterteilung eines Rand-
vierecks () = [vivavsvy € Q0 im globalen Parameterbereich des Flichenverbandes
F € Zr mit vi, Vs, v3, vy, € Sy. Zu den Ecken v, w existiert genau ein Kurvenverband
é[vw] mit v, w € é[vw]. Dann erfolgt die gleichméfige Unterteilung von [v,w] im globalen
Parameterbereich I von CA[V,W}.

Beispiel 5.8

Im vorigen Beispiel (siehe Abbildung 5.13) wurde die Geometrie G des Zylinders in vier
Flichenverbéinde Zr = {81,855, 83,84} zerlegt. Nun wird die Kantenmenge E(Z7) in
vier Kurvenverbinde zerlegt (sieche Abbildung 5.14). Die Kurvenverbénde él und ég be-
stehen aus jeweils vier Kurven und entsprechen den Réndern der Flichenverbinde S
und 82 Die Kurvenverbénde Cg und C4 bestehen Jewells nur aus einer Kurve, welche
den gemeinsamen Réndern der Flichenverbinde 83, Si entsprechen. Unterteilt man nun
Kanten, welche auf den Réndern von Flichenverbinden liegen, in den globalen Parame-
terbereichen der entsprechenden Kurvenverbanden, so ergibt sich nach einer Unterteilung
des Gitters H° das Gitter H' (siehe Abbildung 5.11).
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5.4 Globale Parametrisierung von NURBS-Flichenverbinden mit Léchern

G H°

Abbildung 5.15: Zu sehen ist eine Geometrie G, welche eine Flache S enthilt, die nicht
einfach zusammenhingend ist. Das Grobgitter H° ist zulissig beziiglich G.

5.4 Globale Parametrisierung von
NURBS-Flachenverbanden mit Lochern

Laut Definition 2.20 muss die Oberfliche Sr eines Flachenverbandes F = {Si,...,S,},
n € N, einfach zusammenhéngend sein. Der Hauptgrund fiir diese Forderung ist, dass
die in Kapitel 4 beschriebenen linearen Projektionsverfahren nur auf eine Triangulierung
7 anwendbar sind, deren Oberfliche S; ebenfalls einfach zusammenhédngend ist. Die
Software Rhinoceros liefert nur dann eine einfach zusammenhéingende, approximierende
Triangulierung 7', wenn auch der zu approximierende Flichenverband F einfach zusam-
menhangend ist. Ein anderes Ergebnis wire auch nicht sinnvoll. Zu Flachenverbanden
mit Lochern kann dementsprechend mit dem neuen Verfahren nicht direkt eine globale
Parametrisierung erzeugt werden. Solche Flachenverbénde miissen zunéchst zerschnitten
werden. Dies ist allgemeine Praxis bei der Parametrisierung von Triangulierungen (siehe
hierzu |26| und [48]).

5.4.1 Klassischer Ansatz: Zerschneiden

Abbildung 5.15 zeigt eine Geometrie G, welche eine Fliche S enthilt, die nicht einfach
zusammenhingend ist. Des Weiteren ist ein Grobgitter H° zu sehen, welches zuliissig
beziiglich des durch G beschriebenen Gebietes 2 ist. F = {S} ist kein giiltiger Flichen-
verband, da die Oberfliche Sx nicht einfach zusammenhéngend ist. Durch Hinzunehmen
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S ‘Sl ‘Sl

Abbildung 5.16: Im ersten Bild ist in einer Draufsicht die Fliche S der Geometrie G aus
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Abbildung 5.15 zu sehen. Des Weiteren werden die Randvierecke des Grob-
gitters HO gezeigt, welche auf der Fliche S liegen. Daneben ist zu sehen,
wie die Flache S in zwei Teilflichen S1,Se horizontal zerschnitten wurde.
Eine Flachenverbandzerlegung Zr von G mit Fi, Fy € Zr ist nicht zulés-
sig beziiglich H°. Die durch Punkte markierten Kanten lassen sich nicht
in den globalen Parameterbereichen der Flichenverbdnde unterteilen. Das
Grobgitter H” muss an den gleichen Stellen wie die Fliche S zerschnitten
werden.



5.4 Globale Parametrisierung von NURBS-Flichenverbinden mit Léchern

der Fliachen des oberen Zylinders von G ergibt sich zwar ein giiltiger Flachenverband,
aber da der Ubergang zwischen diesen Flichen in starkem Mafe nicht tangentenstetig
ist, fithrt dies aus meiner Erfahrung zu einer sehr schlechten Parametrisierung. Stattdes-
sen wird die Fliache S in zwei Teilflichen Sy, Sy zerschnitten. Mit F; = {S1}, Fo = {Sa}
erhilt man so zwei giiltige Flachenverbidnde. Abbildung 5.16 veranschaulicht den Schnitt.
Im ersten Bild ist eine Draufsicht der Fliche & zu sehen. Die vier Randvierecke des Grob-
gitters H°, welche auf der Fliche S liegen, sind ebenfalls zu erkennen. Das zweite Bild
zeigt einen horizontalen Schnitt durch S, welcher S in die zwei Teilflichen S;, S, zer-
legt. Eine Flachenverbandzerlegung Zx von G mit Fy, Fy € Zx ist jedoch nicht zuldssig
beziiglich H°. Das linke und das rechte Viereck liegen weder komplett auf der Ober-
flache von F; noch auf der Oberfliche von /5. Dies steht im Widerspruch zur dritten
Bedingung fiir eine Flichenverbandzerlegung. Somit lassen sich nicht alle Kanten inner-
halb eines globalen Parameterbereichs unterteilen. Diese Kanten sind in Bild 2 durch
Punkte markiert. Um nun doch eine giiltige Flachenverbandzerlegung zu erhalten, muss
das Grobgitter H° an den gleichen Stellen zerschnitten werden wie die Fliche S (Bild
3). Entsprechend verfahrt man mit der unteren Kreisfliche der Geometrie G. Mit dieser
Strategie ldsst sich eine giiltige Flichenverbandzerlegung von G erzeugen. Alle beschrie-
benen Schritte erfolgen hierbei manuell.

Nachteile
Zwar ist die im vorigen Beispiel beschriebene Strategie grundsétzlich durchfiithrbar, doch
es ergeben sich einige Nachteile:

e Die Geometrie G wie auch das Grobgitter H° miissen veriindert werden. Insbe-
sondere erhoht sich die Anzahl der Hexaeder des Grobgitters, was einen negativen
Einfluss auf das Mehrgitterverfahren hat.

e Eine grofe Anzahl von manuellen Schritten ist nétig.

e Mit steigender Anzahl von Ldchern pro Fliche wird das Anpassen der Geometrie
und des Grobgitters zunehmend komplexer.

5.4.2 Neuer Ansatz: Locher fiillen

Im Folgenden wird eine Vorgehensweise vorgestellt, die diese Nachteile nicht aufweist.
Mir ist kein wissenschaftlicher Artikel bekannt, in dem diese Vorgehensweise bereits be-
schrieben wurde. Das bisherige Verfahren wird um einen wesentlichen Punkt erweitert.
Es sei H° ein Hexaedergitter, welches zuliissig ist beziiglich eines durch die Geometrie G
beschriebene Gebietes (). Weiter sei Zx eine zuldssige Flachenverbandzerlegung beziig-
lich H°. Hierbei sind nun Flichenverbiinde mit Lochern ausdriicklich erlaubt. Es sei nun
F € Zr ein Fliachenverband mit einem Loch. Der Rand dieses Lochs wird durch eine
Menge von Kurven {Ci,...,C;} C Eg(F), | € N, beschrieben. Diese werden zu einem
Kurvenverband C zusammengefasst. Des Weiteren sei T eine zuléssige, approximieren-
de Triangulierung beziiglich des Flachenverbandes F. Auch die Triangulierung 7 hat
ein Loch. Die Kanten der Triangulierung T, welche auf dem Kurvenverband C liegen,

117



5 Gittererzeugung mittels globaler Parametrisierung

7"- 7\‘;' — T

Abbildung 5.17: Zu sehen ist die Triangulierung T, welche die Fliche S aus Abbildung 5.15
approximiert. Durch schliefen des Lochs von T ergibt sich die Triangulie-
rung 7'. Projektion von 77 liefert die Triangulierung 77. 77 ist im konkreten
Fall kongruent zu 7" und wird in diesem Beispiel mit 77 gleich gesetzt.

bilden einen geschlossenen Polygonzug P, der den Rand des Lochs der Triangulierung
T beschreibt. Das Loch der Triangulierung T wird geschlossen, indem der Polygonzug
P trianguliert wird. Dies erfolgt momentan mit Hilfe des Programms Rhinoceros. Das
Resultat ist die Triangulierung 7. SchlieRlich wird zum Flichenverband F eine globale
Parametrisierung (D, S) mittels des in Abschnitt 5.1.2.3 beschriebenen Verfahrens er-
zeugt. Als approximierende Triangulierung wird die Triangulierung 7" verwendet. Diese
Triangulierung hat kein Loch und somit kann auf diese eines der beschriebenen linearen
Projektionsverfahren angewendet werden. Dadurch wird eine Projektion v : S+, — R2
definiert, welche die Triangulierung 77 auf eine planare Triangulierung 77 projiziert.
Offensichtlich gilt S C S5, Somit ldsst sich die Projektion auf die Triangulierung T
anwenden und man erhélt die globale Triangulierung 7. Als globaler Parameterbereich
wird nun D := 87 C S7 gewihlt. Auch dieser hat ein Loch. Die Abbildung S ergibt
sich wie in Abschnitt 5.1.2.3 beschrieben.

Beispiel 5.9

Abbildung 5.17 zeigt eine Triangulierung 7A‘, welche die Fliche S aus dem vorherigen Bei-
spiel approximiert. Durch Schlieffen des Lochs ergibt sich die Triangulierung T". Diese
wurde auf die Triangulierung 7 projiziert. Der Rand wurde mit Hilfe der Kreisbogen-
Strecken-Projektion auf einen Kreis projiziert. Die inneren Ecken wurden mit Hilfe der
Mittelwert-Projektion projiziert. In diesem konkreten Beispiel entspricht die Randpara-
metrisierung einer Drehung und Verschiebung der zu projizierenden Ecken. Die Projek-
tion der Randecken ist also eine Kongruenzabbildung und somit eine affine Abbildung.
Da 7" planar ist, gilt aufgrund der Reproduktionseigenschaft der Mittelwert-Projektion
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Abbildung 5.18: Zu sehen ist ein Quadrat (schwarz) in einem globalen Parameterbereich,
dessen rechte Kante auf dem Teil eines Randes eines Lochs (rot) liegt. Der
giiltige Teil des Parameterbereichs liegt links vom Rand. Wird die Kante
halbiert, so liegt der neu entstandene Punkt aufserhalb des giiltigen Para-
meterbereichs (Bild 2). Wird die Kante im globalen Parameterbereich des
Randes unterteilt, so liegt der neue Punkt ebenfalls auf dem Rand und somit
innerhalb des giiltigen Parameterbereichs (Bild 3).

dies auch fiir die inneren Ecken von 7. Entsprechend kann man 77 mit 77 gleichsetzen.
Der dufere Rand der approximierenden Triangulierung sowie der Rand des Lochs sind
rot markiert. Entsprechend wurden diese Rédnder auch in den Triangulierungen T =T
hervor gehoben. Die globale Triangulierung 7, welche den globalen Parameterbereich
D := S7 des Flichenverbandes F = {S} definiert, liegt zwischen den rot markierten
Réndern.

Vergleich zum klassischen Verfahren

Im Vergleich zum klassischen Verfahren ist bei meinem Ansatz kein Verdndern der Geo-
metrie nétig. Momentan werden die Erzeugung der Approximationen der Flichenver-
bidnde und das Fiillen der Lécher halbautomatisch mit Hilfe des Programms Rhinoceros
durchgefiihrt. In Kapitel 3 wurden einige Verfahren zur Approximation von Flichen vor-
gestellt. Des Weiteren existieren zahlreiche Verfahren zur Triangulierung von Polygon-
ziigen. Referenzen hierfiir sind [49] und [28]. Durch Implementierung solcher Verfahren
lassen sich auch diese Prozesse automatisieren. Die Anzahl der Locher in einem Flachen-
verband spielt dabei keine Rolle. Zusammenfassend lisst sich also sagen, dass der neue
Ansatz keinen der erwidhnten Nachteile des klassischen Verfahrens aufweist.

5.4.2.1 Gleichmdlige Unterteilung im globalen Parameterbereich

Die gleichmiiRige Unterteilung des Grobgitters H erfolgt nun genauso wie im Abschnitt
5.2.2 beschrieben. Es sei F ein Flichenverband mit Loch, zu dem nach dem gerade
erliuterten Verfahren eine globale Parametrisierung (D, S) erzeugt wurde. Weiter sei
Q € Fp(H) ein Randviereck von H°, dessen Ecken auf der Oberfliche S von F liegen.
Die gleichméfige Unterteilung von () erfolgt dann im globalen Parameterbereich von
F. Es sei @ der entsprechende Repriisentant von ) im globalen Parameterbereich D.
Hierbei muss nun beachtet werden, dass neue Punkte, welche durch Unterteilung von Q
entstehen, auch wieder innerhalb von D liegen. Vierecke, fiir die mindestens eine Kante
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5 Gittererzeugung mittels globaler Parametrisierung

Vi v7 V3 /
Vs = Ve
Vg
V1 Vs Vo

Abbildung 5.19: Im ersten Bild ist zu sehen wie ein Viereck Q = OV1VyV3vy im im globalen
Parameterbereich D eines Flichenverbandes F nach der klassischen Metho-
de unterteilt wird. Das zweite Bild zeigt ein Beispiel, bei dem die rechte
Kante auf dem Rand eines Lochs liegt. Die Kante wird im globalen Para-
meterbereich des Randes unterteilt. Das klassische Unterteilungsverfahren
fiihrt dazu, dass der Unterteilungsmittelpunkt nicht mehr im globalen Pa-
rameterbereich des Fléchenverbandes F liegt. Bild 3 veranschaulicht das
modifizierte Unterteilungsverfahren. Der Unterteilungsmittelpunkt liegt im
globalen Parameterbereich D.

auf dem Rand eines Lochs liegt, miissen besonders behandelt werden. Im linken Bild
von Abbildung 5.18 ist ein Quadrat () zu sehen, welches im globalen Parameterbereich
eines Flachenverbandes F mit Loch liegt. Ein Teil des Randes des Lochs ist rot hervor
gehoben. Der giiltige Teil des Parameterbereichs liegt links vom Rand. Die rechte Kante
des Vierecks liegt auf dem Rand. Wird die Kante halbiert, so liegt der neu entstandene
Punkt auferhalb des giiltigen Parameterbereichs (mittleres Bild). Um das zu verhindern
wird der Rand des Lochs zu einem Kurvenverband C zusammengefasst und zu diesem
wird eine globale Parametrisierung (I, C) erzeugt. Wird nun die rechte Kante im glo-
balen Parameterbereich des Kurvenverbandes C unterteilt, dann liegt der neu erzeugte
Punkt ebenfalls auf dem Rand des Lochs und somit im giiltigen Parameterbereich (rech-
tes Bild). Damit auch der Mittelpunkt der gleichméfkigen Unterteilung eines Vierecks
innerhalb des globalen Parameterbereichs liegt, muss das in 5.2.2 beschriebene Unter-
teilungsverfahren modifiziert werden.

Klassische Unterteilung

Es sei Q = OV,VyV3Vy ein zu unterteilendes Viereck im globalen Parameterbereich
D eines Flichenverbandes F. Bei der klassischen gleichmifigen Unterteilung werden
zunéchst die Seiten [v1,Vs], [V2,V3], [V4,V2], [V1,V2], halbiert, wodurch man die Ecken
Vs, Vg, V7, Vs erhilt. Der Mittelwert 1(vy + Vo + V3 4+ v4) der vier Ecken von @ bildet
den Mittelpunkt vg9 der Unterteilung. Durch geeignetes Verbinden dieser Ecken erhilt
man die vier neuen Vierecke (siehe erstes Bild in Abbildung 5.19). Liegt nun eine der
Kanten auf dem Rand eines Lochs, so ist es méglich, dass der Unterteilungsmittelpunkt
aufierhalb des globalen Parameterbereichs D liegt. Ein entsprechendes Beispiel ist im
zweiten Bild von Abbildung 5.19 zu sehen. Hier liegt die rechte Kante des Vierecks auf
dem Rand eines Lochs und wird im globalen Parameterbereich des Randes unterteilt.
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5.4 Globale Parametrisierung von NURBS-Flichenverbinden mit Léchern

Der Unterteilungsmittelpunkt liegt aukerhalb des globalen Parameterbereichs D von F.
Dariiber hinaus sind die beiden rechten Unterteilungsvierecke verdreht. Die Ursache fiir
die negativen Effekte des klassischen Verfahrens liegt darin, dass die Mittelpunkte der
Kanten nicht in die Berechnung des Unterteilungsmittelpunktes mit einbezogen werden.

Modifizierte Unterteilung

Fiir jedes planare Viereck gilt, dass der Mittelwert der Eckpunkte gleich dem Schnitt-
punkt der beiden Verbindungsstrecken der gegeniiberliegenden Mittelpunkte der Kanten
ist. Der Schnittpunkt unterteilt die Verbindungsstrecken in einem Verhéltnis von 1 : 1.
Unterteilt man die Kanten des Vierecks @ mit Hilfe der klassischen Unterteilung, so
ergibt sich fiir den Unterteilungsmittelpunkt

Vg = ;l(v1 + Vo + V3 + Vy) (5.1)
= %1(\75 + Vg + V7 + V) (5.2)
_ %(% +97) (5.3)
_ %(V6 +9g). (5.4)

Diese Identitidten dienen als Motivation fiir das modifizierte Unterteilungsverfahren. Lie-
gen nur eine Kante oder zwei gegeniiberliegende Kanten auf dem Rand des globalen Pa-
rameterbereichs D, dann werden die Gleichungen (5.3) oder (5.4) angewendet. In allen
anderen Féllen wird Gleichung (5.2) benutzt. Liegt z. B. nur die Kante [vq,Vs] auf dem
Rand von D, so wird Gleichung (5.3) angewendet. Im Weiteren wird dieses Verfahren
als modifiziertes Unterteilungsverfahren bezeichnet. Das dritte Bild von Abbildung
5.19 veranschaulicht das modifizierte Unterteilungsverfahren. Nur die Kante [v5,v3] des
Vierecks @ liegt auf dem Rand von D. Somit wird der Unterteilungsmittelpunkt vy als
Mittelwert der Punkte vg, vg gebildet. Der Mittelpunkt liegt nun innerhalb des globa-
len Parameterbereichs von F und keines der neu entstandenen Vierecke ist verdreht.
In keinem meiner berechneten Beispiele hat das modifizierte Unterteilungsverfahren zu
Problemen gefiihrt. Alle Unterteilungsmittelpunkte lagen stets im globalen Parameter-
bereich des entsprechenden Flichenverbandes und es entstanden nie verzerrte Vierecke.
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6 Numerische Ergebnisse

In diesem Kapitel werden zwei numerische Experimente vorgestellt, welche mit Hilfe von
FEATFLOW und dem neuen Unterteilungsverfahren durchgefiihrt wurden. Es wird sich
zeigen, dass mit diesem Verfahren Gitter von sehr guter QQualitit erzeugt werden. Dies
fiihrt zu sehr guten Konvergenzraten des Featflowlosers.

6.1 Der Loser PP3D

Im Folgenden wird ein kurzer Uberblick iiber den Ablauf des Lisers PP3D gegeben.
Dieser zeichnet sich durch eine besondere Robustheit bei nicht stationdren Problemen
aus. Eine detaillierte Beschreibung des Verfahrens findet sich in [3] und [56]. Wie be-
reits in Abschnitt 1.4.4 erlautert wurde, ist nach erfolgter Zeit- und Ortsdiskretisierung
der inkompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen im Zeitschritt ¢; — ;11 das folgende
gekoppelte nichtlineare Gleichungssystem zu 16sen

S(yi-l-l)yi—i-l 4 AtBZH—l — gi’
BTyH-l —0.

Hierbei sind y*™! und z“*! die nodalen Koeffizientenvektoren des gesuchten Geschwin-
digkeitsfelds u'*! und des Drucks p**! zum Zeitpunkt ¢;,,. Das gekoppelte Problem wird
mit Hilfe des Schur-Komplements entkoppelt. Man erhilt eine nichtlineare Burgersglei-
chung fiir die Geschwindigkeit und eine lineare Druckkorrekturgleichung. Diese werden
getrennt voneinander gelost.

Es seien nun die Koeffizientenvektoren y* und z‘ gegeben. Dann werden y

in drei Schritten bestimmt:

1 ynd ztt!

1. Lose die nichtlineare Burgersgleichung
S(y*hy'*! =g’ — AiBz'.
Marll erhilt eine vorliufige Losung y*!. Das zugehorige Geschwindigkeitsfeld sei
a'th
2. Lose die Druckkorrekturgleichung
Rq = R BTy,
At

Hierbei ist R = BTM; 'B. M, ergibt sich aus der Massematrix M durch soge-

nanntes lumping. BTy**! entspricht der diskreten Divergenz der Zwischenlosung
ﬁi—i—l.
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6.1 Der Loser PP3D

3. Die Losungen y*™! und z'™! zum Zeitpunkt #,,; erhiilt man durch Durchfiihrung
der Korrektur

Zi-i—l — Zi + q, yi+1 — S/i+1 _ AtMl_qu.

Die nichtlineare Gleichung im ersten Schritt wird mit Hilfe eines Fixpunkt-Defektkor-
rektur-Iterationsverfahrens gelost. In jedem Iterationsschritt ist dabei ein lineares Glei-
chungssystem zu l6sen. Dies erfolgt mit einem Mehrgitter-Verfahren. Die lineare Druck-
korrekturgleichung wird ebenfalls mit einem Mehrgitter-Verfahren gelost.

Verschiedene Kenngrofen werden von dem Programm PP3D protokolliert. Anhand die-
ser Kenngrofen kann die Robustheit und die Geschwindigkeit des Losers untersucht
werden. Es seien A : R” — R” eine n x n—Matrix, sowie x = (x1 X3 X3), b = (by by bj),
mit x;, b; € R", 7 =1,2,3. x1,X,X3 werden als 1., 2., 3. Komponente von x bezeichnet.
Durch Ax = b werden drei lineare Gleichungssysteme beschrieben, welche durch ein
iteratives Verfahren geldst werden. Hierbei seien x* = (x} x& x%), k € N die zugehorigen

Iterierten mit gegebenem Startwert x°. Dann heiRen

lAxt —billa [l = xFlo

Al k
Jnax |l © - max [lx7eo

relativer Fehler und relative Anderung der i-ten Komponente der Iterierten

x* und

Jxt — by \F (2 1A Bl

(HAX? - bz’||2) max || Ax — bl

heiken numerische Konvergenzrate der i-ten Komponente der Iterierten x* und
numerische Konvergenzrate der Iterierten x*. Fiir nichtlineare Gleichungssysteme
lassen sich diese Begriffe analog definieren. Bezogen auf die iterative Losung der nicht-
linearen Burgersgleichung werden die relativen Fehler der einzelnen Komponenten mit
DEF-U1, DEF-U2, DEF-U3, die relativen Anderungen mit REL-U1, REL-U2, REL-U3
bezeichnet. Die Konvergenzrate des Fixpunkt-Defektkorrektur-Iterationsverfahrens zur
Losung der nichtlinearen Gleichungen wird mit RHONL bezeichnet. Die Konvergenzra-
ten der Mehrgitterverfahren zur Losung der linearen Teilprobleme werden komponen-
tenweise mit RHOMG1, RHOMG2, RHOMGS3 bezeichnet.

Fiir das nichtlineare Iterationsverfahren konnen verschiedene Abbruchkriterien vorgege-
ben werden. Fiir beide numerischen Experimente wurden die folgenden Werte festgelegt.
Die maximale Anzahl an Iterationen betrdgt 5. Ein vorzeitiger Abbruch erfolgt, wenn
gilt

DEF := max (DEF-U1, DEF-U2, DEF-U3) < 1077,
REL := max (REL-U1, REL-U2, REL-U3) < 10~
DEF < 10" DEFOLD.
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6 Numerische Ergebnisse

Ve

Vi

Vo
Vi

Abbildung 6.1: Bezeichnung der Ecken am Einheitsquader.

DEFOLD bezeichnet den relativen Fehler des Startvektors. Fiir einen vorzeitigen Ab-
bruch miissen alle diese Kriterien gleichzeitig gegeben sein.

Die Qualitit der Hexaedergitter, welche zur Ortsdiskretisierung verwendet werden, hat
einen grofen Einfluss auf die Konvergenzrate der verwendeten Iterationsverfahren, ins-
besondere der Mehrgitterverfahren. Bereits ein schlechtes Hexaederelement kann auf ein
schlecht konditioniertes Gleichungssystem fiihren und die Konvergenzrate negativ beein-
flussen.

6.2 Die skalierte Jacobi-Determinante als
Qualitatsmal fiir Hexaeder

Es sei H der Einheitsquader (siche Abbildung 6.1). Die Ecken der unteren Seite werden
beginnend mit der Ecke vo = (00 0)7, gegen den Uhrzeigersinn mit vo, vy, v, v3 bezeich-
net. Entsprechend werden die Ecken der oberen Seite von H, beginnend bei v, = (00 1),
mit vy, vs, Vg, vy bezeichnet. In jeder Ecke v; des Einheitsquaders werden ein Tetra-
eder T; = Av;v,;viv; und ein positiv orientiertes, orthonormales Koordinatensystem
O; = (vi, v; — v4, Vi, — v, v; — ;) definiert. Die Indizes haben hierbei die Form

j=i+1 (mod4), k=i—1 (mod4), l=i+4,i=0,...,3,
j=i—1 (mod4), k=i+1 (modd), [=i—4, i=4,...,7.
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6.2 Die skalierte Jacobi-Determinante als Qualitatsmalk fiir Hexaeder

Des Weiteren sei H ein allgemeiner Hexaeder. Die Ecken von H werden in analoger
Weise mit vy, ..., Vv; bezeichnet. D. h. zwei gegeniiberliegende Seiten werden als obere
bzw. untere Seite aufgefasst und die Ecken dieser Seiten werden gegen den Uhrzeigersinn
nummeriert. Ebenfalls analog werden das Tetraeder A\; und das Koordinatensystem Q; in
der Ecke v; definiert. Das Koordinatensystem Q; kann hierbei positiv orientiert, negativ
orientiert oder entartet sein. Durch
{ Do — D
f; : _
A% — V; + JiV

mit
Ji = (Vj = Vi Vi — V; v — V;)

erhilt man eine affine Abbildung von Ay auf A;. Gleichzeitig beschreibt f; eine affine
Koordinatentransformation von Q, auf Q;. .J; ist hierbei die Jacobimatrix der Abbil-
dung f;.

Setzt man nun

0, = ( Vi—Vi V=V, V| —V; )
NIV =il (R = ille (Vi = vill2)

so bezeichnet man det(Q;) als skalierte Jacobi-Determinante von H in v;. Dieses
Mak ist ein Standardqualitdtsmafl fiir Hexaeder und ist in der Literatur weit verbrei-
tet. Referenzen hierfiir sind [32] und [31]. Die folgenden Aussagen sind diesen Refe-
renzen entnommen. Der Wertebereich von det(();) ist [—1,1]. Ist det(Q;) < 0, so ist
das Koordinatensystem Q; negativ orientiert. Dies gilt als nicht akzeptabel. In diesem
Fall bezeichnet man das Hexaeder H als invertiert. Fiir det(Q) = 1 ist Q; ein posi-
tiv orientiertes orthonormales Koordinatensystem. Dies wird als optimal angesehen. Die
skalierte Jacobi-Determinante von H ist definiert als das Minimum aller Skalierten
Jacobi-Determinanten in den Ecken des Hexaeders und wird im Weiteren mit SJD(H)
bezeichnet. Der Wertebereich dieses Qualitdtsmafes ist ebenfalls [—1,1]. Um invertier-

te Hexaeder zu vermeiden, wird vorausgesetzt, dass mindestens SJD(H) > 0 gilt. Als
allgemein akzeptabel gilt ein Hexaeder H mit einem Wert von SJD(H) > 0.2. Fiir
SID(H) = 1 liegt ein Quader vor. Dies wird als Optimum betrachtet. Bei diesen Werten
handelt es sich lediglich um Richtwerte. Welche Qualitéit ein Gitter haben muss, hingt

von der jeweiligen Anwendung ab.

Beispiel 6.1

Abbildung 6.2 zeigt fiinf Hexaeder. Die Lange und Breite des ersten Hexaeders betra-
gen fiinf Léngeneinheiten. Die Hohe ist 1.25 Léngeneinheiten. Bei den vier folgenden
Hexaedern wird die obere, rechte Kante der Reihe nach auf sechs bis neun Léngenein-

heiten verldngert. Dabei wird die vordere Ecke dieser Kante fixiert. Die skalierte Jacobi-
Determinante der Hexaeder betriagt von links nach rechts: 1,0.766,0.492,0.329, 0.233.

Verwendete Hardware
Samtliche Berechnungen wurden auf einem 64-Bit-Linux-System durchgefiihrt. Die CPU
war ein AMD Opteron 844 mit 1793 Mhz. Der zur Verfiigung stehende Speicher betrug
15561 MB.
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6 Numerische Ergebnisse

Abbildung 6.2: Zu sehen sind fiinf Hexaeder. Der Wert der Skalierten Jacobi-Determinante
dieser Hexaeder betrédgt von links nach rechts: 1,0.766,0.492,0.329, 0.233.

6.3 Beispiel 1: T-Stiick

Geometrie

Im ersten Beispiel wird der Fluss durch ein sogenanntes T-Stick simuliert. Die zugeho-
rige Geometrie ist in Abbildung 6.3 zu sehen. Als Léngeneinheit wird Meter gewahlt.
Dies erleichtert einige Berechnungen. Zwar ergibt dies ein ungewohnlich grofes T-Stiick,
jedoch hat dies keinen Einfluss auf die Bewertung des neuen Verfahrens. Das T-Stiick
besteht aus einem Hauptteil sowie zwei Zufliissen und einem Abfluss. Das Hauptteil ist
ein Zylinder mit einem Durchmesser von 20 m und einer Linge von 30 m. Die Zu- und
Abfliisse sind Zylinder mit einem Durchmesser von 10m und einer Linge von 20m. Die
Lange des rechten Zylinders bezieht sich auf die kiirzeste Linge auf der Zylinderfliche
entlang der Zylinderachse.

Zerlegung in Flachenverbinde

Die Geometrie G des T-Stiicks wird durch 16 NURBS-Fldchen beschrieben. Die Rander
der Fliachen sind in der Abbildung schwarz hervor gehoben. Die Geometrie wird in 13
Flachenverbande Zx = {F, ..., Fi3} zerlegt, von denen drei aus zwei Flichen bestehen
und die restlichen aus je einer Fléache. Abbildung 6.4 zeigt die Flichenverbénde, welche
aus je zwei Fliachen bestehen. Zwei dieser Flichenverbinde haben jeweils ein Loch. Als
charakteristische Kurven wurden alle Kurven ausgewihlt, welche nur einen G%stetigen
Ubergang zwischen zwei Flichen bilden.

Approximierende und globale Triangulierung

Die 13 Flachenverbéande des T-Stiicks wurden mit Hilfe des Programms Rhinoceros durch
entsprechende Triangulierungen 7A‘1, e ,7A’13 approximiert. Dabei wurden die folgenden
Kriterien vorgegeben (siche Abschnitt 5.1.2.1): Maximaler Winkel 20, Maximales Sei-
tenverhéltnis 1, Maximale Kantenldnge 1.5, Maximaler Abstand Kante zu Flache 0.1.
Das Ergebnis ist in Abbildung 6.5 zu sehen. Alle Triangulierungen zusammen bestehen
aus insgesamt 14620 Dreiecken.

Mit Hilfe der Mittelwert-Projektion werden zu den approximierenden Triangulierun-
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6.3 Beispiel 1: T-Stiick

gen entsprechende globale Triangulierungen erzeugt. Als Randparametrisierung wird die
Kreis-Bogen-Strecken-Projektion verwendet. Beispielhaft werden die globalen Triangu-
lierungen zweier Flichenverbinde in Abbildung 6.6 gezeigt. In der ersten Zeile sind die
beiden Flichenverbinde zu sehen. In der mittleren und unteren Zeile werden die ap-
proximierenden bzw. globalen Triangulierungen gezeigt. Der Flachenverband oben links
hat ein Loch. Das Loch der zugehérigen, approximierenden Triangulierung wurde, wie
in Abschnitt 5.4.2 beschrieben, gefiillt.

Hexaedergitter

Mit Hilfe des Programms ICEM CFD wird zuerst ein Grobgitter H° erzeugt. Mit dem
in Abschnitt 5.2.2 vorgestellten Algorithmus wird dieses Gitter insgesamt drei mal un-
terteilt und man erhilt die Gitter H', H? H3. Alle diese Gitter sind zulissig beziiglich
der Geometrie G des T-Stiicks. Die Gitter H°, H! bzw. H?,H? sind in den Abbildun-
gen 6.7 bzw. 6.8 zu sehen. Einen Uberblick iiber die Anzahl der Ecken und Hexaeder
der Gitter gibt Tabelle 6.1. Die Tabellen 6.2 und 6.3 enthalten genaue Angaben zur
Qualitit der Gitter, bezogen auf die skalierte Jacobi-Determinante. Tabelle 6.2 gibt ei-
ne Ubersicht iiber die Qualitit aller Hexaeder. Tabelle 6.3 zeigt einen entsprechenden
Uberblick fiir alle Hexaeder, fiir die mindestens eine Ecke auf dem Rand des Gebiets
Q2 liegt. Diese Hexaeder heiffen im Weiteren Randhexaeder. Wie den Tabellen zu ent-
nehmen ist, enthélt bereits das Grobgitter vier Hexaederelemente mit einer skalierten
Jacobi-Determinante von ungefihr 0.28. Diese sind keine Randhexaeder, sondern innere
Elemente. Bei der Unterteilung hat die Randanpassung keinen Einfluss auf die Qualitit
dieser Elemente. Eine Verbesserung dieser unteren Schranke ist also nicht moglich. Der
Grofteil der Hexaeder hat eine skalierte Jacobi-Determinante (SJD) von 0.5 oder grofser.
Bei den Randhexaedern gilt dies sogar fiir alle Elemente. Auf der feinsten Stufe haben
lediglich 16 Elemente einen Wert der SJD zwischen 0.28 und 0.3. Insgesamt haben alle
vier Gitter eine gute Qualitit. Bei besserer Konstruktion des Grobgitters wire eine noch
héhere Qualitdt moglich gewesen.

Reynoldszahl

Mit Hilfe der sogenannten Reynoldszahl Re lassen sich Stromungen klassifizieren. Diese
ist eine dimensionslose Grofe und definiert als Re = %l Hierbei sind v, [, v die charakte-
ristische Geschwindigkeit, die charakteristische Linge und die kinematische Viskositit.
Die Wahl der charakteristischen Gréften héngt vom jeweiligen Anwendungsfall ab. Fiir
Rohrstromungen wihlt man iiblicherweise den Durchmesser des Rohrs als charakteristi-
sche Linge und die iiber den Querschnitt gemittelte Geschwindigkeit des Zuflusses als
charakteristische Geschwindigkeit. Bei einem Wert von Re ~ 2300 geht die Stromung von
einem laminaren in einen turbulenten Zustand iiber. Bei umstromten Objekten wéhlt
man in der Regel den Durchmesser als charakteristische Lange und ebenfalls die {iber den
Querschnitt gemittelte Geschwindigkeit des Zuflusses als charakteristische Geschwindig-
keit. Ein klassisches Beispiel fiir ein umstromtes Objekt ist ein Zylinder. Fiir Re < 10
liegt eine laminare Stromung vor. Im Bereich von 10 < Re < 40 bilden sich direkt hin-
ter dem Zylinder zwei separate Wirbel. Bei einem Wert von 40 < Re < 200000 l6sen
sich periodisch Von Kdrmdn Wirbelstrafsen. Bei noch gréfseren Reynoldszahlen geht die
Stromung in einen chaotischen Zustand iiber.
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Numerische Simulation

Es wurde folgendes numerisches Experiment durchgefiihrt. Durch den unteren und rech-
ten Zylinder des T-Stiicks erfolgt der Zufluss und durch den oberen Zylinder der Abfluss
des Fluids. Der Zufluss durch den rechten Zylinder zum Zeitpunkt 0 hat eine Geschwin-
digkeit von 5%. Die Geschwindigkeit des Zuflusses durch den unteren Zylinder zum
Zeitpunkt 0 betragt 1. Die Dichte des Fluids betragt 1% und entspricht in etwa der

Dichte von Wasser bei Raumtemperatur. Die kinematische Viskositét betragt 0.1%2. Dar-
aus ergibt sich eine dynamische Viskositdt von 100 mPas. Dies entspricht ungefihr der
dynamischen Viskositdt von Olivendl bei 20°C'. Es ergeben sich fiir den rechten Zufluss
eine Reynoldszahl von Re = % = 300 und fiir den unteren Zufluss von Re = % = 500.
Es handelt sich somit um laminare Stromungen. Die Stromung wurde iiber ein Zeitin-
tervall von 9 Sekunden simuliert. Als Loser wurde PP3D verwendet.

Die Berechnung der Simulation bendtigte insgesamt 8 Stunden, 13 Minuten und 56
Sekunden. Die dreimalige Unterteilung des Grobgitters, inklusive der Randanpassung,
dauerte 22 Sekunden. Dies entspricht einem Anteil an der Gesamtzeit von weniger als
einem Promille. Somit ist die verbrauchte Zeit zur Randanpassung gegeniiber der Ge-
samtlaufzeit vernachlassigbar.

Abbildung 6.9 zeigt einen Auszug aus dem Protokoll des Losers zum Zeitpunkt 4.2 im
13. Makrozeitschritt und des ersten von drei Teilzeitschritten. Dieser Auszug ist repra-
sentativ fiir das gesamte Protokoll. Es erfolgt kein vorzeitiger Abbruch, somit werden 5
Iterationen durchgefiihrt. Zu erkennen ist, dass der relative Fehler wie auch die relati-
ve Verdnderung sich gleichméfig und konstant verringern. Keine der drei Komponenten
konvergiert deutlich schneller oder langsamer als die anderen zwei. Auch die Konvergenz-
raten des Mehrgitterverfahrens der einzelnen Komponenten entwickeln sich gleichméfig.
Im fiinften Iterationsschritt ist der maximale Relative Fehler DEF = 0.8107°. Die ma-
ximale relative Verinderung REL betrigt 0.281073. Die maximale Konvergenzrate des
Mehrgitterverfahrens ist 0.88107¢ und die Konvergenzrate des nichtlinearen Iterations-
verfahrens betriagt 0.24. Insgesamt lassen diese Kennzahlen auf eine sehr schnelle und
robuste Konvergenz schliefsen. Insbesondere die Konvergenzraten des Mehrgitterverfah-
rens sind auferordentlich gut.

Abbildung 6.10 zeigt eine Visualisierung der euklidischen Norm des Geschwindigkeits-
felds der Stromung nach neun Sekunden. Die Bilder zeigen den Schnitt des Stromungsfel-
des mit der zz-Ebene bzw. der yz-Ebene im Nullpunkt. Eine quantitative Uberpriifung
des Ergebnisses ist nicht moglich, da die exakte Losung zum Vergleich nicht vorhanden
ist. Jedoch stimmt die Visualisierung in Abbildung 6.10 mit den Erwartungen iiber-
ein. In der Hauptkammer des T-Stiicks entsteht ein Wirbel. Der rechte Zufluss hat
aufgrund der hoheren Geschwindigkeit einen iiberwiegenden Einfluss auf die Stréomung.
Eine nachtrigliche Berechnung mittels des Programms ParaView [52] ergibt als mittlere
Gesamtgeschwindigkeit iiber der Fliche des Abflusses einen Wert von 3.74. Die Summe
der mittleren Geschwindigkeiten der Zufliisse betrigt 3.82%. Dies ergibt einen relativen
Fehler von 0.02 und ist ein klares Indiz dafiir, dass die berechnete Losung divergenzfrei
ist.
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6.3 Beispiel 1: T-Stiick

Abbildung 6.3: Zu sehen ist ein T-Stiick. Das Hauptteil ist ein Zylinder mit einem Durch-
messer von 20 Metern und einer Lange von 30 Metern. Die Zu- und Abfliisse
sind Zylinder mit einem Durchmesser von 10 Metern und einer Linge von 20
Metern.

<
L&

Abbildung 6.4: Zu sehen sind drei Flichenverbéinde der Geometrie G des T-Stiicks, welche
aus je zwei Flachen bestehen.
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Zu sehen ist die Vereinigung der approximierenden Triangulierungen
., T13 der Flachenverbande
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Abbildung 6.5
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6.3 Beispiel 1: T-Stiick
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Abbildung 6.6: In der ersten Zeile sind zwei Flachenverbénde des T- Stiicks zu sehen. In der
mittleren und unteren Zeile werden die zugehorigen, approximierenden bzw.
globalen Triangulierungen gezeigt. 131



6 Numerische Ergebnisse
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Abbildung 6.7: Die beziiglich der Geometrie G des T-Stiicks zulissigen Hexaedergitter H°
(oben) und H!.
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6.3 Beispiel 1: T-Stiick
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Abbildung 6.8: Die beziiglich der Geometrie G des T-Stiicks zuliissigen Hexaedergitter H?
(oben) und H3.
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6 Numerische Ergebnisse

Ecken | Hexaeder
Stufe 0 608 444
Stufe 1 4159 3552
Stufe 2 | 30749 28416
Stufe 3 | 236473 227328

Tabelle 6.1: Die Tabelle enthilt die Anzahl der Ecken und Hexaeder der Gitter HY, ..., H>.

Minimum | Maximum | Mittel

Stufe 0 0.28 1.00 0.88

Stufe 1 0.28 1.00 0.94

Stufe 2 0.28 1.00 0.96

Stufe 3 0.28 1.00 0.97
[0.0,0.1) [ [0.1,0.2) [ [0.2,0.3) | [0.3,0.4) | [0.4,0.5) | total
Stufe 0 0 0 4 0 2 444
Stufe 1 0 0 4 20 10 3552
Stufe 2 0 0 6 124 78 | 28416
Stufe 3 0 0 16 766 695 | 227328
[0.5,0.6) | [0.6,0.7) | [0.7,0.8) | [0.8,0.9) | [0.9,1.0] total
Stufe 0 2 4 136 20 276 444
Stufe 1 10 4 326 406 2772 3552
Stufe 2 56 60 1089 2350 24653 | 28416
Stufe 3 411 374 5561 14266 205239 | 227328

Tabelle 6.2: Die erste Tabelle zeigt das Minimum, das Maximum und das Mittel der ska-
lierten Jacobi-Determinante aller Hexaeder der Hexaedergitter HO, ..., H3 be-
ziiglich der Geometrie des T-Stiicks. Die zweite und dritte Tabelle zeigen die
Héaufigkeitsverteilung der skalierten Jacobi-Determinante, bezogen auf die Inter-
valle [0.0,0.1),...,[0.9,1].
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6.3 Beispiel 1: T-Stiick

Minimum | Maximum | Mittel

Stufe 0 0.50 1.00 0.85

Stufe 1 0.71 1.00 0.95

Stufe 2 0.71 1.00 0.98

Stufe 3 0.68 1.00 0.99
[0.0,0.1) | [0.1,0.2) | [0.2,0.3) | [0.3,0.4) | [0.4,0.5) | total
Stufe 0 0 0 0 0 2 252
Stufe 1 0 0 0 0 0| 1064
Stufe 2 0 0 0 0 0| 4368
Stufe 3 0 0 0 0 0| 17696
[0.5,0.6) | [0.6,0.7) | [0.7,0.8) | [0.8,0.9) | [0.9,1.0] | total
Stufe 0 2 4 104 16 124 252
Stufe 1 0 0 34 150 880 | 1064
Stufe 2 0 0 30 121 4217 | 4368
Stufe 3 0 4 76 292 17324 | 17696

Tabelle 6.3: Die erste Tabelle zeigt das Minimum, das Maximum und das Mittel der ska-
lierten Jacobi-Determinante aller Randhexaeder der Hexaedergitter HO, ... H3
beziiglich der Geometrie des T-Stiicks. Die zweite und dritte Tabelle zeigen die
Héufigkeitsverteilung der skalierten Jacobi-Determinante, bezogen auf die Inter-
valle [0.0,0.1),...,[0.9,1].
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Auszug aus PP3D-Protokoll wéhrend der Berechnung der Stromung durch

das T-Stiick.

Abbildung 6.9



6.4 Beispiel 2: Schwebendes Kreuz im Windtunnel
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Abbildung 6.10: Visualisierung der euklidischen Norm des Geschwindigkeitsfelds der Stro-
mung durch das T-Stiick. Das linke Bild zeigt den Schnitt mit der zz-
Ebene im Nullpunkt. Das rechte Bild zeigt den Schnitt mit der yz-Ebene
im Nullpunkt.

6.4 Beispiel 2: Schwebendes Kreuz im Windtunnel

Geometrie

Im zweiten Beispiel wird der Fluss um ein schwebendes Objekt in einem Windtunnel si-
muliert. Linge, Breite und Hohe des Tunnels betragen jeweils 100, 50 und 50 Meter. Das
schwebende Objekt ist eine Vereinigung zweier Zylinder, welche sich in einem rechten
Winkel zueinander schneiden. Die Zylinderachsen sind parallel zur y-Achse bzw. z-Achse
des Einheitskoordinatensystems ausgerichtet. Der Schnittpunkt der Zylinderachsen hat
die Koordinaten (30 25 25). Der Radius und die Linge beider Zylinder betragen 5 bzw.
30 Meter. Abbildung 6.11 zeigt eine perspektivische Ansicht dieser Konstellation. Der
Zufluss und Abfluss liegen bei x = 0 bzw. x = 100.

Zerlegung in Flichenverbinde
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6 Numerische Ergebnisse

Die Geometrie G, welche das Zylinderkreuz und den Tunnel beschreibt, besteht aus 34
Flachen. Der Tunnel wird durch sechs Vierecksflichen beschrieben. Das Zylinderkreuz
besteht aus 28 Fliachen. Der vordere, mittlere Bereich des Kreuzes besteht aus vier
dreickecksformigen Fliachen, welche zu einem Fliachenverband zusammengefasst werden
(sieche Abbildung 6.12). Entsprechend werden vier Flichen auf der Riickseite zu einem
Verband zusammengefasst. Die restlichen Flichen der Geometrie bilden einelementige
Fldachenverbédnde. Insgesamt erhélt man so eine aus 28 Flichenverbdnden bestehende Fla-
chenverbandzerlegung Zr = {F, ..., Fas}. Als charakteristische Kurven wurden wieder
alle Kurven gewihlt, welche nur einen stetigen Ubergang zwischen zwei Flichen bilden.

Approximierende und globale Triangulierung

Zu den einzelnen Flachenverbidnden der Flachenverbandzerlegung Zz der Geometrie G
werden mit Hilfe des Programms Rhinoceros approximierende Triangulierungen erzeugt.
Die approximierenden Triangulierungen der Tunnelseiten entsprechen jeweils einem Vier-
eck, welches durch eine Diagonale geteilt wurde. Die approximierenden Triangulierungen
des Zylinderkreuzes bestehen insgesamt aus 2406 Dreiecken und ihre Vereinigung ist in
Abbildung 6.13 zu sehen.

Wie auch im ersten Beispiel werden mit Hilfe der Mittelwert-Projektion zu den ap-
proximierenden Triangulierungen entsprechende globale Triangulierungen erzeugt. Als
Randparametrisierung wird die Kreis-Bogen-Strecken-Projektion verwendet. Abbildung
6.14 zeigt zwei Beispiele. In der ersten Zeile sind zwei Flachenverbinde zu sehen. In der
mittleren und unteren Zeile werden die approximierenden bzw. globalen Triangulierun-
gen gezeigt. Der Flachenverband oben links besteht aus vier Flichen und reprasentiert
den mittleren vorderen Bereich des Zylinderkreuzes. Der zweite Fliachenverband besteht
aus einer Fliche und entspricht einem Teil der Oberseite des horizontalen Zylinders.

Hexaedergitter

Analog zum ersten Beispiel wird mit Hilfe des Programms ICEM CFD zuerst ein Grob-
gitter H° erzeugt. Mit dem in Abschnitt 5.2.2 vorgestellten Algorithmus wird dieses
Gitter insgesamt vier mal unterteilt. Man erhilt die Gitter H', H2, H3, H*. Alle diese
Gitter sind zuliissig beziiglich der Geometrie G des Zylinderkreuzes. Die Gitter HY, H1
bzw. H?,H? sind in den Abbildungen 6.15 bzw. 6.16 zu sehen. Einen Uberblick iiber
die Anzahl der Ecken und Hexaeder der Gitter gibt Tabelle 6.4. Die Tabellen 6.5 und
6.6 enthalten genaue Angaben zur Qualitit der Gitter, bezogen auf die skalierte Jacobi-
Determinante. Kein Gitter enthélt einen Hexaeder mit einer SJD von weniger als 0.5.
Die Gitter haben somit alle eine sehr gute Qualitét.

Numerische Simulation

In diesem numerischen Experiment hat der Zufluss durch die linke Seite des Windtunnels
zum Zeitpunkt 0 eine Geschwindigkeit von 3. Das Fluid hat die gleichen Eigenschaften
wie im ersten Experiment, d. h. die Dichte betréigt 1% und die kinematische Viskositét

ist 0.1%2. In diesem Fall wird als charakteristische Linge der Durchmesser des umstrom-
ten Objektes gewihlt. Die charakteristische Geschwindigkeit entspricht wieder der iiber
den Querschnitt gemittelten Geschwindigkeit des Zuflusses. Dies fiihrt zu der Reynolds-

zahl Re = % = 300. Auch in diesem Fall handelt es sich um eine laminare Strémung.
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6.4 Beispiel 2: Schwebendes Kreuz im Windtunnel

Die Stromung wurde wieder iiber ein Zeitintervall von 9 Sekunden simuliert und als
Loser wurde PP3D verwendet.

Die Berechnung der Simulation benétigte insgesamt 11 Stunden, 33 Minuten und 55
Sekunden. Die viermalige Unterteilung des Grobgitters inklusive der Randanpassung
dauerte 35 Sekunden. Auch hier ist der Anteil der Zeit fiir die Randanpassung, gemes-
sen an der Gesamtzeit, verschwindend gering.

Abbildung 6.17 zeigt einen représentativen Auszug aus dem Protokoll des Ldsers zum
Zeitpunkt 3.03 im 16. Makrozeitschritt und des ersten von drei Teilzeitschritten. Es
erfolgt kein vorzeitiger Abbruch, somit werden 5 Iterationen durchgefiihrt. Wie auch
im ersten Beispiel entwickeln sich die Werte der Konvergenzrate des Mehrgitterverfah-
rens, des relativen Fehlers und der relativen Veranderung komponentenweise gleichmafig.
Der relative Fehler verringert sich deutlich. Im fiinften Iterationsschritt ist der maxima-
le relative Fehler DEF = 0.7310°. Die maximale relative Verinderung REL betrigt
0.111072. Die maximale Konvergenzrate des Mehrgitterverfahrens ist 0.68107* und die
Konvergenzrate des nichtlinearen Iterationsverfahrens betragt 0.32. Auch hier liegt eine
robuste und schnelle Konvergenz vor und die Konvergenzrate des Mehrgitterverfahrens
ist aullerordentlich gut.

Die Abbildungen 6.18 und 6.19 zeigen Visualisierungen der euklidischen Norm des Ge-
schwindigkeitsfelds der Strémung nach neun Sekunden. Die Bilder zeigen den Schnitt des
Stromungsfeldes mit der zz-Ebene bzw. der yz-Ebene im Punkt (0 25 0) bzw. (30 0 0).
Eine quantitative Uberpriifung des Ergebnisses ist nicht moglich, da die exakte Losung
zum Vergleich nicht vorhanden ist. Die Visualisierungen stimmen jedoch mit den Er-
wartungen iiberein. Seitlich des Kreuzes ergeben sich hohere Geschwindigkeiten. Hinter
dem Kreuz entstehen Verwirbelungen mit geringeren Geschwindigkeiten. Die mittlere
Gesamtgeschwindigkeit iiber der Flache des Abflusses hat einen Wert von 2.93%. Fiir
den Zufluss ergibt sich ein Wert von 3.00%. Dies ergibt einen relativen Fehler von 0.02
und ist ein klares Indiz dafiir, dass die berechnete Losung divergenzfrei ist.
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6 Numerische Ergebnisse

Abbildung 6.11: Zu sehen ist eine perspektivische Ansicht des schwebenden Zylinderkreuzes
in einem Windtunnel.

Abbildung 6.12: Gezeigt wird ein Flichenverband, bestehend aus vier Flachen, welcher den
vorderen, mittleren Bereich des Zylinderkreuzes beschreibt.
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Abbildung 6.13: Zu sehen sind eine perspektivische Ansicht und eine Vorderansicht der
Vereinigung der approximierenden Triangulierungen der Fléchenverbénde
des Zylinderkreuzes. Die Gesamtzahl der Dreiecke betragt 2406.

Abbildung 6.14: In der ersten Zeile sind zwei Flachenverbinde des Zylinderkreuzes zu sehen.

In der mittleren und unteren Zeile werden die zugehorigen approximierenden
bzw. globalen Triangulierungen gezeigt.
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6 Numerische Ergebnisse

Abbildung 6.15: Die beziiglich der Geometrie G des Zylinderkreuzes zuléssigen Hexaedergit-
ter H° (oben) und H!.
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6.4 Beispiel 2: Schwebendes Kreuz im Windtunnel

Abbildung 6.16: Die beziiglich der Geometrie G des Zylinderkreuzes zuléssigen Hexaedergit-

ter H2 (oben) und H3.
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6 Numerische Ergebnisse

Ecken | Hexaeder
Stufe 0 248 136
Stufe 1 1514 1088
Stufe 2 | 10370 8704
Stufe 3 | 76226 69632
Stufe 4 | 583298 557056

Tabelle 6.4: Die Tabelle enthélt die Anzahl der Ecken und Hexaeder der Gitter HY, ..., H*
beziiglich des Zylinderkreuzes.

Minimum | Maximum | Mittel

Stufe 0 0.71 1.00 0.97

Stufe 1 0.71 1.00 0.96

Stufe 2 0.69 1.00 0.97

Stufe 3 0.60 1.00 0.98

Stufe 4 0.55 1.00 0.98
[0.0,0.1) | [0.1,0.2) | [0.2,0.3) | [0.3,0.4) | [0.4,0.5) total
Stufe 0 0 0 0 0 0 136
Stufe 1 0 0 0 0 0 1088
Stufe 2 0 0 0 0 0 8704
Stufe 3 0 0 0 0 0] 69632
Stufe 4 0 0 0 0 0| 557056
[0.5,0.6) | [0.6,0.7) | [0.7,0.8) | [0.8,0.9) | [0.9,1.0] | total
Stufe 0 0 0 16 0 120 136
Stufe 1 0 0 128 48 912 1088
Stufe 2 0 16 528 520 7640 8704
Stufe 3 8 60 2952 2916 63696 | 69632
Stufe 4 24 336 17085 20993 518618 | 557056

Tabelle 6.5: Die erste Tabelle zeigt das Minimum, das Maximum und das Mittel der skalier-
ten Jacobi-Determinante aller Hexaeder der Hexaedergitter H?, ..., H* beziiglich
der Geometrie des Zylinderkreuzes. Die zweite und dritte Tabelle zeigen die Hau-
figkeitsverteilung der skalierten Jacobi-Determinante, bezogen auf die Intervalle
[0.0,0.1),...,]0.9,1].
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6.4 Beispiel 2: Schwebendes Kreuz im Windtunnel

Minimum | Maximum | Mittel

Stufe 0 0.71 1.00 0.96

Stufe 1 0.71 1.00 0.94

Stufe 2 0.69 1.00 0.96

Stufe 3 0.60 1.00 0.97

Stufe 4 0.55 1.00 0.97
[0.0,0.1) | [0.1,0.2) | [0.2,0.3) | [0.3,0.4) | [0.4,0.5) | total
Stufe 0 0 0 0 0 0 127
Stufe 1 0 0 0 0 0 768
Stufe 2 0 0 0 0 0] 3152
Stufe 3 0 0 0 0 0| 12816
Stufe 4 0 0 0 0 0| 51728
[0.5,0.6) | [0.6,0.7) | [0.7,0.8) | [0.8,0.9) | [0.9,1.0] | total
Stufe 0 0 0 16 0 111 127
Stufe 1 0 0 128 48 592 768
Stufe 2 0 16 272 264 2600 | 3152
Stufe 3 8 60 776 844 11128 | 12816
Stufe 4 24 320 2604 2746 46034 | 51728

Tabelle 6.6: Die erste Tabelle zeigt das Minimum, das Maximum und das Mittel der ska-
lierten Jacobi-Determinante aller Randhexaeder der Hexaedergitter HO, .. HA
beziiglich der Geometrie des Zylinderkreuzes. Die zweite und dritte Tabelle zei-
gen die Haufigkeitsverteilung der skalierten Jacobi-Determinante, bezogen auf die
Intervalle [0.0,0.1),...,[0.9,1].
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Auszug aus dem Protokoll der Simulation der Strémung um das

Zylinderkreuz.

Abbildung 6.17



6.4 Beispiel 2: Schwebendes Kreuz im Windtunnel

Abbildung 6.18: Visualisierung der euklidischen Norm des Geschwindigkeitsfelds der Stro-
mung um das Zylinderkreuz. Zu sehen ist der Schnitt des Stromungsfeldes
mit der zz-Ebene im Punkt (0 25 0).
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Abbildung 6.19: Visualisierung der euklidischen Norm des Geschwindigkeitsfelds der Stro-
mung um das Zylinderkreuz. Zu sehen ist der Schnitt des Stromungsfeldes
mit der yz-Ebene im Punkt (30 0 0).
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7 Zusammenfassung

Die beiden, im vorherigen Kapitel vorgestellten Beispiele haben gezeigt, dass es mit dem
neuen Unterteilungsverfahren moglich ist, zu komplexen Geometrien Gitter von sehr gu-
ter Qualitidt zu erzeugen. Die Konstruktion erfolgt sehr schnell und die benotigte Zeit
fallt gegeniiber der Gesamtzeit des numerischen Experimentes nicht ins Gewicht. Die gu-
te Qualitat der Hexaeder zeigt sich in der berechneten skalierten Jacobi-Determinante.
Ein weiteres Indiz fiir die gute Qualitét ist der robuste und schnelle Ablauf des Losers
PP3D mit sehr guten Konvergenzraten der Mehrgitterverfahren und des nichtlinearen
[terationsverfahrens. Die berechneten Stromungen stimmen mit den Erwartungen iiber-
ein. Zum grofsten Teil 1auft das Verfahren automatisch ab. Interaktionen des Anwenders
sind bei der Zerlegung der gegebenen Geometrie in Flichenverbinde notig. Diese miissen
geeignet auf das Grobgitter abgestimmt werden. Auch das Grobgitter selbst muss ma-
nuell konstruiert werden. Fiir kommerzielle Gittergeneratoren gelten jedoch die gleichen
Einschrankungen. So muss beim Programm ICEM CFD der Anwender die gegebene
Geometrie in Hexaederblocke zerlegen. Randvierecke der Blocke miissen dem Rand der
Geometrie manuell zugewiesen werden. Meines Erachtens ist ein vollautomatisches Ver-
fahren fiir komplexe Geometrien nicht realisierbar.
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Anhang

Implementierte Software

Das in dieser Arbeit vorgestellte Verfahren zur Erzeugung einer Hierarchie von Hexa-
edergittern wurde als eine eigene Bibliothek in die Software FEATFLOW eingebunden.
Insgesamt wurden iiber 150 Funktionen implementiert. Die folgende Tabelle gibt einen
kurzen Uberblick iiber die wichtigsten Funktionen zur Konstruktion der globalen Para-
metrisierungen der Kurven- und Fléchenverbénde:

BRIGES  Einlesen der Geometrie im IGES-Format.

BFPCM  Bestimmung der Kurven- und Fléchenparameter der Ecken des
Grobgitters.

BTRWAYV  Einlesen der approximierenden Triangulierungen der Fliachenver-
bénde.

BTFPT Bestimmung der Kurven- und Flichenparameter der Ecken der ap-
proximierenden Triangulierungen.

BTCBP Berechnung der Randparametrisierung.

BTCIP Berechnung der Parameterwerte der inneren Ecken.

BTCGP Berechnung der Parameterwerte der Ecken des Grobgitters bezogen
auf die Fliachenverbinde.

BGCGPD Bestimmung der globalen Parametrisierungen der Kurvenverbande.

BFCGP Berechnung der Parameterwerte der Ecken des Grobgitters bezogen
auf die Kurvenverbénde.

Die Funktion BTSBV fiihrt die gleichméfige Unterteilung des aktuellen Hexaedergitters
aus. Die Unterteilung von Randkanten und Randvierecken werden von den folgenden
Funktionen durchgefiihrt:

BFSE Unterteilung einer Kante im globalen Parameterbereich eines Kur-

venverbandes.

BTSE Unterteilung einer Kante im globalen Parameterbereich eines Fla-
chenverbandes.

BTSF Unterteilung eines Vierecks im globalen Parameterbereich eines
Flachenverbandes.

Der gesamte Source-Code ist auf der beigelegten DVD im Verzeichnis featflow enthalten.
Im Unterverzeichnis nurbs befinden sich alle neu geschriebenen Funktionen. In den Un-
terverzeichnissen pp3dcross und pp3dtjunction sind die numerischen Experimente ent-
halten. Die benoétigten Eingabedaten befinden sich jeweils im Verzeichnis #ade. Die
niichst Tabelle gibt einen Uberblick welche Datei was enthiilt:
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geometry.igs Geometriedaten im IGES-Format.
mesh.tri Grobgitter.
cluster.obj Approximation der Flachenverbénde.

Eine Beschreibung der berechneten Stromung zu verschiedenen Zeitpunkten ist im Ver-
zeichnis #gmwv im GMV-Format zu finden.

Verwendete Software

Zur Erstellung der Geometrie sowie der approximierenden Triangulierung der Fliachen-
verbinde wurde die Software Rhinoceros [37] verwendet. Die Grobgitter wurden mit Hilfe
des Programms ANSYS ICEM CFD [1] erstellt. Die Auswertung der NURBS-Kurven
und -Fléchen erfolgten mit dem Programmpaket SISL (Sintef Spline Library) [51]. Die
verwendeten Funktionen waren im Einzelnen:
s1221  Auswertung einer NURBS-Kurve in einem Parameterwert t.
s1957 Bestimmung des Parameterwertes ¢ eines Punktes p € C auf einer
NURBS-Kurve C.
s1988 Bestimmung der Bounding-Box einer NURBS-Kurve.
s1421 Auswertung einer NURBS-Flidche in einem Parameterwertepaar
(u,v).
s1958 Bestimmung des Parameterwertepaares (u, v) eines Punktes p € S
auf einer NURBS-Fléche S.
s1989 Bestimmung der Bounding-Box einer NURBS-Fliche.

Das Gleichungssystem der Mittelwert-Projektion wurde mit Hilfe der Bibliothek UMF-
PACK [12] gelost. Mit der Funktion UM2DFA erzeugt man eine LU-Zerlegung der Matrix
des Gleichungssystems. Mit der Funktion UMD2SO kann man dann das Gleichungssys-
tem losen.

151



Literaturverzeichnis

[1]

2]

3]

4]
[5]

(6]

7]

8]

19]

[10]

[11]

[12]

152

ANSYS Inc.: ICEM CFD. http://www.ansys.com/products/icemcfd.asp,
2005. — Version 10.0

BABUSKA, I. ; Aziz, A.: On the angle condition in the finite element method. In:
SIAM J. Numer. Analysis 13 (1976), S. 214-227

BECKER, Christian ; TUREK, Stefan: FEATFLOW — Finite element software for
the incompressible Navier—-Stokes equations / Universitdt Dortmund. 1999. — User
Manual

BERGER, M.: Geometry I. Academic Press, Inc, 1987

BLACKER, T. D. ; STEPHENSON, M. B.: Paving: A new approach to automated

quadrilateral mesh generation. In: International Journal for Numerical Methods in
Engineering 32 (1991), S. 811-847

CAREY, G. F. ; ODEN, J. T.: Finite Elements: Computational Aspects. Prentice-
Hall, 1984

Cass, R. J. ; BENZLEY, S. E. ; MEYERS, R. J. ; BLACKER, T. D.: Generalized
3D paving: An automated quadrilateral surface mesh generation algorithm. In:
International Journal for Numerical Methods in Engineering 39 (1996), S. 1475
1489

CHEN, H. ; BisHopr, J.: Delaunay Triangulation for Curved Surfaces. In: 6th
International Meshing Roundtable, 1997, S. 115127

CUILIERE, J. C.: An adaptive method for the automatic triangulation of 3D para-
metric surfaces. In: Computer Aided Design 30 (1998), Nr. 2, S. 139-149

CURRY, H. B. ; SCHOENBERG, [. J.: On Polya frequency functions IV: the fun-
damental spline functions and their limits. In: Journal d’analyse mathématique 17

(1966), S. 71-107

Davis, Timothy A.: Algorithm 832: UMFPACK V4.3—an unsymmetric-pattern
multifrontal method. In: ACM Trans. Math. Softw. 30 (2004), Nr. 2, S. 196-199. —
ISSN 0098-3500

DAvis, Timothy A.: A column pre-ordering strategy for the unsymmetric-pattern
multifrontal method. In: ACM Trans. Math. Softw. 30 (2004), Nr. 2, S. 165-195. —
ISSN 0098-3500



[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

[20]

[21]

[22]

23]

[24]

[25]

[26]

Literaturverzeichnis

DAvis, Timothy A. ; DUFF, lain S.: An Unsymmetric-Pattern Multifrontal Method
for Sparse LU Factorization. In: STAM Journal on Matriz Analysis and Applications
18 (1997), Nr. 1, S. 140-158

Davis, Timothy A. ; DUFF, Tain S.: A combined unifrontal/multifrontal method
for unsymmetric sparse matrices. In: ACM Trans. Math. Softw. 25 (1999), Nr. 1,
S. 1-20. — ISSN 0098-3500

DELAUNAY, B.: Sur la sphere vide. In: Izvestija Akademii Nauk Sojuza Sovets-
kich Socialisticeskich Respublik, Otdelenie Matematiceskich i Fstestvennych Nauk 7
(1934), S. 793-800

Do CARMO, M.: Differential Geometry of Curves and Surfaces. Prentice—Hall, Inc.,
1976

FARIN, Gerald: Curves and Surfaces for Computer-Aided Geometric Design. Aca-
demic Press, 1997

FLOATER, M.: Mean value coordinates. In: Computer Aided Geometric Design 20
(2003), S. 19-27

FLOATER, M. S.: Parameterization and smooth approximation of surface triangu-
lations. In: Computer Aided Geometric Design 14 (1997), S. 231 — 250

FLOATER, M. S.: One-to-one piecewise linear mapping over triangulations. In:
Math. Comp. (2003), S. 685 — 696

FLOATER, M. S. ; HORMANN, K.: Surface Parameterization: a Tutorial and Survey.
In: DODGSON, N. A. (Hrsg.) ; FLOATER, M. S. (Hrsg.) ; A., Sabin M. (Hrsg.):
Advances in Multiresolution for Geometric Modelling, Springer-Verlag, 2005

GODDEKE, Dominik: Geometrische Projektionstechniken auf Oberflichentriangu-
lierungen zur numerischen Strémungssimulation mait hierarchischen Mehrgitterver-
fahren, Universitat Dortmund, Diplomarbeit, 2004

GEORGE, Paul-Louis ; BOROUCHAKI, Houman: Delaunay Triangulation and Mes-
hing : Application to Finite Elements. Hermes, 1998

GOERING, Herbert ; ROOs, Hans-Gorg ; TOBISKA, Lutz: Finite-Element-Methode.
Akademie-Verlag, 1993

GRAJEWSKI, M. ; KOSTER, M. ; TUREK, S.: Mathematical and numerical analysis
of a robust and efficient grid deformation method in the finite element context /
Fakultat fiir Mathematik, TU Dortmund. 2008. — Forschungsbericht. — Ergebnis-
berichte des Instituts fiir Angewandte Mathematik, Nummer 365

GU, Xianfeng ; GORTLER, Steven J. ; HOPPE, Hugues: Geometry images. In: ACM
Trans. Graph. 21 (2002), Nr. 3, S. 355-361. — ISSN 0730-0301

153



Literaturverzeichnis

27]

28]

[29]

[30]

[31]

[32]

33]

[34]

[35]

[36]

[37]
38

[39]

[40]

154

HAckBUSCH, Wolfgang: Multi-Grid Methods and Applications. Springer-Verlag,
1985

HELD, Martin: FIST: Fast Industrial-Strength Triangulation of Polygons. In: Al-
gorithmica 30 (2001), Nr. 4, S. 563-596

HORMANN, K.: Theory and Applications of Parameterizing Triangulations, Depart-
ment, of Computer Science, University of Erlangen, Diss., 2001

HoOSCHEK, Josef ; LASSER, Dieter: Grundlagen der geometrischen Datenverarbei-
tung. Teubner Verlag, 1989

KNUPP, P.: The Verdict Geometric Quality Library / Sandia National Laboratories.
2007 (SAND2007-1751). — Forschungsbericht

KNuUPP, Patrick: Achieving Finite Element Mesh Quality via Optimization of the
Jacobian Matrix Norm and Associated Quantities. Part II - A Framework for Vo-
lume Mesh Optimization and the condition number of the Jacobian matrix. In:
International Journal for Numerical Methods in Engineering 48 (2000), Nr. 8, S.
1165 — 1185

KREYSZIG, E.: Differentialgeometrie. Akademische Verlagsgesellschaft Geest &
Portig K.-G., 1968

LAau, T. S.; Lo, S. H.: Finite Element Mesh Generation Over Analytical Surfaces.
In: Computers and Structures 59 (1996), Nr. 2, S. 301-309

LAu, T.S.; Lo, S. H.; LEE, C. K.: Generation of quadrilateral mesh over analytical
curved surfaces. In: Finite Elem. Anal. Des. 27 (1997), Nr. 3, S. 251-272

LAwsON, Charles L.: Mathematical Software I1I: Proceedings of a Symposium Con-
ducted by the Mathematics Research Center, the University of Wisconsin-Madison,
March 28-30, 1977, Academic Press, Inc., 1977

MCcCNEEL: Rhinoceros 3.0. http://www.rhino3d.com/, 2006

MIEMCZYK, M.: Hezxaeder-Gittergenerierung — durch ~ Kombination wvon
Gitterdeformations-, Randadaptions- und Fictitious-Boundary-Techniken zur
Stromungssimulation um komplexe dreidimensionale Objekte, Technische Universi-
tat Dortmund, Diplomarbeit, 2007

MULLER-URBANIAK, S.: Fine Analyse des Zwischenschritt-0-Verfahrens zur Lé-

sung der instationdren Navier-Stokes Gleichungen, Universitat Heidelberg, Diss.,
1993

PG DEVISOR: Endbericht der Projektgruppe DeViSoR / FB Mathematik, Uni-
versitdat Dortmund. 2003. — Forschungsbericht. — Ergebnisberichte des Instituts fiir
Angewandte Mathematik, Nummer 240T



[41]

42]

[43]

[44]

[45]

|46]

47]

48]

[49]

[50]

[51]

[52]

[53]

[54]

Literaturverzeichnis

PiecrL, L. ; TiLLER, W.: The NURBS Book. Springer-Verlag, 1997

PiNkALL, U. ; POLTHIER, K.: Computing Discrete Minimal Surfaces and Their
Conjugates. In: Ezperim. Math. 2 (1993), Nr. 1, S. 15-36

QUARTERONI, Alfio ; VALLI, Alberto: Numerical Approrimation of Partial Diffe-
rential Equations. Springer-Verlag, 1994

RANNACHER, R. ; TUREK, S.: A simple nonconforming quadrilateral Stokes Ele-
ment. In: Numer. Meth. PDEs 8 (1992), Nr. 2, S. 97-111

SAMAREH-ABOLHASSANI, J. ; STEWART, J. E.: Surface Grid Generation in a Pa-
rameter Space. In: Journal of Computational Physics 113 (1994), Juli, Nr. 1, S.
112-121

SCHMACHTEL, R.: Robuste lineare und nichtlineare Lésungsverfahren fir die in-
kompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen, Universitdt Dortmund, Diss., 2003

SCHREIBER, P.: A new finite element solver for the nonstationary incopressible
Nauvier-Stokes equations in three dimensions, Universitat Heidelberg, Diss., 1996

SHEFFER, Alla: Spanning Tree Seams for Reducing Parameterization Distortion of
Triangulated Surfaces (figures 4, 5, and 6). In: SMI °02: Proceedings of the Shape
Modeling International 2002 (SMI’02). Washington, DC, USA : IEEE Computer
Society, 2002. — ISBN 0-7695-1546-0, S. 272

SHEWCHUK, Jonathan R.: Triangle: Engineering a 2D Quality Mesh Generator and
Delaunay Triangulator. In: LN, Ming C. (Hrsg.) ; MANOCHA, Dinesh (Hrsg.): App-

lied Computational Geometry: Towards Geometric Engineering Bd. 1148. Springer-
Verlag, 1996, S. 203-222

SHEWCHUK, Richard Jonathan: Lecture Notes on Delaunay Mesh Generation /
University of California at Berkeley. 1999. — Forschungsbericht

SINTEF ICT: Sintef Spline Library. http://www.sintef.no/math_software,
2005

SQUILLACOTE, Amy: The Paraview Guide. Kitware, Inc., 2008

STOER ; BULIRSCH: Einfihrung in die Numerische Mathematik 11. Springer-Verlag,
1973

TRISTANO, Joseph R. ; OWEN, Steven J. ; CANANN, Scott A.: Advancing Front Sur-

face Mesh Generation in Parametric Space Using a Riemannian Surface Definition.
In: 7th International Meshing Roundtable, 1998, S. 429-445

155



Literaturverzeichnis

[55] TUREK, S.; WAN, D. ; RIVKIND, L.: The fictitious boundary method for the implicit
treatment of Dirichlet boundary conditions with applications to incompressible flow
simulations / Fakultét fiir Mathematik, TU Dortmund. 2003. — Forschungsbericht.
— Ergebnisberichte des Instituts fiir Angewandte Mathematik, Nummer 236

[56] TUREK, Stefan: Efficient Solvers for Incompressible Flow Problems. Springer-
Verlag, 1999

[57] U. S. PrRO: IGES 5.2 An American National Standard. U. S. Product Data Asso-
ciation, 1993

[58] WIKIMEDIA ~ COMMONS: Main  Page —  Wikimedia  Commons.
http://commons.wikimedia.org, 2010

[59] YANENKO, Nicolas N.: The Method of Fractional Steps. Springer-Verlag, 1971

156



