


Aufspannende Kreise und Wege
in polytopalen Graphen

Peter Knorr

Themenstellung & Betreuung:
Prof. Dr. Dr. h. ¢. T. Zamfirescu

20. September 2010






Inhaltsverzeichnis

1 Einleitung 4
1.1 Vorwort . . . . . . . . . .. 4
1.2 Einfihrung . . . . ... .. o oo 6

2 Voraussetzungen 8
2.1 Definitionen . . . . . .. ... 8
2.2 Grundlegende Sétze . . . . . .. ..o 10

3 Homogen trassable Graphen 13
3.1 Der Graph Z4 von Zamfirescu . . . . . . . ... ... ... .. 14
3.2 Zerlegung nichthamiltonscher Graphen mit 38 bis 42 Punkten 15

3.2.1 Graphenaus .#Z, . . ... ... ... ... ... ... 18
3.2.2 Graphenaus .27 . ... ... .. .. ... ... ... 20
3.2.3 Graphenaus A4, . . . . . ... ... 21
3.3 Untersuchung der einzelnen Klassen . . . . . . . .. .. .. .. 23
3.3.1 Dreiecke . . . .. .. 23
3.3.2 Graphenaus .Z; . ... ... .. .. ... .. ..... 25
3.3.3 Graphenaus .Z, . . ... ... ... ... .. ..... 32
334 A-Sticke . . ... 36

4 Tuttesche Teilgraphen 51
4.1 Fiinf Teilgraphen und ihre besonderen Eigenschaften . . . . . 51
4.2 Anwendungen . . . . . . ... 57

4.2.1 n-Wege-Trassabilitat . . . . ... .. .. .. ... ... 57
4.2.2 Y-Baum-Trassabilitdat . . . . . .. ... ... ... ... 60



4.2.3

Nicht-disjunkte Kreise und Wege . . . . . . . . . ... 64

5 Die minimale Ordnung eines nichttrassablen Graphen in .% 69

5.1 Der Graph Zgg von Zamfirescu . . . . . . . ... ... ... .. 72
5.2 Obergrenze der sicheren Trassabilitat . . . . .. ... ... .. 74
5.2.1 Graphen mit zyklischem 3-Schnitt . . . . . . . . . ... 75
5.2.2  Zyklisch 5-zusammenhingende Graphen . . . . . . .. 78

5.2.3 Zyklisch 4-zusammenhéngende Graphen mit wesentli-
chem 4-Schnitt . . . . .. .. ... 000 79
5.2.4  Zyklisch 4x-zusammenhéngende Graphen . . . . . . . . 94
Literaturverzeichnis 189



Kapitel 1

Einleitung

1.1 Vorwort

SEin guter Beweis liest sich wie ein Gedicht —

dieser sieht aus wie ein Telefonbuch!“

Dieser Kommentar war eine Antwort auf den ersten Beweis des
Vierfarbensatzes. Dieser Beweis war eines der bekanntesten Resultate der
Graphentheorie in den vergangenen Jahrzehnten und zugleich eines der
unbefriedigendsten. Nachdem APPEL und HAKEN diesen Beweis publiziert
hatten, reagierte die Fachwelt kritisch, weil er nicht ohne die Hilfe eines
programmierbaren Rechners auskam. Seither gab es keine
populéarwissenschaftliche Abhandlung des Vierfarbensatzes, die nicht durch

dieses Zitat ausgeschmiickt wurde.

Auch in dieser Arbeit (insbesondere im letzten Abschnitt) nehmen
monotone Untersuchungen von Einzelféllen einen grofien Raum ein. Darum
fiihlte ich mich in den letzten Monaten oft an das obige Zitat erinnert. Wer
jedoch aktuelle Arbeiten in vergleichbaren Gebieten zur Hand nimmt, der
weifl auch, dass ich mich damit in guter Gesellschaft befinde. Und eine
trostliche Komponente hat die Geschichte um den Vierfarbensatz. Die
Namen APPEL und HAKEN sind jedem bekannt, der sich mit diesem

Thema befasst. Aber von wem das obige Zitat stammt, lie8 sich trotz
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intensiver Recherche nicht in Erfahrung bringen. Unter diesem Aspekt hat

das Telefonbuch iiber seinen Kritiker gesiegt.

An dieser Stelle mochte ich allen Personen meinen Dank aussprechen, ohne
die diese Arbeit nicht moglich gewesen ware. In erster Linie gilt dies
natiirlich fiir meinen Doktorvater, Prof. Dr. Dr. h. ¢. T. ZAMFIRESCU. Er
weckte mein Interesse an diesen Themen, und er glaubte an mich, als ich es
selbst nicht mehr tat.

Ein weiterer Dank gilt Prof. B. D. McKAyY, auf dessen Hinweisen
wesentliche Teile der vorliegenden Arbeit beruhen. Ferner méchte ich
meinem Kollegen G. KOHUT danken, der mir am Computer zur Seite
stand, sowie Herrn Dr. NEMETH, der mir beim Korrekturlesen
weitergeholfen hat. Ein besonderer Dank gebiihrt meiner Frau und meiner
Familie fiir ihre bedingungslose Unterstiitzung in den zuriickliegenden
Monaten. Sie waren entscheidend dafiir, dass ich die Kraft hatte, mich auf

diese Arbeit zu konzentrieren.



1.2 Einfiihrung

Einige der dltesten und bekanntesten Probleme der Graphentheorie drehen
sich um die Bedingungen, unter denen ein Graph einen bestimmten
Teilgraphen besitzen muss. So lésst sich das Konigsberger Briickenproblem
des LEONHARD EULER zu der Frage umformulieren, ob in einem gegebenen
Graphen ein Eulerweg existiert. (Ein Eulerweg ist ein Kantenzug, der jede
Kante des Graphen genau einmal durchlduft. In der Regel besucht er die
Punkte des Graphen mehrfach.)

Gut ein Jahrhundert spéter entwickelte sich eine Diskussion um die Frage,
unter welchen Bedingungen die Existenz eines aufspannenden Kreises
gegeben sei. (Ein aufspannender Kreis oder Hamiltonkreis ist ein
geschlossener Kantenzug, der jeden Punkt genau einmal durchlauft. Einen
Graphen, der einen Hamiltonkreis enthélt, nennt man hamiltonsch.) Von
besonderem Interesse war hierbei der Fall der einfach 3-polytopalen
Graphen, also der planaren 3-zusammenhéngenden Graphen, in deren
Punkten sich immer genau drei Kanten treffen. Erst 1946 entdeckte W. T.
TUTTE ein Beispiel fiir einen einfach 3-polytopalen Graphen ohne
Hamiltonkreis. Er enthielt 46 Punkte.

Weil man bei kleinen einfach 3-polytopalen Graphen schnell Hamiltonkreise
finden kann, ergab sich die Frage von V. KLEE, wie viele Punkte ein
nichthamiltonscher einfach 3-polytopaler Graph mindestens haben muss. In
den frithen Sechzigerjahren verdffentlichten BosSAK, BARNETTE und
LEDERBERG unabhéngig voneinander Beispiele fiir Graphen mit

38 Punkten, die diese Eigenschaften erfiillten. In einer Serie von Arbeiten,
die zwischen 1967 und 1988 veroffentlicht wurden, konnte nachgewiesen

werden, dass alle kleineren einfach 3-polytopalen Graphen hamiltonsch sind.

Die vorliegende Arbeit ist der Frage gewidmet, wo diese Grenze liegt, wenn
man die Bedingung streicht, dass der Kantenzug geschlossen sein muss.
Einen (nicht notwendig geschlossenen) Kantenzug, der jeden Punkt genau
einmal besucht, nennt man Hamiltonweg; ein Graph mit Hamiltonweg heif3t

trassabel.



Die Frage, wie viele Punkte ein solcher Graph mindestens enthalten muss,
besteht analog zu den Hamiltonkreisen aus zwei Teilen. Erstens benotigt
man einen kleinsten nichttrassablen Graphen, zweitens muss man beweisen,
dass jeder kleinere Graph trassabel ist. ZAMFIRESCU hat 1967 einen einfach
3-polytopalen nicht-trassablen Graphen mit 88 Punkten gefunden. Trotz
intensiver Suche ist bislang kein kleinerer Graph mit diesen Eigenschaften
publiziert worden. Im Zusammenhang mit der zweiten Frage wurde in [7]
lediglich bewiesen, dass jeder Graph mit bis zu 38 Punkten trassabel ist.
(Wobei diese Grenze allerdings fiir bestimmte Unterfélle weit hoher lag.)

Was zwischen 38 und 88 Punkten geschieht, war also bislang nicht bekannt.
Die vorliegende Arbeit beweist den folgenden Satz:

Jeder einfach 3-polytopale Graph mit bis zu 52 Punkten ist

trassabel.

Der Beweis besteht aus zwei Teilen: Im ersten Kapitel wird bewiesen, dass
jeder einfach 3-polytopale Graph mit bis zu 42 Punkten homogen trassabel
ist, d. h., in jedem dieser Graphen findet man zu jedem Punkt einen
Hamiltonweg, der dort beginnt. (Da ZAMFIRESCU einen nicht homogen
trassablen Graphen mit 44 Punkten gefunden hat, ist diese Grenze scharf.)
Im letzten Kapitel werden die Graphen mit 44 bis 52 Punkten durch
Reduktion auf Graphen mit maximal 42 Punkten zuriickgefiihrt (die
demzufolge homogen trassabel oder hamiltonsch sind), und die dort
vorliegenden Hamiltonkreise und -wege werden durch die urspriinglichen

grofferen Graphen umgeleitet.

Das Zwischenergebnis nach dem ersten Kapitel lautet, dass die minimalen
nicht homogen trassablen einfach 3-polytopalen Graphen 44 Punkte
enthalten. Diese Tatsache ist auch fiir andere Probleme von Bedeutung, die
in den vergangenen Jahren von ZAMFIRESCU gestellt wurden. Sie zieht
nédmlich die Minimalitdt mehrerer anderer Teilgraphen nach sich, deren

Anwendungen im zweiten Kapitel ndher untersucht werden.



Kapitel 2

Voraussetzungen

2.1 Definitionen

Die Familie aller einfach 3-polytopalen Graphen wird in dieser Arbeit der
Einfachheit halber mit .# bezeichnet.

Sei G € .Z. Eine A-Kante ist eine Kante, die in jedem Hamiltonkreis
enthalten ist. Eine B-Kante ist eine Kante, die in keinem Hamiltonkreis
enthalten ist. Eine g-Kante ist eine Kante, die in keinem Hamiltonweg
enthalten ist.

Ein Kantenpaar (e, f) € E(G) x E(G) wird als BB-Kanten bezeichnet,
wenn es keinen Hamiltonkreis gibt, der sowohl e als auch f benutzt.
Enthéalt G eine A-Kante, so nennt man G einen A-Kanten-Graph. Die
Bezeichnungen B-Kanten-Graph, g-Kanten-Graph und BB-Kanten-Graph
ergeben sich analog.

Ein 2-Pfad-Faktor eines Graphen G ist nach SKUPIEN ein aufspannender
Teilgraph von G, der aus maximal zwei Komponenten besteht, von denen

jede ein Punkt oder ein Weg ist.

Sei G € Z. Da jeder Graph aus .% planar sein muss, hat G Polygone. Sei p
ein k-Eck in GG, also ein Polygon der Lénge k. Da G kubisch ist, ist zu
jedem dieser £ Punkte eine Kante inzident, die nicht zu p benachbart ist.

Diese Kanten fiihren zu p hin.



Sei G € .#. Nach [3] ist ein n-Schnitt von G eine Menge C' C E(G), die aus
n Kanten besteht, sodass G\ C' in zwei zusammenhingende Komponenten
zerfallt, aber keine echte Teilmenge C” C C' diese Bedingung erfiillt. Die
Komponenten, die durch einen n-Schnitt voneinander getrennt werden,
heiflen n-Stiicke.

Ein solcher n-Schnitt heifit zyklisch, wenn beide zugehorigen n-Stiicke je
einen Kreis enthalten; andernfalls nennt man ihn ¢rivial. Er heif3t
wesentlich, wenn beide n-Stiicke jeweils mehr als einen Kreis enthalten.
Wenn ein Graph keinen zyklischen n — 1-Schnitt enthélt, so nennt man ihn
zyklisch n-zusammenhdngend. Enthalt er zusétzlich einen zyklischen
n-Schnitt, so heifit er zyklisch genau n-zusammenhéngend.

Wenn es in einem Graphen keinen n-Schnitt gibt, so nennt man einen
solchen Graphen n-Kanten-zusammenhéngend. Nach [3] ist der
3-Kanten-Zusammenhang bei kubischen Graphen dquivalent zum {iiblichen

3-Zusammenhang.

Zum Schluss wird das 3-Stiick D definiert. Es besteht aus einem Dreieck, in

dem ein Punkt durch ein weiteres Dreieck ersetzt wurde (Abb. 2.1).

Abb. 2.1 Das 3-Stiick D



2.2 Grundlegende Sitze

Die folgenden Séatze werden in den Beweisen in den folgenden Kapiteln
mehrfach auftauchen. Sie sind nicht Bestandteil einer iiblichen
Graphentheorievorlesung, jedoch mit Grundkenntnissen der Materie leicht

zu verstehen.

Lemma 2.1 Sei G € .% ein Graph mit einer A-Kante e. Ersetzt man
ewnen zu e inzidenten Punkt v durch ein Dreieck, dann wird in diesem
Dreieck auch die Kante €', die keinen Punkt mit e gemein hat, zu einer
A-Kante. (Das gleiche gilt fiir B-Kanten; vgl. Abb. 2.2)

Abb. 2.2 Die markierten Kanten sind A- oder B-Kanten.

Es gilt ebenso umgekehrt: Enthélt ein A-Kanten-Graph ein Dreieck, so
bleibt er auch ein A-Kanten-Graph, wenn man das Dreieck zu einem Punkt
kontrahiert. (Gleiches gilt fir B-Kanten- oder BB-Kanten-Graphen.)

Definition 2.1 Sei G € .% zyklisch 4-zusammenhéngend und
{e1,ea,e3,e4} (in dieser Reihenfolge!) ein zyklischer 4-Schnitt von G. Sei
ferner R eines der dabei entstehenden 4-Stiicke.

Der Graph G’ entsteht, indem man R in G durch eine Kante e = (v}, v})
ersetzt, sodass e; und ey zu v} inzident sind und e3 und e4 zu v}. Der
Graph G” entsteht, wenn stattdessen € = (v{,v}) benutzt wird, sodass e;
und e4 zu v{ und ey und ez zu v} inzident sind. Dann heifit G” die

e-Transponierte von G'. (Und umgekehrt.)
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Abb. 2.3 Konstruktion zueinander e-transponierter Graphen

aus einem zyklisch 4-zusammenh#ngenden Graphen G

Lemma 2.2 Die Graphen G' und G" sind einfach 3-polytopal.

Beweis: Dass jeder Punkt in G’ Grad 3 hat, ist ebenso offensichtlich wie die
Planaritiat von G'.

Angenommen, G' wére nicht 3-zusammenhéngend. Weil G’ kubisch ist,
gibe es dann einen 2-Schnitt in G (Abb. 2.4).

Abb. 2.4 Ein 2-Schnitt in G’ im Vergleich zu G.

WEeil das in G nicht moglich ist, muss eine dieser Kanten e sein; die andere
heifle f. Dann gibt es zwei 3-Schnitte in G. Ist einer von ihnen nicht
zyklisch, dann gibt es zwei Kanten in G’ die sowohl zu e als auch zu f
inzident sind, also eine Doppelkante. Wenn es aber in GG’ eine Doppelkante
gibt, dann gibt es in G einen zyklischen 3-Schnitt (Abb. 2.5). O
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Abb. 2.5 Eine Doppelkante in G’ im Vergleich zu G

Man erkennt im Beweis, dass man nicht zu jedem beliebigen Graphen
G € .Z und jeder beliebigen Kante e € E(G) eine e-Transponierte finden
kann, die einfach 3-polytopal ist. Der zyklische 4-Zusammenhang ist

notwendig.

Lemma 2.3 Sei G € .F nicht der Tetraéder K,. Ersetzt man wie in
Abb. 2.3 eine Kante eines Dreiecks in G durch ein 4-Stiick R, so enthdlt
der resultierende Graph einen zyklischen 3-Schnitt (Abb. 2.6).

A

Abb. 2.6 Zyklisches 4-Stiick A in ein Dreieck eingesetzt
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Kapitel 3
Homogen trassable Graphen

Die Findung von aufspannenden Wegen und Kreisen in Graphen ist
verwandt mit der Frage, ob ein Graph homogen trassabel ist, d.h., ob jeder
Punkt Endpunkt eines Hamiltonweges ist.

Dass hamiltonsche Graphen homogen trassabel sind, ist leicht einzusehen.
Deswegen ist die Untersuchung der homogenen Trassabilitdt nur interessant

fiir nichthamiltonsche Graphen.

Sei nun .# die Teilmenge von ., die aus allen nichthamiltonschen Graphen
mit weniger als 44 Punkten besteht. Die Gestalt dieser Graphen ist aus [10]
bekannt. (In einer Publikation von ALDRED, BAU, HoLTON & MCKAY [1]
aus dem Jahr 2000 wird die Anzahl der Graphen aus .# erwihnt.)

In diesem Kapitel wird bewiesen:

Proposition 1 Sdamtliche Graphen aus .# sind homogen trassabel.

Daraus folgt, dass sdamtliche Graphen aus .% mit weniger als 44 Punkten
homogen trassabel sind. Zunéchst soll gezeigt werden, dass diese Grenze

scharf ist.
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3.1 Der Graph Z,; von Zamfirescu

T. ZAMFIRESCU stellte 1980 in [15] einen Graphen mit 44 Punkten vor, der
nicht homogen trassabel ist: den Zy4 (Abb. 3.1). Es gibt keinen

Hamiltonweg, der im markierten Punkt anfangt.

Abb. 3.1 Z44 (ZAMFIRESCU)

Fiir jeden anderen Punkt v € V(Z,4) existiert ein Hamiltonweg, der in v
beginnt. Aulerdem wird jede Kante des Z44 von einem Hamiltonweg
benutzt. Es existiert also in Z4 keine g-Kante.

Im weiteren Verlauf der Arbeit wird bewiesen (und benutzt), dass auch
homogen trassable Graphen keine S-Kanten enthalten. Die Frage, wie viele

Punkte ein minimaler f-Kanten-Graph hat, ist bislang ungeklart.

Man beachte, dass durch Spiegelung der beiden Kopien des 77 drei weitere
Graphen mit 44 Punkten entstehen, die nicht homogen trassabel sind; Zy4

ist also nicht eindeutig. Ob es noch mehr nicht homogen trassable Graphen
aus . mit 44 Punkten gibt, ist mir nicht bekannt.
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3.2 Zerlegung nichthamiltonscher Graphen
mit 38 bis 42 Punkten

Wie bereits erwéhnt, sind sdmtliche Graphen der Familie .# durch [1] und
[10] bekannt. Dort erfahrt man auch, dass sich diese Graphen in
verschiedene Klassen einteilen lassen.

Die erste Klasse bilden die zyklisch 4-zusammenhédngenden Graphen. Diese
besteht jedoch nur aus drei Graphen, und deren homogene Trassabilitét
kann direkt nachgepriift werden. Alle weiteren Graphen lassen sich an Hand
von 3-Schnitten zerlegen. Die Strategie des vorliegenden Beweises von

Proposition 1 wird auf diesen Zerlegungen beruhen.

Im Folgenden wird beschrieben, aus welchen Einzelteilen diese Graphen
zusammengesetzt sind. Hierzu sind einige weitere Definitionen erforderlich.

Zunichst benotigt man sogenannte A-Sticke.

Sei G ein einfach 3-polytopaler Graph mit einer A-Kante e = (v, w;). Die
beiden anderen zu v adjazenten Punkte seien w, und ws. G’ entstehe aus G,
indem man v und alle zu v inzidenten Kanten entfernt. Dann gibt es in G’

keinen Hamiltonweg zwischen ws und ws.

Definition 3.1 Ein solches G’ heifit A-Stiick, und w; heifit dann A-Punkt
von G'. (Die Definition eines B-Sticks lduft analog.) Die Punkte wy, ws

und ws heiflen dann Aufenpunkte von G'.

Das bekannteste Beispiel fiir ein A-Stiick ist das TUuTTE-Dreieck. Es
entsteht aus dem a16-Graphen, dem kleinsten A-Kanten-Graphen.
A-Stiicke werden in dreieckiger Form dargestellt. Die Ecken des Dreiecks
sind hierbei die Auflenecken des A-Stiicks, wobei der A-Punkt nach oben

weist.
Um alle Graphen aus .# zu erhalten, braucht man folgendes Lemma:

Lemma 3.1 Se: G’ ein A-Stiick. Wenn man in einem Dreieck einen Punkt
durch G' ersetzt, so entsteht daraus ein neues A-Stiick G'. Dabei spielt es

keine Rolle, wie G' orientiert ist.
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Beweis: Sei G € .% der Graph, aus dem G’ entstanden ist. Man erhélt G
aus GG', indem man einen Punkt v hinzufiigt und die drei Aulenpunkte von
G’ durch Kanten mit v verbindet. Dieser Punkt v ist zu einer A-Kante
inzident.

Nun ergénzt man G’ analog zu einem Graphen G € .Z. Dieser Graph G
wiirde auch aus G entstehen, wenn man v durch ein Dreieck ersetzt. (Dieses
Dreieck ist in Abb. 3.2 fettgedruckt.) OJ

%%

A
2N

Abb. 3.2 ¢’/ und G’ werden zu G und G

Wenn G € .# ein A-Stiick H enthélt, das nicht auf diese Weise zu einem
groBeren A-Stiick H in G ergénzt werden kann, so nennt man H ein

mazimales A-Stiick.

Lemma 3.2 Die Graphen in .# lassen sich in drei Klassen aufteilen:
My (zyklisch 4-zusammenhingende Graphen),
A\ (Graphen, die genau ein maximales A-Stiick enthalten) und

My (Graphen, die zwei maximale A-Stiicke enthalten).

Beweis: Ein Graph G € .# kann nicht mehr als zwei maximale A-Stiicke
enthalten, denn jedes A-Stiick enthélt mindestens 15, G aber maximal
42 Punkte.

Angenommen, G ist nicht zyklisch 4-zusammenhéngend, enthélt also einen
zyklischen 3-Schnitt. Dieser trennt G in zwei 3-Stiicke L' und R’, welche
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durch je einen zusétzlichen Punkt [ bzw. r zu Graphen L, R € .% erginzt
werden konnen.

Seien L und R hamiltonsch. Jeder Hamiltonkreis in L benutzt zwei zu [
inzidente Kanten. OBdA enthalte ein Hamiltonkreis K von L die Kanten e;
und es.

Enthélt ein Hamiltonkreis in R die Kanten f; und f5, dann kann er mit K
zu einem Hamiltonkreis in GG vereinigt werden, den es nach Voraussetzung
nicht gibt. Also darf kein Hamiltonkreis in R zugleich die Kanten f; und fo
enthalten. Damit muss jeder Hamiltonkreis in R die Kante f3 enthalten.
Also ist f3 eine A-Kante und R’ ein A-Stiick.

Sei L nicht hamiltonsch. L enthédlt maximal 40 Punkte. Weil nach [1] kein
nichthamiltonscher Graph in .% mit weniger als 42 Punkten zyklisch
4-zusammenhéngend ist, enthélt L einen zyklischen 3-Schnitt. Die
Untersuchungen, die mit G' durchgefithrt wurden, muss man nun rekursiv

auf L anwenden. So findet man in L (und damit in G) ein A-Stiick.
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3.2.1 Graphen aus .#

Die Klasse .#, der zyklisch 4-zusammenhingenden nichthamiltonschen
Graphen mit weniger als 44 Punkten enthélt nur drei Graphen, von denen
jeder aus 42 Punkten besteht. Diese heien NH},, NH}, und NH},

Abb. 3.3 Die Graphen NHj,, NHZ, und N H},

Dass jeder von ihnen homogen trassabel ist, ldsst sich mittels Abb. 3.4, 3.5

und 3.6 durch Ausnutzung der Symmetrien leicht {iberpriifen.

Abb. 3.4 NHj, ist homogen trassabel

18



N H3, ist homogen trassabel



3.2.2 Graphen aus .7

Die Klasse .#, besteht aus Graphen, die genau ein maximales A-Stiick
enthalten. Um zu verstehen, wie ein solcher Graph zusammengesetzt ist,
hilft folgende Uberlegung (vgl. [9]):

Sei K ein B-Kanten-Graph, e = (vy,v2) € E(K) eine B-Kante. Ersetzt man
vy durch ein A-Stiick I dergestalt, dass der A-Punkt von I zu e inzident ist,

dann ist der resultierende Graph G nicht hamiltonsch.
Aus [1] stammt der Satz:

Lemma 3.3 Alle Graphen aus . kann man auf die oben beschriebene
Weise konstruieren. Hierbei ist der Graph K entweder zyklisch
4-zusammenhdngend, oder er entsteht aus einem zyklisch
4-zusammenhdngenden Graphen durch Einsetzung von mazximal zwei

Dreiecken.

Abb. 3.7 links: Ein zyklisch 4-zusammenhéngender B-Kanten-Graph
Mitte: Ein A-Stiick
rechts: Ein Beispielgraph aus .

Da die Graphen von .7 maximal 42 Punkte enthalten diirfen und das
kleinste A-Stiick 15 Punkte enthélt, kommen fiir K nur Graphen mit

maximal 28 Punkten in Frage.
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3.2.3 Graphen aus .Z5

Es bleiben die Graphen, die zwei maximale A-Stiicke enthalten. Auch zur
Zusammensetzung eines solchen Graphen gibt es aufschlussreiche

Voriiberlegungen.

Sei L ein BB-Kanten-Graph, e; = (v, v9) bilde mit e; ein BB-Kanten-Paar.
Man ersetze v; so durch ein A-Stiick 7, dass der A-Punkt von I zu e;
inzident ist. Der so entstandene Graph heifle J.

Sei H ein Hamiltonkreis in J. Es gibt nur drei Kanten, die das A-Stiick I
mit dem Rest des Graphen J verbinden. Deswegen muss H N [ ein
Hamiltonweg in I sein, der zwei der drei Auflenpunkte von I miteinander
verbindet. Weil I ja ein A-Stiick ist, muss einer der so verbundenen Punkte
der A-Punkt von I sein. H benutzt also die Kante e;.

Kontrahiert man nun I auf einen Punkt, so bleibt H ein Hamiltonkreis.
Weil er die Kante e; benutzt, darf er die Kante e, nicht benutzen.

Darum wird ey im neuen Graphen J zu einer B-Kante.

Ein Beispiel fiir einen B-Kanten-Graphen, der sich auf diese Weise

konstruieren lasst, ist der Graph by, der kleinste B-Kanten-Graph in %

(vel. [2], [4]).

Abb. 3.8 by, der kleinste B-Kanten-Graph in %

Alles Weitere ergibt sich analog zu den Graphen aus .1, denn e, ist eine
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B-Kante. Ersetzt man nun einen zu e; inzidenten Punkt v durch ein
A-Stiick I’ so, dass der A-Punkt von [ zu e, adjazent ist, so entsteht ein
nichthamiltonscher Graph. Auch hier gilt nach [1]: Simtliche Graphen aus

M5 entstehen auf diese Weise.

Abb. 3.9 Ein Beispielgraph aus .#5

Da die A-Stiicke I und I” jeweils mindestens 15 Punkte enthalten, darf der
BB-Kanten-Graph L maximal 14 Punkte haben.

So lassen sich alle nichthamiltonschen Graphen mit maximal 42 Punkten
zerlegen. Wie dies bei der Untersuchung der homogenen Trassabilitét hilft,

das wird im folgenden Abschnitt erldutert.
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3.3 Untersuchung der einzelnen Klassen

Ziel dieses Abschnitts ist es, fiir jeden Graphen G € .#, U .#5 und jeden
Punkt v € V(G) eine Methode anzugeben, wie man einen Hamiltonweg
konstruiert, der in v endet. Ist das geschafft, so ist bewiesen, dass alle
Graphen in ., U .#5 homogen trassabel sind. Bevor man das tut, muss

man sich jedoch eine Feinheit ndher anschauen.

3.3.1 Dreiecke

Die Graphen der Klasse .# haben 38 bis 42 Punkte. Es kann passieren, dass

sie Dreiecke enthalten. Diese Fille miissen gesondert behandelt werden.

Lemma 3.4 ([9]) Ein Graph G entstehe aus G, indem ein Punkt durch

ein Dreveck ersetzt wird. Dann gilt:

G hamiltonsch < G’ hamiltonsch

In Lemma 3.4 darf man nach [7] ohne Probleme , hamiltonsch* durch
,trassabel“ ersetzen, nicht aber durch ,homogen trassabel“. Angenommen,
ein Hamiltonweg endet mit einer Kante e in einem Punkt v. Wenn man v
durch ein Dreieck ersetzt, dann kann man den Hamiltonweg so ergénzen,
dass er in zweien der drei Punkte dieses Dreiecks endet. Mit dem dritten
geht das leider nicht (Abb. 3.10).

— <1~

Abb. 3.10 Die Einsetzung eines Dreiecks in einen homogen trassablen Graphen

kann dazu fithren, dass die homogene Trassabilitét verlorengeht.
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Wenn man allerdings zu jedem Punkt garantieren kann, dass er von zwei
Seiten mit einem Hamiltonweg erreicht wird, dann bleibt der Gesamtgraph
auch nach Einsetzung eines Dreiecks homogen trassabel. (Das funktioniert

sogar dann, wenn man statt eines Dreiecks das 3-Stiick D einsetzt.)

Abb. 3.11 Umformung eines Hamiltonweges, in dessen Endpunkt das 3-Stiick D einge-

setzt wurde.

Sei GG ein nichthamiltonscher einfach 3-polytopaler Graph, der ein Dreieck
enthélt. Kontrahiert man das Dreieck zu einem Punkt, so erhélt man einen
nichthamiltonschen Graphen G’, der zwei Punkte weniger enthélt als G.
Daraus lassen sich zwei Schlussfolgerungen ziehen:

1. Weil ¢ mindestens 38 Punkte enthélt und jeder Graph in .# aus
maximal 42 Punkten besteht, kann ein Graph aus . maximal zwei
Dreiecke enthalten.

2. Die Einsetzung eines Dreiecks in GG/ braucht nicht untersucht zu werden,
wenn |V (G")| = 42 ist. (Das schlieit die Graphen der Klasse .# ein.)

Darum werden im Folgenden nur Graphen G € .# untersucht, die keine
Dreiecke enthalten. Fiir |[V(G)| = 42 wird zu jedem Punkt v € V(G) ein
Hamiltonweg konstruiert, der in v endet. Fiir |V(G)| = 38 und |V(G)| = 40
miissen zu jedem Punkt v € V(G) zwei Hamiltonwege konstruiert werden,

die auf verschiedenen Kanten in v enden.
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3.3.2 Graphen aus .7

Sei G € .#, dreiecksfrei. Nach der Definition von .#; enthalt G ein
A-Stiick . Nach Lemma 3.3 wird G durch Kontraktion von I zu einem
Punkt in einen B-Kanten-Graphen K umgewandelt. Ferner ist K zyklisch

4-zusammenhdngend und enthélt maximal 28 Punkte.

Wenn G € 4 ein Dreieck enthilt, dann liegt dieses Dreieck entweder in [
(und verschwindet durch die Kontraktion von [ auf einen Punkt) oder in
G\ I. Im letzteren Fall kann man zunéchst I und dann das Dreieck auf
einen Punkt kontrahieren und erhélt damit einen zyklisch

4-zusammenhéngenden Graphen mit maximal 26 Punkten.
Ziel dieses Abschnitts ist der Beweis folgender Aussage:

Lemma 3.5 Jeder Punkt in G\ I ist Endpunkt eines Hamiltonweges in G.

Beweis: Aus [10] ist bekannt, dass es nur vier zyklisch
4-zusammenhéngende B-Kanten-Graphen mit maximal 28 Punkten gibt:

Abb. 3.12 Die B-Kanten-Graphen big, b34, b3s und bag

Die markierten Kanten sind die B-Kanten.
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Die Graphen bjg, b3s und b3 sind bereits aus [8] bekannt. Dort heiien sie
allerdings B26.1, B26.3 und B26.6.

Sei G € .#, dreiecksfrei und I C G ein A-Stiick. Sei P ein Hamiltonweg in
G, der keinen Endpunkt in I hat. Wenn man [ zu einem Punkt kontrahiert,
entsteht ein zyklisch 4-zusammenhéngender B-Kanten-Graph K € % —
einer der vier Graphen aus Abb. 3.12. Dann verwandelt sich P in einen

Hamiltonweg in K, der jede B-Kante von K enthélt.

Findet man also in jedem dieser vier Graphen zu jedem Punkt v € V(K)
einen Hamiltonweg, der alle B-Kanten von K benutzt und in v endet, dann
bleibt dieser Weg auch nach Einsetzung von I ein Hamiltonweg. Diese
Hamiltonwege muss man also in allen vier zyklisch 4-zusammenhédngenden

B-Kanten-Graphen mit maximal 28 Punkten suchen.

Findet man zu jedem Punkt v € V(K) zwei Hamiltonwege, die in v enden
und verschiedene zu v inzidente Kanten benutzen, dann bleibt mindestens
einer von beiden Wegen auch nach Einsetzung von I und dem Dreieck ein
Hamiltonweg. Letzteres ist fiir bog nicht erforderlich, denn nach Einsetzung
eines minimalen A-Stiickes und eines Dreiecks hétte dieser Graph

44 Punkte. Diese Hamiltonwege muss man also in bl, b3, und b3s suchen.

(%) U3

Abb. 3.13 Erweiterung eines Hamiltonweges in bl nach Einsetzung eines Dreiecks

Nun soll P alle B-Kanten benutzen. Jeder Hamiltonweg, der in v endet,

enthalt nur eine zu v inzidente Kante. Ist v in K zu einer B-Kante e
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inzident, so gibt es nach Voraussetzung nur eine zu v inzidente Kante, die
ein solches P enthalten darf. K’ entstehe aus K, indem man man v durch
ein Dreieck f = {v1,vq,v3} ersetzt, wobei v; zu e inzident sei. Dann kann P
zu einem Hamiltonweg mit Endpunkt v, oder v3 verlingert werden, der alle
B-Kanten von K’ benutzt. Fiir v; geht das nicht (Abb. 3.13).

Weil aber jeder Graph mit weniger als 38 Punkten hamiltonsch ist, enthélt
K einen Hamiltonkreis C'. Da e = (v, w) eine B-Kante ist, kann C die
Kante e nicht enthalten. Darum muss C die anderen zu v und w inzidenten
Kanten enthalten. Ersetzt man nun v durch das Dreieck f, dann kann man
C' durch vy und vs umleiten. Verbindet man nun v; mit w und lésst dafiir
eine der beiden anderen zu w inzidenten Kanten weg, so erhélt man im

Graphen K’ einen Hamiltonweg, der alle B-Kanten benutzt und in v; endet.

%) 3

Abb. 3.14 Aufbrechen eines Hamiltonkreises in b nach Einsetzung eines Dreiecks

Es geniigt also, in jedem der vier Graphen bg, b3, bs und by zu jedem
Punkt v einen Hamiltonweg zu finden, der alle B-Kanten enthélt und in v
endet, sowie in big, b3 und bis zu jedem v, das nicht zu einer B-Kante
inzident ist, einen zweiten Hamiltonweg zu finden, der in v mit eine andere
Kante endet als der erste. Dies wird mit den folgenden Abbildungen

erledigt.
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Abb. 3.15 In jedem v € V(bl;) endet ein Hamiltonweg, der die B-Kante enthiilt.
Ist v nicht zur B-Kante inzident, dann endet dort ein zweiter solcher Weg,

der eine andere zu v inzidente Kante benutzt als der erste.
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Abb. 3.16 Analoge Hamiltonwege in b3, (Symmetrien beachten!)

Hier miissen jeweils zwei B-Kanten durchlaufen werden.
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Abb. 3.17 analoge Hamiltonwege in b3,
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Abb. 3.18 In jedem Punkt in bsg endet ein Hamiltonweg, der die B-Kante benutzt.
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3.3.3 Graphen aus .Z5

Sei G € .#, dreiecksfrei. Nach der Definition von .#5 enthalt G zwei
maximale A-Stiicke I; und I. Durch Kontraktion von I; und I zu je einem
Punkt wird G in einen BB-Kanten-Graphen K umgewandelt. Ferner
enthilt K maximal 14 Punkte.

Wenn G € . ein Dreieck enthilt, dann liegt dieses Dreieck entweder in Iy
bzw. I (und verschwindet durch die Kontraktion von /; und /5 auf einen
Punkt) oder in G'\ (I3 U I5). Im letzteren Fall kann man zunéchst I, und I,
und dann das Dreieck auf je einen Punkt kontrahieren und erhéilt damit
einen neuen BB-Graphen mit maximal 12 Punkten. Auch dieser konnte ein
Dreieck enthalten, doch nach Kontraktion dieses Dreiecks kommt ein
BB-Graph mit 10 Punkten heraus. Weil es keine kleineren BB-Graphen in

Z gibt, muss man maximal zweimal ein Dreieck kontrahieren.
In diesem Abschnitt wird folgende Aussage bewiesen werden:

Lemma 3.6 Jeder Punkt in G\ (I; U I) ist Endpunkt eines

Hamiltonweges in G.

=

Abb. 3.19 Die BB-Kanten-Graphen bbyg, bbi,, bb?, und bb3,.

Die markierten Kanten sind alle BB-Kanten-Paare.
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Beweis: Aus [10] ist bekannt, dass es nur vier dreiecksfreie
BB-Kanten-Graphen mit maximal 14 Punkten gibt: bbyg, bbi,, bb?, und bb3,
(vgl. Abb. 3.19). Dabei beachte man allerdings, dass es bei bbj, zwei

nicht-isomorphe Méglichkeiten gibt, ein Paar BB-Kanten auszuwéhlen.

Die Beweisschritte laufen analog zum vorigen Kapitel, wobei der
Hamiltonweg P die beiden BB-Kanten enthalten soll. Diesmal muss fiir die
bby4-Graphen kein zweiter Hamiltonweg gefunden werden. (Setzt man zwei
minimale A-Stiicke ein, dann ergibt sich ein Graph der Gréfle 42. Wenn
man dort zusétzlich ein Dreieck einsetzt, gehort der resultierende Graph
nicht mehr zu .#.) Man beachte hierbei jedoch, dass G auch das 3-Stiick D

enthalten kann.

Wenn v zu einer BB-Kante e = (v, w) inzident ist, gibt es dhnliche
Probleme wie oben. Sei P ein Hamiltonweg in K, der ein BB-Kantenpaar
enthélt. Angenommen, das 3-Stiick D wird fiir v eingesetzt. Dann kann
man aber zu jedem Punkt vy € D entweder von P oder von einem
Hamiltonkreis ausgehend einen Hamiltonweg mit Endpunkt vy finden, der
beide BB-Kanten benutzt (Abb. 3.20).
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Abb. 3.20 oben links: Hamiltonkreis, der eine der beiden BB-Kanten benutzt

rechts: Umleitungen, falls an die andere BB-Kante in v der 3-Schnitt D eingesetzt wird

RS,
&S

Mitte: Hamiltonweg durch alle BB-Kanten fiir die anderen drei Punkte aus D

unten: analoge Einsetzungen, falls D gedreht ist

Diesmal geniigt es also, in jedem der vier Graphen bbi,, bb?, und bb3, zu
jedem BB-Kanten-Paar und jedem Punkt v einen Hamiltonweg zu finden,
der beide BB-Kanten enthélt und in v endet, sowie in bbyy zusétzlich zu
jedem v, das nicht zu einer BB-Kante inzident ist, einen zweiten
Hamiltonweg zu finden, der in v mit eine andere Kante endet als der erste.
Unter Beriicksichtigung aller Symmetrien findet man alle nétigen

Hamiltonwege in den folgenden Zeichnungen.
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Abb. 3.21 Hamiltonkreise und -wege in den BB-Kanten-Graphen (Symmetrien beach-
ten!)

Die Hamiltonkreise benutzen je einen BB-Kanten, die Hamiltonwege jeweils ein Paar
BB-Kanten.
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3.3.4 A-Stiicke

Ziel des gesamten Kapitels ist ja der Beweis, dass alle Graphen in .#
homogen trassabel sind, dass also jeder Punkt in jedem dieser Graphen

Endpunkt eines Hamiltonweges ist.

Fiir die Graphen, die kein A-Stiick enthalten, ist das auch bereits bewiesen.
Ferner wurde gezeigt, dass in jedem Graphen G € ., der ein A-Stiick [
enthélt, jeder Punkt v Endpunkt eines Hamiltonweges ist, wenn er nicht in
I liegt. Wenn man jetzt noch zu jedem Punkt in I einen Hamiltonweg

konstruieren kann, der dort endet, dann ist der Beweis fertig.

Reduziert man I zu einem Punkt, so entsteht ein B-Kanten-Graph. Weil
der kleinste B-Kanten-Graph 24 Punkte enthélt und G selbst maximal
42 Punkte enthalten darf, besteht I aus maximal 19 Punkten. Welche
A-Stiicke dieser Grofle gibt es?

Wieder einmal wird zunéchst der dreiecksfreie Fall betrachtet. Dann liefert
wieder [10], dass 25 A-Stiicke mit maximal 19 Punkten existieren: eins mit
15 Punkten (das ist das TUTTE-Dreieck 7}), vier mit je 17 Punkten und

zwanzig mit je 19 Punkten.

Von den vier A-Stiicken mit je 17 Punkten entstehen aber drei, indem man
T; in ein Dreieck einsetzt. Das A-Stiick, das iibrigbleibt, heifit ab sofort a7
(vgl. Abb. 3.22). Man beachte, dass die anderen drei A-Stiicke kein Dreieck

enthalten, obwohl sie mit einem Dreieck konstruiert wurden.

VYNNG

Abb. 3.22 links: a7

rechts: drei A-Stiicke, die bei Einsetzung des T3 in ein Dreieck entstehen.
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Von den zwanzig A-Stiicken mit je 19 Punkten entstehen zwolf durch
Einsetzung eines A-Stiicks mit 17 Punkten in ein Dreieck und sieben
weitere durch den Austausch einer Kante in 7} gegen ein Doppel-Viereck.
Das A-Stiick, das bei dieser Aufzihlung iibrigbleibt, heiit aly, die sieben

Graphen der zweiten Menge heiflen a?, bis af,.

Zunachst werden alle A-Stiicke betrachtet, die nicht durch Einsetzung eines
kleineren A-Stiicks in ein Dreieck entstehen. Diese sind in Abb. 3.23
dargestellt.

A L A
AN /B AN AN
AN L2 A

Abb. 3.23 Von links oben nach rechts unten: Die zehn A-Stiicke 7%, ai7 und alq bis afy

Die A-Stiicke in Abb. 3.23 sind als Dreiecke dargestellt, deren jeweiliger
A-Punkt nach oben weist. Es gibt also keinen Hamiltonweg in einem dieser
A-Stiicke, der die beiden Punkte links und rechts unten als Endpunkte hat.
Aber jeder von ihnen kann durch einen Hamiltonweg mit dem A-Punkt

oben verbunden werden.

Zuriick zum Gesamtgraphen G € ., der eines dieser A-Stiicke enthélt.

Kontrahiert man das A-Stiick I zu einem Punkt v, so entsteht aus G ein
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B-Kanten-Graph K, der einen Hamiltonkreis H enthélt. FErsetzt man v
wieder durch I, dann enthélt H die beiden Kanten, die I mit dem
restlichen Graphen verbinden und gerade zu den beiden Punkten a und b
inzident sind, die nicht durch einen Hamiltonweg in [ miteinander
verbunden werden konnen. Deswegen kann H nicht zu einem Hamiltonkreis
in G fortgesetzt werden — wohl aber zu einem Hamiltonweg, dessen

Endpunkte beide in [ liegen.

Konkret macht man das folgendermaflen: Findet man zu einem Punkt

v € V(I) einen aufspannenden 2-Pfad-Faktor P, der vy mit @ und einen
weiteren Punkt vy € V/(I) mit b verbindet oder umgekehrt (wobei vy, v1, a
und b die Endpunkte des 2-Pfad-Faktors sein sollen), so kann man H mit P
zu einem Hamiltonweg in G kombinieren, der vy und v; als Endpunkte hat
(s. Abb. 3.24).

Abb. 3.24 Der Hamiltonkreis im B-Kanten-Graphen wird zu einem Hamiltonweg in G

(Man beachte iibrigens, dass auch a oder b als vy in Frage kommen. In

diesem Falle sind die Komponenten von P gerade der Punkt vy sowie ein
Weg, der I\ {vo} aufspannt.)

Findet man also zu jedem A-Stiick I fiir jeden Punkt einen solchen
2-Pfad-Faktor, dann ist jeder dieser Punkte Endpunkt eines Hamiltonweges
in jedem Graphen G € ., der I enthilt.

Findet man weiterhin zu jedem solchen Punkt v, einen zweiten

aufspannenden 2-Pfad-Faktor wie oben, der den Endpunkt v, iiber eine
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andere inzidente Kante erreicht als der erste, dann kann man in vy auch ein
Dreieck einsetzen (und in das Dreieck noch ein Dreieck einsetzen), und

jeder Punkt des Dreiecks wére Endpunkt eines Hamiltonweges in G.

Dass man einen solchen Alternativweg nicht immer findet, liegt auf der
Hand: Ein 2-Pfad-Faktor enthélt immer einen Weg, der in a beginnt und
einen Weg, der in b beginnt. Ist zum Beispiel vy = a oder vy = b, dann
schrumpft der Weg, der vy mit einem dieser Punkte verbinden soll, zu einem
Punkt zusammen. Der Hamiltonweg, dessen Endpunkt vy sein soll, wiirde

dann zwangslaufig in der Kante enden, die von G \ I aus nach vy lduft.

Abb. 3.25 Will man einen Hamiltonkreis in K zu einem Hamiltonweg in G erweitern,

konnen bestimmte Punkte in I nur von einer Seite erreicht werden.

Fiir solche Fille gibt es aber die Mo6glichkeit, vy durch einen aufspannenden
Weg P’ mit ¢ zu verbinden, sodass P’ eine andere zu ¢ inzidente Kante
benutzt als der 2-Pfad-Faktor von I. Zur Erinnerung: Jeder
B-Kanten-Graph mit maximal 28 Punkten enthélt zu jedem Punkt v einen
Hamiltonweg H, der in v endet und alle B-Kanten benutzt. Also auch fiir
die Punkte, die zu einer B-Kante inzident sind. Ersetzt man einen dieser
Punkte durch das A-Stiick I, dann kann man P’ durch H zu einem
Hamiltonweg in GG erweitern, dessen Endpunkt vg ist. Wenn dieser
Hamiltonweg eine andere zu v, inzidente Kante benutzt, kann er als
Alternative zum 2-Pfad-Faktor verwendet werden.

Um das Kapitel abzuschlieBen, muss man also folgenden Sachverhalt
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Abb. 3.26 Alternative Konstruktion iiber die c-Kante

beweisen:

Lemma 3.7 Zu jedem A-Stiick I mit bis zu 19 Punkten und jedem

vo € V(I) gibt es einen 2-Pfad-Faktor, der von a und b ausgehend den
Punkt vq tiber eine Kante e erreicht.

Gilt |V(I)| < 17, so gibt es entweder einen zweiten 2-Pfad-Faktor mit
denselben Figenschaften oder einen Hamiltonweg, der vy mit ¢ verbindet,
wobei dieser zweite aufspannende Teilgraph den Punkt vy tiber eine andere

Kante €' erreicht.

Beweis: Bei T} und a7 ist es unvermeidlich, all diese Teilgraphen anhand

einer Zeichnung zu suchen.
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Abb. 3.27 Teilgraphen in T3
Jeder Punkt in T} ist Endpunkt eines hervorgehobenen Teilgraphen
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Bei aly braucht man zumindest zu jedem Punkt einen 2-Pfad-Faktor, der

dort endet. Auch hier kommt man an der Zeichnung nicht vorbei.

VAN -NPN N
VO NS

Abb. 3.29 Teilgraphen in a}y (Symmetrie beachten!)

Die Graphen ai, bis afy entstehen aus 77, indem man eine Kante durch ein
Doppelviereck ersetzt. Aus einem Satz in [3] folgt, dass bei einer solchen
Ersetzung auch jeder Hamiltonkreis oder -weg im kleineren Graphen zu
einem Hamiltonkreis oder -weg im grofleren Graphen umgewandelt werden
kann. Die einzigen Punkte, die hier noch néher untersucht werden miissen,

sind also die Punkte, die zu diesen Doppelvierecken gehéren.

Abb. 3.30 Enden eines Weges in einem Doppel-Viereck

Abb. 3.31 Enden eines Weges in einem Tripel-Viereck
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In diesem Zusammenhang gibt es einen weiteren Vorteil: Doppel- und
Tripelvierecke sind bipartit. Und ein Hamiltonweg, der das Doppel- bzw.
Tripelviereck nicht mehr verldsst und in einem Punkt der einen Partition
endet, kann in jedem anderen Punkt der gleichen Partition enden (vgl.
Abb. 3.30, 3.31).

Mit diesen Vorkenntnissen kann man nun die a-Schnitte a?, bis af,

untersuchen:

AA AL
BN AN

VNV N
N AN

Abb. 3.32 ai, bis afy und aufspannende 2-Pfad-Faktoren,

die in einem Doppel-Viereck einen Endpunkt haben.
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Als letztes kommen die A-Stiicke, die durch Einsetzung des T oder des a7
in ein Dreieck oder den 3-Schnitt D entstehen. Es ergibt sich bekanntlich
ein neues A-Stiick, das so in einen B-Kanten-Graphen K eingesetzt wird,
dass der A-Punkt inzident zur B-Kante sein soll. Setzt man D oder ein
Dreieck in einen Punkt in K ein, der zu einer (im Bild nach oben
gezeichneten) B-Kante inzident ist, dann werden die iibrigen markierten
Kanten ebenfalls zu B-Kanten. Jeder Hamiltonkreis in A muss also durch
die nicht markierten Kanten umgeleitet werden.

In Abb. 3.33 sind die Kanten markiert, die zu B-Kanten werden.

Abb. 3.33 Mit der oberen werden auch die iibrigen markierten Kanten B-Kanten

Die A-Stiicke, die durch Einsetzung von T} oder a7 in ein Dreieck oder das
3-Stiick D entstehen, werden in Abb. 3.34 aufgelistet. Das kleine
hervorgehobene Dreieck ist dabei T} bzw. ai7, wobei der A-Punkt zur fett

gedruckten Kante inzident sei.

AA A A

ININ LN LN LN

Abb. 3.34 A-Stiicke, die durch Einsetzung in Dreiecke entstehen
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Sei [ einer dieser Teilgraphen, I’ die in ihm enthaltene Kopie von 77, von
a7 oder von T mit einem eingesetzten Dreieck. Nun gibt es zu jedem
Punkt v € V(I) ja einen Punkt v € V(I’) sowie einen aufspannenden
2-Pfad-Faktor P mit Komponenten P; und P, die diese beiden Punkte mit
den Ecken von I’ verbinden, die zu den diinnen Kanten in Abb. 3.34
inzident sind. Entlang der diinnen Kanten kann man I’ so mit den Punkten
unten links und unten rechts verbinden, dass P zu einem aufspannenden
2-Pfad-Faktor in I fortgesetzt wird.

Ein Problem entsteht dann, wenn man 7} so in ein Dreieck einsetzt wie in
Abb. 3.34 oben links. Wenn man in diesem Fall ein weiteres Dreieck in
einen Punkt v € V(7)) einsetzt, braucht man je nach Wahl von v einen
Hamiltonweg in T}, der v mit dem A-Punkt des T} verbindet. Das so
entstandene A-Stiick heifle 77.

Aber T7 hat 19 Punkte. Es kann also nur in den minimalen
B-Kanten-Graphen eingesetzt werden. Wie man einen Hamiltonkreis in
diesem Graphen zu einem Hamiltonweg umformt, der iiber den A-Punkt in
T] gelangt, wird in Abb. 3.35 vorgefiihrt.

Abb. 3.35 Umwandlung eines Hamiltonkreises nach Einsetzung von T}
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Fiir alle vg € I’ findet man also immer einen Hamiltonweg, der in vy endet.
Man muss also nur noch die Punkte in I\ I’ betrachten, also im Dreieck
oder im 3-Schnitt D. In Abb. 3.36 wird jeder Punkt v € V(I \ I") entweder
durch einen aufspannenden Weg mit dem A-Punkt von [ verbunden, oder
man findet einen aufspannenden 2-Pfad-Faktor, dessen eine Komponente
einen Weg von v zur linken oder rechten unteren Ecke darstellt und dessen
andere den jeweils anderen Eckpunkt als Endpunkt hat. Man beachte
dabei, dass jeder Weg entweder in I’ endet oder I’ iiber den A-Punkt

wieder verlasst.

47



FAVAYAS
o A e
LAVAYVAN
INENIN LA
LN N
NN N LD LA
INEB NN LA

Abb. 3.36 Die fettgedruckten Dreiecke sind A-Stiicke, deren A-Punkt inzident zur fett-
gedruckten Kante ist.

Die gepunkteten Linien sind aufspannende 2-Pfad-Faktoren.
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Der einzige Fall, fiir den kein solcher aufspannender Teilgraph aufgestellt
werden kann, ist in Abb. 3.37 dargestellt.

Abb. 3.37 Der markierte Punkt ist weder Endpunkt eines aufspannenden 2-Pfad-Faktors

mit Endpunkten a und b noch eines Hamiltonweges mit Endpunkt ¢

Allerdings enthélt dieses 3-Stiick bereits 19 Punkte. Der restliche Graph
muss also der minimale B-Kanten-Graph by sein. In diesem Fall entsteht
ein Graph wie in Abb. 3.38.

Abb. 3.38 Links: Einer der schwarzen Punkte muss so durch T ersetzt werden,
dass der A-Punkt zur markierten Kante inzident ist

Rechts: Hamiltonweg, der im weiflen Punkt endet
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Damit wurden sdmtliche Teilgraphen iiberpriift, die sich zu einem Graphen
G € . zusammensetzen lassen. Jeder Punkt, den sie enthalten, kann durch
diese Konstruktionen zum Endpunkt eines Hamiltonweges in G gemacht

werden.

Das Gesamtergebnis lautet also:
Jeder einfach 3-polytopale Graph mit bis zu 42 Punkten ist

homogen trassabel.
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Kapitel 4

Tuttesche Teilgraphen

4.1 Finf Teilgraphen und ihre besonderen
Eigenschaften

Die Frage nach einem minimalen nichthamiltonschen Graphen in .# (d. h.
einem Graphen, der bei moglichst kleiner Anzahl von Punkten keinen
aufspannenden Kreis enthélt) wurde in der Literatur bereits ausgiebig
untersucht. Diese Fragestellung lasst sich auf andere aufspannende

Teilgraphen erweitern.

Will man moglichst kleine Graphen in .% konstruieren, die einen
bestimmten aufspannenden Teilgraphen nicht enthalten sollen, so sind
oftmals bestimmte 3-Stiicke hilfreich. Das bekannteste von ihnen ist das
TUuTTE-Dreieck 77, das kleinste A-Stiick. Es enthélt bekanntlich zwei
Punkte von Grad 2, zwischen denen es keinen Hamiltonweg gibt. (Die
Minimalitdt und Eindeutigkeit von T} resultiert aus der Tatsache, dass a4

der eindeutige minimale A-Kanten-Graph ist.)
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w1

w2 w3

Abb. 4.1 Das TUTTE-Dreieck T} (mit Symbol)

Analog kann man 3-Stiicke finden, das einen Punkt von Grad 2 enthélt, der
zu keinem der beiden anderen durch einen Hamiltonweg verbunden werden
kann. Das kleinste 3-Stiick, mit dem das moglich ist, ist by (Abb. 4.2).

wy

1 1
Wy w3

Abb. 4.2 Das 3-Stiick by3 (mit Symbol)

bos entsteht aus dem kleinsten B-Kanten-Graphen byy durch Entfernung
eines Punktes v!, der zu einer B-Kante inzident ist. Der andere inzidente

Punkt sei wy, die weiteren zu v' adjazenten Punkte w3 und wj.

52



Wenn man w; durch einen Hamiltonweg mit wi oder w3 verbinden kénnte,
dann wére es moglich, diesen Weg zu einem Hamiltonkreis in by, zu

erweitern, der die Kante zwischen wi und v! benutzt. Die ist aber eine
B-Kante.

Spiegelt man die Kopie von T}, so ergibt sich ein anderes 3-Stiick, das nicht

zu bog isomorph ist. beg ist also nicht eindeutig.

Ersetzt man Punkt w{ nun durch eine Kopie I des T}, sodass der A-Punkt
von [ den Grad 2 bekommt, dann ergibt sich der Graph LBB’ (Abb. 4.3).
In diesem Graphen kann von den drei Punkten von Grad 2 kein Paar durch
einen Hamiltonweg verbunden werden.

2
wi

&

2 2
w5 w3

Abb. 4.3 Der Graph LBB’ (mit Symbol)

LBB' entsteht alternativ aus dem Graphen von BOSAK, LEDERBERG und
BARNETTE, indem man einen Punkt v? entfernt, der zum A-Punkt einer
Kopie des T} adjazent ist. Konnte man zwei der drei Punkte durch einen
Hamiltonweg P in L BB’ verbinden, dann kénnte man P in LBB zu einem

Hamiltonkreis erweitern, den es in LB B bekanntlich nicht gibt.
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LBB’ ist minimal (wenn auch nicht eindeutig) unter allen 3-Stiicken von
Graphen aus .# mit der Eigenschaft, dass man keine zwei der drei Punkte
von Grad 2 durch einen Hamiltonweg miteinander verbinden kann, weil

LBDB ein minimaler nichthamiltonscher Graph in .% ist.

Das vierte 3-Stiick ist T5. Wenn man den A-Punkt eines 77 als w;
bezeichnet und die beiden anderen Punkte als wy bzw. w3, so entsteht T5
bei Ersetzung von ws durch eine Kopie I des T}, wenn der A-Punkt von [
im neuen A-Stiick ebenfalls zum Auflenpunkt wird. (Er landet also an der
Stelle, wo sich urspriinglich w3 befand.) Dieser heifit nun w3; w; und wy

werden zu w$ und w3.

w}

3 3
wy w3

Abb. 4.4 Das 3-Stiick T3 (mit Symbol)

In diesem 3-Stiick gibt es keinen Hamiltonweg H, der w3 als Endpunkt hat.
(Lage der andere Endpunkt von H in I, dann kénnte man I zu ws
zusammenfassen und erhielte so einen 77 mit einem Hamiltonweg von w,
nach ws. Lége er nicht in I, dann wéahre H N [ ein verbotener Hamiltonweg

in einem Tutte-Dreieck.)

Lemma 4.1 FEs gibt kein kleineres 3-Stiick G’ eines Graphen G € F,
sodass es einen Punkt uy € V(G') von Grad 2 gibt, der nicht Endpunkt

eines Hamiltonweges in G' sein kann.
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Beweis: Sei G’ ein solches 3-Stiick, die weiteren beiden Auflenecken heiflen
ug und ug G entsteht aus G’ durch Hinzufiigen eines Punktes v und der
Kanten (v, u1), (v, us), (v,us). Wenn es einen Hamiltonkreis in G gibt, der

e := (v,uy) enthédlt, dann gibt es einen Hamiltonweg in G’, der u mit wu;
oder us verbindet. Widerspruch!

Also muss e eine B-Kante sein. Aulerdem darf es keinen Hamiltonweg in G
geben, der in v beginnt und die Kante e benutzt. Des weiteren darf kein
Hamiltonweg in G, der in v beginnt, in a enden. (Sonst kénnte man e
hinzunehmen und hétte einen Hamiltonkreis, der e benutzt.) Jeder
Hamiltonweg P, der in v endet, muss also a durchlaufen, ohne e zu
benutzen.

Wenn man nun eine Kopie I von T} so in u; einsetzt, dass e zum A-Punkt
von [ inzident ist, dann ergibt sich ein Graph H. Ein Hamiltonweg P’, der
v als Endpunkt hat, miisste dann I so durchlaufen, dass die Kante e nicht
benutzt wird. Damit wiare P’ N I ein Hamiltonweg zwischen den zwei
AufBlenecken, die keine A-Punkte sind. Weil dies nicht moglich ist, enthalt H
keinen Hamiltonweg, der in v beginnt, ist also nicht homogen trassabel.
Angenommen, G’ ist kleiner als T;. Weil T genau 29 Punkte enthélt, darf
G maximal 28 Punkte enthalten. H enthélt damit maximal 42 Punkte, und

alle Graphen in .# mit maximal 42 Punkten sind homogen trassabel.

Definition 4.1 Sei J eine Kopie des T3 in einem Graphen G € .%. Dann
wird der Punkt w3 von Grad 2, in dem kein Hamiltonweg in J beginnen
darf, als B-Punkt bezeichnet.

Sowohl die Kopie des T} als auch der urspriingliche 77 konnen gespiegelt
werden. Die so erhaltenen, nicht zu 75 isomorphen Graphen haben ebenfalls

die oben beschriebenen Eigenschaften. T, ist also nicht eindeutig.
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Das fiinfte 3-Stiick, das hier untersucht wird, ist 73 (Abb. 4.5). Es entsteht
aus Ty, indem der B-Punkt durch eine Kopie J des T} ersetzt wird, sodass
der A-Punkt von J im fertigen 3-Stiick den Grad 2 hat. Alternativ ldsst
sich T5 aus Zy4 erzeugen, indem man den Punkt v entfernt, der nicht

Anfangspunkt eines Hamiltonweges sein kann.

Abb. 4.5 Das 3-Stiick T35

Angenommen, es gidbe einen Hamiltonweg P in T5. P muss in beiden
Kopien I und J des T} einen Endpunkt haben, weil sonst P NI oder PN J
ein verbotener Hamiltonweg wére. Aus einem solchen P wiirde aber nach
Kontraktion von I und J zu je einem Punkt ein verbotener Hamiltonweg
entstehen. Also ist T3 nicht trassabel. Mehr noch:

Lemma 4.2 FEs gibt kein kleineres nichttrassables 3-Stiick als Ts.

Beweis: Alle Graphen in .% mit weniger als 44 Punkten sind homogen
trassabel. Darum wiirde aus einem kleineren 3-Stiick J' durch Ergénzung
eines Punktes v und dreier Kanten, die v mit den Auflenecken von J’
verbinden, ein homogen trassabler Graph J entstehen. In J gébe es einen
Hamiltonweg P, der in v endet. Dann wire P N J' ein Hamiltonweg, der in
einer der Auflenecken von J’ beginnt. Deswegen gibt es kein kleineres

nichttrassables 3-Stiick eines Graphen in .%. []
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Der Beweis liefert iibrigens eine noch stéirkere Aussage: Jedes 3-Stiick, das
kleiner ist als T3, ist nicht nur trassabel, sondern enthélt auch mindestens

einen Hamiltonweg, der in einer der Auflenecken anfiangt.

So wie Z44 mit seinen Eigenschaften nicht eindeutig ist, ist es auch T3 nicht.

Das erkennt man, wenn man die Kopien des T} spiegelt.

4.2 Anwendungen

Die Graphen T, T5, T3, LBB' und by3 finden viele Anwendungen in der
Fragestellung, ob es moglich ist, einen moglichst kleinen Graphen aus .% zu
konstruieren, der einen bestimmten aufspannenden Teilgraphen nicht

enthalten soll. Einige dieser Anwendungen werden nun vorgestellt.

4.2.1 n-Wege-Trassabilitét

Definition 4.2 Ein Graph heifit n- Wege-trassabel, wenn er eine

aufspannende Vereinigung von maximal n Wegen enthélt.

Lemma 4.3 Wenn ein Graph G eine Kopie I von T3 und einen

aufspannenden n-Weg P enthdlt, dann ist I N P nicht zusammenhdngend.

T5 ist nicht trassabel. Weil jede Zusammenhangskomponente von I N P ein

Punkt oder ein Weg sein muss, kann keine von ihnen [ aufspannen.

Q

@)

C O

Abb. 4.6 Graph G firn =6 odern =17
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Proposition 2 Sei G der bipartite Graph aus Abb. 4.6, die 2-Partition der
Punktemenge sei {V1,Va}, wobei

n+ 1, n ungerade
Vil = [Va| =
n+ 2, n gerade.

mit k € N. Wenn n+ 1 Punkte aus Vo durch Kopien von T3 ersetzt werden,
st der Ergebnisgraph nicht n-Wege-trassabel und hat 44n + 44 Punkte fiir

ungerades n bzw. 44n + 46 Punkte fiir gerades n.

N
>

O

Abb. 4.7 Ein aufspannender 3-Weg wird transformiert

Beweis: Sei H der Ergebnisgraph. Angenommen, H enthielte einen
aufspannenden n-Weg P. Fiir jede Kopie I von T3 in H muss I N P aus
mehr als einer Komponente bestehen. Wenn jede dieser Komponenten auf
einen Punkt zusammengezogen wird und alle Kanten aus H \ P entfernt
werden, erhélt man eine Vereinigung K aus n disjunkten Wegen (Abb. 4.7).
Waéhrend der Transformation von G iiber H zu K verédndert sich die
Anzahl der schwarzen Punkte nicht. Wenn alle anderen Punkte in K als
weifle Punkte betrachtet werden, dann diirfen keine zwei weiflen Punkte
adjazent sein. Weil aber I N P fiir jede Kopie I von 75 in H aus mehr als
einer Komponente besteht und n + 1 solcher Kopien in H existieren, muss
K mindestens n + 1 mehr weifle als schwarze Punkte enthalten. Weil sich in
jedem bipartiten Weg die Anzahl der Punkte beider Partitionen um
hochstens 1 voneinander unterscheiden darf, ist die Anzahl der Wege grofier
als n. Widerspruch! [

o8



O

Abb. 4.8 Ein nicht-2-Wege-trassabler Graph, 134 Punkte

Ein Graph, der geméfl der Proposition fiir n = 2 konstruiert wurde, ist in
Abb. 4.8 dargestellt. Er wurde 2002 von C. STRAUCH [14] gefunden.
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4.2.2 Y-Baum-Trassabilitat

Unter einem Y -Baum versteht man einen Baum, der maximal einen Punkt
von Grad 3 und keinen von Grad > 4 enthilt. Ein Graph in .%, der einen

aufspannenden Y-Baum enthélt, enthélt auch einen aufspannenden 2-Weg.

Der Umkehrschluss gilt nicht. Ein Gegenbeispiel hierzu ist Z, der Graph
aus Abb. 4.9.

Abb. 4.9 Graph Z mit (gepunktetem) aufspannendem 2-Weg

Die Dreiecke stehen fiir Kopien des 75, deren B-Punkte miteinander verbunden sind.

Proposition 3 Z enthdlt einen aufspannenden 2-Weg, aber keinen

aufspannenden Y-Baum.

Beweis: Den 2-Weg sieht man in Abb. 4.9. Um von einem Y-Baum
aufgespannt zu werden, miisste es einen 2-Weg mit zwei Komponenten A
und B enthalten, wobei ein Endpunkt von A zu einem Punkt von B
adjazent ist.

Seien A und B die Zusammenhangskomponenten eines aufspannenden
2-Weges in Z. Jetzt muss gezeigt werden, dass kein Endpunkt von A zu

einem Knoten von B benachbart sein kann und umgekehrt.
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1. Konstruktion von Z'

Wenn man in Z jede Kopie des T, durch einen einzelnen Punkt ersetzt und
dann die Kanten zwischen ihnen entfernt, erhilt man Z . Diese Punkte
markiert man wei. In Z' hat jeder diese Punkte Grad 2. Die iibrigen acht
Punkte werden schwarz markiert, und jeder von ihnen hat immer noch

Grad 3. In Abb. 4.10 ist ein aufspannender 2-Weg von Z  eingezeichnet.

d

Abb. 4.10 Hilfsgraph Z' mit 2-Weg

Weil Z' zwei mehr weiBe als schwarze Punkte enthilt und jeder weiBe
Punkt nur zu schwarzen adjazent ist, muss jeder aufspannende 2-Weg in Z'
weifle Endpunkte haben, und es diirfen keine zwei schwarzen Punkte auf
ihm benachbart sein. Darum enthalten diese 2-Wege nicht die Kanten d und
e. Seien nun L und R die Zusammenhangskomponenten von Z \ {d, e} und
P ein aufspannender 2-Weg in Z'. Dann muss sich also eine Komponente
von P vollstdndig in L, die andere vollstédndig in R befinden.

WEeil die weiflen Punkte von L nicht zu den weilen Punkten in R adjazent
sind, kann P nicht zu einem Y-Baum verbunden werden. Darum enthélt Z’

keinen aufspannenden Y-Baum.
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2. Konstruktion von Z;

Sei nun [ ein beliebiger aufspannender 2-Weg in Z. Dann wird Z; aus Z
wie folgt erzeugt: Fiir jede Kopie J des T3 in Z wird eine Komponente von
I N J durch einen weilen Punkt ersetzt. Die iibrigen Punkte werden

schwarz markiert. Auf diese Weise wird I zu einem 2-Weg I’ reduziert.

Abb. 4.11

Jede Kante f, die in Abb. 4.11 gestrichelt dargestellt ist, verbindet die
B-Punkte zweier Kopien J; und Jy von 75 in Z. Wenn [ wenigstens eine
solche Kante f enthélt, dann kénnen I N J; und I N J, nicht
zusammenhéngend sein. (Sonst wire dies je ein aufspannender Weg in J;
und J3, der im B-Punkt beginnt.) Sowohl I N J; als auch I N J, zerfillt also
in jeweils mindestens zwei Komponenten, die zusammen als mindestens vier
weille Punkte in Z; auftauchen wiirden. Weil zwei von diesen Punkten
durch f verbunden sind, verbindet man diese zu einem einzigen weiflen
Punkt (Abb. 4.12).

Dabei bleiben aber immer noch mindestens drei weifle Punkte iibrig, die zu
keinem anderen weiBen Punkt in I adjazent sind. Wenn man so fiir jede
gestrichelte Kante verfihrt, die in I enthalten ist, bleiben auf I’ keine zwei
weiBlen Punkte benachbart.

Jetzt enthélt Z; genauso viele schwarze Punkte wie Z', aber mindestens
einen weiBlen Punkt mehr, und I’ spannt Z; auf. Weil aber die Anzahl
weiBer Punkte auf I damit um mindestens 3 hoher ist als die Anzahl

schwarzer Punkte, kann I’ kein 2-Weg mehr sein. Dies ist ein Widerspruch,
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Abb. 4.12 Transformation fiir einen Weg, der die gestrichelte Linie benutzt

darum enthilt I keine gestrichelte Kante f, und I’ spannt auch Z  auf.
Weil Z' zehn weiBe und acht schwarze Punkte enthélt und keine zwei
weiflen Punkte in Z' adjazent sind, muss jeder Weg in I’ in zwei weiflen
Punkten enden. Weil ja auch d und e nicht benutzt werden, bleibt eine
Komponente von I vollstandig in der linken Hilfte von Z', die andere
Komponente vollstéandig in der rechten.

3. Riickschliisse auf Z

Fiir Z bedeutet das, dass eine Komponente von I vollstéandig in der linken
Halfte von Z enthalten ist, die andere vollstandig in der rechten Hélfte, und
dass alle vier Endpunkte in unterschiedlichen Kopien von 75 liegen. Dieser
Endpunkt darf auch nicht der B-Punkt der Kopie J von 715 sein, weil sonst
I N J ein Weg wére, der in a endet und J aufspannt.

Es gibt aber in jeder Hilfte von Z nur drei Punkte, die zur anderen Hélfte
adjazent sind. Einer davon ist B-Punkt einer Kopie von T3, die anderen
beiden sind nicht in einer Kopie von 75 enthalten. Weil keiner dieser drei
Punkte Endpunkt einer Komponente von I sein kann, kann I nicht zu
einem Y-Baum in Z verbunden werden. Darum gibt es einen solchen

aufspannenden Y-Baum in Z nicht. [

Dies war das erste bekannte Beispiel eines Graphen in .# mit
aufspannendem 2-Weg und ohne aufspannenden Y-Baum. Inzwischen hat

S. L. Guoy ([6]) mehrere kleinere Beispiele gefunden.
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4.2.3 Nicht-disjunkte Kreise und Wege

In diesem Kapitel geht es darum, wie man einen Graphen aus .% finden
kann, der nicht von einer Vereinigung von n Kreisen oder Wegen
aufgespannt wird. Im Gegensatz zu n-Kreisen und n-Wegen sind diese
Vereinigungen nicht notwendigerweise disjunkt.

Wie man am Graphen von STRAUCH erkennt, sind die Probleme nicht
aquivalent. Zwei disjunkte Wege konnen ihn bekanntlich nicht aufspannen,
wohl aber zwei nicht-disjunkte (s. Abb. 4.13). Man beachte, dass T3 einen

aufspannenden Y-Baum enthélt.

Abb. 4.13 Der Graph von STRAUCH wird durch die Vereinigung zweier Wege aufgespannt
(Die dick gedruckten Dreiecke stehen fiir Kopien des T5. Die Kreuze, die zum iiblichen

Symbol gehéren, wurden hier der Ubersichtlichkeit halber weggelassen.)

Jedoch gibt es Algorithmen, mit denen solche Graphen konstruiert werden

konnen. Diese werden im Folgenden vorgestellt, zunéchst fiir n Kreise.
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Vereinigung von n Kreisen

Algorithmus 4.1 NK(1) = LBB. Dann entsteht fiir jedes n € N der
Graph NK(k), indem man im Graphen NK(k — 1) jeden Punkt durch eine
Kopie des LBB' ersetzt.

Proposition 4 Fiir jedes n € N gilt: Der Graph NK(n) enthdlt keine

aufspannende Vereinigung aus n Kreisen.

Beweis: Induktion nach n:

n = 1: erfiillt, denn LBB ist nicht hamiltonsch.

n—1— n: Weil NK(n — 1) mindestens einen Punkt enthélt, der von einer
Vereinigung aus n — 1 Kreisen nicht besucht wird, wird in N K (n)
mindestens eine Kopie H des LBB' nicht besucht. Sei K ein zusitzlicher
Kreis. Dann ist H N K ein Kreis oder ein Weg zwischen zwei Auflenecken
von H. Weil LBB' nicht hamiltonsch ist und keinen Hamiltonweg zwischen
seinen Auflenecken enthélt, kénnen in H nicht alle Punkte besucht

werden. [J
NK(n) enthdlt 37" + 37"! Punkte.

Definition 4.3 Das Ergebnis fiir den Fall n = 2 ist Graph D (Abb. 4.14).
Er enthélt 1406 Punkte.

Abb. 4.14 Graph D, der nicht durch die Vereinigung zweier Kreise aufgespannt wird
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Vereinigung von n Wegen

Analog zum vorigen Abschnitt wird eine algorithmische Methode
vorgestellt, mit der man einen Graphen finden kann, der keine

aufspannende Vereinigung aus n Wegen enthélt.

Algorithmus 4.2 Sei n € N, NW(n, 1) sei ein beliebiger Graph aus .%, in
dem jeder Weg 2n — 1 Punkte auslésst. Dann entsteht fiir jede Zahl

ke {l...n} der Graph NW(n, k), indem man im Graphen NW (n,k — 1)
jeden Punkt durch eine Kopie des LBB' ersetzt.

Proposition 5 Fir jedes n € N gilt: Der Graph NW (n,n) enthdlt keine

aufspannende Vereinigung aus n Wegen.

Beweis: Behauptung: In jedem Graphen NW (n, k) lisst jede Vereinigung
von k Wegen wenigstens 2(n — k) + 1 Punkte aus.

Induktion nach k:

k = 1: gilt nach Voraussetzung.

k —1 — k: Wenn jede Vereinigung von k£ — 1 Wegen im Graphen

NW (n,k — 1) wenigstens 2(n — k) + 3 Punkte auslésst, dann ldsst sie in
NW (n, k) wenigstens 2(n — k) + 3 Kopien des LBB" aus. Durch einen
weiteren Weg W konnen maximal zwei davon vollstédndig besucht werden,
womit in wenigstens 2(n — k) 4+ 1 Kopien des LBB' jeweils wenigstens ein
Punkt iibrigbleibt, der von der Vereinigung von k& Wegen nicht besucht
wird.

Damit ldsst jede Vereinigung von n Wegen in NW (n,n) wenigstens

2(n —n) + 1 =1 Punkte aus. O

Die Existenz eines Graphen, in dem jeder Weg 2n — 1 Punkte auslésst, ist
leicht zu gewéhrleisten: Man konstruiere einen Graphen mit 2n + 2 Punkten
und ersetze alle bis auf einen durch Kopien des LBB'. Der
nicht-n-Wege-trassable Graph, der sich so ergibt, enthélt

37" - (74n + 38) + 37"~ Punkte.
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Abb. 4.15 links: T3, in dem jeder Punkt durch LBB' ersetzt wurde (mit Symbol)
rechts: Graph FE, der nicht durch die Vereinigung zweier Wege aufgespannt wird

Angenommen, man weif}; dass jeder Weg in NW (n, 1) 2n + 1 Punkte
auslisst, die sich in bestimmten Teilgraphen des NW (n, 1) befinden. Dann
geniigt es, die rekursive Einsetzung von LBB' nur in diesen Teilgraphen
durchzufiihren.

Im Falle des Graphen C' ist zum Beispiel klar, dass jeder Weg mindestens
3 Punkte auslésst, die sich in den Kopien des T3 befinden. Deswegen muss
man die vier Punkte, die sich auflerhalb dieser Teilgraphen befinden, nicht

rekursiv ersetzen.

Definition 4.4 Der Hilfsgraph links in Abb. 4.15 entsteht aus 73, indem

man jeden Punkt durch eine Kopie des LBB' ersetzt. Graph E (Abb. 4.15
rechts) entsteht aus Graph C, indem man statt der Kopien des 73 Kopien
dieses Hilfsgraphen verwendet. Er enthilt 6368 Punkte und wird nach

Konstruktion von keiner Vereinigung zweier Wege aufgespannt.
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Vereinigung eines Weges mit einem Kreis

Definition 4.5 Graph F entsteht aus Graph A, indem in jedem Punkt
auBer dem mittleren eine Kopie des LBB' eingesetzt wird, und enthalt
3220 Punkte.

e

Abb. 4.16 links: T, in dem jeder Punkt durch LBB' ersetzt wurde (mit Symbol)
rechts: Graph F', der nicht durch die Vereinigung eines Weges und eines Kreises aufge-

spannt wird

Proposition 6 Graph F' enthdilt keine aufspannende Vereinigung aus

einem Weg und einem Kreis.

Beweis: Jeder Weg im nichttrassablen Graphen A ldsst mindestens einen
Punkt aus, der in einer Kopie des T5 liegt. F' entsteht aus A, indem man in
jeder Kopie des Tb jeden Punkt durch eine Kopie des LBB' ersetzt. Also
lisst jeder Weg in F mindestens eine vollstandige Kopie I des LBB' aus.
Diese miisste von einem Kreis K vollstandig besucht werden. Aber K N[
ist entweder ein Kreis oder ein Weg zwischen zwei Auflenecken von I. Beide

spannen I nicht auf. [
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Kapitel 5

Die minimale Ordnung eines

nichttrassablen Graphen in .

Nachdem der erste nichthamiltonsche Graph in .# gefunden wurde, stellte
sich bald die Frage, wie viele Punkte ein minimaler derartiger Graph haben
wiirde. Die dazu notwendige Untersuchung ging iiber ca. dreiflig Jahre und
wurde 1988 durch HoLToN und McKAY zu Ende gefithrt — die Antwort
lautet 38.

In Kapitel 3 wurde bereits gezeigt, dass diese Grenze bei 44 liegt, wenn
man ,,nichthamiltonsch® durch ,,nicht homogen trassabel“ ersetzt.
Wesentlich interessanter ist jedoch die Frage, wie diese Grenze fiir , nicht

trassabel“ aussieht.

Zu dieser Problemstellung gehoren naturgemif zwei Fragen. Erstens: Wie
grof} ist der minimale bekannte nichttrassable Graph in .#7 Zweitens: Bis
zu welcher Grofle von G € % kann man garantieren, dass GG trassabel ist?
Erst, wenn diese beiden Zahlen zusammenkommen (wenn man also einen

nichttrassablen Graphen mit n Punkten findet und bewiesen hat, dass alle
Graphen mit weniger als n Punkten trassabel sind), ist die gesamte

Fragestellung gelost.

Die schleche Nachricht vorweg: Zur ersten Frage wird der Leser in der

vorliegenden Arbeit keine neuen Antworten finden. Genauer gesagt: Der
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kleinste bekannte nichttrassable Graph in .% ist schon seit iiber vierzig

Jahren bekannt. Es ist mir bis heute nicht gelungen, ihn zu verbessern.

Die zweite Fragestellung wurde jedoch bislang kaum untersucht: Bis zu
welcher Grofie von G kann man Trassabilitét garantieren? (Die triviale
Untergrenze fiir diese Untersuchungen lautet 36 Punkte — jeder
hamiltonsche Graph ist logischerweise auch trassabel.) Der einzige mir
bekannte Vorstof in diese Richtung war die Arbeit [7] von T. HOFFMANN,
der diese Grenze fiir einige Unterfélle deutlich anheben konnte. Allerdings
konnte er im allgemeinen Fall nur garantieren, dass alle Graphen mit

maximal 38 Punkten trassabel sind.

In der vorliegenden Arbeit wird die Grenze auf 52 gehoben. Die
Vorgehensweise orientiert sich dabei an der Beweiskette, mit der das
analoge Problem fiir hamiltonsche Graphen bearbeitet wurde. Zunéchst
werden die Graphen nach ihrem zyklischen Zusammenhangsgrad unterteilt:
zyklisch genau 3-zusammenhéngende Graphen, zyklisch genau
4-zusammenhéngende Graphen mit oder ohne wesentlichen 4-Schnitt sowie
zyklisch 5-zusammenhéngende Graphen. (Nach [16] gibt es keine weiteren
Félle.) Dann nimmt man fiir jede Klasse an, dass sie einen in .%# minimalen
nichttrassablen Graphen G enthélt.

Hat G einen zyklischen 3-Schnitt oder einen wesentlichen 4-Schnitt, so wird
untersucht, welche dieser Schnitte auftreten konnen. Dann ergénzt man die
Stiicke eines solchen Schnitts zu Hilfsgraphen aus .%, die natiirlich kleiner
als G sind. Da GG ein minimaler nichttrassabler Graph sein soll, miissen die
Hilfsgraphen Hamiltonwege enthalten. Diese Wege diirfen sich nicht durch
Einsetzung des anderen zyklischen 3- oder 4-Stiicks zu Hamiltonwegen in G
ergidnzen lassen. Damit das nicht mdoglich ist, diirfen beide 3- oder 4-Stiicke
eine gewisse Grofle nicht unterschreiten, aus denen sich dann auch eine

Untergrenze der Grofle von GG ableiten lasst.

Aus [1] kennt man sémtliche zyklisch 5-zusammenhéngenden
nichthamiltonschen Graphen mit bis zu 52 Punkten und kann diese nach

Hamiltonwegen untersuchen.
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Den anspruchsvollsten Fall bilden sicherlich die zyklisch
4x-zusammenhdingenden Graphen. So bezeichnet man nach [12] die
Graphen, die einen zyklischen 4-Schnitt enthalten, nicht jedoch einen
wesentlichen. Jeder 4-Schnitt in einem solchen Graphen fiihrt also zur

Abtrennung eines Vierecks vom Rest des Graphen.

Fiir solche Graphen fand H. OKAMURA bei der Untersuchung auf
aufspannende Kreise eine Methode, sie in kleinere Graphen zu iiberfiihren.
Gab es im kleineren Graphen einen Hamiltonkreis, der eine bestimmte
Kante benutzte, so konnte dieser Kreis auf den grofien Graphen ausgedehnt
werden. Dieser Graph konnte also nur dann nichthamiltonsch sein, wenn
der kleinere wenigstens eine B-Kante enthielt.

Weil damals bereits bekannt war, dass der kleinste B-Kanten-Graph genau
24 Punkte enthilt, konnte man auf die Mindestgrofle des Gesamtgraphen

schlieflen.

In dieser Arbeit wird diese Methode angewendet und erweitert, wobei G
nicht zu einem Graphen ohne B-Kante, sondern zu einem homogen
trassablen Graphen reduziert werden soll. Da die kleinsten Graphen in %,
die nicht mehr zu dieser Menge gehoren, 44 Punkte haben, gewinnt man

auf dhnlichem Wege eine Abschéitzung zur Mindestgrofie von G.
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5.1 Der Graph Zgs von Zamfirescu

Aus der Arbeit [15] von T. ZAMFIRESCU ist folgendes bekannt:

Lemma 5.1 Der Graph Zgg (Abb. 5.1) ist nicht trassabel.

€3

I3 I

I

€1 €2

Abb. 5.1 Zgg, der kleinste bekannte nichttrassable Graph in %

Beweis: Zgg enthélt drei Kopien I, I5 und I3 des 3-Stiicks T5. Sie sind so
angeordnet, dass jeweils die Kante ¢, zum B-Punkt von [ inzident ist.
Angenommen, Zgg enthélt einen Hamiltonweg P. Enthélt er die Kante ey,
dann enthélt das 3-Stiick I} einen Endpunkt von P.

OBdA enthalte I; keinen Endpunkt von P. Dann enthélt P auch nicht die
Kante e, also muss P die beiden anderen zu I; inzidenten Kanten
enthalten. Eine davon ist es, was einen Endpunkt in /5 nach sich zieht.
Auflerdem kann kein aufspannender Weg in I durch e, fortgesetzt werden,
darum muss P noch mindestens eine andere zu I inzidente Kante
enthalten.

Weil P die Kante e; nicht enthélt, muss P das 3-Stiick I3 mit v verbinden,
weil ja kein aufspannender Weg in I3 iiber ez fortgesetzt werden kann.

Wiirde P zusétzlich ez enthalten, so lielen sich diese beiden Eingénge nicht

72



zu einem Hamiltonweg in I3 verbinden. Also miissten sie in zwei
verschiedenen Punkten enden, was drei Endpunkte von P ergédbe. P enthélt
also auch nicht ez. Die andere zu I, inzidente Kante in P geht also zu v,

womit v in P ein Punkt von Grad 3 ware. Widerspruch!

Sei n der minimale Grad eines nichttrassablen Graphen in .%. Durch Zgg ist
bewiesen, dass n < 88 sein muss. In diesem Kapitel wird gezeigt, dass
n > 54 gilt.
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5.2 Obergrenze der sicheren Trassabilitat
Ziel dieses Kapitels ist der Beweis des folgenden Satzes.

Proposition 7 Alle einfach 3-polytopalen Graphen mit mazximal

52 Punkten sind trassabel.

Hierzu bendtigt man einen Hilfssatz.

Lemma 5.2 Sei G ein homogen trassabler Graph in % . Dann hat G keine
5-Kante.

Beweis: Sei e € E(G) beliebig, v ein zu e inzidenter Punkt. Dann existiert
ein Hamiltonweg P in G, der v als Endpunkt hat. Wenn e € E(P), dann ist
e keine f-Kante. Ansonsten sei P’ = P U {e}. Dann ist P’ entweder ein
Hamiltonkreis oder ein Weg, der mit einem Kreis verbunden ist. In beiden
Féllen gibt es je mindestens zwei: Kanten, die man entfernen kann, damit

aus P’ wieder ein Hamiltonweg wird. Eine davon ist nicht e. [J.

Abb. 5.2 Umleitung eines Hamiltonweges P durch die Kante e

Die weitere Vorgehensweise orientiert sich an [4], [3] und [12]: Man teilt die
Graphen nach ihrem zyklischen Zusammenhangsgrad in Klassen auf.
Waihrend in den zitierten Arbeiten der Schluss genutzt wurde, dass in %
ein Graph mit maximal 22 Punkten keine B-Kante enthélt, nutzt man in
dieser Arbeit, dass ein Graph mit maximal 42 Punkten keine g-Kante
enthélt, und dass jeder Punkt in einem solchen Graphen Endpunkt eines

Hamiltonwegs ist.
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5.2.1 Graphen mit zyklischem 3-Schnitt

Wenn man annimmt, dass G ein minimaler nichttrassabler Graph in .% ist,
so soll in diesem Kapitel bewiesen werden, dass |V (G)| > 54 ist. Hierfiir
betrachtet man die unterschiedlichen Mdoglichkeiten, welchen

Zusammenhangsgrad G haben kann.

Den Anfang macht der Fall, dass G zyklisch genau 3-zusammenhéngend ist.
Dies ist gleichbedeutend mit dem Vorhandensein eines zyklischen

3-Schnittes. Fiir diesen Fall soll folgendes bewiesen werden:

Proposition 8 Sei G ein minimaler nichttrassabler Graph in % . Hat G
einen zyklischen 3-Schnitt, dann ist |V (G)| > 58.

Beweis: Man trenne G an seinem 3-Schnitt in zwei Teilgraphen L und R
auf und fiige auf beiden Seiten je einen Punkt v; und v, hinzu, zu dem die
drei freigewordenen Kanten inzident sind. So ergeben sich zwei einfach

3-polytopale Graphen L' und R', oBdA mit |V(L')| > |V(R')| (Abb. 5.3).

O—C

Abb. 5.3 Erginzung zweier 3-Stiicke zu Graphen aus .%.
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Gehen wir davon aus, dass GG ein minimaler nichttrassabler Graph ist. Fiir
L' gibt es dann drei Moglichkeiten:

(i) L’ ist hamiltonsch. Wenn auch R’ hamiltonsch wére, dann kénnte man
die beiden Punkte v; und v, so herausnehmen, dass in L und R je ein
Hamiltonweg entsteht, der zwei Aulenpunkte verbindet. Weil auf diese
Weise mit Sicherheit zwei Aulenpunkte auf den Hamiltonwegen liegen, die
in GG zur gleichen Kante inzident sind, kann man die beiden Wege mit eben

dieser Kante zu einem Hamiltonweg in G verbinden (Abb. 5.4).

Abb. 5.4 Dicke durchgezogene und gestrichelte Linien: Hamiltonkreise in L’ und R’

Dicke durchgezogene und gepunktete Linien: Hamiltonweg in G

Folglich darf R’ nicht hamiltonsch sein
= [V(R)| >38=|V(G)] >2-38—2="T4.

(ii) L' ist nicht hamiltonsch, aber homogen trassabel. Damit gibt es einen
Hamiltonweg, der iiber ein e; (i € {1,2,3}) in v; endet. Wenn man in R’
einen Hamiltonweg findet, der iiber f; in v, endet, kann man beide Wege zu

einem Hamiltonweg in G zusammenfiigen.

Abb. 5.5 Dicke durchgezogene und gestrichelte Linien: Hamiltonwege in L’ und R’

Dicke durchgezogene und gepunktete Linien: Hamiltonweg in G
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Darum muss es in R’ eine zu v, inzidente Kante e geben, sodass kein in v,
beginnender Hamiltonweg durch e lauft. Das ist erst dann moglich, wenn
|[V(R')| > 30 ist. (Vgl. Eigenschaften des T3, S. 54.)

Macht zusammen: |V (L')| > 38 A |V(R')| > 30 = |V(G)| > 66

(iii) L' ist nicht homogen trassabel. Damit ist |V (L')| > 44.

L' muss trassabel sein, weil G’ nach Voraussetzung minimal unter allen
nichttrassablen Graphen in .%# sein soll. Darum gibt es einen Hamiltonweg
Pin L.

Wenn P einen Endpunkt in v; hat, dann kann man diesen Fall auf Fall (ii)
zuriickfithren. Sonst gibt es zwei Kanten e; und e; (4,5 € {1,2,3}), die von
P durchlaufen werden. Findet man in R’ einen Hamiltonkreis, der f; und f;
durchlauft, dann kann man diesen mit P zu einem Hamiltonweg in G

verbinden.

Abb. 5.6 Dicke durchgezogene und gestrichelte Linien:
Hamiltonweg in L' und Hamiltonkreis in R’

Dicke durchgezogene und gepunktete Linien: Hamiltonweg in G

Also muss es in R zwei zu v, inzidente Kanten geben, die nicht auf einem
Hamiltonkreis liegen. Das funktioniert nur, wenn die dritte eine A-Kante ist.
Damit hat R’ mindestens 16 Punkte. Das ergibt: |V (G)| > 44 + 16 — 2 = 58.
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5.2.2 Zyklisch 5-zusammenhingende Graphen

In der Arbeit [1] von ALDRED, BAU, HOLTON und McKAY wurden
sdmtliche nichthamiltonschen zyklisch 5-zusammenhéngenden Graphen bis
einschliefllich zur Grofle 52 angegeben. Von diesen enthélt jeder einen

Hamiltonweg.

039,
GBG
298

Abb. 5.7 Alle zyklisch 5-zusammenh#ngenden nichthamiltonschen Graphen

mit < 52 Punkten enthalten einen Hamiltonweg



Proposition 9 Alle einfach 3-polytopalen zyklisch 5-zusammenhdngenden

Graphen mit mazimal 52 Punkten sind trassabel.

Diese Grenze lasst sich mit den mir bekannten, von BARNETTE, WEGNER
und OKAMURA eingefiihrten Methoden (vgl. [3], [12]) nicht heben. Daher
sind 52 Punkte die oberste Grenze dessen, was in meinen Mdoglichkeiten
steht.

5.2.3 Zyklisch 4-zusammenhéingende Graphen mit

wesentlichem 4-Schnitt

In diesem Abschnitt wird bewiesen:

Proposition 10 Sei G € % ein minimaler nichttrassabler Graph. Enthdlt
G keinen zyklischen 3-Schnitt, wohl aber einen wesentlichen 4-Schnitt, so
enthdlt G mindestens 54 Punkte.

Beweis: Der zyklische 4-Schnitt ist wesentlich, d. h., keines der
entstehenden 4-Stiicke besteht nur aus einem Viereck. Jedes Stiick besteht
also aus mindestens sechs Punkten.

Erster Fall: G enthalte ein Doppelviereck (zwei Vierecke mit gemeinsamer
Kante).

Abb. 5.8 Reduktion benachbarter Vierecke

in einem zyklisch 4-zusammenhéngenden Graphen

Wenn man die beiden Vierecke durch eine Kante ersetzt, erhilt man
nach [3] einen einfach 3-polytopalen Graphen G'. Da |V (G)| = |[V(G')| + 4
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und G ein minimaler nichttrassabler Graph ist, ist G’ trassabel. Aber jeder
Weg, der G’ aufspannt, kann nach [3] zu einem Weg umgeformt werden, der

G aufspannt. Somit darf G keine zwei benachbarten Vierecke enthalten.

Es gibt ein weiteres 4-Stiick, das aus den gleichen Griinden durch eine
Kante ersetzt werden kann, ohne dass der Graph trassabel wird: Q419
(Abb. 5.9).

Abb. 5.9 Q4,10: ein 4-Stiick mit zehn Punkten

G enthélt einen wesentlichen 4-Schnitt, d. h., keins von beiden 4-Stiicken
besteht nur aus einem Viereck. Es darf auch kein Paar adjazenter Vierecke,
kein Q4,10 und kein Dreieck enthalten sein. Es lédsst sich leicht iiberpriifen
(z. B. im ATLAS OF GRAPHS, [13]), dass jedes 4-Stiick eines Graphen aus
Z mit mehr als vier und weniger als zwolf Punkten einen dieser
Teilgraphen enthélt. Wenn ein nichttrassabler Graph G ein solches 4-Stiick
enthilt, dann ist ein Graph G’, in dem dieses 4-Stiick durch eine Kante

ersetzt wird, ebenfalls nicht trassabel. Damit ist bewiesen:

Lemma 5.3 Sei G ein minimaler nichttrassabler einfach 3-polytopaler
Graph. Wenn G einen wesentlichen 4-Schnitt enthdlt, dann enthalten beide

4-Stiicke, die bei diesem Schnitt entstehen, mindestens je 12 Punkte.
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Die beiden 4-Stiicke, die durch den zyklischen 4-Schnitt entstehen, heiflen
im Folgenden L und R, wobei oBdA gilt |V (L)| > |[V(R)|. Sie konnen auf
zwei Weisen durch Hinzunahme zweier Punkte vy, vy bzw. wy, wy (und einer
Kante e bzw. f, die v; und vy bzw. w; und ws verbindet) zu Graphen L’/
und R’ bzw. L” und R" (€ .7) erweitert werden (Abb. 5.10). Hierbei sind

L' und L” bzw. R’ und R” zueinander e-transponiert.

€1

\— T—/

e4 fa

Abb. 5.10 Oben: Ein zyklisch 4-zusammenhéngender Graph

Unten: Zyklische 4-Stiicke werden auf zweierlei Weise zu Graphen aus .# verbunden.



Fall 1: I/ oder L” ist nicht trassabel.

Dies wiirde der Minimalitdt von G widersprechen. [J

Fall 2: L' und L” sind trassabel, L' oder L” ist nicht homogen
trassabel.

Damit ist |V (L')| > 44, also |V(L)| > 42. Weil nach Lemma 5.3
[V(R)| > 12 gilt, ist |[V(G)| > 54. O

Fall 3: L' und L” sind homogen trassabel, I/ oder L” ist nicht
hamiltonsch.
OBdA sei L’ nicht hamiltonsch.

Weil L’ homogen trassabel ist, gibt es einen Hamiltonweg P, der in vy endet.

Fall 3(a): e € E(P).

€1

N\——
A

e
2

%
Abb. 5.11 Fall 3(a); die A-Kanten sind fett markiert

Dann muss auch eine der anderen Kanten e; und ey benutzt werden, die zu
vy inzident ist. OBdA sei dies e;. Findet man in R’ einen Hamiltonkreis, der

fo auslésst, so enthélt dieser Hamiltonkreis f und f;. Einen solchen Kreis
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kann man mit P zu einem Hamiltonweg in GG vereinigen. Dasselbe muss fiir
die Kante g4 in R” gelten.

Mit anderen Worten: Damit GG nicht trassabel ist, darf es weder in R’ noch
in R” einen Hamiltonkreis geben, der die Kanten f5 respektive g, vermeidet.
f2 und g4 sind also A-Kanten, und R’ und R” sind A-Kanten-Graphen.

Fall 3(b): e ¢ E(P).
Wenn es in R” einen Hamiltonkreis H gibt, der f’ ausldsst, dann kann man

P und H zu einem Hamiltonweg in G kombinieren.

N—
{

A

Abb. 5.12 Fall 3(b)

Damit G nicht trassabel ist, muss und f’ eine A-Kante und damit R” ein

A-Kanten-Graph sein.

Hier ist eine Erinnerung an die Gestalt der nichthamiltonschen Graphen
mit 38 oder 40 Punkten erforderlich.

Im Fall |V(L')| = 38 entsteht L’ aus bbyg, indem in zwei nicht adjazente
Punkte vy, v je eine Kopie des T7 eingesetzt wird. Zu diesen beiden Kopien
sind je drei Kanten el,el, el und €2, e2, €2 inzident, die paarweise
verschieden sind.

Beim Ubergang von L' zu G wird eine Kante e in L’ durch das 4-Stiick R’
ersetzt. Ist e ¢ {ef, el el}, dann ist {e},el, el} auch in G noch ein
zyklischer 3-Schnitt, sonst ist {e?, e3, 32} einer. In beiden Féllen ist G nicht

zyklisch 4-zusammenhéngend, also ist der Fall |V(L’)| = 38 ausgeschlossen.

Sei nun |V(L")| = 40. Hier gibt es drei Moglichkeiten: Entweder entsteht L'

aus einem der nichthamiltonschen Graphen mit 38 Punkten durch
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Einsetzung eines Dreiecks (was die Anzahl der 3-Schnitte nicht verringern
kann), oder L’ entsteht aus bbyg durch Ersetzung zweier nicht adjazenter
Punkte durch zwei A-Stiicke (was zum gleichen Problem wie bei 38 Punkten
fiihrt), oder L entsteht aus big, b3, oder b3s, indem man einen der Punkte,

die zu einer B-Kante inzident sind, durch eine Kopie I des T} ersetzt.

Man betrachte den letzten Fall genauer. Es ist bekannt, dass eine der drei
zu [ inzidenten Kanten ersetzt werden muss, um einen zyklisch
4-zusammenhéngenden Graphen G zu erzeugen. Zu jeder dieser Kanten
findet man einen Hamiltonweg W, der mit dieser Kante endet (Abb. 5.13).

25 25 &
& [ =
&

Abb. 5.13 Hamiltonwege in nichthamiltonschen Graphen mit 40 Punkten.

N

Der Kreis steht fiir eine Kopie des T7.

(Symmetrien beachten!)



Damit ist klar, dass fiir [V (L')| = 40 der Fall 3(a) gelten muss. Folglich ist

sowohl R als auch der dazu e-transponierte Graph R” ein A-Kanten-Graph.

Angenommen, |V (R')| = 16. Weil es auler a;6 keinen einfach 3-polytopalen
A-Kanten-Graphen mit 16 oder weniger Punkten gibt, miissen sowohl R’
als auch R” isomorph zu a4 sein. Das wiirde bedeuten, dass es eine Kante
e € E(ay6) gibt, sodass die e-Transponierte von ajg zu aj¢ isomorph ist.
Man kann fiir jede Kante des Graphen a4 die e-Transponierte betrachten

(Abb. 5.14) und erkennt, dass keine von ihnen zu a; isomorph ist.

SYASOASASY,
O

Abb. 5.14 a;5 und seine moglichen e-Transponierten

Im Falle |V(L")| = 40 muss also |V (R')| > 18 gelten. Ist |V(L')| > 42 sein,
dann ist immerhin R” noch ein A-Kanten-Graph, also |V(R")| > 16. Damit
ist [V(G)| = |V(L)|+ |V(R)| > 54.

Fall 4: L' und L” sind hamiltonsch.

Angenommen, R’ oder R” wére nicht hamiltonsch. Dann ist

V(R)| > 36 = [V(G)| > 72, weil ja |V(L)] > [V(R)].

Seien R’ und R” von nun an beide hamiltonsch. Wenn man die
Hamiltonkreise in L' und L” sowie in R’ und R” auf L und R einschrinkt,
so ergeben sich folgende Moglichkeiten (Abb. 5.15).
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I1I IV

VI

VIII

GRS
<

Abb. 5.15 Hamiltonkreise in L und R,
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Man beachte, dass die Moglichkeiten I, III und V nur in L' bzw. R’
auftreten konnen, die Moglichkeiten II, IV und VI nur in L” bzw. R”. Sie
konnen also nicht die einzigen Moglichkeiten sein. (VII und VIII sind in

beiden Fillen zu Hamiltonkreisen erweiterbar!)

Nun ldsst sich jede Konstellation fiir L' mit jeder Konstellation fiir R” so
kombinieren, dass man daraus einen Hamiltonweg in G' zusammenfiigen

kann.

(<6

/

Abb. 5.16 Beispiel: Verbindung von I und VI zu einem Hamiltonweg

Einzige Ausnahme: VII ldsst sich nicht mit VIII kombinieren. Das bedeutet:
Damit G nicht trassabel ist, muss auf der einen Seite VII und auf der

anderen Seite VIII die einzig mogliche Konstellation sein.
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Angenommen, bei L' und L” wére nur VII moglich, bei R und R” nur VIII.
Das bedeutet analog zu Fall 3, dass L', L”, R’ und R” allesamt je
mindestens zwei B-Kanten enthalten. Bei Betrachtung dieser B-Kanten in
den Konstellationen VII und VIII féllt auflerdem auf, dass sie durch eine
weitere Kante zu einem Streckenzug verbunden werden kénnen (diese
Kante ist ndmlich das obige e oder f bzw. f’). Andererseits darf es kein
Polygon k € F(G) geben, zu deren Rand beide B-Kanten gehoren.
(Deswegen darf zum Beispiel b3s keiner dieser Graphen sein; vgl.

Abb. 5.17.) Nur Graphen, die ein solches Paar B-Kanten aufweisen,

kommen also fiir I/, L”, R’ und R" infrage.

B/

A

D\
>

A’ C

Abb. 5.17 Lage der B-Kanten und benachbarten Polygone in VII und in b,

Die B-Kanten-Graphen mit bis zu 28 Punkten sind aus Kapitel 3 bekannt.
Der Graph b3 wurde oben bereits ausgeschlossen. Die Graphen big, b3s und
bog sind auch keine Kandidaten fiir L', L”, R’ oder R”, weil jeder von ihnen
genau eine B-Kante hat. Weil dies die einzigen zyklisch
4-zusammenhéngenden B-Kanten-Graphen mit weniger als 30 Punkten
sind, miissen die Graphen L', L”, R’ und R” also jeweils mindestens einen
zyklischen 3-Schnitt haben.

G ist allerdings nach Voraussetzung zyklisch 4-zusammenhéngend. Der
zyklische 3-Schnitt in L', L”, R’ und R” muss also verschwinden, wenn man
die Kante e, f oder f durch ein 4-Stiick ersetzt. Mit anderen Worten: Eine
Kante dieses 3-Schnitts muss e, f oder f’ sein, und diese Kante verbindet

gleichzeitig zwei B-Kanten miteinander.
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Nach Kapitel 3 gibt es drei Moglichkeiten, wie die {ibrigen
B-Kanten-Graphen mit weniger als 30 Punkten strukturiert sein kénnen.
Entweder handelt es sich um den bbyg, in dem ein Punkt durch ein A-Stiick
ersetzt wurde, oder um einen bby4-Graphen, in dem ein Punkt durch T}
ersetzt wurde, oder um einen beliebigen B-Kanten-Graphen, in dem ein

Punkt durch ein Dreieck ersetzt wurde.

Erster Fall: Wenn man in bb;g einen Punkt durch ein A-Stiick ersetzt, so

erhdlt man einen Graphen mit einem zyklischen 3-Schnitt. (Dieser trennt
das A-Stiick vom Rest.) Keine Kante dieses zyklischen 3-Schnitts verbindet
zwei B-Kanten miteinander. Die Graphen L', L”, R’ und R” haben also

nicht diese Gestalt.

Abb. 5.18 by4 mit eingezeichnetem zyklischem 3-Schnitt
fett markiert: die beiden B-Kanten

39



Zweiter Fall: Wenn man in einem bby4-Graphen einen Punkt durch T;
ersetzt, so entsteht ein Graph mit 28 Punkten. (Dies ist wichtig, weil hier
nicht untersucht werden muss, was bei Einsetzung eines Dreiecks passiert.)
War der urspriingliche Graph bb},, so entstehen durch die Einsetzung vier
B-Kanten. Keine Kante, die eine dieser B-Kanten miteinander verbindet, ist

am zyklischen 3-Schnitt beteiligt, die 7} vom Rest trennt.

Abb. 5.19 bb}, mit eingesetztem Ty

fett markiert: die vier B-Kanten
War der urspriingliche Graph bb7, oder bb3,, so enthélt der fertige Graph

nur eine B-Kante. Auch die Graphen dieser Kategorie sind also keine

Teilgraphen von G.
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Dritter Fall: Man setzt ein Dreieck d in den Punkt v eines Graphen
H' € F ein. Der so entstandene Graph heile H. Dabei entsteht nach
Lemma 2.1 genau dann eine neue B-Kante f*, wenn v zu einer B-Kante

inzident war. Zu v muss also eine B-Kante b; inzident sein (Abb. 5.20).

Abb. 5.20

Und zwar genau eine, weil v nicht zu zwei B-Kanten inzident sein kann.
Deswegen enthélt d keine Kante, die zwei B-Kanten aus H' miteinander

verbindet.

Nun soll es in H (im Gegensatz zu H') zwei B-Kanten f, fo geben, die
nicht zum gleichen Polygon gehéren und durch eine weitere Kante e
miteinander verbunden sind. Angenommen, f; und f; waren schon Kanten
in H'. Alle Polygone, die in H' eine gemeinsame Kante haben, haben sie
auch noch in H. Die einzigen Kanten, die neu hinzugekommen sind,
gehoren zum Dreieck d und kénnen f; und f5 nicht verbinden. Deswegen
muss es schon in H' eine Kante gegeben haben, die f; und f; miteinander
verbindet, und es gab schon in H’ kein Polygon, zu deren Rand sowohl f;
als auch fy gehorte. Dies ist ein Widerspruch zur Voraussetzung, also muss

eine der Kanten f; oder f, die Kante f* sein.

Néchste Annahme: Die andere B-Kante ist die Kante by, die zu v inzident
war. Die beiden Kanten, die f* und b; miteinander verbinden, gehoren

allerdings zum Dreieck d. Wenn man eine dieser Kanten durch einen
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zyklischen 4-Schnitt ersetzt, dann ist der fertige Graph G nach Lemma 2.3

nicht zyklisch 4-zusammenhéngend.

Also muss es eine weitere B-Kante by in H geben, die durch eine Kante e
mit b* verbunden ist. Da e nicht zum Dreieck d gehort, existiert e bereits in

H' und verbindet dort by mit dem Punkt v, der ja zu b; inzident ist.

So gewinnt man mehrere Informationen tiber H':

(i) H' enthilt mehr als eine B-Kante (ist also nicht blg, b3 oder bag),

(ii) H' hat maximal 26 Punkte (damit scheiden alle Graphen der zweiten
Klasse aus),

(iii) wenn H' bereits einen 3-Schnitt enthélt, dann muss eine Kante dieses
3-Schnitts die Kanten b; und by verbinden (was fiir die Graphen der ersten

Klasse ausgeschlossen ist).

Der einzige Kandidat fiir H’, der damit {ibrigbleibt, ist der Graph b3.
Wenn man in b3 ein Dreieck in einem Punkt einsetzt, der zu einer B-Kante
inzident ist, dann ergibt dies den Graphen b5 mit drei B-Kanten

(Abb. 5.21). Hier gibt es zwei B-Kanten, die durch eine Kante e
miteinander verbunden werden und nicht zum Rand des gleichen Polygons

gehoren. Damit ist bjg ein moglicher Kandidat fiir R’ oder R”.

“ €
A e

Abb. 5.21 Links: blg (fettgedruckt: B-Kanten)

Rechts: Die e-Transponierte von b3g
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Man beachte allerdings, dass es nur eine Kante e gibt, die in geforderter
Weise durch einen 4-Schnitt ersetzt werden kann. Nach Voraussetzung muss
auch die e-Transponierte von b3g ein B-Kanten-Graph sein. Sie wére also zu
einem der aus [1] bekannten 26 B-Kanten-Graphen isomorph, oder sie

enthielte ein Dreieck. Beides ist nicht der Fall, darum scheidet auch b3¢ aus.

Damit kommen fiir L/, L”, R’ und R” keine Graphen infrage, die weniger
als 30 Punkte enthalten. Es gilt also |V (L)| > |[V(R)| > 28 und damit
|[V(G)| > 2-28 =56. Also ist Proposition 10 bewiesen.
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5.2.4 Zyklisch 4x-zusammenhingende Graphen

Inhalt dieses Abschnittes ist der Beweis des folgenden Satzes:

Proposition 11 Samtliche zyklisch 4x-zusammenhdngenden Graphen mat

maximal 52 Punkten sind trassabel.

Beweis:  Schritt I: Die Okamura-Reduktionen (i)

Die Graphen mit maximal 42 Punkten sind nach Kapitel 3 allesamt
homogen trassabel. Wegen Lemma 5.2 gilt ja, dass ein homogen trassabler
Graph keine S-Kante enthélt. Es gibt also zu jeder Kante e € E(G) einen

Hamiltonweg in G, der e enthélt.

Nun kann man auf die sogenannten OKAMURA-II-Reduktionen
02(a)...02(0) zuriickgreifen (Abb. 5.22; vergleiche [12]).

E%%g
iﬁ%%:@
ey

M_
r@
e
%

Abb. 5.22 Die OKAMURA-II-Reduktionen



Die Abbildung stellt Teilgraphen (genauer: n-Stiicke) von G dar. Es wird
gepriift, ob G einen dieser Teilgraphen enthilt. Bei dieser Uberpriifung ist
wichtig, dass zundchst nach dem ersten Teilgraphen gesucht wird, dann

nach dem zweiten, dann dem dritten und so weiter.

Sobald man einen dieser Teilgraphen findet, werden die in der Zeichnung
diinn gezeichneten Kanten nacheinander entfernt. Bei der Entfernung einer
Kante wird jeder zu ihr inzidente Punkt mit den iibriggebliebenen zwei
Kanten zu einer neuen Kante vereinigt. So verschwinden die Punkte von
Grad 2. Diesen Vorgang bezeichnet man als OKAMURA-II-Reduktion.
(OKAMURA hatte in einer fritheren Arbeit [11] mit anderen Reduktionen
gearbeitet, den OKAMURA-I-Reduktionen.)

Lemma 5.4 Sei G ein zyklisch 4x-zusammenhdngender nichttrassabler
Graph, der eines dieser n-Stiicke enthdlt. H entstehe aus G durch
Entfernung der diinn gezeichneten Kanten. Dann ist H weiterhin einfach
3-polytopal und enthdlt keinen Hamiltonweg, der die markierte Kante

enthdlt. Insbesondere ist H nicht homogen trassabel.

Beweis: Dass H weiterhin einfach 3-polytopal ist, wurde in [12] bereits
bewiesen. (Hierbei war wichtig, dass in einem Graphen G, bei dem eine
Reduktion durchgefiihrt wird, keine der vorhergehenden Reduktionen
moglich war. Sonst wére in einigen Féllen der 3-Zusammenhang zweifelhaft
gewesen.) Wenn es in H einen Hamiltonweg P gibt, der die markierte
Kante benutzt, so kann man diesen zu einem Hamiltonweg in GG erweitern,

womit G trassabel ware.

Korollar: Da jeder Graph mit bis zu 42 Punkten homogen trassabel ist
und bei jeder dieser Reduktionen mindestens zehn Punkte wegfallen, muss

ein solcher Graph GG mindestens 54 Punkte enthalten.

Fiir den Beweis der Proposition werden allerdings weitere Reduktionen
benotigt: Die erweiterten OKAMURA-II-Reduktionen. Abb. 5.23 stellt die

ersten zwolf von ihnen dar: Oe(a) bis Oe(().
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Abb. 5.23 Die erweiterten OKAMURA-II-Reduktionen (1. Teil)

Definition 5.1 Das Polygon f € F(G) heit Randpolygon eines n-Stiicks
L C G, wenn eine, aber nicht alle Kanten, die f begrenzen, in L enthalten

sind.

Lemma 5.5 Sei G ein zyklisch 4x-zusammenhdngender nichttrassabler
Graph, der eines dieser n-Stiicke L enthdlt. H entstehe aus G durch
Entfernung der diinn gezeichneten Kanten. Dann ist H weiterhin einfach
3-polytopal und enthdilt keinen Hamiltonweg, der im markierten Punkt

endet. Insbesondere ist H nicht homogen trassabel.

Beweis: Zunéchst muss gezeigt werden, dass auch H einfach 3-polytopal ist.
H entstand aus dem planaren Graphen G durch Entfernung von Kanten, ist

also ebenfalls planar. Kubisch ist H per Definition der Reduktion.

Angenommen, H ist nicht 3-zusammenhéngend. Wenn H iiberhaupt nicht

zusammenhéngend ist, trennt eins der Polygone, die durch Entfernung von
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Kanten aus G neu entstanden sind, zwei Teilgraphen voneinander. In

diesem Fall miissen in G zwei Randpolygone des n-Stiicks iibereinstimmen.

Wenn H zusammenhéngend ist, dann gibt es in H einen 2-Schnitt. Durch
die Entfernung zweier weiterer Kanten wiirde der Graph also zerfallen.
Wenn ein zusammenhingender Graph durch die Entfernung einer Kante g
unzusammenhingend wird, dann liegt dasselbe Polygon k beiderseits von g.
Weil H aber kubisch ist, gibt es einen zu g inzidenten Punkt v sowie zwei
zu v inzidente Kanten e und f, die k von einem weiteren Polygon ¢ trennen.
Wird er durch die Entfernung zweier Kanten unzusammenhéngend, dann
trennen diese Kanten dieselben zwei Polygone voneinander.

Mit anderen Worten: Ist ein kubischer planarer Graph zusammenhéngend,
aber nicht 3-zusammenhéngend, so gibt es zwei Polygone mit mindestens

zwei gemeinsamen Kanten e und f.

G ist zyklisch 4x-zusammenhéingend; d. h., wenn es einen zyklischen

4-Schnitt in G gibt, dann trennt dieser ein Viereck vom Rest des Graphen.

Die Uberpriifung soll zunichst am ersten n-Schnitt Oe(a) niher erldutert
werden. Die Polygone ay bis a3 in Abb. 5.24 werden in H zum Polygon A,
die Polygone by bis by zu B. Zur Erinnerung: G darf keinen 2-Schnitt,
keinen zyklischen 3-Schnitt, keinen wesentlichen 4-Schnitt und keine
OKAMURA-2-Reduktion enthalten.

Ziel wird sein, dass man einen 2-Schnitt, einen zyklischen 3-Schnitt, einen
wesentlichen 4-Schnitt oder eine OKAMURA-2-Reduktion in G findet, wenn
H nicht 3-zusammenhingend ist. Um zu beweisen, dass ein gegebener
3-Schnitt zyklisch ist, werden zwei Polygone angegeben, die vollstindig zu
verschiedenen Stiicken dieses Schnitts gehoren. Um zu beweisen, dass ein
4-Schnitt wesentlich ist, muss man in zwei verschiedenen Stiicken dieses
Schnitts Polygone der Liange > 5 finden. (Wenn man in einem der Stiicke
zwei adjazente Polygone unbekannter Léange findet, geniigt dies ebenfalls,

da G keine Doppelvierecke enthalten darf.)
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Abb. 5.24 Der n-Schnitt Oe(a)

Wire ¢y ein Viereck, dann ergébe sich O2(e). Bei einem Fiinfeck ergibe
sich O2(i), bei einem Sechseck wire es O2(j). Also ist g; mindestens ein
Siebeneck.

Wire g, ein Viereck, dann ergébe sich ein Doppelviereck, und G wire nicht
4x-zusammenhéangend. Wire es ein Fiinfeck, so erhielte man O2(b), bei
einem Sechseck wére es O2(a). Auch g» ist also mindestens ein Siebeneck.
Wire g3 ein Viereck, dann hétte man O2(f), bei einem Fiinfeck O2(g), bei
einem Sechseck O2(h). Damit ist auch g3 mindestens ein Siebeneck.

Des Weiteren stimmen keine zwei dieser drei Polygone iiberein. Wire
namlich g; = g5 oder go = g3, dann gébe es in G einen 2-Schnitt. Fiir

g1 = g3 wiirde keins der Polygone aq, by mit ag, go oder b, {ibereinstimmen.
In diesem Fall wiirde ein 3-Schnitt durch die Polygone g1, as, by und g3 = ¢1
gehen, der a; und a3 voneinander trennt, also zyklisch ist (Abb. 5.25).
Angenommen, zwei Polygone in H hétten zwei Kanten e, f gemeinsam.
Von diesen Polygonen muss wenigstens eine ¢, go, g3, A oder B sein; die
iibrigen haben sich ja gegeniiber GG nicht veréndert.

Man betrachte als erstes A. Hitte A mit einem Polygon P auflerhalb des
Bildbereichs zwei Kanten e, f gemeinsam, so miisste in G die eine Kante e
zu aq, die andere Kante f zu a3z benachbart sein. Darum wiirde P mit aq, as
und as einen zyklischen 4-Schnitt in G bilden, der g; von g» und b3 trennt.
Da ¢, kein Viereck ist, wéire dieser 4-Schnitt wesentlich und G nicht

4x-zusammenhéngend.
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Abb. 5.25 3-Schnitt (gepunktet) in Oe(a), falls g1 = g3 gilt.

Dieselbe Uberlegung funktioniert auch fiir gs, weil A und g5 nur auferhalb
des abgebildeten Bereichs eine Kante gemeinsam haben konnen.

Hétte A mit g, zwei Kanten gemeinsam, dann lage eine von ihnen
auflerhalb des abgebildeten Bereichs. Weil dort keine Kanten wegfallen,
muss also schon a; oder az diese Kante mit ¢g; gemeinsam gehabt haben,
damit wére G nicht 3-zusammenhéngend.

Hétte A mit g, zwei Kanten gemeinsam, dann wére eine davon auflerhalb
des abgebildeten Bereichs. Hitte sie vorher zu a; gehort, so wiirde ein
3-Schnitt durch ay,as und gy fithren, der g; und b3 voneinander trennt, also
zyklisch ist. Hétte sie zu ag gehort, dann wére der 2-Schnitt schon in G
vorhanden.

Hétte A mit B zwei Kanten gemeinsam, dann ldge eine von ihnen auflerhalb
des abgebildeten Bereichs. Sie kann also nur zu aq, as, b; oder by gehoren.
Gehort sie zu a; und by, dann wére dieser 2-Schnitt auch in G vorhanden.
Gehort sie zu a; und by, dann wiirde ein 3-Schnitt durch aq, by und by
verlaufen, der as; und g3 voneinander trennt, also zyklisch ist. Gehort sie zu
az und by, dann verlduft ein 4-Schnitt durch as, as, bs und b; und trennt g,
von go. (Da beide keine Vierecke sind, ist dieser 4-Schnitt wesentlich.)
Gehort sie zu a3 und by, dann wiirde ein 4-Schnitt durch as, as, b3 und by
entstehen, der g von g3 trennt. Dieser wire also auch wesentlich. Folglich

kann A nicht zwei Kanten mit einem anderen Polygon gemeinsam haben.

99



Hétte B mit einem Polygon P zwei Kanten gemeinsam (und lage P
auBerhalb des abgebildeten Bereichs), dann gébe es einen 4-Schnitt durch
P, by, by und by, der g3 von go trennt. Dieser 4-Schnitt wire also wesentlich.
Hétte B mit g3 zwei Kanten gemeinsam, dann wire eine dieser Kanten
auBerhalb des abgebildeten Bereiches, wiirde also zu b; oder by gehoren.
Aber b; und by haben ja schon im abgebildeten Bereich je eine Kante mit g3
gemeinsam.

Hétte B mit g, zwei Kanten gemeinsam, dann wiren beide Kanten
auBerhalb des abgebildeten Bereichs. Entweder gehtren sie beide zu b; bzw.
by (womit dieses Polygon auch in G zwei Kanten mit g; gemeinsam hétte),
oder eine zu b; und die andere zu bs. Das wiirde zu einem 4-Schnitt durch
b1, bs, by und ¢, fithren, der g3 und g, trennt.

Damit B mit g, zwei Kanten gemeinsam hétte, miisste eine dieser Kanten
auflerhalb des abgebildeten Bereichs liegen und zu b; oder b, gehtren. Wire
es by, dann hétten by und g9 auch in G zwei Kanten gemeinsam, wére es by,
dann wiirde durch by, by, b3 und g5 ein 4-Schnitt verlaufen, der g; und g3

voneinander trennt, also wesentlich ist.

Hétte g1, g2 oder g3 mit einem anderen Polygon aufler A und B mehr als
eine Kante gemeinsam, dann wiirde dies in G genauso gelten. Weil somit
keine zwei Polygon in H existieren, die mehr als eine Kante gemeinsam

haben, ist H 3-zusammenhéngend.

Abb. 5.26 zeigt zudem, dass jeder Hamiltonweg, der in H im markierten
Punkt endet, zu einem Hamiltonweg in G ausgeweitet werden kann. Ein
zyklisch 4*-zusammenhiingender nichttrassabler Graph G' mit |V (G)] < 52
darf also Oe(a) nicht enthalten. O
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Abb. 5.26 Umgeleitete Hamiltonwege durch Oe(a).



Néchste zu priifende Reduktion: Oe(b). Nun wird angenommen, dass Oe(b)
in GG enthalten ist, und dass H aus G entsteht, indem man die diinn
gezeichneten Kanten entfernt. So werden die Polygone ay, as, a3 und

as € F(G) zu einem Polygon A € F(H) sowie by, b, b3 und by € F(G) zu
B € F(H) vereinigt.

Abb. 5.27 Die erweiterte Okamura-Reduktion Oe(b)

Die Regeln fiir diese Reduktion entsprechen denen der urspriinglichen
OKAMURA-Reduktionen: Wenn ein Hamiltonweg in H die Kante benutzt,
die mit einem Stern markiert wurde, dann lasst er sich zu einem

Hamiltonweg in G umleiten.

Wire ¢, ein Viereck, ergéibe sich mit ay ein Doppelviereck. Wére go ein
Viereck, ergibe sich O2(f). Wire g; = g2, dann wiirde ein 3-Schnitt durch
g1, a1, by und go = g1 die Polygone b; und b3 trennen. Dieser 3-Schnitt wire

also zyklisch.

Die Uberpriifungen aus dem ersten Beispiel werden ab sofort in
tabellarischer Form durchgefiihrt. Wenn man annimmt, dass die zwei
angegebenen Polygone in H zwei Kanten gemeinsam haben, folgt in jedem
Fall daraus, dass mindestens eine dieser Kante aulerhalb der Abbildung
liegt. Die Polygone in G, die auflerhalb der Abbildung gemeinsame Kanten
haben, stehen in der dritten Spalte. In diesem Fall existiert ein 3- oder
4-Schnitt durch die Polygone in der vierten Spalte, der die Polygone in der

fiinften Spalte von denen in der sechsten trennt.
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1. Polygon | 2. Polygon | in G Schnitt trennt | von
benachbart durch in G
A P (auBen) | P zu a; und ag | P,ay,as,a3 | g1 go
g2 g2 zu a; und asz | g2,a1,az,a3 | g1 by
B a1, by a1, ba, by [} 92
as, by b1, b2, a4,b3 | 1 g2
B P (auBen) | P zu by und by | P,by, by, by | g1 g2
g1 g1 zu by und by | g1,b1,b2,bs | b3 92

In den Féllen Oe(e), Oe(f), Oe(i), Oe(k) sowie spater Oe(w) und Oe(x)

werden diese Tabellen aus Symmetriegriinden gekiirzt.

Abbildung 5.28 verdeutlicht, wie ein Hamiltonweg in H, der die mittlere

Kante benutzt, zu einem Hamiltonweg in G ausgeweitet werden kann.

Daraus folgt, dass Oe(b) nicht in einem nichttrassablen Graphen mit

maximal 52 Punkten enthalten sein kann.

Abb. 5.28 Umleitung von Hamiltonwegen in Oe(b)
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Das gleiche Verfahren fiir Oe(c): Die Polygone ay, as, az und a4 werden zu
A, by, by und b3 werden zu B.

ai
g2
g1 a2 as
b1
by
aq
gs
b3

Abb. 5.29 Das n-Stiick Oe(c)

Das Polygon g; hat mindestens Linge 5, weil a; ein Viereck ist. Wire gy ein
Viereck, dann lige Oe(b) vor, wire es g3, so héitte man O2(7).

Wire g, = g9, dann wire ¢y, as, az, go = g1 ein 3-Schnitt, der a; und ay
voneinander trennt. Wére g, = g3, dann wiirde durch g¢o,b; und g3 = g, ein
2-Schnitt in G verlaufen. Ware ¢g; = g3, dann wiirde durch ¢y, as, as, by und

g3 = g1 ein 4-Schnitt verlaufen, der g, von a4 und b3 trennt. Er wére also

wesentlich.
1. Polygon | 2. Polygon | in G Schnitt trennt | von
benachbart durch in G
A P (auBen) | P zu a; und a4 | P,ay,as,a4 | g1 go
g3 g3 zu a; und ay | g3, a1,a2,a4 | g1 g2
92 92,04 g2, a3, G4 9 by
B ar, bs ar,as, by, b3 | g1 g3
ay, by ay, ba, by g2 g3
ar, by ar,az, by, by | ga g3
B P (auBen) | P zu by und by | P, by, by, b3 | g2 g3
g1 g1 zu by und b3 | g1,b1,b2,b3 | g2 g3
92 ga, b3 ga, b2, b3 9 g3
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Wenn es in H einen Hamiltonweg gibt, der im einzigen Knoten endet, der
in Oe(c) iibrig bleibt, dann kann man diesen Weg zu einem Hamiltonweg in
G ausweiten. An dieser Stelle kann man sich zwei Methoden zu Nutze

machen, die im Folgenden haufiger verwendet werden.

Wenn man im n-Stiick Oe(c) die diinn gezeichneten Kanten entfernt,
bleiben insgesamt fiinf Kanten iibrig, von denen drei zum Punkt v inzident
sind. Die anderen beiden Kanten heiflen im Folgenden e; und es.

Ein Hamiltonweg W C E(H) enthélt nur eine der drei Kanten, die zu v
inzident sind. Nun betrachte man diesen Weg in G. Dann kann man ein
Stiick dieses Weges abtrennen, so dass er in einem Punkt ¢’ endet, der nicht
mehr zu Oe(c) gehort (Abb. 5.30). Man beachte, das die Punkte in Oe(c)

auf einem Kreis liegen.

Abb. 5.30 Das Ende eines Hamiltonweges wird abgetrennt, ein Kreis bleibt leer.

Wenn W weder e; noch ey enthélt, dann kann man den abgeschnittenen

Weg iiber diesen Kreis fortsetzen, sodass er in einem Punkt v” endet
(Abb. 5.31).

Abb. 5.31 Der Hamiltonweg wird fortgesetzt.
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Wenn W aber e; oder ey enthélt, dann beldsst man das Ende des

Hamiltonweges in v' und leitet stattdessen e; bzw. e; durch den Kreis um

(Abb. 5.32).

€1

€2

Abb. 5.32 Eine Kante wird umgeleitet.

Man beachte, dass beide Methoden unabhéngig davon funktionieren, von
welcher Seite der Punkt v erreicht wurde. Um dies zu verdeutlichen, werden
in solchen Féllen die Kanten, die zu v fiithren, gestrichelt gezeichnet. Falls
dabei ein Kreis iibrigbleibt (wie in Abb. 5.30), durch den man einen
abgeschnittenen Hamiltonweg fortsetzt (wie in Abb. 5.31), dann wird dieser
Kreis gepunktet dargestellt. Wichtig ist, dass fiir jeden denkbaren Verlauf

von W der Punkt v’ zu einem Punkt des Kreises adjazent ist.

Dies geniigt als Beweis, dass ein nichttrassabler Graph aus .# mit weniger
als 54 Punkten auch das n-Stiick Oe(c) nicht enthalten darf.
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Weiter mit Oe(d) (Abb. 5.33). Die Polygone a; . ..a4 werden zu A, und

by ...bs werden zu B.

Abb. 5.33 Der n-Schnitt Oe(d).

Ist g1, g2 oder g3 ein Viereck, dann liegt O2(k) vor. Da ¢; und g2 in G eine
gemeinsame Kante haben, konnen sie nicht gleich sein.

Wenn g3 mit g; tibereinstimmt, dann gibt es einen 4-Schnitt durch gs, as, az
und by, der a; und b; von go und b3 trennt. Da die vier Polygone aq, by, go
und b3 je mindestens eine Kante mit g; oder g3 gemeinsam haben, kénnen
sie nicht ihrerseits mit g3 und ¢, iibereinstimmen. Dieser 4-Schnitt ist also
wesentlich.

Wenn g3 mit g, iibereinstimmt, dann gibt es einen analogen 4-Schnitt, der

g1 und b; von ay und b3 trennt. Die Schlussfolgerungen iibertragen sich.
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1. Polygon | 2. Polygon | in G Schnitt trennt | von
benachbart durch in G
A P (auBen) | P zu a; und a4 | P,ay,as,a4 | g1 go
93 g3 zu ay und ay | g3, a1, a2, a4 | G1 92
g1 g1, Q4 g1, 2, A4 g2 g3
92 ai, g2 g2, a2, a1 251 g3
B a, bs ai, ao,be, by | as g3
ag, by bi,as, ay g1 g3
B P (auBlen) | P zu by und by | P, by, by, b3 | as g3
g1 g1 zu by und by | g1,b1,b2,b3 | a3 g3
g2 g2 zu by und b3 | go,b1,b2,03 | a3 g3

e o
s
s o
s st

Abb. 5.34 Umleitung von Hamiltonwegen durch Oe(d)
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In Oe(e) (Abb. 5.35) werden die Polygone a; ...a4 zu A und by ...b3 zu B

vereinigt.

Abb. 5.35 Der n-Schnitt Oe(e).

Ist eins der Polygone g; ... g4 ein Viereck, dann entspricht dies Oe(c). Die
Polygone ¢g; und g, diirfen genausowenig iibereinstimmen wie g3 und g4,
weil sie in G eine gemeinsame Kante haben. Wenn ¢g; mit g3 oder g4
iibereinstimmt, dann wiirde durch dieses Polygon und as, az und b, ein
4-Schnitt verlaufen, der a; und b; von a4 und b3 trennt. Das gleiche wiirde

passieren, wenn g, mit g3 oder g, iibereinstimmt.

In der folgenden Tabelle konnen einige Zeilen aus Symmetriegriinden

eingespart werden:

1. Polygon | 2. Polygon | in G Schnitt trennt | von
benachbart durch in G

A P (auBen) | P zua; und a4 | P,ay, a3, a4 | g1 by
g3 gs zu ay und ay | g3, a1,a3,a4 | g2 ba
g1 g1, G4 g1, a2, ay 92 by
B b1, a4 b1, as, ay 251 94

B P (auBen) | P zu by und by | P,by, by, b3 | g3 as
g1 g1 zu by und by | g1,b1,b2,b3 | g3 a
g3 bs, g3 bs, b2, g3 94 az
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Also ist auch H 3-zusammenhédngend. Die Hamiltonwege, die im markierten
Punkt enden, werden der Abbildung 5.36 entsprechend umgeleitet. Hierbei
ist wichtig, zu beachten, dass die Abbildung auler dem markierten Punkt
noch einen weiteren Punkt in H enthélt. Auch dieser Punkt muss von

jedem Hamiltonweg besucht werden.

Oy By 4
R R s

Abb. 5.36 Umleitung von Hamiltonwegen durch Oe(e)
(Man beachte die Symmetrien!)
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Im n-Stiick Oe(f) (Abb. 5.37) entsteht nur ein neues Polygon A € F(H)
aus sechs Polygonen a; . ..ag € F(G).

gs

Abb. 5.37 Der n-Schnitt Oe(f).

Falls g3 ein Viereck ist, enthélt G den n-Schnitt O2(g). Auch ag ist kein
Viereck, sonst lage O2(c) vor. Falls g1, g2, g4 oder g5 ein Viereck ist, findet
man Oe(c).

Stimmen g; und g3 {iberein, dann gibt es in G einen 2-Schnitt durch g; und
ai. Stimmen g3 und g4 iiberein, dann geht dieser Schnitt durch g3 und ay.
Stimmt eins der Polygone g; oder g, mit g, oder g5 iiberein, dann wiirde
durch dieses Polygon g; sowie as, a3 und a; ein 4-Schnitt gehen, der g3 und
ag trennt. Wire g3 = g oder g3 = g5, dann wiirde ein 3-Schnitt durch g3, as

und as respektive gs, az und as verlaufen, der g; und g, voneinander trennt.

Die folgende Tabelle kann aus Symmetriegriinden kurz gehalten werden.
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1. Polygon | 2. Polygon | in G Schnitt trennt | von
benachbart durch in G
A P (auBen) | P zu a; und a4 | P,ay,asz,a4 | g1 g3
P zuay und ag | P,ay,as3,a¢ | g1 g3
P zu a4 und ag | P,ay,a3,a6 | g3 Js
a1 g1,0a4 g1,02,03,04 | g2 g3
g1, ag g1, a2, Gg g2 g3
92 92, a1 ai, az, g2 g1 93
g2, Q4 92,02,03,04 | g3 gs
g3 g3, g g3, as, ag 9 94

Daraus folgt: H bleibt 3-zusammenhéngend. Weil ein Hamiltonweg, der im
markierten Punkt endet, wie in Abb. 5.38 umgeleitet werden kann, darf ein
zyklisch 4x-zusammenhéngender nichttrassabler Graph mit maximal

52 Punkten den Teilgraphen Oe(f) nicht enthalten.

4

4
"~
1

P
A

Abb. 5.38 Umleitung von Hamiltonwegen durch Oe(f)
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In Oe(g) (Abb. 5.39) werden ay,ay und as zu A, by, by und by zu B sowie

c1,c und c3 zu C vereinigt.

Abb. 5.39 Der n-Schnitt Oe(g).

Ist gy ein Viereck, dann findet man in G das n-Stiick O2(4). Hat eines der
Polygone go oder g3 die Liange 4, dann findet man O2(g).
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1. Polygon | 2. Polygon | in G Schnitt trennt | von
benachbart durch in G
A P (auBen) | P zu a; und ag | P,aj,as,a3 | g1 by
g2 go zu ay und ag | g2, a1,a9,a3 | g1 ba
g3 gs zu ay und az | g3, a1, az, a3 | g1 by
B ar, bs ar, az, bs g1 ba
az, by b1, as, a3 g1 by
C c1 zu ay und as | ag,as, a3, ¢y | g by
c3 zu ay und as | ai,as,as,c3 | g by
a; zucyund c3 | ¢1,C9,C3,a1 | g3 by
az zu cy und c3 | ¢1,C9,C3,a3 | g3 bo
az,cy und ay, c3 | ¢1,ba,a2,a3 | g1 g2
ar,c; und ag, c3 | az, bz, c2,¢3 | 91 92
B P (auBlen) | P zu by und by | P, by, be, b3 | ay Co
g1 g1 zu by und by | g1,01,b9,b3 | ag C2
92 g2, b1 g2,b1,b2,¢c2 | 1 g3
g3 gs zu by und by | g3,01,b9,b3 | ag C2
C b1, c3 b1,b2,c2,¢3 | g2 g3
bs, c1 c1, ba, b3 a2 C2
C P (auBen) | P zuc; und ¢ | Pycy,ca,¢3 | g2 g3
g1 g1 zucy und ¢3 | g1,¢1,Co,C3 | G g3
92 €1, 92 €1, C2, g2 by g3

Die Umformungen eines Hamiltonweges, der in H im markierten Punkt
endet, wird in Abb. 5.40 dargestellt.
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Nichster Teilgraph: Oe(h) (Abb. 5.41). Hier werden die Polygone a;, a; und

az zu A und by, by, b3 und by zu B vereinigt.

Abb. 5.41 Der n-Schnitt Oe(h)

Wenn g; ein Viereck ist, liegt O2(k) vor. Ist go oder g4 ein Viereck, dann

hat man O2(g), mit g3 als Viereck wird O2(i) daraus.

1. Polygon | 2. Polygon | in G Schnitt trennt | von
benachbart durch in G
A P (auBen) | P zu a; und a3z | P,ay,aq,a3 | g1 by
g2 g2 zu a; und asz | gz,a1,az,a3 | g1 by
g3 gs zu a; und az | gs,a1,az,a3 | g1 by
94 ga zu ay und as | ga, a1, a2, a3 | Gi by
B a,by ay,bo, by as bs
by, as bi,bo,a9,a1 | g1 b3
B P (auBlen) | P zu by und by | P,by, by, by | ag 92
g1 g1 zu by und by | g1,b1,09,b4 | a2 g2
92 g2, by g2, b3, b4 by g3
g3 g3, b1 b1, b3, g3 g2 94
93, ba bs, b3, g3 g2 9
Bei der Fortsetzung von Hamiltonwegen, die im markierten Punkt enden,

ist diesmal eine Besonderheit zu beachten. Der markierte Punkt v kann

namlich auf vier Weisen mit G \ Oe(h) verbunden werden. In zweien dieser
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vier Félle wird die Kante e benutzt, die b3 und g3 trennt, in den anderen
beiden Fillen wird sie es nicht. Die Kante e verbindet v mit einem anderen
Punkt v' € V(H) (Abb.5.42).

Abb. 5.42 Lage von v,v' und e in Oe(h)

Ein Hamiltonweg W in H, der in v endet und e nicht enthélt, muss
zwangsldufig die anderen zu v’ inzidenten Kanten enthalten. (Oder v’ wére
der andere Endpunkt von W. Dann wére aber W U {e} =: K ein
Hamiltonkreis. Entfernt man aus K die andere zu v inzidente Kante, so
entsteht ein neuer Hamiltonweg W' in v, der e enthélt. Fiir die Erweiterung

zu einem Hamiltonkreis in G benutzt man dann W’ statt W.)

Damit (wie bei Oe(c)) fiir zwei analoge Félle nur ein Diagramm bendétigt

wird, wird in Abb. 5.43 eine Notation mit gestrichelten Linien eingefiihrt.

i E i E /
Abb. 5.43 oben: Verallgemeinerung der Fille, in denen e benutzt wird

unten: Verallgemeinerung der beiden anderen Fille
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Nun kann man die einzelnen Hamiltonwege umleiten (Abb. 5.44).

SRt
St
R
eI tes

Abb. 5.44 Umleitung von Hamiltonwegen durch Oe(h)
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Nichster Schnitt: Oe(i) (Abb. 5.45).

Abb. 5.45 Der n-Schnitt Oe(i)

Die Polygone g, und g3 sind wegen Oe(c) keine Vierecke, und g; ist wegen
02(j) kein Viereck. Auflerdem stimmt g; weder mit g, noch mit g3 iiberein,

weil sonst ein 4-Schnitt durch gq, as, by und ¢y ginge, der a; und b; von ag

und b3 trennen wiirde.

AufBlerdem sind wegen Oe(a) weder by noch bz Vierecke.

1. Polygon | 2. Polygon | in G Schnitt trennt | von
benachbart durch in G
A P (auBen) | P zu a; und ag | P,aj,as,a3 | g1 by
92 g2 zu ay und az | g2, a1, a2, a3 | g1 by
B ar, bs ar, az, bs g1 ba
as, by as, az, by g1 ba
C ai,c; und asz,c3 | ag,as, by, cq | by bs
C ay,c3 und ag, ¢y | ay,as,be,c3 | by bs
B P (auBlen) | P zu by und by | P, by, be, b3 | ay Co
g1 g1 zu by und b3 | gy1,b1,b2,b3 | as Co
g2 go zu by und by | g2,01,b9,b3 | ag Co
C b1, c3 b1, b, c3 asz g2
C P (auBen) | P zucyund ¢3 | P,cy,co,c3 | by g2
g1 grzucyund ¢z | g1,C1,C2,¢3 | by g2
g2 g2, C3 92, C2, C3 93 by
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Damit ist H 3-zusammenhéngend, und die Moglichkeiten, einen

Hamiltonweg in H durch G umzuleiten, sind in Abb. 5.46 aufgefiihrt.

BN A
30 W R
X0 0 -
O e 6

Abb. 5.46 Umleitung von Hamiltonwegen durch Oe(7)
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In Oe(j) (Abb. 5.47) werden aq, as,as zu A und by, ...bs zu B

zusammengefasst.

Abb. 5.47 Der n-Schnitt Oe(5)

Hier sind g3 und g4 wegen Oe(c) keine Vierecke. Dasselbe gilt wegen Oe(h)
fiir go und wegen Oe(j) fiir g;.

Abb. 5.48 Umleitung von Hamiltonwegen durch Oe(j) (aus Platzgriinden vorangestellt)
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Diesmal aus Platzgriinden zuerst die Umleitungen der Hamiltonwege
(Abb. 5.48), dann die Tabelle zur Uberpriifung, dass H

3-zusammenhéngend bleibt:

1. Polygon | 2. Polygon | in G Schnitt trennt | von
benachbart durch in G
A P (auBen) | P zu a; und ag | P,ay,aqs,a3 | g1 by
92 g2 zu ay und az | g, a1,a2,a3 | G1 by
g3 g3 zu ay und ag | g3, a1, az,a3 | g1 ba
94 ga zu ay und as | ga, a1, a2, a3 | Gi by
B ar, bs ar, a, bs g by
as, by b1, as, as 251 ba
ar, bs ar,az, by, b3 | g1 g2
az, b as, az, by, b3 | g1 g3
B P (auBen) | P zu by und by | P,by, by, b3 | g1 92
Pzubyund by | P, by,bs, b5 | g1 go
P zubsund by | P b3, by,05 | go g3
g1 g1 zu by und by | g1,b1,09,b3 | ag g2
g1 zu by und by | g1,b1,09,b5 | ag g2
g1 zu by und by | g1,b3,b4,b5 | g2 g3
g2 g2, bs g2, b2, bs ag by
g3 g3, b1 g3, b4,b2,b1 | az 94
g3, b3 ga, b2, b3 g2 94
94 ga, b1 G4,b4,b2,01 | go g3
94, bs 91, ba, b 92 g3
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In Oe(k) (Abb. 5.49) werden die Polygone ay, as, asz zu A, by, by, b3 zu B und

1, Co, c3 zu C' zusammengefasst.

Abb. 5.49 Der n-Schnitt Oe(k)

Die Polygone ¢; und g3 kénnen wegen O2(j) keine Vierecke sein,

92, G4, @1, a3, by, bz, c; und c3 konnen es wegen O2(h) nicht sein.

Stimmt g; mit g9, g3 oder g4 iiberein, dann verlduft ein 4-Schnitt durch
g1, a2, by und ¢y, der a; von agz trennt. Im Fall g = g4 ldge ein 2-Schnitt

durch g und ¢y vor.

KN K K
IE P A

Abb. 5.50 Umleitung von Hamiltonwegen durch Oe(k) (1. Teil)

123



SARHEHEE
atsest s

LS
1



1. Polygon | 2. Polygon | in G Schnitt trennt | von
benachbart durch in G
A P (auflen) | P mit a; und ag | P,ay,as,a3 | g1 by
92 ge mit a; und ag | go,a1,a2,a3 | g1 by
g3 g2 mit a; und ag | ga2,a1,a2,a3 | g1 by
B ar, bs ar, ag, bs g1 by
b1, a3 b1, as, a3 g1 by
C ai,c; und as,c3 | ap,as,ba,c1 | by b3
ai,c3 und as,c; | ap,as,ba,c3 | 1 Co
B P (auBen) | P mit by und by | P, by, by, b3 | as Co
g1 g1 mit by und bs | g1,01,02,b3 | as Co
9o go mit by und bs | go,01,02,b3 | as Co
g3 g3 mit by und bs | g3,b1,02,b3 | as Co
C by, c3 by, by, c3 as Co
c1, b3 c1, ba, b3 as C2
C P (auBen) | P mit ¢; und c3 | P,cy,¢o,c3 | by g3
g1 g1 mit by und bz | g1,b1,b2,b3 | bo g3
92 92, C3 g2, C2, C3 by 94
g3 g3, C1 gs,C2,C1 by g2
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Schliefllich wird Oe(¢) untersucht, wo ay, as, a3 zu A und by, ...bs zu B
vereinigt werden (Abb. 5.52).

g2

as g5

Abb. 5.52 Der n-Schnitt Oe(¥)

Die Polygone ¢g; und g, diirfen wegen O2(j) keine Vierecke sein, go, g3 und
g5 wegen O2(h) und b; wegen O2(a).

Ist g1 = g2, dann trennt ein 3-Schnitt durch g, as und by die Polygone b,
und bs. Ist g1 € {93, g4, 95}, dann trennt ein 4-Schnitt durch gy, as, by und by
die Polygone gy und bs. Ist g2 € {g3, 94, g5}, dann trennt ein 3-Schnitt durch
go2, by und by die Polygone b3 und bs.

<
AN
Abb. 5.53 Umleitung von Hamiltonwegen durch Oe(¢) (1. Teil)
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1. Polygon | 2. Polygon | in G Schnitt trennt | von
benachbart durch in G
A P (auBen) | P zu a; und ag | P,ay,as,a3 | g1 by
g2 g2 zu ay und ag | go, a1, az,a3 | g1 ba
g3 g3 zu a; und ag | g3, a1, az,a3 | g1 by
94 gs zu ay und as | ga, @, az, az | G by
g5 gs zu a; und ag | gs, a1, a2,a3 | g1 by
B ai,bs und as, by | b1, as,as g1 bs
a1, bs und ag, by | by, a9, as g1 bo
ai,bs und as, bs | aq,as, by g1 bs
B P (auBlen) | P zu by und by | P,by,bo,bs | g2 by
P zubyund b5 | P,by,bs,b5 | as by
P zu by und bs | P,bs, by, b5 | as by
g1 g1 zu by und by | g1,01,b9,b3 | g2 by
g1 zu by und b5 | g1,b1,b2,b5 | ao by
g1 zu by und b5 | g1,b3,b2,b5 | as by
g2 g2, bs g2, b2, bs %) by
g3 g3, b1 g3, b1,b2,b4 | g2 bs
g3, bs g3, ba, bs by 94
94 9a, b1 Ga,b1,02,b4 | go bs
g4, b3 4, ba, b3 g3 g5
94, bs 94, b, bs g3 gs
gs g5, b1 gs5,01,b2,04 | go bs
s, b3 s, ba, b3 by 94
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Schritt II: Die moglichen Umgebungen von Vierecken

Ein zyklisch 4%-zusammenhingender Graph, der nicht zyklisch
5-zusammenhéngend ist, enthélt mindestens ein Viereck. Ein minimaler
nichttrassabler zyklisch 4x-zusammenhéngender Graph G darf auflerdem
keine der Reduktionen O2(a)...02(0) und Oe(a)...Oe¢(f) sowie kein
Dreieck, kein doppeltes Viereck und keinen wesentlichen 4-Schnitt der
Gestalt Q410 (sieche Abb. 5.9) enthalten.

Damit bleiben sieben Moglichkeiten, wie die Umgebung eines Vierecks in G
aussieht. Diese sind in Abb. 5.55 aufgefiihrt. Die Zahlen, mit denen die
Nachbarpolygone markiert sind, stehen dafiir, welche Lénge sie nicht haben

diirfen. Ein Stern bedeutet, dass dieses Polygon mindestens Lange 7 haben

muss.
* * *
A 5,6 5.6 . .
4 4 * *
4 4 4,6 4,6
4
4,6 * * *
*
* * * */\*
*
* *
* *
*
* * * *

Abb. 5.55 Alle Moglichkeiten, welche Polygone zu einem Viereck benachbart sein

konnen.
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Schritt III: Grof3le Polygone und benachbarte Vierecke

Es gibt noch eine weitere Klasse verbotener n-Stiicke in GG. Beispiele fiir

solche Stiicke sind in Abb. 5.56 dargestellt.

Abb. 5.56 Oben: Reduktionen eines 2n + 1-Ecks mit k£ benachbarten Vierecken
Mitte: Reduktionen eines 2n-Ecks mit k benachbarten Vierecken

(links: k = n, Mitte: k =n — 1, rechts: k =n — 2)

Unten: Ein 2n-Eck und ein 2n + 1-Eck mit n — 2 benachbarten Vierecken,

die nicht nach dem Muster oben reduziert werden konnen.

130



Jedes in Abb. 5.56 dargestellte n-Stiick enthélt ein Polygon z der Lénge
grofergleich 7 sowie mindestens zwei benachbarte Vierecke und mindestens
vier benachbarte Polygone der Lange fiinf oder mehr.

Aus diesen Polygonen und ihren Umgebungen werden Reduktionen nach
dem Muster der Arbeiten [11] und [12] von H. OKAMURA entwickelt.
Hierbei entsteht aus dem Ursprungsgraphen GG bekanntlich durch
Entfernung bestimmter Kanten ein Graph H, von dem bewiesen werden
muss, dass er 3-zusammenhéngend ist. Um diesen Beweis vorzubereiten,

folgen Analysen iiber die Lage der Polygone, die z umgeben.

Lemma 5.6 Sei G € .% ein 4x-zusammenhdingender Graph, der ein n-Eck
z enthdlt (n > 7). Sei ferner m > 2, und es seien m Vierecke qy . . . gy, und
¢ Polygone ry...ry, die keine Vierecke sind, zu z benachbart. (Weil in G
keine zwei Vierecke benachbart sind, folgt £ > m und ¢ > 4.)

Ferner seien diese Polygone so angeordnet, dass q; zwischen rp und ri liegt,
und dass sowohl die qi . ..qn, als auch die r1...1, in der Reihenfolge
indiziert sind, in der sie auf Rand von z liegen.

Seii e {1...m}, und ¢; sei am Rand von z von r; und rj benachbart. Dann
ist s; definiert als das zu g; benachbarte Polygon, das nicht mit z,r; oder vy,
tibereinstimmt (Abb. 5.57).

Dann gilt:

(i) Die Polygone z,qy ... Gm,7r1...T¢, 81 - .. Sm Sind paarweise verschieden.
(1) Wenn zwei Polygone r;,1; eine gemeinsame Kante haben, dann fihrt
diese zu z hin, und 7 =1+ 1.

(i) Es liege q; zwischen rj und r;41. Dann hat s; mit keinem Polygon
ri(k ¢ {j,j +1}) eine gemeinsame Kante.

(iv) Zwei Polygone rj, 7,41 haben genau dann eine gemeinsame Kante,
wenn es kein q. gibt, das zu beiden benachbart ist.

(v) Wenn q; zwischen r; und rjiq (bzw. 1 zwischen vy und 1) liegt, dann
haben r; und i1 genau drei gemeinsame Nachbarn: z,q; und s;.

(vi) Wenn k # j+£1 (firj=1:k+#(,2) ist, dann haben r; und rj, nur z

als gemeinsamen Nachbarn.
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Abb. 5.57 Lage der Polygone z,q;,7j,5; in G

Beweis: Zu (i): Wiirde z mit einem der Polygone iibereinstimmen, die
direkt an z grenzen, dann ldge z beiderseits einer Kante e. G'\ {e} wire
unzusammenhéngend, also wire GG nicht 3-zusammenhéngend.

WEeil in einem 3-zusammenhédngenden Graphen keine zwei Polygone mehr
als eine gemeinsame Kante haben, konnen keine zwei Polygone
iibereinstimmen, die eine Kante mit z gemeinsam haben. Damit sind
qi--.qm und ry...r, paarweise verschieden.

Das Polygon s; kann kein Viereck sein, weil es zum Viereck ¢; benachbart
ist. Es kann nicht mit r; oder r;; iibereinstimmen, zwischen denen g; liegt,
weil es mit diesen Polygonen ebenfalls je eine Kante gemeinsam hat. Wiirde
es mit einem anderen Polygon ry, iibereinstimmen, so wiirde ein 3-Schnitt
durch z,¢; und s; die Polygone r; und r;; trennen. Es kann auch nicht mit
z iibereinstimmen, weil sonst ¢; und z zwei gemeinsame Kanten hétten.
Auch s; = s, ist nicht moglich. Sonst wiirde ein 4-Schnitt durch z, g;, s; und
g, die Polygone r; und r;; trennen. Da diese nach Voraussetzung beide
keine Vierecke sind, ist ein solcher 4-Schnitt wesentlich und damit in G

verboten.

Zu (ii): Angenommen, ein Polygon r; hat (entlang des Randes von z) zwei
Nachbarn y1,y2 € {q1 - - - @, 75 . . . 7¢}. Hat r; mit einem weiteren Polygon

i & {y1,y2} eine gemeinsame Kante, dann trennt ein 3-Schnitt durch z,r;
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und 7, die Polygone y; und y, voneinander. G wére somit nicht

4x-zusammenhéngend.

Zu (iii): Angenommen, es gibe ein weiteres Polygon 7y, k ¢ {j,j + 1}, zu
dem s; benachbart wére. Dann wiirde ein 4-Schnitt durch z, ¢;, s; und 7y die

Polygone r; und r;;; voneinander trennen.

Zu (iv): Liegt ein Viereck ¢; zwischen r; und r;;;, und haben r; und r;4,
eine gemeinsame Kante, dann existiert ein 3-Schnitt durch ¢;,r; und r;,

der z von s; trennt.

Zu (v): Dass r; und rj41 zu z,¢; und s; benachbart sind, erkennt man an
der Zeichnung. Gibt es noch ein weiteres Polygon p, das zu r; und 744
benachbart ist, dann wiirde ein 4-Schnitt durch ¢;,7;,p und r;1; die
Polygone s; und z trennen, die beide mindestens die Lénge 5 haben. Dieser

4-Schnitt ware also wesentlich.

Zu (Vi): Sel rpe & {rj_1,7j, 7541} (Fall j = 1t rpe & {re,71,72}). Wenn es ein
Polygon p # z gibt, das sowohl mit r; als auch mit r; eine gemeinsame
Kante hat, dann trennt ein 4-Schnitt durch p, 7, 2, 74, die Polygone r;_;

und rj1q (bzw. r, und 72) voneinander, die beide keine Vierecke sind OJ

Die folgenden Reduktionen lassen sich danach unterscheiden, wie stark die
Anzahl m der zu z benachbarten Vierecke von der Anzahl ¢ der iibrigen

benachbarten Polygone abweicht. Zur Erinnerung: ¢ > m.
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Fall 1: ¢ = m. Dann ist z ein 2m-Eck. In diesem Fall werden alle Kanten
und Punkte von z sowie alle zu z hinfithrenden Kanten entfernt. Dann
entfernt man jeden Punkt von Grad 2 und vereinigt die zu ihm inzidenten

Kanten. So entsteht aus z,¢q; ...q, und r;...r, ein grofles Polygon A.

A

Vam\N

Abb. 5.58 Beispiel einer Reduktion, wenn ein 2n-Eck zu n Vierecken benachbart ist.

Weil keine zwei Polygone r;, 7; iibereinstimmen oder eine gemeinsame
Kante haben, bleibt H 2-zusammenhéngend. Ist ¢ # j £ 1 (und ist

{i,j} #{1,¢}), dann haben r; und r; nur z als gemeinsamen Nachbarn,
und die Kanten, die 7; und r; von z trennen, sind in A nicht mehr
vorhanden. Die Polygone r; und r;;; haben nur z, ¢; und s; als gemeinsame
Nachbarn. In H werden all diese Polygone bis auf s; zu Teilen von A. Weil
die Kanten, die s; von 7}, ¢; und r;;1 getrennt haben, zu einer Kante

vereinigt werden, ist H 3-zusammenhéngend.

Die Kante, die s; von A trennt, heifle e;. Zu zeigen ist, dass jeder
Hamiltonweg, der in H die Kante e benutzt, auch in G zu einem
Hamiltonweg umgeformt werden kann. Um dies allgemein zu beweisen,
benotigt man allerdings eine Teilkonstruktion, die auch bei den spéteren

Reduktionen hilfreich sein wird.

Die Polygone s; bleiben in H erhalten. Die Kanten e} € E(G), die sie
urspriinglich von ¢; getrennt haben, werden mit anderen Kanten zu einer

neuen Kante e; € E(H) vereinigt.
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Jede dieser Kanten kann von einem Hamiltonweg benutzt werden — oder
eben nicht. Angenommen, es gibt einen Hamiltonweg W in G, der alle
Kanten von z benutzt. Benutzt er auch die Kante e;, dann braucht nichts
gedndert zu werden. Benutzt er sie nicht, dann wird W einfach durch e}
umgeleitet (Abb. 5.59). Um dies zu verdeutlichen, werden die Kanten e; bei

der Umleitung der Hamiltonwege im Folgenden gestrichelt dargestellt.

R O S o W

Abb. 5.59 Der Hamiltonweg W wird durch ein Viereck ¢; umgeleitet

Wenn es in H einen Hamiltonweg gibt, der e; enthilt, dann kann dieser
Hamiltonkreis umgewandelt werden zu einem Hamiltonweg in G

(Abb. 5.60). Bei dieser Reduktion fallen 4m (also mindestens 16) Punkte
weg. Weil es fiir jeden Graphen H mit maximal 42 Punkten einen solchen
Hamiltonweg geben muss, ist dieser Teilgraph in einem nichttrassablen

zyklisch 4%-zusammenhédngenden Graphen verboten.

77N\

Abb. 5.60 Umleitung eines Hamiltonwegs, der e; enthilt
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Fall 2: / = m + 1. Dann gibt es genau eine Kante f; € F(G), die zu z
hinfiihrt, ohne zu einem Viereck ¢; zu gehoren. Diese Kante trenne oBdA

die Polygone r,_; und r, voneinander.

Das Polygon ¢; liegt zwischen r, und r;. Die Kante, die ¢; von 7, trennt,
heile f; und die Kante, die r, von z trennt, heifle f3. Dann entsteht H aus
G, indem man bis auf fi, fo und f3 alle Kanten entfernt, die auf dem Rand
von z liegen oder zu z hinfithren. Dann entfernt man nacheinander jeden
Punkt von Grad 2 und vereinigt die beiden jeweils inzidenten Kanten. Von

¢1 bleibt nur ein Punkt v iibrig.

v Te+1 fi Te

L7 O

Abb. 5.61 Beispiel einer Reduktion, wenn ein 2n + 1-Eck zu n Vierecken benachbart ist.

Die Polygone r, und sy ... s,, wurden mit keinem anderen Polygon vereinigt,
die Polygone auflerhalb der Abbildung auch nicht. Wenn also zwei Polygone
in H mehr als eine Kante gemeinsam haben, dann muss eines davon A sein.
Hat A mehr als eine Kante mit einem der Polygone s; gemeinsam, dann
muss eine dieser Kanten auflerhalb der Abbildung liegen. Sie muss also (in
() zu einem der r; gehoren, was nach Lemma 5.6 nicht moglich ist. Analog
kann A weder mit 7, noch mit einem anderen Polygon in H mehr als eine

Kante gemeinsam haben.

Die Punkte von ¢; und z liegen auf einem Kreis, durch den jeder Weg
umgeleitet werden kann, der in v endet. Jeder Hamiltonweg in H, der in v

endet, kann also zu einem Hamiltonweg in G umgeformt werden. Da bei
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dieser Reduktion 2 - 2m > 12 Punkte wegfallen und fiir |V (H)| < 42 immer
ein solcher Hamiltonweg in H existiert, darf es keinen solchen Teilgraphen
in G geben, wenn |V (G)| < 52 ist.

Abb. 5.62 Hamiltonwege und ihre Umleitungen (Fall 2)
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Fall 3: / = m + 2. Dann gibt es genau zwei Kanten fi, fo € E(G), die zu z
hinfithren, ohne zu einem Viereck ¢; zu gehéren. Die Kante f; trenne oBdA
die Polygone r; und r, voneinander. Die Kante, die s; mit 7, gemeinsam
hat, heifle f5.

Der Rand von z kann in zwei Kantenziige aufgeteilt werden, die f; und fs
miteinander verbinden. Einer von ihnen enthélt die Kante e, die z von ¢;
trennt. Dann entsteht H aus G, indem man den anderen Kantenzug
entfernt. Dann entfernt man e und alle Kanten, die von s5...s,, nach z
gehen (Abb. 5.63).

Schliefllich wird jeder Punkt von Grad 2 entfernt und die beiden inzidenten
Kanten identifiziert. Von ¢; bleiben zwei Punkte iibrig. Den Punkt, der zu

s1,q1 und 71 gehort, nennt man v, den anderen v'.

Abb. 5.63 Beispiel einer Reduktion, wenn ein 2m + 2-Eck zu m Vierecken benachbart

ist.

Hier entstehen zwei neue Polygone in H: Das eine (A) enthélt 75 und z, das
andere (B) enthélt r,. (Man beachte, dass B eventuell nur aus r, besteht.)
Wenn sie zwei gemeinsame Kanten haben, dann muss es aufler f; und fo
noch eine weitere Kante geben, die zu zweien der Polygone r;(j € {1...(})
gehort. Dies ist nach Lemma 5.6 nicht moglich. Aus dem gleichen Grund
kann r; keine zwei Kanten mit A oder B gemeinsam haben.

Analog zu Fall 2 haben A und B weder mit s; ...s,, noch mit einem

Polygon auflerhalb der Abbildung je mehr als eine Kante gemeinsam.
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Sei W ein Hamiltonweg in H, der in v endet. Ist v' in W zu v adjazent,
dann kann man W durch den Kreis umleiten, der z und ¢; umschlie3t. In
jedem anderen Fall muss W auch den Kantenzug beinhalten, der fo mit f3
verbindet.

Liegt f; auf der zu v inzidenten Kante in W, dann leitet man diesen
Kantenzug durch ¢; um und setzt f; durch die restlichen Kanten am Rand
von z fort. Wenn die zu v inzidente Kante von W weder zu v inzident ist
noch f; enthélt, dann wird sie durch ¢; und z fortgesetzt (Abb. 5.64).

Abb. 5.64 Hamiltonwege und ihre Umleitungen (Fall 3)

Weil H gerade 2 - 2m > 12 Punkte weniger hat als GG, darf solch ein
Teilgraph in keinem nichttrassablen zyklisch 4x-zusammenhé&ngenden

Graphen G € .# mit weniger als 54 Punkten auftreten.
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Fall 4: / = m + 3. Dann gibt es genau drei Kanten fi, fs, f3, die zu z
hinfithren und nicht zu einem Viereck gehtéren. Um H zu konstruieren,
werden alle iibrigen Kanten, die zu z hinfiihren, sowie alle Punkte und
Kanten von z selbst entfernt. Die nun fehlenden zu f, fo und f3 inzidenten

Punkte werden durch einen einzigen neuen Punkt v identifiziert (Abb. 5.65).

f1 fo

Abb. 5.65 Beispiel einer Reduktion, wenn ein 2m + 3-Eck zu m Vierecken benachbart

ist.

Wegen Lemma 5.2.4 ist H 3-zusammenhingend. Jeder Hamiltonweg in H,
der in v endet, kann durch z umgeleitet werden und enthélt dann alle
Punkte in G (Abb. 5.66). Weil bei dieser Reduktion 4m + 2 > 10 Punkte
verschwinden, darf kein nichttrassabler Graph mit weniger als 54 Punkten

diesen Teilgraphen enthalten.

Abb. 5.66 Hamiltonwege und ihre Umleitungen (Fall 4)
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Fall 5: / = m + 4. Dann gibt es vier Kanten f; ... f;, die zu z hinfiihren,
ohne zu einem Viereck zu gehoren. Wenn es weniger als vier zu z
benachbarte Vierecke gibt, kann man garantieren, dass zwei davon zum
gleichen Polygon r; gehoren. Diese seien f; und fy. Durch die Kante fx, die
r; mit 2z gemeinsam hat, konnen f; und f, zu einem Kantenzug vereinigt
werden. (In Abb. 5.56 erkennt man, dass dies fiir m > 4 im Allgemeinen
nicht mehr gilt. Dann funktioniert auch die hier zu entwickelnde Reduktion

nicht mehr. Sie ist also nur auf Acht- oder Zehnecke anwendbar.)

Die Kanten f3 und f; kdénnen durch zwei Kantenziige am Rand von z
miteinander verbunden werden. 7" sei derjenige von beiden Kantenziigen,
der fx nicht beinhaltet.

Um H zu erhalten, werden alle Kanten von z aufler f* und 7 und alle zu z
fiihrenden Kanten aufler f; ... f4 entfernt. Dann wird eine neue Kante e
eingefiigt, die T" direkt mit f5 verbindet. Diese hat zwei inzidente Punkte: v,

der zu T gehort, und v, der zu f, inzident ist. Schlieflich entfernt man

jeden Punkt von Grad 2 und identifiziert die zu diesem Punkt inzidenten
Kanten (Abb. 5.67).

Abb. 5.67 Reduktion, wenn ein 2m + 4-Eck zu m Vierecken benachbart ist
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Der Beweis, dass H 3-zusammenhéngend ist, ist analog zu den anderen
Fallen.

Sei W ein Hamiltonweg in H, der im Punkt v endet. Enthilt W die Kante
e, dann kann man W iiber den Kreis z zu einem Hamiltonweg in G
erweitern. Enthélt er e nicht, dann muss er f, und/oder f; U fx* enthalten,
weil er v besuchen muss. In diesem Fall trennt man das Stiick von W ab,
das v mit f3 oder f; verbindet. Dann entsteht ein Hamiltonweg in G, indem
f* durch z umgeleitet wird. Auch bei dieser Reduktion verschwinden

4m + 2 > 10 Punkte, sodass G auch diesen Teilgraphen nicht enthalten darf.

Abb. 5.68 Hamiltonwege und ihre Umleitungen (Fall 5)
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Fall 6: / = m + 5. In diesem Fall ist zu beachten, dass m > 2 vorausgesetzt
wurde. (Fiir den Fall m = 1 wiirden bei der Reduktion ndmlich nur acht
Punkte verschwinden.) Das Polygon z hat also mindestens die Linge 9.

Es gibt in diesem Fall fiinf Kanten f; ... f5, die zu z fithren und nicht zu
einem Viereck gehoren. Wenn zwei von ihnen (im Folgenden f; und fs) zum
gleichen Polygon r; gehtren, dann kann man sie durch die Kante fx*, die r;
mit z gemeinsam hat, zu einem Kantenzug verbinden.

Solange man maximal vier an z grenzende Vierecke hat, findet man immer
zwei solche Kanten f; und f;. Ab m = 5 geht das nicht mehr, darum gilt
diese Reduktion nur fiir Neun-, Elf- und Dreizehnecke.

Um H zu erhalten, entfernt man alle Kanten aufler f; ... f5, die zu 2
hinfiihren, sowie alle Punkte und alle Kanten aufler fx*, die am Rand von z
liegen. Die zu f3, f4 und f5 inzidenten Punkte, die dabei wegfallen, werden
durch einen einzigen Punkt v ersetzt. SchliefSlich entfernt man jeden Punkt
von Grad 2 und identifiziert jeweils die inzidenten Kanten. So entsteht aus
f1, f* und f, eine neue Kante e (Abb. 5.69).

Abb. 5.69 Reduktion, wenn ein 2m + 5-Eck zu m Vierecken benachbart ist
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Auch hier ist H wegen Lemma 5.6 3-zusammenhéngend.

Sei W ein Hamiltonweg in H, der im Punkt v endet. Wenn W die Kante e
enthilt, dann entfernt man das Stiick von W, das v mit fs, f, oder f5
verbindet, und leitet e {iber z um. Enthélt W die Kante e nicht, dann kann
man f3, f4 oder f5 iiber den Rand von z zu einem Hamiltonkreis in G
ausweiten (Abb. 5.70).

Bei dieser Reduktion fallen 4m + 4 > 12 Punkte weg. Auch dieser Teilgraph

darf also in GG nicht auftreten.

1
&*y
4 [N -
1

Abb. 5.70 Hamiltonwege und ihre Umleitungen (Fall 6)
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Schritt IV: Abschitzung der Anzahl verschiedener n-Ecke

Getreu der Annahme, dass ein minimaler nichttrassabler einfach
3-polytopaler Graph G zyklisch 4x-zusammenhéngend sei und maximal
52 Punkte enthalte, darf somit ein k-FEck in G maximal zu ¢ Vierecken

benachbart sein:

E171819110(11 12|13 |14 |15|... |2n 2n+1
2 12 14 |3 |5 |5 |...|n=2|n-2

Auflerdem ist aus [5] folgende Formel bekannt:

Lemma 5.7 Sei p;, die Anzahl der k-Ecke in einem einfach 3-polytopalen
Graphen G. Dann gilt:

3ps +2pa+ps =12+ Y (k- 6)px (5.1)
k>7

(Weil G zyklisch 4x-zusammenhéngend ist, ist p; = 0.)
Auflerdem gewinnt man aus der Euler-Formel, dass die Anzahl aller

Polygone in einem einfach 3-polytopalen Graphen mit maximal 52 Punkten

immmer < 28 sein muss, also

D k<28 pi+ps<W—pe—pr—ps—-.. (5.2)
k>4

Wenn man die zweite Formel von der ersten subtrahiert, erhélt man

P4 > P + 2p7 + 3ps + 4pg + - - - — 16 (5.3)
Ferner gilt folgender Satz:
Lemma 5.8 Sei G ein zyklisch 4x-zusammenhdngender nichttrassabler
Graph mit maximal 52 Punkten. Ferner seien fi ... fy € P(G) mit: f; und

fj sind benachbart < © = j £ 1. Dann hat wenigstens eins dieser Polygone

mindestens die Linge 7.
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Beweis: Aus den Voraussetzungen folgt, dass G weder ein Doppel-Viereck
noch eine Okamura-2-Reduktion noch eine erweiterte Okamura-Reduktion
enthalten darf. Aber jede Folge von vier aufeinanderfolgenden Polygonen

der Lange 4, 5 oder 6 enthélt eine solche Reduktion.
Analog erhélt man:

Lemma 5.9 Sei G ein zyklisch 4x-zusammenhdngender nichttrassabler
Graph mit maximal 52 Punkten. Ferner seien f1, fa, f3 € P(G) mit: f1 und
fa sowie fy und f3 sind benachbart, fi und f3 nicht. Ist keins dieser drei

Polygone ein Viereck, so hat eines von ihnen mindestens Ldnge 7.

Beweis: Jede Sequenz dreier Polygone der Lange < 7 enthilt ein Dreieck,

ein Viereck oder eine Oe-Reduktion.

Es gibt noch einen Fall, der genauer untersucht werden muss.

A
B
e
Abb. 5.71

Lemma 5.10 Sei G ein zyklisch 4x-zusammenhdngender nichttrassabler
Graph mit maximal 52 Punkten. Enthdlt er die Konstellation aus Abb. 5.71,
so hat A, B oder C' Linge 7 oder mehr.

Beweis: B und C koénnen keine Vierecke sein. Ist B ein Sechseck und hat A
die Lange 4, 5 oder 6, dann bilden A, B und f eine Okamura-2-Reduktion.
Dasselbe gilt, wenn B ein Fiinfeck und A ein Fiinf- oder Sechseck ist. Ist B
ein Fiinfeck und A ein Viereck, dann kann C' kein Fiinf- oder Sechseck sein,
weil A, B und C sonst eine O2- oder Oe-Reduktion bilden.
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Schritt V: Die Okamura-Reduktionen (ii)

Nun folgt der zweite Teil der erweiterten OKAMURA-II-Reduktionen
(Abb. 5.72). Diese n-Stiicke sind mit Oe(m) bis Oe(y) bezeichnet. Auch
hier gilt (analog zum ersten Teil der Reduktionen), dass ein zyklisch
4x-zusammenhédngender nichttrassabler Graph G mit |V(G)| < 52 keins

dieser n-Stiicke enthalten darf.
n 0 p
: t< ?
q r ; ; ;; : s : E

Abb. 5.72 Die erweiterten OKAMURA-II-Reduktionen (2. Teil)
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Sei H der Graph, der durch die Entfernung der diinn gezeichneten Kanten
aus G entsteht. Auch bei diesen Reduktionen muss man (wie bei Oe(a) bis
Oe(?)) iiberpriifen, ob H 3-zusammenhéngend bleibt. Es geht los mit Oe(m)

(Abb. 5.73), wo a; ...a4 zu A und by, by, by zu B zusammengefasst werden.

g1

a2

92

Abb. 5.73 Der n-Schnitt Oe(m)

Die Polygone ¢g; und g, sind wegen O2(k) keine Vierecke, b1, g3 und g, sind
es nicht, weil kein Siebeneck mehr als ein benachbartes Viereck haben darf.
Stimmt g; mit g3 oder g, iiberein, so gibt es einen 3-Schnitt durch ¢;, a;

und by, der b; von a, trennt. Stimmt g, mit g4 iiberein, dann gibt es einen

4-Schnitt durch gs, as, a3 und by, der g; von g3 trennt.
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1. Polygon | 2. Polygon | in G Schnitt trennt | von
benachbart durch in G
A P (auBlen) | P zu a; und a4 | P,ay, a3, a4 | ag by
94 gs zu ay und ay | ga, a1, 03,04 | G2 by
93 ai, gs ar,ba, g3 az 94
B ar, bs ar, by, bs a2 94
ag, by b1, b, a4 a2 94
ay, b3 ay, by, b3 Qa2 g3
B P (auBlen) | P zu by und by | P, by, by, b3 | ag J4
g1 g1 zu by und by | g1,b1,09,b3 | ag 94
g2 go zu by und by | g2,b1,09,b3 | ag 94
g3 g3, b1 b1, b2, g3 ag 94

£ §
.’}
Oy O A O

EHIRE:S:
a0 i oD

Abb. 5.74 Umgeleitete Hamiltonwege durch Oe(m).
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In Oe(n) (Abb. 5.75) werden die Polygone ay, as, a3 zu A, by, by, b3 zu B

und ¢y, ¢o,c3 zu C.

Abb. 5.75 Der n-Schnitt Oe(n)

Ist g1 ein Viereck, dann liegt O2(e) vor. Die Polygone go und g3 diirfen
keine Vierecke sein, weil ein Siebeneck zu maximal einem Viereck (bs)
benachbart sein darf. Da b; und b3 zu by benachbart sind, diirfen diese
beiden Polygone keine Vierecke sein.

Ist g1 = g3 oder g; = g4, dann trennt ein 4-Schnitt durch gy, as, by und co
die Polygone b, und b3.
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1. Polygon | 2. Polygon | in G Schnitt trennt | von
benachbart durch in G
A P (auBen) | P zu a; und ag | P,aj,as,a3 | g1 Co
g2 go zu ay und ag | g2, a1,a9,a3 | g1 C2
g3 gs zu ay und az | g3, a1, az, a3 | g1 2
B ar, bs ar, az, bs g1 C2
az, by as, az, by g1 C2
C ai,c3 und az, ¢y | ay, by, 0,03 | g1 g3
ar,cy und as, c3 | az, bz, c2,¢3 | g1 g2
B P (auBen) | P zu by und bg | P by, bs, b3 | as Co
g1 g1 zu by und by | g1,01,b9,b3 | ag Co
g3 gs zu by und by | g3,01,b9,b3 | ag Co
C b1, c3 b1, 2,3 asz g3
bs, ¢1 b, c2, C1 as g3
bs, c3 bs, c2, C3 as g2
C P (auBen) | Pzucyund ¢ | Pycy,co,c3 | ag g3
g grzucyund ¢z | g1,€1,C2,C3 | Qg g3
g €1, 92 €1, C2, g2 as g3

I

I I 1
Y

:: /'\5_
1
Y
I

I 1
Y

&ESE

I

I I 1
Y
:: /'\5_

1
Y

I

l 1
Y

GG

Abb. 5.76 Umgeleitete Hamiltonwege durch Oe(n).
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Es folgt Oe(0), wo ay .. .ag zu einem Polygon A verbunden werden.

Abb. 5.77 Der n-Schnitt Oe(o)

Das Polygon g, ist zu einem Viereck benachbart, darf also selbst keines
sein. Das gleiche gilt fiir a1, g3 und g4, weil das Siebeneck a5 als Nachbarn
haben, das bereits an das Viereck ag grenzt. (Aber g; darf ein Viereck sein.)
Wiére ¢g; = g3 oder g1 = g4, dann ginge durch g¢i, as, as ein 3-Schnitt, der a;

und a4 voneinander trennt. (Analog fiir g» € {gs, g4}-)

1. Polygon | 2. Polygon | in G Schnitt trennt | von
benachbart durch in G
A P (auBen) | P zu a; und a4 | P,ay,as,a4 | ag o
P zuay und ag | P,ay,as,a6 | g3 Ja
P zu a4 und ag | P,ay,as5,a6 | g3 g4
g1 g1, Q4 g1,02,03,04 | g2 as
g1, g g1,0Q2,05,06 | 41 94
g2 g2, a1 ay, @z, g2 9 as
92,06 92,03, 05,06 | A2 94
93 93,04 a4, a5, g3 az 94
94 g4, Q1 ai, s, 94 %) g3
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In Oe(p) (Abb. 5.79) werden die Polygone a; .. .ag zu A vereinigt.

g4

Abb. 5.79 Der n-Schnitt Oe(p)

Weil Doppelvierecke verboten sind, sind g¢;, a; und az keine Vierecke. Weil
maximal ein Viereck zum Siebeneck a4 benachbart sein darf, sind g, und g3
keine Vierecke. Von den Polygonen g, und g5 darf maximal eins ein Viereck
sein.

Wenn ¢; mit g, oder g3 iibereinstimmt, dann geht ein 3-Schnitt durch gy, as
und a4, der a; von as trennt. Stimmt g; mit g, oder g5 iiberein, dann geht
ein 4-Schnitt durch g¢i, as, a4 und as, der a; von az trennt. Sind zwei der
Polygone gs . .. g5 gleich, dann gibt es einen 3-Schnitt durch ay4, a5 und

dieses Polygon, und dieser Schnitt trennt a3 von ag.
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Abb. 5.80 Umgeleitete Hamiltonwege durch Oe(p).
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1. Polygon | 2. Polygon | in G Schnitt trennt | von
benachbart durch in G
A P (auBlen) | P zu a; und a3 | P,ay,aq,a3 | g1 ay
P zuay,und ag | P,ay,a4,a6 | g3 as
P zu a3 und ag | P,as,aq,a6 | g2 as
a1 g1, 0a¢ g1,02, 04,06 | g3 as
g2 g2, a3 g2, 04, a3 9 as
g2, ag g2, G4, Gg g3 as
g3 g3, as g3, a4, a3 g1 as
g3, a1 ai, a4, g3 g2 as
94 g4, A1 ai, a4, 05,94 | g3 as
g4, Ag g4, 05, Gg Gy gs
gs s, a1 ai, a4, 05,95 | g3 as
g5, 03 as, ds, gs Gy 94




Bei Oe(q) (Abb. 5.81) werden die Polygone a; ...a5 zu A und by, by, b zu B
vereinigt. Hier ist darauf zu achten, dass nicht sowohl g, als auch g3
Vierecke sein diirfen. Da dieser Teilgraph symmetrisch ist, kann man ohne

Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen, dass g3 kein Viereck ist.

Abb. 5.81 Der n-Schnitt Oe(q)

Die Polygone az und as konnen wegen O2(f) keine Vierecke sein. Von den
Polygonen g; und g, kann nur eins ein Viereck sein, g4 ist keins, weil by
eines ist.

Ist g3 = g1 oder g3 = go, dann hat dieses Polygon zwei Kanten mit as
gemeinsam. Stimmt g, mit g7, g» oder g3 iiberein, dann verlauft ein

4-Schnitt durch as, a4, bs und g4 und trennt az und as voneinander.
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1. Polygon | 2. Polygon | in G Schnitt trennt | von
benachbart durch in G
A P (auBlen) | P zu a; und ag | P,ay,as,a3 | g1,92 | g3
Pzuayund as | Pay,as,a5 | 91,92 | g3
P zuazund a5 | P,asz,as,a5 | g3 g4
g1 g1, a3 g1, a2, a3 g2 g3
g1, Qs g1, a2, as 92 g3
92 92, a1 ai, az, g2 g1 g3
g2, s g2, a2, a5 251 Qy
93 g3, as as, az, gs 91 ay
94 g1 za ay und as | g4, a1, 02,03 | G1,92 | 93
g1 20 ay und as | gs, a1, 02,05 | G1,92 | 93
gs 70 a3z und as | g4, as, as,as | g3 g4
B ay, by ai,as, aq,by | as as
ai, bs ai, ay, ag,bz | as as
as, bs as, ay, by g4 as
as, by b1, ay, as 94 as
B P (auBen) | P zu by und bs | P, by, by, b3 | a4 g4
g1 g1 zu by und by | g1,b1,09,b3 | a4 94
g2 go zu by und by | g2,01,b9,b3 | a4 94
g3 g3 zu by und by | g3,b1,b9,b3 | a4 ga
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Abb. 5.82 Umgeleitete Hamiltonwege durch Oe(q).
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In der Reduktion Oe(r) (Abb. 5.83) werden die Polygone a; ...a5 zu A und

by, by, b3 zu B vereinigt.

Abb. 5.83 Der n-Schnitt Oe(r)

Die Polygone ¢; ... g4 und ag diirfen keine Vierecke sein, denn g; und as
sind zum Viereck as benachbart, g, und g3 sind zum Siebeneck ay
benachbart, zu dem bereits ein anderes Viereck benachbart ist, und g, ist
wegen Oe(q) kein Viereck.

Wiirde ¢g; mit g, oder g3 iibereinstimmen, dann wiirde ein 3-Schnitt durch
g1, as und a4 die Polygone a; und by trennen. Wiirde g, mit einer von ihnen
iibereinstimmen, dann wiirde ein 3-Schnitt durch a4, by und g4 die Polygone

a; und as voneinander trennen.
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1. Polygon | 2. Polygon in G Schnitt trennt | von
benachbart durch in G
A P (auBen) P zua; und a3 | P, ay,as,a3 | ¢ ay
oder P = g4
P zua,und a5 | P,ay,aq4,a5 | 9o bo
P zuazund as | P,ag,as,a5 | go bo
g1 g1, as 1,02, 04,05 | G2 by
92 g2, as g2, Q4,03 g1 94
g2, a5 g2, Q4,05 g1 94
g3 g3, a1 ai, G4, g3 g2 by
g3, ag g3, Q4,03 g1 94
B ar, by ar,az, a3, by | g1 )
a,bs ar,aq,b,03 | g1 g3
as, bs as, by, bs ) 94
as, by b1, b2, as ) 94
B P (auBen) oder | P zu by und by | P, by, by, b3 | a4 g4
P € {91, 92,93}
I\T . ;ﬂ; I\T’\ ;i;
I\T . ;ﬂ; I\T’\ ;ﬂ;
I\T . ; ﬂ ; I\T’\ ; f ;
I\T . ;ﬂ; I\T’\ ;g ;

Abb. 5.84 Umgeleitete Hamiltonwege durch Oe(r).
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In Oe(s) (Abb. 5.85) werden die Polygone ay, ag, az zu A, by, by zu B und

c1, ¢, c3 zu C' vereinigt.

Abb. 5.85 Der n-Schnitt Oe(s)

Die benachbarten Polygone g, und g3 kénnen nicht beide Vierecke sein. Da
g1 zu einem Viereck benachbart ist, kann es selbst auch keins sein. Da mit

as bereits ein Viereck zum Siebeneck b, benachbart sind, diirfen ¢; und c3

ihrerseits keine Vierecke sein.

Wire g1 € {g2, 93}, dann wiirde ein 4-Schnitt durch gy, as, by und ¢, die

Polygone ¢; und c3 voneinander trennen.
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1. Polygon | 2. Polygon in G Schnitt trennt | von
benachbart durch in G
A P (aulen) oder | P zu a; und a3 | P,aj,as,a3 | g1 by
P € {92, 93}
B as, by b1, by, a3 g1 o
C a1,Cy ay,ba, 1 by Co
a, C3 a1, by, c3 g1 Ca
as, €y as, ba, c1 g1 Ca
B C b1, c3 b1, by, c3 g1 C2
C P (auBen) Pzuc,und ¢z | Pycy,bay,c3 | g1 Co
oder P = ¢y
o)) 92,C3 g2, Ca, C3 by g3
93 g3, C1 C1,C2, G3 by 92
1
I\"
\
1
)::\ ¢' j::
r
1
I\"
\
1
)::\ ¢' j::
r
1
I\" : 1

_\¢-~_
D

Abb. 5.86 Umgeleitete Hamiltonwege durch Oe(s).
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Die néchsten drei Teilgraphen Oe(t), Oe(u) und Oe(v) dhneln einander. Sie
unterscheiden sich nur dadurch, dass in Oe(t) und Oe(u) im Vergleich zu
Oe(v) je eine Kante durch ein Viereck cx ersetzt wurde. In allen Féllen

werden ai, as,as zu A, by, by zu B und ¢; . ..cq mit c¢x zu C vereinigt.

by by by
ai 1 ai a1 ai a1
gilaz]l by g3 gijaz| by ok 93 gilazl by g3
as C2 as C2 as C2
C3 Cy C3 Cq C3 Cq
C* 92 92
92

Abb. 5.87 Die n-Schnitte Oe(t), Oe(u) und Oe(v)

Die Teilgraphen Oe(t) und Oe(u) werden eingefiihrt, damit man bei Oe(v)
voraussetzen kann, dass g, und gz keine Vierecke sind. (Wegen O2(f)
diirfen ohnehin nicht beide Polygone zugleich Vierecke sein.) Da die ¢+ in
beiden Fillen ein Viereck ist, sind es go und g3 in keinem Fall.

Die Polygone g1, a; und ag sind keine Vierecke, weil ay ein Viereck ist.
Stimmt in einem dieser Graphen g; mit g, iiberein, dann trennt ein
4-Schnitt durch gi, as, by und ¢; die Polygone a; und as. Ist g = g3, dann
gilt das Gleiche fiir einen 4-Schnitt durch g1, as, by und c3.

163



1. Polygon | 2. Polygon in G Schnitt trennt | von
benachbart durch in G
A P (aulen) oder | P zu a; und a3 | P,aj,as,a3 | g1 by
P € {92, 93}
B as, by b1, b2, a3 9 C2
C ai, ¢y ay, ba, cq by Co
ai, C3 ar, by, c3 9 C2
at,C4 ai, by, c2,¢4 | g2 g3
as, 1 c1, by, a3 251 C2
as, C4 az, by, c2,¢4 | g2 g3
B C by, c3 by, ba, c3 g1 Co
b1, ¢4 b1, b2, Ca, ¢4 | G2 g3
C P (auBen) Pzuciund c3 | P,ci,co,c3 | by g2
oder P = ¢y
Pzuciund ¢y | Pycy,co,cq | by gs
Pzucgund ¢y | P c3,co,cq | by go
g2 g2, C1 C1,C2,C3,92 | ba g3
g3 g3: C3 C1,€2,C3,93 | ba 92

Auch die Umleitungen der Hamiltonwege brauchen nur fiir Oe(v)

durchgefiihrt zu werden. Man kann sich leicht davon iiberzeugen, dass jeder

dieser Hamiltonwege genauso funktioniert, wenn man eins der cx-Vierecke

einfiigt.
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Abb. 5.88 Umgeleitete Hamiltonwege durch Oe(v).
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In Oe(w) (Abb. 5.89) werden die Polygone a; ...ay zu A und by, by, b3 zu B

zusammengefasst.

Abb. 5.89 Der n-Schnitt Oe(w)

Wegen O2(k) ist weder g; noch g3 ein Viereck. Wegen Oe(s) ist g4 auch
keins.

Wire g4 € {91, 92, 93}, dann wiirde durch g4, by und ay oder az ein 3-Schnitt
gehen, der by von b3 trennt. Ist g; = g3, dann trennt ein 3-Schnitt durch

g1, as und ag die Polygone g, und b, voneinander.

In der folgenden Tabelle wurden einige Eintridge aus Symmeriegriinden

weggelassen.
1. Polygon | 2. Polygon in G Schnitt trennt | von
benachbart durch in G

A P (auBen) Pzua, und ay | P,ai,by,as | as g4
oder P = g4
g2 a1, g2 a1, a2, g2 7)1 by
g3 ai, gs ai, Gz, a3, g3 | g2 by
B ar,bs ay, by, bs as 94

B P (auBen) oder | P zu by und by | P, by, by, b3 | as g4
P € {g1, 92,93}
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Vorletzte Reduktion: Oe(z) (Abb. 5.91). Die Polygone a; . ..as werden zu A

vereinigt, by, by, b3 zu B.

Abb. 5.91 Der n-Schnitt Oe(x)

Die Polygone ¢g; und g3 kénnen wegen O2(m) keine Vierecke sein, g, kann
es auch nicht sein, weil a3 eines ist, und weil zum Achteck by keine zwei
Vierecke benachbart sein kénnen, ist auch g4 keines.

Wiére g1 = g3, dann wiirde durch gy, as, as, a, ein 4-Schnitt gehen, der g,
von by trennt. Wire g4 = ¢ oder g4 = ¢o, dann wiirde ein 3-Schnitt durch
as, by und g4 die Polygone a; und a3 voneinander trennen.

Der Fall g3 = g4 wird aus Symmetriegriinden weggelassen. Deswegen ist

auch die folgende Tabelle recht kurz.

1. Polygon | 2. Polygon in G Schnitt trennt | von
benachbart durch in G

A P (auBen) Pzuayund as | P,ai, by, as | ga ay
oder P = g4
g1 g1, 05 g1,a2,b, a5 | ay 94
92 ai, g ay, Gz, g2 9 by
B a, bs ar, by, bs by 94

B P (aulen) oder | P zu by und by | P, by, by, b3 | by ay
P e{g1, 92 95}
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Abb. 5.92 Umgeleitete Hamiltonwege durch Oe(z).
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Der letzte n-Schnitt ist Oe(y) (Abb. 5.93). Hier werden die Polygone

ai,as, a3 zu A und by ... b5 zu B zusammengefasst.

a

g3

Abb. 5.93 Der n-Schnitt Oe(y)

Wegen Oe(p) ist g1 kein Viereck. Das Gleiche gilt wegen Oe(s) fiir g, und
wegen O2(i) fiir gs.

Das Polygon g4 muss gesondert betrachtet werden. Es ist wegen b3 kein
Viereck, wegen O2(b) kein Fiinfeck, wegen O2(a) kein Sechseck und wegen
Oe(n) kein Siebeneck. Es muss sich also mindestens um ein Achteck
handeln.

Es gilt g1 # g2, weil sonst ein 2-Schnitt durch g; und ay vorldage. Wére

g1 = g3, dann wiirde ein 3-Schnitt durch g1, a; und b, die Polygone g, und
b, trennen. Im Falle g; = g4 trennt ein 3-Schnitt durch ¢, as und by die
Polygone b; und by voneinander.

Auflerdem muss go # g3 gelten, weil es sonst in G einen 2-Schnitt durch g
und ag gébe. Ferner wiirde im Falle g = g4 ein 3-Schnitt durch g¢o, as und by
entstehen, der ¢g; von b, trennt. Schliefllich kann g3 = g4 nicht gelten, sonst

wiirde ein 3-Schnitt durch gs, b4 und b, die Polygone as; und b3 trennen.
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Die Abbildung 5.93 ist noch unvollstandig. Falls ndmlich sowohl b, als auch
bs jeweils eine Kante auflerhalb der Abbildung mit demselben Polygon P
gemeinsam haben, entsteht in H ein 2-Schnitt, ohne dass in G zwei in
dieser Abbildung sichtbare Polygone durch einen 3- oder 4-Schnitt getrennt

wirden.

Um diesem Problem beizukommen, betrachte man die Umgebung des
Polygons g4 (Abb. 5.94).

Abb. 5.94 Das Polygon g4 und ihre Umgebung
An der gestrichelten Linie kénnen weitere Polygone yj, mit k& € {2...n — 1} liegen.

WEeil g4 mindestens ein Achteck ist, gilt n > 2.

Die neun abgebildeten Polygone miissen paarweise verschieden sein, weil
andernfalls ein 2-Schnitt in G vorliegen wiirde.

Angenommen, es gibt ein Polygon P # g4, mit dem b; und b5 je eine Kante
gemeinsam haben. Ware P = z1, dann wiirde ein 3-Schnitt durch x,, g4 und
bs das Polygon by und x2 voneinander trennen. (Aus Symmetriegriinden ist
somit auch P # x,.) Wire hingegen P € {y; ...y,}, dann trennt ein
3-Schnitt durch P, g4 und b; die Polygone x; und x5 voneinander. Wenn P
aber keine Kante mit g, gemeinsam hat, dann trennt ein 4-Schnitt durch

P, by, g4 und bs; die Polygone b, und bs auf der einen von x; und y; auf der

anderen Seite. Somit gibt es kein solches P.
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Alle iibrigen Félle werden wie gehabt per Tabelle gepriift.

1. Polygon | 2. Polygon | in G Schnitt trennt | von
benachbart durch in G
A P (auBen) P zu a; und az P ay,as,a3 | go by
oder P = g4
9 g1, a3 g1, az, az 92 by
g3 ar, gs ar, az, by, g3 | g2 ba
B ar, by ar, as, by 251 by
ar, bs ar,az, by, bs | ga by
as, by b1, as, a3 g2 by
as, bs ag, by, bs ba g3
B P (aufilen) | (siehe Abb. 5.94)
oder P = ¢y
g1 g1, bs g1, a2,b4,b5 | go by
g3 b1, g3 b1,b2,b4,93 | a2 94

Nach der in Abb. 5.95 erfolgenden Uberpriifung, dass alle Hamiltonwege

durch den Teilgraphen Oe(y) umgeleitet werden kénnen, ist bewiesen, dass

ein nichttrassabler Graph G mit maximal 52 Punkten keins der n-Stiicke
Oe(a) ...Oe(y) enthalten darf.
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Schritt VI: Polygone grofler Linge neben Vierecken
Nun kann man folgendes Zwischenergebnis formulieren:

Proposition 12 In einem zyklisch 4x-zusammenhdngenden nichttrassablen
Graphen G mit mazimal 52 Punkten sind zu jedem Viereck mindestens zwer

Polygone der Léinge 8 oder mehr benachbart.

Beweis: Das Viereck sei im Folgenden mit f bezeichnet.

Fall 1: f ist zu einem Fiinfeck benachbart.

Dann miissen von den iibrigen drei zu f benachbarten Seiten nach

Abb. 5.55 zwei mindestens Siebenecke sein. Aber ein zu f benachbartes
Siebeneck ergibt eine Oe-Reduktion. Es sind also mindestens Achtecke.
Von nun an sei f nicht zu einem Fiinfeck benachbart.

Fall 2: f ist zu einem Sechseck f* benachbart.

Das zu f benachbarte Polygon C, die f* gegeniiberliegt, darf kein
Siebeneck sein, weil dies eine Oe-Reduktion ergédbe. Dasselbe gilt fiir das zu
f* benachbarte Polygon, das f gegeniiberliegt.

Damit der Satz nicht gilt, miissten die anderen beiden zu f benachbarten
Polygone A und B Siebenecke sein. Von den iibrigen Polygonen, die zu
diesen beiden Siebenecken benachbart sind, darf keine ein Vier-, Fiinf- oder
Sechseck sein. (Vierecke gehen nicht, weil ein Siebeneck zu maximal einem
Viereck benachbart sein darf, Fiinf- und Sechsecke bilden Oe-Reduktionen.)

Kk

Kk Kk
* *
C
* *
A f B
* *
f*
* *
>38

Abb. 5.96 Ein Viereck neben einem Sechseck in G
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In Abb. 5.96 konnen keine zwei Polygone in der Skizze identisch sein, weil
sonst ein wesentlicher 4-Schnitt vorldge. Seien zundchst A und B
Siebenecke sowie C' ein Achteck. Dann hat jedes mit einem Stern markierte
Polygon mindestens Lange 7. Die drei Polygone, die mit je zwei Sternen
markiert sind, konnen keine Vierecke sein. Nach Lemma 5.9 ist mindestens
eins der Lénge 7 oder mehr darunter.

G enthélt also mindestens ein Sechseck, zwei Siebenecke, zwei Achtecke und
neun weitere Polygone der Léange 7 oder mehr. Aus Formel 5.3 folgt, dass G
mindestens 13 Vierecke enthalten muss. Von den maximal 28 Polygonen,
die G enthélt, konnen 16 bereits keine Vierecke sein. Widerspruch!

Nun sei C' ein k-Eck mit £ > 9. Damit ist die Anzahl der Polygone mit zwei
Sternen k£ — 5. Von diesen Polygonen darf fiir £ = 9 keins ein Viereck sein,
bei k = 10 oder k£ = 11 darf es nur ein Polygon sein, bei k£ = 12 drei und so
weiter. Unter ihnen sind also in jedem Fall mindestens vier, die keine
Vierecke sein diirfen. Eins davon muss wegen Lemma 5.8 auch wieder
mindestens ein Siebeneck sein.

Man findet also weiterhin neun Polygone der Lénge 7 oder mehr, zusétzlich
zu den Siebenecken A und B, dem Sechseck f* und dem k-Eck C'. Das
ergibt mit Formel 5.3, dass mindestens k& + 5 > 14 Vierecke auftreten
miissen. A, B, C| f* sowie die mit ,,> 8“ und mit einem Stern
gekennzeichneten Polygone gehoren nicht dazu; das sind schon 13 Stiick.
Unter den mit zwei Sternen gekennzeichneten Polygone findet man
ebenfalls vier, die keine Vierecke sind. Widerspruch!

Fall 3: Zu f seien nur Polygone der Lange mindestens 7 benachbart.

Sind alle zu f benachbarten Polygone Siebenecke, so miissen auch alle zu
diesen benachbarten Polygone mindestens Siebenecke sein, weil sich sonst
eine Oe-Reduktion ergéibe. GG enthélt damit mindestens 16 Polygone der
Lénge > 7. Nach Einsetzung in die Formel ergibt sich p, > 16, was bei
maximal 28 Polygonen zu einem Widerspruch fiihrt.

Seien nun zu f drei Siebenecke und eine Achteck f* benachbart. Damit sind
wieder alle zehn weiteren zu den Siebenecken benachbarten Polygone
mindestens Siebenecke, und von den iibrigen drei zu f* benachbarten

Polygonen ist maximal eins ein Viereck. Die Formel liefert nun py > 13, und
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Abb. 5.97 links: Ein Viereck zwischen vier Siebenecken

rechts: Ein Viereck zwischen drei Siebenecken und einem > 8-Eck

16 Polygone in GG konnen keine Vierecke sein. Widerspruch!

Schliefllich der Fall, dass zu f drei Siebenecke und ein k-Eck f* mit £ > 9
benachbart sind. Dann ergibt dies eine Reihe von mindestens vier
Polygonen, die zu f* benachbart sind. Davon muss eine mindestens ein
Siebeneck sein. Die Formel liefert nun ps > 16, und 14 Polygone sind

mindestens Siebenecke. [J

Zu jedem Acht- oder Neuneck ist maximal ein Viereck benachbart, zu
jedem Zehn- oder Elfeck maximal zwei etc. (vgl. Tabelle S. 145). Durch
Proposition 12 weifl man, dass zu jedem Viereck mindestens zwei Polygone

der Léange groflergleich 8 benachbart sind.
Zusammen ergibt das:

Lemma 5.11 Sei G ein minimaler nichthamiltonscher Graph in % mit

< 52 Punkten. Ist G zyklisch 4x-zusammenhdngend, so gilt:

2py < pg + pg + 2p1o + 2p11 + 4pr2 + 3piz + Z(k — 2)(pak + Pok+1)
k>7
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Schritt VII: Abschitzung der Héochstanzahl an Vierecken

An dieser Stelle sei an die Formel 5.3 erinnert:

Pa > pe + 2p7 + 3pg +4pg + - — 16

Dieses Ergebnis fasst man nun mit Lemma 5.11 zusammen:

> 2(k—5)-p— 32

k>6
= 2ps + 4p7 + 6psg + 8pg + 10p1g + 12p11 + 14p12 + 16p13

+ 3 (4 — 10)poi + (4% — 8)pogs1) — 32
k>7
< 2py

< pg +py + 2p1o + 2p11 + 4p12 + 3p1s + Z(k — 2)(pak + Pok+1)
K>7

Daraus folgt
2pe + 4p7 + dps + Tpg + 8p1g + 10p11 + 10p12 + 13p3
+ Z((?’k — 8)pak + (3k — 6)pagr1) < 32

k>7

(5.4)

Multipliziert man nun die Formel aus Lemma 5.11 mit %, so ergibt sich:

5 5 15
ops < 5178 + 5]99 + 5p1o + dp11 + 10p12 + 31713

+ Z k — 5)(pak + Pak+1)

k>7

Subtrahiert man diese Summe von der oberen, so erhélt man:

2p6 + 4p7 + 2ps + 3P + 3p10 + Bp11 + 513
+ Zk>7(( 3)par + (5 — D)parsr)
Jedes py hat einen positiven Vorfaktor! Also muss jedes py in (5.4) einen
grofleren Vorfaktor haben als in (5.5). (Ausnahme ist k = 12; dort sind die

Vorfaktoren gleich.) Weil auch die py nichtnegativ sein miissen, kann man

die Summen gegeneinander abschéitzen.
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Das ergibt zusammengefasst:

5 5 15
ops < oPs + 3P + 5p1o + Sp11 + 10p12 + 5 s
5
—k—5
+ 2(2 )(P2k + Pakt1)

k>7
< 2pg + 4p7 + Bps + Tpg + 8p1o + 10p11 + 10p1a + 13p1s
+ Z((?’k — 8)par + (3k — 6)pogr1) < 32

k>7

N <32
P4_5

Es gilt p, € N, und deswegen auch:

(5.6)

Lemma 5.12 Sei G ein minimaler nichthamiltonscher Graph in % . Ist G

zyklisch 4x-zusammenhdngend, so enthdlt G maximal sechs Vierecke.

Allerdings kann man mit (5.6) noch etwas mehr beweisen. Angenommen, G

enthielte ein Siebeneck. Dann wére p; > 1, womit gelten wiirde:

5 5 15
opy < 5]98 + 5179 + 5p1o + dp11 + 10p12 + 7]913
5
+ ;(ék — 5)(pak + Pak+1)

< 2ps + 4(p7 — 1) + 5ps + Tpg + 8p10 + 10p11 + 10p12 + 13p13

+ ) ((3k — 8)pak + (3k — 10)pags1) < 32— 4 =28
k>T7

= ps <5
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Wenn pg > 1 ist, hat man:

5 5 15
ops < 2])8 + 5P + 5p1o + Op11 + 10p12 + 5 P
+ ;(ék —5)(pak + Pok+1)

5
< 2p + dpr + (5 = 5)ps + Tpo + 8pio + 10p11 + 10p1z + 13pys (5.8)

5
+ ) ((3k — 8)par + (3k — 10)pag) < 32— 5

k>7

= ps <D

Analog folgert man, dass auch fiir pg > 2,pg > 1, p1o > 1 und py; > 1 folgt,

dass py < 5 gelten muss.

Im Folgenden wird angenommen, py = 6. Dann ist p, =0 fiir 7 < k£ < 11.
Wegen (5.4) muss auch Z pr < 3 gelten. Selbst Z pr = 3 ist nur

k>12 k>12
moglich, wenn alle drei Polygone Zwolfecke sind!

Andererseits gilt nach Proposition 12, dass zu jedem Viereck mindestens
zwei Polygone von Grad > 8 benachbart sind. Gébe es nur zwei solche
Polygone, dann miissten alle sechs Vierecke zu jedem von ihnen benachbart

sein. Dies fiithrt unweigerlich zu einem wesentlichen 4-Schnitt.

@

@
©

Abb. 5.98 Sechs Vierecke zwischen zwei Polygonen hoher Léinge

Q_
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Also muss es drei Polygone der Lange > 8 geben; zwangslaufig drei
Zwolfecke. Jedes von ihnen darf zu maximal vier Vierecken benachbart sein,
und jedes Viereck muss zu mindestens zweien Zwolfecken benachbart sein.
Das geht nur, wenn alle drei Zwolfecke zu genau vier Vierecken benachbart
sind. Damit keine Reduktion wie auf S. 130ff moglich ist, miissen die

Vierecke wie in Abb. 5.99 angeordnet sein.

Abb. 5.99 Zwolfeck mit vier benachbarten Vierecken.

Sei Z; eines dieser Zwolfecke. Nun ist aber jedes dieser Vierecke auch zu
einem anderen Zwolfeck benachbart. Da es nur zwei weitere Zwolfecke gibt,
muss eines von ihnen mindestens zwei Vierecke als gemeinsame Nachbarn
mit Z; haben. Anhand der Zeichnung lasst sich leicht erkennen, dass dies
nicht ohne einen wesentlichen 4-Schnitt moglich ist. Darum kann man

Lemma 5.12 verbessern zu:

Lemma 5.13 Sei G ein minimaler nichthamiltonscher Graph in % . Ist G

zyklisch 4x-zusammenhdngend, so enthdlt G maximal finf Vierecke.
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Schritt VIII: Der Widerspruch fiir jede Konstellation

Dies geniigt, um mit Hilfe von Formel 5.1 die sieben moglichen
Konstellationen aus Abb. 5.55 genauer zu tiberpriifen. (Zur Erinnerung:
Eine dieser sieben Konstellationen muss in G auftauchen!) Ziel ist, jede von

ihnen zu einem Widerspruch zu fiihren.

Erste Konstellation: Ein Viereck zwischen zwei Fiinfecken (Abb. 5.100).
Aufgrund der O2- und Oe-Reduktionen miissen die markierten Polygone

mindestens die angegebene Liange haben.

>7 >7
>9 >9
>7 >7
Abb. 5.100

Man beachte, dass keins der Polygone am dufleren Rand mit einem anderen
Polygon identisch sein kann, weil dies sonst einen wesentlichen 4-Schnitt

ergibe.

Auf dem dufleren Rand gibt es eine Sequenz von 13 nicht markierten
Polygonen. Nach Lemma 5.8 miissen wenigstens drei davon mindestens

Lénge 7 haben. Nun wird Formel 5.1 angewendet:

2p4+p5=12+p7+2p8+3p9+...

Bekannt ist: py < 5, p7 > 4, pg > 2. Wegen der drei Polygone am dufleren
Rand ist die Zahl auf der rechten Seite mindestens 25. Damit auf der linken
Seite auch 25 herauskommen kann, muss G mindestens 20 Vier-und
Fiinfecke enthalten. Zusammen mit den neun Polygonen, die in die rechte

Seite eingegangen sind, ergéibe das 29 Polygone. Widerspruch!
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Zweite Konstellation: Ein Viereck, ein Fiinfeck und ein Sechseck sind
paarweise benachbart (Abb. 5.101).

Abb. 5.101

Wieder ist 2ps + ps = 12 + p7 + 2ps + 3pg + ... anzuwenden. Weil auf dem
auBeren Rand 13 paarweise verschiedene Polygone aufeinanderfolgen,
miissen mindestens drei von ihnen mindestens Lange 7 haben. Damit ergibt
sich auf der rechten Seite mindestens 25. Neun Polygone wurden bereits
gezahlt, das Sechseck taucht in der Formel nicht auf. Damit auf der linken
Seite die Summe 25 herauskommen kann, ben6tigt man mindestens 20 Vier-

und Fiinfecke. Widerspruch!
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Dritte Konstellation: Ein Viereck neben einem Sechseck (Abb. 5.102).

> 8
> 7 >7
> 8 >7

> 8

/W\
Abb. 5.102

Diesmal gibt es 16 aufeinanderfolgende Randpolygone, also haben
mindestens vier davon Lange > 7. In Formel 5.1 bedeutet das
mindestens 25 auf der rechten Seite, und elf Polygone kénnen keine Vier-

oder Funfecke sein.
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Vierte Konstellation: Ein Viereck und zwei Fiinfecke paarweise
benachbart (Abb. 5.103).

Abb. 5.103

Mit 15 Randpolygonen hat man mindestens 4 Polygone der Lénge > 7. In
Formel 5.1 ergibt das die Zahl 24 auf der rechten Seite bei 9 gezdhlten

Polygonen, was noch keinen Widerspruch bedeutet.

Angenommen, es gidbe genau vier Polygone von Grad mindestens 7 am
Rand. Dann findet man dazwischen vier Sequenzen von je drei Polygonen
der Lénge 4 bis 6. Durch Lemma 5.9 weifs man allerdings, dass von drei
aufeinanderfolgenden Polygonen, von denen keins die Lénge 7 oder mehr
hat, wenigstens eines ein Viereck sein muss. Ist eines dieser Vierecke unter
den oberen sieben Randpolygonen, dann hat eins der beiden oberen mit
,=> 8¢ markierten Polygone mindestens Lénge 10. (In diesem Fall wiirde die
Sequenz am Rand aus mindestens 17 Polygonen bestehen, was fiinf
Polygone der Lange mindestens 7 nach sich zieht.) Wenn unter den oberen
sieben Randpolygonen kein Viereck auftaucht, miissen mindestens drei von
ihnen Lénge mindestens 7 haben, was eine Sequenz der Lange 8 unter den
iibrigen bedeuten wiirde. In beiden Féllen ist also die Anzahl der Polygone
der Lénge 7 oder mehr am Rand der Abbildung mindestens fiinf. Damit
ergibt sich in Formel 5.1 rechts eine 25, und mindestens zehn Polygone

haben Lénge 7 oder mehr.
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Fiinfte Konstellation: Ein Fiinfeck mit zweil benachbarten Vierecken
(Abb. 5.104).

Abb. 5.104

Mindestens 18 Randpolygone, damit 28 auf der rechten Seite von

Formel 5.1 bei neun Polygonen der Lénge 6 oder mehr. Widerspruch!

Damit miissen auch zu jedem Viereck mindestens drei Polygone vom

Grad > 7 benachbart sein. Deswegen folgt aus Lemma 5.9:

Lemma 5.14 Sei G ein zyklisch 4x-zusammenhdngender nichttrassabler
Graph mit maximal 52 Punkten. Ferner seien fi, fa, f3 € P(G) mit: f1 und
fa sowie fo und f3 sind benachbart. Sind fi und f3 nicht benachbart, oder
st fo ein Viereck, dann hat mindestens eins dieser Polygone Léinge 7 oder

mehr.
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Sechste Konstellation: Ein Viereck neben einem Fiinfeck (Abb. 5.105).

>7 A >7
> 8 > 8
>8
Abb. 5.105

Mit der neuen Abschéitzung aus Lemma 5.14 muss es mindestens fiinf
Polygone der Lange mindestens 7 am Rand der Abbildung geben. Nach
Formel 5.1 bedeutet das 2ps 4+ p5 < 25, und zehn Polygone kéonnen keine

Vier- oder Fiinfecke sein.
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Siebte Konstellation: Ein Viereck, dessen Nachbarn keine Fiinf- oder
Sechsecke sind. Hier ist zu unterscheiden, wie viele Nachbarn Siebenecke

sind.

Konstellation 7a: Kein Nachbarpolygon ist ein Siebeneck.

Abb. 5.106

Da mindestens 16 Randpolygone vorliegen, haben wenigstens 6 Polygone
Lange 7 oder mehr. Es folgt die Abschéatzung 2ps 4+ ps < 26 und zehn

Polygone, die keine Vier- oder Fiinfecke sein kénnen.

Konstellation 7b: Genau ein Nachbar ist ein Siebeneck (Abb. 5.107).
Dessen Nachbarn miissen ebenfalls mindestens Siebenecke sein, weil sonst

eine Oe-Reduzierung moglich ist.

>7 ] >7
>7 >7
> 8 > 8
> 8
Abb. 5.107
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Das bedeutet noch elf Randpolygone unbekannter Lange. Von diesen
miissen wenigstens drei mindestens Linge 7 haben. Daraus folgt

2ps + ps < 27, und elf Polygone sind keine Vier- oder Fiinfecke.

Konstellation 7c: Zwei Nachbarn sind Siebenecke

>7 >7 >7 >7
>7 >7 >7 >7
>7
>8 >8 > 8
>T7
>7 >7 =8 >7
>7 >T7

Abb. 5.108 linke Seite: Die Siebenecke liegen einander gegeniiber

rechte Seite: Die Siebenecke liegen nebeneinander

Liegen die Siebenecke einander gegeniiber, so hat man zwdlf Polygone, die
keine Vier- oder Fiinfecke sein kénnen, und 2p, + p5 < 26. Liegen sie
nebeneinander, findet man elf Polygone, die mindestens Lange 7 haben,
und 2p4 + ps < 25. Beides fiithrt zum Widerspruch.

Damit sind alle Moglichkeiten ausgeschlossen, welche Polygone zu einem
Viereck in GG benachbart sein kénnen. Weil G nach Voraussetzung ein
Viereck enthalten muss, kann es keinen zyklisch 4x-zusammenhéngenden
nichttrassablen Graphen mit weniger als 54 Punkten geben. Damit ist

Proposition 11 bewiesen.

Aus den Propositionen 8, 9, 10 und 11 folgt insgesamt, dass ein
nichttrassabler Graph G € .# mindestens 54 Punkte enthalten muss. Dies

ist die Aussage von Proposition 7 und das Endergebnis der vorliegenden
Arbeit.
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