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Kapitel 1

Einleitung

In allen Anwendungsgebieten der Statistik gibt es nicht nur Gréfen, die den Erwartungs-
wert einer Zielvariablen beeinflussen, so genannte Lokationseffekte, sondern auch Groflen,
die die Varianz beeinflussen, so genannte Dispersionseffekte. In einigen Gebieten reicht es
aus, das Versuchsdesign so aufzustellen, dass es trotz der Varianz beeinflussenden Grofien,

eine groBe externe Validitdt gewéhrleistet, siche Richter et al. (2010).

In technischen Anwendungen hat es sich jedoch seit der Einfiihrung von Taguchi in den
50er Jahren des letzten Jahrhunderts etabliert, die Prozesse nicht nur beziiglich ihres
Erwartungswertes sondern auch beziiglich ihrer Varianz zu optimieren. Die urspriingli-
chen Taguchi-Methoden beruhen dabei auf den so genannten Produktplianen. Sie basieren
auf Wiederholungen der Designmatrix fiir das Lokationsmodell und erlauben neben der
Schétzung der Lokationseffekte auch eine der Dispersionseffekte. Zusétzlich wird in tech-

nischen Prozessen haufig ein funktionaler Zusammenhang zwischen dem Erwartungswert
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und der Varianz beobachtet. Durch geeignete Transformationen wird versucht, diesen Zu-

sammenhang aufzuheben.

Alternativ zu den urspriinglichen Produktplédnen, die auf Wiederholungen beruhen und
somit eine Schétzung der Varianz erlauben, werden héaufig so genannte Combined Ar-
rays verwendet, vergleiche Steinberg und Bursztyn (1994)). Sie werden hdufig bevorzugt,
da sie bei gleicher Designgrofie eine bessere Vermischungsstruktur beziiglich der Lokati-
onsfaktoren bieten und das Modell ein grofieres Versténdnis iiber die Quelle der Varianz
liefert. Ein Nachteil der Combined Arrays ist jedoch, dass mit den urspriinglichen Aus-
wertungsmethoden die Heteroskedastizitéat nur durch Wechselwirkungen zwischen Design-
und Storgroflen erklart werden kann. Effekte, die einen direkten Einfluss auf die Varianz
ausiiben, konnen nicht erkannt werden. Einen ausfiihrlichen Vergleich der beiden Designs
am Beispiel einer konkreten Anwendung wird in dem Paper von Kunert et al. (2007)
erbracht. AuBerdem koénnen die fiir Produktpldne bestehenden Standardmethoden zur
Bestimmung einer geeigneten Transformation auf Grund der fehlenden Wiederholungen

nicht auf Combined Arrays iibertragen werden.

Erdbriigge und Auer (2010) schlagen zwei Verfahren vor, die auch fiir nichtwiederholte
Pléne sowohl Lokations- als auch Dispersionseffekte schiatzen und zusétzlich einen geeig-
neten Transformationsparameter identifizieren konnen. Das eine Verfahren ist eine Ver-
allgemeinerung der Box-Cox-Methode, siehe Box und Cox ((1964), das andere beruht auf
generalisierten linearen Modellen, wobei fiir dieses Verfahren Konsistenz, asymptotische
Effizienz und Normalverteilung nachgewiesen werden konnte, wenn dabei die Parameter

mit Hilfe der Pseudo-Likelihood geschétzt werden.



Ein weiterer Aspekt in der technischen Versuchsplanung ist die Optimierung der Prozesse.
Auer et al. (2004)) vergleichen verschiedene Moglichkeiten der multivariaten Optimierung

bei Vorliegen von Dispersionseffekten anhand des Driickprozesses.

Der Augenmerk dieser Arbeit richtet sich auf die Identifikation aktiver Lokations- und
Dispersionseffekte. Die Identifikation soll auf Basis von Devianzdifferenzen durchgefiihrt
werden. Deshalb werden in dieser Arbeit auch die theoretischen Eigenschaften der durch
die Minimierung der Devianz gewonnenen Schétzer untersucht werden. Die Arbeit gliedert

sich wie folgt:

In Kapitel [2f werden beide von Erdbriigge und Auer (2010|) vorgeschlagenen Verfahren
noch einmal ausfithrlich beschrieben. Dazu wird vorab ein Uberblick {iber bekannte Me-
thoden zur Bestimmung eines Transformationsparameters gegeben und die Theorie der
Generalisierten Linearen Modelle mit ihren Erweiterungen zur Beriicksichtigung von Di-
spersionseffekten ausfiihrlich erldutert. Im Zuge dessen werden auch restringierte Varian-

ten der Pseudo-Likelihood vorgeschlagen.

Im darauf folgenden Kapitel [3| werden dann die theoretischen Eigenschaften des auf gene-
ralisierten linearen Modellen basierenden Verfahrens untersucht, wenn bei diesem statt der
Pseudo-Likelihood die Extend-Quasi-Likelihood oder restringierte erweiterte Likelihood
Varianten verwendet werden. Hierbei wird sich an dem von Erdbriigge und Auer (2010)
gefiihrten Beweis orientiert. Da den betrachteten Erweiterungen der Log-Likelihood keine
echte Dichte zu Grunde liegt, wird dabei auf so genannte Quasi-Verteilungen zuriick-
gegriffen, die zumindest fiir die restringierten Varianten der Pseudo-Likelihood explizit

darstellbar sind. Basierend auf diesen Quasi-Verteilungen werden dann die theoretischen
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Eigenschaften der Schétzer untersucht und, wenn moglich, auf die urspriinglichen Schétzer

iibertragen.

In Kapitel [4] wird eine auf den Devianzdifferenzen basierende Methode zur Identifizierung
von aktiven Lokations- und Dispersionsfaktoren eingefiihrt. Diese wird mit der Methode
von Pan und Taam (2002) verglichen. Simulationen zeigen, dass die vorgeschlagene Me-
thode fiir die Identifikation aktiver Dispersionseffekte dhnlich gute Ergebnisse liefert, wie
die von Pan und Taam. Das auf den Devianzdifferenzen basierende Verfahren ist dabei
klarer beschrieben, benotigt keine normalverteilten Daten und besitzt nicht die Gefahr zu

grofler Modelle, da es auf einer Vorwiérts- statt einer Riickwértsselektion beruht.

Zum Schluss wird in Kapitel [5] eine Zusammenfassung der Ergebnisse und ein Ausblick

auf mogliche weitere Untersuchungen gegeben.



Kapitel 2

Transformationsmodelle und

generalisierte lineare Modelle

Héngt der Erwartungswert einer Zielgréfle y von L unabhéngigen Einflussgrofien ab, ist es
wiinschenswert, diese Abhéngigkeit durch einen funktionalen Zusammenhang zu beschrei-
ben. Haufig wird ein linearer Zusammenhang unterstellt, der mit Hilfe von unbekannten,
zu schétzenden Parametern beschrieben wird. In Matrixschreibweise ldsst sich so ein linea-
rer Zusammenhang in der Form y = Xa+e darstellen. Dabei bezeichnet y = (y1,...,9,)"
den Vektor der n Realisationen der Zielvariablen. Die Designmatrix X € IR™**! enthilt
in den L + 1 Spalten die zugehorigen Einstellungen xi,...,x; der L Einflussgréfien in
den n Laufen und eine Einserspalte 1,, fiir das allgemeine Mittel. Die Menge der L Ein-
flussgrofen wird im Folgenden mit £ bezeichnet und Menge der Lokationseffekte genannt.
a = (ag,ay,...,ar)T" gibt den zugehdrigen Parametervektor einschlieSlich des allgemeinen

Mittels wieder. Fiir den Fehlervektor e = (ey, ..., e,)" wird im Allgemeinen die Annahme
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getroffen, dass er Realisationen von stochastisch unabhéngigen, normalverteilten Zufalls-
variablen mit Erwartungswert Null und konstanter, erwartungswertunabhéngiger Varianz
o? darstellt. Zusitzlich spiegelt das Modell die Annahme wieder, dass Additivitit der
Effekte vorliegt. Im Folgenden wird immer davon ausgegangen, dass die Matrix X vollen

Rang besitzt und somit (XTX)™! existiert.

2.1 Transformationsmodelle

Die oben beschriebenen einfachen linearen Modelle setzen voraus, dass die Fehler eine
konstante Varianz besitzen. In technischen Anwendungen ist jedoch hdufig zu beobach-
ten, dass die Varianz mit steigendem Erwartungswert wéchst, dass also ein funktionaler
Zusammenhang zwischen diesen zwei Gréfien besteht. Um trotzdem mit obigem Modell ar-
beiten zu kénnen, wird versucht, eine Transformation zu finden, die zu konstanter Varianz
der transformierten Daten fiihrt. Allgemein wird angenommen, dass ein Zusammenhang

folgender Art besteht

Var(y;)) =0l =v(u) und E(y;) = p; >0,i=1,...,n.

Nun wird mit Hilfe der Delta-Methode, siehe Schervish (1995), S. 401f., eine Transforma-
tion 7'(-) bestimmt, so dass die transformierten Daten ungeféhr eine konstante Varianz
besitzen. Dabei wird die Tatsache ausgenutzt, dass sich die transformierten Daten mit

einer Taylorentwicklung um p; approximativ wie folgt darstellen lassen:

T(y) ~ T() + (31 — ui)a%T(yi)

Yi=Hi
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Da die transformierten Daten eine konstante Varianz besitzen sollen, muss gelten:

¢ = Var(T(y))

Q

Var (T(/Li) + (y; — Mz)%T(yz>

yz:uz‘)

~ Vartu) (5700 |)

= o) (%T(yi) yi:Hi>2'

C

Somit muss fiir die Transformationsvorschrift 7'(-) gelten: T (r;) = [ S dp;. In
CAvZ

dieser Arbeit wird immer von dem héufig unterstellten exponentiellen Zusammenhang

folgender Art ausgegangen:
2 _ 28, _
o =pu;,i=1...,n, und e >0. (2.1)

Hierbei resultiert die Delta-Methode durch Bildung der zugehérigen Stammfunktion in

einer so genannten Power-Transformation:

1-8
y —1
b B4l
T(y;) o -5 : (2.2)
log y;  B=1
Hierbei wird angenommen, dass y; > 0 fiir alle 4,2 = 1,...,n. Ist diese Annahme nicht

erfiillt, wird allen y; eine Konstante hinzu addiert.

Im Allgemeinen wird zwar von einem Zusammenhang der Art (2.1) ausgegangen, der
genaue Wert fiir den Parameter (3 ist jedoch meist unbekannt und muss geschétzt wer-
den. Ein bekanntes Verfahren zur Schétzung des Transformationsparameters 3 ist die

B—Methode von Logothetis (1988), die fiir wiederholte Pldne geeignet ist. Hierbei werden
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fiir jede Einstellung der Einflussgréofien sowohl der Mittelwert als auch die Standardab-
weichung berechnet. Trigt man die logarithmierten Standardabweichungen gegen die lo-
garithmierten Mittelwerte ab, so entspricht die Steigung dem Transformationsparameter

£ und kann mit einem einfachen linearen Modell geschétzt werden.

2.1.1 Box-Cox Verfahren

Box und Cox (1964) benutzen zur Bestimmung des Transformationsparameters A = 1— 3
die Maximum-Likelihood Methode. Dazu transformieren sie die Beobachtungen geméfl
einer zu proportionalen Transformationsvorschrift 7)(y) und unterstellen fiir die
transformierten Daten Normalverteilung und konstante Varianz, das heifit sie gehen von

folgendem Modell aus:

A
yr —1
Thy)=Xa+e mit e~ N(0,0°I,) und Ty (y;) = A ' . (2.3)
logy;, : A=0

Die Dichte der untransformierten Zielvariable y kann mit Hilfe des Transformationssatzes

fiir stetige Dichten bestimmt werden zu
flyla,o® X)) = f(Ta(yla.o®, \)) det J,

wobei det J = ([], yi)A*1 die zugehorige Jacobideterminante ist. Die Maximierung der

2

resultierenden Log-Likelihood beziiglich der Parameter o, 0 und A fiihrt zu folgenden

expliziten Losungen fiir & bzw. o2:

—~ _ ~ 1
a=X"X)"'X"T\(y) und o2= ETA(Y)TWL(X)TA(Y%
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wobei wt(X) =1, — X (XTX)_1 XT die Orthogonalprojektion auf X ist. Der Schitzer fiir

A kann nur numerisch durch Maximierung der Log-Likelihood

Yo v) = 2 _n 1 Tt _n 17
E(Ma,a ,y) =3 log(27) 5 log (nT,\(y) w (X)T,\(y)) 5 +(A=1)1, logy

gelost werden. Die von Box und Cox (1964)) vorgeschlagene standardisierte Transformati-

onsvorschrift
-~ Tx(y)

wobei y = (][}, yz-)% das geometrische Mittel der Beobachtungen ist, fiihrt zu folgender

vereinfachter Log-Likelihood

A n n 1 - ~ n
t(Aa,ay) = =2 tog2m) - £ log (- B W (OT(y) ) - 5.
SSHA)

Aquivalent zur Maximierung dieser Log-Likelihood kann nun die Fehlerquadratsumme
SSE(A) beziiglich A\ minimiert werden. In praktischen Anwendungen reicht es oft aus, A
grafisch zu bestimmen. Dazu wird die Fehlerquadratsumme SSE()) gegen eine Sequenz

A = {)1,...,\} abgetragen, und der Wert als Schétzer fiir A genommen, der die Feh-

lerquadratsumme ungefihr minimiert. Haufig wird —1, 0, %, 1 oder 2 als Transformations-
paramter gewahlt, so dass der Kehrwert, der Logarithmus, die Wurzel, die Originalwerte

oder die Quadrate der Beobachtungen analysiert werden.

2.1.2 Transformationsmodelle mit Dispersionsparameter

Neben der Moglichkeit, dass Faktoren einen indirekten Einfluss auf die Varianz ausiiben,

néamlich {iber einen funktionellen Zusammenhang zwischen Erwartungswert und Varianz,
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ist es auch moglich, dass es Faktoren gibt, die einen direkten Einfluss auf die Varianz
ausiiben, so genannte Dispersionsfaktoren. Dem kann Rechnung getragen werden, indem
die Konstante ¢ aus Formel ([2.1) nun durch ein ¢; in Abhéngigkeit von Dispersionsfakto-

ren modelliert wird. Hierbei wird angenommen, dass der Zusammenhang folgendermaflien

aussieht:
2 _ 28 T _
o; = u;” exp{z; v}, i=1,...,n. (2.4)
Dabei stellt z; = (1,2;,...,2p)" den Vektor der Einstellungen fiir das allgemeine Mit-

tel und die D Dispersionseffekte in Lauf 7,7 = 1...,n, dar. Die Menge der D Disper-
sionseffekte wird im Folgenden mit D bezeichnet. Dabei muss die Menge der Disper-
sionseffekte D nicht notwendigerweise disjunkt zur Menge der Lokationseffekte L sein.
v = (Yo,71,-..,7p)" gibt den zugehorigen Parametervektor wieder. Der Gebrauch der
Exponentialfunktion ist iiblich, da er positive Schétzer fiir die Varianz garantiert und
eine einfache Interpretation ermoglicht. Existiert kein funktioneller Zusammenhang, so
reduziert sich o2 zu exp{z]~} fiir alle i, i = 1,...,n. Dieses Modell entspricht der von
Aitken (1987)) und Engel und Huele (1996) vorgeschlagenen multiplikativen Heteroskeda-
stizitét. Liegt Varianzmodell vor, so sind die aus der -Methode erhaltenen Schétzer
inkonsistent. Existiert jedoch hochstens ein Dispersionseffekt, so kann die generalisierte
B-Methode von Kunert und Lehmkuhl (1998) zur konsistenten Schétzung herbeigezogen
werden. Hierbei werden fiir die verschiedenen Einstellungen des Dispersionsfaktors paral-

lele Geraden angepasst.

Eine weitere Moglichkeit, den Transformationsparameter bei Vorliegen von Dispersionsef-

fekten zu schétzen, ist der von Box (1988) vorgeschlagene A-Plot. Er nimmt multiplikative
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Heteroskedastizitét fiir die transformierten Daten T)(y) an, d.h. er unterstellt
T\(y) = Xa+e, wobei e ~ N(0,X) und ¥ = diag(o}) = diag(exp {z/~}) (2.5)

und schétzt fiir eine Sequenz A = {Aq, ..., \,} standardisierte Lokations- und Dispersions-
effekte. Diese Schétzer werden in zwei separaten Grafiken abgetragen. Der Transformati-
onsparameter wird nun so gewahlt, dass moglichst wenige Dispersionseffekte identifiziert
werden, gleichzeitig aber mehrere klare Lokationseffekte und moglichst wenige Wechsel-

wirkungen sichtbar sind.

Weder die 8-Methoden (die urspriingliche sowie die generalisierte) noch der A-Plot kénnen

jedoch bei Vorliegen von nichtwiederholten Plénen angewandt werden.

Erdbriigge und Auer (2010) schlagen zwei Verfahren vor, welche auch im Fall von nichtwie-
derholten Planen den Transformationsparameter A\ = 1 — 3 sowie die Parametervektoren
der Lokations- und Dispersionseffekte gleichzeitig schiatzen kénnen. Das eine Verfahren ist
eine Erweiterung des oben erlduterten Box-Cox-Verfahrens, das andere basiert auf gene-
ralisierten linearen Modellen. Beide Erweiterungen werden in den folgenden Abschnitten

ausfiihrlich erlautert.
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2.2 Generalisierte Lineare Modelle fiir Modelle mit

Dispersionsfaktoren

2.2.1 Klassische Generalisierte Lineare Modelle

Mit Hilfe der obigen Transformationsmodelle sollen die Annahmen der linearen Modelle,
d.h. Normalverteilung der Fehler, Additivitdt der Effekte und eine vom Erwartungswert
unabhéngige konstante Varianz erzielt werden. Es ist jedoch nicht immer moglich, eine
einzige Transformation zu finden, die zur gleichzeitigen Erfiillung aller Annahmen fiihrt.
Nelder und Lee (1991)) fithren das Beispiel von Poisson-verteilten Zufallsvariablen y; . .., y,
mit Erwartungswerten p, ..., 1, auf. Um approximative Normalverteilung zu erreichen,
wird die Transformation z = 3?/® benétigt, konstante Varianzen hingegen werden mit
2z = y"/? erzielt und fiir die Additivitit der Effekte wird meist eine Log-Transformation
bendtigt. Eine Moglichkeit, dieses Problem zu umgehen, bieten generalisierte lineare Mo-
delle (GLM), welche die Daten in der Originalskala modellieren. Sie arbeiten mit dem Kon-

zept der Exponentialfamilie, die wie folgt definiert ist (siche Fahrmeir und Tutz (1997),

Anhang A.1):

Definition 1 (Einparametrige Ezponentialfamilie mit Dispersionsparameter)
Sei der statistische Raum (2, A, P) mit Parametrisierung P = {Py : ¥ € O} und die
Zufallsvariable y gegeben. Die Familie von Verteilungen PY = {Pj : ¥ € ©} auf (IR, B)

heifst einparametrige Exponentialfamilie mit Dispersionsparameter @, falls folgendes gilt:
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1. e ©CR

2. 3 ein o—endliches Maf$ p auf (IR, B), so dass fir alle 9 € © eine u-Dichte fy von

P} existiert

3. fg ist darstellbar als f(y|d, ) = exp {W_wa) + c(y, 90)}7

wobei b : © — IR beliebig oft differenzierbar, ¢ € R und ¢ : R x RY — IR messbar

auf B ist.

Dabei heifit ¢ natiirlicher Parameter und ¢ Dispersionsparameter.

Satz 1

Fiir den Erwartungswert und die Varianz einer Zufallsvariablen y, deren Verteilung zu

einer einparametrigen Exponentialfamilie mit Dispersionsparameter ¢ gehort, gilt:

E{y|0} = n) = 55 b(0)

Var{y|v} = Po52 b(v) = Y55 u(9) > 0.

Beweis: Laut Lehmann (1986)), S. 29, ist in Exponentialfamilien die Vertauschung von Inte-

gration und Differentiation erlaubt. Somit gilt:
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(i) E{a% logf(yﬁw)} _/{a% logf(y\ﬁaw)}f(ylﬂ,w) dy

0 0 0
— [ 55 i) dy= [ £w19.6) dy= 551 =0 wnd

2 2
:/[_W <§9f(y|19,<p)> +m§;2 f(ylﬁm)] f(y19,9) dy

19 ’
| [t aa 1010.0] g0 0

82
— [ 5 fwl0.9) ay

82
— 0 [ fw1v.0) dw=o.

Mit
0 oy — b)) 02 1
%logf(y\ﬁ,w) = —"—— und @logf(y!ﬂ,so) = —;Wb(ﬁ)

folgt fiir den Erwartungswert von y:

E{alogf(y!ﬁ,<p)} - E{y%b(ﬁ)}_“(ﬁ)gﬂb(ﬁ) Dy

o ¥ ¥

o) = L),

Und fiir die Varianz von y ergibt sich:

Var{y|0.0} = E{<y_ ;ﬁb(ﬁ))z} :E{tp2 {;mgf(ylﬁ)r}

W _opf P _ o[ L8l 2
D —pp{ gaionsul 0} = ~PE{ -1 5 w0 | = o 40).

q.e.d.
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Die Funktion V' : IR — IR mit V(u(9)) := 8‘9—;b(19) = 2 u(9), welche den Zusammenhang

zwischen Varianz und Erwartungswert beschreibt, wird Varianzfunktion genannt, siehe

McCullagh und Nelder (1989)), S.28 f.

Beobachtungen, die einer Exponentialfamilie entstammen, kénnen mit generalisierten li-
nearen Modellen, die wie folgt definiert sind, in der Originalskala modelliert werden, siehe

Fahrmeir und Tutz (1997), Anhang A.1:

Definition 2 (Generalisiertes Lineares Modell (GLM))

Es seien die Zufallsvariablen vy, . .., Yn, die zugehorigen Vektoren x;,1 = 1,...,n mit den
jeweiligen Finstellungen der L Lokationseffekte und der Dispersionsparameter ¢ gegeben.
Weiter gelte, dass y1| (X1,9), ..., Yn| (Xn, ) stochastisch unabhingig sind. Ein generali-
siertes lineares Modell ist dann durch eine Verteilungs- und eine Strukturannahme gege-
ben:

Verteilungsannahme:

Die Verteilung PYi gehort fir alle 1,9 =1,...,n, zu einer einparametrigen Exponentialfa-
malie mat natirlichem Parameter ¥; und Dispersionsparameter .

Strukturannahme:

Der Erwartungswert p; = E(y;|0;, @) hingt iber eine eindeutige Linkfunktion g von dem

linearen Pridiktor n; = x! a wie folgt ab: g(p;(Y;)) = g (8‘?9ib(19,~)> = n;(a) = x] . Dabei

ist g : IR — IR eine bijektive beliebig oft differenzierbare Funktion und %() bijektiv.

Dabei wird angenommen, dass eine Linkfunktion g(-) existiert, so dass die geforderte Addi-

tivitdt der Effekte gegeben ist. Der Zusammenhang zwischen Varianz und Erwartungswert
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wird durch die Varianzfunktion V' (u) beschrieben, die genau wie der Dispersionsparame-

ob

)71 (L), heift

ter ¢ durch die Exponentialfamilie festgelegt ist. Die Linkfunktion g(-) = (

natiirliche oder kanonische Linkfunktion und resultiert in ¥; = x;roz.
Da dem klassischen GLM-Ansatz eine echte Dichte zu Grunde liegt, kann die Log-
Likelihood ¢(9 |y, ) bestimmt werden zu

(0ly.o) =3 [P a0 (26)

Die Parameter in einem GLM, der natiirliche Parameter ¢, der Erwartungswert p und der
Parameter a des linearen Pradiktors, héingen voneinander ab. Unter Ausnutzung dieser
Beziehungen kann die Log-Likelihood auch in Abhéngigkeit von « oder u dargestellt

werden: Aus der Tatsache, dass j;(e) = ¢~ (x] @) und 4;(9;) = 2> (V;), folgt

0= (2) = () e, 1)

Einsetzen von (2.7) in (2.6 fithrt zu folgenden alternativen Schreibweisen der Log-

Likelihood:

Uuly,9) =2

- o (2.8)
bzw.
oo (2) 7 ey - () (T
(aly.e) w(#) @ {( ) G L(yz«,@ (2.9
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Durch Losen der so genannten Scoregleichungen

n n

Stay) = 37 2Monlned) 5~ 00y )

— Oay, Oay,

n

_ Z OL(D;ly;, p) 0U; Oy On;

i=1

=1

~yi—p 1 99 (n

_ Zy 2 g (77)%:0’ p=0,...,L.
- ¥ Vipi)  On;

konnen die ML-Schétzer fiir den Parametervektor o = (ay, ..., az)" der Lokationseffekte

gewonnen werden.

Lehmann (1983) und Wasan (1970) geben die im Folgenden aufgefithrten elementaren
Regularitatsbedingungen an, unter denen die Konsistenz und Effizienz der resultierenden
ML-Schétzer gezeigt werden kann. Der darauf folgende Satz stellt Bedingungen auf, unter

denen die obigen wiinschenswerten Eigenschaften der ML-Schétzer gegeben sind.

Bedingung 1 (Elementare Regularititsbedingungen)

Es sei 0 = (91,...,98)T € © C IR® ein Parametervektor und x;, € X ein Vektor von
Ausprdagungen moglicher Finflussvariablen auf die Momente von ;. Die Verteilung von
y; mit zugehoriger Dichte f(y; | 6,%;) gegeben 6 und x; beziiglich eines o-endlichen Mafles

v werde mit Py bezeichnet. Weiter gelte:

(E1) Die Beobachtungen yi,...,y, sind stochastisch unabhingig.
(E2) Py # Py fiir 0 £60" und 0,0’ € O©.
(E3) Die Menge {y; : f(yi |0, x;) > 0} ist unabhingig von 6, d.h. die Verteilungen Py

haben einen gemeinsamen Triger.
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Satz 2
Der Beobachtungsvektor y sei gegeben durch y = (y1,...,y,)" und zu schitzen sei der
wahre Parametervektor 0y = (Opy, . ..,00s)7 € ©. Es gelte die Bedz’ngung und zusdtzlich

die folgenden Regularititsbedingungen:

(R1) Es gibt eine offene Teilmenge © won O, die den wahren Parameter 0y enthdlt, so
dass fiir jedes 6 € O alle Ableitungen

03

—_— | 0, x; k1 1,...
89] aek ael f(yl| 5X2)7 j’ Y 6{ Y ’S}

der Dichtefunktion existieren (fir fast alle y;).

(R2) Die ersten und zweiten Ableitungen der Log-Likelihood €(0|y;) = €(0]y;, x;)

erfillen die Gleichungen

(a) Eg{iﬁ(ﬂyi)}:O firg=1,...,s,

a6,
() Tul6) = By {% Oly) - o ﬂ(em)} 5 {—afw amw}

firg, k=1,...,s.

(R3) Die s x s Matriz Z(0) ist positiv definit und alle Z;,(0) sind endlich, so dass

Z(0)™t ewistiert.

(R4) Es gibt Punktionen Hjy(y;) (evtl. von 0y abhingig) mit Eg, {Hw(y;)} = Hp < 00,
so dass gilt:

83

1 , N < Hao(u: fal . _
50, 06, o5, 08 Wi 10, %)) < Hily) VOEOS ¥kl

~

Dann strebt fiir n — oo die Wahrscheinlichkeit gegen 1, dass Lésungen 6 := é(y) der

Score-Gleichungen ezistieren, fiir die folgendes gilt:
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(i) Der Ausdruck \/n <é — 90> st asymptotisch normalverteilt mit Erwartungswert O
und Varianz-Kovarianz Matriz [Z(0,)]™", wobei Z(0y) die Informationsmatriz nach

Fisher ist.

Somit gilt insbesondere:

(ii) Die Schitzer 0, sind konsistent fiir 6y;.
(i4i) Die Schdtzer éj sind asymptotisch effizient, d. h.

Vi(d; — o) % N (0,[Z(60)]5}) -

Beweis: siche Lehmann (1983) und Wasan (1970)).

Erdbriigge (2003) zeigt, dass fiir den Parametervektor o die Voraussetzungen fiir Satz
erfiillt sind, wenn die Inverse der Linkfunktion g(-)~' dreimal stetig differenzierbar ist,
(XTX)™! existiert und fiir n — oo der Raum X der Einstellungen der Einflussfaktoren
beschrénkt bleibt. Somit gibt es mit einer Wahrscheinlichkeit, die fiir n — oo gegen 1
strebt, eine eindeutige Losung der Scoregleichungen. Die daraus resultierenden Schétzer

fiir # = « sind konsistent und asymptotisch effizient und normalverteilt.

Im Allgemeinen kénnen die Scoregleichungen S(6) := %/(f|y) = 0 jedoch nicht ana-
lytisch gelost werden. Stattdessen wird meist das Newton-Verfahren mit Fisher-Scoring
verwendet. Hierbei wird ein vorlaufiger Schétzer 6y bestimmt. Dieser wird dann iterativ

bis zum Erreichen von Konvergenz verbessert: In Schritt k 4 1 wird der Schétzer #%+1)
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-1
gewonnen durch: §+1) = gk) — (%ﬁf)]@:a(kg S(6™)). Beim Fisher-Scoring wird die
Matrix der Ableitungen der Scorefunktion a‘;—ff)|9:9(k) durch ihren Erwartungswert, die

negative Fisher-Information Z(6*)) ersetzt, da diese leichter zu berechnen ist. Somit folgt

O+ = 9k + T(9)~1S5(9®), siehe McCullagh und Nelder (1989), S.40.

In praktischen Fiéllen wird jedoch h&ufig beobachtet, dass die empirische Varianz grofier
oder auch kleiner ist als durch die Exponentialfamilie impliziert wird, es liegt Uber- bzw.
Unterdispersion vor. In diesen Féllen kann der Dispersionsparameter ¢ auch aus den

Daten geschétzt werden. Ist @ bekannt, so kann der erwartungstreue Momentenschétzer

n T

Ly (=g 0))*

~ V(s '(x]a))

verwendet werden. Wird a durch die Maximum-Likelihood Methode geschétzt, ist

(2.10)

ein erwartungstreuer Schétzer fiir den Dispersionsparameter ¢, siehe Firth (1991)). Der
Dispersionsparameter ¢ ist dabei unabhingig vom Laufindex ¢, kann also nicht wie der
Erwartungswert pu; iiber einen linearen Pradiktor modelliert werden, d.h. im klassischen

generalisierten linearen Modell kénnen keine Dispersionsfaktoren beriicksichtigt werden.

2.2.2 Gitemafle und Residuen

Nach der Anpassung eines Modells mit p Parametern ist es sinnvoll, die Giite des Modells

zu bestimmen. Im linearen Modell geschieht dies oft durch das Bestimmtheitsmafl. Dieses
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ist hier jedoch nicht sinnvoll, weil es auf den Annahmen des linearen Modells aufbaut. Firth
(1991)) beschreibt zwei fiir GLMs haufig benutzte Giitemafie. Die Devianz vergleicht die
Log-Likelihood ¢(fi| y, ¢) des angepassten Modells mit der Log-Likelihood ¢(y|y, ) eines
saturierten Modells, d.h. eines Modells, welches die Beobachtungen exakt wiedergeben

wiirde. Sie ist wie folgt definiert:

Definition 3 ((skalierte) Devianz)
Gegeben seien die unabhdngigen Beobachtungen y = (y1,...,y,) mit zugehiriger Log-
Likelihood ((u|y, @) und die durch ein GLM bestimmten Schdtzer fi;. Die (unskalierte)

Devianz eines GLMs ist definiert als

Dev(jii|y) == =20[l(aly, ) —Uyly, )]l = _QZ/M y‘Z/(—?f)t o

und die skalierte Devianz als

Devy(ji|y, ) := Devi(ji|y,»)/p.

Dabei ist £(y|y, ) wie in (2.8]) definiert, wobei y; fiir u; eingesetzt wird.

Die Integralschreibweise ist die fiir GLMs gebrauchlichere. Sie kann aus der Differenz
der Log-Likelihoods gewonnen werden, indem ausgenutzt wird, dass die Beobachtungen
in einem GLM aus einer einparametrigen Exponentialfamilie mit Dispersionparameter ¢

stammen und somit

ag(#i’yiv@) _ 0 <yﬂ9i _b(ﬂi)) 0v; _ Ly — s
O dV; v o V() ¢

gilt. In dieser Schreibweise reicht die Kenntnis des Erwartungswertes p und der Varianz-

funktion V'(-) zur Bestimmung der Devianz aus, die Kenntnis der exakten Dichte ist nicht
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notig. Fiir die skalierte Devianz wird zusétzlich noch die Kenntnis des Dispersionspara-

meters  bendotigt.

Alternativ kann die wie folgt definierte generalisierte Pearson-Statistik zur Bestimmung

der Modellgiite benutzt werden.

Definition 4 ((skalierte) generalisierte Pearson-Statistik)
Gegeben seien die unabhingigen Beobachtungen'y = (y1,...,yn) und die durch ein GLM
bestimmten Schdtzer [i;. Dann ist die (unskalierte) generalisierte Pearson-Statistik defi-

niert als

X2(i]y, ) Z o

=1

und die skalierte Pearson-Statistik als

X2(ily, ) = X*(ily)/e.

Ist der Dispersionsparameter ¢ unbekannt, so kann z.B. der Schéitzer aus (2.10)) eingesetzt

werden.

Beide Giitemafle nehmen nur Werte grofler Null an und sind umso kleiner, je grofler die
Giite des Modells ist. Unter Normalverteilung entsprechen beide Giitemafie der Fehlerqua-
dratsumme. Entstammen die Beobachtungen einer Poisson- oder einer Binomialverteilung,
so entspricht die generalisierte Pearson-Statistik der Originalversion X2 = Y™ Wiz

ntspri ie generalisier rSon istik der Originalversion Zl:lm
Fiir die Poisson- und die Gammaverteilung nimmt der Dispersionparameter ndmlich den

~

Wert Eins an und somit ist @“(yi) = V().
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Zwar ist die skalierte Devianz als auch die skalierte generalisierte Pearson Statistik unter
Normalverteilung x2-verteilt, laut Firth (1991) ist die Devianz im Allgemeinen jedoch
weder y2-verteilt noch unabhingig von &. Fiir zwei verschachtelte Modelle M4 und Mg der
Dimensionen A < B folgt die Differenz der zugehorigen Differenzen jedoch asymptotisch

einer x%_ ,-Verteilung:

asympt.

Devy(fiay) — Devs(iply) “~" xX5_a4-

Somit kann basierend auf dieser Teststatistik eine schrittweise Variablenselektion fiir den

linearen Pradiktor n durchgefiihrt werden.

Genau wie die Giitemafle der einfachen linearen Regression nicht fiir GLMs geeignet sind,
miissen auch die Residuen entsprechend den geéinderten Voraussetzungen angepasst wer-
den. Die einfachen Residuen y; —fi; sind ndmlich, wenn die Verteilung der y; keiner Normal-
verteilung mehr folgt, nicht mehr geeignet, die Anpassung eines Modells zu iiberpriifen.

Somit werden generalisierte Residuen benotigt, die im Folgenden definiert werden:

Definition 5 (generalisierte Residuen)

Gegeben seien die einer einparametrigen Erponentialfamilie mit Dispersionsparameter ¢
entstammenden, unabhdngigen Beobachtungen'y = (y1,...,Yn) und die durch ein GLM
bestimmten Schditzer fi;. Dann gibt es die zwei folgenden Arten von generalisierten Resi-

duen:
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Pearson-Residuen rp:

Die Pearson-Residuen sind definiert als Residuen dividiert durch die Wurzel aus der Va-

rianzfunktion an der Stelle fi;:

Yi — [

rp(Yi, fi) = W

Devianz-Residuen rp:

Die Devianz-Residuen sind definiert durch:

rp\Yi, i) = S1GMNYi — Ki)y | — :

Der Name der Pearson-Residuen kommt von der Pearson-Statistik, die sich aus der Summe
der quadrierten Pearson-Residuen ergibt: X? = """ r%(y;, fi;). Die Devianz-Residuen
sind so definiert, dass ihre aufsummierten quadrierten Werte das zugehorige Giitemafl

Devianz ergeben. Auch hier kann ¢ wieder durch einen Schétzer ersetzt werden.

2.2.3 Quasi-Likelihood

Wird nicht nur ein beliebiger Dispersionsparameter ¢ unterstellt, sondern sollen auch
beliebige Varianzfunktionen V'(u;) modelliert werden, muss die Log-Likelihood erweitert
werden. Dabei sollen fiir die Asymptotik wichtige Eigenschaften der Log-Likelihood auch

fiir die Erweiterung giiltig sein, siehe Firth (1991)). In der Regel beruhen asymptotische
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Aussagen auf den folgenden zwei Eigenschaften der Ableitung der Log-Likelihood:

(E1) (Muzlym ) < )

V()
2
(E2) E( W(m!mw) Var ( m|ymo)
o
(il yis ) ) ( ) Var(y;) 1
denn Var Var = =
< O soV (1) OV (i)* oV (1)
2 i — ) oV (s
undE( aﬂ,ul|yl,<,0) (y2ﬂ)am (1) _ 1 '
op? ©V2(1) oV (i)

. . Ol 1;| y; . .
Diese Eigenschaften von W gelten nicht nur unter der Annahme, dass y; zu einer

Exponentialfamilie gehort sondern auch, wenn nur die zwei folgenden Annahmen an die

O] yi,0) — Yi—t
Em eV (1)

ersten zwei Momente getroffen werden, vorausgesetzt, dass weiterhin

gilt:

i) E(yi) = pi(e) und i) Var(y) = oV ().

Somit ist die Quasi-Likelihood QL (genauer wére eigentlich Quasi-Log-Likelihood) tiber

ihre Ableitung definiert, siche McCullagh und Nelder (1989)),(S. 325):

Definition 6 (Quasi-Likelihood)
Fiir gegebene Einstellungen x; der Lokationseffekte seien die unabhdngig verteilten Zu-
fallsvariablen 1, . .., y, mit Erwartungswert p; = g~ (x] ) und Varianz oV (u;) gegeben.

Dann ist die QL Q(u|y) = Q1 |y, X, ¢) aller Beobachtungen definiert als

Quly) = Z@wz —Z [/ Yt )]

wobei c(y;) eine Funktion ist, die weder von p; noch von ¢ abhdngt.
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Existiert eine Exponentialfamilie, deren Erwartungswert und Varianz genau der Spezi-
fizierung der Quasi-Likelihood entsprechen, so stimmen auch die aus der QL gewonnen
Schétzer mit den echten Log-Likelihood-Schétzern {iberein. Wenn der Dispersionspara-
meter ¢ unbekannt ist, kann er durch einen konsistenten Schétzer, iiblicherweise dem
Momentenschétzer , ersetzt werden. Er kann nicht gemeinsam mit dem Parameter-
vektor o aus der QL geschétzt werden, da sich die QL fiir ¢ nicht wie eine Log-Likelihood
verhélt. Es ist anhand von Definition |§| leicht zu sehen, dass é vor die Summe gezogen
werden kann und sich somit durch Maximierung der QL keine sinnvollen Werte fiir ¢
ergeben.

Als Giitema$l wird analog zur Devianz die Quasi-Devianz Devg definiert. Sie eignet sich
zum Vergleich von Modellen mit unterschiedlichen Pradiktoren oder auch unterschiedli-

chen Linkfunktionen, siche McCullagh und Nelder (1989), S. 327.

Devg (il y) = =2 {QUily) = @y ¥} = =23 [ Bt it = 3 st ).

Dies fithrt zu folgender alternativer Schreibweise der QL:

Quly) =5 3|2 | 212

Mit Hilfe der QL kann jetzt eine beliebige Varianzfunktionen V' (x) und ein beliebiger Di-
spersionsparameter ¢ unterstellt werden. Dabei muss die Varianzfunktion jedoch bekannt
sein und auch der Dispersionsparameter ¢ muss entweder bekannt sein oder unabhéngig
von g geschétzt werden. Es konnen jedoch immer noch keine Dispersionsfaktoren unter-

stellt werden.
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2.2.4 Extended-Quasi-Likelihood und Pseudo-Likelihood

Die Quasi-Likelihood muss also um einen Term ¢(-) erweitert werden, der nur von y und
© = (¢1,...,0,) 7 abhingt. Dieser muss so gestaltet sein, dass die Erweiterung, die so
genannte Extended-Quasi-Likelihood (EQL), sich fiir festes u wie eine Log-Likelihood fiir
o verhilt. Da der zusétzliche Term unabhéngig von p sein soll, ist gewéhrt, dass sich die
Erweiterung fiir festes ¢ weiterhin wie eine QL fiir p verhélt. In einer ersten Nédherung

wird angenommen, dass sich die EQL fiir ein y wie folgt zusammensetzt:

EQL(u,0ly) = Qu,ely) +aqlely)

= _7"13(2?;,#) - %%(90) —q2(y).

Da die EQL die Eigenschaften einer Log-Likelihood besitzen soll, muss gelten:

E (%EQL(/MO | y)) =

Unter Ausnutzung von E (1% (u,y)) = ¢ folgt, dass ¢i(¢) = log(p) + const. gelten muss.
Die genaue Form der EQL, wie sie in der folgenden Definition angegeben ist, ergibt sich

durch eine Sattelpunkt-Approximation der Dichte, siche McCullagh und Nelder (1989).

Definition 7 (Extended-Quasi-Likelihood)

Fiir die Finstellungen x; und z; der Lokations- und Dispersionseffekte seien die un-
abhdngig verteilten Zufallsvariablen y;, i = 1,...,n, mit Erwartungswert pu; und Varianz
ei V(i) gegeben. Weiter sei i i= ps(a) = g~ (xTa) und ;= pily) = h~(zT7) fiir

allei,i=1,...,n, wobei g : IR — IR und h : IR — R bijektive beliebig oft differenzierbare
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Funktionen sind. Die Extended-Quasi-Likelihood EQL(u, ¢ |y) = EQL(u, ¢y, X, Z)

fiir die Beobachtungen'y = (yi,...,yn)" ist dann definiert als

1 - 1 . 7 7y M1
EQL(u.ply) =~ 5 D log (2mo.V (1) = 5 3 %.
=1 i=1 i

Die folgenden Uberlegungen zeigen, dass die EQL fiir festes p die Form einer Log-
Likelihood einer Gammayverteilung besitzt:

Die Dichte fr(u;|a,d;) einer gammaverteilten Zufallsvariablen w; mit Parametern a und
d; lasst sich wie folgt in Form einer einparametrigen Exponentialfamilie mit natiirlichem

Parameter ¥ darstellen:

1
fr(u| a,d;) = T(a) (adi)“uffl exp{—ad;u;}
a®u®!
= F(;) exp{a(—d;u; +logd;)}
a, a—1
Ypi=—d; A Uy
=—d ) exp{a(d;u; + log(—v,;))}.

Somit ergibt sich der Dispersionsparameter 7 zu % Fiir a = % bzw. 7 = 2 ergibt sich die

zugehorige Log-Likelihood £(9;| u;) zu
1 1

Mit b(9;) = log(—1;) ergibt sich fiir den Erwartungswert E(u;) = a%ibi(l%) = —1,%_ und fiir

die Varianzfunktion V(u;) = %bi(ﬁi) = 5. Setzen wir nun die quadrierten Devianzresi-

duen r%(y;, ;) fiir die Beobachtungen u; ein und setzen ¢; 1= —%, da ¢; ungefihr dem

Erwartungswert von 1% (y;, it;) entspricht, so ergibt sich:

17,2 (yu/'LZ) 1
aeen 7’?3(%’;/%)) = C(r%(yiaﬂi)) - §DT - 51()%(%‘)-
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Somit entspricht die Log-Likelihood eines Gamma GLMs mit log-Link und Dispersions-

parameter 7 = 2 bis auf eine Konstante der EQL.

Bei Verwendung der EQL wird h&ufig auch von einem doppelt Generalisierten Linearen
Modell (dGLM) gesprochen, da die EQL aufgrund ihrer Konstruktion ein Lokations-
und ein Dispersionsmodell miteinander verkniipft. Dabei basiert das Lokationsmodell bei

festem ¢ auf den Beobachtungen y;,7 =1,...,n, und ist darstellbar als:

E(y) = m,  glm)=n=a0+ Y o,y
peL

Var(y)) = @iV(w), @i >0. (2.13)

Das Dispersionsmodell fiir festes p; beruht, wie schon oben erwahnt, auf den Devianz-
Residuen 72 (y;, ;) =: 7; des Lokationsmodells und ist gegeben durch

E(T’L) = $i h(@z) = 5@ =Y + Z Vq Zig

qgeD

2.14
Var(r;) = 2p;. (2.14)

2

In der Regel wird als Linkfunktion A(:) der natiirliche Logarithmus gewihlt, da das
durch ihn implizierte multiplikative Varianzmodell leicht zu interpretieren ist und positive

Vorhersagen garantiert.

Das Lokationsmodell entspricht nur dann einem klassischen GLM, wenn es eine Exponen-

tialfamilie gibt, deren Abhéngigkeit zwischen Erwartungswert und Varianz obigem Modell
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entspricht und wenn ¢; = . Dagegen ist das durch die EQL implizierte Dispersionsmo-
dell bei festem g, wie oben gesehen, ein klassisches GLM mit Gamma-Verteilung und

log-Link.

Die Schétzer fiir a und v kénnen wieder mit Hilfe des Fisher-Scoring berechnet werden.

Die zugehérigen Scorefunktionen lauten wie folgt:

= OEQL(pi, ¢i |y:) Ops O ul dg'(m)
Srarlay) = Z Opi on; 0 Z o Tip =0

=1

~ QEQL(pi, 6 | yi) 0¢i 06 75 (yi ) — ¢ ORH(E
Seqr(Vy) = Z QL ¢‘y)_¢_€:ZTD(Z/ i) — ¢ (&)

96, 9% O, 267 o, o=l

i=1
Da, wie man an obigen Scorefunktionen sehen kann, E{9?Q"/0a,dv,} =0, Vp € L,
q € D gilt, kann statt einem gemeinsamen Fisher-Scoring auch eine abwechselnde Erneue-

rung durchgefiihrt werden, bei der jeweils der aktuelle Schétzer fiir a bzw. v festgehalten

wird.

Sowohl Nelder und Lee (1991) als auch Aitken (1987) bemerken, dass der Fisher-Scoring-
Algorithmus dquivalent als Iteratively Weighted Least Squares (IWLS) dargestellt werden
kann. Dabei ergibt sich a**1) als gewichteter KQ-Schitzer mit (exp(z; vV (ui(a®)) !
als Gewichten und y**Y ist der Schiitzer eines Gamma GLMs mit log-Link und den

quadrierten Devianzresiduen r2(y;, p;(a®)) als ZielgroBen.

Eine geeignete Wahl der Startwerte fiir o und ¢ wird z.B. in Smyth (1989) diskutiert.
Demnach werden fiir o als Startwerte die Koeflizientenschétzer eines einfachen linearen

Modells genommen, d.h. es wird ¢; = 1 gesetzt. Somit ist

= (XTX)"'XTg(y).
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Als Startwerte fiir ¢ werden die Koeffizientenschétzer eines linearen Modells verwendet,
bei dem die logarithmierten Residuen des vorher aufgestellten Lokationsmodells als Ziel-
grofien dienen. Um konsistente Startwerte zu erhalten, wird den logarithmierten Residuen

noch 1.27036 hinzuaddiert, so dass sich
wo = (Z'Z)7*Z" (log(y — ) + 1.27036)

ergibt, wobei y die Schétzer fiir y aus dem Lokationsmodell sind. Smyth et al. (2001))
erwahnen, dass Konvergenz schneller erreicht wird, wenn jeweils immer nur ein Schritt

des Fisher-Scoring durchgefiihrt wird, also insbesondere im Gamma GLM.

Der durch die Maximierung der EQL erhaltene Schétzer i entspricht dem Maximum-
Quasi-Likelihood-Schétzer. Bei festem Dispersionsparameter entspricht der Schétzer fiir
¢ der mittleren Devianz W (siche Nelder und Pregibon (1987)). Im Fall von normal-

verteilten Fehlern entspricht dies dem ML-Schéatzer fiir ¢.

Eine Alternative zur EQL ist die sowohl von Engel und Huele (1996)) als auch von Nel-
der (2000) vorgeschlagene Pseudo-Likelihood (PL). Sie kann als Dichte einer Normalver-
teilung interpretiert werden, bei der die Varianz wie folgt vom Erwartungswert abhéngt:
Var(y;) = i V(u;). Alternativ kann die PL auch als EQL aufgefasst werden, bei der
jedoch die Varianzfunktion mit in den Dispersionsparameter eingeht, so dass dieser von
g abhingt und als neue Varianzfunktion V*(u;) = 1 resultiert, vgl. Firth (1991). Auf
Grund der moglichen Normalverteilungsinterpretation basiert das Dispersionsmodell bei

Anwendung der Pseudo-Likelihood immer auf den Pearson-Beitrégen.
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Definition 8 (Pseudo-Likelihood)

Fiir die Finstellungen x; und z; der Lokations- und Dispersionseffekte seien die un-
abhdngig verteilten Zufallsvariablen y;, i = 1,...,n, mit Erwartungswert u; und Varianz
0i V(i) gegeben. Weiter sei p; := pi(a) = g~ (x[a) und @; := ¢;(y) = h™'(z]) fir
alle i,1 = 1,...,n, wobei g : IR — IR und h : IR — IR bijektive beliebig oft differenzier-

bare Funktionen sind. Die Pseudo-Likelihood PL(u,@|y) := PL(u, ¢ |y, X, Z) fir die

Beobachtungen'y = (yi,...,yn)" ist dann definiert als

1 . 1 . 2 iy Mi
PL(u o |y) = =5 log (2miV (i) = 5 > e, i)
i=1

25 @

Sie wird abkiirzend auch mit PL bezeichnet.

Die Scorefunktionen der PL fiir o und v lauten

0 —~ O PL(i, i | yi) Opi O
Srr(ap) = a—%PL(u,wy):Z (0ui | )am da,
=1
1~ 1 2 OV (i)
= 5 Tp\Yis Hi) — @i +2(yi —
> 2 V) {( i) =) =g, 2

n

O PL(p, i | yi) Op; 0&

0
Spr(Vg) = o PL(p,p|y) = Z
q

i—1 i 9&; 8%;

75y, i) — i ORHE) .
— q -

s
I
_

Die fiir die EQL festgestellte Orthogonalitit iibertrégt sich deshalb bei V(p;) # 1 nicht

auf die PL, sondern wir erhalten fiir p € £ und ¢q € D:

ni) Oh™'(&)

E{_aQPL(IMOD’)} I~ 1 V() 997

day, 0 T2 Vi) Op O

&3

g ()

on;

LipZiq -

iy
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Somit ist hier ein gemeinsames Fisher-Scoring statt einer abwechselnden Erneuerung
notig. Dabei werden fiir o und v die gleichen Startwerte wie bei Maximierung der EQL

verwendet.

Um mit Hilfe der EQL oder PL gewonnene Modelle mit unterschiedlichen Einflussfaktoren
fiir die Dispersion und Lokation miteinander zu vergleichen, ist es wiinschenswert, das zu-
vor definierte Giitemafl Devianz zu verallgemeinern. Sowohl im Log-Likelihood- als auch
im Quasi-Likelihood-Ansatz werden nur die Erwartungswerte p; modelliert. Die Devianz
ermoglicht es, analog zum Bestimmtheitsmafl in der linearen Regression, einen Vergleich
der vorhergesagten Erwartungswerte fi; mit den beobachteten Werten y; durchzufiihren.
Sowohl im EQL- als auch im PL-Ansatz werden jedoch auch die Varianzen ¢;V (1;) model-
liert. Somit wére der Vergleich zwischen vorhergesagten Erwartungswerten und Beobach-
tungen auf einen Vergleich zwischen den vorhergesagten Varianzen und den empirischen
Varianzen zu erweitern. Hierzu gibt es jedoch keine Beobachtungen, so dass bei dieser
Art der Modellierung ein sinnvoller Bezugswert fehlt. Daher wird die Extended-Quasi-
Devianz definiert als Devggr(fii, ¢ |y) == —2 EQL(f1,¢|y) und die Pseudo-Devianz als
Devpr(fi,9|y) := =2 PL(f1,$|y), vgl. McCullagh und Nelder (1989)), Abschnitte 10.4
und Nelder und Lee (1991). Durch den fehlenden Bezugswert konnen die Devianzen im
EQL- und PL-Ansatz auch negativ werden und sind somit isoliert betrachtet nur bedingt

interpretierbar.
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2.2.5 Restringierte Versionen der Extended Quasi-Likelihood

und der Pseudo-Likelihood

Da in nichtwiederholten Plénen keine Beobachtungen fiir die Varianz vorliegen, erfolgt die
Varianzschétzung auf Basis der Residuen des Lokationsmodells. Diese Anpassung fiihrt
jedoch, in Abhéngigkeit der Anzahl der geschéitzten Parameter, zu einer Reduzierung der
durchschnittlichen Residuengréfie und somit zu einer Unterschétzung der wahren Varianz.
Somit muss eine Adjustierung fiir die Freiheitsgrade des Lokationsmodells vorgenommen

werden, um verbesserte Schétzer fiir die Dispersionseffekte zu erhalten.

Eine Moglichkeit, restringierte Schétzer zu erhalten, stammt von McCullagh und Nel-

der (1989) S. 363. Sie versehen den vorderen Teil der EQ L mit dem Adjustierungsfaktor

n—L—1
n

, um die Anzahl L der ins Lokationsmodell eingehenden Effekte und das allgemeine
Mittel zu beriicksichtigen. Laut McCullagh und Nelder (1989) S. 363 fiihrt dieses Vor-

gehen approximativ zu restringierten ML-Schétzern. Fiir ein Modell mit konstantem ¢

n
n—L—1

fithrt dies zu einem Schétzer ¢, der im Vergleich zur unrestringierten Version mit
multipliziert wird, also eine zu gute Anpassung des Lokationsmodells ausgleicht. Dies ent-
spricht dem unverzerrten Schétzer ¢, siehe 2.10] Unter der iiblichen Annahme, dass die
Dispersionslinkfunktion der Logarithmus ist, fiihrt die Nutzung dieser restringierten EQL-
Version nur zu verdnderten Schétzern fiir das allgemeine Mittel des Dispersionsmodells,

die restlichen Koeffizienten des Dispersionsmodells bleiben unverédndert.

Dieses Vorgehen kann auf die PL iibertragen werden, indem der Adjustierungsfaktor an

die entsprechende Stelle der PL gesetzt wird. Somit resultieren folgende restringierte
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Versionen der EQL und der PL:

Definition 9 (restringierte EQL- und PL-Versionen nach McCullagh und Nelder)

Fiir die Finstellungen x; und z; der Lokations- und Dispersionseffekte seien die un-
abhdngig verteilten Zufallsvariablen y;,i = 1,...,n, mit Erwartungswert pu; und Varianz
iV (1) gegeben. Weiter sei pi; = () = g~ (xTa) und i = @i(y) = h~'(a1) fir
alle 1,1 = 1,...,n, wober g : IR — IR und h : IR — IR bijektive beliebig oft differen-
zierbare Funktionen sind. Die restringierte Extended Quasi-Likelihood EQL™ (i, ply) :=

EQLM (u,p|y,X,Z) fiir alle Beobachtungen von McCullgah und Nelder lautet dann:

n—L—-1y 1= 4 (i, i)
EQLM (. ply) = ———5—— > _log(2me:V () = 5 D DT'
=1 i=1 g

Die restringierte Pseudo-Likelihood PLM (u, |y) := PLM (u, ¢ |y, X, Z) fiir alle Beobach-
tungen nach McCullagh und Nelder ist definiert als

1

Zlog 2mpiV (i) = 5

=1 =1

n—L r yz,uz

PLM(u, 0ly) = —

M:

Sie werden abkiirzend auch mit EQLM bzw. PL™ bezeichnet.

Ein weiterer Vorschlag zum Erhalt von restringierten Schéitzern stammt von Lee und
Nelder (1998]). Sie schlagen in Anlehnung an Cox und Reid (1987)) folgende EQ L-Variante

VOr:

EQL(u,¢0|y. X,Z) == EQL®(n,¢ly) (2.15)

n

= _‘Zlog 210V (i) —%X;r )

XT diag ((pl 70 > X
2

— log | det
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Da die Maximierung dieser Funktion Computer-intensiv ist und nur langsam konvergiert,
schlagen Lee und Nelder (1998) vor, die Dispersionsparameter in den ersten k—1 Schritten

basierend auf der Approximation

EQL"(n, 0|y, X,Z) = EQLL(AMO ly) (2.16)

n 2
TD Yis Nz

1
=1 i

zu berechnen, wobei hy; = (W'/2DX (XTDWDX) ™' XTDW*2) mit

: 1 CM)
W = dia und D = dia
& <%~V(m)> & (3771

und nur im letzten Schritt die FQL® zu maximieren. Die Schitzer fiir a werden da-

bei jedoch weiterhin auf Basis der unrestringierten EQL bestimmt. Die Maximierung

der EQL" entspricht der Anpassung eines Gamma-Dispersions-Modells mit ZielgroSen

2 (yi, i) /(1 — hy;) anstelle von 72 (i, pt;)-

Im Folgenden wird die restringierte Pseudo-Likelihood nach Lee und Nelder PL” analog

zur restringierten EQL-Version von Lee und Nelder (1998)) definiert:

Definition 10 (restringierte Pseudo-Likelihood nach Lee und Nelder)

Fiir die Finstellungen x; und z; der Lokations- und Dispersionseffekte seien die un-
abhdingig verteilten Zufallsvariablen y;,v = 1,....n, mit Erwartungswert u; und Vari-
anz @V (1i) gegeben. Weiter sei p; := () = g7 (x] o) und @i == ¢i(y) = h™'(z])
fir alle 1,5 = 1,...,n, wobet g : IR — IR und h : R — R bijektive beliebig oft dif-

ferenzierbare Funktionen sind. Die restringierte Pseudo-Likelihood nach Lee und Nelder
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PLY(p, ¢ly) :== PL®(u, 0|y, X, Z) fiir alle Beobachtungen ist definiert als

1 n 1 - 7,2 (y'wl’bl)
PL*(p,0|y) = 5 > log(2meiV (1)) 2 > gpil — hy)
i=1 =1 "

mit  hy; = (WY2DX(XTDWDX)'XTDW'?) = wobei

2

und D = diag ((;Mz)

)

W = diag (fm)

Sie wird abkiirzend auch mit PLY bezeichnet.

Da die PL nicht die Orthogonalitétseigenschaften der EQL besitzt und somit fiir o und
v ein gemeinsames Fisher-Scoring nétig ist, wird in diesem Fall die restringierte Variante
nicht nur zur Schétzung von v sondern auch von « verwendet. Dabei dndern sich die
Schétzer fiir o im Vergleich zur unrestringierten Variante kaum. Beide restringierte Vari-
anten haben jedoch einen deutlichen Einfluss auf die Schatzung von ~y.

Beispielhaft wird folgendes Modell betrachtet:

A= 1-8=2

E(y) = w =910+ A—-05B+05A:B)
Var(y) = @iV (p:) = exp(A)p;”
Dabei wird fiir g(-) die Power-Transformation (2.3) gewihlt und den Fehlern eine Nor-
malverteilung unterstellt. Nun wurden fiir ein faktorielles 2°-Design 10 000 Datensitze
basierend auf obigen Annahmen simuliert. In Grafik sind die zugehorigen Schétzer bei

Unterstellung des korrekten Transformationsparameters unter Verwendung der PL und
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der restringierten Versionen PLY und PLY dargestellt. Basierend auf den restringierten
Versionen wird 7, deutlich besser geschétzt als bei Verwendung der PL. Wie erwartet,
wird vy und somit auch die Varianz von der PL unterschétzt. Fiir dieses Beispiel ist nur ein
geringer Unterschied zwischen der PLY und der deutlich einfacheren PLM zu erkennen.

Fiir die anderen Parameter sind keine Anderungen sichtbar, siche Anhang , Grafiken
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Abbildung 2.1: Histogramm mit Dichteschitzung (—) und Normalverteilungsdichte (- - -) fiir

Yo
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2.2.6 GLM basierte Methode zur Schitzung von Dispersionsef-

fekten und Transformationsparametern

Mit Hilfe der oben vorgestellten GLM konnen fiir nichtwiederholte Pléne sowohl die Ko-
effizienten der Lokations- als auch der Dispersionseffekte geschéitzt werden. Dabei wird
angenommen, dass die Varianzfunktion V(u;) und die Linkfunktion g(u;) bekannt sind.
In der Praxis ist dies jedoch héufig nicht der Fall. Erdbriigge und Auer (2010) setzen nun

folgende Varianz- und Linkfunktion voraus:

N?\ —1 +

Ho—  XN#£0

V(i) = M?ﬂ und  g(p) = A , (2.17)
log(pi) = A=0

wobei A und 3 unbekannt und unabhéngig sind.

Somit ergibt sich die PL zu

RS (yi — )’ :
PL(a,v,\,B) = —= log(27) + 2] v + 2Blog ju; + ———"“— |, mit (2.18)
22 exp(aT
B (xTaA+1)% :© A#£0
pe =gt (xja) = : (2.19)

exp(x; ) o A=0
Kann davon ausgegangen werden, dass, wie in den Transformationsmodellen unterstellt,

eine einzige Transformation zu additiven Effekten und einer vom Erwartungwert un-

abhéngigen Varianz fithren wiirde, ist A = 1 — 3 zu setzen.

Nun konnen zuséatzlich zu den Koeffizienten der Lokations- und Dispersionsmodelle auch
die Parameter A und ( durch die Maximierung einer der Log-Likelihood Varianten

geschitzt werden.
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Erdbriigge und Auer (2010) zeigen mit Hilfe von Satz[2 dass die durch die Maximierung
der PL gewonnenen Schétzer fiir «, v, f und A konsistent und asymptotisch effizient und

normalverteilt sind.

Wird unter der Annahme, dass A = 1 — 3, zur Schitzung des Parametervektors (a, v, A\)T
der Fisher Scoring Algorithmus verwendet, ist der Schétzer fiir A sehr stark von dem
gewdhlten Startwert abhéngig. Er weicht meist nur um weniger als eine Nachkommastelle
vom beliebig gewahlten Startwert ab.

Sinnvoller ist es, fiir eine Sequenz A = {\q,..., A} von A den Fisher Scoring Algorithmus
fiir @ und v laufen zu lassen. Der Schétzvektor ergibt sich dann aus dem zur kleinsten
Devianz gehérenden A\-Wert und den zugehorigen Schétzwerten fiir a und .

Ahnliches ist zu erwarten, wenn 3 unabhéngig von A geschitzt werden soll. Somit sollte
in diesem Fall der Fisher-Scoring Algorithmus fiir Sequenzen A = {\;,..., A} von A und

['={v,...,%} von v durchgefiihrt werden.

Alternativ kann A\ auch &hnlich zum grafischen Verfahren von Box und Cox mit Hilfe einer
Grafik geschiitzt werden. Anstatt A gegen die SSE abzutragen, wird A\ gegen die Devianz
abgetragen. Beides sind Giitekriterien die - in den jeweiligen Modellvorstellungen - dquiva-
lent zur Maximierung der Log-Likelihood minimiert werden konnen. Erdbriigge und Auer
(2010) schlagen vor, gleichzeitig diese Grafik zur Identifizierung von aktiven Dispersions-
faktoren zu nutzen. Wird unterstellt, dass es maximal nur einen aktiven Dispersionsfaktor
gibt, wird dabei wie folgt vorgegangen: Zuerst werden unter Vernachlédssigung eventueller
Dispersionseffekte, d.h. mit Standardmethoden wie dem Half-Normal-Plot aktive Lokati-

onseffekte identifiziert. Danach wird die Devianz fiir alle Dispersionsmodelle mit einem
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Haupteffekt und fiir das Dispersionsmodell mit reinem Intercept gegen A\ abgetragen.
Weist eines der Modelle mit einem Haupteffekt eine deutliche Verringerung der Devianz
im Vergleich zu den anderen Modellen auf, deutet dies darauf hin, dass der zugehorige
Effekt aktiv ist. A wird dann durch den Wert geschétzt, der die Devianz des unterstell-
ten Dispersionsmodells minimiert. Im Folgenden wird eine Grafik, die die Devianz fiir

unterschiedliche Modelle gegen X\ abtrigt, Devianz Plot genannt.

In Grafik ist ein Devianz Plot zu sehen, der auf einen Dispersionseffekt von z; und

einen Transformationsparameter von A = 0.25 hindeutet.

380
|

360
1

Devianz
340
1

320
L

Abbildung 2.2: Devianzplot

Im allgemeinen Fall, dass A unabhéngig von [ ist, kénnen A und  mit Hilfe von einem
Konturplot fiir die Devianz gleichzeitig geschétzt werden. Nelder und Pregibon verwenden

diese Konturplots schon zur Uberpriifung der Annahme A = 1 — 3 und Erdbriigge (2002)
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zur Identifizierung von Dispersionseffekten.

2.3 Erweiterung der Box-Cox-Methode

Kann davon ausgegangen werden, dass mit einer einzigen Transformation die Annahmen
der linearen Modelle erfiillt werden kénnen, kann auch die von Erdbriigge und Auer (2010)
vorgeschlagene Erweiterung des Box-Cox-Verfahrens, welches auch im Fall von nichtwie-
derholten Planen den Transformationsparameter A = 1 — 3 sowie die Parametervektoren
der Lokations- und Dispersionseffekte gleichzeitig schétzen kann, verwendet werden. Bei
diesem Modell handelt es sich zwar um kein theoretisch korrektes Modell, da der Trager
der Verteilung von y vom Tranformationsparameter A abhéngt, siehe Erdbriigge (2003)
Abschnitt 2.2.2. Es liefert jedoch approximativ die gleichen Ergebnisse, wie das auf den
GLM basierende Verfahren, wenn bei diesem A = 1 — § vorausgesetzt wird. Aulerdem
benoétigt es auf Grund des einfacheren Algorithmus deutlich kiirzere Rechenzeiten und
fiihrt seltener zu Konvergenzproblemen.

Die vorgeschlagene Erweiterung unterstellt das schon in Abschnitt erwahnte Modell

der multiplikativen Heteroskedastizitét fiir die transformierten Daten
Th(y) =Xa+e, (2.20)

wobei e~ N(0,X) und X = diag (exp{z{~},....exp{z.7}),
welches fiir die Originaldaten folgende Varianz impliziert:

2(1—

Var(y:) = 1 g eXp{ziny}’ 1=1,...,n.
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Somit liegt fiir die Erweiterung der Box-Cox-Methode ein klassisches lineares Modell in
den transformierten Daten vor. Die Kovarianzmatrix ¥ besitzt jetzt jedoch die Diago-
nalelemente exp{z!~v} und wird somit direkt durch die Dispersionseffekte beeinflusst.
Aquivalent zur Maximierung der gemeinsamen Log-Likelihood kann eine Minimierung

der Devianz erfolgen, die fiir das Modell (2.20)) wie folgt definiert ist:

De’UBC()‘?Oé777 |Y)
= _2€()\704,’Y‘Y)

= nlog{27r}~|—210ga +2(1 =X Zlogyﬂ-z (T (y:) ,ui)Q,

i=1
mit o7 = exp{z/7}.

Analog zur Originalmethode kann auch hier eine Vereinfachung erreicht werden, wenn
mit der standardisierten Transformation T)(-) gearbeitet wird. Die resultierende Devianz

lautet dann wie folgt:

b\e-;]BC (/\704*7 ’Y*, |Y) = _2€ (>\ ’ Oé*? 7*7 Y)
. 2
o (D) —xa)
= nlog2m)+ » z,v" + :
wobei
vo= (%, 1, ...,Vq)T mit Yo =" +2(1 —\)logy und

of = ag)l”\ )
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Erdbriigge und Auer (2010)) zeigen, dass die urspriingliche Methode von Box und Cox in

der Erweiterung enthalten ist.

Bei der Anwendung der erweiterten Box-Cox-Methode kénnen die unbekannten Parameter
nicht mehr analytisch bestimmt werden. Aber es ist leicht zu sehen, dass die Devianz
Devpe der EQL entspricht, wenn T)(y;) als Zielgroen verwendet werden und V(i) = 1
gesetzt wird. Somit kann der dort beschriebene IWLS-Algorithmus zur Schétzung von «
und v fiir festes A verwendet werden. Des Weiteren kann auch hier die grafische Methode

von Box und Cox (1964) erweitert werden, indem die Devianz Devge(A| &, 5,y) gegen

eine Sequenz A abgetragen wird.

Die EQL wird in der Literatur héufig der PL vorgezogen. Davidian und Carrol (1988) ar-
gumentieren zwar wegen ihrer asymptotischen Eigenschaften fiir die PL. Nelder und Lee
(1992) stellen jedoch fest, dass die EQL fiir kleine Stichproben im Allgemeinen bessere
Ergebnisse liefert als die PL. Nelder (2000) sowie Lee und Nelder (2003) lehnen die PL ab,
da diese auf der Normalverteilungsannahme beruht und somit Residuen mit einer schiefen
Verteilung nicht adédquat modellieren kann. Auch Firth (1991) betont, dass bei Verwen-
dung der PL mit Effizienzverlusten zu rechnen ist, wenn die Beobachtungen einer sehr
schiefen Verteilung entstammen. Des Weiteren wurde in Abschnitt deutlich, dass
die Anwendung restringierter Methoden zu besseren Varianzschéitzern fithrt, und somit
auch betrachtet werden sollte. Aufgrund dieser Uberlegungen soll im Weiteren untersucht
werden, ob mit Hilfe von Satz 2| die Konsistenz und asymptotische Effizienz und Normal-
verteilung der Schétzer auch bei Verwendung der anderen Varianten der Log-Likelihood

gelten.
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Des Weiteren soll untersucht werden, ob die Idee, Dispersionseffekte grafisch basierend
auf der Devianz zu identifizieren, auch auf die Lokationseffekte und in ein formal korrek-
tes Verfahren iibertragen werden kann. Dabei sollten auch die Abhéngigkeiten zwischen
Lokations- und Dispersionsmodell beriicksichtigt werden. Auf Grund der schnelleren Re-
chenzeiten und der geringeren Konvergenzprobleme soll dies auf Basis der erweiterten

Box-Cox-Methode geschehen. Wir beschréanken uns somit auf den Fall A =1 — 3.
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Kapitel 3

Untersuchungen der asymptotischen
Eigenschaften der Log-Likelihood

Erweiterungen

In diesem Kapitel sollen die verschiedenen Varianten des auf generalisierten linearen Mo-
dellen basierenden Verfahrens auf ihre theoretischen Eigenschaften hin untersucht werden.
Erdbriigge und Auer (2010) weisen die Konsistenz, und die asymptotische Normalvertei-
lung und Effizienz der Schétzer fiir die PL-Version her. Dies ist der einfachste Fall, da
der Pseudo-Likelihood eine echte Dichte zu Grunde liegt. Dies ist fiir die EQL und ihre
restringierten Versionen sowie fiir die restringierten Methoden der PL nicht gegeben. In
diesen Féllen schlagen Nelder und Pregibon (1987)), Nelder und Lee (1991)) sowie Lee und
Nelder (2000) vor, fiir theoretische Untersuchungen eine so genannte Quasi-Verteilung zu

benutzen. Dazu wird die interessierende Log-Likelihood-Variante nach Anwendung der

47
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Exponentialfunktion mit einem geeigneten Vorfaktor normalisiert, so dass das Integral
Eins ergibt und eine echte Dichte vorliegt. Nelder und Pregibon (1987) sowie Lee und Nel-
der (2000]) weisen darauf hin, dass der Vorfaktor héufig von den zu schétzenden Faktoren
abhéngt, und somit die Schétzer unter Verwendung der Quasi-Verteilung nicht mehr den
Originalschétzern entsprechen. Sie relativieren diese Tatsache jedoch, indem sie bemerken,
dass der Vorfaktor meist nur wenig Variabilitdt in den zu schétzenden Parametern auf-
weist und somit nur einen geringen Einfluss auf die Schatzwerte hat. Fiir praktische Fille
empfehlen Nelder und Pregibon (1987) sowie Efron (1986) daher die nichtnormalisierte

Form zu verwenden, da diese einfacher anzuwenden ist.

Im Folgenden wird untersucht, inwieweit die theoretischen Eigenschaften der PL-Schétzer
auch fiir die auf der EQL und ihren restringierten Versionen sowie fiir die auf den restrin-
gierten Methoden der PL basierenden Schétzer nachweisbar sind. Dies erfolgt, wie bei den
PL-Schétzern in Erdbriigge und Auer (2010), mit Hilfe von Satz 2] Dieser beruht jedoch
auf den Eigenschaften der Log-Likelihood, weshalb jeweils zundchst die Quasi-Verteilung
zu bestimmen ist. Dann kann {iberpriift werden, ob die theoretischen Eigenschaften fiir
die aus der Maximierung der zugehorigen Quasi-Log-Likelihood bestimmten Schétzern
gegeben sind. Danach wird versucht, Riickschliisse auf die urspriinglichen interessieren-
den Schétzer zu ziehen. Dabei werden die in unterstellten Funktionen fiir g(-) und

V(-) verwendet.
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3.1 Extended-Quasi-Likelihood und ihre restringier-

ten Versionen

3.1.1 Extended-Quasi-Likelihood

Zur Bestimmung der Quasi-Verteilung der EQL ist es somit notig, das Integral von

exp(EQL(u, o, A, Bly)) zu bestimmen.

Mit der Varianzfunktion V (y) = y*® ergibt sich fiir die Devianzresiduen folgende Darstel-

lung:

rh(y, p) = 2/ —dt
_ 2/ yt=20 20+

2 2ﬁ+1 ]' t725+2
—25+17 26+ 2 ,

2 2 2
— 9, Hy 90— 28 Y Y
a <1—2ﬁ 2-23) %Y \1-253 2-253
1 a2 2 1

- - __—2@4—1 o 2—-20
- 12" ‘”(1—26 1—ﬁ>y |

m

Hiermit lasst sich die EQL fiir ein beliebiges ¢ wie folgt schreiben:

1 1 TZ Yis Ui
= -3 log (2mo;V (i) — Lrp (i, 1)

2y
1 Lt :
= g los (2reslaln?) - C {555 - g
5 og | 2mexp(z; V)y; 0 |2-28 Hi 1—2@’”1 ’

1 1 )
" <1 —28 2—26) v w] exp (27).
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Das Integral, welches zur Bestimmung der Quasi-Verteilung gelost werden muss, lautet

also

/_ exXp (EQL(/%aSOZ))\ ﬁ’yz))dyz

—28+1

/ . L P |
mexp Z’V y; 7 exp o el ol Y
(2—25 1—2ﬁ> 3 ﬂ exp ( )}d‘%

Um eine Quasi-Verteilung der EQL zu bestimmen, ist somit ein Integral folgender Art zu
16sen: [ ay=? exp(b+ cy + dy*~?%)dy.

Eine explizite Angabe der zugehorigen Stammfunktion erscheint somit nicht moglich. Eine
numerische Losung ist zwar im konkreten Fall bestimmbar, trégt aber nicht zur Herleitung
von theoretischen Eigenschaften der EQL bei. Somit kénnen theoretische Eigenschaften

der EQL-Schétzer zumindest auf diesem Weg nicht untersucht werden.

3.1.2 Restringierte Extended-Quasilikelihood-Versionen

Auch fiir die restringierten Varianten der EQL sind Integrale obiger Form zu losen. Fiir

die restringierte Version von McCullagh und Nelder &ndert sich nur der Term a: Er

n—L—1

wird im Vergleich zur EQL noch mit exp ( ) multipliziert. Dagegen dndern sich fiir
die restringierte Version nach Lee und Nelder die Terme b, ¢ und d. Sie werden jeweils

noch durch (1 — hy;) dividiert. Somit ist es auch in diesen Fillen nicht moglich, eine

Quasi-Verteilung zu bestimmen.
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3.2 Restringierte Pseudo-Likelihood-Version nach

McCullagh und Nelder

Auch fiir die restringierte Pseudo-Likelihood-Version nach McCullagh und Nelder muss
fiir die theoretischen Uberlegungen mit einer Quasi-Verteilung gearbeitet werden. Im Ge-
gensatz zu den EQL-Versionen kann fiir die PLM jedoch das Integral iiber die Exponen-

tialfunktion der PLM gelost werden:

—00

- n—L—-11 Lrd (i,
- [Cen{-tmt 1og<2wlv<uz->>—§%}

172 (i, phi
exp 2%4)}dyi

- [ (i)

1 o0 1 1 (v .
(\/ﬁv %’V(,ui)> /—oo\\/g\/ iV (i) o {_5 @iV (14:)

Dichte einer N(u;,:V ()

L+1
n

1
a (\/%\/ SOiV(Mi))

L+1

Der gesuchte Vorfaktor ist also (27¢;V (11;))” 2 und somit ist die Quasi-Dichte f} der

PL (1,01, M, 8| ) gegeben durch

L+1

FO (i | i 00, A, B) = (2mpiV (1))~ 2 exp (PLM (s, 00, M, B ) -

Die sich ergebende Quasi-Dichte fiir den kompletten Beobachtungsvektor y lautet

n

13 e A 8) = TT{ @rev ()™ 5 exp (PLY (us 00,2, B 0) |

i=1
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und entspricht der Dichte einer N (,u, diag(gin(,ui))>.

Somit besitzt die PL™ keine echte Dichte aber obige Quasi-Dichte fg[ (y). Die zu die-
ser Dichte gehoérende Log-Likelihood wird im folgenden Quasi-Pseudo-Likelihood nach

McCullagh und Nelder genannt und mit Q PL™ bezeichnet. Sie ldsst sich schreiben als

QPLM (11,0, 7. B y)

1L+1
_ __—Zlog (27 V (1)) + PLM (11,0, A, By)
2
1L+1 In—L-1 —~ 17 (g, 1)
_ —Q—ZIOg (2moiV (1)) — Z—Zlog 2mpiV (i) = Y 5=
i=1
= PL(p, 0, A By)

bzw. in Abhingigkeit des interessierenden Parametervektors 8 = (a™,yT, )\, 3)T als

QPLY (.7, )\, By)

1 (yi — )
= = —= log(27) + 2, v + 28log jt; + ————= |,
2 ;E; ( exp(z] y) s’

mit g; = g~ '(x] ). Somit entspricht die zur restringierten Pseudo-Likelihood nach Mc-
Cullagh und Nelder gehorende Quasi-Likelihood der unrestringierten Pseudo-Likelihood.
Fiir die PLM tritt der schon oben erwihnte Fall ein, dass der Vorfaktor (27r90iV(ui))_%
von den zu schiitzenden Parametern abhingt. Um zu zeigen, dass die mit der PL* gewon-

nen Schétzer auch konsistent und asymptotisch normalverteilt und effizient sind, werden

folgende drei Punkte bewiesen:
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(P1) Die mit der Quasi-Pseudo-Likelihood Q PLY gewonnen Schétzer sind konsistent und

asymptotisch normalverteilt und effizient.

(P2) Die aus der Q PL™ gewonnenen Schitzer sind asymptotisch gleich den aus der PLY

gewonnenen Schétzern.

(P3) Die Eigenschaften der QPLM-Schiitzer iibertragen sich asymptotisch auf die PLM-

Schatzer.

Folgende Behauptung beweist (P1).

Behauptung 1

Fiir die Finstellungen x; und z; der Lokations- und Dispersionseffekte seien die un-
abhdngig verteilten Zufallsvariablen y;, i = 1,...,n, mit Erwartungswert u; und Varianz
0V (1;) gegeben. Weiter gelte g(u;) = x]a und log(p;) = z}~ fir alle i,i = 1,...,n
und g(-) und V(-) wie in auf Seite [39 Dann sind die durch die Mazimierung

der zugehdrigen restringierten Quasi-Pseudolikelihood QPLM  gewonnen Schitzer fiir

0= (a', 47,8, \)7 konsistent und asymptotisch normalverteilt und effizient.

Beweis:

siche Erdbriigge und Auer (2010), da die QPL™ der unrestringierten PL entspricht. q.e.d.

Als néchstes ist (P2) zu zeigen, d.h. dass die Maximierung der QPL* zu den gleichen
Schitzern fiir 6 fithrt wie die Maximierung der PL*. Dazu wird zunichst mit dem fol-

genden Lemma Behauptung [2| gezeigt, mit der dann wiederum (P2) bewiesen wird.
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Lemma 1
Sei hi, : A C R¥ — R stetig fir alle n und besitze ein globales Mazimum bei X, d.h.
hin(X,) > hin(x) fir allex € A\{x,}. Weiter seien fiir jedesn € IN folgende Bedingungen

an hy, erfillt:

B(1) Fir jedes geniigend kleine 6 > 0 existiert ein & > 0, so dass Vx € A mit

hin () — hin(X)] < 8 gilt: ||%, — x| < €.

B(2) Aus 6 — 0 folgt £ — 0.

Sei ho, :+ A — R definiert durch hop(X) := hi,(X) + i,(x), wobei fir i,(x) : A — R
gilt: Ye > 0 3n., so dass |iy(x)| < € fir alle n > n. und fir alle x € A. Dann gilt:
Die Maximalstelle x,, von hs, und die Maximalstelle x,, von hy, konvergieren fiirn — oo

gegeneinander, d.h. Y& > 0 existiert ein ng € IN mit ||X,, — X,|| < & fir alle n > ne.

Beweis:
Wiéhle 0.B.d.A. € > 0 geniigend klein. Der Maximalwert von ha,(x) ist mindestens hi,(X,) — €,
da hon(x) > hip(x) — € fiir alle x € A und fiir alle n > n..

Die Menge A, aller moglichen Maximalstellen fiir ho, ist fiir alle n > n. gegeben durch:

A, = {x€A:hy(x)> hin(X,) —e}
= {X € A:hin(x)+in(x) > hin(X,) — €}
s
€ {xe€A:hnx)+ E; hin(%Xn) — €}

= {x€A:hip(%kn) — hin(x) < 2e}

= {xe€Ad:|x,—x] <& wegen B(1) aus Lemma 1 und e geniigend klein
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Da Vn € N gilt: &, € A,, folgt, dass ||Z, — #,|| < & Mit B(2) aus Lemma [1| folgt die

Behauptung. q.e.d.

Behauptung 2
Gegeben seien die Funktionenfolgen fi, : R" — R und fy, : R" — IR mit fo,(x) =

fin(X) + gn(x). Es seien folgende Voraussetzungen erfiillt:

(1) fl"T(x) besitzt fiir jedes feste n ein globales Maximum bei X,,.
(2) Frir fl"T(x) seien die Bedingungen B(1) und B(2) aus Lemma erfillt.
(3) g"T(X) konvergiert fiir n gegen unendlich gleichmdj$ig gegen Null, d.h. fiir jedes € > 0

existiert ein n., so dass fir alle n > n. gilt: |g"T(X)] < € fiir alle x € IR™.

Dann konvergieren die Maximalstelle Z( fa,) von fon, und die Maximalstelle Z( f1,) von fi,

gegeneinander.

Beweis:

xT
n n n

Sei nun hap(x) = fen(e) hin(z) = hn(@) ynd in(z) = 9 Dann gilt mit Lemma
dass die Maximalstelle x,, von f%” und die Maximalstelle X,, von f;—” fir n — oo gegen-

einander konvergieren, d.h. fiir alle £ > 0 existiert ein ng € IN mit [|X, — X,| < ¢ fiir alle

n

n > ng. Da fiir festes n € IN gilt, dass argmaz (fQ"(x)) = argmax(fop(x)) und analog

argmax (M> = argmax(fin(x)) gilt die Behauptung. q.e.d.

n
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Nach diesen Voriiberlegungen kann nun zumindest im Fall von unimodalen Verteilungen
gezeigt werden, dass die Quasi-Schétzer und die restringierten Pseudolikelihood Schétzer

gegeneinander konvergieren.

Behauptung 3

Fiir die Finstellungen x; und z; der Lokations- und Dispersionseffekte seien die un-
abhdngig verteilten Zufallsvariablen y;,i = 1,....,n, mit Erwartungswert u; und Varianz
0V (1;) gegeben. Weiter gelte g(u;) = x; a und log(yp;) = z] v fir alle i,i = 1,...,n und
g(+) und V() wie in auf Seite [39 Weiter sei der Stichprobenraum X von X be-
schrankt und es liegen orthogonale Designs in den Lokations- und Dispersionseffekten vor.
Zusiitzlich sei die zugrundeliegende Verteilung unimodal. Bezeichne 0 = (a7,vT, X, )T den
interessierenden Parametervektor, dann konvergieren fiir n — oo die durch die Maximie-
rung der QPLM gewonnenen Schitzer 09 gegen die durch die Maximierung der PLM

gewonnenen Schitzer 6.

Beweis:

Zuniichst wird der zusitzliche Term ¢, () := —3 £ 5™ | log (2mp;V (1)) betrachtet. Fiir die

n

in dieser Arbeit unterstellte Varianzfunktion V' (u;) = u?ﬁ und die unterstellten Linkfunktionen
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h(pi) = log(y;) und g(-), wobei g wie in (2.19)), Seite [39] definiert, ergibt sich

1L+1
cn(0) = 5T ZIOg (2mpiV (1))
1L+1 28
= 5 Zlog (27rexp(z VI )
1L+1¢
— _5% [log(27r) + Z;FV + 28 1log Mz}
i=1
1 11 .
= (L+1) |~ glog(2m) — 5> aly—6- logp
-1 =1
=T - -
=To, =:T3,

Der Term 717 entspricht einer Konstanten. Da ein orthogonales Design vorliegt, gilt, dass 15, =
%% vz, Ty = 4 unabhingig von n ist. Unter der Annahme, dass die PLM_Schitzer und die
QPLM_-Schitzer gegen ein festes § € © konvergieren, kann 0.B.d.A. angenommen werden, dass
der Parameterraum © beschrénkt ist und somit auch 75,,. Fiir den Term 73, ergibt sich

23— Z X; = o A=0

Qﬁ . (3.1)

1 n
26> log i =
=1 Zlog AxJa4+1) @ A#£0.

Ist der Stichprobenraum X von X beschréinkt und gilt obige Annahme, ist auch T3, fiir beliebiges
0 € © beschrinkt, d.h. |T5,(0)| < Tj fiir alle n. Dies bedeutet, dass auch fiir ¢, (0) gilt: |6, (0)| < ¢,

wobeli ¢ fest.

Mit ¢, (0) = (L + 1)é,(0) ldsst sich die PLM schreiben als



58 KAPITEL 3. ASYMPTOTISCHE EIGENSCHAFTEN

2 g
Dabei kann r(u, ¢ |y) = 13", W als mittleres skaliertes Pearson-Residuum aufgefasst

werden.

Somit gilt fiir die QPLM:

QPLM (o, v, A, Bly) = PLM(o,v, A, B|y)+ (L+1)é(0)

= (n=L=1)G(0) - 5r(pely) + (L + )a(®)
~—_——

/

=F1n(0) 0@
Weiter gilt
gn(e)‘ _ L+1lc~n(0)! - L1 o 0
n n
Auf Grund der Beschrénktheit von g, () konvergiert Q”TW) sogar gleichméfig gegen Null. Somit

ist Voraussetzung (3) von Behauptung [2| erfiillt. Voraussetzung (2) ist durch die Unimodalitét

der zugrundeliegenden Verteilung erfiillt. Es bleibt Voraussetzung (1) zu zeigen, dass fl"T(m fiir

festes L gegen eine von n unabhingige Funktion konvergiert, die ein eindeutiges Maximum

besitzt.
fln(e) n—L— 1 - 1
p— —_— 0 PE—
- ———all) = 5rlnely)
T 6(0) - ;l o~ by )
" =1 wi
1 11 73 (g 1)
— - 1 2 V . - P (2N i)
2n; og (2mp; V' (1;)) on £ i

1 n
= ﬁZPMa,%A,ﬂ\yi)
=1

1
= EPL(OZ»%A»MY)
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fl”TW) konvergiert somit gegen die durchschnittliche PL, die als echte Log-Likelihood ein eindeu-

tiges Maximum besitzt.

Somit konvergieren die Maximalstellen mit Behauptung [2] gegeneinander. q.e.d.

Nach diesen Voriiberlegungen ist es nun moglich (P3) zu beweisen, ndmlich dass sich die

Eigenschaften der QPLM-Schitzer auf die PL™-Schitzer iibertragen.

Satz 3
Seiy = (y1,...,yn)" der Beobachtungsvektor, PL™ (a, v, \, B|y) die restringierte Pseu-
dolikelihood nach McCullagh und Nelder und 6y = (a',y",8,\)7 = (Oo1,...,0s) mit

s =4+ |L| 4 |D| der wahre Parametervektor. Dann gilt:

i) Die durch die PL™ gewonnenen Schitzer 9% sind fiir alle j,7 =1,...,s, konsistent

fiir den wahren Parameter 0y;, d.h.

P (|65 — 6o;1 > &) == 0 fiir alle & > 0.
ii) OM ist asymptotisch normalverteilt und effizient, d.h.
M _d 1 —1
On — N (90,—1—(90) ) .
n
Beweis:

(P1) Mit Behauptung |3| gilt

1025

g — G%M] <e furallen>n.. (x)
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Des Weiteren gilt mit Behauptung
P (|e,?jM — o > 5) "T0 firalle d >0 (s%)
Wiéhle nun § = ¢ + 0 mit €,0 > 0 beliebig, dann gilt Vn > n. g:

P (165} — 6os] > €)

- p (\9% — 9 4 oM _ gy > 5)

< P05 — o2 +109M — 60;] > ¢
———
<e(*)
M — .
< P ]07% —Opj| > €~ | =20 mit (%)

)

(P2) Mit Behauptung 1| gilt fiir den Schitzvektor 9™ der Quasi-Pseudolikelihood
oM L. N (90, iz(00)1> (+),
und mit Behauptung [3] gilt auch
oM _ QM L, o

Somit gilt mit dem Satz von Slutzky (siehe Serfling (1980) S.19 oder Lehmann (1983) S.

337):
1
gM 4 gM _ gQM L, Ny (00, 2(90)1> + 0,
n
und somit

oM AN (00, iI(QO)_1> q.e.d.
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Somit konnten also auch fiir die auf der restringierten Pseudo-Likelihood nach McCul-
lagh und Nelder beruhenden Schétzer die fiir die PL-Schéatzer geltenden asymptotischen

Eigenschaften gezeigt werden.

3.3 Restringierte Pseudo-Likelihood Version nach

Lee und Nelder

Auch fiir die restringierte Pseudo-Likelihood nach Lee und Nelder muss zuerst die Quasi-
Verteilung bestimmt werden. Das Integral iiber die Exponentialfunktion der PL% ergibt

sich dabei zu

/ exp { PL" (pi, @i |yi) } dyi

1 rp(yuuz)) } dy,

/ \/ﬂ\/ gOl Hz { a 2 (pz hm

-/ Z}W {3 (iyfba_ﬁhii)}dy"

L 1 (i
ﬁm m)(l—hﬁ)“p{ e A

\/7”/ L exp {—1 (v = )" } dy;
\/% \/901 i) (1 — hii) 20V (i) (1 = hii) 5
Dichte einer J:TEMiWiV(M)(l—hu))
= L — hi

Dabei ist hy; = (W2DX(XTDW DX) ' XTDW*/?)  mit

1 1 Ol . _
W = diag (—) = diag und D = diag( ) = diag (i ).
@iV (i) %u?ﬁ o (,u )




62 KAPITEL 3. ASYMPTOTISCHE EIGENSCHAFTEN

Der gesuchte Vorfaktor ist also \/1+T und somit ist die Quasi-Dichte f@ der PLY(u;, ¢ilvy:)

gegeben durch

1
FOyi | i, i) = ﬁeXP{PLL(Mi,¢i|yi)}

— gy

Die Quasi-Dichte des kompletten Beobachtungsvektors y ergibt sich zu

& 1
PO, un @) = [ == exp { PL" (s, i | 1) } -
o V=R

Dies entspricht der Dichte einer N (u, diag (¢;V (1;)(1 — hy;)))-

Somit besitzt auch die PLY keine echte Dichte aber obige Quasi-Dichte f@(y). Die zu
der Dichte f%(y) gehorende Log-Likelihood wird im Folgenden Quasi-Pseudo-Likelihood

genannt und mit QPL" gekennzeichnet. Sie lisst sich schreiben als

1 n
QPL (. ¢ly) = —5 ) log(l—hi)+ PLE (. ¢]y)
=1

1 — 1 o 1
= -3 > log(1 — hig) —3 > log(2meiV (1)) — 3
=1 i=1

:=c(0)

1
1—hi;

Es tritt also erneut der Fall ein, dass der Vorfaktor von den zu schéitzenden Pa-
rametern abhéngt. Fiir diesen Fall werden die asymptotischen Eigenschaften nur fiir den

Parametervektor § = (aT,vT)T nachgewiesen, d.h. fiir bekanntes A und 3. Dazu werden

die Punkte (P1) bis (P4) gezeigt.

P1) Die mit der Quasi-Pseudo-Likelihood Q PL* gewonnen Schitzer sind konsistent und
( g

asymptotisch normalverteilt und effizient.
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(P2) Der Term —3 >  log(1 — hy;) konvergiert fiir alle i,i = 1,...,n, gegen eine Kon-

stante.

(P3) Die aus der QPL* gewonnenen Schiitzer sind asymptotisch gleich den aus der PLY

gewonnenen Schétzern.

(P4) Die Eigenschaften der QPL-Schitzer iibertragen sich asymptotisch auf die PL%-

Schatzer.

Zuerst werden die theoretischen Eigenschaften der QP L*-Schitzer fiir den Spezialfall von

bekannten A\ und 3 mit Hilfe von Satz [2| nachgewiesen.

Behauptung 4

Fiir die Finstellungen x; und z; der Lokations- und Dispersionseffekte seien die un-
abhdngig verteilten Zufallsvariablen y;,i = 1,...,n, mit Erwartungswert pu; und Varianz
0V (1;) gegeben. Weiter gelte g(u;) = x] o und log(p;) = z; v fiir allei,i =1,...,n, mit
9(-) und V() wie in (2.19). Dabei seien X und B bekannt. Dann sind die durch die Maxi-
mierung der zugehérigen restringierten Quasi-Pseudolikelihood QPL* gewonnen Schitzer

fiir @ = (aT,y")T konsistent und asymptotisch normalverteilt und effizient.
Beweis:

mit Satz[2] Nachweis der Regularititsbedingungen siehe Anhang q.e.d.

Als néchstes wird gezeigt, dass der Term —% Yo log(l — hy;) fir n — oo gegen %rg(X)

konvergiert, wenn fiir das Maximum der hy; gilt, dass es kleiner als -7 ist, wobei k € (%, 00).
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Behauptung 5

Es sei folgende Voraussetzung erfiillt:

(V) Es gibt ein ny € IN, so dass fir alle n > ny gilt: max;—1 . n(hi) < -7, wobei

k€ (3,00) fest.

Dann konvergiert —3 37" log(1 — hy;) fiir n — oo gegen 3rg(X), d.h.

BN n—oo_ 1
—3 ;log(l — hy) —= irg(X). (3.2)

Dabei ist h;; wie in Definition |10} definiert und rg(X) bezeichne den Rang der Matrixz X.

Beweis:

Fiir log(1 — z) gilt folgende Reihendarstellung:

>k
log(l—2) = —Z %, fir |z| < 1.
k=1

Da fir alle 4,7 =1,...,n, gilt 0 < h;; < 1, siche Toutenburg (2003) S. 346 gilt:

—5 2 log(l—hi) = 53> >
i=1 i=1 k=1
= 3 Z Z f, da alle Sumanden > 0
k=1 i=1
P IR DD I
=1 k=2 =1
1 1 - = Ak
i=1 k=2

da fiir alle n gilt: 327, hy; = rg(W/2DX) = rg(X), wenn W'/2D Vollrang hat. Dies ist gegeben,

da die Diagonaleintrage von D und W alle grofler als Null sind.
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Somit bleibt zu zeigen, dass § > 5, + > i hY fiir n — oo gegen Null konvergiert. Bezeichne
dazu maxizl,“_m(hii) = max(hii).

Fiir alle n > np gilt:

3

JRC
5 ' Z Ehu
i=1 k=2
< 1 3 i B
— 4 (23
i=1 k=2
1 n [e.e] L
i=1 k=2
1 (& X
= " (Z max(hy;)" —1— max(hz-i))
k=0
n 1
= N7 "1- hii
4 (1 — max(hii) maX( )>
~n 1= (1 —max(hi)) — max(h;) (1 — max(hi;))
N 4 1- maX(hu‘)
_n [1rnax(hiiﬂ2
- 4 1-— max(hii)
V)1 1 c? n—00
< - . — 0
~ 4 1—max(hy) n?-1
—_——
n—goy "0

Die folgende Behauptung zeigt, dass Voraussetzung (V) von Behauptung [5| erfiillt ist,

wenn ein wiederholtes Design vorliegt.

Behauptung 6
Gegeben seien die Versuchspline X € R™E und Z € R™PH | die jeweils aus m Wie-

derholungen der Ausgangpline X, € R ¥ yund 74, € R™ P bestehen. D.h. jede der
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na Zeilen der Ausgangspline wird m-mal wiederholt. Dann folgt, dass hy; < % fiir alle

,1=1,...,n.

Beweis:

Jede gegebene Einstellung x; der Lokationsfaktoren kommt m-mal vor. Da D und W nur von
den Einstellungen x; und z; der Einflussfaktoren auf die Lokation und Dispersion und dem zu
schitzendem Parametervektor § = (a',~yT,3,\)T abhingen, also unabhingig von y sind, wird
auch jede Zeile von W/2DX m-mal wiederholt. Es folgt mit Toutenburg (2003) S.349, dass
a

L =9 firallei,i=1,...,n qg.e.d.

hii <

Unter der Annahme, dass nur wenige Effekte aktiv sind, kann ein faktorieller und sogar ein
fraktioniert faktorieller Plan zu einem wiederholten Plan in den aktiven Effekten werden.

Somit ist obige Behauptung auch fiir urspriinglich nichtwiederholte Pléne relevant.

Nun wird der Punkt (P3) gezeigt, dass die QPL"-Schitzer gegen die PLM-Schitzer

konvergieren .

Behauptung 7

Gegeben seien die unabhdingigen Zufallsvariablen y;, i = 1,...,n, mit Erwartungswert p;
und Varianz o;V (u;). Dann konvergieren die durch die Mazimierung der QPLY gewonnen
Schiitzer 09F fiir n — oo gegen die durch die Mazimierung der PLY gewonnen Schiitzer
oL

-, wenn die Erhéhung von n zu wiederholten Plinen fihrt.
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Beweis: Mit Behauptung [5| gilt:

1 n
QPLL _ _§Z]og(1—hii)+PLL(M7SO|Y)
=1

e 1
= irg(X)JrPLL(u,MY)

Somit konvergieren die Maximalstellen von QPL” gegen die von PL". g.e.d.

Nun kénnen somit zumindest fiir bekannte A und ( die gewiinschten Eigenschaften nach-

gewiesen werden.

Satz 4

Seiy = (y1,...,yn)" der Beobachtungsvektor, PL*(u, ¢|y) die restringierte Pseudolike-
lihood nach Lee und Nelder und 6y = (a",y")T = (0o1,...,00s) mit s =2+ |L| + |D| der

wahre Parametervektor. X und (3 seien also bekannt. Dann gilt:

i) Die durch die PLY gewonnenen Schiitzer 9% sind fir alle j,j =1,...,s, konsistent

fiir den wahren Parameter 0y;, d.h.

P (|65 — 6051 > §) =0 fiir alle £ > 0.

i) 0L ist asymptotisch normalverteilt und effizient, d.h.

or L N (90, l1(00)1) :
n

Beweis: analog zu Satz
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Kapitel 4

Iteratives Verfahren zur
Identifizierung aktiver Lokations-

und Dispersionseffekte

Bis jetzt wurde immer davon ausgegangen, dass die aktiven Lokations- und Dispersions-

effekte bekannt sind. Dies wird in den meisten Anwendungen jedoch nicht der Fall sein.

Fiir die Identifikation aktiver Lokationseffekte stehen viele Methoden, wie z.B der Halb-
Normal-Plot, vgl. Toutenburg et al. (1998), die Methode von Lenth (1989) oder die von

Dong (1993)) zur Verfiigung.

Fiir die Identifikation von Dispersionseffekten existieren bis jetzt hauptséchlich nichtitera-

tive Verfahren. Eine géngige und sehr effiziente Methode, siehe Fuller und Bisgaard (1995),

69
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ist die von Bergman und Hynén (1997), die auf der Normalverteilungsannahme beruht.
McGrath und Lin (2001) bemerken, dass sie jedoch das Signifikanzniveau nicht mehr
einhélt, wenn mehr als ein aktiver Dispersionseffekt vorhanden ist. Erscheint die Normal-
verteilungsannahme als nicht gerechtfertigt, kann die nichtparameterische Variante von

McGrath und Lin (2002)) verwendet werden, die jedoch antikonservativ ist.

Auer und Kunert (2006) weisen in ihrem Artikel darauf hin, dass es wichtig ist, bei Verfah-
ren zur Identifikation von aktiven Lokationseffekten die Vermischungsstruktur des gegebe-
nen Designs zu beachten, da es sonst leicht zu falschen Vorgehensweisen fithren kann wie
in Raghavarao und Altan (2003). Somit ist es naheliegend auch die Vermischungsstruk-
tur zwischen Lokations- und Dispersionseffekten bei der Identifikation aktiver Effekte zu
beachten. McGrath und Lin (2001) untersuchen diese Vermischung und stellen fest, dass
zwei nichtidentifizierte aktive Lokationseffekte entweder zu félschlicherweise identifizier-
ten Dispersionseffekten oder auch zu nicht erkannten aktiven Dispersionseffekten fithren

konnen.

Als Beispiel moge folgendes Szenario gelten: Den Daten unterliege das Lokationsmodell
E(y) = 1.0A 4 0.5B — 0.5AB. Des Weiteren habe A einen Einfluss auf die Dispersion.
i bezeichne den Erwartungswert von y unter dem korrekten Modell und 4 den Erwar-
tungswert von y unter Vernachlissigung der Lokationseffekte B und AB. Des Weiteren
sei Varl die Tendenz der Varianz von y, wenn A einen positiven, und Var2 die Tendenz
der Varianz von y, wenn A einen negativen Dispersionseffekt besitzt. Somit ergibt sich

das in Tabelle |4] dargestellte Szenario.

Es stellt sich nun die Frage, was passiert, wenn nur der Lokationseffekt A erkannt wird,
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Tabelle 4.1: Beispielszenario

A B AB u pa Varl Var2
+ + + 1 1 1t |
+ - - 1 1 1

-+ - 0 -1 ! 7

- -+ -2 -1 1 1

also sowohl der Effekt von B als auch die Interaktion von A und B nicht ins Modell mit

aufgenommen werden.

Situation 1:
Besitzt A einen positiven Einfluss auf die Varianz (Varl), wird dieser woméglich

nicht mehr erkannt, da das Modell nur eine insgesamt grofie Streuung in den Daten

erkennt.

Situation 2:
Besitzt A hingegen einen negativen Einfluss auf die Varianz (Var2), so wird dieser
durch das falsche Lokationsmodell verstarkt. Ist A nicht aktiv, konnte in dieser

Situation der Dispersionseffekt von A trotzdem falschlicherweise als aktiv erkannt

werden.

Aufgrund dessen schldgt McGrath (2003) einen Test vor, der iiberpriift, ob identifizierte
Dispersionseffekte wirklich aktiv sind oder der Effekt filschlicherweise durch zwei nicht
identifizierte Lokationseffekte hervorgerufen wird. Er versucht also Fehlentscheidungen

auf Grund von Situation 2 vorzubeugen.
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Eine alternative Methode zur Identifizierung von aktiven Lokations- und Dispersionseffek-
ten wird von Pan und Taam (2002) vorgestellt. Auch sie bedenken in ihrem Verfahren die
mogliche Vermischung zwischen einem Dispersionsfaktor und einem Paar von Lokations-
effekten. Sie stellen jedoch in Simulationstudien fest, dass die Auswirkungen in Situation
1 des Beispielszenarios in der Regel gravierender sind, weil haufig der Dispersionseffekt
unentdeckt bleibt. Situation 2 hingegen fiithrt nur selten zu félschlicherweise als aktiv er-
kannten Dispersionseffekten und nur zu nicht zu gravierenden Effektvergrofierungen, wenn
die Schétzer auf Basis der EQL, also mit Hilfe von Iteratively Weightetd Least Squares
(IWLS, siehe Seite , geschétzt werden und die Identifikation mit Hilfe der zugehorigen
t-Statistiken durchgefiihrt wird. Basierend auf diesen Erkenntnissen schlagen sie ein ite-
ratives Verfahren zur Identifikation aktiver Lokations- und Dispersionseffekte basierend
auf doppelt Generalisierten Linearen Modellen (dGLMs) vor, siehe S. 29| ff., welches in

Situation 2 nicht identifizierte aktive Dispersionseffekte aufdecken kann.

Im