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1. Einleitung

Die vorliegende Arbeit greift eine Problemstellung aus dem Artikel , Exact optimal designs
for weighted least squares analysis with correlated errors“ von Dette et al. (2008) auf. In
dem Artikel wird unter anderem der Frage nachgegangen, wie D-optimale Versuchsplidne
im einfachen linearen Regressionsmodell bei autoregressiver Fehlerstruktur auszusehen
haben, wenn die Regressionsparameter mittels der verallgemeinerten Kleinste-Quadrate-
Methode geschétzt werden. Die Autoren konnten zeigen, dass zwei Versuchspunkte eines
D-optimalen Versuchsplans mit den beiden Randpunkten des Versuchsraums iiberein-
stimmen. Ein weiteres Resultat lautet, dass im Grenzfall hochkorrelierter Stérgréfien der
D-optimale Versuchsplan gegen einen Versuchsplan mit dquidistanten Versuchspunkten
konvergiert. Weitere Resultate beziiglich des einfachen linearen Regressionsmodells sind
jedoch nur numerische Ergebnisse. Unter anderem wird fiir die Klasse von Versuchsplénen,
die drei Versuchspunkte aufweisen, beschrieben, dass der D-optimale Versuchsplan von der
Hohe der Korrelation abhéngt. Es existieren somit lediglich sogenannte lokal D-optimale
Versuchspline. Die vorliegende Arbeit setzt an diesem Punkt an. Es stellt sich unter an-
derem die Frage, ob gewisse Versuchspléne, unabhéngig von der Hohe der Korrelation,
Vorteile beziehungsweise Nachteile gegeniiber anderen Versuchsplédnen besitzen. Ein wei-
terer offener Punkt ist die Konsequenz aus der Tatsache, dass in dem betrachteten Modell
ein D-optimaler Versuchsplan nur lokal optimal ist. Dies bedeutet fiir die Angabe des opti-
malen Versuchsplans nédmlich, dass gewisse Parameter bekannt sein miissen. Speziell hier
ist fiir die Angabe eines D-optimalen Versuchsplans erforderlich, dass der Korrelations-
parameter bekannt ist. Es stellt sich somit die Frage, wie damit umzugehen ist, falls der

Korrelationsparameter unbekannt ist.

Die Arbeit ist folgendermaflen gegliedert. Modell und Problemstellung werden in Kapitel
2 ausfiihrlich vorgestellt. Wie die Parameter des vorliegenden Modells geschétzt werden
konnen, ist Gegenstand von Kapitel 3. Im Anschluss wird in Kapitel 4 das sogenannte
D-Kriterium vorgestellt. Anhand dessen konnen Versuchspléane bewertet und miteinander
verglichen werden. Damit besitzen die Kapitel 2, 3 und 4 einen einleitenden Charakter.
Die Kapitel 5 bis 7 unterscheiden sich im Groflen und Ganzen beziiglich zweier Aspek-
te. Der erste Aspekt ist der, dass unterschiedliche Anzahlen an Parametern, die in das
D-Kriterium einflieen, betrachtet werden. Dariiber hinaus gibt es Unterschiede beziiglich
der Annahme, ob die Parameter, die die Verteilung der Storgrofien beschreiben, bekannt

sind. Entweder sind sie wie in Dette et al. (2008) bekannt oder sie sind allesamt unbekannt
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oder zum Teil unbekannt. In Kapitel 8 werden im Vergleich zu den vorherigen Kapiteln
zwei verallgemeinerte Modellannahmen betrachtet, was dazu fiihrt, dass sich die Anzahl
der Modellparameter um eins erhoht. Die zentralen Kapitel 5 bis 8 weisen die Gemein-
samkeit auf, dass in ihnen Versuchsplédne anhand von Effizienzen miteinander verglichen
werden. Die Bestimmung dieser Effizienzen stellt den Kern der Arbeit dar. Abschliefflend

erfolgt eine Zusammenfassung der Arbeit.

Als Hilfsmittel wurden die Programme R (R Development Core Team, 2011) und Maxima
(Maxima.sourceforge.net, 2007) verwendet. Ersteres wurde zur Erstellung der Grafiken
und im Rahmen einer Simulationsstudie herangezogen. Mit letzterem Programm wurden

algebraische Umformungen durchgefiihrt.



2. Modell und Problemstellung

Die Grundlage der vorliegenden Arbeit ist die Annahme, dass eine Zielgrofe das Ergebnis
eines Experiments ist. Dabei héngt diese Zielgréfle linear von einer unabhangigen Grofie
ab. Der lineare Zusammenhang ist unbekannt und wird additiv durch eine Stoérgrofie
iiberlagert. Das zentrale Ziel ist es, diesen Zusammenhang zu ermitteln, wobei die Wer-
te der unabhéngigen Groéfle nicht vorab festgelegt sind, sondern in einem bestimmten
Rahmen frei gewdhlt werden kénnen. Die Festlegung auf gewisse Werte geschieht durch
die Wahl sogenannter Versuchspunkte. Da die Wahl der Versuchspunkte jedoch die Giite
der Schéitzung beeinflusst, ist es erstrebenswert, die Versuchspunkte moglichst geeignet
im Sinne eines noch zu definierenden Giitekriteriums zu wéahlen. Die Menge der gewahl-
ten Versuchspunkte wird schliefllich in dem sogenannten Versuchsplan zusammengefasst.
Eine weitere Annahme in dieser Arbeit ist die, dass die Zugehorigkeit der Versuchspunk-
te zu Versuchseinheiten von Bedeutung ist. Denn Versuchspunkte einer Versuchseinheit
stehen in der Beziehung, dass zwischen den entsprechenden Stérgréfien ein Zusammen-
hang vorliegt. Dieser Zusammenhang duflert sich in der Art, dass die realisierten Werte
der Storgroflen umso dhnlicher sind, je geringer der Abstand der zugehorigen Versuchs-
punkte ist. Es besteht somit ein rdumlicher Zusammenhang. Dagegen wird angenommen,
dass zwischen Versuchspunkten verschiedener Versuchseinheiten ein derartiger Zusam-
menhang nicht besteht. Die Anzahl der Versuchseinheiten innerhalb einer Versuchsreihe
wird im Weiteren durch die Grofle n gekennzeichnet. Beziiglich der Versuchseinheiten
wird schlieflich noch die Annahme getroffen, dass aus organisatorischen Griinden jeder
Versuchseinheit die gleichen Versuchspunkte zugewiesen werden. Diese Situation liegt bei-

spielsweise auch in der Arbeit von Potthoff und Roy (1964) vor.

Die im vorherigen Absatz beschriebene Situation wird nun formalisiert. Im Verlauf dieser
Arbeit wird unter anderem der Fall untersucht, dass ein Versuchsplan £ nur die Versuche
einer einzigen Versuchseinheit enthélt. Dies entspricht dem Fall, dass n = 1 ist. Dieser
Fall wird nun vorgestellt und dann anschlieBend auf die Fille n > 1 {ibertragen. Das zu

untersuchende Modell lautet fiir n =1

yj:60+ﬁl-rj+eja ]6{172a>Q} (21)

Dabei bezeichnet y; die j—te Messung einer Zielgréfie, die vom j—ten Versuchspunkt z;,

den beiden Parametern 3y und ; und dem Fehlerterm e; abhingt.
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Eine alternative Schreibweise fiir das Modell (2.1) ist
1
i = f(@)" B+e; = Bufulw;) + e, (2.2)
k=0

wobei f(x;))T = [fo(x;), fi(z;)] = [1,7;] und B8 = [Bo, B1]7 € IR?. Die Messungen einer
Versuchseinheit konnen nun in einem Vektor y zusammengefasst werden. Dies ermdoglicht

die Matrixschreibweise
Yy = Xgﬁ + e. (23)

Dabei ist y = [y1,...,y,]7, Xe = [f(x1)T, ..., f(x)T]" und e = ey, ...,¢e,]". Der Vektor
e folgt einer multivariaten Normalverteilung mit Erwartungswert 0. Die Komponenten
ej, 1 < j < g, haben jeweils die Varianz o? mit o? > 0. Zudem sind sie untereinander
korreliert, wobei die Korrelation zwischen zwei Komponenten e; und ej; gleich Nz =zl
ist. Die Korrelationen hingen also von einem Parameter A € [0, 1] und vom Abstand der
zugehorigen Versuchspunkte ab. Diese Modellierung basiert auf der Annahme, dass zwei
Fehler eine umso hohere Korrelation aufweisen, je ndher ihre zugehérigen Versuchspunkte
beieinander liegen. Im Weiteren soll fiir die Versuchspunkte gelten, dass x; < x; fiir
j < j'. Diese Situation ist ohne Beschrankung der Allgemeinheit durch eine Ordnung der

Versuchspunkte konstruierbar. Daraufhin resultiert die Korrelationsmatrix

1 A$27{L‘1 )\.’ngwl ... )\:quml
)\xg—:l?l 1 )\273—1’2 . )\l‘q—:ﬁg
Z()\) — )\.1’3—561 )\xg—xg

| Ao
| ATa—T1 A\Tg—Z2 ., ATa—Tq-1 ] |
Die Kovarianzmatrix lautet dann o?%(\) =: ¥(0?,\). In Kurzschreibweise gilt damit
schliellich, dass
e ~ IN(0,%(c? N)) (2.4)
und
y ~ IV(XB.5(0% ). 2.5

Nun erfolgt die Ubertragung auf die Fille n > 1. Der Vektor der Beobachtungen lautet da-
|7, wobei y;; die j-te Beobachtung der i-ten Versuchs-
I

ranhin Yy = [?/11> cee 7y1q7y217 cee 7ynq
einheit bezeichnet. Entsprechend lautet der Fehlervektor e = [e1y, ..., €14, €21, .., €nq

Da zum einen die Fehler verschiedener Versuchseinheiten als unabhingig angesehen wer-

den und zum anderen jede Versuchseinheit aus organisatorischen Griinden die gleichen



Versuchspunkte aufweist, lautet die zugehorige Kovarianzmatrix I, X (a?, \) =: (o2, \).
Damit hat die Korrelationsmatrix der Fehler die Form I, ® ¥(A) =: I'(\). SchlieBlich hat
die Designmatrix die Gestalt 1,, ® X¢. Die Struktur dieser Matrix ist ebenso das Resultat

der organisatorischen Griinde.

Innerhalb dieser Arbeit wird iiberwiegend der Spezialfall betrachtet, dass jede Versuchs-
einheit ¢ = 3 Versuchspunkte aufweist, wobei zwei der drei Punkte durch z; = 0 und
x3 = 1 gegeben sind. Der dritte Punkt liegt zwischen den beiden bereits feststehenden
Punkten oder stimmt mit einem der beiden iiberein. Eine Ausnahme stellt Kapitel 5 dar.
Dort wird kurz auf Versuchspline eingegangen, bei denen die Versuchseinheiten ¢ > 2

Versuchspunkte aufweisen.

Beziiglich der Modellidentifikation interessieren in den Kapiteln 5, 6 und 8 in erster Linie
die Parameter g und (;, da diese den deterministischen Teil der Zielgréfle y definieren,
withrend die Parameter o2 und ) lediglich die Struktur des Fehlervektors festlegen und
damit als Storparameter bezeichnet werden kénnen. Lediglich in Kapitel 7 hat die Identifi-
kation des Korrelationsparameters eine ebenso wichtige Bedeutung. Das Ziel ist es daher,
die Parameter [y, f; und A\ moglichst gut zu schétzen. Da sinnvolle Schétzer von der
Designmatrix abhéngen, stellt sich die Frage nach einer geeigneten Wahl der Versuchs-
punkte. Dies ist die zentrale Problemstellung der vorliegenden Arbeit. Dabei werden im
Verlauf der Arbeit zwei verschiedene Konstellationen betrachtet. In den Kapiteln 5, 7 und
8 werden die Parameter, die nicht von primérem Interesse sind, wie in Dette et al. (2008)
als bekannt vorausgesetzt. In den Kapiteln 5 und 8 sind dies die beiden Stérparameter, in
Kapitel 7 ist dies nur der Parameter fiir die Fehlervarianz. Dagegen sind die Stérparame-
ter in Kapitel 6 unbekannt und miissen ebenfalls geschétzt werden. Weiter unterscheiden
sich die Inhalte in den Kapiteln 5 bis 8 im Detail wie folgt. Auf Grund der Tatsache,
dass bei autoregressiven Storgrofen fiir den Spezialfall mit drei Versuchspunkten lediglich
lokal D-optimale Versuchsplédne existieren, werden in Kapitel 5 D-Effizienzen beziehungs-
weise Schranken fiir die D-Effizienzen bestimmt. Auflerdem werden Schranken fiir relative
D-Effizienzen angegeben, bei denen jeweils zwei Versuchsplidne einem direkten Vergleich
unterzogen werden. In Kapitel 6 wird eine Simulationsstudie durchgefiihrt. Dabei stimmt
die Problemstellung bis auf die Annahme beziiglich der Stérparameter mit der aus Ka-
pitel 5 iiberein. Das siebte Kapitel unterscheidet sich von Kapitel 5 nur dadurch, dass
dort der Korrelationsparameter ebenfalls fiir die Designwahl von Bedeutung ist. Schlief3-
lich werden im achten Kapitel abweichend zu den Kapiteln 5 bis 7 zwei verallgemeinerte

Abhéngigkeitsstrukturen des Fehlervektors betrachtet. Das Vorgehen in den Kapiteln 7
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und 8 sieht so aus, dass verschiedene Versuchsplane wie unter anderem auch in Kapitel 5

mittels ihrer relativen D-Effizienzen miteinander verglichen werden.

Zur Formalisierung werden nun noch abschlieBend zwei Symbole definiert. Die Versuchs-
punkte eines Versuchsplans konnen aus einer vorgegebenem Menge gewéhlt werden, aus
dem sogenannten Versuchsraum X. Die Menge der moglichen Versuchspldne wird durch

die Menge = zusammengefasst.



3. Parameterschatzung in linearen Regressionsmodellen

In diesem Kapitel werden zwei Schétzer vorgestellt, mit denen die Parameter aus dem
linearen Regressionsmodell des Kapitels 2 geschétzt werden kénnen. Anhand der soge-
nannten Cramér-Rao-Schranke erfolgt eine Motivation des hédufigen Einsatzes der beiden
Schétzer. Der Satz von Cramér-Rao wird in Abschnitt 3.1 formuliert. Daraufhin werden
in den Abschnitten 3.2 und 3.3 die beiden Schétzer vorgestellt. Abschlieend wird in Ab-
schnitt 3.4 der Frage nachgegangen, wie die Regressionsparameter sinnvollerweise unter

A = 1 geschétzt werden konnen.

3.1. Eine Schranke zur Beurteilung von Schatzern

Neben dem Wunsch der Erwartungstreue ist es gleichzeitig erstrebenswert, dass Schétzer
eine moglichst geringe Streuung aufweisen. Es bietet sich also an, Schéitzer anhand ihrer

Varianzen beziehungsweise Kovarianzmatrizen miteinander zu vergleichen.

Definition 3.1. Sei 0 ein Parametervektor.

Falls 0 eindimensional ist, so heifit ein erwartungstreuer Schditzer gleichmdjig bester er-
wartungstrever Schatzer, kurz Ou v (uniformly minimum variance unbiased), falls fiir

jeden erwartungstreuen Schiitzer 0 gilt, dass
Var(Ouaryu) < Var(0).

Falls 8 mehrdimensional ist, so heifit ein erwartungstreuer Schdtzer gleichmdf$ig bester
erwartungstreuer Schdatzer, kurz O vy, falls fiir jeden erwartungstreuen Schitzer 0 qgilt,

dass

COU(éUMVU> S COU(é) y

wobet die Ungleichung im Sinne der Léwner-Ordnung gilt.

Fiir den Nachweis, dass ein Schétzer der gleichméfig beste erwartungstreue Schétzer ist,
kann die sogenannte Cramér-Rao-Schranke hilfreich sein, da die Varianz oder Kovarianz-
matrix eines Kandidaten nur mit einer Schranke zu vergleichen ist, siche Satz 3.3. Ein
Bestandteil von Satz 3.3 ist die sogenannte Fisher-Informationsmatrix, die zuvor definiert

wird.
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Definition 3.2. Sei 6 € O ein k-dimensionaler Parametervektor. Der ZufallsvektorY ha-
be Dichte f(Y|0). Dann ist der Eintrag [i, j| der Fisher-Informationsmatriz Z(6) definiert

durch
(Y 16)) g £V 16))

00,
Satz 3.3. Unter den Regularititsbedingungen

Z(9)i; = E[(

(1) die Menge © C IR ist offen,

(2) die Menge {y : f(y|0) > 0} =: A ist unabhdingig von 6,

(3) fiir beliebiges y € A und 0 € © existiert 8%f(y|9) mit 8%f(y|9) <o0,1<i<k,
(4) es gilt E(5-in(f(Y]0))) =0,1<i <k,

qilt fiir erwartungstreue Schiitzer 0 im Sinne der Léowner-Ordnung, dass

Cou(f) > T(0)".
Beweis. Siehe Hérdle und Simar (2012), S. 189. O

Unter der Bedingung
92
00,00,
kénnen die Eintrage der Fisher-Informationsmatrix alternativ mittels

7(0).; = ~El( 555 0V I0)

fylo) <oo,1<1,j <k,

bestimmt werden. Dieser Weg vereinfacht in vielen Situationen die Angabe der Eintrége.

Eine Eigenschaft der Fisher-Informationsmatrix lautet, dass fiir unabhéngig identisch ver-
teilte Zufallsvektoren Yi,...,Y, die Fisher-Informationsmatrix gerade der Summe der

einzelnen Informationsmatrizen entspricht. Es gilt also, dass
Z,(0) =nZ(0), (3.1)
siche Hérdle und Simar (2012), S. 189.

Es kann der Fall eintreten, dass die Schétzer 6, aus einer Familie von Schéitzern zwar
weder erwartungstreu sind noch ihre Varianzen beziehungsweise Kovarianzmatrizen die
untere Schranke annehmen, aber die Folge ihrer Verteilungen gegen eine Normalverteilung

konvergiert mit

A~

V0, —6) % IN(0,Z(0)™).
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In dieser Situation heifit eine Schétzerfamilie asymptotisch effizient.

In Kapitel 2 wurden verschiedene Konstellationen vorgestellt, bei denen unterschiedlich
viele Parameter zu schéitzen sind. Nun wird zunéchst die Informationsmatrix fiir den Fall,
dass die vier Parameter 3y, 31, 02 und X zu schiitzen sind, bestimmt. In dieser Situation

lautet die Dichte des vorliegenden Zufallsvektors

1
05 17027)\ = qn 1
Tl 515 = o en(r o2, W)
: exp(—%(y — (L, X)B)' T (> Ny — (L, ® X)B)). (3.2)

Die logarithmierte Dichte lautet daraufhin

In(f(ylfo, b1, 0% X)) = —%ln(%r) - %ln(det(l“(cr?, A))

- %(y ~(L®X)B) T %Ny~ (Li®X)8). (33)

Es sei kurz angemerkt, dass die Dichten in (3.2) und (3.3) nur existieren, falls die Kovari-
anzmatrix des Fehlervektors invertierbar ist. Da insbesondere fiir A = 1 die Invertierbar-

keit nicht gegeben ist, wird spéter in Abschnitt 3.4 dieser Fall fiir sich untersucht.

Die aus (3.3) resultierende Fisher-Informationsmatrix wird jetzt in Behauptung 3.4 fiir

den Fall n = 1 formuliert.

Behauptung 3.4. Gegeben sei die Dichte gemdf (3.2). Dann weist die Fisher-

Informationsmatriz fiir n = 1 folgende Fintrdge auf

Z([Bo, B1, 0, A]T)
XTE (02, )X [0,0]7 0,07
= [0,0] e s tr(STHA)S(N)) . (3.4)
[0,0] LA ORICY YT ORI PYIPYIIIPYIHOY)

2

Dabei ist S(\) = Z3(N).
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Beweis. Die ersten Ableitungen der Dichte lauten

(0l 61,07, X)) = (v = XBTE @ V(L T

5 00l 81,07, X)) = (v = XBTE 0 N, )

0 1

S Wl 51,0%0) = =55+ s (v = XS )y = X5)
(3150, 51,0% 0) = 53y~ XS SN)E )y — X0)

— %tr(E‘l(A)E(A)).

Fiir die Ableitung nach \ wird zum einen ausgenutzt, dass

0 ;4 B -1 - -1
= () =27 )BT ),

sieche Magnus und Neudecker (1999), S. 151. Dariiber hinaus kann auf Grund des Vollrangs

von X(A) ausgenutzt werden, dass

a%det(z(A)) = det(S(\)tr(ZHN)Z(N)),

sieche Magnus und Neudecker (1999), S. 149.

Die zweiten Ableitungen der logarithmierten Dichte lauten daraufhin

2

To0ae U Wl B 0® ) = = (L ST VL 1)
%;&ln(f(ymﬁl,ai N) = —[z1,. .. 287 (0R N[, 1T
%{;ﬂln(ﬂng, Pr, o, 2)) = ~ (02)2 (y = XB)' = VL, 1"
aﬁfwln(f (4160, 1, 0% X)) = 5y~ XBTS NEWE AL, 1)
%;@mwymﬁl,a? A) = —%[xl, e 2 ST N s )
%;ﬂln(f(ylﬁm B, 0% N) = — (02)2 (y— XBTS N[y, ..., 2q)T
agfmln(f (4160, B, 0% N)) = ~ 5y~ XS NENE War, )"
%;(jgln(f(yw()?ﬂhom)) = 2(52)2 - (Ui)g(y — XB) S\ (y — XB)
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—aﬁmln(f(ylﬁo, Br,0%, X)) = EICE (y — XB)"ST NS Ny — XB)
S n(F (Ao 1,0 X)) = =5y = XB)T ST NSNS 0SS () - XB)
+ ol = XBE BN () - X5)
- %tr(El(A)Z(A)) + %tr(El(A)Z(A)El()\)E(A))
mit Z3(A) =: B(A) und L 5(N) =: B(N).

Fiir die Erwartungswerte der zweiten Ableitungen wird jetzt unter anderem ausge-
nutzt, dass F(y — X5) = 0. AuBlerdem wird folgende Regel benétigt. Allgemein gilt
fiir den Erwartungswert der quadratischen Form 27 Az, dass E(zTAz) = tr(ACov(z)) +
(E(2))"AE(z), wenn die Matrix A symmetrisch und deterministisch ist, siche Schmidt
und Trenkler (2006), S. 177. Die Umkehrung der Vorzeichen der Erwartungswerte liefert

abschlielend die Eintrdge der Fisher-Informationsmatrix. O

Die Informationsmatrix hat die Besonderheit, dass sie eine diagonale Blockstruktur auf-
weist. Die zugehorige Inverse lésst sich daher besonders einfach berechnen. Sie lautet fiir

n=1

(3.5)

I([ﬁ0’517027/\]T)_1 —_ ( (X T (Z 7/\)X)7 Bol >

B:( T (T )E0) ) .
(SIS0 (ST ENEWEW)

202

Nun wird die Informationsmatrix sowie die zugehorige Inverse fiir den Fall bestimmt,
bei dem die Storparameter als bekannt angenommen werden. Die Informationsmatrix fiir
den Parametervektor [3y, 81]7 ist per Definition eine Teilmatrix von Z([8y, 81,02, A]7). Sie
lautet

Z([Bo, B1]T) = XT2 7N M) X, (3.7)

Die Inverse hat damit die Gestalt
Z([Bo, 1)) = (XTSH(o* N X) T (3.8)

Diese stimmt somit mit dem ersten Block der Matrix Z([8y, 81, 02, A\]T) ™! {iberein, was die
Folge der speziellen Blockstruktur von Z([8y, 81, 0%, A7) ist.

Es stellt sich nun die Frage, ob Satz 3.3 fiir das Modell aus Kapitel 2 angewendet werden

kann. Fiir den Fall, dass der Parametervektor [y, 81,02, AT zu schiitzen ist, so ist die
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erste Regularitdtsbedingung nur erfiillt, wenn der Parameterraum fiir A auf das Intervall
(0, 1) eingeschriankt wird. Die vierte Bedingung kann leicht mit Hilfe der Rechenregeln aus
dem Beweis von Behauptung 3.4 nachgewiesen werden. Dass die weiteren Bedingungen

gelten, ist offensichtlich.

Fiir den Fall, dass der Parametervektor [3y, 51]7 zu schitzen ist, ist beziiglich der ers-
ten Regularitdtsbedingung keine Einschrénkung vorzunehmen, da der Parameter A\ als
bekannt vorausgesetzt wird. Die weiteren Bedingungen koénnen analog zum ersten Fall

nachgewiesen werden.

3.2. Verallgemeinerter Kleinste-Quadrate-Schatzer
In diesem Abschnitt wird der verallgemeinerte Kleinste-Quadrate-Schéitzer vorgestellt,
sowie dessen Eigenschaften beschrieben.
Definition 3.5. Unter den Annahmen
1. E(e) =0,
2. Cov(e) = oW, wobei W eine positiv definite bekannte Matriz ist,
3. die Design-Matriz X hat vollen Spaltenrang, also rg(X) = p,

heifit das Modell
y=XpG+e (3.9)

allgemeines lineares Regressionsmodell.

Satz 3.6. Im allgemeinen linearen Regressionsmodell ist der verallgemeinerte Kleinste-
Quadrate-Schdtzer
BGLS — (XTw—lX)—lXTw—ly

der beste lineare unverzerrte Schdtzer mit
Cov(Bars) = cX(XTW X)L

Gilt zusditzlich, dass e ~ IN(0,0°W), so ist BAGLS sogar der gleichmdf$ig beste unverzerrte

Schdtzer.

Beweis. Der Beweis, dass Sgrs der beste lineare unverzerrte Schétzer ist, kann beispiels-

weise Rao et al. (2008), S. 152, entnommen werden.
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Unter Normalverteilung liefert (3.8) eine untere Schranke fiir die Kovarianzmatrizen aller
erwartungstreuen Schétzer. Da die Kovarianzmatrix von BGLS diese Schranke annimmt,

ist BGLS der gleichméflig beste unverzerrte Schétzer. O

Im Modell aus Kapitel 2 kann der Parametervektor § fiir den Fall, dass die Storpara-
meter o2 und \ bekannt sind, mittels der verallgemeinerten Kleinste-Quadrate-Methode
geschétzt werden. Dabei ist zu beachten, dass die Korrelationsmatrix () invertierbar
sein muss. Da ¥(\) insbesondere fiir A = 1 nicht invertierbar ist, wird dieser Fall in

Abschnitt 3.4 gesondert untersucht.

Zusammenfassend kann festgehalten werden, dass der verallgemeinerte Kleinste-
Quadrate-Schatzer wiinschenswerte Eigenschaften besitzt. Dabei ist jedoch vorauszuset-

2 und \ bekannt sind. Fiir den Fall, dass diese unbekannt

zen, dass die Storparameter o
sind, kann der sogenannte Maximum-Likelihood-Schétzer herangezogen werden, welcher

im folgenden Abschnitt vorgestellt wird.

3.3. Maximum-Likelihood-Schatzer

In vielen Situationen koénnen Parameter anhand der Maximum-Likelihood-Methode
geschétzt werden. Dabei wird angenommen, dass vorliegende Stichprobenwerte die Reali-
sierungen von Zufallsvariablen sind, wobei die Verteilungen der Zufallsvariablen von einem
oder mehreren unbekannten Parametern abhéngen. Werden die Stichprobenwerte in die
Dichte eingesetzt und diese Funktion dann als Funktion des Parametervektors 6 aufge-
fasst, so liegt die sogenannte Likelihood-Funktion L, (#) vor. Diejenigen Parameterwerte,
die diese Funktion maximieren, liefern dann den Maximum-Likelihood-Schétzer éML fiir
den Parameter bzw. Parametervektor 6. Die Motivation fiir dieses Vorgehen ist die, dass
die Maximalstelle und damit die entsprechende Dichte eine besonders plausible Stichprobe

liefert, da die Wahrscheinlichkeit fiir die Realisierung vergleichsweise grof3 ist.

Der Maximum-Likelihood-Schiitzer 6y, hat die Eigenschaft, dass er asymptotisch nor-

malverteilt ist. Es gilt ndmlich
Vb —6) 5 IN(0,Z(6) ),

sieche Lehmann (1983), S. 430. Da die Inverse der Fisher-Informationsmatrix aber gleich-
zeitig auch die Schranke der Cramér-Rao-Ungleichung darstellt, ist der Maximum-

Likelihood-Schétzer asymptotisch effizient und somit eine beliebte Wahl.
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Fiir das Modell, das in dieser Arbeit Gegenstand der Untersuchungen ist, hat die
Maximum-Likelihood-Methode gegeniiber dem verallgemeinerten Kleinste-Quadrate-
Schétzer den Vorteil, dass die Storparameter nicht als bekannt vorausgesetzt werden
miissen. Es liegt nun folgende Situation vor. In Abschnitt 3.1 wurde gezeigt, dass
die Inverse der Fisher-Informationsmatrix Z([3y, 51]7) eine Teilmatrix der Inversen von
Z([Bo, B1, 0%, N]T) ist. Es liegt also die Besonderheit vor, dass die Verallgemeinerung

2 und X keine Auswirkung fiir die

des Modells durch die unbekannten Storparameter o
Maximum-Likelihood-Schétzer der Parameter 5, und f; beziiglich ihrer asymptotischen

Kovarianzmatrix hat.

Die Inverse der Fisher-Informationsmatrix (3.4) liefert nun die asymptotische Kovarianz-

matrix des Zufallsvektors \/ﬁéML. Somit gilt fiir grole Stichprobenumftéinge, dass

C’ov(éML) ~ —Z([Bo, Br, c*, NF)

S|

Selbiges gilt auch fiir jeden anderen asymptotisch effizienten Schétzer. Fiir ausgewéhl-
te Stichprobenumfinge wird ein weiterer asymptotisch effizienter Schétzer in Kapitel 6

innerhalb einer Simulationsstudie herangezogen.

3.4. Erwartungstreue und Kovarianzmatrix linearer Schatzer unter
A=1

In diesem Abschnitt liegt der Spezialfall A = 1 vor. Dabei wird der Fall betrachtet,
dass n = 1 ist. Damit liegt nur eine Versuchseinheit vor. Die folgenden Behauptungen
zeigen in Abhéngigkeit von der Grofle ¢, die die Anzahl der Versuche pro Versuchseinheit
beschreibt, auf, unter welchen Voraussetzungen lineare erwartungstreue Schétzer fiir die
Regressionsparameter existieren. Darauthin wird die Gestalt der Kovarianzmatrix dieser

Schétzer bestimmt.
Behauptung 3.7. Gegeben sei das Modell aus Kapitel 2 mit ¢ = 1 und Versuchspunkt
x1. Dann gibt es keinen linearen erwartungstreuen Schdtzer fir (.
Beweis. Damit ein linearer Schéitzer Uy erwartungstreu fiir 3 ist, muss gelten, dass
!
EUy) =UE(y) =UXp=p.

Dies bedeutet, dass
UX =1 (3.10)
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gelten muss. Mit

U11
U =

U271

]undX:[l xl}

miissen jetzt wegen (3.10) die folgenden Gleichungen erfiillt sein:

Uil = 1
U111 = 0
Uo1 = 0
U211 = 1.

Die letzten beiden Gleichungen kénnen nicht simultan erfiillt sein. Somit existiert fiir

q = 1 kein linearer erwartungstreuer Schétzer fiir j. O]

Nun wird in Behauptung 3.8 die Situation betrachtet, dass der Versuchsplan £ sich aus

q > 2 Versuchspunkten zusammensetzt.

Behauptung 3.8. Gegeben sei das Modell aus Kapitel 2 mit ¢ > 2. Gegeben sei ein
beliebiger Versuchsplan &, wobei die x; nicht allesamt identisch sind. Sei A = 1. Dann gilt

fiir jeden linearen erwartungstreven Schitzer fx—q = Uy, dass

10

E (3.11)

Cov(fro1) = [

Beweis. Zunachst wird untersucht, wie in der vorliegenden Situation ein linearer Schétzer
B = [Bo, Bl]T = Uy auszusehen hat, damit dieser erwartungstreu fiir 3 ist. Es soll also

gelten, dass

E(Uy) = UE(y) =UXS = §.

Dies bedeutet wie in Behauptung 3.7, dass

UX =1 (3.12)
gelten muss. Mit
1 I
ulT U1 - Uy
U= s | = 1 und X = :
Uy Uz - Uz2gq
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miissen jetzt wegen (3.12) fiir die Erwartungstreue von Uy die folgenden Gleichungen

erfiillt sein:

q
i=1
q
i=1
q
> s =0 (3.15)
i=1

q
i=1

Wenn nun der Fall vorliegen sollte, dass z; = ... = z,, so konnen die Gleichungen (3.16)
und (3.15) nicht simultan erfiillt sein. Dies erklart die Voraussetzung in der Behauptung,
dass die z; nicht allesamt identisch sein diirfen. Falls sich andererseits mindestens zwei
Versuchspunkte voneinander unterscheiden, so hat die Designmatrix den Rang 2. In die-
sem Fall ist die Matrix X7 X invertierbar, was dazu fiihrt, dass die Bedingung (3.12) mit
der Matrix U = (XTX) 7' X7 erfiillt ist.

Nun wird gezeigt, wie sich die Restriktionen (3.13) und (3.15) auf die Kovarianzmatrix

des Schétzvektors auswirken. Es gilt

Var(fy) = Var(ufy)

= quov(y)ul
(101 . 1]
1 1 1
= 'LL{ U1
11 ... 1
= ulququul
q q
= wmiy
i=1 i=1
~1, (3.17)
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Var(@l) = Var(uly)

= ul Cov(y)us
11 1
11 1

= Ug (5)
11 ... 1

= uleqquUQ

q q
=D um ) ua
=1 =1
= 0. (3.18)

Weiter gilt auf Grund der Cauchy-Schwarz-Ungleichung, dass

Var(fy)Var(B1) > Kov(f, 51)*.

Aquivalent dazu ist

Var(Bo)Var(/S’l) - KOV(BO;BI)2 Z 0. (319)

Wenn nun eine der beiden Varianzen aus (3.19) beschrénkt und die Zweite Null ist, muss
wegen (3.19) zwangslaufig die Kovarianz von By und B ebenfalls Null sein. Mit Var(Bo) =1
und Var(Bl) = 0 folgt, dass

Kov(So, 51) = 0. (3.20)

]

Behauptung 3.8 zeigt fiir ¢ > 2, dass fiir den Spezialfall A = 1 unabhéngig von der
Anzahl der Versuchspunkte jeder lineare erwartungstreue Schétzer fiir 5 die gleiche Ko-
varianzmatrix aufweist wie ein linearer erwartungstreuer Schétzer in der Situation, dass
der Versuchsplan sich lediglich aus zwei Versuchspunkten zusammensetzt. Das hat zum
Beispiel die Konsequenz, dass im Vergleich zum Versuchsplan mit x; = 0 und x5 = 1 ein
zusétzlicher Versuchspunkt zu keinem Informationsgewinn fiihrt. Dieses Resultat wird im

Weiteren mehrfach Anwendung finden.

Falls ¢ = 2 ist, so liegt abweichend zu ¢ > 3 auflerdem die Besonderheit vor, dass die
Wahl der Matrix U eindeutig ist, siche Behauptung 3.9 und Behauptung 3.10.
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Behauptung 3.9. Gegeben sei das Modell aus Kapitel 2 mit ¢ = 2. Gegeben seien die

Versuchspunkte x1 und xo, wobei x1 # x4 ist. Sei A = 1. Dann gilt: Der Schdtzvektor

~ _ 1 Ty —XT1
B =Xy = [ ] Yy

To— 21 | —1 1

1st der einzige beste lineare erwartungstreue Schdétzer fiir (.

Beweis. Offensichtlich ist BA,\ZI linear. Wegen

E(fr=1) = E(X"'y)
=X1'Xp=¢3
ist ﬂA,\zl erwartungstreu fiir 5.

Sei nun Sy, = Uy ein beliebiger erwartungstreuer Schiitzer fiir 5. Daher gilt:

E(Br=1) = E(Uy)
=UE(y)
= UXB.

Damit B,\Zl erwartungstreu fiir § ist, muss gelten, dass UX = I, wobei [ die Einheitsma-

trix ist. Da X eine quadratische Matrix ist, bedeutet dies, dass U durch

X_l _ 1 [ T —X1

= U (3.21)

Tog — 21 | —1 1

eindeutig festgelegt ist. Dies liefert aber gerade den Schétzvektor B)\:l- Insgesamt heifit
dies nun, dass es fiir ¢ = 2 nur einen linearen Schétzer gibt, der erwartungstreu ist. Damit

ist dieser auch gleichzeitig der Beste. O]

Behauptung 3.10. In der Situation aus Behauptung 3.9 sei nun q > 3. Die Versuchs-
punkte x; seien nicht allesamt identisch. Sei Uy erwartungstreu fir 5. Dann gilt: Es
existieren unendlich viele Mdéglichkeiten fiir die Wahl von U. Allerdings gilt, dass die

verschiedenen Mdoglichkeiten identische Schitzwerte liefern.

Beweis. Ein erwartungstreuer Schétzer erfiillt die Gleichungen (3.13) bis (3.16). Es ist
leicht zu sehen, dass die Gleichungen linear unabhéngig sind. Dariiber hinaus sind die
Gleichungen unter der Voraussetzung, dass die x; nicht allesamt identisch sind, simultan
losbar. SchlieBlich ist fiir ¢ > 3 die Anzahl der Unbekannten stets grofler als die Anzahl
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der Gleichungen. Somit gibt es fiir den Vektor [uiy,. .., u1q, Uo1, . . - ,u2q]T unendlich viele

Losungen. Damit existieren unendlich viele M6glichkeiten fiir die Wahl von U.

Es bleibt nur noch zu zeigen, dass die Schiatzwerte von der Wahl der Matrix U unabhéngig
sind. Sei y = X[ + € eine beliebige Realisation des Zufallsvektors y. Dabei ist € =
[€1,...,6,7 die Realisation des Zufallsvektors e. Wegen A = 1 sind die Eintréige von é mit
Wahrscheinlichkeit 1 allesamt identisch. Es gilt also, dass €; = ... = ¢,. Daraufhin lauten

die Schatzwerte

Uj=U(XB +é)

=UXp+Ue
S |

=p+ fl 2221 i , wegen (3.12) und é; = ... = ¢,
| €1 Zizl U;

=0+ 21 ] , wegen (3.13) und (3.15).

Dies bedeutet, dass die Schitzwerte des Schétzers Uy lediglich von der Realisation des
Fehlervektors abh&ngen aber nicht von der Wahl der Matrix U. O
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4. Das D-Kriterium zur Beurteilung von Versuchspldanen

In vielen Anwendungen sind die Daten gegeben, so dass die Wahl des Schéitzers die zentrale
Entscheidung darstellt. In manchen Situationen ist es jedoch so, dass die Daten erst noch
erhoben werden miissen. Beispielsweise fiir das Modell aus Kapitel 2 hat dies die folgende
Konsequenz. Zunéchst gilt, dass die Varianzen und Kovarianzen innerhalb der Kovarianz-
matrix des Kleinste-Quadrate-Schétzers von den Beobachtungen und diese wiederum von
den Versuchspunkten abhédngen. Daher kénnte in Anlehnung an die Definition 3.1 das
Ziel formuliert werden, dass innerhalb einer Menge von mdoglichen Versuchspunkten die
Eintrdge der Kovarianzmatrix im Sinne der Lowner-Ordnung zu optimieren sind. Dies ist

im Allgemeinen nicht moglich, wie folgendes Beispiel zeigt.

Beispiel 4.1. Gegeben seien unkorrelierte Fehler mit Varianz o* = 1 und zwei Versuchs-
pline & und & mat jeweils ¢ = 4 Versuchspunkten. Der Versuchsraum X sei das Intervall
[0,1]. Der Plan & besitze die Versuchspunkte 0, 0, 1 und 1. Die Kovarianzmatriz des
Kleinste-Quadrate-Schiitzers fiir [By, f1]T lautet daraufhin

1/2 —1/2]

e (4.1)

Somit gilt, dass Var(By) = 1/2 und Var(B,) = 1. Es kann gezeigt werden, dass nur dieser
Versuchsplan die Varianz des Schdétzers fiir 51 minimiert. Der Plan & dagegen bestehe

aus den Punkten 0, 0, 0 und 1. Die Kovarianzmatriz des Kleinste-Quadrate-Schdtzers fiir

[Bo, B1]* lautet in diesem Fall
[ 1/3 —1/3 ] | w2

—-1/3  4/3
Es ist zu erkennen, dass hier die Varianz des Schitzers fiir 31 vergleichsweise griffer ist.
Die Varianz des Schdtzers fiir By ist jedoch im zweiten Fall kleiner. Somit kann festgehalten

werden, dass es keinen Plan gibt, der simultan alle Varianzen minimiert.
Einen Ausweg liefern jedoch sogenannte Optimalitéitskriterien, mit denen verschiedene
Versuchsplidne anhand einer univariaten Kennzahl miteinander verglichen werden kénnen.

Eine Kennzahl, mittels der ein Versuchsplan bewertet werden kann, ist das sogenann-
te D-Kriterium. Es lasst sich aus der Informationsmatrix ableiten. Die Definition des

D-Kriteriums lautet in allgemeiner Form

D(€) = (det(Ze(0)71))%, (4.3)

21
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wobei k der Rang der Informationsmatrix ist. Somit héngt dieses Kriterium von der
Designmatrix X, ab und damit insbesondere von den Versuchspunkten des Versuchsplans
¢, Ein D-optimaler Versuchsplan £* enthélt die Versuchspunkte, die das D-Kriterium

minimieren. Da ein D-optimaler Versuchsplan fiir festes k ebenso den Term

det(Ze(6) ") =: D(&)
minimiert, kann beziiglich der Suche nach einem optimalen Versuchsplan der Einfachheit
halber auch dieser Ausdruck analysiert werden. Eine Interpretation des D-Kriteriums ist
die Folgende. Ein Konfidenzellipsoid zum Konfidenzniveau 1 — « fiir den Vektor S aus

Kapitel 2 ist bei normalverteilten Fehlern gegeben durch
A={BelrR*: (5 - "(X"TNX)(B - ) <2767}, (4.4)

wobei v das (1 — «)-Quantil der F-Verteilung mit 2 und ng — 2 Freiheitsgraden bezeichnet
und 6% = 5"~ (M)é, siehe Schach und Schifer (1978), S. 100. Dabei bezeichnet é
den Vektor der Residuen. Wird in (4.4) 6% durch o? ersetzt, so ist das Volumen des Kon-
fidenzellipsoids proportional zu der GréBe (det((XTT—1(A\)X)™1))"/2, siehe Krafft (1978),

S. 31 ff. Damit ist das Volumen genau dann minimal, wenn das D-Kriterium minimal ist.

Beispiel 4.2. Gegeben seien die Versuchspline aus Beispiel 4.1. Dann gilt: D(&) =
(1/4)Y2 und D(&) = (1/3)Y2. Die zugehérigen Konfidenzellipsoide zum Niveau 95%
sind in Abbildung 4.1 veranschaulicht. Auf Grund des Zusammenhangs zwischen dem
D-Kriterium und dem Volumen des Konfidenzellipsoids ist das Konfidenzellipsoid zum

Versuchsplan & kleiner.

Bo

B

Abbildung 4.1: Konfidenzellipsoide fiir |3y, 31]*. Die Ellipsoide resultieren aus den beiden
Versuchsplédnen & und & aus Beispiel 4.1. Es ist zu erkennen, dass das
Ellipsoid zum Versuchsplan &; ein kleineres Volumen besitzt. Der Plan &

weist somit ein kleineres D-Kriterium auf.



5. D-Effizienzen von Versuchsplanen bei bekannten

Storparametern

In diesem Kapitel ist es das Ziel, Versuchsplidne zu finden, mit denen die Parameter (3,
und S; des Modells aus Kapitel 2 moglichst optimal im Sinne des D-Kriteriums aus Ka-
pitel 4 geschitzt werden konnen. Dabei wird vorausgesetzt, dass die Parameter ¢? und A
bekannt sind. Es werden iiberwiegend Versuchspldane mit ¢ = 3 Versuchspunkten unter-
sucht, wobei vorgegeben ist, dass die Versuchspléine die Versuchspunkte 0 und 1 enthalten.
Der dritte Versuchspunkt d liegt entweder zwischen den beiden vorgegebenen Versuchs-
punkten oder entspricht einem der beiden Punkte. Die Begriindung fiir die Vorgabe, dass
zwei der drei Versuchspunkte durch die beiden Randpunkte des Versuchsraums gegeben
sind, ist die, dass der D-optimale Versuchsplan diese beiden Versuchspunkte enthalten
muss, siehe Dette et al. (2008). Dariiber hinaus wird kurz auf einen allgemeineren Fall
eingegangen, in dem die Versuchspldne mindestens zwei Versuchspunkte aufweisen. Dabei
wird angenommen, dass die Fehler perfekt positiv korreliert sind. Beziiglich der Anzahl
der Versuchseinheiten wird in allen Ausfiihrungen dieses Kapitels nur der Fall betrachtet,
dass n = 1 ist. Der Grund dafiir ist der, dass die Ergebnisse fiir diesen Spezialfall auf die

Félle n > 1 direkt {ibertragen werden koénnen.

Das Kapitel gliedert sich wie folgt. In Abschnitt 5.1 wird auf die Problematik eingegangen,
dass der D-optimale Versuchsplan vom Korrelationsparameter abhéngt, siehe Dette et al.
(2008). Diese Problematik liefert eine Motivation fiir das Vorgehen in Abschnitt 5.2, in
dem die sogenannte D-Effizienz von Versuchspldnen Gegenstand der Untersuchungen ist.
AuBlerdem werden relative D-Effizienzen bestimmt, bei denen jeweils zwei Versuchspliane
direkt miteinander verglichen werden. Da die Aussagen innerhalb des Abschnitts 5.2 auf
umfangreichen Herleitungen basieren, werden die Herleitungen gesondert in Abschnitt 5.3
zusammengetragen, so dass die relevanten Aussagen kompakt in Abschnitt 5.2 vorliegen.
In Abschnitt 5.3 wird zudem das D-Kriterium, das bereits in Abschnitt 5.1 betrachtet
wird, konstruiert. Damit besitzt der Abschnitt 5.3 lediglich einen vorbereitenden Charak-
ter. Falls der Leser nur an den Ergebnissen dieses Kapitels interessiert ist, so ermoglicht

die Gliederung ein Uberspringen des langen dritten Abschnitts.

23
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5.1. D-optimale Versuchsplane

Ein numerisches Resultat aus Dette et al. (2008) lautet, dass lediglich lokal D-optimale
Versuchsplane bestimmt werden konnen, da der optimale Versuchsplan mit Versuchspunkt
d* vom zugrunde liegenden Korrelationsparameter A\ abhéngt. Dieses Resultat wird in
Abbildung 5.1 veranschaulicht. Es ist zu erkennen, dass fiir A > 0.0007798 der Plan
mit d* = 1/2 D-optimal ist. Dagegen kann fiir A\ < 0.0007798 festgehalten werden, dass
der optimale Versuchspunkt d* immer kleiner wird, je kleiner das gegebene A ist. Dieses
Resultat ist fiir die Bestimmung eines geeigneten Versuchsplans unbefriedigend. Einen
moglichen Ausweg liefert der Ansatz aus Abschnitt 5.2. Dort werden die D-Effizienzen

verschiedener Versuchspldne untersucht.

1.0

0.6
I

d*

T I T
0 0.0004  0.0007798... 0.0012
A

e
=}

Abbildung 5.1: Lokal D-optimale Versuchspléne fiir [3y, 1]*, q=3. Fiir A > 0.0007798 ist
der Versuchsplan mit d* = 1/2 D-optimal. Fiir A < 0.0007798 wird der

optimale Versuchspunkt zunehmend kleiner, je kleiner die Korrelation ist.

In der vorliegenden Situation ist beim D-Kriterium die Wurzelfunktion die duflerste Funk-
tion, was aus der Definition des D-Kriteriums fiir k£ = 2 folgt, siehe (4.3). Es bietet sich in

den weiteren Ausfithrungen daher an, statt des D-Kriteriums das quadrierte D-Kriterium
D(d)* =: D(d) (5.1)

zu analysieren. Dies hat den Vorteil, dass zukiinftig in allen Rechenschritten auf den

Exponenten 1/2 verzichtet werden kann. Da das D-Kriterium und auch der optimale
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Versuchsplan vom Parameter \ abhédngen, werden das D-Kriterium und das quadrierte
D-Kriterium im Folgenden mit Dj(d) und Dy (d) bezeichnet. Es sei kurz angemerkt, dass
das D-Kriterium wegen Dy (d) = Dy(1 — d) symmetrisch um d = 1/2 ist. Das hat zur
Folge, dass eine Aussage, die fiir den Versuchsplan mit Versuchspunkt d gilt, aus Symme-
triegriinden auch fiir den Versuchsplan mit Versuchspunkt 1 — d gilt. Im Weiteren wird

nicht immer explizit darauf hingewiesen.

Zur weiteren Veranschaulichung enthélt Tabelle 5.1 Funktionswerte von Dj(d) fiir aus-
gewdhlte A-Werte und ausgewihlte Versuchspunkte. Zudem sind in der letzten Spalte
die Funktionswerte der numerisch bestimmten lokal D-optimalen Versuchspldne mit Ver-

suchspunkt d} fiir gegebene \-Werte aufgefiihrt.

Tabelle 5.1: 15,\(d) fiir ausgewdhlte Korrelationen und Versuchspldne. Die letzte Spalte
enthélt zum Vergleich lN),\(d) fiir den lokal D-optimalen Versuchsplan.

d
A 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 . 1 dy
0 0.500 0.550 0.595 0.633 0.658 0.667 0.658 ... 0.500 || 0.500 (d} = 0)
0.0001 1.000 0.763 0.684 0.668 0.672 0.676 0.672 ... 1.000 || 0.668 (0. 305)
0.001 1.000 0.816 0.734 0.703 0.695 0.694 0.695 ... 1.000 || 0.694 (0.5)
0.01 1.000 0.881 0.812 0.774 0.756 0.751 0.756 ... 1.000 || 0.751 (0.5)
0.1 0.990 0.948 0.918 0.898 0.887 0.883 0.887 ... 0.990 || 0.883 (0.5)
0.25 0.938 0.924 0.913 0.906 0.901 0900 0.901 ... 0.938 || 0.900 (0.5)
0.5 0.750 0.748 0.747 0.745 0.745 0.745 0.745 ... 0.750 || 0.745 (0.5)
0.9 0.190 0.190 0.190 0.190 0.190 0.190 0.190 ... 0.190 || 0.190 (0.5)
1 0 0 0 0 0 0 0 A 0 0

5.2. Untersuchung der D-Effizienz

In Abschnitt 5.1 konnten lediglich lokal D-optimale Versuchspline angegeben werden.
Daher wird in diesem Abschnitt ein alternativer Ansatz herangezogen. Es handelt sich
um die sogenannte D-Effizienz eines Versuchsplans. Berechnet wird die D-Effizienz eines

Versuchsplans mit Versuchspunkt d mittels

ity (@)~ 2l D) | Dyl 52
-0 D), (d) on(d) ﬁxo(d) . '

Dabei bezeichnet df  den Versuchspunkt, der bei gegebenem A zu einem D-optimalen

Versuchsplan fiihrt.
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Ein Ziel kénnte es sein, einen Versuchsplan zu bestimmen, fiir den bei beliebiger Varia-
tion von A die minimale D-Effizienz maximal ist. Der Plan, der die minimale D-Effizienz

maximiert, ist im Folgenden der Plan mit Versuchspunkt

d™ = arg max miAn effp.\(d).

In Tabelle 5.2 sind einige Effizienzen zusammengetragen. Diese resultieren aus den Ein-
tragen der Tabelle 5.1. Da Tabelle 5.1 iiberwiegend lediglich auf numerischen Untersu-
chungen basiert, sind die Eintrége in Tabelle 5.2 ebenfalls {iberwiegend nur numerische
Resultate. Die Untersuchungen in Abschnitt 5.3 liefern jedoch Erkenntnisse, die die Ergeb-
nisse aus Tabelle 5.2 bestéitigen und vertiefen. Die Erkenntnisse werden nun im Folgenden

beschrieben und in Abbildung 5.3 veranschaulicht.

Tabelle 5.2: D-Effizienzen fiir ausgewéhlte Korrelationen und Versuchsplane.

d

A 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 S 1

0 1.000 0.954 0.917 0.889 0.872 0.866 0.872 ... 1.000
0.0001 || 0.817 0.936 0.989 1.000 0.997 0.995 0.997 ... 0.817
0.001 0.833 0.923 0973 0994 0999 1.000 0.999 ... 0.833
0.01 0.867 0.923 0.962 0.985 0.997 1.000 0.997 ... 0.867
0.1 0.944 0965 0981 0992 0.998 1.000 0.998 ... 0.944
0.25 0.980 0.987 0.993 0.997 0.999 1.000 0.999 ... 0.980
0.5 0.996 0.998 0.999 0.999 1.000 1.000 1.000 ... 0.996
0.9 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 ... 1.000

Werden zunéchst korrelierte Fehler auflen vor gelassen, so folgt aus Behauptung 5.18
(Seite 54) direkt, dass die D-Effizienz fiir saimtliche Versuchspldne bei unkorrelierten Feh-
lern mindestens (Dx—q(0)/Dr—o(1/2))/2 = (3/4)/2 ~ 0.866 betrigt. Somit werden die
entsprechenden Eintréage in Tabelle 5.2 bestétigt.

Nun wird der allgemeine Fall betrachtet, der korrelierte Fehler beinhaltet. Die Eintrage
in Tabelle 5.2 zu d = 0 lassen die Vermutung zu, dass die D-Effizienz des Versuchsplans
mit d = 0 kleiner wird, je kleiner die Korrelation ist, wéhrend fiir unkorrelierte Fehler
gerade dieser Versuchsplan D-optimal ist, siehe auch Dette et al. (2008). Anhand der Un-
tersuchungen, die in den Abschnitten 5.3.1 und 5.3.2 getétigt werden, kann sogar gefolgert
werden, dass die D-Effizienz im Grenzfall A — 0 nur (1/2)'/2 a2 0.707 betriigt. Denn aus

den Grenzwerten

lim D,(0) = 1

A—0
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und

lim 1im Dy(d) = 1/2,
siehe (5.15) und Behauptung 5.4, folgt zunéchst, dass die D-Effizienz des Versuchsplans
mit d = 0 hochstens den Wert (1/2)1/2 aufweist. Somit wird die in Tabelle 5.2 fiir d = 0 mit
0.817 kleinste aufgefiihrte D-Effizienz noch deutlich unterschritten. Die D-Effizienz von
(1/2)'/? ist dariiber hinaus sogar die kleinste D-Effizienz beziiglich aller Versuchspunkte
d € [0,1], was aus einer oberen Schranke und einer unteren Schranke des quadrierten
D-Kriteriums folgt. Die Argumentation sieht wie folgt aus. Die obere Schranke ist durch
die Funktion Lo(\) = 1 — A? gegeben. Die beiden Funktionen L;(\) = 1/2 + A und
Ly(N) = 81(1 — A?)/100 liefern zusammen die untere Schranke. Die Schranken werden
in Abbildung 5.2 veranschaulicht. Sie werden spéter in Abschnitt 5.3.5 hergeleitet. Auf

Grund der beiden Schranken haben sdmtliche Versuchspldne mit d € [0, 1] mindestens

1.0

Di(d)
0.5

0.0

0 0.2 1

Abbildung 5.2: Eine obere und eine untere Schranke der Funktion D (d) fiir A € [0, 1]. Die
Funktion Lo(\) = 1 — A2 ist eine obere Schranke fiir Dy(d). Die Gerade
Li(A\) = 1/2+ ) stellt zusammen mit der Funktion Ly(\) = 81(1—\?)/100
eine untere Schranke dar. Der Funktionsgraph von Dy (1/2) wird exempla-
risch fiir alle weiteren Versuchspunkte eingezeichnet. Die Schranken sind
Korollar 5.20, Behauptung 5.22 und Behauptung 5.23 aus Abschnitt 5.3.5

entnommen.
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D-Effizienzen von

(L1(No)/Lo(Xo))Y?, falls Ao € [0,1/5),
(La(No)/Lo(Xo)) Y2, falls Ao € [1/5,1]. (5.3)

Nun ist die Funktion L;(\)/Lo(\) = (1/2 + X\)/(1 — A\?) monoton steigend in . Sie
nimmt somit fiir A = 0 ein Minimum an. Dies fiihrt zu der Mindesteffizienz (1/2)%/? fiir
A < 1/5. Da die Funktion Ls(A)/Lo(A) stets den Funktionswert 81/100 aufweist, weisen
die D-Effizienzen fiir A > 1/5 mindestens den Wert (81/100)!/2 = 9/10 auf. Die globale
Mindesteffizienz betriigt demnach (1/2)'/2 ~ 0.707. Insgesamt liegt nun die Situation vor,

[1farA=1undd0[0,1] |
o | [0.8660fur A=0undd=05]
‘-. N 0.9 (Schranke)
N .
o
N
<
® , | |07071furA ~0Oundd=0
T O
£
=
<
o : T T
0 0.2 1
A

Abbildung 5.3: Mindesteffizienzen fiir A € [0,1] beziiglich samtlicher Versuchsplidne mit
Versuchspunkten d € [0, 1]. Die Geraden stellen eine untere Schranke dar,
welche durch (5.3) gegeben ist. Zudem sind die Mindesteffizienzen der
Korrelationen A = 0 und A = 1 durch die Punkte mit den Koordinaten
(0,0.866) und (1,1) eingezeichnet. Erstere resultiert aus Behauptung 5.18,
letztere resultiert aus (5.18). Schlieflich ist durch den Punkt mit den Koor-
dinaten (0,0.707) eine obere Schranke fiir die D-Effizienz des Versuchsplans
mit d = 0 unter der Korrelation A — 0 aufgefiihrt, welche das Minimum
der unteren Schranke annimmt. Damit ist der Versuchsplan mit d = 0 der
Plan, der beziiglich A € [0, 1] im ungiinstigsten Fall die kleinste D-Effizienz

aller Versuchsplane aufweist.
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dass die obere Schranke der D-Effizienzen von d = 0 mit der globalen Mindesteffizienz
iibereinstimmt. Damit weist der Plan mit d = 0 die kleinste Mindesteffizienz beziiglich
aller Pléne auf, wobei diese fiir A — 0 realisiert wird. Dagegen hat in der Situation A — 0

der Versuchsplan mit d = 1/2 wegen
lim Dy(1/2) = 2/3
A—0

und der Schranke
/1\13(1) Li(\) =1/2

eine Effizienz von (3/4)'/2 ~ 0.866. Es fillt auf, dass fiir A — 0 der dquidistante Plan
dem Plan mit d = 0 iiberlegen ist, wihrend fiir A = 0 wie bereits beschrieben der Fall
eintritt, dass der Plan mit d = 0 den optimalen Versuchsplan liefert. Es gilt sogar fiir
A € [0,1], dass der Versuchsplan mit d = 1/2 eine grofiere Mindesteffizienz als der Plan
mit d = 0 aufweist. Dies folgt aus obigem Resultat, dass fir A € [1/5,1] alle Pline
mindestens Effizienzen von 9/10 aufweisen, und der Schranke fiir die Mindesteffizienz, die

in Behauptung 5.1 formuliert wird.

Behauptung 5.1. Sei A € [0,1/5]. Die Zahl (16/25)'/2 = 0.8 stellt eine untere Schranke
fiir die D-Effizienzen des Versuchsplans mit d = 1/2 dar.

Beweis. Es ist zu zeigen, dass

Li(\) (A —4\2 4+ 3)(2A + 1) .16

Dr(1/2) 41— ) ~ 25
Aquivalenzumformungen liefern die Ungleichung

(1 — AY2)(14X%2 + 214\ — 89A/2 4+ 11) > 0.

Wegen
7921
(1 — AY2) (140372 4 214X — 89AY2 4 11) > (1 — Al/z)(IA — 89AZ 1 11)
7921 22
:_1_)\1/2 )\1/2__2
7L I L

>0

sind die obigen Ungleichungen giiltig. O

Als weiteres Resultat kann festgehalten werden, dass die in Tabelle 5.2 fiir stérkere Korre-
lationen grofer werdenden Effizienzen wegen Behauptung 5.7 aus Abschnitt 5.3.3 plausibel

sind.
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Nach den bisherigen Untersuchungen dréangt sich die Frage auf, welcher Versuchsplan die
minimale Effizienz maximiert. Fiir die ausgewihlten Werte aus Tabelle 5.2 hat beispiels-
weise der Versuchsplan mit d = 0.1 eine minimale Effizienz von effp.01(0.1) = 0.923.
Es ist zu erkennen, dass die weiteren aufgefithrten Versuchspunkte eine kleinere minimale
Effizienz aufweisen. Innerhalb dieser Tabelle maximiert somit der Versuchspunkt d = 0.1
die minimale Effizienz. Eine numerische Untersuchung auf einem feineren Gitter kommt
zu dem Ergebnis, dass der Versuchsplan mit d** = 0.138 die minimale Effizienz mit einem
Wert von 0.939 maximiert. In Abbildung 5.4 werden die D-Effizienzen aller Versuchs-
plédne veranschaulicht. Dabei werden unterschiedliche Skalierungen fiir A gewihlt, damit

vor allem die D-Effizienzen fiir kleine Korrelationen zu erkennen sind.

1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0

0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.1*20.1"0.1°0.1° 0.1° 0.17 0.1° 0.1° 0.1* 0.1° 0.1% 0.1*

A A
(a) (b)

Abbildung 5.4: D-Effizienzen (effp.,,(d)) fiir d € [0,1] in Abhédngigkeit vom Korrelations-

parameter \. Die lokal D-optimalen Versuchsplidne sind durch (— — —)
gekennzeichnet ((a): A aus [0,0.2], (b): X aus [0.1'2,0.9] mit logarithmi-
scher Skala.)

Es ist festzuhalten, dass die Beweise beziiglich der Schranken, die in Abschnitt 5.3.5
und zum Teil auch im Anhang formuliert sind, recht aufwendig und umfangreich sind.
Ein Nachweis, dass ein Versuchsplan mit d ~ 0.138 die minimale D-Effizienz maximiert,
erscheint noch weitaus schwerer zu sein. Aus diesem Grund werden nun anhand der so-
genannten relativen D-Effizienz Aussagen présentiert, die die Vermutung, dass ein Ver-

suchsplan mit d ~ 0.138 die minimale D-Effizienz maximiert, bestédrken.
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Die relativen D-Effizienzen eines Versuchsplans mit Versuchspunkt d; beziiglich eines

Versuchsplans mit Versuchspunkt ds sind durch

Dy\(dy)
Dy(dy)

definiert. Abweichend zur D-Effizienz wird also bei der relativen D-Effizienz statt des

= le,dQ(/\)

D-optimalen Versuchsplans ein beliebiger Versuchsplan mit Versuchspunkt ds als Referenz
herangezogen. Ein Versuchsplan mit Versuchspunkt d; ist nun beziiglich des Plans mit
Versuchspunkt d, umso effizienter, je grofler seine relativen D-Effizienzen sind. Es sei

angemerkt, dass hier abweichend zur D-Effizienz auch Werte grofier 1 auftreten konnen.

Im Weiteren wird anstelle des bisher betrachteten Versuchsraums X = [0,1] der Teil-
raum {i/8 : 4 =0,1,2,...,8} herangezogen. Wegen ¢a, a4, (\) = qay1-ds(A) = q1-dy.d,(N) =
Q1—dy 1—dy (A) kann zunéchst festgehalten werden, dass die relativen D-Effizienzen bestimm-
ter Versuchspldne mit bestimmten Referenzen aus Symmetriegriinden identisch sind. So-
mit geniigt es beziiglich des Teilraums {i/8:7=0,1,2,...,8} die Versuchsplidne mit den
Punkten d =0, d=1/8,d=1/4, d = 3/8, d = 1/2 zu betrachten.

Die folgenden Ausfithrungen vergleichen die Versuchsplédne mit den genannten Versuchs-
punkten beziiglich ihrer relativen D-Effizienzen miteinander. Dabei wird wegen Dy—;(d) =
0 der Fall A = 1 auflen vor gelassen. Das Ziel der Ausfithrungen ist es nun, einen Plan zu

finden, dessen kleinstes Minimum seiner relativen D-Effizienzen maximal ist.

In Tabelle 5.3 sind untere Schranken und Minima der relativen D-Effizienzen, die fiir den
Versuchsraum {i/8 : i = 0,1,2,...,8} relevant sind, angegeben. Die Herleitungen der

Schranken und Minima kénnen in Abschnitt 5.3.6 nachvollzogen werden.

Tabelle 5.3: Minima beziehungsweise untere Schranken der relativen D-Effizienzen der
Versuchspliane mit Versuchspunkt d, beziiglich der Versuchsplidne mit Ver-
suchspunkt dy. Die unteren Schranken koénnen an den Ungleichheitszeichen

ausgemacht werden.

do
0 1/8 1/4 3/8 1/2
0 0.749 0.785 0.808 0.817
1/8 | 0.944 > 0.949 > 0.922 > 0.922
dy 1/4 | 0.901 0.955 >0.901 >0.975
3/8 | 0.875 0.927 0.971 > 0.922
1/2 | 0.866 0.918 0.961 0.990

Anhand der Eintrédge in Tabelle 5.3 ist zu erkennen, dass der Versuchsplan mit d = 0 im
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Vergleich zu den Plédnen mit d = 1/8, d = 1/4, d = 3/8 bzw. d = 1/2 einen groferen

Verlust beziiglich des D-Kriteriums erleiden kann als umgekehrt. Wegen

min go1/2(A) > min go3/5(A) > min go1/4(A) > min go1/5(N)

ist der maximal mogliche Verlust gegeniiber dem Versuchsplan mit d = 1/8 am grofiten.
Somit kann festgehalten werden, dass der Versuchsplan mit d = 0 beziiglich der relativen
D-Effizienz vergleichsweise schlecht abschneidet. Andererseits ist zu erkennen, dass der
Plan mit d = 1/8 beziiglich der untersuchten Versuchspline den geringsten maximal
moglichen Verlust aufweist, denn im ungiinstigsten Fall betriagt die relative D-Effizienz
des Versuchsplans mit d = 1/8 zumindest 0.922.

Die Resultate beziiglich des Versuchsraums {i/8 : i = 0,1,2,...,8}, dass der Versuchs-
plan mit d = 0 als vergleichsweise schlecht zu beurteilen ist und dagegen der Plan mit
d = 1/8 als relativ gut, decken sich mit den bisherigen Ergebnissen dieses Abschnitts,
denn es wurde fiir den Versuchsraum X = [0, 1] gezeigt, dass der Plan mit d = 0 die Min-
desteffizienzen samtlicher Versuchspldne minimiert. Weiter wurde auf Grund numerischer
Untersuchungen beschrieben, dass ein Plan mit d ~ 0.138 die Mindesteffizienzen mit 0.939
maximiert. Letzteres Ergebnis ist vergleichsweise in der Ndhe der unteren Schranke fiir die
Mindesteffizienz des Versuchsplans mit d = 0.125. Dabei betrug die Schranke 0.922. Die
Ergebnisse in Tabelle 5.3 lassen jedoch noch die Vermutung zu, dass die Mindesteffizien-
zen der Versuchspldne mit d € (0,1/2] umso groBer werden, je kleiner der Versuchspunkt
gewéhlt wird. Zunéchst gilt jedoch beispielsweise, dass ¢i/16,1/2(A = 1/1000) ~ 0.894 ist.
Dies bedeutet, dass die Mindesteffizienz des Versuchsplans mit d = 1/16 auf jeden Fall
kleiner als die kleinste untere Schranke der relativen D-Effizienzen, die den Versuchspunkt
d = 1/8 in Tabelle 5.3 betreffen, ist. Falls der Versuchsraum {i/8 : i = 0,1,2,...,8} um
den Versuchspunkt d = 1/16 ergénzt wird, so fithrt dies fiir den Versuchsplan mit d = 1/8
jedoch nicht dazu, dass dessen bisherige Schranke der relativen D-Effizienzen von 0.922

unterboten wird, siche Behauptung 5.2.

Behauptung 5.2. Gegeben seien die beiden Versuchspline mit d = 1/16 beziehungsweise
d =1/8. Dann gilt:
q178116(N) > (17/20)'/% a2 0.922.

Beweis. Die Ungleichung

17
)2 > —
(Q1/8,1/16( )) =N
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ist dquivalent zu der Ungleichung

3053 4+ 272X47/16 _ 1200A2%/8 4 895\M/4 — 272\13/16 _ 4480 )\17/8

+4080A33/16 4 494302 — 4560\1%/% — 40801216 4 40977/

+255\5/4 — 272A1/16 _ 5600Y/8 4 945\ + 272X\15/16 — G40\7/8
—4080A°/16 - 8577 A4 — 9040AY/® + 4080A/16 463 > 0. (5.4)

Eine Substitution mittels A = z'% liefert fiir die linke Seite von (5.4) den Term
(1 —2)*(z+ 1)*m(x)
mit

m(z) = — 3052* — 5772* + 132 — 5312%° + 592% — 4852 + 10527 — 4392°°
+ 1512% — 39323 + 1972% — 3472°% + 2432°" — 30120 + 47692 + 1452
+ 475227 — 39522 + 475227 — 395227 + 475222 — 3952222 4 4752
— 395220 4 47522 — 395228 + 47522'7 — 3952216 4 44972 — 3935,
+ 48192" — 334122 4 47732 — 338720 4 47272° — 34332° + 46812”
— 34792% 4 46352° — 35252 + 45892% — 3571x% + 4543 + 463.

Mit Behauptung 5.13 aus Abschnitt 5.3.4 (Seite 50) kann gezeigt werden, dass m(z)
positiv ist. Somit gilt die Behauptung. O]

Somit kann festgehalten werden, dass das Minimum der relativen D-Effizienzen eines
Versuchspunkts d;, der im Vergleich zu einem anderen Versuchspunkt d; ndher am Rand
des Versuchsraums liegt, im Allgemeinen nicht kleiner ist als das Minimum der relativen
D-Effizienzen des Versuchspunkts ds. Damit deuten die Ergebnisse in Tabelle 5.3 umso

mehr darauf hin, dass ein Versuchsplan mit d =~ 0.138 die Mindesteffizienz maximiert.

5.3. Voriiberlegungen zu den Abschnitten 5.1 und 5.2
5.3.1. Konstruktion des D-Kriteriums

Das D-Kriterium, das in den Abschnitten 5.1 und 5.2 herangezogen wird, wird nun im
Folgenden konstruiert, wobei abweichend zu Dette et al. (2008) hier zusétzlich die Félle
d=0,d=1und A =1 betrachtet werden. Die Konstruktion des D-Kriteriums geschieht
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durch eine Fallunterscheidung mit drei Fallen. Die Begriindungen fiir die Fallunterschei-
dung koénnen den entsprechenden Ausfithrungen entnommen werden. Zunéchst wird die
Gestalt des D-Kriteriums fiir den Fall A € (0,1), wobei d € (0, 1), sowie fiir den Fall A =0
bestimmt. Die Designmatrix des Versuchsplans £ hat in der vorliegenden Situation die
Gestalt

Die Kovarianzmatrix des Fehlervektors lautet

1\ A
E(l)(02, )\) = o? A\ 1 A4 (56)
Aot

Da die Fehlervarianz jedoch lediglich als Vorfaktor in das D-Kriterium eingeht, siehe (3.8),
hat sie beziiglich des Versuchsdesigns keine Relevanz. Also kann im Weiteren aus Griinden

der Vereinfachung die Korrelationsmatrix

1\ A
S =] A 1 A (5.7)
DD Ca |

statt der Kovarianzmatrix ¥(;)(c?, A) betrachtet werden. Analog wird auch in Kiirze in den
weiteren Fiéllen vorgegangen. Da fiir die Bestimmung der Informationsmatrix unter ande-
rem E(’S()\) herangezogen wird, ist vorab zu kléren, fiir welche Falle 31)(\) invertierbar
ist. Als Kriterium fiir die Invertierbarkeit kann die Determinante von 3;y(A) herangezo-
gen werden. Ist diese gleich Null so ist ¥)() nicht invertierbar, andernfalls ist 3;)(\)
invertierbar, sieche Schmidt und Trenkler (2006), S. 72. Nun ist

det(X(y(N)) = (1 — A207D)(1 — N,

Die beiden Faktoren 1 — A0~ und 1 — A\?? sind fiir A = 1 stets Null. Fiir A € (0, 1),
wobei d € {0,1} ist, ist zumindest ein Faktor Null. Damit ist in diesen Fallen ¥1)(\)
nicht invertierbar. Dagegen ist die Determinante fiir alle weiteren Félle stets ungleich
Null. Demnach existiert fiir A = 0 und in den Féllen A € (0,1), wobei d € (0,1) ist, die
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Inverse von (1)(). Sie lautet

1 p
1— )2 ] — )\ 0
d 2 1-d
1) 1T— \2d X244 \2-2d — \2 _ | 1 _ 22
A 1
i 0 1 — \2-2d 1 — \2-2d
Darauthin resultiert die Informationsmatrix
ay; a
I(l)([ﬁOaﬂl]T) = [ H ] (5.9)
Q21 22

mit

A4 N4 _\+3

S VAN VS WL
(= XNd+ M+
D U N W
. (1= A2)d? 4+ (2X4HL —2A19)d — N2 4 1
22 — .

_)\2d _ >\2—2d + )\2 + 1

In der vorliegenden Situation ist k = 2, so dass fiir A = 0 und fiir A € (0,1), wobei

d € (0,1), das D-Kriterium wie folgt lautet

Dx(d) = (det(Zy([Bo, H1]7) 7))/

(1— )\Qd)<1 _ /\2(1—d)) 1/2 - 10

- e a) o0
Speziell fir A = 0 vereinfacht sich der Ausdruck (5.10) zu
1 1/2

Dy\d)=| m—— . A1

@) (2(1—d+d2)> (511

Als Néchstes wird die Gestalt des D-Kriteriums fiir den Fall A € (0,1), wobei d € {0,1}
ist, bestimmt. Vorab sei daran erinnert, dass das D-Kriterium eine univariate Kennzahl
darstellt, die die Varianzen mehrerer Schéitzer sowie deren Kovarianzen zusammenfassend
beschreibt. Dabei wird in dem zuvor beschriebenen Fall die Kovarianzmatrix des verallge-
meinerten Kleinste-Quadrate-Schéitzers bewertet, wobei dessen Optimalitéitseigenschaft
der Grund fiir seine Wahl ist. Fiir d € {0,1} existiert der verallgemeinerte Kleinste-

Quadrate-Schétzer jedoch nicht, so dass zu untersuchen ist, ob es in dieser Situation
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dennoch einen Schétzer gibt, der die wiinschenswerten Eigenschaften des verallgemeiner-
ten Kleinste-Quadrate-Schétzers aufweist. Dafiir wird zunéchst die Situation betrachtet,
dass lediglich zwei Versuchspunkte vorliegen, wobei diese an den Rand des Versuchsraums

gesetzt werden. Die Designmatrix lautet demnach

xo-[1 1] e

Die zugehorige Kovarianzmatrix hat die Gestalt

Si0(\) = [ o ] - (5.13)

Daraufhin resultiert die Informationsmatrix
Ty _ vT y—1
I(o)([ﬁmﬁl] ) = X(O)E(o)(/\)X(O)' (5.14)
Damit lautet die Kovarianzmatrix des Schétzers BGLS fiir den betrachteten Spezialfall

1 —1+4A
XHEGNX @)t =
(X020 (M) X(0) —14X 2-2)

Wird nun in den Versuchsplan zusétzlich zu den Versuchspunkten z; = 0 und x5 = 1 ein
dritter Versuchspunkt x3 an der Stelle d = 1 aufgenommen, so hat die neu hinzugekom-
mene Zufallsvariable y3 den gleichen Erwartungswert wie die Zufallsvariable y,. Wegen
A73=72 = N0 — 1 weisen die Zufallsvariablen y» und ys eine Korrelation von 1 auf, so dass
die Realisierungen von y, und ys stets identisch sind. Dies bedeutet aber, dass der Ver-
suchspunkt x3 keine zusétzlichen Informationen fiir die Schiatzung der Parameter 5y und
(4 liefert. Fiir die Suche nach einem optimalen Schétzer bedeutet dies wiederum, dass der
Schétzer fiir die Situation mit drei Versuchspunkten mit dem Schétzer fiir die Situation
mit zwei Versuchspunkten iibereinstimmt. Selbiges gilt fiir den Fall, bei dem der dritte Ver-
suchspunkt an der Stelle d = 0 platziert wird. Somit kann letztendlich fiir A € (0, 1), wobei
d € {0, 1} ist, die Kovarianzmatrix des verallgemeinerten Kleinste-Quadrate-Schéitzers aus
dem Fall, bei dem lediglich zwei Versuchspunkte vorliegen, iibernommen werden. Damit

lautet das D-Kriterium in diesem Fall

Dx(d) = (det(X Ty (M) X)) ")M? = (1= X%V (5.15)

Nun ist abschliefend noch die Gestalt des D-Kriteriums fiir A = 1 zu klaren. Auch

hier existiert der verallgemeinerte Kleinste-Quadrate-Schitzer nicht, so dass erneut
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ein Schétzer zu bestimmen ist, der die Eigenschaften des verallgemeinerten Kleinste-
Quadrate-Schéatzers aufweist. Das heifit analog zu A < 1 wird nun der Schétzvektor B/\:l
gesucht, fiir dessen Kovarianzmatrix im Vergleich zu einem beliebigen anderen linearen
erwartungstreuen Schéitzvektor By gilt, dass Cov(BAZl) > COV(B,\Zl). Der beste linea-
re erwartungstreue Schétzer fiir A = 1 und ¢ = 3 resultiert aus Behauptung 3.8. Fiir
die Gestalt des D-Kriteriums ist nun entscheidend, dass dieser Schétzer wegen (3.11) die
Kovarianzmatrix

Cov(f1) = [ (1) 8 ] (5.16)

aufweist. Es gilt fiir den besten linearen erwartungstreuen Schétzer somit stets, dass
Dy (d) = (det(Cov(Br=1)))/? = 0. (5.17)

Da in der Behauptung 3.8 der Fall ¢ > 2 betrachtet wird, gilt sogar fiir ¢ > 2, dass
der beste lineare erwartungstreue Schiitzer die Kovarianzmatrix (5.16) aufweist. Fiir das

D-Kriterium folgt dann, dass

Dx=1(€) = (det(Cov(Br=1)))"/* = 0.

Dies bedeutet zum einen, dass fiir eine vorgegebene Anzahl von Versuchspunkten der
D-optimale Versuchsplan nicht von der Wahl der Versuchspunkte abhéngt. Dariiber hinaus
ist ein Plan mit zwei Versuchspunkten beziiglich des D-Kriteriums genauso gut wie ein
Plan mit beliebig vielen Versuchspunkten. Somit liegt fiir A = 1 die Besonderheit vor, dass
samtliche Versuchspline ein D-Kriterium von 0 aufweisen, unabhéngig von der Anzahl
und der Wahl der Versuchspunkte. Die einzige Bedingung ist die, dass sich in allen Féllen
mindestens zwei Versuchspunkte voneinander unterscheiden miissen, siehe Beweis von

Behauptung 3.8.

Wegen (5.10), (5.11), (5.15) und (5.17) kann das D-Kriterium fir ¢ = 3 und n = 1

insgesamt wie folgt zusammengefasst werden:

( 1 1/2
(m) falls A = 0,
D) =4 falls A = 1,
A(d) = (1—A2)1/2 e 1) e 01
(1— )\2d)(1 _ )\2(1—(1)) 1/2
\ (2((1 — (1 —d)M)(1 —d\=9) —d(1 — d))) sonst.

(5.18)
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Im Verlauf dieser Arbeit wird statt des D-Kriteriums der Einfachheit halber die Funktion
Dy(d)? =: Dx(d) (5.19)

analysiert. Das hat den Vorteil, dass in allen Rechenschritten auf einen Exponenten ver-

zichtet werden kann.

Abschlielend wird auf die Félle n > 1 eingegangen. Zwischen dem D-Kriterium fiir die
Félle n > 1 und dem D-Kriterium fiir n = 1 besteht der Zusammenhang

Dyn>1(d) = %Dx(d) (5.20)

mit D)(d) aus (5.18). Da die Groe n in (5.20) als multiplikativer Faktor einfliefit, ist
der D-optimale Versuchsplan unabhéngig von der Gréfle n. Ausschlaggebend dafiir ist
zunéchst die vorliegende Annahme, dass die Fehler verschiedener Versuchseinheiten von-
einander unabhéngig sind, so dass beziiglich der Versuchseinheiten unabhéngige Zufalls-
vektoren vorliegen. Dies fithrt nun dazu, dass die Informationsmatrix fiir die Falle n > 1

leicht aus dem Fall n = 1 berechnet werden kann, siehe (3.1).

5.3.2. Stetigkeit des D-Kriteriums

In diesem Abschnitt wird die Stetigkeit von (5.18) untersucht. Dies geschieht, indem die
Stetigkeit des Ausdrucks D, (d) analysiert wird. Da D,(d) gerade die Wurzel von Dj(d)
ist, iibertragen sich alle Unstetigkeitstellen von 5,\(d) direkt auf D, (d).

Die Suche nach Unstetigkeitsstellen geschieht nun, indem verschiedene Fille betrachtet

werden. Die Félle lauten:
1. A=0,d€[0,1],
2. Xe (0,1], d € {0,1},
3.A=1,de(0,1),
4. A€ (0,1),d € (0,1).
Fall 1 (A=0,d € [0,1)):

Fir A = 0 gilt, dass .
Dyo(d) = — . 21
r=o(d) 2(1 —d+ d?) (5:21)

Dieser Ausdruck ist stetig in d.
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Fall 2 (A € (0,1], d € {0,1}):
Fiir A € (0,1] und d € {0, 1} gilt auf Grund von (5.18), dass

Dy(d) =1 — X2 (5.22)

Das D-Kriterium ist damit fiir d = 0 in A = 0 unstetig, da
lim Dy(0) = 1 # 1/2 = Dy_o(0).
A—=0
Aus (5.22) ist dagegen ersichtlich, dass in allen weiteren A € (0, 1] Stetigkeit in A vorliegt.
Fall 3 (A =1,d € (0,1)):
Fiir A =1 und d € (0,1) gilt auf Grund von (5.18), dass

Dy—1(d) = 0. (5.23)

Mit (5.18) gilt sogar fiir d € [0, 1], dass
Dy—1(0) = 0.
Somit liegt fiir A = 1 Stetigkeit in d vor.
Fall 4 (A € (0,1),d € (0,1)):
Behauptung 5.3. Sei d € (0,1). Dann gilt:

lim Dy (d) = 0. (5.24)

A—1

Beweis. Mit der Regel von I'Hospital (x), sieche Hildebrandt (2006), S. 348, gilt, dass

(1)
A\ 1 ad()\)i .Gy ()\)_
g Ver) =m0~ gy

wobei
ag(N) = M4 (2 = 2003 4 A2 4 N2(A2 = 3) 4 \9(2) — 2\%),
ba(A) = A24(2X\ — 2)d? + (=2X\37 + (2 — 20) N2 4 20T d 4 2037 — 2\,
0
ay)(\) = 5%()\)
= A3 g\ N2 302 3N — €\ 4 \)d

—2(A% = )N = A 240,

0
by’ (A) = 3balN)

= 202X — 20T @2 + (20T — 3N — AL L ) d + 3N — NI 9)T L))
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und

lim Var(8y) = lim A(A2 = 1)d2 + (2 — 2X24+1)d 4 A3 — \d
! A= AL(2A = 2)d2 + (=202 + (2 — 2A) A4 + 2X)d + 2X20 — 2\
o (M AT — (4N 0@ (30— 2N - x4 2)d

Aol (20 — 2X8-1) (@3 4 (2041 — AN2-1) @2 4 (4\24-1 — 2\d — 2\d—1 4 2)(

= 1.

Wegen (3.19) gilt, dass
lim Kov(S3,, 41) = 0.
A—1

Daher folgt insgesamt, dass das D-Kriterium fiir A — 1 den Wert 0 hat. O

Aus (5.23) und (5.24) folgt fiir d € (0, 1), dass

lim Dy(d) = Dy_(d).

A—1

Somit ist das D-Kriterium fiir d € (0,1) an der Stelle A = 1 stetig in A.

Behauptung 5.4. Sei A € (0,1). Fiir beliebiges d € (0,1) gilt:

L 1

Beweis.

(1 _ )\Qd)(l _ )\2(1—d))

lim Dy (d) = lim

A0 =0 2(1 = (1= d)M)(1 — dA-9) — d(1 — d))
1
T 2(1—d(1—d)
B 1
21 —d+d?)

Dies bedeutet, dass fiir beliebiges d € (0,1) das D-Kriterium an der Stelle A = 0 stetig in
X ist, da Dy(d) fiir A — 0 gerade (5.21) entspricht.

Behauptung 5.5. Seid € (0,1). Fiir belicbiges A € (0,1) gilt:

lim Dy (d) = 1 — A2, (5.26)

d—0
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Beweis. Es gilt:

_ (1= 21 = 20 )
DD = S - - —di—a)

Zu bestimmen ist der Grenzwert limy_, lN)A(d). Sowohl Zahler als auch Nenner haben fiir
d — 0 den Grenzwert Null, da

Hm (1= A2 (1= X20D) =1im 1 - A24 - \2720 1 A2 =1 -0 - N2+ A2 =0
d—0 d—0

und

lim 2(1 — A4d — X+ Md + Md — A\d* —d+ d?) =2(1 — 1) = 0.

d—0

Mit der Regel von 1'Hospital (x) folgt:

_ _ . (1 _ )\2d)(1 _ )\2(1—d))
S D) = Iy S = a1 — a7 — d(1 = )
iy 2An(\)(A2-20 — \2)
~ 50 2((MIn(N) + A9n(\) — 2A + 2)d + A — A4 — MIn(\) + A — 1)
2\ - 1)
- =2In(\)

=1- )\

Es ist zu erkennen, dass der Grenzwert aus Behauptung 5.5 mit dem Funktionswert (5.22)
tibereinstimmt. Folglich ist das D-Kriterium fiir A € (0, 1) an den Stellen d = 0 bzw. d = 1
stetig in d. Da das D-Kriterium fir d € (0,1) und A € (0,1) eine Komposition stetiger
Funktionen ist, kann insgesamt festgehalten werden, dass das D-Kriterium bis auf die
eine Ausnahme stetig ist. Eine anschauliche Erklarung fiir dieses Resultat ist die Folgen-
de. Wenn einerseits zwei Versuchspunkte identisch sind und der Korrelationsparameter A
groBer Null ist, so hat die Korrelation der beiden Zufallsexperimente den Wert \° = 1.
Dies hat dann die Konsequenz, dass die beiden Ergebnisse der Experimente identisch sind.
Folglich liegen nur zwei an Stelle von drei Versuchen vor. Wenn dagegen die Korrelation
gleich Null ist, so fithren zwei Versuche an der gleichen Stelle zu verschiedenen Beobach-
tungen. Dies fiihrt letztendlich zur Unstetigkeit des D-Kriteriums. Die hier gewonnenen

Erkenntnisse sind in Abschnitt 5.2 von Bedeutung.
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5.3.3. Grenzfall A — 1

In Dette et al. (2008) wird gezeigt, dass fiir A — 1 der D-optimale Versuchsplan gegen den
dquidistanten Versuchsplan konvergiert, also gegen den Plan mit d = 1/2. Behauptung
5.7 zeigt erginzend, dass fir A — 1 jeder Versuchsplan mit d € [0, 1] eine Effizienz von 1

aufweist. Zuvor wird Behauptung 5.6 formuliert.

Behauptung 5.6. Fiir belicbiges d € (0,1) gilt:

lim léA(d) =1
A—1 D)\(O)
Beweis.
lim M = lim (1- )‘Qd)(l _ >‘2(1_d))
1 By0) Aot 200 = (1= (1= d))(1 — a9 — d(1 - d))
= lim ai(})
A—1 bd(/\)
Dabei ist
ag(N) = (1 — A2 (1 — \20-9)
und

ba(\) = 2(1 = A?)((1 = (1 = d)AH (1 — d\"%) — d(1 — d)).

Wegen limy_,1 ag(\) = limy_,; bg(A) = 0 gilt mit der Regel von 'Hospital:

1)
lim aa(}) — lim ()\),
A1 bg(A) A=ty

falls der Grenzwert auf der rechten Seite der Gleichung existiert. Dabei ist

0
ag’ (V) = 5ras(N)

— _2)\72d71<)\4dd_ /\2d . )\2d+2 + )\2)

und

0
bgzl)()\) = 5@1(}\)

= —ATH(203 F AH(=6A3 +4XNT 4+ 2)) + 22207 — 2) — 2))d?
+ (AU6A — 4X — 20) — 6A% 4+ N2H(207 4 2) + 20\)d — 4\2FT2 4 4\,
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Nun ist limy_,; a&l)()\) = limy_,; b((il)()\) = 0, so dass mit der Regel von I’'Hospital erneut

gilt: N .
e oy
d
Dabei ist
o2 = 2o
— 2N 22 (MG 4 2N — N — 3N2d — A2 4 \?)
und

@ 0’
by (A) = Wbd(/\)
= 207 2((= N AN = 1) N+ (5N 207\ = 3)0)
+20%(A% 4 1) — N)d® 4+ (2X7(3X3 — A2 — 603 + N2 (=\? = 1))d

— 2242 4 g \IH2)

Wegen limy_,; al”(A) = limy_; b7 (A) = —8d2 + 8d gilt schlieBlich:

Dy(d) i aa() al(\) al!(\) -8 +8d

lim = = lim = lim = lim = =
N NOERS ba(A) =1 b((il)()\) A1 bgl?)()\) —8d? + 8d
]
Behauptung 5.7. Fiir beliebiges d € [0, 1] gilt:
B *
lim 24 _ (5.27)
A—1 D)\(d)
Beweis. Fall 1 (d € (0,1)):
Mit Behauptung 5.6 gilt, dass
Dy (d*)
1= }\LH%( Dx(0) )
- (Da(d)
(5o
Dy(d¥) D, (0)




44 5 D-Effizienzen von Versuchsplédnen bei bekannten Storparametern

Fall 2 (d € {0,1}):

Fiir d* € {0, 1} gilt (5.27) direkt. Fiir d* € (0, 1) gilt (5.27) auf Grund von Behauptung 5.6.
[

5.3.4. Abschatzungen

Fiir die Beweise der Behauptungen in Abschnitt 5.3.5 werden zahlreiche Abschitzun-
gen herangezogen. Vorgehen, die mehrfach Anwendung finden, werden nun vorgestellt,
so dass die eigentlichen Beweise abgekiirzt werden konnen. Dariiber hinaus enthélt dieser
Abschnitt Abschétzungen der Terme In(2) und In(5), welche im weiteren Verlauf ebenfalls

mehrfach herangezogen werden.
Vorgehen 1:

Vorgehen 1 verwendet Behauptung 5.8.

Behauptung 5.8. Das Kriimmungsverhalten der Funktion f : [x1,x5] — IR sei in [xq, 23]

bekannt. Dann gilt fir alle © € [z, x9]:

a)

f(x) >0, falls f(z1) >0, f(xg) > 0 sowie f(x) in [z1,xs] konkav, (5.28)
b)

f(x) <0, falls f(x1) <0, f(z2) <0 sowie f(x) in [x1,xs] konver. (5.29)
Beweis. Folgt direkt aus der Definition der Konkavitéit bzw. Konvexitét. O]
Vorgehen 2:

Vorgehen 2 zieht das Resultat aus Behauptung 5.9 heran. Der Teil a) von Behauptung 5.9
wird in Abbildung 5.5 veranschaulicht.

Behauptung 5.9. Die Funktion f : [x1, 23] — IR sei konvex. Sei a > 0. Dann gilt fir

alle x € [11,24):

a)

) < fan) a— o LS 0 S ST )
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b)

f(x) < f(z2) +a— 29

f($2)+a—f(371)+$f($2)+a—f(~’lf1)

To — T To — T

= go(z).  (5.31)

Sei f: [x1,x9] = IR konkav. Dann gilt fir alle x € [xq, x5):

c)

f(xs) — f(z1) +a f(z2) — f(z1) +a

flz) > flx1) —a—ay +x =:g3(x), (5.32)

d)

fx) = f(x2) —a —

Abbildung 5.5:

Beweis. Zu a):

T2 — I T2 —T1

f(xz)—a—f(xl)+$f(:ﬂ2)—a—f(x1)

To — 1 To — X7

=:gs(z).  (5.33)

f(Xz)
ffu)+a oo
f(x1)
— )
hy(x)
""""" 91(x)

X1 X2

Die Gerade hy(x) schneidet die Funktion f(x) an den Stellen xy und x.
Auf Grund der Konvexitdt von f(z) stellt die Gerade hy(x) eine obere
Schranke fiir f(x) dar. Die Gerade g,(x) schneidet die Funktionen f(x)
und hy(z) an der Stelle x5 und stellt im Vergleich zu hy(z) eine konserva-

tivere Schranke dar, siehe Behauptung 5.9.

Die Gerade hy(z) := f(x1) — ay L2 @) 4 72l J@1) gepneidet die Funktion f(x) an

T2—x] T2—T1

den Stellen x; und z5. Somit gilt fiir # € [z1, x2] auf Grund der Konvexitit von f(x), dass

hi(z) = f(z). (5.34)
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Wegen g1(z) — hi(x) = a(xg — x)/(x2 — 1) gilt fir o < x5, dass
g1(x) > hy(x). (5.35)
Somit folgt fiir x € [z, z5] wegen (5.34) und (5.35) insgesamt, dass

gi(x) = f(x).

Zub), ¢) und d):

Analog zum Beweis von a). O

Vorgehen 3:
Vorgehen 3 verwendet Behauptung 5.10. Die Idee wird in Abbildung 5.6 veranschaulicht.

Behauptung 5.10. Die Funktion f : [z1,22] — IR sei konkav. Definiere 8%]“(30) =
fO(x). Dann gilt fiir alle x € [x1, 1,):

a)

f(2) < flar) =2 fD (@) + 2f V(1) = g5 (), (5.36)
b)

f(2) 2 flaz) = 22 fW (@) + 2f O (21) = gs(w), (5.37)
c)

f(@) < flaz) — w2 f W (a2) + 2fV(22) = go(2), (5.38)
d)

f@) = fla1) = a1 f W (a2) + 2 f P (22) = gs(2). (5.39)

Die Funktion f : [x1,x5] — IR sei konvex. Dann gilt fir alle x € [z, z2):

e)

f(@) > f(ar) — o fD (1) + 2 f D (a1) = go(2), (5.40)
f)

f(@) < faz) — o f W (@) + 2 fD (1) = gio(x), (5.41)
9)

f(2) 2 flaz) = o fW(22) + 2 fD(x2) =t gu(x), (5.42)



5.3 Voriiberlegungen zu den Abschnitten 5.1 und 5.2 47

h)
f(@) < fla1) = a1 fO(x2) + 2fV(22) = gra(a). (5.43)

Abbildung 5.6: Die Gerade gs(x) stellt die Tangente von f(x) an der Stelle 1 dar. Auf
Grund der Konkavitét von f(z) stellt ho(x) eine untere Schranke von f(x)
dar. Die Gerade gg(z) weist die Steigung von gs(x) auf und schneidet hy(x)
an der Stelle x5. Da gs(x) eine untere Schranke von hy(x) ist, ist gs(x) eine

weitere untere Schranke von f(x), siehe Behauptung 5.10.

Beweis. Zu a):

Die Gerade g5(x) schneidet f(x) an der Stelle z;. Da die Steigung von gs(x) mit der ersten
Ableitung von f(x) an der Stelle x; {ibereinstimmt, gilt auf Grund der Konkavitit von
f(z), dass

gs5(x) = f(x).
Zu b):

Definiere

faz) = fa) | ) = fla) (5.44)

ha(x) == f(z2) — 22
Die Gerade hs(z) schneidet f(z) an den Stellen z; und z5. Wegen der beiden Schnittstellen
und der Konkavitéat gilt, dass

f(x) = ha(z). (5.45)
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Wegen der Konkavitét von f(x) in [z, zo] gilt aulerdem, dass
max f0(a) = FO(zy). (5.46)

Nun gilt auf Grund des Mittelwertsatzes der Differentialrechnung, siehe Hildebrandt

(2006), S. 204:

3z € [z, 22 mit fI)(zg) = w (5.47)
2 = T1

Wegen (5.46), (5.47) und xo > x kann jetzt gefolgert werden, dass

ha() — go(@) = (s — ) (O () — LIy (5.48)

To — T

Abschlieend gilt wegen (5.45) und (5.48), dass

f(z) > go().

Zu c), e) und g):
Analog zum Beweis von a).
Zu d), f) und h):

Analog zum Beweis von b). O

Vorgehen 4:

Vorgehen 4 verwendet Behauptung 5.11. Abbildung 5.7 liefert eine Veranschaulichung.

Behauptung 5.11. Sind f : [x1,23] — IR und g3 : [x1, 23] — IR stetig mit f(xq) >
gi13(1), f(xe) > gis(z2) und BB—; (x) < 6‘9—;913(:6) fir x € [x1,23]. Dann gilt fir alle
x € [z1,20], dass f(z) > gi3(z).

Beweis. Definiere hs(x) := f(x) — g13(x). Wegen

0? 0?
) (r) < @913(37)

gilt

o? o? 0?

@h:%(x) =5 (z) — @913(@ < 0.
Somit ist hg(z) konkav. Wegen hs(z1) > 0, hs(x2) > 0 und der Konkavitit von hs(z) gilt
schlieBlich, dass hg(z) > 0. Daraus folgt schliefllich die Giiltigkeit der Behauptung,. O]
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f(x2) = 913(x2)

f(x1) = 913(x1) s )

913(x)
T T
X1 X2

Abbildung 5.7: Die Funktion f(x) wird durch g;3(x) nach unten abgeschétzt. Beide Funk-
tionen haben an den Stellen x, und x5 identische Funktionswerte. Anhand
der zweiten Ableitungen kann letztendlich gefolgert werden, dass f(z) fiir
x € [x1, x9] groBere oder gleich grofe Funktionswerte liefert, siehe Behaup-

tung 5.11.
Vorgehen 5:

Das fiinfte Vorgehen bedient sich Behauptung 5.12.

Behauptung 5.12. Sind f : [z1,29] — IR und gi4 : [x1,22] — IR differenzierbar mit
f(z2) < g1a(x2) und 8%]“(:6) > %gw(x) fir © € [x1,xs]. Dann gilt fir alle © € [x1,x9],
dass f(z) < gia(x).

Beweis. Sei xy € [x1, x2] beliebig. Es gilt:

g14(z0) — f(zo

| V

f(z2) — gra(x2) — (f(z0) — g14(20))
/ - ﬁgm ))da

Y
o

O

In anstehenden Beweisen wiederholt sich ein weiteres Vorgehen mehrfach. Daher wird es

in der folgenden Behauptung einmal allgemein vorgestellt.
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Vorgehen 6:

Behauptung 5.13. Sei z € [0, 1]. Gegeben sei das Polynom
Zaixi = R. (5.49)

1=0

Falls fiir alle j € {1,...,n} mit a; <0 gilt, dass ZLO a; > 0, so folgt, dass R > 0.

Beweis. Sei i < 4. Dann gilt 2* > 2. Die Menge A; = {aq,...,a,} setzt sich aus den
Mengen P = {a; : a; > 0} und N = {q; : a; < 0} zusammen. Falls a,,, a,_1,. .., a,_, nicht
negativ sind, so gilt, dass
n—q—1
R > Z a;xt =: S.
i=0

Definiere n — ¢ — 1 =: m. Es gilt ap > 0 und a,, < 0. Die Menge {ay, ..., an} = As wird

nun in die Teilmengen

P :={ag,...,an}

N1 = {an1+17 e ,(an}

P2 = {an2+17 cee aan:s}
PZ = {an2Z72+17 s 7an2z—1}
Nz = {a‘n2z71+17 e 7a’n2z}

zerlegt. Dabei seien die Mengen P, und N;, 1 < i < z, so, dass die Elemente der Mengen P,
allesamt groflergleich 0 sind, wéhrend die Elemente der Mengen N; negativ sind. Fiir die
jeweiligen Elemente der Mengen P; und N; gelte dabei auflerdem, dass sie bereits in der
Menge A, benachbart sind. Wegen ag > 0 und a,, < 0 stimmt die Anzahl an Mengen mit

Elementen positiver Vorzeichen mit der Anzahl an Mengen negativer Vorzeichen {iberein.

Es gilt:

S=54+5yv+5p
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mit

k=2 7;=7L2k72+1

Es gilt, dass S positiv ist. Da auflerdem alle Summanden von Sp positiv und die von Sy

negativ sind, gilt

nak n2k—1

S > (™ Z a;) + (Z g2kt Z a;) + (Z g2kt Z a;)
2 k=1 k=2

1=0 1=ngg_1+1 1=ngp_o+1
no zZ Nk
= (z™ E a;) + ( E k-1 E a;)
=0 k=2 i=n2k72+1
=T.
Definiere fiir 2 < m < z die Partialsummen
n2 m N2k
T = (2™ E a;) + ( E "2k E a;).
=0 k=2 i=nor_o+1
Fiir m = 2 gilt:
n9 N4
Ty = (™) a;)+ («™ E a;)
=0 i=na+1
ng
> a;
i=0
>0

Nun gilt induktiv, dass sémtliche Partialsummen 7, positiv sind. Wegen T, = T' gilt die

Behauptung.

Abschitzung 1:

Lemma 5.14. Es gelten die Abschdtzungen

21

8
- < —.
< In(5) < 13

5

]

(5.50)
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Beweis. Zwischen dem Areatangens Hyperbolicus und dem natiirlichen Logarithmus be-

steht der Zusammenhang

1
—HB) fir |z] < 1,
1—=x

1
artanh(x) = an (

siehe Stocker (2009), S. 237. Zudem gilt die Reihendarstellung

o0
artanh(x Z o 2 figr x| < 1,
k=0

siehe Stocker (2009), S. 239. Somit gilt auch

1+ - 2
1 — 2k+1f <1
n(l—x) L2k + 1 ir |z

Die Substitution (1 + z)/(1 — z) =: z liefert die Darstellung

92 ~—1 2k+1
In(z) = fiir 2 > 0.
n(2) ;2k+1(z+1> e

Nun ist es moglich den Term In(5) nach unten abzuschétzen. Wegen

gilt
In(5) > 8/5.
Auflerdem gilt
21/13 0 21/13 . 8777701
21/13 __ >
¢ ]; kzo P386144720

Darauthin kann gefolgert werden, dass

In(5) < 21/13.

Abschitzung 2:

Lemma 5.15. FEs gelten die Abschdtzungen

9 25
— <In2) < —.

(5.51)

B 00 9 9 2k+1 8> 3 2 9 2k+1 8_ 4 -
2k 4+1\3 5T =2k +11\3 5 15309

(5.52)
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Beweis. Fiir den Beweis konnen wie im Beweis von Lemma 5.14 die Reihendarstellung

(5.51) und die Reihendarstellung der Exponentialfunktion herangezogen werden.

Zunéchst wird der Term In(2) nach unten abgeschétzt. Wegen

:;2k+

gilt
In(2) > 9/13.

AuBerdem gilt

(25 /36 (25 /36 43441
25/36 _ _
¢ Z - Z 210310784 =

k=0 =0

Daraufhin kann gefolgert werden, dass

In(2) < 25/36.

92 1 2k+1 9 >i 92 1 2k+1 9 B
1\3 137 &2k +1\3 13

11

15795 >0

O

In manchen Beweisen, die noch folgen, bietet es sich aus Griinden der Vereinfachung an, im

Vergleich zu Lemma 5.14 und Lemma 5.15 konservativere Abschitzungen heranzuziehen.

Diese werden nun formuliert.

Abschitzung 3:

Lemma 5.16. Es gelten die Abschdtzungen

3 13

Beweis. Folgt aus Lemma 5.14, da 3/2 < 8/5 und 21/13 < 13/7.

Abschitzung 4:

Lemma 5.17. Es gelten die Abschdtzungen

1
o m2) < -
6 < ™2 <15

Beweis. Folgt aus Lemma 5.15, da 11/16 < 9/13 und 25/36 < 7/10.

(5.53)

(5.54)
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5.3.5. Schranken fiir D, (d)

In diesem Abschnitt werden eine obere sowie eine untere Schranke fiir die Funktion
Dy(d) = (Dy(d))? mit Dy(d) aus (5.18) bestimmt. Die Formulierung der Schranken erfolgt
letztendlich in Korollar 5.20, Behauptung 5.22 und Behauptung 5.23. Die Abbildung 5.2
auf Seite 27 liefert eine Veranschaulichung der Schranken. Sie sind fiir Abschnitt 5.2 rele-

vant.
Eine obere Schranke in Abhéingigkeit von A\

Behauptung 5.18. Die Versuchspline mit d = 0 und d = 1 minimieren ﬁAzo(d), wobei
Dy_o(0) = Dy_o(1) = 1/2. Der Versuchsplan mit d = 1/2 mazimiert Dy_o(d). Dabei ist
Dy—o(1/2) =2/3.

Beweis. Die Ableitung des Nenners von Dy_o(d) lautet —2+ 4d, so dass an der Stelle d =
1/2 die einzige lokale Extremstelle zu finden ist. Der Rand und die lokale Extremstelle sind
somit die absoluten Extrema mit 15,\:0(0) = 15,\:0(1) =1/2 und ﬁA:0(1/2) =2/3. O

Behauptung 5.19. Seien A € (0,1] und d € (0,1). Dann gilt:

Dx(0) > Dy(d). (5.55)

Beweis. Fall 1 (A € (0,1)):

Es besteht der Zusammenhang

1

1 TS (M)

det(Zqr)([Bo, B1]")) = det(Zo ([Bo, 2] )L + " (Zoy (8o, 1]))"p] (5.56)

mit s = AN und p = [1,d]T - X(ZG)E(_O%()\)S, siche Fedorov (1996), S. 524. Fiir die

Matrix (Zo)([Bo, 51]7)) " existiert auf Grund ihrer Symmetrie eine Darstellung der Form
RTR. Wegen

1 B (1= XA\ +1) .-
1= T8 (Vs (L= A)A+ 1) = N)(Ad+X) =

und
p" (Zioy([Bo, B1)")) "' = (Rp)" (Rp) > 0

kann anhand der Gleichung (5.56) gefolgert werden, dass

det(Zay([Bo, BT > det(Zo)([Bo, A)).
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Auf Grund der Regel

gilt schliellich, dass

Di(d) = det((Zeny([Bo, £2]")) ™) < det((Zoy ([Bo, 1]7) ") = Da(0).

Fall 2 (A = 1):

Es gilt, dass D,(0) = Dy(d) = 0, siche (5.18). O

Das Resultat von Behauptung 5.19 ist plausibel, da ein Versuchsplan, der sich lediglich aus
zwei Versuchspunkten zusammensetzt, zu grofferen Schitzervarianzen fiihren sollte als ein
Plan, der neben den beiden Versuchspunkten des konkurrierenden Plans einen weiteren
dritten Versuchspunkt aufweist. Vergleiche dazu die Konstruktion des D-Kriteriums in
Abschnitt 5.3.1.

Eine Konsequenz von Behauptung 5.19 ist die, dass der Versuchsplan mit d = 0 den
Pléanen mit d € (0,1) fir A € (0, 1] unterlegen ist. Fiir A = 0 jedoch ist der Plan d = 0
D-optimal, sieche Behauptung 5.18.

Das folgende Korollar zeigt, dass die Funktion 5,\(61) fiir jedes A durch 1 — A\? nach oben
beschrinkt ist. Und damit insgesamt durch 1, da 1 — A2 < 1.

Korollar 5.20. Seien A € [0,1] und d € (0,1). Dann gilt:

Dy(d) < 1— X% (5.57)
Beweis. Folgt aus Behauptung 5.18 und Behauptung 5.19. [

Eine untere Schranke in Abhingigkeit von A

Fiir die Bestimmung einer unteren Schranke fiir lN),\(d) wird eine Fallunterscheidung vor-
genommen. Die Fallunterscheidung gliedert sich in die Falle A € [0,1/5) und A € [1/5, 1],
siehe Behauptung 5.22 und Behauptung 5.23. Um die Beweise der beiden Behauptungen
iibersichtlicher zu gestalten, werden einige Lemmata formuliert. Die rein technischen Lem-
mata sind in Anhang A zu finden. Das Ineinandergreifen der Lemmata und Behauptungen

wird in Abbildung 5.8 veranschaulicht.

Zunichst wird in Behauptung 5.22 die Schranke fiir den Fall A € [0,1/5) formuliert. Fir

den Nachweis wird Lemma 5.21 benétigt.
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A2 A3 A6 AT
0.18 1 [ 5.19 ) [ 5.21 Al A4 A5 A8 A9
5.22

A24)(A25)(A22)(A2 A27)(Al16)(A17 ) A18)[A.19

3 A.26
A31)(A30)(A28)(A10)(A12)(A14)(A20)(A21

5.19 521 ) (A33) (A2

5.23

A.32

Abbildung 5.8: Zwei Baume, die die Beweisaufbauten zu den Behauptungen 5.22 und 5.23
veranschaulichen. Die beiden Behauptungen ziehen die Lemmata A.1 bis
A.33 aus Anhang A, die Behauptungen 5.18 und 5.19 sowie Lemma 5.21
heran. In die aufgefiihrten Lemmata selbst fliefen wiederum die Behaup-
tungen 5.8 bis 5.13 und die Lemmata 5.14 bis 5.17 ein. Die letztgenannten
Abhéingigkeiten sind im Hinblick auf die Ubersichtlichkeit nicht Bestand-

teil der Baume.
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Lemma 5.21. Seien X € (0,1) und d € (0,1). Betrachte fiir Dy(d), die Notation

Dx(d) = ea(\)/ fa(N)

mit
ea(A) = (1= A2 (1 = X0y,
fa) =2((1 = (1 = d)AN) (1 — d\'%) — d(1 — d)).
Dann gilt:
Dy(d) > 0, (5.58)
ea(N) > 0, (5.59)
fa(A) > 0. (5.60)

Beweis. Im Weiteren bezeichnet die Schreibweise rg(A) den Rang einer Matrix A. Fiir

eine beliebige Matrix A € IR™*™ gilt

AT A ist positiv definit < rg(A) = n. (5.61)

Dariiber hinaus gilt
AT Aist positiv definit = det(A”A) > 0, (5.62)

siche Schmidt und Trenkler (2006), S. 99.

Nun zum eigentlichen Beweis. Die Matrix E(_S()\), siehe (5.8), ist das Ergebnis des Matri-
zenprodukts VTV mit

1 0 0
V=|- X ! 0
N Y v N e v :
Al 1
0 —
! V1= X\ /1 — \20-4) ]

siche Dette et al. (2008). Dies ermdglicht fiir die Matrix Zg)([5o, 51]7), siehe (5.9), die
Schreibweise
Zy([Bo, A" = X(Y{)VTVXQ) =M"M (5.63)
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mit V X(;) =: M. Die Matrix M hat dabei die Gestalt

1 0
v 1 d
V1= /1T )\ V1= 22
1 A 1 AN
L \/1 — \2(1-d) \/1 — \2(1-d) \/1 — \2(1—d) \/1 — )\2(1-d) |

Im néchsten Schritt wird jetzt gezeigt, dass rg(M) = 2 ist. Es ist zu erkennen, dass
der zweite Eintrag der zweiten Zeile von M unter den Voraussetzungen d € (0,1) und
A € (0,1) stets groBer Null ist. Das hat die Konsequenz, dass die ersten beiden Zeilen
von M linear unabhiingig sind. Somit gilt, dass rg(M) > 2. Da andererseits M € IR3*?,
gilt fiir die Matrix M, dass rg(M) < 2. Insgesamt folgt also, dass rg(M) = 2. Das
bedeutet nun, dass Zg)([By, 1)) wegen (5.61) und (5.63) positiv definit ist. Auf Grund
der Tatsache, dass Z(1)([o, £1]7) positiv definit ist, folgt, dass Z)([Bo, S1]7) ™" ebenfalls
positiv definit ist, siehe Schmidt und Trenkler (2006), S. 99. Dies hat wiederum zur Folge,
dass det((Zqy([Bo, 1]7)) ") stets groBer Null ist. Damit ist (5.58) gezeigt.

Die Aussage (5.59) gilt auf Grund der Voraussetzungen A € (0,1) und d € (0, 1) unmit-
telbar. SchlieBlich gilt (5.60) auf Grund von (5.58) und (5.59). O

Behauptung 5.22. Sei A € [0,1/5). Dann ist die Funktion Ly(\) = 1/2+ X eine untere
Schranke fiir Dy(d).

Beweis. Fall 1 (A =0):

Folgt aus Behauptung 5.18.

Fall 2 (\ € (0,1/5)):

Wegen Behauptung 5.19 geniigt es den Fall d € (0,1) zu betrachten. Im Weiteren wird
die Schreibweise Dy (d) = eq(N)/ fa(N) mit

ea(N) = (1= A*)(1 = A7)

und
fa) =2((1 = (1 = A (1 = dX'™) = d(1 - d))

verwendet. Es ist zu zeigen, dass

1
Di(d) = 5+
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Diese Ungleichung ist wegen (5.60) dquivalent zu der Ungleichung

calN) — 5 F) = MaA) 2 0. (5.64)

Definiere nun
eq(A) — %fd(/\) — AMa(A) = s1(A, d) + s9(A, d) + s3(\, d) + s4(A, d) =: s(\, d)

mit

st d) = d? (202 =X = 1) +d(—2)2 + A+ 1),
so(A,d) = =22\ 4 2X274d 4 209 — 2\
ss(\, d) = =M — N2 4 244 N2,

sa(A,d) = N7dd — N2

Wegen Lemma A.1 und Lemma A.4 gilt, dass
s(A\, d) = s1(A\, d) + sa(A, d) + s3(A, d) + s4(A, d) > s5(\, d) + s2(A,d) =: (A, d). (5.65)
Eine Zentrierung des Versuchsraums [0, 1] auf [—1/2,1/2] liefert:

tl()\,d) = tl(/\,C+ ]./2)
23 7 23

— 2 22 2)\c+3/2 2)\3/27(: )\c+3/2 )\3/ch a4 ==
c 250 ¢+ ¢+ + 1 + 100

= t2(>\, C).

Die Funktion #2(A, ¢) ist wegen Lemma A.5 konvex in A\. Wegen Lemma A.8 ist t2(, ¢)
an der Stelle A = 1/5 monoton nicht steigend in A. Da schliellich wegen Lemma A.9
to(1/5,¢) > 0, gilt t5(\, ¢) > 0. Somit gilt wegen (5.65) die Ungleichung (5.64). Damit gilt
insbesondere auch Dy(d) > 1/2 4 A. O

Die Funktion L;(A) aus Behauptung 5.22 liefert also eine untere Schranke fiir den Fall
A € [0,1/5). Nun wird eine Funktion préisentiert, die eine untere Schranke fiir den Fall
A € [1/5,1] darstellt. Diese Funktion wird in Behauptung 5.23 formuliert.

Behauptung 5.23. Sei A € [1/5,1]. Dann ist die Funktion Lo()\) = 81(1 — A?)/100 eine
untere Schranke fiir Dy (d).

Beweis. Fall 1 (A € [1/2,1)):
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Wegen Behauptung 5.19 geniigt es den Fall d € (0,1) zu betrachten. Erneut wird die

Schreibweise Dy(d) = eg(\)/fa(A) mit
ea(A) = (1= N*)(1 = A*17D)
und
fa\) = 2((1 = (1 = d)A)(1 = dN'™") = d(1 - d))

verwendet. Es ist zu zeigen, dass

~ 81
Di(d) > ——(1 — \2).

Diese Ungleichung ist wegen (5.60) dquivalent zu der Ungleichung
100eq( ) + 81 f4(A)A* — 81 f4(N\) > 0.
Nun wird (5.67) bewiesen. Definiere
100eq(A) + 81 f4(A)A* — 81 f4(N\) =: s(\, d).
Eine Zentrierung des Versuchsraums [0, 1] auf [—1/2,1/2] liefert:

s(\,d) = s(A\,c+1/2)
= s51(A\,¢) + s2(A, ) + s3(A, €) + s4(A, ¢) + s5(A, ¢)
= z1(\, ¢)

mit
(A c) = —162(A — 1)’ (A + 1),

(A, ¢) = S8INTH2(—1 4 2¢) 4+ 8IN/27¢(—1 — 2¢),
s3(\, ) = SINTV2(1 — 2¢) + 8INY27¢(1 + 2¢),
(A, ¢)
(A 0)

= —100X\**T — 100A1 72,

81 443 81 43

2 2

Wegen Lemma A.11, Lemma A.13 und Lemma A.15 gilt fir ¢ € [0,1/2], dass

21(A,€) = s1(A, ¢) + s2(A, ) + s3(, €) + s4(A, ) + s5(A, ¢)

> 51(A, €) +ma(A, ) +ma(A, ¢) + ma(X, ¢) + s5(A, ¢) =1 2a(A, ¢).

(5.66)

(5.67)

(5.68)

Nun ist z3(A, ¢) monoton fallend in ¢, sieche Lemma A.32. Da auerdem z3(\, 1/2) = 0 ist,
folgt zunéchst, dass z2(A, ¢) > 0 ist. Wegen s(A, ¢+ 1/2) > z9(\, ¢) gilt (5.67) und damit

auch (5.66). Aus Symmetriegriinden gilt (5.66) auch fiir ¢ € [—1/2,0).



5.3 Voriiberlegungen zu den Abschnitten 5.1 und 5.2 61

Fall 2 () € [1/5,1/2)):
Anfangs analog zum ersten Fall. Statt (5.68) gilt hier abweichend fiir ¢ € [0, 1/2], dass
z1(A\, ¢) = s1(\ ¢) + sa(A, ) + s6(A, ) + s5(A, €)
> s1(A, ) +ma(A, ¢) +mg(A, ) + s5(A, ¢) = z3(A, ¢) (5.69)
mit sg(A, ¢) und mg(A, ¢) aus Lemma A.29.

Die Funktion z3(A,c) ist monoton fallend in ¢, siche Lemma A.33. Wegen z3(\,0) = 0
folgt, dass z3(A,c) fiir ¢ € [0,1/2] positiv ist. Die weiteren Beweisschritte entsprechen

denen aus dem ersten Fall.
Fall 3 (A =1):
Folgt aus (5.18). O

Die hergeleiteten Schranken aus Korollar 5.20, Behauptung 5.22 und Behauptung 5.23
sind fiir Abschnitt 5.2 relevant.

5.3.6. Relative D-Effizienzen

In diesem Abschnitt wird der Quotient

D)\(dy)
Dy (dy)

= qd,,dp (/\)

betrachtet. Genauer gesagt werden beziiglich dieses Quotienten untere Schranken fiir aus-
gewihlte Versuchspunkte d; und ds bestimmt. Die Ergebnisse sind fiir Abschnitt 5.2

relevant. Die Quotienten werden als relative D-Effizienz bezeichnet.
Effizienzvergleich der Pline mit d =0 und d = 1/2

Als Erstes werden die relativen D-Effizienzen des Versuchsplans mit d = 0 beziiglich des
Versuchsplans mit d = 1/2 untersucht, wobei zunéchst der Fall A € (0, 1) betrachtet wird.

Sie lauten

D/\(1/2) ( 2( ) )1/2
D\(0) A+ DA =42 +3)"

)

Die erste Ableitung der Funktion 2(1 — A)/((A 4 1)(A — 4AY/2 + 3)) ist gegeben durch

%,1/2()\) =

2(1 = XA (N2 4 )\ 12
(A4 1)(A = 4M1/2 + 3))>
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Diese ist fiir A € (0,1) stets positiv. Somit sind die relativen D-Effizienzen gq /() mo-
noton wachsend in A. Das Minimum von ¢g1/2(A) wird folglich fiir den Grenzfall A — 0

realisiert. Das Maximum wird dagegen fiir A — 1 angenommen. Es gilt
lim go1/2(N) = (2/3)"/% ~ 0.817.
A—=0
Wegen Abschnitt 5.3.3 gilt, dass
;1_% Qoa/2(A) = 1.

Somit nimmt die Uberlegenheit des #quidistanten Versuchsplans mit wachsender Korre-
lation ab. Dagegen ist speziell fiir A = 0 der Plan mit Versuchspunkt d = 0 dem Plan mit
d = 1/2 iiberlegen. In diesem Fall betrigt die relative D-Effizienz des Plans mit d = 1/2
beziiglich des Plans mit d =0

Dy—0(0)

= DD~ (3/4)"/% ~ 0.866.

Q1/2,0(0)

Effizienzvergleich der Pline mit d = 0 und d = 3/8

Nun werden die relativen D-Effizienzen des Versuchsplans mit d = 0 beziiglich des Ver-

suchsplans mit d = 3/8 untersucht. Sie lauten fiir A € (0,1)

Di(3/8) _ ( 32(N? — AF/4 N34 4 1)
DA(0) V(I = A)(A+ 1)(I5A — 24\5/8 — 40\3/8 + 49)

Die erste Ableitung von 32(A2 — A>/4 — X34 1) /[(1 = A) (A + 1) (15X — 24\5/8 —4073/8 4-49)]

lautet

)1/2‘

%,3/8()‘) =

m1<)\)
(1= N)(A+ 1) (15X — 24X5/8 — 4073/ + 49))2

mit
my(A) = my(z°)
=8(1 — 2)%(z + 1)*(602*° + 2402 + 7202*" + 16202°° + 32402° + 57002*
+ 92552 + 138602°% 4+ 195602* + 261122*° + 33183z 4 403442
+ 468962'7 + 524162 + 558842 4 57188z + 555322 + 5166022
4 453002 4 3796820 + 2983227 4 224562° + 1570927 + 104642°
+ 63362° + 36122 + 17732° + 7802 + 2402 + 60).
Auf Grund der Substitution A = 2% ist leicht zu erkennen, dass die erste Ableitung fiir
A € (0,1) stets positiv ist. Damit sind hier die relativen D-Effizienzen erneut monoton

wachsend in \. Es gilt:
lim go 3/5(\) = (32/49)"/% ~ 0.808.
A—0
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Natiirlich gilt hier auch, dass
}\1_}11% q0,3/8(>\) = 1.

Fiir A = 0 gilt hier, dass
q3/80(0) = (49/64)1/? = 0.875.

Effizienzvergleich der Pline mit d =0 und d = 1/4

Als Néchstes werden die relativen D-Effizienzen des Versuchsplans mit d = 0 beziiglich

des Versuchsplans mit d = 1/4 untersucht. Sie lauten fiir A € (0, 1)

Dy(1/4) 8(1 — AV2)2(A + A2 1) 172

011N = 50 T AN T D EA = D 12N 1 13)

Die erste Ableitung von 8(1—AY2)2(A+AY24+1)/[(1 = A)(A+1)(3X — 414 —1201/4 4-13)]

lautet dann
ma(A)

(T =X (A + 1)(3BXA — 4X3/1 — 12\1/4 1 13))2

mit
ma(A) = 44 = 1S 4 1)2(6AM4 4 1802 3904 4 64X% 4 88AT/4 + 114)%/2
+ TLANYH 4 102X + 54034 4 32012 4 1AM 4 6)A%/4,

Es ist leicht zu erkennen, dass dieser Ausdruck ebenfalls fiir A € (0,1) stets positiv ist.

Damit sind hier die relativen D-Effizienzen erneut monoton wachsend in A. Es gilt:
lim o1 /4(A) = (8/13)"/% ~ 0.785.
A—0
Natiirlich gilt hier auch, dass
;l_{q Qo1 /4(A) = 1.

Fiir A = 0 gilt hier, dass
q1/40(0) = (13/16)2 ~ 0.901.

Effizienzvergleich der Pline mit d =0 und d = 1/8

Analog zum bisherigen Vorgehen lautet der Zéhler der ersten Ableitung hier

ma(X) = SAVH — 1)S(AV4 1 1)2(28X\31/4 4 84N15/2 1 189N2/4 1 344\T + 5647/
+ 852132 £ 1218A%/% + 1640X° 4 209612374 4 2596 A11/2 4 3086121/* 4 3608\
+ 407614 4 4564092 4 487TALT/* 4 5128\ + 5132A1%/% 4 5032)7/2
+ 4623\ 4 407603 + 3164\ + 25040%/2 + 186614 + 143617 + 10167A7/4
+ T60XY2 4+ 502054 + 364\ 4 212034 4+ 136112 + 55A/4 4 28)\~7/4,
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Dieser ist erneut stets positiv. Es gilt
lim go.1/8(\) = (32/57)"2 ~ 0.749.
A—0

Fiir A = 0 gilt, dass
q1/8.0(0) = (57/64)"/% ~ 0.944.

Effizienzvergleich der Pline mit d =1/4 und d = 1/2

Es gilt, dass der Versuchsplan mit d = 1/4 gegeniiber dem Versuchsplan mit d = 1/2
im ungiinstigsten Fall circa 2.5 Prozent an relativer D-Effizienz verliert. Dagegen verliert
andersherum der Versuchsplan mit d = 1/2 gegeniiber dem Versuchsplan mit d = 1/4 im

ungiinstigsten Fall etwa 3.9 Prozent, siehe Behauptung 5.24.

Behauptung 5.24. Gegeben seien die beiden Versuchspline mit d = 1/4 beziehungsweise
d=1/2. Dann gilt:

a)
q1/a1/2(A) > (19/20)2 ~ 0.975,

b)
min qi/21/2(\) = (12/13)"/2 ~ 0.961.

Beweis. Zu a):

Fir A € [0,1) gilt:

(A =123\ — 4X3/4 — 12AV/4 1+ 13)

. 1/2
Q1/4,1/2<>\) - <4()\1/2 . 1)2(/\ _ 4)\1/2 + 3)()\ + )\1/2 + 1))

Die Behauptung gilt, falls

) (A= 1)2(3\ — 4X%/4 — 12014 1 13) 19
(Q1/4,1/2()\)) = > —.
4A2 = 12X —4AXN243) (A + A2 +1) — 20

Aquivalenzumformungen liefern die Ungleichung
—16X% — 80AM/4 1 3800%/2 — 2400Y* — 392\% + 1607\7/* 4 3041/
+480A5/% — 840\ — 80AY* + 532X\ — 240\1/* 4- 32 > 0. (5.70)

Eine Substitution mittels A = z* liefert fiir die linke Seite der Ungleichung (5.70) den

Term

4(1 — 2)* (2 + 1)%(42” + 242° — 632° + 372* — 432% + 972 — 52z + 8).
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Es bleibt zu zeigen, dass der Term
427 + 242° — 632° + 372" — 432° + 972* — 527 + 8 (5.71)

fir z € [0, 1) positiv ist.
Fall 1 (z € [0,1/2)):

Die Substitution z = y/2 in (5.71) liefert den Term

1 :
5@7 + 12y° — 63y° + Tdy* — 172y° + 776y — 832y + 256).

Nun ist fiir y € [0, 1] zu zeigen, dass

y" 4 12y° — 63y° + Tdy* — 172y% + T76y* — 832y + 256 =: py(y)
positiv ist.
Es gilt

pi(y) > =297 + 1295 — 639° + Tdy* — 172¢% + 7761 — 832y + 256
= (2 —y)(2y° — 8y + 47y* + 20y° + 212y* — 352y + 128).

Nun ist zu zeigen, dass
2% — 8y® 4 4Ty + 20y° 4 212y% — 352y + 128 =: py(y)

positiv ist. Die Funktion py(y) ist wegen

82
Wpa(y) = 60y — 160y> + 564y + 120y + 424
Y
> 60y* — 160y° 4 564y> + 120y + 424
= 60y 4 404y° + 120y + 424

>0
konvex.

Die Gerade
33499903 4134721

1) = 100000~ 800000 ¥
stellt die Tangente der Funktion po(y) an der Stelle y = 13/20 dar. Da die Tangente
am Rand die Funktionswerte s;(0) = 33499903/6400000 und s;(1) = 84427/1280000

aufweist, sind die Funktionswerte fiir y € [0, 1] stets positiv. Auf Grund der Tatsache,
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dass die Tangente eine untere Schranke der konvexen Funktion pe(y) darstellt, ist die

Funktion ps(y) ebenfalls positiv.
Fall 2 (z € (1/2,1)):
Die Substitution x = 1/2 + y/2 in (5.71) liefert den Term

1
3—2(y7 419y + 30y° — 26y* — 231y> + 275y + 264y + 52).

Nun ist fiir y € (0, 1] zu zeigen, dass

y" 4+ 19y° + 30y° — 269" — 231y> + 275y + 264y + 52 =: p3(y)
positiv ist. Dies gilt mit Behauptung 5.13.
Zub):

Das Minimum der Funktion gy/21/4(A) stimmt mit dem Minimum des Terms (g 2,1/4(A))?

iiberein. Es gilt

2 _ my(A) .
(%/2,1/4()\)) = m5()\) = 7“10\)
mit
ma(\) = 42 =120 = 4N2 £ 3) (A + A2 1)
und

ms(A) = (A — 1)%(3X — 4X3/* — 12014 1 13).
Der Zéahler der ersten Ableitung von 71 (\) lautet
— 4N 130092 — 5N/ — 5EAT 184N/ 1 20T/ 5213/
— 304\% — BRAN/A 4 9560772 4 592XV — T36A2 — 272274 — 172032 — 5EA/4
+ 560X + 556031 — 63412 — 568\ 4 1200711 — 1820712 £ 36073/ + 536.

Die Substitution A = z* liefert den Term 2(z — 1)%(z + 1)*(2? + 1)ps(z)2 =3 mit
pa(r) = —22° + 72" + 625 — 92° — 482* — 992° — 702% — 19z + 18.

Wegen p4(0) = 18 und p4(1) = —216 hat die Funktion py(x) auf Grund des Zwischenwert-
satzes mindestens eine Nullstelle in dem Intervall [0, 1]. Andererseits existiert wegen
0

a—m(az) = —162" + 4925 + 362° — 452* — 1922° — 29722 — 140z — 19
xr

< —162" + 492° + 362° — 4525 — 1922° — 29722 — 1402 — 19
= —162" — 14325 — 92° — 29722 — 1402 — 19 < 0
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hochstens eine Nullstelle. Somit existiert genau eine lokale Extremstelle. Zudem kann auf
Grund des Vorzeichens der Ableitung gefolgert werden, dass qi/2,1/4()) bis zur Extremstelle
monoton wachst und danach monoton féllt. Dies bedeutet, dass das globale Minimum am

Rand zu finden ist. Wegen
lim =
ym 1/21/4(A) =1

und

q1/2,1/4(0) = (12/13)1/2 <1

ist das globale Minimum an der Stelle A = 0 zu finden. Die Minimalstelle hat den Funk-
tionswert (12/13)/2 ~ 0.961. O

Effizienzvergleich der Pline mit d =1/8 und d = 1/2

Behauptung 5.25. Gegeben seien die beiden Versuchspline mit d = 1/8 beziehungsweise
d=1/2. Dann gilt:

a)
qi.1/2(N) > (17/20)2 = 0.922,

b)
min qi721/5(\) = (16/19)Y? ~ 0.918.

Beweis. Zu a):
Fir A € [0,1) gilt:

(A — 1)2(TA — 8AT/® — 5618 + 57)

1/2
16(A\ — 4\ 4 3) (A2 — AT/ — \1/4 4 1)) '

quys,172(A) = (

Die Behauptung gilt, falls

) (A= 1)2(TA — 8AT/® — 568 + 57) 17
(q1/8,1/2(N)” = >
16(N — 4AL/2 4+ 3) (A2 — \7/4 — A4 1 1) = 20

Aquivalenzumformungen liefern die Ungleichung

_§>\3 B g)\QS/S " %)\11/4 +1TAY2 17N — %AWS + %)‘2 + A + %)\7/4
17 603, 5 ol > =

) T T 59 WA ) U (/LS ) R A S V0 WA Nt R S e =1}
T 167 2 * 3 PR
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Eine Substitution mittels A = ® liefert fiir die linke Seite der Ungleichung den Term
(= 2+ 12+ Do)
mit
me(r) = 3327 4 732'° 4 382" + 782 — 1962 — 1162'% — 1862 + 17420 — 1462°

+1742% — 14627 + 4542°% — 1162° + 4442* — 19423 + 8622 — 199z + 81.
(5.72)

Es bleibt zu zeigen, dass der Term mg(x) fiir x € [0, 1) positiv ist.
Fall 1 (z € [0,1/2]):
Die Substitution = y/2 in (5.72) liefert den Term (ps(y) + ps(y))/131072 mit

ps(y) = 33y'" + 146y + 152y 4 624y'* — 3136y"* — 3712y — 11904y"* + 2227240
— 37376y" + 89088y® — 149504y + 929792y/°

und

ps(y) = — 475136y° + 3637248y" — 3178496y> + 2818048y — 13041664y + 10616832.

Wegen Behauptung 5.13 gilt, dass ps(y) positiv ist. Es bleibt somit zu zeigen, dass fiir
pe(y) selbiges gilt. Es gilt

ps(y) > —475136y° + 3637248y* — 31784961° + 2818048y* — 13041664y + 10616832
=: pr(y).

Weiter gilt

> —51° + 36y* — 32¢% + 28y% — 131y + 106
pr(y) > 100000( Yy + 36y y° + 28y y +106)
> 31yt — 3293 + 2842 — 131y + 106).
> To0000 LY vy y+106)
Definiere pg(y) := 31y* — 32y3 + 28y — 131y + 106. Wegen

)
a—pg(y) = 124y® — 969 + 56y — 131
Y

< 124y® — 96y> + 56y — 56y — T5y°
= —A7y?

<0
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und pg(1) = 2 folgt, dass ps(y) > 0. Dies bedeutet, dass mg(x) positiv ist.
Fall 2 (z € (1/2,1)):
Die Substitution x = 1/2 + y/2 in (5.72) liefert den Term py(y)/131072 mit

po(y) = 33y"" + 707y"® + 6976y + 42864y + 181860y + 551388y'? + 1179696y
+ 1641472y 4 954222y — 15494469° — 4927584y" — 6183440y° — 20718201°
+ 9348076y + 21227120y° 4 22263584y> + 161177y + 1213307.

Mit Behauptung 5.13 kann gezeigt werden, dass pg(y) positiv ist. Damit ist mg(z) ebenfalls

positiv.
Zub):

Das Minimum der Funktion ¢j/21/s(A) stimmt mit dem Minimum des Terms (g 2,1/s(A))?

iiberein. Es gilt

mrz (A
(7210 = 2 =i
mit
m7(/\) _ 16()\1/4 o 1)2(/\ _4)\/2 + 3)()\3/2 + \P/4 A+ )\3/4 + \1/2 4+ \1/4 + 1)
und

ms(N) = (A — 1)%(7A — 8A/® — 5618 + 57).

Zunéchst wird gezeigt, dass r2(A) > 16/19. Diese Ungleichung ist dquivalent zu

33 4 2028 %)\“/4 — 19NY/2 1 19\Y* 1 14\17/8 4 gv — 4AV/8 %AW

—?W‘* — 2898 4 %)\ + 2N/ 19N — 19NY/2 — 54—7>\1/4 + 14\Y8 > 0. (5.73)

Eine Substitution mittels A = 2® liefert fiir die linke Seite der Ungleichung den Term
}1(1 — o)z + 12 + 1)(mo(z) + muo(2))

mit

mo(r) = — 122" — 202" — 132M — 212" + 502'% + 342! + 482" — 2427

+ 402® — 2427 + 2525

und

myo(z) = 152°% — 802° + 34x* — 782° + 5527 — x + 56.
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Mit Behauptung 5.13 kann gezeigt werden, dass mg(x) positiv ist. Somit bleibt zu zeigen,
dass die Funktion my(z) fir o € [0, 1) positiv ist. Es gilt

mio(z) = (1 — x)ma(z)
mit
mii(z) = —142° + 662" + 322° + 1102* + 55z + 56.
Wieder kann Behauptung 5.13 herangezogen werden um nachzuweisen, dass
mll(x) 2 0.
Somit ist die Ungleichung (5.73) gezeigt. Wegen qi/2.1/s(0) = (16/19)'/? wird die Schranke
angenomimen. 0

Effizienzvergleich der Pline mit d =1/8 und d =1/4

Behauptung 5.26. Gegeben seien die beiden Versuchspline mit d = 1/8 beziehungsweise
d=1/4. Dann gilt:

a)
q1/8.1/4(N) > (9/10)2 = 0.949,

b)
min qi/a1/5(\) = (52/57)12 ~ 0.955.

Beweis. Zu a):

Die Ungleichung

9
N2> =
(a178.1/4(X)” 2 5
ist dquivalent zu der Ungleichung
—1(1)23 AP — BON*/® 4 ?—2/\“/4 — —Qig X2+ BON/S + 217>\9/4 — 560A"/
8895 117 27 1057
— N2 AT L 560A1/8 — 640032 4+ SOAY/E £ N4 4 )
R TR AT R N MR TS
9 2307 225 9003
—80A7/® + Z)G”/“ + 5607°/8 — TAW + E)\I/‘l —560AY8 + =2 > 0. (5.74)

Eine Substitution mittels A = z® liefert fiir die linke Seite von (5.74) den Term

%(1 —2)*(x 4+ 1)*mys(z)
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mit

mia(z) = — 10932 4 1872 — 20622'7 4 4982'° — 17512 + 809z — 1548z
+ 997222 — 1388z + 19092210 — 13882 + 190922% — 268z
+ 1893225 + 6652° + 18585z + 35423 + 1827422 + 43x + 9003.

Mit Behauptung 5.13 kann gezeigt werden, dass myz(x) positiv ist. Somit gilt die Behaup-
tung.

Zub):

Die Ungleichung

52
N2> =
(Q1/4,1/8< )" > 57
ist dquivalent zu der Ungleichung
155 35 414 Oys5p2 10,94 125 .5, 65 .,
16>\ 16)\ +4)\ 4)\ * 16>\ 16)\
15 35 5 15 125 65
— N NS N2 N\ >, :
16 + 16 4 + 4 16 + 16 — 0 (5:75)

Die Substitution A = z* fiihrt auf der linken Seite von (5.75) zu dem Term

)
E“ — ) (=32 + 2+ o+ 13) (2 + 2+t + P 2P 2+ 1),

Der Term —3x23 + 2% + x + 13 ist wegen Behauptung 5.13 positiv. Da die weiteren Ter-
me ebenfalls positiv sind, folgt, dass der gesamte Ausdruck positiv ist. Somit gilt die

Behauptung. O]

Effizienzvergleich der Pline mit d = 1/8 und d = 3/8

Behauptung 5.27. Gegeben seien die beiden Versuchspline mit d = 1/8 beziehungsweise
d = 3/8. Dann gilt:

a)
q1/8.3/8(N) > (17/20)'/% 2 0.922,

b)
man qs/s.1/5(A) = (49/57)Y% ~ 0.927.

Beweis. Zu a):
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Die ersten Uberlegungen koénnen analog zum Beweis von Behauptung 5.26 getiitigt werden.

Statt (1 — 2)3(x 4 1)*miz(x) > 0 ist hier dann aber zu zeigen, dass (1 — x)my3(z) mit

myg(r) = 11521 + 27528 + 25027 + 16220 — 32" — 6112 — 7762 — 26422
— 7362 + 8962 — 5762° 4 20162° — 4562 + 19762° — 6112°
+ 16612 — 9262° + 6342 — 813z + 307 (5.76)

positiv ist. Es gilt mit Behauptung 5.13
maz(r) > — 6112° 4+ 16612* — 9262 + 6342? — 813z + 307 =: my4(z).

Der Term mq4(z) ist konvex, denn die Minimalstelle der zweiten Ableitung von my4(x)
hat den Funktionswert 515383/1928. Analog zu den Uberlegungen in Behauptung 5.24
kann nun gezeigt werden, dass die Tangente an der Stelle 121/200 positiv ist. Da diese

eine untere Schranke liefert, ist die Behauptung gezeigt.
Zub):

Der Beweis kann zu Beginn wieder analog zum Beweis von Behauptung 5.26 gefiihrt

werden. Hier ist zu zeigen, dass & (1 — 2)*z(z 4 1)*my5(2) mit

mys(r) = — 5122 — 9042'7 — 10732'° — 489215 — 3152 + 215723 + 233122
+ 2059zt + 2233210 — 7832 + 18412® — 3527x7 + 15472° — 34292°
+ 21572 — 242723 + 31592% — 492 + 2744

fiir x € [0, 1) positiv ist. Fiir den Nachweis geniigt es, Behauptung 5.13 heranzuziehen. [

Effizienzvergleich der Pline mit d = 1/4 und d = 3/8

Behauptung 5.28. Gegeben seien die beiden Versuchspline mit d = 1/4 beziehungsweise
d =3/8. Dann gilt:

a)
Gr/a3/8(N) > (49/52)"/% 2 0.901,

b)
min qss.1/a(\) = (49/52)Y% ~ 0.971.

Beweis. Zu a):
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Erneut konnen die ersten Uberlegungen analog zu den bisherigen Beweisen gefiihrt werden.

Nach Aquivalenzumformungen und der Substitution A = 2% ist hier zu zeigen, dass

3%(1 — ) (x+1)*(2® — 2+ 1)(2* + 2+ 1)mg(z) > 0

mit

mag = 3z + 3z 4+ 2622 — 50212 4+ 142 — 81821° + 2092° — 31128
+ 52127 + 2092° 4+ 10382° + 2062* + 14223 — 37822 + 1952 + 195.

Die Funktion myg(x) ist wegen Behauptung 5.13 positiv.
Zub):
Auch Teil b) kann analog gezeigt werden. Aquivalenzumformungen und die Substitution

A = 28 liefern die Ungleichung

%6(1 —a)’2*(x +1)*(2® — 2+ 1)(2 + 2+ 1) (mr(z) + myg(z)) >0

mit
myr(z) = — 482 — 48z — 2922 + 202" — 292° 4 3972°

und

myg = 4062° — 2927 + 4912 — 3412° — 292" — 8132° + 1922 + 682 + 588
= 2(627 4 422° + (20 — 202)%2° + 282° + (27 — 27z)*x* + 372 + (39 — 39z)%2°
+ 2% + x(p1o()) + (44 — 44z)?2* + 142° + 40z
+ (10 — 10x)* 4+ 20) + (2 — 2)*(3 — 2)(7 — z)*.

Dabei ist pio(z) = 33002% — 5600z + 2400. Die quadratische Funktion pio(z) hat ihr
Minimum an der Stelle x = 28/33. Daraufhin gilt wegen p10(28/33) = 800/33 > 0, dass
pio(z) nur positive Funktionswerte besitzt. Somit ist zu erkennen, dass mig(z) positiv
ist. Es bleibt zu zeigen, dass my7(z) positiv ist. Dies kann mit Behauptung 5.13 gezeigt

werden. []

Effizienzvergleich der Pline mit d = 3/8 und d = 1/2

Behauptung 5.29. Gegeben seien die beiden Versuchspline mit d = 3/8 beziehungsweise
d =1/2. Dann gilt:
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ss.1/2(N) > (17/20)'/% 2 0.922,

b)
min qu/2,/5() = (48/49)"/° ~ 0.990.

Beweis. Zu a):

Der Beweis kann erneut analog durchgefiihrt werden. Nach Aquivalenzumformungen und

der Substitution A = 2® ist dann hier zu zeigen, dass

S(1= 0P + 17 + Dmuo(e) > 0

mit
mig(z) = — T2'" — 72" — 142" 4+ 1062 — 1802 + 1402'? — 2142 + 2262" — 2982°
+ 3422 — 4627 + 4742° — 842° + 2362* — 1182° + 8227 + 41z + 41.

Die Funktion mjg(x) ist wegen Behauptung 5.13 positiv.
Zub):

Hier liefern Aquivalenzumformungen und die Substitution A = 2® die Ungleichung
1 3,3 20,2
5(1 —x)’x’(x + 1) (27 + 1)(moo(x) + mor(z)) >0
mit
moo(z) = — da' — 42" — 82 — 80z + 1082 — 8427 + 892°
und

Mo (1) = 642® — 11127 + 2282° — 1562° + 85x* — 2272° + 1162% — 76z + 120.

Wegen Behauptung 5.13 ist mog(x) positiv. Es bleibt zu zeigen, dass mag;(z) ebenfalls

positiv ist. Nun

mo1(z) = 27 + (8 — 81)%2% + (4 — 4x)?2° + 242° + (14 — 142)*x* + (14 — 142)*2® + 182°
+ (5 — 5)%2? + (16 — 162)%2? + (11 — 11z)%x + (120 — 772)(1 — ).

Anhand dieser Darstellung ist zu erkennen, dass ms(z) positiv ist. Damit gilt die Be-

hauptung. O]



6. D-Effizienzen von Versuchsplianen bei unbekannten

Storparametern

In diesem Kapitel wird vorausgesetzt, dass die vier Parameter /3y, 81, o2 und A unbekannt
sind. Abweichend zu Kapitel 5 wird also der Fall betrachtet, dass A und o2 zusitzlich
unbekannt sind und somit ebenfalls geschéitzt werden miissen. Beziiglich der Versuchsde-
signs wird in diesem Kapitel die Einschrankung vorgenommen, dass jede Versuchseinheit
drei Versuchspunkte aufweist. Dabei stehen nur Versuchsplédne zur Auswahl, bei denen
innerhalb einer Versuchseinheit zwei Versuchspunkte mit ;1 = 0 und x5 = 1 bereits fest-
gelegt sind, so dass nur noch die Wahl des dritten Versuchspunkts zu untersuchen ist.
Es stellt sich nun die Frage, welcher Versuchsplan in der vorliegenden Situation eine gu-
te Schéatzung der Regressionskoeffizienten ermdéglicht. Da die Restriktionen beziiglich der
Versuchsplane auch im vorherigen Kapitel Gegenstand der Untersuchungen war, ist es das

Ziel, die jeweiligen Resultate miteinander zu vergleichen.

In Abschnitt 6.1 wird zunéchst ein Verfahren vorgestellt, mit dem es moglich ist, die
Parameter Sy und (; bei unbekannten Storparametern zu schétzen. In Abschnitt 6.2
wird daraufhin eine Simulationsstudie durchgefiihrt, in der Versuchspléane beziiglich der
Schiitzung des Vektors [By, 517 miteinander verglichen werden. Da in dem Verfahren
aus Abschnitt 6.1 auch eine Schitzung des Storparameters A\ erfolgt, wird ebenfalls in
Abschnitt 6.2 untersucht, wie sich die Wahl des Versuchsplans auf die Schatzungen dieses
Parameters auswirkt. Die Simulationsstudie in Abschnitt 6.2 erfolgt fiir vier verschiedene
Anzahlen an Versuchseinheiten, so dass die Anzahl der Versuchseinheiten als weiterer

Aspekt in die Untersuchungen eingeht.

6.1. Zweistufige Schatzung

In diesem Abschnitt wird ein zweistufiges Verfahren vorgestellt, das dem Vorgehen in
Fahrmeir et al. (2007), S. 142 f., angelehnt ist. In der zitierten Arbeit werden lineare Mo-
delle betrachtet, in denen die Fehlerterme einem autoregressiven Prozess erster Ordnung
folgen. Hier dagegen héingt die Abhéngigkeit nicht von der Ordnung der Beobachtungen

ab, sondern von der Distanz der Versuchspunkte.

Ein Bestandteil des Vorgehens hier ist es, zwei Parameter mittels der Maximum-
Likelihood-Methode zu schétzen. Fiir die Bestimmung der Likelihood-Funktion ist jedoch

75
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eine Fallunterscheidung erforderlich. Der Grund ist der, dass fiir A = 0 und fiir A € (0, 1),
wobei d € (0,1) ist, die Matrix Z(_S()\) herangezogen wird, diese jedoch fiir A € (0,1),
wobei d € {0,1} ist, nicht verwendet werden kann, siche Abschnitt 5.3.1. Dabei zeigte
sich in den Ausfithrungen in Abschnitt 5.3.1, dass der dritte Versuchspunkt in den Féllen
A € (0,1), wobei d € {0, 1}, keine zusétzlichen Informationen liefert. Da eine doppelte
Beobachtung auch hier keinen Informationsgewinn liefert, wird in diesem Abschnitt ana-
log vorgegangen. Somit setzt sich eine Versuchsreihe fiir den Spezialfall A € (0,1) mit

d € {0,1} lediglich aus den beiden Randpunkten zusammen.
Fall 1 (A =0):

Die Likelihood-Funktion lautet

1 1 n "
(- X118 (v — X11), (6.1)

LM 2 \) = _
v (B0 b N) = et @ oy 172 P 307

wobei X([;l; =1,® X(l).
Fall 2 (A € (0,1)):
Die Likelihood-Funktion lautet

( 1

1
(2m)ndet (1, @ gy (02, A))l/QeXp(—é(y — ng;ﬁ)T L
(I @ S (0% M)y — X[ B)) falls d € {0,1},
Lél)(50,51,02,)\) = <
! 1 In] g\T
(2m)3n/2det (I, @ Sy (02, /\))1/26Xp(_§(y —XpB)" -
(L @ S0 M)y — X18)) falls d € (0,1),

(6.2)

wobei X{) =1, ® X(q).

Fiir die Schatzung der Parameter wird nun das zweistufige Verfahren herangezogen. In
einem ersten Schritt werden die Parameter 5y und (; mittels der gewohnlichen Kleinste-
Quadrate-Methode geschétzt. Diese Schitzwerte werden jedoch nicht fiir die Schétzung
des Modells verwendet. Stattdessen werden sie fiir eine Schéitzung der beiden anderen
Parameter benutzt. Dies geschieht im zweiten Schritt wie folgt. Der aus der gewdhnlichen
Kleinste-Quadrate-Methode resultierende Vektor der Residuen ¢ =y — X (XT X)Xy
liefert eine Schétzung des Fehlervektors e. Wird nun in (6.1) beziehungsweise (6.2) der

Vektor y — X durch é) ersetzt, so erscheinen die Parameter 3, und 8; nicht mehr in
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Lg(,l)(ﬁo, B1,02,A). Die neue Likelihood-Funktion lautet daraufhin fiir A = 0

1
(2m)32det(I, ® o215

L. .
LY (0%, 2) = e~ (e )7e) (63)

beziehungsweise fiir A € (0, 1)

( 1
(2m)ndet(1, @ (o) (02, X))1/2

1, . _ A
exp(—i(e(l))T(]n ® E(0% (027 )‘))6(1))

falls d € {0, 1},

LP (0% \) =
1
(271‘)3”/2det(]n & 2(1)(0'2, )\))

L, _ .
1/2 exp(_§(€(1))T(In ® 2(5(027 A))e)

falls d € (0,1).
(6.4)

Als Nichstes werden die Werte fiir die verbliebenen Parameter o und A\ gesucht, welche

\

Lg(f) (0%, \) maximieren. An dieser Stelle ist die erste Stufe zunéchst einmal abgeschlossen.
In der zweiten Stufe werden die Regressionskoeffizienten 5y und (; mittels der verallgemei-
nerten Kleinste-Quadrate-Methode geschétzt, wobei die Maximum-Likelihood-Schétzer
fiir 02 und \ aus dem zweiten Schritt der ersten Stufe herangezogen werden. Das Vor-
gehen kann nun mehrfach wiederholt werden. Dabei werden in den Wiederholungen des
zweiten Schritts in der ersten Stufe von nun an die Residuen, die aus der zweiten Stufe
resultieren, herangezogen. Die Wiederholungen haben die Absicht, die Schatzungen der

verschiedenen Parameter zu verbessern.

Das Vorgehen zur Bestimmung der finalen Schétzwerte fiir 5 sei nun noch einmal kurz

zusammengefasst.
Stufe 1:

(1) Schétze die Parameter f; und f; mittels der gewohnlichen Kleinste-Quadrate-

Methode. Bestimme daraufhin die Residuen.

(2) Ersetze in der Likelihood-Funktion den Term y— X /5 durch den Vektor der Residuen

2

aus Schritt (1). Schétze darauthin die Parameter 0® und A mittels der Maximum-

Likelihood-Methode.
Stufe 2:

(3) Schitze die Parameter 3 und (1 mittels der verallgemeinerten Kleinste-Quadrate-
Methode. Verwende dabei die Schitzwerte fiir 02 und A aus Schritt (2).
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Wiederholung des zweistufigen Verfahrens:

(4) Wiederhole die Schritte (2) und (3) bis Konvergenz der Schitzwerte erreicht ist.
Verwende in Schritt (2) dabei abweichend die Residuen aus Schritt (3) statt aus
Schritt (1).

Die folgenden Ausfiihrungen gehen auf den Maximum-Likelihood-Schétzer fiir 02 und A
ein, der im zweiten Schritt der ersten Stufe Anwendung findet. Die Uberlegungen redu-
zieren die Komplexitdt der zu untersuchenden Log-Likelihood-Funktionen, welche in den
Simulationsstudien in Abschnitt 6.2 herangezogen werden. Dies hat den Vorteil, dass der
Rechenaufwand bedeutsam reduziert werden kann. Fiir A = 0 lautet die Log-Likelihood-
Funktion

an

1 1
ln(L;Q)(cr2, A)) = —71n(27r) - §ln(det(]n ® o?l3)) — ﬁ(é@)Tém (6.5)

beziehungsweise fiir A € (0, 1)

1
(_nln(2r) — SIn(det(, ® S (0%, 1))

1
—53 (@) (I @ g (V)e falls d € {0, 1},

1
~ ) = Shn(det(1, @ Sy (%.)
1 5 — A
\ _Tﬂ(e(Q))T(I” ® Z(S()\))@@) falls d € (0,1).
(6.6)

Dabei stellt ¢ den Vektor der Residuen dar, der aus der verallgemeinerten Kleinste-

Quadrate-Methode resultiert. Die Log-Likelihood-Funktion wird nun als univariate Funk-

tion in o2

daher In(LP (62, 1)) =: fr(0?).

aufgefasst, so dass eine Funktionenschar mit Parameter A\ vorliegt. Definiere

Die erste Ableitung von fy(0?) nach ¢? lautet fiir A = 0

0 3n 1

~(2)\T »(2
@ @ + m(e( )) 6( ) (67)

falo®) =~

bezichungsweise fiir A € (0, 1)

n r . _ .
52 e B (T @ g (1) falls d € {0, 1},
0
—aJQfA(UQ) = (6.8)
3n I, . .
552 + W(GQ))T(In ® E(S()\))e@) falls d € (0,1).
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Nullsetzen von (6.7) und (6.8) liefert fiir A =0

o) = (6.9)

beziehungsweise fiir A € (0, 1)

/ é(2) T In ® 2—1 )\ é(2)
()7 ( - (0>( ) falls d € {0, 1},
0(21) B (6.10)
eONT(I, @ 271(\))e®@
(=) ( . o) falls d € (0,1)
\ n

als jeweils einzige Losung. Somit sind dies die alleinigen Kandidaten fiir lokale Extrem-

stellen.

Die zweite Ableitung von f)(0?) nach ¢ lautet fiir A = 0

0? 3n (e Te)
—a(a2>2f)\(02) = I — E (6.11)
beziehungsweise fiir A € (0, 1)
( S(2N\T —1\\)4(2)
n (@) (I ®@XgA)e
— fall 1
5 P () il d € 401}
Wf/\(az) - (6.12)
3n (eP)T(I @ T (N))e®
- falls d € (0,1).
[ 2(0?)? (02)?

Einsetzen der Kandidaten aus (6.9) und (6.10) in die zweiten Ableitungen liefert fiir A = 0

02 9 27n?
o) = “amyamy o1
beziehungsweise fiir A € (0, 1)
( 4n3
—— — ~ falls d € {0, 1},
- (EM)T(L, ® X5 (A))e@)?
CE fA(a(zl)) = (6.14)
27n3
— falls d € (0,1).
@@, © SN o

Die Grofle n ist stets positiv. Die Nenner konnen auf Grund der Quadrierung jeweils
hochstens Null werden, falls der Vektor é2 den Nullvektor darstellt oder falls die Inversen
der Korrelationsmatrizen keinen Vollrang aufweisen. Da der Nullvektor die Wahrschein-

lichkeit Null besitzt, wird dieser Fall nicht weiter verfolgt. Zudem weisen die Matrizen
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Vollrang auf, da es sich um Inversen handelt, deren Existenz gegeben ist. Somit liefern

die Kandidaten 0(21) lokale Maximalstellen.

Nun ist noch zu kldaren, ob die lokalen Maximalstellen auch die globalen Maximalstellen
darstellen. Da jedoch fiir jede Funktion der Funktionenschar nur genau eine lokale Ex-
tremstelle existiert und die Funktionen fy(o?) in o2 stetig sind, ist die jeweilige lokale Ex-
tremstelle gleichzeitig auch das globale Maximum. Diese Erkenntnis erlaubt es, dass die
Log-Likelihood-Funktion beziiglich der Suche nach dem Maximum-Likelihood-Schétzer
nicht mehr {iber den gesamten Parameterraum untersucht werden muss, sondern nur iiber
den Teilraum, der beziiglich der Funktionenschar fy(o?) zu den globalen Maximalstellen
fithrt. Der Teilraum kann nun analysiert werden, indem die lokalen Extremstellen 0(21)
in die Log-Likelihood-Funktion eingesetzt werden. Die neuen Log-Likelihood-Funktionen

lauten fir A=0

3n 3n, (6®)Te@  3n
ln(LéZ)(aa), A)) = —7111(2%) - 7111(3—” 5

beziehungsweise fiir A € (0, 1)

(

—nln(2m) — nln((?)7 (1, @ %5 (A)e®) + nin(2n)
_gm(det(z@u))) —n falls d € {0, 1},
In(L (03, A))
—37”1n7(f7r) — 37”111((@(2)?(;2 ® D (A)e?) + 37”111(371)
| (et (S () - 5 falls d € (0,1)
(6.16)
=1 g(A).

Mit g(\) liegt jetzt eine Funktion vor, die nur noch vom Parameter A abhéngt. Die Maxi-
malstelle dieser Funktion wird im Weiteren jedoch nur numerisch bestimmt, da sich das
Auffinden einer geschlossenen Darstellung auf Grund der Komplexitit der Funktion g(\)

als schwierig erweist.

Der Schétzwert fiir A kann nun in den verallgemeinerten Kleinste-Quadrate-Schétzer ein-

gesetzt werden, so dass die Regressionskoeffizienten 3, und (; geschétzt werden konnen.

In Oberhofer und Kmenta (1974) wird im Vergleich zu der hier vorliegenden Situation
fiir allgemeinere Rahmenbedingungen gezeigt, dass die Schéatzwerte aus den Wiederholun-

gen des zweistufigen Verfahrens konvergieren, falls gewisse Annahmen erfiillt sind. In der
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Arbeit wird daraufhin unter anderem die Anwendbarkeit des Verfahrens fiir das verall-
gemeinerte lineare Regressionsmodell demonstriert. Die ersten fiinf der sechs Annahmen,

die die Konvergenz garantieren, lauten in der hier vorliegenden Notation:
(A1) Der Fehlervektor e ist normalverteilt.
(A2) E(e) =0.

(A3) Cov(e) = W(p), wobei die Determinante von W (p) mit p = [¢%, \]7 ungleich Null

ist.
(A4) Die Designmatrix X € IR"*? ist nicht stochastisch und besitzt Vollrang mit ng > p.
(A5) Die Parameter des Vektors [ sind unabhéngig von denen, die in W vorkommen.

Fiir das Modell aus Kapitel 2 sind die erste, zweite und fiinfte Annahme offensichtlich
erfiillt. Damit die dritte Annahme erfiillt ist, ist der Parameterraum so einzuschranken,
dass dieser die Fille 0> = 0 und A\ = 1 nicht enthilt. Diese Einschrinkung stellt kein
Problem dar, da in den beiden Féllen sdmtliche Realisierungen des Zufallsvektors y auf
einer Geraden liegen, so dass alle Residuen Null sind, falls der Kleinste-Quadrate-Schétzer
herangezogen wird. Damit ist die Varianz des Kleinste-Quadrate-Schéitzers Null. Weiter ist
die vierte Annahme erfiillt, wenn hinreichend viele Versuchspunkte vorliegen. Sie miissen

zudem so gewéahlt werden, dass die Designmatrix Vollrang besitzt.

Schliellich wird in der sechsten Annahme gefordert, dass die verschiedenen Schéitzwerte
fiir den Parametervektor p = [0, \|T, die in den Iterationen nach und nach vorliegen,
allesamt in einem speziellen Parameterraum liegen. Dieser hat unter anderem die Eigen-
schaft, dass er abgeschlossen ist. Analog zum ersten Beispiel in Kapitel 4 in Oberhofer
und Kmenta (1974) gentigt es in der hier vorliegenden Situation lediglich zu fordern, dass
die Schiitzwerte fiir o2 gréfler Null und die fiir A aus dem Intervall [0,1) sind. Anhand
aller vorliegenden Schétzwerte konnen dann im Nachhinein abgeschlossene Intervalle kon-

struiert werden, so dass auch die sechste Annahme erfiillt ist.

Das zweistufige Vorgehen weist auflerdem die Eigenschaft auf, dass es asymptotisch ef-
fizient ist, falls die Parameter des Vektors p konsistent geschétzt werden, siehe Greene
(2012), S. 308. Da hier fiir die Schitzung der beiden Parameter o und A der Maximum-
Likelihood-Schétzer herangezogen wird, liegt ein konsistenter Schétzer vor. Damit stellt
das iterative Vorgehen fiir den Fall n — oo ein effizientes Verfahren dar. Im endlichen

Fall hdngt die Giite des zweistufigen Vorgehens insbesondere von der Gestalt der Kovari-
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anzmatrix ab, sieche Greene (2012), S. 308. Daher wird fiir das vorliegende Modell im nun
folgenden Abschnitt eine Simulationsstudie durchgefiihrt, die die zweistufige Schiatzung

aus diesem Abschnitt heranzieht.

6.2. Simulationsstudie

In diesem Abschnitt wird eine Simulationsstudie durchgefiihrt. Dabei wird das zweistufige
Schéatzverfahren aus dem vorherigen Abschnitt herangezogen. Im Detail sieht die Simu-
lation, die mit der Software R in der Version 2.14.0, R Development Core Team (2011),
durchgefiihrt wird, wie folgt aus. Beziiglich der Grofie n, welche die Anzahl an Versuchsein-
heiten bezeichnet, werden vier verschiedene Fille betrachtet. Diese lauten n = 2, n = 5,
n = 10 und n = 50. Fiir jeden Fall ist es zunéchst erforderlich, dass Datensétze er-
zeugt werden, anhand derer die Parameter geschitzt werden kénnen. Zur Erzeugung der
Daten werden Zufallszahlen aus multivariaten Normalverteilungen mittels der Funktion
rmvnorm erzeugt, wobei nacheinander sémtliche Konstellationen der Parameterwerte und

Versuchspunkte aus Tabelle 6.1 betrachtet werden.

Tabelle 6.1: Parameterwerte und Versuchspunkte anhand derer die Daten erzeugt werden.

A | 0,0.1% 0.13,0.12, 0.1, 0.25, 0.5, 0.9

o2 |1
Bo | 0
pi |0

d |0,0.1,02, 03,04, 0.5, 0.6, 1

Fiir alle moglichen Konstellationen wird nun die Giite des zweistufigen Schétzverfahrens
untersucht. Dabei ist das Vorgehen innerhalb einer einzelnen Konstellation wie folgt. Fiir
jeden Datensatz erfolgt eine Schiatzung der Parameter. Die Schétzwerte in den Schritten
(1) und (3) resultieren einfach aus der Multiplikation von Matrizen und Vektoren. In
Schritt (2) dagegen ist der Schétzwert des Maximum-Likelihood-Schétzers numerisch zu
bestimmen. Dies geschieht mittels der Funktion nlminb, die ein Quasi-Newton-Verfahren
durchfithrt. Um zu verhindern, dass dabei auf Grund eines ungiinstig gewéhlten Startwerts
das globale Maximum nicht gefunden wird, werden m = 9 verschiedene Startwerte heran-

gezogen. Sie lauten 0.1,0.2,...,0.9. Jeder Startwert liefert nun jeweils eine Maximalstelle.
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Darauthin wird die Maximalstelle ausgewéhlt, die das grofite Maximum liefert. Dabei be-
schrinkt sich die Suche nach den Maximalstellen zunéchst auf das Intervall [0.1%,1—0.19].
Im Anschluss erfolgt dann noch ein Abgleich mit dem Wert der Likelihood-Funktion an
der Stelle A = 0. Dieses Vorgehen ist erforderlich, da die Funktion nlminb die Maximal-
stellen nicht findet, falls das Intervall die Null enthilt. Das zweistufige Verfahren wird
nun weitere neun Mal wiederholt mit dem Ziel, dass die Schitzwerte konvergieren. Da-
bei zeigt sich fiir jeden Datensatz, dass ab der dritten Wiederholung die Schatzwerte
fiir die Parameter 3y und (; in mindestens sechs Nachkommastellen identisch sind, Die
Anzahl der Wiederholungen ist damit ausreichend. Das Vorgehen bis hier hin wird jetzt
r = 10000 Mal wiederholt, so dass fiir jede Konstellation 10000 Vektoren mit Schétz-
werten vorliegen. Im néchsten Schritt wird die empirische Kovarianzmatrix der in einer
Matrix zusammengefassten Vektoren bestimmt. Daraufthin wird das Maximum der abso-
luten Abweichungen zwischen den vier Eintrdgen der empirischen Kovarianzmatrix und
den zugehorigen Eintrégen der Inversen der Fisher-Informationsmatrix ermittelt. Letztere
sind im Anhang in Tabelle B.5 fiir simtliche Konstellationen aus Tabelle 6.1 aufgefiihrt.
Damit liegt die erste Kennzahl vor, die fiir die Simulationsstudie relevant ist. Um eine
weitere univariate Kennzahl zu erhalten, wird abschliefend die Determinante der empi-
rischen Kovarianzmatrix berechnet. Zum Vergleich wird daraufhin die Determinante der

Inversen der Fisher-Informationsmatrix herangezogen.

In die Simulationsstudie flieft nun die folgende Idee ein. Falls die erste Kennzahl kleine
Werte liefern sollte, so hat das die Konsequenz, dass die Differenz der beiden Determinan-
ten ebenfalls klein wird. Dies folgt aus Feststellung 6.1, denn kleine absolute Abweichungen
fithren dazu, dass das Produkt ajas einen dhnlichen Wert wie das Produkt b,by aufweist.

Gleiches gilt fiir die beiden verbleibenden Quadrate a3 und 3.

Feststellung 6.1. Secien A € IR**? und B € IR**? symmetrische Matrizen mit
bi b3
by by |

det(A) — det(B) = ajay — biby — (a3 — b3).

a; as
A =

] und B =

a3 Qaz

Dann gilt:

Eine besondere Situation liegt fiir die Versuchspldne mit den Versuchspunkten d = 0 oder
d = 1 bei unkorrelierten Fehlern vor. In dieser Situation ist es nicht sinnvoll den Korre-
lationsparameter zu schétzen, da Schiatzwerte grofler Null nicht auftreten kénnen. Dies

liegt daran, dass die Residuen der beiden Beobachtungen, die an der selben Stelle erhoben



84 6 D-Effizienzen von Versuchsplédnen bei unbekannten Storparametern

wurden, fiir A > 0 auf Grund einer Korrelation von A\’ = 1 identisch sein miissen. Unter
Normalverteilung besitzt dieser Fall bei unkorrelierten Fehlern jedoch die Wahrschein-
lichkeit Null. Das hat zur Folge, dass das zweistufige Verfahren hier nicht angebracht ist.
Da die Fehlerterme unkorreliert sind, ist der gewohnliche Kleinste-Quadrate-Schétzer die
beste Wahl.

Die ersten Ergebnisse der Simulationsstudie konnen im Anhang in den Tabellen B.1 bis B.4
eingesehen werden. Dort werden fiir sdémtliche Korrelationen und ausgewihlte Versuchs-
punkte aus Tabelle 6.1 die maximalen absoluten Abweichungen zwischen den Eintragen
der empirischen Kovarianzmatrizen und den entsprechenden Eintrdgen der Inversen der
Fisher-Informationsmatrix aufgefiihrt, wobei die Eintrage der empirischen Kovarianzma-
trizen aus Normierungsgriinden mit dem Faktor n multipliziert worden sind. In Abbil-
dung 6.1 werden die in den Tabellen aufgefithrten Abweichungen grafisch veranschaulicht.
Es ist zu erkennen, dass die maximalen absoluten Abweichungen fiir n = 2 tendenziell
am groBiten sind. Fiir die weiteren Fille kann registriert werden, dass die Quartile recht
ghnlich sind. Entscheidend ist aber, dass die absoluten Abweichungen zwischen den Ein-
trigen der beiden Matrizen unter Beachtung ihrer Grélenordnung und Variabilitat klein
ausfallen, was anhand der Eintrége in Tabelle B.5 und dem Skalenniveau in Abbildung 6.1
ersichtlich ist. Diese Beobachtung zeigt, dass das zweistufige Schatzverfahren auf Grund
der geringen absoluten Abweichungen bereits fiir eine kleine Anzahl an Versuchseinheiten
ein effizientes Verfahren zur Schétzung der Regressionsparameter darstellt. Es sei ange-
merkt, dass die Versuchsplédne mit den Versuchspunkten d = 0 und d = 1 in den Tabellen
auflen vor bleiben. Dies hat zwei Ursachen. Fiir unkorrelierte Fehler ist die Ursache die,
dass, wie im vorherigen Absatz angesprochen, das zweistufige Schitzverfahren fiir der-
artige Félle nicht angewendet wird. Bei korrelierten Fehlern liegt dagegen das Problem
vor, dass bei jeder Versuchseinheit eine Beobachtung weniger in die Schitzung einfliefit.
Damit ist im Vergleich zu den anderen Versuchspldnen zu erwarten, dass das zweistufige
Schétzverfahren zu vergleichsweise schlechteren Schatzungen fiithrt. Wiren die Versuchs-
punkte in die Untersuchungen aufgenommen worden, so wire die Giite des zweistufigen
Schétzverfahrens fiir die vorliegenden Rahmenbedingungen nicht so leicht zu erkennen

gewesen.

In Tabelle 6.2 bis 6.5 (Seite 88 f.) konnen die zentralen Ergebnisse der Simulationsstudie
eingesehen werden. Die Tabellen enthalten zum einen fiir simtliche Konstellationen und
Versuchspunkte aus Tabelle 6.1 die Determinanten der empirischen Kovarianzmatrizen.

Diese Werte sind mit dem Faktor n? multipliziert worden. In der darunter liegenden Zeile
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Abbildung 6.1: Boxplots zur Illustration der Konsistenz des Schétzers fiir 3 aus dem zwei-
stufigen Verfahren. Die Boxplots geben die maximalen absoluten Abwei-
chungen zwischen den FEintrdgen der empirischen Kovarianzmatrix und
den FEintragen der Inversen der Fisher-Informationsmatrix wider. Die em-
pirischen Kovarianzmatrizen sind mit dem Faktor n multipliziert worden,
damit fiir die verschiedenen Anzahlen an Versuchseinheiten ein Bezug zur
selben Informationsmatrix hergestellt werden kann. In die Abbildung flie-
Ben die Ergebnisse aus den Tabellen B.1 bis B.4 ein (Seite 149 f. im An-
hang).

konnen jeweils die in Klammern gesetzten Determinanten der Inversen der Informations-
matrix fiir den Fall, dass eine Versuchseinheit vorliegt, abgelesen werden. Die Normierung
hat den Vorteil, dass mit steigender Anzahl an Versuchseinheiten stets die gleichen Re-
ferenzwerte herangezogen werden, so dass eine mogliche Konvergenz der Determinanten
erkannt werden kann. Es ist zu erkennen, dass fiir die gewéhlten Korrelationsparameter
die normierten Determinanten der empirischen Kovarianzmatrizen der Art dhnliche Werte
aufweisen wie die Determinanten der Inversen der Informationsmatrizen, dass die Funk-
tionsverlaufe im Groflen und Ganzen miteinander iibereinstimmen, siehe Abbildung 6.2.
Dies gilt insbesondere auch fiir ein kleines n. Weiter ist in den Tabellen 6.2 bis 6.5 zu
erkennen, dass mit steigender Anzahl an Versuchseinheiten sich die Differenzen der De-
terminanten tendenziell immer weiter der Null annéhern, siche Abbildung 6.3 (linke Gra-

fik). Da die Determinanten der Inversen der Informationsmatrix in etwa der Hilfte aller
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Félle groflere Werte als die normierten Determinanten der empirischen Kovarianzmatri-
zen aufweisen, ist zu vermuten, dass die Abweichungen auch teilweise auf Grund von
zufilligen Fehlern zustandekommen, siche Abbildung 6.3 (rechte Grafik). Dies hitte die
Konsequenz, dass eine Erhchung der Anzahl an Datensétzen zu geringeren Abweichungen
fithren konnte. Insgesamt kann nun beziiglich der Wahl des Versuchsdesigns der Schluss
gezogen werden, dass wie in Abschnitt 5.1 nur lokal optimale Versuchspléane existieren.
Insbesondere lassen die Ergebnisse fiir den Parameter A = 0.0001 die Vermutung zu, dass
fiir Korrelationen, die nahe bei Null sind, der optimale Versuchspunkt umso kleiner wird,
je kleiner die Korrelation ist. Auflerdem ist hier ebenso fiir hinreichend grofie Korrela-
tionen der &quidistante Versuchsplan D-optimal. Schliefflich kann festgehalten werden,
dass sich auf Grund der guten Ubereinstimmung der Determinanten die Uberlegungen
beziiglich der Effizienzen aus Abschnitt 5.2 auf die hier vorliegende Situation iibertragen

lassen.

Da in dem zweistufigen Schétzverfahren aus Abschnitt 6.1 auch der Korrelationsparameter
A geschétzt wird, wird nun abschliefend beschrieben, wie sich die Wahl des Versuchsplans
auf die Schitzung dieses Parameters auswirkt. Zudem wird untersucht, ob die Eintrédge
der Inversen der Informationsmatrix bereits fiir eine kleine Anzahl an Versuchseinheiten
als Ndherung der Varianzen in Frage kommt. Die Tabellen 6.6 und 6.7 (Seite 93 f.) ent-
halten die empirischen Varianzen fiir den Maximum-Likelihood-Schétzer, der als Schéitzer
fiir den Parameter A\ Bestandteil des zweistufigen Verfahrens ist. Jeweils direkt darunter
sind eingeklammert die Eintrdge der Inversen der Informationsmatrix fiir den Fall, dass
eine Versuchseinheit vorliegt, aufgefithrt. Die empirischen Varianzen sind hier ebenfalls
mit einem Faktor, diesmal mit dem Faktor n, multipliziert worden, so dass fiir die ver-
schiedenen Anzahlen an Versuchseinheiten stets der Bezug zum gleichen Referenzwert
gegeben ist. Es ist zu erkennen, dass fiir den Parameterwert A = 0 keine Referenzwerte
aufgefiihrt sind. Dies liegt daran, dass die Inverse der Informationsmatrix fiir den Vektor
[Bo, B1, 0%, AT fiir A = 0 nicht existiert, da drei der vier Eintrige der Matrix (3.6) fiir A = 0
Null sind. Die Werte in den Tabellen 6.6 und 6.7 zeigen nun fiir den Korrelationsparame-
ter, dass die Eintrdge der Inversen der Informationsmatrix erst mit wachsendem n eine
gute Naherung fiir die Varianzen des Schétzers darstellen. Zudem ist zu erkennen, dass
die Hohe der Differenzen aus den empirischen Varianzen und den Referenzwerten auch
vom wahren Wert des Korrelationsparameters abhéngt. Aulerdem weichen fiir die Falle
n =2 und n = 5 die Quotienten aus den empirischen Varianzen und den Referenzwerten
insbesondere fiir sehr schwache und sehr starke Korrelationen deutlich vom Sollwert 1 ab.

Das Problem, dass die Naherung erst fiir grofles n gut ist, wird in Abbildung 6.4 (linke
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Grafik) veranschaulicht. Weiterhin féllt in den Tabellen 6.6 und 6.7 auf, dass die Refe-
renzwerte von den empirischen Varianzen bei mittelstarken Korrelationen systematisch
unterschritten werden. Ein positiver Aspekt ist jedoch der Folgende. In den Tabellen 6.6
und 6.7 ist zum einen zu erkennen, dass der Plan mit dem Versuchspunkt d = 0.1 die
Eintrdge der Inversen der Informationsmatrix minimiert. Zum anderen ist zu vermuten,
dass selbiges auch fiir die wahren Varianzen gilt, da die empirischen Varianzen tendenziell
ebenfalls fiir d = 0.1 minimal sind. Ein genaues Urteil ist schwierig, da die empirischen Va-
rianzen Zufallsschwankungen unterliegen. Numerische Untersuchungen fiir den Grenzfall
d — 0 zeigen, dass die Eintrdge der Inversen der Informationsmatrix umso kleiner sind,
je nadher der Punkt d an der Null platziert wird. An dieser Stelle sei daran erinnert, dass
der D-optimale Versuchsplan beziiglich der Regressionsparameter y und S; in den Féllen
A > 0.0007798 durch den dquidistanten Versuchsplan gegeben ist, sieche Abschnitt 5.1. Die
Simulationsstudie zeigt selbige Tendenz, siehe Tabelle 6.2 bis 6.5. Somit kann festgehalten
werden, dass beziiglich des Parametervektors [y, 81, |7 die Versuchspline d = 1/2 und
d — 0 in vielen Féllen miteinander konkurrieren. Weitere Untersuchungen hierzu erfolgen

in Kapitel 7.

Bisher wurden in diesem Abschnitt nur Varianzen betrachtet. Die Varianz eines Schétzers
ist jedoch nur ein mogliches Giitekriterium. Weitere Giitekriterien sind die Erwartungs-
treue und die Mediantreue. Die Eintrége in den Tabellen 6.8 bis 6.11 (Seite 95 f.) zeigen,
dass der Maximum-Likelihood-Schétzer fiir den Korrelationsparameter diesen fiir kleine
Korrelationen im Mittel eher iiberschéitzt und fiir hohe Korrelationen systematisch un-
terschitzt. Die Verzerrungen sind umso kleiner, je grofler die Anzahl der Versuchseinheiten
ist, siche Abbildung 6.4 (rechte Grafik). Beziiglich der Mediantreue ist anhand der Ta-
bellen zu erkennen, dass der Korrelationsparameter iiberwiegend unterschéitzt wird. Mit
wachsender Anzahl an Versuchseinheiten verkleinern sich jedoch auch hier die Abweichun-
gen zwischen den Medianen der Schétzwerte und den wahren Werten des Korrelationspa-

rameters.
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Tabelle 6.2: Determinante der empirischen Kovarianzmatrix des Schétzers fiir [ aus dem

zweistufigen Schéitzverfahren in Abhédngigkeit vom Korrelationsparameter \
und vom Versuchspunkt d. In Klammern stehen die Determinanten der In-
versen der Informationsmatrix fiir den Fall n = 1. Die Determinanten der
empirischen Kovarianzmatrizen sind mit dem Faktor n? multipliziert worden,
damit in den Tabellen 6.2 bis 6.5 ein Bezug zur selben Informationsmatrix
hergestellt werden kann. Es liegt der Spezialfall n = 2 mit 10000 Wiederho-

lungen vor.
d
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 1

0554 0577 0633 0650  0.658  0.668

(0.550)  (0.595) (0.633) (0.658) (0.667) (0.658)
00001 || 0972 0744 0692 0689 0680  0.663  0.690 0.976
(1.000) (0.763) (0.684) (0.668) (0.672) (0.676)  (0.672) (1.000)
0.001 1.000  0.835 0736  0.709  0.709  0.709  0.697 0.999
(1.000) (0.816) (0.734) (0.703) (0.695) (0.694)  (0.695) (1.000)
0.01 0969 0884 0838 0775 0773  0.754  0.734 1.015
(1.000) (0.881) (0.812) (0.774) (0.756) (0.751)  (0.756) (1.000)
0.1 0974 0959 0960  0.909 0911  0.884  0.890 1.005
(0.990) (0.948) (0.918) (0.898) (0.887) (0.883)  (0.887) (0.990)
0.25 0935 0950 0900 0899  0.889 0910  0.917 0.930
(0.938)  (0.924) (0.913) (0.906) (0.901) (0.900)  (0.901) (0.938)
0.5 0743 0759 0780 0751 0751  0.710  0.744 0.763
(0.750)  (0.748)  (0.747)  (0.745)  (0.745)  (0.745)  (0.745) (0.750)
0.9 0187 0193 0193 0193 0187 0193  0.188 0.196
(0.190)  (0.190)  (0.190)  (0.190)  (0.190)  (0.190)  (0.190) (0.190)

Tabelle 6.3: Wie Tabelle 6.2. Hier liegt jedoch der Spezialfall n =5 vor.

d
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 1
0534  0.604  0.643  0.648  0.677  0.658
(0.550)  (0.595)  (0.633) (0.658)  (0.667)  (0.658)
0.0001 || 0.980  0.776  0.697  0.686  0.668  0.661  0.683 0.983
(1.000) (0.763) (0.684) (0.668) (0.672) (0.676) (0.672) (1.000)
0.001 1.008  0.835 0718 0718  0.696  0.706  0.706 0.977
(1.000)  (0.816) (0.734) (0.703) (0.695) (0.694)  (0.695) (1.000)
0.01 0.978  0.877 0818  0.780  0.757  0.772  0.778 1.003
(1.000) (0.881) (0.812) (0.774) (0.756)  (0.751)  (0.756) (1.000)
0.1 0.977 0955 0927 0954 0933 0903 0911 0.996
(0.990)  (0.948) (0.918) (0.898) (0.887) (0.883)  (0.887) (0.990)
0.25 0.917  0.896 0922 0901  0.906  0.932  0.924 0.937
(0.938)  (0.924) (0.913) (0.906) (0.901)  (0.900)  (0.901) (0.938)
0.5 0.747  0.742  0.770  0.753  0.730  0.736  0.728 0.768
(0.750)  (0.748)  (0.747)  (0.745)  (0.745)  (0.745)  (0.745) (0.750)
0.9 0.190 0.8  0.193  0.192  0.194  0.189  0.190 0.192
(0.190)  (0.190)  (0.190)  (0.190)  (0.190)  (0.190)  (0.190) (0.190)
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Tabelle 6.4: Wie Tabelle 6.2. Hier liegt jedoch der Spezialfall n = 10 vor.

d
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 1
0552 0577 0652  0.669  0.683  0.657
(0.550)  (0.595)  (0.633) (0.658) (0.667)  (0.658)
0.0001 || 0989  0.769  0.682  0.641  0.679  0.682  0.673 1.004
(1.000) (0.763) (0.684) (0.668) (0.672) (0.676)  (0.672) (1.000)
0.001 1.010  0.823  0.757  0.694  0.685  0.697  0.685 0.997
(1.000) (0.816) (0.734) (0.703)  (0.695)  (0.694)  (0.695) (1.000)
0.01 0.994 0871 0806  0.760  0.779  0.763  0.753 1.025
(1.000) (0.881) (0.812) (0.774) (0.756)  (0.751)  (0.756) (1.000)
0.1 1.024 0954  0.893  0.930 0903 0908  0.888 0.966
(0.990) (0.948) (0.918) (0.898) (0.887) (0.883)  (0.887) (0.990)
0.25 0933 0931 0913 0868 0913 0911  0.903 0.950
(0.938)  (0.924) (0.913) (0.906) (0.901)  (0.900)  (0.901) (0.938)
0.5 0.748  0.754  0.768  0.732  0.733  0.747  0.731 0.772
(0.750)  (0.748)  (0.747)  (0.745)  (0.745)  (0.745)  (0.745) (0.750)
0.9 0.193  0.185  0.190  0.191  0.190  0.187  0.187 0.188
(0.190)  (0.190)  (0.190)  (0.190)  (0.190)  (0.190)  (0.190) (0.190)

Tabelle 6.5: Wie Tabelle 6.2. Hier liegt jedoch der Spezialfall n = 50 vor.

d
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 1
0540 0592 0644 0638  0.677  0.644
(0.550)  (0.595) (0.633) (0.658) (0.667)  (0.658)
0.0001 | 1.006  0.785  0.668  0.668  0.685  0.674  0.682 0.993
(1.000) (0.763) (0.684) (0.668) (0.672) (0.676) (0.672) (1.000)
0.001 1.002 0802 0723 0708  0.707  0.690  0.708 0.992
(1.000) (0.816) (0.734) (0.703)  (0.695)  (0.694)  (0.695) (1.000)
0.01 1.014 0866  0.815  0.789  0.756  0.773  0.740 1.006
(1.000) (0.881) (0.812) (0.774) (0.756)  (0.751)  (0.756) (1.000)
0.1 0.996 0931 0921  0.883  0.889  0.899  0.880 0.983
(0.990) (0.948) (0.918) (0.898) (0.887) (0.883)  (0.887) (0.990)
0.25 0.943 0911 0944  0.889  0.908  0.902  0.890 0.930
(0.938)  (0.924) (0.913) (0.906) (0.901)  (0.900)  (0.901) (0.938)
0.5 0.752  0.735  0.749  0.754  0.747  0.756  0.743 0.744
(0.750)  (0.748)  (0.747)  (0.745)  (0.745)  (0.745)  (0.745) (0.750)
0.9 0.193  0.188  0.192  0.189  0.193  0.188  0.189 0.191
(0.190)  (0.190)  (0.190)  (0.190)  (0.190)  (0.190)  (0.190) (0.190)
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Abbildung 6.2: Determinanten der empirischen Kovarianzmatrizen und Determinanten
der Inversen der Informationsmatrix fiir d € {0.1,0.2,...,0.6}. Jeder Po-
lygonzug resultiert aus den Werten einer Zeile der Tabellen 6.2 bis 6.5. Es

ist zu erkennen, dass die Polygonziige innerhalb eines Korrelationspara-

meterwerts dhnlich verlaufen.
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Abbildung 6.3: Boxplots zur Illustration der Konsistenz des Schétzers fiir 5 aus dem zwei-
stufigen Verfahren. Die Datensétze resultieren aus den Tabellen 6.2 bis 6.5.
(a): Ein Boxplot veranschaulicht die 62 absoluten Abweichungen zwischen
der normierten Determinanten der empirischen Kovarianzmatrix und der
Determinanten der Inversen der Informationsmatrix. Es ist zu erkennen,
dass die Quartile der absoluten Abweichungen fiir n = 2 und n = 5
recht dhnlich sind. Die Quartile werden aber fiir n = 10 und insbeson-
dere fiir n = 50 erkennbar kleiner. (b): Ein Boxplot veranschaulicht die
62 Abweichungen zwischen den Determinanten. Es ist fiir alle vier Félle
zu erkennen, dass nahezu die Hélfte der Abweichungen negativ ist. So-
mit wird die Determinante der Inversen der Informationsmatrix recht oft

unterschritten.
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Abbildung 6.4: Boxplots zur Illustration der Konsistenz des Schétzers fiir A aus dem zwei-

stufigen Verfahren. (a): Die Datensétze resultieren aus den Tabellen 6.6
und 6.7. Ein Boxplot veranschaulicht 42 Abweichungen zwischen den em-
pirischen Varianzen der Maximum-Likelihood-Schétzer fiir A und den da-
zu passenden FEintrdgen aus den Inversen der Informationsmatrizen. Es
ist zu erkennen, dass die Abweichungen mit wachsender Anzahl an Ver-
suchseinheiten deutlich kleiner werden. (b): Die Datensétze resultieren aus
den Tabellen 6.8 bis 6.11. Ein Boxplot veranschaulicht 42 Abweichungen
zwischen den Mittelwerten der Maximum-Likelihood-Schétzer fiir A\ und
den wahren zugrunde liegenden Parameterwerten. Hier ist unter anderem
fir n = 2 und n = 5 zu sehen, dass die Parameterwerte mehrheitlich
iiberschétzt werden. Die grofiten Abweichungen resultieren jedoch durch
Unterschétzungen. In beiden Grafiken werden nur die Ergebnisse fiir die

Versuchspunkte d € {0.1,0.2,0.3,0.4,0.5,0.6} herangezogen.



6.2 Simulationsstudie

93

Tabelle 6.6: Empirische Varianzen des Schétzers fiir A aus dem zweistufigen Schétzverfah-
ren. In Klammern stehen die Fintrédge der Inversen der Informationsmatrix
fiir den Fall n = 1. Die empirischen Varianzen sind mit dem Faktor n mul-
tipliziert worden, damit in den Tabellen 6.6 und 6.7 ein Bezug zum gleichen
Referenzwert hergestellt werden kann. Oben: Es liegt der Spezialfall n = 2
mit 10000 Wiederholungen vor. Unten: Es liegt der Spezialfall n = 5 mit
10000 Wiederholungen vor.

d

A 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 1

0 0.019 0.030 0.042 0.047 0.048 0.046

0.0001 || 0.296 0.032 0.042 0.043 0.048 0.049 0.045 0.301
(1.000)  (0.00000)  (0.00001)  (0.00003)  (0.00010)  (0.00020)  (0.00010) (1.000)

0.001 0.300 0.041 0.042 0.050 0.053 0.053 0.054 0.303
(1.000)  (0.000)  (0.000)  (0.001)  (0.001)  (0.002)  (0.001) (1.000)

0.01 0.296 0.052 0.059 0.056 0.060 0.061 0.060 0.298
(1.000)  (0.008)  (0.010)  (0.014)  (0.018)  (0.020)  (0.018) (1.000)

0.1 0.312 0.091 0.094 0.092 0.098 0.094 0.092 0.314
(0.980)  (0.151)  (0.158)  (0.163)  (0.166)  (0.168)  (0.166) (0.980)

0.25 0.336 0.139 0.138 0.135 0.141 0.138 0.143 0.331
(0.879)  (0.298)  (0.302)  (0.305)  (0.306)  (0.307)  (0.306) (0.879)

0.5 0.354 0.197 0.198 0.203 0.204 0.199 0.204 0.355
(0.563)  (0.205)  (0.297)  (0.299)  (0.300)  (0.300)  (0.300) (0.563)

0.9 0.364 0.243 0.247 0.249 0.251 0.250 0.252 0.358
(0.036)  (0.026)  (0.026)  (0.026)  (0.026)  (0.026)  (0.026) (0.036)

d

A 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 1

0 0.005 0.016 0.025 0.033 0.037 0.033

0.0001 || 0.327 0.019 0.025 0.032 0.035 0.037 0.034 0.324
(1.000)  (0.00000)  (0.00001)  (0.00003)  (0.00010)  (0.00020)  (0.00010) (1.000)

0.001 0.324 0.029 0.031 0.037 0.039 0.043 0.038 0.335
(1.000)  (0.000)  (0.000)  (0.001)  (0.001)  (0.002)  (0.001) (1.000)

0.01 0.328 0.047 0.052 0.054 0.055 0.056 0.053 0.341
(1.000)  (0.008)  (0.010)  (0.014)  (0.018)  (0.020)  (0.018) (1.000)

0.1 0.365 0.122 0.121 0.123 0.130 0.122 0.124 0.374
(0.980)  (0.151)  (0.158)  (0.163)  (0.166)  (0.168)  (0.166) (0.980)

0.25 0.439 0.200 0.205 0.204 0.205 0.208 0.210 0.430
(0.879)  (0.208)  (0.302)  (0.305)  (0.306)  (0.307)  (0.306) (0.879)

0.5 0.473 0.275 0.283 0.284 0.292 0.294 0.288 0.474
(0.563)  (0.205)  (0.297)  (0.299)  (0.300)  (0.300)  (0.300) (0.563)

0.9 0.204 0.108 0.110 0.112 0.115 0.120 0.109 0.192
(0.036)  (0.026)  (0.026)  (0.026)  (0.026)  (0.026)  (0.026) (0.036)
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Tabelle 6.7: Wie Tabelle 6.6. Oben: Hier liegt der Spezialfall n = 10 vor. Unten: Hier liegt
der Spezialtall n = 50 vor.

d

A 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 1

0 0.000 0.006 0.012 0.019 0.022 0.020

0.0001 || 0.334 0.007 0.013 0.016 0.022 0.023 0.022 0.329
(1.000)  (0.00000)  (0.00001)  (0.00003)  (0.00010)  (0.00020)  (0.00010) (1.000)

0.001 0.333 0.014 0.018 0.022 0.027 0.028 0.026 0.332
(1.000)  (0.000) (0.000) (0.001) (0.001) (0.002) (0.001) (1.000)

0.01 0.340 0.036 0.041 0.041 0.043 0.044 0.044 0.351
(1.000)  (0.008) (0.010) (0.014) (0.018) (0.020) (0.018) (1.000)

0.1 0.435 0.128 0.132 0.134 0.139 0.137 0.133 0.432
(0.980)  (0.151) (0.158) (0.163) (0.166) (0.168) (0.166) (0.980)

0.25 0.537 0.244 0.242 0.249 0.255 0.250 0.251 0.539
(0.879)  (0.298) (0.302) (0.305) (0.306) (0.307) (0.306) (0.879)

0.5 0.562 0.297 0.303 0.312 0.315 0.308 0.302 0.560
(0.563)  (0.295) (0.297) (0.299) (0.300) (0.300) (0.300) (0.563)

0.9 0.083 0.055 0.056 0.057 0.058 0.057 0.056 0.081
(0.036)  (0.026) (0.026) (0.026) (0.026) (0.026) (0.026) (0.036)

d

A 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 1

0 0.000 0.000 0.001 0.004 0.006 0.003

0.0001 || 0.340 0.000 0.001 0.002 0.006 0.007 0.005 0.339
(1.000)  (0.00000)  (0.00001)  (0.00003)  (0.00010)  (0.00020)  (0.00010) (1.000)

0.001 0.343 0.002 0.003 0.006 0.008 0.009 0.009 0.343
(1.000)  (0.000) (0.000) (0.001) (0.001) (0.002) (0.001) (1.000)

0.01 0.367 0.015 0.018 0.021 0.026 0.026 0.025 0.366
(1.000)  (0.008) (0.010) (0.014) (0.018) (0.020) (0.018) (1.000)

0.1 0.621 0.142 0.150 0.150 0.162 0.159 0.153 0.612
(0.980)  (0.151) (0.158) (0.163) (0.166) (0.168) (0.166) (0.980)

0.25 0.813 0.281 0.287 0.286 0.301 0.293 0.287 0.833
(0.879)  (0.298) (0.302) (0.305) (0.306) (0.307) (0.306) (0.879)

0.5 0.583 0.303 0.302 0.301 0.302 0.302 0.298 0.583
(0.563)  (0.295) (0.297) (0.299) (0.300) (0.300) (0.300) (0.563)

0.9 0.040 0.029 0.029 0.030 0.029 0.030 0.030 0.041
(0.036)  (0.026) (0.026) (0.026) (0.026) (0.026) (0.026) (0.036)
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Tabelle 6.8: Oben: Empirische Mittelwerte des Schétzers fiir A aus dem zweistufigen

Schétzverfahren. Unten: Empirische Mediane des Schétzers fiir A aus dem

zweistufigen Schétzverfahren. Es liegt der Spezialfall n = 2 mit 10000 Wie-

derholungen vor.

d
A 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 1
0 0.02 0.04 0.05 0.06 0.06 0.06
0.0001 || 0.28 0.04 0.05 0.05 0.06 0.06 0.06 0.29
0.001 0.28 0.05 0.05 0.06 0.06 0.06 0.07 0.28
0.01 0.28 0.07 0.07 0.07 0.07 0.08 0.07 0.28
0.1 0.30 0.12 0.12 0.12 0.12 0.12 0.12 0.31
0.25 035 020 0.19 0.18 0.19 0.18 0.19 0.34
0.5 0.43 030 029 030 030 0.29 0.29 0.42
0.9 0.64 0.62 062 062 062 0.62 0.62 0.65
0 0 0 0 0 0 0
0.0001 0.00 0 0 0 0 0 0 0.00
0.001 0.00 0 0 0 0 0 0 0.00
0.01 0.00 0.00 0 0 0 0 0 0.00
0.1 0.00 0.01 0.00 0.00 0.00 0 0.00 0.00
0.25 0.00 0.05 0.04 0.02 0.02 0.02 o0.01 0.00
0.5 0.36 0.18 0.17 0.17 0.17 0.17 0.17 0.34
0.9 0.89 0.76 07 0.77 0.76 0.76 0.76 0.90

Tabelle 6.9: Wie Tabelle 6.8. Hier liegt jedoch der Spezialfalln = 5 vor.
Mittelwerte. Unten: Empirische Mediane.

Oben: Empirische

d
A 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 1
0 0.01 0.02 0.03 0.03 0.04 0.03
0.0001 || 0.19 0.02 0.03 0.03 0.03 0.04 0.03 0.19
0.001 0.19 0.03 0.03 0.04 0.04 0.04 0.04 0.19
0.01 0.19 0.05 0.05 0.05 0.05 0.05 0.05 0.19
0.1 0.23 0.13 0.12 0.12 0.12 0.12 0.12 0.23
0.25 0.30 0.22 022 0.22 022 022 0.22 0.31
0.5 0.46 041 041 041 041 041 041 0.46
0.9 0.83 083 083 0.83 083 083 0.83 0.84
0 0 0 0 0 0 0
0.0001 || 0.00 0 0 0 0 0 0 0.00
0.001 0.00 0 0 0.00 0 0 0 0.00
0.01 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
0.1 0.10 0.06 0.06 0.05 0.05 0.05 0.05 0.09
0.25 0.25 0.18 0.17 0.18 0.18 0.18 0.18 0.26
0.5 0.50 0.42 042 042 042 042 043 0.50
0.9 0.90 0.88 088 0.88 0.88 0.88 0.88 0.90




96 6 D-Effizienzen von Versuchsplédnen bei unbekannten Storparametern

Tabelle 6.10: Wie Tabelle 6.8. Hier liegt jedoch der Spezialfall n = 10 vor. Oben: Empi-

rische Mittelwerte. Unten: Empirische Mediane.

d
A 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 1
0 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
0.0001 || 0.13 0.01 0.01 0.02 0.02 0.02 0.02 0.13
0.001 0.13 0.01 0.02 0.02 0.02 0.02 0.02 0.13
0.01 0.13 0.03 0.03 0.04 0.04 0.04 0.04 0.14
0.1 0.8 0.11 0.11 0.11 0.1 0.11 0.11 0.18
0.25 0.27 024 023 024 024 023 0.23 0.27
0.5 0.46 046 046 045 045 045 045 0.47
0.9 0.88 0.87 087 0.87 0.87 087 0.87 0.88
0 0 0 0 0 0 0
0.0001 0.00 0.00 0.00 0.00 0 0 0 0.00
0.001 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0 0.00 0.00
0.01 0.00 0.01 0.01 0.01 0.00 0.00 0.00 0.01
0.1 0.11  0.08 0.08 0.08 0.08 0.07 0.08 0.11
0.25 0.25 0.22 022 0.22 022 021 0.22 0.25
0.5 0.50 0.47 047 047 047 046 0.46 0.50
0.9 090 0.89 089 0.89 0.89 0.89 0.89 0.90

Tabelle 6.11: Wie Tabelle 6.8. Hier liegt jedoch der Spezialfall n = 50

rische Mittelwerte. Unten: Empirische Mediane.

vor. Oben: Empi-

d

A 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 1
0 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00

0.0001 || 0.06 0.00 0.00 0.00 0.00 0.01 0.00 0.06
0.001 0.06 0.00 0.00 0.00 0.01 0.01 o0.01 0.06
0.01 0.06 0.01 0.02 0.02 0.02 0.02 0.02 0.06
0.1 0.12 0.10 0.10 0.10 0.10 0.10 o0.10 0.12
0.25 0.25 0.25 025 025 025 025 0.25 0.25
0.5 049 049 049 049 049 049 0.49 0.49
0.9 090 090 090 090 090 090 0.90 0.90
0 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00

0.0001 || 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
0.001 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
0.01 0.01 0.01 0.01 0.01 0.01 0.01 o0.01 0.01
0.1 0.10 0.10 0.10 0.10 0.09 0.10 0.10 0.10
0.25 0.25 024 024 024 024 024 0.24 0.25
0.5 0.50 050 049 049 049 049 049 0.50
0.9 0.90 090 090 090 090 0.90 0.90 0.90




7. Untersuchungen zum D-Kriterium fiir den

Parametervektor [3y, 31, A\]T

In diesem Kapitel wird nach wie vor das Modell aus Kapitel 2 betrachtet. Zudem wer-
den erneut Versuchsplane untersucht, bei denen jede Versuchseinheit drei Versuchspunkte
aufweist. Zwei Versuchspunkte jeder Versuchseinheit sind durch die beiden Randpunkte
weiterhin vorgegeben. Abweichend zu Kapitel 5 wird hier jedoch die Situation betrach-
tet, dass neben den beiden Parametern ([, und (; auch der Korrelationsparameter A
moglichst effizient geschétzt werden soll. Eine Moglichkeit, geeignete Versuchspldne zu
benennen, ist erneut durch das D-Kriterium gegeben. Zunéchst wird in Abschnitt 7.1 das
D-Kriterium fiir zwei verschiedene Félle konstruiert. Daraufhin erfolgt in Abschnitt 7.2
ein Vergleich zwischen dem Versuchsplan mit Versuchspunkt d = 1/2 und dem Versuchs-
plan, bei dem der dritte Versuchspunkt gegen den Rand des Versuchsraums konvergiert.
Das naheliegende Ziel D-optimale Versuchspldne anzugeben ist auf Grund der Komple-
xitdt der zu untersuchenden Funktionen nicht Bestandteil dieses Kapitels. Im Weiteren
wird wie in Kapitel 5 wieder nur der Fall n = 1 untersucht, da die zugehorige Inverse
der Informationsmatrix mit der asymptotischen Kovarianzmatrix des mit dem Faktor y/n

multiplizierten Maximum-Likelihood-Schétzers iibereinstimmt.

Bevor in Abschnitt 7.1 das D-Kriterium zum Parametervektor [y, 81, A]7 konstruiert wird,
wird zuvor noch kurz auf eine Arbeit von Kiseldk und Stehlik (2008) eingegangen, die eine
Problemstellung enthélt, welche der Problemstellung dieses Kapitels nah ist. Sie unter-
scheidet sich von der hier vorliegenden Situation aber wie folgt. In Kiseldk und Stehlik
(2008) werden lediglich dquidistante Versuchsplane untersucht. Auflerdem enthélt das be-
trachtete Modell nicht den Steigungsparameter ;. Unter diesen Bedingungen stellen die
Autoren fest, dass der D-optimale Versuchsplan fiir den Fall, dass zwei oder drei Ver-
suchspunkte vorliegen, "kollabiert”. Damit ist gemeint, dass die Gréfle d, welche in ihrer
Arbeit den Abstand zwischen den dquidistanten Versuchspunkten bezeichnet, gegen Null
geht. Falls nur der Korrelationsparameter von Bedeutung ist, so stellen die Autoren fest,
dass fiir jede beliebige Anzahl an Versuchspunkten der Plan mit d — 0 den D-optimalen
Versuchsplan darstellt.
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7.1. Konstruktion des D-Kriteriums

Die Informationsmatrix fiir den Parametervektor Sy, 81, \]T lautet

(7.1)

[0,0] M(N)

Z([ﬁ()?ﬁl,)\]T) - ( XTZ_l(O'z,)\)X [O,O]T )

mit M(A) = Str(E7H(A)E(N)EL(A)S(N)). Dies folgt aus den Eintrigen der Matrix aus

Behauptung 3.4. Die zugehorige Inverse lautet

L ( (XTS (02, X)L 0 )

([, 81, \T) ™ = ’ - (7.2)

Auf Grund der Blockstruktur der Matrix (7.2) ist ihre Determinante das Produkt aus
dem Term M (A)~' und der Determinanten von Z([3, 51]")~!. Fiir den Fall, dass die

Informationsmatrix den Rang 3 aufweist, lautet das D-Kriterium also
(det(Z([Bo, Br]") )M (N)™)Y? =: @(d). (7.3)
Statt ®(d) wird im Folgenden aus Griinden, die der Ubersichtlichkeit dienen, die Funktion
®(d)? =: ®(d) (7.4)

untersucht. Dies hat den Vorteil, dass der Exponent 1/3 nicht stets in jedem Schritt

mitgeschleppt werden muss.

Fiir das vorliegende Modell hiingen die Terme det(Z([Bo, £1]*)!) und M ()~ vom Kor-
relationsparameter und vom Versuchsplan ab. Da auch hier fiir A € (0,1) die Versuchs-
punkte d = 0 und d = 1 keine zusétzliche Information liefern, vergleiche Abschnitt 5.3.1,
erfolgt erneut eine Fallunterscheidung. Wie in Kapitel 5 haben die Anzahl der Versuchs-
einheiten und der Parameter o2 keinen Einfluss auf die Designwahl, da sie innerhalb des
D-Kriteriums lediglich als zusétzlicher Multiplikator auftreten. Damit geniigt es den Spe-

zialfall n = 1 und ¢? = 1 zu untersuchen.
Fall 1 (A€ (0,1),d € (0,1)):

Fiir die Funktion ®(d) wird die Informationsmatrix benotigt. Diese lautet

Zoy([Bo, B, A7) = ( g (7.5)
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mit Z(1)([Bo, £1]7) aus (5.9) und M1y (A) = mq(A, d)/ni(A, d). Dabei ist

ml()\a d) — ()\8d74 o )\6d72 + )\6d74 o 4)\4de + )\2de 4 2)\4d o )\Qd 4 1)d2
+ (_2>\6d—2 + 4)\4d—2 _ 2)\2d—2 o 2)\4d + 4)\2d o 2)d
4 )\6d—2 . 2A4d_2 4 >\2d—2 4 A4d . 2)\2d + 1
nl()\; d) — )\8de o 2>\6de + )\4d+2 + >\4de . 2)\2d+2 o 2)\6d 4 4)\4d o 2)\2d + )\2.

Die Informationsmatrix Z(1y([8o, B1, A]") weist den Rang 3 auf. Es gilt dann:

©(d) = det(Zy([Bo, Bi]") )My (\) 7. (7.6)

Fall 2 (A € (0,1), d € {0,1}):

In diesem Fall gehen die Matrix Zg)([5o, £1])7) aus (5.14) und der Term M)(A) =
mo(A)/ne(A\) mit

mo()\) = )\2 + 1,
no(A) = (A= 1?(A+ 1

in die Informationsmatrix Zp)([8o, f1, A]") ein. Die Informationsmatrix Z)([Bo, 51, A7)

weist den Rang 3 auf. Es gilt:

&(d) = det(Zo) ([Bo, S1]7) ™) Moy (V). (7.7)

Fall 3 (A = 0):

Es gilt, dass M;;)(0)~! = 0 ist. Somit ist der Eintrag in der Inversen der Informations-
matrix fiir alle Versuchspunkte Null. Damit ist dieser Fall beziiglich des Vergleichs von

Versuchspunkten uninteressant.
Fall 4 (A =1):

Die Inverse der Korrelationsmatrix ist die Matrix (5.8). Fiir A = 1 sind mehrere Eintréage
nicht definiert, so dass die Informationsmatrix nicht berechnet werden kann. Damit kann

dieser Fall nicht weiter betrachtet werden.

Im nun folgenden Abschnitt werden fir A € (0,1) die Versuchspline mit d — 0 und
d = 1/2 beziiglich ihrer relativen D-Effizienz miteinander verglichen. Der Plan mit d = 0
bleibt auBen vor, da dieser den beiden Konkurrenten d — 0 und d = 1/2 auf Grund der

auftretenden perfekten positiven Korrelation wie in Behauptung 5.19 stets unterlegen ist.
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7.2. Vergleich der Versuchsplane mit d -+ 0 und d = 1/2

In diesem Abschnitt sind der dquidistante Versuchsplan und der Versuchsplan, bei dem
der dritte Versuchspunkt gegen Null konvergiert, Gegenstand der Untersuchungen. Da das
D-Kriterium fiir A = 0 und A = 1 nicht betrachtet wird, siche Abschnitt 7.1, wird im Wei-
teren nur der Fall A € (0, 1) analysiert. Auf die Frage, welcher der beiden Versuchspléne

zu einem kleineren D-Kriterium fiihrt, gibt die folgende Behauptung eine Antwort.

Behauptung 7.1. Es gilt fiir A € (0,1), dass

limg_o (d) -
®(1/2)
Beweis. Es gilt:
4N — 1)\

(/D = G T E)

Weiter gilt, dass
lim ®(d) = (1 — A2) lim My,(A\) 7%
d—0

d—0

Dabei wird ausgenutzt, dass limg_,o EA(d) =1 — A2, siche Behauptung 5.5.

Nun gilt mit der Regel von 1'Hospital (x), dass

. -1 _ 7 711()\, d)
S Moy = lim s

"~ limgsoms (X, d)
8(1 = A)ZA2(A + 1)2In())?
SAN(N)2 + 8A2In(A)2 + 4N* — 8A2 + 4

wobei
()\al)—2 (A, d) (Ad)—2 (A, d)
Mo A, - (9dm1 s Wy UPIGY - adnl @)
o o
m3<)\, d) = @ml()\, d), n3(>\, d) = @nl()\, d)

Auf Grund der bisherigen Ausfithrungen gilt nun:

limg o B(d) _ f1(A)

sa2) Aoy MW
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mit
AN = (1 =230+ D3 = A1 = AV)In(V)?,
F2(A) = 202 — 1)2(AY2 1 1)2(0 = AY2)2(X 4+ AV2) 220\ n(1)?
+ 222 In(A)? + A — 202 + 1),
Es ist fiir A € (0,1) zu zeigen, dass

h(\) < 1. (7.8)

Die Funktion hy()) ist positiv, da die Funktion ®(d) positiv ist. Weiter ist leicht zu
erkennen, dass die Funktion f;(\) ebenfalls positiv ist. Dies hat die Konsequenz, dass

f2(X\) ebenso positiv sein muss. Darauthin ist die Ungleichung (7.8) dquivalent zu

LX) = f1(A) = 0. (7.9)
Definiere fo(A\) — f1(\) =: ho()). Die Substitution A = z? liefert
ho(2?) = 2(x — 1)*2*(z + 1)3(In(z)? f3(2) + fi(z)) =: ha(x) (7.10)
mit
f3(x) = 20*(—(—2° + 32 — 82" + 82° — 62° + 182" — 8% + 8% —x + 1) — 2),
fa(x) =2 + 2% —22° — 22 + 2 + 1.
Jetzt ist zu zeigen, dass

In (7.10) ist zu erkennen, dass 2(z — 1)*2%(z + 1) positiv ist. Es bleibt damit zu zeigen,
dass
ha(z) >0 (7.11)

mit hy(z) = In(x)? f3(x) + fi(x). Mit Behauptung 5.13 gilt, dass
—2° 4+ 32 — 82" + 82° — 62° + 182" — 8% + 82” —x + 1 =: g1(2)

positiv ist. Wegen f3(x) = 22%(—gi(z) — 2) ist f3(z) daraufhin negativ. Damit kann

anstelle von (7.11) gezeigt werden, dass

fa()
In(x)? + == =: hs(z)
f3(x)
negativ ist. Es gilt h5(1) = 0. Um zu zeigen, dass hs(x) negativ ist, geniigt es nun zu
zeigen, dass hs(x) monoton wachsend ist. Dies gilt, da die Ableitung von hs(x) positiv

ist, sieche Lemma A.35. O
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Die Behauptung 7.1 hat nun die Konsequenz, dass der Versuchsplan, bei dem der drit-
te Versuchspunkt gegen Null konvergiert, dem #dquidistanten Versuchsplan beziiglich des
D-Kriteriums in den Féllen A € (0,1) iberlegen ist. Dies ist insofern interessant, da
gerade dieser Versuchsplan fiir den Parametervektor [8y, 31]7 der Versuchsplan ist, der
innerhalb der Versuchsplidne mit d € [0, 1] stets das grofite D-Kriterium aufweist, siehe

Behauptung 5.19.



8. Relative D-Effizienzen bei verallgemeinerten

Abhangigkeitsstrukturen

Wie in Kapitel 5 zu sehen ist, liegt fiir das Modell aus Kapitel 2 die Besonderheit vor,
dass im Grenzfall d — 0 perfekte positive Korrelationen vorliegen, was zu iiberraschen-
den Ergebnissen fithren kann, siche Abschnitt 7.2. Unter anderem in Miiller und Stehlik
(2009) und Stehlik (2004) werden perfekte positive Korrelationen bei Absténden d — 0
durch einen sogenannten Nugget-Effekt umgangen. Im Folgenden wird die Bedeutung des
Nugget-Effekts sowie einer weiteren Modellverallgemeinerung hinsichtlich der Designwahl

in der Situation, dass die Parameter [, und (; zu schétzen sind, untersucht.

Das Kapitel gliedert sich wie folgt. In Abschnitt 8.1 wird die bisherige Modellierung
der Abhéngigkeitsstruktur des Fehlervektors um den sogenannten Nugget-Effekt erwei-
tert. Dieser Abschnitt stellt eine Motivation fiir eine Modellverallgemeinerung dar, die in
Abschnitt 8.2 vorgestellt wird. Der Abschnitt 8.2 enthélt zudem eine zweite Modellverall-
gemeinerung. Fiir beide Modellverallgemeinerungen wird daraufhin in Abschnitt 8.3 der
Fall betrachtet, dass der Parametervektor [3y, 1|7 zu schiitzen ist. Dabei werden erneut
Versuchsplane betrachtet, bei denen die Versuchsreihen die gleichen drei Versuchspunkte
besitzen. Die beiden Randpunkte sind weiterhin fester Bestandteil des Versuchsdesigns,
so dass nur der dritte Versuchspunkt festgelegt werden muss. Im Speziellen werden Ver-
suchsplidne mit den Versuchspunkten d = 0, d — 0 und d = 1/2 anhand der relativen
D-Effizienz miteinander verglichen. Dabei geniigt es auch hier, den Fall n = 1 zu unter-

suchen, da die zugehorigen Ergebnisse auf die Félle n > 1 iibertragen werden kénnen.

8.1. Ein Modell mit Nugget-Effekt

Bevor zwei Modellverallgemeinerungen in Abschnitt 8.2 vorgestellt werden, wird der so-
genannte Nugget-Effekt beschrieben. Dieser ist mit einer der beiden Modellverallgemei-

nerungen eng verkniipft.

Der Nugget-Effekt kann im sogenannten Semi-Variogramm veranschaulicht werden. Es
ist an das Variogramm angelehnt, welches die Beschreibung der Abhéngigkeitsstrukturen
eines stochastischen Prozesses Z(x) ermoglicht, siche Cressie (1993), S. 58 ff. Es ist wie
folgt definiert

2y(z,y) = var(Z(x) = Z(y)).
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Dabei wird die Grofle v(x, y) als Semi-Variogramm bezeichnet. Ist ein stochastischer Pro-

zess stationér, so kann das Semi-Variogramm auch durch die Funktion
v(h) =~(0,0 + h)

beschrieben werden, wobei h = y — z. Das Semi-Variogramm hat unter anderem die

Eigenschaft, dass
7(0) =0.

Zwischen der Kovarianzmatrix eines stationaren stochastischen Prozesses und dem Semi-

Variogramm besteht der Zusammenhang

~ Var(z) +Var(z +h) —2Kov(z,z + h)

v(h) 5 .

Falls das Semi-Variogramm an der Stelle A = 0 eine Sprungstelle aufweist, so wird die
Hohe der Sprungstelle als Nugget-Effekt bezeichnet. Der Nugget-Effekt wird im Folgenden

durch die GréBe 72 beschrieben.

Fiir das Modell aus Kapitel 2 sieht das Semi-Variogramm folgendermaflen aus:
v(h) = (1 — ™). (8.1)

In Abbildung 8.1 wird das Semi-Variogramm aus (8.1) anhand des konkreten Beispiels
0> = 1 und A = 1/2 veranschaulicht. Es ist zu erkennen, dass dieses Modell keinen
Nugget-Effekt aufweist. Wird das Modell aus Kapitel 2 dagegen durch einen Nugget-
Effekt erweitert, so muss das Semi-Variogramm (8.1) lediglich um eine Konstante additiv

ergdnzt werden. Das Semi-Variogramm dieses Prozesses lautet dann
v(h) = o?(1 — A") 4+ 72 (8.2)

Das bisherige Beispiel wird in Abbildung 8.1 um die Grofie 72 = 1/5 erweitert.

8.2. Verallgemeinerte Abhdngigkeitsstrukturen

Nun wird die erste Modellverallgemeinerung, die in Abschnitt 8.3 untersucht wird, im
Detail vorgestellt. Sie ist unter anderem in Stehlik (2004) zu finden. Da die Fehlervarianz
lediglich als multiplikativer Faktor Bestandteil des D-Kriteriums ist, wird im Folgenden
die Einschrdnkung vorgenommen, dass die Fehlervarianz gleich 1 ist. Diese Annahme

vereinfacht das weitere Vorgehen.
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Abbildung 8.1: (a): Semi-Variogramm aus (8.1) mit 0> = 1 und A = 1/2. Dies ist ein
Modell ohne Nugget-Effekt. (b): Semi-Variogramm aus (8.2). Im Vergleich
zum Semi-Variogramm aus (8.1) existiert hier an der Stelle h = 0 auf

Grund des Nugget-Effekts 7> = 1/5 eine Sprungstelle.

In Stehlik (2004) wird eine Modellannahme beziiglich der Korrelationsmatrix des Fehler-
vektors betrachtet, die der dieser Arbeit sehr nah ist. Und zwar besteht dort zwischen zwei
Komponenten des Fehlervektors die Korrelation exp(—rd) mit Parameter r € [0, 00), wenn
der Abstand der zugehorigen Versuchspunkte d betrigt. Dieses Modell wird als exponen-
tielles Modell bezeichnet. Erfolgt eine Substitution des Parameters r durch die Funktion
—In(\) so resultiert wegen exp(—rd) = A4 das Modell, das in dieser Arbeit Gegenstand
der Untersuchungen ist. Da die Transformation bijektiv ist, bedeutet dies unter ande-
rem, dass auch bei einem exponentiellen Modell beziiglich des Parametervektors |8y, 31]7
lediglich lokal D-optimale Versuchspléine existieren. Die weiteren Erlduterungen zu den
Modellannahmen erfolgen nun in der Parametrisierung, wie sie in Kapitel 2 gewahlt ist.
In Stehlik (2004) wird das Modell mit einem Nugget-Effekt 1 —p erweitert. Zudem wird fiir
zwei Versuchspunkte, die identisch sind, angenommen, dass die zugehorigen Fehler perfekt
positiv korreliert sind. Damit lautet die Korrelation der Fehler zweier Versuchspunkte x

und y
o=yl falls 2 — 0,
Korr(xz,y) = P v (8.3)
1 falls z —y = 0.
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Die Abhéngigkeitsstruktur aus (8.3) stellt nun die erste Modellverallgemeinerung dar.
Dabei gilt, dass p € [0, 1]. Das zugehorige Semi-Variogramm lautet

7(d) = p(1 =) +1—p,

wobei d = |z — y|. Es ist zu erkennen, dass fiir p = 1 die Abhéngigkeitsstruktur, die in

Kapitel 2 angenommen wird, vorliegt.

In der zweiten Modellverallgemeinerung werden die Korrelationen

Ne=vl falls 2 — 0,
Korr(z,y) = P u# (8.4)

p falls x —y =0,

angenommen. Es ist erneut zu erkennen, dass fiir p = 1 die Abhéngigkeitsstruktur, die in
Kapitel 2 angenommen wird, vorliegt. Die zweite Modellverallgemeinerung unterscheidet
sich von der ersten dadurch, dass fiir p < 1 die Fehler zweier gleicher Versuchspunkte
nicht perfekt positiv korreliert sind. Fiir den Spezialfall, dass der Versuchsplan sich wie
in Kapitel 5 aus den drei Versuchspunkten z; = 0, x9 = d und x3 = 1 zusammensetzt,

fithrt die Abhéngigkeitsstruktur (8.4) zu der Kovarianzmatrix

1AM 100
S (00,00, N) =0ty | AT 1 M o | 010 (8.5)
A 00 1

Dabei betrigt die Fehlervarianz 0(21) + 0(22). Somit setzt sich die Fehlervarianz aus zwei
Komponenten zusammen. Der Parameter p aus der Korrelationsmatrix ergibt sich dabei
durch p = of,)/(0f)) + 0%y mit p € [0,1]. Falls p = 1 ist, so muss fiir die Komponente o7,
der Fehlervarianz gelten, dass 0(22) = 0 ist. Falls andererseits p = 0 ist, so sind die Fehler

unkorreliert.

Im néichsten Abschnitt wird statt der Kovarianzmatrix (8.5) die zugehorige Korrelations-

matrix herangezogen. Sie lautet

1 A4 PA
SlpA)=1{ pA 1 pA7? . (8.6)
oA pAlTd 1

Falls der Versuchspunkt d nicht einem der Randpunkte entspricht, so kann die Korrelati-

onsmatrix (8.6) auch fiir die erste Modellverallgemeinerung herangezogen werden. In dem
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Fall d = 0 liegt bei der ersten Modellverallgemeinerung jedoch die Korrelationsmatrix

1 1 pA
S A)=11 1 pA (8.7)
pA pA 1

vor. Fiir d = 1 weist die Korrelationsmatrix die gleichen Eintriage wie die der Matrix (8.7)
auf. Allein die Positionen der Eintrédge unterscheiden sich. Da fiir d = 0 und d = 1 der
Versuchspunkt d keine zusétzlichen Informationen zur Schiatzung der Regressionsparame-
ter beitragt, kann wie in Abschnitt 5.3.1 der Versuchsplan betrachtet werden, der lediglich
die beiden Randpunkte enthélt. Die Korrelationsmatrix des Fehlervektors lautet in dieser

Situation

(8.8)

Sy A) = [ Lo ]

pA 1

In dem nun folgenden Abschnitt wird, abweichend zu dem in den bisherigen Kapiteln

betrachteten Modell, der Parameter p in die Untersuchungen einbezogen.

8.3. Vergleich von Versuchsplanen

In diesem Abschnitt werden die beiden Modellverallgemeinerungen aus Abschnitt 8.2
betrachtet. Im Speziellen werden drei verschiedene Versuchspldne anhand der relativen

D-Effizienz miteinander verglichen. Es handelt sich um die Versuchspldne mit d = 0,
d—0und d=1/2.

Zu Beginn wird das D-Kriterium fiir den Parametervektor [y, 81]7 formuliert. Dabei wird
der Fall A = 1 nicht betrachtet, da fiir p = 1 manche Eintrige in der invertierten Kovari-
anzmatrix des Fehlervektors nicht definiert sind. Weil fiir den Fall A = 0 im Allgemeinen
unkorrelierte Fehler vorliegen und diese Sitaution bereits in Kapitel 5 Gegenstand der Un-
tersuchungen ist, wird dieser Fall ebenfalls nicht untersucht. Somit werden im Weiteren
nur die Falle A € (0, 1) betrachtet.

Erfolgt die Konstruktion des D-Kriteriums analog zum Vorgehen in Abschnitt 5.3.1, so

lautet es fiir die erste Modellverallgemeinerung aus Abschnitt 8.2

(1= A2p?)t2 falls d € {0,1},
D(l)(d) = 203)\2 +p2(_)\2d — \2—2d _ )\2) +1 1/2 . 0
2(p(— A+ dN — NI+ Ad — M) + &2 —d + 1) alls d € (0,1).

(8.9)
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Dabei gehen die Matrizen (8.8), (5.12), (8.6) und (5.5) in die Konstruktion ein.

Fiir die zweite Modellverallgemeinerung aus Abschnitt 8.2 lautet das D-Kriterium

1 -9 2 2\ 1/2
(“’—M) falls d € {0, 1},
Dioy(d) = .
2) 20°A2 4 p2(— A2 )22 \2) 4] 1/2
falls d € (0,1).
2(p(=Ad? + dXd —dN =4+ Xd— X))+ d> —d+ 1)

(8.10)
Hier gehen die Matrizen (8.6) und (5.5) in die Konstruktion ein. Es ist zu erkennen, dass
beziiglich des D-Kriteriums nur fiir den Versuchspunkt d = 0 ein Unterschied zwischen

den beiden Modellverallgemeinerungen besteht. Dabei gilt wegen
1—p
(Dy(0))* = (D (0))* = —+, (8.11)

dass die erste Modellverallgemeinerung fiir p € [0,1) im Vergleich zur zweiten Verallge-
meinerung stets zu einem grofleren D-Kriterium fithrt. Dieses Resultat ist plausibel, da in
dem Modell mit Nugget-Effekt eine zusétzliche Beobachtung an gleicher Stelle zu keinem

Informationsgewinn fiihrt. Fiir p = 1 dagegen stimmen die D-Kriterien iiberein.

Weiter gilt, dass das D-Kriterium bei der zweiten Verallgemeinerung wegen
lim D =D 12
lim Dyz)(d) = Dy3)(0) (8.12)

fir A € (0,1) stetig in d = 0 ist. Dies bedeutet, dass die Versuchspldne mit d = 0 und
d — 0 das gleiche D-Kriterium aufweisen. Fiir die erste Verallgemeinerung liegt dagegen

die Besonderheit vor, dass das D-Kriterium an der Stelle d = 0 gréfer ist als im Grenzfall
d — 0. Dies folgt aus (8.11) und (8.12).

Da in der zweiten Verallgemeinerung das D-Kriterium des Versuchsplans mit d = 0 mit
dem D-Kriterium des Versuchsplans mit d — 0 iibereinstimmt, wird im Weiteren nur
noch die erste Verallgemeinerung untersucht. Denn Ergebnisse fiir den Versuchsplan mit

d — 0 konnen direkt auf den Versuchsplan mit d = 0 iibertragen werden.

In dem D-Kriterium der ersten Modellverallgemeinerung (8.9) resultieren fiir p = 1 die
Ausdriicke (5.10) und (5.15). Dagegen resultiert fiir p = 0 der Ausdruck (5.11). Dies be-
deutet, dass der D-optimale Versuchsplan nicht wie bisher nur vom Korrelationsparameter
abhéangt, sondern insbesondere auch von der Grofle des Parameters p. Denn fiir p = 0 ist
der Versuchsplan mit d = 0 D-optimal, siehe Behauptung 5.18. Dies gilt hier unabhéngig
vom Korrelationsparameter. In dem Fall p = 1 liegt die Situation vor, die ausfiihrlich in

Kapitel 5 analysiert wurde. Es existieren damit lediglich lokal D-optimale Versuchspléne.
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Da die Hinzunahme des Parameters p die in Kapitel 5 vorliegende Komplexitét hinsicht-
lich des Auffindens D-optimaler Versuchspliane weiter verschérft, werden nun lediglich fiir
einen Spezialfall weitere Untersuchungen vorgenommen. Und zwar wird der Fall p = 1/2
angeschaut. Dieser hat die Eigenschaft, dass er nicht wie die im vorherigen Absatz ange-
sprochenen Extremfille (p = 1 und p = 0) zu Situationen fithrt, die in Kapitel 5 bereits
untersucht worden sind. Dabei werden im Folgenden die drei Versuchspldne mit d = 0,
d — 0 und d = 1/2 untersucht. Zunéchst werden wie in Abschnitt 7.2 die Versuchspliane
mit d — 0 und d = 1/2 miteinander verglichen. Es zeigt sich, dass keiner der beiden
Versuchsplane fiir simtliche Korrelationen A € (0, 1) besser als der andere ist. Dies kann
anhand der relativen D-Effizienz des Versuchsplans mit d — 0 beziiglich des Versuchsplans
mit d = 1/2 gezeigt werden, welche durch

Dw(1/2) 8(2- )

— = 1/2 _.

Qdao,1/2()\)

gegeben ist. Denn zunichst gilt fiir die Funktion 2z;(\), dass limy_02(A) = (8/9)'/2
und limy_,; z;(\) = (4/3)Y/2. Damit ist der Versuchsplan mit d = 1/2 dem Versuchsplan
mit d — 0 fiir A — 1 {iberlegen. Andererseits ist er fiir A — 0 dem Versuchsplan mit
d — 0 unterlegen. Es gilt sogar, dass die relative D-Effizienz des Versuchsplans mit d — 0
beziiglich des Versuchsplans mit d = 1/2 in A monoton wichst, sieche Behauptung 8.1.

Behauptung 8.1. Sei p = 1/2. Gegeben seien die beiden Versuchspline mit d — 0
und d = 1/2. Dann gilt, dass die relative D-Effizienz des Plans mit d — 0 beziiglich des

Versuchsplans mit d = 1/2 in X monoton wachsend ist.

Beweis. Die quadrierte relative D-Effizienz des Versuchsplans mit d — 0 beziiglich des
Versuchsplans mit d = 1/2 ist fiir p = 1/2 gegeben durch

8(2—\)
(A— 4N 1 6)(3—A2)

Die Substitution A = 22 liefert die Funktion

8(2 — x?)
(22 —4x +6)(3 — 2*)

k(x) =

Es gilt
0 B 3211 (z)

k(x) =
ox (z) (22 — 4z +6)%(z* — 3)?
mit ry(z) = —27 + 325 — 102* + 1223 + 32% — 122 + 6. Nun gilt

ri(x) > =227 + 325 — 102* + 122% + 32% — 120 + 6 = (1 — 2)ry(2)
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mit
ro(z) = 22% — 2° — 2" 4+ 92® — 32% — 62 + 6.
Weiter gilt
ro(z) > —42° —2° — 2* + 92° — 32® — 62+ 6 = (1 — 2)r3(x)
mit
r3(x) = 42° + 5z* + 62° — 32 + 6.

Die Funktion r3(z) ist wegen Behauptung 5.13 positiv. Insgesamt folgt, dass die betrach-

tete relative D-Effizienz monoton wachsend in \ ist. OJ

Die Behauptung 8.1 hat zusammen mit den relativen D-Effizienzen, die fiir A — 0 und
A — 1 vorliegen, die Konsequenz, dass der Versuchsplan mit d — 0 gegeniiber dem Plan
mit d = 1/2 beziiglich des D-Kriteriums im ungiinstigsten Fall prozentual weniger verliert

als umgekehrt.

Als Néchstes erfolgt ein Vergleich der Versuchspldane mit d = 0 und d — 0. Die relative
D-Effizienz des Versuchsplans mit d = 0 beziiglich des Versuchsplans mit d — 0 lautet

32\ "?
Q.d-0(N) = <4 — )\2> =: z(N).

Die Funktion z2(A) ist monoton fallend in A, sieche Behauptung 8.2.

Behauptung 8.2. Sei p = 1/2. Gegeben seien die beiden Versuchspline mit d = 0
und d — 0. Dann gilt, dass die relative D-Effizienz des Plans mit d = 0 beziiglich des

Versuchsplans mit d — 0 in X monoton fallend ist.

Beweis. Die quadrierte relative D-Effizienz des Versuchsplans mit d = 0 beziiglich des

Versuchsplans mit d — 0 ist fiir p = 1/2 gegeben durch

33—\
4— N2

Die erste Ableitung der quadrierten relativen D-Effizienz lautet

2\
(A—2)2(A+2)%

Da dieser Ausdruck negativ ist, ist die relative D-Effizienz monoton fallend in A. O
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AuBerdem gilt limy_, 2(\) = (3/4)"/2 und limy_,; 2()\) = (2/3)'/2. Damit ist der Ver-
suchsplan mit d = 0 dem Versuchsplan mit d — 0 fiir A € (0, 1) beziiglich des D-Kriteriums

auf Grund der Monotonie der relativen D-Effizienz unterlegen.

Abschlieflend werden nun noch die Versuchsplédne mit d = 0 und d = 1/2 anhand ihrer
relativen D-Effizienzen untersucht. Die relative D-Effizienz des Versuchsplans mit d = 0

beziiglich des Versuchsplans mit d = 1/2 lautet

8 1/2
qmﬂM%:(Q+QMA—4Mﬂ+60 = 2(A):

Erneut ist der Quotient monoton wachsend in A, sieche Behauptung 8.3.

Behauptung 8.3. Sei p = 1/2. Gegeben seien die beiden Versuchspline mit d = 0
und d = 1/2. Dann gilt, dass die relative D-Effizienz des Plans mit d = 0 beziiglich des

Versuchsplans mit d = 1/2 in X monoton wachsend ist.

Beweis. Die quadrierte relative D-Effizienz des Versuchsplans mit d = 0 beziiglich des
Versuchsplans mit d = 1/2 ist fiir p = 1/2 gegeben durch

8
A+ 2)(A— 424 6)

Die Substitution \ = z? liefert die Funktion
8(2 — %)
(22 —4x +6)(3 — 2*)

k(x) =

Die erste Ableitung der quadrierten relativen D-Effizienz lautet

2\
T (A=22(A+2)%

Da dieser Ausdruck negativ ist, ist die relative D-Effizienz monoton fallend in . O]

Wegen limy o 23(A\) = (2/3)"2, limy_,; 23(A\) = (8/9)"/2 und der Monotonie folgt nun, dass
der Versuchsplan mit d = 1/2 fiir alle A aus dem Intervall (0, 1) ein kleineres D-Kriterium

als der Versuchsplan mit d = 0 aufweist.

Abschlielend wird der Punkt diskutiert, dass bei der Modellierung eines Nugget-Effekts
der Versuchsplan mit d = 0 ein grofleres D-Kriterium aufweist als der Versuchsplan mit
d — 0. Der Nugget-Effekt wird in Cressie (1993) unter anderem dadurch motiviert, dass
Messfehler, die bei Wiederholungsmessungen fiir zwei an der nahezu selben Stelle platzier-

ten Versuchspunkte entstehen, in der Modellierung Beriicksichtigung finden. Es kénnte
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aber die Frage gestellt werden, warum diese Ungenauigkeiten nicht auch in dem Fall auftre-
ten, wenn an der gleichen Stelle eine weitere Messung vorgenommen wird. In der zweiten
Modellverallgemeinerung wird in den beiden angesprochenen Féllen nicht unterschieden.
Vom Standpunkt der zweiten Modellverallgemeinerung liegt damit bei der ersten Modell-
verallgemeinerung ein zusétzlicher Informationsverlust vor sobald ein Versuchspunkt an

der Stelle d = 0 statt an der Stelle d — 0 positioniert wird.



9. Zusammenfassung

In dieser Arbeit wird der Frage nachgegangen, wie die Versuchspunkte eines Versuchs-
plans im einfachen linearen Regressionsmodell im Sinne des D-Kriteriums optimalerweise
zu wahlen sind. Dabei wird der Fall betrachtet, dass korrelierte Fehler vorliegen, wobei
die Stirke der Korrelation zweier Fehler von einem Parameter A\ und von der rdumlichen
Distanz der zugrunde liegenden Versuchspunkte abhéngt. Insbesondere werden Versuchs-
plane untersucht, die sich aus unabhéngigen Versuchseinheiten zusammensetzen, wobei
fiir jede Versuchseinheit drei Versuchspunkte aus dem Intervall [0, 1] geeignet zu wéhlen
sind. In der Arbeit von Dette et al. (2008) konnte gezeigt werden, dass beziiglich des
D-Kriteriums, das die Schitzung der Regressionsparameter widerspiegelt, der linke und
rechte Rand des Versuchsraums mit jeweils einem Versuchspunkt zu belegen sind. Dariiber
hinaus konnte gezeigt werden, dass der D-optimale Versuchsplan im Grenzfall hochkorre-
lierter Fehler gegen den dquidistanten Versuchsplan konvergiert. Die vorliegende Arbeit
greift die genannten Resultate auf. Auf Grund des Resultats, dass zwei Versuchspunkte
des D-optimalen Versuchsplans am Rand des Versuchsraums liegen, ist lediglich der drit-
te Versuchspunkt d zu bestimmen. Ergénzend zu dem zweiten Resultat aus Dette et al.
(2008) wird hier beziiglich des D-Kriteriums in Kapitel 5 gezeigt, dass bei hochkorrelier-
ten Fehlern der Versuchspunkt d beliebig gewiahlt werden kann, da jeder Versuchsplan
eine D-Effizienz von 1 aufweist. Ein eigener Abschnitt in Kapitel 5 befasst sich mit der
Angabe von unteren Schranken fiir die D-Effizienzen von Versuchsplédnen mit drei Ver-
suchspunkten, wobei erneut nur der Versuchspunkt d € [0, 1] zu bestimmen ist. Es wird
gezeigt, dass fiir Korrelationsparameter A\ € [0,1/5] jeder Versuchsplan mindestens eine
D-Effizienz von (1/2)'/? =~ 0.7071 aufweist. Es gilt sogar, dass die gefundene Mindesteffizi-
enz in A € (0,1/5] monoton wichst. Fiir Korrelationen A\ € [1/5,1) wird die Schranke 0.9
hergeleitet. Da die D-Effizienz des Versuchsplans mit d = 0 fiir A — 0 mit der Mindestef-
fizienz iibereinstimmt, liefert dieser Plan im ungiinstigsten Fall die kleinste D-Effizienz,
die iiberhaupt moglich ist. Dagegen wird fiir den Versuchsplan mit d = 1/2 gezeigt,
dass dessen D-Effizienzen mindestens 0.8 betragen. Numerische Untersuchungen lassen
die Vermutung zu, dass seine kleinste D-Effizienz sogar einen Wert von (3/4)'/2 ~ 0.8660
aufweist. In dieser Arbeit wird zumindest belegt, dass der Versuchsplan mit d = 1/2 dem
Versuchsplan mit d = 0 beziiglich der Mindesteffizienz iiberlegen ist. Weitere numeri-
sche Untersuchungen zeigen, dass ein Versuchsplan mit d ~ 0.138 der Plan ist, der die
maximale Mindesteffizienz aufweist. Es wird zumindest gezeigt, dass beziiglich der Ver-
suchspunkte d € {i/8:i=0,1,2,...,8} U{1/16} der Plan mit d = 1/8 der Plan mit der

113
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grofften Mindesteffizienz ist. Ein Nachteil der bisherigen Ergebnisse ist die Annahme, dass
der Korrelationsparameter A bekannt ist. Denn falls der Korrelationsparameter unbekannt
sein sollte, so kann auf Grund der Tatsache, dass der D-optimale Versuchsplan vom Kor-
relationsparameter abhéngt, kein Versuchsplan genannt werden, der fiir jedes A € [0, 1]
den D-optimalen Versuchsplan darstellt. Einen Ansatz liefert in Kapitel 6 die Schiatzung
siamtlicher Parameter anhand eines zweistufigen Verfahrens. Aus anderen Arbeiten ist be-
reits bekannt, dass das zweistufige Verfahren ein asymptotisch effizientes Verfahren zur
Schétzung der Regressionsparameter darstellt. Auf die hier vorliegende Situation iibertra-
gen bedeutet dies, dass der Versuchsplan einer Versuchseinheit fiir unendlich viele weitere
Versuchseinheiten zu wiederholen ist. Im Rahmen dieser Arbeit wird mittels Simulations-
studien nachgewiesen, dass das D-Kriterium bei bekanntem Korrelationsparameter zu dem
D-Kriterium bei unbekanntem Korrelationsparameter bereits fiir zwei Versuchseinheiten
sehr dhnlich ist. Dies hat die Konsequenz, dass sich die obigen Ergebnisse bei bekanntem
Korrelationsparameter auf den Fall eines unbekannten Korrelationsparameters iibertragen
lassen. Im siebten Kapitel wird die Situation betrachtet, dass neben den beiden Regres-
sionsparametern auch der Korrelationsparameter in das D-Kriterium einflieft. Es wird
gezeigt, dass es im Sinne des D-Kriteriums besser ist, den dritten Versuchspunkt in die
Néhe des Rands des Versuchsraums zu legen als in die Mitte. Ein letztes Kapitel bein-
haltet im Vergleich zu den anderen Kapiteln zwei Modellverallgemeinerungen. Es wird
ein Spezialfall untersucht, bei dem perfekte positive Korrelationen der Fehler im Grenz-
fall d — 0 ausgeschlossen sind. Ein Vergleich zwischen den drei Versuchspldnen mit den
Versuchspunkten d = 0, d — 0 und d = 1/2 zeigt dabei fiir die erste Modellverallgemeine-
rung, dass der Versuchspunkt d = 0 den anderen beiden Versuchspunkten unterlegen ist.
Welcher von den beiden anderen Versuchspunkten zu bevorzugen ist, hangt von der vorlie-
genden Korrelation ab. Die zweite Modellverallgemeinerung unterscheidet sich beziiglich
des D-Kriteriums von der ersten nur durch andere Werte fiir das D-Kriterium fiir den
Versuchspunkt d = 0. Dies hat die Konsequenz, dass manche Ergebnisse zu der ersten

Modellverallgemeinerung auf die zweite iibertragen werden kénnen.



A. Lemmata

Lemma A.1. Seien A € [0,1/5] und d € [0,1]. Dann gilt:
51()‘7 d) > 35()‘7 d)?
wober

st d) = d*(2A% — X — 1) +d(=2)\* + A + 1),
s5(\,d) = 23(1 — d)d/25 + \d(1 — d).

Beweis. Zunichst sei angemerkt, dass in den folgenden Uberlegungen die bivariate Funk-
tion sq(A,d) als Funktionenschar aufgefasst wird, wobei A die Rolle der unbestimmten
Variable einnimmt und d den Parameter der Funktionenschar darstellt. Daher wird nun

die Notation s41(\) statt s1(A, d) herangezogen.

Die Grundlage fiir den Beweis liefert (5.37) aus Behauptung 5.10. Jede Funktion der
Funktionenschar sg1(\) ist konkav in A, da
92
W&m
Auf Grund der Konkavitét ist in dem kompakten Intervall [0,1/5] fiir jeden Wert des

(\) =4(d - 1)d <0,

Parameters d die grofite positive Steigung der Funktionen an der Stelle A = 0 zu finden.

Die Steigungen lauten

0
o
Wird nun eine Geradenschar konstruiert, die die Steigungen (1 — d)d aufweist und durch

die Punkte s1(1/5,d) = 28(1 — d)d/25 verlduft, so liefert in Abhéngigkeit des Werts des

Parameters d die jeweilige Gerade der Geradenschar eine untere Schranke fiir die jeweilige

(A)p=o = (1 —d)d.

Funktion der Funktionenschar sg1(A). Damit die Geradenschar als Funktion formuliert
werden kann, sind lediglich die Achsenabschnitte zu bestimmen, da die Steigungen der
Geradenschar bereits bekannt sind. Die Achsenabschnitte konnen anhand der Funktions-
werte an der Stelle A = 1/5 und der bekannten Steigung ermittelt werden. Sie lauten
$a,1(1/5) = 1/52541(M)az0 = 23/25(1 — d)d. Insgesamt gilt nun fiir jede Funktion der
Funktionenschar sq1(\), dass

sa1(N) > %1 — )+ M1 — d)d = su5(\).

Diese Geradenschar kann nun wiederum als bivariate Funktion s;5(\) =: s5(), d) aufge-

fasst werden. O

115
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Lemma A.2. Seien A € [0,1/5] und d € [1/2,1]. Dann gilt:
53()‘7 d) > 07

wobei s3(\, d) = —X\3d — \2% 4+ \4 + N2,

Beweis. Es gilt:

—Md =N 4 4N >0
e A1 —d) > N\ )\
& M1 —d) = M -1

& 1—d> N -\

Nun wird die letzte Zeile der Aquivalenzumformungen bewiesen. Definiere hy(d) := A —
A% und p(d) :=1—d.

Wegen
o2
dd?
ist hy(d) konvex in d. Auflerdem gilt

ha(d) = (In(A)* (A" = N)(A" + 1) /(A7) = 0

ha(1/2) = A2 = X32 < 1/2 = p(1/2)

sowie

Nun kann wegen (5.30) aus Behauptung 5.9 gefolgert werden, dass die Ungleichung
ha(d) < p(d) gilt 0

Lemma A.3. Seien A € [0,1/5] und d € [1/2,1]. Dann gilt:
34()‘7 d) 2 07

wobei sy(A, d) = \~9d — \2724,

Beweis. Fall 1 (d € [1/2,1)):

Der Beweis nutzt mehrere Abschétzungen. Ein paar derer werden nun vorab zusammen-
getragen. Unter anderem wird ausgenutzt, dass

2 —In(5) In(5)
Wi +d NS

571 > (A1)
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Dies gilt auf Grund von (5.40) aus Behauptung 5.10. Andererseits gilt, dass

2 2
5l < —14+d(2- =
R R Y

Diese Abschitzung gilt wegen (5.30) aus Behauptung 5.9 mit a = 0. AuBerdem wird

). (A.2)

herangezogen, dass

3 13
2 R A.
S <) < =, (A.3)

siehe Lemma 5.16.

Nun zum eigentlichen Beweis. Die bivariate Funktion s4()\, d) wird als Funktionenschar
mit Parameter d aufgefasst. Daher wird im Weiteren die Notation sy 4()) anstelle von
s4(\, d) herangezogen. Es wird nun gezeigt, dass jede Funktion der Funktionenschar nur

positive Werte annimmt. Es gilt

0

Sy sa(V) = (1= d)dA™ — (2 = 2d) A", (A4)

Die Ableitung aus (A.4) gleich Null setzen und umformen dieser Gleichung nach A liefern
A= (d/2)/07).

Folglich gibt es fiir jede Funktion der Schar genau einen Kandidaten fiir eine lokale FEx-

tremstelle. Damit gibt es aber auch nur hochstens eine lokale Extremstelle. Weiter gilt

0
584,d(/\)|/\:1/5 =(1- d)d5d -(2- 2d)52d_1

= (1 —d)5%d —2-5%1)

< (1—d)5i(d—2( _2\1;‘5(‘” +dhi§?) wegen (A1),

a _d)5d(\/5(1n(55) -9 5—2\23111(5)@

< —d)5d(\/3(13é7_ 2 4 5_2\53/%) wogen (A.3),

= (1— 61)56’(—\3/—55 + #d)

<a-aF-2 Lo e VB > 2,
<0. (A5)

Aus (A.5) ist ersichtlich, dass s, 4()) fiir d € [1/2,1) in A = 1/5 streng monoton fallend
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ist. Weiter gilt, dass

sp4(A=1/5) =571 (d — 571

1 2 2
> 5971 (d — <ﬁ —1+d(2- %)) , wegen (A.2),
R I
=571 7 + d(\/3 1))
> 0. (A.6)

Schliellich gilt, dass
$2,4(0) = 0. (A.7)

Nun kann abschlieBend gefolgert werden, dass s4(A,d) > 0. Dies geschieht wie folgt.
Zunéchst hat jede Funktion s44(\) hochstens eine lokale Extremstelle in d € [1/2,1). Da
aber sy 4(\) auf dem rechten Rand streng monoton fallend ist, kann es sich bei einem even-
tuellen lokalen Extremum nicht um ein Minimum handeln. Falls kein Extremum vorliegt,
so muss s44(A) auf d € [1/2,1) monoton fallend sein. Damit befindet sich das absolute
Minimum an der Stelle A = 1/5, also am Rand. Falls dagegen doch ein lokales Maximum
vorliegt, so liegt das absolute Minimum ebenfalls am Rand. Die Rénder sind jedoch wegen
(A.6) und (A.7) nicht negativ.

Fall 2 (d =1):
Es gilt, dass s44-1(\) = 0. O
Lemma A.4. Seien A € [0,1/5] und d € [0,1]. Dann gilt:
s3(A,d) + s4(\, d) >0,
wobei s3(A, d) und s4(\, d) aus Lemma A.2 und Lemma A.3 entnommen sind.
Beweis. In Lemma A.2 und Lemma A.3 wurde jeweils lediglich gezeigt, dass die Unglei-
chung fiir d € [1/2,1] gilt. Es gilt jedoch, dass
ss(A, d) 4+ sa(A,d) = =ATd+ N7 = N4 X = N2 4 N = 55(\, 1 —d) + s4(N, 1 — d).

Somit ist die Funktion s3(A, d) + s4(\, d) symmetrisch um d = 1/2. Dies bedeutet, dass
s3(A, d) + s4(A, d) sogar fur d € [0, 1] nur positive Funktionswerte aufweist. O

Lemma A.5. Seien A € [0,1/5] und ¢ € [-1/2,1/2]. Dann gilt:

23 7 23
ta(N,€) == —Ac* — 2—502 — N2 p QN2 \H3/2 g \3/2me Z/\ + 100 ist konvex in A.
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Beweis. Es ist zu zeigen, dass
62
WtQ()\, C) > 0.
Die zweite Ableitung von t3(\, ¢) nach A lautet

2

th()\, ¢) = X7V, (¢) + A7V 2wy(c), (A.8)

wobei wy(¢) = —2¢% — 3¢ + 1/2¢ + 3/4 und wsy(c) = 2¢ — 3¢* — 1/2¢ + 3 /4.

Die Funktionen w(c) und ws(c) sind wegen

82
@wl(c) =—-12¢-6<0
und
2
ng(c) =12¢-6<0
c
konkav. Da auflerdem
1 1 1 1
wl(—§) = wl(ﬁ) = w2(—§) = w2(§) =0,
gilt mit Behauptung 5.8
wi(c) >0
sowie
wsy(c) >0

SchlieBlich sind die Terme A°~!/? und A=°~!/2 ebenfalls nicht negativ. Somit gilt insgesamt,

dass
92
WtQ()\, C) Z 0.
[
Lemma A.6. Seien mi(c) := 57"Y2 und my(c) := 5"1/2. Sei ¢ € [0,1/2]. Dann gilt:
1 3
mi(c) < = — —c=:ny(c) (A.9)
2 5
und
1
ma(c) < g Te= na(c). (A.10)
Beweis. Wegen
52
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und
82
5am(c) = (I(5))*5°7% > 0
c

sind my (c) und my(c) konvex. Zudem gilt, dass

1
mmm:5*”§44ﬂ=§=nﬂm,

1
ma(0) = 5712 < 4712 5 = 2(0)
und
1 1
Die Aussagen (A.9) und (A.10) folgen darauthin aus (5.30). O

Lemma A.7. Seien my(c) und ma(c) wie in Lemma A.6. Sei c € [—1/2,0]. Dann gilt:

1
my(c) < 5 ¢= ns(c) (A.11)
und
1
mo(c) < 3 + gc =:ny(c). (A.12)
Beweis. Folgt analog zu Lemma A.6 aus (5.31) mit
1 1
mi(=3) =1=mn3(=3),
my(0) = 5712 <4712 = Z = ng(0),
1 1 1
m2(—§) 5 4(—5)
und
ma(0) = 57 Y2 <4712 = — = ny(0)
[

Lemma A.8. Seic € [—1/2,1/2]. Dann gilt fir ta(\, ¢) aus Lemma A.5:

ta(A, ¢) st in A = 1/5 monoton nicht steigend in . (A.13)
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Beweis. Die erste Ableitung von t5(A, ¢) nach A lautet

%tg(/\, ) = AT 2ws(c) + A= 2u(c) — & — T/4 = v (N, ©),

wobel ws(c) = (1 — 2¢)(3 + 2¢)/2 und wy(c) = (1 4 2¢)(3 — 2¢) /2.

Die Funktion v; (A, ¢) an der Stelle A = 1/5 ausgewertet liefert

vl(%, c¢) = my(c)ws(c) + ma(c)wy(c) — ¢ — Z, (A.14)

wobei m;(c) = 57°7Y2 und my(c) = 5°7/2. Fiir den Nachweis von (A.13) ist somit zu

zeigen, dass

1
Ul(g,c) <0. (A.15)
Es ist leicht zu sehen, dass
ws(c) >0, wy(c) > 0. (A.16)

Das weitere Vorgehen erfordert eine Fallunterscheidung.
Fall 1 (c € [0,1/2]):

Beziiglich (A.14) gilt:

1
0(E.0) < mileus(e) + ma(cw(e) — 2~ L wegen (A.9), (A10) und (A.16)
1—-2¢,_,
=35 (8¢° +2¢—5)
1—-2c 9
< 50 (2¢ — 3) ,da1—2¢>0und 8* <2,
<0. (A.17)
Fall 2 (c € [-1/2,0)):
Beziiglich (A.14) gilt:
1
”1(57 c) < nz(c)ws(c) + ng(c)wy(c) — ¢ — ;—i , wegen (A.11), (A.12) und (A.16),
14+2¢,_,
pu— - 2 -
50 (8¢ c—5)
142
< —2|—06<—26—3) cda142¢>0und 82 < 2,
<0. (A.18)

Wegen (A.17) und (A.18) gilt (A.15) und damit auch (A.13). O
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Lemma A.9. Seic € [—1/2,1/2]. Dann gilt fiir to(\, c¢) aus Lemma A.5:

t2(1/5,¢) > 0. (A.19)

Beweis. Es gilt:
28, 3

1
fa(z.0) = (2c+ 1)573/2 4 (1 — 2¢)5773/2 — 5~ o (A.20)

Fall 1 (c € [-1/2, —1/4)):

Wegen
d? d?
m50—3/2 = (In(5))?5¢73/2 > 0 und myc—?’/? = (In(5))?57 <32 > 0,
C C

sind 5¢7%/2 und 57¢3/2 konvex.

Anwendung von (5.40) liefert
In(5)+2 In(5)

e=3/2 > A.21
- T (A-21)
und 51 |
sc-y/z 5 27 106) ) (A.22)
10 5
Daraufhin gilt, dass
1 n(5) +2  In(5) 2 1In(5) In(5) . 28, 3
20> (2641 1-2 _ _ 022
hai5.0) 2 Qe+ D, 55 0+ =20(— 5 0" 55¢ "o
_ (12In(5) — 28)c* + (2In(5) — 8)c — 2In(5) + 3
N 25
=: t3(c). (A.23)

Die folgenden Ausfithrungen zeigen, dass t3(c) > 0.

Zum einen kann aus Lemma 5.16 leicht gefolgert werden, dass In(5) < 7/3. Daraus folgt
o2 241n(5) — 56
— ¢ 20\ -
RS 25

Da auflerdem ¢3(—1/2) = 0 und wegen Lemma 5.16 t3(—1/4) = (13 — 7In(5))/100 > 0,

gilt wegen (5.28) schliellich, dass t3(c) > 0.

< 0.

Fall 2 (c € [-1/4,0]):

Aus Fall 1 folgt, dass 5¢7%/2 und 57¢73/2 konvex sind. Anwendung von (5.42) liefert
In(5)

—Zc

5v5

50-3/2 > 5-3/2 4
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und

Darauthin gilt, dass

1 _ In(5) _ In(5) 28
ta(=,¢) > (204 1)(57%2 + —ZLe) + (1 —20) (5732 — o) — Z=¢2
(3002 (e D6+ 20N 4 (- 205752 - 200y - B

_ (4V5In(5) — 28)c* +2v5 — 3
N 25
=: t4(c).
Die folgenden Ausfithrungen zeigen, dass t4(c) > 0.
Wegen Lemma 5.16 und Vb5 <3 gilt
2 | — 3(13/7) — 7 16
0, oSG 1) SBu30-T) 16
Oc? 25 25 35

Da auflerdem
10—-3v/5 _ 10—9
25v/5 25v/5

und wegen Lemma 5.16

1 V5(In(5) +8) — 19 S 203/2+48)—19

0
100 - 100 ’

gilt wegen (5.28) schliellich, dass t4(c) > 0.

Fall 3 (c € [0,1/2]):

3
25

Die Funktion #5(1/5, ¢) ist symmetrisch um 0. Daher folgt fiir ¢ € [0, 1/2] aus Symmetrie-

griinden auf Grund der ersten beiden Fille, dass t2(1/5,¢) > 0.

]

Lemma A.10. Seien A € [1/5,1] und ¢ € [0,1/2]. Dann gilt: Jede Funktion der Funktio-

nenschar

ssa(€) = 8L 2In(\) (2In(N)e — In(A) + 4) + A2 In(A) (=2in(A)e — In(X) + 4)

hat ein globales Maximum an der Stelle ¢ = 0.
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Beweis. Es gilt:

%sg?;@ = 81A“"5/2In())?(In(A)(2c — 1) + 6)
+ 81X2In(A\)?(In(\)(2¢ + 1) — 6)
< 81IATT2In(A\)?(In(N) (2¢ — 1) + 6)
+ 81X2 In(A)?(In(A)(2¢ + 1) — 6)
= 32452 In(\)3¢
<0.

Somit ist sg(c) monoton fallend in c.
Lemma A.11. Seien A € [1/5,1] und ¢ € [0,1/2]. Dann gilt:
32(>‘a C) > m?()‘a C)a

wobei

sa(\, ) = 8IXNTY2(—1 + 2¢) 4 81A%/27¢(—1 — 2¢),

1
ma(\, ¢) = —162X%/% + 5(81A5/2zn(A)2 — 324X In(\) + 648)\%/2 — 648)\%)c

+ (81X32(4 — In(N))In(N\))c2.

Beweis. Die Funktionen ss(A, ¢) und mo(A, ¢) werden als Funktionenscharen s, (c) und

ma (c) aufgefasst. Die zweiten Ableitungen lauten

2
%SQ,A(C) = 81X 2In(A) (2In(A)e — In(A) + 4) + A2 In(A) (—2In(N)e — In(\) + 4)
C
=: 552(c)
und
2
%mm(c) = 6480/ %In()\) — 162X>/%In(\)2.

C

Wegen Lemma A.10 gilt, dass

82

s (c) < sEA(0) = 648A72In(\) — 1622072 In(\)? = ——max(c).

oc?

Weiter gilt, dass s21(0) = m9x(0) und s3,(1/2) = mgx(1/2). Daraufhin folgt mit Be-

hauptung 5.11 schliellich, dass ss5(c) > ma(c).

O
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Lemma A.12. Seien A € [1/5,1] und ¢ € [0,1/2]. Dann gilt: Jede Funktion der Funktio-

nenschar
s (e) = I 2In(A) (In(A) (1 — 2¢) — 4) + SIAN2=In(\) (In(A) (1 + 2¢) — 4)

hat ein globales Mazimum an der Stelle ¢ =1/2.

Beweis. Es gilt:

s (c) = SIAT2In (M) (In(A) (1 — 2¢) — 6)

Sl

+81AY2In(A\)*(In(A) (=1 — 2¢) + 6)
> 81X 2In (M) (In(N)(1 — 2¢) — 6)

+ 81X 2In(A)?(In(A\)(—1 — 2¢) + 6)
= 324X\ 2In(\)3c
> 0.

Somit ist sz(f;\(c) monoton wachsend in c. O
Lemma A.13. Seien A € [1/5,1] und c € [0,1/2]. Dann gilt:
S3<>\7 C) > m3<>\7 C)a

wobei

SS(/\,C) = 81(_2)\c+1/2c+ 2)\1/2_CC—|— )\c+1/2 + )\1/2_0),
1
my(A, ¢) = 162012 + %(_ln()\)Z — (=2X\ — 2)In()\) — 8AY2 4 8)¢

+ 81(In(A)? + (=2X — 2)In(N))c.

Beweis. Die Funktionen s3(A,¢) und ms(A, ¢) werden als Funktionenscharen ss »(c) und
msa(c) aufgefasst. Die zweiten Ableitungen lauten

5—02283,,\(0) = 81X ZIn(\) (In(A) (1 — 2¢) — 4) 4+ 8IAYZ=CIn(\) (In(\) (1 + 2¢) — 4)

2
= 33,,)\(0)

und ,
%mg,,\(c) = 162In(\)(In(A) — 21 — 2).
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Wegen Lemma A.12 gilt, dass

82
sg?;<c> < s$2(1/2) = 162In(A)(In(\) — 2\ — 2) = @mg,A(c).

Weiter gilt, dass s3,(0) = m3(0) und s3,(1/2) = ms,(1/2). Darauthin folgt mit Be-
hauptung 5.11 schliellich, dass s3(c) > mga(c). O

Lemma A.14. Seien A € [1/5,1] und ¢ € [0,1/2]. Dann gilt: Jede Funktion der Funktio-

nenschar

s (€) = I(A)(—400A%F! — 40001 7%¢)

hat ein globales Maximum an der Stelle ¢ = 0.

Beweis. Es gilt:

%sf;@) = 800In(A)?(A172¢ — 22t1)
<0.

Somit ist sfi(c) monoton fallend in c. O

Lemma A.15. Seien A € [1/5,1] und ¢ € [0,1/2]. Dann gilt:
s1(A; ¢) = ma(A, ¢),
wobes

s4(\, €) = —100A%TT — 10012,
ma(X, ¢) = =200\ + 200(Aln(A)? — A? + 2X — 1)c — 400\ in(N\)*c?.

Beweis. Die Funktionen s4(A, ¢) und my(A, ¢) werden als Funktionenscharen sy ,(c) und

my(c) aufgefasst. Die zweiten Ableitungen lauten

2
%sm(c) = In(A)*(—4002%T1 — 400\ )
c
= 54?,)\<C)
und
82
@mzu(c) = —800Aln(\)2.

Wegen Lemma A.14 gilt, dass
2

~ o
Weiter gilt, dass s41(0) = mg(0) und s4(1/2) = my(1/2). Darauthin folgt mit Be-
hauptung 5.11 schliellich, dass s4x(c) > my(c). O

s (c) < s$A(0) = —800AIn(\)? my(c).
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Lemma A.16. Sei \ € [1/2,1]. Dann gilt:

In()) > t5(\), (A.24)

wobei t5(A) = 1/3A3 — 3/2A2 4 46/151 — 19/10.

Beweis. Es gilt:
1. In(1/2) > t5(1/2),

2. In(1) = t5(1),
0? s
Unter Zuhilfenahme der Abschétzung In(2) < 7/10 aus Lemma 5.17 gilt die erste Unglei-
chung wegen
In(1/2) = —In(2) > —7/10 = t5(1/2).
Die dritte Ungleichung gilt wegen (5.38).
Somit sind die Voraussetzungen von Behauptung 5.11 erfiillt. Folglich gilt (A.24). O

Lemma A.17. Sei A € [1/2,1]. Dann gilt:
In(\)* > t(\)?,

wobei tg(N) = A3 — 7/2X% 4+ 39/8\ — 19/8.

Beweis. Es gilt:
1. In(1/2) < tg(1/2),

2. In(1) = t4(1),
0? 82
. =—=In(\) = —=1/X2 > 6\ — 7= ——ts(\
Zm(n = -1/ Tt
Unter Zuhilfenahme der Abschéitzung In(2) > 11/16 aus Lemma 5.17 gilt die erste Un-
gleichung wegen

In(1/2) = —In(2) < —11/16 = t4(1/2).

Die dritte Ungleichung gilt auf Grund von (5.32). Somit sind die Voraussetzungen von
Behauptung 5.11 erfiillt. Folglich gilt, dass In(\) < tg(A). Wegen tg(\) < tg(A) + 7/8(1 —
A) = 1/2(A — 1)%(2\ — 3) < 0 gilt, dass In(A\) < #6(\) < 0. Daraufhin kann gefolgert
werden, dass In(\)? > t5()\)2. O
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Lemma A.18. Sei A € [1/5,1]. Dann gilt:
In(A\)? < t7(N)?, (A.25)

wobei t7(A) = —1/2X% + 681 /260 — 551,/260.

Beweis. Es gilt:
1. In(1/5) > t7(1/5),
2. In(1) = (1),
o? o?

R = — 2 -] = —
3. 53In(N) = ~1/A% < —1 = 2587 (M).

Unter Zuhilfenahme der Abschétzung In(5) < 21/13 aus Lemma 5.14 gilt die erste Un-
gleichung wegen
In(1/5) = —In(5) > —21/13 = t;(1/5).

Somit sind die Voraussetzungen von Behauptung 5.11 erfiillt. Folglich gilt In(\) > ¢7(\).
Es gilt sogar t7(A\) < In()\) < 0. Daraufhin gilt schlieBlich, dass In(\)? < t7(\)2. O

Lemma A.19. Sei A € [1/5,1]. Dann gilt:
In(\) < tg(N),
wobei tg(\) = 1/3\3 — 3/20% + 3\ — 11/6.

Beweis. Es gilt:

1. In(1) = ts(1),
) )

— = > \2 — = — )
2. 8)\ln(/\) I/JA> A =32+3 a/\tg()\)
Die Ungleichung gilt wegen
0 0 3
- = — > 0.
Mayin(d) — g3ts(N) = (1 =47 20

Somit sind die Voraussetzungen von Behauptung 5.12 erfiillt. Folglich gilt In(\) < tg()).
[

Lemma A.20. Sei A € [1/2,1]. Dann gilt:

n1(A) + na(A) = (A pr(A) + in(A)p2(A) + ps(A) < 0
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mait

1 1
PN = —%AW — 200\ + %
pa(X) = 162)\%/2 — 81\ — 81,

ps(A) = —162)3 4 324072 — 362)% + 562\ — 324\1/% — 38.

Beweis. Zunachst gilt:
L p1(A) <0, denn =3 X2 —200A+ & < -3 XN/ —-200(1/2)+ & = —FN/2 -2 <0,
2. pa(\) <0, denn 162X%/2 — 81\ — 81 < 162A? — 81X — 81 = 81(A — 1)(2A + 1) < 0.

Daraufhin gilt mit Lemma A.16 und Lemma A.17:

In(A)?p1(A) + In(A)p2(A) 4+ ps(A) < t6(A)?p1(A) + ts(A\)p2(A) + p3(A)

1
= =(1=Na) (A.26)

mit

@ (N) = 25920A1%/2 — 155520\13/2 4+ 128000)° + 41472011/
— 793920\° — 627480\%/2 + 2203520\* + 57496517/
— 33254403 — 343197\%/2 4 2895400\ — 207360132
— 802629\ — 2073602 + 220381.

Es bleibt zu zeigen, dass ¢;(\) < 0 fiir A € (1/2,1]. Eine Substitution mittels A = z?

liefert
@1 (2?) = (z — 1)ga(x)
mit

¢(x) = 259202 + 259202 — 1296002 — 16002 + 4131202
— 38080027 — 10082802° + 11952402" + 17702052° — 15552352°
— 1898432z 4 9969682° + 789608x% — 130212 — 220381
= 96322 + (1 — 2)((1 — 2)(4932® + 98827 + (633 — 633z)%2°® + 1082°
+ (1070 — 1070x)%z” + 14432° + (1081 — 1081x)*x" + 2064x*
+ (775 — 7752)%2® 4+ (1158 — 11587)%2% + va(z)) + vy (7). (A.27)
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Dabei ist

vi(z) = —16288z" — 422082 + 873922 4 889922 + 770542°
vy(z) = 37369002 — 12385412% — 4537832 — 220381.

Nun ist zu zeigen, dass ¢o(z) fiir # € (1/v/2,1] positiv ist. Die Funktion v, (z) ist wegen
Behauptung 5.13 positiv. Auf Grund der folgenden Uberlegungen ist die Funktion vy(z)
ebenfalls positiv. Es handelt sich um ein Polynom dritten Grades. Damit ist die erste
Ableitung eine quadratische Funktion. Deren Graph ist eine nach oben gedffnete Parabel.
Dies bedeutet, dass die erste Ableitung entweder stets positiv ist oder in genau einem

kompakten Intervall A negativ ist und ansonsten positiv ist. Wegen

)
5 02(1)je—0 = —453783 < 0

trifft letzteres zu. Es gilt also, dass 0 € A. Da auBerdem die Ableitung von ve(z) an der
Stelle 1/v/2 wegen

a%vg(x)xl 1y = (2820334 — 1679303v/2)/(2V/2)

> (2829334 — 1679303(3/2))/(2v/2)
= 620759/ (4V/2)

>0

positiv ist, folgt, dass die rechte Intervallgrenze von A kleiner als 1/4/2 ist. Dabei wird
ausgenutzt, dass v2 < 3/2. Dies gilt wegen 2 = (v2)* < (3/2)? = 21. Damit gilt,
dass vy(x) in dem Intervall [1/4/2,1] monoton wachsend ist. Nun kann wegen v;(z) >
0, va(x) > 0 und anhand der Darstellung (A.27) gefolgert werden, dass ¢o(x) in dem

relevanten Intervall positiv ist. 0

Lemma A.21. Seien \ € [1/5,1]. Dann gilt:
n2(A) == (A)’pa(N) + In(A)ps(N) + ps(A) <0,

wobei

81

81 5/2
— = ) _ =

ps(A) = —162)\%/2 4+ 81\ + 81,
Pe(N) = 324072 — 524)\7 + 400\ — 324\1/2 + 124.
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Beweis. Zunéchst wird die Konkavitit von ng() gezeigt. Es gilt:

82
22N = () (A) + In(A)ps(V) + po(N)
mit
121
pr(\) = T5/\1/2’
567 400 = 81
A=AV
481 81 162
_ 1/2
po(N) = 648)\Y/2 + T oz 1048
Dabei gilt:
2. ps(A) > 0, denn —%)\1/2 + % + % — —567)\5/22-',>:§00>\+162 > —567A+2§%0>\+162 > 0.

Daraufhin gilt mit Lemma A.18 und Lemma A.19:

In(A)?pr(A) 4+ In(A)ps(A) 4+ pa(A) < t7(A)*pr(A) + ts(A\)ps(A) + po(A)
= g3(A\)/qs(N)

mit

gs(\) = 123201007 — 15974010018 + 580503429)° + 4326400012 — 823057038\
— 185927040772 + 600236649\ + 98966401>/% — 30284801%/2 4 26282880\
— 100751040112,

qa(\) = 324480)\°/2,

Offensichtlich ist g4(A) > 0. Es bleibt folglich zu zeigen, dass g3(A) < 0. Die Substitution
A = 22 liefert g3(2?) = x(x — 1)gs(x) mit

¢s(x) = 123201002 + 123201002 — 1474200002'° — 1474200002° 4 4330834292°
+ 47634742927 — 3467096092° — 5326366492 + 676000002:*
+ 774966402 + 7749664022 + 744681602 4+ 100751040.



132 A Lemmata

Nun ist abschliefend zu zeigen, dass g5(x) > 0 fiir € [1/v/2,1]. Dies folgt aus

gs(7) = 123201002"* + 123201002 — 1474200002 — 1474200002° + 4278970802°

— 5186349(1 — x)x” — 481533778(1 — )2 — 134824169(1 — x)z°
+397812480(1 — z)x* + 330212480(1 — x)z* + 252715840(1 — z)2”
+175219200(1 — x)x + 100751040(1 — )

> 123201002 + 123201002 — 1474200002° — 1474200002 + 427897080°
— 5186349(1 — x)x” — 481533778(1 — x)2°® — 134824169(1 — x)z°
+397812480(1 — z)a® + 330212480(1 — x)2°® + 252715840(1 — z)2°
+175219200(1 — x)x + 100751040(1 — )2”

= 1232010022 + 123201002 + 1330570802° 4 95564691(1 — )z”
246491182(1 — 2)x% + 117891671(1 — z)a® + 175219200(1 — )z

> 0.

Somit ist die Konkavitéat von ny(\) gezeigt. Im néchsten Schritt wird die erste Ableitung

an der Stelle A = 1 bestimmt. Sie lautet

0 1 0
Fx2(Mn=t = (2n(d) ypa(A) + ln()\)2(ﬁp4(>\))
1 0 0
+325(A) +In(A) (57p5(V) + 5326(A)) a1
= 0.

Die bisherigen Resultate ermdglichen nun den Nachweis, dass ns(A) keine positiven Werte
annimmt. Auf Grund der Konkavitét von ne(A) ist die erste Ableitung von n2(A) monoton
fallend. Da sie zudem am rechten Rand den Wert Null annimmt, ist die erste Ableitung
nicht negativ. Somit ist die Funktion ny(\) stets monoton wachsend. Dariiber hinaus gilt,
dass ns(1) = 0. O

Lemma A.22. Sei \ € [1/5,1/2]. Dann gilt:
In(X\)? > tg(N)?,
wobei to(N) = 35/3\3 — 39/2)2 + 1457/120\ — 401/120.

Beweis. Es gilt:

1. In(1/5) < to(1/5),
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2. In(1/2) < to(1/2),
02 02
3. (N = —1/A = =80+ T = =5t ().
Unter Zuhilfenahme der Abschitzungen In(5) > 8/5 und In(2) > 11/16 aus Lemma 5.14

und Lemma 5.17 gelten die ersten beiden Ungleichungen wegen
In(1/5) = —In(5) < —8/5 = ty(1/5)

und
In(1/2) = —In(2) < —11/16 = to(1/2).

Die dritte Ungleichung gilt auf Grund von (5.32). Somit sind die Voraussetzungen von
Behauptung 5.11 erfiillt. Folglich gilt, dass

In(\) < to(\). (A.28)

Wegen

o)
5159@) = (4200A\* — 4680\ + 1457)/120

> (4144)% — 4736 + 1322)/120
= 148(1 — 2))(9 — 14X)/120
> 0

ist t9(A) monoton wachsend in A. Da auflerdem tq(1/2) negativ ist, folgt, dass tg(\) fiir
A € [1/5,1/2] negativ ist. Daraufhin kann auf Grund von (A.28) gefolgert werden, dass
In(A\)?% > tg(N\)2 O

Lemma A.23. Sei A € [1/5,1/2]. Dann gilt:

In(\) > tio(\), (A.29)
wobei t1p(\) = 3\ — 9/4.
Beweis. Es gilt:
1. In(1/5) > ti0(1/5),
2. In(1/2) > t10(1/2),
3. 8—21n()\) = —1/X2<0= 8—21510()\).

ON? ON?
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Unter Zuhilfenahme der Abschitzungen In(5) < 21/13 und In(2) < 7/10 aus Lemma 5.14

und Lemma 5.17 gelten die ersten beiden Ungleichungen wegen
In(1/5) = —In(5) > —21/13 > —33/20 = t1,(1/5)

und
In(1/2) = —In(2) > —7/10 > —3/4 = t1(1/2).

Somit sind die Voraussetzungen von Behauptung 5.11 erfiillt. Folglich gilt (A.29). [

Lemma A.24. Sei A € [1/5,1/2]. Dann gilt:
ln()\)Q S tll()\)Q, (A30)

wobei ty1(N) = 2N — 132

Beweis. Es gilt:
2. In(1/2) > t11(1/2),
0? 0?

Unter Zuhilfenahme der Abschéitzung In(5) < 21/13 aus Lemma 5.14 gilt die erste Un-
gleichung wegen
In(1/5) = —In(5) > —21/13 = t3,(1/5).

Mit Lemma 5.17 gilt die zweite Ungleichung, da
In(1/2) = —In(2) > —=7/10 = t11(1/2).

Somit sind die Voraussetzungen von Behauptung 5.11 erfiillt. Folglich gilt In(\) > ¢1;(A).
Es gilt sogar ¢;;(\) < In(\) < 0. Daraufhin gilt schlieBlich, dass In(\)? < #11(\)2. O

Lemma A.25. Sei A € [1/5,1/2]. Dann gilt:
ln()\) < tlg()\>,
wobei t15(X) = =A% + 31 — &

Beweis. Es gilt:

1. In(1/2) < t12(1/2),
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0 0
2. L\ =1/A>3 -2\ = =
AN = 1/A > 3 =20 = —oti,().
Die erste Ungleichung gilt wegen Lemma 5.17, da t15(1/2) = —11/16. Die zweite Unglei-

chung gilt wegen

0 0
— . = (1— —2)) > 0.
Mgzn(d) = z3tia(d)) = (1 = A)(1 - 2X) 2 0
Somit sind die Voraussetzungen von Behauptung 5.12 erfiillt. Folglich gilt In(\) < #12()).
[l
Lemma A.26. Seien A € [1/5,1/2] und ¢ € [0,1/2]. Dann gilt:
Sé?;)x( ) < k6a>\( ),
wober
s (€) = SIXT2In( A2 (In(A\) (1 — 2¢) — 6) + 8IAY2=In(N)? (In(A) (—1 — 2¢) + 6),
k) (¢) = —324In(A)2(In(\) + 3\ — 3)c.
Beweis. Es gilt:
0 ®
52 %an(©) = 8IAT2In(A)*(In(A)(1 — 2¢) — 10)
+ 81AY2In(A\)*(In(A\) (=1 — 2¢) + 10)
> 81X 2In(A\)*(In(M) (1 — 2¢) — 10)
+ 81X 2In(A\)*(In(A) (=1 — 2¢) + 10)

= —324)\T12In(\)°e

>0
und o

a Qkﬁa A( ) = 0.

Weiter gilt, dass sé‘z{)\(()) = kéi)y/\(()) und 56 A(1/2) = kéi)y/\(l/Z). Daraufhin folgt mit
Behauptung 5.11 schliefllich, dass sé?;)’)\( ) < kﬁa A (o). O

Lemma A.27. Seien A € [1/5,1/2] und ¢ € [0,1/2]. Dann gilt:

S((Sb)A( ) < kﬁb)\( ),

wobes

Sé%))\(c) = 800ln()\>3()\1_2‘3 _ A26+1)’

kA () = —3200\in(\) e
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Beweis. Es gilt, dass séi?/\(()) = ké‘Z?/\(O). Somit weisen die beiden Funktionen an der

Stelle ¢ = 0 den selben Funktionswert auf. Die Behauptung gilt nun, falls die Differenz

kélg)?A(c) - sg;?/\(c) in ¢ monoton wéchst. Dies gilt wegen

)
&@ggg(c) _ sg;;g@) = 1600\ 2In(A) (A — 1)2(\° + 1)? > 0.
0

Lemma A.28. Seien A € [1/5,1/2] und ¢ € [0,1/2]. Dann gilt: Jede Funktion der Funk-
tionenschar
s (c) = 162012 In(\)2e + 16202 ¢In(\) e — 400021 in(\)? + 8IATY/2In())?
+ 8IAY27¢In(N)? — 400A'"%In(N)? — 32422 In(\) — 324712 CIn(\)

hat ein globales Maximum an der Stelle ¢ = 0.

Beweis. Die Behauptung wird gezeigt, indem der Nachweis erbracht wird, dass die Funk-

tion s((fg\(c) in ¢ monoton fallend ist. Es ist somit zu zeigen, dass

%sgl(c) <0.
Es gilt:
9 @ (3) 3)
%‘%,A(C) = Sga(C) + Sy () (A.31)
mit

s\ (€) = 81X (M) (In(A) (1 — 2¢) — 6) + 8IAY2~In(N)*(In(A) (1 — 2¢) + 6),
ssin(€) = 800In(A)P(A172% — A2+,
Weiter gilt:
s (€) < —324In(\)2(In(\) + 3\ — 3)e =1 k$\ (),
sé?,;?)\(c) < —3200AIn(\)*e =: k:éi?)\(c),
siche Lemma A.26 und Lemma A.27.

Damit gilt, dass

0
5056a(€) < Ko (€) + kiph ()

Nun gilt, dass
i (€) + k() = —4In(A)gs(N)e
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mit
gs(\) = 800AIn(\)? + 81In(\) + 243\ — 243,

Wegen Lemma A.22 und Lemma A.23 gilt

1
G6(\) > 800Atg(N)? 4 81t19(A) + 243\ — 243 =: %%(A).

Es bleibt zu zeigen, dass g7(A) fir A € [1/5,1/2] positiv ist. Die Substitution
A= (3z+2)/10

liefert

(30 +2)/10) = =)

mit
qs(w) = 42865227 — 27760322° + 81142562° — 143269565
+ 143046272 — 489886227 — 2190960 + 1467900.

Nach der Substitution ist nun zu zeigen, dass gs(z) fiir z € [0, 1] positiv ist. Es gilt:

gs(7) = 12262527 + 9(1 — 2)(34003(1 — 2)° + 3422° + 1938x2*
+ (490 — 4902)%*z® + (53 — 53x)*x + qo())
mit
go(x) = 2780142° — 178027x* — 229217z + 163100.
Weiter gilt:
2780142 — 178027x% — 229217z + 163100 > 1000q;0(x)
mit
quo(z) = 2782% — 1792 — 230z + 163.

Nun bleibt zu zeigen, dass ¢1o(x) positiv ist. Es gilt:
qio(z) = 163(1 — z)* + 4412* — 6687 + 259.

Jetzt kann alternativ nachgewiesen werden, dass die Funktion 44122 — 668z 4 259 positiv
ist. Es handelt sich um eine quadratische Funktion mit der Minimalstelle 334/441. Die
Minimalstelle hat den Funktionswert 2663/441. Da dieser positiv ist, ist die Funktion stets

positiv.

Somit ist sé?/)\(c) monoton fallend in c. O
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Lemma A.29. Seien A € [1/5,1/2] und ¢ € [0,1/2]. Dann gilt:

se(A, ¢) > mg(A, ¢).

Dabei ist

se(A, €) = SIXNFY2(1 — 2¢) 4+ 81AY27¢(1 + 2¢) — 100A172¢ — 10012+
me(\, ¢) = A(—400\In(N)? 4 81AY2In(N)? — 324\ 2In(N))
c(200MIn(N)? — (8IAY2In(N)?) /2 + 1622 2In(X) — 20002 + 400\
— 324012 £ 124) — 200\ 4 162212,

2 2
Beweis. Definiere vorab 6—86(/\, c) =: sgi(c) und —

\2

Es gilt:

L. 36()\7 O) = mﬁ()‘7 0)7

2. 86(/\, 1/2) = mg()\, ]_/2),

3. sA(c) < sEA(0) = —800AIn(A)? + 16231/2In(\)? — 648X /2In(X) = m{) (c).
Die Ungleichung gilt auf Grund von Lemma A.28. Darauthin folgt mit Behauptung 5.11
schlieflich, dass sg(A, ¢) > mg(\, ¢). O
Lemma A.30. Sei A € [1/5,1/2]. Dann gilt:

na(N) + ns(A) == m(A)?p1o(N) + In(A)p1r(A) + pia(X) <0

mat

81 81
pro(N) = Al/Z(—?)\Q — 200\ + )

pri(\) = 162X°/2 — 162112,
Pra(A) = —162)3 + 324072 — 36217 + 562\ — 3247\1/2 — 38

Beweis. Zunéchst gilt:
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1. p1o(A) <0, denn

1 81 81
AW(—%A? — 200\ + ) < AV2(—2000\12 + =)

1 81
< \/2(_900()1/2 4 &2
< aa(a00(y+ 2
19
:——>\1/2
2

< 0,

2. p11(A) <0, denn 1620%/2 — 81X — 81 = —81A(1 — A¥/2) —81(1 — \*/2) < 0.
Daraufhin gilt mit Lemma A.22 und Lemma A.23:

In(A)*p1o(A) + In(A)pi1(A) + p12(A) < ta(N\)?pro(A) + tio(A\)p1r(A) + pra(A)

1

mit
q11(\) = —158760000\'7/2 + 530712000152 — 784000000\7 — 61521120013/
+ 26208000001 4 112554360/ — 3822080000\° + 4500093511%/2

+ 3176624000\* — 53461992672 — 1604477200\> + 309770568\%/
+ 456980000\% — 108646434132 — 48134800\ + 141912812 — 1094400.

Es bleibt zu zeigen, dass ¢;;(A\) < 0 fiir A € [1/5,1/2]. Eine Substitution mittels A = z?

liefert
Q11($2) = —Q12(5U)
mit
qi2(z) = 1587600002" — 5307120002 + 7840000002 + 6152112002
— 26208000002'% — 1125543602 4 38220800002'° — 450009351°
— 31766240002° + 53461992627 + 16044772002° — 309770568x°
— 4569800002* + 1086464342 + 481348002% — 14191281z + 1094400.
(A.33)

Die Substitution fiithrt dazu, dass ein Polynom mit ganzzahligen Exponenten vorliegt.
Dies erleichtert die kommenden Abschidtzungen. Es ist nun zu zeigen, dass qio(z) fiir
x € [1/+/5,1/+/2] positiv ist. Eine weitere Substitution mittels x = 3/8 + 3/8z liefert

(]12(3/8 + 3/82) = qlg(z)
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mit

q13(2) = 355942574268752'7 4 6051023762568752'° + 39946926620790002*°
+ 148453977826350002'* + 495107378470521002" + 1500296181774273002 "
+ 829855157869573202 — 10249347082945186802' — 1681082017986676878 2"
+ 34868405821333636982° + 55525879822625398802"
— 116147999790971094962° — 95667708186459734042°
4 228376609936587121322* 4 53165763333234759602°

— 1395881257233645258422 — 868427187448922453 + 3276396043659615355.
(A.34)

Ist das Polynom aus (A.34) fiir z € [0, 1] positiv, so ist auch das Polynom aus (A.33)
positiv, da im Falle einer Resubstitution wegen 3/8 = 1/,/64/9 < 1/v/5 und 3/4 =
1/y/16/9 > 1/4/2 sogar ein Intervall vorliegt, das das Intervall [1/v/5,1/v/2] mitein-
schlief3t.

Nun gilt:
q13(2) > 10" qua(2).
mit

qua(z) = 2% — 112" — 1727 + 3428 4+ 5527 — 1172°
—962° 4+ 2282% + 5323 — 1402% — 92 + 32.

Weiter gilt mit Behauptung 5.13, dass

qua(2) > 4927 — 11725 — 962° + 2282% + 532 — 1402% — 92 + 32 =: q15(2).

Es gilt:
@5(2) = (1 = 2)q6(2)
mit
qi6(2) = —492° + 682° + 1642* — 642° — 1172% + 232 + 32.
Nun gilt:
q16(2) = 492°(1 — 2) + 192" + 22 4+ 2 + 2((2 — 22)* + h(2)2)
mit

h(z) = 652° + 322* — 1552 + 75.
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Es bleibt zu zeigen, dass h(z) fir z € [0, 1] positiv ist. Definiere h(z) + 155z =: f(z) mit
f(z) = 6523 +322%2+75. Die Funktion f(z) ist konvex. Thre Tangente an der Stelle z = 3/4

stellt eine untere Schranke dar. Sie lautet

f(3/4) — §2 (2)2=3/2 + zﬁf(z)|z:3/4 = 69/32 + 2523/16z =: g(2).

40z 0z
Somit gilt, dass f(z) > g(z). Dann folgt fiir z € [0, 1], dass

h(z) = f(z) — 155z > g(z) — 155z = 69/32 + 43/16z > 0.

Lemma A.31. Seien A € [1/5,1/2]. Dann gilt:
ns(A) == In(A)*p1s(A) + In(N)p1a(A) + p1s(X) <0,
wobes

81 81
pis(\) = ?)\5/2 + 200\ — 7)\1/2,

pra(\) = —162X%2 + 162112,

P1s(A) = 324052 — 524)% 4 400\ — 32472 4 124.

Beweis. Zunéchst wird die Konkavitiat von ns(\) gezeigt. Es gilt:

82
W%()‘) = ln()\)2p16()\) +In(AN)p17(A) + pis(A)
mit
121 1
P16(N) = T5)\1/2 + %)\_3/2,
—567A\% + 80012 — 81
p1s(\) = 64812 + 400/\ — 1048.
Dabei gilt:
1. p16<)\) 2 0,
2. pir(A) > 0.

Die zweite Ungleichung gilt auf Grund der folgenden Uberlegungen. Die Funktion f(\) =
—567A% + 800X — 81 ist eine untere Schranke des Zihlers von pi7(\). Am linken Rand
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des zu betrachtenden Intervalls ist die Schranke wegen f(1/5) = 1408/25 positiv. Da sie

auBerdem wegen

0

A5/ (A) = 800 — 134X > 800 — 1134(1/2) = 233 > 0

fir A € [1/5,1/2] monoton wichst, ist sie in dem Intervall stets positiv. Damit ist auch
die Funktion py7(\) positiv.
Daraufhin gilt mit Lemma A.24 und Lemma A.25:

In(A)2p16(A) + In(A)pi7(A) + pis(N) < t11(A)?pis(N) + t1a(N)pir(N) + pis(N)
= C]l?()\)/%s(/\)

mit

qr7(N) = 229502700\ — 393876000\% — 540800001>/% + 28180516512
+ 20550400032 — 35019360\ — 507000002 4 17389791,
q1s(\) = 135200)\%/2.

Offensichtlich ist ¢;5(A) > 0. Es bleibt also zu zeigen, dass ¢17(A) < 0. Die Substitution

A = 22 liefert q17(2%) = qro(z) mit

quo(z) = 2295027002 — 3938760002° — 540800002° + 2818051652*
+ 2055040023 — 3501936022 — 50700000z + 17389791.

Wie im Beweis von Lemma A.30 wird aus den gleichen Griinden hier ebenfalls die Sub-

stitution x = 3/8 4+ 3/8z durchgefiihrt. Diese liefert

_ g20(2)
4194304

Q19(3/8 + 3/82) =
mit

ga0(2) = —3764418036752° — 30115344294002" — 59462008389002°
+ 81663812982002° + 275980926969902* — 104179146224402°
— 580320680056202% + 46886278496040z + 5441758743141.

Es geniigt nun zu zeigen, dass die Funktion ¢g(z) fiir z € [0, 1] positiv ist. Es gilt:

G20 > 101 g2 (2)
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mit

qo1(2) = —42° — 3127 — 602° + 812° + 2752* — 1052 — 58127 + 4682 + 54
= (1—2)2((1 — 2)((1 — 2)(4z* + 432° + 1772* + 3252 + 212) + 57) + 156)
+ 43z + 54. (A.35)

Es ist zu erkennen, dass die Funktion ¢91(z) fiir z € [0, 1] positiv ist. Somit ist die Kon-

kavitdt von ns(A) in dem Intervall [1/5,1/2] gezeigt.

Auf Grund der Konkavitdt von n;(A) ist die erste Ableitung von ns(A) monoton fallend. In
der nichsten Uberlegung gehen die Abschitzungen aus Lemma 5.17 und die Abschétzung
V2 < X ein. Letztere gilt wegen (v/2)? =2 < 10 = (19)2, Wegen

%n5(/\)|,\1 = 8—\1/5((1600\/5 +81)In(2)% + (1296 — 3200v/2)In(2) — 992v/2 + 2592)
1 2
> ﬁ((woo\/i +81)(11/16)% + (1296 — 3200v/2)(7/10)

— 992V/2 + 2592)
— (4527981 — 3168960+/2)/(10240v/2)
> (4527981 — 3168960(10/7))/(10240v/2)
— 6267/(71680v/2)

>0

und der Monotonie der ersten Ableitung gilt, dass die erste Ableitung nicht negativ ist.

Da die Funktion n;(A) zudem am rechten Rand wegen
1
ns(1/2) = m((soo\/ﬁ —243)In(2)% — 972In(2) + 1544v/2 — 1944)

1 2
< 8—\/5(800\/5 — 243)(25/36)% — 972(9/13) + 1544v/2 — 1944)

= (32513312v/2 — 18805284) /16848
< (32513312(17/12) — 18805284) /16848
— —11309/50544

<0

negativ ist, gilt nun insgesamt, dass sie fir A € [1/5,1/2] negativ ist. Hier sind die

Abschiitzungen aus Lemma 5.15 und die Abschitzung v2 < % herangezogen worden.

Letztere gilt wegen (v/2)? =2 < % = (%)2 .
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Lemma A.32. Seien A € [1/2,1] und ¢ € [0,1/2]. Dann gilt:
zo(A, €) = ni(N)e® + na(N)e + nz(\)
1st monoton fallend in c.
Dabei ist
n1(A) = In(\)2(=81A>/% — 400\ + 81) + In(\)(3241>/2 — 162\ — 162)
—162(A — 1)*(A + 1),

na(\) = In(A\)2(81X2) /2 + 200\ — 81/2 + In(\)(—1621°/% 4 81X + 81)

+ 3240%/2 — 52472 4 400\ — 32472 4 124,

81 443 , 481
ng(A) = ?x” —162)\°/% 4 7/\2 - A 162012 — 43 /2.

Beweis. Es ist zu zeigen, dass

%zﬂ& c) =2ny1(N)c+ no(A) <0.

Die Funktion 2n;(\)c + ng(A) ist monoton in ¢. Auf dem Rand ¢ = 0 und ¢ = 1/2 ist
sie wegen Lemma A.20 und Lemma A.21 jeweils nicht positiv, so dass sie auf Grund der

Monotonie sogar fir ¢ € [0, 1/2] nicht positiv ist. O
Lemma A.33. Seien A € [1/5,1/2] und c € [0,1/2]. Dann gilt:
z3(A, ) = ng(N)e® + ns(N)e + ng(N)
1st monoton fallend in c.
Dabei ist

ng(N) = =81IX2In(A)* — 400AIn(\)? + SIAY2In(\)? + 324X\%/2In())
— 324\2In(\) — 16203 + 16207 + 162\ — 162,

1 1
ns(\) = %A5/2ln(/\)2 + 200\ In(\)? — %Al/an(A)Q — 162X>2In()\)
+ 162X\Y2In(\) + 3240572 — 524)\% 4 400\ — 324212 4 124,
1 44 481 4
ne(A\) = %v — 162)\%/% + TBV — %A + 162\12 — 73

Beweis. Es ist zu zeigen, dass

%z;;()\, c) = 2n4(N)c +ns(N) < 0.
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Die Funktion 2n4(\)c + ns(\) ist monoton in ¢. Auf dem Rand ¢ = 0 und ¢ = 1/2 ist
sie wegen Lemma A.30 und Lemma A.31 jeweils nicht positiv, so dass sie auf Grund der

Monotonie sogar fiir ¢ € [0, 1/2] nicht positiv ist. O

Lemma A.34. Seix € (0,1). Dann gilt:
tll(I) 2 0

mit t11(z) = 75044621 — 381956923 + 717614722 — 5001470z + 1242690.

Beweis. Wegen

2
%tu(x) = 900535222 — 22917414z + 14352294

> 90053522 — 22917414z + 13912062
= 6(1 — 2)(2318677 — 15008922)
>0

ist t11(z) konvex. Die Tangente an der Stelle x = 11/20 lautet

10650268133 149090709
80000 2000

s1(z)

Diese weist unter anderem die Funktionswerte

41(0) = 10650268133
B 80000
und
(1) = 4686639773
80000

auf. Dies bedeutet, dass die Tangente in dem Intervall [0, 1] positiv ist. Da die Tangente
eine untere Schranke der konvexen Funktion t1;(x) darstellt, ist die Funktion ebenfalls in

dem betrachteten Intervall positiv. O]
Lemma A.35. Sei z € (0,1). Dann gilt:

o Ja(x)
In(z)” + ()

1st monoton wachsend in x. Dabes ist

f3(x) = 20%(2° — 32® + 82" — 82° + 62° — 182" + 82® — 82” + x — 3),
falz) =2° + 2% —22° — 22" + 2 + 1.
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fa(z)
fs(z)

Beweis. Definiere In(x)? + =: hs(x). Es wird gezeigt, dass

_ 2n(z)  t3(z)
x ty(z)

0

mit
t3(z) = (v — 1)(x + 1)*(@* + 1) (2™ — 2'* — 22™ + 102'° — 2127 + 532°

— 6827 + 6825 — 4125 + 732" — 2623 + 182% — 32 + 3),
ty(r) = 23(2” — 32® + 82" — 82° + 62° — 182" + 82° — 827 + z — 3)?

positiv ist. In einem ersten Schritt wird die Ableitung von hs(x) mit x multipliziert.

Darauthin ist alternativ zu zeigen, dass

ta()

t4($)

Es gilt t5(1) = 0. Damit die Behauptung gilt, geniigt es nun zu zeigen, dass t5(z) monoton

ts(z) == 2In(x) — x> 0.

fallend ist. Es wird gezeigt, dass

0 2
—t5(x) = — — <0.

Ox () x -

Diese Ableitung kann wieder mit  multipliziert werden. Aquivalenzumformungen liefern

dann die zu zeigende Ungleichung
te(z)x
t7(l’)

> 2
mit

to(z) = —2(x + 1)(2* — 2% — 132** + 582% — 1482°% + 4122*" — 7682* + 1038z"
— 5632'® — 8052'7 + 36432'° — 66042 4 100962 — 12448x"3
+ 1332022 — 141322 + 126352 — 941927 + 83292° — 475027 4 29802°
— 12762° 4 568z* — 1862° 4 872 — 152 + 9),

tr(x) = (2 — 32° 4+ 827 — 82° + 62° — 182" + 82° — 8% + = — 3)°.

An der Stelle x = 1 hat die die Funktion tf;(xx); den Funktionswert 2. Damit geniigt es zu

zeigen, dass die linke Seite monoton fallend ist. Die Ableitung lautet

0 tg(x)x _ —2(1 — x)tg(x)
oz t7(x) x3(tg(x))*
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mit

tg(z) = 203 + 523 — 832 + 24027 — 4062°" + 156620 — 24662>° + 7462
+120502% — 3835022° 4 1049782 — 1542302** + 22769822
— 1724102*% + 1630142 4 357302 — 768822 + 3166042'®
— 33134827 + 61387420 — 3084822'° + 7716422 — 31923823
+ 4663662 — 328314z + 1796462 — 1618902 + 575662°
— 2492227 + 1385825 — 18222° + 36542t — 4562% + 5912% — 9z + 54,
to(z) = 2° — 32 + 82" — 82° + 62° — 182 + 8% — 8% + v — 3.

Es bleibt schlieflich nur noch zu zeigen, dass die Funktion tg(x) positiv ist. Fir tg(x)

existiert die Darstellung

ts(z) = tio(2) + z(2 (2 (2 (2 (z(z(z(z(z(zt (z) + 2540281(1 — 2)°) + 2848911(1 — z)°)
+2313864(1 — x)7) + 1476080(1 — x)®) + 771105(1 — x)?) + 330455(1 — x)'?)
+114714(1 — 2)') + 30978(1 — 2)'?) + 6135(1 — 2)") 4+ 801(1 — x)™)
+54(1 — x)*

mit

tio(z) = 2% + 52 — 832 4 24023 — 4062 + 15662%° — 24662
+ 7462 4 1205027 — 3835022° 4+ 1049782% — 1542302
4 2276982 — 1724102% + 1630142" + 357302%° — 768822
+ 3166042 — 3313482 + 6138742'°,

t11(x) = 7504462 — 38195692 4 71761472% — 50014702 + 1242690.

Dabei ist die Funktion ¢0(z) wegen Behauptung 5.13 positiv. Die Funktion t1;(z) ist
wegen Lemma A.34 ebenfalls positiv. Nun ist zu erkennen, dass tg(z) positiv ist. Damit

gilt die Behauptung. ]



148 A Lemmata




B. Tabellen

Tabelle B.1: Maximale absolute Abweichungen zwischen den FEintrdgen der empi-

rischen Kovarianzmatrix und den Fintrdgen der Inversen der Fisher-

Informationsmatrix. Es wird der Schétzvektor fiir die Regressionsparameter

Bo und 1 betrachtet. Die empirischen Kovarianzmatrizen sind mit dem Fak-

tor n multipliziert worden, damit in den Tabellen B.1 bis B.4 ein Bezug zur

selben Informationsmatrix hergestellt werden kann. Es liegt der Spezialfall
n = 2 mit 10000 Wiederholungen vor.

d

A 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6

0 0.005 0.029 0.020 0.025 0.007 0.041
0.0001 || 0.009 0.010 0.015 0.047 0.005 0.038
0.001 0.005 0.027 0.022 0.025 0.007 0.011
0.01 0.019 0.023 0.009 0.050 0.004 0.022
0.1 0.031 0.017 0.019 0.052 0.056 0.043
0.25 0.024 0.033 0.021 0.034 0.023 0.023
0.5 0.015 0.011 0.018 0.030 0.013 0.032
0.9 0.019 0.009 0.010 0.010 0.023 0.023

Tabelle B.2: Wie Tabelle B.1. Hier liegt jedoch der

Spezialtall n = 5 vor.

d

A 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6

0 0.012 0.016 0.011 0.019 0.015 0.018
0.0001 || 0.016 0.019 0.040 0.013 0.015 0.016
0.001 0.017 0.021 0.012 0.019 0.048 0.003
0.01 0.018 0.025 0.036 0.008 0.022 0.010
0.1 0.013 0.046 0.014 0.018 0.015 0.013
0.25 0.009 0.007 0.008 0.033 0.020 0.027
0.5 0.025 0.030 0.022 0.008 0.011 0.006
0.9 0.006 0.008 0.013 0.008 0.017 0.003

Tabelle B.3: Wie Tabelle B.1. Hier liegt jedoch der Spezialfall n = 10 vor.

d

A 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6

0 0.011 0.007 0.016 0.015 0.026 0.002
0.0001 0.009 0.009 0.016 0.015 0.026 0.002
0.001 0.023 0.020 0.023 0.028 0.017 0.020
0.01 0.009 0.011 0.019 0.017 0.027 0.002
0.1 0.030 0.020 0.025 0.024 0.015 0.023
0.25 0.010 0.005 0.015 0.020 0.023 0.016
0.5 0.017 0.011 0.026 0.013 0.017 0.019
0.9 0.006 0.030 0.002 0.004 0.018 0.011
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Tabelle B.4: Wie Tabelle B.1. Hier liegt jedoch der Spezialfall n = 50 vor.

d

A 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6

0 0.013 0.017 0.013 0.034 0.018 0.015
0.0001 || 0.021 0.006 0.015 0.019 0.012 0.046
0.001 0.019 0.022 0.015 0.019 0.012 0.046
0.01 0.020 0.023 0.016 0.015 0.017 0.017
0.1 0.020 0.020 0.018 0.031 0.016 0.017
0.25 0.017 0.016 0.018 0.026 0.014 0.018
0.5 0.009 0.017 0.015 0.013 0.015 0.022
0.9 0.012 0.012 0.022 0.009 0.012 0.005

Tabelle B.5: Samtliche Eintrége der Inversen der Fisher-Informationsmatrizen, die in den

Tabellen B.1 bis B.4 herangezogen werden.

Konstellation Il_ll ZQ_,% Z;% Konstellation Il_% Iz_é Il_é

A=0,d=0.1 0.555 1.648 -0.604 || A=0.1,d=0.1 0.965 1.793 -0.884
A=0,d=02 0.619 1.786 -0.714 || A=0.1,d=0.2 0.944 1.793 -0.880
A=0,d=03 0.690 1.899 -0.823 A=0.1,d=0.3 0.935 1.796 -0.883
A=0,d=04 0.763 1974 -0.921 A=01,d=04 0.934 1.799 -0.891
A=0,d=0.5 0.833 2.000 -1.000 A=0.1,d=0.5 0.940 1.800 -0.900
A=0,d=0.6 0.895 1.974 -1.053 A=0.1,d=0.6 0.951 1.799 -0.908
A=0.0001,d=0.1 | 0.772 1.853 -0.817 || A=0.25,d=0.1 | 0.988 1.499 -0.746
A=0.0001,d=0.2 | 0.711 1.863 -0.801 A=025,d=0.2 | 0.980 1.499 -0.745
A=0.0001,d=0.3 | 0.728 1.923 -0.855 A=0.25,d=0.3 | 0975 1.499 -0.746
A=0.0001,d=04 | 0.778 1.978 -0.931 A=0.25,d=04 | 0974 1.500 -0.748
A =0.0001,d=0.5 | 0.838 2.000 -1.000 A=0.25,d=0.5 | 0975 1.500 -0.750
A=0.0001,d=0.6 | 0.894 1.978 -1.048 A=025,d=06 | 0978 1.500 -0.752
A=0.001,d=0.1 0.827 1.900 -0.869 A=05,d=0.1 0.998 1.000 -0.500
A=0.001,d=0.2 0.764 1.901 -0.848 A=0.5,d=0.2 0.996 1.000 -0.499
A=0.001,d=0.3 0.764 1.941 -0.883 A=05,d=03 0.995 1.000 -0.500
A=0.001,d=04 0.798 1.982 -0.942 A=05,d=04 0.994 1.000 -0.500
A=0.001,d=0.5 0.847 1.998 -0.999 A=0.5,d=0.5 0.995 1.000 -0.500
A=0.001, d=0.6 0.897 1.982 -1.040 A=0.5,d=0.6 0.995 1.000 -0.500
A=0.01,d=0.1 0.893 1.934 -0.920 A=09,d=0.1 1.000 0.200 -0.100
A=0.01,d=0.2 0.843 1.933 -0904 || A=0.9,d=0.2 1.000 0.200 -0.100
A=0.01,d=0.3 0.831 1.952 -0.921 A=0.9,d=0.3 1.000 0.200 -0.100
A=0.01,d=04 0.845 1.972 -0.954 || A=10.9,d=04 1.000 0.200 -0.100
A=0.01,d=0.5 0.874 1.980 -0.990 A=09,d=0.5 1.000 0.200 -0.100
A=0.01,d=0.6 0.908 1972 -1.017 || A=10.9,d=0.6 1.000 0.200 -0.100




C. Programmcode

# R-Code fiir Tabelle 6.2:

# Groflen, die fiir jede Tabelle anzupassen sind:
# Anzahl Versuchseinheiten:
n<- 2
# Anzahl Wiederholungen:
nn <- 10000
# Optionale Groflen:
# Anzahl der Wiederholungen des 4. Schritts:
k.runs <- 10
# m=9 Startwerte fir die Funktion ’nlminb’:

start.werte <- seq(0.1,0.9,0.1)

##### Fall 1: d aus (0,1)
# Optionale Groflen:
# Menge der wahren Korrelationen:
a.alle <- ¢(0.0001,0.001,0.01,0.1,0.25,0.5,0.9)
# Menge der Versuchspunkte:
d.alle <- ¢(0.1,0.2,0.3,0.4,0.5,0.6)
library(mvtnorm) # zur Erzeugung von Zufallszahlen
# Kovarianzmatrix des Fehlervektors:
Sigma <- function(a,d){matrix(c(l,a"d,a,a"d,1,a"(1-d),a,a"(1-d),1),ncol=3)}
# Inverse der obigen Kovarianzmatrix:
Sinv <- function(a,d){
matrix(c(-1/(a”~(2*xd)-1),a"d/(a~(2xd)-1),0,a~d/(a~(2xd)-1),
(a~(2xd)*(a"2-1))/(a” (4xd)+a~2+a” (2*¢d) *(-a"2-1)),
—a~(d+1)/(a~(2%d)-a~2),0,-a~ (d+1)/(a~ (2%d)-a"2),
a~(2xd)/(a~(2xd)-a~2)) ,ncol=3)}
# Log-Likelihood-Funktion aus (6.16):
12.s2 <~ function(a){
-3*n/2*log(t (e.dach)’%*%kronecker(diag(1l,n), Sinv(a,d.))%*%e.dach)
-n/2*log(det (Sigma(a,d.)))}
12.vec <- Vectorize(12.s2) # in Log-Likelihood-Funktion
# konnen Vektoren eingesetzt werden

# Log-Likelihood-Funktion aus (6.15):
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12.52.0 <- function(a){
-3#n/2*log(t(e.dach)¥%*%e.dach) - n/2*log(det(Sigma(a,d.)))}

# Vorzeichendnderung der Log-Likelihood-Funktion fiir ’nlminb’:
12.b <- function(a){-12.s2(a)}
# Leere Matrix fiir die Eintr&dge von Tabelle 6.2:

D.Krit <- matrix(0,length(a.alle),length(d.alle))

for(u in 1:length(a.alle)){

a. <- a.allelul]

for(o in 1:length(d.alle)){

d. <- d.alle[o]

# Versuchsplan der ’n’ Versuchseinheiten
des <- rep(c(0,d.,1),n)

# zugehorige Designmatrix
X2 <- cbind(1,des)

# leere Matrix fiir die finalen ML-Sch&tzungen von "beta"
GLS <- matrix(0,nn,2)

# Vektor fiir die ’nn’ erstmaligen Sch&atzungen von "lambda" im 2. Schritt
a.ML.start <- numeric(nn)

# Vektor fir die Schatzungen von "lambda" im 2. Schritt
a.ML.verlauf <- numeric(k.runs)

# Schéatzwerte fiir "lambda" auf Grund der verschiedenen Startwerte
a.ML.hilf <- numeric(length(start.werte))

# zugehorige Werte der Likelihood-Funktion
log.ML.hilf <- numeric(length(start.werte))

for(i in 1:nn){

# k=1 (erste Schidtzung mittels gewdhnlichem KQ-Schatzer):
y <- rmvnorm(n,mean=c(0,0,0),sigma=Sigma(a.,d.)) # Zufallszahlen
e.dach <- as.vector(t(y))-X2)x%solve (t(X2)%*x%X2)%*x%t (X2)%*%as.vector(t(y))
for(j in 1:9){
# Maximalstellen:
a.ML.hilf[j] <- nlminb(start.werte[j],12.b,lower=0.1"6,upper=1-0.1"6)3$par
# zugehorige Likelihood-Funktion:
log.ML.hilf[j] <-
12.s2(nlminb(start.werte[j],12.b,lower=0.1"6,upper=1-0.1"6) $par)}

# Beste Maximalstelle:
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welcher <- min(which.max(12.vec(a.ML.hilf)))
# Likelihood-Funktion der besten Maximalstelle:
a.1l <- a.ML.hilf [welcher]
# Spezialfall: lam=0
12.0 <- -3#*n/2xlog(t(e.dach)*)kronecker(diag(1,n),diag(1,3))%*%e.dach)
-n/2%log(det (diag(1,3)))
# Abfrage: Liefert lambda=0 eine bessere Maximalstelle?
if(12.0 > log.ML.hilf [welcher]){a.1 <- 0}
a.ML.start[i] <- a.1l
a.ML.verlauf[1] <- a.ML.start[i]

# k>1 (weitere Schatzungen mittels verallgemeinertem KQ-Schatzer):
for(k in 2:k.runs){
# Falls im ersten Schritt lambda=0 ist -> abbrechen!
if(a.1==0){ }
# Sonst:
if (a.1>0){
Sigma.inv <- kronecker(diag(1l,n), Sinv(a.ML.verlauf[k-1],d.))
e.dach <- as.vector(t(y)) - X2Yx¥%solve(t(X2)%*%Sigma.invi*%X2)
%*%t (X2) %x%Sigma. invi*%as.vector (t (y))
for(j in 1:9){
a.ML.hilf[j] <- nlminb(start.werte[j],12.b,lower=0.1"6,upper=1-0.1"6)3$par
log.ML.hilf [j]
<- 12.s2(nlminb(start.werte[j],12.b,lower=0.1"6,upper=1-0.1"6)$par) }
welcher <- min(which.max(12.vec(a.ML.hilf)))
a.1l <- a.ML.hilf [welcher]
# Spezialfall: lam=0
12.0 <- -3#*n/2*log(t(e.dach)%*%kronecker(diag(1l,n), diag(1l,3))%*%e.dach)
-n/2xlog(det (diag(1,3)))
if(12.0 > log.ML.hilf [welcher]){a.1 <- 0}
}
a.ML.verlauf [k] <- a.1l

# Finale Schédtzwerte des zweistufigen Verfahrens:
if (a.ML.verlauf [k]==0){GLS[i,] <- solve(t(X2)%*%X2)%*%t (X2)%*%as.vector(t(y))}
if(a.ML.verlauf [k]>0){Sigma.inv
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<- kronecker(diag(l,n),Sinv(a.ML.verlauf [k],d.))
GLS[i,] <- solve(t(X2)%x%Sigma.inv}*%X2)%*%t (X2)
Jx%Sigma. invi*Yas.vector (t(y) )7

}

Kov <- cov(GLS) # Empirische Kovarianzmatrix der finalen Schédtzwerte

D.Krit[u,o] <- det(Kov) # Determinante der Kovarianzmatrix

}

}

round(D.Krit*n"2,3) # Eintrdge fiir Tabelle 6.2

##### Fall 2: d = 0 oder 1
# Optionale Groflen:
# Menge der wahren Korrelationen:
a.alle <- ¢(0.0001,0.001,0.01,0.1,0.25,0.5,0.9)
# Menge der Versuchspunkte:

d.alle <- c(0,1)

# Kovarianzmatrix des Fehlervektors:
Sigma <- function(a,d){matrix(c(l,a,a,1),ncol=2)}
# Inverse der obigen Kovarianzmatrix:
Sinv <- function(a,d){
1/(1-a"2)*matrix(c(1l,-a,-a,1),ncol=2)}
# Log-Likelihood-Funktion aus (6.16):
12.s82 <- function(a){
-n*log(2*pi)-n*log(t (e.dach)%*)kronecker(diag(1,n), Sinv(a,d.))%*%e.dach)
+n*log(2*n) - n/2*log(det(Sigma(a,d.)))-n}
12.vec <- Vectorize(12.s2) # in Log-Likelihood-Funktion
# konnen Vektoren eingesetzt werden
# Vorzeichendnderung der Log-Likelihood-Funktion fiir ’nlminb’:
12.b <- function(a){-12.s2(a)}
# Leere Matrix fiir die Eintré&ge von Tabelle 6.2:

D.Krit <- matrix(0,length(a.alle),length(d.alle))

for(u in 1:length(a.alle)){
a. <- a.allelul

for(o in 1:length(d.alle)){
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Q.

. <= d.allelo]

# Versuchsplan der ’n’ Versuchseinheiten

des <- rep(c(0,1),n)

zugehorige Designmatrix
X2 <- cbind(1,des)

leere Matrix fiir die finalen ML-Schdtzungen von "beta"
GLS <- matrix(0,nn,2)

Vektor fiir die ’nn’ erstmaligen Schatzungen von "lambda" im 2. Schritt
a.ML.start <- numeric(nn)

Vektor fir die Schatzungen von "lambda" im 2. Schritt
a.ML.verlauf <- numeric(k.runs)

Schatzwerte fir "lambda" auf Grund der verschiedenen Startwerte
a.ML.hilf <- numeric(length(start.werte))

zugehorige Werte der Likelihood-Funktion

log.ML.hilf <- numeric(length(start.werte))

for(i in 1:nn){

#

#

k=1 (erste Schatzung mittels gewdhnlichem KQ-Schitzer):
y <- rmvnorm(n,mean=c(0,0),sigma=Sigma(a.,d.)) # Zufallszahlen
e.dach <- as.vector(t(y))-X2%x*)solve (t(X2)%*%X2) %%t (X2)Y*%as.vector (t(y))
for(j in 1:9){
# Maximalstellen:
a.ML.hilf[j] <- nlminb(start.werte[j],12.b,lower=0.1"6,upper=0.999999)$par
# zugehorige Likelihood-Funktion:
log.ML.hilf[j] <-
12.s2(nlminb(start.werte[j],12.b,lower=0.000001,upper=0.999999) $par) +
# Beste Maximalstelle:
welcher <- min(which.max(12.vec(a.ML.hilf)))
# Likelihood-Funktion der besten Maximalstelle:
a.l <- a.ML.hilf [welcher]
# Spezialfall: lam=0
12.0 <- -3*n/2*log(2xpi)-3*n/2xlog((t(e.dach)%*%e.dach)/(3%n))-3%n/2
# Abfrage: Liefert lambda=0 eine bessere Maximalstelle?
if(12.0 > log.ML.hilf [welcher]){a.1 <- 0}
a.ML.start[i] <- a.1l
a.ML.verlauf [1] <- a.ML.start[i]

k>1 (weitere Schétzungen mittels verallgemeinertem KQ-Schitzer):
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for(k in 2:k.runs){
# Falls im ersten Schritt lambda=0 ist -> abbrechen!
if(a.1==0){ }
# Sonst:
if(a.1>0){
Sigma.inv <- kronecker(diag(l,n), Sinv(a.ML.verlauf [k-1],d.))
e.dach <- as.vector(t(y))
-X2%*%solve (t (X2) %*%Sigma.inv%*%X2) %*%t (X2) %*%Sigma. inv)*%as . vector (t (y))
for(j in 1:9){
a.ML.hilf[j] <- nlminb(start.wertel[j],12.b,lower=0.1"6,upper=0.999999)$par
log.ML.hilf[j] <-
12.s2(nlminb(start.werte[j],12.b,lower=0.000001,upper=0.999999) $par) }
welcher <- min(which.max(12.vec(a.ML.hilf)))
a.1l <- a.ML.hilf [welcher]
# Spezialfall: lam=0
12.0 <- -3*n/2%log(2xpi)-3*n/2xlog((t(e.dach)%*}%e.dach)/(3*n)) - 3*n/2
if(12.0 > log.ML.hilf [welcher]){a.1 <- 0%}
}
a.ML.verlauf [k] <- a.1l
}
# Finale Schétzwerte des zweistufigen Verfahrens:
if(a.ML.verlauf [k]==0) {GLS[i,] <- solve(t(X2)%*%X2)%*%t (X2)%*%as.vector(t(y))}
if (a.ML.verlauf [k]>0){Sigma.inv <- kronecker(diag(1,n),
Sinv(a.ML.verlauf [k],d.))
GLS[i,] <- solve(t(X2)%x%Sigma.inv*%X2)%*%t (X2)
%x%Sigma. invi*Yas.vector (t(y) )7
}
Kov <- cov(GLS)
D.Krit[u,o] <- det(Kov)
+r
round(D.Krit*n~2,3)
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Griechische Buchstaben mit Seitenzahl der ersten Erwidhnung:
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Weitere Notationen mit Seitenzahl der ersten Erwidhnung:
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