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Abstraktion beim Mathematiklernen am Beispiel der
Algebra

Im Folgenden geht es um Zusammenhénge von Geometrie und Algebra
in Schule und Hochschule. In beiden Institutionen lésst sich die Chance
nutzen, Algebra und Geometrie gemeinsam zu behandeln. Dabei kann
die Algebra als Instrument zur Beschreibung geometrischer Phinomene
interpretiert werden und nicht als abstraktes Werkzeug an sich.

1. Gruppentheorie an Hochschulen und Universitat

Gruppentheorie lisst sich, sei es in Biichern oder Vorlesungen, sehr
knapp und kompakt darstellen. Die axiomatische Definition einer Grup-
pe ist schnell hingeschrieben. Als Beispiele finden sich die ganzen Zahlen
mit der gewohnlichen Addition und etwa die invertierbaren n x n Matri-
zen. Dann lasst sich schon Gruppentheorie betreiben: Die Eindeutigkeit
des neutralen Elements und der inversen Elemente, Kiirzungsregeln in
Gruppen, etc.

Es gibt sogar so etwas, wie einen kanonischen Aufbau: Axiome, Folgerun-
gen, Untergruppen, zyklische Gruppen, Erzeugende, Homomorphismen
usw. Die meisten Biicher und Vorlesungen zur Gruppentheorie sind so
ahnlich aufgebaut.

Gruppentheorie scheint insgesamt leichter darzustellen, als andere Ge-
biete der Mathematik. Die Objekte, die Gruppen, sind viel leichter zu
definieren, als etwa topologische Raume in der Topologie oder gar die eu-
klidische Geometrie mit ihren etwa 30 Axiomen. Trotzdem klagen Grup-
pentheorieanfianger immer wieder iiber massive Probleme beim Lernen
von Gruppentheorie. Das sollte nicht verwundern, muss doch im Kopf
wesentlich mehr passieren als nur das Lesen der Axiome um Verstindnis
zu erzielen. Typische Stolpersteine sind:

e Die Standardbeispiele sind ungeeignet. (Z, +) oder auch Z,, mit der
Addition modulo n sind Spezialfélle, weil diese Gruppen kommu-
tativ sind. Matrizen sind abstrakt, Vorstellungen zu Matrizen sind
bei Gruppentheorieanfangern noch nicht geniigend gefestigt.

e Durch die axiomatische Vorgehensweise fehlen konkrete Objekte.
Stell” dir vor du hast eine Menge mit einer Verkniipfung, die das



und das erfillt.... ist ein hoherer Anspruch an den Studierenden, als
das Arbeiten mit konkreten Objekten, wie etwa Funktionen, die zu
differenzieren sind. Diese sind konkret gegeben und damit weniger
abstrakt.

e Studierende haben i.A. nur abelsches Rechnen als Vorerfahrung.

e Algebraanfianger kennen als Verkniipfung nur die Grundrechenarten
aus der Schule.

Mathematiklernen heiftt im Wesentlichen sinnvolle Vorstellungen aufzu-
bauen. Das geht nur durch Anbinden des Neuen an Bekanntes in der
Vorstellung. Gruppenaxiome lassen sich aber mit der oben beschriebe-
nen Vorgehensweise nirgendwo anbinden.

Ein naheliegender Zugang zur Gruppentheorie bietet sich iiber Symme-
trien: Dj sei die Menge aller langenerhaltender Abbildungen der Ebene
auf sich, die ein gegebenes reguliares Dreieck auf sich abbilden. Aufer
der Identitét gibt es die Drehungen dy99 und dayp um 120 und 240 Grad
um den Mittelpunkt des Dreiecks und Spiegelungen s,, s, und s. an den
Spiegelachsen a, b und ¢ des Dreiecks. Es gilt also:

D3 = {Zda d1207 d2407 Say Sb, SC}

Mit der Operation der Hintereinanderausfithrung lasst sich in D3 rech-
nen wie in den ganzen Zahlen bzgl. Addition:
D3 (Z7 +)
Die  Hintereinanderausfithrung | die Summe zweier ganzer Zahlen
zweier Abbildungen aus Ds ist | ist wieder eine ganze Zahl
wieder eine Abbildung aus Ds
td verkniipft mit einem g € D3 | 0 addiert zu einem n € Z
ergibt g € D3 ergibt n € Z
zu jeder Abb. aus Dj3 gibt es ei- | zu jeder Zahl aus Z gibt es eine,
ne, die die Abb. wieder riickgén- | so dass sich in Summe 0 ergibt
gig macht

Man stellt fest, dass (N, +) diese Bedingungen nicht alle erfiillt. Natiir-
lich kann man statt einem regularen Dreieck jede andere Figur nehmen
und erhélt jedes Mal eine Gruppe.



Studierenden sind Isometrien bekannt. Der Stoff kann damit an Bekann-
tes angekniipft werden. Man beginnt mit Konkretem und geht spéter
erst zur Definition einer Gruppe iiber. Das vermeidet den fruchtlosen
Versuch des abstrakten Vorstellens einer Menge mit Verkniiptung.

2. Geometrie und Algebra in der Schule

Der Bildungsplan Realschule Baden-Wiirttemberg 2004 fordert z.B.:
Die Schiilerinnen und Schiiler konnen geometrische Zusammenhdange
mat algebraischen Methoden untersuchen

Es bieten sich vielfaltige Moglichkeiten zur Untersuchung dieser
Zusammenhénge in der Schule. Dabei geht es
nicht darum, in der Schule Gruppentheorie zu
behandeln, sondern mit algebraischen Metho-
den geometrische Phidnomene zu beschreiben.

Zum Beispiel lassen sich so die Symmetrien ei-
ner Figur beschreiben. Man kann die Schiiler

einer siebten oder achten Klasse bitten, alle £ b

Spiegelachsen in eine Figur (hier ein Quadrat)
zu zeichnen. Diese Spiegelachsen zerlegen eine  Appildung 1: Quadrat mit
Figur in lauter kongruente Teile. Ein beliebiges Spiegelachsen

davon bezeichne man mit f und seine Spiege-

lungen im Rand mit a und b (siehe Abbildung 1).

a und b erzeugen das Quadrat aus f in folgendem Sinn: Spiegelt man f
an a (oder an b), so erhilt man a(f) (oder b(f)). Spiegelt man b(f) an
a, so erhélt man ab(f), usw. Insgesamt erhilt man Abbildung 2.

Nach Beschriftung der Figur kann man mit der Verkniipfung der Hin-
tereinanderausfithrung rechnen.

Rechnend sieht man hier:
e ab ist eine Drehung um 90° im Uhrzeigersinn,
* (

ab)?
e (ab)! die Identitit,

ist also eine Drehung um 180°,

e ab(f) # ba(f) (nicht kommutativ!),
e abab(f) = baba(f).



Abbildung 2: beschriftetes Quadrat

Die Schiiler erfahren hier, dass sich auch mit Anderem rechnen lésst,
als nur mit Zahlen. Verkniipfungen kénnen auch nicht kommutativ sein
und das erst macht diese Eigenschaft bei den ganzen Zahlen zu etwas
nicht Trivialem. Nebenbei wird das geometrische Vorstellungsvermogen
geschult.

Analoges lédsst sich mit beliebigen anderen Figuren entwickeln (aufser
dem Kreis). Es bieten sich beliebige regulére n-Ecke aber auch Bandor-
namente oder Zerlegungen der Ebene an.

Es gibt noch wesentlich mehr Ubergéinge von Geometrie zu Algebra, die
lohnend fiir die Schule sind. Z.B. kann man Fundamentalbereiche er-
weitert behandeln wie in [1], iiber das drehen von regulidren n-Ecken in
Restklassenringen rechnen wie in [4], mit Knoten rechnen oder algebra-
isch Zerlegungen der Ebene untersuchen.
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