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���� ����� ��� �� �� !%���	� ���	 &�	
�������� ���	
 ���� ���  ���� � ��	���

��� ��� �'���������� ��(������ ����	 �	��)
�� ��� �����

 ��������	������ �
� !������
� (���� ���� ��� ������ ���
��
��� ��	 ��#*��
����� �������� ��� ��#� ��� ����	���	��	�� n×n +��	�)
���� ���� 
���� ���� ����� �	���������	�� ���	�����, ��� -�������� ���
��� ����	�
�� -
������ ��� ��	 ����	��� -
������� �%	�����	���
� ��
�	������ ����

-� ���� ����	 �� ��#��� #�� �����  ���������� ��.���, �'����� ��
��	��)
���� /���	�	������ �0 
����� �	������ -	��������� ������	�������
��#� ��� ������� !%���	 ��� &�	
������� ��	 �	���������	�� ���� ��
���
��� ��.�������

�	���������	�� ������� ��������� 
������	 ��	�����

��� �
� ����	� ��)
����� ��	 +�������� � ��� 1�2� ��� ��� �	������ ���� ���
 
������	 ��
��(���	��� �
� ��#� ����
������� 3���� �� ��	 4���
���� ���	 ��	 ��� ��)
 
������� ������	�� ��� ��	�� ��#� 56 �'������ 4	������  
���� �	��)
�������	����.����	 ����	 #����	 %��	 ������� "	��
��� ���� 7�	���
��� �	���������	��� ��� ��

�� ����� ��	#����	�� ���� ���� �� ���.
#�����
��� ���	 ������	�� �
� ��	 ��� 7���� ��	 �'���� �� &�	��������
�� �	���
��� 40������ ���
��	������ ����,

• ��� ������	��������
� ���� ����������� (Z, +) ���	 ���� Zn ��� ��	
�������� ����
� n ���� ������
.�

�� #��
 ����� �	�����  ����)
����� ����� +��	���� ���� ����	� �� &�	���

����� �� +��	���� ����
��� �	���������	����.����	� ���� ����� ���%���� ��.�������

• ��	�� ��� �'���������� &�	������#���� .��
��  �� 	��� 1�2� ���
������ ��� �	� �
 ��
� ���� ����� ��� ����� ��������
��� ��� ��





�� ��
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�
��� �	������ ���  �� 	���� 1�2� ���� #�� ��#� ��� ������� ��� ��
��8�	�����	�� ����� ����� ����  �� 	�� ������� ��� ����� #�����	
����	� ��

• ������	���� ����� ���� ��	 ���
����� 3������ �
� &�	�	.��	����

• �
���	���.����	  ����� �
� &�	 �%�.��� ��	 ��� �	���	������	���
��� ��	 ����
��

+�������� 
�	��� ���9� �� $�����
����� ������

� &�	���

����� ��.��)
������ ��� ���� ��	 ��	�� �������� ��� :���� �� !� ������ �� ��	
&�	���

���� �	������'���� 
����� ���� ���	 ��� ��	 ���� �����	����)
��� &�	������#���� ��	����#� ���������

-�� ����
�������	 ������ ��	 �	���������	�� ������ ���� %��	 �0���)
�	���, D3 ��� ��� +���� �

�	 
������	��
�����	 ����
������ ��	 -����
��. ����� ��� ��� ��������� 	���
�	�� �	���� ��. ���� ����
���� ��9�	
��	 
�������� ���� �� ��� �	������� d120 ��� d240 �� ;<6 ��� <=6 �	��
�� ��� +����
��� � ��� �	���� � ��� ������
����� sa, sb ��� sc �� ���
������
������ a, b ��� c ��� �	���� �� -� ��
� �
��,

D3 = {id, d120, d240, sa, sb, sc}
+�� ��	 1��	����� ��	 �����	�������	���.%�	��� 
���� ���� �� D3 	���)
��� #�� �� ��� ������ ���
�� ���
� ��������,

D3 (Z, +)

��� �����	�������	���.%�	���
�#���	 ����
������ ��� D3 ���
#����	 ���� ����
���� ��� D3

��� ����� �#���	 �����	 ���
��
��� #����	 ���� ����� ���


id ��	 �%�.� ��� ����� g ∈ D3

�	���� g ∈ D3

0 �����	� �� ����� n ∈ Z

�	���� n ∈ Z

�� 2���	 ���� ��� D3 ���� �� ��)
��� ��� ��� ���� #����	 	%� ���)
��� �����

�� 2���	 ���
 ��� Z ���� �� �����
�� ���� ���� �� ����� 6 �	����

+�� ���

� .���� ���� (N, +) ����� !���������� ����� �

� �	.%

�� :��%	)

���  ��� ��� ����� ����� 	���
�	�� �	���� 2��� ����	� ����	 ������
��� �	��
� 2���� +�
 ���� �	�����
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�����	��� �� ����� ��	 ���8  ��� ����� �� !� ���)
��� ���� �%�.� #�	���� +�� ������� ��� ��� 	���� ��� ���� �����	
�	�� ��	 ��(������ ����	 �	���� %��	� ��� ��	������ ��� .	����
����
&�	���� ��� ����	� ��� &�	���

��� ����	 +���� ��� &�	 �%�.����

�� ��
������ ��� ������� �� ��� ��	���

��	 !�
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�� 3��
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����� ��	��� �� ��	 ����
� �	���������	�� ��
�������
�� �����	� ��� �
���	������� +����)
��� ������	����� "�������� �� �����	������
��� !������
 
����� ���� �� ��� �0����	��� ��)
��	 ����	 �����	������ +��  ��� ��� ���%
�	
����	 ������� ���	 ������ �
���� ������� �

�
������
������ �� ���� ����	 >���	 ��� ?���	��@
�� ��������� ����� ������
������ ��	
���� ����
����	 �� 
����	  ���	����� 4��
�� -�� ��
�������
����� ��������� ��� ��� f ��� ����� ������)

����� �� 3��� ��� a ��� b >����� ����
���� ;@�

a ��� b ����
��� ��� ?���	�� ��� f �� .�
������ ����, ������
� ��� f

�� a >���	 �� b@� �� �	��
� ��� a(f) >���	 b(f)@� ������
� ��� b(f) ��
a� �� �	��
� ��� ab(f)� ��#� 
�������� �	��
� ��� ����
���� <�

:��� !����	�.���� ��	 ����	  ��� ��� ��� ��	 &�	 �%�.��� ��	 ���)
��	�������	���.%�	��� 	�������

3������� ����� ��� ���	,

• ab ��� ���� �	����� �� 90◦ �� /�	�����	�����

• (ab)2 ��� �
�� ���� �	����� �� 180◦�

• (ab)4 ��� 
���������

• ab(f) �= ba(f) >�����  ���������A@�

• abab(f) = baba(f)�
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�
� ��	 ��� ���
��� &�	 �%�.�����  *���� ���� �����  ��������� ����
��� ��� �	�� ����� ����� -��������.� ��� ��� ������ ���
�� �� ��#��
����� 4	����
��� :������� #�	� ��� ������	����� &�	���

������	�*���
������
��

���
���� 
���� ���� ��� ��
������� ����	�� ����	�� ���#�� �
� >��9�	
��� �	���@� -� ������ ���� ��
������ 	���
�	� n)-� � ���	 ���� !����	)
������� ���	 ��	
������� ��	 -���� ���

-� ���� ���� #�����
��� ���	 B��	����� ��� ������	�� �� �
���	�� ���

������ .%	 ��� ����
� ����� ��!�  ��� ��� ����������
��	����� �	)
#����	� �������
� #�� �� C;D� %��	 ��� �	���� ��� 	���
�	�� n)-� �� ��
3��� 
�����	����� 	������ #�� �� C=D� ��� ������ 	������ ���	 �
���	�)
���� ��	
������� ��	 -���� ����	�������

���
�����

��� �
����� ���������� ���������� � ����	
 	����� 
����� ���
����  �� !�"

����
����
������
� ��# $����� %��� ������ &�''()� �� (** + (,'�

��� �
����� ���������� ��� ������
	�
��� ������� �	���� !�
����
���������"

��� (�� &�''-). �� -/ + 0-�

�1� �
����� ���������� ����������
� ��������
����� � ��� �������� ��� ���

��������. #��2��"$����� &�''(). �'* ���
���

�(� 3�
��� ���������
�� ��� �
����� ���������� ��
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