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Merkmale und Schwierigkeit von Mathematikaufgaben

Aufgaben sind ein zentrales Element des Mathematikunterrichts. Anforde-
rungsniveau und -struktur a priori richtig zu bewerten, ist aus Sicht der
»Passung® von Informationsangebot und sachstrukturellem Entwicklungs-
stand (Heckhausen) Voraussetzung fiir Leistungsmotivation und Lerner-
folg. Mathematiklehrer unterschitzen die Schwierigkeit von Testaufgaben
fiir ithre Schiiler haufig (vgl. u.a. Eder, 2003). Eine Lehrergruppe erwartet
bei den PISA-2000-Items eine im Durchschnitt um 16,2 % hohere Lo-
sungswahrscheinlichkeit als empirisch ermittelt, bei der bekannten 31-
Pfennig Aufgabe sogar ein um 50 % besseres Abschneiden. Die Ursachen
dieser Bewertungsunsicherheit sind bisher nur unspezifisch aufgeklart.

Ergebnisse von Parallelarbeiten, die als Teil eines Evaluationsprojekts zur
Qualitatsentwicklung des Mathematikunterrichts einer Schule seit mehre-
ren Jahren analysiert und dokumentiert werden (vgl. Sommer, 2004), be-
stitigen die Einschidtzungsprobleme.
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Abb. 1 TIMSS-Aufgaben Anfang 9 Abb. 2 Uberpriifungsarbeit 2. Hilfte 10
Die Jahrgidnge 1998-2000 unterscheiden sich in einem Test mit TIMSS-
Aufgaben Anfang Klasse 9 nicht. Die Schwankungen in den Ende 10 ge-
schriebenen Uberpriifungsarbeiten sind daher auf die Testgestaltung und
nicht auf Fihigkeitsunterschiede der Schiilerjahrgénge zuriickzufiihren.

Die Identifizierung von Aufgabenmerkmalen, die das Anforderungsniveau

qualitativ und quantitativ zuverldssig und valide beschreiben, tragt

- zur Entwicklung von Kompetenzmodellen im Rahmen der Arbeit an Bil-
dungsstandards,

- zur Konstruktion von Tests in Vergleichsstudien und von Klassenarbei-
ten um das Spektrum der erwarteten Teilkompetenzen abzudecken, und

- zur Verbesserung der diagnostischen Fahigkeiten von Lehrern bei.

Die Diskussion in Fachkonferenzen iiber den Ausfall von Parallelarbeiten
gewinnt an Substanz, wenn Erkenntnisse {iber die Beziehung zwischen Fi-
genschaften der Aufgaben und dem Ldsungserfolg der Schiiler vorliegen.



Mehrere Arbeitsgruppen haben die 117 Aufgaben der PISA-2000-Erhe-
bung auf der Grundlage verschiedener Hintergrundtheorien analysiert (vgl.
Neubrand u.a., (2002); Blum u.a., (2004); Cohors-Fresenborg u.a., (2004))
und dabei unterschiedliche Aufgabenmerkmale in Regressionsanalysen mit
der Aufgabenschwierigkeit als abhéingiger Variable eingebracht. Die Er-
gebnisse konnen hier nicht dargestellt werden. Die folgende Tabelle zeigt
das Ergebnis einer Analyse mit den Merkmal-Ratings der drei Gruppen' .
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Aufgabentyp Merkmal r
rechnerische und | - Kognitive Komplexitét (Cohors-Fresenborg u.a.)
begriffliche Mo-| - Formelhandhabung (Cohors-Fresenborg u.a.)
dellierungsauf- - Grundvorstellungsintensitit (Blum u.a.)
gaben - Formalisierung von Wissen (Cohors-Fresenborgu.a.) | 71,0 %

Die ,,Grundvorstellungsintensitit™ erkldrt einen gréBeren Anteil der
Schwierigkeitsvarianz als die ,,Sprachlogische Komplexitdt im ansonsten
mit Cohors-Fresenborg u.a. (2004, S. 130) iibereinstimmenden Ergebnis
der schrittweisen Regression. Eine vertiefte Analyse der Beziehung dieser
beiden Merkmale, die der Phase der Interpretation der Aufgabenanforde-
rung zuzuordnen sind, konnte einen Beitrag zum besseren Verstdndnis
kognitiver Prozesse wéhrend der ,,Ansatzfindung* leisten.

Alle genannten Untersuchungen beziehen sich auf den PISA-2000-Item-
satz. Es ist zu vermuten, dass Zusammenhénge zwischen Aufgabenschwie-
rigkeit und Merkmalsauspragung beobachtet werden, die auf Besonderhei-
ten der Aufgabenauswahl zuriickzufiihren sind. Das Verfahren der Regres-
sionsanalyse ist daher auf die Aufgaben aus den Uberpriifungsarbeiten
(Abb. 2) angewandt worden.

Die Datenqualitit der Uberpriifungsarbeiten (Reprisentativitit von Kompe-
tenz- und Schiilerstichprobe, Objektivitit, Reliabilitit) ist geringer als die
der PISA-Erhebung, aber besser als in normalen Klassenarbeiten (Zusam-
menarbeit von Lehrkriaften aus sechs Schulen, Tests vor dem Einsatzes den
Fachlehrern nicht bekannt, Kokorrektur durch eine zweite Lehrkraft). Die
schultypische Struktur von Klassenarbeiten zeigt sich im Vergleich der
Verteilungen der Aufgaben auf die Kompetenzklassen. Die Uberpriifungs-
arbeiten sind nicht einseitig auf technische Fertigkeiten ausgerichtet.

Technische | Rechnerische | Begriffliche
Items Modellierung | Modellierung

Internationale PISA-Aufgaben 3.2% 45,2 % 51,6 %
Nationale PISA-Aufgaben 24.4 % 40,7 % 34,9 %
Uberpriifungsarbeiten 29,4 % 50,0 % 20,6 %

! Die Ratings wurden zur Verfiigung gestellt. Dafiir mochte ich mich herzlich bedanken.



Deren Anteil ist aber hoher als im curriculumnahen nationalen PISA-
Aufgabensatz. Der Anteil begrifflicher Modellierungsaufgaben ist deutlich
geringer; einfache Textaufgaben (Rechnerische Modellierung), in denen
bekannte Verfahren anzuwenden sind, iiberwiegen. Die Schwierigkeit der
Tests (s. Mediane in Abb. 2) hingt eng mit dem Anteil technischer Auf-
gaben in den Arbeiten zusammen (r =.79; N = 6; p =.059 n.s.).

U.a. fiir die innerschulische Riickmeldung sind zusitzlich zu den Merkma-
len der oben genannten Untersuchungen weitere Aspekte beriicksichtigt
worden, beispielsweise das Darbietungsformat, die Themenzugehorigkeit,
die Position im Test und die von den Lehrern vorgesehene Bepunktung, in
der sich Annahmen iiber das Anspruchsniveau ausdriicken.

Merkmal Standardisiertes| Si gqiﬁkanz— # (korrigiert)
Beta niveau
algebraischer Anspruch -419 .000
Bearbeitungsrichtung -.328 .000
Sprachlogische Kompl. -.281 .010
Trigonometrie [ 159 .034 38,5 %

Das Ergebnis auf Basis aller Aufgaben und aller Schiiler belegt die Bedeu-
tung der algebraischen Kompetenz am Ende der Sek I, die durch notwendi-
ge Formelumstellungen auch in ,,Bearbeitungsrichtung® einflie8t, und der
Sprachlogischen Komplexitit. Dass von den Themen nur die jeweils kurz
vor den Tests bearbeitete Trigonometrie einen Einfluss hat (wenn Trigo-
nometrie, dann leichter), spricht eher gegen die Bedeutung des Unterrichts-
inhalts als schwierigkeitsrelevantes Aufgabenmerkmal.

Abweichungen zwischen den empirischen Losungswahrscheinlichkeiten
und den Vorhersagen durch das Regressionsmodell weisen auf Defizite in
der Aufklidrung der Aufgabenanforderungen hin. Ein Beispiel sind Aufga-
ben zur Begriindung trigonometrischer Funktionswerte wie sin 30° = 0,5
oder tan 60° = 3, die in fiinf der sechs Tests vorkommen. Schwierigkeits-
schwankungen zwischen p = .29 und p = .76 (leider nicht mit der Tendenz
einer kontinuierlichen Verbesserung im Laufe der Jahre) spiegeln sich in
den Merkmalszuweisungen nicht prazise genug wider.

Separate Regressionsberechnungen fiir die Einzeltests und fiir Schiilergrup-
pen (Madchen/Jungen; grof3er/kleiner Median) lassen keine systematischen
differentiellen Effekte erkennen. Andere Auswertungsmethoden belegen
dagegen interessante Unterschiede. Die folgende Tabelle enthilt Korrela-
tionen der Differenzen der Aufgabenschwierigkeiten von Jungen und Mad-
chen mit Aufgabenmerkmalen.

Jungen schneiden in allen Uberpriifungsarbeiten besser ab als Médchen.




Aufgabenschwierigkeit Aufgabenmerkmale
2 Sachrech- Formel- | Text/
r P (m) b (W) nen Kontext handhab.| Term Term
Diff. m-w | (.085) | -.316 313 383 -.321 -.374 | -.457

Die Aufgabenschwierigkeit fiir Mddchen korreliert negativ mit der Schwie-
rigkeitsdifferenz, d.h. bei schwereren Aufgaben ist der Leistungsvorsprung
der Jungen groBBer. Wenn Aufgaben als ,,Sachrechnen® klassifiziert sind, ist
die Schwierigkeitsdifferenz mit Vorteil der Jungen gréBer als bei anderen
Aufgaben, wihrend negative Werte (z.B. bei ,,Formelhandhabung®) be-
deuten, dass die Differenz zwischen Jungen und Midchen bei Vorliegen
dieses Aufgabenmerkmals kleiner ist oder evtl. sogar zugunsten der Mid-
chen ausfillt. Erkenntnisse iiber Stabilitit und gegebenenfalls Ursachen
dieser geschlechtspezifischen Leistungsprofile bei Sachrechenaufgaben
bzw. algebraischen Anforderungen wéren fachdidaktisch bedeutsam. Eine
genauere Untersuchung ist hier aber nicht moglich.

Losungsweg- und Fehleranalysen belegen Klasseneffekte. Bei nahezu glei-
chen Losungswahrscheinlichkeiten in einer Prozentrechnungsaufgabe zum
,vermehrten Grundwert® treten groBe Unterschiede in der Haufigkeit des
Auftretens verschiedener Losungsansitze zutage (Zuordnungstabelle oder
Verhiltnisgleichung, Prozentwert und Addition oder in einem Schritt zum
vermehrten Grundwert), die deutlich mit der Leistung im Gesamttest in Be-
ziehung stehen und durch Regressionsanalysen nicht erkannt werden.
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? Signifikant sind Korrelationen ab einer Hohe von r > .18, betrachtet werden hier nur
Korrelation ab einer Hohe von r >= .30.



