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Das Schubfachprinzip bei den Losungen der kombinatori-
schen Aufgaben in den Mathematikolympiaden

Einflhrung

Die Gesamtheit der mathematischen Wettbewerbsaufgaben enthédlt einen
bedeutenden Teil tematisch - vielféltiger kombinatorischen Aufgaben. Die-
se Probleme untersuchen die endlichen Mengen, die Sortierung oder die
Alghoritmen der Suche, die Ausarbeitung und die Analyse der Alghorit-
men. Bei den Losungen dieser Probleme kann man verschiedene kombina-
torische Methoden anwenden, um z.B. die Elemente in der Aquivalenzklas-
sen einzuteilen, um die gemeinsamen Repridsentanten zu bestimmen, um
die gegenseitige Entsprechung der Elementen zu feststellen. Oft ist es
zweckmédBig die Ergebnisse der Geometrie, der Zahlentheorie, der Gra-
phentheorie mit solchen allgemeinen Urteilsmethoden wie die mathemati-
sche Induktion, die Methode der Interpretationen, die Methode des Mittel-
wertes vereinigen.

Vielfaltigkeit kombinatorischer Aufgaben

Die Aufgaben, bei welchen die kombinatorischen Berechnungen nétig sind,
kann man nach den behandelten Themen (z.B.Verkehr, Anordnung,
Freundschaft u.a.), oder nach dem Bereich der Mathematik (Kombinatorik,
Graphentheorie u.a.), oder nach der Losungsverfahren klassifizieren. Die
allgemeinen Urteilsmethoden werden bei der Berechnungen gemeinsam
mit der Gruppierung und Bewertung von Objekten benutzt. Eine von diesen
Methoden ist das bekannte Schubfachprinzip (Lovasz, Pelikan, & Vesz-
tergombi, 2005):

Haben wir n Kdsten und geben mehr als n Objekte in diese hinein, dann
gibt es mindestens einen Kasten, der mehr als ein Objekt enthdilt.

In den Computerwissenschaften, Graphen- und Zahlentheorien werden ver-
schiedene kombinatorische Tatsachen bewertet und begriindet. Das Schub-
fachprinzip wird dabei oft benutzt. Bei der Losung von Wettbewerbsaufga-
ben kann man mit Hilfe von Schubfachprinzip die Menge der Elemente-
nauslese verringern. Man kann auch den Ausmass der Auslese bewerten,
auch die gemeinsame Elementenexsistenz begriinden. Mann kann auch das
gegenseitige Nichtiibereinstimmen gegebener Aquivalenzklassen zeigen.

Beispiele kombinatorischer Aufgaben

Weiter werden kombinatorische Aufgaben verschiedener Art betrachtet
(Bacunwes, Eropos, 1988; Sammlung der Aufgaben), wo man bei stufen-



weiser Losung das Schubfachprinzip gebrauchen kann. Manchmal werden
die Bedingungen der Aufgabe begreiflicher, wenn man sie mit Hilfe pas-
sender verstandlicher Interpretation veranschaulicht.

Wiegen: Das Hauptziel bei den Aufgaben mit dem Wiegen ist die best-
mogliche Strategie zu finden, mit deren Hilfe in einem bestimmten Mass
gleichwertiger Objektenmenge den Aufgabenbedingungen entsprechende
Objekte aussondern kann. Das Schubfachprinzip wird meistens gebraucht,
um in der Teilmenge die Anzahl der gesuchten Elemente zu bewerten,
oder, um die minimale Anzahl der Schritte beim Priifungsprozess auszu-
werten.

1. Aufgabe. Unter 12 gleichen Miinzen 2 sind falsch. Das Gewicht der fal-
schen Miinzen Unterscheidet sich vom Gewicht der echten Miinzen. Alle
echten Miinzen haben das gleiche Gewicht, auch die falschen Miinzen ha-
ben das gleiche Gewicht. Wie kann man die Miinzen in zwei Héaufchen
gleichen Gewichts einteilen, wenn man die Hebelwaage ohne Gewichte
benutzt, und die Miinzen werden nicht mehr als dreimal gewogen?

2. Aufgabe. Karl hat auf jedem Feldchen des Schachbrettes eine von natiir-
lichen Zahlen (von 1 bis 64) geschrieben. Auf jedem Feldchen gibt es eine
natiirliche Zahl. Hanna kann die bestimmte Zahlenmenge erfahren, die auf
diese Feldchen geschrieben sind, wenn sie eine Frage liber eine x-beliebige
Feldermenge stellt. Karl offenbart nicht, auf welchen Feldchen sich die
Zahlen befinden.Welche ist die geringste Anzahl der Fragen, die Hanna
stellen muss, damit sie die Zahlenaufstellung auf den Feldchen erfahren
konnte?

Farbung: In diesem Aufgabenbereich konnte man zwei grundunterschied-
liche Teilmengen von Aufgaben betrachten. In einer von diesen Mengen
konnte man bedingt die Aufgaben einteilen, deren ,,Farbung” oder die Ar-
tenanzahl der gegebenen Elementendquivalenz bei den Bedingungen der
Aufgabe gegeben ist. Hier konnte man auch die bekannten Aufgaben vom
Typ Ramsey (Ferneyhough, Haas, Hanson & MacGillivray, 2002) erwih-
nen, bei welchen die Existenz einer speziellen Art von der Elementenstruk-
tur beweisen kann. Im zweiten Teil kdnnte man die Aufgaben einordnen,
wo die ,,Farbung” wihrend der Losung der Aufgabe gestalten kann, um die
gegebene Elementeneinteilung nach gemeinsamen Merkmalen zu veran-
schaulichen. Bei den Aufgaben, wo die ,,Farbung” als ein Zusatzargument
eingeflihrt wird, ziemlich oft wird das Schubfachprinzip gebraucht, um eine
Behauptung abzuweisen. Als Beispiele kdnnte man die Aufgaben mit Figu-
renaufstellung oder die Aufgaben mit dem Rundgang durch das orthogona-
le Feld nennen.



3. Aufgabe. Drei Fluggesellschaften bedienen auf bestimmten Routen 11
Stadte. Aus jeder Stadt kann man hin- und zuriickfliegen. Die Fluglinien
der Fluggesellschaften doublieren nicht. Man muss beweisen, dass eine von
Fluggesellschaften eine zyklische Reiseroute organisieren kann, die in einer
und derselben Stadt beginnt und endet, und da gibt es eine ungerade Anzahl
der Fliige eingeschlossen, und jede Stadt wird nur einmal besucht.

Bemerkung. Das gegebene Schema des Flugverkehrs kann man mit einem
vollen 11 Knotengraph wiederspiegeln, deren Kanten in drei Farben ge-
farbt sind. Man kann den grossten moglichen Untergraph ansehen, in wel-
chem alle Kanten einfarbig sind. Den Beweis kann man mit dem Theorem
von Konig iliber zweiteilige Graphen (EmennueB, MensaukoB, CapBaHOB.
& TermkeBud, 1990) begriinden.

4. Aufgabe. Das Eckchen ist eine L — artige Tiomino Figur, die aus drei
Zellen besteht. Kann man das Rechteck mit dem Ausmass 5 x 7 mit den
Eckchen in mehreren Schichten so bedecken, damit iiber jeder Zelle des
Rechtecks dieselbe Anzahl der Zellen wéren, die zu den Eckchen gehoren.
Die ganze Bedeckung befindet sich im Rahmen des Rechtecks.

Disponierungsaufgaben: Einordnungsaufgaben untersuchen die Aufstel-
lung verschiedener Objekte, z.B. Figuren, Zahlen, Personen u.a., in ver-
schiedenen Typen der Konfigurationen, z.B. in der Kette, im Kreis oder auf
der Tabelle. Bei der Aufstellung von Zahlen kann man quantitative
Schlussfolgerungen ziehen, wenn man bei der Bewertung auf verschiedene
Fakten der elementaren Zahlentheorie stiitzt, z.B. auf die Paritdt, Teilbar-
keit, Zahlensumme oder auf das Produkt. Wenn man die Objekte anderer
Art betrachtet, werden bei den Schlussfolgerungen mogliche Variantenan-
zahl der Einordnungen verglichen.

5. Aufgabe. Die Regierung hat 12 Abgeordneten. Unter ihnen sind 4, die
einander nicht leiden konnen. Kann man alle 12 Abgeordneten in die Aus-
schiisse einteilen, damit in jedem Ausschuss genau 4 Abgeordneten sind,
damit jeder Deputierte in genau 2 Ausschiissen arbeitet, damit zwei Ab-
geordneten gleichzeitig nur in einem Ausschuss arbeiten, und damit in kei-
nem Ausschuss keine 2 Feinde gibt?

Bemerkung. Die Einteilung der Deputierten in die Ausschiissen kann man
mit Hilfe von Oktaeder wiederspiegeln. Wenn man eine x-beliebige von 4
Kanten der Oktaeder betrachtet, gibt es zwischen ihnen wenigstens zwei
Kanten, die eine gemeinsame Spitze haben.

Aufgaben, bei denen die gegebenen Systeme untersucht werden: Es
wird da festgestellt, ob die Eigenschaften der Systeme im Laufe der fixier-
ten Zeitmomenten sich bewahren. Bei der Aufgabenlosung kann man das



Schubfachprinzip in einer verallgemeinerten Art anwenden. Man muss die
Dauer des Verdnderungsprozesses oder das Feld des Tatigkeitsprozesses
auswerten.

6. Aufgabe. Auf jedem infinitesemalen karierten Papier in jeder Zelle be-
findet sich ein Pfeilchen, dass in die Richtung der neben befindenden Zelle
gerichtet ist. Auf dem karierten Papier befindet sich ein Roboter, der nach
der Richtung des Pfeiles aus einer Zelle in die andere steigt. In der Zelle,
aus welcher gerade der Roboter ausgestiegen ist, richtet sich das Pfeilchen
um 90 Grad im Uhrzeigersinn. Man muss beweisen, dass der Roboter aus
der fixierten Zelle des karierten Papiers bei jeder Konfiguration der Pfeil-
chen in die Entfernung von wenigstens einer Million Zellen sich begeben
kann.

Anmerkung

Eine analytische Forschung der Materialien in der Mathematik gibt dem
Lehrer die Moglichkeit die Lehrmetoden hervorzuheben, die den Schiilern
besser die Grundlagen der Kombinatorik zu verstehen. Eine genauere Ana-
lyse der Aufgaben ermoglicht:

- universale Aufgabenldsungsmethoden zu erschliessen;

- die Prinzipien der Zusammenstellung von Beispielen zu geachten;

- entsprechende Erkldrungen zu wihlen;

- den Sinn der Aufgabe zu beachten, das bedeutet, - man muss feststel-
len, welche mathematische Tatsache im gegebenen Beispiel wieder-
spiegelt wird.

Die selbststindige Arbeit von Schiilern, wenn man detailliert die speziellen
Einzelfille der Kombinatorikaufgaben betrachtet, auch, wenn man die Fer-
tigkeiten und Fahigkeiten bei der Verallgemeinerung der Beurteilungsme-
thoden aneignet — das alles ist eine wichtige Voraussetzung, um gute Leis-
tungen bei den Mathematikolympiaden zu zeigen.
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