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Symmetrie und Kunst im Geometrieunterricht

Zusammenfassung

Ublicherweise werden Parkettierungen in der Sekundarstufe I des Gymasiums im Rahmen
von Spiegel- und Punktsymmetrie und Dreiecksgeometrie angerissen. Hier wird ein Projekt
beschrieben, bei dem die Streifen- und Flichenornamente als Anwendung der analytischen
Geometrie und der Einfithrung des Begriffs der algebraischen Gruppen abgehandelt wurde. In
Zusammenarbeit mit dem Kunstunterricht wurden die Schiilerinnen dariiber hinaus aufgefor-
dert, von diesem mathematischen Hintergrund, aus ihre Phantasie spielen zu lassen und selber
ein Kunstobjekt herzustellen.

1 Voraussetzungen

Der vorliegende Bericht beschreibt ein Projekt, das an der Fachaka-
demie fiir Sozialpddagogik (FAKS) in Niirnberg/Bayern im Schuljahr
2006/07 in einer 3ten Klasse durchgefiihrt wurde. Das Projekt stand
unter dem Titel Symmetrie in Mathematik und Kunst und wurde in
Zusammenarbeit mit dem Kunstunterricht unternommen. Die betei-
ligten Schiilerinnen nahmen an der 5-jahrigen Ausbildung zum Erzie-
her/in teil: zwei Jahre Sozialpddagogisches Seminar (SPS, Klassen 1
und 2), zwei Jahre Schulausbildung an der FAKS (Klassen 3 und 4)
und ein Jahr Berufspraktikum. Voraussetzung fiir diese Ausbildung ist
der mittlere Schulabschlufl. Je nach zuséatzlich belegten Fachern und
erreichtem Notendurchschnitt besteht die Moglichkeit, die fachgebun-
dene Fachhochschulreife, die Fachhochschulreife oder die fachgebunde-
ne Hochschulreife zu erwerben. Zu diesen zusétzlichen Féachern gehort
Mathematik mit je drei Wochenstunden im 3ten und 4ten Schuljahr.

Die mathematischen Vorkenntnisse und Fahigkeiten der SchiilerIn-
nen der FAKS sind extrem inhomogen und in der Regel nicht mit
denen von Schiilern der Sekundarstufe II eines Gymnasiums zu ver-
gleichen. Der Mathematikunterricht muss sich also an ein entsprechend
niedriges Niveau anpassen. In den zwei Jahren Mathematikunterricht
muss zunéachst, einem Schnellkurs gleich, der gymnasiale Stoff der Se-
kundarstufe I nachgeholt werden. Erfahrungsgeméf bereiten insbeson-
dere die Grundrechenarten wie Bruch- und Potenzrechnung grofie Pro-
bleme. Auch in der Geometrie kann auf wenig Grundkenntnisse aufge-
baut werden. Laut Lehrplan muss dann aber zum Beispiel Differenzial-
und Integralrechnung sowie in der Geometrie Trigonometrie und Ana-
lytische Geometrie gelehrt werden.



2 Kiriterien zur Auswahl des Lehrstoffes

Bei der folgenden Beurteilung der Auswahl und Einordnung des The-
mas halte ich mich an die von Holland in ([H] pp. 35, 36) vorgeschla-
genen Gesichtspunkte.

(1) Bedeutung innerhalb des Curriculums: Das Projekt schlofl zeit-
lich und konzeptionell an die Behandlung der Analytischen Geometrie
an und stellte so eine Vertiefung des Stoffes dar. Die Beziehung zu
Kunst und die praktische Umsetzung der mathematischen Erkennt-
nisse in Kunstobjekte ldsst das Projekt zudem den im Curriculum
vorgeschriebenen fachspezifischen Themen zuordnen.

(2) Bedeutung fiir andere Schulficher: Beziehungen der Mathema-
tik zur Kunst sollten am Beispiel von Symmetrie und Parkettierungen
deutlich gemacht werden. Im Curriculum der FAKS spielt das iibliche
Anwendungsgebiet der Mathematik, die Physik, nur eine untergeord-
nete Rolle, allenfalls in dem Fach Mathematisch-naturwissenschaftlichen
Erziehung, welches mathematisch-naturwissenschaftliche Inhalte fiir
Kinder in kreativer und spielerischer Weise sinnlich erfahrbar ma-
chen und das natiirliche Interesse am Experimentieren und Beobach-
ten verstédrken soll. Der Umgang mit den Symmetriegruppen bedient
ebenfalls genau diese Anforderung.

(3) Bedeutung fiir spdtere Berufe: und (4) Bedeutung fir die ge-
genwdrtige und spatere Lebenswelt der Schiilerinnen: [H] p. 36 sagt,
dass sich die 7 Bedeutung von Inhaltszielen des Geometrieunterrichts
fiir spétere Berufe (ist) im wesentlichen auf Berufe ein(ge)schrénkt,
welche ein Studium der Mathematik voraussetzen, ...”.

Sicherlich gehort die Sozialpéadagogik nicht zu diesen Berufen. Aber
gerade hier sehe ich die grofie Notwendigkeit eines interessanten und
nachhaltigen Mathematik- und insbesondere Geometrie-Unterrichts:
Wie schon bei Vollrath 1974 /1981, Kirsch 1980, Graumann 1988, Schupp
1991 und Neubrand 1993 gefordert, sollte die Geometrie als Mittel zur
Entfaltung spielerischer Féahigkeiten und zur Entwicklung von Freu-
de an Mathematik dienen. Aber gerade Erzieher und Sozialpddago-
gen iibernehmen einen Grofiteil der Erziehung unserer Kinder, und
das wird auch in Zukunft verstdarkt der Fall sein: Erzieher betreuen
Kinder in Horten und bei Nachmittagsbetreuungen. Da stellt sich ih-
nen zum Beispiel vermehrt die Aufgabe der Hausaufgabenbetreuung.
Dieser miissen sie insbesondere aber auch im Fach Mathematik ge-



wachsen sein. Wenn wir kiinftig mathematisch-naturwissenschaftlich
interessierte Kinder und Erwachsene haben wollen, so diirfen Erzieher
nicht mit Schrecken an ihren eigenen Mathematikunterricht denken,
sondern miissen vielmehr Freude und Neugier auf Mathematik ver-
mitteln. Dies ist aber nur moglich, wenn sie selber Mathematik als
spannendes und unverzichtbares Kulturgut erfahren haben. Ich gehe
sogar soweit zu behaupten, dass im Lehrplan der Fachakademie mehr
Raum fiir einen qualifizierten aber auch lebensnahen Mathematikun-
terricht geschaffen werden sollte.

(5) Kulturhistorische Bedeutung: Symmetrien findet man in vielen
Kunstwerken, insbesondere denen des Islam. Angehende ErzieherIn-
nen werden in unserer multikulturellen Welt stédndig mit Kindern und
Jugendlichen mit Migrationshintergrund konfrontiert. So bietet das
Thema Symmetriegruppen eine gute Moglichkeit, andere Kulturen
besser zu verstehen, um so dieses spéter spielerisch im Berufsalltag
umsetzen zu konnen. Auch im vorliegenden Fall erzeugten die Beispie-
le islamischer Kunst eine rege Diskussion. Muslimische Schiilerinnen
erlduterten die Hintergriinde des Verbotes menschlicher Abbildungen
in der muslimischen Kunst und versuchten so ihren Mitschiilerinnen,
muslimische Weltanschauungen zu erklaren.

3 Das Projekt

Das Projekt schlof zeitlich und konzeptionell an die Behandlung der
Analytischen Geometrie an. Die Schiilerinnen waren also mit der Vek-
torrechnung formal vertraut. Zum besseren Verstdndnis der Vektor-
addition wurde das xy-Koordinatensystem mit einem als unendlich
gedachten Schachbrett verglichen und ein Vektor mit der Bewegung
einer Spielfigur. Besonders anschaulich wurde das durch die Analyse
des Springers beim Schach: die Schiilerinnen erkannten schnell, dass
der Vektor (;) einer Bewegung des Springers entspricht. Markiert man
nun die mit dieser Bewegung erreichbaren Positionen, so erhélt man

folgendes Bild:
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Abb. 2 Abb. 3

Dieses erfuhren die Schiilerinnen spielerisch durch Experimentieren
mit verschiedenen Vektoren beziehungsweise gedachten Spielfiguren.
Die entstandenen Ketten und Gitter im Koordinatensystem waren ein
anschauliches Bild fiir die Gruppen Z und Z x Z. In diesem Zusammen-
hang lie} sich der Begriff des Erzeugendensystems leicht veranschau-
lichen: mehr als zwei Vektoren (in R?) erzeugen ebenfalls nur Ketten
(im Falle linearer Abhéngigkeit) oder Gitter (falls zwei Vektoren line-
ar unabhéngig sind). Ebenfalls lassen sich bei diesen Beispielen leicht
minimale Erzeuger, also eine Basis, finden.

Im Folgenden wurde der Gruppenbegriff auf die Bewegungsgruppen
von Streifen- und Fldchenornamenten ausgedehnt. Es ist sinnvoll, mit
den etwas einfacheren Streifenornamenten zu beginnen. Dazu wurden
den Schiilerinnen mehrere Arbeitsblatter mit Streifenornamenten aus-
geteilt, mit der Aufgabe, Symmetrien zu entdecken. Nachfolgend ist
eines dieser Arbeitsbldtter abgebildet.



Abb. 4

So entdeckten sie, dass es je nach Muster neben der Translation durch
einen Vektor, auch Drehungen um 180°, Spiegelungen parallel oder
senkrecht zur Langsachse oder Gleitspiegelungen geben kann. Wie in
der folgenden Graphik angedeutet, wurden die moglichen Symmetrien
von den Schiilerinnen in den Mustern der Arbeitsbléatter eingezeichnet.
(Hier markiert der griine Pfeil die Translation, der blaue Strich eine
Spielgelachse, der rote Pfeil markiert eine Gleitspiegelung und der Gel-
be eine 180°-Drehung.) Thre Ergebnisse wurden daraufhin auf Folien
der Arbeitsblatter zur allgemeinen Kontrolle der eigenen Ergebnisse
festgehalten.
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Abb. 5 I

Aus der Gruppentheorie ist bekannt, dass es genau 7 verschiede-
ne Streifenmuster-Symmetrien gibt. Durch Experimentieren mit den
fiinf oben erwadhnten Bewegungen, ist es durchaus moglich, im Un-
terricht zumindest den Existenzbeweis der 7 Steifengruppen durch-
zufithren. Aus Zeitgriinden wurde das aber im vorliegenden Fall nicht
durchgefiihrt. Den Schiilerinnen wurde statt dessen das abgebildete



Arbeitsblatt mit den 7 Streifengruppen ausgehéndigt, um darauthin
die Gruppen den schon diskutierten Mustern zuzuordnen.

Bezeichnung Gruppe Beispiel
Op111 = (t) GGGGGG
Gpim1 = (t,s_ |82 =1,sts_=1t) DDDDDD
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Gz = (tosear 100 70 ORI XXXXXXX
Gomg2 = <t r ‘QQZt’T2:1’g_1tg:t’> nNUNUNU
pmg2 — v 9, rir = t—l7 (Tg)2 =1

Da diese Streifengruppeniibersicht aus Schiilersicht wenig iibersicht-
lich ist, wurde ihnen der folgende Leitfaden zur Klassifizierung der
Streifenmuster (nach [Sch]) ausgehandigt:



Klassifikation der Streifenklassen
plll, pl112, plgl, plml, pmm?2, pmll, pmg2

Der Typ eines Streifenornaments mit Langsachse G ist so definiert:
Gibt es eine Spiegelachse senkrecht zu G7 ja: x=m

Ist G Spiegelachse? ja: y=m
Ist G Gleitspiegelachse? ja: y=¢g
sonst: y=1

Gibt es Drehungen mit Mittelpunkt auf G? jar z=2
sonst: z=1
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Die nun folgende Diskussion der Flachenmuster ging nach dhnlichem
Muster vor: Arbeitsbliatter mit Beispielmustern (wie die néchste Ab-
bildung) zeigten die moglichen Bewegungen auf:
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Abb. 8

Hier gibt es zwei erzeugende Translationsvektoren und je nach de-
ren Lange und Winkel sind dariiber hinaus Drehungen, Spiegelun-
gen und Gleitspiegelungen moglich. Ein voller Existenzbeweis der 17
Symmetriegruppen ist meines Erachtens fiir den Unterricht zu um-
fangreich. Aber einige Uberlegungen beziiglich der von den Trans-
lationen aufgespannten Gitter und der moglichen Drehwinkel sind
durchaus mit Schiilern machbar: So schrankt die Kristallographische
Restriktion (siehe Anhang A) die moglichen Drehungen auf die fiinf
Fille: 0°, 180°, 120°, 90° und 60° ein. Eine Ubersicht iiber Gitter und
Drehungen gibt das folgende Arbeitsblatt (siehe Anhang B fiir einen
ausfiihrlichen Beweis) :

Parallelogramm Rechteck Rhombus

Quadrat Hexagonal
Abb. 9

Nach diesen Voriiberlegungen lassen sich die Flachenornamentgrup-
pen bestimmen. Man geht dabei dhnlich wie bei den Bandornament-
gruppen vor und beriicksichtigt die Kristallographische Restriktion so-
wie die zugrundeliegenden Moglichkeiten der Gitter. Das in aller Ein-
zelheit auszufiihren, ist meines Erachtens fiir einen reguldren Unter-



richt zu langwierig. Da die Gruppen hier grofler als bei den Bandorna-
mentgruppen sind, wiirde eine Liste der Gruppen hier ebenfalls recht
uniibersichlich sein. Deswegen bietet es sich hier an, sich auf die Klas-
sifikation der Fldchenornamente (hier nach D. Schattschneider [Sch])
zu beschrénken:

Die Klassifikation der 17 Flachenornamente

keine 180° 120° 90’ 60°
. . . . Spiege-
Spiegelung? Spiegelung? Spiegelung? Spiegelung? lung?
nein J \ja neinl ‘ja nein’ ‘ja nein' Va
nein ja
T I o . Alle .
Gleitspiege-  Gleitspiegelung Gleitspiege- nicht parallele Spiegelachsen
lungen?  mit neuer Achse? lungen? Spiegelungen? Dre_hzentren aut in 45°Winkel?
Spiegelachsen?
nein] |ja nein| lja |nein] |ja nein \a neinj |ja nei ja
Alle
Drehzentren auf
Spiegelachsen?
neiy \a
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Abb. 10
Der Umgang mit der Klassifikation wurde wiederum mit zahlreichen

Beispielen, zumeist Mosaike aus der Alhambra, eingeiibt.
Die dem Fldchenornament zugrunde-

liegenden Gitter bieten einen guten
Startpunkt zur Erzeugung eines ein-
fachen Flachenornaments: ein an ei-

ner Seite eines Fundamentalparallelo-
gramms abgeschnittenes Flachenstiick
muss an der gegeniiberliegenden Seite

v
VA
hinzugefiigt werden.

Dieses und weitere Moglichkeiten zur Konstruktion eines Ornaments
wurden im Unterricht diskutiert. Viele schone Ideen zu Aufgabenstel-

lungen und Anleitungen in diesem Kontext bietet {ibrigens das Buch
[K-M].

Abb. 11



Da wie oben erwihnt nicht die ganze Klasse am Mathematikunter-
richt teilnahm, wurden anhand einer Beamerprésentation (siehe [Bir])
die iibrigen Schiilerinnen in die Klassifikation der Streifen- und Fléche-
nornamente eingefithrt. Neben den oben abgebildeten Graphiken der
Klassifikationen konnten die Schiilerinnen darin viele Photos von Mo-
saiken aus der Alhambra, der klassischen Quelle von Realisierungen
der Symmetriegruppen, sehen.

4 Das Ergebniss

Abschlielende Aufgabe war, selbststédndig Ornamente zu fertigen. Die
Wahl der Techniken, Materialien etc. stand den Schiilerinnen frei. Sie
einigten sich schnell auf die &uflere Gestalt einer Rosette, deren ein-
zelne Elemente mit selbst entworfenen geometrischen Flachenmustern
versehen werden sollten.

Abb. 12

Als iibergeordnetes Farbkonzept sollten die warmen Farben gelb, oran-
ge und rot, mit einem sich von innen nach auflen aufhellenden Farb-
verlauf, vorherrschend sein. Die Rosette hat einen Durchmesser von
ca. 1,5 m. Sie zeigt einen engen Bezug zum Thema und den Bildbei-
spielen aus der Alhambra, jedes Element der Rosette beinhaltet ein



eigenes, jeweils recht aufwendiges Flachenmuster. Da sich keines die-
ser Muster unter den Bildbeispielen befand, zeigt dies aber auch, dass
sich die Schiilerinnen intensiv mit dem Konzept der Flachenornamente
beschéftigt haben. Die Form der Blétter und einige Musterelemente
wurden allerdings eindeutig von den besprochenen Mosaikbeispielen
inspiriert (vgl [Bir]).

An zahlreichen Entwiirfen zeigte sich, dass die Schiilerinnen sich in-
tensiv mit der Ornamentik befassten: sie recherchierten in Biichern
und im Internet nach Mustern, aber benutzten ebenso auch die zuvor
im Mathematikunterricht besprochenen Strategien zur Erzeugung von
Mustern.

Die folgenden Detailbilder zeigen einige besonders gelungene Muster.

Abb. 13 bis 19



A Kristallographische Restriktion

Theorem FEin Fldchenornament kann nur Drehungen der Ordnungen

n=1,23,4 und 6 zulassen.
Beweis: Angenommen, es liegt ein Flachenorna-

ment mit einer Drehung der Ordnung n (also um
@) vor. Aufgrund der beiden linear unabhingi-
gen Translationen gibt es mehrere Drehzentren.
Betrachte zwei Drehzentren A und B derselben
Ordnung n mit kleinstem Abstand. Drehe B um
A mit Winkel a = 36n_0°’ so erhalten wir einen wei-
teren Punkt, den wir B’ nennen. Nun drehe A um
B mit Winkel —a zu

einem neuen Punkt A’. Man sieht, wenn n = 5 oder n > 6, dann ist

der Abstand von A’ und B’ kleiner als der Abstand von A und B. [

B Gitter

Die beiden erzeugenden Translationen eines Fldchenornamentes ent-
sprechen linear unabhéngigen Vektoren v und w. Diese spannen ein
Gitter G auf. Die Vektoren 0, v, v + w und w bilden dabei ein allge-
meines Parallelogramm, das Fundamentalparallelogramm des Gitters.
Im allgemeinen Fall, wenn keine weiteren Symmetrien vorhanden sind,
wird das Gitter vom Parallelogrammtyp genannt:

vae

Parallelogramm, Typ p

Der Typ p steht hier fiir primitive cell, damit ist das Parallelogramm
gemeint.

Als zusétzliche Symmetrien eines Gitters kann es Spiegelungen und
Drehungen geben. Man beachte, die genaue Lage des Gitters auf der
Ebene ist willkiirlich, nur die Lange und der Winkel zwischen v und
w ist festgelegt. Somit kann bei der weiteren Untersuchung von G im-
mer angenommen werden, dass der Ursprung 0 geeignet gewéhlt ist.
Das heifit im Falle einer Spiegelung, dass der Ursprung 0 auf der Spie-
gelachse liegt, und im Falle einer Drehung, dass 0 ein Drehzentrum ist.



GITTER, DIE EINE SPIEGELUNG ZULASSEN:

Man macht sich sofort klar, dass aufler 0 weitere Gitterpunkte aus
{v,w,v + w,v — w} auf der Spiegelachse A liegen. Aus Symmetrie-
griimden (wir konnen beispielsweise die Rollen von v und w vertau-
schen) liefert das genau zwei Fille:

0 UND v LIEGEN AUF A: In diesem Fall muss der Winkel zwischen
v und w 90° betragen. Solch ein Gitter wird Rechteckgitter genannt:

B )
U U A

Rechteck, Typ p

0 UND v + w LIEGEN AUF A: In diesem Fall werden die Vektoren v
und w unter der Spiegelung vertauscht. Damit stehen die Diagonalen
des von v und w aufgespannten Parallelogramms senkrecht aufeinan-
der. Das Gitter ist rhombisch:

Rhombus, Typ ¢

Der Typ c steht hier fiir centered cell, denn die Spiegelachse A geht
durch den Mittelpunkt des Parallelogramms.

GITTER, DIE EINE DREHUNG ZULASSEN

Wie wir in Anhang A gesehen haben, kann es grundsétzlich nur Dre-
hungen der Ordnungen n = 2, 3,4 und 6 geben. Es gibt trivialerweise
immer eine 180°-Drehung (Ordnung 2), denn das entspricht der Mul-
tiplikation mit —1. Gibt es eine 120°-Drehung (Ordnung 3), so, durch
Kombinaltion mit —id, auch eine Drehung der Ordnung 6. Somit blei-
ben hier nur die beiden Félle n = 4 und n = 6 zu untersuchen:

90°-DREHUNG: Die Drehung bildet v auf w ab, somit sind v und w



gleich lang und stehen senkrecht aufeinander. Das Gitter ist quadra-
tisch:

Quadrat, Typ p

60°-DREHUNG: Das Bild v’ von v unter der 60°-Drehung muss eine
Linearkombination von v und w sein und wir kénnen somit annehmen,
dass v' = w gilt. Das Gitter ist hexagonal:

w

VA

Hexagon, Typ p
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