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Kopfgeometrie — ein Aufgabenformat wandelt sich

Kopfgeometrische Aufgaben leiten dazu an, einen geometrischen Sachver-
halt gedanklich zu visualisieren. Auf der Grundlage von mentalen Bildern
und Handlungen — den Vorstellungen — ist dann ein Problem zu bearbeiten,
ohne darstellende Hilfsmittel (Gegenstinde, Notizen etc.) einzusetzen. Je
nach methodischer Gestaltung sind bei der Prisentation der Problemstel-
lung (durch die Lehrperson) oder bei der Prédsentation der Bearbeitung
(durch die Lernenden) Hilfsmittel zugelassen oder auch nicht.

Kopfgeometrie hat seit langem ihren fest Platz im Mathematikunterricht,
und dies nicht nur in der Mittelschule. Sie wurde in verschiedenen Zeiten
sehr verschieden charakterisiert und begriindet. Dieser Beitrag gibt zuerst
einen kurzen historischen Uberblick iiber Formen und Ziele von ,,Mathe-
matik im Kopf* und stellt dann einige neuere Entwicklungen vor.

1. Eine nicht unkritische tour d’horizon durch die Geschichte

Unter den Begriindungen fiir die Bedeutung von Kopfgeometrie lassen sich
folgende drei Argumentationslinien ausmachen:

- ,,Entfaltung der Krifte der Raumanschauung*
,»Steigerung mehrerer Faktoren der rdumlichen Intelligenz*
,,Verbesserung der Problemldsekompetenz*

Je nach Begriindung sieht auch das kopfgeometrische Aufgabenformat an-
ders aus. Im Folgenden werden die beiden ersten Argumentationslinien
vorgestellt, die dritte kann hier aus Platzgriinden nicht beschrieben werden.

Zur ,,Entfaltung der Krafte der Raumanschauung“

Johann Pestalozzi fordert in seinem ,,ABC der Anschauung* (1803), die
,Krifte der Raumanschauung von Kindern zu entfalten. Dazu legt er ih-
nen Tabellen von Linien und Quadraten vor (Abb. in Treutlein 1911, 17)
und animiert sie zu Nachsprechiibungen (,,die erste waagrechte Linie ist
kiirzer als die zweite* usw.). Fiir den Pddagogen Pestalozzi ist die Geomet-
rie also ein Mittel zum Zweck, die ,,Raumanschauung* auszubilden. Geo-
metrie stellt fiir ihn keinen fachlichen Lerninhalt dar, vielmehr misst er ihr
einen formalen Bildungswert bei. Dennoch fokussieren unter seinem Ein-
fluss auch Lehrerbildner wie Jakob Steiner (Absolvent von Pestalozzis In-
stitut) und Adolf Diesterweg auf die ,,Ausbildung der inneren Anschau-
ung®. Von ihnen wird berichtet, wie sie in ihren mathematischen Lehrver-
anstaltungen auf veranschaulichende Hilfsmittel verzichtet und geometri-



sche Inhalte rein sprachlich beschrieben — und damit eine frithe Form von
Kopfgeometrie begriindet haben (Klein 1926, 128; Treutlein 1911, 113).

Zu Beginn des 20. Jahrhunderts wird Pestalozzis Forderung von Felix
Klein und den Meraner Reformern aufgegriffen und umgedeutet. Der
(gymnasiale) Mathematikunterricht muss nun nicht mehr nur der ,,Stirkung
des Anschauungsvermdgens® dienen, sondern auch zur ,,Gewohnheit des
funktionalen Denkens erziehen. Ziel ist, im Unterricht weniger Spezial-
kenntnisse zu vermitteln und dafiir — im Sinne einer Konzentration auf das
Wesentliche — die Zusammenhénge zwischen verschiedenen Teilbereichen
bewusst zu machen. Mit der Aufnahme von Lerninhalten (etwa des Funk-
tionsbegriffs oder der Infinitesimalrechnung) in die Lehrpléne verfolgt die
Meraner Reform neben formalen Bildungszielen dezidiert auch materiale
Ziele (Kriiger 2000). In Folge dieser Reform erscheinen Publikationen mit
ersten kopfgeometrischen Aufgaben. So modelliert Peter Treutlein in sei-
nem propddeutischen Geometrielehrbuch ,,Luftwiirfel“ und verwendet
(erstmals?) den Begriff , Kopfgeometrie® (1911, 123, 113). Bruno Kerst
geht noch einen Schritt weiter und beschreibt, wie er kopfgeometrische
Aufgaben im Unterricht einsetzt und welche Folgen dies hat (Kerst 1920).

Zur ,,Steigerung mehrerer Faktoren der raumlichen Intelligenz*

Zur gleichen Zeit werden in den USA gro3e Anstrengungen unternommen,
die menschliche Denkfédhigkeit zu operationalisieren, um sie messen zu
konnen. Dem Psychometriker Louis Thurstone gelingt es 1938 mittels einer
Faktorenanalyse von empirischen Daten, sieben ,,Primirfaktoren* der Intel-
ligenz auszumachen (Maier 1999). Einer dieser Faktoren ist ,,space®, das
»Vorstellungsvermogen bzw. die ,,Raumvorstellung®. Dieser Faktor er-
fasst die Fahigkeit, gedanklich mit zwei- oder dreidimensionalen geometri-
schen Objekten zu operieren. Er wird spiter von Thurstone weiter in
,visualization®, ,,spatial relations* und ,,spatial orientation* ausdifferen-
ziert. Diese Teilfaktoren werden tliblicherweise durch die Angabe von ent-
sprechenden Testaufgaben charakterisiert, in denen geometrische Objekte
graphisch dargeboten und gedanklich manipuliert werden miissen (ebd.,

34fF).

Mit dem Siegeszug des Intelligenzkonstrukts und der Subsumption des
,Vorstellungsvermogens unter die Intelligenz wird die Relevanz von
Kopfgeometrie nicht mehr bestritten. Dadurch entsteht aber auch die Ge-
fahr, dass ithr Gewinn primér in der ,,Steigerung der rdumlichen Intelligenz*
bzw. im ,, Training des Vorstellungsvermogens gesucht wird. Kopfmathe-
matische Aufgaben gleichen sich dann an Intelligenztestaufgaben an mit
dem Ergebnis, dass mathematische Themen und deren Verstindnis zu kurz



kommen. Damit gerit die Kopfmathematik wieder in die Nihe eines forma-
len Bildungsideals des 19. Jahrhunderts.

Diskussion

Dass Kinder im Intelligenztest besser abschneiden, nachdem sie entspre-
chende Aufgaben geiibt haben, ist wahrscheinlich. Dass sie ergo ihre ,,In-
telligenz gesteigert haben, liegt in der Natur der Sache (und wird neu-
deutsch ,teaching the test” (!) genannt). Nur: Welches Stiick Mathematik
kann oder weil} ein Kind, nachdem es wiederholt Intelligenztestaufgaben
bearbeitet hat? Was hat es deshalb verstanden? Kann es deshalb auch ande-
re Aufgaben besser 16sen?

Gerade vor dem Hintergrund der aktuellen Transferforschung sind hier
Zweifel angebracht. So scheinen Wissen und Koénnen sehr viel bereichs-
spezifischer zu sein als man sich das als Lehrperson wiinschen mag. So
wenig wie Latein logisches Denken trainiert, so wenig nutzt das wiederhol-
te Losen eines Aufgabentyps dem Losen eines anderen. Folglich verbessert
sich weder das allgemeine ,,Vorstellungsvermdgen* noch die ,,Problemlo-
sekompetenz* (fiir eine aktuelle Studie siehe Owen et al. 2010).

Damit stellt sich die Frage, wie gedankliches Visualisieren aussehen kann,
das mathematische Themen thematisiert und ihr Verstandnis ermoglicht.

2. Neuere Entwicklungen

In den letzten zehn Jahren wurde die Kopfgeometrie nicht nur hinsichtlich
des thematisierten Inhalts weiterentwickelt, sondern auch hinsichtlich der
Prozesse, auf die sie zielt.

Inhaltliche Weiterentwicklung

Weil ,,visualisieren® nichts anderes als ,,graphisch bzw. visuell darstellen*
bedeutet, liegt es nahe, geometrische Inhalte zu thematisieren und Kopf-
geometrie zu machen. Allerdings lassen sich auch Inhalte aus nichtgeomet-
rischen Teilgebieten visualisieren, so zum Beispiel die Addition von Zah-
len als das Aneinanderfiigen von Lingen oder die Konvergenz einer geo-
metrischen Reihe als das stiickweise Fiarben einer festen Strecke. Mit ande-
ren Worten konnen auch nichtgeometrische Inhalte thematisiert und fiir
Kopfmathematik genutzt werden. In der Grundschule spricht man auch vom
»Sachrechnen im Kopf* (Wittmann / Miiller 2008).

Bereits Kerst hat auf die Rolle auch von ,,taktilen®, nichtvisuellen Vorstel-
lungen hingewiesen (Kerst 1920). Von Bauersfeld und O’Brien stammt
»Mathe mit geschlossenen Augen® (2002), kopfmathematische Aufgaben
zum Uben des taktilen, nichtvisuellen Erfassens von Zahlen und Formen.



Prozessuale Weiterentwicklung

Zur Auseinandersetzung mit Mathematik gehort nicht nur das Problemlo-
sen, sondern auch das Modellieren, Argumentieren sowie Begriffsbilden.
Entsprechend unterscheidet man Aufgaben zum Erkunden und Erfinden,
Aufgaben zum Sammeln und Systematisieren sowie Aufgaben zum Uben
und Reflektieren (Biichter / Leuders 2005). Deshalb kann auch Kopfma-
thematik mehr als Probleme stellen, die vorstellungsbasiert zu 16sen sind.

Mit mathematischen Vorstellungsiibungen (Weber 2010) liegen kopfma-
thematische Aufgaben vor, die auf unterschiedliche Prozesse zielen. Auch
sie konnen ein Problem beschreiben, ohne dass in der beschriebenen Situa-
tion eine Strategie zu dessen Losung vorgegeben wird: Sobald die Situation
vergegenwartigt ist, kann experimentiert, entdeckt und vermutet werden.
Sie konnen aber auch schrittweise dazu anleiten, Objekte gedanklich zu
konstruieren, zum Beispiel ein lkosaeder oder Wiirfelquerschnitte. Dann
zielen sie auf das Verfligbarmachen und Explorieren eines Themas.

Ein weitere Gruppe von Vorstellungsiibungen liefert ein Plausibilititsargu-
ment fiir einen Sachverhalt, etwa dass die Reihe 1/3 + 1/9 + 1/27 + ... den
Wert 1/2 hat. Sie stoen Prozesse des plausiblen SchlieBens und
praformalen Begriindens an und unterstiitzen so Verstehensprozesse.
SchlieBlich koénnen sie auch einen kontraintuitiven (paradoxen) Sachverhalt
beschreiben. Hierbei werden kognitive Konflikte angeregt, um mathemati-
sche Konzepte und Begriffe zu reflektieren und verstehen.

Damit ist die Weiterentwicklung der Kopfmathematik keineswegs am En-
de. Wohin uns die mathematikdidaktische Zukunft weiter fithren wird?
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