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Einleitung 1

Kapitel 1
Einleitung

Das Auffinden von maximalen Kreispackungen und die Bestimmung der zugehorigen
Kreispackungszahl stellen zwei bekannte Problemstellungen aus dem Bereich der Graphen-
theorie dar. Die Graphentheorie hat eine lange Geschichte. In den meisten Aufzeichnungen
wird der Ursprung der Graphentheorie im Jahr 1736 gesehen. In diesem Jahr stellte Leo-
nard Euler das so genannte Konigsberger-Briicken-Problem vor [33]. Euler beschéftigte
sich mit der folgenden Situation (vgl. Abb. 1.1).

Abbildung 1.1: Das Kénigsberger-Briicken-Problem von L. Euler !

Durch die Stadt Koénigsberg fiithrt ein Fluss, der Pregel. Er unterteilt die Stadt in vier
Bereiche. Diese sind in der Abbildung mit A bis D gekennzeichnet. Man gelangt von
einem Bereich der Stadt in einen anderen angrenzenden Bereich, indem man eine der
sieben Briicken iiberquert. In der Abbildung sind diese mit den Namen a bis g benannt.
Ist man im Bereich A, so gelangt man beispielsweise iiber die Briicke ¢ in den Bereich C'

der Stadt. Euler stellte sich die Frage, ob es moglich ist, im Stadtbereich A zu starten und

'Entnommen von http://www.matheprisma.uni-wuppertal.de/MathePrisma/Module/Koenigsb /index.htm
(Original in [33])
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von da aus die Bereiche B, C' und D zu besuchen und abschliefend zum Ausgangspunkt
im Stadtbereich A zuriickzukehren und dabei jede eingezeichnete Briicke a, ..., g genau
einmal zu benutzen. Fiithrt man das Problem auf eine graphentheoretische Fragestellung

zuriick, so ergibt sich folgender Graph in Abbildung 1.2.

C

B

Abbildung 1.2: Das Koénigsberger-Briicken-Problem als Graph

Die Punkte, im Allgemeinen Knoten genannt, stellen die Bereiche A bis D dar. Jede
Linie, auch Kante genannt, welche zwei Knoten verbindet, représentiert eine Briicke. Die
Fragestellung lautet nun: Ist es moglich, eine Tour {iber die Kanten zu finden, so dass
diese Tour im Knoten A startet und endet und jede Kante genau einmal enthéalt. Euler
hat 1736 einen solchen Graphen zwar nicht definiert, allerdings hat er gezeigt, dass eine
solche Tour nicht existiert. Der Grund liegt in der Tatsache, dass es sich bei dem Graphen
um keinen Fulergraphen handelt. Eulergraphen zeichnen sich dadurch aus, dass sie eine
Eulertour besitzen. Eine Eulertour ist eine Tour, die in einem bestimmten Knoten startet
und endet und alle Kanten genau einmal enthélt. Man kann erkennen, dass der gegebene
Graph kein Eulergraph ist, da beispielsweise der Knoten D mit drei Kanten verbunden
ist. Folglich wére in einer Tour mindestens eine Kante entweder nicht enthalten oder
mehrfach enthalten. Allgemein tritt dies immer dann auf, wenn ein Knoten mit einer

ungeraden Anzahl Kanten verbunden ist.

Im Zusammenhang mit Eulergraphen ist das so genannte Chinese Postman Problem
(CPP) ein viel beschriebenes Problem, welches auch der Ausgangspunkt der Forschung
fiir diese Arbeit war. Das CPP wurde erstmalig 1960 von dem Chinesen Mei Ko Kwan
in [61] (vgl. auch [62]) beschrieben, nach dem es auch benannt wurde. Zu Grunde liegt
eine praktische Fragestellung eines Postboten: Ein Postbote startet und beendet seine
Posttour an einem Postdepot. Er hat eine Menge von Straflen gegeben, in denen er die
Post ausliefern muss. Fiir jede Strafle ist dem Postboten bekannt, wie viel Zeit er zum
Verteilen der Post in der Strafle benotigt. Der Postbote stellt sich die Frage, in welcher

Reihenfolge er die Straflen ablaufen muss, so dass er moéglichst wenig Zeit benotigt, um
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alle Briefe zu verteilen und anschliefend wieder zum Depot zuriickzukehren. Stellt man
das Straflennetz als gewichteten Graphen dar, so reprisentiert jede Kante eine Strafie. Die
Knoten représentieren Straflenabzweigungen bzw. das Depot. Die Zeit, die der Postbote
zum Verteilen der Briefe in einer Strafle benotigt, wird als Wert der entsprechenden Kante
gewihlt. Liegt ein Eulergraph vor, so ist die Losung einfach. In diesem Fall existiert eine
Eulertour. In dieser Tour kommt jede Kante genau einmal vor. Ubertriigt man die Reihen-
folge, in der die Kanten in der Tour angeordnet sind, auf die Straflen, so ergibt sich eine
Reihenfolge, in der die Strafien beliefert werden sollen. Der Postbote wird auf seiner Tour
keine Strafle mehrfach durchlaufen und benétigt fiir seine Tour daher genau die Mindest-
zeit, welche sich durch das Verteilen der Briefe auf allen Straflen ergibt. Im Allgemeinen
liegt kein Eulergraph vor. Folglich miissen einige Straflen mehrfach durchlaufen werden.
Dies fiihrt zu der Fragestellung, wie oft die einzelnen Stralen durchlaufen werden miissen,
so dass sich insgesamt eine zeitminimale Postbotentour ergibt. Graphentheoretisch kann
man dieses Problem 16sen, indem man den Graphen, der das Straflennetz représentiert, zu
einem Eulergraphen erweitert. Dabei werden ausgewihlte Kanten vervielfacht. Jede Kopie
einer Kante bekommt den gleichen Wert, wie die urspriingliche Kante. Fiir jede Kante, die
hinzugefiigt wird, muss die zugehorige Strafle in der Postbotentour einmal mehr durch-
laufen werden. Folglich kann der Graph nicht beliebig erweitert werden, da in dem zu
Grunde liegenden Problem eine zeitminimale Postbotentour gesucht wird. Der durch die
Erweiterung entstandene Eulergraph muss ein Graph mit minimalem Gesamtwert, unter
allen, durch eine Erweiterung konstruierbaren, Fulergraphen sein. Abschliefend kann man

aus der Eulertour im erzeugten Eulergraphen die Losung des CPP herleiten.

Im Rahmen der Betrachtung des CPP und moglichen verwandten Problemen, ergab sich
in einer Diplomarbeit (vgl. [89]) folgende Problembeschreibung: Man hat ein groies Stra-
Bennetz gegeben sowie mehrere Postboten, welche die Hauser dieser Straflen mit Post
beliefern sollen. Es stellt sich die Frage, wie man das Straflennetz in einzelne Teilstra-
Bennetze fiir die Postboten aufteilen soll, so dass sich fiir jeden Postboten in seinem Teil
des Straflennetzes eine ungefihr gleich zeitintensive Postbotentour zum Verteilen der Post
ergibt. Ein heuristischer Ansatz ist: Man stellt das gesamte Straflennetz als Graph dar
und erweitert diesen zu einem Eulergraphen mit minimalem Gesamtwert. Der entstandene
Eulergraph wird anschliefend in moglichst viele kantendisjunkte Kreise zerlegt. Die Krei-
se werden anschlieBend zu zusammenhéngenden Teilgraphen zusammengefasst, sodass die
Eulertouren der einzelnen Teilgraphen Postbotentouren mit einer ungefahr gleichen Zeit
implizieren. Ein wesentliches Problem dieses heuristischen Vorgehens ist die Zerlegung
eines Eulergraphen in eine moglichst grofle Anzahl kantendisjunkter Kreise. Es ergibt
sich die verallgemeinerte Problemstellung: Finde eine maximale Menge kantendisjunkter

Kreise fiir einen ungerichteten Graphen.
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Diese Problemstellung wurde in der Vergangenheit unter verschiedenen Aspekten un-
tersucht. Dabei wird eine maximale Menge kantendisjunkter Kreise auch als maximale
Kreispackung bezeichnet. Die Kreispackungszahl gibt die Anzahl der Kreise einer maxi-
malen Kreispackung an. Holyer zeigte 1981 in [50] erstmalig, dass das Auffinden einer
maximalen Menge kantendisjunkter Kreise der Léange drei NP-schwer ist. Basierend auf
diesem Beweis wurde in spéteren Jahren belegt, dass das Problem des Auffindens einer ma-
ximalen Kreispackung fiir einen beliebigen ungerichteten Graphen NP-schwer ist, verglei-
che hierzu [15], [18], [19] und [73]. In [18] zeigten Caprara, Panconesi und Rizzi weiterhin,
dass das Problem APX-schwer ist. In diesem Zusammenhang bedeutet APX-schwer, dass
es eine Zahl p gibt, so dass kein p-Algorithmus existiert, welcher in polynomieller Zeit eine
Losung mit einem Wert liefert, welcher hochstens dem /l)—fachen des Optimallosungswertes
entspricht. In [18] wurde zudem gezeigt, dass das Problem auch fiir planaren Graphen NP-
schwer ist. Weiterhin wird in [15] auf den Beweis von Holyer verwiesen, um zu zeigen, dass
dies ebenfalls fiir Eulergraphen gilt. Weitere Aussagen zu maximalen Kreispackungen in
ungerichteten Graphen wurde unter anderem von Harant, Rautenbach, Recht, Regen und
Degenhardt in [47] und [76] veroffentlicht. Die dargestellten Resultate beziehen sich auf
einen Zusammenhang zwischen der Kreispackungszahl und der Cyclomatischen Zahl fiir
einen ungerichteten Graphen. Dabei wurde unter anderem bewiesen, dass die Gleichheit
beider Zahlen lediglich fiir sogenannte Kaktusgraphen vorliegt. Erdos und Posa veroffent-
lichten 1962 in [31] Ergebnisse im Bezug auf einen Zusammenhang zwischen der Knoten-
bzw. Kantenanzahl eines ungerichteten Graphen G und der Existenz einer Menge mit
genau k kantendisjunkten Kreisen in G. Weitere Resultate beziiglich dieses Zusammen-
hangs veroffentlichte Moon 1964 in [68]. Erste approximative algorithmische Resultate
stammen aus dem Jahr 1990 von Bodlaender, vgl. [11]. Er entwickelte ein theoretisches
Verfahren um zu priifen, ob ein gegebener ungerichteter Graph eine Menge mit mindes-
tens k kantendisjunkten Kreisen besitzt. Das bislang beste approximative Verfahren zur
ndherungsweisen Bestimmung einer maximalen Kreispackung stellten Krivelevich, Nutov,
Salavatipour, Verstraete und Yuster im Jahr 2007 vor (vgl. dazu [40], [41], [58], [59] und
[79]). Das Verfahren ist eine Variante des modifizierten Greedy Verfahrens von Caprara,
Panconesi und Rizzi aus dem Jahr 2003 (siehe [18]).

Da das Auffinden einer maximalen Kreispackung in einem ungerichteten Graphen
NP-schwer ist und man dieses Problem daher im Allgemeinen nur approximativ l6sen
kann, hat man im Laufe der Zeit versucht, Graphenklassen zu finden, fiir die das Problem
in polynomieller Zeit 16sbar ist, oder gute Naherungen herzuleiten. Eine Graphenklasse,
fiir die das Problem losbar ist, stellt die Klasse der vollstdndigen Graphen K, dar. Die
bekannteste Frage zur Problemstellung fiir vollstindige Graphen stammt von Alspach

aus dem Jahr 1981 in [2]. Er nahm an, dass fiir n > 0 die Summe a; + as + - - - + a, mit
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’;) (falls n ungerade) bzw. von (72‘) — %n

(falls n gerade) ist. Dann stellte er die Frage, ob eine Zerlegung der Kantenmenge des

3<a; <nfiri=1,...,r eine Zerlegung von (

vollsténdigen Graphen K, (fiir n ungerade) bzw. des Graphen K, — I (fiir n gerade und [
ein 1-Faktor von K,) in r Kreise mit den Langen ay, as, ..., a, existiert. Positiv beantwor-
tet wurde Alpachs Frage erst im Jahr 2013 von Bryant, Horsley und Pettersson in [25]. Es
gibt aber schon frithere Ergebnisse beziiglich maximaler Kreispackungen von vollstandi-
gen Graphen, beispielsweise von Chartrand, Geller und Hedetniemi 1971 in [21] (siehe
Seite 42). Das Problem des Auffindens einer maximalen Kreispackung wurde ebenfalls
fiir gerichtete Graphen untersucht. Auch fiir diese Graphen ist das Problem NP-schwer,
siehe [28]. Einige algorithmische Resultate zu der Problemstellung in gerichteten Graphen
sind unter anderem in [58] und [59] dargestellt. Ein Algorithmus fiir r-regulire gerichtete
Graphen ist in [1] zu finden, zudem sind einige Resultate zu gerichteten Eulergraphen
in [82] beschrieben. Ein verwandtes Problem ist die Suche nach der maximalen Menge
knotendisjunkter Kreise. Dieses Problem ist ebenfalls NP-schwer und wurde ausfiihrlich
untersucht, vergleiche [11], [22], [23], [27], [29], [30], [31], [32], [37], [43], [48], [74], [83] und
[87].

In dieser Arbeit werden maximale Kreispackungen zunéchst an Hand einiger graphen-
theoretischer Beispiele eingefiihrt. In diesem Rahmen werden einige formale Definitionen
gegeben, so dass ein einheitliches Verstdndnis der Notation gewéhrleistet ist. Anschliefend
wird auf die Frage nach der praktischen Anwendbarkeit ndher eingegangen. Dazu werden
in Kapitel 2.1 drei praktische Problemstellungen vorgestellt, deren Losungen sich durch
das Auffinden einer maximalen Kreispackung oder die Bestimmung der Kreispackungszahl

auf einem geeigneten Graphen herleiten lassen.

Im dritten Kapitel wird der Zusammenhang zwischen Knotenseparatoren und maxima-
len Kreispackungen erlautert. Dazu werden zunédchst Graphen betrachtet, welche einen
Knotenseparator mit zwei bzw. drei Knoten enthalten. Es werden auf Basis der Separa-
torknoten Bedingungen formuliert, welche Riickschliisse auf eine maximale Kreispackung
und die Kreispackungszahl zulassen. Diese Bedingungen werden zudem algorithmisch zur
Bestimmung einer maximalen Kreispackung auf einem entsprechenden Graphen umge-
setzt. Abschlieend wird der Fall eines Graphen mit einem Knotenseparator mit einer

beliebigen Anzahl von Knoten behandelt.

In Kapitel 4 wird schliellich eine spezielle Graphenfamilie, die Familie der verallgemei-
nerten Petersen Graphen betrachtet. Dabei werden zwei Félle unterschieden. Unter der
Annahme, dass die Knotenanzahl grof genug ist, wird fiir einen der beiden Fille gezeigt,
dass immer eine maximale Kreispackung existiert, welche, bis auf héchstens einen Kreis,

ausschliefllich aus Kreisen der Lénge acht besteht.
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Kapitel 2
Die Problemstellung

Um einen ersten Eindruck von maximalen Kreispackungen in Graphen zu erhalten, werden
zunéchst einige notwendige Definitionen gegeben. Im Anschluss werden beispielhaft einige

ausgesuchte Graphen betrachtet und fiir diese eine maximale Kreispackung bestimmt.

2.1 Definitionen und Beispiele

Ein Graph G ist dabei gegeben durch ein Paar (V(G), E(G)) mit den Eigenschaften, dass
V(G) # 0 und E(G) C{e|e=(v,w),v e V(G),w € V(G),v # w} ist. Die Menge V(G)
wird als Knotenmenge bezeichnet. Die Menge F(G) ist die Teilmenge einer Multimenge
und wird als Kantenmenge bezeichnet. Betrachtet man zwei Knoten v,w € V(G), so
nennt man diese adjazent, falls eine Kante e = (v,w) = (w,v) € E(G) existiert. Fir
einen Knoten v € V' wird die Anzahl der zu v adjazenten Knoten durch §(v) angegeben.
Man nennt 6(v) den Grad des Knotens v. Haben alle Knoten eines Graphen den gleichen
Grad r, so nennt man den Graphen r-reguldr. Betrachtet man eine Kante e = (v, w),
werden die Knoten v und w als Endknoten der Kante e bezeichnet. Man sagt e ist mit v
und w inzident. Zwei Kanten e; = (v, w) und e; = (v, w) mit den identischen Endknoten
v,w € V nennt man parallele Kanten. Kénnen die Mengen V(G) und E(G) aus dem

Kontext eindeutig einem Graphen G zugeordnet werden, so wird G verkiirzt beschrieben
durch V und FE.

Ein Untergraph G' = (V(G'), E(G")) eines Graphen G = (V(G), E(G)), fiir den gilt
V(G") CV(G) und E(G") = {e = (v,w) € E(G) | v,w € V(G")} heiBit der durch V(G")

iduzierte Untergraph von G.
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Die Vereinigung G = GUG von zwei Graphen G = (V(G), E(G)) und G = (V(G), E(G))
ist definiert durch G := (V(G), E(G)) mit Knotenmenge V(G) = V(G) U V(G) und
Kantenmenge E(G) = E(G) U E(G). Der Schnitt G’ = G N G zweier Graphen
G = (V(G),E(G)) und G = (V(G), E(Q)) ist analog definiert durch G’ := (V(G’), E(G"))
mit V(G') = V(G)NV(G) und E(G') = E(G)NE(G). Die Differenz G = G\ G eines Gra-
phen G = (V(G), E(GQ)) und eines Untergraphen G = (V(G), E(G)) von G ist definiert

durch G := (V(G), E(G)) mit V(G) = V(G) \ V(G) und E(G) = E(G) \ E(G).

Fiir einen Graphen G = (V| E) ist ein Kreis C eine endliche Folge von r paarweise dis-
junkten Knoten und Kanten (v;,, €o, vi,, €1, ..., vy, €1, v;,) Mit €5 = (v;;,v5,,,), v, €V
und v, = v;,. Verkiirzt schreibt man C' = (v, vy, ..., v;,_,). Die Linge eines Kreises C
ist gegeben durch d(C) := r und entspricht der Kantenanzahl (bzw. Knotenanzahl) von
C'. Fiir einen Graphen G ist girth(G) die Ldinge des kiirzesten Kreises in G. Falls der

Bezug zum Graphen eindeutig aus dem Kontext zu erkennen ist, schreibt man kurz girth.

Man kann einen Kreis alternativ als Untergraphen G' = (V(G'), E(G’)) eines Graphen
G = (V(G), E(Q)) auffassen, fiir den gilt V(G’) C V(G) und E(G’') C E(G). Man schreibt
auch G’ C G. In diesem Fall wird ein Kreis C' = (v;,, e1,v;,, €2, ..., €,_1,v;.) beschrieben
durch C' = (V(C), E(C)) mit V(C) := {viy,viy, ..., v;,_, } und E(C) := {ey,ea,...,e,1}.
Eine Kreispackung P = {Cy,...,C,} ist eine Menge kantendisjunkter Kreise Cj, mit
i=1,...,q, fiir die gilt |, C; C G. Es gilt V/(P) := UL, V(C;) und E(P) := UL, E(C).
Fiir einen gegebenen Graphen G ist eine mazimale Kreispackung P(G) eine Kreispackung,
fiir die gilt, dass die Anzahl der Kreise in P(G) mindestens so grof§ ist, wie in jeder
beliebigen anderen Kreispackung von G, kurz [P(G)| > |P(G)]| fiir jede Kreispackung
P(G) von G. Die Kreispackungszahl v(G) gibt die Anzahl der Kreise in P(G) an. Es gilt

somit:

Falls der Bezug zum Graphen eindeutig aus dem Kontext zu erkennen ist, schreibt man
ebenfalls verkiirzt P fiir eine maximale Kreispackung. Gleiches gilt fiir Kreispackungen,

welche nicht maximal sind.

Analog zur Definition eines Kreises ist, fiir einen Graphen G, ein Weg W (von v;, nach
v;,_,) eine endliche Folge von r paarweise disjunkten Knoten und r — 1 paarweise dis-
junkten Kanten (vi,, €o, vi;, €1, ..., €—2,0;,_,) mit e; = (v;;,v;,,,) und v;; € V. Verkiirzt
schreibt man W = (v;y,v;,,...,v;_,). Die Linge eines Weges W ist gegeben durch
d(W) := r — 1 und entspricht der Kantenanzahl. Ein kiirzester Weg von G ist ein Weg

mit minimaler Lénge.
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Im folgenden werden drei Beispielgraphen betrachtet und fiir diese eine maximale Kreispa-

ckung bestimmt. Als erstes Beispiel ist der Goldner-Harary Graph gegeben (vgl. [75]).

Beispiel 2.1:
Der Goldner-Harary Graph ist in Abbildung 2.1 dargestellt.

e
4

Abbildung 2.1: Der Goldner-Harary Graph

Der Graph hat elf Knoten V' = {vy,...,v11} und 27 Kanten. Die Knoten vy, v19 und vy
haben den Knotengrad acht. Bei den Knoten vg und v; ist der Knotengrad sechs und
fiir alle iibrigen Knoten betréigt der Knotengrad drei. Des weiteren gilt girth = 3. Ein
Beispiel fiir einen Kreis der Lénge drei ist der Kreis (vy,vq,v11). Einen kiirzeren Kreis
gibt es nicht, da dies nur bei mindestens zwei parallel verlaufenden Kanten méoglich ist. In
Abbildung 2.2 ist eine Kreispackung P mit sechs Kreisen fiir den Goldner-Harary Graph

farbig veranschaulicht.

Es stellt sich die Frage, ob diese Kreispackung maximal ist. Man sieht, dass die Kreis-
packung aus vier Kreise der Lange drei und zwei Kreise der Lénge besteht und nicht,
durch das Hinzufiigen eines weiteren kantendisjunkten Kreises, erweitert werden kann.
Hinsichtlich der Frage der Maximalitiat kann es hilfreich sein zunéchst eine obere Schranke

fiir v(Goldner-Harary Graph) zu bestimmen.

Allgemein gilt: Eine obere Schranke fiir die maximale Anzahl von Kreisen in einer Kreispa-

ckung ergibt sich, indem man annimmt, dass eine maximale Kreispackung, bestehend aus
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Abbildung 2.2: Eine Kreispackung im Goldner-Harary Graphen

der maximalen Anzahl von Kreisen kiirzester Lénge existiert. Man erhélt die nachfolgende

Proposition.

Proposition 2.1:
Sei G = (V(G), E(Q)) ein Graph. Es gilt

6 < |EC)
~ girth(G)

Einen Spezialfall bilden 2-regulére und 3-reguldre Graphen, da in diesen Graphen jeder
Knoten hochstens in einem Kreis einer maximalen Kreispackung enthalten sein kann. Da-

mit ergibt sich fiir diese Graphen eine im Allgemeinen schérfere obere Schranke.

Proposition 2.2:
Sei G = (V(G), E(GQ)) ein Graph mit 6(v) = 2 fir alle v € V(G) oder 6(v) = 3 fiir alle
v € V(G). Dann gilt
V(G)|
< - 7
v(@) < girth(Q)

Nachfolgend wird zunéchst v(Goldner-Harary Graph) unter Verwendung der oberen Schran-

ke aus Propsition 2.1 abgeschétzt und anschlieffend exakt bestimmt.
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Fortsetzung Beispiel 2.1:
Der Goldner-Harary Graph hat 27 Kanten und girth = 3. Somit kann eine maximale

Kreispackung hochstens aus

|E(Goldner-Harary Graph)| 27 9
girth 3

Kreisen bestehen. Die Knoten v, v3, v4, v5,v8 und vy haben allerdings alle einen Kno-
tengrad von drei. Daher konnen diese Knoten jeweils in hochstens einem Kreis ent-
halten sein. Zudem existiert keine Kante e = (w,z) € FE(Goldner-Harary Graph) mit
w,z € {vy,v3,04,05,0s,v9}. Es ergibt sich fiir eine beliebige Kreispackung P, dass fiir
jeden dieser Knoten mindestens eine inzidente Kante nicht in der Kantenmenge F(P)
enthalten ist. Es gilt somit fiir jede Kreispackung P, dass |E(P)| < 27 — 6 = 21. Folglich
kann eine maximale Kreispackung hochstens sieben Kreise enthalten. Betrachtet man den
Graphen genauer, so stellt man fest, dass es eine Kreispackung mit sieben Kreisen gibt
und die in Abbildung 2.2 dargestellte Kreispackung nicht maximal ist. Die nachfolgen-
de Graphik 2.3 zeigt eine maximale Kreispackung des Goldner-Harary Graphen. Es gilt

v(Goldner-Harary Graph) = 7.

Abbildung 2.3: Eine maximale Kreispackung vom Goldner-Harary Graphen

Als zweites Beispiel wird der Coxeter Graph betrachtet (vgl. [75]). Bei der Bestimmung
einer maximalen Kreispackung wird deutlich, wie wichtig oft eine ,richtige“ graphische

Darstellung eines Graphen ist.
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Beispiel 2.2:
Eine graphische Darstellung des Coxeter Graphen ist in Abbildung 2.4 zu finden.

V22

Abbildung 2.4: Der Coxeter Graph

Der Graph hat 28 Knoten und 42 Kanten. Zudem ist girth = 7 bekannt. Da der Graph

3-regulér ist, kann jeder Knoten nur in maximal einem Kreis enthalten sein. Somit gilt

Vi _

=4.
girth

v(Coxeter Graph) <

Betrachtet man den Coxeter Graphen in Abbildung 2.4 genauer, so hat man auf den
ersten Blick den Eindruck, dass es zwar eine klare graphische Struktur gibt, diese aber
wenig Ansatzpunkte fiir die Konstruktion einer maximalen Kreispackung liefert. Es ist
allerdings bei der Konstruktion maximaler Kreispackungen héufig wichtig, welche gra-
phische Darstellung eines Graphen gewahlt wurde. In der nachfolgenden Abbildung 2.5
ist ebenfalls der Coxeter Graph dargestellt. Die Knoten und Kanten sind jedoch anders

angeordnet.

In der alternativen Darstellung in Abbildung 2.5 erkennt man intuitiv drei Kreise. Diese
sind in Abbildung 2.6 farbig markiert.
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Abbildung 2.5: Der Coxeter Graph in einer alternativen Darstellung

V19 V26

Abbildung 2.6: Eine Kreispackung im Coxeter Graphen

Bildet man eine Kreispackung mit den drei farbig markierten Kreisen, lésst sich diese

durch keinen weiteren Kreis mehr vergrofiern. Es stellt sich wiederum die Frage, ob diese
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Kreispackung maximal ist, bzw. ob es eine Kreispackung mit vier Kreisen gibt.

Um diese Frage zu beantworten, muss man die Struktur des Graphen genauer untersuchen.
Wie zuvor erwéahnt, ist der Coxeter Graph 3—regulér. Folglich kann jeder Knoten héchs-
tens in einem Kreis enthalten sein. Da des weiteren |V| = 28 und girth = 7 gilt, miissen
in einer Kreispackung mit vier Kreisen alle Kreise eine Lénge von sieben haben und jeder
Knoten in genau einem Kreis enthalten sein. Man betrachte die Knoten des rot markier-
ten Kreises C = (vag, Va3, Uay, Vas, Usg, Vaz, U2g) (vgl. Abb. 2.6). Ein Kreis der Lénge sieben,
welcher mindestens einen Knoten der Menge {wvgg, va3, . . ., vog } enthélt, muss entweder ge-
nau zwei Knoten der Menge enthalten oder alle sieben. Sei P eine Kreispackung mit einem
Kreis C' € P, fiir den gilt, dass [V (C)N{va, vas, . . . , vog }| = 2. Dann gibt es einen Knoten
w € {vgg, Va3, ...,v0s} mit w ¢ V(P) und es folgt [P| < 3. In einer Kreispackung mit
vier Kreisen muss folglich der Kreis € enthalten sein. Mit der gleichen Argumentation
muss auch der griin markierte Kreis Cy = (vy5, v18, U21, V17, U20, V16, V19) in einer Kreispa-
ckung mit vier Kreisen enthalten sein. Enthilt eine Kreispackung P die Kreise C; und
Cy, folgt {vs, vy, ..., v} € V(P). Es folgt v(Coxeter Graph) < 3 und damit, dass die in
Abbildung 2.6 dargestellte Kreispackung maximal ist und v(Coxeter Graph) = 3 gilt.

Abschliefend wird ein Graph betrachtet, welcher die Antwort auf eine praxisbezogene
Fragestellung graphisch abbildet. Das Beispiel zeigt, dass es auch bei einem Graphen mit
einer eindeutig definierten Knoten- und Kantenmenge, aufwendig sein kann, eine maxi-

male Kreispackung zu bestimmen.

Beispiel 2.3:

Der nachfolgende Graph entstand in den USA bei der Analyse, welche Staaten unter-
einander durch eine befahrbare Schnellstrafle verbunden sind. Jeder Knoten stellt dabei
einen amerikanischen Staat dar. Kann man von einem Staat auf einer Schnellstrafie di-
rekt, ohne einen dritten Staat zu passieren, in einen anderen Staat gelangen, so werden die

entsprechenden zwei Knoten durch eine Kante verbunden. Der resultierende Contiguous
USA Graph ist in Abbildung 2.7 dargestellt (vgl. [56]).

Dieser Graph hat 49 Knoten und 107 Kanten. Er ist nicht r—regulédr und es gilt girth = 3.
Damit folgt, dass die Kreispackungszahl nach oben durch % = 35% beschrénkt ist. Fiir
die Konstruktion einer maximalen Kreispackung kann der Knoten vy, und die zu ihm
inzidente Kante bei der weiteren Betrachtung vernachléassigt werden, da ein Knoten v;
mit d(v;) = 1 in keinem Kreis enthalten sein kann. Konstruiert man eine Kreispackung,
welche ausschliefllich aus Kreisen der Lénge drei besteht, so konnte sich die in Abbildung

2.8 dargestellte Kreispackung P ergeben.
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Abbildung 2.7: Der Contiguous USA Graph

UME

Uwr VM1

URI

VCA

Urx VLA

UNC

Ums VAL

UFL vsc

Abbildung 2.8: Eine Kreispackung im Contiguous USA Graphen

Diese Kreispackung enthélt 29 Kreise. Auf Grund der groien Differenz zur oberen Schran-
ke von 35 Kreisen, konnte man vermuten, dass diese Kreispackung nicht maximal ist. Es
wird allerdings nachfolgend gezeigt, dass v(Contiguous USA Graphen) = 29 gilt. Dies
erfolgt, indem die obere Schranke fiir v(Contiguous USA Graphen) sukzessive verschérft

wird.
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Bei genauerer Betrachtung des Graphen, stellt man fest, dass die in Abbildung 2.9 rot

markierten Knoten alle einen ungeraden Knotengrad haben.

UND vyr  UNH
Vv A UMT USDNVMN VWi  UMmI
UNY, UM A
Uip
VOR UNE vr, LUy N\ von UPA l
i @ Q®uny
vor  VRI
UcA UpDFE
UMD
UAR
Upc
VAZ VOK Uy A
{ m UNC
vrx VLA Uys  vaALN\GA
UFL vsc

Abbildung 2.9: Die Knoten ungeraden Grades im Contiguous USA Graphen

Es sind 18 Knoten mit ungeradem Knotengrad. Bestenfalls sind immer zwei dieser Kno-
ten adjazent. Daher sind mindestens neun Kanten nicht in der Kantenmenge einer ma-
ximalen Kreispackung enthalten. Folglich besteht eine solche Kantenmenge hochstens
aus 106 — 9 = 97 Kanten. Daraus ergibt sich eine neue verschérfte obere Schranke fiir
v(Contiguous USA Graphen) von 32 Kreisen. Im Folgenden wird diese obere Schranke
weiter verscharft, indem zusétzliche Kantenmengen bestimmt werden, welche in einer

maximalen Kreispackung nicht enthalten sein konnen.

Untersucht man die Knoten mit ungeradem Knotengrad genauer, siecht man, dass bei-
spielsweise der Knoten vyp mit keinem anderen rot markierten Knoten adjazent ist.
Gleiches gilt fiir die Knoten vg4 und vy 4. Dennoch ist, auf Grund des ungeraden Knoten-
grades, mindestens eine mit vy p inzidente Kante nicht in der Kantenmenge einer maxima-
len Kreispackung enthalten. Alle mit vyp adjazenten Knoten weisen aber einen geraden
Knotengrad auf. Damit folgt, dass es bei der Betrachtung einer maximalen Kreispackung
immer mindestens einen mit vyp adjazenten Knoten v; (i € {MT,SD, MN}) gibt, fur
den gilt, dass mindestens zwei mit v; inzidente Kanten nicht in der Kantenmenge der
maximalen Kreispackung enthalten sind. Durch fortfithren dieser Uberlegung erhilt man
einen Weg von vyp zu einem anderen Knoten ungeraden Grades, dessen Kanten nicht
in der Kantenmenge der maximalen Kreispackung enthalten sind. Analog gilt dies fiir

die Knoten vgs und vy 4. Um die Hochstzahl von Kanten abzuschéitzen, welche in der
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Kantenmenge einer maximalen Kreispackung enthalten sein kénnen, ist es notwendig, die
kiirzesten Wege der drei Knoten vyp, vga und vy 4 zu allen anderen Knoten mit ungera-

dem Knotengrad zu bestimmen.

Betrachtet man den Knoten vyp und alle Wege von vyp zu einem beliebigen anderen
Knoten mit ungeradem Knotengrad (in Abb. 2.9 rot markiert), so haben diese alle eine
Mindestlédnge von drei. Das bedeutet, dass die Kanten eines Weges von vyp zu einem
anderen Knoten ungeraden Grades mit einer Mindestlénge von drei nicht in der Kanten-
menge einer maximalen Kreispackung enthalten sind. Gleiches gilt fiir die Kanten eines
Weges von vy, 4 bzw. vga zu einem anderen Knoten ungeraden Grades. Diese Wege haben
ebenfalls eine Mindestlange von drei. Da der Weg W = (vpa, vars, var, Vga) von vp 4 nach
vaa die Lange drei hat, ist es nicht notwendig fiir v, 4 und vg4 zwei separate Wege zu
betrachten. Insgesamt muss man somit zwei Wege der Linge drei beriicksichtigen. Fiir
jeden dieser Wege wurde zuvor eine Kante von den 106 Kanten abgezogen. Folglich kann
die Kantenmenge einer optimalen Kreispackung hochstens 97 + 2 — 3 — 3 = 93 Kanten
enthalten, womit sich erneut eine schéirfere obere Schranke fiir die Kreispackungszahl von

31 Kreisen ergibt.

Fiir eine weitere Analyse kann man sich auf die Betrachtung zweier kantendisjunkter
Untergraphen H; und Hj des Contiguous USA Graphen beschrianken (vgl. Abb. 2.10).

Die beiden dargestellten Graphen H; und Hs haben lediglich einen gemeinsamen Knoten
vyy und keine gemeinsamen Kanten. Daraus folgt, dass es keinen Kreis im Contiguous
USA Graphen gibt, welcher Kanten aus E(H;) und E(H) enthélt. Der Graph Hs ist
ein kleiner Graph (wenige Knoten und Kanten) und man sicht, dass v(Hy) = 2 gilt.
Der Graph H; hat noch 43 Knoten, wovon 14 einen ungeraden Knotengrad haben. Zu-
dem hat H; noch 97 Kanten. Daraus ergibt sich v(H;) < #=2=3=3 — 282 und somit
v(Contiguous USA Graph) < 30.

Fiir die weitere Betrachtung des Graphen H; sei angenommen, dass eine maximale Kreis-
packung P(H;) mit 28 Kreisen existiert. Dies wird nachfolgend durch eine sukzessive
Verschiarfung der oberen Schranke fiir v(H;) widerlegt. Eine maximale Kreispackung
P(Hy) mit |P(H;)| = 28 muss aus mindestens 26 Kreisen der Liange drei bestehen. Sie
enthélt zudem hochstens einen Kreis der Lange fiinf oder zwei Kreise der Linge vier.
Gilt fiir jeden Kreis C' € P(Hy), dass d(C) = 3, existieren zwei Kanten é und é mit
¢,é & E(P(Hy)).

Man nehme zunichst an, dass die Kante e; = (vca,vyy) nicht in der Kantenmenge
E(P(H,)) enthalten ist. In diesem Fall sind drei Moglichkeiten zu betrachten. Es gilt
entweder voa € V(P(Hy)) oder vea € V(P(Hy)) und vea liegt in einem Kreis der Lange
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VoA

VFrL, vsc

Abbildung 2.10: Der Contiguous USA Graphen mit zwei Untergraphen H; und H,

vier oder fiinf. Zunéchst sei angenommen, dass vea € V(P (Hy)) gilt. In diesem Fall folgt
(vea, vav), (Voa, Vor), (Voa,vaz) & E(P(Hy)). Auf Grund des ungeraden Knotengrades
wurde bereits zuvor angenommen, dass eine dieser Kanten nicht in E(P(H)) liegt. Es er-
gibt sich v(H;) < f=H25=5=2 — 98 und alle Kreise in P(H;) haben eine Lénge von drei.
Des weiteren ist mindestens eine Kante der Menge {(vogr,vwa), (Vor,vip), (Vor, vnv)}
nicht in FE(P(H;)) enthalten. Auf Grund der Maximalitit von P(H;), folgt
(vor,vnv) € E(P(Hy)). Zudem gilt (vor,vip) € E(P(Hy)), da andernfalls vy 4 in ei-
nem Kreis mit einer Mindestlange von vier enthalten oder P(H;) nicht maximal wére.
Es folgt (vor,vwa), (vwa,vip) € E(P(Hy)) und vwa & V(P(H;)). Es ist moglich, dass
in E(Hy) \ E(P(H,)) ein Weg von vca nach vyp der Léinge fiinf existiert, welcher den
Knoten vy 4 und die Kante (vca,vor) enthélt. In diesem Fall wird die maximale An-
zahl in E(P(H,)) enthaltener Kanten um eins verringert. Andernfalls verringert sich die
Anzahl um zwei. Daher ergibt sich v(H;) < #=23=3=2=1 — 972 und somit ein Wider-

spruch. Es folgt vea € V(P(Hy)). Sei zunéchst angenommen, dass vea in einem Kreis

C der Lénge vier enthalten ist. Dann gilt voa € V/(Cy) mit Cy = (voa, Vor, Unv, Vaz) und
Cy € P(H;). Allerdings kann man in diesem Fall den Kreis C; durch den Kreis
C, = (vca,Vor,vny) mit e; € E (C’l) ersetzen, ohne die Kreisanzahl in der Kreispackung
zu verringern, d.-h. Py, (Hy) = (P(Hy)\{C1})U{C\} mit [Py, (H,)| = |P(H,)|. Abschlie-
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Bend sei nun angenommen, dass vy in einem Kreis C; der Linge fiinf enthalten ist. Alle
tibrigen Kreise in P(H;) haben eine Léange von drei. Es gilt (vca, vor), (Voa, vaz) € E(él)
Des weiteren muss (vog, vyy) in der Menge E(C) enthalten sein, da andernfalls vy 4
in einem Kreis mit einer Mindestlinge von vier oder nicht in V(P(H;)) liegt. Damit
kann der Kreis ) analog zum vorherigen Fall durch den Kreis C; = (vea, Vor, Uny) mit
ey € E(C}) ersetzt werden. Es ergibt sich, dass voa € V(P(H;)) gilt und man 0. B.d. A.
e; € E(P(H,)) annehmen kann.

Der Knoten vcy hat einen ungeraden Knotengrad und Wy = (voa,vny) ist der einzige
Weg der Léange eins zu einem anderen Knoten mit ungeradem Knotengrad. Somit ergibt
sich, dass die Kanten eines Weges zwischen vc4 und einem anderen Knoten ungeraden
Grades mit einer Mindestldnge von zwei nicht in der Kantenmenge F(P(H;)) enthalten

sind. Es folgt v(H;) < #=H2=3=341=2 — 981 Da die Anzahl der Kanten, welche in einer

maximalen Kreispackung P(H;) enthalten sein kénnen, um eine weitere Kante verringert

wurde, folgt, dass P(H;) keinen Kreis der Lange fiinf und hochstens einen Kreis der Lénge
vier hat. Hat jeder Kreis C' € P(H;) eine Lange d(C) = 3, gibt es genau eine Kante € mit
¢ ¢ E(P(H,)).

Im n#chsten Schritt sei angenommen, dass der Kreis Cy = (vyr,vaz, Unn, Vco) mit
d(Cy) = 4 in der Kreispackung P(H;) enthalten ist. Dies wird nachfolgend widerlegt.
Gilt Cy € P(H,), folgt fir jeden Kreis C' € P(H;) mit C # Cy, dass d(C') = 3 ist. Zudem
sind lediglich die 7 — 24+ 34+ 3 — 1 + 2 = 12 Kanten, welche vorab, auf Grund des un-
geraden Knotengerades abgezogen wurden, nicht in F(P(H;)). Alle iibrigen Kanten sind
mit einem Knoten mit einem geraden Knotengrad inzident und in E(P(H;)) enthalten.
Daraus ergibt sich, dass alle in Abbildung 2.11 farbig gekennzeichneten Kreise in P(H;)

liegen miissen.

Betrachtet man die {ibrigen Kanten (schwarz markiert), so folgt, dass ein kiirzester Weg
zwischen vyr und einem anderen Knoten ungeraden Grades, dessen Kanten nicht in
E(P(H,)) liegen, eine Mindestldnge von vier hat. Damit gilt allerdings |P(H;)| < 27,
was ein Widerspruch zur Annahme |[P(H;)| = 28 ist. Es folgt, dass Cy ¢ P(H;). Dadurch
ergibt sich allerdings, dass es = (vaz,vyn) € E(P(H;)), da ey andernfalls in einem Kreis

mit einer Mindestldnge von fiinf enthalten wére.

Sei nun angenommen, dass der Kreis C3 = (voa,vaz,vyy) in P(Hp) liegt. Damit ist
es = (vyr,vaz) € E(P(H)). Analog zu den vorherigen Uberlegungen fiir den Knoten
UND, existiert in F(H;) \ E(P(H;)) ein Weg W von vyr zu einem anderen Knoten un-
geraden Grades, fiir den gilt ey, e3 € E(W). Ein solcher Weg hat mindestens eine Léange
von vier, da der kiirzeste Weg von vyr zu einem anderen Knoten ungeraden Knotengra-

des, welcher die Kanten e, und ez enthélt, von vy nach vy 4 geht. Zudem hat dann der
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Abbildung 2.11: Kreise einer speziellen Kreispackung P(H;) im Contiguous USA Graphen

kiirzeste Weg zwischen vg4 (vgl. Abb. 2.10) und einem anderen Knoten ungeraden Gra-
des, dessen Kanten nicht in E(P(H;)) liegen, eine Mindestlange von zwei. Damit ergibt
sich |P(Hy)| < 27. Dies ist ein Widerspruch und es folgt C3 ¢ P(H;). Man erhélt wei-
terhin, dass Cy = (voa, vor, vyy) € P(Hy) und ey = (voa,vaz) ¢ E(P(Hy)) ist. Damit
ergibt sich mit es = (vyv,vaz) auch es,es € E(P(H;)), da v(H;) < 283.

Da man weiB, dass ey, ey ¢ E(P(H;)), folgt, dass diese beiden Kanten auf einem Weg
von vos zu einem anderen Knoten ungeraden Grades liegen, dessen Kanten nicht in
E(P(H,)) sind. Dieser Weg entspricht dem Weg W3 = (vca, vaz, UNm, Urx,Vra)- Da zuvor
ein Weg von vy, 4 nach vga aus der potentiellen Kantenmenge fiir P(H;) herausgenommen
wurde, ist es nun notwendig den Knoten vg4 (vgl. Abb. 2.10) erneut zu betrachten. Es
ergibt sich, dass der kiirzeste Weg von vg4 zu einem anderen Knoten ungeraden Grades,
dessen Kanten nicht in F(P(H;)) liegen, eine Mindestlange von zwei hat. Dies fiihrt zu
|P(Hy)| < F=H2=3=441=2 — 98 Es folgt, dass P(H;) ausschlieBlich aus Kreisen der Linge
drei besteht.

Da ez, e5 € E(P(Hy)), folgt es = (vnv,vpr) € E(P(Hy)). Damit erhdlt man, dass der
kiirzeste Weg von vyy, bzw. vyr, zu einem anderen Knoten ungeraden Grades, dessen
Kanten nicht in E(P(H;)) liegen, eine Mindestldnge von zwei hat und damit |P(H;)| < 27
gilt.

Insgesamt ergibt sich, dass keine maximale Kreispackung P(H;) mit 28 Kreisen in H;
existiert. Es folgt v(H;) < 27. Damit ergibt sich v(Continous USA Graph) < 29 und die

Kreispackung in Abbildung 2.8 ist eine maximale Kreispackung.
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In den drei vorgestellten Beispielen sieht man, dass es fiir bestimmte Graphen moglich
ist, eine maximale Kreispackung herzuleiten, indem man verschiedene Eigenschaften der
Graphen ausnutzt. Das zweite Beispiel zeigt, wie wichtig die graphische Darstellung fiir
das Erkennen von Kreisen sein kann. Im letzten Beispiel wird deutlich, dass die Bestim-
mung einer maximalen Kreispackung auch fiir einen konkreten Graphen sehr aufwendig
sein kann. Bevor maximale Kreispackungen in der Theorie weiter betrachtet werden, soll
zunéchst die Frage nach dem praktischen Nutzen von maximalen Kreispackungen und der

Kreispackungszahl beantwortet werden.

Ein erster praktischer Nutzen wurde im Rahmen der Aufteilung eines groflen Postgebietes
auf verschiedene Brieftriger in der Einleitung bereits vorgestellt. Eine dhnliche Problem-
stellung konnte sich im Rahmen der Planung von Fernbusreisen beispielsweise in den USA
ergeben. Man stelle sich ein Unternehmen vor, welches Fernbusreisen in den USA durch
verschiedene Staaten anbieten mdochte. Das Unternehmen hat zehn Busse zur Verfiigung
und diese sollen derart geplant werden, dass jeder Bus von einem noch nicht festgeleg-
ten Standort aus eine Rundreise durch verschiedene Staaten macht. Die Bustouren sollen
nicht identisch sein, sondern insgesamt moglichst viele Staaten der USA abdecken. Fiir
eine erste Grobplanung mochte sich das Unternehmen einen Plan der Staaten anschauen,
auf dem verzeichnet ist, von welchem Staat man gut {iber eine Strafle zum néchsten Nach-
barstaat gelangt. Wie aus Beispiel 2.4 bekannt ist, wird ein solcher Plan graphisch z. B.
durch den Contiguous USA Graphen dargestellt. Das Unternehmen méchte nun anhand
dieses Planes ,,grob® die zehn Touren festlegen. Fine heuristische Vorgehensweise dazu
konnte sein, aus dem Graphen unter Verwendung der Kreise einer maximalen Kreispa-
ckung zehn kantendisjunkte zusammenhéngende Teilgraphen zu bilden. Jeder Teilgraph
repriasentiert eine Menge von Staaten und Straflen, durch welche anschlielend eine Tour
geplant wird. Die nachfolgende Abbildung 2.12 zeigt beispielhaft zehn Teilgraphen des
Contiguous USA Graphen. Jeder Teilgraph entspricht der Vereinigung von drei (bzw.

zwei) Kreisen der maximalen Kreispackung aus Abbildung 2.8.

Jeder Teilgraph konnte als Grundlage zur Konstruktion einer Tour durch die Staaten, den

Knoten des Teilgraphen entsprechend, genutzt werden.
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Abbildung 2.12: Zehn Teilgraphen des Contiguous USA Graphen

Im nachfolgenden Unterkapitel werden drei weitere Problemstellungen vorgestellt, fiir de-
ren Losung die Bestimmung einer maximalen Kreispackung oder der Kreispackungszahl

von Nutzen ist.

2.2 Drei praxisbezogene Problemstellungen

In der Literatur (siehe [7Jund [15]) wird héufig eine sehr bekannte Problemstellung be-
schrieben, fiir deren Losung eine maximale Kreispackung in einem speziellen, fiir diese
Problemstellung konstruierten, Graphen genutzt werden kann. Es handelt sich um das
so genannte Sorting by Reversals, welches im Zusammenhang mit dem Genome Rear-
rangement Problem auftaucht. Beide Problemstellungen werden im ersten Unterkapitel
erlautert. Im zweiten Unterkapitel wird eine Problemstellung im Zusammenhang mit op-
tischen Netzwerken vorgestellt, welche besonders interessant ist, da die in Kapitel 4 be-

schriebenen generalisierten Petersen Graphen als Topologien fiir Verbindungsnetzwerke
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genutzt werden. Abschlieend werden im letzten Unterkapitel Problemstellungen im Rah-

men von Spontaneous Postman Problemen vorgestellt.

2.2.1 Genome Rearrangement und Sorting by Rever-

sals

Das Genome Rearrangement Problem ist eine Problemstellung, welche in der Moleku-
larbiologie im Rahmen der Konstruktion evolutionédrer Baume auftaucht. Solche Béume
werden erstellt, um den genetischen Verwandtschaftsgrad verschiedener Lebewesen abzu-
bilden. Dieser genetische Verwandtschaftsgrad wird dabei in einer ,,Distanz“ angegeben,
welche durch den Vergleich der Gensequenzen zweier Lebewesen ermittelt wird. Moti-
viert wurde die Untersuchung solcher Gensequenzen 1984 durch Nedeau und Taylor in
[69], welche sich mit dem Vergleich der Gensequenzen eines Menschen und einer Maus

beschaftigten.

In der Genetik gibt es die Annahme, dass die DNA aller Lebewesen auf einen gemeinsamen
Ursprung zuriickgefiithrt werden kann. Betrachtet man ein einzelnes Lebewesen, so enthélt
jede Zelle dieses Lebewesens seine gesamten Erbinformationen, das so genannte Genom.
Bei hoher entwickelten Wesen, beispielsweise einem Menschen, ist die gesamte Erbinforma-
tion im Kern einer Zelle in der Form von Chromosomen zu finden. Diese bestehen aus einer
DNA-Doppelhelix, also zwei umeinander gewundenen, miteinander verbundenen Stréangen
von so genannten Basen. Ein Gen ist ein Teil des DNA-Stranges. Im Zusammenhang mit
der Erforschung genetischer Verwandtschaftsverhéltnisse verschiedener Lebewesen wird
angenommen, dass es einen speziellen DNA-Strang gibt, aus welchem die DNA-Stringe
aller Lebewesen durch so genannte Mutationen hervorgegangen sind. Unter einer Mutation
versteht man in diesem Zusammenhang eine sequenzielle Verdnderung einer Genabfolge.
Im Rahmen des Genome Rearrangement betrachtet man die Genstrange zweier verschie-
dener Lebewesen und {iberfiihrt den Genstrang des einen Lebewesens durch verschiedene
Mutationen in den Genstrang des anderen Lebewesens. Ein Reversal beschreibt dabei die
Umkehr einer Teilabfolge der Gene eines gegebenen Genstranges. Im Allgemeinen ist es
bei zwei gegebenen Genstréangen nicht moglich, den einen Genstrang in den anderen durch
genau ein Reversal zu iiberfiihren. Dieser Sachverhalt wird in dem nachfolgenden Beispiel
deutlich.

Bezispiel 2.4:
Gegeben seien die zwei Gensequenzen a und 4, welche beide aus den gleichen 10 Genen in

unterschiedlicher Reihenfolge bestehen. Die beiden Gensequenzen sind in der folgenden
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Abbildung 2.13 dargestellt. Dabei sind die einzelnen Gene von eins bis zehn nummeriert.

Abbildung 2.13: Die Gensequenzen a und

Versucht man die Gensequenz a in die Gensequenz ¢ zu iiberfithren, sieht man, dass dies
durch die einmalige Umkehrung einer Teilabfolge der Gene, oder der ganzen Genfolge,
nicht moglich ist. Es ist notwendig, mehrere Reversals hintereinander durchzufiihren. Jedes
Reversal entspricht dabei einer Mutation in der Fortpflanzung von einer Generation zur
nachsten. Es gibt im Allgemeinen verschiedene Moglichkeiten, eine Gensequenz in eine
andere zu iiberfithren. Da die Gensequenz ¢ der von links nach rechts aufsteigend sortierten
Gensequenz der zehn Gene entspricht, kann man beispielsweise die Gensequenz a genweise
sortieren und somit a in die Gensequenz ¢ iiberfithren. Bei diesem Vorgehen erfolgt die
Uberfithrung von @ in die Gensequenz i durch fiinf Reversals. Dies ist in Abbildung 2.14

veranschaulicht.

Das erste Reversal entspricht der Umkehrung der Abfolge der ersten drei Gene der Gense-
quenz a. In der néchsten Generation entsteht somit die Gensequenz a;. Nach dem ersten
Reversal steht das Gen Nummer eins in der Gensequenz a; an der ersten Position. Zuféllig
werden die Gene Nummer 2 und 3 durch das Reversal ebenfalls an die richtigen Positionen
gebracht. Das Gen Nummer 4 ist bereits in der Gensequenz a an der richtigen Position
gewesen. Dies wurde durch das erste Reversal nicht verdndert. Durch ein zweites Reversal
muss folglich das Gen Nummer 5, welches in der Gensequenz a; an der Position neun
steht, auf die Position Nummer fiinf gebracht werden. Somit entspricht das zweite Rever-
sal der Umkehrung der Abfolge der Gene an den Positionen fiinf bis neun der Gensequenz
a1. Es entsteht die Gensequenz ao in der sich nun die Gene mit den Nummern 1 bis 5
an den richtigen Positionen befinden. Setzt man dieses Vorgehen fort, so erhdlt man nach

dem fiinften Reversal die Gensequenz .

Wie bereits erwdhnt, gibt es verschiedene Mdoglichkeiten eine Gensequenz in eine andere

zu iiberfithren. Dabei kann die Reihenfolge der Reversals variieren. Es kénnen aber auch



Genome Rearrangement und Sorting by Reversals

24

a1

a2

as

Q4

3 10 S 6
8 10 5 6
S 1_0 8 6
S 8 10 9
S 7 10 9
5 7 g 10

Abbildung 2.14: Die Uberfiihrung der Gensequenz a in die Gensequenz i durch fiinf Re-

versals

andere Reversals genutzt werden. Eine alternative Moglichkeit die Gensequenz a in die

Gensequenz ¢ zu iiberfiithren ist in der nachfolgenden Abbildung 2.15 verdeutlicht.

a1

3 10 S 6
8 10 S 6
8 6 9 10
S 7 9 10

Abbildung 2.15: Die Uberfithrung der Gensequenz a in die Gensequenz i durch drei Re-

versals
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Das erste Reversal ist identisch zu dem in der zuvor betrachteten Moglichkeit (vgl. Abb.
2.14). Es entsteht wiederum die Gensequenz a;. Das zweite Reversal entspricht nun der
Umkehrung der Abfolge der Gene an den Positionen sieben bis zehn der Gensequenz a;. Es
entsteht die Gensequenz as, in der sich nun die Gene mit den Nummern 1 bis 4, sowie 9 und
10, an den richtigen Positionen befinden. Bei dem letzten Reversal erfolgt eine Umkehrung
der Genreihenfolge der Gene der Positionen fiinf bis acht in der Gensequenz a,. In diesem
Fall werden nur drei Reversals bendtigt um die Gensequenz a in die Gensequenz ¢ zu

iiberfiithren.

Um eine Aussage iiber den genetischen Verwandtschaftsgrad von zwei Lebewesen mit
verschiedenen Genstriangen zu treffen, betrachtet man die so genannte Reversaldistanz,
welche die minimale Anzahl an Reversals angibt, die notwendig sind um die eine Gense-
quenz, im Beispiel a, in die sortierte Gensequenz ¢ zu iiberfithren. Die Bestimmung dieser
Reversaldistanz stellt die Molekularbiologen vor eine schwere Aufgabe. In verschiedenen
Papern, wird gezeigt, dass das Bestimmen der Reversaldistanz, auch Sorting by Reversals

genannt, ein N P-schweres Problem ist. Vergleiche hierzu [15].

Im Allgemeinen stellt man eine Gensequenz von n nummerierten Genen analog zu [15]
durch eine Permutation der Zahlen 1 bis n dar, das heifit 7 = (mq, ..., 7, ..., 7, ..., 7p)
mit 1, € {1,...,n}firallel =1,... ,nund m # 7 fiir [ # k. Im Beispiel 2.4 bedeutet das
a=(3,2,1,4,8,7,10,9,5,6) und i = (1,2,3,4,5,6,7,8,9,10). Ein Reversal wird ebenfalls
durch eine Permutation p = (1,...,0 — 1,5,7 —1,...,i+ 1,4,5 + 1,...,n) dargestellt.
Das erste Reversal im Beispiel 2.4 entspricht der Umkehrung Abfolge der ersten drei
Gene der Gensequenz a und wird dargestellt durch p = (3,2,1,4,5,6,7,8,9,10). Die

Verkniipfung 7p der Gensequenz 7 mit dem Reversal p erzeugt eine neue Gensequenz

= (M1, ..., M1, Ty, T, Tjt1, - - ., Tp). Im Beispiel erzeugt ap die Gensequenz a;. Die
Identitatspermutation sei i = (1,2,...,n — 1,n). Die Reversaldistanz d(m) wird als die
minimale Anzahl an Permutationen {pi,...,p4x)} definiert, so dass mp; - - - pg(ry = @ gilt.

Das Problem, eine minimale Anzahl an Permutationen mit 7p; ---pgi) = ¢ zu finden,
wurde von Carprara als MIN-SBR betitelt (vgl. [15]). Er hat gezeigt, dass MIN-SBR
NP-schwer ist, indem er es auf das Problem der Suche nach einer maximalen Kreis-
packung in einem geeigneten Eulergraphen zuriickgefithrt hat. Die Grundlage fiir diese
Uberfiihrung liefert eine untere Schranke fiir die Reversaldistanz, welche von Bafna und
Pevzner in [7] hergeleitet wurde. Sie definierten fiir eine gegebene Permutation 7 einen so

genannten Breakpoint-Graphen G(r).

Ein Breakpoint, in einer Permutation 7, ist gegeben, wenn fiir zwei aufeinanderfolgende

Elemente m; und m;,4 gilt, dass m; + 1 # w1 # m — 1.
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Das bedeutet, falls in einer Gensequenz an der i-ten Position das Gen Nummer k steht,
liegt ein Breakpoint zwischen der i-ten und (i + 1)-ten Position vor, falls an der Position
¢+ 1 weder das Gen Nummer k — 1, noch das Gen Nummer k + 1 liegt. Die Gensequenz a

hat vier Breakpoints. Diese sind in der nachfolgenden Abbildung 2.16 rot gekennzeichnet.
a=(3,2, 1|4|8, 7' 10,9|5,6)

Abbildung 2.16: Die Breakpoints in der Gensequenz a

Die Anzahl aller Breakpoints einer Permutation 7 wird mit b(m) bezeichnet. Der
Breakpoint-Graph G(m) zur Gensequenz 7 (siehe [7Jund [15]) ist ein Graph, dessen Kanten
in zwei Farben eingeférbt sind. Der Graph besteht aus n + 2 Knoten, nummeriert von
0 bis n + 1. Die Knoten 1 bis n entsprechen dabei den jeweiligen Genen mit den Num-
mern 1 bis n. Zwei Knoten &k und [ aus der Menge {1,...,n} werden durch eine schwarz
gefiarbte Kante verbunden, falls die Gene mit den Nummern k£ und [ an zwei aufeinander-
folgenden Positionen 7; und ;1 in 7 liegen und zwischen diesen ein Breakpoint gegeben
ist. Zwei Knoten k und k + 1 aus der Menge {1,...,n} werden durch eine rot gefirbte
Kante verbunden, falls die entsprechenden Gene mit den Nummern & und %k + 1 nicht an
zwei aufeinander folgenden Positionen in 7 liegen. Zusétzlich wird, falls 7 #£ 1 gilt, eine
schwarz gefiarbte Kante zwischen dem Knoten 0 und dem Knoten 7; und eine rot geféarbte
Kanten zwischen dem Knoten 0 und dem Knoten 1 eingefiihrt. Analog wird, sofern 7, # n
gilt, eine schwarz gefarbte Kante zwischen dem Knoten n 4+ 1 und dem Knoten 7, und

eine rot gefiarbte Kante zwischen dem Knoten n + 1 und dem Knoten n eingefiihrt.

Der Breakpoint-Graph zur Gensequenz a ist in Abbildung 2.17 dargestellt.

o
0 1 2 3 4 ) 6 7 8 9 10 11

Abbildung 2.17: Der Breakpoint-Graph G(a) zur Gensequenz a

Der Graph besteht aus 12 Knoten und 12 Kanten, wovon sechs Kanten rot gefirbt und
sechs Kanten schwarz gefirbt sind. Ein Breakpoint-Graph enthélt immer die gleiche An-
zahl rot und schwarz gefirbter Kanten. Ebenso ist jeder Knoten mit der gleichen Anzahl

von rot und schwarz gefiarbten Kanten inzident. Wie man in der Abbildung sieht, muss



Genome Rearrangement und Sorting by Reversals 27

nicht jeder Knoten mit einer Kante inzident sein. In einem Breakpoint-Graphen werden

nun so genannte alternierende Kreise gesucht.

Ein alternierender Kreis ist ein Kreis in einem Breakpoint-Graphen, so dass die Kanten
des Kreises farblich alternierend, also abwechselnd rot und schwarz, gefarbt sind. Man
bezeichnet mit ¢(r) die mazimale Anzahl alternierender kantendisjunkter Kreise in dem

Breakpoint-Graph G(7) zur Permutation 7.

Auf Grund von [7] und der Tatsache, dass die maximale Anzahl alternierender kantendis-
junkter Kreise in G(7) hochstens so grof ist, wie die Kreispackungszahl v(G(m)) gilt die
folgende Schranke

d(m) 2 b(m) = e(m) 2 b(m) = v(G(7))

Die Reversaldistanz d(m) der Gensequenz  ist also mindestens so grof}, wie die Anzahl der
Breakpoints b(7) in 7, abziiglich der maximalen Anzahl alternierender kantendisjunkter
Kreise ¢(m) in G(m). Man kann eine Bedingung angeben, unter welcher diese Schranke
angenommen wird. Da es viele Falle gibt, in denen die Gleichheit gilt [14], untersuch-
te Caprara den Zusammenhang zwischen dem Auffinden einer maximalen alternierenden
Kreispackung auf einem Breakpoint-Graphen und einer maximalen Kreispackung auf ei-
nem geeigneten Eulergraphen, siehe [15]. Er konstruierte zunéchst, zu einem gegebenen
Breakpoint-Graphen, einen entsprechenden Eulergraphen und zeigte anschliefend, dass
die beiden Probleme unter Verwendung des konstruierten Eulergraphen dquivalent sind.
Somit ist es im Allgemeinen moglich, die Reversaldistanz einer Gensequenz 7 durch die
Anzahl der Breakpoints b(7) und die Kreispackungszahl im entsprechenden Eulergraphen

zu bestimmen.

In der Diplomarbeit von E. Lamberts [64] wird an Hand zweier Praxisbeispiele dargelegt,
dass das Sorting by Reversals auf verschiedene Sortierprobleme, welche sich durch Per-
mutationen darstellen lassen, anwendbar ist. Bei den Praxisbeispielen handelt es sich zum
einen um das Sortieren der Waggons von Giiterziigen in so genannten Rangierbahnhofen.
Dabei wird ein Giiterzug mit Waggons fiir n Zielorte durch eine Permutation der Zah-
len 1 bis n dargestellt. Die Zuordnung der Zahlen 1 bis n zu den n Zielorten ist dabei
durch die Anfahrtsreihenfolge der Zielorte gegeben. Die Waggons sind so zu sortieren,
dass sie in der Reihenfolge, in der die Zielorte angefahren werden, nacheinander abgekop-
pelt werden konnen. Das entspricht einer Uberfithrung der gegebenen Permutation in die

Identitdtspermutation.

Zum anderen wird eine Problemstellung aus dem Bereich der FlieBproduktion vorgestellt.

Dabei betrachtet man das Umsortieren von Materialien in einem Fertigungsprogramm, in
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dem, fiir die einzelnen Produktionsaggregate, eine fest vorgegebene Materialreihenfolge

einzuhalten ist.

Im folgenden Unterkapitel wird eine weitere Problemstellung vorgestellt, fiir die es eben-
falls moglich ist, eine Losung herzuleiten, indem man in einem geeigneten Graphen eine
maximale Kreispackung bzw. die Kreispackungszahl bestimmt. Diese Problemstellung ist
ein Spezialfall bei der Datenverschickung innerhalb optischer Netzwerke und im Zusam-

menhang mit dem so genannten Traffic Grooming (Datenbiindelung) zu finden.

2.2.2 Optische Netzwerke und Kreispackungen in Gra-
phen

Optische Netzwerke sind Netzwerke bei denen die Dateniibertragung iiber Lichtwellen
in einem Fiberkabel im Inneren eines Dateniibertragungskabels verlduft. Verschickt oder
empfangt man einzelne Datensétze jeweils {iber ein Fiberkabel, so benétigt man in einem
Dateniibertragungskabel mindestens zwei Fiberkabel, siche auch [26]. Eines der beiden Ka-
bel wird zum Versenden von Daten verwendet. Uber das andere Kabel erfolgt der Daten-
empfang. Der Aufbau eines Netzwerkes, in welchem die Datensétze jeweils einzeln iiber ein
Fiberkabel verschickt werden, ist auf Grund der groflen Anzahl von benétigten Fiberkabeln
sehr teuer. Aus diesem Grund wird haufig das so genannte Dichte Wellenlingen-Multiplex
Verfahren (Dense Wavelength-Division Multiplexing DWDM) verwendet. Bei diesem Ver-
fahren werden die Datensétze in einem Fiberkabel iiber Lichtwellenkanéle iibertragen. Die
Lichtwellenkanéle entstehen durch die Aufspaltung des Lichtes in Bestandteile mit unter-
schiedlichen Wellenlédngen. Ein Datensatz, welcher iiber ein Fiberkabel verschickt wird,
wird in diesem iiber genau einen Lichtwellenkanal mit einem bestimmten Wellenléngenbe-
reich iibertragen. Ein Fiberkabel kann dabei bis zu 1000 verschiedene Lichtwellenkanéle
beinhalten und somit zur zeitgleichen Ubertragung von bis zu 1000 verschiedenen Da-
tensétzen verwenden werden (vgl. [26]). In Abbildung 2.18 ist zur Veranschaulichung ein

Fiberkabel mit verschiedenen Lichtwellenkanélen dargestellt.

Lichtwellenkanale

mit unterschiedlichen Wellenléngen
Fiberkabel

Abbildung 2.18: Lichtwellenkanéle in einem Fiberkabel
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Das Datenvolumen entspricht der Grofle eines Datensatzes, welcher iiber einen einzelnen
Lichtwellenkanal transportiert werden kann. Es darf die Bandbreite der Wellenldngen der
Lichtwellen des Kanals nicht iiberschreiten. Angelehnt an [5] wird im Folgenden fiir al-
le Lichtwellenkanéle eines Fiberkabels die gleiche Bandbreite B angenommen. Bei der
Ubertragung einer Menge von einzelnen Datensitzen kann man jeden Datensatz iiber
einen separaten Lichtwellenkanal verschicken. Dabei passiert es hédufig, dass das Daten-
volumen eines zu iibertragenden Datensatzes wesentlich kleiner als B ist. Daher ist das
Vorgehen, alle Datensétze einzeln {iber separate Lichtwellenkanéle zu verschicken, im Hin-
blick auf die Ausnutzung der gegebenen Bandbreite eines Lichtwellenkanals, ineffizient und
man verwendet das so genannte traffic grooming. Dabei werden verschiedene Datensétze
gebiindelt und iiber Teilstrecken gemeinsam als Biindel iiber einen Lichtwellenkanal ver-
schickt. Es ist also fiir eine gegebene Menge an Datensétzen, welche jeweils zwischen zwei
bestimmten Orten iibertragen werden miissen, zu entscheiden, welche Datensétze auf wel-
chen Strecken gebiindelt werden sollen. Das Ziel dieser Entscheidung ist die Minimierung
der Kosten. Bei der Dateniibertragung kénnen verschieden Kosten anfallen. Ein Beispiel
sind Kosten fiir die Nutzung eines Kabels. Die hier betrachteten Kosten werden zu einem
spateren Zeitpunkt konkretisiert, nachdem eine entsprechende Terminologie eingefiihrt

wurde.

Allgemein sei folgender Sachverhalt gegeben. In einem Netzwerk sollen k Datensétze
a;(u;,v;) mit i = 1,... k iiber die Lichtwellenkanéle in den Fiberkabeln iibertragen werden,
wobei der Datensatz Nummer ¢ zwischen den Standorten u; und v; zu verschicken ist. Das
Netzwerk kann durch einen Graphen G = (V| E) dargestellt werden. Die Knotenmenge
V ={1,...,n} entspricht einer Menge von n Standorten in dem betrachteten Netzwerk.
Diese Standorte entsprechen zum einen Orten, von welchen aus die Datensétze verschickt
oder in welchen sie empfangen werden sollen. Zum anderen kann ein solcher Standort
einen Ort repréisentieren, in dem Datensétze weitergeleitet werden kénnen. Jede Kante
e = (u,v) € E entspricht einem Fiberkabel zwischen den Standorten Nummer » und v.

Um den Sachverhalt zu veranschaulichen, wird das nachfolgende Beispiel betrachtet.

Beispiel 2.5:
Gegeben sei ein ,iiberschaubares* Netzwerk G = (V, E') mit sechs Standorten (sieche Abb.
2.19).

Es seien die funf Datensétze a1(1,4), aa(1,2), as(1,5), as(2,4) und as(4,6) im Netzwerk
zu verschicken. Fiir alle Datensétze gelte, dass das Datenvolumen b% fiir den Datensatz
Nummer ¢ hochstens B ist. Um zu entscheiden, welche Datensétze auf welchen Strecken

gebiindelt iibertragen werden sollen, bestimmt man so genannte light paths.
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5 6

Abbildung 2.19: Ein Datennetzwerk

Ein light path mit den Endpunkten u und v ist eine Folge von Lichtwellenkanélen zwi-
schen den Standorten Nummer » und v, durch welche bestimmte Datensétze nacheinander

iibertragen werden miissen.

Im Graphen G wird ein light path durch einen Weg von Knoten u nach v beschrieben.
Hat man eine Menge von light paths gegeben, so induziert diese eine begrenzte Anzahl
von Moglichkeiten, wie die Datensétze libertragen werden konnen. Zudem ist festgelegt,
welche Datensétze auf welchen Kabeln gebiindelt iiber einen Lichtwellenkanal iibertragen
werden miissen. Immer dann, wenn zwei oder mehr Datensétze iiber den gleichen light
path verschickt werden sollen, werden diese gebiindelt {ibertragen. Es ist zu beachten, dass
ein Datensatz iiber einen light path immer von einem seiner Endpunkte zum anderen
Endpunkt iibertragen werden muss. Dass bedeutet, dass es nicht mdglich ist, dass ein
Datensatz lediglich {iber einen Teil eines light paths verschickt wird. Es gibt verschiedene

Mengen von light paths, allerdings sind diese nicht alle zuléssig.

Eine Menge von light paths heifit zuldssig, wenn fiir jeden Datensatz a;(u;,v;) mit
t = 1,...k eine Folge von light paths existiert, so dass Datensatz Nummer ¢ im Netz-

werk GG zwischen den Orten u; und v; verschickt werden kann.

Fiir das betrachtete Beispiel sind in Abbildung 2.20 vier Mengen von light paths an Hand
von vier Graphen farblich dargestellt.

Die einzelnen Wege in G, welche die light paths reprasentieren sind mit unterschiedlichen
Farben markiert. Im Graphen G sind fiinf light paths dargestellt. Jeder light path ent-
spricht einem Weg der Lénge eins. Es ist leicht zu sehen, dass diese Menge von light paths
zuldssig ist, da es moglich ist alle fiinf Datensétze iiber die light paths zu verschicken.
Im Graphen G sind vier light paths dargestellt. Die Menge von light paths ist ebenfalls

zuldssig. Der Datensatz ag(1,5) wiirde iiber den blau markierten und den gelb markierten
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Abbildung 2.20: Vier Mengen von light paths

light path iibertragen. Der Datensatz a;(1,2) wiirde zunéchst iiber den blau markierten
und anschliefend iiber den griin markierten light path iibertragen. Das bedeutet, dass
der Datensatz, von Standort Nummer eins ausgehend, zunéchst iiber den blau markierten
light path iiber den Standort Nummer drei zum Standort Nummer vier verschickt wird.
Anschlielend wird er iiber den griin markierten light path wiederum iiber den Standort
Nummer drei weiter zum Standort Nummer zwei geschickt. Da ein Datensatz iiber einen
light path immer von einem Endpunkt zum anderen {ibertragen werden muss, kann der
Datensatz a;(1,2) nicht iber den blau markierten light path nur vom Standort Nummer
eins zum Standort Nummer drei und von dort aus direkt weiter iiber den griin markierten
light path zum Standort Nummer zwei verschickt werden. Im Graphen G5 sind ebenfalls
vier light paths dargestellt. Die Menge von light paths ist wiederum zuldssig. Im Graphen
G, sind auch vier light paths angegeben. Allerdings ist die dargestellte Menge von light
paths nicht zuldssig, da die Datensétze as(1,4) und a4(2,4) tiber die light paths nicht

verschickt werden konnen.

Wie zuvor erwahnt, ist das Ziel, die Menge der gegebenen Datensédtze mit minimalen Ge-
samtkosten zu verschicken. Dabei ist zu beachten, dass die einzelnen light paths zusétzliche
Kosten erzeugen. Diese entstehen durch das benotigte Equipment zur Datenverteilung,
welches an den zwei Endpunkten eines jeden light paths installiert werden muss. Wie in
[5], sollen im Weiteren ausschliefilich Kosten fiir das Equipment eines light path anfal-
len. Die Kosten fiir die Nutzung eines Kabels werden nicht beriicksichtigt. Zudem wird
festgelegt, dass die Kosten pro light path identisch sind. Das fiihrt zu der Zielsetzung,
eine zuldssige Menge von light paths zu finden, welche unter allen zuldssigen Mengen eine

minimale Kardinalitat hat.

In dem gegebenen Beispiel wiren die Mengen mit vier light paths im Graphen G5 und
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G5 unter den in Abbildung 2.20 dargestellten Mengen die besten. Allerdings muss man
noch priifen, ob diese Mengen auch einer optimalen Losung entsprechen. Dazu ist zu
untersuchen, ob die Mengen minimal sind und eine zulédssige Zuordnung der Datensétze
zu den light paths, unter Beriicksichtigung der Bandbreite B, existiert. Das bedeutet,
dass jedem Datensatz eine Menge von light paths zugeordnet wird, so dass der Datensatz
iiber diese light paths zwischen den entsprechenden Standorten verschickt werden kann.
Zudem darf das gesamte Volumen aller Datensétze, welche einem light path zugeordnet

werden, die Bandbreite B eines Lichtkanals nicht iiberschreiten.

Das Problem, fiir einen gegebenen Datentransfer, eine zulédssige, minimale Menge von
light paths zu bestimmen, fiir die eine zuldssige Zuordnung der Datensétze existiert und
die Datensétze zuzuordnen, wird als light path minimization bezeichnet. Die Losung des
Problems besteht aus zwei Teilen. Der erste Teil entspricht der Konstruktion der light

paths, der zweite Teil der Zuordnung der Datensétze zu den light paths.

Betrachtet man das light path minimization Problem graphentheoretisch (siche [5]), so
hat man, wie zuvor beschrieben, induziert durch das gegebene Netzwerk einen Graphen
G = (V,E) und eine Menge D := {a;(uy,v1),...,ax(ug, vx)} von k zu verschickenden
Datensétzen vorliegen. Zu jedem Datensatz a;(u;, v;) € D gehoren zwei ausgezeichnete
Endpunkte u; und v;, zwischen denen der Datensatz iibertragen werden soll, sowie ein
Volumen b%. Gesucht ist eine minimale Menge £ := {ly,...,l,} von Wegen in G mit
einer zulédssigen bindren Relation R zwischen £ und D. Ein Weg [; € L ist dabei ein
Weg zwischen den Knoten z; und w; und représentiert einen light path zwischen den
Standorten Nummer z; und w;. Fiir die bindre Relation R zwischen £ und D bedeutet
({;,ai(u;,v;)) € R, dass der Datensatz Nummer ¢ iber den durch [; représentierten light
path iibertragen und somit dem entsprechenden light path zugeordnet wird. Eine solche
Relation R ist zulissig, falls zum einen zu jedem Datensatz a;(u;,v;) (i = 1,...,k) eine
Menge von Wegen in Relation steht, so dass der Datensatz Nummer ¢ iiber die, durch
diese Wege reprisentierten, light paths zwischen Standort Nummer w; und v; iibertragen
werden kann. Zum anderen muss fiir jeden Weg [; (j = 1,...,h) gelten, dass die Summe
der Datenvolumen b aller zu /; in Relation stehenden Datensétze hochstens B ist. Eine
minimale Menge £ von Wegen in GG mit einer zuléssigen bindren Relation R zwischen
L und D induziert schliefSlich eine minimale zuléssige Menge von light paths, sowie eine

zuléssige Zuordnung der einzelnen Datensétze zu den light paths.

In [5] wird gezeigt, dass das light path minimization Problem sogar fiir Spezialfille
AP X-schwer ist. Einer der betrachteten Spezialfille des vorgestellten Problems ist das

light path minimization Problem mit Halb-Wellenléngen Volumen. In diesem Fall haben

B

alle Datensétze a;(u;,v;) € D (i = 1,...,k) ein Datenvolumen 0% = %,

welches genau der
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Hilfte der Bandbreite eines Lichtwellenkanals entspricht. Um die minimale Anzahl OPT
von light paths zu bestimmen, welche ausreicht, um das Problem zu 16sen, kann man die

Kreispackungszahl im so genannten Nachfrage-Graphen nutzen.

Es sei GP = (V(GP), E(GP)) der durch D induzierte Nachfrage-Graph mit V(GP) :=V.
Die Menge der Kanten in GP ist dabei, wie folgt, definiert: Fiir jeden zu verschickenden

Datensatz mit Endknoten u und v existiert eine Kante (u,v) € F(GP).

Es ist moglich, dass zwei oder mehr Datensétze zwischen zwei identischen Orten u und
v verschickt werden miissen. In diesem Fall enthélt der Nachfrage-Graph zwei oder mehr
parallele Kanten mit identischen Endknoten v und v. Der Nachfrage-Graph fiir das zuvor
betrachtete Beispiel ist in Abbildung 2.21 dargestellt.

1 2

[ J
5 6

Abbildung 2.21: Der Nachfrage-Graph

Die Kante (1,4) reprisentiert die Ubertragung des Datensatzes a;(1,4), die Kante (1,2)
die Ubertragung des Datensatzes ay(1,2), die Kante (1,5) die Ubertragung des Daten-
satzes as(1,5), die Kante (2,4) die Ubertragung des Datensatzes a4(2,4) und die Kante
(4,6) die Ubertragung des Datensatzes as(4, 6).

Nach [5] gilt nun folgender Zusammenhang zwischen der minimalen Anzahl OPT von

light paths und der Kreispackungszahl v(GP)
OPT = |D| — v(GP)

Das bedeutet, dass die minimale Anzahl von light paths genau der Anzahl von Datensétzen
abziiglich der maximalen Anzahl kantendisjunkter Kreise im Nachfrage-Graphen GP ent-

spricht.

Betrachtet man das vorherige Beispiel und nimmt fiir alle Datensétze b% = % fiir

(1t =1,...,5) an, so erkennt man im Nachfrage-Graphen (vgl. Abb. 2.21), dass dieser
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genau einen Kreis enthilt. Damit gilt OPT = |D| — v(GP) = 5 — 1 = 4. Folglich ist die
Menge von light paths, welche in G5 in Abbildung 2.20 dargestellt ist, minimal. Es wurde

zuvor bereits gezeigt, dass die Menge auch zuléssig ist.

Es stellt sich nun die Frage, ob fiir die Menge eine zuldssige Zuordnung der Datensétze exis-
tiert. Lediglich ein light path enthélt das Kabel zwischen den Standorten Nummer eins und
drei. Uber dieses Kabel miissen allerdings die drei Datensétze a;(1,4), as(1,2) und as(1, 5)
verschickt werden. Folglich iiberschreitet das Gesamtvolumen der drei Datensétze von 3- %
die Bandbreite B und es ist nicht moglich, alle drei Datensétze iiber den einen light path
zu verschicken. Somit existiert fiir die betrachtete Menge von light paths keine zuléssige
Zuordnung. Im Graphen Gj ist ebenfalls eine minimale Menge von light paths dargestellt.
Die Menge £ = {ly,...,l4} mit [y = (1,3,4,5), lo = (1,3,4), I3 = (2,3,4) und Iy = (4,6)
und die Relation R = {(I1,a3(1,5)), (I2,a1(1,4)), (I2, a2(1,2)), (I3, a2(1,2)), (I3, a4(2, 4)),
(l4,a5(4,6))} induzieren eine optimale Losung des light path minimization Problems fiir
das gegebene Beispiel mit Halb-Wellenléngen Volumen. Der erste Datensatz wird durch
die beiden light paths, welche durch die Wege [, und [3 représentiert werden, iibertragen.
Der light path zur Ubertragung des zweiten Datensatzes wird durch den Weg I, repriisen-
tiert. Zur Ubertragung des dritten Datensatzes wird der light path zum Weg I; genutzt.
Der vierte Datensatz wird durch den light path, welcher durch den Weg [3 repréasentiert
wird, iibertragen und die Ubertragung des fiinften Datensatzes erfolgt iiber den light
path zum Weg [4. Da keinem light path mehr als zwei Datensétze zugeordnet sind, ist die

Zuordnung zuléssig.

Der Zusammenhang von OPT und v(GP) und damit auch ein Vorgehen zur Bestim-
mung einer zulédssigen minimalen Menge von light paths, zu der eine zuldssige Zuord-
nung existiert, lasst sich auf einen einfachen Sachverhalt zuriickfiihren. Betrachtet man
im Nachfrage-Graphen GP einen Kreis C' = (vg,v1,...,v,_1) mit den r zu verschicken-
den Datensétzen a;(v;_1,v;) fir alle i = 1,...,r — 1 und a,(v,_1,vp), so kann man alle
Datensétze verschicken und zuldssig zuordnen, indem man r — 1 light paths, wie folgt,
konstruiert: I; = (v;_1,v;) fiir alle ¢ = 1,...,7 — 1. Der i-te Weg représentiert also einen
light path vom Standort Nummer v;_; zum Standort Nummer v;. Man kann fiir die ersten
r — 1 Datensétzen den Datensatz Nummer i dem light path zum Weg [; zuordnen. Der
Datensatz Nummer r wird allen » — 1 light paths zugeordnet. Insgesamt bendtigt man
pro Kreis im Nachfrage-Graphen einen light path weniger, als die Anzahl der Datensétze,

welche diesen Kreis erzeugen.

Der Kreis C' = (1,4,2) im Nachfrage-Graphen G? in Abbildung 2.21 wird durch die drei
Datensitze a;(1,4), as(2,4) und ay(1,2) erzeugt. Zur Ubertragung der drei Datensitze

werden in der optimalen Losung zwei light paths genutzt. Der erste Datensatz aq(1,4) wird
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durch den light path zwischen den Standorten Nummer eins und vier (représentiert durch
den Weg l,) tibertragen. Der vierte Datensatz ay(2,4) wird durch den light path zwischen
den Standorten Nummer vier und zwei (reprasentiert durch den Weg [3) tibertragen. Der

zweite Datensatz as(1,2) wird beiden light paths zugeordnet.

Um den Sachverhalt noch einmal zu verdeutlichen sei das Beispiel um die Datensétze
ag(4,5) und az(5,6) mit b = b?7 = & erweitert. Der neue Nachfrage-Graph G, hat

neu

nun folgende in Abbildung 2.22 dargestellte Form.
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Abbildung 2.22: Der neue Nachfrage-Graph G?

neu

Man sieht, dass v(GP,) = 2 und somit OPT = |D| — v(GE,

e ) = 7 —2 =5 gilt. Eine
minimale zuléssige Menge von light paths fiir das erweiterte Problem ist Abbildung 2.23
wiederum anhand eines Graphen und den farbig markierten Wegen dargestellt, welche die

light paths représentieren.
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Abbildung 2.23: Eine minimale, zulédssige Menge von light paths fiir das erweiterte Beispiel

Die Menge L., = L U {ls} wurde durch die Erweiterung der Menge £ um den Weg
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ls = (4,5) erzeugt. Erweitert man die Relation R um die 2-Tupel (15, ag(4,5)), (I5, az(5,6))
und (lg,a7(5,6)) zu Ryew = R U {(l5,a6(4,5)), (I5,a7(5,6)), (l4,a7(5,6))}, so induzieren
Len und R ¢, eine optimale Losung des light paths minimization Problems im erweiterten

Beispiel.

Im nachfolgenden Kapitel werden abschlieBend drei Spontaneous Postman Probleme, so-
wie das Problem der Rundgangsplanung am Beispiel eines Museums vorgestellt. Die Be-
stimmung einer optimalen bzw. zuldssigen Losung dieser Probleme kann wiederum auf

die Bestimmung einer maximalen Kreispackung zuriick gefithrt werden.

2.2.3 Spontaneous Postman Probleme und ein Bei-

spiel der Rundgangsplanung

Dem Spontaneous Postman Problemen (SPP) liegt die folgende praktische Situation zu
Grunde: Ausgehend von einem Startort verteilt ein Postbote die Post in einem gegebenen
Straflennetz. Die Reihenfolge, in welcher die einzelnen Straflen durchlaufen werden, ist
nicht a priori festgelegt. Der Postbote beginnt am Startort mit einer beliebigen Strafie. An
jeder Kreuzung entscheidet er sich fiir die nédchste Strale, indem er eine Strafle auswahlt,
in der er noch nicht gewesen ist. Hat er an einer Kreuzung bereits alle abgehenden Straflien

besucht, stoppt er und beendet seine Tour.

Im Zusammenhang mit dieser zu Grunde liegenden Situation ergeben sich verschiedene
Problemstellungen, welche als SPP bezeichnet werden (vgl. [78]). Erste Problemstellung:
Wie muss ein Straflennetz, mit einem vorher festgelegten Startort, aussehen, sodass der
Postbote zu dem Zeitpunkt, zu dem er seine Tour beendet, alle Strafien des Straflennetzes
besucht hat und wieder am Startort ist? Um eine solche Problemstellung graphentheo-
retisch zu betrachten, stellt man analog zur Betrachtung des CPP ein Straflennetz als
Graph G = (V, E) dar. Dabei wird jede Strafie durch eine Kante e € E und jede Stra-
Benkreuzung durch einen Knoten v € V représentiert. Ein Knoten v und eine Kante e
sind folglich inzident, falls die entsprechende durch e reprisentierte Strafie von der durch

v repréasentierten Kreuzung abgeht.

Als Losung der gegebenen Problemstellung wird, ausgehend von einem festen Startort,
ein entsprechendes Straflennetz gesucht. Dieses wird durch einen Graphen G = (V) F)
mit einem ausgezeichneten Knoten v € V reprisentiert. Biarbler und Ore zeigten in [6]
und [71], dass der gesuchte Graph ein spezieller Eulergraph ist, welchen sie als Trace

bezeichneten. Dieser ist, wie folgt, definiert (vgl. [78]):
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Fiir einen Graphen G ist ein Pfad L (von v;, nach v;, _, ) eine Folge von Knoten und Kanten
(Vi €0, Vi, €1, - - -, €p_2, V5, ) Mit €; = (vy;, vy;,,) und v;; € V, wobei die Kanten paarweise
disjunkt sind. Verkiirzt schreibt man wiederum L = (vj,, v;,,...,v;._,). Die Linge eines
Pfades L ist, analog zur Definition der Lange eines Weges, gegeben durch d(L) := r—1 und
entspricht der Kantenanzahl. Fiir einen Eulergraphen H = (V(H), E(H)) wird ein Knoten
v € V(H) als proper bezeichnet, falls jeder Pfad, welcher in v startet zu einer Eulertour in
H erweiterbar ist. Ein Trace T'= (V(T), E(T)) ist ein Eulergraph mit mindestens einem

properen Knoten.
In Abbildung 2.24 ist ein Trace beispielhaft dargestellt.

V10

Vg V11

Us U2

U7 U3

Uy
Vg

Us

Abbildung 2.24: Ein Beispiel fiir einen Trace

Der Knoten v; ist proper. Dies ist leicht zu erkennen, da in [71] bewiesen wurde, dass
fiir einen gegebenen Eulergraphen H = (V(H), E(H)) ein Knoten v € V(H) genau dann
proper ist, wenn fiir jeden Kreis C' C H gilt, dass v € V(C'). Das bedeutet, dass ein Trace
T die Vereinigung einer Menge kantendisjunkter Kreise ist, so dass jeder Kreis in 7" den
Knoten v enthélt. In [6], [71] und [78] sind weitere Bedingungen angegeben, unter denen

ein Knoten proper ist.

Zweite Problemstellung: Gegeben sei ein Straflennetz. Man bestimme fiir einen Postboten,
ausgehend von einem Startort, ein ,,moglichst grofies” Teilgebiet des vorliegenden Strafien-
netzes, so dass der Postbote nach Beendigung seiner Tour alle Strafien dieses Teilgebietes
durchlaufen hat und zum Startort zuriickgekehrt ist. ,,Md&glichst gro3“ bedeutet in diesem
Zusammenhang, dass eine Erweiterung des Teilgebietes um eine oder mehrere Straflen ei-
ne unzuléssige Losung liefert. Um dieses Problem graphentheoretisch zu betrachten, sind

folgende Definitionen notwendig.

Sei G = (V, E) ein Graph. Einen eulerschen Untergraph T'(v) C G, fiir den v proper ist,
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bezeichnet man als Trace in v. Gilt zudem fiir jeden Trace T'(v) in v mit T'(v) # T'(v), dass
T(v) ¢ T(v) ist, so nennt man T'(v) einen gesittigten Trace in v. Wie zuvor beschrieben,
ist ein Trace T'(v) in v die Vereinigung einer Menge kantendisjunkter Kreise, so dass jeder
Kreis in T'(v) den Knoten v enthélt. Sei T'(v) ein Trace in v, welcher der Vereinigung
der kantendisjunkten Kreise {C1, ..., Cy} entspricht. Man nennt 7'(v) einen mazimalen
Trace in v, falls fiir jeden Trace T'(v) in v mit T'(v) # T(v) gilt, dass T'(v) die Vereinigung

von k' kantendisjunkten Kreisen mit &' < k* ist.

Graphentheoretisch hat man in der zweiten Problemstellung einen Graphen G = (V| F)
mit einem ausgezeichneten Knoten v vorliegen. Fiir diesen Graphen ist ein geséittigter
Trace T'(v) in v zu bestimmen. Dieser geséttigte Trace T'(v) reprisentiert ein Teilgebiet
des gegebenen Straflennetzes, welches eine Losung der zuvor beschriebenen Problemstel-
lung darstellt. In [78] wurde gezeigt, dass jeder maximale Trace in v ein geséttigter Trace
in v ist. Folglich kann man sich darauf beschrénken, einen maximalen Trace zu bestim-
men. Ist der vorliegende Graph ein Eulergraph, kann man folgenden in [78] bewiesenen

Zusammenhang nutzen:

Sei H = (V(H),E(H)) ein Eulergraph und P = {C},...,Cym)} eine maximale Kreispa-
ckung. Weiterhin sei v € V(H) ein ausgezeichneter Knoten und P = {C},...,Cj-} C P

die Menge aller Kreise in P, fiir die gilt v € V(C}) fiir alle i = 1,..., k*. Dann entspricht

die Vereinigung der Kreise (1, ..., Cy+ einem maximalen Trace T'(v) in v.

Ist der Graph G, welcher das Stralennetz repréasentiert, ein Eulergraph, so kann man
nach der Bestimmung einer maximalen Kreispackung einen maximalen Trace fiir jeden
beliebigen, ausgezeichneten Knoten bestimmen und daraus eine Losung der zweiten Pro-
blemstellung ableiten. Hat man keinen Eulergraphen vorliegen, kann man fiir G dennoch,
unter Verwendung einer maximalen Kreispackung von G, einen Trace in v bestimmen
(vgl. [78]). Dieser Trace ist nicht zwingend maximal und induziert daher eine zuléssige

Losung der Problemstellung, allerdings nicht notwendiger Weise eine optimale Lésung.

Alternativ kann man G zu einem Eulergraphen H = (V(H), E(H)) erweitern und unter
Verwendung einer maximalen Kreispackung von H einen maximalen Trace T'(v) in v be-
stimmen. Gilt F(T'(v)) C E(G), so kann man wiederum eine Losung der Problemstellung
ableiten. Andernfalls entspricht das durch T'(v) repriisentierte Teilgebiet des Straffennet-
zes keiner zulissigen Losung der Problemstellung, da es in T'(v) Kanten gibt, die bei der
Erweiterung des Graphen hinzugefiigt wurden. Enthélt T'(v) keine parallelen Kanten, so
kann man in 7'(v) alle Kanten aus E(T'(v)) \ (E(T'(v)) N E(G)) durch eine parallele Kante
aus E(G)\ E(T(v)) ersetzen und erhilt so einen maximalen Trace T'(v). Dieser induziert
eine Optimallsung der Problemstellung. Enthélt T'(v) parallele Kanten, welche die selbe

Strafle repréasentieren, kann man die entsprechenden Straffen aus dem bestimmten Teil-



Spontaneous Postman Probleme und ein Beispiel der Rundgangsplanung 39

gebiet entfernen. In diesem Fall ist es allerdings moglich, dass das bestimmte Teilgebiet

einer zulédssigen Losung, nicht aber der Optimallésung, entspricht.

Analog kann man maximale Kreispackungen zur Losung einer dritten Problemstellung
der SPP nutzen: Man hat wiederum ein Straflennetz gegeben. In diesem sollen nun [
Postboten mit [ verschiedenen Startorten die Post unter Verwendung der zu Beginn
erlauterten Regeln verteilen. Die Problemstellung ist in diesem Fall, fiir jeden Postbo-
ten ein Teilgebiet zu bestimmen, so dass jede Strafle des StraBlennetzes mindestens ei-
nem Postboten zugeordnet ist. Fiir den Fall, dass der Graph, welcher das Straflennetz
repréasentiert, wiederum ein Fulergraph ist, kann man unter der Annahme, dass [ grofl
genug gewihlt wurde, analog zum Vorgehen zur Losung der zweiten Problemstellung eine
Losung herleiten. Man bestimmt wiederum einen maximalen Trace fiir jeden beliebigen,
ausgezeichneten Knoten. Anschliefend sucht man eine Menge von [ ausgezeichneten Kno-
ten {v;,, vy, ..., v;,} €V, so dass fiir jede Kante e € E gilt: Es existiert ein ausgezeichne-
ter Knoten v; mit j € {i,42,...,4}, fiir den gilt, dass die Kante e in der Kantenmenge
des zuvor bestimmten maximalen Traces in v; enthalten ist, d.h. e € E(T'(v;)). Aus den
maximalen Traces in den Knoten v;,,v;,,...,v;, lassen sich die Teilgebiete der [ Post-
boten ableiten. Sollten diese maximalen Traces nicht paarweise kantendisjunkt sein, ist
es notwendig abschliefend die zu mehreren Teilgebieten zugeordneten Strafien eindeutig

zuzuordnen.

Abschlielend wird das nachfolgende Beispiel zur Rundgangsplanung in einem Museum

vorgestellt, welches ebenfalls auf den Regeln der SPP basiert.

Beispiel 2.6:

Ein Museum wurde fiir eine Ausstellung in vier Bereiche A - D unterteilt. Der in Ab-
bildung 2.25 dargestellte Graph G reprisentiere die Wege (Génge) und die Gabelungen
(analog zu den Kreuzungen) von Wegen in dem Museum. Der Museumseingang wird dabei
durch den Knoten vy abgebildet.

In den einzelnen Bereichen A — D sollen nun Rundgénge zur Betrachtung der Ausstel-
lungsstiicke geplant werden. Fiir jeden Rundgang wird ein Startpunkt festgelegt. Die vier
Startpunkte (pro Bereich einer) werden in Abbildung 2.25 durch die Knoten vy, vs, v3
und vy reprasentiert. Nach erfolgreicher Planung sollen die einzelnen Rundgénge durch
farbige Markierungen in den Museumsgéingen ausgewiesen werden. Die Planung erfolgt
unter folgenden Vorgaben: Durchlduft ein Besucher einen Rundgang, so entscheidet er sich
an jeder Gabelung fiir einen markierten Gang, welchen er zuvor noch nicht besucht hat.
Nachdem ein Besucher einen Rundgang durchlaufen hat, muss er alle Génge des Rund-

ganges genau einmal besucht haben und zum Startpunkt zuriickgekehrt sein. Zudem soll
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U1

Vo

Uy U3

Abbildung 2.25: Museumsgrundriss mit den Bereichen A - D

ein Rundgang moglichst viele Génge eines Bereiches enthalten. Auf Grund der Vorgaben
entspricht die Rundgangsplanung einem SPP. Im Graphen G werden maximale Traces in

v1, V9, v3 und vy gesucht. Von diesen lassen sich die entsprechenden Rundgénge ableiten.

In Abbildung 2.26 ist fiir den Graphen aus Abbildung 2.25 zunéchst eine maximale
Kreispackung farbig dargestellt.

Die maximale Kreispackung enthélt 16 Kreise, von denen jeweils vier Kreise genau einen
der Knoten v; (i = 1,...,4) enthalten. Die Vereinigung der jeweiligen vier Kreise ent-
spricht einem maximalen Trace in v;. Man sieht, dass der maximale Trace in v, alle
Kanten des Bereiches A enthélt. Dies gilt analog fiir die anderen drei Bereiche. Folglich
bilden alle Wege innerhalb eines Bereiches genau einen Rundgang, mit dem die Besu-
cher alle Ausstellungsstiicke des jeweiligen Bereiches sehen konnen. Ein entsprechender
Rundgangsplan ist an Hand des Graphen in Abbildung 2.25 farbig in der nachfolgenden
Abbildung 2.27 veranschaulicht.

Die schwarzen Kanten repréasentieren die einzelnen Wege vom Eingang zu den Startpunk-
ten der einzelnen Rundgénge. In jedem einzelnen Bereich sind alle Kanten mit der gleichen

Farbe markiert, da die entsprechenden Wege einen Rundgang bilden.
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Abbildung 2.26: Eine maximale Kreispackung auf dem gegebenen Beispielgraphen
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Abbildung 2.27: Museumsgrundriss mit den Rundgéngen in den Bereichen A - D
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In dem Beispiel wird deutlich, dass die Rundgangsplanung unter der Vorgabe zu den
SPP gehort. Weiterhin wurde veranschaulicht, dass das Auffinden eines entsprechenden
Rundgangsplans auf die Bestimmung einer maximalen Kreispackung zuriickgefiihrt wer-

den kann.

Nachdem verschiedene praktische Problemstellungen vorgestellt wurden, fiir deren Losung
man maximale Kreispackungen verwenden kann, wird in den folgenden Kapiteln die Be-
stimmung von v(G) und einer maximalen Kreispackung 7P(G) unabhéngig von einer

praktischen Problemstellung betrachtet.

2.3 Theoretische Ergebnisse zur Bestimmung maxi-

maler Kreispackungen

Sowohl das Auffinden einer maximalen Kreispackung P(G), als auch das Bestimmen der
Kreispackungszahl v(G) fiir einen Graphen G stellt ein Problem dar. Bislang wurde in den
dargestellten Beispielgraphen eine maximale Kreispackung exakt bestimmt, woraus sich
ebenfalls die Kreispackungszahl ergab. Es ist allerdings mdoglich, herzuleiten, welche Kreise
eine maximale Kreispackung enthalten muss, ohne dabei eine maximale Kreispackung
exakt zu bestimmen. In diesem Fall liegt keine exakte maximale Kreispackung vor und
v(G) lésst sich nicht ableiten. Ein Beispiel dafiir ist in Kapitel 4 zu finden. Ebenso kann

man in einigen Féllen v(G) bestimmen, ohne eine maximale Kreispackung zu kennen.

Es gibt Graphenklassen, fiir die beide Problemstellungen gelést wurden. Eine solche stellt
die Klasse der vollstdndigen Graphen K, dar.

Ein vollstindiger Graph K, = (V, E) ist ein Graph, fiir den gilt V' = {vy,vs,...,v,} und
E = {(v;,vj) | v;,v; € Vund i < j}.

Im Jahr 1971 zeigten Chartrand, Geller und Hedetniemi als erste in [21], dass fiir einen
Graphen K, gilt:
ni|n—1
K, == .
=[5

Eine entsprechende maximale Kreispackung besteht in fast allen Féllen ausschlieSlich aus

Kreisen der Lénge drei. Lediglich im Fall n mod 6 = 5 enthélt eine maximale Kreispackung
genau einen Kreis der Léange vier. Die iibrigen Kreise haben ebenfalls eine Lange von drei
(vel. [21], [38], [46]).
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Eine weitere Graphenklasse, fiir welche die Problemstellungen gelst wurden, ist die Klasse

der planaren Eulergraphen.

Ein planarer Eulergraph ist ein Eulergraph, welcher sich in der Ebene, ohne Uberschnei-

dung der Kanten, darstellen lésst.

Im Jahr 2001 zeigten Caprara, Panconesi und Rizzi in [16] und [17], dass man auf der
Basis von [39] einen Algorithmus angeben kann, mit welchem man in polynomieller Zeit

eine maximale Kreispackung fiir einen planaren Eulergraphen bestimmen kann.

In den nachfolgenden Kapiteln werden die beiden Problemstellungen fiir bestimmte Gra-
phen weiter untersucht. Dabei gibt es zwei verschiedene Ansétze. Zum einen kann man
sich, wie zuvor gesehen, spezielle Graphenklassen anschauen, und fiir diese Aussagen iiber
v(G) und eine entsprechende maximale Kreispackung P(G) formulieren. Dies erfolgt in

Kapitel 4 fiir die Familie der verallgemeinerten Petersen Graphen.

Zum anderen kann man versuchen, strukturelle Eigenschaften eines Graphen zu nutzen,
um fiir den entsprechenden Graphen G Aussagen iiber v(G) und P(G) zu machen. Eine

erste solche Eigenschaft liefert die Betrachtung des folgenden Beispiels.

Beispiel 2.7:
Gegeben sei folgender Graph G (Abbildung 2.28).

Abbildung 2.28: Ein Graph G

Fiir den Graphen ist in Abbildung 2.29 eine Kreispackung farbig skizziert.

Die dort angegebene Kreispackung ist maximal. Dies erkennt man, indem man den Gra-

phen in einer alternativen Darstellung betrachtet (vgl. Abb. 2.30). Es ist zu sehen, dass
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Abbildung 2.29: Eine Kreispackung fiir den Beispielgraphen G

der Graph aus vier Zusammenhangskomponenten besteht.

Fiir einen Graphen G = (V, E) ist eine Zusammenhangskomponente Z; ein Untergraph
Z; = (V(Z;), E(Z;)), fiir den gilt:

e Fiir zwei beliebige Knoten v,w € V(Z;) gibt es einen Weg W von v nach w mit
e € E(Z;) fir alle e € E(W).

e [iir jeden Knoten v € V(Z;) und jeden Knoten w € V(G) \ V(Z;) gibt es keinen

Weg von v nach w in G.

G ist die Vereinigung seiner Zusammenhangskomponenten. Besteht ein Graph aus genau
einer Zusammenhangskomponente, so nennt man ihn zusammenhdingend. Die Zusammen-
hangszahl x(G) ist definiert durch

X(G) := min{|V’'| | V\V' induziert einen nicht zusammenhéngenden Untergraphen von G}.

Die Zusammenhangszahl x(G) gibt eine Mindestanzahl an Knoten von G an, welche
man, zuziiglich aller mit diesen Knoten inzidenten Kanten, aus dem Graphen G entfernen
muss, so dass durch die {ibrigen Knoten ein nicht zusammenhingender Untergraph von

G induziert wird.
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Abbildung 2.30: Eine maximale Kreispackung fiir den Beispielgraphen G; mit vier Zu-
sammenhangskomponenten

Im Beispiel ist es fiir jede dieser Zusammenhangskomponenten 7, ..., Z, leicht, v(Z;)

und eine maximale Kreispackung P(Z;) fiir i = 1,...,4 zu bestimmen. Da nach [76]

v(Gy) = Zy(z,.)

=1

gilt, folgt v(G;) = 5.

In dem Beispiel wird deutlich, dass man die einzelnen Zusammenhangskomponenten eines
Graphen komponentenweise betrachten und daraus sowohl v(G;) als auch eine maximale

Kreispackung ableiten kann. Es gilt somit folgendes Lemma.

Lemma 2.3:
Fiir einen Graphen G seien Zy, Zs, ..., Z; die Zusammenhangskomponenten von G. Zu-

dem sei P(Z;) eine mazimale Kreispackung von Z; firi=1,...,t. Dann ist
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eine maximale Kreispackung von G und es gilt

Bewelis:
Siehe [76] O

Man kann vermuten, dass es ,einfacher” ist, v(G) und P(G) fiir einen Graphen G mit
wenigen Knoten und Kanten zu bestimmen. Daher stellt sich die Frage, ob es fiir zusam-
menhéngende Graphen ebenfalls Mdoglichkeiten gibt, diese in Untergraphen zu zerlegen
und nach deren Betrachtung Aussagen iiber v(G) zu machen. Ein Beispiel dafiir lieferte
der Contiguous USA Graph im Beispiel 2.3. Entfernt man aus dem Graphen den Kno-
ten vyy, entstehen zwei knotendisjunkte Untergraphen. Im Beispiel wurde bereits kurz
erldutert, dass sich in diesem Fall aus den Untergraphen und dem entfernten Knoten zwei

Graphen H; und Hs ergeben, welche man wiederum separat betrachten kann.

In Abbildung 2.31 ist beispielhaft ein Graph G = (V| E) dargestellt, fiir den gilt, dass der
durch V'\ {z} induzierte Untergraph von G nicht zusammenhéngend ist. Man nennt den

Knoten x einen Schnittknoten.

Abbildung 2.31: Veranschaulichung eines Graphen mit einem Schnittknoten x

Entfernt man den Schnittknoten x und alle mit x inzidenten Kanten aus dem Graphen,

so entstehen zwei Untergraphen G; und (5. Dies ist fiir den gegebenen Graphen G in
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Abbildung 2.32 zu erkennen.

Gy G

Abbildung 2.32: Veranschaulichung der Untergraphen G; und Gs

Betrachtet man einen Kreis als Knoten- und Kantenfolge, so muss jeder Kreis, welcher
sowohl Kanten aus E(Gp), als auch Kanten aus E(G3) enthalten soll, den Knoten z
mindestens zwei Mal enthalten. Dies ist ein Widerspruch zu der Definition eines Kreises.
Folglich existieren solche Kreise nicht und man kann in diesem Fall die Untergraphen
H, und Hs, welche sich aus den Graphen G bzw. Gy und dem Knoten z ergeben (vgl.
Abbildung 2.33), separat betrachten.

Allgemein ergibt sich folgendes Lemma.

Lemma 2.4:
Gegeben sei ein Graph G = (V(G), E(G)) mit einem Knoten x € V(G), fir den gilt, dass
der durch V(G)\ {x} induzierte Untergraph G nicht zusammenhingend ist. Zudem seien

Gy, ..., Gy die Zusammenhangskomponenten von G und
H; = (V(Gi) U{a}, E(Gi) U{(z,y) € E(G) |y € V(Gi)})

fir alle i = 1,...,t. Weiterhin sei P(H;) eine maximale Kreispackung fir H; mit

t=1,...,t. Dann st
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H, Hy

Abbildung 2.33: Veranschaulichung der Untergraphen H; und Hs

eine maximale Kreispackung von G und es gilt

Beweis:
Siehe [76] O

Im allgemeinen Fall kann man fiir einen zusammenhingenden Graphen G = (V, E) ei-
ne Menge von Knoten S C V' bestimmen, so dass die Knotenmenge V' \ S einen nicht
zusammenhéngenden Untergraphen induziert. Eine solche Menge S nennt man einen Kno-
tenseparator. Enthélt S mindestens zwei Knoten, ist es, analog zum zuvor beschriebenen
Vorgehen, moglich Untergraphen von G zu konstruieren, nach deren Analyse man Aus-
sagen iiber P(G) und v(G) machen kann. Dies wird im nachfolgenden Kapitel detailliert

erlautert.
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Kapitel 3

Die Bestimmung der
Kreispackungszahl und einer
maximalen Kreispackung unter der

Verwendung von Knotenseparatoren

In dem nachfolgenden Kapitel werden fiir bestimmte Graphen die Kreispackungszahl und
eine maximale Kreispackung unter der Zuhilfenahme von Knotenseparatoren bestimmt.
Dazu werden zunéchst die Knotenseparatoren eingefiihrt. Anschlieend werden zwei Spe-
zialfille betrachtet. Im abschlieSfenden Unterkapitel wird der allgemeine Fall dargestellt.
Erste Ergebnisse zum Zusammenhang von maximalen Kreispackungen und Knotensepa-
ratoren gab es im Jahr 2008 von P. Recht, J. Harant, D. Rautenbach und I. Schiermeyer.
Die Aussagen fiir die beiden Spezialfille sind zu grolen Teilen dem Arbeitspapier aus dem
Jahr 2008 entnommen und wurden in Zusammenarbeit mit P. Recht beweistechnisch kor-
rigiert und iiberarbeitet. Die im letzten Unterkapitel beschriebenen, wesentlichen Sétze

wurden gemeinschaftlich in [48] verdffentlicht.

Die Idee, Knotenseparatoren zur Bestimmung der Kreispackungszahl und einer maxima-
len Kreispackung eines Graphen G = (V, E) zu nutzen, basiert auf der Vermutung, dass es
in einem Graphen mit einer geringen Knoten- und Kantenanzahl im Allgemeinen , einfa-
cher® ist, eine maximale Kreispackung und die Kreispackungszahl zu bestimmen. Mittels
eines Knotenseparators soll der Graph G in zwei Untergraphen , aufgeteilt® werden. Die-
se Untergraphen werden modifiziert. In den modifizierten Untergraphen wird dann die
Kreispackungszahl und eine maximale Kreispackung bestimmt, um daraus v(G) und eine

maximale Kreispackung P(G) herzuleiten. Haben die Untergraphen wiederum eine grofie
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Anzahl an Knoten und Kanten, kann man diese im Allgemeinen mittels eines Knotense-
parators weiter unterteilen. Das beschriebene Vorgehen wird nachfolgend veranschaulicht.

Sei zunéchst die Definition eines k-Knotenseparators gegeben.

Sei G = (V, E) ein Graph und S,V;, Vo, C V paarweise disjunkte nicht leere Teilmen-
gen von V mit SUV; UV, = V. Die Knotenmenge S = {vy,...,v,} C V wird ein
k-Knotenseparator (oder kurz k-Separator oder Separator) genannt, falls keine Kante
e = (u,w) € F existiert, so dass u € V; und w € V;. Die Knoten vy, ..., v, bezeichnet

man als Separatorknoten.

Die Definition wird an Hand der nachfolgenden Abbildung 3.1 veranschaulicht.

Abbildung 3.1: Veranschaulichung eines k-Separators in einem gegebenen Graphen G

In Abbildung 3.1 ist ein Graph G mit einem Knotenseparator S = {vy, ..., v} dargestellt.
Die Knotenmenge V; entspricht der Menge der griin markierten Knoten. Die Menge V5
enthélt die rot markierten Knoten. Der Untergraph G\ S, welcher durch die Knotenmenge
V'\ S induziert wird, besteht aus zwei Zusammenhangskomponenten. Es gibt somit keine
zwei Knoten u € V) und w € V5, so dass eine Kante (u, w) € E existiert. Es ist zu erkennen,
dass die, durch Vj bzw. V5, induzierten Untergraphen G; und G5 zusammenhéngend sind.
Dies muss nicht gegeben sein. Fiir einen betrachteten Graphen gibt es im Allgemeinen
mehrere Separatoren mit einer unterschiedlichen Anzahl von Separatorknoten. Es kann

aber auch verschiedene Separatoren mit der gleichen Anzahl von Separatorknoten geben.
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Die Bestimmung der Zusammenhangszahl eines Graphen, sowie das Auffinden eines Se-
parators in einem gegebenen Graphen sind kein wesentlicher Bestandteil dieser Arbeit.
Es wird angenommen, dass ein entsprechender Separator vorab bestimmt wurde. Fiir das
Vorgehen zum Bestimmen eines Separators wird auf [10], [34] und [35] verwiesen. Diverse
Verfahren, mit denen man fiir einen Graphen einen k-Separator mit minimaler Kardina-
litédt bestimmen kann, sind bspw. in [51], [52], [55] und [65] beschrieben.

Es sei also im Folgenden G = (V, E) ein Graph und S = {vy,..., v} ein k-Separator
von (G. Zudem seinen V; und V5 wie zuvor definiert. Man betrachtet nun die beiden
Untergraphen G;, welche durch die Knotenmengen V;, fiir ¢ = 1,2, induziert werden,
sowie den durch S induzierten Untergraphen Gg. Die Untergraphen werden in Abbildung
3.2 an Hand des Graphen aus Abbildung 3.1 veranschaulicht.

G1 G2
Gs

Abbildung 3.2: Veranschaulichung eines k-Separators S mit den induzierten Untergraphen
Gl, G2 und GS

Fiir den Fall, dass |E(Gg)| > 0, wird der Graph G modifiziert. Dazu werden alle Kanten
aus E(Gj) unterteilt, indem man sie jeweils durch einen neuen Knoten und zwei Kanten
ersetzt. Fiir jede Kante e = (v;,v;) € E(Gg) wird ein Knoten v in G eingefiigt und e durch
zwel neue Kanten e; = (v;, u) und ey = (u, v;) ersetzt. Der Knoten u wird einer der beiden
Mengen V; oder V; zugeordnet. Man erhélt die Mengen V" und V5. Der modifizierte Graph
wird H genannt. Es gilt S, V;*, V' CV(H) mit VNS =0, V;NS =0, VNV, =0 und
ViUV U S = V(H). Zudem existiert keine Kante e = (u,w) € E(H), so dass u € V|
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und w € V5 ist. Folglich gilt |V(G)| < |V(H)|, v(G) = v(H) und S ist ein k-Separator
fiir den Graphen H. Das Vorgehen ist beispielhaft in der nachfolgenden Abbildung 3.3 zu
erkennen. Es wurde wiederum der Graph aus Abbildung 3.1 zu Grunde gelegt.

Abbildung 3.3: Veranschaulichung eines k-Separators S im Graphen H

Wie man sieht, wurden die beiden Kanten (v1,v3) und (vg,vg_1) durch je einen neuen
Knoten und zwei neue Kanten ersetzt. Diese sind in Abbildung 3.3 griin markiert. Die

beiden neuen Knoten wurden der Menge V) zugeordnet.

Da H lediglich durch das Unterteilen von Kanten aus G entsteht, gilt v(G) = v(H).
Daher kann im Folgenden immer von einem Graphen H ohne adjazente Separatorknoten
ausgegangen werden. Man betrachtet die zwei modifizierten Untergraphen H; und Ho.
Dabei sei Hy = (V(H,), E(H;)) der durch V(H;) := V;* U S induzierte modifizierte
Untergraph und Hy = (V(H3), E(Hs)) der durch V(H,) := V5" U S induzierte modifizierte
Untergraph von H. Fiir den Beispielgraphen H aus Abbildung 3.3 sind die modifizierten
Untergraphen in Abbildung 3.4 dargestellt.

Allgemein gilt offenbar:
v(H) > v(Hy) + v(Hs)

Die Gleichheit ergibt sich, falls eine maximale Kreispackung P(H) = {Ci,...,Cym)}
existiert, so dass fiir jeden Kreis C; mit j = 1,...,v(H) gilt, dass es i € {1,2} gibt,
so dass V(C;)NV;* = (). Das bedeutet, dass P(H) keinen Kreis erhilt, der sowohl Knoten
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H, H,

Abbildung 3.4: Veranschaulichung der modifizierten Untergraphen H; und H, des Gra-
phen H

aus V{*, als auch Knoten aus V5" hat. Ein Kreis in GG, der sowohl Knoten aus V¥, als auch

Knoten aus V; besitzt, wird als Ubergangskreis bezeichnet.

Zur Veranschaulichung der Ubergangskreise sei der Beispielgraph H aus Abbildung 3.3
erneut betrachtet (vgl. Abb. 3.5).

In der Abbildung ist zu erkennen, dass die blau markierten Kanten (sowie die griin mar-
kierten Kanten) keinen Ubergangskreis bilden. AusschlieBlich die rot markierten Kanten
ergeben einen Kreis, welcher sowohl Knoten aus V", als auch Knoten aus V5, enthilt.
Dieser Kreis ist demnach ein Ubergangskreis. Ist es nun zwingend notwendig, dass der rot

markierte Kreis in jeder maximalen Kreispackung von H enthalten ist, so folgt
v(H) > v(H;) + v(H,).

Um aus Groflen v(H;) und v(Hs) die Kreispackungszahl v(H) herzuleiten, ist es bei
der Analyse der modifizierten Untergraphen H; und H, notwendig, zu {iberpriifen, ob
es maximale Kreispackungen ohne Ubergangskreise gibt, bzw. wie viele Ubergangskreise
in jeder maximalen Kreispackung H mindestens enthalten sind. Dies erfolgt durch die

Hinzunahme einzelner Kanten bei der Analyse von H; und Hs. Dazu sei definiert:
H+F:=((V(H),EH)UF),

wobei F' C {(u,v) | u,v € V(H),u # v} eine Kantenmenge ist.
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H, H,

Abbildung 3.5: Veranschaulichung eines Ubergangskreises in den modifizierten Untergra-
phen H; und Hy des Graphen H

AuBlerdem sei fiir eine Kante e
H+e:=(V(H),E(H)U/{e}).

Analog sei H \ F := (V(H),E(H) \ F), wobei F C {(u,v) | u,v € V(H),u # v} eine
Kantenmenge ist und H \ e := (V(H), E(H) \ {e}) fiir eine Kante e.

Es sei zunéchst folgendes Lemma bewiesen.

Lemma 3.1:
Sei H ein Graph und P(H) eine mazimale Kreispackung wvon H. Fir
v,w eV seie = (v,w) ¢ E(H). Dann gelten die folgenden Aussagen:

1.) Es gilt:
v(H)<v(H+e)<v(H)+1

2.) Seien C;,C; € P(H) mit C; # C;, so gilt:

V(C)nV(C))] <2

Beweis:
1.) Es gilt v(H) < v(H + e), da eine maximale Kreispackung in H eine Kreispackung

fiir H +e ist. Zudem kann e hochstens in einem weiteren Kreis enthalten sein. Damit
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ergibt sich v(H +e) <v(H) + 1.

2.) Man nehme an, dass es in der maximalen Kreispackung P(H) zwei Kreise C; und
C; gibt mit |V(C;) N V(C;)| =: I > 3. Der Untergraph H = (V,E) von H mit
V =V(C;)UV(C;) und E = E(C;) U E(C;) enthélt mindestens drei Knoten v mit
§(v) = 4. Fiir jeden weiteren Knoten v ergibt sich §(v) = 2. Sei C C H ein Kreis,
dessen Knotenmenge mindestens einen und maximal / —1 Knoten aus V(C;) NV (C})
enthélt und H = H \ C. Ein solcher Kreis C existiert, da I > 3. Zur Konstruktion
von C betrachte man zwei Knoten v,z € V und nutze die vier kantendisjunkten
Wege von y nach z in H. Sei weiterhin A := {w € V(H) | 6(w) = 0}. Dann ist
H = (V(H),E(H)) mit V(H) = V(H)\ Aund E(H) = E(H) ein Graph, dessen
Knoten alle einen geraden Knotengrad haben. Weiterhin hat mindestens ein Knoten
den Grad vier. Damit enthilt H mindestens zwei Kreise und man kann C; und C}
in P(H) durch drei Kreise ersetzen. Dies ist ein Widerspruch zur Maximalitidt von
P(H). O

Die Aussage 1.) von Lemma 3.1 besagt, dass sich durch das Hinzufiigen einer Kante e zur
Kantenmenge eines Graphen dessen Kreispackungszahl nicht verringert und hochstens
um eins erhoht. Dies liegt daran, dass es moglich ist, mit der neu eingefiigten Kante
einen zusétzlichen Kreis zu finden. Es wird maximal ein zusétzlicher Kreis gefunden,
da die Kante in hochstens einem Kreis einer Kreispackung enthalten ist. Lemma 3.1
2.) besagt, dass zwei Kreise einer maximalen Kreispackung hochstens zwei gemeinsame

Knoten haben.

Das genaue Vorgehen zur Analyse der modifizierten Untergraphen H; und Hy wird in
den nachfolgenden zwei Unterkapiteln an Hand der Betrachtung von Graphen mit einem
2-Separator bzw. mit einem 3-Separator niher erlautert. Dazu sei folgende Definition

gegeben

Fiir einen Graphen H sei C(H) die Menge aller mazimalen Kreispackungen von H. Es sei
Co(H) :== {{C4,...,Coun} € C(H) | {C4,...,Coim} hat genau a Ubergangskreise}
und

Ceo(H) :=={{C4,...,Coun} € C(H) | {C4,...,Coim} hat hochstens a Ubergangskreise}.

Die Menge C,(H ) enthilt alle maximalen Kreispackungen von H mit genau a Ubergangs-

kreisen. Entsprechend beinhaltet die Menge C<,(H) alle maximalen Kreispackungen von
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H mit hochstens a Ubergangskreisen. Fiir die definierten Mengen lisst sich fiir ¢ = 0
und v(H), unabhéngig von der Anzahl der Separatorknoten eines k-Separators von H,
zeigen, dass v(H) = v(Hy) + v(H,) gilt, falls mindestens eine maximale Kreispackung

ohne Ubergangskreise existiert, somit Coy(H) # () ist.

Lemma 3.2:

Sei H ein Graph und S ein k-Separator von H, dann gilt

Co(H) # 0 genau dann, wenn v(H) = v(H,) + v(Hs).

Beweis:

=

Sei Co(H) # 0 und P(H) € Cy(H) eine maximale Kreispackung, dann lisst sich P(H)
darstellen als P(H) = P1(H)UP2(H) mit Py (H)NP2(H) = 0 und V(P (H))NV (Hy) = 0,
sowie V(Po(H)) NV (H,) = (. Es folgt, dass P;(H) eine maximale Kreispackung von H;
ist, da andernfalls P(H) nicht maximal ist. Damit folgt v(H) = v(H;y) + v(Ha).

=

Sei P;(H) eine maximale Kreispackung von H; fiir i = 1,2, so ist P(H) = P1(H)UP2(H)
eine maximale Kreispackung von H mit P(H) € Co(H). O

Fiir einen Graph H, welcher einen 1-Separator S = {z} besitzt, gilt immer, dass es eine
maximale Kreispackung ohne Ubergangskreise gibt. Dies wird in dem folgenden Lemma

gezeigt.

Lemma 3.3:

Sei H ein Graph mit einem 1-Separator S = {z} von H, dann gilt

Co(H) # 0.

Beweis:

Sei Co(H) = (). Sei i die kleinste Zahl, fiir die gilt C;(H) # 0 und P(H) € C;(H) eine
maximale Kreispackung. Es folgt, dass es eine Menge {C1,...,C;} € P(H) von Kreisen
aus P(H) gibt, fiir welche gilt x € V(C;),Vj =1,...,i. Seii > 1. Man betrachte den Kreis
Cy € {C4,...,C;} der Lange d(Ch). Dann ist Cy = (2,015, ..., V1, 1, %, V1,5 - - - ,vld(cl))
mit {v,,...,v1, ,} ©V(Hi) und {v1,,,, ..., v, } © V(Ha). Folglich hitte der Knoten

x in ' einen Knotengrad von vier, was der Definition eines Kreises widerspricht. 0J
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3.1 Aussagen fiir Graphen mit 2-Separatoren bzw.

3-Separatoren

In den folgenden Unterkapiteln werden ausschlieSlich Graphen betrachtet, welche mindes-
tens einen 2-Separator, bzw. mindestens einen 3-Separator haben. Wie zuvor beschrieben,
werden diese Graphen mittels der Separatoren in Untergraphen unterteilt und in der modi-
fizierten Form beziiglich der Ubergangskreise untersucht. Im letzten Unterkapitel werden

die Ergebnisse algorithmisch umgesetzt.

3.1.1 Aussagen fiir Graphen, die einen 2-Separator

enthalten

Im folgenden Unterkapitel sei H ein Graph, fiir den ein 2-Separator S = {x,y} existiert.
Wie zuvor festgelegt, enthalte H keine Kanten (z,y). Das folgende Lemma 3.4 liefert
die Aussage, dass es in einem Graphen mit einem 2-Separator immer eine maximale
Kreispackung mit einem oder keinem Ubergangskreis gibt. Eine Voriiberlegung dazu sei

zundchst in Abbildung 3.6 beispielhaft veranschaulicht.

H, H,

Abbildung 3.6: Veranschaulichung zweier Ubergangskreise in einem Graphen mit einem
2-Separator

In der Abbildung sind zwei Ubergangskreise C; (blau markiert) und C, (griin markiert)
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zu sehen. Man kann erkennen, dass man aus den beiden Kreisen zwei neue Kreise kon-
struieren kann, welche keine Ubergangskreise sind. Dabei ersetzt man in C; den Teil der
Knotenfolge, welcher Knoten aus H; enthélt, durch den Teil der Knotenfolge von Cf, wel-
cher Knoten aus Hs enthélt, und umgekehrt. Mit diesem Vorgehen kann man aus einer
Kreispackung mit zwei oder mehr Ubergangskreisen eine Kreispackung mit keinem oder

hochstens einem Ubergangskreis konstruieren. Somit erhilt man:

Lemma 3.4:

Sei H ein Graph und S = {x,y} ein 2-Separator von H, dann gilt

Cai(H) # 0.

Beweis:

Sei angenommen, dass C<;(H) = (), dann folgt Co(H) = Ci(H) = 0. Sei i die kleinste
Zahl, fiir die gilt C;(H) # 0 und P(H) € C;(H) eine maximale Kreispackung von H.
Damit ergibt sich, dass es eine Menge {C,...,C;} C P(H) von Kreisen aus P(H) gibt,
fir welche gilt x,y € V(C;) fiir alle j = 1,...,4. Es gilt ¢ > 2. Man betrachte die Kreise
C1,Cy € {C4,...,C;}. Der Kreis Cy bzw. Cy hat die Liange d(Cy), bzw. d(Cs). Dann ist

Cr = (T, V195, V11 Y Vlpyys - - - ,Uld(cl)) und Cy = (2, v2,, ..., V2 1, Y, V2, - ,v2d(02)).
O.B.d. A. sei angenommen, dass {vi,,...,v1, ,} C V(Hi) und {vi,, ;... 010, C
V(Hz), sowie {va,,..., vz ,} C V(Hi) und {vy,,,...,v9,,,} C V(Hs) gilt. Es seien
Cy = (2,015, -, V1,_,,Y, V9 5., 0a,) und Co = (y,vgm,...,vgd(02>,x,vld(cl),...,vlkﬂ)

zwei neue Kreise. Man ersetze C; und Cy in P(H) durch C; und Cs. In diesem Fall erhilt
man wieder eine maximale Kreispackung mit i — 2 Ubergangskreisen. Dies ist ein Wider-
spruch zur Aussage, dass i die Mindestanzahl von Ubergangskreisen in einer maximalen

Kreispackung von H ist. U
Unter Ausnutzung von Lemma 3.2 und 3.4 kann man weiterhin das Folgende zeigen:

Lemma 3.5:

Sei H ein Graph und S = {x,y} ein 2-Separator von H, dann gilt

Co(H) =0 und C;(H) # 0 genau dann, wenn v(H) = v(Hy) + v(Hs) + 1

Beweis:

=

Wegen Lemma 3.2 ergibt sich v(H) > v(H;) + v(Hz) + 1. Eine maximale Kreispackung
P(H) € C; hat genau einen Ubergangskreis und damit héchstens v(Hy ) +v(Hy)+1 Kreise.
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<~
Wegen Lemma 3.2 folgt Cy = () und Lemma 3.4 liefert C; # (). O

In den beiden Lemmata 3.4 und 3.5 werden ausschlieflich Aussagen iiber den Zusam-
menhang von v(H) und der Anzahl von Ubergangskreisen in einer maximalen Kreispa-
ckung von H gemacht. Es ist allerdings auch moglich, aus der Struktur der modifizierten
Untergraphen H; und H,, Riickschliisse auf v(H) zu ziehen. Dazu betrachte man die
Graphen H; + e fir i = 1,2 und e = (z,y). Es ist zu iiberpriifen, ob i existiert, so dass
v(H; +e) > v(H;). Ist dies nicht der Fall, kann man durch die Vereinigung einer maxi-
malen Kreispackung von H; mit einer maximalen Kreispackung von Hj eine maximale
Kreispackung von H erzeugen. Zudem kennt man v(H) als Summe der Kreispackungs-
zahlen aus H; und H,. Umgekehrt gilt, dass eine maximale Kreispackung von H einen
Ubergangskreis haben muss, falls sich v(H; + e) > v(H;) fiir alle i = 1,2 ergibt. Dieser
Sachverhalt wird in Abbildung 3.7 verdeutlicht.

H, Hy

Abbildung 3.7: Veranschaulichung des Hinzufiigens der Kante e zu H; und Hy

Es ist zu erkennen, dass die Kanten des Weges W, (blau markiert) von x nach y in H; in
der Kantenmenge einer maximalen Kreispackung von H; nicht enthalten sind. Gleiches
gilt fiir die Kanten des Weges W, (griin markiert) in Hy. Mit der zugefiigten Kante e in
H, bzw. in Hy ergibt sowohl W; in H;, als auch W5 in Hy einen zusétzlichen Kreis. In
diesem Fall kann man durch die Vereinigung von W; und W5 in H einen zusétzlichen Kreis
konstruieren. Es gilt also keine Gleichheit und somit v(H) > v(H;) + v(Hz). Allgemein
ergibt sich folgender Satz.



Aussagen fiir Graphen, die einen 3-Separator enthalten 60

Satz 3.6:
Sei H ein Graph und S = {z,y} ein 2-Separator von H. Dann sind folgende Aussagen

dquivalent

1.)v(H) =v(H,) + v(H,)

2.)3i € {1,2} mit v(H; +e) = v(H;)
Beweis:
1.)=2)
Es sei angenommen, dass gilt v(H; + ) > v(H;) fiir alle ¢ = 1, 2. Dann gibt es fir H; + e
eine maximale Kreispackung P(H; 4 ¢) mit genau einem Kreis C; € P(H; + e), fiir den
gilt e € FE(C;). BEs sei P(H) = (P(H, + ¢) UP(Hy + ¢)) \ {C1,Co} U {C} eine neue
Kreispackung mit C' = (C; \ {e}) U (Cy \ {e}). Diese hat v(H, +€) + v(Hy +¢e) —2+1
Kreise. Da v(H, +e¢e)+v(Ho+e)—2+1 =v(H)) +v(Hy)+2—2+1=v(H) +v(Hy) +1,

ist dies ein Widerspruch zu 1.).

2)=1)

Es sei angenommen, dass v(H) = v(H;)+v(H,)+1 gilt. Mit Lemma 3.5 folgt, dass Co = ()
und C; # (). Damit existiert eine maximale Kreispackung P(H) € C;. Diese ldsst sich
darstellen als P(H) = P(H;) UP(Hy) U {C"}, wobei P(H;) eine maximale Kreispackung
von H; und C" ein Ubergangskreis ist. Folglich existiert in Hj fiir alle i = 1, 2 eine maximale
Kreispackung P(H;) und einem Weg W, = (z,...,y), wobei fiir alle Kanten ¢ € E (W)
gilt ¢ ¢ E(P(H;)). Damit folgt aber, dass v(H; + e) > v(H;) fiir alle i = 1,2, was einen
Widerspruch zu 2.) darstellt. O

3.1.2 Aussagen fiir Graphen, die einen 3-Separator

enthalten

Im folgenden Unterkapitel sei H ein Graph mit einem 3-Separator S = {z,y, z}. Dann
lisst sich zeigen, dass es immer eine maximale Kreispackung mit hochstens drei Uber-

gangskreisen gibt.

Lemma 3.7:

Sei H ein Graph und S = {x,y, z} ein 3-Separator von H, dann gilt

C<s(H) # 0.



Aussagen fiir Graphen, die einen 3-Separator enthalten 61

Beweis:

Sei C<3(H) = (), dann folgt Co(H) = C1(H) = Co(H) = C3(H) = 0. Sei i die kleinste
Zahl, fiir die gilt C;(H) # 0 und P(H) € C;(H) eine maximale Kreispackung. Es folgt,
dass es eine Menge {C},...,C;} C P(H) von Kreisen aus P(H) gibt, fiir welche gilt,
dass zwei Knoten w/,w’ € S mit v/,w’ € V(C;) fiir j = 1,...,i gibt. Es gilt ¢ > 4.

Bei mindestens vier Kreisen gibt es mindestens zwei Kreise C}, C,. € {C}, ..., C;}, fir die
gilt v/ = v" und w’ = w". O.B.d. A. seien dies die Kreise C,Cy € {C},...,C;} und
u' = u? =2 und w' = w? = y. Der Kreis Cy = (2,015, .+, V1,1, Yy Vipyys - -5 Vigee,,) DZW.

Cy = (@, v25,...,V2 1, Y, V2, -, V2, ) hat die Lange d(C1) bzw. d(Cs). O.B.d. A.
gilt {v1,,..., v} C VI(H1) und {vi, ;... vy, © V(Hz), sowie {vs,,... 05} C
V(Hy) und {vg, s, V20, } © V(H2). Es sei Cy = (2,014, -, V1,_,, Y, V2y_s---,V2,) und
Co = (Y, V2,4, s V2400 L VLo - - - ,V1,,,)- Man ersetze C; und C; in P(H) durch C,
und Cy. Die Kreispackung Ppe,(H) = P(H) \ (C1 U Cs) U (Cy U Cy) ist maximal und
hat i — 2 Ubergangskreise. Dies ist ein Widerspruch dazu, dass i die Mindestanzahl von

Ubergangskreisen in einer maximalen Kreispackung von H ist. U

Mit Lemma 3.7 lésst sich folgendes Lemma beweisen, welches einen Zusammenhang zwi-

schen der Mindestanzahl von Ubergangskreisen einer maximalen Kreispackung von H und
v(H) herstellt.

Lemma 3.8:

Sei H ein Graph und S = {x,y, 2z} ein 3-Separator von H. Dann gelten folgende Aussagen:

1.) Wenn Co(H) = 0 und C1(H) # 0, dann folgt v(H) = v(Hy) + v(Hy) + 1

2.) Wenn Co(H) = C1(H) = 0 und Co(H) # 0, dann folgt v(H) = v(Hy) + v(Hs) + 1
oder v(H) = v(Hy) + v(Hs) + 2

3.) Wenn Co(H) = C1(H) = Co(H) =0, dann folgt v(H) = v(Hy) + v(Hy) + 1
Beweis:
1.) Wegen Lemma 3.2 folgt v(H) > v(H;) + v(Hs) + 1. Eine maximale Kreispackung
P(H) € C; hat genau einen Ubergangskreis und damit hochstens v(H;) + v(Hsy) + 1

Kreise.

2.) Wegen Lemma 3.2 folgt v(H) > v(H;) + v(Hz) + 1. Eine maximale Kreispackung
P(H) € C, hat genau zwei Ubergangskreise und damit hochstens v(Hy) + v(Hy) +2

Kreise.

3.) Auf Grund von Lemma 3.2 folgt v(H) > v(H;) + v(Hz) + 1. Aus Lemma 3.7 folgt
zudem C3(H) # 0. Sei P(H) € C3(H) eine maximale Kreispackung von H und
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C,C",C" € P(H) die drei Ubergangskreise von P(H) mit z,y € E(C), z, 2 € E(C")
und y,z € F(C”). Dann ist (C U C" U C”) N H; ein Untergraph von H; fiir alle
¢ = 1,2, welcher mindestens einen Kreis C; enthélt. Betrachtet man die Kreis-
packung P(H) = P(H)\{C,C",C"}U{C}, Cs}, so hat P(H) keine Ubergangskreise
und damit hochstens v(Hy) 4+ v(Hs) Kreise. Daraus folgt v(H) < v(H;) +v(Hs)+1
und damit die Behauptung. U

In Lemma 3.8 ist vorausgesetzt, dass jede maximale Kreispackung mindestens einen Uber-
gangskreis enthélt und daher v(H) > v(H;) + v(Hy) + 1 gilt. Es wird bewiesen, dass
v(H) = v(Hy) + v(Hz2) + 2 nur in dem Fall auftreten kann, dass jede maximale Kreispa-
ckung mindestens zwei Ubergangskreise enthilt und eine mit genau zwei Ubergangskreisen
existiert. In allen anderen Féllen gilt v(H) = v(H;) + v(Hs) + 1. Aus Lemma 3.8 folgt
somit, dass

v(H) <v(Hy) +v(Hy) + 2.

Mit Lemma 3.7 kann man zudem den folgenden Zusammenhang zwischen v(H) und den
Kreispackungszahlen der modifizierten Untergraphen H; und H, beweisen. Die Beweis-
idee ist dabei dieselbe, wie im Fall des 2-Separators. Die Idee wird im Anschluss an das

Lemma noch einmal graphisch veranschaulicht.

Lemma 3.9:
Sei H ein Graph, S = {x,y,z} ein 3-Separator von H und F = {(z,y), (z,2), (y,2)}.

Dann sind die folgenden Aussagen 1.) und 2.) dquivalent

1.)v(H) > v(Hy) +v(Hs) + 1
2.) Von den folgenden Aussagen (a)-(c) ist mindestens eine erfillt

(a)3e € F mit v(H; + e) = v(H;)+ 1 fir allei = 1,2.
(b)3e, f € F mit v(H; + {e, f}) > v(H;) + 1 fir allei = 1,2 und
30 e {1,2} mit v(H,; + {e, f}) = v(H;) + 2
(c)v(H; + F) =v(H;)+2 fir allei=1,2.
Beweis:

1) «<=2)

Die Aussagen (a)-(c) werden separat betrachtet:

(a) Sei Aussage (a) erfiillt, dann gibt es fiir H;+¢ eine maximale Kreispackung P(H;+e)
mit genau einem Kreis C; € P(H; + e), fiir den gilt e € E(C;). Man bilde eine
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neue Kreispackung P(H) = (P(H, 4+ ¢) UP(Hy + ¢e)) \ {Cy, Co} U {C}, fiir die gilt

é:

(Cy\ {e}) U (Cy\ {e}). Diese hat v(H; + e) + v(Hy + e) — 2 + 1 Kreise. Da

v(Hi+e)+v(Hy+e)—2+1=v(H)+v(Hy)+2—-24+1=v(H)+v(H)+1
folgt 1.).

(b) Sei Aussage (b) erfiillt. Dann sind zwei Félle zu unterscheiden:

(D

(1)

Sei v(H;+{e, f}) = v(H;)+2 fiir alle ¢ = 1, 2. Es gilt (a) sowohl fiir die Kante
e, als auch fiir die Kante f. Damit folgt 1.).

Es sei v(H; + {e,f}) = v(H;) + 2 fiir ein ¢ € {1,2}. O.B.d. A. sei
v(Hi+{e, f}) =v(Hy)+ 1 und v(Hy+{e, f}) = v(Hs) + 2. Damit gilt fiir jede
maximale Kreispackung P(Hy+{e, f}) in Hy+ {e, f}, dass folgende Form vor-
liegt P(Ha+{e, f}) = {Ch, ..., oy YUCLUC, mit e € E(Cy) und f € E(Cy).
Folglich enthélt die Kreispackung P(Hs + {e, f}) \ {Cz, Co} insgesamt v(Hy)
kantendisjunkte Kreise. Weiterhin existieren fiir e = (x,y) und f = (y, z) zwei
Wege Wi = (z,...,y) = Co\{e} und W2 = (y,...,2) = Co\{f}, welche eben-
falls zueinander und zu den Kreisen in P(Hs+ {e, f})\{Cs, Cs} kantendisjunkt

sind.

Fiir Hy + {e, f} sind wiederum zwei Félle zu unterscheiden:

(II.1) Es existiert eine maximale Kreispackung P(H; + {e, f}), fiir die gilt

e € E(P(H, +{e, f})) und f ¢ E(P(Hi + {e, f})). Dann ist fiir die
Kante e Aussage (a) erfiillt und es folgt 1.).

(I1.2) Fiir jede maximale Kreispackung P(H; + {e, f}) gilt e, f € E(P(H, +

{e, f})). Dann gibt es erneut zwei Unterfélle:

(I1.2.1) Es sei angenommen, dass ein Kreis C; € P(H; + {e, f}) mit
e, f € E(C)) existiert. Die Kreispackung P(H; + {e, f}) \ {C1} enthilt
dann insgesamt v(H;) kantendisjunkte Kreise. Weiterhin existieren in
C) fir e = (z,y) und f = (y,2) zwei Wege W! = (x,...,y) und

W2 = (y,...,z), welche ebenfalls zueinander und zu den Kreisen in
P(H, + {e, f}) \ {C1} kantendisjunkt sind. Dann ist fiir die Kanten
g = (z,z) die Aussage (a) erfiillt, da die Kante g zusammen mit

Wl U W? einen Kreis bilden. Zusitzlich gibt es in Hy + ¢ und in
P(Hs+{e, f}), abgesehen von den beiden Wegen, noch v(H,) disjunkte
Kreise. In der Kreispackung P(H; + {e, f}) kann man einfach die bei-
den Kanten e, f durch die Kante g ersetzen und die neue Kreispackung

hat ebenfalls v(H;) + 1 Kreise.
(I1.2.2) Alle maximalen Kreispackungen P(H; + {e, f}) enthalten zwei Kreise
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Cy und C fiir die gilt e € E(Cy) und f € E(Cy). Dann ist
P(H) = P(Hy + {e, f}) \ {C2, Co} UP(H, + {e, f}) \ {C1, C1}

U{(Ci\ {e}) U(C\ {eDF U{(C\{fH U (C\{f D)}

eine Kreispackung mit v(Hs) +2 — 2+ v(H;) +1 -2+ 1+ 1 Kreisen.
Diese Kreispackung ist nicht zwingend maximal. Es ergibt sich 1.), da
v(Hy) +2—-24v(H)+1—-2+1+1=v(H) +v(H)+ 1.

(c) Sei nun Aussage (c) erfiillt. In H;+ F existiert entweder eine maximale Kreispackung
P(H; + F) ={Ch,...,Cyuy} U{C}U{C!} mit E(C))NF #0, E(C/)NF # 0
und {E(C), ..., E(Cym,))} N F = 0 oder alle maximalen Kreispackungen sind von
der Form P'(H; + F) = {C1,...,Cy,)-1} U{C;} U{C!} U{C/"} mit e € E(CY),
fe EC!) und g € E(C!").

Angenommen, es existiert ¢ € {1,2}, so dass es in H; + F eine maximale
Kreispackung P(H; + F) gibt, fiir die gilt FF C E(P(H; + F)). O.B.d. A. sei
F C E(P(H,+ F)) und e = (z,y) € E(C}), sowie f = (y,2),9 = (z,2) € E(CY).
Dann enthélt die Kreispackung P(H; + F) \ {C{,C{} insgesamt v(H,;) kanten-
disjunkte Kreise und es existieren zwei Wege W} = (z,...,y) = C; \ {e} und
Wi=(y,...,x) = C}\ {f, g}, welche zueinander und zu den v(H;) iibrigen Krei-
sen kantendisjunkt sind. Dann ist P(H;) = P(H, + F) \ {C},C{} u (W}l U W})
eine Kreispackung in H; mit v(H;) + 1 Kreisen, was einen Widerspruch zu v(H;)
darstellt. Damit gilt fiir eine maximale Kreispackung der Form P(H; + F'), dass
FNE(P(H; + F)) # F ist. Man unterscheidet nun drei Félle, welche nicht zwin-
gend disjunkt sind.

(U1) Fiir alle 4 = 1,2 existiert mindestens eine maximale Kreispackung der Form
P(H;+ F). Dann gibt es eine Kante ¢; € F' mit ¢; ¢ E(Pp,+r) fur allei = 1,2.
Man betrachte zwei Falle

(Ul.1) ¢1 = g2 = e: Damit ist fur die Kante f (bzw. g) die Aussage (a) erfiillt und
es gilt 1.).

(Ul.2) e = q1 # g2 = f: In diesem Fall ist Aussage (a) fiir die Kante g erfiillt und
es gilt 1.)

(U2) Fiir alle ¢ = 1,2 existiert mindestens eine maximale Kreispackung der Form
P'(H; + F). Dann ist

P(H) = P'(H, + F)\{C},C1, CT"} UP'(Hy + F)\ {C5, O3, O3}
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@i\ {ehu (@ \{eDu{(CI\{FH u(C N\ UL\ {gH U (G \ {g})}

eine Kreispackung von H mit v(H,) + v(H,) + 1 Kreisen und Aussage 1.) ist
erfiillt.

(U3) O.B.d. A. sei gegeben, dass in H; alle maximalen Kreispackungen die Form
P(H; + F) und in H, alle maximalen Kreispackungen die Form P'(Hy + F')
haben. Dann gibt es eine Kante e € F' mit e ¢ E(P(H; + F')). Folglich ist fiir
die Kanten {f, g} Aussage (b) erfiillt und es gilt 1.).

1.)=2)

Es gilt v(H) > v(H,) +v(Hz) + 1 und nach Lemma 3.2 und 3.7 existiert fiir H eine maxi-
male Kreispackung mit der kleinsten Anzahl a von Ubergangskreisen mit 1 < a < 3.
Diese hat die Form P(H) = {Ci....,Ci,} U {Ciks1,...,Criqn,} U {Cy,...,Cl} mit
{C1....,C, } CTH,{Cxs1,-- -, Cryiky t € Hyund v(H) = ky + ko +a. Es gilt ky < v(H;)
und ky < v(H,). Jeder Ubergangskreis C! hat genau zwei Knoten u’,v' € {z,y,z}. Es
gilt {u’, w'} # {u?, wi} fiir alle i # j. Es sei F' = {(v®,w?) | i =1,...,a}, dann sind zwei

Falle zu unterscheiden

(I) Es sei @ = 1 und |F’| = 1: Dann folgt wegen v(H;) + 1 > v(H; + F') > k; + 1
fir alle ¢ = 1,2 (vgl. Lemma 3.1 und die Darstellung von P(H)), dass gilt
v(Hy)+v(Ho)+2 > v(Hi1+F')+v(Hoy+ F') > ky+ko+2. Mit ky+-ko+2 = v(H)+1 >
v(Hy) + v(Hs) + 2 ergibt sich die Gleichheit und somit v(H; + F') = v(H;y) + 1,
sowie v(Hy + F') = v(H,) + 1. Folglich ist Aussage (a) erfiillt.

(IT) Es sei @ > 1 und |F’| = a: Man erhélt wegen v(H;) +2 > v(H; + F') > k; + a fiir
alle i = 1,2, dass gilt v(Hy) +v(Hy) +4 > v(Hi+ F') +v(Hy + F') > ki + k2 + 2a.
Weiterhin gilt k1 + ko +2a = v(H) +a > v(H,) + v(Hs2) + a + 1. Somit ergibt sich
v(Hy) +v(He) +4 > v(Hy) +v(Hs) +a+ 1.

Sei a = 2, so folgt v(Hy)+v(Hs)+4 > v(Hi+F')+v(Hy+ F') > v(Hy) +v(H2)+3
und Aussage (b) gilt.

Sei a = 3, so folgt v(Hy)+v(Hs)+4 > v(Hi+F')+v(Hy+ F') > v(Hy)+v(Hs) +4.
Daher ist v(H; + F') = v(Hy) +2 und v(Hy + F') = v(H3) + 2 und (c) ist erfillt.dd

Die Aussage von Lemma 3.9 2.) (a) wurde bereits in Abbildung 3.7 veranschaulicht. In
Lemma 3.9 2.) (b) werden zwei Kanten in H; bzw. Hy hinzugefiigt. Dies ist beispielhaft in
Abbildung 3.8 dargestellt. Dabei wurden die Graphen H; und H, jeweils um die Kanten
e = (z,y) und g = (y, z) erweitert.
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H, H,

Abbildung 3.8: Veranschaulichung des Hinzufiigens der Kanten e und ¢ zu H; und H,

Es gibt sowohl in H;, als auch in Hs, eine maximale Kreispackung, welche die Kanten
des jeweiligen Weges W (griin markiert) bzw. W2 (blau markiert) fiir alle ¢ = 1,2 nicht
enthélt. Dadurch erhoht sich durch das Zufiigen der Kanten e und g in beiden Untergra-
phen die Kreispackungszahl um zwei. In einer maximalen Kreispackung von H ergeben
die Wege W} und W, sowie die Wege W2 und W2, insgesamt zwei Ubergangskreise. Folg-
lich enthilt jede maximale Kreispackung von H mindestens zwei Ubergangskreise und es
ergibt sich v(H) > v(H;) + v(Hs). Lemma 3.9 2.) (c¢) kann man analog veranschaulichen.
Es ist allerdings zu beriicksichtigen, dass die drei eingefiigten Kanten e, f und g einen

Kreis bilden. Aus Lemma 3.9 folgt weiterhin sofort:

Korollar 3.10:
Sei H ein Graph, S = {x,y,z} ein 3-Separator von H und F = {(z,vy), (z,2),(y,2)},
dann gilt

Co(H) # 0 genau dann, wenn keine der drei Bedingungen aus Lemma 3.9 2.) erfiillt ist.

In Lemma 3.9 wurden Bedingungen hergeleitet, unter welchen v(H) > v(H,) +v(Hy) +1
gilt. Ebenso ist es moglich weitere Bedingungen anzugeben, mit welchen sich fiir die
Kreispackungszahl v(H) = v(H;) + v(Hs) + 2 ergibt. Man betrachte folgenden Satz:
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Satz 3.11:
Sei H ein Graph, S = {x,y,z} ein 3-Separator von H und F = {(z,y), (z,2),(y,2)}.

Dann sind die folgenden Aussagen 1.) und 2.) dquivalent

1.)v(H)=v(H)) +v(Hy) +2

2.) Es existieren zwei Kanten e, f € F' mit e # f, so dass folgende Bedingungen erfiillt

sind

(a) v(H; +e) > v(H;) fir allei = 1,2

(b)v(H; +{e, f}) > v(H; +e) fir allei=1,2
Beweis:
1) =2)
Aus Lemma 3.8 kann man folgern, dass Co(H) = C; = 0 und Cy # 0 gilt. Es sei
P(H) = {C,...,Coim} € Co(H) eine maximale Kreispackung von H mit zwei Ubergangs-
kreisen C,C" € P(H). In diesem Fall kann man die Kreispackung P(H) darstellen durch
P(H) =A{C1, ... Coti) } Y{Com) 115 - Cotin)4u(i)  U{C U {C"}, wobei fiir die Mengen
{C1, ..., C',,(Hl)} = P(H;) € H; und {CV(H1)+17 - CV(H1)+V(H2)} = P(Hy) C H, gilt.
O.B.d. A. gelte z,y € V(C) und y, z € V(C"). Damit ergibt sich in H; mit der maximalen
Kreispackung P(H;) mit v(H;) Kreisen, dass es in H; \ P(H;) zwei kantendisjunkte Wege
Wl = (z,..,y) und W? = (y, ..., z) gibt. Wihlt man nun e = (z,y) und f = (y, 2), so

(2

folgt v(H; +¢e) > v(H;) und v(H; + {e, f}) > v(H; + e) fiir alle i = 1, 2.

1) < 2)
Mit Bedingung (a) ist die Bedingung 2.)(a) aus Lemma 3.9 erfiillt. Damit folgt
I/(H) > I/(Hl) + I/(HQ) + 1.

Sei H' = (H +e) + e und H] = H; + e. Aus Bedingung (b) folgt v(H, + f) > v(H]) fur
alle i = 1,2. Somit erfiillt H! die Bedingung 2.)(a) aus Lemma 3.9 fiir die Kante f und
es folgt v(H') > v(H) + v(Hj) + 1.

Auf Grund von Bedingung (a) ergibt sich v(H]) > v(H;) + 1 und man erhilt
v(H") > v(H))+v(H)) +1>v(Hy )+ v(Hs2) + 3. Es gilt aber v(H') = v(H) + 1. Daraus
folgt v(H) 4+ 1 > v(Hy) + v(Hz2) + 3 und damit v(H) > v(H;) + v(Hs) + 2. Aus Lemma
3.8 ist allerdings bekannt, dass v(H) < v(H;) + v(Hz) + 2. Es folgt die Behauptung 1.).00

Aus den Lemmata 3.8 - 3.9 und Satz 3.11 kann man schliefien, dass v(H) = v(H;) +v(H,)
gilt, falls keine der Bedingungen aus Lemma 3.9 2.) bzw. Satz 3.11 2.) erfiillt sind.

Nachdem nun einige Aussagen zur Herleitung von v(H ) gemacht wurden, kann man damit

die Aussagen aus Lemma 3.8 verbessern. Sei dazu zunéchst Lemma 3.8 2.) betrachtet:
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Lemma 3.12:
Sei H ein Graph und S = {x,y,z} ein 3-Separator von H. Dann sind die folgenden

Aussagen 1.) und 2.) dquivalent

2 )v(H)=v(Hy) +v(Hy) + 2
Beweis:
1) =2)
Es sei P(H) = {Ch,...,Com)—2} U{C'} U {C"} € Cy(H) eine maximale Kreispackung
von H mit den zwei Ubergangskreisen C’,C” € P(H). O.B.d. A. gelte z,y € V(C') und
z,z € V(C"). Mit e = (z,y) und f = (z, z) sind die Bedingungen aus Satz 3.11 2.) erfiillt
und es folgt v(H) = v(H;) + v(Hs) + 2.

1) < 2)
Wegen Lemma 3.8 1.) gilt Co(H) = C;(H) = 0 und wegen Lemma 3.8 3.) folgt Co(H) # 0.0

Es wurde somit gezeigt, dass im Falle v(H) = v(H;) + v(Hs) + 2 gilt, dass jede maximale
Kreispackung von H mindestens zwei Ubergangskreise besitzt und es zudem immer eine
maximale Kreispackung von H mit genau zwei Ubergangskreisen gibt. Bislang ist es aller-
dings fiir den Fall v(H) = v(H,)+v(Hs)+1 nicht klar, ob es eine maximale Kreispackung
mit genau einem Ubergangskreis gibt, oder ob jede maximale Kreispackung mindestens
drei Ubergangskreise besitzt. In dem nachfolgenden Lemma wird eine Bedingung formu-

liert, unter der es eine maximale Kreispackung in H mit genau einem Ubergangskreis gibt.

Lemma 3.13:
Sei H ein Graph, S = {x,y,z} ein 3-Separator von H und F = {(x,y), (z,2), (y,2)}.
Zudem sei v(H) = v(Hy) + v(Hs) + 1. Dann sind die folgenden Aussagen 1.) und 2.)

dquivalent

1.)Co(H) =0 und C(H) # 0

2.)3e € F mit v(H; + ¢) > v(H;) fir allei =1,2

Beweis:
1) =2)
Essei P(H) = {C1,...,Cypm)-1} U{C'} € C1(H) eine maximale Kreispackung von H mit
genau einem Ubergangskreis ¢’ € P(H). Man kann annehmen, dass z,y € V(C"). Folg-
lich kann man die Kreispackung P(H) darstellen durch P(H) = P(H,) U P(H,) U {C"}
mit P(H,) = {C1,...,Comy_1} N Hy und P(Hy) = {C1,...,Coiar_1} N Ha, sowie
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P(H,) UP(Hy) = {C4,...,Cyim)_1}. Die Kreispackung P(H,;) hat héchstens v(H;) und
die Kreispackung P(H,) hichstens v(H,) Kreise. Da allerdings v(H) = v(H,)+v(Hs) +1
vorausgesetzt wird, folgt mit v(H) — 1 = v(H;) + v(H,), dass P(H;) genau v(H;) und
P(H,) genau v(H,) Kreise enthélt. Betrachtet man den Ubergangskreis C’ und die Kante
e = (x,y), so folgt, dass P(H,)U((C"NH,)U{e}) eine maximale Kreispackung fiir H; +e
und P(H,) U ((C' N Hy) U {e}) eine maximale Kreispackung fiir H, 4 e ist. Damit ist die
Bedingung 2.) erfiillt.

1) < 2)
Da v(H) = v(H;) + v(Hs) + 1 gilt, folgt Co(H) = 0.

Sei P(H;+e) = {Cy,, ..., Cpm,) yU{C;} eine maximale Kreispackung von H;+e. O.B.d. A.
gilt e € E(C!). Dann ist P(H) = P(H, + e) UP(Hy 4+ €) \ {C},C4} U ((C)\ {e}) U
(C4\ {e})) eine Kreispackung von H mit v(H;) + v(Hs2) + 1 Kreisen. Auf Grund der
Voraussetzung ergibt sich, dass 75(H ) eine maximale Kreispackung von H mit genau
einem Ubergangskreis ist. Damit gilt Cy(H) # (. OJ

Aus Lemma 3.13 lédsst sich ableiten, dass im Fall v(H) = v(H;) +v(Hy)+ 1 eine maximale
Kreispackung von H mindestens drei Ubergangskreise haben muss, falls die Bedingungen

aus 2.) nicht erfiillt sind.

Es soll nun noch nachfolgend eine alternative Methode aufgezeigt werden, um im Fall
v(H) = v(Hy) + v(Hy) + 1 zu bestimmen, ob Ci(H) # 0 gilt. Dazu sei die folgende

allgemeine Notation gegeben:

Sei H = (V, E) ein Graph mit einem k-Separator S und F' = {(v;,v;) € E | v;,v; € S}.
Zudem sei e = (z,y) € F. Dann bezeichnet der Graph H +2¢é einen modifizierten Graphen
von H. Der Graph H + 2¢ entsteht durch das Hinzufiigen zweier Knoten wy, ws ¢ V(H)

und den entsprechenden Kanten (z,w;), (x,ws), (y, w;) und (y,ws). Damit ist
H+2¢é= (V(H) U {wlv wQ}’ E(H> U {(ZL’, w1)7 (l’, w2)7 (ya wl)? (ya w2)})'

Zudem seien die Kantenmengen é; := {(z,w;),(y,wi)} und éy := {(z,ws), (y,ws)}
definiert. Die modifizierten Untergraphen vom Graphen H + 2¢ haben die Form
Hy = ({V(H1) U {wi}}, {E(H1) Uér}) und Hy = ({V(Hz) U {ws}}, {E(Hz) U é5}).

Damit ldsst dich das folgende Lemma formulieren:
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Lemma 3.1/4:
Sei H ein Graph, S = {x,y,z} ein 3-Separator von H und F = {(z,y), (z,2),(y,2)}.
Zudem sei v(H) = v(Hy) + v(Hs) + 1. Dann sind die folgenden Aussagen 1.) und 2.)

dquivalent

2.)3e € F mit Co(H +2¢) # 0
Beweis:
1) =2)
Essei P(H) = {C,...,Cypm)-1} U{C'} € C1(H) eine maximale Kreispackung von H mit
genau einem Ubergangskreis C' € P(H). O.B.d. A. gelte z,y € V(C). Mit e = (z,v)
folgt dann die Bedingung 2.).

1) < 2)
Es sei P(H +2¢) = {C4,...,Cum41} € Co(H + 2¢) eine maximale Kreispackung von

H + 2¢, welche keine Ubergangskreise enthilt. Dann sind drei Fille zu unterscheiden.

(a) In P(H + 2¢) gibt es einen Kreis C' mit {(x,w1), (z,ws), (y,w), (y, wz)} € E(C).
Dann ist P(H+2¢)\ {C} eine maximale Kreispackung von H ohne Ubergangskreise.
Das stellt wiederum einen Widerspruch zu v(H) = v(H,) + v(Hs) + 1 dar.

(b) In P(H +2¢) gibt es genau einen Kreis C mit ¢; C F(C) und es gilt (2, ws), (y, wy) ¢
E(P(H + 2¢)). Dann ist P(H +2¢)\ {C} eine maximale Kreispackung von H ohne
Ubergangskreise, was einen Widerspruch zu v(H) = v(H,) + v(Hy) + 1 darstellt.

(c) In P(H + 2¢) gibt es genau einen Kreis C' mit ¢; € E(C) und einen Kreis C' mit
¢y C E(CY}. Dann ist P(H+2¢)\{C, CYU{C} mit C' = ((C'\é1)U(C\é2))\ {wr, w,}
eine maximale Kreispackung von H mit genau einem Ubergangskreis C'. Damit gilt

Ci(H) #0. ]

3.1.3 Bestimmung einer maximalen Kreispackung fiir
Graphen, die einen 2- bzw. 3-Separator enthal-

ten

In dem nachfolgenden Unterkapitel werden die Aussagen aus den Kapiteln 3.1.1 und 3.1.2

algorithmisch umgesetzt. Das bedeutet, dass in den Algorithmen die Kreispackungszahl
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v(G) und eine maximale Kreispackung P(G) fiir einen Graphen G durch die Analyse der
modifizierten Untergraphen H; und H, des Graphen H bestimmt werden sollen. Dabei
wird der Fall eines Graphen mit einem 2-Separator getrennt vom Fall eines Graphen mit
einem 3-Separator betrachtet. In beiden Féllen werden zunéchst die einzelnen Schritte des

Algorithmus beschrieben und anschliefend der Algorithmus im Pseudocode formuliert.

Bestimmung einer maximalen Kreispackung fiir Graphen, die
einen 2-Separator enthalten

Nachfolgend wird ein Algorithmus zur Bestimmung einer maximalen Kreispackung P(G)
fiir einen Graphen G mit einem 2-Separator vorgestellt. Der Algorithmus liefert aulerdem
die Kreispackungszahl v(G). Zunichst wird eine Beschreibung des Algorithmus gegeben.
Dabei seien G und H sowie H; und Hs wie zuvor. Im Allgemeinen kann man, wie bereits
erwihnt, nicht davon ausgehen, dass ein Separator gegeben ist. Fiir den speziellen Fall

des Auffindens eines 2-Separators sei daher auf [86] verwiesen.

Gegeben

Ein Graph G, welcher mindestens einen 2-Separator enthélt.

Schritt 1
Man bestimmt zunéchst einen 2-Separator S = {z,y} von G und setzt die Kante
e := (z,y). AnschlieBend werden die beiden Teilgraphen H; und Hj erzeugt. Aller-
dings kann es in G Kanten (x,y) geben.
Wenn es in G Kanten (x,y) gibt, geht man zu Schritt 2.
Sonst geht man zu Schritt 3.

Schritt 2
In diesem Schritt werden die in G' vorhandenen Kanten (z,y) ersetzt. Fiir jede
Kante (z,y) werden ein neuer Knoten und zwei neue Kanten eingefiigt. AnschliefSend

werden alle Kanten (z,y) aus dem Graphen entfernt und man geht zu Schritt 3.

Schritt 3
Es werden die Graphen H; + e fiir alle ¢ = 1,2 gebildet, indem in H; und H, ei-
ne Kante e hinzugefiigt wird. Dann muss fiir die Graphen H; bzw. H; 4 e fiir alle
i = 1,2 die Kreispackungszahl v(H;) bzw. v(H; + e) und eine maximale Kreispa-
ckung bestimmt werden. Anschliefend ist zu unterscheiden, ob man auf Schritt 4
oder Schritt 5 verzweigt.
Falls das Kriterium aus Satz 3.6 nicht erfiillt ist, gibt es in einer maximalen Kreispa-

ckung immer mindestens einen Ubergangskreis und es gilt v(G) = v(H;)+v(Hy)+1.
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In diesem Fall geht man zu Schritt 4.
Sonst geht man zu Schritt 5.

Schritt 4
In diesem Schritt wird aus den bisher bestimmten maximalen Kreispackungen ei-
ne maximale Kreispackung P(G) mit einem Ubergangskreis und die entsprechende
Kreispackungszahl v(G) bestimmt.
Wurde der Graph in Schritt 2 modifiziert, muss dies in der erzeugten Kreispackung
P(G) rickgéngig gemacht werden. Das geschieht in Schritt 6.
Ist dieser Schritt nicht notwendig, da in G keine Kante (z,y) enthalten ist, geht
man direkt zu Schritt 7.

Schritt 5
In diesem Schritt wird aus den bisher bestimmten maximalen Kreispackungen eine
maximale Kreispackung P(G) fiir G und die entsprechende Kreispackungszahl v(G)
bestimmt. Die maximale Kreispackung P(G) enthilt keinen Ubergangskreis.
Analog zu Schritt 4 muss, im Falle einer Modifikation des Graphen in Schritt 2, diese
in der erzeugten Kreispackung P(G) riickgingig gemacht werden. Das geschieht in
Schritt 6.
Ist dieser Schritt nicht notwendig, geht man zu Schritt 7.

Schritt 6
Nachdem v(G) und P(G) bestimmt wurden, werden die, in Schritt 2 eingefiigten
Knoten und Kanten, in Schritt 6 wieder durch die urspriinglichen Kanten (zx,y)

ersetzt. AnschlieBend geht man zu Schritt 7.

Schritt 7
Abschlielend wird in diesem Schritt die Kreispackung dem Graphen G zugeordnet,

da im Algorithmus alles unter Verwendung eines Hilfsgraphen durchgefiihrt wird.

Es folgt der Algorithmus im Pseudocode.

Algorithmus 1

Input G mit mindestens einem 2-Separator
Schritt 1 Bestimme 2-Separator {z,y} € G
Setze ¢ .= (z,y) und G := G

Bilde H1 = (Vvl,El),HQ = (‘/Q,EQ) C G = (V(G),E(G)) mit
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Vinve ={z,y}
ViuVe =V(G)U{x,y}
E,UE, = E(G)
Falls e € E(G)
Gehe zu Schritt 2.
Sonst
Gehe zu Schritt 3.
Schritt 2 Bestimme " :={p | p € E(G),p = (z,y)}, m := |F'| und n := [Ey N F’|
Setze E(G) = E(G) \ F’ und
V(G)=V(G)U{u; |i=1,....,m;u; ¢ V(G)}
Fir:=1,...,m
Bilde e;, := (z,u;) und e;, := (u;,y)
Setze E(G) := E(G) U {e;,, e}
Setze Ey = By \ {E\ N F'} und By = B, \ {E, N F'}
Falls n #£ 0
Firj=1,...,n
Setze V1 := Vi U {u;} und
E, = EyU{ej, e}
Falls n # m
Firj=n+1,...,m
Setze V5 := Vo U {u;} und
By = EyU{ej e}
Sonst
Firj=1,...,m

Setze V5 1= Vo U {u;} und
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E, = EyU{ej e}
Schritt 3 Bilde Hy + e und Hy + ¢
Bestimme v(H,), v(Hs), v(H; +e) und v(Hy + e)
mit P(H,), P(Hz), P(Hy + e) und P(H;y +e),
den moglichen zugehorigen maximalen Kreispackungen.
Falls v(H; +e) > v(H;) fir alle i = 1,2
Gehe zu Schritt 4.
Sonst
Gehe zu Schritt 5.
Schritt 4 Sei Cy € P(Hy + e) mit e € Cy
und Cy € P(Hy + e) mit e € Cy
Setze P(G) = P(Hy +¢) UP(Hy +e)\ {C1,Co} U{C}
mit C' = (CL U Cy) \ (C1 N Cy)
und v(G) =v(H,) +v(Hy) + 1
Falls {e} N E(G) # 0
Gehe zu Schritt 6.
Sonst
Gehe zu Schritt 7.
Schritt 5 Setze P(G) = P(H,) U P(Hs)
und v(G) = v(Hy) + v(Hs)
Falls e € E(G)
Gehe zu Schritt 6.
Sonst

Gehe zu Schritt 7.



Eine maximale Kreispackung fiir Graphen, die einen 2- bzw. 3-Separator enthalten 75

Schritt 6 Firi=1,...,m

Falls es C' € P(G) gibt mit e;, = (z,u;), 5, = (us,y) € C
Setze C' = C'\ {e;,, €5, } + {e}
und E(G) := E(G) \ {ei,. i } U {e}
Schritt 7 Setze P(G) = P(G)

STOP!

Bestimmung einer maximalen Kreispackung fiir Graphen, die
einen 3-Separator enthalten

Analog zum vorherigen Unterkapitel wird ein Algorithmus vorgestellt, welcher eine maxi-
male Kreispackung P(G) sowie die Kreispackungszahl v(G) fiir einen gegebenen Graphen
GG mit einem 3-Separator liefert. Es wird zunédchst wiederum eine Beschreibung des Algo-

rithmus gegeben. Dabei seien G und H sowie H; und H, wie zuvor.

Gegeben

Ein Graph G mit mindestens einem 3-Separator.

Schritt 1
Zunéchst bestimmt man einen 3-Separator S = {z,y, z} und setzt die Kantenmenge
F =A{e, f,g} mit e := (x,y), f := (x,2) und g := (y, 2). Anschlieend werden die
beiden Teilgraphen H; und Hj erzeugt. Allerdings kann es in G Kanten (z,y), (z, 2)
und (y, z) geben. Diese werden in Schritt 2 beliebig H; oder Hs zugeordnet.
Wenn es in G Kanten (z,y), (z, z) und (y, z) gibt, geht man daher zu Schritt 2.
Sonst geht man zu Schritt 3.

Schritt 2
In diesem Schritt werden die in G' vorhandenen Kanten (z,y), (z,2) und (y, z) er-
setzt. Fiir jede Kante (x,y) bzw. (x, z) oder (y, z) werden ein neuer Knoten und zwei
neue Kanten eingefiigt. Anschlieend werden alle Kanten (x,y), (z, 2) und (y, z) aus

dem Graphen entfernt und man geht zu Schritt 3.

Schritt 3
Es werden die Graphen H; + e, H; + f, H; + g, H; + {e, f}, H; + {e, g}, H; + {g, [}
und H; + F fiir alle 1 = 1,2 gebildet. AnschlieSfend muss fiir die Graphen H; + e,
Hi+ f,H,+qg H; +{e, f},Hi+{e,g}, H +{g, f} und H; + F fir alle i = 1,2 die



Eine maximale Kreispackung fiir Graphen, die einen 2- bzw. 3-Separator enthalten 76

Kreispackungszahl v(H; + e), v(H; + f), v(H; + g), v(H; + {e, f}), v(H; + {e, g}),
v(H; + {g, f}) und v(H; + F) sowie eine entsprechende maximale Kreispackung
bestimmt werden. Anschlieend ist zu unterscheiden, ob auf Schritt 4 oder Schritt
6 verzweigt wird.

Falls eine der Aussagen (a)-(c) aus Lemma 3.9 erfiillt ist, gibt es in einer maximalen
Kreispackung immer mindestens einen Ubergangskreis und es gilt v(G) > v(H,) +
v(Hy) + 1. In diesem Fall geht man zu Schritt 4.

Anderenfalls geht man zu Schritt 6.

Schritt 4
In diesem Schritt wird iiberpriift, wie viele Ubergangskreise eine maximale Kreispa-
ckung von GG mindestens enthalten muss.
Falls Aussage 2.) aus Satz 3.11 erfiillt ist, gibt es immer eine maximale Kreispackung
mit zwei Ubergangskreisen und es folgt v(G) = v(H;) + v(Hy) + 2. In diesem Fall
geht man zu Schritt 5.
Falls Aussage 2.) aus Satz 3.11 nicht erfiillt ist, allerdings das Kriterium aus Lem-
ma 3.13, gibt es immer eine maximale Kreispackung mit einem Ubergangskreis und
es ergibt sich v(G) = v(H;) + v(Hy) + 1. Aus den bisher bestimmten maximalen
Kreispackungen wird eine maximale Kreispackung P(G) mit einem Ubergangskreis
erzeugt und die entsprechende Kreispackungszahl v(G) identifiziert. Danach geht
man zu Schritt 7.
Falls das Kriterium aus Lemma 3.13 nicht erfiillt ist, gibt es immer eine maximale
Kreispackung mit drei Ubergangskreisen und es gilt v(G) = v(H;)+v(Hy)+1. Man
konstruiert aus den bisher bestimmten maximalen Kreispackungen eine maximale
Kreispackung P(G) mit drei Ubergangskreisen und bestimmt die entsprechende
Kreispackungszahl v(G). AnschlieBend geht man zu Schritt 7.

Schritt 5
In diesem Schritt werden aus den bisher gefundenen maximalen Kreispackungen eine
maximale Kreispackung P(G) mit zwei Ubergangskreisen und die entsprechende

Kreispackungszahl v(G) bestimmt. AnschlieBend geht man zu Schritt 7.

Schritt 6
In diesem Schritt werden aus den bisher bestimmten maximalen Kreispackungen
cine maximale Kreispackung P(G) ohne Ubergangskreise und die entsprechende

Kreispackungszahl v(G) bestimmt. Anschlieend geht man zu Schritt 7.

Schritt 7

Wurde der Graph in Schritt 2 modifiziert, muss dies in der erzeugten Kreispackung
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P(G) riickgéngig gemacht werden. Das geschieht in Schritt 8.
Ist dieser Schritt nicht notwendig, da in G keine Kante (x,y), (z,z) bzw. (y, z)
enthalten ist, geht man direkt zu Schritt 9.

Schritt 8
Nachdem v(G) und P(G) bestimmt wurden, werden die, in Schritt 2 eingefiigten
Knoten und Kanten, in Schritt 8 wieder durch die urspriinglichen Kanten (z,y),

(x,z) und (y, z) ersetzt. AnschlieBend geht man zu Schritt 9.

Schritt 9
Abschlielend wird in diesem Schritt die Kreispackung dem Graphen G zugeordnet,

da im Algorithmus alles unter Verwendung eines Hilfsgraphen durchgefiihrt wird.

Es folgt der Algorithmus im Pseudocode.

Algorithmus 2

Input G mit mindestens einem 3-Separator
Schritt 1 Bestimme 3-Separator {x,y,z} € G
Setze e := (z,9), f = (z,2) und g := (y, 2), F :={e, f,¢} und G := G
Bilde H, = (V1, Ey), Hy = (Va, E3) C G = (V(G), E(G)) mit
VinVe ={x,y,2}
ViUV, =V(G)U{x,y,z}
E,UE; = E(G)
Falls F N E(G) # 0
Gehe zu Schritt 2.
Sonst
Gehe zu Schritt 3.
Schritt 2 Falls e € E(G)
Bestimme F} :={p | p € E(G),p= (z,y)}, mi := |F]]
und ny := |E; N FY|

Setze E(G) = E(G) \ F| und
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V(G)=V(G)U{u; |i=1,....,my;;u; ¢ V(G)}
Firi=1,...,my
Bilde ¢;, := (z,u;) und e;, := (u;,y)
Setze E(G) := BE(G) U {e;,, e, }
Setze Ey = Ey \ (Ex N F!) und Ey = By \ (Ey N FY)
Falls n; #0
Firj=1,...,m
Setze Vi := Vi U {u;} und
Ey = Ey U{ej,, e}
Falls ny # my
Firj=n+1,...,my
Setze Vo := Vo U {u;} und
Ey = EyU{ej,, e}
Sonst
Firj=1,...,m
Setze Vs := Vo U {u;} und
Ey = Ey U {ej,, e}
Falls f € E(G)
Bestimme Fj :={p | p € E(G),p = (v, 2)}, ma := |F}|
und ny = |Ey N Fy|
Setze E(G) = E(G) \ F} und
V(G)=V(G)U{v |i=1,...,myv; & V(G)}
Firi=1,...,ms
Bilde f;, := (z,v;) und f;, := (v;, 2)

Setze E(G) := E(G)U{fi,, fi,}
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Setze By = Ey \ (E1 N Fy) und By = Ey \ (Ea N FY)
Falls ny # 0
Firj=1,...,n9
Setze V; :=V; U{v,;} und
Ey = EyU{ [, fin}
Falls ny # mo
Fir j=ns+1,...,my
Setze V5 := Vo U {v;} und
Ey = Ey U{ S5, fin}
Sonst
Firj=1,...,ms
Setze V5 := Vo U {v;} und
Ey = Ey U{ S5, fin}
Falls g € E(G)
Bestimme Fj :={p | p € E(G),p = (y,2)}, ms := |Fj]
und ng := |Ey N Fj|
Setze E(G) = E(G) \ F} und
V(G)=V(G)U{w; [i=1,....mgw; ¢ V(G)}
Firi=1,...,m;3
Bilde g;, = (y, w;) und g, := (w;, 2)
Setze E(G) := E(G) U {g;,, 9i,}
Setze Ey = £y \ (B4 N F}) und By = Ey \ (B2 N F)
Falls ng # 0
Firj=1,...,n3

Setze V; :=V; U{w;} und
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Ey = E1U{g)1, 95}
Falls n3 # ms
Firj=n3+1,...,m3
Setze V5 := Vo U{w;} und
Ey = B2 U{g)i, 95}
Sonst
Firj=1,...,mg3
Setze V5 := Vo U {w;} und
Ey = E> U{g), 9. }
Schritt 3 Bilde
Hy+e Hi+ f, H +g, H +{e, f}, Hi +{e, g}, H +{g, f}
und H; + F sowie
Hy+e, Hy+ f, Hy+g, Hy+{e, f}, Hy+{e, g}, Ho+{g, f}
und Hy + F
Bestimme v(H;), v(H; +e), v(H; + f), v(H; + g), v(H; + {e, [}),
v(H; 4+ {e,g}),v(H; 4+ {g, f}) und v(H; + F) fiir alle s = 1,2
mit P(H;), P(H; +e), P(Hi + f), P(H; + g), P(H; +{e, [}),
P(H; + {e,g}), P(H: + {g, f}) und P(H; + F) fiir alle i = 1,2.
Falls es p € F gibt mit v(H; + p) > v(H;) fiir alle i = 1,2
Gehe zu Schritt 4.
Falls es p,g € F, p # ¢ gibt mit
v(Hi +{p,q}) + v(Ha +{p.q}) = v(H1) + v(H2) + 3
Gehe zu Schritt 4.
Falls v(H; + F) = v(H;) + 2 fiir alle i = 1,2

Gehe zu Schritt 4.
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Sonst
Gehe zu Schritt 6.
Schritt 4 Falls es p € F gibt mit v(H; + p) > v(H,) fiir alle i = 1,2
Falls es ¢ € F, p # q gibt
mit v(H; + {p,q}) > v(H; + p) fiir alle i = 1,2
Gehe zu Schritt 5.
Sonst
Sei Cy € P(Hy + p) mit p € (4
und Cy € P(Hy + p) mit p € Cy
Setze P(G) = {P(H, +p) UP(Hy +p)} \ {C1,Co} U{C}
mit C' = (C; U Cy) \ (C1 N Cy)
und v(G) = v(Hy) + v(Hy) + 1
Gehe zu Schritt 7.
Sonst
Sei C;, € P(H; + F) mit e € C;, fiir alle i = 1,2
und Cy, € P(H; + F) mit f € C;, fiir alle s = 1,2
und C;, € P(H; + F) mit g € C;, fiir alle i = 1,2
Setze
P(G) = {P(Hy + F) UP(Hy + F)} \ {C1,,Cs,,C4,, Ca,, Chy, Co, }
U{C1} U{Ca} U{Cs}
mit C) = (C1, UCy,) \ (C, N Cy))
und Cy = (C1, UCy,) \ (C1, N Cyy,)
und C3 = (C1, U Cy,) \ (C1, N Cyy)
und v(G) =v(Hy) +v(Hy) + 1

Gehe zu Schritt 7.
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Schritt 5 Sei C;, € P(H; + {p,q}) mit p € C;, fiir alle i = 1,2
und C;, € P(H; + {p, ¢q}) mit g € C, fiir alle i = 1,2

Setze

P(G) = {P(Hy +{p,q}) UP(Hy + {p, q})} \ {C1,,Cs,, Ch,, Co, } U{C1 } U {Cs}

mit Cy = (Cy, U Cy,) \ (Ch, N Ch,)
und Cy = (Cy, U Cy,) \ (Cr, N C,)
und v(G) = v(Hy) +v(Hs) +2
Gehe zu Schritt 7.
Schritt 6 Setze P(G) = P(H;) U P(Hs)
und v(G) = v(Hy) + v(Ha)
Gehe zu Schritt 7.
Schritt 7 Falls F N E(G) # 0
Gehe zu Schritt 8.
Sonst
Gehe zu Schritt 9.
Schritt 8 Falls e € F(G)
Firi=1,...,m
Falls es C' € P(G) gibt mit e;, := (7, u;), €5, == (u;,y) € C
Setze C'= C'\ {e;,, €, } + {e}
und E(G) := E(G) \ {e;,, e5,} U {e}
Falls f € E(G)
Fiiri=1,...,m;
Falls es C € P(G) gibt mit f;, := (z,us), fi, := (us,2) € C
Setze C'= C\ {fi, fi,} +{f}
und E(G) := E(G)\ {fi, fu } U{[}
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Falls g € E(G)

Firi=1,...,mg

Falls es C' € P(G) gibt mit g, := (y,w;), gi, := (u;, 2) € C
Setze C' = C\ {4i,,9i,} + {9}
und E(G) = B(G)\ {9:, 95} U {9}
Schritt 9 Setze P(G) = P(G)

STOP!

Das vorgestellte algorithmische Konzept erlaubt eine rekursive Anwendung in Graphen,
in denen die Untergraphen H;, bzw. die modifizierten Untergraphen mit zugefiigten Kan-
ten, wiederum mindestens einen 2- oder 3-Separator besitzen. Bestenfalls wére es moglich,
die Graphen so zu ,,verkleinern“ (Verringerung der Knoten und Kantenanzahl), dass man
Graphen enthélt, fiir die es ,einfach® ist, eine maximale Kreispackung zu bestimmen.
Dies ist beispielsweise der Fall, wenn eine maximale Kreispackung fiir den Graphen be-
reits bekannt ist. In diesem Fall konnte man durch eine Riickwértsrechnung ebenfalls
eine maximale Kreispackung fiir G' erzeugen. Das bedeutet, setzt man die Kenntnis der
maximalen Kreispackungen von H;, H, und den, um die entsprechenden Kanten erwei-
terten, modifizierten Untergraphen voraus, so kann man unter Verwendung der Aussagen
aus Kapitel 3.1 aus diesen maximalen Kreispackungen eine maximale Kreispackung von
G herleiten. Des weiteren ist es moglich Bedingungen fiir einen Graphen zu formulie-
ren, welche garantieren, dass eine sukzessive Verkleinerung des Graphen durch bestimmte
k-Separatoren moglich ist. Betrachtet man beispielsweise einen Graphen G' = (V| E), wel-
cher einen k-Separator mit k < 3 enthélt, so liefert die Bedingung 6(v) < 3 fiir alle v € V/,
dass G iterativ durch k-Separatoren mit k < 3 zerlegbar ist (vgl. hierzu [8]).

3.2 Aussagen fiir Graphen, die einen k-Separator mit
k > 4 enthalten

In den Kapiteln 3.1.1 und 3.1.2 kann man erkennen, dass es formale Ahnlichkeiten in
den Bedingungen im Fall eines vorliegenden 2-Separators und im Fall eines vorliegenden
3-Separators gibt. Die Bedingungen aus Satz 3.6 finden sich beispielsweise bei der Betrach-

tung eines Graphen mit einem 3-Separator in Lemma 3.13 wieder. Sie miissen allerdings
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um zusitzliche Bedingungen erweitert werden, damit v(H) = v(H;) + v(Hs) + 1 auch
im Falle des 3-Separators gewéhrleistet werden kann. In einigen Fillen ist es allerdings
moglich, dass die Betrachtung von zwei der drei Separatorknoten x,y und z ausreichen
wiirde, um erste Aussagen iiber v(G) und P(G) zu tétigen. Dies wiire zum Beispiel der Fall,
wenn v(H;+e) = v(H;)+1 fir e = (z,y) und alle i = 1, 2. In diesem Fall kann man sofort
v(H) > v(H,) 4+ v(H2) schlieBen. Es stellt sich die Frage, ob man Bedingungen fiir ei-
ne Teilmenge der Separatorknoten angeben kann, welche ebenfalls eine Bestimmung von
v(G) und P(G) ermoglichen. Allgemeine Aussagen zu den Zusammenhéngen von v(G)
mit bestimmten Bedingungen an eine Teilmenge von Separatorknoten wurden in [48]
veroffentlicht. Die dort dargestellten Ergebnisse werden nachfolgend kurz wiedergegeben
und erlautert. Da sie aber keinen wesentlichen Anteil dieser Arbeit darstellen, wird fiir

die Beweise auf [48] verwiesen.

Es sei G ein Graph und S ein k-Separator von G mit 1 < k£ < |[V(G)| — 2. Die Knoten-
mengen V7 und V; seien, wie zuvor, definiert. Der gegebene Graph G wird zunéchst zu
einem Graphen G(T') modifiziert, wobei T" eine Teilmenge der Separatorknoten ist. Fiir

die Modifikation sind einige Definitionen notwendig.

Sei x € S ein Separatorknoten, dann beschreibt die Kantenmenge
Eg(x,W):={q€ E(GQ) |q=(z,u),u e W CV(G)}

die Menge aller Kanten aus E(G) mit Endknoten z und einem Endknoten u aus
W CV(G). Fur W = S ist Eg(z,S) die Menge aller Kanten aus E(G) mit Endknoten
x und einem weiteren Separatorknoten. Die Multimengen E); und F, seien zwei disjunkte
Teilmengen von Eg(x,S) mit By U Ey = Eg(z, S).

Fiir eine Teilmenge 7" der Separatorknoten mit 7' C S\ {z} entsteht G(T") folgendermaflen

e Man 10scht zunéachst z.

e Anschlieflend fiigt man zwei neue Knoten x; und x5 ein, also
V(G(T)) =V(G) \zU{z1, 22}

mit z; € V) und x5 € V5.

e Nun wird jede Kante (x,y) € {E, U Eg(z,V1)} durch eine Kante (x1,y) ersetzt und
jede Kante (z,y) € {FEy U Eg(x,V3)} durch eine Kante (x4, y) ersetzt.
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e Abschlieend fiigt man fiir alle y € T" zwei zusétzliche Kanten ey, = (z,y) und

€2y = (22,y) ein. Es folgt
E(G(T)) = E(G)\ ((E1U Eg(x,V1))U(E2UEg(z, V2)))
U{(z1, ) | (z,y) € (E1UEG(z, V1)) U{(22,9) | (z,y) € (E2UEG(xz,V2))}

U{(,y) |y € Ty U{(22,9) |y € T}

Die Modifikation bedeutet, dass man in G(T") die Anzahl der Separatorknoten gegeniiber
G um einen Knoten reduziert hat. Zur Veranschaulichung sei der in Abbildung 3.9 dar-

gestellte Graph G mit einem k-Separator S = {vy, ..., v} betrachtet.

Abbildung 3.9: Ein Beispielgraph G’ mit einem k-Separator S und der Teilmenge 7' C S

Die Separatorknoten, welche im blau markierten Bereich liegen, gehoren in diesem Beispiel
zur Menge T'. Zudem seien (v1,vy) und (vg, vy) (lila markiert) Kanten der Menge E; und
(v1,vx) (rot markiert) eine Kante der Menge Fs. Des weiteren sei © = v; festgelegt. Der
modifizierte Graph G(7') ist in Abbildung 3.10 abgebildet.

Bei der Modifikation von G wird zunéchst der festgelegte Knoten v; durch einen Knoten
vy, in der Menge V; und einen Knoten vy, in der Menge V5 ersetzt. Alle mit v; inzidenten
Kanten aus V; bzw. alle E; zugeordneten Kanten mit Endknoten v; werden durch inzi-

dente Kanten mit vy, ersetzt (lila markiert). Analog werden alle mit v; inzidenten Kanten
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Abbildung 3.10: Der modifizierte Graph G(7')

aus V5 bzw. alle Fy zugeordneten Kanten mit Endknoten v; durch inzidente Kanten mit
v1, ersetzt (rot markiert). Abschlieend fiigt man fiir jeden Separatorknoten y € T je eine
neue Kante mit Endknoten y und vy, bzw. y und vy, ein (griiln markiert). Dies erfolgt

auch, falls diese Kante durch den vorherigen Schritt bereits besteht.

Mit dem modifizierten Graphen G(7') ist in [48] folgender Satz formuliert.

Satz 3.15:
Folls G, S, Vi, Vo, x, Ey, und Es, wie zuvor definiert, gegeben sind, gilt

v(G) = max {v(G(T)) - |T| | T € $\ {2}}.

Die Aussage aus Satz 3.15 besagt, dass man v(G) bestimmen kann, indem man einen
Separatorknoten z festlegt und fiir alle Teilmengen T' der restlichen Separatorknoten die
Kreispackungszahl v(G(T')) bestimmt. Die maximale Differenz zwischen v(G(T")) und der
Anzahl von Knoten in T ergibt dann v(G). Der Satz folgt aus den beiden nachfolgenden
Lemmata. In Lemma 3.16 wird dabei zunéchst ausgesagt, dass die Differenz aus v(G(T'))
und der Anzahl von Knoten in T fiir alle Teilmengen T eine untere Schranke von v(G)
darstellt.
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Lemma 3.16:
Folls G, S, Vi, Vo, x, Ey, und Esy, wie zuvor definiert, gegeben sind, dann gilt

v(G) > v(G(T)) — |T| fir alle T C S\ {z}.

Die Existenz einer Menge T', sodass die Ungleichung in Lemma 3.16 mit Gleichheit erfiillt
ist, wird durch Lemma 3.17 gezeigt.

Lemma 3.17:
Falls G, S, Vi, Vo, x, Ey, und FEy gegeben sind, wie zuvor definiert, dann existiert eine
Menge T C S\ {z} so dass gilt

v(G) = v(G(T)) =T

Abschlielend wird nun eine allgemeine Aussage iiber den Zusammenhang der Mindestan-
zahl von Ubergangskreisen in einer maximalen Kreispackung von H und einer maximalen
Kreispackung von H + 2¢ bewiesen werden. Dabei seien die Graphen H und H + 2¢é wie

zuvor definiert.

Satz 3.18:

FEs sei H ein Graph, S ein k-Separator von H und F = {(x,y) | z,y € S,z # y}
mit (x,y) = (y,x), fir alle z,y € S. Zudem sei a € N mit 2 < a < v(H) und
Co(H)=0,..., Co1(H) = 0. Dann folgt aus Bedingung 1.) die Bedingung 2.)

1.)Co(H) # 0

2.)Ve € F gilt Co(H + 2¢) = -+ = Coo(H + 2¢) = () und eine der folgenden zwei
Bedingungen ist erfiillt

(a)3e € F, so dass Cq_1(H +2¢) # 0

(b)Ve € F gilt Co_1(H + 2¢) = () und es existiert ' € N mit Co(H + 2¢) # ) und
a<a <a+1

Beweis:

Angenommen, es existiere b € N mit 0 < b < a — 1 und e € F derart, dass
Co(H+26)=---=Cy1(H +2¢) =0 und Cy(H + 2¢) # 0.

Dann sind drei Falle zu unterscheiden:
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1.) Es gibt eine maximale Kreispackung P(H + 2¢) € Cy(H + 2¢) mit einem Uber-
gangskreis C} = (¢; U ¢€,) € P(H + 2¢). Dann ist P(H + 2¢) \ {C}} eine maximale
Kreispackung von H mit b — 1 < a — 2 Ubergangskreisen. Dies ist ein Widerspruch
wmCo(H)="---=Co1(H) = 0.

2.)Es gibt eine maximale Kreispackung P(H + 2¢) € Cy(H + 2¢), fiir die gilt
é1 C E(Cy) C E(P(H+2¢)) und éoNE(P(H+2¢)) = (). Dann ist P(H +2¢)\{C;}
eine maximale Kreispackung von H mit hochstens b < a — 1 Ubergangskreisen. Dies

ist ein Widerspruch zu Co(H) = -+ =Co_1(H) = 0.

3.) In jeder maximalen Kreispackung vom Graphen H + 2¢é gibt es zwei Kreise
C1,Cy € P(H + 2¢) € Cp(H + 2¢), fiir die gilt ¢, C E(Cy) und é; C E(Cy). In
diesem Fall ist P(H) = P(H + 2¢) \ {C1,C2} U ((CL U Cy) \ (61 U €3)) eine maxi-
male Kreispackung von H mit hochstens b + 1 < a Ubergangskreisen. Dies ist ein
Widerspruch zu Co(H) = -+ =C,_1(H) = 0.

In allen drei Fallen hat man einen Widerspruch erzeugt. Somit gilt fiir jede Kante e € F/,
dass Co(H +2€) = -+ - = Co_2(H +2¢) = (). Es bleibt zu zeigen, dass eine der Bedingungen
2.) (a) und (b) erfiillt ist.

Sei nun P(H) = {C4,...,Cpmy—a} U{C1} U---U{C.} € Co(H) eine maximale Kreispa-

ckung von H mit a Ubergangskreisen C7, ..., C!. Zudem sei definiert
Qpm) = {s € S| 3 ein Ubergangskreis C' € P(H) mit s € V(C)}
Man unterscheidet zwei Félle

1.) Es existiert eine maximale Kreispackung P(H) € C,(H) mit einem Ubergangskreis
C' € P(H) fiir den gilt |V(C) N S| = 2. Bs sei {z,y} € S mit C N Qpy = {z,y}-
Wihle e = (z,y), dann ist P(H+2¢) = P(H)\{C}U(CNHUé ) U(CNHyUéy) eine
maximale Kreispackung von H+2¢é mit v(H)+1 Kreisen und a—1 Ubergangskreisen.
Damit ist Bedingung 2.)(a) erfiillt.

2.) Fiir alle maximalen Kreispackungen von H mit P(H) € C,(H) gilt, dass es in der
Knotenmenge eines jeden Ubergangskreises C' € Py mindestens vier Separatorkno-
ten gibt, also |V (C) N Qpm| > 4.

Es sei angenommen, dass C,_1(H + 2¢) # (). Dann sind analog zum Beweis von
Co(H +2¢) =0,...,Cqo(H + 2¢) = ) wiederum drei Fille zu unterscheiden:

(a) Es gibt eine maximale Kreispackung P(H + 2¢) € Co_1(H + 2¢) mit einem
Ubergangskreis ¢y € P(H + 2¢) mit E(Cy) = {é,é}: In diesem Fall ist
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P(H + 2¢) \ {Cy} eine maximale Kreispackung von H mit a — 2 Ubergangs-
kreisen. Dies ist ein Widerspruch zu Co(H) = -+ =C,_1(H) = 0.

(b) Es gibt eine maximale Kreispackung P(H + 2¢) € Cy(H + 2¢), fiir die gilt
&4 C E(C)) C E(P(H + 2¢) und é N E(P(H + 2¢)) = 0: Dann ist
P(H+2¢)\{C}} eine maximale Kreispackung von H mit héchstens a— 1 Uber-
gangskreisen. Dies ist wieder ein Widerspruch zu Co(H) = -+ = Co_1(H) = 0.

(c) In allen maximalen Kreispackungen von H + 2¢é gibt es zwei Kreise
Ch,Cy € P(H +2¢é) € Cy1(H +2¢é) mit é; C E(C’l) und é; C E(C’g): Dann ist
P(H) = P(H+2¢)\{Cy, CoYU{Cs} mit C3 = (C1UC,)\ (¢, Ué,) eine maximale
Kreispackung von H. In dem betrachteten Fall enthélt jeder Ubergangskreis
einer maximalen Kreispackung von H mindestens vier Separatorknoten. Falls
Cy ein Ubergangskreis ist, ergibt sich, dass mindestens einer der beiden Kreise
C; und Cy ebenfalls ein Ubergangskreis ist. Damit hat P(H) héchstens a — 1
Ubergangskreise. Dies ist ein Widerspruch zu Co(H) = --- = Co_1(H) = 0.

In allen drei Fallen ergibt sich erneut ein Widerspruch. Daher war die Annahme
falsch und man erhélt C,_1(H + 2¢) = 0.

Sei nun e = (z,y) mit z,y € Qp(m) so, dass ein Kreis C' € P(H) existiert, fiir den
gilt {z,y} € V(C). Dann ist mindestens einer der Kreise C; = (C'N Hy) U é; und
Cy = (C'N Hy) Uéy ein Ubergangskreis und P(H +2¢) = P(H)\ {CYU{C,} U{Cy}
ist eine maximale Kreispackung von H + 2¢ mit a oder a + 1 Ubergangskreisen.
Folglich existiert ' € N mit C,/(H +2¢) und a < a’ < a+ 1 und es folgt Bedingung
2.)(b). O

Es zeigt sich, dass die Aussagen 1.) und 2.) keine dquivalenten Aussagen sind. Man be-

trachte dazu folgenden Beispielgraphen H in Abbildung 3.11.

Fiir den Graphen H ist S = {vy,vq,v3,v4} ein 4-Separator. Auflerdem gilt v(H) = 6
und eine maximale Kreispackung P(H) ist eindeutig. Sie besteht aus den sechs farbig
markierten Kreisen C; (rot), Cy (griin), Cs (blau), Cy (lila), Cs (gelb) und Cs (braun).
Es sei a = 5 gesetzt. Offensichtlich gilt Co(H) = C1(H) = Co(H) = C3(H) = C4(H) = 0.
Zudem ist Bedingung 2.)(b) erfiillt. Um dies zu verdeutlichen, sei O.B.d. A. e = (vy, vg).
In diesem Fall hat der Graph H + 2¢é die in Abbildung 3.12 dargestellte Form

Es gilt v(H 4 2¢) = 7 und eine maximale Kreispackung ist nicht eindeutig. Allerdings
enthélt jede maximale Kreispackung die Kreise C, Cy, Cy, C5 und Cy. Folglich ergibt sich
Co(H+2é) = C1(H+2é) = Co(H+2¢) = C3(H+2¢) = Cy(H+2¢) = (). Bezeichnet man den

in Abbildung 3.12 blau markierten Kreis mit C~’3 und den rosa markierten Kreis mit C~’7, SO
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..

Abbildung 3.11: Ein Beispielgraph H mit einem 4-Separator S = {vy, va,v3,v4}
U1

Abbildung 3.12: Ein Graph H + 2é mit e = (vy, v2)

ist P(H +2¢) = {C, Cy, Cs,Cy, Cs, C, C~'7} eine maximale Kreispackung und man erhélt
Cs(H + 2¢) # (. Folglich ist fur die Kante e = (v1,v2) Aussage 2.)(b) gegeben. Analog
ergibt sich dies fiir jede weitere Kante f € F' mit f # e. Damit sind alle Bedingungen aus
Aussage 2.)(b) erfiillt. Allerdings ist C5(H) = () und Aussage 1.) gilt nicht.

Man kann aber zeigen, dass aus Aussage 2.)(a) Aussage 1.) folgt.
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Lemma 3.19:
Es sei H ein Graph, S ein k-Separator von H und F = {(x,y) | z,y € S,z # y}
mit (z,y) = (y,x), fir alle x,y € S. Zudem sei a € N mit 2 < a < v(H) und

Co(H) =---=Co1(H) =0. Dann gilt: 2.) = 1.) fiir die Bedingungen
1.)Ca(H) # 0
2.)Ve € F gilt Co(H + 2¢) = -+ = Cqo(H + 2¢) = 0 und es existiert e € F, so dass
Cafl(H + 26) 7£ @
Beweis:

Sei P(H + 26) = {Cl, .. '7CV(H)+17((171)} U {Ci} y---u {Ctlz—l} € Ca_l(H + 26) eine
maximale Kreispackung von H + 2¢ mit a — 1 Ubergangskreisen C?,...,C"_,. BEs gilt
Ca—o(H + 2¢) = ). Man unterscheidet drei Félle

(i) In P(H + 2¢) gibt es einen Kreis C' mit {¢; U éy} € E(C): Dann ist C ein Uber-
gangskreis. Damit ist {C1, ..., Coyr1—(a—1) } U{C1}U- - -U{C._ }\{C} € Coa(H)
eine maximale Kreispackung von H mit a — 2 Ubergangskreisen. Dies ist einen
Widerspruch zu C,_o(H) = 0.

(ii) In P(H + 2¢) existiert ein Kreis C' mit ¢, € E(C) und é; ¢ E(P(H + 2¢)): Man

betrachte zwei Falle

a) Ce{C),...,C!_}: Dann ist {C4, ..., Comyi@nt U{CI}U---U{C_}\
{C} € C,_s(H) eine maximale Kreispackung von H mit a—2 Ubergangskreisen.
Dies ist ebenfalls ein Widerspruch zu C,_o(H) = 0.

B) C e {C4, ... ,C’l,q{)ﬂ,(a,l)}: In diesem Fall ist {C1, ..., Cy(m)+1-(a—1) } U{C] }U
- u{C 3\ {C} € C,_1(H) eine maximale Kreispackung von H mit a — 1
Ubergangskreisen. Das ist ein Widerspruch zu C,_,(H) = 0.

(iii) In P(H + 2¢) existieren zwei Kreise C' mit ¢; € E(C) und C mit e; C E(C)): Man
betrachte erneut zwei Félle
a) O.B.d.A. sei C € {C},....,C' ,} und C € {Cy, ..., Cyy+1—(a-1) }: Dann
ist P(H + 2¢) \ {C,C} U {C} mit E(C) = (E(C) U E(C))\ (é1 U é) eine
maximale Kreispackung von H mit a — 2 bzw. a — 1 Ubergangskreisen, was
einen Widerspruch zu C,_o(H) = 0) bzw. C,_1(H) = 0 darstellt.

B) C_',C:' € {C1,...,Cum+s1-(a-»}: O.B.d.A. kann man annehmen, dass
C € H +¢éund C € Hy + ¢é. Dann ist P(H + 2¢) \ {C,C} U {C} mit
C = (CUCQC)\ (& Uéy) eine maximale Kreispackung von H mit a Uber-

gangskreisen €7, ...,C"_, and C. Es gilt C,(H) # 0.
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v) C,C € {C},...,C"_}: In diesem Fall ist P(H + 2¢) \ {C,C} U {C} mit
E(C) = (E(C)U E(C)) \ (é1 U é) eine maximale Kreispackung von H mit
a — 2 Ubergangskreisen, was einen Widerspruch zu C,_s(H) = () darstellt. O

> Qu

In Kapitel 3 wurde gezeigt, dass es moglich ist, die Kreispackungszahl v(G) unter Aus-
nutzung bestimmter Eigenschaften eines Graphen zu bestimmen. In diesem Fall wurden
Knotenseparatoren betrachtet, um einen Graphen sukzessive in kantendisjunkte Unter-
graphen zu zerlegen. Dabei lag die Idee zugrunde, dass es in einem , kleineren* Graphen
seinfacher® ist, v(G) zu bestimmen. Hat man die Kreispackungszahlen fiir die Untergra-
phen von G vorliegen, kann man, nach entsprechender Betrachtung einiger modifizierter

Untergraphen, v(G) herleiten.

Im nachfolgenden Kapitel wird nun eine Familie von Graphen nédher betrachtet und fiir
diese bewiesen, dass es immer eine maximale Kreispackung, bestehend aus einer speziellen

Art von Kreisen, gibt.



Die Familie der verallgemeinerten Petersen Graphen P(n, k) 93

Kapitel 4

Die Familie der verallgemeinerten
Petersen Graphen P(n, k)

In diesem Kapitel wird die Bestimmung der maximalen Anzahl kantendisjunkter Kreise
und einer zugehorigen maximalen Kreispackung fiir die verallgemeinerten Petersen Gra-
phen behandelt. Der bekannteste Graph dieser Familie ist ,,Der Petersen Graph“, welcher
in Abbildung 4.1 dargestellt ist.

Abbildung 4.1: Der Petersen Graph

Der Graph wurde erstmalig von A. Kempe 1886 in [53] veroffentlicht. Benannt wurde er
allerdings nach dem Mathematiker Julius Petersen, nachdem dieser ,,den Petersen Gra-
phen® in einem Artikel 1898 graphisch darstellte (siehe [72]). Seitdem wird ,,dem Petersen
Graphen® in der Graphentheorie eine grofie Bedeutung beigemessen. Auf Grund seiner ge-
ringen Anzahl von Knoten und Kanten, sind fiir den Graphen viele Eigenschaften bekannt.

Man weifl beispielsweise, dass der kiirzeste Kreis im Graphen eine Linge von fiinf hat.
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Auflerdem ist er zusammenhéngend, 3-regulédr und symmetrisch, allerdings nicht planar,
hamiltonsch oder eulersch. Seine Bedeutung erlangt ,,der Petersen Graph®“ aber dadurch,
dass er fiir viele graphentheoretische Aussagen als Beispiel oder Gegenbeispiel dient. So
ist ,,der Petersen Graph“ einer der wenigen bekannten Graphen, welcher Knoten-transitiv,
zusammenhéngend und nicht hamiltonsch ist. Eine Zusammenfassung weiterer graphen-
theoretischer Zusammenhénge fiir ,den Petersen Graphen* findet man in ,, The Petersen

Graph“ von D. Holton und J. Sheehan (siehe [49]).

Die Graphenfamilie der verallgemeinerten Petersen Graphen wurde erstmals 1950 von
H. S. M. Coxeter beschrieben (siche [24]). Namentlich betitelt und graphentheoretisch
interessant wurden die Graphen allerdings erst 1969 von M. E. Watkins in [88], als er
die These aufstellte, dass man fiir alle verallgemeinerten Petersen Graphen, aufler ,,dem
Petersen Graphen“, ein Tait Coloring angeben kann. Watkins zeigte fiir einige, bestimmte
verallgemeinerte Petersen Graphen, dass man alle Kanten eines solchen Graphen mit drei
Farben einfdarben kann, sodass fiir jeden Knoten die drei mit dem Knoten inzidenten Kan-
ten unterschiedliche Farben haben. Allgemein wurde Watkins’ These schliefllich von G.
P. F. Castagna und G. Prins im Jahr 1972 bewiesen (siehe [20]). Seitdem wurden die Ei-
genschaften der Familie der verallgemeinerten Petersen Graphen vielfach untersucht. Die
spezielle Struktur in der Darstellung dieser Graphen ist dabei insbesondere fiir Beweise
in der Betrachtung aller Graphen der Familie sehr hilfreich. Im Jahr 1995 beantworteten
R. Nedela und M. Skoviera die Frage, welche verallgemeinerten Petersen Graphen auch
Cayley Graphen sind (siche [70]). R. Frucht, J. E. Graver und M. E. Watkins zeigten 1971,
unter welchen Bedingungen ein verallgemeinerter Petersen Graph Knoten-symmetrisch
(und damit auch Knoten-transitiv) ist. Das bedeutet, wann ein Automorphismus auf der
Knotenmenge des Graphen existiert, mit welchem ein Knoten x auf einen beliebigen an-
deren Knoten y des Graphen abgebildet werden kann (vgl. [42]). B. Alsbach beschéftigte
sich mit einigen Kollegen mit der Frage, unter welchen Annahmen ein verallgemeiner-
ter Petersen Graph hamiltonsch ist (siehe [3], [4], [9] und [12]). Weitere Eigenschaften,
wie z.B. das Spektrum und Isomorphieeigenschaften, sind in [36], [44], [60], [67] und [84]
zu finden. Dabei stellte sich eine wesentliche Bedeutung der verallgemeinerten Petersen
Graphen im Zusammenhang mit Verbindungsnetzwerken oder parallel geschalteten Netz-
werken heraus. Dies ist unter anderem auf die Tatsache zuriickzufiithren, dass es in einem
verallgemeinerten Petersen Graphen zwischen zwei beliebigen Knoten eine Vielzahl von
Wegen gibt, deren Kantenmengen sich paarweise in mindestens einer Kante unterscheiden.
Da sich daraus beispielsweise eine Robustheit im Bezug auf Streckenausfille ergibt, sind
verallgemeinerte Petersen Graphen als Grundgeriist fiir die Konstruktion von Netzwerken
geeignet. Neuere Verdffentlichungen dazu sind unter anderem in [13], [45], [54], [57], [63],
[66], [80], [90] und [91] zu finden.
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In diesem Kapitel wird fiir die Graphen einer speziellen Familie der verallgemeinerten
Petersen Graphen bewiesen, dass es bei einer gegebenen Mindestanzahl von Knoten immer
eine maximale Kreispackung gibt, deren Kreise, mit Ausnahme von héchstens einem Kreis,
alle die Linge acht haben. Um diese Graphen néher zu beschreiben, ist es notwendig,

zunéchst einen verallgemeinerten Petersen Graphen zu definieren.

Ein verallgemeinerter Petersen Graph wird mit P(n, k) bezeichnet, wobei iiber die Para-
meter n und k die Struktur des Graphen festgelegt ist. Der Graph P(n, k) hat 2n Knoten,
bestehend aus zwei disjunkte Knotenmengen V,,; und V;,. Der Parameter £ ist grundle-
gend, um fiir die Knoten der Menge V;,, anzugeben, welche Knoten adjazent sind. Formal
ist der P(n, k) wie folgt definiert:

Es seien n, k € N mit k < . Ein verallgemeinerter Petersen Graph P(n, k) ist ein Graph

mit folgenden Eigenschaften

(i) V(P(n, k) = Vour U Vi, mit
Vout 1= {1}07 s 7U7l—1}7 Vin 1= {Uo, v 7“71—1}) und Vour N Vi, = @
(11) E<P(n7 k)) - Eout U Ezn U Ecrass mit

Eout = {(Uiav(i-l—l) mod n) | L= 07 s, = 1}7
Ein = {(Wi; U(i4k) modn) |1 =0,...,mn =1} und

Eeross = {<Ui7ui) ‘Z:O,TL—]_}

Die Knoten der Menge V,,; heilen Aufienknoten, die Knoten der Menge V;,, Innenknoten.
Analog nennt man die Kanten der Menge FE,,; Auflenkanten und die Kanten der Men-
ge E;, Innenkanten. Die Kanten der Menge E.,..ss heiflen Ubergangskanten. Zudem sei
Gouwt = Vout, Fout) und Gy, := (Vip, Eyy) definiert. Sollte aus dem Kontext der Bezug
zum entsprechenden Graphen nicht eindeutig hervor gehen, beschreibt man fiir einen be-
trachteten Graphen P(n, k) die Menge der Aulenknoten durch m’jﬁ””“). Diese Schreibweise

wird analog fir Vj,, Fout, Fin, Feross sowie G,y und G, verwendet.
Beispielhaft ist in der nachfolgenden Abbildung 4.3 der Graph P(12,3) dargestellt.

Im P(12,3) ist laut Definition V,,; := {vo, ..., v11} und Vi, := {uo, ..., u11}. Die Aufen-
kanten entsprechen der rot markierten Kantenmenge, die Innenkanten der griin markierten
Kantenmenge und die Ubergangskanten der blau markierten Kantenmenge. Der Parame-

ter k wird fiir Definition der Innenkanten benétigt. Eine Innenkante verbindet immer den
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Abbildung 4.2: Der verallgemeinerte Petersen Graph P(12,3)

Knoten Nummer ¢ mit dem Knoten Nummer (i+ %) mod n. Im Beispiel ist k£ = 3. Folglich

wird der Knoten Nummer ¢ mit dem Knoten Nummer (i 4+ 3) mod 12 verbunden.

Wie man sieht, ist ein verallgemeinerter Petersen Graph ein 3-regulédrer Graph mit 2n Kno-
ten und 3n Kanten. Der Untergraph G,,; besteht aus den n Aulenknoten und den n Au-
Benkanten und ist ein Kreis. Der Untergraph G, ist eine Vereinigung von
7 := ggT(n,k) Kreisen der Linge n/7. Im Beispiel des Graphen P(12,3) besteht G,
aus der Vereinigung der drei Kreise C) = (uq,us, ug,ug), Co = (uy,uq,uz,ujp) und

Cs = (u2, us, ug, u11) der Léange vier.

Im weiteren Verlauf dieses Kapitels wird ein Kreis C' im Graphen P(n, k) beschrieben

durch C' = (V(C), E(C)) mit

vicy=ve,uve ve

out in Y out

g V;)ut mlt ‘/zg g ‘/;n

und
E(C) = E,

out

UES UES . mit ES

cross out

g Eouta Elcr; g Ein; EC C Ecross-

Cross —

Im Beispiel des Graphen P(12,3) sei der Kreis C' = (uo, ug, v3, ve, v1,v) betrachtet. Die-
ser wird nun beschrieben durch C' = (V(C), E(C)) mit V(C) = {vy, v1, va, v3, ug, uz} und
E(C) = {(vo,v1), (v1,v2), (v2,v3), (vo, ug), (v, usz), (ug, usz) }. Die Menge der AuBlenknoten
von C'ist V¢

O = {vy, v1, V2, v3}. Die Menge der Innenknoten ist V.¢ = {ug, u3}. Der Kreis C
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hat drei Aulenkanten ES, = {(vg,v1), (v1,v2), (v2,v3)}, eine Innenkante ES = {(uo,us3)}
und zwei Ubergangskanten ES_ .. = {(vo, uo), (vs, us)}. Um Aussagen iiber einzelne Kno-

ten im Zusammenhang mit einer gegebenen Kreispackung einfacher zu formulieren, wird

die folgende Definition gegeben.

Fiir eine gegebene Kreispackung P(P(n, k)) von P(n, k) heifit eine Kante e € E(P(n,k))
belegt, falls es einen Kreis C' € P(P(n, k)) gibt mit e € E(C). Eine Kante ¢ € E(P(n, k))
heifit blockiert, falls e nicht belegt ist und fiir jede Kreispackung P’(P(n,k)) mit
P(P(n,k)) C P'(P(n,k)) gilt e & E(P'(P(n,k))). Ist eine Kante ¢ € E(P(n,k)) nicht

belegt und nicht blockiert, nennt man e frei. Die Begriffe gelten analog fiir Knoten.

Um die Darstellung etwas kompakter und {iibersichtlicher zu halten, wird der Ausdruck

i mod n vereinfacht durch [i] dargestellt. Zudem beschreibe P immer eine maximale

Kreispackung P(P(n, k)).

In den nachfolgenden Unterkapiteln wird die Familie der verallgemeinerten Petersen Gra-
phen P(n, k) differenziert nach k betrachtet. Die Félle £ € {1,2,3} wurden bereits im
Jahre 2008 behandelt (siehe [81] und [77]) und waren die Motivation fiir die weitere Ar-

beit. Fiir diese drei Familien wurde die Kreispackungszahl v(P(n, k)) bestimmt.

Lemma 4.1:
Sei k=1 undn >4 oder k € {2,3} undn > k*+ 1, dann folgt

n
kE+1

v(P(n,k)) =
O
Durch die Aussage in Lemma 4.1 ergab sich damals die Vermutung, dass allgemein gilt

v(P(n, k) =

" _ fiir ausreichend grofles n.
k+1
Diese Vermutung wird sich im Laufe des ersten Unterkapitels als falsch erweisen. In Kapitel

4.1 wird gezeigt, dass fiir k = 4 gilt

v(P(n,4)) = L%J fiir 4 # n mod 8 und n > 76

und

v(P(n,4)) = LEJ -1 fiir 4 = n mod 8 und n > 81.
Bei der Betrachtung der Graphen P(n, k) mit k& > 5 werden die Félle k gerade und k& unge-
rade in den Kapiteln 4.2 und 4.3 separat behandelt. Dabei liegt der Fokus auf der Familie
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der verallgemeinerten Petersen Graphen P(n, k) mit geradem k. Fiir diese Graphenfamilie
werden in Kapitel 4.2 untere Schranken fiir die Kreispackungszahl v(P(n, k)) bestimmt.
AuBlerdem werden verschiedene Eigenschaften der Kreise einer maximalen Kreispackung,
wie beispielsweise eine maximale Kreislange, bewiesen. Im letzten zentralen Unterkapitel
4.2.2 wird schliefllich unter Ausnutzung der Schranken und weiteren Eigenschaften eine
maximale Kreispackung hergeleitet. Es wird gezeigt, dass es, falls n grof§ genug ist, fiir
jeden Graphen P(n,k) mit geradem k > 6 eine maximale Kreispackung gibt, welche aus
hochstens einem Kreis der Léange £+ 1 und auflerdem ausschlieflich aus Kreisen der Léange
acht besteht.

Fiir den Fall, dass k£ ungerade ist, kann man viele Ergebnisse aus dem Fall, dass k ge-
rade ist, ibertragen. Dies erfolgt im Kapitel 4.3. Allerdings ist, im Falle k£ ungerade, die
Differenz zwischen der bisher besten gefundenen unteren und oberen Schranke fiir die
Kreis- packungszahl so grof}, dass sich die Aussagen aus dem Unterkapitel 4.2.2 nicht
iibertragen lassen. Ein Grund fiir die grofle Differenz ist die Tatsache, dass die untere
Schranke durch die Konstruktion einer bestimmten Kreispackung induziert wird. Diese
Kreispackung besteht, bis auf einen moglichen anderen Kreis, aus Kreisen der Lénge acht

mit einer speziellen Struktur. Diese werden nachfolgend definiert.

Sei P(n, k) ein verallgemeinerter Petersen Graph. Ein Kreis SC; mit i = 0,...,n — 1 ist
definiert durch

(i) V(SCi) = {viu Uli+1]5 Vli+k]s Vlitk+1]> Ui, U[i+1], Ufi+k] U[z‘+k+1}}

(ii) E<Sci) = {(Ui, U[i+1]), (U[i+k]7 U[z‘+k+1])> (Uz‘, U[z’+k]), (U[¢+1], U[i+k+1])7 (Uia ui)a

(U[z‘+1]’ U[i+1])7 (U[i-i-k]a U[i+k])7 (U[i+k+1]’ U[i+k+1])}-

In Abbildung 4.3 sind zur Veranschaulichung die Kreise SCy, SCy und SC}_5 dargestellt.

Sowohl in Abbildung 4.3, wie auch in den meisten anderen Abbildungen dieses Kapitels,
wird nur ein, fiir die Veranschaulichung relevanter, Untergraph eines verallgemeinerten
Petersen Graphen dargestellt. Einige Kanten sind gestrichelt dargestellt. Diese reprasen-
tieren eine Fortsetzung der Graphenstruktur zwischen den beiden Endknoten der gestri-
chelt dargestellten Kanten. Da k& und n nicht genau determiniert sind, kann man die
Graphen mit steigendem £ und n, auf Grund der groflen Anzahl an Knoten und Kanten,

nicht vollstandig darstellen.

In Abbildung 4.3 reprisentieren die gestrichelt dargestellten Kanten, die Knoten
Vg, Vs, .o Up—gy U3, Ug, Us, - . ., Up—4, Up—3 sOwie die Knoten vpig,Vrys,...,V2k—4, Vop—3,
Ukt a, Ut5, - - - Uak—q, Usgp—3 und die entsprechenden zugehorigen Kanten. Fiir k£ = 8 bei-

spielsweise wiirden die gestrichelt dargestellten Kanten in Abbildung 4.3 die Knoten
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Vok—1

Abbildung 4.3: Eine beispielhafte Veranschaulichung von SCy, SCy und SCj_»

Uy, Us, Uy, Us, V12, V13, U12 und uig und die entsprechenden Kanten (vs, v4), (v4, vs5), (s, vg),

(U11,’012),(012,1)13),(11137?/14) sowie (’04,164),(U57U5)7(7112,“12)7(@13,%13) und (U4,U12),

(us,u13) reprisentieren.

Im folgenden Unterkapitel wird nun die Kreispackungszahl und eine zugehorige maximale
Kreispackung fiir die Graphen der Familie der verallgemeinerten Petersen Graphen P(n,4)
mit entsprechend groflem n bestimmt. Diese Graphenfamilie ist gesondert zu betrachten,
da girth(P(n,4)) = 7 fir n > 28 gilt. Im Kapitel 4.2 wird fiir & > 6 und k gerade
girth(P(n, k)) = 8 fiir n > 8k bewiesen.

4.1 Die Familie der verallgemeinerten Petersen
Graphen P(n,4)

Fiir die Familie der verallgemeinerten Petersen Graphen P(n,4) ist girth(P(n,4)) = 7
fir n > 28 bekannt. Da alle P(n, k) 3-regulér sind, ergibt sich

v(P(n,4)) < %”J .

In diesem Unterkapitel wird gezeigt, dass

v(P(n,4)) = L%J fiir 4 # n mod 8 und n > 76
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und
v(P(n,4)) = LZJ -1 fiir 4 = n mod 8 und n > 81
gilt. Aulerdem werden entsprechende maximale Kreispackungen bestimmt, indem zunéchst

die obere Schranke L%”J verscharft wird. Dazu ist eine vorangehende, ndhere Betrachtung
der Kreise C' C P(n,4) mit d(C) = 7 notwendig. Anschliefend werden zwei untere Schran-
ken, differenziert nach 4 Z n mod 8 und 4 = n mod 8, bestimmt. Im Falle 4 Z n mod 8
folgt mit der unteren und der verschirften oberen Schranke sofort v(P(n,4)) = [%].
Im anderen Fall ist eine weitere Verschérfung der oberen Schranke notwendig um

v(P(n,4)) = | 2] — 1 nachzuweisen.

Fiir einen Kreis der Lénge sieben gilt folgendes:

Lemma 4.2:
Sein > 29 und C' C P(n,4) ein Kreis mit d(C) =7, dann gilt

Vil =5 und [Vi| = 2.

Beweis:
Sei C' C P(n,4) ein Kreis mit d(C') = 7. Man betrachte folgende Félle:

1.) Fall |[VS,| = 0: Der Kreis C enthilt ausschlieSlich Innenknoten und Innenkanten.
Ein solcher Kreis hat eine Liange von 2. Wegen k = 4, gilt 7 = ggT'(n,4) € {1,2,4}
und damit 2 = 7, falls n = 7, n = 14 oder n = 28. Dies ist ein Widerspruch zu
n > 29.

2.) Fall |V.&,| = 2: C enthilt zwei AuBen- und fiinf Innenknoten und somit eine Aufen-

kante, zwei Ubergangskanten und vier Innenkanten. Da |ES,

.| = 1ist der Untergraph

G = (V§, ES) zusammenhéngend. Sei 0. B.d. A. V., = {v;, vi+11}, dann gilt entwe-
der

Vi = {us, ugiya, wpirs), ugigaz), win ) und n < 15
oder

Vi = {ufia), ugirs), wie), Wi, ui} und n < 17.
Dies ist ebenfalls ein Widerspruch zu n > 29.

3.) Fall [V€,| = 3: Nun enthélt C drei Auen- und vier Innenknoten und somit zwei Au-
Benkanten, zwei Ubergangskanten und drei Innenkanten. Der Untergraph
G = (V,Ef) ist zusammenhéngend. Sei 0.B.d. A. V.S, = {v;, vj11), Vji49 }, dann
gilt entweder

‘/zg = {ui, U[i+4], U[i+8], U[H_z]} und n < 10
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oder
Vin = {ugi2), ujire), i), ui} und n < 14,
Dies ist wiederum ein Widerspruch zu n > 29.
4.)Fall |[VC| = 4: Wegen |V,¢| = 3, ist der Untergraph G = (V<
auch der Untergraph G = (V< ES,
VC

out

ES) und
) zusammenhéngend. Es sei o.B.d.A.

= {Vs, Vjit1], Vit Vji+3) b, dann gilt entweder

‘/ig = {Ui7u[z'+4}, u[¢+3]} und n <5
oder
‘/ig = {U[i+3]; U[i+7],ui} und n < 11.

Dies ist ebenfalls ein Widerspruch zu n > 29.

Die Fille [V¢, | =1 und |V.¢,| = 6 miissen nicht betrachtet werden, da jeder Kreis keinen

oder mindestens zwei Auflen- bzw. Innenknoten enthalt.

Da der Fall |[V¢,| = 7 ausschlielich fiir n = 7 vorkommen kann, folgt fiir n > 29 die

Behauptung mit V(C) = {vi, vjit1), Vjita), Vjits), Vjita), Uira), Ui - O

Fiir n > 29 ist ein Kreis C' C P(n, k) mit d(C) = 7 in der nachfolgenden Abbildung 4.4
dargestellt.

Abbildung 4.4: Eine Veranschaulichung eines Kreises der Lénge sieben im Graphen P(n, 4)
mit n > 29

Die obere Schranke L%”J ldsst sich fiir den Fall n > 76 verschérfen. Um dies zu zeigen, sind

vorab drei Lemmata notwendig. Es wird angenommen, dass eine maximale Kreispackung
P mit mindestens L%J + 1 Kreisen existiert und bewiesen, dass diesem Fall jeder Kreis in

P mindestens vier Auflenknoten enthélt.
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Lemma 4.3:
Sein > 29, C C P(n,4) ein Kreis mit |VS,| =0 und P eine mazimale Kreispackung mit

Pl > |2] + 1, dann gilt
C¢gP
Beweis:
Angenommen, es gebe einen Kreis C' € P(n,4) mit |V,¢,] = 0 und C' € P, dann sind drei

Falle zu unterscheiden:

Fall 1) ggT'(n,4) = 1: In diesem Fall muss d(C) = n gelten, womit v(P(n,4)) = 2 folgt.
Dies ist ein Widerspruch zu |P| > L%J + 1.

Fall 2) ggT'(n,4) = 2: Im zweiten Fall ist d(C') = §. Da P eine maximale Kreispackung
von P(n,4) ist, gilt

(@n—2)/T+12 [Pl = v(P(n,4) > |7 +1

=

n n—2
=

n n—2

om— .
T = 4

=

8qn—2n>"Tn—14
54
n <14
Man erhalt einen Widerspruch zu n > 29.
Fall 3) ggT'(n,4) = 4: In diesem Fall gilt d(C) = 4. Es sei " € P mit ¢ # C und
d(C") = 8. Da P eine maximale Kreispackung von P(n,4) ist, folgt

@n-3=8)/T+22 Pl =u(P(n,4) 2 | 2] +1

=

(2n—g—8)/7+12

=3

=
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n n
m—2_gr7>7.2
O
=

8 —2n—4>"Tn

Dies ist ein Widerspruch zu n > 29, somit gilt fiir jeden Kreis C' € P mit C' # C,
dass d(C) = 7 und damit |V.,| = 5 (Lemma 4.2). Da |Vp(n’4)| = n, folgt

out

v(P(n,4)) = L%J +1< % + 1, fiir n > 29.
Da n > 29 gilt, wurde in allen drei Féllen ein Widerspruch konstruiert und damit die

Annahme widerlegt. U
Mit Lemma 4.3 folgt fiir jeden Kreis C' € P, dass [V.S,| > 2.

Lemma 4.4:
Sein > 76, C C P(n,4) ein Kreis mit [VS,| =2 und P eine maximale Kreispackung mit
Pl > 2] + 1, dann gilt
CgP
Beweis:

Wiederum wird die Annahme C' € P zum Widerspruch gefiihrt.

Zu betrachten bleibt nur der Fall, dass gilt gg7'(n,4) = 1, da sonst ein Kreis C' mit
VS| = 2 als Untergraph des P(n,4) nicht existiert. Es gilt d(C') > |2] + 3. Es werden

zwel Falle unterschieden:

Fall 1) Sei 1 = n mod 4: Da P eine maximale Kreispackung von P(n,4) ist, gilt

n
4

n

o= ([5]+3)/T+12 Pl =u(P(n,4) = | 5] +1
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8 —12>8n —8
Dies ist ein Widerspruch.

Fall 2) Sei 3 = n mod 4: Gegeben seien vier Kreise C, Cy, C3 und Cy mit C; € P und
d(C;) > 8 fiir allei = 1,...,4. Da P eine maximale Kreispackung ist, folgt

(%-(EJ +3)—4-8)/T+5>|P| = v(P(n,4)) > EJ +1

=
o= (3] +3)-39/7+4> | ]
=

n n
2 —{—J— —324+28 > {—J
n 1 3—324+28>7 1

=
Mm—T>8- L%J

=
n—3

2n—T7>8-
=
& —28 > 8n — 24

Dies ist ebenfalls ein Widerspruch.

Folglich gibt es maximal drei Kreise {C4, Cy, C3} € P mit C; # C und d(C;) > 8
fiir alle 4 = 1,2, 3. Fiir jeden Kreis C € P mit C ¢ {C,Cy, Cy, O3} gilt d(C) =7
und damit [V.,| = 5. Da |VP(n’4)| = n, folgt

out

n

v(P(n,4)) = L%J t4< EJ + 1, fiir n > 76.
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Im ersten Fall fithrt die Annahme C' € P unabhéngig von n zum Widerspruch. Im zweiten
Fall folgt der Widerspruch, da n > 76. O

Mit den Lemmata 4.3 und 4.4 folgt nun fiir jeden Kreis C' € P, dass |[V.S,| > 3.

Lemma 4.5:
Sein > 29, C C P(n,4) ein Kreis mit |VS,| =3 und P eine mazimale Kreispackung mit
Pl > 2] + 1, dann folgt
C¢P
Beweis:

Es wird wiederum C' € P angenommen.

Im Falle ggT'(n,4) # 2, folgt mit |V,$,| = 3, dass ggT'(n,4) = 1 und d(C) > 2* gilt. Da P

eine maximale Kreispackung von P(n, k) ist, erhélt man

20— 207412 [P = (P, ) 2 | 2] +1

Dies ist ein Widerspruch fiir n > 29.

Es muss also ggT'(n,4) = 2 gelten. Damit folgt d(C) > |%| 4+ 4. Sei C' € P mit C' # C
und d(C") = 8. Da P eine maximale Kreispackung von P(n, k) ist, gilt

(2n — (EJ +4) —8)/T+2 > [P| = v(P(n,4)) > EJ +1
=
o= (3| +9-8)/7+12 | 5]
=

2n—ﬂ —4—8+727-EJ

=
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n
2—5>8-[—J
e

=

_9
Mm—5>8.

=
8n — 20 > 8n — 16

Dies ist ein Widerspruch. Daher gilt wiederum fiir jeden Kreis C' € P mit C' # C, dass

d(C) = 7 und damit |V.C,| = 5 ist. Es folgt

ut
n

v(P(n,4)) = {5J +1< LgJ + 1, fiir n > 29.

Damit ist die Annahme widerlegt und die Behauptung bewiesen. 0

Mit den Lemmata 4.3, 4.4 und 4.5 folgt |[V.<,| > 4 fiir jeden Kreis C' € P. Es lisst sich

nun die folgende Verschédrfung der oberen Schranke fiir v(P(n,4)) beweisen.

Lemma 4.6:
Sein > 76, dann gilt

Beweis:

Sei v(P(n,4)) > | %] + 1 und P eine maximale Kreispackung. Auf Grund der erbrachten
Beweise zu den Lemmata 4.3 - 4.5 folgt, dass jeder Kreis C' in P mindestens vier Auflenk-
noten hat, also |[V.¢,| > 4. Da jeder Knoten lediglich in einem Kreis von P enthalten sein
kann und es insgesamt n AuBenknoten gibt, folgt v(P(n,4)) < |2| + 1, ein Widerspruch

zur Annahme.

Es gilt also

Damit ist die Behauptung bewiesen. 0

Nachdem die obere Schranke nun verschérft wurde, stellt sich die Frage nach einer geeig-
neten unteren Schranke. Eine solche erhélt man unter Verwendung der speziellen Kreise
SC; C P(n,4) mit i =0,...n— 1.
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Lemma 4.7:
Fiirn >9 qilt
1.)% —1<v(P(n,4)), falls 4 = n mod 8

2.) 2] <v(P(n,4)) sonst
Beweis:

1.) Im Fall 4 = n mod 8, lisst sich eine Kreispackung mit % — 1 Kreisen angeben durch

P ={5C,,SC,,...,5C S

(|2]-1-8 gJ—1)-8+2}

2.) Zum Beweis werden die iibrigen sieben Félle i = nmod 8, i € {0,1,2,3,5,6,7}
eingehend betrachtet

(a) Falls i € {0,1,2,3}, dann liefert P eine Kreispackung mit | 2] Kreisen.
(b) Im Falle i € {6, 7} liefert

P = {SC0,SC, -, SC( x| -1y SC(| 2 | -1ys12- SC(| 2 |y}

eine Kreispackung mit L%J Kreisen.

(c) Falls ¢ = 5, ist eine Kreispackung mit L%J Kreisen gegeben durch

P = {SC0.SCh...... SC |3 |y SC 5]

o). —1)-842

C}

mit

VIO = A0 oo O e Vel ysenr V3 e UL e U 3 e U 3]
U

Mit der unteren Schranke und der verschérften oberen Schranke L%J folgt fiir 4 # n mod 8

sofort folgende Aussage.

Lemma 4.8:
Sei 4 Zn mod 8 und n > 76, dann gilt
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Im Fall von 4 = n mod 8 und n > 76 wurde in Lemma 4.6 und 4.7 bewiesen, dass

%—1SWPWAD§%-

Es lasst sich aber Folgendes zeigen:

Lemma 4.9:
Sei 4 =n mod 8 und n > 76, dann gilt

v(P(n,4)) = = — 1.
4
Beweis:
Es wird v(P(n,4)) = 7 angenommen. Da 4 = n mod 8, folgt gg7'(n,4) = 4. Folglich ist
Gin die Vereinigung von vier Kreisen der Linge 7.
Sei P eine maximale Kreispackung. Analog zu den Aussagen in Lemma 4.3 - 4.5 folgt fiir
jeden Kreis C' € P, dass [VS,| > 4. Auf Grund der Annahme v(P(n,4)) = 2 gilt, dass

jeder Kreis C' € P genau vier Auenknoten belegt, also |V.C,| = 4.

Jeder Kreis C' C P(n,4) mit genau vier AuBlenknoten hat allerdings mindestens vier
Innenknoten. Da es in einem Graphen P(n,4) nur n Innenknoten gibt und v(P(n,4)) = §
angenommen wurde, besteht P ausschliellich aus Kreisen mit genau vier Innenknoten.
Damit folgt fiir jeden Kreis C' € P, dass |V.S,| = |[VS| = 4.

Es sei nun C' € P ein Kreis und der Untergraph G = (V.C,, EC

o B ) zusammenhéngend.

O.B.d. A. sei Vo(zt = {Vi, Vjig1], Vjit2), Vjitg) b, dann gilt entweder

V;g = { Wi, Ufiya), Ujirs), Uiz und n =8

oder

Vig = {U[¢+3],U[z+7}, Ufi+11], w;} und n = 14.

Da dies ein Widerspruch zu n > 76 ist, folgt fiir jeden Kreis C' € P, dass der Untergraph
G = (VS ES, | = 2. Da auBerdem V,§ = 4

gilt, erhilt man |ES | = 2. Fiir jeden Kreis C € P folgt, dass C € {SC; |i=0,...,n—1}.
Auf Grund der Struktur der Kreise SC; (sieche Abbildung 4.5) ergibt sich [P| = % — 1.

) nicht zusammenhiingend ist und somit |ES,

Folglich ist die Annahme v(P(n,4)) = 7§ falsch. Es gilt v(P(n,4)) < % — 1. Auf Grund

der unteren Schranke 7 —1 erhélt man die Gleichheit und die Behauptung ist bewiesen.[]
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V10

V11

Abbildung 4.5: Eine Veranschaulichung der Kreise SC; im P(n,4)

Es wurde fiir die Familie der Graphen P(n,4) somit gezeigt

v(P(n,4)) = LEJ fiir 4 # n mod 8 und n > 76

und
v(P(n,4)) = % -1 fiir 4 = n mod 8 und n > 81.

Entsprechende maximale Kreispackungen sind im Beweis von Lemma 4.7 zu finden.

4.2 Die Familie der verallgemeinerten Petersen
Graphen P(n,k) mit £ > 6 und £k mod 2 =0

Im folgenden Unterkapitel werden verallgemeinerte Petersen Graphen P(n,k) mit k > 6
und k£ mod 2 = 0 betrachtet. Zunéchst werden verschiedene Eigenschaften von Kreisen
einer maximalen Kreispackung im P(n, k) hergeleitet und bewiesen. Fiir alle Aussagen
gelten dabei generell die Voraussetzungen k£ > 6 und k£ mod 2 = 0. Diese werden daher
nicht mehr explizit angegeben. Bei der Betrachtung der verallgemeinerten Petersen Gra-
phen P(n, k) liegt die Idee zu Grunde, dass die spezielle Struktur von verallgemeinerten
Petersen Graphen es ermoglicht, allgemein eine maximale Kreispackung anzugeben, die im
wesentlichen aus speziellen Kreisen des Typs SC; besteht. Nachfolgend werden zunéchst
untere bzw. obere Schranken fiir v(P(n, k)) hergeleitet. Wie bereits zuvor erwihnt, kann
eine obere Schranke fiir v(P(n, k)) unter Ausnutzung der Lénge der kiirzesten Kreise eines

Graphen angegeben werden. Um girth(P(n,k)) zu bestimmen, ist vorab der Beweis der
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folgenden Aussagen notwendig.

Lemma 4.10:

Sei n > 8k. Dann gilt
1.){C C P(n,k) | |VS,| = 0 und d(C) <8} =0 fiir alle ¢ € {0,2,3,5,6,7,8}
2){C C P(n,k) [ |Vl =1 oder [V7| =1} =0

3.){C C P(n, k)| [VS,| =4 und d(C) < 8} = {SC; | i=0,...,n— 1}

Beweis:

1.) Die Fille werden nun separat bewiesen

(a) o = 0: In diesem Fall ist Gy, = |J]_, C; die disjunkte Vereinigung der 7 Krei-
se im Graphen P(n, k), fir die gilt [V.$i

auflerdem

= 0. Fiir jeden dieser Kreise gilt

k
>8 =8Vi=1,...,7.

n
d(C;) = pi T

n

k
Damit ist die Behauptung bewiesen.

(b) 0 = 2: Sei C' C P(n, k) ein Kreis mit |V,¢,| = 2, dann gilt |[V,¢| > 2 und damit
d(C) > 4. Zudem sei d(C) < 8. Es folgt |V,{'| < 6, sowie |ES.| < 5. Folglich ist
n < 5k + 1, ein Widerspruch zu n > 8k.

(c) 0= 3: Sei C C P(n, k) ein Kreis mit |[V.¢,| = 3, dann gilt |[V,$| > 2 und somit
d(C) > 5. AuBerdem sei d(C) < 8. Es folgt |[VS| < 5, |[ES| < 4. Man erhiilt
n < 4k + 2, ein Widerspruch zu n > 8k.

(d) 0 = 5: Es sei C' C P(n, k) ein Kreis mit |[V.,| = 5, dann gilt wieder |V,¢| > 2
und folglich d(C') > 7. Sei wiederum d(C) < 8, dann folgt |[V¢| < 3 und
|EC| < 2. Man betrachte zwei Fille

i. Es sei V¢

out

n < 2k + 4, ein Widerspruch zu n > 8k.

= {04, Vjit1]s Vi), Vji+3], Vjita) - Wegen |EC] < 2, ergibt sich

ii. O.B.d. A. sei ‘/0215 = {’Ui, Uli+1]5 Vg U[j+1]s 'U[j+2]} mit j > ¢ und (% §é {’U[Z;g},
Vji49}. Dann gilt [VS| > 4 und d(C) > 9. Dies ist ein Widerspruch zu
d(C) < 8.

(e) o = 6: Sei C C P(n,k) ein Kreis mit |[V.¢,| = 6 und d(C) < 8. In diesem
Fall erhilt man |V,¢| = 2 und d(C) = 8, sowie |ES| = 1. Weiterhin gilt
Ve = {uv;, Vfi+1], Vji+2]s V[i+3], Vji+4]> Vfits) } und damit n = k+5, ein Widerspruch

zu n > 8k.
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(f) o = 7: Es sei C C P(n, k) ein Kreis mit |[V¢,| = 7 und d(C) < 8. Wegen 2.)
folgt n = 7, ein Widerspruch zu n > 8k.

(g) 0= 8: Sei C' C P(n, k) ein Kreis mit |V,¢,| = 8 und d(C) < 8. Es gilt d(C) = 8
und n = 8. Das ist ebenfalls ein Widerspruch zu n > 8k.

2.) Da in einem Graphen P(n, k) jeder AuBenknoten mit zwei Auflen- und einem In-
nenknoten adjazent ist, hat jeder Kreis keinen oder mindestens zwei Auflenknoten.

Dies gilt analog fiir die Innenknoten.

3.) Sei C' C P(n, k) ein Kreis mit |[V.¢,| = 4, dann gilt |[V,{]| > 2 und d(C) > 6. Zudem
sei d(C) < 8. In diesem Fall folgt |[V.C| < 4, |ES| < 3. Man betrachte zwei Félle

(a) Es sei V¢

out

= {0i, Vi1], Vita), Vira) ;- Wegen |ES| < 3, gilt n < 3k + 3, ein
Widerspruch zu n > 8k.

(b) O.B.d. A. sei VS, = {vi, vy, vj, vyt mit 7 > @ und vy € {vp—g, vjite }-
Dann gilt [V.¢| = 4, |ES| = 2 und d(C) = 8. Es sei angenommen, dass
C ¢ {SC; | i=0,....,n—1}. Dann folgt ES = {(ugyt1),u;), (uys), us)}
und n = 2k 4 1. Dies ist ein Widerspruch zu n > 8k. Folglich ergibt sich
Ce{SC;|i=0,....,n—1}.

Sei nun C' C P(n, k) ein Kreis mit C' € {SC; | i = 0,...,n — 1}. Laut Defi-
nition ist |V0€t| — 4 und d(C) = 8. Folglich ergibt sich fiir den Kreis C, dass
C e {C c P(n,k)||VS,| =4 und d(C) < 8} ist.

O

Mit Lemma 4.10 ergibt sich sofort folgendes:
Korollar 4.11:
Sein > 8k und C C P(n,k) ein Kreis, dann gilt

1.)d(C) > 8

2.)d(C)=8<Ce{SC;|i=0,....,n—1}
Beweis:
Beide Aussagen folgen aus Lemma 4.10. U

Mit Lemma 4.10 und Korollar 4.11 erh&lt man, dass jeder Kreis eine Mindestlénge von

acht hat. Zudem folgt, dass es in jedem Graphen P(n,k) mit n > 8k Kreise der Linge
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acht gibt und ein Kreis der Liange acht eindeutig der Menge {SC; | i = 0,...,n — 1}

zuzuordnen ist. Damit ergibt sich die nachfolgende Aussage.

Proposition 4.12:
Sein > 8k. Es gilt
girth(P(n,k)) = 8.
Beweis:
Nach Korollar 4.11 folgt fiir jeden Kreis C' C P(n,k), dass d(C') > 8. Weiterhin gilt
fiir jeden Kreis C' € {SC; | i = 0,...,n — 1}, dass d(C') = 8 und die Behauptung ist

bewiesen. O

Mit Hilfe von Proposition 4.12 kann man nun eine erste untere und obere Schranke fiir
v(P(n, k)) angeben.

Lemma 4.13:
Sein > 8k. Es gilt

(i) v(Pnk)>|2] &

(i)  v(P(nk) < i)
Beweis:
(i) Es ist

75 - {‘9007 5027 R SCk—Q: Sc2k7 502k+2, ERI) SC3k—27 SC4k7 SO4I<:+27 )
SC(L;?JA)-%? SC(L%J —1)-2k427 """ SCLAJ -Qkfku}

2k
eine Kreispackung mit \_%J : g Kreisen.

(ii) Die Behauptung folgt unmittelbar aus girth(P(n,k)) = 8. Da ein Graph P(n, k)

3-regular ist, gilt
\V(P(n, k)| _ 2n

P k) < P k)~ 8 4

O

Die im Beweis von Lemma 4.13 (i) konstruierte Kreispackung P wird in Abbildung 4.6

veranschaulicht.

Im Folgenden wird die untere Schranke aus Lemma 4.13 verschérft und anschlieend ge-

nutzt, um besondere Eigenschaften der Kreise einer maximalen Kreispackung im P(n, k)
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V2k+3 \*—6— -7 Uk43

V2k+2 w9541 v

Abbildung 4.6: Eine Veranschaulichung einer Kreispackung mit L%J . g Kreisen

herzuleiten. Betrachtet man einen Graphen P(n, k) genauer, so lassen sich, zunéchst un-

abhéngig von der unteren Schranke, die nachfolgenden zwei Aussagen machen.

Lemma 4.14:
Es sei P eine mazximale Kreispackung im P(n, k). Weiterhin sei v; € Vy,y ein AufSenkno-

ten. Dann gilt mindestens einer der folgenden drei Fille:

2.) Es existiert ein Kreis C' € P mit {v;,u;} C V(C)

3.) Es existiert ein Kreis C' € P mit {v;, vy—1), vy} C V(C)
Beweis:

Zu betrachten sind zwei Situationen:

(i) ui ¢ V(P)
Dann gilt fiir v; einer der folgenden zwei Félle:
a) {vi} NV(P) =10
b) Es existiert ein Kreis C' € P mit {v;, vji_1}, vjiy11} C V(O)
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In diesem Fall existiert ein Kreis C' € P mit u; € V(C) und es gilt fiir v; einer der
folgenden drei Fille:

a) {v;} NV (P) =1

b) v; € V(C)
c) Es existiert ein Kreis C' € P mit C' # C und {wis vpop, v} € V(CO).

Es folgt die Behauptung. 0J

Bei der nidheren Betrachtung fallt auf, dass die beiden Fille 2.) und 3.) gleichzeitig auf-
treten konnen. In diesem Falle existiert in einer maximalen Kreispackung P von P(n, k)

ein Kreis C' € P mit {u;, v;, v_1), vy} C V(C) und es gilt folgende Aussage:

Lemma 4.15:

Sein > 8k und C C P(n,k) ein Kreis der Linge d(C). Es existiere ein Index i mit
0<i<n-—1 vu € V(C) und e = (v;,u;) ¢ E(C). Dann gibt es einen Kreis
C = (V(C),E(C)) mit

o V(C)CV(0O),

ecc E(C) und E(C) C (E(C)U{e}) und somit

o d(O) < d(O)
Beweis:
Es seien Wy = (V(W), E(W))) und Wy = (V/(Ws3), E(W3)) zwei Wege von v; nach u; und
o V(W) UV (Wy) =V(C),
) V(Wl) N V(Wg) = {UZ', Ui},
o K(Wy)U E(W,) = E(C) und

mit V(C) = V(W;) und E(C) = E(Wy) U {(vi,u;)}. Dann gilt d(C) = d(Wy) + 1 < d(C

und die Behauptung ist bewiesen. 0

Es folgt C = W, UW, und 1 < d(W;) < d(C) — 1 mit j = 1,2. Setze C = (V(C), E(C))
)
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Der in Lemma 4.15 beschriebene Zusammenhang zwischen den Kreisen C,C' C P(n, k)

fithrt zu der so genannten ,,Substitutionseigenschaft von Kreisen®.

Fiir einen Graphen P(n, k) sei P eine beliebige Kreispackung und C, C' C P(n, k) zwei
Kreise mit C' € P und C' ¢ P. Zudem sei P’ := P\ {C} U {C}. Man sagt in P’ wurde C
durch C substituiert. Man bezeichnet die Substitution als zuldssig, falls P’ eine Kreispa-
ckung von P(n, k) ist, d.h. |P'| = |P|.

Hat man fiir eine beliebige Kreispackung P die Voraussetzungen aus Lemma 4.15 gegeben,
kann man den Kreis C' durch den Kreis C' zuliissig substituieren, da sich die Kreisanzahl
bei der Konstruktion der neuen Kreispackung P’ := P \ {C} U {C} nicht verringert.
FEine zulédssige Kreissubstitution, unter den Voraussetzungen von Lemma 4.15, wird in

Abbildung 4.7 noch einmal veranschaulicht.

Abbildung 4.7: Eine Veranschaulichung einer Kreissubstitution

In Abbildung 4.7 ist auf der linken Seite der fiir die Kreissubstitution relevante Teil des
Kreises C' beispielhaft blau markiert. Es gilt v;,u; € V(C) und (v;,u;) ¢ E(C). Die
Kante (u;,v;) ist durch den Kreis C' blockiert und kann in keinem anderen Kreis der
Kreispackung P enthalten sein. Es gilt also (v;,u;) ¢ E(P). Dadurch ist es moglich, mit
den Kanten von C und der Kante (v;,1;), den kiirzeren Kreis C' zu konstruieren. Der fiir
die Kreissubstitution relevante Teil des neu konstruierten Kreises C' ist beispielhaft in der

rechten Graphik rot markiert.

Betrachtet man eine maximale Kreispackung P von P(n, k), so ergibt sich mit Aussage
4.15 folgendes: Es seien C,C € P zwei Kreise, welche die Voraussetzungen aus Aussage
4.15 erfiillen, dann ist P’ = (P \ {C}) U {C} ebenfalls eine maximale Kreispackung.

Durch die Voraussetzungen in Lemma 4.15 wird eine spezielle Situation beschrieben, in
der eine Kreissubstitution moglich ist. Im Verlauf dieses Kapitels werden weitere solche
Situationen dargestellt. Zudem wird die ,, Kreissubstitutionseigenschaft* von wesentlicher

Bedeutung fiir die spéatere Konstruktion einer maximalen Kreispackung sein.
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Bei genauer Betrachtung lisst sich die untere Schranke aus Lemma 4.13 verschérfen. Dazu

wird die folgende eindeutige Schreibweise von n verwendet.

Lemma 4.16:
Fiir jedes n € Ng gibt es eindeutig bestimmte Zahlen

k
J € Ng,a,v € {0,1} undﬁE{O,...,i—l}

mit der Eigenschaft
n=2jk+ak+20+~
Beweis:

Sei n beliebig, so liasst sich n eindeutig beschreiben durch
n=j-(2k)+rmit j € Nound 0 <r <2k — 1.
Der Rest r wird eindeutig beschrieben durch
r=a-k+r mtae{0,1}und0<r" <k-1.
Der Rest r" wird im Fall v’ mod 2 = 0 eindeutig beschrieben durch

k
=28+~ mit g€ {0,..., =

2—1}und7:0

und im Fall v’ mod 2 = 1 durch
) : k
r :2ﬁ+7m1tﬁ€{0,...,§—1}und’yzl.

O

Nachfolgend wird durchgehend n = 2jk + ak + 23 + v mit j € Ny, o,y € {0,1} und
g e {o,... ,% — 1} vorausgesetzt. Zudem sei der Rest r definiert als r := ak + 20 + 7.
Wie im Beweis gesehen, gilt 0 < r < 2k — 1. Damit kann die untere Schranke wie folgt

verscharft werden.

Lemma 4.17:
Sei n > 8k, dann gilt

WPD) 2 B +a@ 4y 7| 72
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Beweis:
Wie in Lemma 4.13, ist

75 = {SC(]? SCQ? EIR) Sckf% SCQk7 502k+27 R SC?)kav SC4]€7 SC4k+27 SR
SC(L%JA)-%? SO(L;TJ —1)-2k427 """ SCL%J ~2k7k72}

eine Kreispackung im P(n, k) mit L%J . g =7- g Kreisen.

Gilt r < k, folgt @« = 0 oder a =1 und g = v = 0 und damit 04(64—7—7[[%—‘):0. Es

ist zu zeigen, dass v(P(n,k)) > %k gilt. Dies folgt sofort, da P genau %k Kreise hat.

Betrachte r = k + 1. Es gilt « =y =1 und g = 0. Damit ist zu beweisen, dass

71k 0 71k
Pn, k) >—+1- 1—1-|— ) =22 41,
Sei Cjop = (V(Cjak), E(Cjax)) der durch die Knotenmenge
V(Oj~2k) = {Uj~2kra Vj.2k+1y - - -y Vj2k+k—1, Vj2k+k, UWj-2k, Uj~2k+k:}

induzierte Kreis. Dieser hat genau £+ 1 Auflen- und zwei Innenknoten. Die Kreispackung
P =7PU Cj.ar ist dann eine Kreispackung vom P(n,k) mit %k + 1 Kreisen und die

Behauptung ist bewiesen.

Seir >k+2 dann gilt a=1und 8> 1 und a(f+7v— 7 h%—‘) = (. Es ist zu zeigen,
dass v(P(n,k)) > % + 3. Die Kreispackung P := 75U5:1 SCjoptap—2 hat %k + 3 Kreise

und ist in Abbildung 4.8 veranschaulicht.

Damit ist die Behauptung bewiesen. 0

Unter Beriicksichtigung der in Lemma 4.17 bewiesenen unteren Schranke, werden nun
nachfolgend einige Aussagen zu den Kreisen in einer maximalen Kreispackung vom P(n, k)

gemacht.
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Vj2k+k+26-1

Viosktk @

V42

Vj.2k—k—4
Vj.2k—k—2

Abbildung 4.8: Die Veranschaulichung der Kreispackung P := P Ubﬁ:1 SCj.ok420—2

Lemma 4.18:
Sein > 8k und P eine maximale Kreispackung von P(n,k). Zudem sei C C P(n, k) ein
Kreis und 7 := ggT (n, k), wie zuvor. Es gilt:

1.) Falls VS =0, folgt C ¢ P.
2.) Sei A = |[{C € P | |VC| = 2}|, dann ergibt sich \, < 14.

3.) Falls |VS| = 3, dann gilt einer der beiden folgenden Fille

(a)C ¢ P.
(b)C € P und es existiert ein Kreis C C P(n,k) mit [VC| = 2, so dass
P = (P\{C})U{C} eine mazimale Kreispackung ist.
Beweis:
1.) Es sei angenommen, dass C' € P gilt. Der Kreis C' belegt alle Auflenknoten. Somit
gilt fiir jeden weiteren Kreis C' € P mit C’ # C, dass V., = () und

v(G)=1+1<k+1.
Aus Lemma 4.13 ist v(G) > %k bekannt. Daher muss %k < k + 1 gelten und damit
j < 2. Es folgt n < 6k. Das ist ein Widerspruch zu n > 8k und es gilt in diesem

Fall C ¢ P.
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2.) Fiir jeden Kreis C C P(n, k) mit |VC| = 2 ergibt sich d(C) > k + 3. Da P maximal
ist, folgt mit der unteren Schranke aus Lemma 4.17 und girth(P(n,k)) =8

'k
(V1= Ml 3)/8 4+ 24 2 [Pl =v(P(n,0) 2 5 + a6+ =7 | 527 )
Wegen |V| = 2n und n = 2kj + ak + 25 + v gilt

'k
(2(2jk—|—ak+25+fy)—Al(k+3))/8+)\12%4-04(54‘7—7{%—‘)
~
(4jk—{—2ak:+4ﬁ+2’7—)\1/€—3)\1)/8+)‘12%"{'@64"0‘7_@7 {%—‘
54
5

Ajk + 20k + 48+ 27 — Mk — 3A\; + 8\ > 4jk + 8a3 + 8ary — 8ary [mw

Folglich erh&lt man

20k + 408 + 2y — Mk + 5\ > 8af + 8ay — 8ary [%—‘

und somit

A (k=5) <2ak + 48 + 2y — 8af — 8ay + 8avy [%—‘

Da L%] e {0,1}, gilt

M (k—=5) <2ak + 40 + 2y — 8aff — 8ay + 8ary
~

M(k—5) <2ak+406 + 2y — 8af

Auf Grund von v € {0, 1} folgt analog
M(k—5) <2ak+48+2—8ap

Man unterscheidet nun zwei Féalle:

(a) @ = 0: Dann gilt
Mk —5) <45 +2 <2k —4+2
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da g < g — 1. Weiterhin ergibt sich

(b) @ = 1: Man erhilt
M(k—=5)<2k+45+2—-83=2k—40+2 <2k +2

da G > 0 und daher

2k +2
A
1S5
Esfolgt)\1<2 . 5,fallsa—()und)\1<2-’;—fé,fallsa:1. Da fir k£ > 6
k—1 - k+1
k—5 k-5
gilt, sei nun die Funktion
fi:Ry = R

mit f; (t) =l betrachtet Offenbar ist fi(¢ ) streng monoton fallend fiir ¢ > 6 (Es

k+1

Dies bedeutet fiir den Quotienten ==, dass

k1l o ik >6
k-5

Damit ergibt sich allgemeinen

kE+1
A <2 —— <14,
1525
3.) Sei 0.B.d. A. Vi = {ug, uy, ug,}. Die Menge der AuBenknoten V., induziert einen

Weg. Es wird angenommen, dass C' € P gilt, dann sind zwei Félle zu unterscheiden:

(i) vy € VC,: In diesem Fall gilt V&, = {vg, v1, Vo, ..., Uk, Uks1, Ukgas - - - Vok—1, Vak }
und C kann durch den Kreis €' mit V.S, = {vo,v1,v9,...,v;} und somit
|V | = 2 substituiert werden. Es folgt (b).

(i) vy ¢ V.S,: Im zweiten Fall gilt V.S, = {vor, Vak i1, Vaks2s - - -, Un—2, U1, V0 } und
[VEC.| = n— (2k — 1). Jeder weitere Kreis C’ € P mit ¢’ # C hat entweder

keine oder mindestens zwei Auflenknoten. Da C' € P, erhélt man

HC,GP' out_®}|§7—_1§k7_1
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und V, Ve 2k — 1 1
1{0"e7>m€i;’\z2}|5'°“t|;|"“t|: =k g

Es folgt
1
|73|§k—1+k:—§+1

Auf Grund der unteren Schranke in Lemma 4.13 muss allerdings gelten

IE  (P(n, k) = [P| < 2k — %

(\]

Folglich ergibt sich
jk <4k -1 < j§4—%
und somit
n < 8k

Das ist ein Widerspruch zur Annahme n > 8k. Die Annahme C' € P ist in
diesem Fall falsch. O

Aus Lemma 4.18 kann man zum einen folgern, dass fiir jeden Kreis C' in einer maximalen
Kreispackung P gilt |[V.S| > 2. Zum anderen kann man fiir eine betrachtete maximale
Kreispackung P annchmen, dass {C' € P | [VC| = 3} = 0. AuBerdem gibt es hichstens
14 Kreise C' € P mit [V,C| = 2, womit sich fiir jeden weiteren Kreis C' € P mit |V,C| # 2
ergibt, dass [VC| > 4.

Nachfolgend wird bewiesen, dass ein Kreis C' im Graphen P(n, k), welcher keine Auflen-
knoten enthélt, nicht in einer maximalen Kreispackung vom P(n, k) enthalten ist. Ebenso
gilt dies fiir einen Kreis O, dessen Menge der Auflenknoten V.¢, einen Weg W der Liinge
d(W) < k — 1 induziert.

Lemma 4.19:
Es set n > k* + 34k und P eine mazimale Kreispackung von P(n,k). Zudem sei
C' C P(n,k) ein Kreis mit einer der folgenden beiden Figenschaften:

1) EOc;Lt = {(Uj,’l)[j+1]), ey (U[j-l-i—l}’v[j-‘ri])} und ]_ S Z S k — 1

2.)VE, =

o

Dann gilt
Cé¢Pp.
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Beweis:
Aus Lemma 4.18 ist bekannt, dass es in P hochstens 14 Kreise C' € P mit |V;S| = 2 gibt
und jeder weitere Kreis C' € P die Eigenschaft hat, dass [V,C| > 4 gilt.

Nun sei angenommen, dass C € P. Da vorausgesetzt wurde, dass entweder
ES, = {(vj,v41))s - (Vpgiz, vp)} und 1 < i < k — 1 oder V.S, = 0 gilt, folgt

out out
VE] > 2] > | %] und es ergibt sich wegen der unteren Schranke in Lemma 4.17

(|Vin| — L%J —2-14)/4+1+142y7>|:y(p(mk))Z%jLa(@Jw_V[%b

Wegen |Vi,,| =n = 2jk + ak + 203 + ~ folgt

2ik + ak + 23 + ~
k

ik
(2jk+ak+2ﬁ+7—{ J—28)/4+1+142‘%+04(ﬁ+7—7{

k
(2jk+ak+26+7—2j—a—28)/4+152‘%+a(ﬁ+7_7{%—‘)
=
2jk+ak+25+7—2j—a—28+6022jk+4a(ﬁ+7_7{%_‘)

Dies ist gleichbedeutend mit

ak+2ﬁ+7—2j—a+3224a(ﬁ+7—7[%b

und man erhalt

2jgak+26+’y—a+32—4oz(ﬁ+’7—’7[%-‘)

Man unterscheide wiederum zwei Falle:
1.) @ = 0: Dann gilt
2§ <264y + 32
=
k k
JEB+3+16<5—1+17=5+16

da <% —1und~ye{0,1}.
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Dies wiederum heif3t

n < 2(5+16)k+23+~

= k2+32k+26+7

IN

K+ 32k +k—2+7

IN

k*+ 33k —2+1

= k%24 33k—1.

2.) a = 1: Man erhélt mit der gleichen Argumentation
2j§k+2ﬁ+7—1+32—qﬁdm+47Lllw
f+1
<~
2] <k—20+7+31—4dy+4y
~

7 <

k ~ k k
Y 4 i155<E _B416< 2 416
SOty HIB5 <D~ B 16 o+

Damit ergibt sich
n < 25+16)k+k+28+~

= k2+33k+28+~

IN

kK*+33k+k—2+7

IN

k* + 34k — 2+ 1

k% + 34k — 1.

In beiden Fille entsteht also ein Widerspruch, da n > k? + 34k vorausgesetzt war. Somit
ist die Annahme C € P falsch. O

Mit Lemma 4.18 erhalt man eine untere Schranke fiir die Anzahl der Innenknoten eines
Kreises C' einer maximalen Kreispackung P. Lemma 4.20 ergibt, dass C' auflerdem min-

destens vier Aulenknoten belegen muss.
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Lemma 4.20:
Sein > k? + 34k und P eine mazimale Kreispackung von P(n,k). Weiterhin sei C € P
ewn Kreis, dann gilt

Voul = 4.

Beweis:
Nach Lemma 4.19 gilt V.¢, # . Angenommen V¢, induziert einen zusammenhéngenden

Untergraphen, dann gilt nach Lemma 4.19, dass |V,S,| > k + 1. Andernfalls induziert V.C,
einen Untergraphen mit mindestens zwei Zusammenhangskomponenten. In diesem Fall

gilt |[V.C.| > 4 und die Behauptung ist bewiesen. O

Weiter lassen sich mit Lemma 4.19 die Kreise C' C P(n, k) einer maximalen Kreispackung
P mit |V;né| = 2 (vgl. Lemma 4.18 2.)) genauer beschreiben.

Lemma 4.21:
Fiir n > k* + 34k sei P eine marimale Kreispackung von P(n, k) und C € P ein Kreis
mit VS| = 2. Dann folgt

Vil = k41

Beweis:
Da C € P folgt aus Lemma 4.19, dass %5

out

> k+ 1.

> k+1ist. 0.B.d. A. sei VC = {ug, uy}. Wegen V¢

out

> k+1,
ergibt sich V.C, = {vg, Uks1, Ukss - - - Uno; Un_1, 00} und |V.C,| = n — (k — 1). Analog zur

Beweisfithrung in Lemma 4.18 3.) hat jeder weitere Kreis ¢’ € P mit ¢’ # C' entweder

: ¢
Es sei angenommen, dass V),

keine oder mindestens zwei Aufienknoten. Wegen C' € P muss gelten
{C eP |V =0} <T-1<k-1

und &
‘{CU cPp ‘ |‘/Oi’;’| > 2}| < |‘/Out| ; |V:)ut| _ k;1 _

No|
N —

Es folgt

ko1
<k-1+-—-+1
Pl<k-145-5+

Mit der unteren Schranke in Lemma 4.13 erhilt man

Folglich ergibt sich
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und somit

n < 6k
Das ist ein Widerspruch zur Annahme n > k? + 34k. Damit ist die Annahme VO(;:t >k+1
falsch und die Behauptung bewiesen. O

Im folgenden Lemma werden nun Kreise C' betrachtet, deren Menge der Auflenknoten
VC, einen Weg W der Linge d(W) > k induziert. Unter der zusiitzlichen Annahme
|VC| = 2, erhélt man die in Lemma 4.21 betrachteten speziellen Kreise der Linge k + 3,
die zu einem spéteren Zeitpunkt fiir die Konstruktion einer maximalen Kreispackung von
wesentlicher Bedeutung sein werden. Beispielhaft ist ein solcher Kreis in Abbildung 4.9

rot markiert dargestellt.

Abbildung 4.9: Veranschaulichung eines Kreises mit genau zwei Innenknoten

Aus Lemma 4.18 2.) ist bereits bekannt, dass es in einer maximalen Kreispackung P von
P(n, k) hochstens 14 solcher Kreise gibt.

Lemma 4.22:

Fir n > k® + 34k sei P eine mazimale Kreispackung von P(n,k). Zudem sei
A= |{C € P||VE,| > k+1}| gegeben.

Dann gilt:

1.)Fallsa=0und26+~v>k—-3 = M<I1
2.)Fallsk=6,a=1und20+v=0 = A <2
3)Fallsk>8, a=1und20+~v=0 = I<1

4 ) Fallsa=1und 1 <20+~v<3oder28+v=5 = AI<1

5.) In allen dbrigen Fillen ist Ay =0
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Beweis:
Da P maximal ist und jeder Kreis in P mindestens vier Auflenknoten belegt (vgl. Lemma

4.20), gilt
Jjk g
(IVour| = Ak +1))/4+ A2 2 [P = v(P(n k)) =2 T +alf+v7 -7 E:T)
Aus |Vou| = n = 2kj + ak 4+ 25 + v ergibt sich auf diese Weise

'k
(2jk+ak+26+7—>\2<k+1))/4"‘)‘22‘%4_0‘(64_7_7{%—‘)

Das heifit,

2jk+a’f+25+7—kz<’f+1>+%22Jk+4aw+v—v[‘ﬁ_ilk

oder dquivalent

ak+2ﬁ+7—kxk—3ﬁzaﬂﬁ+v—v[Eéqb

Es ergibt sich allgemein die Ungleichung

AAk—@fﬂ%+ﬂﬁ+7—4wﬁ+7—7[géib

Nun werden zwei Fille unterschieden:

1.) @ = 0: In diesem Fall gilt
Aok —3) <28+~

Esist § € Ny und g < k—;2 Betrachte folgende Unterfélle:

(a) 26+~ > k — 2: Es gilt

No(k—3)<28+1<k—-2+1=k—1

=

k—1
Ny < =
=1 _3

Die Argumentation erfolgt nun analog zum Beweis von Lemma 4.19. Betrachte
die Funktion
f2: Ry = R
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mit fo(t) = 4. Die Funktion fo(t) ist ebenfalls streng monoton fallend fiir
t>6 (BEsgilt f3(t) = —m—5rs 6t+9 < 0 fiir ¢ > 6) und f5(6) = 2. Damit lisst sich
folgende Abschitzung machen

A <k_1<5
= k-3—3
Da Ay € Ny folgt
Ao < 1.

(b) 268 + v = k — 3: In diesem Unterfall erhélt man

Xo(k—3)<204+1<k—-4+1=k-3

(c) 26 + v < k — 4: Folglich ist

M(k—3) <28+y=r<k—4

=
k—4
Ao < ——
= k-3
Man betrachte nun die Funktion
f3: Ry — R

mit f3(t) = % In diesem Fall ist f3(t) streng monoton steigend fiir t > 6 (Es

gilt f3(t) = =g > 0 fiir t > 6) und f3(6) = 2. Damit ldsst sich folgern

k4
N < ETE
253 "3 <

und somit

Ao = 0.
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2.) a = 1: In diesem Fall wird die allgemeine Ungleichung zu

dolk=3) < k+26+7-48—4y+4y| ]
- k—25—3y+&ﬁ#%]
= k=284 7] -9)
Man betrachte wiederum einige Unterfille:

(a) 26 4+ v = 0: Es folgt

A(k—3) <k
=
k
Ao < ——
‘T k-3

Somit ist die Funktion

fi: Ry — R
mit f4(t) = 5 zu betrachten. Offenbar ist fy(t) wiederum streng monoton
fallend fiir ¢ > 6 (Es ist fi(t) = —p—gmg < 0 fiir t > 6) und f4(6) = 2.

AufBerdem ist f4(8) = 12. Damit lisst sich folgende Abschiitzung machen:

Ay < =2fir k=
2_(k—3) ur 6
und ) 5
Ao < <1- fur k > 8.
S (g Slgtmk=s

Auf Grund der Ganzzahigkeit ergibt sich
(b) 1 <28+~ < 3: In diesem Unterfall ergibt sich

Ao(k—3)<k—1
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Wie zuvor bereits gezeigt, folgt

(c) 28+~ =4: Es gilt

54
k—4
Aoy < ——
2= k-3
Wie zuvor, gilt dann
/\2 = 0

(d) 28 + v = 5: In diesem Unterfall erhdlt man

No(k —3) <k—3

(e) 28 + v > 6: Es ergibt sich

=
k—5
A < ——.
T k-3
Man betrachte die Funktion
f5: Ry = R
mit f5(¢) = :=2. Die Funktion f5(t) ist streng monoton steigend fiir ¢ > 6 (Es
gilt fi(t) = m > 0 fiir t > 6) und f5(6) = 3. Damit kann man wiederum
wegen
k—5 <1
k—3

folgern, dass
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Die Schranken in Lemma 4.22 gelten insbesondere auch fiir die Anzahl der Kreise
C C P(n, k) einer maximalen Kreispackung P von P(n, k) mit VS| =2 und |V, = k+1
(vgl. Abbildung 4.9). Wie zuvor erwihnt, sind diese Kreise im Zusammenhang mit der
Konstruktion einer maximalen Kreispackung von besonderer Bedeutung. Mit Lemma 4.22
folgt fiir solche Kreise, dass lediglich im Fall £ = 6 und n = 125 + 6 zwei dieser Kreise
in einer maximalen Kreispackung P von P(n, k) enthalten sein kénnen. In allen ande-
ren Féllen kann eine maximale Kreispackung hochstens einen solchen Kreis beinhalten.
Dies ist wesentlich, da im Verlauf dieses Kapitels gezeigt wird, dass immer eine maximale
Kreispackung existiert, welche ausschliellich aus Kreisen der Lénge acht und hochstens
einem Kreis C C P(n, k) mit |[VS,| =k + 1 und |VS| = 2 besteht.

Bei der Betrachtung einer maximalen Kreispackung P ergibt sich mit den Aussagen aus

den Lemmata 4.18 - 4.20 zusammenfassend, dass fiir jeden Kreis C' € P gilt:

|Viue| = 4 und |VT| > 2.

In Satz 4.23 werden nun obere Schranken fiir die Anzahl der Auflen- bzw. Innenknoten
eines Kreises einer maximalen Kreispackung von P(n, k) hergeleitet. Dazu wird folgende

Voriiberlegung gemacht:

Man betrachte einen Kreis ¢ C  P(n,k) mit {v;,vj41],--- vt S VS,
{(j,v541)s (410, VG425 - - -5 (Vk]s Vfjks1)) b S ENOCM und (vj,u;) € ES,.,. Dann ist es
moglich, den Kreis C' durch einen kiirzeren Kreis C' C P(n, k) zu substituieren, welcher
durch V/(C) := {v;, Vljt1]s - - - > Uj+k]» Uy, Upj+k) } induziert wird. Man kann folglich o. B.d. A.
annehmen, dass

C¢Pp.

Damit lassen sich obere Schranken fiir die Anzahl von Auflen- bzw. Innenknoten von Krei-

sen einer maximalen Kreispackung formulieren.

Satz 4.23:
Es set n > k* + 34k und P eine mazimale Kreispackung von P(n,k). Zudem sei
C' C P(n,k) ein Kreis mit C € P, dann gilt:

1.) Falls o = 0, folgt

Vil <k+7  und |V <k+3
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2.) Falls a = 1, folgt

Vil <k+9  und |V <k+5

Beweis:
Es wird zunéchst die Giiltigkeit der beiden oberen Schranken fiir die Anzahl der Innen-
knoten von C' bewiesen. Anschlieflend wird auf die Giiltigkeit der Schranken fiir die Anzahl

der Auflenknoten eingegangen.

(i) Aus Lemma 4.18 1.) ist fiir jeden Kreis C' € P bekannt, dass |[V,C| > 2. Zudem weif
man aus Lemma 4.21 und Lemma 4.22, dass die Anzahl [{C € P | [VC| = 2}| <2
ist und sich fiir jeden weiteren Kreis C' € P mit [V,C| # 2 ergibt, dass [V,C| > 4. Da

P maximal ist, erhélt man

(WVanl = Vsl =2-2)/4+ 142> |7>|:y<p<n,k)>Z%M(ﬁﬂ_%ilb

Durch |Vj,| = n ergibt sich
n—|VS|—2-2+4+8>2jk+4af + day — day [%—‘
Da n = 25k + ak 4+ 2 4 v, erhélt man

25k 4+ ak + 264+ v — V| + 8 > 2jk + 4aB + 4ay — dary [%—‘
=
ak +268 47— VS| +8 > 4af + day — dary [%—‘

Aquivalent erhilt man

VSl < ak+28+7+8—4af —day + day L%W
< ak+20+4+v+8—4af —4day+4day
= ak+20+v+8—4ap

< ak+26+9—4ap

Man unterscheidet zwei Falle:

a) a = 0: In diesem Fall gilt
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VS| <28+9<k—-2+9=Fk+7.

b) @ = 1: Im zweiten Fall ergibt sich
V) <k+28-4+9=k—268+9<k+9

(ii) Aus Lemma 4.20 ist fiir jeden Kreis C' € P bekannt, dass [V.C,| > 4. Da P maximal
ist, gilt

ik
(Vaal = WD /4412 1P = (Pl k) 2 5 (49 =7 | 525 )
B+1
Da |Vyui| = n, folgt
n— VS| +4 > 2jk + 4a8 + day — 4ary b
out = B_'_l
Mit n = 25k 4+ ak + 23 + ~ erhélt man
25k + ak + 268+ v — [VE,| + 4 > 25k + 4a8 + day — day {%—‘

=

ak + 268+ — [V, +4 > 4ap + day — 4ay [%—‘

Aquivalent gilt

Vol

IN

ak 4204+ v+4 —4ap — day + day [%W

IN

ak 4204+ v+4 —4ap — day + day
= ok +20+v+4—4ap

< ak+26+5—4ap

Es werden wiederum zwei Féalle unterschieden:

a) o = 0: Im ersten Fall erhélt man

VE|<28+5<k—2+5=FK+3.
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b) a = 1: Analog folgt im zweiten Fall
VO | <k+28—48+5=k—28+5<k+5

O

Fasst man Lemma 4.20 und Satz 4.23 zusammen, so ergibt bei der Betrachtung einer

maximalen Kreispackung P fiir einen Kreis C' € P:

4<vC

out

<k+5
Auf Grund der Beweisfiihrung kann man fiir 2 Kreise C, C' € P schlieBen, dass

8< VS UVS | <k+5+4

out ou

Fiithrt man diesen Ansatz fort, so bedeutet das fiir u Kreise einer maximalen Kreispackung

Cl,...,CuEPZ

du < [ JVSI <k +5+4(u—1)
=1

Mit der nachfolgenden Abbildung 4.10 soll eine weitere Aussage iiber die Kreise einer

maximalen Kreispackung veranschaulicht werden.

Abbildung 4.10: Eine Veranschaulichung eines Kreises mit einer speziellen Knotenbelegung

Wie zuvor gezeigt, hat jeder Kreis einer maximalen Kreispackung eine beschrankte Anzahl
von AuBen- und Innenknoten und damit eine beschrinkte Gesamtlinge. In der Abbildung
ist blau markiert ein Ausschnitt von einem Kreis skizziert, fiir den die Knoten u; und v;

in der Knotenmenge enthalten sind. Die Kante (u;,v;) ist allerdings kein Element der
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Kantenmenge. Betrachtet man den Index j als Element einer Menge von k — 2 aufein-
anderfolgenden Indizes (hier 0. B.d. A. {1,...,k — 2}), so wird nachfolgend gezeigt, dass
es einen zweiten Index b in der k elementigen Indexmenge {0,...,k — 1} gibt, so dass
der Knoten wu; ebenfalls ein Element des Kreises ist. Anderenfalls wére der Kreis zu lang
und in keiner maximalen Kreispackung enthalten. Der beschriebene Zusammenhang er-
gibt sich analog in dem Falle, dass v; nicht in der Knotenmenge des Kreises enthalten ist.
Man erhélt folgendes Resultat.

Lemma 4.24:
Sei n > 2k* + 14k, P eine mazimale Kreispackung von P(n,k) und C € P ein Kreis.
Zudem sei 0. B.d. A. u; € V& und (uj,v;) ¢ E(C) mit j € {1,...,k—2}. Dann gilt

b€ {0,....,k—1} mit b# j mit u, € V.S

Beweis:
Da u; € Vi und (uj,v;) ¢ E(C), ergibt sich ujyy, ujj—y € V. AuBerdem ist fiir jeden
Kreis C' € P bekannt, dass VC, < k + 5.

out —

Nun sei angenommen, dass kein Index b € {0,...,k—1} mit b # j und u, € V,§ existiert.
In diesem Fall gibt es einen Weg W = (ujq, ..., ufj—x) mit der Eigenschaft u; ¢ V(W)
fir alle 7 € {0,...,k — 1} und W U {(ufj—x), u;), (uj, ujrr)} = C. Insbesondere bedeutet
dies u; ¢ V(W) und VW, = V¢

out out*

1.)v; € V,: In diesem Fall ergibt sich durch {ug,...,us_1} NV (W) =0, dass

out*

{UQ, . 7Uk—1} U {Uk} U {Un—l} C ‘/OI;Z

Da [{vn_1,v0,. - 01,0} = k+ 2 und |V)V| = |[VE,| < k + 5, induziert die

Menge V), einen Graphen mit hochstens zwei Zusammenhangskomponenten. Man

unterscheide wiederum zwei Fille:
(a) VW induziert einen Graphen mit genau einer Zusammenhangskomponente: In
diesem Fall ist Vi, = {vpj_k]s s Un—1,V0, - - -, Vg1, Uk, - . . , j+x } und folglich

|[VW| = 2k + 1. Das ist ein Widerspruch und die Annahme ist in diesem Fall
widerlegt.

(b) VIV induziert einen Graphen mit genau zwei Zusammenhangskomponenten:

Demzufolge liegt einer der folgenden beiden Fille vor:

i A{vkt1, vk € VIV Dann gilt {vgiq,. .., 0500 = {vra} und da-

mit j = 1. Demzufolge ist u; € V(C) sowie uy_gy1, w41 € V(C). Da
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{vn_1,v0, .., vp_1,08} C VIV folgt w1, up 1 € V(C). Somit ergibt
sich auf Grund von wu,_j_1,u,_r+1 € V(C), dass die zweite Zusammen-
hangskomponente von W N G,,; mindestens drei Auflenknoten hat. Es
folgt [VV.| > k + 6, ein Widerspruch.

ii. {vg_a, - -, vna} C Vs In dem Fall folgt {vjj_, ..., Un—2} = {vn_2} und
damit j = k — 2. Das bedeutet uy_o, uy, € V(C'), sowie ugg_o, ug, € V(C)
und die zweite Zusammenhangskomponente von W N G,,; enthélt wieder-
um mindestens drei AuBenknoten. Es ergibt sich der Widerspruch durch

Vouil >k +6.

2.)v; ¢ VC,: Damit erhélt man

{vo, . o} OV(W) =0
und
{(us,usr) |6 €{0,....k—1}}NEW) =10

Daraus ergibt sich, dass
n

BW)| = |7

Da [V¥|=|VS,| <k+5und |VY| = VS —1<k+9—1 erhilt man

IEW)=VIW)| -1<k+54+k+9—-1—-1=2k+12
Folglich muss gelten
n
—| <2k+12
[Fl =2
<~
9
Thtak op 9
~
2] +a <2k+12
=
, Q@
j§k+6—§§k+6

Das bedeutet
n < 2k* + 12k + ak + 26 + v < 2k* + 14k

Dies ist ein Widerspruch und die Annahme ist falsch. [l
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Nachdem in den vorangegangenen Lemmata verschiedene Aussagen iiber die Anzahl der
Kreise in einer maximalen Kreispackung mit einer bestimmten Anzahl von Innen- bzw.
AuBlenknoten gemacht wurden, wird nachfolgend auf die Kreise einer maximalen Kreispa-
ckung mit einer Mindestanzahl von Ubergangskanten eingegangen. Es wird gezeigt, dass
in einer maximalen Kreispackung die Anzahl der Kreise mit mindestens sechs Ubergangs-

kanten fiir n > k? + 34k nach oben durch beschrankt # ist.

Lemma 4.25:
Fir n > k® + 34k sei P eine mazimale Kreispackung von P(n,k). Zudem sei
A3 = |{C € P||EC,..| > 6}, dann gilt

A;;ST.

Beweis:
Wie zuvor, ist \; = [{C € P | |VS| =2} = {C € P | |ES,..| = 2} fiir P gegeben.

Cross

Zudem wird \; := [{C € P | |ES,..] = 4}| definiert. Mit Lemma 4.22 weifl man bereits,
dass \; < 2 gilt. Man betrachte nun zwei Félle:

1) A > %k +af+y—7 L%-‘ ): In diesem Fall erhélt man die Abschétzung:

I > 2kt da(f+y—n {%b
= n—(ak+26+7)+4a(B+v—7v {%-‘)
Man betrachte wiederum die zwei moglichen Ausprigungen von « separat:

(a) @ = 0: Man erhélt
4\ > n—20—-7v

Da 21 44Xy + 63 < |Eeross| = n, ergibt sich

2/\1+6)\3§ n—(n—2ﬁ—7)

= 20+~

IA

26+ 1

IN

k—2+1

= k-1
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Folglich ist
6A\s<k—1—-2\ <k-1

(b) @ = 1: In diesem Fall gilt

ANy > n—k—25—7+4(6+7—ﬂ%b
> n—k—-28-y+4(B8+7—7)

= n—k+28—-7y

Wie zuvor erhdlt man mit 2A\; + 4M; + 63 < |Epross| =1

2\ +6X3< n—(n—k+26—7)

= k—-28+~
< k—-26+1
< k+1

Das bedeutet
63 <k+1-2\ <k+1

=

A S ——

2) M < L+ a(f+v—7 {%—‘ ): Es ist bekannt, dass P keinen Kreis C' € P(n, k) mit

|EC_ | = 0 enthilt, da fiir einen solchen Kreis entweder V., = ) oder V€ = () gilt.

out —

Das bedeutet, dass

2

)\1+)\4+)\3=|P|:u(P(n,k))zﬁJra(ﬁjL,y_v[ﬂil-‘)

Wie bereits erwahnt, muss auflerdem

201 44X + 6A3 < |Epross| = n =25k + ak + 26+~

(4.1)
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erfiillt sein. Daher folgt:
A1 3 jk ok B v
A I <y 2T 4.2
5 TAFGA STk D (4.2)
Man betrachte wiederum die zwei Ausprigungen von « getrennt
(a) a = 0: In diesem Fall gelten folgende drei Ungleichungen
'k
No< %- (4.3)
'k
M+M+&;z% (4.4)
A 3 gk B v
— — < —=4=4- 4.
SNt oh < T4+ (4.5)

Die Ungleichung (4.3) folgt aus Ay < %k +a(B+y—" {%-‘ ). Ungleichung (4.4)

ergibt sich aus Ungleichung (4.1) und Ungleichung (4.3) folgt aus Ungleichung

(4.2).
Mit Ungleichung (4.3) ergibt sich
gk _ jk

B
o<y 2y T
1Sy sS Ty

Zudem kann man %/\3, wie folgt, darstellen

1 A 3 A
5)\3:714—)\4‘{’5)\3—(?14‘)\4“‘)\3)

(4.6)

Daher erhélt man unter Verwendung der Ungleichungen (4.4) und (4.5) die

Abschétzung
gk B A1
N, <2y L2
AL_2+2+4 (2+M+&)
>3
Damit ergibt sich
1 gk B v gk 1 By M
I P I S T AR T Y N ATt
sy ot st T T
Und somit
v 1 k 1 k43
M<BH+L+M<B+-F+AM<o—-l+-4+2=-°
3_ﬁ+2+ 1_ﬁ—|—2+ 1_2 +2—|— 5
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(b) & = 1: Auch in diesem Fall ergeben sich drei Ungleichungen

Jk B
— 4.
Mo< SO 7[6“} (4.7)
Jk B
> 4.
M+ + A > 5 + 08+ 7[5_’_1—‘ (4.8)
M 3 jk kB~
M < = £ .

Mit Ungleichung (4.7) erhdlt man analog zum Fall (a)

Jk B Jk
Y I I
4<2+B+7 7[5—%1-‘ 2+6+7

Verwendet man wiederum die Darstellung von 3 (Ungleichung (4.6)), sowie
die Ungleichungen (4.8) und (4.9), so ergibt sich

1
A3 = —+ A
5 3 + AL+ =

IN
|
+
|
+

AN
+
|
_|_
N
+

|2
|
<
=
|
@
|
2
+
)
—|
\»@
JR— |
+
| >

INIA

IN
+
—
[\
ot

Demnach ist .
A3 < 5 + 2,5

Insgesamt folgt:

Aggmax{k_l k+1 k+3 k:+5}:k+5'

6 6 2 2 2

Da A3 € Ny erhélt man die Behauptung. ]
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4.2.1 Die Bestimmung einer maximalen Kreispackung

Zuvor wurde bereits erwahnt, dass sich aus der Konstruktion einer Kreispackung fiir den
Beweis einer unteren Schranke der Kreispackungszahl eine Vermutung aufstellen l&sst, wie

man eine maximale Kreispackung fiir einen beliebigen Graphen P(n, k) ermitteln kann.

Vermutung 1:
Es gibt in einem Graphen P(n,k) mit n > max{k* + 34k, 4k* — 14k + 12} immer eine
maximale Kreispackung, welche ausschliellich aus Kreisen der Lénge acht und hochstens

einem Kreis der Lénge k£ + 3 mit genau zwei Innenknoten besteht.

Die beiden in Vermutung 1 beschriebenen Kreistypen sind beispielhaft noch einmal in den
nachfolgenden Abbildungen 4.11 und 4.12 dargestellt.

Abbildung 4.11: Ein Kreis der Lénge acht Abbildung 4.12: Ein Kreis mit der Linge
k + 3 und genau zwei Innenknoten

Vermutung 1 erweist sich unter bestimmten Bedingungen als richtig. Dies wird nachfol-

gend gezeigt. Wie zuvor, wird n beschrieben durch

n =25k +ak+26+~
—_———

=T

mit j € Ny, a,y € {0,1} und 5 € {0, ..., g—l}. Zunéchst wird n > 8k vorausgesetzt. Da-
her sind die Kreise SC; mit ¢ = 0,...,n—1 die einzigen Kreise der Lange acht im Graphen

P(n, k). AuBlerdem beschreibt P weiterhin eine maximale Kreispackung im P(n, k).

Es sei G = (V,E) der Untergraph von P(n,k), welcher durch die Knotenmenge
V = {vo, ..., Vok—1, U0, - .., Uz k—1} induziert wird. Zudem sei R der so genannte Rest-
graph von P(n, k), welcher durch die Knotenmenge V' \ V induziert wird, sofern diese
nicht leer ist. Der Untergraph G und der Restgraph R sind in der Abbildung 4.13 veran-
schaulicht.
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Vj2k4-ak+26+v—1

Der
Restgraph R

Der
Untergraph G
induziert durch V

Abbildung 4.13: Eine Veranschaulichung des Untergraphen G und des Restgraphen R

Fiir eine maximale Kreispackung P sei

CP):={CecP|VE N{vy,..., v 1} # 0}

die Menge aller Kreise aus P, deren Knotenmenge mindestens einen Auflenknoten des
Untergraphen G enthilt. Aus dem Beweis von Lemma 4.13 (i) (Seite 112), der ersten un-
teren Schranke fiir v(P(n, k)), ist eine Kreispackung fiir G' bekannt. Die dort konstruierte
Kreispackung P besteht aus %“ Kreisen der Linge acht und ist fiir G maximal. Um diese
Tatsache fiir die weitere Beweisfithrung zu nutzen, unterscheidet man zwei Félle:

Fall I: Es existiert eine maximale Kreispackung P fiir die gilt |C(P)| < %k
jk

Fall II: Fiir alle maximalen Kreispackungen P gilt |C(P)| > &

Fiir die beiden Fille wird nachfolgend separat gezeigt, dass Vermutung 1 fiir bestimmte
Werte der Parameter n und k richtig ist. Der Ubersichtlichkeit halber sei

ps(P) = [{C € P [d(C) =8}
die Anzahl von Kreisen der Lénge acht in einer maximalen Kreispackung P und

fiess) (P) == {C € P | d(C) =k +3,|V| =2},
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die Anzahl von Kreisen der Lange k + 3 und genau zwei Innenknoten in einer maximalen

Kreispackung P.

Fall I: Es existiert eine maximale Kreispackung P im Graphen
P(n, k) fiir die gilt |C(P)| < &

Der nachfolgende Satz sagt aus, dass im Fall I Vermutung 1 bereits fiir n > k? + 34k

korrekt ist. Im Beweis wird eine neue maximale Kreispackung P, konstruiert. Dies ge-
ik
ter Ausnutzung der Kenntnis der maximalen Kreispackung P von G. Fiir P,., wird

fir den Fall pugpys)(Prew) > 1 gezeigt, dass ps(Prew) + ft3)(Prew) = v(P(n,k)) und

schieht auf Basis einer maximalen Kreispackung P, fiir die gilt |C(P)| < und un-

pk+3)(Prew) < 1 gilt. Im Fall fi(x18)(Prew) = 0 wird durch die Substitution einiger ge-
eigneter Kreise durch Kreise der Linge acht eine weitere maximale Kreispackung P,

erzeugt, fiir welche pig(Ppeu) = v(P(n, k)) und figri3)(Prew) = 0 gilt. Damit wére Vermu-

tung 1 fiir diese Situation bewiesen.

Satz 4.26:
Sein > k? + 34k und P eine mazimale Kreispackung von P(n, k) mit |C(P)| < Z&. Dann
gibt es eine maximale Kreispackung P wvon P(n, k) fir die gilt

118(P) + pgrsy (P) = v(P(n, k) und pgys(P) < 1.
Beweis:

Man konstruiere zunéchst eine neue maximale Kreispackung P,,.,, indem alle Kreise aus
C(P) C P durch die % Kreise in P ersetzt werden. Das heift

Prew : = (P \ C(P)) UP.
Ay
=:C(P)

Betrachte nun die Kreispackung C_(P) =P\ C(P). Fiir alle Kreise C € C_(P) gilt
‘/oit N {’Uo, s 7U2jk71} = (b

Falls r < k gilt, so folgt C(P) = 0, da jeder Kreis in C(P) mindestens eine Innenkante von
R enthalten muss. Folglich hat R mindestens & + 1 Innenknoten. Wenn C(P) = 0, kann
man schliefen, dass v(P(n, k)) = £ Dann ist P = Prey eine maximale Kreispackung von

A

P(n, k) mit ps(P) = v(P(n, k)) ist. Damit gilt in diesem Fall die Behauptung.

Falls r > k41, so gilt @« =1 und 7+ 8 > 1. Unterscheide zwei Fille:
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Fall 1: Man nehme an, dass fi(x+3)(Pres) > 1. Dies bedeutet, es gibt einen Kreis C' € C(P)
mit d(C) = k + 3 und |V,C| = 2. Wegen Lemma 4.22 (Seite 125) gilt in diesem
Fall r < k+ 3 oder r =k + 5.

a)Sei r < k+ 3, so gilt |[Vow \ (VC, U VP

out out)‘ S 2 und damlt C_(p) = {C_’}
und v(P(n,k)) = £ + 1. Somit ist P, eine maximale Kreispackung mit

NB(Pneu) = V(P(n7 k)) — 1 und H(k+3) (Pneu> =L
b) Sei r = k + 5, so gilt [Vou \ (VC, UVZE,)| = 4. Es ergibt sich |C(P)] < 2.

out = Vout
Man nehme an, dass es C € C(P) gibt mit C' # C. Fiir den Kreis C
gilt, auf Grund der k + 1 AuBenknoten von C, dass |EC| > 2. Sei j der
kleinste Index der Menge der Innenknoten V;S von C, dann enthilt Eg,
wegen der AuBenknoten von C, die Kanten (u;, w; 1) und (u; g, uji0r). Da
EC C ESZ(P), ist dies ein Widerspruch zu 7 = k + 5. Somit gilt C(P) = {C'}
und v(P(n,k)) = J?k + 1. Es folgt, dass P,., eine maximale Kreispackung

mit fig(Prew) = V(P (n,k)) — 1 und pigry3)(Ppeu) = 1 ist.

Es ergibt sich somit fiir den Fall 1, dass P = P, cine maximale Kreispackung

mit pg(P) = v(P(n,k)) — 1 und pgeqs)(P) = 1 ist. Damit ist fiir diesen Fall die

Behauptung bewiesen.

Fall 2: Man nehme an, dass fi(x13)(Ppen) = 0. Daraus folgt, dass die Menge von Aufien-
knoten Vo({:t eines beliebigen Kreises C' € C(P) mindestens zwei knotendisjunkte
Zusammenhangskomponenten induziert. Zudem gilt fiir C: Falls v; € Vogt und
u; ¢ V2, folgt

U ¢ Vz‘i(P)v

da andernfalls (uf—g, w;), (i, Ujirr]) € EC C ngp) wéren und folglich r > 2k + 1
gelten miisste. Dies wére ein Widerspruch zu r < 2k — 1. Als Konsequenz ergibt
sich

U/i ¢ ‘/;leneu7

weil fiir einen Kreis C' € P mit u; € VLS gilt, dass C' € C(P). Dieser Kreis wurde

in P, substituiert.

N N

Sei ¢ der kleinste Index von V/(C). Dann gilt vg, vig41], Ug, Ug+r) € V(C). Zudem
muss v,y € V(C) gelten, da C' € C(P). Es werden wieder zwei Fille unterschie-

den:

(a) ugs1) € V(C): Bs folgt, dass g1, Vigrasy € V(C). Der Kreis C' ist ent-
weder ein Kreis der Lénge acht oder kann durch den Kreis SC,, substituiert

werden.
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(b) ugg1) & V(C): Wie zuvor, gilt dann Uggs1] & Vibmer. Man unterscheide:

o Falls vjgr41) € V(C), gilt ebenso Ulgrkr1) € Viirer und der Kreis C kann

durch den Kreis SC, substituiert werden.

o Im Fall U[q+k+1] ¢ V(é), gllt U[q+k+1] ¢ V(é(P)) und U/[q_;'_k_;'_l} ¢ V(E(P))
Dann kann der Kreis C' ebenfalls durch den Kreis SC, substituiert wer-

den.

Zusammenfassend ergibt sich im Fall 2, dass alle Kreise ¢ € C(P) durch
Kreise der Linge acht substituierbar sind. Damit gilt [{C € C(P)}| = 3 und
v(P(n,k)) = & + 3. Man konstruiere P indem in P, alle Kreise aus C(P)
durch Kreise der Linge acht substituiert werden. Damit ergibt sich, dass P eine

A A

maximale Kreispackung mit ps(P) = v(P(n, k)) und pugs)(P) = 0 ist.

Im Fall 1 hat die Kreispackung P = P,., die Eigenschaften pg(P) = v(P(n, k)) — 1 und
[4(k+3) (75) = 1. Im Fall 2 wird durch die Substitution aller Kreise in P,,., durch Kreise der
Léinge acht eine Kreispackung P mit g(P) = v(P(n, k)) und pg s (P) = 0 erzeugt. In
beiden Fllen gilt ug(P) + pgrs)(P) = v(P(n, k) und iy (P) < 1. Damit gibt es in
beiden Féllen eine Kreispackung mit den geforderten Eigenschaften und die Behauptung

ist bewiesen. O

Fiir den Fall T ist nachgewiesen, dass Vermutung 1 richtig ist. In diesem Fall gibt es fiir
P(n, k) mit n > k? + 34k immer eine maximale Kreispackung, welche ausschlieBlich aus
Kreisen SC; der Lange acht und hochstens einem Kreis der Lénge k + 3 mit genau zwei
Innenknoten besteht. Nachfolgend wird der Fall II betrachtet.

Fall IT: Fiir alle maximalen Kreispackungen P im Graphen P (n, k)
gilt [C(P)| > &

Fiir den Fall IT wird vorausgesetzt, dass fiir alle maximalen Kreispackungen P in P(n, k)
gilt |C(P)| > &, Zunichst soll an einem kleinen Beispiel (fiir den P(32,6)) eine solche
Situation veranschaulicht werden. In Abbildung 4.14 ist der P(32,6) mit einer maximalen

Kreispackung P mit vier Kreisen farbig dargestellt.

Man kann zeigen, dass eine maximale Kreispackung im P(32,6) (bis auf Isomorphie)

eindeutig ist. Dazu beweist man zunéchst folgende Aussagen.
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Abbildung 4.14: Eine maximale Kreispackung im P(32,6)

Lemma 4.27:
1.) Es gilt

(a){C C P(32,6) | |VS,| = 0 und d(C) < 8} =0 fiir alle o € {0,2,3,5,6,7,8}
(b){C C P(32,6) | [Vyul =1 oder V| =1} =0
(c){C C P(32,6) | |VS,| =4 und d(C) <8} ={SC;|i=0,...,n— 1}

2.) Sei C C P(32,6) ein Kreis, dann gilt

(a)d(C) > 8
(b)d(C) =8« Ce{SC;|i=0,...,31}

3.) girth(P(32,6)) = 8.

Beweis:
Der Beweis der Aussagen 1.) (a)-(c) erfolgt analog zu den Beweisen von Lemma 4.10. Die
Aussagen 2.) (a) und (b) werden analog zu den Beweisen von Korollar 4.11 gezeigt. Der

Beweis zu Aussage 3.) ldsst sich analog zum Beweis von Proposition 4.12 fiihren. 0

Mit Lemma 4.27 erhélt man, dass jeder Kreis im Graphen P(32,6) eine Mindestlénge von
acht hat. Zudem folgt, dass im P(32,6) Kreise der Lange acht existieren und ein Kreis der
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Lénge acht eindeutig der Menge {SC; | i = 0, ..., 31} zuzuordnen ist. Da die in Abbildung
4.14 dargestellte maximale Kreispackung ausschliellich aus Kreisen SC; der Lénge acht
besteht, folgt, dass jede maximale Kreispackung vom P(32,6) genau acht Kreise der Lénge
acht enthélt. Da die Kreise der Lénge acht eindeutig der Menge {SC; | ¢ = 0,...,31}
zugeordnet werden konnen, ist eine maximale Kreispackung vom P(32,6) eine Teilmenge
von {SC; |i=0,...,31} der Méchtigkeit acht.

Konstruiert man eine maximale Kreispackung P vom P(32,6), so kann man o.B.d. A.
annehmen, dass SCy € P gilt. Damit folgt vy, v; € V(SCp). Fiir die Knoten vy und vs gibt
es zwei Moglichkeiten. Entweder gilt vg, v3 € V(SCas) mit SCos € P oder vq,v3 € V(SCy)
mit SCy € P. Des weiteren erhilt man fiir die Knoten v4 und vs entweder vy, vs € V(SCy)
mit SCy € P oder vg,v5 € V(SC3) mit SC3y € P. Daraus ergeben sich zwei Kon-
struktionsmoglichkeiten fiir eine Kreispackung. Unter der Annahme SCsg, SCy, SCy € P
erhdlt man die maximale Kreispackung P = {SC; | i € {0,...,31};imod 4 = 0}
(vgl. Abbildung 4.14). Die Annahme SCj, SCy, SCy € P impliziert ein Vorgehen,
wie im Fall I, und ergibt einen Widerspruch. Man erhélt die Kreispackung
P = {5C,y, SCy, SCy, SCha, SCiy, SChg, SC4} mit sieben Kreisen (vgl. Abbildung 4.15).
Da v(P(32,6)) = 8 gilt, ist diese Kreispackung nicht maximal.

Abbildung 4.15: Eine Kreispackung im P(32,6) mit sieben Kreisen

Folglich ist eine maximale Kreispackung vom P(32,6) eindeutig (bis auf Isomorphie). Es
gilt fiir jede maximale Kreispackung P, dass |C(P)| = 7 = £ +1 = & 4 1 ist. Man
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kann erkennen, dass die im Fall I verwendete Konstruktionsweise im P(32,6) zu keiner
maximalen Kreispackung fithrt. Betrachtet man aber erneut die maximale Kreispackung
aus Abbildung 4.14, so sieht man, dass diese ausschliefllich aus Kreisen der Lénge acht
besteht, was Vermutung 1 zumindest in dem kleinen Beispiel dennoch bestétigt. Im Bei-
spiel gilt 32 =n < 8k + 1 = 47. Fall II liegt allerdings auch bei n > 8k vor. Dies ist zum
Beispiel fiir £ = 6 und n mod 4 = 0 mit n > 48 gegeben. Somit muss Vermutung 1 fiir

den Fall II ebenfalls bewiesen werden.

Um die Giiltigkeit von Vermutung 1 auch im Fall IT nachzuweisen wird zunéchst gezeigt,
dass es in einer maximalen Kreispackung P keinen Kreis der Léinge k£ + 3 mit genau
zwei Innenknoten gibt und somit fiir alle maximalen Kreispackungen ji g3 (P) = 0 gilt.
Anschlielend wird bewiesen, dass im Fall IT auerdem immer eine maximale Kreispackung
P von P(n, k) existiert, welche ausschlieSlich aus Kreisen der Léinge acht besteht. Fiir P

gilt also pus(P) = v(P(n, k)) und somit fix13)(P) = 0. Damit folgt Vermutung 1 auch fiir
den Fall IL.

Im Fall IT kann man die bisher beste angegebene untere Schranke v(P(n, k)) (vgl. Lemma

4.17 Seite 116) weiter verschéarfen. Es gilt in dieser speziellen Situation

Jk 3
V(P(n,k))z3+a(ﬁ+7—v[mb+1

Andernfalls wére mit der im Beweis von Lemma 4.17 konstruierten Kreispackung zur
bisher besten unteren Schranke von v(P(n,k)) eine maximale Kreispackung P gefunden.

Fiir diese wiirde |C(P)| = £ gelten und der Fall T lige vor.

Zunéchst wird nun gezeigt, dass es in einer maximalen Kreispackung keinen Kreis der

Lange k+ 3 mit genau zwei Innenknoten gibt. Dazu wird ein Widerspruchsbeweis gefiihrt.

Satz 4.28:

Fiir n > k? + 34k sei P eine mazimale Kreispackung mit |C(P)| > Lt. Dann gilt

tk+3)(P) = 0

Beweis:
Es sei angenommen, dass fi(;+3)(P) > 1. Zudem sei C' € P mit d(C) = k+3 und |V,S| = 2.

Betrachte P \ C. Da jeder Kreis in P mindestens vier AuBenknoten hat, gilt

P\ C| < {#J _ {2jk+r4—(k¢+1)J :%{;Jr {#J
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und somit

gk | r—(k+1)
< = _ 7 1
|P| < 5 + { 1 +
Wegen v(P(n,k)) > Jgk +a(B+v—7 [%-‘) + 1 und damit |P| > %k + 1, folgt weiterhin
r >k + 1. Mit Lemma 4.22 resultiert dann entweder £+ 1 <r <k +3 oder r = k + 5.

Dies fiihrt zur nachfolgenden Unterscheidung:

Fall 1: Es sei £ + 1 < r < k + 3. In diesem Fall gilt v(P(n,k)) > %‘C + 2, da entweder
a=v=1und f=0oder o« = =1und v € {0,1} gegeben ist. Daraus ergibt
sich .
LETL

—(k+1)
4

und wegen V J = 0 muss

erfiillt sein. Dies ist ein Widerspruch. Das bedeutet, dass im Fall 1 ju3)(P) <0

ist.

Fall 2: Es sei r = k + 5, dann gilt « =~ =1 und $ = 2 und somit

ik ik
v(P(n,k)) > %+ﬁ+1 - ‘%+3.
Folglich erhélt man
ik
Plz 2+

In diesem Fall ist {#J =1 und es folgt

1 ‘k
T+1+12 (P25 43

Dies ist ebenfalls ein Widerspruch und es folgt, wie im Fall 1, f1(45)(P) < 0.

O

Es wurde gezeigt, dass fiir alle maximalen Kreispackungen P im Fall II pg5(P) = 0
gilt. Daher muss man, um Vermutung 1 zu beweisen, nun noch nachweisen, dass es

in dieser Situation immer mindestens eine maximale Kreispackung P im P(n, k) mit

us(P) = v(P(n,k)) gibt.
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Im Fall I wurde Vermutung 1 bewiesen, indem durch geeignete Substitutionen einiger
Kreise eine entsprechende maximale Kreispackung angegeben wurde. Diese Idee, in einer
gegebenen maximalen Kreispackung einzelne Kreise durch Kreise der Lange acht zu sub-
stituieren, soll nun auch im Fall IT weiter verwendet werden. Die zentrale Frage in diesem
Zusammenhang ist, unter welchen Bedingungen man einen Kreis durch einen geeigne-
ten Kreis der Lange acht substituieren kann. Betrachtet man die Kreise SC; der Lange
acht einmal genauer, so stellt man fest, dass die Menge der Innenknoten Viici, wie folgt,

aussieht

SC;
Vm = {Uu Uli+1]5 U[i4-K]» u[i+k+1]}

Durch die vier Innenknoten der Menge V¢ werden die beiden Innenkanten

(Wi, Uitn))s (U] Upirrs1)) € E(SC;) induziert.

Sei nun C' ein Kreis in einer maximalen Kreispackung P mit u;, w[i1), Ujitr], Ufisk+1) € Ve

in

so kann man C durch den Kreis SC; substituieren, sofern

{Uia Uli41]5 U[i+k]av[i+k+1]} z V(P) \ V(C)-

Das bedeutet, dass die zu den betrachteten Innenknoten adjazenten Auflenknoten nicht

durch andere Kreise der Kreispackung P belegt sein diirfen. Es gilt folgender Sachverhalt.

Lemma 4.29:
Fiir n > 8k + 1 sei P eine maximale Kreispackung, fir die gilt |C(P)| > %‘C Fiir jeden
Kreis C' € P emistiere ein Index 1, so dass w;, Uit1), Uitk], Ufi+k+1) € V;g Dann ¢gibt es

eine mazximale Kreispackung P mit

Beweis:
Sei C' € P ein Kreis mit w;, Ui1), Ujith), Ujith+1] € V¢, Dann kann C durch den Kreis SC;

substituiert werden. Da dies fiir jeden Kreis C' € P gilt, folgt sofort die Behauptung. [

Im Allgemeinen kann nicht davon ausgegangen werden, dass es im Fall IT stets P gibt, fiir
welche die Voraussetzung aus Lemma 4.29 erfiillt ist. Allerdings fithrt Lemma 4.29 zu der
Frage, ob es moglich ist, fiir jeden Kreis einer maximalen Kreispackung eine Menge von
vier speziellen geeigneten Innenknoten {u;, ufit1], Uik, Uli+k+1]} 20 bestimmen, so dass
diese kantendisjunkte Kreise der Lénge acht induzieren. Diese Frage wird im Rest des
Kapitels positiv beantwortet und fiihrt so auf den Nachweis der Giiltigkeit von Vermutung
1 im Fall II. Dazu wird zunéchst ein Spezialfall von Lemma 4.29 betrachtet, in dem

eine zusétzliche Anforderung an den Index i gestellt wird. Anschliefend wird fiir eine
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gegebene maximale Kreispackung diejenige maximale Anzahl von Kreisen bestimmt, fiir
die es moglich sein kann, dass sie die Voraussetzung aus Lemma 4.29 nicht erfiillen. Diese
maximale Anzahl ergibt sich zum einen durch eine Mindestldnge, die diese Kreise haben
miissen und zum anderen durch die im Fall IT verschérfte untere Schranke fiir v(P(n, k)).
Bevor die zentrale Frage beantwortet wird, wird vorab die Beweisidee an Hand von einigen

Beispielen erldutert.

Um die besondere Situation aus Lemma 4.29 im Allgemeinen zu beschreiben, ist zunéchst

die Definition eines Ankerknotens notwendig.

Sei C' C P(n, k) ein Kreis fiir den gilt, dass ein Index i existiert, so dass v;,u; € V(C)
und u; ¢ V(CO) fur alle j € {[i — k|, [i —k+1],...,[¢ — 1]}. Dann ist v; der Ankerknoten

von C'.

Die Definition eines Ankerknotens wird in der folgenden Abbildung 4.16 veranschaulicht.

Abbildung 4.16: Ankerknoten v; von dem rot markierten Kreis

In der Abbildung ist ein rot markierter Kreis zu sehen. Der Ankerknoten ist der Knoten v;.
Dieser ist in dem betrachteten Kreis der Auflenknoten, welcher gegen den Uhrzeigersinn
»am weitesten links“ liegt. Allgemein hat nicht jeder Kreis in P(n, k) einen Ankerknoten.

Ein Beispiel dafiir ist G-

Auf Grund der oberen Schranken fiir die Anzahl von Auflen- bzw. Innenknoten eines Krei-
ses einer maximalen Kreispackung (siehe Satz 4.23, S. 130) ergibt sich fiir n > 2k* + 16k
folgendes Resultat.

Lemma 4.30:

Fir n > max{k?® + 34k,2k* + 16k} sei P eine maximale Kreispackung, fir die gilt
IC(P)| > %k Dann hat jeder Kreis C € P einen Ankerknoten.

Beweis:

Sei C' € P ein Kreis der maximalen Kreispackung P ohne Ankerknoten und 7 = gg7'(n, k),
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wie zuvor. Wegen Satz 4.23 gilt |V(C)| < 2k + 14. Ein Kreis ohne Ankerknoten
hat aber mindestens 2 > 7 Knoten. Wegen n > 2k? + 16k folgt dann allerdings

V(o) =% = &kmk = 2k + 16. Dies ist ein Widerspruch. O
Mit Lemma 4.29 und Lemma 4.30 ergibt sich sofort folgendes Ergebnis.

Proposition 4.31:
Fiir n > max{k? + 34k, 2k* + 16k} sei P eine maximale Kreispackung, fir die gilt
IC(P)| > %k Fiir jeden Kreis C' € P existiere ein Index i, so dass v; der Ankerknoten von

C' ist und u;, Wjit), Ujith], Ufirk+1) € V;g Dann gibt es eine maximale Kreispackung P mit

ps(P) = v(P(n, k).
Beweis:

Der Beweis erfolgt analog zu Lemma 4.29. O

In Proposition 4.31 wird ein Kreis C' mit dem Ankerknoten v; durch den Kreis SC;
substituiert. Man sagt, der Kreis C' wird an seinem Ankerknoten durch einen Kreis der
Lénge acht substituiert. Wenn nachfolgend bei einer Kreissubstitution ein Kreis an seinem
Ankerknoten durch einen Kreis der Lange acht substituiert wird, schreibt man verkiirzt:

C wird an seinem Ankerknoten substituiert.

Existiert keine maximale Kreispackung im P(n, k), so dass die Voraussetzungen in Propo-
sition 4.31 erfiillt sind, bedeutet dies, dass in jeder maximalen Kreispackung mindestens

ein Kreis C existiert, fiir den gilt:
Wenn v; der Ankerknoten von C ist, dann folgt vj1q € V(C) und up4q) ¢ V(C).

Das Ziel ist, auch derartige Kreise durch jeweils einen Kreis der Lénge acht zu substituie-
ren. Gelingt dies, wiirde man eine maximale Kreispackung erhalten, welche ausschliefilich
aus Kreisen der Lange acht besteht. Ein einfacher Fall, indem es moglich ist, einen solchen

Kreis C ebenfalls an seinem Ankerknoten v; zu substituieren ist:

U[i41]5 U[i4+14+k] > V[i+14k] ¢ V(P)-

Das bedeutet, dass die Knoten v;, vjj11], w; und w4 durch den Kreis C' belegt sind, die
Knoten 1], tfiy14x und vj4144 frei sind und der Knoten vj;44) frei oder durch C' belegt

ist. In diesem Fall kann C ebenfalls an seinem Ankerknoten substituiert werden.

Da man in einer beliebigen maximalen Kreispackung im Allgemeinen nicht weif,

welche Knoten zu welchem Kreis gehoren, bzw. welche Knoten frei sind, ist eine
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solche Substitution nicht ,einfach® moglich. Man kann allerdings an der Stelle
einzelner Kreise eine Menge von Kreisen in einem Schritt durch eine Menge von Kreisen
{SC; |1 eI cCH{0,...,n—1}} zuldssig substituieren. Dies wird im Folgenden erldutert
und bewiesen, dass ein solches Vorgehen moglich ist. Zunéchst soll dazu eine Aussage iiber
die maximale Anzahl von Kreisen {C' € P | v; ist Ankerknoten von C, uj;1q) ¢ V(C)} in
P gemacht werden. Fiir derartige Kreise ist d(C') > 9 bekannt, da sie nicht in der Menge
{SC; | i € {0,...,n — 1}} enthalten sind. Im Fall £ = 6 hat ein Kreis mit k +1 =7
Auflen- und genau 2 Innenknoten die Lénge neun. Andere Kreise der Léange neun gibt es
im P(n,6) mit n > 8 -6 nicht. Im Fall £ > 8 mit n > 8k gibt es keine Kreise der Lénge
neun. Somit hat man fiir &k = 6 und g3 (P) = 0 oder k > 8 sogar d(C) > 10 gegeben.
Sei nun fiir eine beliebige maximale Kreispackung P die Menge M (P) definiert:

M(P) = {C e P |d(C) > 9}.

Die Menge M (P) enthélt alle Kreise von P mit einer Mindestléange von neun. Die Anzahl
der Kreise in M (P) sei

pz0)(P) := |[M(P)].

Dann gilt folgendes Lemma:

Lemma 4.32:
Fiir n > 9k + 1 sei P eine mazimale Kreispackung, fir die gilt |C(P)| > %k Dann folgt
mit r = ak + 208+

pzo)(P) <7 —4.
Beweis:
Da P maximal ist, folgt wegen Lemma 4.28, dass px3)(P) = 0. Damit gilt d(C') > 10
fir alle C' € M(P). Somit muss gelten

k
(2n —104(20)(P))/8 + pu29)(P) = |P| = % +a(B+y—n {—ﬁ i J) +1

=

(2(27k + ak + 25 +7) — 10uz9)(P)) /8 + p1z0)(P) > % Falfty = {5 f— J )+

=

4jk + 20k + 48 + 27 — 10p(20)(P) + 811(20) (P) > 4jk + 8a(B+~ — 7 [ﬁi J) o

=

20k + 40 + 27 — 29\ (P) > 8a(f+v — v [%W) +38
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Man unterschiede nach a:

1.) Sei a = 0, so gilt
46 + 2’}/ -8 2 2,&(29) (P)
=2
=

r—4 2> ji>9)(P)

2.) Sei v = 1, so gilt

=
=

2k — 406 — 6y + 8 i — 82> 2p>9)(P)
B+1 = AH=9)

Es werden fiir § zwei Fille unterschieden:

(a) Sei § = 0, so muss folgen

2k — 67 —8 = 2/i(>9)(P)

=2r—8y

=
r—4y —4 > p>9(P)

(b) Sei g > 1, so folgt
2k — 48 — 67 + 8y — 8 > 21>9)(P)

=

2k — 48 + 27 —8 > 24u(>9)(P)
——
=2r—803
=

r—A48 —4 > p9)(P)
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Man kann also hochstens r» — 4 Kreise nicht, im Sinne von Proposition 4.31, an ihrem An-
kerknoten substituieren. Mochte man dennoch eine derartige Substitution durchfiihren,
muss man fiir jeden dieser Kreise eine geeignete Menge von vier Knoten bestimmen,
mit denen man anschliefend den entsprechenden Kreis durch einen Kreis der Léange acht
substituieren kann. Sei C' ein Kreis, den man nicht, im Sinne von Proposition 4.31, substi-
tuieren kann. Dann gilt fiir C', dass es einen Index i gibt, so dass v; der Ankerknoten von
C ist und ujq) € V(C) ist. AuBerdem gilt w;, ujiii), vjip1) € V(C). Dies ist in Abbildung

4.17 noch einmal graphisch veranschaulicht. Der Kreis C' ist dabei rot markiert.

Abbildung 4.17: Ein Untergraph eines Kreises C' € P mit dem Ankerknoten v;

Die Menge M (P) enthiilt alle Kreise aus P, welche eine Lénge von mindestens zehn haben.
Das bedeutet, dass M(P) im Allgemeinen auch Kreise enthalten kann, die, im Sinne von
Proposition 4.31, an ihrem Ankerknoten substituiert werden kénnen. Fiir eine maximale
Kreispackung P sei daher B(P) C M(P) die Menge der Kreise, welche sich nicht, im
Sinne von Proposition 4.31, an ihrem Ankerknoten substituieren lassen. Die Menge B(P)
ist definiert durch

B(P) :={C € P | i mit v;,u; € V(C) und

v; ist der Ankerknoten von C, vy € V(C), ujiay ¢ V(C)}.

Ist es nicht moglich, jeden Kreis in P an seinem Ankerknoten zu substituieren und gilt

pe+3)(P) = 0 ( wie fiir den Fall II bereits bewiesen), so ergibt sich aus dem Vorherigen:

1< |B(P)| < pz9)(P) <7 —4.

Im néchsten Schritt soll nun fiir Kreise aus der Menge B(P) eine Moglichkeit dargestellt
werden, diese ebenfalls zu substituieren. Gelingt diese Substitution, so ist Vermutung

1 richtig. Somit lasst sich im Fall II jeder Kreis einer maximalen Kreispackung P durch
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einen Kreis der Lange acht ersetzen. Der Beweis dazu ist sehr technisch. Um die Beweisidee
zu veranschaulichen, wird daher das Vorgehen zunéchst an Hand einiger iiberschaubarer

Beispiele veranschaulicht.

Die Grundidee fiir den Beweis ist weiterhin, dass fiir alle Kreise in P eine Menge von vier
geeigneten Innenknoten der Form {u;, ufi+1), Ufitr), Ui+r+1)} Destimmt werden soll, so dass
alle Kreise durch Kreise der Linge acht substituiert werden konnen. Dabei muss fiir die
Substitution des entsprechenden Kreises C' € P nicht zwingend gegeben sein, dass v; der

Ankerknoten des Kreises ist.
Illustration der Substitution von Kreisen in B(P)

Es sind insgesamt sechs Fallunterscheidungen notwendig, um Vermutung 1 zu zeigen. Je-
der dieser Fille wird nachfolgend an Hand eines Beispiels illustriert. Im Fall IT wurden
bisher alle Kreise an ihrem Ankerknoten substituiert. Dies ist fiir die einzelnen Kreise
aus B(P) nicht moglich. Wie zuvor erwéhnt, kann man aber ebenfalls eine Menge von
Kreisen in einem Schritt durch eine Menge von Kreisen der Lénge acht substituieren. Um
dies durchzufiihren, ist es notwendig, zunéichst die so genannte duflere Zusammenhangs-
komponente eines Kreises C' € P, in welcher der Ankerknoten von C' liegt, genauer zu

beschreiben.

Fiir einen gegebenen Graphen P(n,k) sei C C P(n,k) ein Kreis mit Ankerknoten wv;.
Zudem sei C’ der durch die Menge V., N V,,; induzierte Untergraph von C und Z; eine

Zusammenhangskomponente von C’. Dann bezeichnet man Z; als duflere Zusammen-

hangskomponente von C'.

Wie zuvor bewiesen, existiert fiir jeden Kreis C' € P ein Index ¢, so dass v; der Ankerknoten
von C ist. Die &uflere Zusammenhangskomponente von C', welche den Ankerknoten v; von
C enthilt, entspricht einem Weg von v; zu einem Knoten v, € V,,. Sie wird die erste
dufSere Zusammenhangskomponente von C genannt und mit L§ bezeichnet. Der relevante
Untergraph von C' € B(P) , sowie die erste duflere Zusammenhangskomponente L{ sind
in der folgenden Abbildung 4.18 fiir einen Beispielkreis C' € B(P) dargestellt.

Es ist nur ein Ausschnitt des Kreises C' zu sehen. Welche weiteren Knoten oder Kan-
ten der Kreis C belegt, ist nicht bekannt. Wie zuvor bereits erwéhnt, ware allerdings
Ufi1], UWit1+k]> Vit 14k & V(P) eine Méglichkeit, unter der man den Kreis C' an seinem
Ankerknoten durch den Kreis SC; substituieren kann. In diesem Fall ist eine Substitution
des Kreises C' durch den in der nachfolgenden Abbildung 4.19 violett markierten Kreis

SC; moglich und liefert eine neue maximale Kreispackung P’.
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Abbildung 4.18: Ein Untergraph eines Kreises C' € B(P) mit dem Ankerknoten v; und
der ersten dufleren Zusammenhangskomponente L{

Abbildung 4.19: Substitution eines Kreises C' € B(P) an seinem Ankerknoten v;

Die neue Kreispackung ist maximal, da bei der Substitution fiir den violett markierten
Kreis ausschliefflich Knoten und Kanten genutzt wurden, welche entweder vorher durch
den Kreis C' belegt oder frei waren. Die {ibrigen in der Abbildung 4.19 rot markierten
urspriinglichen Kanten von C' sind nach der Substitution in der neuen Kreispackung nicht
mehr belegt. Von einer solchen Situation kann generell aber nicht ausgegangen werden.

Man betrachte daher das erste Beispiel:

Bezispiel 4.1:

Es sei angenommen, dass der Innenknoten w41) nicht frei ist. Wegen w1 € V/(C') gibt
es C € P mit uyy € V(C) C V(P) und der Knoten gehort zur Knotenmenge eines
anderen Kreises C' der maximalen Kreispackung P. Falls vj; 41k der Ankerknoten von C
ist, kann man die Kreise C' und C nicht an ihren Ankerknoten durch die Kreise SC; und
SCliy1-k) substituieren. In dem Fall wiirden die Knoten vy;1) und up4q) zur Substitution
des Kreises C' benotigt. Dieses Problem lésst sich 16sen, indem die beiden Kreise C' und C
in einem Schritt durch zwei Kreise der Lange acht mit geeigneten Ankerknoten substituiert

werden. Dabei erfolgt die Substitution nicht zwingend fiir beide Kreise an ihrem jeweiligen
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Ankerknoten v; bzw. vj;11_. Um das Vorgehen zu motivieren, sei angenommen, dass
Uit - - - upj—1) € V(P)\ V(B(P)). Das bedeutet, dass die betrachteten Innenknoten
alle von Kreisen der maximalen Kreispackung belegt sind. Fiir jeden dieser Kreise C]
gilt, dass sein zugehoriger Ankerknoten v;, sowie die Knoten wu;, vj4q) und upyq) alle zu
seiner Knotenmenge V' (C)) gehoren. Die Situation ist in der nachfolgenden Abbildung 4.20
dargestellt. Fiir den rot markierten Kreis C' gilt u; = wu45. Zusétzlich sei vorausgesetzt,
dass die Knoten vjiyy),...,v[j4x frei sind, bzw. zu dem rot, blau oder gelb markierten

Kreis gehoren.

w

(o}

Abbildung 4.20: Ein Kreis C' € B(P) mit Ankerknoten v; und zwei Kreisen C; und Cp

Wie man sieht, wiirde eine Substitution des rot markierten Kreises C' an seinem Ankerkno-
ten v; sowohl Knoten als auch Kanten des blau markierten Kreises benttigen. Andererseits
wiirde man durch die Substitution des gelb, bzw. blau markierten Kreises an seinem je-
weiligen Ankerknoten v; bzw. v;19 Knoten des roten Kreises benétigen. In beiden Fillen
wiirde eine neue Kreispackung erzeugt, welche nicht maximal ist. Daher sind diese Substi-
tutionen nicht zulédssig. Eine zuldssige Substitution kann durchgefiihrt werden, wenn alle
drei Kreise simultan und nicht sukzessive substituiert werden. In der folgenden Abbildung
4.21 ist dargestellt, wie die drei Kreise C, C; und Cjy9 simultan durch die drei neuen

Kreise SCj, SCji19 und SCj;1y substituiert werden kénnen.

Bei dieser simultanen Substitution wird der rot markierte Kreis C an seinem Ankerknoten

v; durch den violett markierten Kreis SC; substituiert. Der blau markierte Kreis C; wird
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Abbildung 4.21: Simultane Substitution dreier Kreise I

durch den hellblau markierten Kreis SC; 9 und der gelb markierte Kreis (19 durch den
orange farbig markierten Kreis SCl;;4) substituiert. Es entsteht eine neue Kreispackung,
welche maximal ist, da bei der Substitution wiederum ausschliefSlich Knoten und Kanten
genutzt wurden, welche entweder vorher durch einen der Kreise C', C; und Cj4o) belegt
oder frei waren. Die iibrigen in Abbildung 4.21 rot, blau oder gelb markierten urspriingli-
chen Kanten von C, C; und Cj49 sind nach der Substitution in der neuen Kreispackung

wiederum nicht mehr belegt.

Fiir die in diesem Beispiel durchgefiihrte simultane Substitution der drei Kreise ist aller-
dings vorausgesetzt, dass die Knoten vjyy, ..., v[j4r urspriinglich in P frei oder durch
einen der drei Kreise C', C; und Cj49) belegt waren. Diese Situation wird generell nicht

immer vorliegen.

Allgemeiner formuliert, gibt es die Moglichkeit, dass ein Kreis C' € P existiert, so dass es
gemeinsame Knoten in der Knotenmenge der ersten dufleren Zusammenhangskomponente
L? von Vo(;:t

das bedeutet {viig, ... ,v[ﬁk]}ﬂV(L?) # (). In diesem Fall liegt eine so genannte Schach-

telung des Kreises C mit dem Kreis C vor. Es ist zu beachten, dass dies keiner Schachte-

definiert durch den Ankerknoten von C und der Menge {Vlitk), - -, U4k b gIDL,

lung des Kreises C mit dem Kreis C' entspricht. Im Falle einer Schachtelung des Kreises C
mit einem anderen Kreis aus P sind zwei Félle zu unterscheiden. Der erste Fall ist, dass

mindestens einer der Knoten vjjjx41j, ..., v[j+k—1 ein Ankerknoten eines anderen Kreises
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C' € P\ B(P) ist. Im zweiten Fall ist mindestens einer der Knoten Vlith1]s - - - > Upjtk—1] €10
Knoten eines anderen Kreises C' € B (P). Es wird sich herausstellen, dass im ersten Fall
die Kreise direkt durch entsprechende Kreise SC; zulédssig substituiert werden kénnen. Im
zweiten Fall miissen, vor der Substitution, geeignete Knotenmengen identifiziert werden,
die den Ankerknoten fiir eine zulédssige Substitution enthalten. Da diese relevanten Kno-
ten durch die Indizes bestimmt sind, geht es also darum, diese zu ermitteln. Die beiden
Fille C € P\ B(P) und C' € B(P) werden in den nachfolgenden Beispielen zur besse-
ren Veranschaulichung getrennt behandelt, da sie ein unterschiedliches Vorgehen bei der
Substitution der Kreise erfordern. Sie kénnen aber im Allgemeinen zeitgleich auftreten.

Im folgenden Beispiel wird der erste Fall betrachtet.

Beispiel 4.2:
Im ersten Fall C' € P\ B(P) konnte beispielhaft folgende Situation vorliegen (vgl. Abb.
4.22).

v,

Abbildung 4.22: Ein Kreis C' € B(P) (rot) mit Ankerknoten v; und zwei weiteren nicht
sukzessive substituierbaren Kreisen C' (lila) und Cj, (gelb)
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Man erkennt sofort, dass der Ankerknoten v; des lila markierten Kreises C' dem Knoten
Upitk41) entspricht. Es gilt also {vjyx), . ., vpsr } 0 V(Llé) = {Vlith11], Vjitht2)} 7 0 und es
liegt eine Schachtelung des rot markierten Kreises C' mit dem Kreis C vor. Zudem ist fest-
zustellen, dass die griin markierten Knoten uf;41) und w4 nicht in der Knotenmenge von
P enthalten sind, d.h. u1], ug49 € V(P). Ebenso sind die griin markierten Kanten kei-
ne Kanten aus P, d.h. (ufy1), Uirkr1]), (Uite), Uitkt2)) € £(P). In dieser Situation wiirde
eine Substitution des Kreises C' an seinem Ankerknoten sowohl Knoten als auch Kanten
des Kreises C' benétigen. Dies ist nicht zulissig. Die Substitution des gelb markierten
Kreises C}, an seinem Ankerknoten fiithrt ebenfalls zu einer nicht zuldssigen Substitution.
Substituiert man allerdings wiederum diese drei Kreise simultan, wie in Abbildung 4.23
dargestellt, so wird der Kreis C' an seinem Ankerknoten durch den violett markierten
Kreis SC;, der Kreis C' durch den rosa markierten Kreis S Cli+2 und der Kreis C), durch

den orange markierten Kreis SCj;14 substituiert.

Un

Abbildung 4.23: Simultane Substitution dreier Kreise I1

Es entsteht eine neue Kreispackung. Diese ist maximal. Damit ist die Substitution zuléssig,
da dabei wiederum ausschliefilich Knoten und Kanten genutzt wurden, welche entweder
vorher durch einen der Kreise C, C' und C), belegt oder frei waren. Die iibrigen in der
Abbildung 4.23 rot, lila oder gelb markierten urspriinglichen Kanten von C, C' und Cj,

sind nach der Substitution in der neuen Kreispackung wiederum nicht mehr belegt.
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Sei nun der zweite Fall betrachtet, d.h. C' € B(P). Es bezeichne v; den Ankerknoten

von C' und {v,...,v,} = V(L) die Knotenmenge der ersten #uferen Zusammen-
hangskomponente von V.¢,. Der Kreis C' ist mit dem Kreis C' geschachtelt. Damit gilt
{visr)s - - v} N {w, .., un} # 0. Es ergeben sich vier zu betrachtende Unterfélle.

Unterfall 1: Die Menge {v[iy4], ..., vn} ist eine Teilmenge der Menge {v;, ..., v}
Unterfall 2: Die Menge {v;, ..., v}j4x} ist eine Teilmenge der Menge {v;, ..., v}
Unterfall 3: Die Menge {v[iy4], ..., vj4x} ist eine Teilmenge von {v;, ..., vs}.

Unterfall 4: Die Menge {vfy4], - - -, V[ } ist eine Teilmenge von {vy, ..., vs}.

Diese vier Unterfélle, sowie zuléssige Substitutionsmoglichkeiten, werden nun nachfolgend
einzeln an Hand zweier geschachtelter Kreise beispielhaft dargestellt. In den folgenden vier
Beispiclen wird der Ubersichtlichkeit halber angenommen, dass keine weitere Schachte-
lung der beiden betrachteten Kreise €' und €' mit anderen Kreisen aus B(P) vorliegt. Das
bedeutet unter anderem auch, dass die vier Féille separat betrachtet werden. Im Allgemei-
nen konnen der erste, der zweite und der vierte Fall zeitgleich in Kombination auftreten.
Die graphische Veranschaulichung der betrachteten Beispielsituation erfolgt fiir jeden Un-
terfall an Hand einer Abbildung. In dieser ist untereinander zwei Mal der gleiche fiir die
Situation relevante Untergraph des P(n, k) zu sehen. Im oberen Untergraphen ist die Aus-
gangssituation des Beispiels fiir den jeweiligen Fall abgebildet. Das bedeutet, dass jeweils
in rot markiert der relevante Teil des Kreises C' und in blau markiert der relevante Teil
des Kreis C' dargestellt ist. Zudem sind fiir beide Kreise die relevanten Knotenmengen von
AuBlenknoten markiert. Fiir den Kreis C' sind die beiden Knotenmengen gelb markiert,
fiir den Kreis C' hellblau. In dem zweiten unteren Graphen sind die neu identifizierten
Knotenmengen von Auflenknoten fiir beide Kreise, wiederum in den gleichen Farben, wie
im ersten Graphen, farbig markiert. Dabei ist zu erkennen, dass die Anzahl der markier-
ten Knoten im zweiten Graphen geringer ist, als im ersten Graphen. Im ersten Fall wird
in einer dritten separaten Abbildung auf der Grundlage der neu identifizierten Knoten-
mengen eine mogliche zuléssige Substitution dargestellt. In den Abbildungen bedeuten
gestrichelte Kanten, wie zuvor, ein Fortsetzen des Graphen zwischen den entsprechenden
Endknoten. Man betrachte zunéchst den Unterfall 1.

Bezispiel 4.3:
Es gilt {vjia),--.,vn} C {v,...,vp}. In Abbildung 4.24 ist der Unterfall 1 beispielhaft
an Hand der Kreise C' (rot) und C' (blau) dargestellt.
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Abbildung 4.24: Fall 1

Die griin markierte Kante und der griin markierte Knoten sind beide durch die Kreise C'
und C blockiert und damit nicht in der Kantenmenge bzw. Knotenmenge von P enthalten,
d.h. (up—p, un) € E(P) und up—p € V(P). Es ist zu erkennen, dass in beiden Graphen
vier Knotenmengen farbig markiert sind. Im oberen Graphen werden die beiden gelb mar-
kierten Knotenmengen V(L) = {v;,...,v;} und {vjijs, - - -, vj1a)} zum Kreis C, die bei-
den hellblau markierten Knotenmengen V (LS) = {v;, ..., v} und {Visr), - - Vg Zum
Kreis C zugeordnet. Man sicht im oberen Graphen, dass offenbar eine Schachtelung von C
mit C vorliegt, da die Schnittmenge Vs - v O - Ry = {Vlgag, - -, vn) st
Die Idee ist nun, fiir beide Kreise neue Knotenmengen zu identifizieren, so dass keinerlei
Uberschneidung der Knotenmengen mehr vorliegt. In diesem Fall sind alle vier Knoten-
mengen disjunkt. Dazu werden fiir die Knoten mit dem kleinsten bzw. grofiten Index der
neuen Mengen ausschlieSlich Knoten verwendet, bei denen die zugehorigen Innenknoten

mit dem identischen Index durch V(C) oder V(C) belegt oder blockiert, oder frei sind.

Im unteren Graphen sind die neu identifizierten Knotenmengen wiederum farbig mar-
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kiert. Die zwei neuen, zum Kreis C' gehorenden, Knotenmengen sind {vp,—, . .., v;} und
{v, - -, Vi }- Die zwei neuen, zum Kreis C' gehorenden, Knotenmengen sind {u;, Vlitk] }
und {’U[H_k}, v[i+2k]}. Die vier Knotenmengen sind nun disjunkt. Man sagt: Die Schachte-
lung ist aufgelost. In dem hier gegebenen Beispiel liegen keine weiteren Schachtelungen
vor. Somit kann die Substitution, wie zuvor gezeigt, erfolgen. Dies ist in der nachfolgenden
Abbildung 4.25 zu erkennen.

Ulh—k)

Uj

Abbildung 4.25: Die Substitution im ersten Fall

In diesem Beispiel wird der rot markierte Kreis C' durch den orange markierten Kreis
SCp—i und der blau markierte Kreis C' durch den violett markierten Kreis S C} substi-
tuiert. Man sieht, dass der Kreis SCj,_y den Ankerknoten v,y hat, orientiert an der
neu identifizierten Knotenmenge fiir C. Es entsteht, wie zuvor, eine neue Kreispackung.
Diese ist maximal und die Substitution zuléssig, da bei der Substitution wiederum aus-
schlieflich Knoten und Kanten genutzt wurden, welche entweder vorher durch einen der
Kreise C' und C belegt oder frei waren. Die iibrigen in der Abbildung 4.25 rot oder blau
markierten urspriinglichen Kanten von C' und C sind nach der Substitution in der neuen
Kreispackung nicht mehr belegt. Im nachfolgenden Beispiel wird nun der Unterfall 2 be-
trachtet.

Beispiel 4.4:
Es gilt {v;,..., v} C {v,...,vn}. In Abbildung 4.26 ist der Unterfall 2 wiederum
beispielhaft an Hand der Kreise C' (rot) und C' (blau) dargestellt.

Die griin markierte Kante und der griin markierte Knoten sind beide durch die Krei-
se C' und C blockiert und damit nicht in der Kantenmenge bzw. Knotenmenge von P
enthalten, d.h. (up_x, w) € E(P) und uy_y) € V(P). Im oberen Graphen werden, analog

zum ersten Unterfall, die beiden gelb markierten Knotenmengen V(L) = {v;, ..., v;} und
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Abbildung 4.26: Fall 2

{Visk)s -5 v} zum Kreis C, die beiden hellblau markierten Knotenmengen
V(LE) = {v;,..., v} und {visa)s - -, Vpphew b zum Kreis C zugeordnet. Man sieht im obe-
ren Graphen, dass eine Schachtelung von C' mit C' vorliegt, da die Schnittmenge der zwei

Knotenmengen {vjia, ..., v4x} N {v, ..., vn} = {v, ..., v} ist. Zur neuen Identifi-
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zierung von Knotenmengen fiir die beiden Kreise C' und C' werden fiir die Knoten mit
dem kleinsten bzw. grofiten Index der neuen Mengen wiederum ausschliefllich Knoten ver-
wendet, fiir welche die zugehorigen Innenknoten mit dem gleichen Index durch V(C') oder
V(C) belegt oder frei sind. Im unteren Graphen sind die neu identifizierten Knotenmen-
gen, wie zuvor, farbig markiert. Die zwei neuen zum Kreis C' gehorenden Knotenmengen
sind {v;, ..., vp—g} und {vp4a, - .., v} Die zwei neuen zum Kreis C gehorenden Knoten-
mengen sind {vyj4x), vp} und {vjj; ok, Vjpyk }- Die vier neuen Knotenmengen sind disjunkt
und die Schachtelung ist aufgelost. In dem hier gegebenen Beispiel liegen keine weiteren
Schachtelungen vor. Die Substitution kann, analog zum Unterfall 1, erfolgen. Man be-

trachte nun den Unterfall 3.

Bezspiel 4.5:
Es gilt {vjik)s -, v} C {vr,-..,vp}. In Abbildung 4.27 ist der Unterfall 3 wiederum
beispielhaft dargestellt.

Im oberen Graphen werden, analog zu den ersten beiden Unterfillen, die

beiden gelb markierten Knotenmengen V(L{) = {v;,...,v;} und {vjis, .., v} z2um
Kreis C, die beiden hellblau markierten Knotenmengen V(LS) = {uv,...,v,} und
{vpsr)s - Vppw } zum Kreis C zugeordnet. Man sieht im oberen Graphen, dass eine

Schachtelung von C' mit C vorliegt, da die Schnittmenge der zwei Knotenmengen
{visrgs - v} N v ont = {Vga)s -, U4k} oist. Im unteren Graphen sind die
neu identifizierten Knotenmengen, wie zuvor, farbig markiert. Die zwei neuen, zum Kreis
C gehérenden, Knotenmengen sind {vy, ..., vk} und {vpgs, - - ., Vugor }- Die zwei neu-
en, zum Kreis C' gehérenden, Knotenmengen sind {V1#)5 - - > v} und {vg1or), - - Vg |
Die vier neuen Knotenmengen sind disjunkt und die Schachtelung ist aufgelost. In dem
Beispiel liegen, wie zuvor, keine weiteren Schachtelungen vor und die Substitution der

Kreise kann durchgefiihrt werden. Abschliefend betrachte man nun Unterfall 4.

Bezispiel 4.6:
Es gilt {v,...,vn} C {vjsa]s - -+, V+k }- In Abbildung 4.28 ist der Unterfall 4 am Beispiel
dargestellt.

Die griin markierten Kanten und Knoten sind beide durch die Kreise C' und C' blo-
ckiert und damit nicht in der Kantenmenge bzw. Knotenmenge von P enthalten, d.h.

(up—rs w), (Ui, un) € E(P) und uy_g, up—r) € V(P). Im oberen Graphen werden

die beiden gelb markierten Knotenmengen V(L) = {v;,...,v;} und {vjjs, -, vjjen
zum Kreis C, die beiden hellblau markierten Knotenmengen V(L) = {v;,...,v,} und
{vpsn]s - - Vpgwy b zum Kreis C' zugeordnet. Man sieht im oberen Graphen, dass eine

Schachtelung von C mit C vorliegt, da die Schnittmenge der zwei Knotenmengen
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s
i Ulit-k]

V;

Abbildung 4.27: Fall 3

{Wisngs - v} N {v, o un} = {w, ..., vp} ist. Im unteren Graphen sind die neu
identifizierten Knotenmengen, wie zuvor, farbig markiert. Die zwei neuen zum Kreis C'
gehorenden Knotenmengen sind {v;,vy_g} und {vj s, v}. Die zwei neuen zum Kreis

C gehérenden Knotenmengen sind {vj,_y, ..., v;} und {vp, ..., vk} Die vier neuen
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Abbildung 4.28: Fall 4

Knotenmengen sind disjunkt und die Schachtelung ist aufgelost. Im Beispiel liegen keine

weiteren Schachtelungen vor und die Substitution der Kreise kann durchgefiihrt werden.

Es wurde fiir die Schachtelung eines Kreises C' € B(P) mit einem Kreis C' € P an Hand der
zwei Félle C' € P\ B(P) und C € B(P) beispielhaft dargestellt, wie man diese Schach-
telungen von Kreisen einer gegebenen maximalen Kreispackung P zunéchst aufzulosen

und die geschachtelten Kreise durch Kreise der Lange acht zuldssig substituieren kann.
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Dabei wurde gezeigt, dass das Vorgehen bei einer Schachtelung eines Kreises C' € B(P)
mit einem Kreis C' € P\ B(P) darin besteht, mehrere Kreise simultan zu substituieren.
Im zweiten Fall C,C € B (P) wird die Schachtelung zunédchst aufgelost, indem fiir jeden
der beiden Kreise zwei neue Knotenmengen identifiziert werden, welche anschlieffend fiir
eine zuldssige Substitution der Kreise durch Kreise der Lénge acht genutzt werden. Dabei
sind vier Unterfélle zu unterscheiden, fiir welche das Vorgehen allerdings identisch ist.
Bei genauerer Betrachtung erkennt man, dass die Unterfélle drei und vier bei geeigneter
Umnummerierung der Knoten identisch sind. Allerdings ist es fiir die Verallgemeinerung
der Fille notwendig, eine einheitliche Nummerierung beizubehalten, weshalb die Falle un-
terschieden werden miissen. Wie zuvor bereits erwédhnt, werden die Knotenmengen durch
die Indizes der Knoten bestimmt. Im Folgenden wird bewiesen, dass das in den Beispie-
len gezeigte Vorgehen auf den allgemeinen Fall iibertragen werden kann. Im allgemeinen
Fall werden sukzessive alle Schachtelungen zweier Kreise aus B(P) einer gegebenen ma-
ximalen Kreispackung P aufgelost, indem fiir jeden geschachtelten Kreis zwei geeignete
neue Indexmengen identifiziert werden, die die entsprechenden Knotenmengen beschrei-
ben. Dabei werden beide Félle nicht nur separat, sondern auch in Kombination betrachtet.
Zudem werden alle Kombinationen beriicksichtigt, in denen die vier Unterfille des zwei-
ten Falles auftreten konnen. Sind alle Schachtelungen der Kreise C' € B(P) mit je einem
oder mehreren anderen Kreisen aus B(P) aufgelost, so kann man die Schachtelungen der
Kreise C' € B(P) mit einem oder mehreren Kreisen aus P\ B(P) und die Schachtelungen
der Kreise ¢’ € P\ B(P) mit einem Kreis C' € B(P) durch die simultane Substitution
mehrerer Kreise auflésen. Substituiert man abschliefend noch alle iibrigen Kreise an Hand
der Indexmengen, so erhélt man eine neue maximale Kreispackung, welche ausschliellich

aus Kreisen der Liange acht besteht.

Eine Verallgemeinerung der Auflésung von Schachtelungen

Im Folgenden wird das zuvor beispielhaft dargestellte Vorgehen zur Auflésung von Schach-
telungen generalisiert und Vermutung 1 bewiesen. In den Beispielen wurden geeignete
Knotenmengen identifiziert, welche fiir eine zulédssige Substitutiuon der Kreise verwendet
werden konnten. Im allgemeinen Fall werden keine Knotenmengen, sondern die zu den
Knotenmengen gehorenden Indexmengen, betrachtet. Es werden somit fiir die geschach-
telten Kreise jeweils zwei geeignete Indexmengen identifiziert, welche fiir eine zuléssige
Substitutiuon der Kreise verwendet werden kénnen. Um die zwei Indexmengen fiir einen
beliebigen Kreis C' € P zu beschreiben, werden vier Indizes b, b5, b’ und b§ benétigt, die
sich im Laufe der Konstruktion verdndern kénnen. Die vier Indizes beschreiben fiir C' die
Indexmengen {b¢,...,b5} und {05, ...,b¢}. An Hand dieser Indexmengen werden nach-

folgend alle vorliegenden Schachtelungen bestimmt und aufgelost. Fiir einen beliebigen
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Kreis C' € P mit Ankerknoten v; und V(L{) = {v;, vj11), . . ., v;} werden die beiden rele-
vanten Indexmengen, wie folgt, initialisiert: b := 4, 0§ := j, 0§ := [i+k] und bY := [j +k].
In Abbildung 4.29 ist die erste duflere Zusammenhangskomponente L{ mit den entspre-

chenden Knoten eines Kreises C' mit Ankerknoten v; noch einmal veranschaulicht.

Abbildung 4.29: Veranschaulichung der gesetzten Indizes

Fiir jeden Kreis C' € P liegen die beiden relevanten Indexmengen vor. An Hand dieser

Indexmengen werden die Schachtelungen nun zunéchst identifiziert.

Seien dazu C' € B(P) und C" € P zwei Kreise einer maximalen Kreispackung P, dann
gilt
C' ist mit C’ geschachtelt <

O Mo B o

In den betrachteten Beispielen war bei einer Schachtelung der Schnitt der betrachteten
Knotenmengen nicht leer. Analog wird nun eine Schachtelung eines Kreises C' mit einem
anderen Kreis C' an Hand der nicht leeren Schnittmenge der relevanten Indexmengen
{65, ...,6§ Y und {b¢",... 65"} identifiziert. Es ist aber zu beachten, dass die Tatsache,
dass C' mit C geschachtelt ist nicht dquivalent dazu ist, dass C’ mit C' geschachtelt ist.
Fiir entsprechend grofies n gilt auf Grund der nach oben beschriankten Knotenanzahl der

Kreise einer maximalen Kreispackung (vgl. Satz 4.23, S.130) sogar
C' ist mit C” geschachtelt = C” ist nicht mit C' geschachtelt

Unter der Annahme |B(P)| > 1, ergibt sich fiir den Fall, dass kein Kreis C' € B(P) mit
einem anderen Kreis C' € B(P) geschachtelt ist, folgendes Lemma. Es driickt allgemein

die Situation aus, welche in den Beispielen 4.1 und 4.2 illustriert wurde.
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Lemma 4.33:

Fir n > max{k?® + 34k,2k* + 16k} sei P eine mazimale Kreispackung, fir die gilt
C(P)| > L, |B(P)| > 1 und {b5,....b¢} N {b¢",....05"}y = 0 fir alle Kreise
C,C" € B(P). Dann eistiert eine mazimale Kreispackung P mit

ps(P) = v(P(n, k)
Beweis:
Sei C' € B(P) ein Kreis mit Ankerknoten v; und S(C) := {C" € P | C ist geschachtelt mit
C" oder C" ist geschachtelt mit C'}. Dann gilt fiir alle C" € S(C), dass C' € P\ B(P) und
|S(C)] < L%J, da jeder Kreis C" € S(C) zwei Innenknoten u; und wugjq) der

Knotenmenge {u[blc IR :U[bg—u} belegt oder blockiert. Man substituiere C' und alle

{SCye, SChe g, - - SClyg gy} falls 1{6$, ..., b5} mod 2 = 1 oder

{SCye, SClycya), - -, SCpg_y} falls [{bF, ..., b5} mod 2 = 0

und erhélt eine neue maximale Kreispackung P. Man fithre die simultane Substitution
analog sukzessive fiir alle Kreise C' € B(P) durch. So erhilt man eine maximale Kreis-
packung P, fiir die gilt B(P) = 0. AnschlieBend substituiere man alle Kreise C' € P mit
d(é’) > 9 an ihrem Ankerknoten. Es entsteht eine maximale Kreispackung P, fiir die gilt

ps(P) = v(P(n, k). O

Fiir das Auflosen von Schachtelungen reicht es im Weiteren also aus, den Fall einer Schach-
telung von C' mit ¢’ mit C,C" € B(P) zu betrachten. Dieser Fall ist allerdings nur re-
levant, falls derartige Kreise in einer maximalen Packung existieren. Daher wird fiir die
weitere Betrachtung vorausgesetzt, dass mindestens eine maximale Kreispackung P eines
Graphen P(n, k) existiert, fiir die gilt |B(P)| > 1. Der Fall C,C" € B(P) besteht, wie in
den Beispielen motiviert, auch im Allgemeinen aus vier Unterfillen. Der erste Unterfall

ist noch einmal als Beispiel mit den definierten Indizes in Abbildung 4.30 zu sehen.

Um das nachfolgende Theorem zu beweisen, werden einige technische Vorbereitungen
bendtigt, die zu einer Sortierung der Kreise in B(P) fithren. Dabei wird folgende wichtige

Eigenschaft genutzt:
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Ub?

Abbildung 4.30: Die Schachtelung zweier Kreise aus B(P)

Lemma 4.34:

Fiir n > max{k?® + 34k, 4k* — 14k + 12} sei P eine mazimale Kreispackung, fir die gilt

IC(P)| > L. Sei |B(P)| > 1, dann existiert C € B(P) mit der folgenden Eigenschaft
(9,05 {6, b = 0,YC" € B(P).

Bewelis:

Es wird ein Widerspruchsbeweis gefiihrt. Dazu sei angenommen:

Fiir jeden Kreis C' € B(P) existiert ein Kreis C' € B(P) mit C # C’, so dass

S e B (S i T ]
Sei B(P) = {Ci,...,Cp(p)} und 0.B.d. A. Ver = V. Sortiere B(P) derart, dass gilt
< b e i<y

Wegen Lemma 4.32 gilt |B(P)| < r — 4. Zudem kann man nach Lemma 4.15 annehmen,
dass fiir jeden Kreis C' € P die Ungleichung [{b{,... 65,65, ... 6§} < 2k erfiillt ist.

Andernfalls wird der Kreis C' entsprechend Lemma 4.15 substituiert. Des weiteren gilt:

Sei der Kreis C' € B(P) mit C" € B(P) geschachtelt, dann enthélt die Schnittmenge
der beiden Indexmengen {bS,...,b¢} und {b§",...,bS"} mindestens zwei Indizes, also
{05, ... 08 N {6, bS] > 2.
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Somit ergibt sich
C C1 1C C1 1.C C Ci5(P)| Ciap) 1.C1B(P)| Ca(p)|
|{b11,...7b217b317...,b417b12,...7b42,...,b1 ,...7b2 7b3 7...7b4 }|

<2% A+ (|B(P)|—1)-(2k —2) <2k +(r—4—1)-(2k — 2)
<2k + (2k —1—5) - (2k — 2) = 2k + (4k* — 16k + 12)
= 4k* — 14k + 12.

Wegen b5 = 0, folgt ble(P” < 4k* — 14k + 12 — 1. Da die Menge B(P) sortiert ist und
n > 4k? — 14k + 12 gilt, ergibt sich fiir C, dass {b$,...,05"} N {6, ..., b{"} = 0 fiir alle
C" € B(P) gilt. Dies ist ein Widerspruch zur Annahme. Somit existiert C' € B(P) mit
der Eigenschaft {b{,... b5} N{bS",..., 05"} = 0 fiir alle ¢’ € B(P). O

Lemma 4.34 sagt aus, dass es immer mindestens einen Kreis C' € B(P) gibt, derart, dass
kein Kreis C" € B(P) mit C geschachtelt ist. Der Kreis C' kann allerdings mit anderen
Kreisen aus B(P) geschachtelt sein. Mit den gleichen Argumenten, wie im Beweis zu Lem-

ma 4.34, folgt aulerdem

Korollar 4.35:

Fiir n > max{k?® + 34k, 4k* — 14k + 12} sei P eine mazximale Kreispackung, fiir die gilt
IC(P)| > L. Sei |B(P)| > 1 und A(P) C B(P) die Menge aller Kreise, fiir welche
die Eigenschaft aus Lemma 4.34 erfillt ist. Dann ezistiert C € A(P) mit der folgenden
FEigenschaft

(9, 65y {5, ..., 05"} = 0,YC" € B(P).

Sind fiir C' die Figenschaften aus Lemma 4.34 und Korollar 4.35 erfiillt und ist C' au-
ferdem mit mindestens einem anderen Kreis aus B(P) geschachtelt, so kann man eine
grofitmogliche Menge geschachtelter Kreise in B(P) bestimmen, welche C' enthdlt und
auBerdem keinen weiteren Kreis C' mit C' # C, fiir welchen die Eigenschaften aus Lemma
4.34 und Korollar 4.35 erfiillt sind. Betrachtet man die Kreise in dieser Menge im Gra-
phen P(n, k) ,gegen den Uhrzeigersinn®, so ist der Kreis C' der Kreis, dessen Ankerknoten
,moglichst weit links“ liegt. Des weiteren existiert fiir jeden Kreis C’ der Menge ein Kreis
C" in der Menge, so dass entweder C’ mit C" oder C” mit C”" geschachtelt ist. Im Allge-
meinen kann es mehrere Kreise in B(P) geben, fiir welche die beiden Eigenschaften aus
Lemma 4.34 und Korollar 4.35 erfiillt sind.

Um die Kreise in B(P) zu sortieren, wihle man zunéchst einen Kreis C' € B(P), fir

den Korollar 4.35 erfiillt ist. Der Kreis C' habe den Ankerknoten v,. Nummeriere nun die
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Knoten des P(n, k) neu mit v, := vo. Nun sortiere man die Kreise in B(P) aufsteigend
nach dem Index ihres jeweiligen Ankerknoten, d.h. fiir C;, C; € B(P) gilt

i<j o b¥<bl
Also gilt €y = C. Fir die sortierte Menge B(P) ldsst sich nun folgende Aussage machen:

Theorem 4.1:

Es sei n > max{k?® + 34k,4k*> — 14k + 12} und P eine mazimale Kreispackung mit
IC(P)| > L& und |B(P)| > 1. Dann ezistieren fiir jeden Kreis C € P Indexmengen
{67, ..., b5} und {b5,... b5}, so dass fir je zwei beliebige Kreise C;, C; € B(P) gilt:

O N R T I S

Beweis:

O.B.d. A. sei B(P) sortiert. Aus Lemma 4.28 ist pupy3(P) = 0 bekannt. Liegt keine
Schachtelung zweier Kreise aus B(P) vor, ist die Aussage richtig (Lemma 4.33). Es sei
daher angenommen, dass es mindestens zwei Kreise C;, C; € B(P) gibt, so dass C; mit

C; geschachtelt ist und somit
05, b {7, b} £ 0.

Dann liegt immer einer der folgenden vier Félle vor:

o;} und b7 < b5

v
)
b2]

Fall 1: {v,c;,...,v,c;} C{v
3 2

Ciyonn
70
bl

Fall 2: {vc,,...,v,c;} C{ve,,...,vc,} und bS" < bY7.
by by by by

Fall 3: {Ubfi"">vbfi} C {vblcj,...,vbgj :

Fall 4: {vblcj,...,vbgj} C {Ubfi""7vbfi}'

Auf Grund der Sortierung der Kreise in B(P) gilt dann ¢ < j. Sei ¢ der kleinste Index,
so dass C; mit einem anderen Kreis C' € B(P) geschachtelt ist. Falls ¢ > 1, ist keiner
der Kreise Cf,...,C;_; mit einem Kreis aus B(P) geschachtelt. Zu betrachten sind fiir
C; und Cj; die vier Falle. Es ist zu beachten, dass der Kreis C; mit mehreren Kreisen aus
B(P) geschachtelt sein kann. Sei j € {i +1,...,|B(P)|} der kleinste Index, so dass C;
mit C; € B(P) geschachtelt ist.
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Fall 1: Es sei angenommen {Ubsc“ . ,vbcj} C {Ub e

, b]}undb < by

Offenbar hat man in diesem Fall:
(1) {65, ... bG T N {bS7bS ) £ 0
WUyCis UpCi s (ubc”ubc) (ubc U Cl+k]) < Uq 1 B(C)

(
(u,c; u3 ), (u, ¢ UO)EE(Oj)
(

by’ by

it = (b — Kby = BB = (b5 + KL b = (b + A

dann gilt nach der Neuindizierung offenbar:

(i%?V“J?}ﬂ%?V“bQ}:®

Damit ist die Schachtelung von C; mit C; aufgelost. Der Kreis C; kann mit
einem anderen Kreis C, € B(P) geschachtelt sein. Da der Index b’ bei der
Neuindizierung nicht veréndert wurde, gilt j < a. Es gilt fiir C; und C, wieder

einer der vier Falle.

Angenommen es liegt eine weitere Schachtelung von C; mit einem anderen Kreis
C. € B(P) vor, dann gilt z > j und somit b$* > bS". Damit liegt fiir C; und C,
der erste und dritte Fall nicht vor und somit kommen nur Fall 2 und Fall 4 in
Frage. Sei z € {j + 1,...,|B(P)|} der kleinste Index, so dass C; mit C, € B(P)
geschachtelt ist.

Fall 1.2: Es gelte {vblcz, . ’Ubfi} C {vblcz, . ,vbzcz} und b < b
Dann gilt:
R U E8 Yo B (SN 18

(ubc“ubc ) (ubc u[ Cl—&-k) € Uq 1 E( )
(ublcz,ubgz), (ubzcz,ubfz) € E(C))
(

ublci’ubg ) (U[blcsz]aublcﬁ ¢ E(P)

Setzt man

by = [b* — k], b7" = b7, b5 = b5 + K], b = [bS" + K]
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Fall 1.4:

dann hat man nach der Neuindizierung:
1) {657, b N {085, b5 =0
(ii) (ubcz,ubcz) € Uq LE(Cy)
(i) (t,- ) € B(C.)
(i )(u(: uc, ), (UC u,c;) & E(P)

79 b 79 b
Damit ist die Schachtelung von C; mit C, aufgelost. Der Kreis C, kann

mit einem anderen Kreis Cj, € B(P) geschachtelt sein. Da auch nach
der Neuindizierung v,c. € V(LS?), gilt z < h. Es folgt fiir C, und Cj,

wiederum einer der vier Fille.
Der Kreis C; ist nun mit keinem Kreis mehr aus B(P) geschachtelt. Sei
w der kleinste Index, so dass C,, mit einem anderen Kreis C' € B(P)
geschachtelt ist. Seit € {w+1,...,|B(P)|} der kleinste Index, so dass
Cy mit Cp € B(P) geschachtelt ist. Dann gilt wieder einer der vier
Falle.
Es gelte {v,c.,... v} C {Ubgi’ . ’Ubfi}:
In diesem Fall hat man:
(1) {057, .. b N {0, S # 0

(11) (u cz,ubc ) € U;Zl E(Cq)

(111) (ubcz , ubcz) (ubzcz , ubfz) S E(Cz)

(iv) (u pCis UpCi ); (u[blcz —k)? ubch>7 (u[bgz,kp %202) ¢ E(P)

Setzt man
by = [b5* — k], bT" = [bg* — K], b5 = [bg" — kI,

b5 = B5) + ) 85" = 66" + 11, b5 = 65" + &
dann gilt nach der Neuindizierung;:
(1) {57, .. b N {bSE, b5 =0
(i) (UbCZ7“bCz) = Uf;:1 E(Cy)
(iii) (ubc“ubc ), (ubc“ubc ), (ublcz,ubgz) ¢ E(P)
Damit ist die Schachtelung von C; mit C, aufgelost. Der Kreis Cj ist

nun mit keinem Kreis mehr aus B(P) geschachtelt, da z der kleinste

Index war.

Der Kreis C, kann mit einem anderen Kreis C, € B(P) geschach-
telt sein. Da nach der Neuindizierung v,c. € V(LS), gilt z < h. Sei
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Fall 2:

le{z+1,...,|B(P)|} der kleinste Index, so dass C, mit C; € B(P)
geschachtelt ist. Dann liegt fiir C, und C; wiederum eine Situation,

wie im Fall 1.2 oder im Fall 1.4, vor und kann analog aufgelost werden.

Ist der Kreis C, mit keinem anderen Kreis aus B(P) geschachtelt,
sortiere die Kreise C' € B(P) aufsteigend nach dem Index b¢. Sei w
der kleinste Index, so dass C,, mit einem anderen Kreis C' € B(P)
geschachtelt ist. Sei t € {w + 1,...,|B(P)|} der kleinste Index, so
dass Cy, mit C; € B(P) geschachtelt ist. Dann gilt wiederum einer der

vier Falle.

Ist der Kreis C; mit keinem anderen Kreis aus B(P) mehr geschachtelt, sei w
der kleinste Index, so dass C,, mit einem anderen Kreis C' € B(P) geschachtelt
ist. Sei t € {w+1,...,|B(P)|} der kleinste Index, so dass C\, mit C; € B(P)

geschachtelt ist. Dann gilt wiederum einer der vier Fille.

Es sei angenommen {vblcj,... i } C {vb ZITRRREA cj} und b4 < b

Offenbar hat man in diesem Fall:

. . ; Cj Cj
1) {657, b Ny, by £ D
ublci ) ubgi )7 (chi ) chi )7 (chi ) U[ Ci+k]) € Uf]:l E(OQ)

(
(UC- uac) (UbCJ,UC)EE<C)
(

Setzt man
b5t = [0y — KLY =057, b7 = 0 4 KBS = 057+ )

dann gilt nach der Neuindizierung:

(1) {65, ... b8 N b, =0
i) (u,c 7“1)1) (ubcj,uc)euq LE(C))
) (1e,,1,0,) € E(C)

(00> wc.) & E(P)

Damit ist die Schachtelung von C; mit C; aufgelost. Der Kreis C; ist nun mit

:

keinem Kreis mehr aus C' € B(P) geschachtelt, da j der kleinste Index war.

Der Kreis C; kann mit einem anderen Kreis C, € B(P) geschachtelt sein. Da der
Index blcj bei der Neuindizierung nicht verdndert wurde, gilt j < a. Es gilt fiir C;

und C, wieder einer der vier Fille.
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Sei w der kleinste Index, so dass C, mit einem anderen Kreis C' € B(P) geschach-
telt ist. Sei t € {w+1,...,|B(P)|} der kleinste Index, so dass C,, mit C; € B(P)

geschachtelt ist. Dann gilt wiederum einer der vier Fille.

Fall 3: Es sei angenommen {Ubgi’ . >Ubfi} C {vbfj, UG }:
Man hat in diesem Fall:

. , . c; c;
1) {657, b Ny, by £ D
(ﬁ> (ublcl ) ub§i>7 (ubgl ) ubfi>7 (ubgl ) u[b?i+k])7 (ubfi ) u[bfiJrk}) € Uzzl E(CQ)

(iii) (u,c;,u.c;), (u,c;,uc;) € E(C))

b 77 Tbg? by’ b)Y
Setzt man
i Cj Cj i i i
bt =07, b7 = b5, byt = b5,
bS' =057 b7 = (b5 + KB = [0 4
dann folgt nach der Neuindizierung offenbar:
(1) {057, .. b5y N {7, b5} =0
(ii) (Ubgmubfi)7 (“blcjaubgj) € Uf;:1 E(Cy)

(111) (ublcz ) ubgi )7 (ub2Cj ) ubfj ) € E(C])

Damit ist die Schachtelung von C; mit C; aufgelost. Die Kreise C; und C; kénnen
aber jeweils mit einem anderen Kreis C, € B(P) geschachtelt sein. Da nach der
Neuindizierung UyCis Vs € V(Llcj)7 gilt i < j < z. Fiir weitere Schachtelungen

(2] b J
gilt, wie zuvor, einer dler vier Falle.
Sortiere die Kreise C' € B(P) aufsteigend nach dem Index b¢. Sei w der kleins-
te Index, so dass C,, mit einem anderen Kreis C' € B(P) geschachtelt ist. Sei
te{w+1,...,|B(P)|} der kleinste Index, so dass C, mit C; € B(P) geschach-

telt ist. Dann gilt wiederum einer der vier Fille.

Fall 4: Es sei angenommen {v,c;,...,v.c;} C{uc, ..., v}
1 2 3 4
Offenbar gilt in diesem Fall:

o {5, TN BT A D
° (ublc u Ci>’(“b2€' ;) € Uf]:l E(C,)

(2 b3 (2 b4

o (uci,uc),(uc; ubfj) € E(C))

b1J7 b3J b2J7

d (u[blcj 7]6]7 ubf] )7 <u[b20‘7 7]6]7 ub207 ) g E(P)
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Setzt man
bt = b7 — Kbyt = by — Kby’ = b — A,

DY = [bS" + k], 057 = [bT7 + k], b5 = [b? + K]
dann hat man nach der Neuindizierung:
() {65, .. bG I N {S7b =0
(ii) ubfl‘?ub;’i)? (ub;;j,ubfj) € U;:1 E(C,)
(iii) ubcl,ubc) (u blcj’ubfj) ¢ E(P)

Damit ist die Schachtelung von C; mit C; aufgelost. Der Kreis C; ist nun mit

(
(

keinem Kreis mehr aus B(P) geschachtelt, da j der kleinste Index war.

Der Kreis C; kann mit einem anderen Kreis C, € B(P) geschachtelt sein. Da
nach der Neuindizierung v i € V(LS ist, gilt j < 2. Seil € {j+1,...,|B(P)|}
der kleinste Index, so dass C; mit C; € B(P) geschachtelt ist. Dann liegt fiir
C; und Cj eine Situation wie im Fall 1.2 oder im Fall 1.4 vor und kann analog

aufgelost werden.

Ist der Kreis C; mit keinem anderen Kreis C' € B(P) geschachtelt, sortiere B(P)
aufsteigend nach dem Index b¢. Sei w der kleinste Index, so dass C,, mit einem
anderen Kreis C' € B(P) geschachtelt ist. Sei t € {w+1,...,|B(P)|} der kleinste
Index, so dass C,, mit C; € B(P) geschachtelt ist. Dann gilt wiederum einer der

vier Falle.

Bei jeder Neuindizierung verkleinern sich sowohl die Indexmengen, als auch die Gesamtan-
zahl von Schachtelungen von Kreisen aus B(P), um mindestens eins. Zudem ist jede Index-
menge, wie auch die Anzahl von Schachtelungen, endlich. Daher folgt, dass nach endlich
vielen Schritten fiir jeden Kreis C' € P zwei Indexmengen {b{,... b5} und {bS,..., b5}
identifiziert worden sind, so dass fiir je zwei beliebige Kreise C;, C; € B(P) gilt:

; ; & Cj
{b3CZ7"'7bfz}m{b1 7"'>b2 }:®

Damit ist die Aussage bewiesen. O

Mit Theorem 4.1 und Lemma 4.33 folgt
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Korollar 4.36:
Fiirn > 4k? —14k+12 sei P eine mazimale Kreispackung im P(n, k), so dass [C(P)| > &

und |B(P)| > 1. Dann egistiert eine mazimale Kreispackung P mit

A

ps(P) = v(P(n, k).

Das Vorgehen zum Beweis von Theorem 4.1 wird nachfolgend algorithmisch zusammenge-
fasst und liefert eine maximale Kreispackung, deren Kreise ausschliellich die Lange acht
haben.

Algorithmus 4.1:
Gegeben: mazimale Kreispackung P mit C(P) > & B(P), h := |B(P)|, D :== 0, F := 0,

z:=—1

Schritt 1:
Sortiere B(P).
Priife, ob es zwei Kreise C;,C; € B(P) gibt mit:

O N (I e Y

Falls ja, gehe zu Schritt 2
Sonst STOP.

Schritt 2:
Suche den kleinsten Index i € {1,...,h} mit C; € B(P) so, dass ein Kreis
C; € B(P) ewistiert mit:

N LS W O (N A S

Setze C' = C; und gehe zu Schritt 3.

Schritt 3:
Suche den kleinsten Index j € {i+1,...,h} mit C; € B(P) so, dass:

; i Cj C;j
(S, 0 by, by Y £ D

Setze D = C}.
Gehe zu Schritt 4.
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Schritt 4: Priife, ob {vyo,...,vp} C {vpp,. .., vy} und by < bf
Falls nein, gehe zu Schritt 6.

Sonst, setze
b = b — k], 2 =D D = bS 0P = [0 + K], 05 =

Gehe zu Schritt 5.

Schritt 5: Priife, ob es einen Kreis C, € B(P) gibt mit:
(IR S IaR U Y

Fualls nein, gehe zu Schritt 1.
Falls ja, suche den kleinsten Index z € {i+ 1,...,h} mit C, € B(P) mit:

{05, S N b, 057 £ 0
Setze F' = C',, gehe zu Schritt 5.1
Schritt 5.1: Prife, ob {vyr, ..., v,c} C{vyr, ..., vr} und b < bt

Falls nein, gehe zu Schritt 5.2

Sonst, setze
b = [bf — k], 2 = bl bF =05 b8 =[5 + K], 0§ =z
Gehe zu Schritt 1.
Schritt 5.2: Prijfe, ob {vyr, ..., vpr} C{uye, ..., u0}

Falls nein, gehe zu Schritt 1.

Sonst, setze
x=b5 05 = [bf —k], b1 = [bY — K], b5 = 2,05 = [bS + K], b5 = [bF + K], b5 = [b + K]
Setze C' = F, gehe zu Schritt 5.

Schritt 6: Priife, ob {v,p,...,v¢} C {vyp, ..., vp} und b < bP
Fualls nein, gehe zu Schritt 7.
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Sonst, setze
v =[P — k), x =02 0P = b5 08 = b5 + K], 0§ = =

Gehe zu Schritt 1.

Schritt 7: Priife, ob {v,e, ..., v¢} C{vpp, ..., vpp}
Fualls nein, gehe zu Schritt 8.

Sonst, setze

by = by, by = b3, b5 =05,
=050 = b2 b0 = ¢ + k], b5 = [z + K]

Gehe zu Schritt 1.

Schritt 8: Priife, ob {vyp,...,vup} C{vye, ..., v¢}
Falls nein, gehe zu Schritt 1.

Sonst, setze
x = b5 05 = [bP —k],bP = b — k], b2 = x,b5 = [bS + k], bY = [bF + k], b2 = [} + k]
Setze C' = D und gehe zu Schritt 5.

Mit dem gegebenen Algorithmus werden die Indexmengen der Kreise C' € B(P) so lange
neuindiziert, bis alle paarweise disjunkt sind. Mit dem nachfolgenden Algorithmus 4.2

werden nun alle Kreise substituiert.

Algorithmus 4.2:

Gegeben:
mazximale Kreispackung P, B(P) mit disjunkten Indexmengen fiir alle Kreise,
neu @ N = (D
Schritt 1:

Setze Ppew = P.
Bestimme fiir jeden Kreis C; € B(P) den Wert k; := bS" — b$".
Setze 7 = 1 und gehe zu Schritt 2.

Schritt 2:
Priife, ob C € P\ (N U B(P)) existiert mit

Cj Cj
{bS 7'-'7b4 }ﬂ{b?,bg}%@
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Falls ja, setze N = N U{C} und gehe zu Schritt 2.
Sonst gehe zu Schritt 3.

Schritt 3:
Priife, ob C € P\ (N U B(P)) existiert mit

(S 65 N {67 by £ 0

Falls ja, setze N = N U{C} und gehe zu Schritt 3.
Sonst gehe zu Schritt 4.

Schritt 4:
Setze Pney = Prew \ (N U{C}}) Falls k; mod 2 =1, gehe zu Schritt 4.1.
Sonst gehe zu Schritt 4.2.

Schritt 4.1:
Setze
Prew = Prew U {SCbcj, o, SCe )
1

by’ —1
Falls j # |B(P)|, setze j = j+ 1 und gehe zu Schritt 2.
Sonst gehe zu Schritt 5.

Schritt 4.2:
Setze
Pneu - 7Dneu U {SCbCi, cee 7SCbCi,2}

Falls j # |B(P)|, setze j = j + 1 und gehe zu Schritt 2.
Sonst gehe zu Schritt 5.

Schritt 5:
Substituiere alle Kreise C' € Ppe, mit d(C') > 9 an threm Ankerknoten v; durch den
Kreis SC;.
STOP

In Algorithmus 4.2 wird eine neue Kreispackung P, erzeugt, indem nicht nur die Kreise
C; € B(P) substituiert werden, sondern zeitgleich auch alle Kreise C' ¢ B(P), welche mit
C; geschachtelt sind oder mit welchen ein solcher Kreis C; geschachtelt ist. AbschlieSend
substituiert man in Schritt 6 alle iibrigen Kreise C; € Ppe, mit d(C;) > 9 an ihrem
jeweiligen Ankerknoten v; durch den entsprechenden Kreis SC;. So entsteht eine neue

maximale Kreispackung, welche ausschliellich aus Kreisen der Léange acht besteht.
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4.3 Die Familie der verallgemeinerten Petersen
Graphen P(n, k) mit £ > 5 und k mod 2 =1

Im nachfolgenden Kapitel sollen nun einige Aussagen, welche fiir den Fall £ mod 2 = 0 her-
geleitet wurden, auf den Fall £ mod 2 = 1 iibertragen werden. Dabei ist zu erkennen, dass
die Verschéarfung der unteren Schranke nicht so gut ist, wie im Fall £ mod 2 = 0. Es wird
analog zu Kapitel 4.2 fiir alle Aussagen k£ mod 2 = 1 vorausgesetzt. Diese Grundannahme
wird daher im Weiteren wiederum nicht mehr explizit angegeben. Im Fall £ mod 2 =1
ist es bei einigen Aussagen notwendig fiir & die Auspriagungen k € {5,7,9} gesondert zu
betrachten. Fiir £ > 11 sind die Aussagen und Beweise vollkommen analog zu denen im
Fall £k mod 2 = 0. Dennoch werden die Beweise der Vollsténdigkeit halber noch einmal
dargestellt. Wie im Fall £ mod 2 = 0 soll im ungeraden Fall zunichst eine erste untere

Schranke fir v(P(n, k)) bestimmt werden. Es ergibt sich die nachfolgende Proposition:

Lemma 4.37:
Sei k > 5 und n > 8k. Dann gilt

1.){C c P(n,k) | [VE,| = 0 und d(C) < 8} = 0 fiir alle o € {0,2,3,5,6,7,8} und
k>T7

2.){C C P(n,k) | |VS,] = 0 und d(C) < 8} =0 fiir alle o € {0,2,3,5,7,8} und k =5

3.){C c P(n,k) | VS| = 6 und d(C) < 8} = {C c P(n,k) | [VS,| = 6 und
VS| =2} fiir k=5

4){C C P(n. k) | Vol =1 oder [ViT| =1} =0

5.){C C P(n,k) | |VS,| =4 und d(C) <8} ={SC; |i=0,...,n—1}
Beweis:
Die Behauptungen 1.)-3.) werden zusammen bewiesen. Die Auspriagungen von o werden
dabei analog zum Beweis von Lemma 4.10 1.) separat betrachtet. Die Beweise verlaufen
identisch. Lediglich der Fall o = 6 ist anzupassen. Ebenso werden die Behauptungen 4.)

und 5.) analog zu den Behauptungen 2.) und 3.) aus Lemma 4.10 bewiesen.

1.)(e)o = 6: Sei C C P(n,k) ein Kreis mit [V,{,] = 6 und d(C) < 8. In diesem
Fall erhiilt man |[V¢| = 2 und d(C) = 8, sowie |ES| = 1. Weiterhin gilt

in

Vogt = {u,, Vlit1], Vit2]> V[i+3]s Vfi+4]» v[i+5]} und damit einer der folgenden beiden Félle:

(i) k = 5: Es gilt B, = {(u;, ujits))} C E-]:L(H’S). Damit ergibt sich Behauptung 3.).

]
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(ii) & > 7: Dann ist (u;, ujits)) € E;(mk) und somit n = k + 5. Es folgt ein Wider-
spruch zu n > 8k. 0

Mit Lemma 4.37 erhalt man sofort:

Korollar 4.38:
Sei k >5, n> 8k und C C P(n,k) ein Kreis, dann gilt

1.)d(C) > 8

2.) fir k =5:

d(C)=8sC e {{SC;|i=0,...,.n—1}U{C C P(n,k) | [VC,| =6 und |[VC| = 2}}

3.) firk >7:
dC)=8<Ce{SC;|i=0,...,n—1}
Beweis:
Die Behauptungen folgen aus Lemma 4.37. U

Mit den Aussagen aus Lemma 4.37 und Korollar 4.38 folgt, wie im Fall £ mod 2 = 0:

Proposition 4.39:
Sei k> 5 und n > 8k. Es gilt

girth(P(n,k)) = 8.
Beweis:

Der Beweis verlauft analog zum Beweis von Proposition 4.12. 0

Mit Hilfe von Proposition 4.39 kann man analog, zum Fall £ mod 2 = 0, erste Schranken
fir v(P(n, k)) angeben.

Lemma 4.40:
Fiir k> 5 und n > 8k gilt
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Beweis:
(i) Es ist

75 = {50075027 s 7SCk737SCQk717 SC2k+17 ERCI) SC3]€747 504]6727 504167 )
SCsk_5,. .., SC(L

2k—1

e |01 SO e [—v-@ronee - SO o | ary-ia )

n

k=1 :
%_IJ 5 Kreisen.

eine Kreispackung mit L

(ii) Die Behauptung folgt unmittelbar aus girth(P(n,k)) = 8. Da ein Graph P(n, k)

3-regular ist, gilt
|[V(P(n,k))] 2n  n
P(n,k)) < =—=—.
VPmR) S Pk~ 8 4 O

Analog zum Fall £ mod 2 = 0, lasst sich die untere Schranke auch im Fall £ mod 2 = 1

noch verschérfen. Dazu wird die folgende eindeutige Schreibweise von n verwendet.

Lemma 4.41:
Fiir jedes n € Ng gibt es eindeutig bestimmte Zahlen

7€ Ngund0 <r<2k—2 mitr e Ny.

mit der Eigenschaft
n=j-2k—1)+r
Beweis:

Man erhalt j = LT"AJ . Die Zahl r gibt den Rest bei der Division von n durch 2k —1 an.[]

Im weiteren Verlauf dieses Unterkapitels wird durchgehend n = j - (2k — 1) + r mit
4,7 € Ny und 0 < r < 2k — 2 vorausgesetzt. Damit kann die untere Schranke aus Lemma

4.40 verscharft werden.

Lemma 4.42:
Sei k > 5 und n > 8k, dann gilt

V(P(n,k:))zj(kz_l) + LCLJ —2j+ L%J firk =5

und

V(P(n,k))zj(k_1>+ L{LLJ : P_U;Jrﬂ + L{LJ fiir k>7
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Beweis:
Es ist

75 == {SC(), SCQ, . ,SCkfg, SCQkfl, SCQk, e ,SC3]€,4, SC4k72, SC4]€,1, ey
SCjr-1)-2k+1, SCj(2k-1)—2k42, - - - » SCj(2k—1)—k—2}

] (k; U Kreisen. Unterscheide die nachfolgenden Fille:

eine Kreispackung mit

1.) k=5

(a) Sei 0 < r < 5: Dann gilt
’
=0
d
i(k=1)

und P ist eine entsprechende Kreispackung mit == Kreisen.

(b) r = 6: In diesem Fall erhélt man

FJ _ |9
6 6
Es gilt 2k — 1 =9. Sei Cy; = (V(Cy;), E(Cy;)) der durch die Knotenmenge

V(Co;) = {vg;, V9541, - - -, Voj45-1, Vojis ) U {ugj, Ugjis )
induzierte Kreis. Dieser hat genau 6 Auflen- und zwei Innenknoten, dann ist
Prlbeu =PU {C9j}

eine Kreispackung mit M%D + 1 =25+ 1 Kreisen.

(¢) 7 <r < 8: Das bedeutet wiederum

= L5 =

Pl ist, wie zuvor, eine entsprechende Kreispackung mit MT_I) +1=25+1
Kreisen.
2)k>T:

(a) Sei 0 <r < k: Es gilt

\Jﬁ—qin—llJ | F_(I;Hﬂ " L{;LJ =0 {%ﬂﬂ +0=0
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und P ist eine entsprechende Kreispackung mit ]U{Tfl) Kreisen.

(b) r = k + 1: In diesem Fall erhélt man

Lk-rwJ | F_(ZM)LL&LJ =0 {#W 1=1

Sei Cj.i26-1) = (V(Cj.26-1)), E(Cj.(2k-1y)) der durch die Knotenmenge

V(Oj~(2k—1)) = {Uj~(2k—1)» Vj.(2k—1)+15 - - - V5 (2k—1)+k—1, Uj.(2k—1)+k:}

U{wj.(2k—1), Uj.(2k—1)+k }
induzierte Kreis. Dieser hat genau k 4+ 1 Auflen- und zwei Innenknoten, dann
ist
Pwlzeu =PU {Cj'@k_l)}

eine Kreispackung mit ](kT_l) + 1 Kreisen.

(¢) k+2 <r <k+ 3: Das bedeutet wiederum

L«LLJ ' W_U;MW * LcilJ =0 [#w +1=1

. . . . . i(k—1 .
ist, wie zuvor, eine entsprechende Kreispackung mit ](T) + 1 Kreisen.

7)1

neu

(d) r = k + 4: Es folgt

[ SR N

J(k=1)

Eine Kreispackung mit === + 2 Kreisen ist gegeben durch
Prew = P U{SCj. -1y, SCjans1)+2}

(e) k+5 <r <2k —2:In diesen Fillen gilt

e [ [ 29

Unterscheide zwei Falle:

i. 7 mod 2 = 0: Die Kreispackung

P2 = PU {5C;j@k-1), SCj@r—1)+2 - - -, SCj2k—1)4r—(k+3) }
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ist eine entsprechende Kreispackung mit g (k; DN Tﬁ(gﬁ) + 1 Kreisen.

ii. r mod 2 = 1: In diesem Fall ist

Pﬁeu =PU {5C;r-1), SCjak-1)12 - - -, SCj(2h—1)4r—(k+3)+1}-

eine Kreispackung mit 2 (k; DS Tﬁ(k;r?’)ﬂ + 1 Kreisen. O

Das Vorgehen, nach dem die einzelnen Kreispackungen im Beweis von Lemma 4.42 kon-
struiert wurden, ist analog zum Fall £ mod 2 = 0. Trotzdem ist die resultierende verschérf-
te untere Schranke schlechter, als im Fall mit £ mod 2 = 0. Den Grund erkennt man in
der nachfolgenden Abbildung 4.31.

Un—1

Un—2

Abbildung 4.31: Eine Veranschaulichung der Kreise SC; im Fall £ mod 2 =1

Wie man sieht, sind die Knoten v,_; und uj_; in keinem Kreis enthalten. Dies setzt sich

in der Konstruktion fort, so dass schon in der Kreispackung

P ={SCy,SCy,...,SC_3,SC%,1,SCy, ..., SCs_4,SCui_2,SCup_1, .. .,
SCj2k-1)-2k+1, SCj(2k—1)—-2k+2, - - - » SCj(2h-1)—k—2}

insgesamt 2j Auflen- bzw. Innenknoten der Knoten vy, ..., vjor—1)=1, %o, - - - , Uj2k—1)—1 frei
bleiben. Dadurch ist die verschérfte untere Schranke mit steigendem n und damit auch
steigendem j wesentlich schlechter, als im Fall £ mod 2 = 0. Es ist dennoch méglich, unter
Verwendung der unteren Schranke aus Lemma 4.42, einige Aussagen iiber die Kreise einer

maximalen Kreispackung zu machen.
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Lemma 4.43:
Sei k > 5, n > 16k — 7 und P eine mazimale Kreispackung von P(n,k). Zudem sei
C C P(n,k) ein Kreis. Es gilt:

1.) Falls V§ =0, folgt C ¢ P.
2.) Sei Ay == |{C € P | |VE| = 2}|, dann ergibt sich
() \ <% +4 falls k=5

(b) M < HEE falls | > 7

3.) Falls |VS| = 3, dann gilt einer der beiden folgenden Fille

(a)C ¢ P.
(b)C € P und es existiert ein Kreis C C P(n,k) mit VS| = 2, so dass
P =(P\{CYH)U{C} eine mazimale Kreispackung ist.

Bewels:

Es sei 7 := ggT'(n, k), wie zuvor.

1.) Es sei angenommen, dass C' € P gilt. Der Kreis C' belegt alle Auflenknoten. Somit
gilt fiir jeden weiteren Kreis C’ € P mit ¢’ # C, dass V.$, = () und

v(Pn,k)=7+1<k+1

Aus Lemma 4.40 ist allerdings v(P(n, k)) > N%” bekannt. Daher muss J(kal) < k+1
gelten. Es ergibt sich 7 < 3 und damit n < 8(2k — 1). Das ist ein Widerspruch zu
n > 16k — 7 und es gilt in diesem Fall C' ¢ P.

2.) Man betrachte die folgenden beiden Fille separat:

(a) k = 5: Sei C' C P(n,k) ein Kreis mit |Vzg| = 2. Dann gilt |\/£t| = 6 oder
‘Vocv;t| =n—4
Angenommen, es gilt [V, = n —4 und C' € P, dann enthilt P héchstens
zwei Kreise mit genau zwei Aulenknoten. Fiir jeden weiteren Kreis in P ist die

Menge der Auflenknoten leer. Es folgt
v(Pn,5))<7+14+2<k+3=28.

Nach Lemma 4.40 gilt aber v(P(n,5)) > 2j > 18. Somit erhilt man einen
Widerspruch.
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Folglich gilt fiir jeden Kreis C' € P mit [V,| = 2, dass |VC,| = 6 ist. Nimmt
man \; > 1 an, so enthélt P hochstens vier Kreise ¢’ mit V.$, = §. Folglich
belegt jeder weitere Kreis in P mindestens zwei Auflenknoten. Damit ergibt
sich

(IVout| — 6M1)/2 + M +4 > |P| = v(P(n, k))

und somit

(n—65\1)/2+5\1+42j(k2_ 2, + \‘k‘ilJ =2+ L%J

~
(97 + 1 — 6A1)/2+ A +4>2) + &J
~
. ~ N . r
9j 47— 6A + 20 + 8> 4j +2- EJ

=

5j+r—4i1+822.@

5j+r+8—2-[¢]
4

>\

Es folgt
~ | +8+8—2- '
3 < 57 +8 48 0 ij 4

(b) k > 7: Fiir jeden Kreis C C P(n, k) mit Mg\ = 2 ergibt sich d(C) > k + 3.
Da P maximal ist, folgt mit der unteren Schranke aus Lemma 4.42 und
girth(P(n,k)) =8

(V] = Xa(k +3))/8+ 3 > [P| = v(P(n, b))

und damit

<|V|—i1<k+3>>/8+x1zﬂk‘”+{ T J-P‘Uﬁﬂﬂ r J

2 2 k+1
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Wegen |V| =2n und n = j(2k — 1) + r gilt

(G(k-1)+r) T (k+3) 543, = 1T Lﬂ . 4J | [ - 3)Hk v 1J

(4jk—2j+2r— Ay (k+3)) /84N > j(k_l)ﬂ r J.W—(;ﬁ%)h r

. — (k
Ak —2j+2r—Mk—3M +8)\ > 4jk—4j+8 L{LJP (2+3>-‘+8 4

Folglich erhélt man

2j+2r—5\1k+55\128{ - J'F_(IHBWJFS{ 7" J

k+4 2 k+1
und somit
- ‘ r r—(k+3) r
—5) <2 2r — . -
Ak = 5) < 2j +2r 8{k+4J [ 2 w 8Lk+1J

Man unterscheidet nun drei Falle:

i.7 < k: Dann gilt

M(k—=D5) <2j+2r<2j+2k

und somit o
~ j_|_
A <
k-5

il.k+1<r <k+ 3: Man erhélt
M(k—5)<2j42r —8<2j+2k—2

und daher 9i 4 9k —
~ ]+ —
D —
'S k-5

ili. r > k + 4: Das bedeutet

MEk—5) < 2j+2r—8[#-‘ 3

< 2j+2(2k—2)—8[k+4_(k+3>-‘ -8

2
= 2j+4k—4-8-38

= 2§+ 4k — 20.
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Folglich ergibt sich
5 < 27 +4k —20

S T
Es folgt

. 29 +2k 29 +2k—2 29 4+4k — 20 27 + 4k
)\lgmax{ j + J + J + }S j +

k—5" k-5 "~ E—5 k—5 "~

3.) Sei 0.B.d. A. V& = {ug, uy, ug }. Die Menge der Aufienknoten V¢, induziert einen

ou
Weg. Es wird angenommen, dass C' € P gilt, dann sind zwei Félle zu unterscheiden:
(i) vy € VC,: In diesem Fall gilt V&, = {vg, v1, v, . .., Uk, Vks1, Ukt - - - V2k—1, Vak |

und C kann durch den Kreis ¢ mit VS, = {vg,v1,v2,...,vx} und somit

|Vl(rf| = 2 substituiert werden. Es folgt (b).

(ii) v; ¢ V.C,: Im zweiten Fall gilt V.C, = {vag, Vops1, Uaki2, - - -, Un_2, Un_1, Vo } und
[VEC.| = n— (2k — 1). Jeder weitere Kreis C’ € P mit €’ # C hat entweder

keine oder mindestens zwei Auflenknoten. Da C' € P, erhéilt man

' eP |V =0} <7—-1<k-1

out —

und
Voul = [V _2k—-1 _ 1
2 2 2

e e | Ve > 2] < !

out

Es folgt
1
|P|§k—1+k—§+1

Auf Grund der unteren Schranke in Lemma 4.40 muss allerdings gelten

J(k—1)

5 <v(P(n,k)) =|P| <2k — %

Folglich ergibt sich

3
und somit

n<5(2k—1)

Das ist ein Widerspruch zur Annahme n > 16k — 7. Die Annahme C € P ist
in diesem Fall falsch. O
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Aus Lemma 4.43 kann man wiederum folgern, dass fiir jeden Kreis C' in einer maximalen
Kreispackung P gilt |[V,¢] > 2. Des weiteren wurde gezeigt, dass P fiir k& > 7 hochstens
% Kreise C' € P mit |V;§ = 2 enthélt. Der Fall £ = 5 ist separat zu betrachten,
da in diesem Fall £ + 3 = 8 gilt. Es ergibt sich, dass P in diesem Fall hochstens % +4
Kreise C' € P mit ]VZS\ = 2 enthélt. AuBerdem kann man fiir eine betrachtete maximale
Kreispackung P annehmen, dass {C' € P | [V| = 3} = 0. Damit ergibt sich fiir jeden
weiteren Kreis C' € P mit |[V,C| # 2, dass [V,C| > 4.

Im Folgenden wird unter der Verwendung von Lemma 4.43 bewiesen, dass ein Kreis C' im
Graphen P(n, k) (mit ausreichend grolem n), welcher keine Aulenknoten hat oder dessen
Menge der AuBenknoten V., einen Weg W der Linge d(W) < k — 1 induzieren, nicht in

U

einer maximalen Kreispackung vom P(n, k) mit £ > 11 enthalten ist.

Lemma 4.44:
Es sei k > 11, n > 32k? + 120k und P eine mazimale Kreispackung von P(n,k). Zudem
sei C'C P(n,k) ein Kreis mit einer der folgenden beiden Figenschaften:

1.) By = (v, vp501)s -+ (Vpim], vpa) ) und 1< <k —1

2.) Vogt =0
Dann gilt

C¢P.
Beweis:
Aus Lemma 4.43 ist bekannt, dass es in P hochstens % Kreise C' € P mit |V;né| =2
gibt und dass jeder weitere Kreis C' € P die Eigenschaft |[V,C| > 4 hat.

Nun sei angenommen, dass C € P. Da vorausgesetzt wurde, dass entweder
ES, = {(vj,v41))s - (Vpgim, vp)} und 1 < @ < k — 1 oder V.S, = 0 gilt, folgt

out out

Ve > EJ > L%J und es ergibt sich auf Grund der unteren Schranke in Lemma 4.42

n| L 2j 4k 2j + 4k
== =2 > =
(|vmy -2 3= )/4+1+ = > [P| = v(P(n,k))

A o) et |

Wegen |V;,,| =n = j(2k — 1) + r folgt
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. J2k—=1)+r 27 + 4k 2j+4k
2k —1 - || -2 4+
(J(k )+ { k =5 ) AT TS
j(k—1) r r—(k+3) T
> .
R > M
=
L N [ 2j + 4k 2 + 4k
(2jk: j+r—2j % J 2 — JA+1+ -
jk —1) r r— (k+3) r
> .
R EY 2 M
&
. R 2j + 4k 2j + 4k
2 _ 35— _9. 444
Jjk +1 —3j { 7 J 5 +4+ P E
, r r—(k+3) r
> —1 4 . 4
22k =1+ L{;+4J [ 2 }r {kﬂrlJ
=
—J+r 27 + 4k : r r—(k+3) r
— 2- 4> 4 . 4
" { K J+ P 2 L

Da n > 32k? + 120k, gilt j > r und somit

j—r 27 + 4k r r—(k+3) r
2. 4 4 —_— 4
H[ 2 WJr k—p r=dF Lc+4J { 2 M

=
j—r 2j + 4k . r r—(k+3) r
L t142. 4>5+4 : 4
T T e Ty TR {k+4J [ 2 T
<~

k(k—5)r+ (k—5)(j —r) + 2k(2j + 4k) + 5k(k — 5)
> k(k — 5)j +4k(k—5){ i J~P_(k+3)—‘+4k(k;—5){ r J

k+4 2 k+1
&

k(k —5)j — (k — 5)j — 4k]

< k(k—5)r+8k*+5k(k—5)—r(k—5)—4k(k—5) Lﬁ j“r 4J . [r - (/;: + 3)} —4k(k—5) Lﬁ _7; 1J

=
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(k* — 10k +5)j

— (k
< k*r — 5kr + 8k® + 5k — 25k — 1k + 5r — (4k* — 20k) LJHLJ ‘ P (2+3)W

—(4Kk2 — 20k) LCLJ
<~

(k* — 10k +5)j

—(k+3) r
< K2 13%2 —2 (4K —2 N I el (42 =2
< k% — 6kr + 13k% — 25k + 51 — (4k% — 20k) {k+4J [ . (487 —20) | =

Man unterscheide wiederum drei Falle:
1.) r < k: Dann gilt
(k? — 10k + 5)j < k*r — 6kr + 13k* — 25k 4 5r

und damit

k%r — 6kr 4+ 13k*> — 25k + 5r
k2 — 10k +5

K3+ 13k% — 25k + 5k

k2 — 10k + 5
k3 4 13k — 20k
k2 — 10k +5
k2 + 13k — 20
k2 —10k+5

23k — 25

= b (1 o)
—_——

<15

IN

=k

< 16k

Dies wiederum heif3t
n =752k —1)+7r < 16k(2k — 1) +r = 32k* — 16k +r < 32k* — 16k
2)k+1<r <k+ 3: Dann ergibt sich
(k* — 10k + 5)j < k*r — 6kr + 13k* — 25k + 5r — (4k* — 20k)

und man erhalt
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k2r — 6kr + 9k? — 5k + 5r
k2 — 10k + 5
k® 4+ 3k% — 6k — 6k + 9k* — bk + 5k + 15
k2 — 10k +5
kE® + 6k* — 6k + 15
k2 — 10k +5
B k‘(kz2+6k—6+%>
k2 — 10k +5
16k — 11+
TR _10k+s
—_———

<11

IN

< 12k
Das bedeutet

n < 12k(2k — 1) + 7 = 24k* — 12k +r < 24k* — 12k
3.)r >k + 4: Dann gilt

— (k
(k*—10k+5)j < k*r—6kr+13k* — 25k +5r — (4k* —20k) [%W — (4k* —20k)

<~
(k2 =10k +5)j < k*r — 6kr +9k? — 5k + 5r — 4k> W (2+3)W+20k W (2+3)w

=

(k* — 10k +5)j

< K3(2k — 2) — 6k (k + 4) + 9k* — 5k + 5(2k — 2) — 4k? + 20k [z’f”—(’”ﬂ

2
=

k —
(k* — 10k +5)j < 2k* — 2k* — 6k* — 24k + 5k* — 5k + 10k — 10+20k75
=

(k* — 10k +5)j < 2k* — 3k* — 19k — 10 + 10k* — 50k = 2k* + 7k* — 69k — 10
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Dies ist aquivalent zu

2k3 + Tk? — 69k — 10
k2 — 10k + 5
_ k;-<2k2+7k_69_1_k0>
k2 — 10k + 5
27k — 79 — 20
- k( + k:2—10k+5>

<14

< 16k
Damit ergibt sich analog zu 1.)

n < 32k%* — 16k

In allen drei Féllen entsteht ein Widerspruch zu n > 32k2 + 120k. Somit ist die Annahme
falsch und es gilt C ¢ P. O

Die Aussage aus Lemma 4.44 gilt nicht fir k € {5,7,9}. Fur diese drei Félle ist es nicht
moglich auszuschliefen, dass eine maximale Kreispackung P von P(n, k) einen Kreis C'
mit ES, = {(vj, vi11)s - - - (Wpgio1), V) und 1 < i < k—1 oder V., = 0 enthlt. Man

kann allerdings beweisen, dass P hochstens einen solchen Kreis enthalten kann.

Lemma 4.45:

Es seik € {5,7,9}, n > 56k —28 und P eine mazimale Kreispackung von P(n,k). Zudem
sei Py C P eine Kreispackung, fir die gilt: Jeder Kreis C' € Py erfillt eine der folgenden
beiden Figenschaften:

1) Eth = {(vj,v[j+1]), P (U[j—i—i—l}av[j—&—i])} U/fld ]_ S ’L S ]{7 — ].

2.) ‘/ogt =0
Des weiteren sei Ay == |Py|. Dann gilt
A < L
Beweis:

Man nehme an, dass P; # ) ist. Da vorausgesetzt wurde, dass fiir jeden Kreis C' € Py
entweder ES, = {(vj,v11)s s (Vjic1), v+q) } und 1 < @ < k — 1 oder V.S, = 0 gilt,
folgt |V,&| > HJ > L%J fir alle C' € P;. Auf Grund der unteren Schranke in Lemma 4.42
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ergibt sich

(IVI=Ad|2]) 78+ 2= j<k2— D)

-3z 250
&

(2(j(2k—1)+r)_5\4 LWJ)/Z%LS‘”‘Z j(k:2— 1)
(2j<2k—1>+2r—X4 L2j+©jk”p/8+}4>j(k21)
&
(4jk—2j+27"—5\4'2j—/~\4L_jk+TJ)/8+)\4>](k 1)
&

Ak — 2 +2r — Ay -2) — A {_jkMJ 8N > 4jk — 4

=

2+ 2 — Ay-2j — M L_jk”J £83, >0

=

2+ 2 — Ay 2j + Ay P;ﬂﬂmzo

=

2j—|—2r—5\4-2j+5\4-‘j;r—|—5\4+85\420
4
2k 4+ 2rk — Ay - 25k + My - (j — 1) + 9k > 0
~
2k +2rk > Ny - 2k — My - (j — 1) — Ok

=

2jk + 2rk > (2jk — (j — ) — 9k) A4
&
2jk —(j —r)— 9k
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=
2k —j+j+r—r—9k+ 9k + 2rk
2jk — (j —r) — 9k
=
n j.—7”—|—‘9/€+27“/€ > X
2jk —(j —r)— 9k
Auf Grund von n > 56k — 28, folgt

> Ay

< J—r+9k+2rk
M <1 <2
Sy e py: 12

und damit
M <1

Aus Lemma 4.44 ergibt sich fiir £ > 11 analog zum Fall £ mod 2 = 0 sofort, dass ein Kreis

C' einer maximalen Kreispackung mindestens vier Auflenknoten enthélt.

Lemma 4.46:
Sei k > 11, n > 32k* + 120k und P eine mazimale Kreispackung von P(n, k). Weiterhin
seit C' € P ein Kreis, dann gilt
Vol = 4.
Beweis:

Nach Lemma 4.44 gilt V¢

out

C

# (. Angenommen V, induziert einen zusammenhéngenden

o

Untergraphen, dann gilt nach Lemma 4.44, dass |V,¢,| > k + 1. Andernfalls induziert V.,
einen Untergraphen mit mindestens zwei Zusammenhangskomponenten. In diesem Fall

gilt |[V.C.| > 4 und die Behauptung ist bewiesen. O

Fiir die Falle k € {5,7,9} ldsst sich unter Verwendung von Lemma 4.45 sofort ableiten,
dass eine maximale Kreispackung P von P(n, k) hochstens einen Kreis mit maximal drei

AuBlenknoten besitzt. Jeder weitere Kreis in P enthilt mindestens vier Auflenknoten.

Lemma 4.47:
Seik € {5,7,9}, n > 56k+28 und P eine mazimale Kreispackung von P(n, k). Weiterhin
sei Py :={C € P ||VS,| <3}, dann gelten folgende zwei Bedingungen

1.)|P <1

2.)|VC,| > 4 fiir alle C € P\ P,
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Beweis:
Nach Lemma 4.45 gilt \y = |P;| = [{C € P | ES,, = {(vj, vijs1), - - - (Vjio1], Vpjga)) } mit

out —

1<i<k—1oder V¢ = 0}| < 1. Zudem ist P, C P; und damit folgt Bedingung 1.).

o

Fiir jeden Kreis C' € P mit C' ¢ P, gilt per Definition [V.C,| > 4 und damit Bedin-
gung 2.). O

Mit den Lemmata 4.44 und 4.45 kann man iiber die Kreise C' C P(n, k) einer maximalen

Kreispackung P mit [V,C| = 2 (vgl. Lemma 4.43 2.)) wiederum folgende Aussagen machen.

Lemma 4.48:
Fir k > 5 und n > 32k* + 120k sei P eine mazimale Kreispackung von P(n,k) und
C € P ein Kreis mit |VC| = 2. Dann folgt

VS =k+1

Beweis:
Da |V£| = 2 folgt, dass entweder 1044

out

:k:+1odeer

out

> k41 gilt.

> k+1ist. 0.B.d. A. sei V€ = {ug, u;,}. Wegen VO

out

> k+1,
ergibt sich V.C, = {vp, Vks1, Ukss - - - Uns, Un_1, 09} und |V.C,| = n — (k — 1). Analog zur

Beweisfithrung in Lemma 4.43 3.) hat jeder weitere Kreis ¢’ € P mit ¢’ # C entweder

: ¢
Es sei angenommen, dass V,,

keine oder mindestens zwei AuBenknoten. Wegen C' € P und den Lemmata 4.44 und 4.45
muss gelten

{C'eP |V =0} <1

(0

und _
" Vout| — |VC ] k—1 k 1
17 C' > 9 <|out outl __ - _
Es folgt
k1
<l4+—-——=-4+1
Pl<i+5-5+
Mit der unteren Schranke in Lemma 4.40 erhalt man
jlk—1) k1
LY <P =[P <1+=+-
Folglich ergibt sich
(k—1)<k+3 & j<3+ h =4+ !
J = e T T T R

und somit ist
n <52k —1)
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Das ist ein Widerspruch zur Annahme n > 32k2+120k. Somit ist die Annahme 1%

out

> k+1
falsch und die Behauptung bewiesen. U

Nachfolgend werden wiederholt die Kreise C' € P betrachtet, deren Menge der Auflen-

knoten V¢

out

fiir die Kreise der Lange k£ + 3 mit genau zwei Innenknoten der Fall.

jeweils einen Weg W der Liange d(W) > k induziert. Dies ist unter anderem

Lemma 4.49:
Fiirk > 5 undn > 32k*+ 120k sei P eine mazimale Kreispackung von P(n, k). Weiterhin
sei Ay := |{C € P | |VS,| > k + 1}|. Dann gilt:

3 J
A < —— 42
2= 3"
Beweis:
Da P maximal ist, gibt es hochstens einen Kreis mit weniger als vier Aussenknoten (vgl.
Lemma 4.47). Jeder weitere Kreis in P mindestens vier Auenknoten belegt (vgl. Lemma
4.46), gilt

([Vout| = Xo(k 4+ 1)) /44 Ao +1 > |P| = v(P(n, k))

und somit, unter der Verwendung von Lemma 4.42,

- . Jjlk—1) r
(Vouel = Rk + 1))/4+ 3o +12 15 *huJ

Aus |Voue| = n = j(2k — 1) + r ergibt sich auf diese Weise

(k= 1) 47— ol D)4+ dg 412 LD LC_THJ

Das heifit,

j@k—n+m—Xxk+n+4&+4zQﬂk—n+4{Egﬂ

oder dquivalent

N ~ r
‘ —Xk+3+4>4|—
J+r ok +3Ay +4 > Lf*'lJ

Es ergibt sich also allgemein die Ungleichung

~ r
Aok — 3 4 <9 —4
2( )—i— <j+r L{?—l-lJ
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Nun werden drei Falle unterschieden:

1.) 7 < k: In diesem Fall gilt

Mok —3)<j+r—4<jthk—4

Daraus folgt
< j+k—4 j
Ao < <
= k-3 “ k-3

+ 1.

2)k+1<r <k+3: In diesem Fall wird die allgemeine Ungleichung zu

Mk =3)<j+r—8<j+k+3-8=j+k-5

Damit erhalt man

o<l thTS o

1.
2533 Sp_3"

3.)k+4 <r<2k—2:Es ergibt sich

Mk —=3)<j4+r—8<j+2k—-2—-8=j+2k—10

Es folgt ‘ .
Lo dT2k—10

9.
2523 Sr_3 "

O

Wie man in Lemma 4.49 sieht, ergibt sich fiir die Anzahl der Kreise der Lénge k + 3 mit
|VE| = 2 eine obere Schranke, welche von j abhiingt. Dies ergibt sich, da die im Beweis
verwendete untere Schranke fiir v(P(n, k)) (vgl. Lemma 4.42) nicht so scharf ist, wie im
Fall £ mod 2 = 0. Da die obere Schranke aus Lemma 4.49 nicht so beschrankend ist, wie
die obere Schranke im Fall £ mod 2 = 0, stellt sich die Frage, ob Vermutung 1 auch im
Fall £ ungerade fiir hinreichend grofles n gilt.

Obwohl die hergeleiteten Schranken weniger restriktiv sind, als im Fall £ mod 2 = 0, lassen
sich einige Bedingungen {ibertragen, unter denen Vermutung 1 auch im Fall £ mod 2 =1

fiir entsprechendes n bewiesen werden kann. Dies wird nachfolgend gezeigt.

Es sei G = (V,E) der Untergraph von P(n,k), welcher durch die Knotenmenge
V= {vo, ... vajk—1,U0, - ., Uj2k—1)-1} induziert wird. Zudem sei R, wie schon im Fall
k mod 2 = 0, der Restgraph von P(n, k), welcher durch die Knotenmenge V \ V indu-
ziert wird, sofern diese nicht leer ist. Der Untergraph G und der Restgraph R sind in der
Abbildung 4.32 veranschaulicht.
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Vj(2k—1)+r—1

Der
Untergraph G
induziert durch V

Abbildung 4.32: Eine Veranschaulichung des Untergraphen G im Fall £ mod 2 = 1

Fiir eine maximale Kreispackung P sei

C(P)={C €P| Vi {vo, .., vj@k-1)1} # 0}

die Menge aller Kreise aus P, deren Knotenmenge mindestens einen Auflenknoten des
Untergraphen G enthélt. Aus dem Beweis der ersten unteren Schranke fiir v(P(n, k))
(Lemma 4.40 (i), ist eine Kreispackung fiir G bekannt. Die dort konstruierte Kreispa-
ckung P enthilt j(kT_l) Kreise der Liange acht und ist fir G maximal. Um diese Tatsache
fiir die weitere Beweisfithrung zu nutzen, unterscheidet man, analog zum Fall n mod 2 = 0,

zwel Falle:

Fall I: Es existiert eine maximale Kreispackung P fiir die gilt [C(P)| < MT_I)
Fall II: Fiir alle maximalen Kreispackungen P gilt |C(P)| > J(kT_l)

Fiir den ersten Fall wird analog zu k mod 2 = 0 gezeigt, dass die Vermutung fiir bestimmte
Werte der Parameter n und k richtig ist. Im zweiten Fall lassen sich ebenfalls Bedingungen
finden, unter denen die Vermutung stimmt, allerdings kann man die Aussagen aus Kapitel

4.2 an dieser Stelle nicht vollstindig iibertragen. Der Ubersichtlichkeit halber sei wieder

ps(P) = {C € P [ d(C) = 8}
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die Anzahl von Kreisen in einer maximalen Kreispackung P mit der Lénge acht und
P (P) = [{C € P1d(C) =k + 3, |[Vig| = 2},

die Anzahl von Kreisen in einer maximalen Kreispackung P mit der Lange k 4+ 3 und

genau zwei Innenknoten.

Fall I: Es existiert eine maximale Kreispackung P im Graphen
P(n, k) fiir die gilt |C(P)| < {41

Mit dem folgenden Satz erhélt man, dass im Fall I Vermutung 1 fiir £ > 11 fiir
n > 32k* 4+ 120k korrekt ist. Der Beweis verlduft erneut analog zum Fall & mod 2 = 0.
Fiir die Beweisfithrung ist Lemma 4.44 von wesentlicher Bedeutung. Daher ldsst sich die

Aussage nicht analog auf die Fille k& € {5,7,9} tibertragen.

Satz 4.50:
Sei k > 11, n > 32k* + 120k und P eine mazimale Kreispackung von P(n,k) mit
IC(P)| < MT_I) Dann gibt es eine mazimale Kreispackung P von P(n, k) fir die gilt

1s(P) + igas(P) = v(P(n, k) und piss) (P) < 1.

Beweis:
Man konstruiere zunéchst eine neue maximale Kreispackung P,,.,, indem alle Kreise aus
C(P) C P durch die j(kTA) Kreise in P ersetzt werden. Das heiBt

=:C(P)

Betrachte nun die Kreispackung C(P) = P\ C(P). Fiir alle Kreise C € C(P) gilt
‘/oit N {U()? v 7Uj(2k:—1)—1} - @

Falls r < k gilt, so folgt C(P) = 0, da jeder Kreis in C(P) mindestens eine Innenkante
von R enthalten sein muss (vgl. Lemma 4.44). Damit ergibt sich, dass R mindestens
k + 1 Innenknoten hat. Wenn C(P) = 0, kann man schlieen, dass v(P(n,k)) = ](I“TA)
und P = Py, eine maximale Kreispackung mit ps(P) = v(P(n,k)) ist. Damit gilt die
Behauptung in diesem Fall.
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Falls » > k + 1, unterscheide man zwei Félle:

Fall 1:

Fall 2:

Man nehme an, dass ,u(k+3)(73neu) > 1. Das bedeutet es gibt einen Kreis C' € C(P)
mit d(C) = k+3 und |V,§| = 2. Wegen |V.S,| = k+1 gilt in diesem Fall r > k+1.

Man unterscheide zwei Falle:

out

a) Sei r < k + 3, so0 gilt |Vou \ (VC,UVE)| < 2 und damit C(P) = {C} und
v(P(n,k)) = @ + 1. Somit ist Py, eine maximale Kreispackung mit
(18(Preu) = v(P(n, k) — 1 und pig13)(Preu) = 1.

b) Sei k+4 < r < 2k —2, s0 gilt [Vyu, \ (VS, UV

out out
es C' € C(P) gibt mit C' # C. Fiir den Kreis C gilt |E é| > 2, wegen der k+1
AuBenknoten von C'. Sei j der kleinste Index der Menge der Innenknoten VC
von C, dann enthilt Egl, auf Grund der Aufenknoten von C, die Kanten
(uj, wjpr) und (Ujpr, wjsor). Da EC C Em( ) ist dies ein Widerspruch zu
r < 2k — 2. Man erhilt C(P) = {C} und v(P(n,k)) = (k Y 4 1. Es folgt,
dass Py, ist eine maximale Kreispackung mit pg(Ppey) = v(P(n,k)) — 1

und H(k+3) (Pneu) = 1.

)| > 3. Man nehme an, dass

Es ergibt sich somit fiir den Fall 1, dass P = Phrew eine maximale Kreispackung
mit pg(P) = v(P(n, k)) — 1 und jys5(P) = 1 ist. Folglich ist fiir diesen Fall die

Behauptung bewiesen.

Man nehme an, dass ji(x43)(Pnes) = 0. Daraus folgt, dass die Menge von Auflen-
knoten V., eines beliebigen Kreises C' € C(P) mindestens zwei knotendisjunkte
aufllere Zusammenhangskomponenten von C' induziert. Zudem gilt fiir C: Falls
v € VC, und u; ¢ VC, folgt

’L’VL’

u; ¢ Vc(77

da andernfalls (up—g), us), (s, Ujirr]) € EZC,; C Efn(m wéren und folglich r > 2k + 1
gelten miisste. Dies wire ein Widerspruch zu r < 2k — 2. Als Konsequenz ergibt
sich

ul ¢ ‘/;’5”6”"
weil fiir einen Kreis C' € P mit u; € V,C gilt, dass C' € C(P). Dieser Kreis wurde
in Py, substituiert.

Sei ¢ der Kleinste Index von V(C). Dann gilt v,, Vigi], Ug, Upgsr] € V(C). Zudem
MUSS Vjg4k] € V(C) gelten, da C' € C(P). Es werden wieder zwei Fille unterschie-

den:
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(a) upg11] € V(C): Es folgt, dass Ufgtk+1]> Vig+h+1] € V(C). Der Kreis C' ist ent-
weder ein Kreis der Lénge acht oder kann durch den Kreis SC, substituiert

werden.

(b) ugs1] € V(C): Wie zuvor, gilt dann Ulgry & ViPmer. Man unterscheide:

o Falls vjgyry1) € V(C), gilt ebenso Ulgrks1) € Vibrer und der Kreis C kann
durch den Kreis SC, substituiert werden.

o Im Fall vjg 411 € V(é), gilt vig a1 € V(C(P)) und Ulghr1) & V(C(P)).
Folglich kann der Kreis C' ebenfalls durch den Kreis SC, substituiert

werden.

Zusammenfassend ergibt sich im Fall 2, dass alle Kreise ¢ € C(P) durch
Kreise der Léange acht substituierbar sind. Man konstruiere 75, indem in P, alle
Kreise aus C(P) durch Kreise der Linge acht substituiert werden. Es ergibt sich,
dass P eine maximale Kreispackung mit ps(P) = v(P(n,k)) und jygss(P) = 0

1st.

Im Fall 1 hat die Kreispackung P = P, die Eigenschaften us(P) = v(P(n,k)) — 1
und M(k+3)(75) — 1 und es gilt us(P) + u(k+3)(75) = v(P(n,k)) und M(k+3)(75) < 1. Im
Fall 2 wird durch die Substitution aller Kreise in P, durch Kreise der Liange acht die
Kreispackung P mit pig(P) = v(P(n, k) und jysy3(P) = 0 erzeugt, fiir welche ebenfalls

ps(P) + sy (P) = v(P(n, k) und pir43)(P) < 1 gilt. Damit gibt es in beiden Fallen

eine Kreispackung mit den geforderten Eigenschaften und die Behauptung ist bewiesen.[]

Fiir den Fall I ist nachgewiesen, dass die Vermutung richtig ist. In diesem Fall gibt es
fiir P(n,k) mit k& > 11 und n > 32k* + 120k immer eine maximale Kreispackung, welche
ausschlieBlich aus Kreisen der Lange acht und hochstens einem Kreis der Léange k + 3 mit

genau zwei Innenknoten besteht. Man betrachte nun den Fall II.

Fall II: Fiir alle maximalen Kreispackungen P im Graphen P(n, k)
gilt [C(P)] > {1

Fiir den Fall IT wird wiederum vorausgesetzt, dass fiir alle maximalen Kreispackungen
P in P(n, k) gilt |C(P)| > MTA) Man kann erneut die bisher beste angegebene untere
Schranke fiir v(P(n, k)) (vgl. Lemma 4.42) weiter verschirfen. Es gilt also im Fall 11

V(P(n,k‘))zj(k_l)%—L L J-[T_(k+3)W+{ 4 J+1.

2 k+4 2 kE+1
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Andernfalls wire mit der, im Beweis von Lemma 4.42 konstruierten, Kreispackung zur
verschérften unteren Schranke von v(P(n,k)) eine maximale Kreispackung P gefunden.
Fiir diese wiirde gelten [C(P)| = J(kT_l) und der Fall I lage vor.

Fiir den zweiten Fall ldsst sich, wie auch schon im Fall £ mod 2 = 0 analog folgendes

zeigen.

Lemma 4.51:
Fiirk > 5 undn > 8k+1 sei P eine mazximale Kreispackung, fir die gilt |C(P)| > M%D
Fiir jeden Kreis C € P emistiere ein Index i, so dass u;, Uji1), Ufi+k]» Ufith+1] € VZ(;: Dann

gibt es eine maximale Kreispackung P mit

ps(P) = v(P(n, k).

Beweis:
Sei C' € P ein Kreis mit w;, Ufy1], Uitk Uith+1] € Vzg Dann kann C' durch den Kreis SC;

substituiert werden. Da dies fiir alle Kreise gilt, folgt sofort die Behauptung. U

Fiir den Beweis der wesentlichen Aussage im Fall II fiir £ mod 2 = 0 (Theorem 4.1) wird
unter anderem ausgenutzt, dass es im Fall II in einer maximalen Kreispackung keinen Kreis
C der Linge k + 3 mit |[V.¢| = 2 gibt (Lemma 4.28). Man kann diese Aussage auf Grund
der schlechten unteren Schranke fiir v(P(n,k)) im Falle £ mod 2 = 1 nicht iibertragen.
Folglich lasst sich auch Theorem 4.1 und damit auch das daraus resultierende Korollar
4.36 nicht beweisen. Vermutung 1 bleibt im Fall II fiir £ mod 2 = 1 und hinreichend grofes

n bestehen. Bislang konnte sie allerdings nicht bewiesen werden.
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Kapitel 5

Fazit

Es ist bekannt, dass das Auffinden einer maximalen Kreispackung in einem beliebigen
Graphen N P-schwer ist. In der vorliegenden Arbeit wurden drei praktische Problemstel-
lungen vorgestellt. Fiir diese kann man eine Losung, unter der Verwendung von maximalen
Kreispackungen oder der Kreispackungszahl, von einem geeigneten Graphen, herleiten.
Dabei werfen besonders die mit der Rundgangsplanung verkniipften Spontaneous Post-
man Probleme viele weitere interessante graphentheoretische Fragen auf. Weiterhin wurde
die Bestimmung von maximalen Kreispackungen und der Kreispackungszahl mittels Kno-

tenseparatoren, sowie fiir eine konkrete Graphenfamilie behandelt.

Es wurden einige Zusammenhénge zwischen Separatoren und Kreispackungen, sowie der
Kreispackungszahl dargestellt. Dabei lag die Idee zugrunde, dass es in Graphen mit ei-
ner geringen Knoten- und Kantenzahl im Allgemeinen ,einfacher® ist, eine maximale
Kreispackung und die Kreispackungszahl zu bestimmen. Daher wurden Knotensepara-
toren verwendet, um fiir einen gegebenen Graphen G zwei ,kleinere® modifizierte Gra-
phen zu konstruieren. Bestimmt man fiir diese modifizierten Untergraphen eine maximale
Kreispackung, sowie die Kreispackungszahl, kann man diese verwenden, um eine maximale
Kreispackung von G und v(G) zu bestimmen. Zunéchst wurde die Verwendung der Kno-
tenseparatoren an Hand von Graphen mit einem gegebenen 2- oder 3-Separator verdeut-
licht. Dabei resultierten zwei Algorithmen zur Bestimmung einer maximalen Kreispackung
in den entsprechenden Graphen. Die Kreispackungszahl lédsst sich unter Verwendung der
Ergebnisse dieser Algorithmen ebenfalls herleiten. In den Algorithmen wird ein gegebener
Graph in zwei ,kleinere” modifizierte Graphen unterteilt und iiber deren Kreispackungen
und die Kreispackungszahl eine Kreispackung des Ausgangsgraphen hergeleitet. Beinhal-
ten die , kleineren“ modifizierten Graphen wiederum einen 2- oder 3-Separator, so lassen

sich die Algorithmen rekursiv anwenden. Die Ahnlichkeit der Ergebnisse fiir den Fall ei-
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nes gegebenen 2-Separators und eines gegebenen 3-Separators fithrten abschlieflend zu
einem globalen Satz. Dieser sagt aus, wie man die Kreispackungszahl eines beliebigen
Graphen mit einem k-Separator bestimmen kann. An dieser Stelle ist deutlich zu erken-
nen, dass die Bestimmung der Kreispackungszahl und die Bestimmung einer maximalen
Kreispackung im Allgemeinen zwei unterschiedliche Problemstellungen darstellen kénnen.
Ist die Kreispackungszahl bekannt, kennt man nicht zwingend eine maximale Kreispa-
ckung. Ebenso kann man beweisen, wie eine maximale Kreispackung zu konstruieren ist,

ohne die Kreispackungszahl zu kennen.

Letzteres tritt im Kapitel iiber die Graphenfamilie der verallgemeinerten Petersen Gra-
phen P(n, k) auf. Fiir £ > 6 werden die Fille, dass k eine gerade oder ungerade Zahl ist,
getrennt betrachtet. Es wird sich dabei auf den Fall, dass k£ gerade ist, fokussiert. Fiir die-
sen Fall wird gezeigt, dass es, sofern n grofy genug ist, immer eine maximale Kreispackung
gibt, welche aus hochstens einem Kreis der Lénge k + 3 mit genau zwei Innenknoten und
ansonsten ausschliellich aus Kreisen der Lange acht besteht. Dabei haben die Kreise der
Léange acht eine eindeutige Struktur. Diese kann man bei der Kreispackungskonstruktion
ausnutzen. Bisher ist es noch nicht gelungen, eine allgemeine Formel fir v(P(n, k)), mit k
gerade, herzuleiten. Man kann allerdings vermuten, dass v(P(n, k)) in Abhéngigkeit vom
Rest bei der Division von n durch k£ darstellbar ist. Diese Vermutung basiert darauf, dass
die in dieser Arbeit hergeleitete Kreispackung fast ausschliefilich aus Kreisen der Lange
acht besteht und diese Kreise, auf Grund ihrer eindeutigen Struktur, nicht beliebig im
Graphen angeordnet werden konnen. Fiir den Fall, dass k eine ungerade Zahl ist, lassen
sich viele Ergebnisse aus dem Fall, dass k gerade ist, iibertragen. Allerdings wurde bisher
keine allgemein giiltige Kreispackungsstruktur hergeleitet, da die Schranken fiir v(P(n, k))
im Fall, dass k ungerade ist, nicht restriktiv genug sind. Damit ergibt sich, dass man die
Kreise der Lange k + 3 mit genau zwei Innenknoten sowohl in Fall I, als auch in Fall II
beriicksichtigen muss. Dies ist im Fall, dass k£ gerade ist, nicht notwendig. Es wére daher
zu untersuchen, ob es moglich ist, die Beweise im Fall II fiir £ gerade dahingehend zu

modifizieren.

Abschlielend kann man sagen, dass es im Bereich der praktischen Problemstellungen bis-
her nur wenige Frgebnisse gibt. Dort besteht noch Potential fiir zukiinftige Forschungen.
AuBlerdem wire es fiir die Graphenfamilie der verallgemeinerten Petersen Graphen inter-
essant, zu priifen, ob v(P(n, k)) in Abhéngigkeit vom Rest bei der Division von n durch
k, fiir k gerade, darstellbar ist. Zudem kann man auf Grund der Isomorphieeigenschaften
der verallgemeinerten Petersen Graphen (vgl. [85]) vermuten, dass sich die hergeleitete
Struktur einer maximalen Kreispackung, im Fall k gerade, zumindest zu groflen Teilen

auf den ungeraden Fall {ibertragen lasst.
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