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Einleitung

FEine wichtige Motivation, sich mit Gittern zu beschéftigen, ist das Kugelpackungsproblem. Da-
bei geht es darum, den n-dimensionalen euklidischen Raum R™ mit Kugeln gleichen Radius ohne
Uberlappung méglichst dicht zu bepacken. In Dimension 1 ist dieses Problem trivial und die optimale
Packung iiberdeckt den 1-dimensionalen Raum vollstdndig. In Dimension 2 ist die optimale Packung
die sogenannte hexagonale Packung (siche Abb. links). Dies konnte 1940 von F. Toth gezeigt wer-
den. Die hexagonale Packung iiberdeckt circa 90% des 2-dimensionalen Raumes. In Dimension 3 war
lange Zeit offen, ob die sogenannte Kepler-Packung (siehe Abb. rechts) die optimale Packung ist.
Diese von J. Kepler bereits zu Beginn des 17. Jahrhunderts geduflerte Vermutung konnte erst 1998
von T. Hales mit intensivem Computereinsatz bewiesen werden. Diese Packung iiberdeckt immerhin
noch circa 74% des 3-dimensionalen Raumes. Fiir Dimensionen n > 4 ist das Kugelpackungsproblem

weiterhin ein offenes Problem.

ABBILDUNG 0.1. Hexagonale Packung (links) und Kepler-Packung (rechts)

Allen drei oben beschriebenen Packungen ist gemeinsam, dass es sich bei diesen um Gitterpackun-
gen handelt, d.h. die Mittelpunkte der Kugeln bilden ein Gitter, also die Menge ganzzahliger Line-
arkombinationen gewisser Vektoren im R™. Im Fall der hexagonalen Packung handelt es sich dabei
um das hexagonale Gitter Ag, im Fall der Kepler-Packung um das Gitter Ajz. Die Tatsache, dass das
Gitter A, das dichteste Gitter in Dimension 2 ist, konnte von J.L. Lagrange bereits im Jahr 1773
gezeigt werden, das entsprechende Resultat in Dimension 3 fiir das Gitter Az von C.F. Gaufl im Jahr
1831. Dariiber hinaus ist das Kugelpackungsproblem fiir Gitterpackungen noch in einigen weiteren
Dimensionen geltst: In Dimension 4 und 5 konnte von A. Korkine und G. Zolotareff in den 1870er
Jahren gezeigt werden, dass die Gitter D4 und D5 die dichtesten Gitter sind, und fiir die Dimensionen
6 bis 8 sind die Gitter Eg, E; und Eg die jeweils dichtesten, wie von H.F. Blichfeldt in den 1930er
Jahren bewiesen wurde. Des Weiteren ist nach einem Resultat von H. Cohn und A. Kumar aus dem
Jahr 2009 von dem in vielerlei Hinsicht aulergew6hnlichen Leech-Gitter Aoy bekannt, dass dieses die
dichteste Gitterpackung in Dimension 24 liefert (vgl. [CKQ9]).

Fiir alle anderen Dimensionen n ¢ {1,...,8} U {24} ist auch das Kugelpackungsproblem fiir Git-

terpackungen ein offenes Problem. Es sind bislang nur ,,dichte“ Gitter bekannt, von denen teilweise
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vermutet wird, optimal zu sein, deren Dichte jedoch die heutigen oberen Schranken nicht erreicht.
Prominente Vertreter sind beispielsweise das Barnes-Wall Gitter BWig in Dimension 16 und das
Coxeter-Todd Gitter C'Tio in Dimension 12.

Eine besondere Eigenschaft dieser Gitter sowie auch des Leech-Gitters Aoy ist die, dass sie jeweils
als einziges Gitter in ihrem Geschlecht das Minimum 4 besitzen und diese Gitter somit zumindest in
ihren Geschlechtern die Packungsdichte maximieren. Die Koeffizienten der entsprechenden Thetarei-
hen sind somit also 1 gefolgt von einer 0, wihrend jeweils fiir alle {ibrigen Gitter der zweite Koeffizient
von 0 verschieden ist.

Dies motiviert die Definition eines extremalen Gitters (vgl. [MOST5]): zunéichst zeigt man, dass der
Raum M,, ;2(SL2(Z)) eine eindeutig bestimmte Modulform der Gestalt 1+ O(q?) enthélt, wobei d die
Dimension dieses Raumes ist. Diese nennt man die extremale Modulform. Ein gerades unimodulares
Gitter heiit dann extremal, wenn die Thetareihe des Gitters die extremale Modulform ist. Wichtige
Beispiele sind etwa das Gitter Eg, das Leech-Gitter Aoy oder auch das erst kiirzlich gefundene Gitter
7o (vgl. [Neb12]).

Mitte der 1990er Jahre wurde diese Definition auch auf Gitter anderer Stufen ¢ > 1 ausgeweitet.
Dabei erweist sich der komplette Raum M,, /2(T'o(£), X»/2) gewissermafien als ,,zu groB*. Eine weitere
besondere Eigenschaft einiger dichter Gitter wie C'Tyo oder BWig ist die, modular, d.h. dhnlich zu
ihren Dualgittern zu sein. Diese Eigenschaft hat unter anderem zur Konsequenz, dass die Thetareihe
eines solchen Gitters in einem gewissen Unterraum M, o(I'«(£), X5 2) liegt. Im Wesentlichen unter
der Bedingung, dass die Summe der Teiler von ¢ ein Teiler von 24 ist, konnte von H.G. Quebbemann
gezeigt werden, dass dieser Raum ebenfalls eine eindeutig bestimmte Modulform der Gestalt 1+ O(q?)
enthélt, wobei hier nun d die Dimension dieses Unterraumes ist (vgl. [Que95],[Que97]). Genau wie
zuvor heifit diese die extremale Modulform und ein Gitter extremal, wenn die Thetareihe mit der
extremalen Modulform iibereinstimmt. In diesem Sinne sind beispielsweise die Gitter A, Dy, Eg, K2,

BWg sowie Aoy extremal.

Da das Minimum eines extremalen Gitters durch die extremale Modulform bereits festgelegt ist,
ist die Packungsdichte eines solchen Gitters bereits a priori und ohne das Gitter zu kennen berechen-
bar. Fiir einige Geschlechter ist die Frage nach der Existenz eines extremalen Gitters von besonderem
Interesse; ndmlich dann, wenn ein extremales Gitter den bestehenden Packungsdichte-Rekord brechen
wiirde. Ein Beispiel eines solchen ist das Geschlecht II36(3%18): Ein extremales Gitter in diesem Ge-
schlecht hétte eine um den Faktor 3 hohere Packungsdichte als das bislang dichteste bekannte Gitter.
Zudem stellt sich fiir solche Geschlechter, in denen bereits extremale Gitter bekannt sind und diese
die dichteste Kugelpackung liefern, die Frage, ob es weitere extremale Gitter gibt. Ein Beispiel fiir ein

solches Geschlecht ist I132(2716), in dem bislang sechs extremale Gitter bekannt sind.

Auch losgelost vom Kugelpackungsproblem stellt sich das Problem der Klassifikation der extre-
malen Gitter. Beschrinkt man sich auf die Stufen ¢, deren Teilersumme ein Teiler von 24 ist, konkret
also £ € {1,2,3,5,6,7,11,14,15,23}, so wurde von R. Scharlau und R. Schulze-Pillot gezeigt, dass es
sich bei der Bestimmung aller extremalen Gitter im Prinzip um ein endliches Klassifikationsproblem
handelt, da ab einer gewissen Dimension anhéngig von der Stufe ¢ die extremale Modulform stets einen
negativen Koeffizienten besitzt und somit nicht die Thetareihe eines Gitters sein kann (vgl. [SSP99]).

In kleineren Dimensionen ist die Klassifikation aller extremalen Gitter durch vollstdndige Enumeration
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des jeweiligen Geschlechts moglich, etwa mit Hilfe der Kneserschen Nachbarmethode. Auf diese Weise
sind (mit Hilfe des C-Programms TWONEIGHBOURS) von B. Hemkemeier und R. Scharlau einige Re-
sultate erzielt worden (vgl. z.B. [SH98]|, [Sch13]). In groBeren Dimensionen ist dieses Vorgehen nicht
mehr praktikabel, da die Mafle der entsprechenden Geschlechter und damit auch die Klassenzahlen zu
grof sind. Beispielsweise ist das Mafl des Geschlechts I136(3718) groBer als 101%° und damit gibt es in
diesem Geschlecht weit mehr Gitter als Atome im Universum, sodass eine Klassifikation des gesamten
Geschlechts heute und auch in Zukunft nicht machbar ist.

Viele extremale Gitter in grofleren Dimensionen wie beispielsweise 16 oder 24 sind von G. Nebe und W.
Plesken als Nebenprodukt der Klassifikation rationaler Matrixgruppen (vel. z.B. [NP95|, [Neb96])
konstruiert worden. Einige weitere extremale Gitter, insbesondere der Stufe 2 und 3 in Dimensionen
32 und grofler, sind von C. Bachoc durch entsprechende Konstruktionen aus Codes gewonnen worden
(vgl. [Bac97]). Des Weiteren sind in dem bereits genannten Ubersichtsartikel von R. Scharlau und R.
Schulze-Pillot (vgl. [SSP99]) viele weitere Konstruktionen extremaler Gitter beschrieben, insbeson-
dere auch Konstruktionen mittels algebraischen Zahlkorpern. Sdmtliche bekannten extremalen Gitter
sind in Form von Gram-Matrizen in der von G. Nebe und N.J.A. Sloane verwalteten Gitterdatenbank
(vgl. [LatDB]) zu finden und koénnen direkt in das Computeralgebrasystem MacMa (vgl. [BCP9T))
geladen werden. Auf der anderen Seite konnte von C. Bachoc, G. Nebe und B. Venkov mit Hilfe der
Theorie der Modulformen in einigen Féllen die Nicht-Existenz extremaler Gitter in einigen Geschlech-
tern gezeigt werden (vgl. [NV96],[BV01]).

In dieser Arbeit werden extremale Gitter zu den Stufen ¢ € {1,2,3,5,6,7,11,14,15,23} bis Di-
mension 48 untersucht. Die Arbeit gliedert sich dabei wie folgt in vier Kapitel:
Im ersten Kapitel werden zunéchst in die grundlegenden Definitionen zu Gittern wiederholt und
einige Notationen festgelegt. Insbesondere wird festgehalten, was im Folgenden unter den Quebbe-
mannschen Geschlechtern verstanden wird. Es folgen in [I.2] die Definition einer extremalen Modul-
form sowie eines extremalen Gitters, welche in der gesamten Arbeit stets auf den Fall des Unterraumes
M, /2(T4(€), X 2) angewendet werden wird. Fiir einige Geschlechter wird gezeigt, dass ein Gitter mit
ygrofem® Minimum bereits ein extremales Gitter im Sinne der zuvor gegebenen Definition ist, was
die Wahl dieses Unterraumes plausibel macht. Beispielsweise ist ein Gitter im Geschlecht I136(311%)
mit Minimum > 8 notwendig extremal. Es folgt ein Verfahren, mit dem man in einigen Fillen von
der extremalen Modulform zeigen kann, dass diese nicht-negative Koeffizienten besitzt und damit eine
erste notwendige Bedingung dafiir erfiillt, iiberhaupt die Thetareihe eines Gitters sein zu kénnen. Als
Ergebnis erhélt man unter anderem, dass die extremale Modulform in M5 (T.(7), x12) oder auch in
Mis(T«(3), x18) nicht-negative Koeffizienten besitzt.
In Abschnitt[I.3) werden die Kugelpackungs- und die Zentrumsdichte eines Gitters definiert und einige
Beispiele dichter extremaler Gitter gegeben. Auch im Hinblick auf das Kapitel 4 wird im Anschluss
in kurz erklédrt, wie man Obergitter eines gegebenen Gitters konstruiert. Als Resultat werden alle
Obergitter vom Index 3 des bislang dichtesten Gitters K P3¢ in Dimension 36 bestimmt und es wird

gezeigt, dass auf diese Weise ein extremales Gitter im Geschlecht I135(37'®) nicht zu erhalten ist.

Im zweiten Kapitel geht es um Konfigurationsanzahlen und deren Berechnung. Als Anwendung er-
gibt sich ein Nicht-Existenz-Kriterium fiir extremale Gitter. Die Ideen folgen weitestgehend den
Ausfiihrungen in [BV01].

Zu Beginn werden in Abschnitt alle homogenen Polynome P € R[X7,..., X,] bestimmt, welche

zugleich harmonisch und zonal bzgl. eines Vektors a € R™ sind. Man erhilt die bekannte Tatsache,



dass es zu jedem Polynomgrad d € N im Wesentlichen genau ein solches Polynom gibt, das sogenannte
Gegenbauer-Polynom PJ'. AnschlieBend werden in @ einige Fakten zu Thetareihen mit sphérischen
Koeffizienten zusammengetragen. Es folgen in[2.3]die Definition der Konfigurationsanzahlen eines Git-
ters bzgl. eines Vektors a € R™ und eine Beschreibung, wie diese fiir extremale Gitter nur mit Hilfe
der bekannten Thetareihe durch ein lineares Gleichungssystem berechnet werden kénnen. Mit Hilfe
einer Implementierung dieser Methode in MAGMA ergibt sich in [2.4] als Resultat die Nicht-Existenz
eines extremalen Gitters im Geschlecht a4 (7712).

Im Anschluss daran wird in gezeigt, dass es nur mit Hilfe der Konfigurationsanzahlen bzgl. «
moglich ist, die Thetareihe des Nachbarn L(a) zu berechnen. Fiir den interessanten Fall eines extre-
malen Gitters im Geschlecht I135(37!®) wird dadurch zwar die Liste der moglichen Konfigurations-
anzahlen fiir einen kiirzesten Vektor verkleinert, trotzdem ergeben sich jedoch keine entscheidenden
Einsichten. Mit &hnlichen Mitteln wird abschlieBend indie (durchaus erwartbare) Eigenschaft eines

extremalen Gitters im Geschlecht I135(3718) gezeigt, von seinen kiirzesten Vektoren erzeugt zu sein.

Das Thema des dritten Kapitels ist die Konstruktion von (extremalen) Gittern mittels hermitescher
Gitter {iber CM-Korpern durch die sogenannte Spurkonstruktion. Nachdem zunéchst in [3.1] einige
grundlegende Eigenschaften dieser Spurgitter bewiesen werden, werden anschliefend in [3.2] als Spezi-
alfall Spurgitter 1-dimensionaler hermitescher Gitter, sogenannte Ideal-Gitter betrachtet. Insbesondere
werden alle extremalen Gitter in den Quebbemannschen Geschlechtern mit einer Struktur als Ideal-
Gitter iiber einem Kreisteilungskorper bis Dimension < 48 bestimmt.

Weiter werden in hermitesche Gitter der Dimension N > 2 betrachtet, welche mittels Spurkon-
struktion ein Z-Gitter zu vorgegebener Stufe £ und Determinante dy ergeben. Dabei werden ausschlief3-
lich quadratfreie ¢ zugelassen und zudem wird vorausgesetzt, dass £ teilerfremd zu der Diskriminante
dp des Zahlkorpers F ist. Unter diesen Voraussetzungen werden mit Hilfe der lokalen Theorie her-
mitescher Gitter aus [Jac62] und |[Ger70] sémtliche mogliche hermitesche Geschlechter dieser Gitter
bestimmt. Im folgenden Abschnitt werden dann explizite Formeln fiir die Darstellungsdichten dieser
hermiteschen Geschlechter unter Verwendung von Ergebnissen aus [GY00] und [Chol2] hergeleitet
und im Anschluss daran gezeigt, wie die Braunsche Mafl)formel mit Hilfe von Dirichletschen L-Reihen
und verallgemeinerten Bernoulli-Zahlen exakt ausgewertet werden kann.

Es folgt mit [3:4] ein kurzer Abschnitt zur Nachbarmethode iiber beliebigen CM-Kérpern, welche im
Rahmen dieser Arbeit in MAGMA implementiert wurde. Die wesentlichen Ideen hierzu stammen aus
[Sch98].

In den folgenden Abschnitten [3.5]und [3.6] werden die Resultate aus [3.3]sowie die MAGMA-Implementie-
rung der Nachbarmethode angewendet, um diejenigen Geschlechter, welche mittels Spurkonstruktion
Z-Gitter in den Quebbemannschen Geschlechtern ergeben, iiber imaginar-quadratischen Zahlkorpern
und Kreisteilungskorpern soweit moglich zu klassifizieren.

Unter anderem werden alle Strukturen der Gitter C'Tyo und BWig iiber imaginir-quadratischen
Zahlkérpern E mit |dg| < 11 bestimmt. Ahnlich wie in [CN13] wird versucht, mit Hilfe des Ten-
sorprodukts dieser Strukturen, insbesondere derjenigen iiber Q(y/—7), mit gewissen unzerlegbaren
unimodularen Gittern neue (extremale) Gitter zu erhalten. Als Resultat findet man auf diese Weise
einige bislang nicht bekannte extremale Gitter im Geschlecht ITg(2724).

Auflerdem werden beispielsweise alle extremalen geraden unimodularen Gitter in Dimension 32 mit
einer Struktur iiber Q(¢y7) bestimmt. Ebenso wird gezeigt, dass aufier den bekannten extremalen Git-
tern CQs2, MW3z und MW}, keine weiteren extremalen Gitter im Geschlecht 1I32(271¢) mit einer

Struktur iiber Q(¢y7) existieren.
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Abschlieflend werden in Abschnitt unimodulare Gitter iiber gewissen imaginédr-quadratischen
Zahlkoérpern und Quaternionenalgebren betrachtet. Die Spurgitter dieser besitzen die Eigenschaft,
beweisbar modular zu sein. Es wird beispielsweise gezeigt, dass kein extremales Gitter im Geschlecht

I20(5719) eine Struktur iiber der Quaternionenalgebra Q5,00 besitzt.

Im vierten Kapitel dieser Arbeit werden grob gesprochen Gitter mit einem Automorphismus von Prim-
zahlordnung und einem ,groffen“ Minimum klassifiziert. Ist L ein Gitter und o ein Automorphismus
der Ordnung p > 2, so wird in dhnlich wie in [Neb13|] zunéchst ein gewisses orthogonal zerlegtes
Teilgitter Ly L L¢ von L betrachtet. Weiter werden der Typ eines Automorphismus definiert und einige
Einschrankungen an einen solchen Typ angegeben. Zudem wird gezeigt, dass das Z-Geschlecht von
Ly und das hermitesche Geschlecht von L bereits durch den Typ von o im Wesentlichen eindeutig
festgelegt sind.

Sollen nun umgekehrt alle Gitter in einem Geschlecht mit einem Automorphismus der Ordnung p und
einem ,,groflen* Minimum klassifiziert werden, so sind zunéchst alle moéglichen Typen eines solchen
Automorphismus zu bestimmen. Als Teilgitter von L miissen dabei die Minima von L; und L¢ min-
destens so grofl wie das von L sein. Aus diesem Grund scheiden bereits viele mogliche Typen aus,
da die Dichte dieser Gitter, welche sich ebenfalls allein aus dem Typ von ¢ berechnen lisst, hiufig
oberen Schranken an die Packungsdichte widerspricht. Fiir alle verbleibenden Fille kann anschlielend
versucht werden, alle moglichen Kandidaten fiir L; und L¢ zu bestimmen. Die gesuchten Gitter L
ergeben sich dann (gegebenenfalls) als Obergitter von L; L L¢ von entsprechendem Index.

In Abschnitt wird dieses Vorgehen angewendet auf die Klassifikation extremaler Gitter mit einem
Automorphismus der Ordnung p > 2. Als Resultat werden zum Beispiel alle extremalen Gitter im
Geschlecht I132(2716) mit einem Automorphismus der Ordnung 7 bestimmt und gezeigt, dass es genau

ein solches bislang unbekanntes Gitter gibt.

An dieser Stelle mochte ich mich besonders bei Prof. Dr. Rudolf Scharlau fiir die Erméglichung
der Promotion, die Betreuung dieser Arbeit und die Moglichkeit zur freien Ausgestaltung des Themas
bedanken. Weiter danke ich Frau Prof. Dr. Gabriele Nebe fiir ihre Ideen und Anmerkungen sowie fiir
die Bereitstellung von thematisch relevanten Ergebnissen vor deren Verdtffentlichung. Zudem bedanke
ich mich bei Frau Dr. Christine Bachoc fiir die Uberlassung eines PARI /GP-Programms zur Berech-
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Fiir die positive Atmosphére mit vielen konstruktiven Gesprichen bedanke ich mich bei meinen
Kollegen am Lehrstuhl II. Insbesondere sind dabei Stefan Hoppner und Marc Christian Zimmermann
fiir die zahlreichen hilfreichen Diskussionen sowie Dr. Andreas Henn fiir seine Anregungen im Zu-
sammenhang mit Gittern iiber Quaternionenalgebren und Gilles Bellot fiir die Unterstiitzung bei der
Konzeption und Durchfithrung einiger MAGMA-Rechnungen hervorzuheben.
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Theorie aus Kapitel 2 erortert und in MAGMA umgesetzt, wofiir ich mich ebenfalls herzlich bei ihnen

bedanken mochte.






KAPITEL 1

Grundlegendes

1.1. Gitter

1.1.1. Grundlegende Definitionen. Sei (V,b) ein euklidischer Vektorraum der Dimension
n < oo. Ein Gitter (genauer ein Z-Gitter) in V ist eine Menge L C V der Gestalt L = Zz1 +. . . + Zxs,
wobei z1, ...,z linear unabhéngige Vektoren in V sind. Die Vektoren z1,...,x, sind in diesem Fall
eine Basis des Z-Moduls L und die Zahl s nennt man die Dimension von L. Ist s = n oder dquivalent
RL =V, so wird L auch als ein Gitter auf V bezeichnet. Ist L ein Gitter auf (V,b), so bezeichnet °L
das Gitter L aufgefasst als Gitter auf (V, ab).
Unter der Gram-Matrixz eines Gitters L auf V beziiglich der Basis z1,...,z, von L versteht man die
Matrix G = (g;;) € R™™ mit g¢;; := b(x;, z;). Die Determinante von L ist definiert als det(L) :=
det(z1,...,x,), wobei det(zy,...,x,) die Determinante der Gram-Matrix bzgl. der Basis x1,...,2,
bezeichnet. Fiir ein Z-Gitter hangt die Determinante nicht von der gew#hlten Basis ab.
Zwei Gitter L und K auf V heiflen isometrisch, wenn ein o € O(V,b) existiert mit o(L) = K - in Zei-
chen L = K. Die Isometrie von Gittern ist eine Aquivalenzrelation, die zugehdrigen Aquivalenzklassen
heiflen auch Isometrieklassen. Ist ein Gitter L isometrisch zu einem Gitter K mit Gram-Matrix G, so
schreibt man auch L = G statt L = K. Ist dariiber hinaus G = diag(as, ..., a,) eine Diagonalmatrix,
so schreibt man auch kurz L 2 (aq,...,ay).
Eine Isometrie o € O(V,b) heifit Automorphismus eines Gitters L auf V, wenn o(L) = L ist. Die
Menge aller Automorphismen von L ist eine endliche Untergruppe von O(V,b), die sogenannte Auto-

morphismengruppe O(L).

Ein Gitter L heifit ganzzahlig, wenn b(z,y) € Z ist fiir alle z,y € L. Es heifit gerade, wenn b(x, ) € 2Z
fiir alle z € L gilt. Mit Hilfe der Polarisationsformel b(z,y) = 3 (b(z +y,x +y) — b(x,z) —b(y, y)) sieht
man leicht ein, dass ein gerades Gitter auch ganzzahlig ist. Weiter definiert man zu einem Gitter L
das duale Gitter wie folgt:

L# .= {y e RL | b(y,L) C Z}
Offenbar ist das Gitter L genau dann ganzzahlig, wenn L C L# gilt. Fiir ein ganzzahliges Gitter L ist
die Gruppe T(L) := L# /L die sogenannte Diskriminantengruppe. Es ist 1 -...-&, = |T(L)| = det(L),
wobei ey, ..., e, € N die Elementarteiler von L in L# bezeichnen. Ein Gitter L # {0} heit unimodular,
wenn L# = [ gilt und allgemeiner a-modular, wenn aL# = L ist.
Die Zahl min(L) := min{b(z,z) | € L\ {0}} heiBt das Minimum von L. Min(L) bezeichne die Menge

der kiirzesten Vektoren von L und allgemeiner L., die Menge der Vektoren x € L mit b(x,xz) = m.

In der vorliegenden Arbeit werden ausschliellich ganzzahlige Gitter betrachtet. In diesem Fall kann
man L auch (durch Einschrinkung der Skalarmultiplikation) als ein Gitter auf dem quadratischen
Q-Vektorraum (V,b) auffassen. Die p-adischen Zahlen werden im Folgenden mit Q, bezeichnet, die
ganzen p-adischen Zahlen mit Z,. Fiir eine Primzahl p ist die Komplettierung von V an der Stelle
p definiert als V, := V ®q Q,. Die Bilinearform b kann fortgesetzt werden zu einer Bilinearform

auf V,, welche ebenfalls mit b bezeichnet wird. Dann ist die Menge L, := Z,L ein Z,-Gitter auf
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Vp. Die Definitionen der Gram-Matrix, der Isometrie von Gittern und des dualen Gitters sowie die
Eigenschaften ganzzahlig, gerade und (uni-)modular kénnen in offensichtlicher Weise auf Z,-Gitter
verallgemeinert werden. Die Determinante dL, ist dann &hnlich wie bei quadratischen Rdumen ein
Element in {0} UQj/ Z;2. Eine weitere Invariante eines Gitters L (genauer des zugrunde liegenden

quadratischen Raumes Q,L) an der Stelle p ist die sogenannte Hasse-Invariante

sp(L) = [[(ai,a;)p € {£1},
i<j

wobei hier (a1, ..., a,) eine Diagonalisierung von L iiber Q, ist und (a,b), fiir a,b € Q;, das Hilbert-
Symbol an der Stelle p bezeichnet.

Zwei Gitter L und IV auf V liegen nach Definition im selben Geschlecht, wenn L, = N, fiir jede Prim-
zahl p gilt. Folglich umfasst ein Geschlecht also volle Isometrieklassen von Gittern. Oftmals bezeichnet
man mit Geschlecht auch die Menge der Isometrieklassen von Gittern im selben Geschlecht und die
Anzahl dieser Isometrieklassen heifit die Klassenzahl.

Jedes Z,-Gitter A besitzt eine sogenannte Jordan-Zerlegung, d.h. eine Zerlegung A = 1! piJi, wobei
J; entweder unimodular ist oder J; = {0} gilt. Sind alle Gitter J; gerade, so nennt man ein solches
Gitter auch total gerade. In diesem Fall ist eine Jordan-Zerlegung eindeutig in dem Sinne, dass jede
andere Jordan-Zerlegung komponentenweise isometrisch zu der gegebenen ist. Ein Symbol, welches
die Informationen einer Jordan-Zerlegung codiert und damit ein Geschlecht eindeutig beschreibt, ist

das sogenannte Geschlechtssymbol. Fiir eine Definition sowie weitere Details siehe [CS93] Ch. 15 §7.

1.1.2. Die Stufe eines Gitters und /-modulare Gitter. Die Stufe des Gitters L ist definiert
als kleinste Zahl ¢ € N, fiir die v/L# oder #quivalent {L# ein gerades Gitter ist. Ist ¢ die Stufe von L,
so wird das Gitter L? := v/¢L# auch als das reskalierte Dualgitter von L bezeichnet. Die Stufe eines
Gitters ist eng verwandt mit dem Ezponenten ¢ der Diskriminantengruppe T(L), d.h. der kleinsten
Zahl a € N mit aL# C L. Das folgende Lemma kliirt dies prizise:

LEMMA 1.1.1. Sei L C V ein gerades Gitter. Weiter seien £ die Stufe von L und € der Exponent
der Diskriminantengruppe T'(L).

a) ¢ ist die kleinste Zahl a € N, fiir die “L¥ ein ganzzahliges Gitter ist. Jede weitere Zahl mit
dieser Figenschaft ist ein Vielfaches von €.

b) ¢ ist die kleinste Zahl a € N, fiir die *L* ein gerades Gitter ist. Jede weitere Zahl mit dieser
FEigenschaft ist ein Vielfaches von (.

c) Esist { € {e,2¢} und es gilt (L7 C L.

d) Ist L, >~ 1!, piJi eine Jordan-Zerlegung von L an der Stelle p und J; # {0}, so gilt

t=vp(e).
e) Sei Ly > 1t P'J; eine Jordan-Zerlegung von L an der Stelle 2 und sei J # {0}. Dann gilt:
{=¢ <& J; ist gerade

Insbesondere gilt ¢ = e, wenn det(L) ungerade oder L total gerade ist.
f) Die Zahlen €, £ und det(L) besitzen exakt dieselben Primteiler. Insbesondere gilt £ = €, wenn
{ quadratfrei ist.

BEWEIS. a) Sind x,y € L¥, so ist ez € L und damit eb(z,y) = b(ez,y) € Z. Also ist °L¥ ein
ganzzahliges Gitter. Sei umgekehrt fiir ein a € N das Gitter °L# ganzzahlig. Fiir x € L# gilt dann
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b(ax,y) = ab(x,y) € Z fiir beliebiges y € L#. Also ist ax € (L#)# = L und damit aL# C L. Nach
Definition des Exponenten ist € < a. Zudem ist die Menge {a € Z | *L* ist ganzzahlig} ein Ideal in
Z, mit Erzeuger €.

b) Die erste Aussage ist exakt die Definition der Stufe. Auch hier ist die Menge {a € Z | L7 ist gerade}
ein Ideal in Z mit Erzeuger £.

c¢) Das Gitter *L# ist gerade und damit insbesondere ganzzahlig. Nach a) ist & ein Teiler von /.
Andererseits ist 2°L# ein gerades Gitter. Nach b) ist damit ¢ ein Teiler von 2¢. Insgesamt folgt also
¢ € {e,2¢}. Die Aussage (L# C L ist damit offensichtlich.

d) Das Gitter L7 ist ganzzahlig genau dann, wenn das Gitter EL# an jeder Stelle p ganzzahlig ist. Ist
L,~1!, piJi eine Jordan-Zerlegung von L an der Stelle p, so gilt:

~ |t —
L¥=l1i " J;

Demnach ist ptL# ein ganzzahliges Gitter, wiahrend PiL;fE fiir ¢ < ¢ nicht ganzzahlig ist. Damit folgt
vp(e) =t

e) Bekanntlich ist °L# gerade genau dann, wenn ELf gerade ist. Ist Ly = JoLl2J;... 12 Jy, so ist
5L§E >~ J, 1 ... 12" Jy. Dieses ganzzahlige Gitter ist gerade (also ¢ = €) genau dann, wenn J; gerade ist.
f) Im Wesentlichen aus dem Satz von Cauchy folgt, dass det(L) als Ordnung der Gruppe T(L) und &
als Exponent dieser Gruppe dieselben Primteiler besitzen. Ist det(L) gerade, so folgt wegen £ € {e, 2¢}
die Aussage, im Fall det(L) ungerade folgt diese wegen ¢ = e. (]

Wenn nicht anders gesagt, sollen alle Gitter in dieser Arbeit gerade sein und quadratfreie Stu-

fe ¢ € N besitzen. In diesem Fall stimmt also die Stufe eines solchen Gitters L mit dem Exponenten
der Gruppe T'(L) iiberein und fiir jede Stelle p ist das Gitter L lokal p-elementar, d.h. eine Jordan-
Zerlegung an der Stelle p ist von der Gestalt L, = Jy L J;. Des Weiteren folgt, dass das Gitter J;
gerade und damit L total gerade ist. Im Folgenden wird als Notation fiir die Stelle p = 2 im Ge-
schlechtssymbol statt I1,,(255% . ..) die Notation IL,(2+* ...) verwendet.
Unter der zusitzlichen Annahme, dass det(L) = ¢* eine Potenz von / ist, sind alle Elementarteiler von
L in L# entweder 1 oder £ und es ist T(L) = (Z/¢Z)*. Solche Gitter heifien ¢-elementar. Umgekehrt
besitzt jedoch nicht jedes gerade ¢-elementare Gitter quadratfreie Stufe, wie etwa das Beispiel Eg_ %Iz
(mit Stufe 4) zeigt.

Ein gerades Gitter L auf V heiBt ¢-modular (nach H.-G. Quebbemann), wenn es eine Ahnlichkeit
o :V — V zum Faktor £ € N gibt mit o(L#) = L oder quivalent, wenn die Gitter L und L% = VIL#
isometrisch sind. Ist £ quadratfrei, so besitzt ein f-modulares Gitter die Stufe . Die Determinante
eines f-modularen Gitters der Dimension n ist gleich £7, denn es gilt det(L) = det(v//L#) = E"ﬁ(m.
Ein /-modulares Gitter ist also stets (-elementar.

BEMERKUNGEN 1.1.2.

(i) Der hier definierte Begriff eines ~-modularen Gitters ist nicht zu verwechseln mit dem Begriff
a-modular im Sinne von aL# = L, wie er etwa im Zusammenhang mit einer Jordan-Zerlegung
verwendet wird. Allein fiir gerade unimodulare bzw. 1-modulare Gitter fallen diese beiden
Definitionen zusammen.

(ii) Der Begriff ~~modular kann auch allgemeiner fiir ganzzahlige, nicht notwendig gerade Gitter

definiert werden. Hierzu siehe zum Beispiel [RS98]. L]

Im Folgenden sind insbesondere diejenigen Geschlechter von Interesse, welche n-dimensionale ge-

rade Gitter der Stufe £ und Determinante £ enthalten. Da ein ganzzahliges Gitter eine ganzzahlige
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Determinante besitzt, muss also n gerade sein, wenn L ein solches n-dimensionales Gitter der Deter-

minante £% ist. Dariiber hinaus gilt:

LEMMA 1.1.3. Sei n gerade und sei L ein gerades Gitter der Dimension n, Stufe ¢ (quadratfrei)

und Determinante €3 . Ist n =4 2, so ist £ =4 3.

BEWEIS. Zunéchst gilt fiir ein gerades, unimodulares Gitter iiber Z,, dass dieses stets gerade

Dimension hat und weiter isometrisch ist zu
(1) HL...LHLAg,

wobei H2 (913), Ag € {H,A} und A = (21) ist (vgl. [Ger08] 8.9).

Da L total gerade ist, sind sowohl Jy als auch J; in einer Jordan-Zerlegung Lo = Jo12J; gerade
unimodular und damit jeweils gerade-dimensional. Es folgt n =4 0, falls £ =4 0, 2 gilt.

Ist nun ¢ ungerade, so ist Lo gerade unimodular und mit einer Zerlegung wie in berechnet man
leicht, dass dLy folglich gleich (—1)2Z32 oder (—1)% - 5Z3? ist. Da nach Voraussetzung n =4 2 ist, ist

5 ungerade und somit ist 0% =g —1 oder —5 bzw. vereinfacht also ¢ =, 3. Somit muss also auch im

Fall £ =4 1 notwendig n =4 0 gelten. O

BEMERKUNG 1.1.4. Fiir den Fall, dass ¢ eine Primzahl ist, ist bekannt, dass es zu gegebener
Dimension n und Determinante ¢* hichstens ein Geschlecht gerader Gitter der Stufe ¢ gibt. Fiir den
Fall ¢ > 2 siche etwa [CS93] Ch. 15, Theorem 13 und fiir den Fall ¢ = 2 folgt dies auf dhnliche
Weise zusammen mit Lemma e). Insbesondere gibt es fiir eine Primzahl ¢ also hochstens ein

f-modulares Geschlecht. [ ]

Um zu zeigen, dass fiir jede Primzahl ¢ unter Beachtung der notwendigen Bedingungen an die
Dimension gem#fl Lemma [1.1.3] auch immer ein f-modulares Gitter in diesen Geschlechtern existiert,
reicht es offenbar, ein solches /-modulares Gitter Lg in kleinstmoglicher Dimension 2 bzw. 4 anzugeben,

denn in hoheren Dimensionen erhélt man entsprechende Gitter durch Bilden orthogonaler Summen:

o Im Fall / =4 3 sei £ := Q(v/—¢) und O = Z[HTN} der Ganzheitsring von E. Dann ist
Ly := 9O ein 2-dimensionales Z-Gitter auf dem Q-Vektorraum V = E mit der Bilinearform
b(z,y) := 27 + Ty. Die Determinante von L ist £ und die Multiplikation mit /—¢ liefert
eine Ahnlichkeit, welche L# auf L abbildet (fiir Details siche Abschnitt [3.7.1]).

o Im Fall ¢ #4 3 sei Q := Q.o die Quaternionenalgebra, welche genau an den Stellen £ und oo
verzweigt ist. Sei 9 eine geeignet gewéhlte Maximalordnung von @. Dann ist Ly := 97 ein
4-dimensionales Z-Gitter auf dem Q-Linksmodul @ mit der Bilinearform b(z,y) := 2y + Ty.
Die Determinante von L ist £2 und die Multiplikation mit v/—¢ liefert wie im anderen Fall
eine Ahnlichkeit, welche L# auf L abbildet (fiir Details sieche Abschnitt [3.7.2)).

Damit ist bewiesen:

PROPOSITION 1.1.5. (vgl. [Que95| Theorem 2) Sei £ eine Primzahl und n =4 2, falls £ =4 3 und
n =4 0 sonst. Dann gibt es genau ein Geschlecht, welches gerade Gitter der Dimension n, Stufe ¢ und

Determinante % enthilt. In diesem existiert mindestens ein £-modulares Gitter. O

Ist die Zahl £ nicht prim, so gibt es im Allgemeinen mehr als ein Geschlecht gerader n-dimensionaler
Gitter der Stufe ¢ und gegebener Determinante. Aus Griinden, die im néchsten Abschnitt deutlich
werden, sind im Folgenden die zusammengesetzten Stufen ¢ € {6, 14, 15} von Interesse. In Dimension
4 gibt es hier jeweils zwei Geschlechter gerader Gitter der Stufe £/ und Determinante £2.

Der Begriff ,,modular” kann fiir solche zusammengesetzten Stufen noch etwas verfeinert werden. Dazu
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bendtigt man die folgende Definition eines partiellen Dualgitters. Fiir ein Gitter L C V' der Stufe ¢

und einem Teiler p von £ ist dieses definiert als
L#?.=1pnL#,
P

Man sieht leicht, dass fiir ein ganzzahliges Gitter der Stufe ¢ das partielle Dualgitter zu p = 1 gerade
das Gitter L selbst und im Fall p = £ gerade L# ist.

Besitzt L die Determinante £, so ist fiir beliebiges p | £ das reskalierte partielle Dualgitter LP =
\/ﬁL#’p ebenfalls ein Gitter der Stufe ¢ und Determinante £%. Ist L gerade, so ist auch LPP fiir
jedes p | £ gerade. Anders als im Fall einer Primzahl £ miissen die Gitter L% jedoch nicht im selben

Geschlecht wie L liegen, wie das folgende Beispiel zeigt:

BEISPIEL 1.1.6. Betrachtet man die beiden 15-modularen Gitter Ly = (?1) im Geschlecht
(3715%Y) und Ly = (1)) im Geschlecht II5(37'571) jeweils der Stufe ¢ = 15, so vertauschen
sich diese beiden Gitter durch Bilden der reskalierten partiellen Duale, d.h. th’3 > [, LE’E’ > s und
folglich Lg’?’ = [, sowie Lg’S = [,. Somit liegen also die partiellen Duale nicht im selben Geschlecht

wie diese Gitter selbst. n

Liegen alle reskalierten partiellen Dualgitter in ein und demselben Geschlecht von geraden Gittern

der Stufe ¢, so nennt man ein solches auch ein ¢-modulares Geschlecht.

Ein gerades Gitter L der Stufe ¢ heifit stark ¢-modular, wenn L%P = [ gilt fiir jeden Teiler p von
£. Insbesondere ist ein stark -modulares Gitter also auch ¢-modular.
Nach Lemma gibt es damit fiir £ € {6,14} keine stark f-modularen Gitter in Dimension 2. Im
Fall ¢ = 15 zeigt das obige Beispiel, dass es in Dimension 2 auch hier keine stark 15-modularen Gitter
gibt, denn die beiden angegebenen Gitter sind jeweils die einzige Isometrieklasse in dem jeweiligen
Geschlecht. Somit ist 4 die kleinste Dimension, in der fiir £ € {6,14, 15} stark ¢{-modulare Gitter

existieren konnen.

BEISpPIEL 1.1.7. (vgl. [Que97] Ex. 1 und 2)

a) Sei £ = pq, wobei p =4 3 und ¢ Primzahlen sind. Sei L ein p-modulares Gitter der Dimension
2. Dann ist Lo := L1,/qL ein stark -modulares Gitter der Dimension 4. Konkret erhélt man
so stark f-modulare Gitter fiir die Stufen 6, 14 und 15 in den Geschlechtern I14(272372),
I14(2+27%2) und 114(372572).

b) Das Geschlecht I1,(2723%2) ist einklassig. Sei Lo dieses Gitter. Da die partiellen Duale von
Ly auch wieder in diesem Geschlecht liegen, ist das Gitter stark 6-modular.

Die Geschlechter I14(272772) und II4(3725%2) hingegen enthalten jeweils zwei Klassen und
man kann nachrechnen, dass die partiellen Duale der Gitter das jeweils andere Gitter im

Geschlecht ergeben. Also gibt es in diesen Geschlechtern kein stark modulares Gitter. n

Man kann also festhalten, dass fiir Primzahlen ¢ die Dimensionen 2 (¢ =4 3) bzw. 4 (¢ %4 3)
die kleinsten Dimensionen sind, in denen ein Geschlecht existiert, welches ein f-modulares Gitter Lg
enthélt. Dieses ist eindeutig bestimmt. Fiir die Zahlen ¢ € {6,14,15} ist jeweils 4 die kleinste Di-
mension, in der ein stark ¢-modulares Gitter Lo existiert. Dieses Geschlecht ist im Fall ¢ € {14,15}
eindeutig bestimmt. Im Fall £ = 6 gibt es zwei solche Geschlechter. Zudem sei bemerkt, dass fiir £ = 1
bekanntermaflen 8 die kleinste Dimension ist, fiir die ein gerades unimodulares Gitter Ly (das Gitter

Eg) existiert. Das zugehorige Geschlecht ist ebenfalls eindeutig bestimmt.
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Im Folgenden sind die Geschlechter gen(LgL ... 1 L) fiir die oben beschriebenen Gitter Ly von be-
sonderer Bedeutung. Fiir £ € {1,2,3,5,7,11,14, 15,23} ist dieses bereits durch die Dimension n
und die Stufe ¢ eindeutig bestimmt. Im Fall / = 6 und n =g 4 sind dies die beiden Geschlechter
g, _4(2+1@r=23+(4r=2)) und Ilg,_4(2-*# =23~ =2)) welche zur Unterscheidung als Fall ,6a“ und
,0b“ bezeichnet werden.

Alle diese Geschlechter werden im Folgenden als die Quebbemannschen Geschlechter bezeichnet.
Die zugehérigen Geschlechtssymbole sind in Tabelle aufgefithrt. Die entsprechenden Stufen ¢ €
{1,2,3,5,6,7,11,14,15,23} heiflen auch die Quebbemannschen Stufen.

Bez. | Geschlechtssymbol (fiir r € N)
ng

1

2 L, (20 1)T2r)

3 HQr(3( )" )

5 H4T(5( 1) 27‘)

6 1Ig, (2+4r3+4r>

6a IIS’[‘—4(2+(4T 2)3+(4r—2))

6b IIST 4(2_(47’—2)3—(47’—2))
Lo, (777)

11 112r(11<71>’“r)

14 II4T(2+2T7+2T>

15 H4T(3(—1)"'27‘5(—1)"'27")

23 | Iy, (

23+7)

TABELLE 1.1. Die Quebbemannschen Geschlechter

1.2. Die extremale Modulform und extremale Gitter

1.2.1. Grundlegendes zu Modulformen. Es bezeichne H := {z € C | Im(z) > 0} die kom-
plexe obere Halbebene. Man definiert eine Operation der Gruppe SLs(R) auf dem C-Vektorraum
der meromorphen Funktionen f : H — C durch den sogenannten Strichoperator |, wie folgt: Ist
A= (2Y) €SLy(R), so sei

(f [v A)(2) = (cz +d) " f(22E).
Diese Operation ist multiplikativ in dem Sinne, dass (f [x A) - (g |m A) = (- 9) |k+m A gilt.

DEFINITION. Seien I' C SLy(R) eine Untergruppe derart, dass I'NSLa(Z) endlichen Index sowohl
in T, als auch in SLa(Z) besitzt und x : I' — C* ein Charakter. Eine holomorphe Funktion f: H — C
heiit Modulform vom Gewicht k, zur Gruppe I' und zum Charakter y, falls gilt:

(M1) f |x A=x(A)- f fir alle A €T,

(M2) f [ A ist holomorph an der Stelle oo fiir alle A € SLy(Z), d.h. limpy 2y 00 f & A(2) < 0.

f heifit eine Spitzenform, wenn zusétzlich gilt:

(M3) hmlm(z)aoo f |k A(Z) =0 fiir alle A € SLQ(Z)

Der C-Vektorraum aller Modulformen vom Gewicht k, zur Gruppe I' und zum Charakter x wird
mit My (T, x) bezeichnet, der Unterraum von My (T, x) aller Spitzenformen mit Sy (T, x).

Die im Zusammenhang mit Gittern relevante Gruppe I' C SLo(R) ist die sogenannte Kongruenzun-

tergruppe T'o(£) von SLy(Z), welche wie folgt definiert ist:

Fo(f) = {(g Z) c SLQ(Z) | cC=y 0}
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Die Gruppe I'g(¢) enthilt offenbar das Element (§1). Ist weiter x : T'o(¢) — C* ein Charakter
mit x((§1)) = 1, so folgt aus Bedingung (M1), dass ein f € My(To(¢), x) dann 1-periodisch ist,
dh. f(z) = f(z+1) fiir alle z € H gilt. Somit ist die Funktion f : D* — C,q — f(%) auf
D*:={z € C|0< |z| <1} wohldefiniert und holomorph.

Die Bedingung (M2) der obigen Definition sagt nun aus, dass die Funktion f bei 0 holomorph fort-
setzbar ist. Damit lisst sich f dann als Potenzreihe um den Punkt 0 entwickeln und f kann dann mit

q:H — D, 2+ e¥™* wie folgt als sogenannte Fourier-Reihe geschrieben werden
fz)=faz) =Y am-a(z)™,
m=0

bzw. in Kurzform einfach f = Zij:o amq™. Im Folgenden werden die vorkommenden Modulformen
in diesen sogenannten g- Entwicklungen angegeben. Die Koeflizienten a,, einer solchen g-Entwicklung

sind durch f eindeutig bestimmt und heiflen Fourier-Koeffizienten von f.

Der Zusammenhang von Modulformen und Gittern entsteht iiber die sogenannte Thetareihe eines
Gitters:

DEFINITION. Sei L ein Z-Gitter. Dann ist die Thetareihe von L definiert als

o0

o= 2" =3 an(L)g",
zeLl m=0

wobei hier ¢ = €2™* und a,,(L) := |Lay,| ist.

Man kann zeigen, dass fiir ein gerades Gitter L in einem Geschlecht gerader Gitter der Dimension
n = 2k, Stufe £ und Determinante dy die Thetareihe 8, eine Modulform zur Gruppe I'g(¢) vom Gewicht
k und zum Charakter xx¢ ist (vgl. [Ebe02] Theorem 3.2), wobei der Charakter xx.¢g : I'o(¢) — C*
wie folgt definiert ist: i

wal(e4) = () e k)

Dieser Charakter hiingt also nur von der (Quadratklasse der) Determinante der Gitter im Geschlecht
G ab. Ist G ein f-modulares Geschlecht (mit dy = o/ 2), so wird der Charakter im Folgenden abkiirzend
auch mit xj := xx,g bezeichnet.
Weiter lédsst sich zeigen, dass die Differenz der Thetareihen von zwei Gittern L und M aus einem
Geschlecht G stets eine Spitzenform ist, d.h. 0 — 0y € Sp(To(€), xk,¢) gilt (vgl. [Sie3d5] S. 577).

1.2.2. Extremale Modulform und extremale Gitter. Historisch wurde die Definition eines
extremalen Gitters zunéchst nur fiir unimodulare Gitter eingefiihrt (vgl. [MOS75]): Man kann zeigen,
dass in dem Raum My (SLy(Z), 1) fiir k& € 4N ein eindeutig bestimmtes Element existiert, dessen g-
Entwicklung von der Form 1+0O(q?) ist, wobei d := dim(M}(SL(Z), 1)) ist. Ein unimodulares Gitter
L heit dann extremal, wenn 6y = 1 + O(q?) ist. Bekannte extremale Gitter sind beispielsweise das
Wurzelgitter Eg, das Leech-Gitter Ay und das erst kiirzlich entdeckte Gitter I'zo (vgl. [Neb12]). Die

folgende Definition verallgemeinert den Begriff eines extremalen Gitters:

DEFINITION. Sei M C My (To(€), xx) ein Unterraum der Dimension d.

a) Der Raum M besitzt die Weierstra$-Eigenschaft, wenn die Projektion M — C? auf die
ersten d Koeffizienten einer g-Entwicklung, d.h. also die Abbildung

[e%S)
f = Z amqm L (a07 .. '7ad71)
m=0

bijektiv ist.
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b) Besitzt der Raum M die Weierstraf-Eigenschaft, so nennt man das (eindeutig bestimmte)
Element f € M mit ¢-Entwicklung 14 O(q?) die extremale Modulform, bezeichnet mit f,.

c) Besitzt M die Weierstral-Eigenschaft und ist L ein gerades Gitter der Dimension n = 2k
und Stufe ¢ mit 0 = faq, so heifit das Gitter L extremal (bzgl. M).

Ist £ > 1, so ist es oftmals wenig sinnvoll, Extremalitit bzgl. des gesamten Raumes My (To(4), xx)
zu definieren. Zwar besitzt dieser oftmals die Weierstra-Eigenschaft, jedoch tritt entweder in der
extremalen Modulform sehr hiufig ein negativer Koeffizient auf, sodass diese sicherlich nicht die The-
tareihe eines Gitters ist, oder bei der extremalen Modulform handelt es sich um die Thetareihe eines

skalierten unimodularen Gitters, sodass man sich auf diesen Fall beschrinken kann.

BEISPIEL 1.2.1. Die beiden Rdume Mg(T'9(2), xs) und Mg(T'9(3), xs) besitzen die Weierstraf3-

Eigenschaft und die extremalen Modulformen lauten:

FMs(To(2)xs) = 1 — 7680¢° + 4320¢" + O(q°)
FMs(To(3)xs) = 1 +480¢° + 61920¢° + O(q")

Die erste Modulform kann offenbar keine Thetareihe sein, da negative Koeffizienten auftreten und die
zweite Modulform ist die Thetareihe der Gitter 3(Es LEg) bzw. 3Dj;. ]

Der gesamte Raum My (Io(€), xx) ist also fiir die Betrachtung extremaler Gitter in gewissem
Sinne ,,zu grof3“. Motiviert zum Beispiel durch die in vielerlei Hinsicht besonderen Gitter BWy¢ und
CTys soll im Folgenden ein Unterraum von My (T (), xx) definiert werden, fiir den anschlieflend die
Definition von Extremalitéit angewendet werden soll.

Ein Hilfsmittel bei der Wahl dieses Unterraums ist die folgende sogenannte Theta- Transformations-
formel (vgl. [Ebe02] Prop. 2.1), welche im Wesentlichen aus der Poissonschen Summationsformel

folgt: )
0r(—1) = (—iz)? maw(z)

Daraus folgt mit der Substitution z = fw und 0% (bw) = 0 s, (w) = 01 (w) unmittelbar:

KOROLLAR 1.2.2. Sei L ein gerades Gitter der Dimension n, Stufe { und Determinante {2 . Weiter

0 1
i (g )=

Man kann zeigen, dass die Matrix W, := (_(3/2 ?) € SL2(R) ein Element des Normalisators
I (¢) von T'g(¢) in SLy(R) ist. Ist £ eine Primzahl, so gilt sogar I',(¢) = T'o(¢) U Wy - Tp(£) und damit
[.(0)/To(¢) = Z/27Z. Das Element Wy heiit in diesem Fall die Fricke-Involution (wegen W7 = — (}9)
ist W eine Involution in PSLy(R)). Erweitert man die Definition des Charakters yj durch die multi-

sei k:= 5. Dann gilt:

O

plikative Fortsetzung von yx(W;) = i¥ auf die Gruppe I',(£), so ist also beispielsweise die Thetareihe
eines modularen Gitters nach Korollar in dem Raum M (T, (£), xx)-

Etwas allgemeiner kann man auch fiir beliebige (quadratfreie) Stufe ¢ die Gruppe I',(¢) als Normalisa-
tor von I'g(¢) in SLy(R) definieren. Auch hier ist dann ', (£) /Tg(£) eine 2-elementare Gruppe, welche
erzeugt wird von gewissen Elementen W), - I'g(¢) fiir jeden echten Teiler p von ¢. Fiir die explizite
Gestalt gewisser Vertreter W), den sogenannten Atkin-Lehner-Involutionen, siehe [AL70]. Dann liegt
die Thetareihe 0}, eines stark {-modularen Gitters im Raum My, (T'«(¢), xx,g) fiir einen Charakter, der
zusétzlich vom Geschlecht G von L abhéngt (vgl. [Que97]).
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BEISPIEL 1.2.3. Fiir eine Definition der Charaktere x, ¢ mit Hilfe von Gauflschen Summen siehe
[Que97]. Konkret erhilt man fiir die Quebbemannschen Geschlechter zu den Stufen ¢ € {6,14, 15}
die folgenden Charaktere xx. g : I'«(¢) — C*:

6a:  xrg(W2) =1 Xe.g(Ws) = (=1)%

6b:  xkg(Wa) = (=1)%  xig(Ws) =1

14: xpg(Wa) =1 Xk.g(Wr) = (—1)%

15 xkg(Ws) =1 Xk.g(Ws) = (=1)%
Die Charaktere im Fall £ = 6 héngen also nicht nur von der Determinante, sondern vom genauen
Geschlecht G ab. ]

Im Folgenden soll die Definition eines extremalen Gitters auf den Fall M := M (T.(¢), xk.¢)
angewendet werden. Unter den folgenden Voraussetzungen an M kann man zeigen, dass M dann
stets die Weierstraf-Eigenschaft besitzt:

(W1) Die Summe o (¢) der (positiven) Teiler von ¢ ist ein Teiler von 24. Konkret erfiillen dies die
Zahlen ¢ € {1,2,3,5,6,7,11,14,15,23}.

(W2) Esgilt G =gen(LoL...LLy), wobei Ly ein stark -modulares Gitter kleinstmoglicher Dimen-
sion mit 0z, € My, (I'«(€), Xk,.g) bezeichnet. Insbesondere ist das Gewicht k ein Vielfaches

von kg, dem Gewicht von 07, .

Die Rédume von Modulformen My, (T'.(¢), xx,¢), welche die Thetareihen modularer Gitter in den Queb-
bemannschen Geschlechtern enthalten, erfiillen also gerade diese Eigenschaften (W1) und (W2).

Sind diese Bedingungen erfiillt, so kann explizit eine Basis von My (I'.(£), xx,g) bestimmt werden,

welche zeigt, dass dieser Raum die Weierstra3-Eigenschaft besitzt.

Sei dazu 0y, := 0r, die Thetareihe des stark f-modularen Gitters Ly kleinstmoglicher Dimension
2ko > 0 und
(2) Ay, (2) =[] n(p2) )7in =g H [T - ERG)

ple m=1 p|¢

ein sogenanntes Eta-Produkt. Dabei ist

lelﬁ ]_7q

die Dedekindsche Etafunktion. Aufgrund der Voraussetzungen (W1) und (W2) ist 6, eine Modulform
vom Gewicht kg, zur Gruppe I, (¢) und zum Charakter x, ¢ und Ay, eine (nicht-triviale) Spitzenform
vom Gewicht kp := li‘j‘gé)@, zur Gruppe I',(£) und zum Charakter xx, ¢ (vgl. [K611] 2.2 und 2.3),

wobei 0g(¢) die Anzahl der (positiven) Teiler von ¢ angibt. Die Werte ko und k; sind in folgender

Tabelle zusammengefasst:

(1 2356 7 11 14 15 23
kol 4 21 221 1 2 2 1
k112 8 6 4 4 3 2 2 2 1

Sind i,j € No mit k = ki + koj, so ist AL - 0] € My(T.(€),Xkg)- Mit Hilfe der Modulformen 0,

und Ay, kann nun die Basis angegeben werden. Dabei sei bemerkt, dass der Beweis in [Que95| bzw.
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[Que97| Dimensionsformeln fiir die Rdume My (I« (¢), xr,g) benutzt um zu zeigen, dass die unten

definierte Menge B ein Erzeugendensystem und damit eine Basis von My (I'«(¢), xx,g) ist.

SaTz 1.2.4. (vgl. [Que95|, [Qued7]) Sei My(T.(¢), xrg) ein Raum von Modulformen, der die
Bedingungen (W1) und (W2) erfillt. Dann gilt:
a) Eine Basis B von My(T(£), xk,g) ist gegeben durch
Bi={A} 0l |i,j>0, kii+koj =k}.
Insbesondere ist dim My (T (€), xx.g) =1+ L%J

Kk
b) Eine Basis des Unterraums Sk(I'«<(€), xr.g) der Spitzenformen ist gegeben durch B\ {0,;‘:}
und dementsprechend ist dim Sk (T« (€), xk,g) = {k—li O

Da die ¢-Entwicklung von 6y, mit 1 und die von Ay, mit ¢ beginnt, startet die ¢-Entwicklung von
A};l . Qio mit ¢*. Somit besitzt die Basis B die folgende obere Dreiecksgestalt:

1+ * L. * +0(q%)
g+ ... * +0(q%)
e+ ... % +0(qY

¢t +0(q")

BEMERKUNG 1.2.5. Als Thetareihe eines Gitters besitzt eine g-Entwicklung von 6y, ganzzah-
lige Koeffizienten. Ist o1(¢) ein Teiler von 24, so folgt aus der Darstellung in , dass auch die
g-Entwicklung von Ay, ausschlieBlich ganzzahlige Koeffizienten besitzt. Folglich besitzen sémtliche
Elemente von B ¢-Entwicklungen mit ganzzahligen Koeffizienten.

Die Teilmenge M% von My (I« (¢), xk,g) derjenigen Modulformen, deren g-Entwicklungen ausschlieB-
lich ganzzahlige Koeffizienten besitzen, ist offenbar ein Z-Untermodul von My(T'«(¢), xr.g). Da die
Elemente in B linear unabhéngig (insbesondere) iiber Z sind und zudem, wie an der Darstellung oben
zu erkennen, ein Erzeugendensystem von M%, ist B auch eine Z-Basis von M%. Alle fiir diese Ar-
beit relevanten Modulformen sind ganzzahlige Linearkombinationen der Elemente aus B und damit

Elemente von MZ. (]
Wegen der oberen Dreiecksgestalt der Basis B aus Satz folgt leicht:

KOROLLAR 1.2.6. Sei My(I'.(¢), xr,g) ein Raum von Modulformen, der die Bedingungen (W1)
und (W2) erfillt. Dann besitzt der Raum My(Ly(£), xx,g) die Weierstraf$-Eigenschaft. O

Ist im Folgenden von einem extremalen Gitter die Rede, so bezieht sich Extremalitit stets auf
diesen Unterraum My (T, (¢), xx.¢). Fur das Minimum eines extremalen Gitters L gilt also min(L) >
2dim M = 2(1+ [ £ ).

Vielfache der Zahl 2k; werden auch Sprungdimension genannt, denn offenbar ,springt“ fiir diese
Dimensionen das Minimum eines extremalen Gitters gerade um 2 nach oben. Gitter in solchen Di-

mensionen sind daher besonders von Interesse.

BEMERKUNG 1.2.7. Die Bedingungen (W1) und (W2) sind nur hinreichende Bedingungen dafiir,
dass ein Raum My (T, (¢), xx,g) die Weierstra-Eigenschaft erfiillt. Oftmals ist dies auch fiir andere
Réaume gegeben. Fiir diverse Beispiele siehe [SSP99] Kapitel 4.
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In diesen Féllen ist jedoch eine direkte Verallgemeinerung von Korollar durch Angabe einer
Basis mit entsprechenden Eigenschaften nicht moglich. Insbesondere gibt es in diesen Fallen keine

entsprechende Verallgemeinerung der Spitzenform Ay, . [

Natiirlich stellt sich die Frage, ob man durch die Betrachtung gerade dieses Unterraumes M :=
M (T« (€), Xx,g) nicht Thetareihen von (nicht modularen) Gittern ausschliefit, deren Minimum genau-
so grof} oder gar noch grofler als das eines extremalen Gitters wire.
Im Folgenden wird am Beispiel des Geschlechts II35(371%) gezeigt, dass ein Gitter in diesem Geschlecht
mit Minimum > 8 bereits extremal im obigen Sinne ist und die Thetareihe somit die extremale Mo-

dulform beziiglich des Raumes M := Mj5(I".(3), x18) sein muss.

BEISPIEL 1.2.8. Bezeichnet fa, die extremale Modulform, so liegen zunéchst die Thetareihen
sdmtlicher Gitter im Geschlecht II35(3%!%) in dem affinen Unterraum S := fa + S18(T'0(3), x18)-

Beispielsweise mit MAGMA lisst sich eine Basis {f1,..., f5} von S15(I'o(3), x1s) bestimmen:

fi= q +1088¢%  +0(q")
fo = q> +951¢5  +0(q")
fs = ¢ —528¢°  +0(q")
fa= q¢* +45¢°  +0(q")
fs = ¢ +6¢°  +0(q")

Somit muss also fiir jedes Gitter L im Geschlecht I136(3718) mit Minimum > 8 die Thetareihe 6;, ein
Element von faq + Zfy + Zf5 sein, etwa fa + Afs + pfs fiir gewisse A, p € Z.

Aufgrund von Korollar muss die Modulform —6y, |15 W3 ebenfalls eine Thetareihe - ndmlich die
des Gitters L = v/3L# - sein und damit insbesondere nicht-negative Koeffizienten besitzen. Das heifit,

dass man die Koeffizienten A, ;1 € Z nur so withlen darf, dass faq — A f4]1s W35 — 11.f5]18 W5 nicht-negative
Koeffizienten besitzt. Ebenfalls mit MAGMA berechnet man

_ 2 53 2 628 3, 78911 .4 _ 2068105 6
—fa |18 W3 = 177374+ 590194 o634 T 1771474 59000 4+ O(a°),

1 142 91 3 9752 .4 , 26033 .5 6
—Jf5 118 Ws = 537079 — i€ T 500104 ssiard T Trard +O(Q)

Dies fiihrt auf das folgende Ungleichungssystem:

1

2
177147

531441
53 14
59049 177147 A\
628 91 >0
19683 59049 =
78911 9752 H
177147 531441
_ 206810 26033
59049 177147

Dieses besitzt nur die Losung (A, u) = (0,0), wie man leicht zum Beispiel auch mit MAGMA nachrech-

nen kann. Das bedeutet also, dass die Thetareihe 0, eines jeden Gitters in II36(3718) mit Minimum

> 8 gleich fa, also der extremalen Modulform sein muss. [

Vollig analog kann man die anderen Aussagen des folgenden Satzes zeigen:

SaTz 1.2.9.

a) Ist L ein Gitter aus dem Geschlecht 36(371%) mit min(L) > 8, so gilt

01, = 05 = 1+ 646380¢* 4 24820992¢° + O(q°).
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b) Ist L ein Gitter aus dem Geschlecht 1135(2+16) mit min(L) > 6, so gilt
0 = 0rs = 1 +261120¢* 4 18947520¢° + O(q°).
c) Ist L ein Gitter im Geschlecht Tay(712) mit Minimum > 10, so ist
O = Oz = 1+ 84672¢° + 91728¢° + O(q").
O

BEMERKUNG 1.2.10. Unter den Quebbemannschen Geschlechtern gibt es solche, in denen nicht-
extremale Gitter existieren, deren Minimum gleich oder sogar grofler dem Minimum eines extrema-
len Gitters ist. Beispiele solcher Geschlechter sind IIo4(2712) oder auch II;5(37?). Dieses Phiinomen
scheint jedoch hauptséchlich dann aufzutreten, wenn die Dimension ,,weit* von der néchstkleineren

Sprungdimension entfernt ist. [

1.2.3. Nicht-Negativitit der Koeffizienten der extremalen Modulform. Eine notwendi-
ge Bedingung dafiir, dass es ein Z-Gitter L geben kann, welches als Thetareihe die extremale Modul-
form faq besitzt, ist offenbar, dass die Koeffizienten einer g-Entwicklung von fx4 nicht-negativ sind.
Im Fall unimodularer Gitter konnte gezeigt werden, dass die Fourier-Entwicklung der extremalen Mo-
dulform fa € My(SL2(Z), 1) ab einem gewissen Index positive Koeffizienten besitzt, sodass negative
Koeflizienten nur ein einem bestimmten Intervall liegen kénnen (vgl. [JR11] Theorem 2). In konkreten
Fillen ergibt also die Uberpriifung dieser endlich vielen Koeffizienten in diesem Intervall ein Kriterium
fiir die Nicht-Negativitéit. Vergleichbare Resultate fiir Gitter der Stufe ¢ > 1 sind bislang jedoch nicht
bekannt.

Hier soll nun eine Methode gezeigt werden, welche in einigen Fillen auch fiir Gitter der Stufe ¢ > 1
einen Beweis ergibt, dass tatséichlich alle Koeffizienten nicht-negativ sind. Die Vorgehensweise soll an

einem ,trivialen* Beispiel erlautert werden.
BEISPIEL 1.2.11. Sei M := Mg(T'.(3), x6). Die extremale Modulform fu lautet
=1+ 756¢% + 4032¢°% 4 20412¢* + O(¢°).

Betrachtet man nun die Geschlechter 3-elementarer Gitter in Dimension 12, so sind die Klassenzahlen
wie folgt:

32 34 36 38 310
h |3 6 12 6 3
ha | 3 6 11 5 2
hsy | O 0 1 1 1

Sei L:=3 (E?LE?) das Gitter der Determinante 3'° und Minimum 4. Dieses besitzt als (ein) Ober-
gitter das Gitter M der Determinante 3% und Minimum 4. Die Thetareihen dieser beiden Gitter sind
Elemente von Mgs(I'9(3), x6) und lauten

0 = 1+ 270¢% + 11164° + 7290¢* + O(¢°),

Orr = 14 108¢% + 144¢> + 29164* 4+ O(¢°).
Diese Modulformen besitzen nicht-negative Koeffizienten, da sie Thetareihen von Gittern sind. Offen-
bar wére jede konische Kombination dieser beiden Reihen, welche die extremale Modulform ergibt,

bereits eine Konvexkombination. Der Koeffizient 756 von ¢? der extremalen Modulform lisst sich je-

doch nicht aus 270 und 108 konvex kombinieren. Daher darf man sich nicht ausschlielich auf eine
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konische Kombinationen von Thetareihen beschrinken, sondern benétigt weitere Modulformen mit
beweisbar nicht-negativen Koeffizienten.

Da L C M gilt, ist die Differenz 0y — 0, = 162¢> + 972¢> + 4374¢* + O(¢°) € Mg(To(3), x6) eine
solche Modulform mit nicht-negativen Koeffizienten, denn die Menge der Vektoren einer jeden Lénge

m von L ist eine Teilmenge der entsprechenden Vektoren von M. Des Weiteren gilt
Orr +3(0ar — 01) = 1+ 75642 + 4032¢° + 20412¢" + O(q°).

Da der Raum Mg(Iy(3), x6) die Weierstrafi-Eigenschaft besitzt, geniigt es bereits, dass nur die er-
sten 3 = dim(M(T'0(3), x6)) Koeffizienten dieser Reihe mit denjenigen der extremalen Modulform
iibereinstimmen, um folgern zu kénnen, dass faq = 0y + 3(0ar — 01) gilt. Somit ist gezeigt, dass faq

nur nicht-negative Koeffizienten besitzt. ]

Dieses am Beispiel erlduterte Vorgehen kann allgemeiner wie folgt als sogenannter Las-Vegas-
Algorithmus formuliert werden, d.h. einem Algorithmus, der das korrekte Ergebnis ausgibt, vorausge-

setzt er terminiert. Dabei kann man sich auf solche Gitter beschrinken, deren Minimum nicht kleiner

Algorithmus 1 Nicht-Negativitit der extremalen Modulform.

Eingabe: Die extremale Modulform faq € M = M,, /5(I'4(£), x).
Ausgabe: Eine Liste von Modulformen f; mit nicht-negativen Koeffizienten zusammen mit Zahlen
Ai > 0 mit faq = >, Aifi (falls der Algorithmus terminiert).
Wihle geeignetes Startgitter L der Dimension n und Stufe /.
.7:20 = {QL}
while fiq ¢ Cone(F>o) do
Bilde (zufillig) ein gerades Obergitter M von L.
Setze ]:ZQ = ]:20 @] {th — 9[,}
Ersetze L durch ein (zufilliges) anderes Gitter der Dimension n und Stufe Z.
Setze F>o0:=F>oU {0[,}
end while
Finde fz S }—20 und \; € RZO mit fM = Zl )\zfz
Gib (A1, f1), -+, (A\p, fr) aus.

ist, als die extremale Modulform fa vorgibt. Das Ersetzen von L im Algorithmus durch ein anderes
Gitter der Dimension n und Stufe ¢ kann beispielsweise durch ein Obergitter (z.B. M) oder einen
Nachbarn von L geschehen. Es geniigt wie iiblich, mit hinreichend vielen Koeffizienten zu rechnen,
welche die Modulformen jeweils eindeutig bestimmen. Besitzt der Raum M,, ('« (£), x) beispielsweise
die Weierstra3-Eigenschaft, so geniigen d Koeffizienten, wenn d die Dimension von M ist.

Auf diese Weise erhilt man zum Beispiel die folgenden Resultate:

SATZ 1.2.12. Die folgenden extremalen Modulformen der entsprechenden Rdume besitzen nicht-

negative Koeffizienten:

a) 14 646380 + 24820992¢° + O(¢°) € M1s(T.(3), x18)

b) 1+ 490770¢* + 25510464¢° + O(q%) € M19(T«(3), X19)

¢) 1+44906¢* + 35904¢° + O(q%) € M11(Tw(7), x11)

d) 1+ 84672¢° + 91728¢° + O(¢") € M12(T.(7), x12) O

Es gibt also zumindest in den oben genannten Fillen keinen offensichtlichen Grund, der die Exi-
stenz extremaler Gitter in den entsprechenden Geschlechtern ausschliefft. Unter anderem in diesen
Fillen stellt sich also die Frage nach der Existenz extremaler Gitter. Dariiber hinaus stellt sich auch

in den Féllen, in denen bereits extremale Gitter bekannt sind, die Frage, ob es weitere extremale Gitter
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n\f | 2 3 5 6a  6b 7 11 14 15 23
2 1 1 1
4 1 1 1 1 1 1 (1] [1] [1] [1]
6 1 1 -~
s 1 o v (1] [2] -
10 3 4 2 -
12 3 4 6 4 o] o] [>1] [>2 -
14 1 1 ? .
16 6 >5 > 1 - >1 -
18 37 ? .
20 3 >1 ? 7 0 >1  >1 - _
22 > ? ? _
2 |20 BN B1 B2 [F) - -
26 > ? — _
28 >1 >1 >1 ? ? ? — _
30 > _ , N
32 >6] >1 2 _ _ _ _
34 > ? — _
36 | >1 v 2 - - - _ _
38 ? ’ _ B
40 >1 >1 ) _ _ _ _
42 ? - - ,
4 | >1 ? ? ? ? - - - . .
46 ? ? _ o
48 | [>1] [7] [7] [ 7] - - _ - _

TABELLE 1.2. Anzahlen extremaler Gitter soweit bekannt. In blau: klassifizier-
te Geschlechter. In rot: Geschlechter mit Mafl > 500.000, d.h. mit Klassenzahl
h > 1.000.000. Der Eintrag ,,—*“ bedeutet, dass die entsprechende extremale Modul-
form einen negativen Koeffizienten besitzt. Die umrandeten Eintrége kennzeichnen
die Sprungdimensionen.

Eine aktualisierte Tabelle mit allen Ergebnissen dieser Arbeit ist zu finden unter:
http://www.mathematik.tu-dortmund.de/~mjuergen

gibt. Die Betrachtung beschrinkt sich in dieser Arbeit auf Geschlechter bis einschlieflich Dimension
48. Die bisherigen Ergebnisse sind in Tabelle zusammengefasst.

In einigen Féllen wire die Konstruktion eines extremalen Gitters besonders interessant, da dieses eine
dichtere als die bislang bekannte Kugelpackung liefert. Dies soll im folgenden Abschnitt etwas genauer

erldutert werden.


http://www.mathematik.tu-dortmund.de/~mjuergen
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A

ABBILDUNG 1.1. Ein Fundamentalbereich (des Gitters Ag).

1.3. Kugelpackungen aus extremalen Gittern

Sei L ein Gitter auf dem euklidischen Vektorraum (V, b). Unter der zu L gehorigen Kugelpackung P

versteht man die Vereinigung von Kugeln B(z) :={y € V' | ||z — y||, < p} vom Radius p := 7”1”;@)

um jeden Gitterpunkt x € L, also

P = U B(z).
reL
Der Radius p ist also gerade so gewahlt, dass sich die Kugeln hochstens auf dem Rand schneiden. Die

Kugelpackungsdichte A(L) des Gitters L soll nun den Anteil des Volumens von V' messen, welcher
durch die Packung P iiberdeckt ist. Offenbar geniigt dabei die Betrachtung eines Fundamentalbereichs
des Gitters. Das Volumen eines solchen ist gerade (/det(L) und das iiberdeckte Volumen gerade
das einer Kugel, also p"V,,, wenn dabei V,, das Volumen der n-dimensionalen Kugel mit Radius 1
bezeichnet. Dies motiviert die folgende Definition der Kugelpackungsdichte fiir ein Gitter L

A(L) = L

V/det (L)

Oftmals betrachtet man statt der Kugelpackungsdichte die von dem Volumen der n-dimensionalen

Kugel unabhéngige Zentrumsdichte

o(L) := =

Vo \/det (L)

Neben bereits in der Einleitung erwéhnten extremalen Gittern As, D4 und Eg, welche in entspre-

chender Dimension die optimale gitterformige Kugelpackung liefern, hier einige Beispiele in héheren

Dimensionen:

BEISPIELE 1.3.1. Die folgenden elementaren Gitter liefern die bislang dichtesten bekannten Ku-
gelpackungen in entsprechenden Dimensionen:

a) Das Coxeter-Todd Gitter C'Ty5 in Dimension 12 besitzt eine Zentrumsdichte von 0.037. Dieses
Gitter ist das einzige Gitter im Geschlecht I1;2(376) mit Minimum 4. Es ist 3-modular und
extremal. Es wird vermutet, dass dieses Gitter die optimale Kugelpackung in Dimension 12
liefert.

b) Das Barnes-Wall Gitter BWj¢ in Dimension 16 besitzt eine Zentrumsdichte von 0.0625. Auch
dieses Gitter besitzt als einziges im Geschlecht IT;6(2%®) das Minimum 4. Es ist 2-modular
und extremal und es wird ebenfalls vermutet, dass dieses Gitter die optimale Kugelpackung

in Dimension 16 liefert.



5ext / 5best

0 4 8 12 16 20 24 28 32 36 40 44 48
Dimension n

ABBILDUNG 1.2. Quotient aus Zentrumsdichte eyt (hypothetischer) extremaler Git-
ter der Stufen £ € {1,2,3} und Zentrumsdichte dpes; des bislang dichtesten bekannten
Gitters in entsprechender Dimension n

¢) Das Leech-Gitter Agy in Dimension 24 besitzt eine Zentrumsdichte von 1. BekanntermaBen
ist das Leech-Gitter ebenfalls das einzige gerade unimodulare Gitter in Dimension 24 mit
Minimum 4. Es konnte gezeigt werden (vgl. [CK09]), dass das Leech-Gitter die optimale
gitterformige Kugelpackung in Dimension 24 liefert und es ist davon auszugehen, dass dies
auch unter allen Kugelpackungen der Fall ist.

d) In Dimension 32 liefert jedes extremale Gitter im Geschlecht II35(2%16) eine dichteste, bislang
bekannte Kugelpackung mit Zentrumsdichte = 2.565. Bislang sind sechs solcher Gitter be-
kannt: Q32 (vel. [Que87]), Q%, (vel. [Que8d]), Bhurws (vgl. [Bac95]), CQs2 (vel. [Neb98])
und ein nicht 2-modulares Gitter M W3, sowie das zugehorige reskalierte Dualgitter M W4,
(vel. [EIk94]).

e) In Dimension 36 ist das Gitter K P (vgl. [KP92]) im Geschlecht IT36(372°) das bislang
dichteste bekannte Gitter mit einer Zentrumsdichte von ~ 4.439. Es besitzt Stufe 3 und
Determinante 32°.

f) Jedes extremale unimodulare Gitter in Dimension 48 liefert eine dichteste, bislang bekannte
Kugelpackung mit Zentrumsdichte ~ 16834.112. Es sind vier solche Gitter bekannt: Pjgp,
Pysq, Pagn, und Pyg,, (vgl. [Nebld]). n

Da die Dimension, die Determinante und das Minimum eines extremalen Gitters durch die extre-

male Modulform bekannt sind, ist die Zentrumsdichte eines solchen Gitters a priori ohne das Gitter

explizit zu kennen, berechenbar. In Abbildung [[.2]sind die Zentrumsdichten extremaler Gitter fiir die

Stufen ¢ € {1,2,3} bis einschliefilich Dimension 48 jeweils in Relation zu der Zentrumsdichte eines

dichtesten bekannten Gitters angegeben.
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Wihrend in den Dimensionen 2, 4, 8, 12, 16 und 24 jeweils genau ein extremales Gitter (ent-
sprechender Stufe) existiert, stellt sich in Dimension 32 die Frage, ob es weitere extremale Gitter im
Geschlecht 1135 (2716) gibt, welche dann ebenfalls eine dichteste bekannte Kugelpackung realisieren. Be-
sonders interessant wire auflerdem die Antwort auf die Frage, ob ein extremales Gitter im Geschlecht
II36(3718) existiert. Ein solches Gitter besifie eine um den Faktor 3 gréfiere Zentrumsdichte als das
bislang dichteste bekannte Gitter K Psg. Da das letztgenannte ein 3-elementares Gitter der Determi-
nante 320 ist, liegt es nahe, zunichst alle Obergitter von K Psg zu bestimmen, um moglicherweise auf
diese Art ein extremales Gitter im Geschlecht 1I36(371®) zu finden. Da auch im letzten Kapitel dieser
Arbeit Obergitter gebildet werden miissen, sollen im Folgenden kurz einige Details zur Konstruktion

von Obergittern erldutert werden.

1.4. Konstruktion ganzzahliger Obergitter

Sei L ein ganzzahliges Gitter auf dem euklidischen Vektorraum (V,b) und T(L) = L#/L die
Diskriminantengruppe von L. Auf T'(L) kann die Diskriminantenform wie folgt definiert werden:

b:T(L) x T(L) — Q/Z
(x+L,y+L)—bz,y)+Z

Ein ganzzahliges Obergitter M O L muss notwendig in L# enthalten sein, d.h. L € M C L#.
Somit entspricht ein solches M gerade einer Untergruppe M von T(L). Ist m = |M]|, so ist M ein
Obergitter von L vom Index [M : L] = m. M ist ganzzahlig genau dann, wenn M total isotrop bzgl.

der Diskriminantenform ist, d.h. wenn b(M, M) = 0. Zusammengenommen erhélt man:

PROPOSITION 1.4.1. Sei L ein ganzzahliges Gitter auf (V,b). Dann gibt es eine bijektive Korre-
spondenz zwischen den (bzgl. b) ganzzahligen Obergittern M von L vom Index m = [M : L] und den
(bzgl. b) total isotropen Untergruppen M von T(L) = L# /L der Mdchtigkeit m = |M]|. O

BEMERKUNG 1.4.2. Ist m ungerade und M ein ganzzahliges Obergitter vom Index m eines geraden
Gitters L, so ist auch M gerade. Denn nach dem Elementarteilersatz gibt es eine Basis x4, ..., z, von
M und Elementarteiler €4, ...,¢e, € N so, dass €121, . ..,€,T, eine Basis von L ist. Wegen ey -...-¢, =
[M : L] = m sind alle Elementarteiler ungerade und wegen e7b(z;, ;) = b(e;z;,;2;) € 27 ist auch
b(x;,z;) € 2Z fur i € {1,...,n}. Demnach ist auch M ein gerades Gitter.

Insbesondere ist ein ganzzahliges Obergitter vom Index p° fiir eine Primzahl p > 2 eines geraden
Gitters stets gerade. FEin ganzzahliges Obergitter eines geraden Gitters von geradem Index hingegen
muss nicht gerade sein, wie etwa das Beispiel des ungeraden Gitters I als Obergitter vom Index 2 des

geraden Gitters Dy zeigt. [

Wie jede endliche abelsche Gruppe ist auch die Diskriminantengruppe T'(L) das direkte Produkt
ihrer p-priméren Komponenten 7),(L) := {y + L | 3k € Ny : p*y € L}, also

T(L) = P T,(L).
p prim
Soll ein Obergitter von L vom Index m = p° fiir einen Primteiler p von det(L) berechnet werden,
so ist die entsprechende Untergruppe von T'(L) eine Untergruppe der p-priméren Komponente T,,(L)
von T'(L). Ist die Stufe ¢ von L quadratfrei, so ist die p-primére Komponente T,(L) eine p-elementare
Gruppe und entspricht gerade der Untergruppe L#?/L von T(L). Somit ldsst sich L#P/L als F,-
Vektorraum der Dimension v, (det(L)) auffassen.

Da sowohl L#? C %L als auch L#P C L# gilt, folgt b(L#P?, L#P) C 1b(L, L#) = 7. Nach Skalieren

1 -1
P P
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mit p nimmt die Diskriminantenform pb auf T,,(L) also Werte in Z/pZ = F,, an, sodass T},(L) zusam-

men mit der Bilinearform pb einen quadratischen F,-Vektorraum bildet.

Insbesondere entsprechen also ganzzahligen Obergittern vom Index p gerade 1-dimensionale total

isotrope Unterrdume in (T, (L), pb). Die Anzahl dieser lisst sich berechnen als plj - (a(0) — 1), wobei
hier a(0) die Anzahl der isotropen Vektoren in (7),(L),pb)) angibt. Diese Anzahl a(0) lautet (vgl.

[Kne02] (13.6)):

p> =l pm — pm=t oy (det(L)) = 2m, (L#P/L,b) = HL ... IHLH
a(0) = ¢ p?m=t —pm 4 pm=l p (det(L)) = 2m, (L#P?/L,b) 2 HL ... LHLA
p>m vp(det(L)) =2m +1

Interessant ist nun das Minimum des Gitters M = L + Zy. Dieses kann fiir beliebiges y an der

sogenannten Ldngenfunktion | des Gitters L abgelesen werden:
1:T,(L) — N
y+ L +— min(L + Zy)

Diese Information ldsst sich codieren in dem ganzzahligen Lingenzdhlerpolynom:

1 .
PLp(X) = —— > x!) — xmind) | e 7[X]

y+LET,(L)
b(y,y)EZ

Der Koeffizient von X™ gibt also an, wie viele (evtl. isometrische) Obergitter L besitzt, die das Mi-

nimum m haben.

Mit MAGMA erhélt man beispielsweise folgendes Resultat:

SATZ 1.4.3. Das ganzzahlige Lingenzihlerpolynom fiir L = K Psg lautet:
Pr3(X) = 2808X? + 460962810 X * + 120145432X 6

Insbesondere besitzt das Gitter K Psg kein extremales Gitter im Geschlecht 1136(3718) als Obergitter
vom Index 3. O

Daraus ergibt sich leicht:

KOROLLAR 1.4.4. Ist das Gitter KPss das (bis auf Isometrie) einzige Gitter im Geschlecht
36(3%2%) mit Minimum > 8, so gibt es kein extremales Gitter im Geschlecht 1135(371%).

BEWEIS. Wiire L ein extremales Gitter im Geschlecht 1I36(371®) (mit Minimum 8), so wiire jedes
Teilgitter von L der Stufe 3 und Determinante 3%° ein Gitter im Geschlecht I135(372°) mit Minimum
> 8. Ein solches existiert stets, denn Teilgitter von L vom Index 3 und der Stufe 3 korrespondieren
gerade zu den reskalierten Dualen der Obergitter vom Index 3 von L! = /3L#. Diese wiederum
korrespondieren zu den 1-dimensionalen total isotropen Unterrdumen von T'(L?), wovon es wie oben
gesehen genau £ (3'7 — 3% + 3% — 1) = 193703683 gibt.

Somit gibt es bis auf Isometrie also zumindest ein solches Obergitter von L im Geschlecht TI34(3116),
welches also zu einem Teilgitter von L im Geschlecht I136(3%2°%) mit Minimum > 8 korrespondiert.
Nach Voraussetzung ist dieses Gitter isometrisch zu dem Gitter K Psg, welches aber nach Satz [1.4.3]
kein extremales Gitter im Geschlecht II35(3718) als Obergitter vom Index 3 besitzt. O



KAPITEL 2

Vektorkonfigurationen und Nicht-Existenz extremaler Gitter

In diesem Kapitel sei L wie zuvor ein gerades Z-Gitter der Stufe £ auf dem euklidischen Vektorraum
(V,b) der Dimension n > 2. Nach Wahl einer Orthogonalbasis vy, . . . , v, 1dsst sich V' mit R" identifizie-
ren. Die Bilinearform entspricht dann gerade dem Standardskalarprodukt (z,y) := z1y1 + ... + Tnyn.
Das Gitter L wird in diesem Kapitel stets als Gitter auf (R”, (-,-)) aufgefasst.

Die Abschnitte 2.1 bis 2.4 fassen die wesentlichen Ideen aus [Ven01] und insbesondere [BV01] zusam-

men. Fiir weitere Literatur zu zonalen harmonischen Polynomen siehe [DGST7] oder auch [Vil93].

2.1. Zonale harmonische Polynome

Im Folgenden bezeichne F,, 4 C R[X1,...,X,,] den R-Vektorraum der homogenen Polynome vom
Grad d € Ny in n Veréinderlichen. Abkiirzend sei X := (X1, ..., X,,)". Ein Multiindex i ist ein Element
(i1,-..,in) € NI Es sei |i| := iy + ... + i,,. Eine Basis von F,, 4 sind die Monome X? := X{ ... Xin
mit |¢| = d. Demnach ist die Dimension von F, 4 gleich (”Zf;l) und jedes Polynom P € F,, 4 lésst
sich in der Form P(X) =3, _, Zl,di'ln,szz mit p; € R schreiben.

Sind P(X) = > ;—q ﬁpiXi und Q(X) =>_;_4 ﬁquz zwei Polynome in F,, 4, so wird auf
dem Raum F;, ¢ durch
(3) P,Ql=> 2 pii
li|=d
eine symmetrische Bilinearform definiert. Berechnet man deren Gram-Matrix in der Monombasis X?,

so erhélt man:

] . 11!...15! i=q
[Xl,X]] — d! J
0 i 7]
Somit ist [, -] offenbar positiv definit und damit ein Skalarprodukt auf F, 4.
: 3 3
Im Folgenden bezeichne V den formalen Vektor (5%, ., Wﬂ)t

LEMMA 2.1.1. Fir zwei Polynome P,Q € F, 4 gilt:
a) [P, (X,a)!] = P(a).
b) dl [P,Q] = P(V)Q.

BEWEIS. a) kann elementar nachgerechnet werden (vgl. [Ven01] Prop. 1.1). b) kann durch Testen
auf der Monombasis { X" | |i| = d} ebenfalls leicht nachgerechnet werden (vgl. [Ven01] Prop. 1.2). O

Weiter sei A := (V,V) =>" 82‘?—; der Laplace-Operator. Dieser lésst sich auffassen als linea-
re Abbildung A : F,, 4 = Fp,4—2. Ein Polynom P € F, 4 heiit harmonisch, wenn AP = 0 gilt.
Der Unterraum von F,, 4 aller harmonischen Polynome wird im Folgenden mit Harm, 4 bezeichnet.
Harmonische Polynome werden im hier beschriebenen Kontext oft auch als sphdrische Polynome be-

zeichnet.

25
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ProposITION 2.1.2. Sind P € Harm,, g und Q € Fy, 4—2, so gilt
Q- (X, X),P]=0.
Insbesondere ist ein harmonisches Polynom P € Harm,, 4, welches durch (X, X) teilbar ist, gleich 0.
BEWEIS. Nach Lemma 2.1.1] gilt d! [Q - (X, X), P] = Q(V)(V,V)P = Q(V)AP = 0. O

Die Gruppe O(R™) = {0 € GL(R") | (¢(z),0(y)) = (z,y) fiir alle 2,y € R™} operiert zunéchst in
natiirlicher Weise auf R™. Zu einem Vektor oo € R™ bezeichne Stab(a) = {0 € O(R") | o(a) = a} den
Stabilisator von a in O(R™). Des Weiteren operiert O(R") auch auf F,, 4 vermége 0.P = Poo 1.

DEFINITION. Sei a € R™\ {0} fest gewihlt. Ein Polynom P € F,, 4 heifit zonal bzgl. «, wenn fiir
alle o € Stab(«) gilt o.P = P.

PROPOSITION 2.1.3. Ein Polynom P € F, q ist genau dann zonal bzgl. o € R™ \ {0}, wenn fir
alle x,y € R™ mit (z,z) = (y,y) und (z,a) = (y,a) gilt P(x) = P(y).

BEWEIS. Sei P zonal und seien z,y € V mit (x,2) = (y,y) und (z,a) = (y,«). Bekanntlich

ist die Sphére S"! = {z € R" | (z,z) = 1} ein 2-homogener Raum, d.h. zu zwei Paaren von

Punkten z1,x2 und y1,y2 mit (z1,22) = (y1,92) gibt es ein Element ¢ € O(R"™) mit y; = o(z1)

und = o(z3). Bezeichnen = := Ly = Y _ a4 = —2— ¢ S"! so0 gibt es also ein
v = olm) Ve T uw (e &

o € O(R") mit o(&) = & und o(Z) = y. Es folgt o(a) = «, also 0 € Stab(a) und weiter folgt
d d 1/~

P(x) = \/(z,2) P(Z) = /(y,y) Ple™"(9)) = (¢.P)(y) = P(y)-

Umgekehrt seien o € Stab(a) und z € R™. Mit y := o~ !(z) gilt dann (z, ) = (y,y) und (z,a) = (y, a).

Es folgt P(x) = P(y) = P(o~(z)) = 0.P(x), also 0.P = P. O

Fiir a € R™\ {0} bezeichne Zon;, ; im Folgenden den Unterraum von J;, 4 der bzgl. a zonalen
Polynome. Nach Prop. ist klar, dass fiir jedes s € {0, ..., L%J} das Polynom (X, a)%"2(X, X)*

ein Element von Zong,d ist.

PROPOSITION 2.1.4. Seien d € Ny und o € R™ \ {0}. Die Elemente (X, «)4=2(X, X)* fir s €

{0,...,[d/2]} bilden eine Basis von Zony, ;. Insbesondere besitzt Zony, ; die Dimension 1 + 14].

BEWwEIs. Wie im Beweis von [Ven01] Theorem 2.1 folgt, dass man jedes bzgl. a zonale Polynom
als Linearkombination der Elemente (X, a)?2%(X, X)* schreiben kann.
Es bleibt also die lineare Unabhéngigkeit zu zeigen. Dies wird im Folgenden mittels Induktion iiber d

bewiesen. Fiir d = 0 ist die Aussage offenbar erfiillt. Seien also d > 1 und Ao, ..., A|4/2) € R mit
Mo(X, ) + X\ (X, )X, X)+...=0.

Ist d ungerade, so gilt demnach:

d—1
2

0= X0(X, @) + A\ (X, )" 2(X, X) + ...+ Xaa (X, @) (X, X)

d—1
2

= (X,a)- (AO(X, )"+ A (X, )73 (X, X) + .+ A (X, X) )

=:Q(X)
Da R[Xq,...,X,] ein nullteilerfreier Ring ist und fiir o # 0 auch (X, «) # 0, muss also @ = 0 sein.
Per Induktionsvoraussetzung folgt nun A\g = ... = Aa_1.

2
Im Fall d gerade sei nun

4
2

0= Xo(X, )" + A (X, )2 (X, X) + ...+ Aay (X, Q)2 (X, X)5 7 4+ X (X, X)%.

(NN
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Sei 0 # B € R™ ein beliebiges Element in a. Dann folgt leicht durch Einsetzen von (3, dass gilt
Ag = 0. Bei dem verbleibenden Ausdruck lésst sich nun wieder ein Faktor (X, @) ausklammern und

=0. |
1

somit erhélt man dhnlich wie oben per Induktionsvoraussetzung, dass A\g = ... = A 4

Auf einen Ausdruck der Form (X, «)"(X,X)® kann man den Laplace-Operator anwenden. Ist
r <1 oder s =0, so ist A(X,a)"(X, X)® = 0. Ist anderenfalls » > 2 und s > 1, so erhélt man

(4) AX,a)"(X,X)* =25(2s+2r+n—2)-(X,0)" (X, X)* ' +r(r —1)(a,a) - (X,a)" (X, X)*

Die folgende Proposition gibt nun Auskunft dariiber, welche Polynome sowohl zonal bzgl. eines

Vektors a als auch harmonisch sind.

PROPOSITION 2.1.5. Seiend € Ng und a € R™"\{a}. Der Raum Harm,, 4 N Zon;, , ist 1-dimensional.
Mit anderen Worten gibt es in F, 4 (bis auf skalare Vielfache) genau ein harmonisches und zonales

Polynom bzgl. .

BEWEIS. Jedes Polynom P € F,, 4, welches harmonisch und zonal bzgl. « ist, besitzt nach Prop.
eine Darstellung mit ao, ..., a4 € R als

(5) P(X) =ao(X,a)? +a1(X,a)? (X, X) +...

Durch Anwenden des Laplace-Operators auf P erhélt man ein Element von Zony ; 5. Aus der Be-
dingung AP = 0 erhélt man also ein homogenes lineares Gleichungssystem in den L%J + 1 Variablen
ao,...,a|q/2] mit |d/2] Gleichungen, welches folglich eine nicht-triviale Lésung besitzt. Durch Ein-
setzen dieser Koeffizienten ao, ..., a|q/2) erhilt man ein harmonisches und bzgl. a zonales Polynom
P #0.

Sind P und P zwei harmonische und bzgl. o zonale Polynome # 0, so ist nach Prop. in einer
Darstellung wie in jeweils ag # 0. Durch Skalieren bekommt man folgende Darstellung

P(X) = (X,0) + a1 (X,0)3(X, X) + ...
P(X)=(X,0)"+ a1 (X, )" 2(X, X) + ...

Dann ist jedoch P— P ein harmonisches Polynom, welches durch (X, X) teilbar ist und somit P—P = 0.
(Il

DEFINITION. Seien d € Ny und o € R™ \ {0}. Das bis auf skalare Vielfache eindeutig bestimmte

harmonische und bzgl. a zonale Polynom in F,, ¢ wird als Gegenbauerpolynom Pg bezeichnet.

BEISPIELE 2.1.6. Mit Hilfe des im Beweis von beschriebenen Gleichungssystems lassen sich

die Gegenbauerpolynome P§* explizit bestimmen. Fiir die Grade d = 1,...,4 lauten diese beispiels-
weise:

P(X) = (X,a)

Py (X) = (X,0)” = % (0, 0)(X, X)

P(X) = (X,0)° = 5(0,0)(X, 0)(X, X)

PR(X) = (X, 0)* = 254 (a, @) (X, 0)2(X, X) + gl (@) (X, X)?

BEMERKUNGEN 2.1.7.

(i) Es gibt fir n > 2 den folgenden Zusammenhang zwischen den Gegenbauerpolynomen P

und den gewohnlichen Gegenbauerpolynomen GEIP ) vom Grad d und zum Parameter p in
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einer Veridnderlichen
o d n/2—1 ,Q
Pg(X) = /(X, X)(a,0) - G )((;;)()an

Dabei kénnen die Gegenbauerpolynome GEIP ) vekursiv beschrieben werden durch G((Jp ) (t) =1,
Ggp)(t) = 2pt und fiir d > 2

GP (1) = 2=y ) (1) - 22 (),

(ii) Eine genauere Betrachtung des im Beweis zu Prop. beschriebenen Gleichungssystems
ergibt, dass Koeffizienten ao, ..., a|4/2) der Darstellung in in Q ((«, @)) liegen.

Somit folgt zum einen, dass der Polynomwert P§(z) fir x € R™ nur in Abhéngigkeit der

Skalarprodukte (x,z), (o, @) und (x, «) berechenbar ist (vgl. auch die Darstellung in (i)).

Ist L ein ganzzahliges Gitter und a € L, so folgt zum anderen, dass der Wert Pg(x) fiir
jedes x € L eine rationale Zahl ist. Ist dariiber hinaus d gerade, so kommt in dem Polynom
P¢ der Term (X, ) stets mit geradem Exponenten vor. Folglich ist auch der Wert P¢(y)
fiir jedes y € L% = v/IL rational, da (y,a) € V/Z. ]

2.2. Thetareihen mit sphérischen Koeffizienten

DEFINITION. Zu einem harmonischen Polynom P € Harm,, 4 und einem geraden Gitter L C R"
kann man die Thetareihe zum Polynom P, genannt Thetareihe mit sphdrischen Koeffizienten, wie

folgt definieren:

GL,p = ZP(J;)q 2
reL
PROPOSITION 2.2.1. (vgl. [Miy89] Cor. 4.9.5) Sei P € Harm,, 4 ein harmonisches Polynom und
L C R" ein gerades Gitter der Stufe £ im Geschlecht G. Dann ist 0y, p eine Modulform vom Gewicht

k=% +d zur Gruppe T'o(¢) und zum Charakter X, 2.g. Ist d > 0, so ist 0r p eine Spitzenform. [

Ist d ungerade, so ist P(—z) = —P(x) und somit 87, p = 0. Daher sind in der Folge die Aussagen
fiir ungerades d € N zumeist trivialerweise erfiillt und deshalb hauptséchlich fiir gerades d € N von
Interesse. Abkiirzend bezeichne fiir das Folgende stets k£ := § + d und weiter sei ¢ fiir den Rest
des Kapitels als Primzahl vorausgesetzt. Es wird nun die Wirkung der Fricke-Involution auf 6 p

beschrieben:

LEMMA 2.2.2. (vgl. [Miy89] Cor. 4.9.5) Ist L C R™ ein gerades Gitter der Stufe £, so gilt

gn/4
0 Wy =i"?———0,, p.
Lr e We det(L) “F

Insbesondere gilt fiir ein gerades Gitter der Stufe £ und Determinante £™/? die Gleichheit Orp |k We=
Xn/2(WZ) : eLh,P- O

KOROLLAR 2.2.3. Ist L C R™ ein gerades Gitter der Stufe ¢ und Determinante "/ und P ein

harmonisches Polynom vom Grad d > 0, so gilt:

91,,]3 + oLh,P S Sk(F*(€)7Xn/2)
QL,p — QLN,P S Sk(]-—‘*(e),Xn/2+2)
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BEWEIS. Zunéchst gilt (0r,p £ 015 p) [k A = Xn/2(A)(Or,p £ 012 p) und Xy 2(A) = Xpnj242(4)
fiir alle A € T'y(¢). Mithilfe von Lemma erhélt man weiter

(Or,p+ 015 p) [k We=1""2 (015 p+01.p) = Xny2(We) - (01.p + 015 p)
(Op,p —0r:.p) |k We = /2. (Opzp—0rp) = "2+ (0L p — 012 p)
= Xny242(We) - (0r.p — 015 p)

Da nach Voraussetzung d > 0 ist, sind wie bereits oben erwihnt sowohl 0 p als auch 6. p Spitzen-

formen und damit auch deren Summe bzw. Differenz 0, p £ 614 p. (]

Da Xk = Xk mod 4 gilt, erhdlt man also zusammenfassend fiir ein sphérisches Polynom P vom
Grad d=40

GL,P + GLRP € Sk(r* (£)7 Xk)
Or.p —0r: p € Sk(Ls(€), Xkt2),
wéhrend fiir ein sphérisches Polynom P vom Grad d =4 2 gilt
Or,p — 0z p € Sk(T'(£), xx)
Or.p +0r:p € Sk(Ti(€), Xk+2)-

Eine Basis des Raumes S (T'«(¢), xx) wurde in Satz bestimmt. Es stellt sich also die Frage nach

einer expliziten Beschreibung des Raumes S (T« (), Xx-+2)-

LEMMA 2.2.4. (vgl. [BVO1] Proposition 3.2)

a) Es gilt die folgende direkte Summenzerlegung
Ske(To(€), xr) = Skl (£), xk) & S (Tu(€), Xr42)
und damit insbesondere
dim S (I (£), Xk+2) = dim Sg(To(€), xx) — dim Sg (T« (€), Xk)-

b) Fir alle ¢ € {2,3,5,7,11,23} gibt es eine Zahl ko € N und eine Modulform ®y, vom Gewicht
ko, sodass im Fall von £ € {3,7,11,23} fiir alle Gewichte k € N und im Fall von £ € {2,5}
fir k € 2N gilt

Sk(Lw(0); Xpt2) = Prey » Mi—iey (T4 (€), Xk—k,)

Insbesondere gilt fir die Dimension dim Si(T'«(€), xk4+2) = 1 + L%J fir k > ke und 0

sonst.

BEWEIS. a) Sei f € Sk(To(£), xx) beliebig. Dann gilt

f=3(f+i " fle W) +3(f—i " f | Wo)
=:f1 =:f2
Dann ist f1 in Sg(T«(£€), xx), denn es gilt:

Sile We=(F+i " fleWo) e We=f e We+i ™" f [ (3" °)
= [l Weti " (=D)F - f=d" (% s We+ ) = xa(We) - fu
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Ahnlich zeigt man, dass f € Sk(T.(£), xx), denn:

fole We=(fF =i FleWo) e We=Fle We—i " f i ("%)
=fle We =i (=1 f = =" (=7 f [ We+ f) = xos2(W0) - fo

Folglich ist Sy, (T (€), x#)+Sk (T« (€), X#12) = Sk(Lo(£), xx)- Seinun f € Sp(L'(£), xx)NSk(Ls(£), Xk+2)-
Dann folgt

P f = xeWe) - f=f |k We = xpr2(We) - f = —=i* - f
Also ist f = 0 und damit Si(T«(€), xx) N Sk(T«(€), xx+2) = {0}. Es folgt somit die Behauptung.

b) Die Funktion ®, sei wie in der folgenden Tabelle angegeben:
L by, ko normierte g-Entwicklung von @

1

2 DyLlDy  Oppy—0rsp 12 q—88¢% +252¢° + 64¢* + O(q°)
3 | AsLlAglAy 01 p + 01 p, q—42¢> +171¢% — 248¢* + O(¢°)
5

7

Ly Or,p; +0r4 p, q — 14¢* — 48¢% + 68¢* + O(¢°)
LolLy  Opp, —0rsp, q —10¢* — 14¢° + 68¢"* + O(¢°)
11| LolL  6Opp,+0pip, q —6¢° —3¢> — 14¢"* + O(¢°)
23| LVLLYY  6p.p, + 0.0 p, q— 2¢% — 5¢° — 4¢* + O(¢%)

= Ot O 0 ©

Dabei bezeichne Lo das jeweils eindeutig bestimmte Gitter im Geschlecht I1,(572), IIo(7+1) bzw.
II,(1171). Weiter seien L") und L{¥ die beiden Gitter im Geschlecht 11,(23%1) und L das eindeutig
bestimmte extremale Gitter im Geschlecht II,(1172).
P, bezeichne das sphérische Polynom vom Grad d bzgl. eines beliebigen kiirzesten Vektors a aus dem
jeweiligen Gitter L (die Funktion ®j, héngt in allen Fillen nicht von der Wahl von « ab).
Nach Korollar liegt also die Funktion @, in Sg,(T'«x(€), Xk,+2). Offenbar ist dann das Produkt
dy, - f fiir beliebiges f € Mg, (T'«(€), Xk—k,) in Sk(T4(£), Xx12), denn

(Pry - f) [k We = (Pry [ke We) - (f k=ke We) = (Xhar2(We) - Py) - (Xk—ka (W) - )

= Xk+2(We) - (Pg, - )

Dies zeigt die Inklusion @, - Mg, (Tx(€), Xk—ks) C Sk(Tx(€), X+2). Die behauptete Gleichheit wiirde
somit aus der Gleichheit der Dimensionen folgen. Nach a) bleibt also zu zeigen:
(6) dim M, (I (£), xk) = dim S (I (), Xk+2) = dim Sg(To(€), xx) — dim S (T (€), xx)
Wie bereits in Satz gesehen gilt

L+ &) k>0
0 k<0

dim My (T« (€), xx) =

und dim Sk(Tw(€), xx) = dim My (T« (¢), xx) — 1 fiir £ > 0 und 0 sonst.

Die Dimensionsformeln fiir den Raum Si(T'o(¢), x) fiir alle Gewichte ¥ € Nim Fall von £ € {3,7,11, 23}
und fiir & € 2N im Fall von ¢ € {2,5} lauten wie folgt (vgl. [Stel0] §6):

¢ 2 3 5 7 11 23
k=1 - 0 - 0 0

k=2 0 0 0 0 1 2
k>3

ungerade - ng—l - 2L§J—1 k—2 2k-3
k>4

gerade | [E]—1 [&]—-1 2/5/-1 2(4]-1 k-2 2k-3
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ABBILDUNG 2.1. Vektorkonfigurationen fiir das Gitter L = Ay.  Links: Die Anzah-
len nayy, ;(«) fir einen (beliebigen) kiirzesten Vektor aw € Ly.  Rechts: Die Anzahlen

N ().

Mit etwas Rechnung kann die Gleichheit in @ verifiziert werden. Dies soll hier exemplarisch fiir £ = 3

ausgefiihrt werden.
Zunichst gilt fir kK < ky = 9, dass dim My_g, (T« (£), xx) = 0 ist. Auch ist dimSk(To(¢), xx) —
dim k(T (€), xx) = 0, denn fiir k& < 6 gilt offenbar dimSi(To(£), xx) = dimS(Tx(£),xx) = 0,
wohingegen fiir k£ € {6, 7,8} gilt dim S;(To(¢), xx) = dim S (T« (€), xx) = 1. Fiir £ > 9 gilt
dim M, (e (€), X—hr) = 1+ Lk ] =552
dim Sy, (To(£), xx) — dim S (T (0), xi) = |§] — 1 — [§]

Mittels einer Fallunterscheidung nach k& modulo 6 kann man nun leicht einsehen, dass diese beiden

Ausdriicke iibereinstimmen. O

2.3. Berechnung der Konfigurationsanzahlen

Ist L ein ganzzahliges Gitter, so gilt fiir alle z,y € L definitionsgemifl (z,y) € Z. Besitzt L die
Stufe ¢, dann gilt weiter (z,y) € VIZ fiir alle ¢ € L und y € L = VIL#.

DEFINITION. Sei L C R™ ein gerades Gitter der Stufe ¢ und seien m € N und i € Nj. Die
Konfigurationsanzahlen bzgl. des Vektors a € L und dem Wert ¢ auf der Schicht Lo, := {z €
L | (z,x) = 2m} bzw. Lgm :={y € L* | (y,y) = 2m} sind definiert als

Nom,i(e) 1 = |[{x € Loy, | (z,a) = £i}]
N (@) 1= [{y € L}, | (y,0) = £Vj}|

Fiir konkrete Gitter konnen die Konfigurationsanzahlen in kleinen Dimensionen durch Abzéhlen
bestimmt werden (vgl. Abb. [2.1)). In gréBeren Dimensionen kénnen diese fiir ein konkretes Gitter zum
Beispiel mit MAGMA bestimmt werden:
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BEISPIELE 2.3.1.

a) Die Automorphismengruppe O(L) des Coxeter-Todd-Gitters L = C'Ty5 operiert transitiv auf
der Menge der kiirzesten Vektoren. Daher sind die Konfigurationsanzahlen fiir alle kiirzesten
Vektoren o € L, identisch:

i o 1 2 3 4 >5
ngi(a) | 270 320 164 0 2 0
nei(a) | 1120 1728 864 320 0 0

b) Ist L das eindeutig bestimmte extremale Gitter im Geschlecht I1;4(7%7), so zerfallen die 560
kiirzesten Vektoren von L unter der Operation der Automorphismengruppe O(L) in drei
Bahnen Bj, Bg, B3 mit den Lingen |B1| = |B2| = 252 und | B3| = 56. Es gilt:

i \ Bahn \ 0 1 2 3 4 5 6 >7
a€B UB, | 116 236 142 64 0 0 2 0
o€ By | 144 180 198 36 0 0 2 0

ngi(a)

’/l4,7;(0é)

Zusiitzlich sei in diesem Abschnitt vorausgesetzt, dass 6, = 6, gilt. Somit besitzt L? dasselbe
Minimum wie L. Folglich ist fiir jedes P € Harm, 4 mit d > 0 die Spitzenform 07 p £ 61 p von der
Form O(g™"(%)/2). Ziel des folgenden Abschnitts ist es, alle moglichen Konfigurationsanzahlen eines
Gitters L nur in Abhéingigkeit seiner (potenziellen) Thetareihe 0y, welche die Voraussetzung 65, = 0
erfiillt, zu berechnen. Dies geschieht mit Hilfe eines linearen Gleichungssystems mit den Konfigurati-

onsanzahlen gy, ;(a) bzw. ngm,i(a) als Unbekannte.

Zunichst ist dazu die Anzahl s der Schichten festzulegen, fiir die die Anzahlen ng,, ;(«) sowie ngm, (@)
firm e M = {minZ(L) ey minQ(L) + (s — 1)} bestimmt werden sollen. Des Weiteren muss die Qua-

dratlinge a := (a, ) des Vektors « festgelegt werden.

Das im Folgenden beschriebene lineare Gleichungssystem wird so beschaffen sein, dass es als Losungs-
menge fiir jeden Vektor o € L mit (o, &) = a alle denkbaren Konfigurationsanzahlen fiir die Schichten

Loy, und Lgm mit m € M umfasst.

Mit Hilfe der Cauchy-Schwarz-Ungleichung zeigt man, dass die Zahlen ng,, ;(c) abhéingig von der
Quadratlinge a = (o, «) nur fiir endlich viele ¢ € Ny von 0 verschieden sind, denn ist € L mit

|(z, )| =1, so folgt
(7) i=|(z,a) <(z,z) (a,0) = V2m - a.

Aufgrund der Ganzzahligkeit von (x, «) gilt bereits i = |(x,a)| < [vV2m - a]. Daher ist ngy, ;(a) =0
fiir i > |v/2m-a|. Ahnlich ist es bei den Zahlen ngm’j(a), denn auch hier folgt aus der Cauchy-
Schwarz-Ungleichung

Vi = (g 0)| < V() - (@,0) = Vam-a & j < /222,

wenn v/ = |(y, )| fiir ein y € Li. Hier ist ebenfalls aufgrund der Ganzzahligkeit von j dann schon

j< L\/@J Somit ist ngmﬁj(a) =0 fiir j > [/ 2%2].
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Es bezeichne Z(m) := {0,1,...,|v2m-a]} die Menge der verbleibenden moglichen Skalarpro-
dukte i = (z,a) € Ny eines Vektors « € Lo, mit o. Entsprechend sei Z'(m) = {0,1,..., /224 |}
die Menge der j € Ny, sodass v/j = (y, @) ein mogliches Skalarprodukt von g € Lgm mit o ist.

Der Variablenvektor dieses linearen Gleichungssystems ist also von der Form

A= (. n2mi(a), ... ,nd (@), )meiez(m).jez(m)

Die Anzahl der Unbekannten ist demnach N := 3"\ (|Z(m)| + |Z'(m)|), also jedenfalls endlich.

Es sollen nun (méglichst viele) lineare Gleichungen in den Unbekannten angegeben werden.

Bekanntlich gilt Gleichheit fiir die Cauchy-Schwarz-Ungleichung |(z, )| < /(z,z)(a, @) genau
dann, wenn z und « linear abhingig sind. Ist x € L, ein Vektor mit (z,«) = +a, so sind also z
und « linear abhingig und wegen (z,z) = a = (o, «) folgt © = +a. Da andererseits +a € L ist,
folgt ng.q(a) = 2. Vollig analog folgt auch nia,a(a) = 2. Ist a € M bzw. la € M, so erhilt man die

Gleichungen

Ng,a(®) =2
(8)

Mg a(0) =2

Hat das Gitter L das Minimum min(L), so muss auch jeder Vektor in dem von 2 und « erzeugten

Teilgitter von L mit Gram-Matrix ( (i”;) (xf)) mindestens Quadratliinge min(L) besitzen. Ist also

fiir ein ¢ € No min (27 ¢ ) < min(L), so folgt notwendig nam, ; (o) = 0.
Wegen /L% = {L# C List /¢y € L fiir jedes y € L und daher ist ”hzm,j (o) = 0, wenn min <2;7f {f) <
min(L). Fiir m € M erhélt man die folgenden Gleichungen:

Nom,i(a) =0 fiir alle ¢ € Z(m) mit min (27 ! ) < min(L)

(9) h

n2m7j(o¢) =0 fiir alle j € Z/(m) mit min (2;755 jz) < min(L)

a

Zuséatzlich ergeben sich jeweils s Gleichungen fiir m € M durch:

Z n2m,i(a) = |L2m|

i€Z(m)

Z n?mg |L |

JETL'(m)

(10)

Es folgen nun die wesentlichen Gleichungen, die diese Methode ausmachen. Sei dazu Pg das
Gegenbauerpolynom vom Grad d € 2N. Wie in Prop. gesehen, héngt der Funktionswert Pg(x)
fir x € L nur von der Quadratlinge 2m = (x, ) von  und dem Skalarprodukt (z,«) ab. Da P§ ein
homogenes Polynom von geradem Grad d ist, hdngt PJ(z) dariiber hinaus sogar nur von i = |(z, &)|
ab. Der Wert P¢(x) fiir ein € Lo, mit ¢ = |(z, )| wird im Weiteren mit P$(2m, ) bezeichnet.
Somit gilt fiir ein gerades Gitter L

HLpa—ZPd (mz Z anmz a)Pg(2m,i) | ¢™.

xzeL m>0 \ >0
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Also erhélt man fiir m € M als Koeffizient von ¢™ der Reihe 01, po + 075 Py mit

Z Nom,i () Py (2m, 1) Z nzm] VPS (2m, V15)

i€Z(m) JET'(m)

einen Ausdruck, der linear in den Konfigurationsanzahlen 7 = (..., nam (@), . .. v”gm,j (a),...) ist.

Wie im vorangegangenen Abschnitt gesehen, gilt 1, pe & 01 po € Sk(I'«(£), xx) falls d =4 0 bzw.
d =4 2 und 0r, pe F0r,ps € Sk (T (€), Xkr2) fiir d =4 2 bzw. d =4 0. Aufgrund der Voraussetzung

mm(

0, = Oy miissen die ersten L) Koefizienten in der g-Entwicklung dieser Reihen gleich 0 sein.

Somit besitzen diese Reihen eine Darstellung in den Elementen

(11) (AL O] | ki + koj = 2 +d,i > =)y
beziehungsweise
(12) (@1, AL 0 | ke + kyi 4 koj = & +d,i > ) _q)
min(Z) min(E) _y
Insbesondere sind diese Reihen also durch A bzw. <I>;§2A teilbar in dem Sinne, dass

es Modulformen ¥ und ¥’ gibt mit

min(L)
Ap? U falls 24 d > 2B,
(13) Or,pe £ 010 po = . :
0 sonst
By A LU falls B d >y + (M)
ko k1 als * ( 1)k1

(14) Or,pg F0r: po = 2

0 sonst

wobei W das Gewicht 2 + d — ™2 g, und W' das Gewicht 2 +d — (25 1)k, — ky besitzt.

Somit erhilt man fiir alle d € 2N mit d < ™2 L)k; — % und m € M eine homogene Gleichung durch

(15) > nomi(@)PF2mi) £ > ni, (a)Pf(2m, Vi) =0

i1€Z(m) JET'(m)

Ebenso erhélt man weitere s homogene Gleichungen fiir alle d € 2N mit d < ko + LS(L) -1k — %
durch

(16) > nomi(@)PFEma)F Y ni, (a)P(2m, Vi) =0

i€Z(m) ]EI’(m)

Ist anderenfalls d > mm(L)k — 4, so liegt ¥ in dem von den Elementen aus aufgespannten
Unterraum der Dimension §(d) := 1+ [(§ + d)/k1] — %(L) Folglich besitzt ¥ eine Darstellung

min(L)
als U = 191 + ... + Cé(d)¢6( mit ;41 = A e (9]0 fir ¢ € {O, 5 0(d) — 1} und kqi + koj =

5+d-— minT(L)kl, wobei c1,. .., ¢5(q) zunéchst als zusitzliche Variablen angesehen werden. Aus
erhélt man daher
A7) > mama(@)PF@m,i) £ Y ni, (@)Pg@m,VI) =1 vilm]+ ...+ csa) o) [m]

i€Z(m) JEI'(m)
wobei hier 1;[m] den Koeffizienten von ¢™ in der ¢-Entwicklung von ); bezeichnet. Aufgrund der
speziellen Gestalt der ¢g-Entwicklungen der v; kommt man mit fiir jedes m € M auf insgesamt s

lineare Gleichungen der Form:
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7 C;
K e * 1
R 0
5(d) ,
Kk ree e * * * 1
k eee e * * *
s—4(d)
ke * * *
N (d)

Mit Hilfe des Blockes rechts oben, der offenbar Rang d(d) besitzt, kann rechts unten ein Nullblock
erzeugt werden. Somit erhéilt man mit den s — d(d) unteren Gleichungen also homogene lineare Glei-

chungen in 7.

Analog liegt im Fall d > ko + (%(L) — 1)k — 5 die Modulform U’ in dem von den Elementen in
aufgespannten Raum der Dimension ¢'(d) := 2 + [(§ +d — k2)/k1] — %(L) Verfiahrt man hier

vollig analog zu oben, so erhdlt man s — §'(d) homogene Gleichungen in 7.

SchlieBlich erhélt man ein lineares Gleichungssystem der Form A7 = b mit N Unbekannten. Im

Folgenden wird dieses lineare Gleichungssystem A7 = b mit S; , bezeichnet.

BEMERKUNG 2.3.2. Sowohl die Matrix A als auch die rechte Seite b des Systems S;, besitzen
rationale Eintrdge. Fiir die Gleichungen , @D und ist dies offensichtlich. Fiir die aus und
resultierenden Gleichungen folgt dies aus den Bemerkungen und (ii). Durch Multi-
plikation mit einer geeigneten ganzen Zahl ist es also moglich, ein dquivalentes ganzzahliges lineares

Gleichungssystem zu erhalten. [

Als mogliche Konfigurationsanzahlen kommen sicherlich nur ganzzahlige Losungen 7 € ZN des
linearen Gleichungssystems A7 = b in Frage. Besitzt S, , keine ganzzahlige Losung, so gibt es offenbar
keine moglichen Konfigurationsanzahlen und somit kann ein Gitter mit der vorgegebenen Thetareihe
01, = 01 nicht existieren.

Anderenfalls sei die ganzzahlige Losungsmenge in der Form 7ig + A gegeben, wobei 7y € ZV eine kon-
krete Losung von S, ist und A C ZV die Losungsmenge des zugehorigen homogenen linearen Glei-

chungssystems Afi = 0. Offenbar ist A ein Teilgitter in Z» der Dimension ¢ := dim(A) = N —rang(A).

Des Weiteren sind sémtliche Werte ngy, i(«) gerade Zahlen, denn ist (z,a) = i, so ist (—z,a) = —i.
Genauso sind auch ngm7i(a) gerade. Sei daher 7y so gewéhlt, dass jede Komponente gerade ist. Ist
dies nicht moglich, so kann auch in diesem Fall ein Gitter mit 8; = 6 nicht existieren.

Sei nun A # {0} angenommen, d.h. das System S; , besitzt unendlich viele Losungen. Sei A® := {fi €
A CZN | n; =5 0 fiir alle i € {1,..., N}} dasjenige Teilgitter, dessen Elemente 7i ebenfalls nur gerade
Eintrige besitzen. Ist T € ZN** eine Matrix, dessen Spalten gerade eine Basis von Ag bilden, so lisst
sich die Losungsmenge also beschreiben durch {7 + 7% | & € Z!} bzw. als f(Z!), wenn f : Rt — RN
die affine Abbildung mit & — 7y + T'Z bezeichnet.
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Zuletzt sind die Konfigurationsanzahlen nicht-negative Zahlen, d.h. ng., ;(«) > 0 fiir alle m € M und
i € Z(m). AuBlerdem sind diese nach oben beschrinkt durch die Anzahl der Vektoren in der entspre-
chenden Schicht, also ngy, i(«) < |Lap,| fir alle m € M und ¢ € Z(m). Selbiges gilt fiir die Anzahlen
ngmﬂ;(a). Diese 2N Ungleichungen definieren also ein Polytop P c RV, welches simtliche denkbaren
Konfigurationsanzahlvektoren 7 enthilt. Diese Vektoren werden parametrisiert durch i = f(Z), wobei
# die Menge f~'(P) N Z* durchliuft.

Im Folgenden bezeichne P , die Menge f~* (ﬁ) Als Urbild des Polytops P unter der affinen Abbildung
f ist Ps o ebenfalls ein Polytop. Es sind also die ganzzahligen Punkte des Polytops Ps , zu bestimmen.

Im Folgenden soll diese Methode auf extremale Gitter angewendet werden: Wére L ein solches
extremales Gitter, so wire nach Definition 8, = 6 gleich der entsprechenden extremalen Modulform.
Samtliche relevanten Konfigurationsanzahlen kénnten also mit obigem Gleichungssystem berechnet
werden.

Da mit der extremalen Modulform die potenzielle Thetareihe eines extremalen Gitters bekannt ist, ist

dies auch moglich, ohne das Gitter konkret zu kennen.

BEISPIELE 2.3.3.

a) Fiir ein extremales Gitter im Geschlecht II35(2%16) ist die Losung des Gleichungssystems

Sz, eindeutig bestimmt:

i \o 1 2 3 4 5 6 >7
nei(o) | 96240 127008 34830 3040 0 0 2 0
ns.i() | 6002370 8916480 3399408 594432 34830 0 0

b) Fiir ein extremales Gitter im Geschlecht I1;5(7%9) ist die Losungsmenge des Systems Ss g
2-dimensional. Das Polytop Ps g besitzt das Volumen 0.16 und enthélt genau 2 ganzzahlige
Punkte.

c) Fiir ein extremales Gitter im Geschlecht I136(37!®) ist die Losungsmenge des Systems Sa g
2-dimensional. Das Polytop Ps g besitzt das Volumen 80.00 und enthélt genau 63 ganzzahlige
Punkte.

d) Fiir ein extremales Gitter im Geschlecht ITo4(77!?) ist die Losungsmenge des Systems S7,19

5-dimensional. Das Polytop P7 109 besitzt ein Volumen von circa 260748.30. ]

2.4. Nicht-Existenz extremaler Gitter

Im Folgenden soll gezeigt werden, wie man mit Hilfe der berechneten Konfigurationsanzahlen in

gewissen Féllen die Existenz extremaler Gitter ausschlielen kann. Dazu dient folgendes Kriterium:

PROPOSITION 2.4.1. (vgl. [VenO1] Prop. 7.13a) Sei X eine endliche Teilmenge von R™. Dann
gilt fiir jedes d € N
> Pi) =0

Tr,0eX
BEWEIS. Sei I':= ) ., P§(X) € Fy,qa- Dann gilt fiir das Skalarprodukt [-, ] auf F,, 4 aus (3):
[FF]= Y [PI(X), PF(X)] = > [(X,2), PF(X)] = > Pix)
T,a€X z,a€X T,0€X

Da [, ] als Skalarprodukt auf F,, 4 positiv definit ist, folgt [F, F] > 0 und damit die Behauptung. O
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KOROLLAR 2.4.2. Sei L ein gerades Gitter und m € N. Dann gibt es zu jedem d € N ein o € Loy,
mit:
(18) > nami(a) - Pg(2m,i) >0
i>0

BEWEIS. Ist X = Lo, eine Schicht eines Gitters, so folgt aus Prop. dass gilt:

0< > P = > | D nemila)- Pg(2m,i)
z,0€Lam a€Lam \ 120
Da diese Summe iiber alle o € Lo, nicht-negativ ist, muss notwendig ein a € Lo, existieren, fiir das

der entsprechende Summand nicht-negativ ist. O

Offenbar ist die Bedingung linear in den Anzahlen ngy, ;(a) und liefert somit fiir jedes d € N
eine weitere lineare Ungleichung, welche einen Halbraum # C RY definiert. Ist Hy := f ’1(7:[) CR!
so muss nach Korollar fiir jedes d € N das Polytop Ps . NZ" NH4 wenigstens einen ganzzahligen
Punkt # enthalten, der durch @ = f(Z) die Konfigurationsanzahlen na,, ;(«) fiir den nach Korollar
2.49] existierenden Vektor « liefert.

BEMERKUNG 2.4.3. Die Schnittmenge Ps , N Z' N Hy muss jeweils fiir jeden Polynomgrad d € N
gesondert betrachtet werden. Ist fiir ein d € N diese Menge leer (wie zum Beispiel im Bild links), so

gibt es kein Gitter mit den geforderten Eigenschaften.

Ist jedoch fiir zwei verschiedene Polynomgrade d;,dy € N die Menge Ps o NZ' N Hy, N Ha, leer (wie
etwa im Bild rechts), so kann man daraus im Allgemeinen nicht die Nicht-Existenz eines solchen
Gitters folgern, da der Vektor «, welcher nach Korollar existieren muss, von dem Polynomgrad
abhingen kann und daher fiir d; und dy verschieden sein kann. In diesem Fall lésst sich nur folgern,
dass die Konfigurationsanzahlen nicht fiir jeden Vektor @ mit («, &) = a gleich sein kénnen und die
Automorphismengruppe eines solchen Gitters nicht transitiv auf den Vektoren der Quadratlinge a

operieren kann. =
Als Hauptergebnis dieses Kapitels erhélt man:
SATZ 2.4.4. Es existiert kein extremales Gitter im Geschlecht Tay(7712).

BEWEIS. Sei L ein (hypothetisches) extremales Gitter im Geschlecht ITo4(7712). Somit gilt 67, =
02 = 1+ 84672¢° 4+ 91728¢5% + O(¢") und es kann also die oben beschriebene Methode angewendet
werden, um die moglichen Konfigurationsanzahlen von L zu bestimmen. Wie in Beispiel bereits

erwéhnt, ist die Losungsmenge des Systems S7,19 5-dimensional und das Polytop Pz 19 besitzt ein
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Volumen von 260748.30. Es ist jedoch sowohl Pz 10 NZ° NH4 = 0 als auch Pr10NZ° N He = 0. Somit
kann ein solches Gitter nicht existieren. O

Nach Satz ¢) erhélt man also:
KOROLLAR 2.4.5. Es ezistiert kein Gitter L im Geschlecht a4 (712) mit Minimum > 10. O

BEMERKUNGEN 2.4.6.

(i) Die hier beschriebene Methode zeigt erfolgreich die Nicht-Existenz extremaler Gitter in ei-
nigen anderen Fillen: So ist zum Beispiel Py 6 N Z' NHy = O fiir ein Gitter im Geschlecht
15(7%%), PssNZ?NHy = 0 fiir ein Gitter im Geschlecht I1;g(77%) und PrsNZ1INHys =0
fiir ein Gitter im Geschlecht 1I;5(117°).

(ii) Fiir den Fall eines extremalen Gitters im Geschlecht II35(3%'8) enthélt die Menge Pag N
72 N He genau 60 Elemente. Fiir alle anderen Polynomgrade d € 2N scheint die Menge
Pag N 7Z? N ‘H4 unverindert 63 Elemente zu enthalten.

(iii) Im Rahmen der Entstehung der Diplomarbeiten ,,Sphérische Polynome und ihre Anwendung
auf Gitter kleiner Stufe“ von T. Helle (vgl. [Hel1l2]) und ,Modulformen und Designeigen-
schaften von Gittern kleiner Stufe“ von R. Preuss (vgl. [Prel2]) ist die Methode jeweils
mit vielen verschiedenen Parametern (s und a) angewendet worden auf die f-modularen Ge-
schlechter fiir die Stufen ¢ € {2,3,5,7,11,23}.

Es scheint, als ob die oben beschriebene Methode in keinem weiteren Fall die Nicht-Existenz

extremaler Gitter liefert. ]

BEISPIEL 2.4.7. Das Geschlecht I1g(37*) umfasst genau zwei Gitter. Einerseits das Gitter Ly :=
4A5 und andererseits ein unzerlegbares Gitter Lo. Beide Gitter sind extremal und besitzen daher
dieselbe Thetareihe. In beiden Fillen operiert die Automorphismengruppe transitiv auf den kiirzesten
Vektoren. Folglich sind fiir beide Gitter die Konfigurationsanzahlen eines kiirzesten Vektors eindeutig
bestimmt und lauten:

‘ nao(e) nai(a) nes(e) nygla) nd (o)
Ly 18 4 2 20
Lo 6 16 2 24 0

Fasst man diese Anzahlen als Punkte im R® auf, so ist der Mittelpunkt der Strecke zwischen diesen
beiden Punkten gerade der Punkt (12,10, 2,22, 2). Dieser besitzt ebenfalls gerade positive Komponen-
ten. Tatséchlich besitzt die Menge P; 2 N Z gerade drei Punkte.

Da die Konfigurationsanzahlen der beiden Gitter L; und Lo jeweils fiir alle kiirzesten Vektoren ein-
deutig bestimmt sind, miissen diese notwendig die Ungleichung aus Korollar erfiillen. Da der
Vektor (12,10,2,22,2) zwischen diesen beiden Punkten liegt, muss also auch dieser die Ungleichung
(18) erfiillen. n

Wie im obigen Beispiel gesehen, kann es Losungen geben, welche ,,zwischen echten Losungen® lie-
gen und die somit nicht mit den beschriebenen Methoden ausgeschlossen werden kénnen. Es stellt sich
die Frage, ob es andere Bedingungen an die Konfigurationsanzahlen gibt, mit denen solche Lésungen
ausgeschlossen werden koénnen. Im folgenden Abschnitt wird fiir gewisse Fille eine solche Bedingung

angegeben.
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2.5. Berechnung der Thetareihe eines Nachbarn aus den Konfigurationsanzahlen

Sei L C R™ ein gerades Gitter und p eine Primzahl mit p { det(L). Ein Gitter M heifit ein p-
Nachbar von L, wenn M ganzzahlig ist und L/(LNM) 2 Z/pZ = M /(LN M) gilt. Gemif [Kne02]
(28.5) ist jeder p-Nachbar von L von der Form L(«), wobei o € L \ pL mit (o, ) € p*>Z und

L(a) =1Za+{x € L | (x,a) € pZ}

Tp

=:L,
Man iiberlegt sich leicht, dass L(«) genau dann gerade ist, wenn (o, ) € 2p?Z ist. Fiir einen solchen

geraden Nachbarn L(«) ldsst sich die Thetareihe nur in Abhingigkeit der Konfigurationsanzahlen

bzgl. o bestimmen:

PROPOSITION 2.5.1. Sei L C R™ ein gerades Gitter und p eine Primzahl mit p § det(L). Weiter
sei € L\ pL mit (o, &) € 2p°Z. Dann hingt die Thetareihe des (geraden) Gitters L(a) nur von den

Konfigurationsanzahlen nam, (o) ab.

BEWEIS. Zunichst ist klar, dass die Thetareihe des Teilgitters L, = {x € L | (z,«) € pZ} gegeben
ist durch

HLQ = Z Z n2m,i(a) q"

m>0 | ieNg
pli

Weiter gilt fiir das Translat L, — )\% mit A # 0:

Loplik)) o,
Ora-ag = D | 2 mania(@)- -

m>0 \ k>0 0 pti(k)

wobei i(k) = p - (2’\7‘12 — mT_k), denn um die Vektoren z — )\% € L, — )\% einer festen Quadratlinge
2m zu zédhlen, sind alle Vektoren = € L, jeder Quadratlinge 2k zu betrachten, so dass der Vektor
. . ! o o 2 . 2
z — A% die Quadratlinge 2m = (z — A$, 2 — AT) = (z,2) — %(w,a) + ;‘—Q(a,a) = 2k — %z + 2—2(1
besitzt . Dafiir ist ¢ nur abhéngig von k wie oben angegeben zu wihlen (das ist nur fiir endlich viele

k moglich). Die betrachteten Vektoren x liegen aber nur genau dann in L, wenn p | i(k) gilt.

Fiir die Thetareihe des Gitters L(a) gilt schlussendlich 0,(a) = 3_) 0,422 O

Konkret erhilt man beispielsweise:

KOROLLAR 2.5.2. Sei L C R" ein gerades Gitter ungerader Determinante mit Minimum 8 und
sei o € Lg. Dann erhdlt man als Thetareihe des 2-Nachbarn L(a):

Or(a) =1+2q+ %n8,4q3 + (ng,0 + ns,2 + nga + 2+ 3(ns 2 +nioa + ni26))gt + O(q°)

d

Mit Hilfe dieses Korollars ist es also explizit moglich, aus potenziellen Konfigurationsanzahlen
Nam,i(e) zu einem Vektor « die potenzielle Thetareihe des Gitters L(«) zu berechnen. Kann diese
Reihe jedoch keine Thetareihe sein, weil etwa ungerade Koeffizienten auftreten, so ist auch die Losung
Nom,i(a) auszuschlieBen. Somit erhélt man mittels dieser Methode im Wesentlichen bestimmte Kon-
gruenzbedingungen an die Anzahlen ng,, ;(a) modulo 4. So muss beispielsweise ng 4(a) =4 0 sein,

damit der Koeffizient von ¢> in der potenziellen Thetareihe 01.() gerade ist.
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BEISPIELE 2.5.3.

2)

b)

Ist L € Ilh4(5%12) das Gitter (C2.J2Y SL(2,5)) : C2 (vgl. [LatDB]), dann operiert die
Automorphismengruppe O(L) transitiv auf den kiirzesten Vektoren Lg. Somit sind die Kon-

figurationsanzahlen fiir alle o € Lg identisch und lauten:

o 1 2 3 4 5 6 7 8
ns.i(e) | 9550 14080 10032 2816 1320 0 0 0 2
nioi(er) | 53504 84480 63360 29440 8320 2816 0 0 0
niai(e) | 447260 791296 565840 309760 139572 29440 10032 0 0

Mit Hilfe dieser Anzahlen und Korollar kann man die Thetareihe des 2-Nachbarn L(«)
bestimmen:

Or(a) = 1+ 2¢ + 660¢° + 35096¢" + O(q°)
Andererseits kann man nachrechnen, dass dies tatséichlich die Thetareihe eines 2-Nachbarn
fiir beliebigen kiirzesten Vektor o € Lg ist.
Wie in Bsp. b) erwahnt, besitzt das Polytop Ps s fiir ein extremales Gitter im Geschlecht
24 (779) genau zwei ganzzahlige Punkte. Die entsprechenden potenziellen Konfigurations-

anzahlen lauten:

o 1 2 3 4 5 6 7
n{l(a) [ 1624 2560 1904 768 576 0 0 0
n$l(a) | 1540 2686 1834 810 562 0 0 0

Hieraus lassen sich nun also die potenziellen Thetareihen der entsprechenden Nachbarn be-

rechnen:
00 = 1+2q+288¢% + O(g")
0(L2()a) =14 2¢+ 281¢% + O(¢*)

Somit kann also die Lésung néQZ) (ar) ausgeschlossen werden, wihrend man mit dieser Methode

keine Aussage iiber die Losung néll) () treffen kann.
Im Fall eines extremalen Gitters L € I136(3718) lassen sich somit insgesamt 41 der 63 gefun-
denen Losungen ausschlieflen, so dass noch 22 mégliche Konfigurationsanzahlen nay, ;(«) fiir

einen kiirzesten Vektor a € Lg verbleiben. ]

BEMERKUNGEN 2.5.4.

(i)

(if)

Ahnlich wie im Beweis zu Satz kann man die Fricke-Involution anwenden auf diese
potenziellen Thetareihen. Héatten diese negative Koeflizienten, so konnte man diese Losungen
ausschlieffen. In den betrachteten Féllen ist dies aber nicht so, tatsichlich hat hier auch die
transformierte Reihe jeweils die Gestalt einer Thetareihe.

Besitzt fiir ein betrachtetes Geschlecht der entsprechende Raum M,, /5(T'«(€), X;,/2) von Mo-
dulformen die Weierstra-Eigenschaft und bestimmt man in Abhéngigkeit der Konfigurati-
onsanzahlen mehr Koeffizienten der entsprechenden Thetareihe als die Dimension des Raum-
es grof} ist, so bekommt man weitere lineare Gleichungen in den Konfigurationsanzahlen 7.
Diese Vorgehensweise scheint jedoch nicht praktikabel, weil die Anzahl s der Schichten dafiir

sehr grof} gewéhlt werden muss. ]
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2.6. Erzeugung durch Minimalvektoren

In diesem Unterkapitel soll gezeigt werden, dass ein extremales Gitter L € II36(37!®) stets von
seinen Minimalvektoren erzeugt sein muss, d.h. L = (Min(L)), =: M. Fiir dhnliche Ergebnisse fiir

unimodulare Gitter siche [Kom09].

Notwendig dafiir ist sicherlich zunichst, dass das Gitter well-rounded ist, d.h. die Minimalvektoren
den Raum aufspannen, also (Min(L)), = RL gilt. Dass dies so ist, wird in Lemma m gezeigt. Ein
Beispiel eines Gitters, bei dem dieses zwar der Fall ist, die Minimalvektoren aber dennoch nur ein

echtes Teilgitter erzeugen, ist das Gitter ID)?.

Sei also nun o+ M eine Nebenklasse von M, wobei der Reprisentant v so gewahlt sein soll, dass
a = (o, &) minimal ist. Dann muss entweder a = 0 oder a > 10 sein.
Andererseits kann ein solcher Vektor a auch nicht beliebig lang sein. Dazu zunéchst folgendes Lemma,
welches den Begriff des sphérischen Designs benutzt: Eine Menge X C R™ mit (z,z) = (y,y) fiir alle
z,y € X heifit sphdrisches t-Design, wenn fiir jedes harmonische Polynom P € Harm,, 4 mit 1 <d <t
gilt:
(19) > P(z)=0

zeX

Gilt X = —X wie etwa bei einer Schicht L, eines Gitters, so geniigt es, die Bedingung in nur

fiir gerade Polynomgrade d <t zu fordern.

LEMMA 2.6.1. Ist L C V ein Gitter, fir das die Minimalvektoren ein 3-Design bilden, so spannen
diese den Raum V auf, d.h. es gilt (Min(L)), = V.

Insbesondere gilt dies fiir ein extremales Gitter im Geschlecht 1135(371%).

BEWEIS. Sei a € <Min(L)>§. Dann gilt:
Yo B@= Y @a)P-i(@a) Y (z,7)=-%i(a,a) min(L)-|Min(L)|
z€Min(L) z€Min(L) z€Min(L)

Da nach Voraussetzung Min(L) ein 3-Design ist, muss insbesondere gelten:

0= >  Px)=—2(a,a) min(L)-|Min(L)|

z€Min(L)

Es folgt (o, ) = 0, also o = 0 und damit <Min(L)>§ = {0} bzw. (Min(L))g = V.
Die Menge Min(L) der Minimalvektoren eines extremales Gitters L im Geschlecht II36(3%18) erfiillt
gerade die Design-Bedingung dieses Lemmas (vgl. [BV01] Cor. 4.1). |

Nach diesem Lemma ist es also moglich, eine R-Basis aus den Vektoren der Liange 8 auszuwihlen.
Sei eine solche nun mit vy, . .., v3g bezeichnet. Ist nun also a wie oben ein Reprisentant seiner Neben-

klasse mit a = (a, &) minimal, so gibt es A1, ..., A36 € R so, dass

o= AU+ ...+ A3gU36
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=
=

Durch Addieren von Vektoren aus vs,...,vss kann man erreichen, dass alle A; im Intervall (—

liegen, wobei sich dadurch der Wert a hochstens vergréfiert. Dann gilt folgende Abschéitzung
36 36 36 36
a = (Oé, Oé) < (Z AiVi, Z )\i'Ui) < Z )\?(’Ui, Ui> + 2 Z )\i)\j (’Ui, ’Uj)
i=1 i=1 i=1 i=1

< =(36-8+36-35-4) = 1332

N

Also ist gezeigt, dass fiir die Quadratlinge a = (a, a) eines kiirzesten Vertreters a seiner Nebenklasse
o+ M gilt a € {0} U{10,12,...,1332}.

Sei als erstes angenommen, es gibt eine Nebenklasse mit ¢ = 10. Dann muss (z, &) < 4 sein fiir alle
x € Min(L), denn sonst wire a—x € a+M ein kiirzerer Vektor, weil (a—z, a—z) = a—2(z, a)+8 < 10.
Mit dieser Einschrankung erhélt man fiir das System Sz 19 eine leere Losungsmenge. Somit kann es

keine Nebenklasse o + M mit einem kiirzesten Vertreter a der Liange a = 10 geben.

Als néchstes sei angenommen, es gibt eine Nebenklasse mit a = 12. Genau wie oben muss fiir alle
x € Min(L) gelten (z,a) < 4.

Weiter kann man sich aber noch iiberlegen, dass es auch keinen Vektor x € L mit (z,x) = 10 geben
darf mit (x,«) > 5, denn sonst wiire (o« — ) + M eine Nebenklasse, fiir die es einen Reprisentanten
a — x geben wiirde, der eine Lénge < a = 12 hitte. Da, wie oben beschrieben, die Linge eines solchen
Représentanten nicht 10 sein darf, muss die Nebenklasse (o — ) + M = M sein. Dies wiirde aber
implizieren, dass a + M = x + M gilt und somit wére = ein Reprisentant der Lénge 10. Folglich wére
a damit nicht der kiirzeste Représentant seiner Nebenklasse wie aber angenommen.

Lost man das System Sz 12, so erhélt man ebenfalls eine leere Losungsmenge. Also kann es auch keine

Nebenklasse oo + M mit einem kiirzesten Vertreter oo der Lange a = 12 geben.

Diese Vorgehensweise kann man nun allgemein anwenden. Ist bereits gezeigt, dass der kiirzeste Ver-
treter « nicht die Lidnge < a besitzen darf, so muss fiir jedes x € L mit (z,2) < a gelten, dass
(z,a) < @ erfiillt ist. Es stellt sich heraus, dass die Systeme Sy, fiir a € {10,...,24} und Ss , fir

a € {26,...,1332} allesamt keine Losung besitzen. Damit ist bewiesen

SATZ 2.6.2. Ist L € 136(3718) ein extremales Gitter, so ist L von seinen Minimalvektoren erzeugt.
|



KAPITEL 3

Hermitesche Strukturen von Gittern quadratfreier Stufe

In diesem Kapitel werden hermitesche Strukturen von geraden Z-Gittern quadratfreier Stufe ¢
iiber gewissen algebraischen Zahlkoérpern betrachtet. Insbesondere werden hermitesche Strukturen
der Gitter in den Quebbemannschen Geschlechtern iiber imaginér-quadratischen Zahlkoérpern und

Kreisteilungskorpern so weit wie moglich klassifiziert.

3.1. Gitter iiber Zahlkérpern und Transferkonstruktion

3.1.1. Grundlegende Definitionen. Geeignete Zahlkorper zur Betrachtung definiter hermite-

scher Formen sind die sogenannten CM-Korper:

DEFINITION. Ein Koérper F heifit CM-Kdérper, falls dieser eine total imagindre quadratische Er-

weiterung eines total reellen Zahlkorpers F ist.

Damit besitzt der Korper F' definitionsgemifl genau [F' : Q] reelle Einbettungen p : F — R,
wéhrend der Kérper E genau [E : Q] komplexe Einbettungen o : E < C besitzt.
Man kann zeigen, dass fiir je zwei Einbettungen 01,05 : E < C und fiir alle a € E gilt o7 * (01 (a)) =
o5 (02(a)). Die komplexe Konjugation in C induziert also durch @ := 0~!(o(a)) eine von der Ein-
bettung o unabhéngige Involution = : E — E mit Fixkérper F' = E N R. Der Korper F' ist also der

maximal reelle Teilkorper von F.

Wichtige Beispiele fiir CM-Korper sind einerseits imaginir-quadratische Zahlkérper E = Q(v/—D)
mit D € N quadratfrei und andererseits Kreisteilungskorper E = Q((,) fiir m € N mit maximal
reellem Teilkorper F = Q(( + (,,). Der Kérper E entsteht dabei durch Adjungieren der Wurzel aus
¢ +an,—2 zu F.

Im Folgenden bezeichne E stets einen CM-Korper und F' den maximal reellen Teilkorper von E. Folg-
lich gilt [E : F] = 2. Der Ganzheitsring von E wird mit O := Zg bezeichnet, derjenige von F mit
0 := Zp. Als jeweils der Ganzheitsring eines algebraischen Zahlkorpers ist sowohl O als auch o ein
Dedekindring. 9D-Ideale werden, wenn nicht anders gesagt, mit den Buchstaben 21, 9B, ... und o-Ideale
mit a, b, ... bezeichnet. Insbesondere werden mit B bzw. p Primideale von O bzw. o angegeben. Fiir
ein O-Ideal 2 ist die Norm gegeben durch M(A) = |O/A|, fiir ein o-Ideal a durch 9(a) = |o/al. Mit
der Norm eines Ideals ist also stets die Idealnorm des zugehérigen Rings gemeint.

Wie bekanntlich fiir jeden Dedekindring gilt, ldsst sich das Ideal p®O fiir jede Primzahl p bis auf

Reihenfolge eindeutig in ein Produkt von Primidealen zerlegen:

PO = PP

Dabei heifit die Zahl e; der Verzweigungsindex von B;, die Zahl f; := [O/P; : F,] heiBit der Tragheits-
grad von B;. Fiir diese gilt die sogenannte fundamentale Gleichung > ., e;fi = [E : Q] (vgl. [Neu92]

43
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I (8.2)). Das Primideal B; heifit unverzweigt in E/Q, wenn e; = 1 ist und ansonsten verzweigt.
Eine Primzahl p heifit unverzweigt in E/Q, wenn jedes P mit P | p unverzweigt ist und verzweigt
anderenfalls. Alle Definitionen sind in analoger Weise auf die Erweiterung F/Q zu iibertragen.

Ist die Erweiterung E/Q galoissch, so sind sowohl Verzweigungsindex als auch Trigheitsgrad jeweils
fiir alle P | p gleich und hingen somit nur noch von der Primzahl p ab. Verzweigungsindex und
Trigheitsgrad fiir eine Galoiserweiterung F/Q werden im Folgenden mit e und f oder, wenn die
Primzahl p aus dem Kontext nicht eindeutig hervorgeht, auch mit e(p) und f(p) bezeichnet. Die
fundamentale Gleichung vereinfacht sich also zur-e- f = [E : Q).

Ist E/Q galoissch, so erhélt man mittels der Galoistheorie leicht, dass dann auch F/Q galoissch
ist, denn die von der Involution  erzeugte Untergruppe von Gal(E/Q) mit Fixkérper F ist ein
Normalteiler. Verzweigungsindex und Triigheitsgrad fiir die Erweiterung F/Q werden im Folgenden

mit et und f* oder etwas priiziser mit e*(p) und f(p) bezeichnet.

In der Ubersicht erhilt man also:

E 2

R

P

' f+o\z

m\pp »
—_—

Als Erweiterung von Zahlkérpern vom Grad [F : F] = 2 ist die Erweiterung E/F stets galoissch.
In dieser Erweiterung erhélt man genau drei mogliche Zerlegungsverhalten fiir ein Primideal p: Ist
pO = P, so heiBt das Ideal p trdge, ist pO = PP mit P £ B, so heiBt p zerlegt und im letzten

verbleibenden Fall p© = B? nennt man das Ideal p wie auch das Ideal P verzweigt.

Die Differente D von E ist definiert als das Inverse des gebrochenen Ideals (der sog. Codifferente)
Cojz i ={acE| Trg(ag) CZ}.

Entsprechend ist auch die Differente D g := Qf;/lz von F' und die Differente D/ := Qfg} , der relativen
Erweiterung E/F definiert. D und D g,/ r sind ganze O-Ideale, D ist ein ganzes o-Ideal. Fiir diese
gilt der folgende Zusammenhang (vgl. [Lan94] I11,51)

(20) Dp =D Dpp

Die Diskriminante von E sei im Folgenden mit dg bezeichnet, diejenige von F' mit dr. Das Diskrimi-
nantenideal der relativen Erweiterung E/F sei 0p,p. Es gilt (D p) = |dp| sowie N(Dp) = |dp| und
NOp/r) =NOg/r) (vgl. [Lan94] I11,§3). Durch Bilden der Norm erhilt man aus somit leicht

ldg| = |dp> - NOg/F).

Eine rationale Primzahl p ist genau dann verzweigt in der Erweiterung E/Q (bzw. F/Q), wenn p die
Diskriminante dg (bzw. dg) teilt. Ein Primideal p ist genau dann verzweigt in der Erweiterung E/F,
wenn p das Diskriminantenideal 0,/ p teilt. Ein Primideal 9 ist genau dann verzweigt in £/Q, wenn
P die Differente D g teilt. Analoges gilt fiir die Erweiterungen F/Q und E/F (vgl. [Lan94] II1,§2).
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Sei nun weiter V' ein E-Vektorraum der Dimension N < co und h : V x V — FE eine hermitesche
Form bzgl. der Involution —, d.h. es gelte fiir alle w,z,y € V und X € E:

(h1) h(Aw + z,y) = M(w,y) + h(z,y)

(h2) h(z,y) = h(y,z)
Gemif (hl) ist h also eine Sesquilinearform, welche linear in der ersten Komponente ist. Aus der
Eigenschaft (h2) ergibt sich insbesondere h(x,z) = h(z,z) und damit h(z,z) € F fiir alle z € V.
Zuletzt bezeichne U(V,h) := {o € GL(V) | h(o(z),0(y)) = h(z,y) fir alle z,y € V} die unitdre
Gruppe des hermiteschen Raumes (V, h).

3.1.2. Hermitesche Gitter. Unter einem O-Gitter L in V versteht man einen endlich erzeugten
D-Modul L C V. Ist O kein Hauptidealring, so muss ein Gitter nicht notwendig frei sein, d.h. keine
0-Basis besitzen. Fiir jedes Gitter L existiert aber stets eine sogenannte Pseudobasis (vgl. [O’MG63]
81:3), d.h. eine Basis z1, ..., x5 des Vektorraumes EL und D-Ideale 24, ..., derart, dass gilt

(21) L:Q[1$1+...+lexs.

Die Zahl rk(L) := s = dimg(EL) heifit der Rang von L. In der Folge wird L zumeist ein Gitter auf V
sein, d.h. es gilt rank(L) = dimg(V) = N oder dquivalent EL = V. Des Weiteren heifit fiir ein Gitter
L=A1z1+...+AnzN wiein die Idealklasse [] des Ideals 2 :=2l; ... Ay die Steinitz-Klasse
von L. Diese héngt nicht von der Wahl der Pseudobasis ab (vgl. [O’M63] 81:8).

Zwei O-Gitter L und K auf V heiflen isometrisch, wenn es eine Isometrie o € U(V,h) gibt mit
o(L) = K, im Folgenden abgekiirzt als L = K. Ist L isometrisch zu einem freien Gitter K auf V', etwa
K =9z +...+Oxy, so schreibt man statt L = K auch L = G, wobei G die Gram-Matrix bzgl. der
Vektoren xz1,...,xy ist.

Die (unitire) Automorphismengruppe eines Gitters L auf V ist definiert als
U(L) :=={oc €U(V,h) | o(L) = L}.
Zu einem O-Gitter L kann man das (hermitesche) Dualgitter wie folgt definieren:
L*:={x € EL | h(z,L) C O}

Ist L=%0121+...+™AxxN, so lédsst sich das Dualgitter berechnen als L* = ﬁl_lyl + ... +ﬂN_1yN,
wobei y1,...,yn die duale Basis zu z1, ...,z N bezeichnet.

Das Skalenideal sL das von der Menge {h(z,y) | z,y € L} erzeugte O-Ideal, das Normenideal nL
das von der Menge {h(z,x) | € L} erzeugte O-Ideal. Des Weiteren zeigt man, dass fiir ein Gitter
L=z +...+AyzNy wie in 1) das O-Ideal vL := ;2 -...-AxnApn -det (1, ..., 7x) unabhingig
von der gewihlten Pseudobasis ist, wobei det (x1,...,2x) die Determinante der Gram-Matrix von
(V, h) bzgl. der Vektoren z1,...,zy bezeichne. Das Ideal v L heifit das Volumenideal von L.

In dem folgenden Lemma werden einige Eigenschaften von Skalen-, Norm- und Volumenideal zusam-

mengetragen:

LEMMA 3.1.1. Sei L =121 + ...+ ™Anxy ein O-Gitter auf V. Dann gilt

a) Ist L=JLK, so gilt sL =sJ+sK, nL =nJ +nK und oL =vJ - 0K.
b) sL =sL und (nLNF)O = nL sowie (0L N F)O =voL.
¢) Tri(sL) CnL CsL C D, F -nL.
d) sL = ZUQlQl h(z;, ;) und nL =, WA h(ws, 2;) + Tri(sL).
e) vL C (sL)V.
)

f) Ist K ein O-Gitter mit L C K, so gilt oL C oK, und L = K gilt genau dann, wenn oL = v K.
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BEWEIS. a) kann leicht nachgerechnet werden. b) sL = sL folgt im Wesentlichen aus h(z,y) =
h(y,z) € sL. Weiter ist klar, dass (nL N F)O C nL gilt. Da sowohl nL als auch (nL N F)O jeweils
O-Ideale sind, geniigt es zu zeigen, dass das Erzeugendensystem {h(z,z) | x € L} in (nL N F)O
enthalten ist. Dies ist aber klar wegen h(z,x) € F. Fiir das Volumenideal folgt die Aussage leicht
anhand der Definition und der Charakterisierung dieser Ideale in dem weiter unten folgenden Lemma
¢) Die Inklusion nL C sL ist aufgrund der Definition von sL und nL trivial. Sind z,y € L und o € O,
so gilt

(22) Trh(ah(z,y)) = h(az + y, ax + y) — h(az, azx) — h(y,y) € nL N F.

Zusammen mit der F-Linearitdt von Trg folgt aus (22)) zuniichst Trg (sL) CnL N F und weiter auch
Trp(sL- (nL) ™) = Trg(sL - (nL N F)™") C o und damit L - (L)~ € D).
d) und e) lassen sich mit entsprechenden Anpassungen vollig analog zu [O’M63| 82:8 bzw. [O’M63|
82:10 beweisen.

f) Mit dem Elementarteilersatz fiir Dedekindringe (vgl. [O’M63] 81:11) erhilt man zunéchst die Exi-
stenz linear unabhingiger Vektoren yy,...,yny von V sowie Idealen By,...,Byx,R1,..., Ry, derart,

dass gilt:

K=%y1+...+Byyn
L=%B1Ry1 +... + ByRNYN

Bezeichnet R = [[R; das Produkt dieser Elementarteiler, so gilt offenbar nach Definition des Volu-
menideals b L = RR-vK. Wegen L C K sind die Elementarteiler :R; ganze O-Ideale. Es folgt v C 0K
und L = K genau dann, wenn v L = v K. O

Ein Gitter L # {0} auf V heifit modular bzw. genauer A-modular fiir ein O-Ideal 2, wenn AL* = L
gilt. Ein O-modulares Gitter, d.h. ein Gitter mit L = L*, nennt man auch unimodular. Wie in [O°’M63]
82:14 zeigt man, dass L genau dann 2-modular ist, wenn sL = 2 und vL = "X gilt,

Ein Gitter L auf V heifit maximal bzw. genauer A-mazimal fiir ein OD-Ideal 2A, wenn nL C 2 und
wenn fiir jedes Gitter K auf V mit L C K und nK C A gilt L = K.

LEMMA 3.1.2. Sei L ein O-Gitter auf V mit nL C 2. Ist CDE;VF AN C oL, so ist L A-mazimal.

BEWEIS. Sei K ein O-Gitter mit L C K und nK C 2. Aus Lemma e) und der Voraussetzung
DN AN C ol folgt dann:

E/F
oK C (sK)Y SO - (nK)N C D0, - A" = oL
Also ist vK = vL und nach 3.1.1] f) somit L = K. O

Ist beispielsweise L ein ’DEl—modulareS Gitter mit nL C @;1}3, S0 ist Z‘DE;VF ~CD;ND = DEN =vL.

Nach obigem Lemma ist L somit CDIZID—maximal. Solche Gitter spielen in der Folge eine wichtige Rolle.

3.1.3. Spurkonstruktion. Der E-Vektorraum V lésst sich auch als Q-Vektorraum der Dimen-
sion n:= N - [E : Q] auffassen. Auf diesem kann man zu der hermiteschen Form h: V x V' — E nun

eine symmetrische Bilinearform by, : V x V — Q wie folgt definieren:

Damit wird (V, b) ein quadratischer Q-Vektorraum. Die Bilinearform by, heifit auch die zu h gehdrige
Spurform.
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Eine hermitesche Form h : V xV — E heif3t total positiv definit, wenn fiir alle Einbettungen p : F — R
gilt p(h(z,x)) > 0 fiir alle x € V mit Gleichheit genau dann, wenn x = 0 ist.

LEMMA 3.1.3. Sei (V, h) ein hermitescher Raum und by, die zu h gehdérige Spurform. Dann gilt:

a) h ist genau dann nicht entartet, wenn by, nicht entartet ist.

b) h ist genau dann total positiv definit, wenn by, positiv definit ist.

BEWEIS. a) Sei zuniichst b nicht entartet. Aus h(z,y) = 0 fiir alle y € V folgt by(z,y) =
Trg (h(z,y)) = O fiir alle y € V. Weil b, nicht entartet ist, folgt = 0. Somit ist & nicht entar-
tet. Umgekehrt sei nun h nicht entartet und by, (z,y) = 0 fiir alle y € V. Es folgt Trg()\h(x, y)) = 0 fiir
alle A € F und alle y € V. Da Trg aufgefasst als Bilinearform auf E nicht entartet ist (vgl. [Neu92]
1(2.8)), folgt h(x,y) = 0 fiir alle y € V und damit = 0. Also ist by, nicht entartet.

b) Ist h entartet, so ist nach a) auch by, entartet und somit ist weder h noch by, positiv definit. Sei also
h nicht entartet. Zunéchst kann h diagonalisiert werden, etwa h = (a1, ..., an) mit a; € F\{0}. Dann
ist h genau dann total positiv definit, wenn «; fiir jedes i € {1,..., N} total positiv ist, d.h. p(a;) > 0
fiir alle Einbettungen p : F' — R. Die Signatur der Spurform der 1-dimensionalen hermiteschen Form
(a;) wird in [BF99] 2.2 berechnet. Diese lautet ([E : Q] — 2a;,2a;), wobei hier a; die Anzahl der
Einbettungen p : F' — R angibt mit p(c;) < 0. Durch Bilden orthogonaler Summen erhilt man als
Signatur von by, also (N - [E: Q] — 2 ZEIQ] a,2 251@] a;). Es folgt, dass by, positiv definit ist genau
dann, wenn ZE;@] a; = 0 ist. Dies wiederum ist dquivalent zu a; = 0 fiir alle ¢ € {1,..., N} und
damit ist «; fiir ¢ € {1,..., N} total positiv. O

Da in dieser Arbeit ausschliellich Z-Gitter auf positiv definiten Réumen von Interesse sind, werden

im Weiteren die betrachteten hermiteschen Raume (V, h) stets als total positiv definit vorausgesetzt.

Ist L ein O-Gitter auf V', so ist L offenbar auch ein endlich erzeugter Z-Modul und damit kann
man L auffassen als Z-Gitter auf dem Raum (V,by). Die Invarianten des, wie man sagt mittels Spur-
oder auch Transferkonstruktion gebildeten Gitters oder auch einfach des Spurgitters, werden in der

folgenden Proposition bestimmt.

PROPOSITION 3.1.4. Sei L ein O-Gitter auf (V, h). Dann gilt fir das Spurgitter auf (V,by):
a) dimgz(L) =N - [E: Q).
b) L ist ganzzahlig genau dann, wenn sL C @El.
c) L¥ =D, - L*.
d) det(L) = |dg|" - N(vL).

BEWEIS. a) Sei L = 221 + ...+ Ayxn die Darstellung von L in einer (beliebigen) Pseudobasis.
Jedes O-Ideal ; besitzt eine Z-Basis bestehend aus [E : Q] Elementen (vgl. [Neu92] 1 (2.10) ), etwa
Q1,05 g Dann sind die N - [E : Q] Elemente o jz; eine Z-Basis von L.

b) folgt sofort aus der Definition der Differente.

¢) Aufgrund der Definition des Dualgitters L* gilt zuniichst h(L*, L) C O. Es folgt h(D ;' L*, L) C D
und damit Tr (h(D5" - L*, L)) C Z, also D5 - L* C L#.

Umgekehrt ist Tr(g(h(L#,L)) C Z. Wegen OL = L und © = 9 folgt Trg(Dh(L#, L)) C Z. Dies ist
gleichbedeutend mit h(L#, L) C @El und hieraus folgt h(DpL#, L) C O, also Dp - L# C L*.

d) Man darf annehmen, dass L als Z-Gitter ganzzahlig ist, d.h. L C L#. Der allgemeine Fall lisst

sich leicht auf diesen zuriickfithren. Mit dieser Voraussetzung folgt aus c) L C L# = CDEI -Lr =
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(DpL)*. Insgesamt hat man also DL C L C L# = (DgL)* und man erhilt mit Hilfe des zweiten
Isomorphiesatzes:
L*/L = (DpL)" /L= ((DpL)*/DpL)/(L/DEL)
Die Determinante det(L) berechnet sich dann wie folgt:
|(DpL)"/DEL| _ NDF L)
L/opL]  — MDF)

det(L) = |L*/L| = = ldg|™ - N(oL)

]

PROPOSITION 3.1.5. Sei E/Q eine Galois-Erweiterung, L ein O-Gitter auf V und p eine Primzahl.
Dann gilt:
vp(det(L)) = N -v,(dg)  (mod 2fT)
Insbesondere gilt im Fall ggT(p,dp) = 1, dass 2f1 ein Teiler von v,(det(L)) ist.

BEWEIS. Sei p eine Primzahl. Nach Prop. d) ist det(L) = |dg|" - 9(vL) und es folgt sofort
vp(det(L)) = N - vp(dp) + vp(N(vL)). Es geniigt also zu zeigen, dass 2/ ein Teiler von v,((vL))

ist. Schreibt man dazu oL = pi* - ... pSs - qO, wobel py,...,ps Primideale iiber p sind und po und q
teilerfremd sind, so folgt M(vL) = N(p1)%" - ... - N(p,)2= - N(q)2. Da p § N(q) gilt und N(p) = p/ "
ist fiir jedes Primideal p mit p|p, folgt die Behauptung. ([

Abschlielend soll die Paritéat eines durch Transferkonstruktion entstandenen Gitters untersucht

werden. Elementar zu zeigen ist das folgende Lemma:

LEMMA 3.1.6. (vgl. [BF99]) Gibt es ein v € © mit Tra(y) = v +7 = 1, so ist jedes mittels

Transferkonstruktion aus einem O-Gitter L entstandene ganzzahlige Z-Gitter auch gerade.

BEWEIS. Sei v € O ein solches Element mit v +7% = 1 und = € L beliebig. Da L ganzzahlig ist,
gilt by, (yx, x) € Z. Es folgt:

b (,2) = TE (h(z, 2)) = T ((y + 7)h(z,2)) = TeE (vh(z, 2)) + T (YA, 7))
= 2Trg(*yh(x, x)) = 2Trg(h(’yx,a:)) = 2bp(yz, ) € 2Z

O
Im Kérper E = Q(v/—D) mit D =4 3 erfiillt das Element y = Y=L VQ_D die Gleichung 1 = y+7 und
auch fiir einen Kérper E = Q((,) fiir eine Primzahl p # 2 kann man leicht mit v = —¢ —¢*—...— C%l

explizit ein solches Element angeben.

Etwas allgemeiner {iberlegt man sich, dass die Menge TY? (O) ein ganzes o-Ideal ist. Somit ist die
Existenz eines Elements v € O mit Tri(y) = 1 dquivalent zu TrZ(O) = o, also zur Surjektivitiit der
Spurabbildung Trfj: : O — 0. Dieses wiederum ist dquivalent dazu, dass die Erweiterung E/F zahm
verzweigt ist (vgl. [Fr683] I §3), d.h. fiir jedes Primideal p die Restklassencharakteristik p = char(o/p)
und der Verzweigungsindex e(p) teilerfremd sind. Wegen [E : F] = 2 ist dieses genau dann der Fall,

wenn das Ideal 20 unverzweigt in der Erweiterung E/F ist. Man erhiilt also

KOROLLAR 3.1.7. Ist E ein CM-Kérper derart, dass das Ideal 20 unverzweigt in der Erweiterung

E/F ist, so sind alle mittels Transferkonstruktion gebildeten ganzzahligen Gitter auch gerade. (|

Insbesondere gilt dies fiir alle Kreisteilungskérper E = Q((), solange m # 2¢ fiir ¢ > 2 ist,
denn dann ist das Ideal 20 unverzweigt in der Erweiterung E/F (vgl. [Was82] 2.15.). Ist das Ideal
20 hingegen verzweigt in der Erweiterung E/F, so ist ein mittels Transferkonstruktion gebildetes

ganzzahliges Gitter nicht notwendig gerade, wie das folgende Beispiel zeigt:
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BEISPIEL 3.1.8. Sei E = Q({4) = Q(i). Das O-Gitter Ly = (1, 2,1, 1) liefert mittels Transferkon-
struktion ein unimodulares Gitter in Dimension 8, welches offenbar ungerade und damit isometrisch zu
IIg ist. Andererseits liefert das Gitter Lo mit folgender Gram-Matrix ein gerades unimodulares Gitter,

welches somit zu Eg isometrisch sein muss:

1
1 & 0 0
O T = A
L2 o 2 ) 2 2
141 1
0 =5 1 3
1+4 1
0 % 3 1
Es ist sL; = 5Ly = 7 und vLy = vLy = 57, wihrend nLy = 17 # Z = nL,. ]

Offenbar ist also das Normideal entscheidend bei der Frage, ob ein O-Gitter mittels Transferkon-

struktion ein gerades Z-Gitter liefert.

PRrOPOSITION 3.1.9. Sei L ein O-Gitter mit s C @El, d.h. mittels Spurkonstruktion ergibt L ein
ganzzahliges Z-Gitter.

a) Gilt nL C @;19, so ist L als Z-Gitter gerade.
b) Enthilt die Menge NE(O)UNE(D) - TrE(D) ein Erzeugendensystem von o als Z-Modul, so
ist L als Z-Gitter gerade genau dann, wenn nlL C @;19,

BeEWEIS. a) Fiir jedes « € L gilt h(z,z) € D2'ONF = D' Es folgt Tr(g(h(x, x)) € Z und
Trg(h(x, x)) = Tr(g(”_[‘rg(h(m?x))) = 2Tr5(h(x, x)) € 2Z.
b) Die Bedingung nL C ’D;lD ist dquivalent zu nL N F C @;1. Hierfiir reicht es im Wesentlichen zu
zeigen, dass Trg(uh(x,x)) C Z fiir alle x € L. Dieses wiederum ist dquivalent zu Trg(oh(x,x)) c2z
fiir alle z € L. Da die Spur Trg Q-linear ist, geniigt es zu zeigen, dass Trg(wh(x, x)) € 27 gilt fiir alle

z € L und alle Elemente w eines Erzeugendensystems von o als Z-Modul.

Sei nun angenommen, dass w € NEZ(9). Dann gibt es ein A € O mit w = A\. Es folgt
Trg(wh(;v,x)) = Trg()\Xh(;v,x)) = Trg(h()\x, Az)) € 2Z,
da L als gerade vorausgesetzt war und Az € L gilt.
Ist w € NE(D) - TrE(9D), so gibt es A,y € O mit w = (v +7)A\. Es folgt
TeE (whia, 2)) = TeE((y + 7)AM(z, ) = TrE(( + T)h(Ae, Az))
= Te§ (Yh(Az, Ax)) + Trf (vh(Az, Az)) = 2 Trf (h(yAz, Az)) € 2Z,
denn L ist ganzzahlig und yAz, Az € L. |

KOROLLAR 3.1.10. Die Voraussetzung der vorherigen Proposition, dass NE(9)UNE(D) - TrE(9)
eine Ganzheitsbasis von o enthdlt, ist unter anderem gegeben, wenn:
a) E =Q(v—D) mit D > 0 quadratfrei ein imagindr-quadratischer Zahlkorper ist,
b) E = Q((n) mit m € N ein Kreisteilungskorper ist,
c) das Ideal 20 in der Erweiterung E/F unverzweigt ist.

Insbesondere gilt fiir einen solchen Korper E also fiir ein O-Gitter mit sL C @El:
L ist als Z-Gitter gerade < nL C @;10

BEWEIS. a) Ist E ein imaginédr-quadratischer Zahlkorper, so ist F = Q und o = Z. Da also 1 eine
Z-Basis von 0 = Z ist und 1 € Ng (D) gilt, ist die Voraussetzung der Proposition gegeben.
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b) Ist E = Q(¢n) ein Kreisteilungskorper, so ist 0 = Z[Cn + ) Da (Gn + Gn)* in NE(D) fiir
gerades k € N und in NE(O) - TrE(9) fiir ungerades k € N, gilt die Voraussetzung ebenfalls fiir
Kreisteilungskorper.

c¢) Zuletzt ist unter der Voraussetzung, dass 2 nicht verzweigt ist in der Erweiterung E/F, die Spur-

abbildung surjektiv und damit ist jede Ganzheitsbasis von o in der Menge Tr(9) enthalten. O

3.2. Ideal-Gitter

In diesem Abschnitt soll zunéchst beschrieben werden, wie man siamtliche Ideal-Gitter iiber einem
zunéchst beliebigen CM-Korper E zu gegebener Stufe und Determinante konstruiert. Anschlieend
wird diese Methode angewandt, um sdmtliche extremalen Gitter in den Quebbemannschen Geschlech-
tern in Dimensionen < 48, welche als Ideal-Gitter iiber einem Kreisteilungskérper konstruiert werden

koénnen, zu klassifizieren.

3.2.1. Bestimmung von Ideal-Gittern. Ein Ideal-Gitter ist ein O-Gitter auf einem 1-dimen-

sionalen hermiteschen Raum (V, k). Nach Wahl einer Basis kann V' mit E identifiziert werden, sodass
die hermitesche Form h von der Form h,(x,y) := azy fir ein o € F ist. h, ist genau dann total
positiv definit, wenn « total positiv ist, d.h. p(a) > 0 fiir alle [F' : Q] Einbettungen p : F — R. Die
Tatsache, dass ein a € F' total positiv ist, wird im Folgenden mit « > 0 abgekiirzt.
Bei oben beschriebener Identifikation von V' mit E entspricht einem Gitter L C V gerade ein 9-Ideal
A C E. Das Ideal-Gitter 2 als O-Gitter auf dem hermiteschen Raum (E, h,) wird im Folgenden
abkiirzend mit I(2, o) bezeichnet, das zugehérige Spurgitter auf dem quadratischen Raum (V b,,) mit
L(2, o), wobei by := by, = Tr{ (hy) ist.

Die Klassengruppe von E wird im Folgenden mit Clg bezeichnet und fiir ein Ideal 2 ist [2] € Clg die

zugehorige Klasse in der Klassengruppe.

Die Bestimmung der Invarianten des Gitters L(2, ) folgt im Wesentlichen durch Anwenden von Prop.
auf den Spezialfall eines Ideal-Gitters:

KOROLLAR 3.2.1. Sei 2 ein O-Ideal und oo € F mit o > 0. Dann gilt fir L .= L(A, «):

a) dimgz(L) = [E : Q].

b) L ist ganzzahlig genau dann, wenn oAAD g C O gilt.

b) L# = (aADp)" L.

c) det(L) = N(aAADg) = |dp| - N(ar)? - M(A)2. O
Nun soll gekliirt werden, welche Tupel (2(, «) betrachtet werden miissen, um séimtliche Ideal-Gitter

zu gegebener Stufe ¢ (quadratfrei) und Determinante dy bis auf Isometrie zu bestimmen. Die folgenden

beiden Lemmata reduzieren zunéchst die Anzahl der relevanten Ideale 2A:
LEMMA 3.2.2. Sind A, B zwei O-Ideale mit 3B = 2 fiir ein 8 € E, so gilt L(A, o) = L(B, BBa).
Ist insbesondere B =€ € O* eine Einheit, so gilt L(A, o) = L(A, cea).

BEWEIS. Betrachtet man die Abbildung ¢ : E — E, x — Sz, so gilt

ha(P(x), 9 (y)) = ayp(z)(y

)=
Damit folgt erst recht b, (¢ (z),¥(y)) = Trg(ha(w(x), Y(y))) = Trg(haﬁg(x, y)) = b,s5(x, y). Folglich
ist ¢ : (E,b_,=) — (E,by) eine Isometrie mit 1(B) = B = 2A. Somit ist L(A, o) = L(B, fBa). O

affry = haﬁﬁ(xv Y).

afB
Damit geniigt es, jeweils einen Repriisentanten aus jeder Idealklasse [2] € Clg zu betrachten.

Insbesondere sind dies also endlich viele.
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Handelt es sich bei der Erweiterung E/Q um eine Galoiserweiterung, so operiert die Galoisgruppe
Gal(E/Q) auf Clg durch 0.]2] = [0(2)]. Wie das folgende Lemma zeigt, geniigt es sogar, jeweils nur

eine Klasse aus jeder Bahn dieser Operation zu betrachten.

LEMMA 3.2.3. Sei E/Q eine Galoiserweiterung und seien A ein Ideal von E und o € F mit
a> 0. Ist 0 € Gal(E/Q), so gilt L(A, ) = L(o(A), o()).

BEWEIS. Sei o € Gal(E/Q). Unter Verwendung der Tatsache, dass die Spur Trg invariant unter
o ist, zeigt nun folgende Gleichung, dass o : (E,bs) — (E, by(a)) eine Isometrie ist:

bo(a)(0(2),0(y)) = Tr§ (0 (a)a(2)a(y)) = Trg (o (aay)) = Trg (axy) = ba(z,y)

Es folgt also L(, ) = L(o(A), o (). O

Es bezeichne im Folgenden die Menge A eine Menge von Reprisentanten der Idealklassen bzw., im
Fall einer Galoiserweiterung E/Q, eine Menge von Reprisentanten der Idealklassen modulo Operation
der Galoisgruppe Gal(E/Q).

Es bleibt die Frage zu klédren, ob zu gegebenem Ideal 2 € A ein Element o € F' mit o > 0 existiert,
sodass das Z-Gitter L(2, «) die gewiinschte Determinante annimmt. Gegebenenfalls sind alle diese «

modulo einer geeigneten Relation zu bestimmen.

Sei im Folgenden L = L(2,«) ein Ideal-Gitter der Stufe ¢ und Determinante dy. Also muss gelten
¢L# C L C L¥ und mit Korollar c) folgt £(aADE)L C A C (aADg)~! bzw. dquivalent dazu

Demnach ist B := aAAD g ein ganzes Ideal und wegen d) gilt N(B) = N(aAAD ) = det(L) =
dp. Da es jeweils nur endlich viele ganze Ideale mit gegebener Norm gibt, ist die Menge B := {¢O C
B C O | B ein O-Ideal mit N(B) = dp} endlich.

Ist nun konkret 9 € B ein solches, so gilt:

(@) =B - (AADE) ' =7

Ist also L = L(2, ) ein Gitter mit Stufe £ und Determinante dy, so ist « also notwendig ein Erzeuger
des Ideals B - (AAD )~ fiir ein B € B. Des Weiteren ist notwendig o € F mit o > 0.
Umgekehrt ist fiir jedes solche o das Ideal-Gitter L(2(, «) ein Gitter der Stufe ¢ und Determinante dj.

Es miissen also fiir ein gegebenes Ideal J alle total positiven Erzeuger o € F bestimmt werden.

Insbesondere muss gekléart werden, ob ein solcher Erzeuger iiberhaupt existiert.

LEMMA 3.24. Sei J ein O-Ideal. Dann gibt es ein o' € F mit I = &'O genau dann, wenn
J=(0NF)OD und INF ein o-Hauptideal ist.

BEWEIS. Sei JNF = /o fiir ein o € F. Dann gilt 7= (JNF)O = a@'0O = ¢’O. Umgekehrt sei
nun J = 'O fiir ein o € F. Dann ist 3N F = &/o ein Hauptideal und (JN F)O = /'O. O

Im folgenden Lemma werden die O-Ideale J mit J = (JN F)O charakterisiert.

LEMMA 3.2.5. FEin O-Ideal J erfillt die Bedingung (3N F)O = T genau dann, wenn fir jeden
Primteiler B von J gilt:
o Ist P verzweigt in E/F, so ist vp(J) € 2Z,
o ist P unverzweigt in E/F, so ist v (J) = vgg(J).
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BEWEIS. Sei zuniichst 3 = (3N F)O. Dann gilt [[p*»CO = [[P**). Aus der Eindeutigkeit
dieser Primidealzerlegung folgt nun p*» @M O = Hgmp B () fiir jedes Primideal p von o und damit
e ist pO = P2, so ist vy(J) = 21,(INF) € 2Z,
e ist pO € {B, PP}, so ist vy(I) = (TN F) = vg(T).
Ist J andererseits ein Ideal, welches die Bedingungen aus dem Lemma erfiillt, so sei a = Hp pe (@)

dasjenige Ideal mit

X

v [0 PO )
’ Lug(3) pO = P2

Dann ist v,(a) € Z und es gilt weiter

J= Hmum(ﬁ) — H(po)up(a) _ Hpup(u)g — a0
B p o

Da fiir jedes o-Ideal a gilt aD N F =aq, folgt (INF)OD =(aONF)O =adD =7. O

Ist ein Erzeuger o € F des Ideals J gefunden und ist o nicht total positiv, so stellt sich die
Frage, ob es auch moglich ist, einen total positiven Erzeuger von J zu wihlen. Dazu betrachtet man

den folgenden Homomorphismus:
¥ F* s {1}
a > (sign(p(@))), - For

LEMMA 3.2.6. Das Ideal &/O mit o € F besitzt einen total positiven Erzeuger oo € F, a > 0

genau dann, wenn es eine Einheit €' € 0* gibt mit X(a’) = X(g').

BEWEIS. Besitzt das Ideal o/ einen total positiven Erzeuger a, so gilt a = £’a’ fiir ein &' €
D* N F = 0*. Da « total positiv ist, gilt fiir jede Einbettung p: F' — R:

1 = sign(p(a)) = sign(p(ca’)) = sign(p(") - sign(p(a’))

Es folgt (o) = X(¢’). Ist umgekehrt ¢/ € o* eine Einheit mit X(o/) = X(¢'), dann ist a = &'a/

ebenfalls ein Erzeuger von o/9 und es gilt

sign(p(e)) = sign(p(e")) - sign(p(e)) = sign(p(a’))® = 1

fiir alle Einbettungen p : F — R. Somit ist o total positiv. ]

Da Einheiten £ € 0*2 total positiv sind, induziert der Homomorphismus ¥|o» nach dem Homo-
morphiesatz einen Homomorphismus ¥ : 0*/0*2 — {+1}[F*% mit Tm(X) = Im(X). Es bleibt also zu
entscheiden, ob $(a’) € Im(¥) C {£1}1FQ,

Aufgrund des Dirichletschen Einheitensatzes ist o* = {£1} x ZUI"U=1 Es folgt, dass 0*/0*? =
{£1}17:0 gilt. Fasst man sowohl 0*/0*? als auch {+1}17*@ als F,-Vektorraum der Dimension [F : Q
auf, so ist die Abbildung ¥ eine Fs-lineare Abbildung und somit ist das Entscheiden der Bedingung

Y(a/) € Im(X) im Wesentlichen dquivalent zu dem Losen eines linearen Gleichungssystems iiber Fa.

Im Folgenden bezeichne £ ein Reprisentantensystem der Quadratklassen von Einheiten.

BEMERKUNGEN 3.2.7.
(i) Wegen |o*/0*?| = 2F*U = |{£1}F*Y| ist der Homomorphismus ¥ surjektiv genau dann,
wenn % injektiv ist; mit anderen Worten also, wenn jede total positive Einheit ein Quadrat

ist.
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Fiir Kreisteilungskorper Q((,,) ist diese Fragestellung untersucht worden. Fiir zusammen-
gesetztes m Z4 2 ist beispielsweise nicht jede total positive Einheit ein Quadrat und der
Homomorphismus ¥ somit nicht surjektiv. Fiir einen Uberblick zu diesen Fragestellungen
siehe etwa [KLOT].

(ii) Fiir die Berechnung eines Reprisentantensystems £ von 0*/0*? geniigt die Berechnung einer
Untergruppe von 0* von ungeradem Index, denn: Ist allgemeiner G eine abelsche Gruppe,
U eine Untergruppe von ungeradem Index [G' : U] und bezeichnet = : G — G/G? die
kanonische Projektion, so gilt zunichst 7(U) = G/G?, da jede Restklasse gG2 mit ¢!Vl einen
Reprisentanten in U besitzt. Weiter ist Kern(my) = UNG? = U?, denn ist u = g* € UNG?,
so besitzt das Element gU € G/U Ordnung kleiner oder gleich 2. Da |G/U| = [G : U]
ungerade ist, folgt also gU = U bzw. g € U. Nach dem Homomorphiesatz induziert die
Abbildung 7y also einen Isomorphismus ¢ : U/U? = G/G? mit ¢(uU?) = uG?. ]

Ist schliefllich mit a € F, a > 0 ein Erzeuger des Ideals J = B - (AAD ) ! gefunden, so ist jeder
andere total positive Erzeuger von der Form e« fiir eine Einheit € € O9* N F' = 0* mit ¢ > 0.

Vorausgesetzt, es gibt zu gewahlten Idealen 2 € A und B € B ein o € F mit o« > 0, so erhélt man
sdmtliche Ideal-Gitter durch L(2, ce), wobei es aufgrund von Lemma geniigt, fiir € jeweils nur
Vertreter der Menge £+ der total positiven Einheiten von F' modulo NE(9*) zu betrachten.

Nach Konstruktion erhilt man auf diese Weise Z-Gitter L mit /L# C L und Determinante dy. Es ist

jedoch noch zu priifen, ob diese Gitter jeweils Stufe ¢ besitzen und gerade sind.

Der Ubersicht halber sind in dem folgenden Algorithmus alle Schritte zusammengefasst:

Algorithmus 2 Bestimmung von Ideal-Gittern.

Eingabe: CM-Korper F, ¢ € N quadratfrei, dy € N.

Ausgabe: Alle Ideal-Gitter der Stufe £ und Determinante dy iiber dem Koérper E.
Berechne ein Reprisentantensystem A von Clg bzw. Clg / Gal(E : Q).
Berechne die Menge B := {£O C B C O | B ein O-Ideal mit N(B) = do}.
Berechne ein Reprisentantensystem £ von 0*/0*2.

Berechne ein Reprisentantensystem £+ der Menge {e NE(D*) | € > 0}.
for (A,B) € A x B do
J:=BADE) !
if3=(0NF)O and 3o/ € F: ¢’o =T N F then
if 3’ € £:X(¢") = () then
a:=¢ o
fore € £t do
Falls L(2(, ae) ein gerades Gitter der Stufe ¢ ist, gib L(2l, ae) aus.
end for
end if
end if
end for

BEMERKUNG 3.2.8. Auf die oben beschriebene Weise erhillt man alle geraden Z-Gitter einer
gegebenen Stufe ¢ und Determinante dy, welche sich als Ideal-Gitter iiber dem Korper E konstruieren
lassen. Es ist im Allgemeinen jedoch nicht klar, in welchem Z-Geschlecht diese Gitter liegen. Ist
beispielsweise E := Q(v/—15), so ist Clg = (B) = Z/27Z, wobei 20 = PP gilt. Dann ist:

LO,H)=(T5) LBz =(11)

1%
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Wihrend das Gitter L(9,1) im Geschlecht II5(3T15%1) liegt, ist L(, 3) ein Gitter im Geschlecht
I, (37 1571). -

3.2.2. Ideal-Gitter iiber Kreisteilungskdrpern. Sei im Folgenden also stets E = Q((,) der
m-te Kreisteilungskorper. Nach a) ist die Z-Dimension eines Ideal-Gitters iiber E somit stets
von der Form n = [E : Q] = ¢(m). Man kann nachrechnen, dass ¢~!(n) = 0 gilt unter anderem
fir n € {14,26,34,38,...} sowie fiir simtliche ungeraden Zahlen n # 1. Daher kann es in diesen

Dimensionen keine Ideal-Gitter iiber einem Kreisteilungskorper geben.

Geméf Korollar sind im Fall m # 2 alle ganzzahligen Ideal-Gitter auch gerade. Im Fall m = 2°
koénnen Ideal-Gitter hingegen auch ungerade sein (vgl. Bemerkung |3.2.10b).

Das Minimum eines Ideal-Gitters ist a priori nur schwer bis gar nicht berechenbar. Die Rechnungen
zeigen jedoch, dass die Minima von Ideal-Gittern ,hiufig gro“ sind. Beweisbar ist zum Beispiel

Folgendes:

BEMERKUNG 3.2.9. (vgl. [BF84] Cor. 2.2.) Sei E = Q(({,) mit m quadratfrei. Dann ist L(2, «)
unzerlegbar. Ist weiter m # p,2p fiir jede Primzahl p und [E : Q] = ¢(m) > 8, dann besitzt jedes

Ideal-Gitter L(2, ) ein Minimum von mindestens 4. ]

In der Folge werden alle Ideal-Gitter iiber einem Kreisteilungskorper in den Quebbemannschen
Geschlechtern fiir Dimensionen < 48 bestimmt. Dabei werden nur solche Geschlechter betrachtet,
welche ein extremales Gitter enthalten kénnen (vgl. Tabelle . Dies geschieht zunéchst gesondert fiir

den Fall einer ungeraden Primzahlpotenz und im Anschluss daran fiir alle {ibrigen Kreisteilungskorper.

3.2.2.1. Der Fall m = p*, p ungerade Primzahl. Ist m = p' die Potenz einer ungeraden Primzahl,
S0 ist nach d) die Quadratklasse der Determinante jedes entstehenden Gitters gleich pQ*2?, denn
die Diskriminante von F ist eine ungerade Potenz von p (vgl. [Was82] 2.1). Daher kann es in diesen
Fillen hochstens dann Gitter in f-modularen Geschlechtern geben, wenn p = ¢ ist und die Dimension
kongruent zu 2 modulo 4 ist; gem# Lemma [[.1.3] also nur dann, wenn ¢ =4 3. Diese sind bis ein-

schliellich Dimension 40 in folgender Tabelle angegeben:

E hlhy| halhe Genus Pext
31QG) [1] 1| -] -] ILE™Y |1
Q) | 1| 1| - | - | (3% | 1
Qor) 1| 1] 0| - | INLg(B3% | 0
71 Q) | 1] 0| 1| - | I3 1
[ Q)| 1] 0] 0|1 |Ip117%| 1

TABELLE 3.1. Ideal-Gitter iiber Kreisteilungskérpern Q(¢,,,) mit m = pt.

Im Fall E = Q({,) handelt es sich bei diesen Gittern um Spezialfélle der sogenannten Craig-Gitter
A;T)l (vgl. [CS93] §8.6), hier konkret also Aél) >~ Ao, Agf) und Ag?(’)). Diese drei Gitter sind extremal
genauso, wie das Gitter Ag 1 As | As.

3.2.2.2. Der Fall m # pt, p ungerade Primzahl. Sei im Folgenden also stets m # p! fiir jede unge-
rade Primzahl p. Somit ist entweder m zusammengesetzt, d.h. m besitzt mindestens zwei verschiedene

Primteiler, oder es ist m = 2! fiir ein ¢ € N. In beiden Fillen ergeben sich einige Vereinfachungen:



55

BEMERKUNGEN 3.2.10.

(1)

Ist m zusammengesetzt, so ist die Erweiterung £/ F unverzweigt. Somit gilt also Dg/p = O.
Aus Formel folgt somit Dp = Dp - Dg/p = D - O. Damit erfiillt @gl die Identitat
(D5 ' NF)O = D' Das Ideal AA erfiillt offensichtlich die Bedingung aus Lemma und
somit ist auch (AAN F)O = AA. Das Ideal T := B - (AAD )~ ! erfiillt folglich genau dann
(INF)O =7, wenn dies bereits fiir das Ideal B gilt. Damit lisst sich die Menge B wie folgt

einschranken:
B:={{OCBCO|B ein O-Ideal mit N(B) = dp und (BN F)O = B}

Ist m = 2! fiir ein ¢ € N, so ist das Ideal-Gitter L(2l, o) nach genau dann gerade, wenn
nL C D,'O. Fiir das 1-dimensionale O-Gitter (2, ) gilt nL = sL = oA = BD,'. Man
erhilt also als Kriterium dafiir, wann L(2, ) gerade ist, die Bedingung BD p C ”D}lD. Mit
ist dies dquivalent zu B C Dp/p = P2, wobei P := (1 — () ist. Also lisst sich in
diesem Fall die Menge B wie folgt wéhlen:

B:={{O CB CP?| B ein O-Ideal mit N(B) = do}

Insbesondere muss also ¢ notwendig gerade sein, damit ein gerades Ideal-Gitter iiber dem
Koérper E = Q((,,) der Stufe ¢ existieren kann. L]

Fiir zwei Geschlechter folgt die Bestimmung aller Ideal-Gitter hier noch einmal ausfiihrlich:

BEISPIEL 3.2.11. (Ideal-Gitter im Geschlecht II32(271¢)) Um ein Z-Gitter der Dimension 32 zu

erhalten,

m=>51

sind genau die Zahlen m € ¢~1(32) = {51, 64, 68, 80,96, 120} zu betrachten:

Hier ist 20 = PP PoPBo mit N(P1) = N(P2) = 28. Gem:B Bemerkung gilt also
B = {P:P1,L2P2}. Die Klassenzahl von E = Q((s;) ist 5, es ist Clg = () = Z/57Z zyklisch.
Es gibt zwei Bahnen unter der Operation der Galoisgruppe, genauer A = {O,A}. Weiter
gibt es genau eine Norm-Restklasse total positiver Einheiten in 0*, also €T = {1}. Von den
vier so entstehenden Z-Gittern sind genau zwei isometrisch. Die verbleibenden drei Gitter
sind extremal und isometrisch zu MW3o, MW}, bzw. CQ3s.

Hier ist 20 = P32 mit MN(P) = 2. Die Menge B besteht demnach aus dem Element 36, Die
Klassenzahl von E = Q((p4) ist 17, es ist Clg = () = Z/17Z zyklisch. Es gibt zwei Bahnen
unter der Operation der Galoisgruppe, genauer A = {9, A}. Weiter gibt es genau eine Norm-
Restklasse total positiver Einheiten in o*, also £ = {1}. Von den zwei so entstehenden
Z-Gittern besitzt eines das Minimum 2 und eines das Minimum 4.

Hier ist 20 = PIP2 mit N(P1) = N(P2) = 2. Die Menge B umfasst demnach die drei
Elemente B7, B3, B1Po.

Die Klassenzahl von E = Q((ss) ist 8, es ist Clg = (A) = Z/8Z zyklisch. Es gibt vier
Bahnen unter der Operation der Galoisgruppe, genauer A = {9, A, A% A*}. Weiter gibt es
genau zwei Norm-Restklassen total positiver Einheiten in 0*, also €T = {1,e}. Man erhiilt
auf diese Weise bis auf Isometrie genau sechs Z-Gitter. Je drei dieser Gitter besitzen das
Minimum 4 und die drei iibrigen Gitter sind extremal. Auch diese sind isometrisch zu den
Gittern MWso, MW}, und CQss.

Hier ist 20 = PB® mit N(P) = 2%. Die Menge B umfasst demnach das Element J3*. Die
Klassenzahl von E = Q((so) ist 5, es ist Clg = () = Z/5Z zyklisch. Es gibt zwei Bahnen
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m=96

m=120

unter der Operation der Galoisgruppe, genauer A = {O,2A}. Weiter gibt es genau eine Norm-
Restklasse total positiver Einheiten in o*, also €7 = {1}. Es entstehen zwei Gitter; eines
davon ist extremal, isometrisch zu dem Gitter ()3s.

Hier ist 20 = P16 mit N(P) = 22. Die Menge B umfasst demnach das Element B°. Die
Klassenzahl von E = Q((og) ist 9, es ist Clg = (U1, Uo) = Z/3Z x Z/37Z. Es gibt zwei Bahnen
unter der Operation der Galoisgruppe, genauer A = {O,2;}. Weiter gibt es genau eine
Norm-Restklasse total positiver Einheiten in o*, also €T = {1}. Auf diese Weise entstehen
genau zwei Z-Gitter, eines mit Minimum 2 und eines mit Minimum 4.

Hier ist 20 = ‘B‘L@él mit 9(P) = 2%, Gems ist B = {‘}3252}. Die Klassenzahl von
E = Q(C120) ist 4, esist Clg = (A) = Z/4Z zyklisch. Es gibt drei Bahnen unter der Operation
der Galoisgruppe, genauer A = {O,2A,A%}. Weiter gibt es genau zwei Norm-Restklassen
total positiver Einheiten in 0*, also ist £ = {1,&}. Von den sechs entstehenden Gittern sind

jeweils zwei isometrisch. Die verbleibenden drei Gitter besitzen jeweils das Minimum 4.

Somit lisst sich als Ergebnis festhalten, dass in dem Geschlecht I132(2716) mit den Gittern CQzo, MW

und MW/, genau drei extremale Gitter mit einer Struktur als Ideal-Gitter iiber einem Kreistei-

lungskorper existieren. ]

BEISPIEL 3.2.12. (Ideal-Gitter im Geschlecht II36(37!%)) Um ein Z-Gitter der Dimension 36 zu

erhalten,

sind genau die Zahlen m € »~1(36) = {37,57, 63,76, 108} zu betrachten. Da 37 eine Primzahl

ist, scheidet diese aus (vgl. Abschnitt |3.2.2.1)).

m=>57

m=63

m=108

Hier ist 30 = P2 mit N(P) = 3'8. Die Menge B = {P} ist also einelementig. Die Klassenzahl
von E = Q((s7) ist 9, es ist Clg = () = Z/9Z zyklisch. Es gibt drei Bahnen unter der
Operation der Galoisgruppe, genauer A = {O,2,2A%}. Weiter gibt es genau eine Norm-
Restklasse total positiver Einheiten in o*, also £7 = {1}. Man erhilt drei Gitter, zwei Gitter
mit Minimum 6, eines mit Minimum 4.

Hier ist 30 = ¢ mit M(P) = 3°. Es ist B = {P3}. Die Klassenzahl von E = Q((s3) ist 7,
es ist Clg = () = Z/7Z. Hier gibt es zwei Bahnen von Idealklassen unter der Galoisgruppe,
genauer A = {O,A}. Des Weiteren gibt es genau eine Norm-Restklasse total positiver Ein-
heiten in o*, also £ = {1}. Man erhilt zwei Gitter von denen eines Minimum 4 und eines
Minimum 6 besitzt.

Hier ist 30 = P;Po mit N(P;) = N(P2) = 3'8. Es ist also B = {P1,Pa}. Die Klassenzahl
von E = Q((r¢) ist 19, es ist Clgy = () = Z/19Z. Es gibt zwei Bahnen von Idealklassen unter
der Galoisgruppe, genauer A = {O,2A}. Die Anzahl der total positiven Norm-Restklassen ist
1, also & = {1}. Es entstehen vier Gitter mit Minimum 6 von denen jeweils zwei isometrisch
sind.

Hier ist 30 = P8 mit N(P) = 3% Es ist B = {P}. Die Klassenzahl von E = Q(10g) ist
ebenfalls 19, modulo der Operation der Galoisgruppe sind es auch hier zwei Klassen. Weiter
gibt es eine Norm-Restklasse total positiver Einheiten, also £t = {1}. Man erhilt zwei
Gitter; eines davon ist das Gitter 18.Ay mit Minimum 2, das andere besitzt ein Minimum

von 6.

Somit liisst sich als Ergebnis festhalten, dass in dem Geschlecht IT36(3118) kein extremales Gitter mit

einer Struktur als Ideal-Gitter {iber einem Kreisteilungskorper existiert. ]

Séamtliche Ergebnisse sind in der nachfolgenden Tabelle aufgefithrt. Dabei ist £ die Stufe
der Z-Gitter, E der jeweilige Kreisteilungskérper, h” die Gesamtanzahl der gefundenen Ideal-Gitter,
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., 14 be-

die Anzahl der extremalen Z-Gitter (bis auf Isometrie), welche eine Struktur als

., h14 die Anzahl der hermiteschen Gitter, welche als Z-Gitter ein Minimum von 2, ..

ha, ..

Z
ext

sitzen, und h

Ideal-Gitter iiber dem Koérper E besitzen.
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TABELLE 3.2. Ideal-Gitter iiber Kreisteilungskérpern Q(¢,,,) mit m # pt.
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BEMERKUNG 3.2.13. Wie in Bemerkung gesehen, ist a priori nicht klar, dass alle Ideal-Gitter
iiber einem Korper E zu gegebener Stufe und Determinante im selben Z-Geschlecht liegen. Dies ist

jedoch fiir die betrachteten Kreisteilungskorper stets der Fall. ]
Als Ergebnis dieser Klassifikation erhélt man:

SATZ 3.2.14. In der nachfolgenden Tabelle sind fiir die Stufen £ € {2,3,5,6,7,11,14,15,23} bis
Dimension < 48 die Anzahlen extremaler Gitter mit einer Struktur als Ideal-Gitter tiber einem Kreis-

teilungskirper Q(Cm), m # p", 2p", p ungerade Primzahl aufgelistet.

[(n [2[3[5]6a]6b[7[11[14]15]23]
4J1]J1]JoJoJoJo[1[1]oO]1
glif[1]a] 1 Ji[r[1]1]-
121111 ]JoJoJo[1]0]-
6120 1 [3]-]0]1]-
20[1[ojojo]1[0o[-]O0]O]-
24[1[1]1] 2 Jo[-Jo]o]-
32/4[7]0] 0o Jo[-[-[-1]-
36|(3[0jojo0fofo[-[-]-1-
40]6Jofo] o Jo[-[-]-1]-
a4]ofJofo[ o [-T-T1T-T1-1-




61

3.3. Allgemeines zu Geschlechtern und Maf3formel

Sei auch in diesem Abschnitt weiterhin E ein CM-Koérper mit maximal reellem Teilkérper F'. Be-
kanntlich korrespondieren die Primideale von F' gerade zu Klassen dquivalenter nicht-archimedischer
Bewertungen von F'. Diese werden im Folgenden auch Stellen genannt und ebenfalls mit p bezeichnet.

Die Menge dieser Stellen von F sei Qp. Gilt p | 2, so spricht man auch von einer dyadischen Stelle.

Fiir p € Qp bezeichne F, die Komplettierung von F' an der Stelle p und entsprechend Fy die Kom-
plettierung von E an der Stelle P (im Sinne von [O’M63] §11F). Im Folgenden wird mit 7 stets ein
uniformisierendes Element von F}, bezeichnet. Weiter sei Fy, := F, @ E die Komplettierung von E
an der Stelle p. Es gilt (vgl. [Neu92] II (8.3)):

Ey pO € {P, %%}
Fy x F, pO =PP
Auf E, definiert man weiter eine Involution als Fortsetzung der Involution — durch f® e — f ®e.

Bei der Identifikation wie in entspricht diese Involution im ersten Fall gerade der Involution
der quadratischen (Korper-)Erweiterung Eq/F, und im zweiten Fall gerade der Vertauschung der

(24) B, =

Komponenten von F, x Fj.

Den Ring 9, definiert man als den ganzen Abschluss von o, in Ey, sodass man im Fall pO = 3, 33?
den gewohnlichen Ganzheitsring von Ey, also Ogs und im Fall pO = PP den Ring o, x oy, erhilt.
Fiir ein O-Ideal A sei Ay, := O, - A. Im Fall pO = P, PB? erhilt man also einfach A, = Agy, withrend

im anderen Fall 2, = pre () prs (%) ist. Insbesondere erhilt man fiir die Differente:

D . O e {9, B2
D, = (D) — Eq p {‘33:43 }
DF, xDF, pO="PP

Ist 2 in beliebiges D-Ideal, so gilt
(25) A= () @A NE).

PEQF
Weiter definiert man V,, := F, @p V. Dann ist V,, ein freier Ey,-Modul vom Rang N = dimg (V). Die
hermitesche Form h kann auf V,, fortgesetzt werden durch h(f; ® v, fo ® w) := fifo ® h(v,w).
Ist L ein O-Gitter auf V, so ist L, := O, - L ein O,-Gitter auf Vj,. Die Definitionen des dualen
Gitters, des Skalen-, Norm- und Volumenideals sowie der Eigenschaften modular und maximal sind in
naheliegender Weise auf O,-Gitter zu iibertragen. Ist L = %dy21 + ...+ Anxn, so ist Ly, = (A1)px1 +
...+ (An)pxn. Daraus ergibt sich leicht (L,)* = (L*), sowie sL, = (sL)p, nL, = (nL), und vL, =
(vL),. Zusammen mit ([25) erhdlt man somit, dass ein O-Gitter L genau dann A-modular ist, wenn
fiir jede Stelle p € Qp das O,-Gitter L, A -modular ist. Dartiber hinaus gilt:

L= () Ly,nV)
peEQR

Die Definition eines Geschlechts von Gittern auf einem hermiteschen Raum (V, h) lautet wie folgt:

DEFINITION. Sei L ein O-Gitter auf dem hermiteschen Raum (V,h). Das Geschlecht von L ist

definiert als
gen(L) := {O-Gitter K CV | Vp € Qp T, € U(V}, h) : Ky =vu(Ly)}

Ein Geschlecht (auf einem total positiv definiten hermiteschen Raum) ist also wie tiblich durch

die Angabe einer Isometrieklasse fiir jede Stelle p € Qp festgelegt.
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3.3.1. Hermitesche Geschlechter. Sei im Folgenden stets L ein hermitesches D-Gitter, wel-
ches mittels Spurkonstruktion ein gerades Z-Gitter mit gegebener quadratfreier Stufe ¢ und Determi-
nante dg ergibt. Es sollen nun unter gewissen Voraussetzungen an das Gitter L und den Kérper E alle

moglichen hermiteschen Geschlechter eines solchen Gitters L bestimmt werden.

Aus Prop. erhilt man fiir ein solches Gitter L zunéchst
(26) sL C D" und N(vL) = do - |dp| V.

Da weiter die Stufe von L gleich ¢ ist, gilt nach Lemma (L# C L C L¥ und wegen L# = @ElL*
auch:

(27) D' L* CLCD,'L*

Insbesondere sind unimodulare Z-Gitter L (also mit £ = dy = 1) als O-Gitter somit (global) D,'-

modular.

Allgemeiner erhilt man fiir beliebige Stufe ¢ durch Ubergang zu den Komplettierungen (d.h. Multi-
plizieren mit O,) der Inklusionskette die folgenden Beziehungen:

—17r=* —17x*
(28) (D15 C L, CDGML;

Offenbar zeigen diese Inklusionen bereits fiir jede Stelle p € Qp mit p 1 ¢, dass L, = @E;L; gilt, d.h.
L, also @E:—modular ist. An einer Stelle p € Qp, welche unverzweigt in der gesamten Erweiterung
E/Q und damit teilerfremd zu @ ist, folgt dariiber hinaus Ly = Ly und somit ist Ly fiir eine solche

Stelle p unimodular.

Fiir alle iibrigen Stellen p € Qp ist das Gitter L, nicht notwendig modular, dhnlich wie bei Z,-Gittern

kann man jedes Gitter in eine Summe von modularen Gittern zerlegen:

DEFINITION. Eine Zerlegung A = L;czJ; eines O,-Gitters A heiit Jordan-Zerlegung, falls J;
entweder P’-modular im Fall pO € {, B2} bzw. p’ x p-modular im Fall pO = PR ist oder J; = {0}
gilt. Zwei Jordan-Zerlegungen A = 1 ;c7J; und A= J—ieri sind vom selben Typ, wenn dim J; = dim jl
und J; normal genau dann, wenn J; normal ist. Dabei heifit ein Gitter J normal, falls nJ = sJ und

subnormal anderenfalls, also wenn nJ C sJ.

Man kann leicht zeigen, dass jedes O,-Gitter eine Jordan-Zerlegung besitzt (vgl. [Jac62] 4.3

bzw. |[Ger70] 1.6). Weiter kann man genau wie in [O’M63] 91:9 zeigen, dass der Typ jeder Jordan-
Zerlegung eines Gitters stets derselbe ist. Der Typ einer beliebigen Jordan-Zerlegung eines O,-Gitters
wird im Folgenden als dessen Jordan-Typ bezeichnet.
Die fiir das Folgende notwendige lokale Theorie fiir hermitesche Formen wurde in [Jac62] im Fall
einer nicht-zerlegten Stelle und in [Ger70] im Fall einer zerlegten Stelle entwickelt. Die Ergebnisse
sollen hier kurz zitiert werden. Es wird sich zeigen, dass diese Klassifikation in groflen Teilen einfacher
ist als die entsprechenden Resultate fiir quadratische Formen (vgl. auch [O’M63] 92:2 und 93:28).

PROPOSITION 3.3.1. (vgl. [Jac62] Theorem 7.1. bzw. [Ger70] Theorem 1.5.) Sei p € Qp eine
nicht-verzweigte Stelle, d.h. es ist pO =P trige oder pO = PP zerlegt.
a) Ist A ein p'-modulares O,-Gitter (genauer p'Oy-modular, d.h. P'-modular bzw. p* x p'-
modular), so gilt:
E=RC N
b) Zwei Oy -Gitter A und A sind isometrisch genau dann, wenn A und A vom selben Jordan-Typ
sind. ]
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BEMERKUNGEN 3.3.2.

(i) Fiir die hierbei verwendete Notation A 2 (a7, ..., ay) fiir ein 9,-Gitter A im Fall pO = PP
siche [Ger70] Rem. 1.6 oder auch [Shi64] Prop. 3.2.

(ii) Wegen h(z,y) = h(y,z) gilt fiir ein O,-Gitter A ebenfalls sA = sA. Ist also A A-modular, so
gilt notwendig A = 2. Insbesondere kann es im Fall pO = PP kein P-modulares O,-Gitter

geben. [

Ist p € QF eine verzweigte Stelle, d.h. gilt pO = B2, so ist II := /7 ein uniformisierendes Element

von Eg. Fiir jedes i € Z bezeichnet man in diesem Fall das 2-dimensionale B*-modulare O,-Gitter

H(7) mit
(0 I
H(z) = (Hi 0 )

als (PBi-modulare) hyperbolische Ebene. Ist ein Gitter isometrisch zu einer orthogonalen Summe H(i) |
... L H(i) von *-modularen hyperbolischen Ebenen, so bezeichnet man das Gitter auch als hyper-
bolisch. Falls p eine nicht-dyadische verzweigte Stelle und damit 2 eine Einheit ist, so gilt H(i) =
% (% _22) verifiziert. Ist ¢ hin-

gegen ungerade, so ist H(i) subnormal und damit insbesondere nicht diagonalisierbar.

(m'/2, —7*/?) fiir jedes gerade 4, wie man leicht mit der Transformation

PROPOSITION 3.3.3. (vgl. [Jac62] Theorem 8.2.) Sei p € Qp eine verzweigte, nicht-dyadische
Stelle, d.h. es ist pO = B2 und es gilt p 1 2.
a) Sei A ein P'-modulares O,-Gitter. Dann gilt:

i i 7(n—1)i
(m2,...,m2,m~ " 2

dA)  falls i gerade
HG) L...... 1 H(%) falls i ungerade

A

1%

b) Zwei O,-Gitter A und A sind genau dann isometrisch, wenn die folgenden beiden Bedingun-
gen erfillt sind:
1. A und A sind vom selben Jordan-Typ.
2. Ist A = LJ; bzw. A = LJ; jeweils eine Jordan-Zerlegung von A bzw. A, so gilt dJ; = dJ;
fir alle i € 27. O

Eine Folgerung der Propositionen und ist, dass die Jordan-Zerlegung eines Gitters an
einer nicht-verzweigten oder nicht-dyadischen Stelle bis auf Isometrie eindeutig ist, d.h. sind 1 J; bzw.
1.J; zwei Jordan-Zerlegungen eines Gitters A, so gilt J; 2 J; fiir alle i € Z.

Diese Eindeutigkeit ist fiir eine verzweigte dyadische Stelle im Allgemeinen nicht gegeben. Beispielswei-
se gilt (1,—2) = (—1,2) iiber dem Kérper Q(v/—2), wie man mit Hilfe der Transformation (% %)
leicht nachrechnet. Andererseits ist jedoch (—1) 2 (1) sowie (—2) % (2), wie sich an dem Hilbert-
Symbol (-1, —2)s = —1 zusammen mit [O’M63] 63:10 ablesen ldsst.

Fiir das allgemeine Klassifikationsresultat fiir eine verzweigte dyadische Stelle sei auf [Jac62] §11 ver-
wiesen. Hier werden ausschliellich die bendtigten Ergebnisse modulare Gitter betreffend zitiert. Sei
also nun p € Qp eine verzweigte dyadische Stelle, d.h. es gelte pO = P2 und p { 2. Die Erweiterung
E,/F, hat dementsprechend Grad [E, : F}] = 2. Demzufolge gibt es ein Nicht-Quadrat § € F}, mit
E, = Fp(\/é). Durch Multiplizieren mit einer entsprechenden Potenz von 7 kann erreicht werden,
dass 6 € o, \ p?, also ist 6 entweder Einheit oder Primelement. Im ersten Fall heifit die (verzweigte
quadratische) Erweiterung E, /F, vom Typ R-U (,Ramified-Unit“) und im zweiten Fall vom Typ R-P
(, Ramified-Prime*).
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PROPOSITION 3.3.4. (vgl. [Jac62] §9 und §10) Sei p € Qp eine verzweigte dyadische Stelle, d.h.
es ist pO = P2 und es gilt p | 2. Sei A ein Pi-modulares O, -Gitter.
a) Es ist nH(i) C nA.
b) Ist dim A = 2 und nA = nH(3), so gilt im Fall R-U und i gerade bzw. R-P und i ungerade,
dass A = H(z) ist.
c) Ist dim A > 3, so gibt es ein Ag mit dim Ag € {1,2} und nAg = nA, so dass gilt

A H@GE) L ... LH®) L Ao.

Insbesondere gilt fiir ein P*-modulares Gitter A im Fall R-U und i gerade bzw. R-P und i ungerade,
dass A = H(i) L ... L H(i) ist genau dann, wenn nL = nH(i). O

Da die Gitter, welche hier von Interesse sind, wie oben bereits bemerkt an gewissen verzweigten
Stellen lokal @Ei—modular sind, ist also die Paritét von qu(i)gj) = —vp(DE,) zu bestimmen, um die
obige Klassifikation anwenden zu koénnen. Hierzu dienen das unten folgende Lemma und Korollar.
Dabei verwendet wird der quadratische Defekt dp(e) einer Einheit e € of. Dieser ist definiert als
diejenige Potenz p? des Ideals p, modulo der die Einheit € ein Quadrat ist, nicht aber modulo p?+!.
Man kann zeigen, dass der quadratische Defekt d,(c) stets eines der Ideale {0} C 40, C 4p~t C
4p=3 C ... Cp® Cpist (vgl. [O'M63] 63:2) und dass die Erweiterung F,(v/0)/F, fiir eine Einheit
0 € o, genau dann unverzweigt ist, wenn d,,(0) = 4o, (vgl. [0’M63] 63:3).

LEMMA 3.3.5. Sei E,/F, eine verzweigte quadratische Erweiterung. O.B.d.A. sei 6 € o, \ p?
gewdhlt mit E, = Fp(\/g). Dann gilt:
a) Ist p nicht-dyadisch, so gilt D, /p, =B.
b) Ist p dyadisch und Ey/F, vom Typ R-P, so gilt g, /r, = 2.
c) Ist p dyadisch und Ey,/F, vom Typ R-U, so gilt g, /r, = 2P 24, wobei 9, (0) = p?@*1 der
quadratische Defekt der Finheit 6 ist.

BEWEIS. In den Fillen a) und b) ist § = 7, im Fall ¢) 6 = 1 + 729t1§ mit einer Einheit ¢ fiir
ein geeignet gewiihltes uniformisierendes Element 7. In den Fillen a) und b) ist dann II = v/ ein
Uniformisierendes von F, im Fall ¢) das Element IT = 11:;/5 (vgl. [Jac62] §5).

Nach [Ser79] I Prop. 18 ist dann stets O, = o0,[II], d.h. {1,1I} ist eine 0,-Basis von O,. Das Mini-
malpolynom von II ist my = X? — 6 € 0,[X] baw. mp = X? — 2 X + ;;f € 0,[X]. Nach [Neu92]
IIT (2.4) gilt folglich:

(2v0)O im Fall a) und b)
Dp,/p, = mp(I)O, = ’

(ZV0)O, im Fall )
Daraus folgt leicht das Resultat. O

KOROLLAR 3.3.6. Sei E,/F, eine verzweigte quadratische Erweiterung. Dann gilt:
a) Ist p nicht-dyadisch, so ist vp(Dp,) ungerade.
b) Ist p dyadisch und E,/F, vom Typ R-P, so ist vp(Dp,) ungerade.
c) Istp dyadisch und E,/F, vom Typ R-U, so ist vpx(DE,) gerade.

BeEWEIS. Es gilt die folgende Formel (vgl. [Lan94] ITI, §1 Proposition 5)
©Ep = DEP/FP ’ QFpDP

und somit vp(Dp,) = vp(DE,/F,) + vp(DrF,Op). Da pO = P? verzweigt ist, ist vyp(Dp,Op) =
2v,(DF, ) stets gerade. Mit Lemma folgt die Behauptung. |
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Demzufolge ist also fiir eine verzweigte, nicht-dyadische Stelle p € Qp ein ’Dgs—modulares Gitter
nach Prop. [3.3.3] stets von der Form

L2 H(up(®5")L. .. LH(p(@5h).

Ist p € Qp eine verzweigte dyadische Stelle und ¢ gerade im Fall R-U oder 7 ungerade im Fall R-P, so
erhéilt man zusammen mit [Jac62] (9.1) und Lemma [3.3.5}

nH(i) = B Dy yr,
. - —1\ -1 R i y—1 .
Gilt nun i = vp(Dy ) = Vgp(@Ep) oder dquivalent P* =D, so ist
nH(vp(951)) = D%, - Dp, /5, = Df, Oy
Ist also A ein DE:—modulares Gitter mit nA C @}:Dp = nH(vp (D)), so gilt nach Prop. bereits
L2 H(up(®5")L. .. LH(gp(®5h).
Es folgt nun das erste Hauptresultat dieses Abschnitts:

SATZ 3.3.7. Sei E ein CM-Kérper mit mazimal reellem Teilkorper F' und Ganzheitsring O. Weiter
sei L ein O-Gitter, welches mittels Spurkonstruktion ein gerades, unimodulares Z-Gitter ergibt. Zudem
gelte nL, C @;153. Dann ist das hermitesche Geschlecht von L festgelegt durch:

H(vp(D5)L ... LH(up(D5Y) p verzweigt in E/F (d.h. pO =$2)

(29) L, - . _
’ (v @p) , R @e) Y p unverzweigt in E/F (d.h. pO € {8, PR})

Ist umgekehrt L ein O-Gitter in dem durch (@ festgelegten Geschlecht, so ist L aufgefasst als Z-Gitter

gerade und unimodular.

BeEwEis. Da L aufgefasst als Z-Gitter unimodular ist, gilt @ElL* = L# = L. Das Gitter L ist
also D ,'-modular, inshesondere ist L, also auch @E:—modular fiir jede Stelle p € Qp.
Ist p € Qp eine nicht-verzweigte Stelle, so folgt L, = (2 @5 a2 (®5)) aus Prop. m Ist
p € Qp eine verzweigte, nicht-dyadische Stelle, so folgt aus Prop. a), dass gilt

Ly = H(up(@5")L... LH(vp(D5"),

denn L, ist p** ®5")-modular und Vs;;(i),}l) ist nach Korollar ungerade.

Ist p € Qp verzweigt dyadisch, so gilt wegen der Voraussetzung nL C CDIZID auch nL, C @}:Dp fiir
die Stelle p. Aus Prop. [3.3.4) a) folgt @}:Dp = nH(up(D3")) € nLy, insgesamt also nL, = @I_,:Dp.
Nach Prop. 3.3.4]b) und c) folgt schlieBlich L, = H(vy(D5"))L ... LH(vp(D5")).

Ist umgekehrt L ein O-Gitter in dem durch festgelegten Geschlecht, so rechnet man leicht nach,
dass dann sL = D', nL = D'O und oL = D" gilt. Nach Prop. a) ist L wegen nL = D,'O
gerade und wegen vL = DEN folgt mit Prop. [3.1.4

det(L) = |dg[Y - N(oL) = |de|Y - N®Dp) ™V =1.
Somit ist L ein gerades unimodulares Gitter. |

BEMERKUNGEN 3.3.8.
(i) Das in Satz beschriebene Geschlecht muss nicht existieren, d.h. es muss kein globa-
les Gitter geben, dessen Komplettierungen wie in angegeben sind. Da bekanntermaflen
gerade unimodulare Z-Gitter nur in durch 8 teilbaren Dimension existieren, existiert bei-

spielsweise fiir imaginir-quadratische Zahlkorper E dieses Geschlecht nur fiir N =4 0.
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Ist allgemeiner E ein CM-Korper derart, dass zumindest eine Stelle p € Qp verzweigt ist in
E/F, dann ist der Rang N eines Gitters in dem in Satz beschriebenen Geschlecht stets
gerade, denn an einer solchen Stelle ist das Gitter hyperbolisch. Beispielsweise gilt dies fiir
alle Kreisteilungskérper Q¢, fiir Primzahlen p > 2.

(ii) Existiert das Geschlecht, so ist dieses das Geschlecht @;1D—maximaler Gitter auf V, denn
fiir ein solches Gitter L ist sL = D', nL = D5'O und oL = DV, Also ist @EjVF DY =
@EN = pL und mit Lemma ist L also leD—maximal.

(iii) Die Bedingung nL C D;lD ist dann tiberfliissig, wenn die Tatsache, dass das Spurgitter von
L ein gerades Z-Gitter ist, diese bereits impliziert. Unter anderem gilt dies nach Korollar

[B-1-10) fiir alle imaginér-quadratischen Zahlkorper und fiir alle Kreisteilungskorper. n

PROPOSITION 3.3.9. Sei E ein CM-Kérper mit mazimal reellem Teilkérper F' und Ganzheitsring
9. Weiter sei L ein O-Gitter vom Rang N und £ € N mit ggT(¢,dg) = 1. Gilt sL C @El, nL C @;19
und oL =[], pke - DN mit [T, N(pr») = do sowie s(L*) C D, so ist das Spurgitter von L ein
gerades Gitter der Determinante dg und die Stufe von L ist ein Teiler von £. Ist £ minimal mit der
FEigenschaft s(L*) C %@E, so ist £ die Stufe von L.

BEWEIS. Geméf b) ist das Spurgitter von L wegen sL C @El ein ganzzahliges Z-Gitter.
Nach Prop. a) ist L wegen nL C D 'O gerade und wegen vL = D - Ty p*r O folgt mit Prop.
¥

det(L) = |dg|V - N(oL) = |dp|¥ - N@DE) ™ - [[NP*O) = do.
ple
Wegen s(L*) C $Dp folgt weiter mit L# = D ;' L*:

s(L#) = s(DZ'L*) = D3%s(L%) C 1931

Folglich ist das Spurgitter von L# aufgefasst als O-Gitter auf dem hermiteschen Raum (V,¢h), wel-
ches als Z-Gitter also isometrisch zu ‘L# ist, ein ganzzahliges Gitter. Ist dy ungerade, so ist ‘L#
bereits gerade nach Lemma [T.1.1] Ist dy gerade, so ist auch ¢ gerade und aufgrund der Voraussetzung
geT(¢,dg) = 1 ist insbesondere das Ideal 20 unverzweigt in der Erweiterung E/F. Damit ist *L# als
ganzzahliges Spurgitter nach auch gerade. Es ist also in jedem Fall die Stufe von L ein Teiler
von ¢ und damit insbesondere kleiner oder gleich £.

Bezeichnet umgekehrt ¢ die Stufe des Gitters L, so muss notwendig s(L#) C D5 gelten. Mit L# =
D' L* folgt s(L*) C 1D p. Ist also ¢ die kleinste natiirliche Zahl mit der Eigenschaft s(L*) C 1D,
so ist ¢ die Stufe von L. (]

SATZ 3.3.10. Sei E ein CM-Kérper mit mazimal reellem Teilkérper F und Ganzheitsring 9.
Weiter sei L ein O-Gitter vom Rang N. Dann gilt:

a) Ergibt L mittels Spurkonstruktion ein gerades Z-Gitter der Stufe ¢ (quadratfrei) und Deter-
minante dy und gilt zusdtzlich nL C @I}lD sowie ggT(¢,dg) =1, dann gilt fir alle p € Qp:

H(vg (D5")L. .. LH(wp(®5")  p verzweigt in E/F

(30) I, o2 ( me®s) , e (@5 ) p unverzweigt in E/F,pt{
p =
O T 1) L(.... .. ,0)  p unverzweigt in E/F,p | £,
——
kp-mal

wobei ky = vy(vL) ist und die Bedingung [, N(p*r O) = dy erfiillt sein muss.
b) Gibt es ein £ € N quadratfrei mit ggT({,dg) =1 so, dass sich das Geschlecht des O-Gitters

L wie in a) schreiben lisst, so ergibt L mittels Spurkonstruktion ein gerades Z-Gitter der
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Determinante dy := HW N(pkr ). Ist £ minimal mit dieser Eigenschaft gewdhlt, so ist die
Stufe von L gleich £.

Bewels. a) Fiir die Stellen p € Qp mit p 1 £ verlduft der Beweis analog zu dem Beweis von
Satz Sei also p € Qp mit p | £. Aufgrund der Voraussetzung ggT(¢,dg) = 1 ist Dp, = O, und
insbesondere ist das Ideal p unverzweigt in der Erweiterung E/F. Wegen ECDElL* = (L% C L folgt also
¢Ly C Ly, d.h. in einer Jordan-Zerlegung von L, kommen hochstens zwei Komponenten vor, némlich
nur eine uni- und/oder eine p-modulare Komponente. Nach legt allein der Typ der Jordan-
Zerlegung die Isometrieklasse fest. Somit ist L, = (1,...,1,7,...,m). Da ¢ wegen ggT({,dg) = 1
unverzweigt in der Erweiterung F/Q ist, kann ¢ als Uniformisierendes gewéhlt werden. Ist k, die
Dimension der p-modularen Komponente, so gilt offenbar k, = vp(vL,) = vy (vL). Insgesamt erhilt
man iiber die Formel vL = Nyeq, vL, als Volumenideal fiir ein Gitter in dem im Satz angegebenen
Geschlecht das Ideal @EN . Hp| ,P" 9. Da die Determinante des Spurgitters von L nach Voraussetzung
gleich dj ist, muss nach Prop. d) notwendig gelten:

[[91* ©) = |di|™ - N(oL) = det(L) = do

ple
b) Gibt es umgekehrt ein £ € N mit ggT({,dg) = 1 so, dass sich das hermitesche Geschlecht von L wie
in a) schreiben lésst, so rechnet man leicht nach, dass dann sL C @El, nL C CD;ID, s(L*) C %CDE

und vL = ’DEN . prpk"D gilt, wobei wegen Prop. d) gilt:

do = N([[p**O) = |de|™Y - N(vL) = det(L)
ple
Offenbar ldsst sich das Geschlecht von L genau dann fiir ein £ € N auf die Weise wie in a) schreiben,
wenn s(L*) C $Dp gilt. Mit Prop. folgt somit die Behauptung. O

KOROLLAR 3.3.11. Es gibt eine bijektive Korrespondenz zwischen mdglichen Geschlechtern derje-
nigen O-Gitter L vom Rang N mit nL C @ElD, welche mittels Transferkonstruktion gerade Z-Gitter

der Stufe ¢ und Determinante do liefern, und ganzen o-Idealen a = HW pFe mit:

1 ky <N
2. N(ad) = dy O

Es soll nun eine systematische Bezeichnung fiir die Geschlechter wie in gefunden werden. Ist
die Erweiterung E/F verzweigt, d.h. ist mindestens eine Stelle p € Qg verzweigt, so ist der Rang
N eines solchen Gitters L stets gerade, da L an einer solchen Stelle hyperbolisch ist (vgl. auch Bem.
. Der Vollsténdigkeit halber und fiir spétere Zwecke soll auch fiir ungerades N und eine verzweigte
Erweiterung E/F ein Geschlecht definiert werden:

Dieses sei zunéchst fiir jede unverzweigte Stelle p € Qp wie in definiert und fiir eine verzweigte

Stelle p € QF sei ein Gitter in diesem Geschlecht von der Form:
(31) Ly = H(ug(D5)) L. .. LH(ug(D5"))L(r2vs e )

Das Volumenideal eines solchen Gitters L ist ’Dgév Dg,/r, fir jede verzweigte Stelle p € Qp und
@Eév sonst, sodass man als Produkt iiber alle Stellen gerade vL = @EN D g p erhilt und somit ist
NL) =NDp) N - NOg/F).

Ein solches Gitter liefert mittels Spurkonstruktion ein gerades Z-Gitter der Determinante N0z ,/r).
Ist die Erweiterung E/F unverzweigt, so stimmt dieses Geschlecht insbesondere mit dem durch

definierten Geschlecht iiberein.
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DEFINITION. Sei E ein CM-Korper mit Ganzheitsring O und maximal reellem Teilkérper F' mit
Ganzheitsring 0. Weiter sei £ € N mit ggT(¢,dg) = 1. Das dem o-Ideal a = J[, prr mit k, < N
entsprechende Geschlecht von O-Gittern L vom Rang N der lokalen Gestalt
Hrp(®5") Loovoiiin.. 1 H(vp(D3'))  p verzweigt in E/F, N gerade
H(vp (D5") L. .. J_H(l/sp(@El))J_@r%”‘n(@;lD)) p verzweigt in E/F, N ungerade

< 71"/‘43(@;:1)

th
IR

s e , me(®5) ) p unverzweigt in E/F,pt¢
(1, i, I T R G , L)  punverzweigt in E/F,p | £

kp-mal
fiir alle p € Qp iiber dem Kérper E wird im Folgenden mit &% (a) bezeichnet.

Ist a = o ein Hauptideal, so sei % () := &% (a). Das Geschlecht &% (¢¥/2) wird im Folgenden auch
als Hauptgeschlecht bezeichnet. Das fiir den Spezialfall £ = 1 entstehende Geschlecht 6]%(0) wird kurz

als % bezeichnet.

Im folgenden Abschnitt soll eine explizite Maflformel fiir diese Geschlechter angegeben und aus-

gewertet werden.

3.3.2. Mafiformel und Standardmafl. Ein wichtiges Hilfsmittel fiir die Klassifikation von
Geschlechtern ist die Mafiformel. Das Maf fiir ein hermitesches Geschlecht & ist wie iiblich definiert

als
oo
MaB(®) := ; T

wobei hier iiber ein Reprisentantensystem {Li,..., Ly} der Isometrieklassen in dem Geschlecht &
summiert wird. Die fiir hermitesche Gitter zunéchst von H. Braun bewiesene Mafiformel macht dieses
Mafl nun a priori ohne Kenntnis des gesamten Geschlechts berechenbar und dient somit als Beweis
dafiir, dass eine gegebene Menge nicht isometrischer Gitter ein vollstdndiges Reprisentantensystem

fiir die Isometrieklassen in dem entsprechenden Geschlecht ist.

THEOREM 3.3.12. (vgl. [GY00] Theorem 10.20E|) Sei E ein CM-Kérper mit mazimal reellem
Teilkorper F und Ganzheitsring 9. Sei L ein hermitesches O-Gitter vom Rang N im Geschlecht .
Dann gilt:

(F:Q]

N .
N2 N(Nt1) j—1)! N _
Mafi(®) =2 |dp| > - NEgr) | ] (m)f NeL)* - [ ep(@)™
j=1 pPEQF

O

Die Hauptaufgabe bei der Auswertung der Maf}formel ist zunéchst die Bestimmung der sogenann-
ten lokalen Darstellungsdichten o, (L), die wie folgt definiert sind

. Aps (LvL)
ap(L) = slggo MN(p)N7

1Um die MaBformel in der angegebenen Version in den in dieser Arbeit verwendeten Notationen angeben zu koénnen,
sind einige Notationen anzupassen und einige Groflen auf den Fall eines CM-Korpers E zu spezialisieren:

(@) =2, dimg(G)=N2? [G:G°]=1, [Lt:L]=MN(L),

N .
. . _ _ _ (2m)7
d=[F:Q], n(V)=N, p=1, A ]1;[1(]‘71)!’

K,e=1.
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wobei hier A,s (L, L) die Anzahl der Isometrien von L/p° L angibt. Dies geschieht in der Arbeit [GY00]
fiir simtliche Stellen p € QF mit Ausnahme von verzweigten dyadischen Stellen, welche ergénzend in
[Cho12] bestimmt werden. Die Ergebnisse werden hier an den Stellen, an denen sie gebraucht werden,
zitiert und verwendet.

Fiir die Auswertung benétigt man im Wesentlichen die Dimensionen als reelle Lie-Gruppe (vgl.
[Bum04]) und die Ordnungen iiber dem Kérper F, (vgl. [CCNT'85]) der klassischen linearen al-
gebraischen Gruppen: Der allgemeinen linearen Gruppe GL(N), der unitdren Gruppe U(N), der
symplektischen Gruppe Sp(NN) sowie den orthogonalen Gruppen O(N) (fiir ungerades N) und OF(N)
bzw. O~ (N) (fiir gerades N, wobei O1(N) die orthogonale Gruppe des hyperbolischen Raumes be-
zeichnet) in N Variablen. Diese Zahlen sind in Tabelle zusammengefasst.

G dimg (G) | ordr, (G)
NeN GL(N)| N2 | ¢V TIX, (1—q7)

U(N) N2 gV’ .H;V:l (1= (—¢)7)

N € N gerade Sp(N) w N Hj\’:/f (1 _ q—zj)

OH(N) | ML o 75 (1 ¥) [T (1 - %)
O~ (N) | Y=L 9.4 .(1+q—%).1—[§\f:/12—1 (1— %)

2
IV (1 - 7Y)

N(N-—1)
2

N(N-1)
2

N € N ungerade | O(N) N(Aéfl) 2.q

TABELLE 3.3. Dimensionen als reelle Lie-Gruppe und Ordnungen iiber dem Koérper
F, der klassischen linearen algebraischen Gruppen in N Variablen.

Sei im Weiteren entsprechend der Voraussetzung in [Chol2] das Ideal 2Z stets unverzweigt in
der Erweiterung F'/Q, d.h. fiir jede dyadische Stelle p € Qp ist 7 = 2 ein uniformisierendes Element.
Eine solche Stelle wird auch als 2-adische Stelle bezeichnet. Das hat unter anderem zur Konsequenz,
dass im Fall R-U der quadratische Defekt 9, () in der verzweigten Erweiterung Fyg = F},(#) nur noch
20, sein kann, da im Fall 9, (0) = 4o, die Erweiterung unverzweigt wire und im Fall 9,(¢) = {0} die

Erweiterung trivial, also nicht quadratisch wére.

Es soll nun das Maf des Geschlechts &% berechnet werden. Im Folgenden sei dazu L ein Gitter im
Geschlecht &%. Es werden nun die lokalen Darstellungsdichten (L) dieser Gitter abhiingig von der
Paritdt von N fiir sdmtliche Stellen p € Qp bestimmt.

Sei zunéichst p € Qp eine in der Erweiterung F/F' nicht-verzweigte Stelle, d.h. p ist entweder trége oder
zerlegt in E//F. Unabhingig von der Paritét der Dimension N gilt hier L, & <7r”"3(©;31), L mve(®E))Y,
insbesondere besitzt die Jordan-Zerlegung an der Stelle p also nur eine D g, -modulare Komponente.
Nach [GYO00] Proposition 6.2.3 und Theorem 7.3 erhilt man:

v (D3N vaz1 (1—9p)~7) falls p in E/F zerlegt

H;V:1 (1= (=N(p))™7) fallspin E/F trige

(32) ap(L) = N(p)

Sei als néchtes p € Qp eine verzweigte, nicht-dyadische Stelle. Ist N gerade, so ist gemaf hier
Ly =& H(vp(®5"))L... LH(vp(D3")), d.h. die Jordan-Zerlegung von L, besitzt hier ebenfalls nur
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eine ® g,-modulare Komponente. Nach [GY00] Prop. 6.3.9 und Thm. 7.3 erhélt man:

N/2
—1 2 .
(33) ap(L) = M(p) @R T (1 - 9(p) ™)
j=1
Ist N ungerade, so ist gemi (31) hier L, = H(vp(D5"))L. .. LH(wp (D5 YY) Lzzve(®F D)> Man
erhélt ebenfalls mit [GY00] Prop. 6.3.9 und Thm. 7.3:

(34) ap(L) =2 N(p) > DT _H p) )

Schlussendlich sei p € Qp eine verzweigte, dyadische Stelle. Hier sind fir die Erweiterung E, /F, die
beiden Fille R-U und R-P zu unterscheiden. Man erhélt fiir gerades N mit [Cho12] Thm. 5.2 fiir den
Fall R-U bzw. Thm. 8.2 fiir den Fall R-P die folgenden lokalen Darstellungsdichten
55) o m(p)m@?)ﬁ”ﬂ T1V/2(1 = N(p)~%)  E,/F, vom Typ R-U

MN(p)vs s +3% H;,V:/f(l —N(p)~¥) E,/F, vom Typ R-P

und fiir ungerades N die folgenden Werte

(36) ap(L)=2- ' 5—1 V21— N(p)%)  Bp/F, vom Typ R-U
’ N(p)re @535 [NIV2(1 _9(p)2)  E,/F, vom Typ R-P.

Zur Auswertung der Mafformel ist nun das (unendliche) Produkt [, ay (L)~ 1 iiber alle Primstel-
len p € Qp zu berechnen.

Dazu definiert man zunéchst als Verallgemeinerung des Kronecker-Charakters den folgenden Charak-

ter xp/p auf der Gruppe der Ideale von F' wie folgt als multiplikative Fortsetzung von:

1 falls pO = PP zerlegt
Xe/F(P) == —1 falls pO =P triige
0 falls pO = P? verzweigt

Des Weiteren ist die L-Reihe zu x g, iiber das folgende Euler-Produkt gegeben:

(37) L(s,xg/r) = H(l —Xg/F(p)- N(p)~*)~"
P

Mit [Neu92] VII (8.1) erhilt man, dass das Euler-Produkt in absolut und gleichmé&Big auf der
komplexen Halbebene Re(s) > 1 konvergiert und somit L(s,xg/r) eine holomorphe Funktion auf
dieser Halbebene ist.
Eng verwandt mit dieser L-Reihe sind die Dedekindschen Zetafunktionen (g und (r. Fiir einen
Zahlkorper K ist die Dedekindsche Zetafunktion iiber folgendes Euler-Produkt definiert
C(s) =[] =9p)~) "
p

Bekanntlich ist auch (x fiir Re(s) > 1 eine holomorphe Funktion. Die folgende Proposition liefert nun

den angedeuteten Zusammenhang:
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PROPOSITION 3.3.13. (vgl. |[Zag81) §11 fiir den Fall eines quadratischen Zahlkorpers) Sei E/F

eine Erweiterung von Zahlkérpern vom Grad [E : F] = 2. Dann gilt:

Ce(s) = Cr(s) - L(s,xE/F)

BEWEIS. Es ist zunéchst

Ces) =@ - =[] -2 )"

RY PoPBlp
Es geniigt zu zeigen, dass die Eulerfaktoren fiir jedes Primideal p von F' iibereinstimmen. Dazu sind

wie iiblich drei Fille zu unterscheiden:
L. pO = PP. Hier ist xp,/r(p) = 1 sowie N(P) = N(P) = N(p) und es gilt
[T -2 )t =1 -9np)—)~>

Blp
2. pO = P. Hier ist xg/r(p) = —1 sowie N(P) = N(p)? und es gilt

H(l —NEP)"H =1 -N(p)2) "

Blp
3. pO = P2 Hier ist xg/r(p) = 0 sowie N(P) = N(p) und es gilt

[Ta-2)=)~" =1 —nm)—) "

Blp

In allen Fillen gilt also

[Ta=2P)) " =@ =2p)~) " (1= x/r(p)R(p) )"
Blp

Es folgt die Behauptung. O

Sowohl (g als auch (g besitzen eine eindeutige meromorphe Fortsetzung auf die gesamte komplexe
Ebene mit jeweils genau einem Pol an der Stelle s = 1. Somit besitzt auch L(s, xg/r) = Cr(s)/Cr(s)
eine meromorphe Fortsetzung auf die komplexe Ebene. Da sowohl (g als auch (r einen einfachen Pol
an der Stelle s = 1 besitzen, ist L(1, xg/r) < oo und somit ldsst sich L(s, xg/p) an der Stelle s = 1

holomorph fortsetzen.

BEMERKUNGEN 3.3.14.

(i) Ist E/F eine Galois-Erweiterung, so kann man zeigen (vgl. [Ara33]), dass dann (g (s)/Cr(s)
sogar eine holomorphe Funktion auf der gesamten komplexen Ebene ist. Insbesondere gilt
dies fiir einen CM-Korper E mit maximal reellem Teilkorper F'. Diese Tatsache wird im
Folgenden aber nicht weiter verwendet.

Ob selbiges fiir eine beliebige Erweiterung E/F von Zahlkérpern gilt, ist gerade Gegenstand
der Dedekindschen Vermutung.

(ii) Die Schreibweise X;; /F soll so verstanden werden, dass X?E‘ /P = 1 fiir gerades j € N der
triviale Charakter ist. Somit ergibt sich:

L(s,xg/r) J €N ungerade

L(s, X} p) =
BIE Cr(s) j € N gerade
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Mit Hilfe der L-Reihe L(s, xg/r) und der oben vereinbarten Konvention beziiglich der Potenzen

von X g, r lésst sich das Produkt [, ¢ ap(L)™! vereinfacht schreiben als

N ) 1 N gerade
T os(0) = @515 0@ % ] [ 0 e (p) - N (p) ) ©

—t
pEQR j=1peQp 2 N ungerade

2

N2 N 1 N gerade
=ldg| = -NOg/r)” 2 (4, x3
1:[ E/F 27t N ungerade,

wobei hier ¢ die Anzahl der in der Erweiterung E/F verzweigten Stellen p € Qp angibt. Setzt man
dies zusammen mit N(vL) = |dg|™Y im Fall N gerade und N(vL) = |dp|™ - N(0p/r) im Fall N
ungerade in die Mafiformel [3.3.12] ein, erhéilt man als Ma8 fiir das Geschlecht &%:

(38)
[F:Q] N(N—-1
: (G- N . NQpp) T~ N gerad
N2 j )! . E/F gerade
MaB(®7) =2 [dp| 2 4 T 26 ) -
H (2m)! ]1;[1 B/E Q’t‘ﬁ(bE/F)NUZH) N ungerade

Mit Hilfe der Funktionalgleichung fiir die Dedekindsche Zetafunktion (siehe z.B. [Lan94] XIII,
§3) ldsst sich die obige Formel noch weiter vereinfachen. Fiir die Dedekindsche Zetafunktion des (total

imagindren) CM-Koérpers E mit maximal reellem Teilkorper F' gilt folgende Funktionalgleichung

r(s) \\" ¥ . r(1—s)\"?
2 . = -7 1—
(39) (ok) sl oo = (Tomy) sl cuti =)
wihrend fiir den (total reellen) Korper F die folgende Funktionalgleichung gilt
F(s) [FQ] . F(l—s) [FQ] [
(10) (52) weliecr = (FLE)) e -
2 T2

Mit Hilfe der Legendreschen Verdopplungsformel T'(£)['(2H) = 215/ - I'(s) (vgl. [Zag81] §3 (11))
zusammen mit |dg| = |dp|*-N(0g,p) erhilt man aus (39) und sowie Prop.|3.3.13|fiir die L-Reihe
L(s,xg/r) die folgende Funktionalgleichung:

S
T2

[F:Q]
(F( 2 )> (ldp|- N(@g/r))? - L(s, xp/r) =
(41)

— [F:Q]
(F(l_.f) (Idr| - M) % - L — s x875)

w2

Umstellen und etwas Rechnung ergibt fiir gerades j € N aus

NN 1)
(12) 209 o )| = et~ (FF) et

und fiir ungerades j € N aus (41))

[F:Q]
(43) 210 L joxwye)] = (|- Mgy w)) (“ ) LG, X 0).
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Induktiv folgt nun leicht:

N
PO T 1L = 4y )l =
=1

J
(44) [F:Q) .
N2 N (j— 1) N ‘T((DE/F)NUZ = N gerade
|dF| 2 H (27r)j H j XE/F N(N+1)
j=1 = NOg/p)~ 4 N ungerade

Setzt man dies in die Formel ein, so erhélt man fiir das Ma8 fiir das Geschlecht &% :

N
- o 1 N gerade
(45) Ma(6 ) = 2!V TTLO o el 4

=1 27" N ungerade
Jedes Gitter in einem Geschlecht &% (a) ist ebenfalls an fast allen Stellen unimodular und stimmt daher
lokal mit einem Gitter im Geschlecht &% {iberein. Es gibt also nur endlich viele Stellen, an denen das
MaB des Geschlechts &% angepasst werden muss, um das Maf des Geschlechts &% (a) zu berechnen.
Es liegt daher nahe, das oben berechnete Maf§ als Standardmafl zu bezeichnen, mit dessen Hilfe dann

Mafe anderer Geschlechter mit endlich vielen ,, Korrekturfaktoren“ bestimmt werden kénnen.

DEFINITION. Sei E ein CM-Korper mit maximal reellem Teilkorper F' und N € N. Es bezeichne ¢
die Anzahl der in der Erweiterung E/F verzweigten Stellen p € Qp. Als N-dimensionales Standardmaf

stdy wird im Weiteren die folgende GréBe bezeichnet:

N
. o 1 N gerade
stdf = 91~ NFQ . H IL(1 — j, X%/ - »
j=1 2 N ungerade
Definiert man zusiitzlich stdg := 2, so lisst sich das StandardmaB fiir N € N rekursiv berechnen

durch die Formel:

2t N gerade
stdly = std_; 2779 [L(1 = Ny )] - &
2=t N ungerade

Mit dieser Bezeichnung kann man festhalten:
SATZ 3.3.15. Ist E ein CM-Kérper, so lautet das Maf des Geschlechts &%

MaB(6E) = stdk .

Um allgemeiner das Maf§ des Geschlechts &% (a) zu bestimmen, miissen nun fiir die (unverzweig-
ten) Stellen p € Qp mit p | £ die lokalen Darstellungsdichten bestimmt werden. Ist L ein Gitter im
Geschlecht &% (a) und a = []p*», so ist gemiB Satz L,=(1,...,1,¢,...,¢). Also besitzt die
Jordan-Zerlegung an der Stelle p eine k,-dimensionale p-modulare und eine (N — k,)-dimensionale
unimodulare Komponente. Mit [GYO00] Prop. 6.2.3 und Theorem 7.3 ergibt sich:

Eyp . Nk ‘ .
ap(L) = M) 5 - TT (1= e @) ) TT (1= e )00) )
j=1 j=1

Des Weiteren #ndert sich das Volumenideal fiir jede Stelle p € Qp mit p | £ um den Faktor p*». Da
die Norm des Volumenideals in der Mafiformel mit Potenz % eingeht, erhilt man fiir die Stelle p
zusitzlich den Faktor D(p)~Vke.
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Es ergibt sich fiir das Maf des Geschlechts &% (a) mit a = []p* folgender Korrekturfaktor fiir die

(unverzweigte) Stelle p:
NV T (1= 2y (0)0p) )
N - TI (1= (0)00) ) TS (1= X (0)9(p) )

Zusammenfassend kann man festhalten:

korrk (pFv) :=

KOROLLAR 3.3.16. Das Maf des Geschlechts % (a) mit a = [[p*» lautet

MaB (&% (a)) = stdk - H korrk (pFv).
ple
(]

BEMERKUNG 3.3.17. Man kann leicht zeigen, dass der Korrekturfaktor korry (p*») wie oben defi-
niert fiir jedes p eine ganze Zahl ist. Folglich unterscheidet sich das Maf} eines Gitters in dem Geschlecht

&% (a) vom Standardmaf std% ebenfalls nur um einen ganzzahligen Faktor. (]

3.3.3. Exakte Berechnung des Standardmafles. In diesem Abschnitt soll demonstriert wer-
den, wie man fiir gewisse CM-Korper E das Standardmafl exakt, d.h. als rationale Zahl, berechnen

kann.

Sei dazu im Folgenden E ein CM-Kérper und E/Q eine abelsche Erweiterung, d.h. E/Q ist galoissch
und Gal(E/Q) ist eine abelsche Gruppe. Nach dem Satz von Kronecker-Weber (vgl. [Was82] Theorem
14.1.) gibt es dann ein m € N so, dass gilt

E < Q(Cm)-

Weiter ist Gal(Q((n)/Q) 22 (Z/mZ)*. Bei dieser Identifikation entspricht der komplexen Konjugation
Cm = () gerade das Element —1 € (Z/mZ)*.

Im Folgenden sind die Charaktere der Gruppe Gal(Q((,,)/Q), die sogenannten Galois-Charaktere von
Interesse. Bei obiger Identifikation kénnen diese also aufgefasst werden als Charaktere der Gruppe
(Z/mZ)*.

DEFINITION. Ein Charakter der Gruppe (Z/mZ)*, d.h. ein Homomorphismus x : (Z/mZ)* — C*,
heifit Dirichlet-Charakter modulo m.

Die Menge aller Dirichlet-Charaktere modulo m bildet bekanntermafien mit der Verkniipfung
X - ¥(a) := x(a) - ¥(a) eine Gruppe, die sogenannte duale Gruppe ((Z/mZ)*)” = Gal(Q((n)/Q)”, im
Folgenden mit X, bezeichnet. Das neutrale Element xo von X}, nennt man auch den Hauptcharakter.
Da (Z/mZ)* eine endliche abelsche Gruppe ist, gilt ((Z/mZ)*)” = (Z/mZ)* und somit besitzt X,
ebenfalls p(m) = |(Z/mZ)*| Elemente.

Man hat eine natiirliche Paarung Gal(Q(()/Q) x X, — C* gegeben durch (o, x) — x(o).
Zu einer Untergruppe U C Gal(Q((n)/Q) bzw. eine Untergruppe X C X, wird definiert:

Xt = {o € Gal(Q(¢(n)/Q) | x(o) =1 fiir alle x € X}
Ut :={x € X, | x(o) =1 fiir alle ¢ € U}
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Die Paarung ist nicht entartet in dem Sinne, dass X- = {id} und Gal(Q((m)/Q)t = {x0}. Weiter
gilt (X)L = X und genauso (U+)+ = U (vgl. [Was82] 3.4.). Mit Hilfe der Galoistheorie erhzlt man,
dass die folgenden beiden Abbildungen

X — Ky := Fix(x?1)

K+ X := Gal(Q((m)/K)*
zueinander inverse, inklusionserhaltende Abbildungen sind. Auf diese Weise erhdlt man eine 1:1-

Korrespondenz zwischen Teilkérpern Q C K C Q((,,) einerseits und Untergruppen {xo} C X C X,

andererseits:

Q) o fida} o,
U N U
K — Gal(Q(¢m)/K) — Xk
U N U
Q — Gal(Q(¢n)/Q) — {xo}

Des Weiteren ist Xx = Gal(Q(¢,)/K)* = (Gal(Q(¢n)/Q)/ Gal(Q(¢n)/K))™ = Gal(K/Q)™. Da
Gal(K/Q) eine endliche abelsche Gruppe ist, folgt weiter Gal(K/Q)”™ = Gal(K/Q) und damit |Xx| =

| Gal(K/Q)| = [K - Q).

Ist mo € N ein Teiler von m und 1 : (Z/moZ)* — C* ein Dirichlet-Charakter modulo my, so ist

die Komposition von % und kanonischer Projektion 7 ein Dirichlet-Charakter modulo m:
(Z/mZ)* = (Z)moZ)* -2 C*

Einen Dirichlet-Charakter, welchen man nicht auf diese Weise zerlegen kann, nennt man primitiv. Ist
ein Charakter y nicht primitiv, so gibt es einen eindeutigen primitiven Dirichlet-Charakter ¥ modulo
einem Teiler my von m mit x = mwoy. Diesen Charakter y nennt man den zu x assoziierten primitiven

Charakter und den Modulus von ¥, d.h. die Zahl mg, nennt man den Fihrer f, von x.

Man kann einen Dirichlet-Charakter xy modulo m auch auffassen als Abbildung x : Z — C durch
folgende Festlegung:
X(a mod m) falls ggT(a,m) =1

x(a) ==
0 sonst

Einem solchen ebenfalls als Dirichlet-Charakter bezeichneten y : Z — C kann man eine Dirichletsche

L-Reihe wie folgt zuordnen:

L(s,x) = H (1 — @)—1

S
» p
Auf diese Weise wird etwa dem assoziierten primitiven Charakter ¥o = 1 des neutralen Elements

Xo € X, fiir jedes m € N die Riemannsche Zetafunktion L(s, xo) = ((s) zugeordnet.

Ein Dirichlet-Charakter y heifit gerade, falls x(—1) = 1 und ungerade anderenfalls, also wenn
x(—1) = —1. Die Menge der geraden Charaktere X% := {x € Xk | x gerade} ist Untergruppe von

Xk vom Index 2, die Nebenklasse der ungeraden Charaktere sei mit X7 bezeichnet.



76

PROPOSITION 3.3.18. Sei E C Q((n) ein CM-Kérper und sei Xg die zu E assoziierte Gruppe
von Dirichlet-Charakteren, Xp die Untergruppe der geraden Charaktere und X}, die Nebenklasse der

ungeraden Charaktere. Dann gilt:

a) CE(S) = Hx€XE L(S7 X)
b) Cr(s) = Tlyexy L(s,X)-
c) L(s,xp/r) = [Tyexs L(s,X)-

Bewers. a) Nach [Was82] Thm. 4.3 ist (x (s) =[], cx, L(s,X) fiir jeden Teilkérper K C Q(Gn),
insbesondere also fiir ' (und F).
b) Wegen F C F folgt zunichst Xr C Xg. Da F reell ist, also invariant unter der komplexen
Konjugation, muss die Menge X I% die komplexe Konjugation enthalten. Somit muss gelten x(—1) =1
fiir jeden Charakter y € Xp. Es folgt Xp C X). Wegen |Xr| = [F : Q] = [E : Q] = |X}] folgt die
Gleichheit. Somit folgt wie behauptet (p(s) = [[,cx, L(s,X) = erxg L(s,X)-
c) Die Behauptung folgt nun aus a) und b) zusammen mit Prop. O

Fiir einen primitiven Dirichlet-Charakter x kann die zugehorige L-Reihe L(s, x) fiir negative ganze
Stellen explizit ausgewertet werden. Es gilt fiir j € N (vgl. [Was82] Theorem 4.2.)

. B;

wobei Bj ,, die verallgemeinerten Bernoulli-Zahlen zum Dirichlet-Charakter x sind, welche {iber die

folgende Gleichung definiert sind
/

oo

x(ajte® t7

eft —1 - ZBJ’XF
a=1 3=0

und berechnet werden kénnen durch (vgl. [Was82|] Prop. 4.1.)

f
Bix =71 x(a)By(%),
a=1
wobei hier B; das gewthnliche j-te Bernoulli-Polynom bezeichne und f := f, den Fiihrer von .

BEISPIEL 3.3.19. Sei £ = Q({5) und somit F' = Q(+/5). Die Dirichlet-Charaktere modulo 5 lauten:

10 1 2 3 4
xo| 1 [0 1 1
x1|510 1 ¢ —i -1
x2| 50 1 -1 -1 1
x3| 510 1 — ¢ -1

Folglich sind also x1, X2, X3 primitiv, wohingegen yo durch den trivialen Charakter induziert wird.
Weiter ist X% = Xr = {x0, X2}, wihrend X}, = {x1, x3}. Man erhilt:

Cr(s) = L(s, Xo) - L(s, X2)

L(S’XE/F) = L(S’Xl) : L(S’X?))

Die zur Berechnung des Standardmafles bis zur Dimension 6 notwendigen Werte — B;’X fuirj=1,...,6

lauten:
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j 1 2 3 4 5 6
~ 1 1 1 1
Xo| =3 —13 0 1p 0 =553
)21 % O 745722 0 148245867, O
Ll 0 -2 0 2 0o i
)23 % 0 —4;—21 0 1482—5861' 0

Damit berechnet man nun mittels der im vorangegangenen Abschnitt angegebenen rekursiven Formel
die folgenden Standardmafle fiir den Korper E := Q((s5):

StF = 3 Oy ot = [ 352 =

=
N

E E — —
tdf =2+ - [or(-Dl stdf = 3158 - = by

stdf = 1. L. IL(~2,Xx&/r)| -stdy = Rl = T

N
N
|

E E
stdy =2- 2% |Cr(=3)] - std3” = % : ‘ﬁ'z‘ : ﬁ = 7201000

E_ 1 1 1/ CwaE _ 1 148+486i  148-86i| 1  _ _ 293
stdy’ = |L(—=4, xg/p)| - stdy = 55 25 25 720000 . 36000000

o=
N
|

293 19631

E _ 1 E _ 1 |—1 -—134
stdg' =2+ 2z’ [Cr(=5)] -stdy’ = 27 ‘ﬁ 75 |- 36000000 — 45360000000

Das Standardmafl kann also wie folgt berechnet werden:

KOROLLAR 3.3.20. Sei E ein abelscher CM-Kdérper mit maximal reellem Teilkorper F. Es be-
zeichne X% die Menge der geraden zu dem Kérper E assoziierten Dirichlet-Charaktere und X}, die
Nebenklasse der ungeraden Charaktere sowie t die Anzahl der in der Erweiterung E/F verzweigten

Stellen p € Q. Dann ldsst sich das N-dimensionale Standardmaf$ wie folgt berechnen:

N N
stak = 2N T ] [Bixl 11 |Bixl J1 N gerade

= g j= , 27" N ungerade

J=1 xexy J=1 xyexk g

J=20 j=21

3.4. Die Nachbarmethode iiber CM-Ko6rpern

Die in [Kne57] zunichst fiir Z-Gitter beschriebene sogenannte Nachbarmethode wurde mit ge-
wissen Einschrinkungen zunichst in [Iya69] sowie in [Hof91] auf hermitesche Gitter iiber ima-
gindr-quadratischen Zahlkorpern iibertragen. In [Sch98] ist diese Methode fiir imaginér-quadratische
Zahlkorper in abschlieBender Form beschrieben, wobei viele Resultate bereits fiir beliebige CM-Korper
formuliert sind. An dieser Stelle werden die Grundziige der Nachbarmethode fiir beliebigen CM-Ké&rper
beschrieben. Die wesentlichen Ideen dazu sind der letztgenannten Arbeit entnommen und werden an

den wenigen Stellen, an denen dies nétig ist, verallgemeinert.

In dem folgenden Abschnitt sei L stets ein ganzzahliges O-Gitter, d.h. s C O oder dquivalent L C L*.
Dies ist keine wirkliche Einschrinkung, denn nach Skalieren mit einer geeigneten ganzen Zahl wird
jedes D-Gitter ganzzahlig. Da die Abbildung L +— “L eine Bijektion der Geschlechter von L und *L
(vgl. [O’M63] §82J.) liefert, kann also die Klassifikation des Geschlechts von L leicht aus der von L

gewonnen werden.

DEFINITION. Sei L ein ganzzahliges O-Gitter auf V' und B ein Primideal, welches das Volumen-
ideal v L nicht teilt. Dann heifit ein O-Gitter M ein B-Nachbar von L, wenn M ganzzahlig ist und es



78

D-Modulhomomorphismen gibt mit
M/(LOM)=9O/B und L/(LNM)=O/R.

Mit dem Begriff des ‘B-Nachbarn l4sst sich der Nachbaralgorithmus grob wie folgt beschreiben:

Algorithmus 3 Nachbaralgorithmus.

Eingabe: O-Gitter L, Primideal 93 mit 3 1 o L.
Ausgabe: Alle sukzessiven B-Nachbarn von L.
Setze Exp := () und Unexp := {L}.
while Unezp # 0 do
Wahle L € Unexp.
Bestimme die Menge A aller 3-Nachbarn M von L.
for M € N do
Priife, ob M isometrisch zu einem Gitter in Exp U Unexp ist.
Falls nicht, setze Unexp := Unexp U {M}.
end for
Setze Unexp := Unexp \ {L} und FExzp := Exp U {L}.
end while
Gib Exp aus.

Zunéchst ist nicht klar, wie man die Menge aller 3-Nachbarn bestimmt. Ein Vektor z € L heif}t
zuléissig (zur Nachbarbildung von L bzgl. ), wenn = ¢ *BL und h(x,z) € PPR. Zu einem zulissigen
Vektor z € L kann man das Gitter L(x,*B) wie folgt definieren:

L(z,P) =P 'z +{y € L | h(z,y) € B}

=:L,

Ist das Primideal 8 durch den Kontext gegeben, so bezeichnet man dieses Gitter abkiirzend mit
L(z) := L(z,B). Mit diesen Bezeichnungen gilt:

LEMMA 3.4.1. (vgl. [Sch98] Lemma 2.2.) Sei L ein O-Gitter und B ein Primideal von 9. Ein
O-Gitter L' ist ein B-Nachbar von L genau dann, wenn es einen zuldssigen Vektor x € L gibt mit
L' = L(x). |

Im Folgenden soll ein Repriisentantensystem R(L,B) beziiglich der Aquivalenzrelation L(z) =
L(y) auf L bestimmt werden. Essenziell fiir die Durchfiihrbarkeit des Nachbaralgorithmus wie oben
beschrieben ist die Tatsache, dass ein solches Représentantensystem eine endliche Menge ist. Dafiir

zunéchst folgendes Lemma:

LEMMA 3.4.2. (vgl. [Sch98| Lemma 3.1) Sei L ein O-Gitter und P ein Primideal. Weiter seien
x,y € L zulissige Vektoren. Dann ist L(z) = L(y) genau dann, wenn h(z,y) € PP und es ein
A€ ON\P gibt mit x — \y € PL. O

Mit Hilfe dieses Lemmas erhilt man die folgende Proposition:

PROPOSITION 3.4.3. (uvgl. [Sch98] §3) Sei L ein O-Gitter und P ein Primideal mit Bt vL. Ein
Reprasentantensystem R(L,B) zuldssiger Vektoren in L zur B-Nachbarbildung lautet im Fall

a) B zerlegt (d.h. pO = PP):
R(L,P) ={7z | x € R}

Dabei sei 7 € B\ PP und R ein Reprisentantensystem von Vektoren in dem projektiven
Raum P(L/BL) iber O /P.
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b) B verzweigt (d.h. pO = R?):
R(L,B) = {z +7A\y, | * € Ro, A € Ry}

Dabei sei T € P\ B2, Ry ein Reprdsentantensystem von O /P und Ry ein Vertretersystem
derjenigen Klassen [x] des projektiven Raums P(L/BL) diber O /B, fir die gilt h(z,x) € P.
Zu x € Ry sei y, € L so gewihlt, dass h(z,y.) ¢ P.

c) B trige (d.h. pO =P):

R(L,B) = {z + 7y, | © € Ry, \ € Ry, TrE (Mo (ys, ) + a, € p}

Dabei sei 7 € p \ p?, Ry ein Reprdsentantensystem von O /B und R0 ein Vertretersystem
derjenigen Klassen [x] des projektiven Raums P(L/SBL) dber O /B, fir die gilt h(z,x) € P.
Zu x € Ry sei y, € L so gewdhlt, dass h(x,y,) ¢ B und ay € 0 so gewdhlt, dass h(z,z) €
Taz + p2. (Il

Des Weiteren notwendig fiir den Nachbaralgorithmus ist der Isometrietest. Dieser ist in [Sch98]
zunéchst nur fir Gitter iiber imaginir-quadratischen Zahlkérpern beschrieben (vgl. [Sch98] Lemma

4.2), kann jedoch leicht an den allgemeinen Fall eines CM-Koérpers angepasst werden:

PROPOSITION 3.4.4. Sei (V, h) ein hermitescher Raum und by, die zu h gehérige Spurform. Dann
sind dquivalent:
a) ¥ € U(V,h).
b) 1 € O(V,by,) und v E-linear.
c) Istwi,...,wr.q eine Q-Basis von E, so ist 1 € O(V, bﬁlk)) firk=1,...,[F : Q], wobei

b (2, ) = T (wih(z,y)).

. o , . ' . (k)
1 ist also eine simultane Isometrie beziglich der [E : Q| Bilinearformen b, .

Beweis. Die Implikation a) = ¢) ist klar, denn aus h(z,y) = h(¢(z),¥(y)) folgt Trg(wh(:r, y)) =
Trg(wh(w(x),w(y))) fiir alle 2,y € V und jedes w € {wy,...,wEq]}-

Um die Richtung c¢) = b) zu zeigen, sei zunichst bemerkt, dass 1 € Qw; + ... + Qwg.q). Aufgrund
der Q-Linearitét der Korperspur folgt also aus ¢) sofort Trg(h(x,y)) = Trg(h(w(x),w(y))) fiir alle
z,y €V, dh. ¢ € OV, by).

Es verbleibt die E-Linearitét von ¢ zu zeigen. Dazu betrachtet man die folgende Gleichung fiir beliebige

r,y € Vund w € {wi, ..., weq)}:

b (Y (w), ¥(y)) = Trg (M (wa), P(y))) = Trg (h(wz,y)) = Teg (wh(z,y))
= Teg (wh(P(@), ¥(y))) = Trg (h(wi(x), ¥(y))) = bu(wib(x), ¢(y))

Folglich gilt by, (¥ (wz) — wip(z),¥(y)) = 0 fiir alle 2,y € V. Da ¢ surjektiv und b nicht entartet ist,
folgt bereits 1 (wx) = wiy(x) fir alle x € V. Wegen der Q-Linearitét der Kérperspur und der Tatsache,
dass wi,...,wp.q) eine Q-Basis von F ist, folgt die E-Linearitét von .

b) = a) Sei A € F und z,y € V beliebig. Dann gilt Trg(h()\x, y)) = Trg(h(w(/\x), ¥(y))). Da sowohl 1
als auch h in der ersten Komponente E-linear sind, folgt weiter Trg()\h(x, y)) = ’I‘rg()\h(w(x), ¥(y)))
und mit g = h(z,y) — h(¢(z),¥(y)) also weiter Trg()\ -pu) = 0. Da XA € E beliebig war, gilt also
Trg (A p) = 0 fiir alle A € E. Da die Korperspur aufgefasst als Bilinearform Tr : E x E — Q,
M\ p) — Tr(g(/\ - i) nicht entartet ist, folgt also p = 0 und folglich h(x,y) = h(¥(x), ¥ (y)) fir alle
x,y €V, also p € UV, h). |



80

Der Teil ¢) der obigen Proposition hilft nun dabei, das Problem algorithmisch durch Zurtickfithrung

auf den Isometrietest fiir Z-Gitter zu l6sen: Zunédchst wéhlt man jeweils eine Z-Basis x1, ..., x, von L
(n = N-[E:Q]) und eine Z-Basis z1, ..., x;l von L' und definiert die folgenden [E : Q] n x n-Matrizen
(46) (Gk),] = (I“zj)) 17] € {1,...777,}7

k .
(47) (Gh)ij = b( ahah))  djefl,...,n}.

Ist 0.B.d.A. w; = 1, so sind G; und G} jeweils Gram-Matrizen der Z-Gitter L bzw. L’ und damit
symmetrisch und auch positiv definit. Bekanntermaflen sind L und L’ genau dann isometrisch iiber
Z, wenn es eine Matrix T € GL,(Z) gibt mit G} = T* - Gy - T. Die Matrix T ist in diesem Fall
die Darstellungsmatrix zu einer Isometrie ¢ € O(V,by) beziiglich der Basen {z;} und {z.}, welche
(L) = L' erfiillt.

Erfiillt T' gleichzeitig auch die Bedingungen G, = Tt -Gy, - T fiir k € {2,...,[E : Q]}, so ist ¢ ebenfalls
eine Isometrie beziiglich der Bilinearformen b;k)(:n, y). Somit ist Bedingung c) aus obiger Proposition
erfiillt. Es folgt, dass 1 E-linear ist und damit Element von U(V, k). In diesem Fall sind die O-Gitter
L und L’ isometrisch. Existiert anderenfalls eine solche Matrix 7" nicht, so sind L und L’ nicht isome-

trisch.

Vollig analog kann auch die Automorphismengruppe eines hermiteschen Gitters bestimmt werden:
Auch hier bestimmt man die Untergruppe von O(L) derjenigen Automorphismen 1 von L, welche

simultan Automorphismen von L beziiglich der Bilinearformen bgk)

sind. Auf Matrixebene bestimmt
man also diejenigen Matrizen T € GL,,(Z), welche simultan die Gleichung Gy, = T - Gy, - T fiir alle

ke{l,...,[E:Q]} erfiillen.

Die Existenz einer solchen simultanen Isometrie fiir mehrere Bilinearformen, von denen zumindest
eine symmetrisch und positiv definit ist, kann etwa mit dem in [PS97] beschriebenen Algorithmus
gekldrt werden. Ebenso kann die Menge der simultanen Automorphismen beziiglich mehrerer Biline-
arformen bestimmt werden. Beide Funktionen sind zuriickgehend auf [PS97] zum Beispiel in MAGMA

implementiert.

Ist die Automorphismengruppe U(L) des Gitters L bekannt, so kann mit Hilfe dieser die Menge
der zur Bestimmung aller B-Nachbarn benétigten zuléssigen Vektoren (bis auf Isometrie) noch weiter

reduziert werden:

LEMMA 3.4.5. Seien x, 2’ € L zwei zuldssige Vektoren. Gibt es ein o € U(L) mit o(z) = ', so

ist L(x) = L(x').

BEWwEIs. Im Wesentlichen ist dazu zu zeigen, dass gilt:

Ly ={y|y € Lh(o(x),y) e P} ={y | y € L, h(z,0 7" (y)) € T}
=o({o7'(y) |y € L,h(z,07 (y)) € B}) = o(Ly)
Damit folgt ndmlich weiter
o(L(z)) = o(P 'z + Ly) = P~ o(x) + o(Ly) =P~ "2’ + Ly = L(2').

Folglich ist o ein Isomorphismus, welcher L(z) auf L(z') abbildet und es gilt wie behauptet L(z) &
L(z").

O
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A priori ist nicht klar, ob man ausgehend von einem Gitter L mittels sukzessiver 3-Nachbarbildung

fiir ein einziges Primideal B bereits das komplette Geschlecht gen(L) erhiilt. Basierend auf dem star-
ken Approximationssatz wird in [Sch98| gezeigt, dass es zumindest stets eine endliche Menge von
Primidealen gibt, fiir die man auf diese Weise beweisbar das gesamte Geschlecht erhilt.
In der Praxis geniigt es jedoch in groBeren Dimensionen bzw. grofleren Geschlechtern zumeist, nur fiir
ein Primideal B sukzessive -Nachbarn zu bilden, um das gesamte Geschlecht zu klassifizieren. Als
Beweis der Vollstédndigkeit dient dann (einen korrekt funktionierenden Isometrietest vorausgesetzt)
die Mafiformel.

BEMERKUNGEN 3.4.6.

(i) Durch die Prizisierung der Wahl von L € Unexp sind verschiedene Strategien realisierbar.
Denkbare Wahlen wéren zum Beispiel

— das letzte gefundene Gitter,

das bislang am seltensten gefundene Gitter,

— das Gitter mit der grofiten Automorphismengruppe,

das Gitter mit grofitem Minimum.

(ii) Ist das Mafl des zu klassifizierenden Geschlechts bekannt, so kann die Abbruchbedingung
Unexp # () ersetzt werden durch die Bedingung, dass das bislang erreichte Maf3 gleich dem
tatséiichlichen Mafl des Geschlechts ist. Nach Erreichen der Bedingung muss dann die Menge
Exp U Unexp zuriickgegeben werden.

Auflerdem gibt der Kehrwert der Differenz von tatséichlichem und erreichtem Maf} an, wie
grofl die Automorphismengruppe eines fehlenden Gitters mindestens sein muss. Diese Infor-
mation kann genutzt werden, um Isometrietests zu sparen, sobald diese Differenz kleiner als
% ist.

(iii) Um das Rechnen mit grofien Zahlen bzw. Speicheriiberldufe zu vermeiden, sollten die Gitter

reduziert werden, etwa mit angepasstem LLL-Algorithmus wie in [Sch98| beschrieben. =

3.5. Gitter iiber imaginir-quadratischen Zahlk6rpern

In diesem Abschnitt sei E stets ein imaginir-quadratischer Zahlkorper, also E = Q(v/—D) mit
D > 0 quadratfrei. Bekanntlich gilt fiir den Ganzheitsring ) := Zg eines solchen:

Z[V—D] —D=42,3

Z[M=L) —D=41

D:

Dementsprechend ist dg = —4D, falls —D =4 2,3 und dg = —D, falls —D =4 1 die Diskriminante
von F und fiir die Differente von E' gilt:

2V/=D9 -D=42,3

Dp =
vV-DO —-D=41

In diesem Abschnitt sollen Strukturen von geraden n-dimensionalen Z-Gittern der Stufe ¢ und Deter-

minante ¢*/2 iiber imaginir-quadratischen Zahlkérpern E betrachtet werden.

3.5.1. Der Fall ggT(¢,dr) = 1. Seiauch hier weiterhin F ein imaginér-quadratischer Zahlkorper.
Des Weiteren sei ¢ quadratfrei und zusétzlich ggT(¢,dg) = 1. GeméB Satz|3.3.10| gibt es zu gegebener
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Dimension N und ¢ hochstens ein Geschlecht hermitescher Gitter, welches gerade n-dimensionale Z-
Gitter der Stufe £ und Determinante £*/2 ergibt, néimlich das Hauptgeschlecht &% (¢N/2). Durch einige
Anpassungen, welche sich fiir einen imaginér-quadratischen Zahlkorper ergeben, besitzt ein Gitter L
in diesem Geschlecht die folgende Gestalt:

H(-1)L...1lH(-1) p # 2 verzweigt
H(-2)L...1H(-2) p=2 verzweigt, D ungerade

~ JH(=3)L...1lH(-3 = 2 verzweigt, D gerade
(48) L= (—3) (=3) »p g g
T ,1)  p unverzweigt, p1 ¢
(1,...,1)L(L,....£) punverzweigt, p | £
——
N/2—mal

Es stellt sich die Frage, ob abhéngig von dem Zahlkérper E = Q(v/—D) sowie N und /¢ dieses Ge-

schlecht auch tatséichlich existiert, d.h. ein Gitter in dem Geschlecht existiert.

Da es abgesehen von Q keine unverzweigten Erweiterungen von Q gibt, ist insbesondere bei einem
quadratischen Zahlkérper E stets mindestens eine Stelle p € Qg verzweigt. Es folgt, dass der Rang N
eines solchen Gitters L als O-Gitter notwendig gerade ist. Es wird sich zeigen, dass in Dimensionen
N =, 0 stets ein Gitter im Geschlecht &% (¢V/?) existiert, withrend dies in Dimensionen N =, 2 nicht
notwendig der Fall sein muss. Im Fall £ = 1 beispielsweise kann ein solches Gitter nicht existieren, da
gerade, unimodulare Z-Gitter bekanntlich nur in durch 8 teilbaren Dimensionen existieren (vgl. auch
Bemerkung (3.3.§]).

Nun soll (dhnlich wie in [DKO03] Lemma 1 fiir den Fall £ = 1) zunéchst ein Gitter im Geschlecht
&L (£?) konstruiert werden. Dazu sei zunéichst bemerkt, dass jede ganze Zahl die Summe von zwei Qua-
draten modulo D ist, denn bekanntlich stellt die Form (1, 1) iiber dem Korper F,, fiir jede Primzahl p
jedes Element dar. Somit ist also jede ganze Zahl Summe zweier Quadrate modulo jedem Primteiler
p von D. Mit dem Chinesischen Restsatz erhilt man daraus leicht, dass jede ganze Zahl dann auch
Summe zweier Quadrate modulo D ist. Es ist im Folgenden eine Fallunterscheidung nach —D modulo

4 notwendig;:

Sei zunichst —D =, 1. Dann gibt es also a,b € Z mit —¢ =p a? + b%. Weiter sei A € N mit
l+a?+b*=D)\und

(49) G = (I S) € Oixd

S AT
mit den Matrizen I := (}?) und S := \/% (‘g _ba). Dann gilt fiir die Determinante von G
—t DX —a? — b2\ ¢ \?

Sei nun —D =4 2,3. Man iiberlegt sich zunéchst leicht, dass zumindest eine der beiden Zahlen —/
oder —¢ — D Summe zweier Quadrate modulo 4D ist.

Im ersten Fall gibt es also a,b € Z und ein A € N mit £+ a? +b? = 4D)\. Weiter sei S := 2\/% (‘f, ,ba)
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und die Blockmatrix G genau wie in definiert. Dann folgt

—t ADX — a2 — b2\ ? ¢ \?
det(G) = det(M — SS') = <4D) — <dE|) .

Im zweiten Fall gibt es a,b € Z und ein A € N mit £ + D + a® + b*> = MD. Sei hier S := %(I +
L (‘g o )) und die Blockmatrix G sei genau wie in definiert. Dann gilt hier

V=D
—t ADX\— D —a? — b%\° ¢\’
det(G) = det(A] — SS") ( 1D ) (|dE|)

2
Dann sind in allen Féllen die Hauptminoren der Matrix G gleich 1,1, ﬁ, (WLEI) und damit

positiv. Demnach ist die hermitesche Form auf V = Ez; + ... + Fx4 gegeben durch die Matrix G

beziiglich der Basis x1, ..., x4 (total) positiv definit.

Seinun L = Oxq+...+Oxs. Mit Hilfe von Lemma rechnet man leicht nach, dass sL = \/i*DD =

D' und nL = O = D.'O sowie vL = det(G)D = D* - 120 gilt. Weiter ist L* = Oy; + ... + Oyy

fiir die duale Basis y1,...,y4 von x1,...,24 und in dieser Basis ist die Gram-Matrix gegeben durch:

. lds| (M-S
ool (O
¢ (—St I)

Damit rechnet man leicht nach, dass s(L*) = %@ g gilt. Nach Prop. ist das Spurgitter von L ein

8-dimensionales gerades Gitter der Stufe £ und Determinante ¢* und nach Satz[3.3.10]ist somit L ein
Gitter in dem Geschlecht & (¢£?).

Durch Bilden orthogonaler Summen erhélt man:

SATz 3.5.1. Sei E ein imagindr-quadratischer Zahlkérper mit Diskriminante dg und ¢ € N qua-
dratfrei mit ggT(¢,dg) = 1. Dann existiert das Hauptgeschlecht &% (¢N/2) fir N =4 0 in dem Sinne,
dass dieses stets ein Gitter enthdlt. Des Weiteren enthilt das Geschlecht &% (¢N/?) sogar stets ein
freies Gitter. O

BEMERKUNG 3.5.2. Bekanntermaflen ist das Geschlecht des Gitters Eg einklassig. Somit folgt aus
obigem Satz unter anderem, dass das Gitter Eg eine Struktur iiber jedem imaginir-quadratischen

Zahlkorper besitzt. |

Wie angekiindigt ist die Situation in Dimensionen N =4 2 komplizierter. Das folgende Lemma und
das darauf folgende Korollar liefern ein notwendiges Kriterium fiir die Existenz eines solchen Gitters
in Dimension N =4 2.

Hierzu sei bemerkt, dass das Hilbert-Symbol (dg,9(2)), nicht von der Wahl des Vertreters der
Idealklasse [2(] abhingt, denn ist ' € [2A], so gilt A’ = o2 fiir ein « € E. Nach [O’M63| 63:10
ist (=D, Ng (a))p = 1. Da die Diskriminante von E entweder gleich —D oder —4D ist, unterscheiden

sich dg und —D (wenn iiberhaupt) um ein Quadrat und es folgt:
(de, NA))p = (dp, M(aMN)), = (=D, NG (@), (dp, MA)), = (de, N(A)),

LEMMA 3.5.3. Sei E ein imagindr-quadratischer Zahlkérper mit Diskriminante dg und £ € N qua-
dratfrei mit ggT(¢,dg) = 1. Ist L ein Gitter in dem Geschlecht &5 (¢N/?) fir N =4 2 mit Steinitzklasse
[2], so gilt notwendig fir alle p | dg:

(dg, —O)p = (dE’m<Ql))P
BEWEIS. Sei L = 20321 + ... + Ayxy mit Steinitzklasse [A] = [y - ... Ay] ein solches Gitter
und sei abkiirzend a := det(z1,...,2y5). Gemi Prop. muss gelten ¢V = |dg|V - N(bL) =
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|de|Y - Ng(a)’ﬁ(ﬂ)z. Wegen o € Q ist Ng(a) = o’ Aufgrund der Voraussetzung N =4 2 ist &
ungerade und somit ist die Quadratklasse von « gleich £|dg|9(2) - Q*2. Weiter ist auch (§) ungerade.
Wendet man [Ger08| §4.4 auf diese Situation an, so erhélt man als Hasse-Invariante des quadratischen
Q-Vektorraumes (V,by,) an der Stelle p

sp(L) = £(=D, =L [dp| - N(A))p = +(=D, =), - (=D, |dgl)p - (=D, N(A)),

mit dem Vorzeichen ,,—“ genau dann, wenn p = 2 (tatséchlich wird hier die Hasse-Invariante bzgl.
der quadratischen Form h(x,z) und nicht bzgl. 2h(z,z) = Trg (h(x,z)) bestimmt. Die resultierenden
Hasse-Invarianten unterscheiden sich nach [Ger08] Lemma 4.33 jedoch nur um den Faktor (2, —1),,
welcher fiir jede Primzahl p gleich 1 ist).

Da sich, wie bereits oben bemerkt, dg und —D um ein Quadrat unterscheiden und |dg| = —dg ist,
folgt (—D, |dg|)p = (dg, —dEg)p, = 1 und somit

(50) sp(L) = £ (dp, L), - (de, N(A)),p
mit dem Vorzeichen ,,—“ genau dann, wenn p = 2.

Sei zunéchst p ein ungerader Primteiler von dg. Wegen ggT (¢, dg) = 1 ist L, = Z,L unimodular und
somit ist s,(L) = 1. Aus folgt also 1 = s,(L) = (dg, —{), (dg, M(A)),,.
Sei nun p = 2 ein Primteiler von dg. Dann ist notwendig —D =4 2,3. Wegen ggT({,dg) = 1 ist ¢
ungerade und somit ist Ly = ZyL ebenfalls gerade unimodular. Da det(L) = ¢V ein Quadrat ist, folgt

Lo 2 HL ... LH als Zo-Gitter (und nicht 2 H.L ... LHLA, vgl. [Ger08] 8.10) und damit rechnet man
N
leicht nach, dass hier so(L) = (-1, —1)§2) = —1. Also folgt auch hier (dg, —£)2 = (dg,M(A))2. O

Etwa aus dem Dirichletschen Dichtigkeitssatz (vgl. [Neu92] VII (13.2)) folgt, dass jede Idealklasse
[] unendlich viele Primideale enthilt. Also ist es stets moglich, bei gegebener Primzahl p einen
Vertreter 2 einer gegebenen Idealklasse [] so zu wéhlen, dass p 1 () gilt. Fiir alle ungeraden
p € Qg mit p { dg sind dann sowohl dg als auch M(A) Einheiten und somit ist nach [O’MG63] 63:12
(dg,M(A)), = 1. Gilt 21 dg, so gilt dg =4 1. W&hlt man auch hier einen Vertreter 2 mit 2 { 9(2A), so
gilt auch hier (dg, M(A))2 = 1. Da N(A) > 0 ist, gilt zudem (dg, N(A))s = 1. Also folgt aus Hilberts
Reziprozitétsgesetz (vgl. [0°M63| 71:18) somit:
(51) 1= I @en@), = ] s n@),

pEQqU{co} plds

Man erhélt:

KOROLLAR 3.5.4. Sei E ein imagindr-quadratischer Zahlkorper mit Diskriminante dg und £ € N
quadratfrei mit ggT(¢,dg) = 1. Ist L ein Gitter in dem Geschlecht &% ((N/?) fir N =4 2, so gilt
notwendig:

1 e -0, =1

plde

BEWEIS. Sei L ein solches Gitter und sei [2(] die Steinitzklasse von L. Dann gilt nach Lemma

zusammumen mit
1 e, -0 = ] (de,2@0), = 1.

plde plde
O

Im Folgenden soll nun in dem Fall, dass die notwendige Bedingung Hp‘ i (dE, —0), = 1 erfiillt ist,

ein Gitter im Geschlecht &% (¢) konstruiert werden.
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Sei zunéchst ¢ die Anzahl der verschiedenen Primteiler von dg. Wegen ist die folgende Abbildung
wohldefiniert:

:Clg —H:={ecz| [[a=1}

[ — (s (de, UW))ps - ) pla

Offenbar gilt Cl3, C Kern(®). Ist umgekehrt [A] € Kern(®), so ist fiir alle Stellen p € Qg U {oc}
(dg, M(A)) = 1. Nach [O’M63| 63:11 ist damit D(A) eine Norm lokal an jeder Stelle p € Qg U {oo}.
Mit dem Hasseschen Normensatz (vgl. [O’M63] 65:23) folgt, dass 91() die Norm eines Elements
a € FE ist, d.h. es gilt 9(A) = Ng(a) = Ng(a)‘ﬁ(D). Nach [Zag81] §12 Satz 1 ist damit [2] ein
Element im sogenannten Hauptgeschlecht, d.h. [2] € Cl3,. Also ist Kern(®) = Cl3, und somit induziert

® nach dem Homomorphiesatz einen injektiven Homomorphismus
$:Clp/Cl5 —H
mit Bild(®) = Bild(®). Offensichtlich ist |H| = 2!~1. Nach [Zag81] §12 Satz 2 (Korollar) ist auch

|Clg / Cl% | = 2¢~!. Somit ist ® ein Isomorphismus und folglich ist ® surjektiv.
Also gibt es unter der Voraussetzung [[(dg, —¢), = 1 eine Idealklasse [2] € Clg mit

(dE, *E)P = (dEv m(m))P

fiir alle p mit p | dg. O.B.d.A. sei auch hier angenommen, dass p { 91(2(). Dann folgt fiir p # 2 aus der
Formel fiir das Hilbert-Symbol (vgl. [Ger08] 4.10)

(=) =tz -0, = (@ ey, = (22
Also sind fiir jedes p mit p | dg die Elemente —¢ und () in der selben Quadratklasse modulo p.
Mit dem Chinesischen Restsatz erhélt man daraus, dass —¢ und () in der selben Quadratklasse
modulo D liegen, d.h. es gibt ein a € Z mit 9(A)a? =p —F. Auch hier ist eine Fallunterscheidung

nach —D modulo 4 notwendig:

Sei zunichst —D =4 1. Dann gibt es ein a € Z und ein A € N mit £ + N(A)a? = AD. Ahnlich wie

oben sei

1
(52) G = ( X ) € D2x2
S CT))
mit s := J%' Dann gilt
D - N(A)a? ¢
D — —
UG =70 == Ty @il

Sei nun —D =, 2,3. Mit Hilfe der Formel fiir das Hilbert-Symbol an der Stelle p = 2 folgt, dass —¢
und N(A) oder —¢ — DN(A) und N(A) in derselben Quadratklasse modulo 4D liegen.

Im ersten Fall gibt es ein a € Z und ein A € N mit £+91(2)a? = 4D. Sei G wie in {) mit s := 2\/%7[).
Dann gilt hier
_ 4D —MN(A)a? 14
det(G) = s — 85 = = .
t(G) = gy — 55 ADM(A) N(A)|dp|

Im zweiten Fall gibt es ein a € Z und ein A\ € N mit £+ DI(A) +N(A)a? = 4DA. Sei auch hier G wie
in mit s := % + 2\/%. Dann gilt:
AD) — DA — N(A)a? ¢

A g =
det(G) = sy — 55 ADN(A) N(A)|de|
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Die Hauptminoren der Matrix GG lauten in allen Fallen 1 und ﬁ. Demnach ist die hermitesche Form
auf V = Ex; + Exs gegeben durch die Matrix G beziiglich der E-Basis x1, z2 (total) positiv definit.
Sei nun L := Ox1 +2Axs. Mit Hilfe von Lemma, rechnet man leicht nach, dass sL = \/%D = @El
und nL = O = @;10 sowie bL = A™Adet(G)O = @EZED gilt. Weiter ist L* = Dy —|—ﬁ71y2 fiir die
duale Basis y1,y2 von z1,29 und in dieser Basis ist die Gram-Matrix gegeben durch
o _lsl (A —sema@))
£\ —35-M() AN(A)
Damit rechnet man leicht nach, dass s(L*) = %D g gilt. Nach Prop. ist das Spurgitter von L ein

4-dimensionales gerades Gitter der Stufe £ und Determinante /2 und nach Satz[3.3.10|ist somit L ein
Gitter in dem Geschlecht &£ (7).

Zusammenfassend erhilt man durch Bilden orthogonaler Summen zusammen mit Korollar

SATZ 3.5.5. Sei E ein imagindr-quadratischer Zahlkdrper mit Diskriminante dg und ¢ € N qua-
dratfrei mit ggT(¢,dg) = 1. Dann gibt es ein Gitter im Geschlecht &5 (¢N/?) fiir N =4 2 genau dann,
wenn

Iz, ~0,=1.

plde

O

BEISPIEL 3.5.6. Sei E := Q(y/—15). Die Klassengruppe Clg = {[O], [B]} besitzt zwei Elemente,
wobei 29 = PP und somit N(P) = 2 gilt. Es ist weiter:
(dp,N(O))s =1 (dg,N(P))s = -1
(dp,N(O))s =1 (dg,N(P))s = —1
a) Ist £ =11, so ist (dg,—11)3 = 1 und (dg, —11)5 = 1. Nach Satz gibt es also ein Gitter
im Geschlecht &£ (11). Nach Lemma ist dieses Gitter notwendig frei. Mit der oben
beschriebenen Konstruktion erhdlt man (mit a = 2, A = 1) das Gitter L = Oz + Oxo mit

der folgenden Gram-Matrix beziiglich der Basis x1, 22 von V:

1 2
G = v—15
’ _=2 1
v—15

b) Ist £ = 7, so ist (dg,—T7)3 = —1 und (dg,—7)5 = —1. Auch hier gibt es nach Satz
ein Gitter im Geschlecht & (7). Nach Lemma besitzt dieses Gitter notwendig die
Steinitzklasse []. Mit der oben beschriebenen Konstruktion erhélt man (mit a = 2, A = 1)
das Gitter L = Oz + PBxo mit der folgenden Gram-Matrix beziiglich der Basis z1, 22 von

1 \/L

.f —15

G.< PR )
v—15 2

c) Ist £ =2, s0ist (dg, —2)3 = 1 und (dg, —2)5 = —1. Demnach kann in dem Geschlecht &£ (2)

kein Gitter existieren. Insbesondere besitzt das Gitter Dy keine Struktur iiber dem Korper

Q(v-15). n

Fiir eine gewisse Klasse von imaginir-quadratischen Zahlkérpern ergibt sich ein vereinfachtes

Kriterium:
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KOROLLAR 3.5.7. Sei E = Q(y/—p) fiir eine Primzahl p =4 3 und ¢ € N quadratfrei mit p { £.
Dann gibt es ein Gitter im Geschlecht 65(61\7/2) fir N =4 2 genau dann, wenn

(“]) Y
p
BeWwEIS. Die Diskriminante von E ist in diesem Fall dg = —p. Nach Satz folgt zusammen
mit [Ger08] 4.10:
1= (g, ~0)p = (0. ~0)p = (5)
O

Es sollen nun fiir die imaginér-quadratischen Zahlkérper E mit dg € {—3,—4,-7,—8,—-11,—15}
und die Quebbemannschen Stufen ¢ € {1,2,3,5,6,7,11, 14,15, 23} unter der Bedingung ggT(¢,dg) = 1
die Geschlechter &% (¢V/2) fiir kleine Dimensionen N, sofern diese Geschlechter existieren, klassifiziert
werden. Die fiir die Berechnung der Mafle dieser Geschlechter notwendigen Standardmafle fiir kleine

Dimensionen und die oben genannten Zahlkdrper sind in Tabelle [3.4] zusammengefasst.

N\E| Qv-3) QW-1) Q-7 Q-2 Qv-11) Q(v-15)

9 1 1 1 1 1 1
72 48 24 24 24 12
3 1 1 1 1 1 2
648 192 21 16 8 3
4 1 1 1 1 1 1
155520 46080 5040 3840 1920 24
5 1 1 1 19 85 62
466560 36864 315 2560 1408 45
6 1 1 1 19 85 31

235146240 18579456 158760 1290240 709632 11340

7 1 61 73 5833 102595 641762

100776960 74317824 19845 286720 78848 2835
8 1 61 73 5833 20519 320881
48372940800 35672555520 9525600 137625600 7569408 680400

TABELLE 3.4. Standardmafle stdﬁ fiir imaginér-quadratische Zahlkérper mit Diskri-
minante dg

Einige Beispiele, konkret das Coxeter-Todd Gitter C'T12, das Barnes-Wall Gitter BWy4 und die
in ihren Geschlechtern jeweils eindeutig bestimmten extremalen Gitter Qg(1) (vgl. [LatDB] ,,Q8(1)“)
sowie Ap ® Dy (vgl. [LatDB] ,, A2 x D4%), folgen hier ausfiihrlich und in zitierfihiger Form.

SATZ 3.5.8. Das Coxeter-Todd-Gitter CTyo besitzt genau eine Struktur iber dem Korper Q(+/—1)
sowie genau zwei Strukturen dber dem Kérper Q(v/—7). Weiterhin besitzt es keine Struktur dber

Q(v—2) und Q(v/—11).

BEWwEIS. Die Nicht-Existenz einer Struktur von CT}s iiber dem Koérper Q(m) zeigt Korollar

- denn es ist ( i ) = —1. Ebenso folgt mit Satz dass C'T12 keine Struktur iiber dem Korper
Q(v/—2) besitzt, denn es ist (—8,—3)y = —1.

Der fiir die Berechnung des Mafles des Geschlechts &£ (3) uber dem Kérper E = Q(v/—1) notwendige
Korrekturfaktor lautet 15860 und somit erhélt man als Maf3 46 4 486 - Durch sukzessives Nachbarbilden
kann dieses Geschlecht bestimmt werden: Es umfasst genau 6 Klassen, von denen eine mittels Trans-
ferkonstruktion ein zu CT}o isometrisches Gitter liefert.
Das MaB des Geschlechts & (3) fiir den Korper E = Q(v/=7) ist 2. Auch hier kann durch suk-
zessives Nachbarbilden dieses Geschlecht bestimmt werden: Es umfasst genau 11 Klassen, von denen

genau zwei ein mittels Transferkonstruktion zu CT1o isometrisches Gitter liefern. O
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SATZ 3.5.9. Das Barnes-Wall-Gitter BW1g besitzt genau eine Struktur iber dem Kéorper Q(+/—3),
sechs Strukturen iber Q(v/—T7) sowie 32 Strukturen iber Q(v/—11).

BEWEIS. Hier gibt es iiber den Korpern Q(v/—7) und Q(1/—11) jeweils ein in Frage kommen-

. . : 4885817 14999389
des Geschlecht hermitescher Gitter. Die Mafle lauten 3175900 PZW. “oss04

65 bzw. 639. Wie man leicht etwa mit MAGMA {iberpriift, liefern jeweils 6 bzw. 32 Gitter mittels

und die Klassenzahlen

Transferkonstruktion ein zu BWig isometrisches Gitter. O

Auf analoge Weise zeigt man:

SATZ 3.5.10. Das Gitter Qg(1) besitzt iber den Kérpern Q(v/—3), Q(v/—1) und Q(v/—7) jeweils
genau eine Struktur sowie zwei je Strukturen dber Q(v/—2) und Q(v/—11). O

SATZ 3.5.11. Das Gitter Ay @ Dy besitzt genau zwei Strukturen iber dem Kérper Q(v/—7) und
finf Strukturen dber Q(v/—11). O

Weitere Ergebnisse sind in der nachfolgenden Tabelle aufgefiihrt. Dabei ist £ die Stufe der Z-
Gitter, E der jeweilige imaginér-quadratische Zahlkorper, n die Dimension der hermiteschen Gitter,
h die Klassenzahl des entsprechenden Geschlechts, hge. die Anzahl der hermiteschen Gitter, welche

., hg die Anzahl der hermiteschen Gitter, welche als Z-Gitter

Z
ext

stark modulare Z-Gitter liefern, ho, ..
ein Minimum von 2,...,6 besitzen und hZ,, die Anzahl der extremalen Z-Gitter (bis auf Isometrie),

welche eine Struktur iiber dem Korper E besitzen.

/ E N Maf3 h | hsgm | ho | ha | hg Genus hZ .
1] QWV=3) | 4 27é5.5 1 (1) 1 - - IIs 1
8 2153110.52 1 (1) 1 - - 1116 1
12 | gmgiresrnas | 0 | B | 4| 1| - Iy, 1
Q(v/-1) b 1 (1) 1 - - Ilg 1
oo 3 (3) 3 - - 6 2
12 23%?33754.%2?16.713 28 | (28) | 27 1 - Iy 1
Qv=7) | 4 24.3;5.7 1 (1) 1 - - 11 1
8 25.357.352.72 3 (3) 3 - - ITi6 2
12 | 2295033732009 | 464 | (464) | 455 | 9 | - IIoy 1
Qv-2) | 4 28.13.5 1 (1) 1 - - IIg 1
8 2185.21.35?2.7 6 (6) 6 - - ITi6 2
Qv—11) | 4 27.13.5 1 (1) 1 - - IIs 1
8 213.035.17?11 7 (7) 7 - - II16 2
Q(v-15) | 4 23.:1’,2.5 2 (2) 2 - - IIg 1
8 S 49 | (49) | 49 | - - I 2
2 | Qv-3) | 2 =z 1 1 1| - |- I14(272) 1
4 7T 1 1 1| - | - | g2t 1
6 ] 2 2 2 | - | - | 1279 9
8 rabghT 6 6 5 1 1 | - | ILg(2t®) 1
Q(v~-1) | 4 Tz 1 1 1| - |- IIg(2+4) 1
8 oA 65 | 61 |59 | 6 | - | IIig(2"8) 1




E N Maf h | h
ST 231 1 stm | ho | ha | he Genus hZ
- ext
\ 2302%2 ; N M) 1
8 14999389 y ] 1112(276)
15 3
o 2%3 629 615 | 607 | 32 | - | IL(27%) 1
2
QW-1) | 2 Tt 1 11 BRI 1
. 1 - -
4 2‘9?32* s :
. 2135??5 7 - - g(3+4) 2
8 1084861271 " Mial
221 35, 54 . ) 1
o | 3 23 2 1 52 | 44 | 10 | - | I(3™®) | 6
v — 1 1] - |-
2 i 2 2 2 1,(3%2) 1
8 oy 1| 11 | 9 | 2 | s 2
1298276603 ] . (3+6
24.f552 2 . ) 1
o | 3£3 i 9§4 778 | 841 | 103 | - | TII14(3%%) 6
v 2
Q(v=11) | 4 2%33 3 N IO R I O :
.3
T . : :13 30 - | - | Hg(3th 2
. 1 -
vV | 26?314.5 ; ; ) - II4(5*2) 1
6|  Fues 10 | 1 o i I
G 0 | 7
8 65824579523 ’ ) 1112(5_6
o i 118 128 | 83 | 94 | 1 1116(5+8; ?
29.32.
@(\/_7) 2 %5 ) 4 301 | - | Hg(5) 1
3 1
vV X ki ' ' 1 - - I, (572) 1
6 209963 57 S
o | 3 B 1 53 | 43 | 14 | - | II;5(579) 4
2.3 1
v : i ! 7 1| - | - | IL(52 1
6| Er | 133 ol o | | mae |
o | & .210357 ’ 119 | 110 | 23 | - | Io(57%) | 4
26.3.5
Q(\/ - - : 8 6 | 2 | - | IIg(5™) 1
v 1 1
’ o _ _ (2+23+2
B | K
oD | 3 i ) 213 6 | 2 | - |Hg(2™3t) | 1
V ! 1
: x - - | TIy(272372
6 13 |
QW-3) | 4 s 4 e
.3
Q(\/_1) : i ! 4 311 | - g (774) 1
v : i ! (1; 1| - | - | TL(72) 1
) 291—%7_3275 N 4 | 2 | - | (7t 1
o | 3 2%7 ! 54 | 38 |30 | 0| IL(7*?) | (0)
1 1
v : bod - - | M7t
4o 11 i 1
oD | 3 2%3 1 11 704 | - | Hg(7th 1
V 1 1
: = - - | TIy(7t?
2- 12 i 1
By 13 : 12 7 5 | - Ig(7+4) 1
Vv g 2 2
: b - -] TI(71?)
1
25, 42 | 42 | 30 | 12 | - | TIg(7H%) 1

89
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Y4 E N Maf3 h | hstm | ho | ha | hg Genus hZ.,
11| QW=-3) | 2 T2z 2 1| 2 I4(11F2) 1
4 Fors 9 4 |4 | 1| Ity |1

Q(v-1) | 2 723 2 2 1| 1| - | IL1172) 1

4 22T 13| 13 | 6 | 6 | 1| Ig1t) | 1

Q(W=7) | 4 S 17 | 17 7009 | 1| Hg(11t) 1
Q(vV=-2) | 4 Sad 28 | 28 | 13 | 14 | 1 | IIg(11%%) 1
Q(V/-15) | 2 2 4 2 | 2 | - | IL(11%?) 1

14| Q(W=3) | 2 ¥ - | ma@272) | (0)
4 ooy 14 | 8 5 | 8 | 1| Ig(2M7t) | 1

Q(v—11) | 4 1075 64 | 44 | 19 | 43 | 2 | Ig(2™47HY) | 1
Q(v-15) | 2 3 4 4 2 | 2 | - | It | 1

15| Q(v-1) | 2 > 2 0 1| 1 | - | I(3"25%2) | (0)
4 s 28 | 16 | 10 | 12 | 4 |Ig(3*45T4) | 2

QW-7) | 4 S 34 | 26 | 10 | 20 | 4 | Hg(3T5T4) | 2
Q(W=-2) | 2 2 2 2 1| 1 | - |13 1

4 1183 92 | 56 | 29 | 51 |12 | IIg(3T45H4) | 2

23 | Q(v=3) | 2 e 3 1| 1 | 1] TI4(23%2) 1
Q(v-1) | 2 e 3 1 1| I4(2372) | 1
QV-2) | 2 553 3 1| 2 | 0| Ik23™) | 0

TABELLE 3.5. Strukturen iiber imaginir-quadratischen Zahlkérpern

3.5.2. Tensorprodukte iiber imaginir-quadratischen Zahlkérpern. Sind V; und V5 zwei
hermitesche E-Vektorrdume der Dimension N; bzw. Ns, so besitzt das Tensorprodukt V; ®pg Vo die
Dimension Nj - Ny. Genauer sind x1,...,zn, und y1,...,yn, E-Basen von Vi bzw. V3, so erhdlt man
mit z1 @ y1,..., TN, @ Yn, eine E-Basis von V; @ V5 (vgl. etwa [JS06] VII 10.7).

Sind Ay und hs hermitesche Formen auf Vi bzw. V5, so kann auf V' := V; ® g V5 eine hermitesche Form

h:V xV — E wie folgt definiert werden durch Fortsetzung von

hzi @ yj, 2k @ yi) := ha (@i, 2k) - ha(y;, 41)
zu einer hermiteschen Form auf V, welche unabhingig von den gewihlten Basen z1,...,xn, von Vj
und y1,...,yn, von Vs ist. Die Gram-Matrix von h beziiglich der Basis 1 ® y1,...,2Zn, ® yn, erhilt

man also durch das Kronecker-Produkt der Gram-Matrizen von hy bzw. ho beziiglich der Basen

X1y, TN, DZW. Y1, ..., YN,-
Ist L1 =20z1 + ...+ AN, zn, ein O-Gitter auf (V1,hq1) und Lo = By + ... + B, yn, ein O-Gitter
auf (Va, ha), so erhilt man im Wesentlichen mit [JS06] VII 10.6, dass gilt

(53) Li®oLo=204B1-21Qy1 + ... +An,Bn, - TN, D YN, -

Insbesondere ist also L; ®o Lo ein O-Gitter auf (V,h). Mit Hilfe der Darstellung von L; ®g Lo
aus (53) erhilt man leicht v(L; ®p La) = (0L1)N2 - (bL)N und s(L; ®o L) = sLy - 5Ly sowie
(L1 ®¢o Lo)* = L ®p L. Fiir weitere Details zu hermiteschen Tensorprodukten siehe [Cou00].
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LEMMA 3.5.12. Sei Ly ein O-Gitter im Hauptgeschlecht (’5%1 (¢N1/2) und Lo ein unimodulares
O-Gitter vom Rang No. Weiter sei N := Ny - No. Dann ist L1 ®¢o Lo ein Gitter im Hauptgeschlecht
BE ((V/2),

Bewels. Da Ly unimodular ist, gilt sLo = vLs = O. Somit ist wegen §(L1 ®o Lo) = 5Ly das
Spurgitter von L; ®¢ Lo ein ganzzahliges Z-Gitter. Weiter gilt n(L; ®¢o Lg) C nLq, denn

N1 Ns
n(L1 X0 LQ) = Z Zmz%Jﬁzgﬂl(Iz KYj, T @ yj) + TI‘IE(S(Ll R LQ))

i=1 j=1

N1 NZ
= Z A A h(zi, ) Z B,;B,h(y;, yj) + Tri(s(L1))

i=1 j=1
g5L2:D
N1 .
- Z Qlﬂlih(mi, Jii) + Trf:(s(Ll)) =nl;.
i=1

Da Lo ein gerades Gitter ist, gilt nLy C 9. Also ist wegen n(L; ®o Lo) € nLs C O auch Ly ®o Lo
ein gerades Z-Gitter. Des Weiteren ist v(L; ®o L) = (vL1)™? und damit

det(Ly ®o La) = |dp| ™ - M(oL1)™> = |dp| ™V - (|dg| ™ - £¥)N> = ¢V,

Zudem ist (Ly ®o Lo)# = D5 (L1 ®o Lo)* = (D5 LY) ®o Ly = L¥ ®o Ly. Somit gilt also n((L; ®o
Lo)#) = n(L¥ ®o Ly) C n(L¥). Da das Spurgitter von Ly die Stufe £ besitzt, ist also das Spurgitter
von Lf& beziiglich der hermiteschen Form ¢ - h ein gerades Gitter. Demnach muss n(Iﬂf’&) C %D gelten.
Also ist auch das Spurgitter von (L1 ®¢o L2)# bzgl. der Form /- h ein gerades Gitter und damit besitzt
das Spurgitter von L ®¢o Lo die Stufe £. O

Somit lassen sich also durch Bilden von Tensorprodukten mit unimodularen 9-Gittern auch fiir
grofes N Gitter in Geschlechtern &% (¢/2) konstruieren. Diese Idee wird in [CN13] zur Konstruktion
extremaler unimodularer Gitter verfolgt. Als besonders geeignet fiir die Konstruktion neuer extremaler
Gitter hat sich der Kérper Q(v/—7) mit Ganzheitsring O = Z[w] mit w := @ herausgestellt; im
Besonderen das Barnes-Gitter P, in Dimension 3

2 -1
P|l-1 2

w w

o £ gl

also das eindeutig bestimmte unzerlegbare unimodulare O-Gitter der Dimension 3 (vgl.[Sch98]).
Beispielsweise erhélt man durch Tensorieren von Py, mit der Struktur von Eg iiber dem Kérper Q(v/—7)
ein Gitter im Geschlecht &%, dessen Spurgitter das Leech-Gitter Aoy ist.

BEISPIEL 3.5.13. In [Hen09] werden sdmtliche hermiteschen Strukturen des Leech-Gitters iiber
E = Q(v-7) bestimmt. Es gibt neben der oben erwéhnten noch genau acht weitere solcher 12-

dimensionaler Strukturen. Durch Bilden des Tensorprodukts dieser Strukturen mit dem Gitter P,

iiber Z[H‘z/j?] erhélt man auf diese Weise neun Gitter, von denen genau eines, das Gitter I'7o, das
Minimum 8 besitzt und demnach extremal ist (vgl. [Neb12]). L]

Ahnlich wie im obigen Beispiel sollen in diesem Abschnitt Tensorprodukte der zuvor bestimmten

Strukturen einiger interessanter Gitter mit dem Gitter P, iiber E = Q(+/—7) bestimmt werden. In

der Folge bezeichne stets w := H'f V=T
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BEISPIEL 3.5.14. Durch Tensorieren der Struktur des Gitters Qg(1) mit dem Gitter P, iber Z[w]
erhélt man ein extremales, 5-modulares Gitter im Geschlecht 1124(5+12). Dieses ist isometrisch zu dem

2
bereits bekannten Gitter [2.Jo 00 SL2(5)]24(s) (vgl. [LatDB]J ,,(C2.J2 Y SL(2,5)):C2%). L]

BEISPIEL 3.5.15. Tensoriert man die zwei Strukturen des Gitters Ay ® Dy mit dem Gitter P, iiber

Z[w], so erhiilt man zwei stark modulare, extremale Z-Gitter im Geschlecht T1p4(27123+12).

i [ UL | |U(L; @0 Py)| | min(L; ®p Py) | |O(L; @0 Py)|
25.3 28.32 7 8 21134 7
2| 243 27327 8 211 33 5.7

2(2)
Das Gitter L1 ®gp Py ist isometrisch zu dem Gitter [6.L3(4).2 ® Dglaq (vgl. [LatDB] ,,(C6.PSL(3,4).C2
2(3
Y D8).C2%). Das Gitter Ly ®¢o P, ist isometrisch zu dem Gitter [(SL2(3) O Cy).2 %)) Us(3)]24 (vgl.
V=1

[LatDB] ., ((SL(2,3) Y C4).C2 x PSU(3,3)).C2). -

BEISPIEL 3.5.16. Tensoriert man die sechs Strukturen des Gitters BWig mit dem Gitter P, iiber

Z[w], so erhiilt man (bis auf Isometrie) fiinf extremale, 2-modulare Gitter im Geschlecht ITg(2+24).

i | UL | UL @ Py)| | min(L; ®o Py) | |O(L; @9 Py)|

2632 5.7 29.3% 5.72 8 210 33 5,72
2 | 28325 2113357 8 220 34 53 713
3a | 26.325 29.33.5.7 0 o3

8 29335.7
3b | 26.325 29.335.7
4 28.32 211 33 7 8 212 33 7
26.3.7 29 32 72 8 210 32 72

Bekannt sind bislang zwei extremale Gitter: Zum einen das Gitter Bhurw;s (vgl. [LatDB] ,, Bhurw12),
welches keinen Automorphismus der Ordnung 7 besitzt und damit zu keinem der obigen Gitter iso-
metrisch ist. Zum anderen das Gitter ZoPys,, (vgl. [LatDB]| ,,Z2P48n“), welches eine Automorphis-
mengruppe der Ordnung 22°.34.53.7.13 besitzt. Das Gitter Ly, ®¢ P, ist isometrisch zu ZyPyg,,, alle

weiteren sind in der Literatur bislang nicht erwahnt. ]

BEISPIEL 3.5.17. Bilden des Tensorprodukts der beiden Strukturen des Gitters C'Tis mit dem
Gitter P, iiber Z[w] ergibt zwei 3-modulare Gitter im Geschlecht 1I36(371%):

i | |U(Li)| | |U(Li @0 By)| | min(L; ®p Py) OL,00 Py
26.3%.7 29.34.72 6 1+12096¢* + O(q*)
2| 2°.32.7 29.33.72 6 1 +2016¢% + O(q%)
Beide Gitter besitzen ein Minimum von 6 und sind folglich nicht extremal. ]

Man erhélt durch Bilden von Tensorprodukten also fiir die Stufen ¢ < 6 jeweils (stark) £-modulare
Gitter. Mit Ausnahme der Stufe £ = 3 sind diese Gitter extremal.
In den folgenden beiden Fillen ist die obere Schranke an das Minimum 12, denn der Tensor x ® y fiir
jeweils einen kiirzesten Vektor x bzw. y der tensorierten Gitter besitzt gerade diese Quadratléinge. In
beiden Fillen konnen keine extremalen Gitter entstehen, denn ein extremales Gitter hétte jeweils das

Minimum 14. Zumindest wird die obere Schranke von 12 angenommen:
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BEISPIEL 3.5.18. Tensoriert man die Struktur des (eindeutigen) extremalen, 11-modularen Gitters
in Dimension 8 mit dem Gitter P, iiber Z[w], so erhilt man ein Gitter im Geschlecht I1p4(11712)
mit Minimum 12. Dieses ist isometrisch zu dem in der Datenbank gelisteten Gitter (4 + v/5)Ag4
(vel.[LatDB]J ,,(4+sqrt(5)) x Leech®). (]

BEISPIEL 3.5.19. Tensoriert man die vier Strukturen der zwei extremalen, stark 15-modularen
Gitter in Dimension 8 mit dem Gitter P, iiber Z[w], so erhilt man vier stark 15-modulare Gitter im
Geschlecht 1154 (37125712) mit Minimum 12. n

BEMERKUNGEN 3.5.20.

(i) Das extremale unimodulare Gitter Pjg, in Dimension 48 lisst sich als Tensorprodukt der

Struktur des Leech-Gitters iiber Z[w] mit w := /=1 {11 mit dem folgenden unimodularen

T%’<2 w)
w 2

Tensoriert man hingegen die 32 Strukturen des Barnes-Wall Gitters BWig mit dem Gitter
T iiber Z[w], so erhiilt man 32 Gitter im Geschlecht II32(27'¢) mit Minimum 4, d.h. also

keines dieser Gitter ist extremal.

Gitter vom Rang 2 konstruieren:

(ii) Das Tensorieren der Strukturen extremaler Gitter mit (unzerlegbaren) unimodularen Gittern
iiber anderen Korpern ergab keine nennenswerten Ergebnisse. Fiir eine mogliche Erklarung,
warum gerade der Kérper Q(y/—7) viele interessante Ergebnisse liefert, withrend dies anson-
sten nicht der Fall ist, sieche [CN13] Rem. 3.6 ]

3.5.3. Einige Beispiele im Fall geT(¢,dg) > 1. Anders als im Fall ggT(¢,dg) = 1 gibt es hier
im Allgemeinen mehrere Geschlechter hermitescher Gitter, welche n-dimensionale gerade Z-Gitter der
Stufe ¢ und Determinante ¢"/2 liefern. Dies soll am Beispiel von Strukturen von Gittern der Stufe
¢ = 3 iiber dem Kérper E = Q(y/—3) verdeutlicht werden.

BEISPIEL 3.5.21. (Strukturen von Gittern der Stufe £ = 3 iiber E = Q(v/—3))
Das Geschlecht 1Ig(37%) enthiilt genau zwei Gitter: Neben dem Gitter Ay L Ay 1 Ay I Ay noch ein un-
zerlegbares Gitter. Beide Gitter besitzen eine Struktur iiber dem Koérper E = Q(y/—3). Das Git-
ter Ao LAs L Ay I Ay entsteht per Spurkonstruktion aus dem 4-dimensionalen Standardgitter L, =2
(1,1,1,1), wohingegen das unzerlegbare Gitter die folgende Struktur iiber E besitzt:

1—w 1—w 1—w
1 3 3
24w 1 1—w 0
~ 3 3
L2 - 24w 24w 2 —14w
3 3 3
24;1) 0 723710 9

Letzteres Gitter ist offenbar nicht ganzzahlig (im Sinne von L C L*), wihrend das Gitter (1,1,1,1)
unimodular und damit auch ganzzahlig ist. Somit kénnen diese beiden ©O-Gitter nicht im selben

Geschlecht liegen.

Sei nun allgemeiner L ein hermitesches Gitter, welches per Spurkonstruktion ein n-dimensionales
gerades Z-Gitter der Stufe 3 und Determinante 3/2 liefert. Genau wie in Abschnitt folgt zunéchst

3D,'L* CLCDL'L"
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Fiir alle Stellen p € Qg \ {3} gilt nach wie vor, dass L, fiir diese unimodular ist und damit wie gesehen

der Isometrietyp von L, feststeht. Sei nun p = 3. Dann gilt 30 = 3% und fiir die Stelle p = 3 gilt:
PL; C Ly CRL;

Also sind in einer Jordan-Zerlegung an der Stelle p = 3 mit einer B!, einer - und einer unimodu-
laren nur drei Komponenten moglich. In kleinstmoglicher Dimension besitzen diese Komponenten die
Gestalt:

$L | o | p
(1)
H(-1) <A>H(1)

Die Dimension eines Spurgitters L ist n = N - [E : Q] = 2N. Ist L ein Gitter mit det(L) = 3"/2, so
gilt:

3N =det(L) = |dg|™ - M(vL) = 3V - N(vL)
Also muss gelten v (v L) = 0. Des Weiteren zeigt man mit dhnlichen Argumenten, wie sie im Beweis zu
Satz[f.1.19verwendet werden, dass die Determinante von L3 eine Norm ist und damit eine unimodulare
Komponente der Determinante A nicht auftreten kann. Unter diesen Nebenbedingungen lassen sich

in kleinen Dimensionen die folgenden Geschlechter kombinieren:

| N | Ls | MaB [ A [ho|hy| Genus |rZ, |
1 (1) = Ll 1] - | ILBY | 1
2 (1,1) =z L] 1| - | I3 | 1
3 (1,1,1) 1T L] 1] -] (33 | 1
4 (1,1,1,1) 775 1| 1] - | g3 | 1
4 H(—1) L H(1) 5555 1| 1] - | I3 | 1
5 5.(1) saes | 1| 1| - |35 | 1
5 | H(—1) L (1) LH(1) 7T L1 |- |HoB?) | 1
6 6.(1) gosess | 2| 1| 1 [Ip(3T0) | 1
6 | H(—1) L2.(1) LH(1) | 3% 413 |1 | B39 | 1
7 7.(1) ez | 2| 2] 0 [HuB7)| 0
7 H(-1) L3.(1) LH(L) | 9% | 7] 7|0 B )| 0
8 8.(1) grgtozz | 3 | 2 | 1 | Me(3%%) | 1
8 | H(—1) L4.(1) LH(1) | £BL [12]10| 2 | (378) | 2
8 | 2.H(-1) L 2H(1) gl | 15| 11 | 4 | Ie(378) | 4

Bereits in diesen kleinen Dimensionen zeigt sich, dass die Mafle in fester Dimension N je nach Ge-

schlecht stark variieren. Noch eklatanter ist dieser Anstieg der Mafle in Dimension N = 12:

N L3 Maf3 h

12 12.(1) ~54-107% | 12
H(—1) L 8.(1) L H(1) ~ 2.7 > 16
2.H(—1) L 4.(1) L 2.H(1) | ~1.8-10° | > 106
3.H(-1) L 3.H(1) ~2.6-105 | > 107

Eine Klassifikation, insbesondere des Geschlechtes mit Lz = 3.H(—1) L 3.H(1), scheint nicht moglich.

Andererseits ist dieses Geschlecht jedoch fiir die Konstruktion extremaler Gitter durchaus relevant:
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Beispielsweise besitzt das Gitter Lago (vgl. [LatDB] ,L_24.2¢) zwei nicht isometrische Strukturen,
welche gerade in diesem Geschlecht liegen. Andererseits wurde bereits in [Fei78] gezeigt, dass kein

extremales Gitter im Geschlecht ITo4(3712) eine Struktur als unimodulares O-Gitter besitzt.

3.6. Gitter iiber Kreisteilungskérpern

Sei E = Q(¢,,) der m-te Kreisteilungskorper. Wegen Q((a) = Q((,y,) fiir ungerades m sei m #4 2
Der maximal reelle Teilkérper von E ist F' = Q((,, + (). Die entsprechenden Ganzheitsringe sind
O = Z[¢n] und 0 = Z[(m + (,,,]- Die Diskriminante von E lautet
me(m)

_ (q)em2
de = (=1) T, p? /D

Je nachdem, ob m eine Primzahlpotenz ist oder nicht, ergibt sich folgender wesentlicher Unterschied:
Ist m = p', dann ist die Erweiterung E/F verzweigt an der Stelle p|p. Ist hingegen m # p?, so ist die

Erweiterung E/F unverzweigt. Fiir weitere Details zu Kreisteilungskérpern siehe [Was82].

In diesem Abschnitt sollen hermitesche Strukturen von n-dimensionalen geraden Z-Gittern der

Stufe ¢ und Determinante /2 iiber Kreisteilungskérpern E = Q(¢m) betrachtet werden. Das Haupt-
augenmerk wird auf die Korper Q(¢,) fiir Primzahlen p > 2 gelegt.
Zuniichst wird erklart, inwiefern ein Zusammenhang zwischen diesen Strukturen und Automorphis-
men der jeweiligen Z-Gitter besteht. Fiir eine etwas allgemeinere Betrachtung von ZG-Gittern fiir die
zyklische Gruppe G sowie eine kategorielle Beschreibung dieses Sachverhalts siehe auch [Hof13|. Fiir
den Spezialfall des Korpers Q({y) siehe auch [KMO02], fiir den Korper Q((3) siehe auch [Hen09].

3.6.1. Zusammenhang zu Automorphismen. Sei L ein Z-Gitter auf dem quadratischen
Raum (V,b) der Dimension n mit einem Automorphismus ¢ € O(L) mit (irreduziblem) Minimal-

polynom m, = ®,, und weiter sei F := Q((;,).

Als erstes soll gezeigt werden, inwiefern o auf V' eine Struktur als hermitescher E-Vektorraum indu-

ziert. Fiir eine etwas allgemeinere Betrachtung dieses Themas siehe [Mil69)].

Auf dem Q-Vektorraum V kann eine E-Vektorraumstruktur durch (, - © := o(z) fir alle x € V
definiert werden. Als E-Vektorraum besitzt V, := V die Dimension N :=
Weiter sei die Abbildung h, : V,, x V, — E definiert als

-1

(54) ho(@,y) =55 > 007 (),9) - G-

%

p(m)*

3

I
o

Man rechnet leicht nach, dass es sich bei h, um eine hermitesche Form auf V, handelt. Bildet man

die zugehorige Spurform, so erhélt man

3
L

b, (,y) = Trg (ho(2,9)) = Trg (55 D bl (2),9) - (i)

i

Il
=)

,_.
,_.

m—

= L3 uGry) - TE(G) = b(E S TE () - G y) = bl y),
=0 =0

m—
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wobei die letzte Gleichung gilt, da Z:igl Trg(gfn) ¢, = m, denn

m—1

2

K2

m—1 m—1 .
o o 1 m j=1
TG (Gn) Gt = D0 (G G = D0 D@ =) = m
i=0 jezr, je€zz, i=0 jez, (0 J#1
Ist b’ : V, x V, = E eine weitere hermitesche Form mit by (x,y) = Trg(h’(x, y)) = b(x,y), so gilt fiir
beliebiges a € F

0= b(OLI’,y) - b(az,y) = bh,, (Oél’,y) - bh/(OLI, y)
= Trg (ho (o, y)) — Trg (W (o, y)) = Trg (- (ho(2,y) = W' (2,9)))-

Da Trg : E x E — Q nicht entartet ist, folgt h, (z,y) = h'(z,y) fir alle z,y € V, d.h. es gibt mit der
in definierten hermiteschen Form genau eine hermitesche Form auf V, mit der Eigenschaft, dass
die zugehorige Spurform gerade die urspriingliche Bilinearform b auf V' ergibt.
Da o € O(L) ein Automorphismus von L ist, ist 0(L) = L und damit ¢, - L = L. Wegen O = Z[(,]
wird L dadurch zu einem $9D-Modul. Da L als Z-Modul endlich erzeugt ist, ist L auch als O-Modul
endlich erzeugt. Folglich ist L ein Gitter auf dem hermiteschen Raum (V, h,).

Ist umgekehrt L ein O-Gitter auf dem hermiteschen Raum (V,h), so kann man, wie in Abschnitt

.1.3] in etwas allgemeinerem Kontext gesehen, L als Z-Gitter auf dem Raum V mit Bilinearform
bn(z,y) == Trg(h(x,y)) auffassen. Die Abbildung ¢ : V — V, & — (,, - = liefert dann eine Isometrie
von V| denn fiir alle z,y € V gilt

b (0 (x),0(y)) = Trg (h(Cz, Cy)) = Trg ((Ch(x,y)) = Trg (h(z,y)) = ba(z,y).
Wegen (L) = (¢, - L =L ist 0 € O(L) ein Automorphismus von L mit Minimalpolynom m, = ®,,.

Somit erhélt man eine bijektive Korrespondenz von O-Gittern L auf hermiteschen Réumen (V,h)
iiber dem Korper Q((,,) einerseits und Paaren aus Z-Gittern L auf dem quadratischen Raum (V,b)

zusammen mit einem Automorphismus o € O(L) mit Minimalpolynom ®,,, andererseits.

Sind nun 0,6 € O(L) zwei Automorphismen eines Z-Gitters L mit Minimalpolynom ®,,, so
bezeichne L, auf (V,hs) und Ls auf (Vz,hs) die daraus resultierenden hermiteschen Gitter. Fiir

diese gilt dann:

PROPOSITION 3.6.1. Zwei hermitesche Strukturen L, und L eines Z-Gitters L iber Q((,) sind

isometrisch genau dann, wenn o und & konjugiert in O(L) sind.

Insbesondere erhdlt man fir ein Z-Gitter L eine bijektive Korrespondenz zwischen Isometrieklassen
hermitescher Strukturen von L iber dem Korper Q(¢m) und Konjugationsklassen in O(L) mit Mini-

malpolynom ®,,.

BEWEIS. Genau dann sind L, und Ls isometrisch iiber O, wenn es eine Isometrie ¢ : (V,, hy) —
(Vs, hs) gibt mit ¢(L,) = Ls. Ahnlich wie in Prop. zeigt man, dass dieses wiederum &quivalent
ist zur Existenz eines ¢ € O(V,b), welches E-linear ist und ¢(L,) = L erfiillt. Da L, und Lz als
Z-Gitter (bzw. als Menge) gleich L sind, gilt also ¥(L) = L, d.h. ¥ € O(L). Da (,, ein primitives
Element von E = Q((,,) ist, ist die E-Linearitidt von ¢ dquivalent zu (,, - ¥(z) = ¥ ((n - @) fiir alle
x €V, also ooy =1 oo bzw. & = 1) o g o~ !. Letzteres ist genau dann der Fall, wenn & und o
konjugiert in O(L) sind. O
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Um also sdmtliche hermiteschen Strukturen von L iiber dem Kérper Q({,,,) zu bestimmen, miissen
die Konjugationsklassen innerhalb der Automorphismengruppe O(L) mit Minimalpolynom ®,,, berech-

net werden und fiir je einen Vertreter o das Gitter L, gebildet werden.

BEMERKUNG 3.6.2. Um zu einem Z-Gitter L und einem Automorphismus o € O(L) mit m, = ®,,
konkret eine hermitesche Struktur iiber dem Koérper E = Q((;,) in Form einer Darstellung L, =
Ayxy + ... + Anyxy zu finden, muss aus einer beliebigen Z-Basis von L, welche stets auch ein O-
Erzeugendensystem von L, ist, eine Pseudobasis bestimmt werden.

Dieses algorithmische Problem kann fiir O-Untermoduln von EV mit einem gingigen Computeralge-
brasystem wie MAGMA bewerkstelligt werden. Da eine Basis von L zunéchst jedoch aus Vektoren aus

V besteht, ist also explizit ein E-linearer Isomorphismus ¢ : V — EV zu konstruieren.

Dazu ist zunéchst eine Q-Basis B = {v11,. .. yVlp(m)s+ -+ s UNTy - - ,UNW(m)} von V derart zu wéhlen,
dass die Darstellungsmatrix M g (o) von o beziiglich der Basis B in Frobenius-Normalform ist, d.h.
die Matrix die folgende Blockgestalt besitzt

N1
ME) =ED| . o
i=1 . :
L =apm)-1
wobei X#(m) 4 aw(m)_lXﬁp(m)*l +...+a1 X + a9 = P, gilt (da es sich bei der Frobenius-Normalform
um eine rationale Normalform handelt, ist die Basis B im Allgemeinen keine Z-Basis von L). Aus dieser
Basis B lésst sich mit vi1,v21,...,vn leicht eine E-Basis von V' auswéhlen, denn wegen v;; = Ity

fir i € {1,...,N} und j € {1,...,p(m)} ist diese Menge ein N-elementiges FE-Erzeugendensystem

von V. Der gesuchte Isomorphismus ¢ : V — E% ergibt sich dann durch E-lineare Fortsetzung von

1 0 0

0 1 0
i ), v | ), ...y UNL

0 0 0

0 0 1

Ist y1,...,yn eine Z-Basis von L, so kann zu dem O-Modul O¢(y1) + ... + O¢(y,) € EV eine

Pseudobasis 4171 + ... + AnZn bestimmt werden. Setzt man z; := ¢~ 1(7;) fiiri = 1,..., N, so gilt
L, =021+ ...+/AnzN.

Eine Gram-Matrix in dieser Basis z1, ...,z ist dann leicht iiber die Formel berechenbar. n

3.6.2. Der Fall ggT(¢,dg) = 1. Sei weiterhin O = Z[(,,]. Zusitzlich gelte nun fiir diesen Ab-

schnitt die Bedingung ggT(¢,dg) = 1. Ist L ein O-Gitter vom Rang N, welches mittels Spurkon-

struktion ein n-dimensionales gerades Z-Gitter der Stufe £ und Determinante £/2 ergibt, so gilt nach

Korollar [3.1.10| bereits nL C DEID. Die Bedingung nL C @;153 in Satz|3.3.10|ist also redundant und
ein solches O-Gitter L besitzt an der Stelle q € Qr die Darstellung:

H(2-p)L...lH(2—p) q=p

o)a, .1 s aqtl
(55) L~ ( ) a#p, qf
(1., 1,0,...,0) aFp all,
——
kq-mal

wobei kq = v4(vL) ist und die Bedingung Hq\z N(gka D) = (NIFQ erfiillt sein muss. GemiiB Korollar
3.3.11|erhélt man eine 1:1-Korrespondenz zwischen den moglichen Geschlechtern von L wie in und
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o-Idealen a = [, qFa mit kq < N und N(aO) = (NI Anders als im Fall imaginér-quadratischer
Zahlkorper kann es also mehr als ein solches Geschlecht geben, namlich genau dann, wenn das Ideal

Lo in der Erweiterung F/Q zerlegt ist. Dies soll anhand des folgenden Beispiels erldutert werden.

BEISPIEL 3.6.3. Sei L das eindeutig bestimmte extremale Gitter im Geschlecht IIg(1174) (vgl.
[LatDB] ,,8QF.8.a%). Die Automorphismengruppe O(L) dieses Gitters besitzt 2°.32.5% Elemente. In
dieser gibt es drei Konjugationsklassen mit Minimalpolynom ®5. Geméfl Prop. gibt es also drei
hermitesche Strukturen von L iiber dem Koérper Q(¢s). Mit Hilfe von Bemerkung lassen sich

diese explizit bestimmen:

Ly = —¢E—¢247 2<§fzc§+<5+4)

1
5 ( —3CEHCE—(sH3  — (B34
~ 1 ( CEHc2+s 4cgf<§+2<5+5)
Ly = 5 \ —3¢3+2¢2-2¢s4+3  ¢2+¢248
} ( —3¢3-3¢2+6 ¢2+2¢2-3 )
5\ 2¢8+¢2-3 3¢3+3¢2+9
In dem Korper F = Q((s + C5) = Q(v/5) gilt 110 = ;. Man rechnet leicht nach, dass gilt:

sLy =10, nL; =000 ol =39,
sLy = LD, nly=LDL'O vl =139}
sLy=D," nLz3=2.'9 0l;=119;"

Folglich ist L; ein Gitter im Geschlecht & (12), Ly ein Gitter im Geschlecht &£ (12) und L3 ein Gitter
im Geschlecht &£ (11). ]

Ahnlich wie in Abschnitt m soll auch hier zumindest fiir den p-ten Kreisteilungskérper und
das Hauptgeschlecht &£ (¢~ /2) eine notwendige und hinreichende Bedingung an den Rang N fiir die
Existenz eines Gitters in diesem Geschlecht hergeleitet werden.

Klar ist, dass N gerade sein muss, denn fiir den p-ten Kreisteilungskorper ist das Ideal p verzweigt in
der Erweiterung E/F, d.h. pO = PLR. Ahnlich wie oben kann in Dimension N =, 0 stets ein solches
Gitter angegeben werden:

Wie jede ganze Zahl ist auch —¢ die Summe zweier Quadrate modulo p, also gibt es a,b € Z
mit —¢ =, a® + b%. Es folgt £+ a® +b% € pZ C p = (1 — ¢{)(1 — {)o. Folglich gibt es ein A\ € o mit
{+a®+b% = \1—¢)(1— ). Als Quotient zweier total positiver Zahlen gilt A > 0. Weiter sei

1 (1 S
(56) G:=—= —t S D4><4

00 \S A
mit den Matrizen I := ({) und S := —C (¢%,) sowie § :=(1— ¢,)"= . Fiir die Determinante von
G gilt dann

det (G) = —— det (AT — §5") = 2L !
(55) ((60)*(1 = ¢)(1 = Q))

(w=ei=o)
(o)

Dann sind die Hauptminoren der Matrix G gleich NE(§)~!, NE(8)~!, ¢{NE(1 — ¢)71, det (G) und

damit jeweils total positiv. Demnach ist die hermitesche Form auf V = Fx; + ... + Ex4 gegeben

durch die Matrix G beziiglich der Basis x1,..., x4 total positiv definit.
Sei nun L := Oxq +. ..+ Owxy. Mit Hilfe von Lemma rechnet man leicht nach, dass sL = B?~P =
CDEI und nL = P3P = CD}ID sowie v L = det(G)O = @154 029 gilt. Weiter ist L* = Oy +... + Oy,
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fiir die duale Basis y,...,y4 von z1,...,z4 und in dieser Basis ist die Gram-Matrix gegeben durch
a1 (1=G)a =G (a1 =8
063 A

Damit rechnet man leicht nach, dass s(L*) = %@ g gilt. Nach Prop. m ist das Spurgitter von L ein
4[E : QJ-dimensionales gerades Gitter der Stufe ¢ und Determinante ¢47*%l und nach Satz|3.3.10] ist

somit L ein Gitter in dem Geschlecht &% (¢2).

Durch Bilden orthogonaler Summen erhélt man:

SATZ 3.6.4. Sei E = Q((,) der p-te Kreisteilungskdrper und ¢ € N quadratfrei mit ggT(¢,p) = 1.
Dann existiert das Hauptgeschlecht 65(81\[/2) fiir N =4 0 in dem Sinne, dass dieses stets ein Gitter
enthilt. Des Weiteren enthilt das Geschlecht &% (¢N/?) sogar stets ein freies Gitter. g

Genau wie in Abschnitt wird auch hier die Hasse-Invariante des zugrunde liegenden Raumes
benutzt, um eine notwendige Bedingung im Fall N =4 2 an /£ herzuleiten. Hierfiir werden Ergebnisse
aus der Arbeit [Neb99] angewendet.

Fiir spatere Zwecke sei bemerkt, dass es im folgenden Lemma keine weiteren als die dort genannten

Voraussetzungen an L gibt. Insbesondere muss nicht notwendig ggT(¢,dg) = 1 gelten.

LEMMA 3.6.5. Sei L ein O-Gitter Gber dem Kdrper E = Q((p) vom Rang N auf dem hermiteschen
Raum (V,h). Dann erhdlt man als Hasse-Invariante des Spurgitters von L an der Stelle g € Qq:

(1) (27) falls g = 2
) — L—l(N+1) vy (det(L))
sq(L) =9 (=1) = U2 ], (=1) 70T fallsq=p
vq (det (L))
(=1)" 7@ sonst

BEWEIS. Sei L =201x1 +...+2Anzy ein solches Gitter mit Steinitzklasse [A] = [2; ... -An] und
abkiirzend sei a := det(z1,...,2y). Nach [Sch85] 1.6 iv) sind die Dimension und die Determinante
bereits ein vollstdndiges Invariantensystem fiir einen (total positiv definiten) hermiteschen Raum, d.h.
es gilt

(V,h)=(1,....1,a).
Mit den Notationen aus [Neb99| gilt also (V,bn) & p1L... Lp1Llp,, wobei b, = Trg oh. Nach
[Neb99] Satz 3.3.8 (c) bzw. (d) gilt s,(¢1) = (—1,p), = (_1),,2;1 fiir die Stelle p bzw. s4(¢1) = 1
fiir alle Stellen g € Qg. Mit der Formel zur Berechnung der Hasse-Invariante fiir orthogonale Summen
(vgl. [Ger08| Prop. 4.18.) erhiilt man daraus wegen d(p1) = d(¢n) = pQ*? und (p,p), = (—1,p), =
(=1)"2" induktiv fiir jede Stelle ¢ € Qg \ {2}:
p—1,(N

. ¥ (1) TGN s (p0) g=p

61 o) =sqle0) - () 5ylpa) = '
Sq(Pa) sonst

Es verbleibt also die Berechnung von s,(¢,). Die beiden Félle ¢ = p und ¢ € Qg \ {2, p} sind hier

gesondert zu betrachten.

Sei zunéchst ¢ € Qg \ {2,p} und a(Z, ® O) = [[;_, Qi die Primidealzerlegung von a9 iiber dem
Ring Zq ® O. In dieser Zerlegung treten die Vervollsténdigungen aller iiber ¢ gelegenen Primideale Q;
aus der Zerlegung des Ideals a© auf. Nach [Neb99] Satz 3.3.14.(iv) gilt dann

(58) Sq(gpa) = (p, q)g(q)-zizl i (-1) e
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Die entscheidende Beobachtung ist, dass die Berechnung der Hasse-Invariante s,(¢q) geméafl nur
von der Paritét der Zahl >._, ; abhéngt. Diese Paritéit kann, wie jetzt gezeigt wird, nur mit Hilfe
der Determinante det(L) bestimmt werden.

Aufgrund von Prop. ist det (L) = |dg|™ - M(vL) und wegen q 1 |dp| = pP~2 ist v,(det (L)) =
vy(M(vL)). Da jedes Primideal £ iiber ¢ die Norm ¢/ (@) besitzt, kann man daraus folgern, dass exakt
”“((}?73” solcher Primideale (ggf. mit Vielfachheit gezéhlt) in der Zerlegung von v L vorkommen. Nach
Definition gilt vL = A2 - o, umgestellt also a = vL - (AA) L. Ist nun Q; ein Teiler von A, so ist Q;
ein Teiler von 2A. Im Fall ; = Q; unterscheiden sich also die Exponenten von £); in den Zerlegungen
von v und aO um 2, wohingegen sich im Fall 9; # 9, die Exponenten von £; und 9; jeweils um 1

vg(

unterscheiden. Die Paritét der Zahl >, &; ist also gleich der Paritéit von (}8(72)(]’)). Zusammen mit

vg(det (L)) =, 0 folgt aus und dann
7 )"'q<deZ<L>) vq(det (L)) vg(det (L))
so(L) =sq(va) = (pra)p 7 (=)@ = (=) i

Nun soll die Stelle p € Qg betrachtet werden. Durch Multiplizieren von a mit geeigneten Potenzen
des Elements 7 := (1—(,)(1—,) € F der Norm N{ () = p kann erreicht werden, dass v,(N{ (@) = 0
gilt. Nach [Neb99] Lemma 3.3.11. ist dann N§' (@) =, £1. Ist € € {+1} mit Nf'(a) =, ¢, so gilt nach
[Neb99] Satz 3.3.14 (iii):

-1

(59) splpa) = (-1)°F ¢
Zur Berechnung von s,(p4) ist somit das genaue Vorzeichen zu bestimmen. Sei dazu v eine Primzahl
mit v # p. Wegen |dg| = pP~? ist hier v, (det (L)) = vy(|de|™ - NUA)ZNE (@)?) = 0+ 20, (N(A)) +
2vy(N§ (@) und deswegen gilt M = 1, (N(A)) + v (NG (). Jeder iiber v gelegene Primteiler
von 2 besitzt die Norm vf(")| daher ist v, (DM(A)) durch f(v) teilbar, etwa v,(M(A)) = A - f(v). Nach
[Neu92] I (10.3) ist f(v) gerade die Ordnung von v in (Z/pZ)*, d.h. es ist v/(*) =, 1. Damit erhilt

man
F vy (det (L)) vy (det (L)) vy (det(L))
(NG (@) = b (@) o OGER Af () =g o
)

Ist nun f(v) gerade, so ist v’ =, —1 und damit gilt in diesem Fall

=, (1)
Ist hingegen f(v) ungerade, so ist v, (det(L)) wegen v,(det(L)) =2 0 sogar durch 2f(v) teilbar und

vy (det(L)) f(v) | vu(det(L))
2 f(v)

:(Uz) %

(60)

folglich gilt hier ebenfalls

vy (det (L)) vy (det(L)) vy (det(L))
(61) S () =, 1= (1) T
o Vo (det(L)) vy (det(£) .
Somit gilt in jedem Fall also v*(V¢ (@) Sp v 5 =, (-1)” 7 . Da «a als Determinante des

total positiv definiten Raumes (V, h) total positiv ist, ist auch N(g (o) > 0 und man erhélt insgesamt

F vy (det(L))
Ng()= ] oM@ =, IT (-1 7.

v prim v prim

1

Nach (59) ist s,(¢a) = (—1)*7* - (V£ (a) mod p) = (~1)*7"
Formel ergibt

vo(det(L)) o
F . Einsetzen in die

: Hv prim(_l)
s(0) = ()= O T (e,

v prim
Die Formel fiir die Stelle g = 2 ergibt sich jetzt aus der Produktformel fiir die lokalen Hasse-Invarianten.
O

Daraus ergibt sich die folgende notwendige Bedingung;:
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PROPOSITION 3.6.6. Sei E = Q((p) fiir eine Primzahl p > 2 und ¢ € N quadratfrei mit p { €.
Gibt es ein Gitter im Geschlecht &% (a) dber dem Korper E fir N =4 2 und M(aD) = £/ mit

n:= N(p—1), so gilt notwendig
(4) - 1.
p

BEWEIS. Sei v ein Primteiler von ¢. Wegen ggT(¢, p) = 1 ist also v # p. Wie im Beweis zu Lemma
3.6.5| gesehen (vgl. Formeln bzw. (61))), ist einerseits

vy (det(L)) vy (det(L))

(62) )" 7o =0

(-
Da v,(det(L)) = v,(N(a9)) = 2 = & - (p— 1) ist und & wegen der Voraussetzung N =4 2 ungerade
ist, erhdlt man andererseits nach dem Satz von Euler auch

N
vy (det(L)) p—1 v\ 2 v

63 VT = (v - =(=).

(63) SR <p> (p)

Zusammengenommen folgt aus und also wegen p # 2 sogar die Gleichheit

vy (det (L)
(64) (—1)™5 T = (”) :

p

N
2

Weiter ist wiederum aufgrund der Voraussetzung N =4 2 die Zahl (N;' 1)

(65) O e

Da ein {-elementares Gitter an der Stelle p unimodular ist, muss notwendig s,(L) = 1 gelten. Zusam-
men mit (64) und folgt also aus Lemmam

= T () 1(2) - ()

v prim U|é

ungerade, womit also gilt

O

Auch hier soll nun fiir den Kérper E := Q((,) ein Gitter im Geschlecht &% (¢) konstruiert werden,
falls die notwendige Bedingung (_74) = 1 erfiillt ist. Sei also —¢ ein Quadrat modulo p, etwa —¢ =, a*
fiir ein a € Z. Also gilt £+ a® € pZ C p = (1 — ¢)(1 — Zp)o. Folglich gibt es ein A € o0 mit

(+a®> =X (1—-¢)(1—C,). Dasowohl £+ a* als auch (1 —(,)(1 —(,) = NE(1 = ¢,) total positiv

sind, ist auch A total positiv.
1 (1
G:=—= 5 ,
66 \s A

Sei G die Matrix
wobei hier s := -2~ und § := (1 — Cp)pT_s ist. Dann folgt

1-¢p
1 a’ A (=)A=, —d
det (G) = L <>\ - ) = _

(1-G)A =) (60)2(1 = Gp)(1 = ¢,)
14
(1= G)(A =

Die Hauptminoren von G sind 1 und det(G) und damit sind diese total positiv. Demnach ist die

hermitesche Form auf V = Fx; + Ezs gegeben durch die Matrix G beziiglich der Basis z1, x5 total
positiv definit.

Sei nun L := Ox1 + Oxo. Mit Hilfe von Lemma rechnet man leicht nach, dass sL = B2~P = @El
und nL = P37 = D 'O sowie vL = det(G)O = D 2O gilt. Weiter ist L* = Oy, + Oys fiir die duale
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Basis y1,y2 von x1,z2 und in dieser Basis ist die Gram-Matrix gegeben durch

(I=¢)A=¢ P2 [ X —s
066 -5 1/

Gl =

Damit rechnet man leicht nach, dass s(L*) = %i) g gilt. Nach Prop. ist das Spurgitter von L ein
2[E : Q]-dimensionales gerades Gitter der Stufe ¢ und Determinante ¢2l7*% und nach Satz|3.3.10| ist
somit L ein Gitter in dem Geschlecht &% (7).

Damit ist bewiesen:

SATZ 3.6.7. Sei E = Q((,) mit p > 2 Primzahl und £ € N quadratfrei. Ist N =4 2, so gibt es ein
Gitter im Hauptgeschlecht &% (¢N/2) genau dann, wenn (‘TZ) =1. O

Bildet man die Spurgitter dieser konstruierten O-Gitter, so erhdlt man zusammen mit der not-
wendigen Bedingung aus Prop. folgende Aussage fiir Z-Gitter:

SATZ 3.6.8. Seien p > 2 Primzahl und ¢ € N quadratfrei mit p1 €. Es gibt genau dann ein gerades
Gitter L der Dimension n = N(p — 1), Stufe ¢ und Determinante 02 mit einem Automorphismus
mit Minimalpolynom ®,,, wenn gilt

a) N =40 oder
b) N =42 und (%) =1.
|

Es sollen nun fiir Kreisteilungskorper E = Q((,,) fiir kleine m und die Quebbemannschen Stufen
¢ € {1,2,3,5,6,7,11,14,15,23} unter der Bedingung ggT(¢,dg) = 1 die Geschlechter &% (¢N/?) fiir
kleine Dimensionen N, sofern diese Geschlechter existieren, klassifiziert werden. Die fiir die Berech-
nung der Mafle dieser Geschlechter notwendigen Standardmafe fiir kleine Dimensionen und einige

Kreisteilungskorper sind in Tabelle [3.6] zusammengefasst.

N\E Q(¢s) Q(¢12) Q(¢7) Q(¢o) Q(¢15) Q(¢20)
2 1 1 1 1 1 1
600 288 1176 648 1800 80
3 1 1 1 13 1 1
6000 10368 2058 34092 10125 640
4 1 23 79 2587 1261 3793
720000 7488320 1728720 12597120 1215000 30720
293 23 130429 18628987 .. "
5 36000000 5971968 1513630 2o267asico 201 =~ 31854
19631 38663 -~ ~ 6 28
6 15360000000 30008712z~ 293 =~ 38.30 > 10 >6-10
N\E | Q(¢n) Q(¢1)  Q(¢s) Q(¢ia) Q(¢17) Q(¢19)
9 5 1 13 19 73 1461
7904 501 176 3056 867 2888
3 Tor =2 ~3.64 ~3293 >3-10° >2-10°
4 ~ 196.19 > 10% >107 >6-109 >5.10% >7.10%

TABELLE 3.6. Die StandardmaBe std fiir Kreisteilungskorper E = Q((,,) sortiert

nach Koérpergrad bzw. Diskriminante. Fiir die Félle m = 3,4 siehe Tab.

In [Que92| werden alle 32-dimensionalen geraden unimodularen Gitter mit einer Struktur iiber

dem Kérper Q(gs) (bzw. Gitter mit einem irreduziblen Automorphismus der Ordnung 4-17) bestimmt
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und gezeigt, dass es neben einem Gitter mit Minimum 2 genau drei extremale solche Gitter gibt. Etwas

allgemeiner gilt:

SATZ 3.6.9. Es gibt genau vier extremale gerade unimodulare Gitter in Dimension 32 mit einer
Struktur iber dem Kérper Q(Cir).

BewEIS. Das Geschlecht &% iiber dem Kérper Q((17) besitzt das Maf %. Die Klassifikation

dieses Geschlechts ergibt genau sieben Gitter: Ly, L1p, Lo, L3, L4, Lap und Ls. Abgesehen von dem

Gitter Ly fiihren alle iibrigen zu extremalen unimodularen Gittern in Dimension 32.

i | |U(Ls)| |O(L;)| min(L;)
1 2.17

. 253217 4
1b | 2.17

2 | 2217 273217 4

3 |22.3.17 27.33.17 4
4a | 23.3.17

. 5 23135 52.7.17.31 4
4b | 23.3.17

5 | 22172 | 232.312 56 74 112.132.172 2

Die Gitter 1a und 1b sowie 4a und 4b besitzen jeweils iiber Z isometrische Spurgitter. Somit erhélt
man also exakt vier extremale unimodulare Gitter in Dimension 32 mit einer Struktur tiber dem
Korper Q(¢i7)- O

Wie in Bsp. gesehen, besitzen die drei extremalen Gitter CQs2, MWs35 und MW, eine
Struktur als Ideal-Gitter iiber den Kérpern Q((51) und Q(¢gs). Wegen Q(¢17) C Q(¢s1) bzw. Q(¢17) C
Q(¢gs) ist damit klar, dass diese drei extremalen Gitter ebenfalls eine Struktur iiber Q({;7) besitzen.
Der interessante Teil der Aussage in dem folgenden Satz ist daher, dass es aufler den drei genannten

keine weiteren extremalen Gitter im Geschlecht II35(271%) mit einer solchen Struktur gibt.

SATZ 3.6.10. Es gibt genau drei extremale Gitter im Geschlecht 1132(2%16) mit einer Struktur diber
Q(C17), ndmlich die Gitter CQs2, MWsy und MWi,.

BEWEIS. Es ist 20 = [;[5. Folglich gibt es also mit &£ (12), &£ (13) und &% (20) drei Geschlechter.
Das Hauptgeschlecht &£ (20) enthilt kein extremales Gitter. Das Geschlecht &% (12) entsteht aus dem
Geschlecht &£ durch Skalieren mit einem total positiven Erzeuger 7, des Ideals ;. Man erhilt die

folgenden sieben Gitter:

i [wer Lol [ 100" L] [ min(" Ly)

1a 2.17 2417
1b 2.17 2417
2217 2517

22317 | 26.3%.17
da | 23.3.17 | 2™.3.17
4b | 23317 |2™.3.17
5 22,172 28.172

NG e = N = T NG

Das Gitter ™ L3 ist isometrisch zu dem Gitter C(Q)35. Das Gitter " Ly, ist isometrisch zu MW3o,
wohingegen " Ly, isometrisch zu dem reskalierten Dualgitter MW, von MWsy ist. Da MWj, %
MW3so gilt, sind diese Gitter insbesondere also nicht 2-modular.
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Das Geschlecht &£ (12) erhilt man vollig analog durch Skalieren der Gitter aus dem Geschlecht &%
mit einem total positiven Erzeuger 7, des Ideals l5. Auf diese Weise entstehen ebenfalls drei extremale
Gitter, welche jedoch in der folgenden Weise ebenfalls zu den Gittern MW3o, MW}, und CQs2

isometrisch sind:

L4a MW32 >< L4a
L4b MWé2 L4b
T 72
L > CQ3z = L

Auf analoge Weise erhilt man die folgenden Resultate:

SATZ 3.6.11. Es gibt genau ein extremales Gitter im Geschlecht 1124(3“2) mit etner Struktur iber
Q(¢13), ndmlich das Gitter Loy . O

SATZ 3.6.12. Es gibt genau ein extremales Gitter im Geschlecht Iao(7110) mit einer Struktur iiber
Q(¢11), ndmlich das Gitter Log. O

In der folgenden Tabelle ist ¢ die Stufe der mittels Spurkonstruktion resultierenden Z-Gitter, £
der jeweilige Kreisteilungskorper und N der Rang der hermiteschen Gitter des jeweiligen Geschlechts,
welches durch das Ideal a festgelegt wird. Fiir jedes dieser Geschlechter ist h die Klassenzahl, hgy
die Anzahl der hermiteschen Gitter, welche stark modulare Z-Gitter liefern, ho,...,h1g die Anzahl
der hermiteschen Gitter, welche als Z-Gitter ein Minimum von 2, . .., 10 besitzen, und hZ_, die Anzahl

der extremalen Z-Gitter (bis auf Isometrie), welche eine Struktur iiber dem Kérper E besitzen.

14 E |N| a Maf h | hstn | ha | ha | he | hs | hio Genus hZ.
Q) | 2] o T 1| (1) |1 - - - I 1
4 o | s | L@ L] - -] - - e 1
6| 0o | s~ | 3| B |21 |- |- |- o4 1
8 | o | 15R9202TEOT9 | 18 | (18) | 9| 9 | - | - | - 1155 6
Q(G2) | 2] o g L@ |1 -] - - | - IIg 1
4| 0 355 21 @ |2 - |- - - 16 1
6| o Sl T (M 6] 1| -] -] - a4 1
Q) | 4] o STt 2 | (2 | 1| 1| - - - gy 1
Q(C0) | 2| o 5 2 | (2 |2 - - - 6 1
3] o 800 50 6) a1 ]| - |- | - Iy 1
Q1) | 2| o e L@ ol 1| -1|-1]- I, 1
QCas) | 2| o Ty 2 1 @ [ 1] 1] -] -/1- 1oy 1
QCiz) | 2| o St 201 @ (1] 1] -] -/|- 11y, 1
Q7)) | 2| o — 7M1 6| - | - - I35 4
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l E N| a Maf h | hstm | ho | ha | he | hs | hio Genus hZ.
2 | Q) | 4] 20 = 3 3 2] 1| - - - 6(278) 1
Q) | 4| 20 e 7| 15 | 3|14 | - | - | - I54(2712) 8
Q(Cis) | 2 | 20 ] 2 2 1] 1| - - - I116(279) 1
Q1) | 2| 20 A 3 3 12| - - - o4 (2712) 2
Q(Cir) | 2| 20 e 648 | 648 | 1 |647| O | - | - I155(2+19) 0
2 =2z 7 0| 4| 3| -] - I155(2716) 3

2 — 7 0| 4 | 3| - |- I155(2119) 3

3 Q(<5) 4 30 % 3 - - - 1116(3+8) 3
Q(¢r) | 2] 3o o 1 - - - IT;5(3%9) 1

4 | 30 Soaor | 439 305 [13 (423 | 3 | - | - I (3112) 1

Q(C20) | 2 | 3o ) 7 70205 | - | - | - 16(38) 3
Q(C2s) | 2 | 3o 2 215 | 215 | 2 |210| 3 | - | - IT54(3712) 1
2 S Eacl 3 3 0| 3 0 - - o4 (3712) 0

2 R 3 3 /o3 0] - |- T54(3712) 0

Q(Ci3) | 2| 3o S0 98 | 98 | 1|97 | 0 | - | - T4(3112) 0
7 RN o 1| 1| - - Iy (3712) 1

3 ARNEE U R O O e II24(3%1%) 1

51 Q) | 2 5o R L2 - - - IM5(57%) 2
Q(C12) | 2 | 5o S 2|1 - - - g (5+4) 1
4 | 5o B 1111 97 |25 8 | 1 | - | - I6(57%) 1

Q(Caa) | 2 | 50 e 49 | 49 | 3| 44 | 2 | - | - I6(57%) 1
5 73 ol 210 |- |- IL16(578) 0

5 73 ol 2o - |- I6(51%) 0

6 | Q) | 2| 6o = L1 | - | - | - | 123 | (0
4 | 6o i 60 | 32 | 8|46 | 6 | - | - | IL(21%3%8) | 4

Q(¢r) | 2| 6o el 5 4 1] 4 | - - - | II(216376) | 2
Q(¢i1) | 2 | 6o T 289 | 5 | 1 [132[156 | - | - |II(27%03710) | 3

71 Q) | 4] 7o 2025502 138 | 112 |11 | 98 | 29 | - - 6(778) 13
Q(Gi5) | 2 | To s 42 | 42 | 1|16 |25 | - | - 6(7%%) 8
Q) | 2| 7o LA 638 | 638 | 1 | 154|482 | 1 | - I (7110) 1
11| Q(¢) | 2 | 110 = 4 4 1 1| - - Mg(1174) 1
2 Sy 1 1 |0 1| - | - Ig(1114) 1

2 STz 1 0 1| - - Mg(11F4) 1

14 | Q(¢) 140 = 4 0 |1 1| - | - | @27 | (0)
Q(¢15) o | %L 684 92 | 1 | 18 |301[362| 2 | I(2™8778) | 0

TABELLE 3.7. Strukturen iiber Kreisteilungskorpern

BEMERKUNG 3.6.13. Eine Klassifikation der hermiteschen Strukturen von Gittern im Geschlecht

I36(3118) diber E = Q((7) ist nicht moglich. Das Maf8 des Geschlechts &£ (3?) iiber Q((7) betrigt
~ 1.8 -10'3, sodass dieses Geschlecht sogar mehr als 2.5 - 10 Gitter enthlt.
Das MaB8 des Geschlechts &% (3) iiber dem Korper E = Q((19) betriigt ~ 9956.8, sodass dieses Ge-
schlecht circa 400.000 Gitter enthélt. Eine Klassifikation konnte in diesem Fall gerade noch machbar

sein, wiirde jedoch einiges an Rechenzeit und Speicherplatz in Anspruch nehmen.
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Wie in Lemma gezeigt werden wird, sind (mit Ausnahme des ersten) sédmtliche Fourier-
Koeffizienten der Thetareihe eines Gitters mit einer Struktur iiber Q((,) durch p teilbar. Lésst sich
die extremale Modulform als ganzzahlige Linearkombination von Thetareihen von Gittern mit einer
Struktur iiber Q((,) darstellen, so gilt dies auch fiir die extremale Modulform. Auf diese Weise erhélt

man:

PROPOSITION 3.6.14. Die Fourier-Koeffizienten der extremalen Modulform faq in dem Raum
M = M15(T«(3), x18) sind (mit Ausnahme des ersten) sowohl durch 7 als auch durch 19 teilbar. O

3.6.3. Einige Beispiele im Fall ggT(¢,dg) > 1. Wie bereits in Abschnitt gesehen, gibt
es nicht nur ein Geschlecht hermitescher Gitter iiber Q((3) = Q(v/—3), welches per Spurkonstruktion
n-dimensionale gerade Z-Gitter der Stufe 3 und Determinante 3"/2 liefert.

Ebenso gibt es im Allgemeinen auch fiir den Korper E = Q((,,) im Fall ggT(¢,dg) > 1 mehrere
mogliche solcher Geschlechter. Ein grundsétzlicher Unterschied besteht dabei zwischen den Féllen
m = p' fiir eine Primzahl p und einem zusammengesetzten m € N (m #4 2), da die Erweiterung E/F
im ersten Fall verzweigt und im zweiten unverzweigt ist.

Ist L ein hermitesches Gitter, welches per Spurkonstruktion ein n-dimensionales gerades Z-Gitter der

Stufe ¢ und Determinante £/ liefert, so folgt zunichst genau wie in Abschnitt [3.3.1
DL CLCDLLx

Fiir alle Stellen p € Qp, welche ¢ nicht teilen, gilt nach wie vor, dass diese ’D;Jpl—modular (bzw. uni-
modular) sind und damit wie gesehen der Isometrietyp fiir solche feststeht. Ist p € Qp unverzweigt
in der Erweiterung E/F und gilt p | £, so legt allein der Typ der Jordan-Zerlegung den Isometrie-
typ fest (vgl. Prop. [3.3.1)). Fiir in der Erweiterung E/F verzweigte Stellen kommt in einigen Fillen
zusitzlich die Determinante als Invariante hinzu (vgl. Prop. . Dies soll anhand von drei Beispielen

veranschaulicht werden.

BEISPIEL 3.6.15. (Strukturen von Gittern der Stufe £ = 3 tiber E = Q((21))
In diesem Fall gilt 30 = p? und pO = P. Also legt allein die Stelle p das Geschlecht fest. Fiir diese
gilt:
PL; C L, CP L
Also sind in einer Jordan-Zerlegung an der Stelle p mit einer 8 ~1-, einer B- und einer unimodularen nur

drei Komponenten moglich. In kleinstmoglicher Dimension besitzen diese Komponenten die Gestalt:

Die Dimension eines Spurgitters L ist n = N - [E : Q] = 12N. Ist also L ein Gitter mit det(L) = 3"/2,
so gilt:

3N = det(L) = |dg|" - N(oL) = 3°V . 71N . 91(vl)
Folglich gilt g (vL) = 0. Unter dieser Nebenbedingung lassen sich die folgenden Geschlechter kombi-

nieren:
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(N[ Ly | MaB [ h |ho|ha|he|hs| Gemus [hZ, |
1 (1) 3= | 1]0 - - | (3% | 1
2| (L) |gs=| 2|0 2]0|-|HaB™)| 0
(m=hm)y | 2% [59] 0 53] 6 | - | (32| 1
30 (L1 | 2% (22|05 |17 0 |He(3™8) | 0

Das Gitter Loy o besitzt genau sechs nicht isometrische Strukturen in dem durch <7r*1, ) festgelegten
Geschlecht, wihrend kein extremales Gitter eine Struktur mit L, = (1,1) besitzt. Gleiches gilt fiir
das Geschlecht festgelegt durch (1,1,1). Das Maf§ des Geschlechts festgelegt durch (7=1,1,7) lautet
% ~ 37426.4. Somit ist eine Klassifikation dieses Geschlechts nicht ohne Weiteres moglich.

BEISPIEL 3.6.16. (Strukturen von Gittern der Stufe £ = 2 tiber E = Q((20))
In diesem Fall gilt 20 = p? und pO = P. Also legt allein die Stelle p das Geschlecht fest. Fiir diese
gilt:
Ly C Ly CP°L,
Also sind in einer Jordan-Zerlegung mit einer 8~2-, 1~ und unimodularen nur drei Komponenten

moglich. In kleinstmoglicher Dimension besitzen diese Komponenten die Gestalt:

Die Dimension eines Spurgitters L ist n = N - [E : Q] = 8N. Ist L ein Gitter mit det(L) = 2"/2, so
gilt:
24N — 9N — et (L) = |dg|V - M(vL) = 28V . 55V . N (L)

Also muss gelten vy (vL) = —N. Unter dieser Nebenbedingung lassen sich die folgenden Geschlechter

kombinieren:
| NV | L, | MaB [ A | ho | ha|he| Genus |nZ, |
2 (m=t ) grbs | 1| 0| 1| - | Lg2t®) | 1
2711 Ae [ 3] 2| 1| - | Me(2t®) | 1
A4 [ (rhr Lty | 398 120 0 | 19| 1 | IIgp(2410) | 1

Das dabei konstruierte extremale Gitter im Geschlecht I135(271°) ist isometrisch zu dem Gitter Q3.
Dieses besitzt auch noch jeweils genau eine Struktur in den anderen beiden Geschlechtern festgelegt
durch (271 771 771 1) bzw. (271,271 1,1). Die Mafie lauten ~ 1.4 - 102 und =~ 4.6 - 1013.

BEISPIEL 3.6.17. (Strukturen von Gittern der Stufe £ =5 iiber E = Q((s5))
In diesem Fall gilt 50 = p? und pO = P2. Also legt allein die Stelle p das Geschlecht fest. Fiir diese
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gilt:
BLy € Ly CF°L;
Somit sind in einer Jordan-Zerlegung an der Stelle p nur die folgenden fiinf Komponenten moglich,

welche in kleinstmoglicher Dimension die folgende Gestalt besitzen:

Die Dimension eines Spurgitters L ist n = N - [E : Q] = 4N. Ist L ein Gitter mit det(L) = 5"/2, so
gilt:

52N = det(L) = |dg|™ - N(vL) = 53N - N(vL)
Also muss gelten vp(vL) = —N. Des Weiteren zeigt man mit dhnlichen Argumenten, wie sie im
Beweis zu Satz [4.1.19] verwendet werden, dass die Determinante von L, eine Norm ist. Unter diesen

Nebenbedingungen lassen sich die folgenden Geschlechter kombinieren:

| N | L, | MaB | A [ hy | ha|he|hs| Genus | hZ

ext ‘

h
2 H(-1) gz | L0 |1 |- | - | (5% | 1
(Ar~1 A) ENs] 1| 1]0]-]-| g™ | 0
(r=1,1) Frez 10| 1] - |- Og(™ 1
4 H(—1) LH(-1) g | 1|0 [ 10| - | g™ | o
(A1 LH(—1)1(A) g | 210 [ 2]0 ] - | (5™ | 0
(m~ 1 LH(-1)L(1) et | 2| 110 |- | Hg(5™®) | 0
(r=L Ar=L 1, A) gz | 6] 2 [ 4]0 |- | IgB™) | 0
(r=l,m= 1 1,1) s 9 (2|70 - | ILe(5®) | 0
H(—3) LH(1) = 3T 7 129] 1 | - | Hye(5™®) | 1
6 | H(—1)LH(—1)LH(-1) | sro97—= | 3 | 0 [ 2 | 0 | 1 | (5% | 1

Bei dem konstruierten extremalen Gitter im Geschlecht 1To4(5712) handelt es sich um das Gitter
(C5.JoY SL(2,5)) : Csy. Dieses besitzt noch genau zwei weitere Strukturen, welche in dem durch
H(—-3) L H(—1) L H(1) festgelegten Geschlecht liegen.

3.7. Unimodulare Gitter

In diesem Abschnitt werden unimodulare Gitter iiber imaginir-quadratischen Zahlkérpern und
Quaternionenalgebren iiber Q untersucht. Anders als in den vorherigen Abschnitten meist vorausge-
setzt, sind in den hier betrachteten Fillen die Stufe ¢ und die Diskriminante nicht teilerfremd, sondern
gleich. Des Weiteren lésst sich in diesen Féllen zeigen, dass es jeweils genau ein Geschlecht unimo-
dularer Gitter gibt und dass unimodulare Gitter mittels Spurkonstruktion jeweils gerade modulare

Z-Gitter ergeben.
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3.7.1. Unimodulare Gitter tiber imaginir-quadratischen Zahlkérpern. Unimodulare Git-
ter iiber imaginér-quadratischen Zahlkérpern sind in diversen Arbeiten untersucht worden: In [Iya69]
(Q(v/—1) bis Rang 7), [Fei78] (Q(v/—3) bis Rang 12), [Hof91] (Rang 2, 3 iiber Kérpern mit Diskri-
minante > —20), relativ umfassend in [Sch98] und ergiinzend in [KIMO02] (Q(v/—1) gerade, Rang 8
und 12), [Abd04] bzw. [AS09] (Q(/—3) Rang 13, 14 bzw. 15).

Diese Ergebnisse werden hier teilweise reproduziert und in einigen wenigen Féllen erweitert.

PROPOSITION 3.7.1. Sei E = Q(v/—¥¢) mit einer Primzahl £ =4 3 und N € N. Dann gibt es
genau ein Geschlecht A5 (positiv definiter) unimodularer O-Gitter vom Rang N fdiber E, nimlich das
Geschlecht des Gitters

BEWEIS. Sei L = 20121 + ... + A nyzy ein unimodulares O-Gitter auf dem hermiteschen Raum
(V,h). Nach gilt fiir jede Stelle p # ¢ zunéchst

(66) L,=(1,...,1).

Fiir jede zerlegte Stelle p € Qg ist (%) = 1 und somit ist —¢ ein Quadrat modulo p. Mit dem
lokalen Quadratesatz (vgl. [O’M63] 63:1) folgt, dass —¢ dann auch ein Quadrat in Q, ist. Es folgt
(—¢,dV), = 1.Ist p € Qq eine trige Stelle, so ist nach dV eine Norm, also (—¢,dV), = 1. Da (V, h)
positiv definit ist, gilt zudem dV > 0 und daher (—¢,dV ) = 1. Aus Hilberts Reziprozitiitsgesetz (vgl.
[O°M63] 71:18) folgt damit auch (—¢,dV), = 1, also ist dV nach [O’M63] 63:10 auch an der Stelle £
eine Norm und mit folgt

(67) Ly>=(1,...,1).

Somit ist das Geschlecht von L durch und eindeutig festgelegt. Das Gitter Zy ist offenbar

ein unimodulares O-Gitter in diesem Geschlecht. O

Die folgende Mafformel kann leicht mit Hilfe des Standardmafles und geeigneter Korrekturfaktoren
hergeleitet werden. Der Einfachheit halber sei an dieser Stelle auf [HK89] Theorem 5.6 verwiesen.
Fiir das Geschlecht 45 unimodularer O-Gitter vom Rang N iiber E = Q(v/—/) gilt

N ‘ N/2 4 (_1\N/2
B, N5 4 (=1 N gerade
Maﬁ(uﬁ) _ 2—N H M . ( ( ) ) g
3= J 1 N ungerade,
wobei hier x = xg/q den Kronecker-Charakter bezeichnet.
Da die Diskriminante dg = —¢ von E ungerade ist, ist das Ideal 2Z unverzweigt in der Erweiterung
E/Q und nach Korollar ist dann jedes ganzzahlige Spurgitter auch gerade. Insbesondere gilt dies

fiir die Spurgitter unimodularer D-Gitter iiber dem Koérper E. Dariiber hinaus gilt

PROPOSITION 3.7.2. Sei l =4 3, E = Q(v/—¥) und sei L ein unimodulares Gitter im Geschlecht
UL Dann ist das mittels Spurkonstruktion aus L gewonnene Gitter ein gerades {-modulares Z-Gitter

der Dimension n = 2N.

BEWEIS. Wegen L* = L und Dp = /(O gilt L = L* = DpL# = \/—(L#. Die Abbildung
o:V =V, z /L erfiillt also o(L#) = L und es gilt fiir beliebige z,y € V

br(o(z),0(y)) = Trg (h(o(x),0(y))) = Trg (M(V Lz, V=Ly)) = L Trg (h(z,y)) = ton(z,y).

Somit ist o eine Ahnlichkeit, welche L# auf L abbildet. Folglich ist L ¢-modular. O
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Nach obigem Lemma ist also die Thetareihe eines Z-Gitters mit einer Struktur als unimodulares
O-Gitter stets ein Element von M, 5(I'«(£), x»/2) und folglich ist ein solches Gitter extremal bereits
dann, wenn das Minimum entsprechend grof§ ist. Im Folgenden wird ein O-Gitter als extremal be-
zeichnet, wenn das Spurgitter extremal ist.

Die Klassenzahl der Kérper Q(v/—3), Q(v/=7) und Q(y/—11) ist jeweils 1. Daher sind séimtliche Gitter
iiber diesen Korpern frei.
Im Wesentlichen sind in diesem Abschnitt iiber die oben zitierten Ergebnisse hinausgehend zwei wei-

tere Geschlechter klassifiziert worden:

SATz 3.7.3. Es gibt genau 5611 unimodulare Gitter vom Rang 16 diber Q(v/—3). Unter diesen sind
genau 37 extremale Gitter. Weiter gibt es genau 33 extremale Gitter in dem Geschlecht Tz (3716) mit
einer Struktur als unimodulares Gitter iber Q(+/—3). O

Erwartungsgeméf gilt auBlerdem:

SATZ 3.7.4. Es gibt genau 23523 unimodulare Gitter vom Rang 9 diber dem Kérper Q(v/—11). Es
gibt kein extremales Gitter in diesem Geschlecht. Demnach gibt es kein extremales Gitter im Geschlecht
15 (1179) mit einer Struktur als unimodulares Gitter iiber Q(v/—11). O

In der folgenden Tabelle bezeichnet h jeweils die Klassenzahl des Geschlechts unimodularer Gitter
vom Rang N iiber dem Korper E, zudem ist das jeweilige Maf} des Geschlechts angegeben. ho, ..., hig
gibt jeweils die Anzahl der hermiteschen Gitter an, welche als Z-Gitter ein Minimum von 2,...,10
besitzen und hZ, die Anzahl der extremalen Z-Gitter (bis auf Isometrie), welche eine Struktur iiber

dem Korper E besitzen.

E N MaB h ho hy hg hs | hio hert
Q3 | 2 e L L e I A
3 i 1 1 - o B B

4 ﬁ 1 1 - - - - 1

5 s S

6 EAE 2 1 1 .

7 S 2 2 0 - |- - 10

8 ST 31057 3 2 1 o

9 A 4 3 1 e

10 5it e e

R sole 2 a2

12| TR | 2| 8120 o) -0

13 W 34 20 13 1 - - 1

A e B R R N I

lp| e | 558 03 ) 28| 2 |- |- 2

16 | 3048163071802983160062643 | 5611 | 353 | 5221 | 37 | - | - | 33
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E N Maf h hay hy he | hg | hio | RE,
Q(WW=T7) | 2 > 1 1 - - - - 1
3 757 2 11 -] -

8! o 3 2 1 !

5 =157 5 3 2 - -] -

6 S 11 5 6 0 | -1 -1

7 Rl 26 11 15 0O | -] -10

8 oo, 71 26 45 0 | -] -10

9 P 2091 | 71 | 218 2 0] - |(0

10 e LU 2225 | 291 | 1918 | 14 | 2 | - 1
Q(V-11) | 2 7os 2 1 1 A R N
3 = 2 2 0 - -] -0

4 e 6 2 4 0 |-]-1]0

5 a1 10 6 3 1 - - 1

6 ST 39 | 10 | 28 1 0] - |(0

7 S 112 | 39 72 1 0] -0

8 50219599 1027 | 112 | 857 | 54 | 4 (0)

9 12823810125 23523 | 1027 | 18969 | 3527 | 0 0

TABELLE 3.8. Unimodulare Gitter iiber imaginér-quadratischen Zahlkorpern

Als interessanter Spezialfall sollen hier unimodulare Gitter iiber den sogenannten Eisenstein-
Zahlen, dem Ganzheitsring O = Z[%] des Korpers Q(v/—3) etwas genauer betrachtet werden.

3.7.1.1. Konfigurationsanzahlen von Gittern iber den Fisenstein-Zahlen. Sei hier nun also F :=
Q(v/—3) mit Ganzheitsring O = Z[w] mit w = HT\/T?’ Die Einheitengruppe lautet in diesem Fall
O* = {+1, +w, £w} und umfasst gerade die 6-ten Einheitswurzeln.
Analog zu Kapitel 2 lassen sich auch fiir ein ganzzahliges O-Gitter L, d.h. sL C O, die Konfigurati-

onsanzahlen wie folgt definieren
Npi(@) :=|{x € Ly, | h(z,a) € iO*}|.

Genau wie in Kapitel 2 kénnen diese Anzahlen in gewissen Fillen mit Hilfe eines Gleichungssystems
Ss,a bestimmt werden. Im Unterschied zu Kapitel 2 miissen hier zonale Polynome bzgl. der unitéren
Gruppe bestimmt werden. Fiir Details siche [BN02]. Als Losung des Gleichungssystems Ss g erhélt

man beispielsweise:

PROPOSITION 3.7.5. (vgl. [BNO2] Tbl. III) Ist L ein extremales unimodulares Gitter vom Rang
18 tber den Eisenstein-Zahlen, so sind die Konfigurationsanzahlen N, ;(c) unabhdngig von o € Lg

eindeutig bestimmt und lauten:

) 0 1 w41 2 —w+3 w2 3 2w+2 4
Ng,; | 189414 404736 39168 13056 0 0 0 0 6
Nio,i | 5816448 15353856 2612736 959616 13056 13056 0 0 0
Nio,; | 110401536 335238912 78127104 35956224 2612736 2612736 404736 13056 0O
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BEMERKUNG 3.7.6. Aus den Anzahlen Ng; aus Prop. kénnen leicht die entsprechenden

Anzahlen ng; und nig; fiir das Spurgitter eines solchen extremalen unimodularen Gitters berechnet

werden:
i |o 1 2 3 4 5 6 7 8 >9
ng; | 202470 269824 143616 26112 4356 0 0
n1o,; | 6687360 102620165757696 1741824 345984 26112 0 0 0
Tatséichlich handelt es sich bei dieser Losung um eine der 63 in b) erwéhnten Losungen. L]

Mit Hilfe der Anzahlen aus Prop. ldsst sich analog zu Abschnitt die Thetareihe L(«)
eines 29-Nachbarn von L bzgl. eines Vektors o € Lg von L berechnen. Zunéchst gilt

L(0) = Lo+ 92 =LoU(La — 2)U(La — w2) U (Ly — T2).

Offenbar liefert die Multiplikation mit (den Einheiten) w bzw. @ eine Bijektion zwischen L, — § und
den iibrigen beiden Nebenklassen. Da diese die hermitesche Form A und damit auch Quadratlingen
erhélt, folgt

Or(a) =0L, +3-01,-x.
Als erstes soll nun die Thetareihe von L, = {z € L | h(a,z) C 20} bestimmt werden. Da L, nach
Definition ein Teilgitter von L ist, besitzt L, (genauer das Spurgitter von L, ) ebenfalls keine Vektoren
der Quadratlénge 2,4 und 6. Von den Vektoren z € Lg enthélt L, nur genau diejenigen, deren Wert

der hermiteschen Form i = h(z,a) im Ideal 29 ist, also
Nio+ Nio+ Ny = 189414 + 13056 + 6 = 202476,

Nun soll die Thetareihe von L, — § bestimmt werden. Zunéchst rechnet man leicht nach, dass

die Bedingung, dass der Vektor  — § die Quadratlinge by (z — 5,2 — §) = m hat, dquivalent ist zu

(68) bp(x, @) = bp(x,2) —m + 2.

Da das Gitter L das Minimum 8 besitzt, gilt folglich fiir jeden Vektor x # «, dass 8 < by (z—,z—a) =
bp(x, ) — 2bp(z, ) + 8 gilt. Es folgt

(69) 2bp(x, o) < bp(x,x).

Um alle Vektoren z — § in L, — § der Quadratlinge m zu bestimmen, miissen also neben —§ (fiir

z = «) alle x € L, betrachtet werden, fiir die wegen und gilt
bp(z,x) < 2m — 4.

Anschlieend bestimmt man fiir jedes k < 2m — 4 diejenigen ¢ = i(k) € 29, fir die (neben Ny ; > 0)

gilt

Trg (i) = k —m + 2.
Fiir jedes solche i liefert dann jedes x € Ly mit h(x, ) = i durch 2 — § einen Vektor in L, — § der
Quadratlange m. Dies geschieht nun fir m=1,...,4:

m = 2 Hier muss gelten x = a oder by(x,z) <0, d.h. z = 0. Somit gibt es hier also mit +§ genau
zwei Vektoren der Quadratlange 2.

m = 4 Hier muss by (x,z) < 4 gelten. Somit gibt es keinen Vektor der Quadratlénge 4.
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m = 6 Hier muss by, (z,z) < 8 gelten. Also sind die Vektoren der Quadratlinge 8 zu betrachten.
Relevant sind die Werte i € {2, 4w, 4w}. Man erhilt als Anzahl

FNyo+ $Nyy = 217642 = 2178,

m = 8 Hier muss by, (z,z) < 12 gelten. Also sind die Vektoren der Quadratlingen 8, 10 und 12 zu
betrachten. Fiir & = 8 sind ¢ € {2w, 2w}, fiir k = 10 sind ¢ € {4w, 4w} und fiir k£ = 12 sind
i € {2w + 2, (2w + 2)w} relevant. Man erhélt

INga+ INigo + LN o040 = 4352 + 159936 + 4352 = 168640.

Zusammenfassend erhilt man die folgenden Anzahlen von Vektoren der Quadratliange m € {0, ...,8}:
0 2 4 6 8
Lg 1 0 0 0 202476
Lo—5 10 2 0 2178 168640
L(a) |1 6 0 6534 708396

Damit lautet die gesuchte Thetareihe also 01,,) = 1+ 6q + 6534¢> + 708396¢* + O(q®). Somit enthiilt
das Gitter L(a) genau sechs Vektoren der Quadratlinge 2, ndmlich die Vektoren O* - §. Das 1-
dimensionale von § erzeugte Untergitter von L ist isometrisch zu (1) und somit unimodular und kann
daher orthogonal abgespalten werden (vgl. [O°M63] 82:15). Somit ist L(a) von der Form L = (1) L Lg
mit einem unimodularen Gitter Ly vom Rang 17. Die Thetareihe des Spurgitters von (1) ist gegeben
durch 64, = 1+ 6¢ + 6¢* + 6¢* + O(¢°). Aufgrund der orthogonalen Zerlegung gilt 6,() = 04, - 01, -

Damit lasst sich also die Thetareihe von Ly berechnen. Es gilt
O, = 1 +6528¢> + 669222¢* + O(g°).

Diese ist genau die extremale Modulform und somit ist Ly ein extremales unimodulares Gitter vom

Rang 17. Also ist bewiesen:

SATZ 3.7.7. Gibt es ein extremales unimodulares Gitter vom Rang 18 tber den Eisenstein-Zahlen,
so ist fiir jeden kiirzesten Vektor oo € Lg der 29-Nachbar L(a) von der Form L(a) = (1) L Lo, wobei

Ly ein extremales unimodulares Gitter vom Rang 17 ist. O

Im Prinzip reduziert sich die Frage nach der Existenz eines extremalen unimodularen Gitters vom
Rang 18 iiber den Eisenstein-Zahlen darauf, alle extremalen unimodularen Gitter vom Rang 17 zu
bestimmen und anschliefend alle 29-Nachbarn dieser Gitter zu berechnen. Auf diese Weise wiirde
man nach obigem Satz alle extremalen unimodularen Gitter vom Rang 18 konstruieren.

Das Problem an dieser Vorgehensweise ist die Tatsache, dass es sehr viele extremale Gitter vom Rang
17 gibt und auch der Nachbaralgorithmus sehr lange bené6tigt, um auch nur fiir ein Gitter sdmtliche

29-Nachbarn zu berechnen.
Als weitere Anwendung der Berechnung der Konfigurationsanzahlen erhélt man:
SATz 3.7.8. Es gibt kein extremales unimodulares Gitter vom Rang 19 tiber den Fisenstein-Zahlen.

BEWEIS. Das System Sa 19 besitzt keine Losung und daher kann es ein solches Gitter nicht geben.
|
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3.7.2. Unimodulare Gitter iiber Quaternionenalgebren. In diesem Abschnitt sollen ex-
kursartig Gitter tiber Quaternionenalgebren betrachtet werden. Insbesondere werden unimodulare
Gitter betrachtet, da diese zumindest fiir gewisse Quaternionenalgebren der Diskriminante ¢ d&hnlich

wie bei imaginir-quadratischen Zahlkérpern gerade £-modulare Gitter liefern.

Seien a,b € Q*. Eine (rationale) Quaternionenalgebra @ ist eine Q-Algebra erzeugt von zwei

Elementen ¢ und j, welche folgende definierenden Relationen erfiillen:

-2 -2 b
y

1“ =a, 77 = Zj:—jZ

Eine solche Algebra wird im Weiteren mit (a@b) bezeichnet. Setzt man k := 4 - j, so kann man leicht

zeigen, dass {1,1, j, k} eine Q-Basis von @ ist und die Algebra @ somit 4-dimensional iiber Q ist. Jede
solche Quaternionenalgebra @ besitzt eine Involution : Q — @Q mit Fixkorper Q gegeben durch

)\11 +)\2i+)\3j +)\4k‘ — A1l — )\gi — )\3] — )\4]@‘

Mit Hilfe dieser Involution definiert man die reduzierte Norm und die reduzierte Spur eines Elements
a € Q wie folgt:
Tr:Q—>Qa—a+a N:Q—>Qa—a-a@

Ahnlich wie bei imaginir-quadratischen Zahlkorpern ist die relevante Menge von Stellen Q = Qg die
Menge der rationalen Primzahlen. Eine Stelle p € Qg heifit verzweigt, wenn @, = Q ®g Q, eine
Divisionsalgebra iiber Q, ist (also isomorph zu der eindeutig bestimmenten Divisionsalgebra, vgl.
[0O°M63] 63:11b) und zerlegt oder auch unverzweigt, falls Q, = M>(Q),) gilt. Entsprechend heifit @
verzweigt bei 0o , wenn Qo = Q ®g R eine Divisionsalgebra ist (also isomorph zu den Hamiltonschen
Quaternionen H) und zerlegt, falls Qo = Ms(R) gilt. Quaternionenalgebren, welche an der Stelle co
verzweigt sind, nennt man auch definit. Man kann leicht zeigen, dass eine Quaternionenalgebra (%)
genau dann verzweigt bei p € Q bzw. co ist, wenn die sogenannte Normform (1, —a, —b, a-b) anisotrop
iber Q, bzw. R ist (vgl. [O’M63] 57:9).

Anders als bei Zahlkérpern, bei denen die Maximalordnung mit dem Ring der ganzen Zahlen £
iibereinstimmt und damit eindeutig bestimmt ist, kann es bei Quaternionenalgebren mehrere (nicht
konjugierte) Maximalordnungen geben. Die Anzahl der Konjugationsklassen von Maximalordnungen
heif3t auch die Typenzahl von Q. Fiir eine beliebige Maximalordnung 90 heifit die Anzahl der Klassen
von Linksidealen (bzgl. der Relation 2 ~ B < Ja € Q* : A = Ba) die Klassenzahl. Diese hingt nicht

von der gewdhlten Maximalordnung ab.

Sei im Folgenden 21 eine fest gewdhlte Maximalordnung von Q). Die Diskriminante von () ist definiert
als dg := +/| det(Tr(w;w,))|, wobei wi,...,wy eine Z-Basis der Maximalordnung 9t bezeichnet. Die
Differente Dgy ist definiert als das Inverse zu €oy /7 := {a € Q | Tr(adN) C Z}.

BEMERKUNG 3.7.9. Wéhrend die Diskriminante dg einer Quaternionenalgebra () nicht von der
Wahl der Maximalordnung 9t abhéngt (vel. [Deu35| S. Séﬂ), ist dies bei der Differente Doy der Fall.
Sind 9; und My zwei Maximalordnungen von @, so gibt es ein 9;-Linksideal 2 (d.h. 0y - A C A),
welches zugleich ein 9y-Rechtsideal ist, sodass gilt (vgl. [Deu35| S. 88)

Don, = At - BDom, - 2.
|

?Die Diskriminante wird in [Deu35] als Grundideal bzw. Grundzahl bezeichnet, wihrend dort die GroSe | det(Tr(w;w;))|
als Diskriminante bezeichnet wird.
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Ahnlich wie bei Zahlkérpern ist die Differente ein ganzes, zweiseitiges 9t-Ideal. Des Weiteren
ist ®gn das Produkt aller verzweigten Primideale von 21 und die Norm der Differente ist gleich der
Diskriminante von . Zudem ist eine Primzahl p genau dann verzweigt, wenn sie die Diskriminante
dg von @ teilt (vgl. [Deud5] VI §5,6).

Sei nun V ein @-Linksmodul der Dimension N und sei h : V XV — @ eine positiv definite hermitesche
Form auf V. Unter einem M- Gitter L in V versteht man einen endlich erzeugten 9M-Linksmodul L C V.
Fiir jedes 9M-Gitter L gibt es M-Linksideale Ay, ..., A mit L = Ayz1 +...+ A5z, (vel. [Coul0] 2.2).
Die Zahl s heifit auch der Rang von L. Ist s = N, so heifit L auch ein Gitter auf V.

Das duale Gitter eines Gitters L ist definiert als L* := {z € QL | h(x,L) CM}. Ist L =221+ ...+
ANz, SO ist L* = ﬁ;lxl N +ﬂ;,1y1v, wobei y1,...,yn die duale Basis zu z1, ...,y ist.

Weiter ist das Skalenideal sL als das von der Menge {h(z,y) | «,y € L} erzeugte zweiseitige Ideal und
das Normideal nL als das von der Menge {h(z,z) | € L} erzeugte zweiseitige Ideal definiert.

Mit Hilfe der reduzierten Norm (in beliebigen zentral einfachen Algebren) und des Satzes von Jordan-
Holder ldsst sich fiir zwei 9M-Gitter M und L ein verallgemeinerter Index x(M, L) definieren (fiir
Details siehe [Cou00] 2.2). Man kann zeigen (vgl. [Cou00] 2.2.1), dass x(L*,L) = d*Z fiir ein
(0.B.d.A) positives d € Z gilt. Dieses d wird auch als Diskriminante d, von L bezeichnet. Des Weiteren
gilt die folgende Verallgemeinerung der Determinanten-Index-Formel (vgl. [Cou00] 2.2.2):

dp = x(M, L) -dy

Ein 9M-Gitter L # {0} heifit A-modular, wenn AL* = L ist. Insbesondere ist L unimodular genau

dann, wenn L* = L gilt. Fiir ein unimodulares Gitter L gilt offenbar d;, = 1.

Genau wie im Fall von Zahlkorpern lasst sich der Q-Modul V' auffassen als Q-Vektorraum der Dimen-
sion n := 4N. Zu der hermiteschen Form h kann man auch hier die Spurform by, fiir x,y € V wie folgt
definieren

bp(x,y) := Tr(h(z,y)).
Auch hier ist A positiv definit genau dann, wenn by, positiv definit ist und analog zu Prop. erhalt

man:

PROPOSITION 3.7.10. (vgl. [Cou00] 2.2) Sei L C 'V ein M-Gitter vom Rang N und h : VXV — Q

eine positiv definite hermitesche Form. Dann gilt

a) dimgz(L)=4-N.
b) L ist ganzzahlig genau dann, wenn sL C Dgy -
c) L# =D, - L*.
d) det( )= |dQ|2N dp?t. O
Ist L ein ganzzahliges 9M-Gitter, d.h. L C L*, so gilt also h(z,z) € M N Q = Z. Somit ist
bn(z,z) = Tr(h(z,z)) = 2h(x,xz) € 2Z und folglich ist das Spurgitter eines solchen Gitters L stets

gerade. Insbesondere gilt dies fiir unimodulare 9M-Gitter.

PROPOSITION 3.7.11. (vgl. [Shi64] 6.18) Sei Q eine Quaternionenalgebra und sei M eine Maxi-
malordnung von Q. Dann gibt es genau ein hermitesches Geschlecht A% (positiv definiter) unimodu-
larer IMM-Gitter vom Rang N iiber Q, ndmlich das Geschlecht des Gitters
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Die Mafiformel fiir das Geschlecht 4% unimodularer 9t-Gitter vom Rang N lautet gemifl [GY00]
11.2.

MaB) = ] ¢2 ]_1)-H(pj+( 1))

2m)* pldq

— 9 2NH ‘BZJ‘ H p]+(71)j)

pldq

Es ist bekannt, dass es zu einer ungeraden Anzahl von Stellen p € Q stets eine bis auf Isomorphie

Jj=1

eindeutig bestimmte Quaternionenalgebra iiber QQ existiert, welche an genau diesen Stellen sowie bei
oo verzweigt ist (vgl. [Vig80] III Theoreme 3.1). Insbesondere gibt es also zu einer Primzahl £ genau
eine Quaternionenalgebra @ := Qg o, welche genau bei ¢ und oo verzweigt ist. ) ist also definit mit
Diskriminante dg = ¢. Man kann leicht nachrechnen, dass sich diese Algebra @) wie folgt konstruieren

lasst:

(70) Q = (‘%‘q> fiir eine Primzahl ¢ € N mit ¢ =g 3 und (%) = —1

Sei im Folgenden 91 eine Maximalordnung von (). Die Differente ®gy ist in diesem Fall genau das
maximale zweiseitige -Ideal ¢ mit 90T = P2.

Zum Beispiel in [Deu50] wird gezeigt, dass die Typenzahl und Klassenzahl von Qy  gleich 1 ist genau
dann, wenn ¢ € {2,3,5,7,13}. In diesen Fiillen sind dann sédmtliche Maximalordnungen konjugiert.
Zudem ist in diesem Fall die Differente (wie jedes andere Ideal) ein Hauptideal und daher erhélt man

in diesen Féllen folgende Proposition:

PROPOSITION 3.7.12. Sei Q := Qg 00 mit £ € {2,3,5,7,13} und sei L ein unimodulares M- Gitter
im Geschlecht 1% . Dann liefert L mittels Transferkonstruktion ein gerades {-modulares Z-Gitter der

Dimension n = 4N.

BEWEIS. Zunéchst folgt aus Prop. dass dimz(L) = 4N ist. Wie oben bemerkt ist das
Spurgitter von L gerade. Weiter ist L = L* = Doy L. Da die Differente von 9 gleich dem einzigen
verzweigten Primideal 3 mit PB? = (O ist und dieses wegen ¢ € {2,3,5,7,13} ein Hauptideal ist,
gibt es folglich ein Element @ € M der Norm N(a) = ¢ mit a9t = P = Dgy. Demnach erfiillt die
Abbildung o : V — V, x — ax die Gleichung o(L#) = aL¥ = Dy L# = L* = L. Wegen

b(o(z),0(y)) = Tr(h(ax, ay)) = Tr(N(@)h(z,y)) = £ Tr(h(z, y)) = £ - b(x,y)

fiir beliebige x,y € V ist o eine Ahnlichkeit der Norm ¢, welche L# auf L abbildet. Folglich ist L
¢-modular. O

BEMERKUNG 3.7.13. Fiir eine beliebige Primzahl ¢ ¢ {2,3,5,7,13} ist das Spurgitter von L wie in
obiger Proposition im Allgemeinen nicht mehr modular, sondern nur noch ein n-dimensionales gerades
Gitter der Stufe ¢ und Determinante ¢"/2. Beispielsweise besitzt die Quaternionenalgebra Q37,00 die
Klassen- und Typenzahl 2, es gibt also genau zwei Konjugiertenklassen von Maximalordnungen mit
Vertretern M, My, welche jeweils Klassenzahl 2 besitzen. Betrachtet man fiir 0t € {9, Mo} jeweils
das iiber 37 gelegene (verzweigte) Primideal, so ist dieses in einem Fall ein Hauptideal und in dem
anderen nicht. Sei die zum ersten Fall geh6rende Maximalordnung 9% und die andere 5. Fasst man
diese beiden Maximalordnungen jeweils als Z-Gitter bzgl. der Form b(z,y) = Tr(xy) auf, so ist das
Gitter Mty 37-modular, wohingegen 915 nicht 37-modular ist.

Allgemeiner kann man allerdings stets eine Maximalordnung 9% so wéahlen, dass das maximale Ideal
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iiber ¢ ein Hauptideal ist. Sei dazu die Quaternionenalgebra konkret wie in gegeben. Dann ist
9 = Z+7Zi+7Zj+Zk eine Ordnung. Wahlt man nun 9 als eine Maximalordnung, welche ) umfasst,
so ist hier D9y = 9N ein Hauptideal. In diesem Fall ldsst sich der Beweis vollig analog zu dem von
Prop. fithren und man erhilt ebenfalls ein modulares Gitter. ]

In der Folge werden die unimodularen Geschlechter in kleinen Dimensionen fiir die Quaternionen-
algebren @ = Qy - mit £ € {2, 3,5, 7} klassifiziert. Dabei sind einige Resultate bereits in [BN97] und
[Bac97| zu finden.

Wesentliche Ergebnisse dieser Klassifikation sind:

SATz 3.7.14.

a) Kein extremales Gitter im Geschlecht I1o4(37'2) besitzt eine Struktur iber Qs oo .
b) Es gibt genau ein extremales Gitter im Geschlecht 1lag(371) mit einer Struktur tiber Qs o .
Dieses ist isometrisch zu dem Gitter Beis14 (vgl. [LatDB] ,Beis14“). O

SATZ 3.7.15. Es gibt genau ein extremales Gitter im Geschlecht 11a4(572) mit einer Struktur

2
tber Q5,00 Dieses Gitter ist isometrisch zu dem Gitter [2.J2 O SL2(5)]24(s) (vgl. [LatDBJ ,,(C2.J2
Y SL(2,5)):02%). O

SATZ 3.7.16. Kein extremales Gitter im Geschlecht Ilao(7710) besitzt eine Struktur iiber Q7 . O

In der folgenden Tabelle bezeichnet h jeweils die Klassenzahl des Geschlechts unimodularer 91-

Gitter vom Rang N iiber der Quaternionenalgebra @, zudem ist das jeweilige Mafl des Geschlechts

angegeben. hs, ..., hg gibt jeweils die Anzahl der hermiteschen Gitter an, welche als Z-Gitter ein
Minimum von 2,...,8 besitzen, und hZ, die Anzahl der extremalen Z-Gitter (bis auf Isometrie),
welche eine Struktur iiber @ besitzen.
Q | N Maf3 h | hy| hy | he | hs | hE,
Q200 | 2 sz 1 [ 1] - | -|-1]1
3 ST 11| - | -1]-1]1
4 St~ 2 (1|1 |-]-|1
5| gmopeg | 3 |2 1 |-]-]1
6| smosr | 5 |3 2 |- |- 2
T| e | 8 | 5|3 |- |- 3
8 | 2528801788723 | 94 | 8 |16 | O | - | O
Q3,00 | 2 =5z 1 1] - - - 1
3 T 2 |11 |-]-]1
4| i 201 |- |-1]1
5| peoe— 302 |- -] 2
6| H@ 14|59 |0[-]0
7| ERRRTY |49 (1434 | 1| - | 1




118

Q N Maf h | he | hy | he | hs | hZ,
Qs,oo 2 % 2 1 ! i i !
3| i |32 |
L)y | 835 010
5 SAPER800 2718119 |0 | -1 0
6 | STI920LT92879 | 333 | 27 | 279 | 26 | 1 | 1
Q?,oo 2 % 2 1 1 ) ) !
5 A5 5 1203 10]-] (0

4 220 21 | 5116 | 0 | -

5| 390019 ) 998 | 21 | 191 | 16 | O

TABELLE 3.9. Unimodulare Gitter {iber Quaternionenalgebren

BEMERKUNG 3.7.17. Ahnlich wie bei imaginir-quadratischen Zahlkérpern gibt es auch hier andere
als unimodulare Geschlechter, welche n-dimensionale Z-Gitter der Stufe ¢ und Determinante ¢/2

ergeben. Beispielsweise findet man diese weitere nicht ganzzahlige Struktur von BW¢ iiber Q2 o:

, Ltitjtk
2 —1—j 1 5
_ ; Itk —1=j
1+ 2 5 5
—j—k —itk
1 2 2 2
1—i—j—k —1+7 j—k 2
2 2 2

Dies beantwortet die in [Van10| aufgeworfene Frage (vgl. [Van10] §4.1), ob das Gitter BWig aufler

der unimodularen Struktur noch eine weitere nicht-isometrische Struktur besitzt. ]



KAPITEL 4

Automorphismenordnungen extremaler Gitter

Im vorherigen Kapitel wurde gezeigt, dass Automorphismen von Z-Gittern mit Minimalpolynom
@, fiir eine Primzahl p > 2 gerade gewissen hermiteschen Gittern iiber dem p-ten Kreisteilungskorper
Q(¢p) entsprechen. In diesem Kapitel sollen nun - soweit moglich - Aussagen beziiglich der Existenz

sdmtlicher Automorphismen der Ordnung p gewisser Gitter getroffen werden.

Bereits von Minkowski (vgl. [Min87]) wurde gezeigt, dass die grotmogliche Primzahlordnung p eines
Automorphismus o eines Gitters L auf einem n-dimensionalen quadratischen Raum V' gleich n + 1

ist. In derselben Arbeit werden zudem die Exponenten v,(|O(L)|) wie folgt abgeschitzt:

(1o < |32 | + | 5es | + |7ien ]+

Diese Resultate gelten jedoch allgemein fiir ein beliebiges Gitter L auf V' und benutzen in keiner Weise

die weiteren Invarianten von L wie etwa das genaue Geschlecht oder das Minimum von L.

In diesem Kapitel wird gezeigt, wie alle Gitter in einem Geschlecht gerader Gitter der Stufe ¢
mit einem Automorphismus der Ordnung p > 2 mit ggT(¢,p) = 1 und einem , grofen“ Minimum be-
stimmt werden koénnen. Dabei wird methodisch wie in [Neb13] fiir unimodulare Gitter vorgegangen.
Ungeachtet des Minimums werden dhnliche Argumente bereits in [Que81| benutzt. Dort werden als
Spezialfall unimodulare Gitter der Dimension 7 = p + 1 mit einem Automorphismus der Ordnung p
betrachtet und alle solchen Gitter fiir p € {7,23,31,47} klassifiziert.

Im Folgenden bezeichne stets L ein gerades Gitter der Stufe £ auf einem euklidischen Vektorraum
(V,b) der Dimension n. Weiter sei p > 2 eine Primzahl, E := Q((,) der p-te Kreisteilungskorper mit
Ganzheitsring O = Z[(,] und F := Q(¢, —|—Zp) der maximal reelle Teilkérper von E mit Ganzheitsring
0o = Z[¢p + le]. Es sei weiter P := (1 — (,)O und p := P N F. Die Diskriminante von E lautet
dg = (—1)"7 pP~2, die Differente D = PP—2.

4.1. Primérzerlegung eines Gitters

Zuniéchst sei o € O(V,b) ein Automorphismus von V' der Ordnung p. Da of = idy gilt, ist das
Minimalpolynom m, ein Teiler von X? — 1, also entweder m, = ®, oder my; = X? —1 = ®;®,. Man
definiert weiter:

V1 = Kern(®4(0)) Ve = Kern(®,(0))
Im Folgenden seien ng := dimg(V1) und n¢ := dimg(V;). Unmittelbar aus der Definition von V; und
V¢ ergibt sich mgy )y, = @1 und me )y, = ). Ahnlich wie bereits in Abschnitt [3.6.1| gesehen, besitzt
V¢ dann eine durch {, - © := o(z) induzierte Struktur als E-Vektorraum. Folglich ist n¢ ein Vielfaches

von p — 1.

119
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Da ggT(®,, ®1) = 1, folgt aus dem Lemma von Bézout die Existenz von Polynomen w,v € Q[X] mit
(71) l=u-®,+v-P.

Ist . € ViNV,, so folgt . = (u-®,)(0)(z)+(v-@1)(0)(x) = u(o)(0)+v(c)(0) = 0. Wegen (®1-P,)(0) =
oP—idy = 0 ist andererseits (u-®,)(0)(z) = (P, -u)(0)(z) € V1 und (v-P1)(0)(z) = (®1-v)(0)(z) € V.
Somit induziert durch Einsetzen von o fiir jeden Vektor x € V eine Zerlegung * = x1 + x¢ mit
z1 € Vi und ¢ € V¢
Es folgt V = V1 @ V¢ und damit n = n; 4+ n¢. Des Weiteren erhdlt man also die Projektionen auf V;
bzw. auf V; (beziiglich der Zerlegung V = V; & V) durch:

TV —W me:V—V
(72)

zr— (u- ®p)(0)(z) z— (v-®1)(0)(x)

Diese héngen nicht von u und v in der Darstellung in ab, denn die Polynome w,v € Q[X] sind
modulo ®; - @, eindeutig bestimmt und (1 - ®,)(0) = 0.
Ebenfalls aus (@1 - ®,)(0) = 0 folgt Bild(®,(c)) C Kern(®1(0)) und mit der Dimensionsformel fiir
lineare Abbildungen folgt dann bereits Gleichheit, d.h. V; = Bild(®,(¢)) und genauso folgt V; =
Bild(®4 (0)).

LEMMA 4.1.1. Seien o € O(V,b) und V4 := Kern(®1(0)) sowie Ve := Kern(®,(0)). Dann gilt
V=VvilV.

BEwEIS. Wie bereits oben gesehen ist V' = Vi @ V¢. Seien nun z; € V; und z, € V. Wegen
Vi = Kern(®1(0)) gilt dann o(x1) = 1 und wegen V; = Bild(®4(0)) gibt es ein y € V mit z, =
(o —idy)(y). Es folgt

b(xr,2¢) = (a1, (0 —idv)(y)) = b(o(z1),0(y)) — b(z1,9) = 0.
]

Die Projektionen 71 und 7¢ aus (72) sind also die Orthogonalprojektionen auf die Unterrdume V;
bzw. V.

BEMERKUNG 4.1.2. Bei der Zerlegung V = Vi @ V, handelt es sich um die sogenannte Primdr-
zerlegung von V beziiglich o. Ist dabei allgemeiner o € Endg(V) und m, = [] f; die Zerlegung in
irreduzible Faktoren in Q[X], so ist V = @ Kern(f;(0)) eine Zerlegung in o-invariante Unterrdume
Mit Mo | Kern(f; (o)) = Jfi- Ist dariiber hinaus o € O(V,b) mit endlicher Ordnung m, so ist m, = [ ®q,
fiir gewisse Teiler d; von m. In diesem Fall l4sst sich zudem zeigen, dass die Zerlegung orthogonal ist,
d.h. V =1 Kern(®y4, (o)) gilt. ]

4.1.1. Das induzierte Teilgitter eines Automorphismus. Sei nun im Folgenden o € O(L)

ein Automorphismus von L der Ordnung p > 2.

Definiert man nun weiter
(73) Li:=LNV; und Le:=LNVg,

so sind nach Definition L; und L¢ als Schnitt des Unterraumes Vi bzw. Vi mit L primitive Teilgitter
in L, da sémtliche Elementarteiler von L; bzw. L¢ in L entweder 0 oder 1 sind.

Des Weiteren ist Li := {z € L | b(z,L;) = 0} = LNV, = L und umgekehrt auch L(:L = L;. Das
Gitter M := Ly L L ist ein Teilgitter von L, das induzierte Teilgitter von o.
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LEMMA 4.1.3. Seio € O(L) ein Automorphismus der Ordnung p und L1, L wie oben. Dann gilt:
a) Es gibt ein ganzzahliges Polynom © € Z[X] mit 1 = 1%<I>p + %17 - .
b) FEs gilt m (L) C %L und m¢(L) C %L.
c) Sei M =Ly L L.. Dann gilt pL C M C L.

BEWEIS. a) Offenbar besitzt das Polynom p — @, € Q[X] die Nullstelle 1. Also ist p — ®,, durch
xz — 1 = @ teilbar, d.h. es existiert ein o € Q[z] mit p — ®, = 0 - ®;. Wegen p — ®,, € Z[z| folgt aus
dem Lemma von Gauf}, dass auch ¢ € Z[z] ist (das Polynom o lésst sich auch konkret angeben durch
bi=— Y0 (p—i— 1)XY).

b) Nach a) ist m = %q)p(a). Fiir jedes z € L gilt somit m(z) = %@,,(U)(x) € %L. Wegen =z =
mi(z) + e () ist auch me(x) € %L.
c¢) Nach b) gilt px = pmi(z) + pre(x) € (LNVI) L(LNVe)=Ly L L, =M. O

Wegen pL C Ly L L¢ C List auch M = Ly L L¢ ein Gitter auf V, also folgt dimz(L;) = n; und
dimgz(L¢) = ne. Wegen pL C M folgt pM# C L# und mit £L# C L folgt

pM* C OL# C L.

Wegen M# = L7 LLY gilt ¢pL} € LNV; = Ly und ¢pL¥ € LNV, = L¢, d.h. die Stufen von L; und

L¢ sind jeweils Teiler von pf.

Im Folgenden sollen die Determinanten der Gitter L; und L; genauer bestimmt werden. Dazu be-
trachtet man die partiellen Dualgitter L’fé’p bzw. L?&’p wie in Abschnitt definiert.

LEMMA 4.1.4. Sei L ein gerades Gitter der Stufe ¢ und o € O(L) ein Automorphismus der
Ordnung p > 2.
a) m (L#) = LY und m¢(L#) = LY.
b) FEs gilt p- Lfﬁ’p C L.
c) Es gilt P - L?’p C L.

BEWEIS. a) Da L; primitiv in L ist, gibt es eine Z-Basis z1,...,2, von L so, dass z1,...,2Zy,
eine Z-Basis von L ist. Bezeichnet y1, ..., y, die duale Basis zu z1, ..., z,, d.h. b(z;,y;) = d;;, so gilt
L?’fé =Qyi + ...+ Qyn, sowie Y, 11,---,Yn € LT N Ve. Folglich ist:

yj jE{l,...,?’Ll}

m1(y;) =
! 0 je{m+1l,...,n)

Es folgt m (L#) = m(Qu1 + ... + Qun) = Qmi(y1) + ... + Qmi(yn) = Quu + ... + Qyn, = L} Der
Beweis von ¢ (L#) = L? verlduft vollig analog.

b) Die Behauptung folgt unmittelbar aus der Definition, denn pL¥** = p(%Ll NL¥) C L.

c¢) Da m; und 7m¢ Polynome in o sind, kommutieren diese mit 0. Wegen ¢? = idy folgt leicht aus
m = %<I>p(cr), dass om; = m gilt und damit dann auch (idy —o)me = (idy —0o)(idy —m1) = (idy —0o)
gilt. Also ist wegen a)

PLE = (1) L = (idy —0)(L}) = (idy —o)me (L#) € (idy —0)(AL) C 1L

=

und damit wegen 3 - L? C V¢ weiter P - sz’é - %L NVe = %LC. Schliefllich folgt

P-LEP=P-(ALcnLE) SO LeNtLe = (D5 N 3O)Le = L.



122

LEMMA 4.1.5. Sei A ein ganzzahliges Gitter der Stufe pl, wobei p Primzahl, ¢ quadratfrei und
eeT(p,£) =1 gilt. Dann gilt
a) A*P AL = A,
b) A#P 4 A = A#,
c) A#P/N 2 A#F /AL,
d) (A% : A]) = vy (det(A)).

BEwEIs. a) Die Inklusion A C A#P O AL gt Klar. Umgekehrt ist A#P AL C %A N %A =A,
weil ggT(p,£) = 1.
b) Auch hier ist die Inklusion A#P? + A#* C A# klar. Umgekehrt ist zunichst p/A# C A, also
pA# C %A NA# = A% und (A% C %A N A# = A#P. Sei nun y € A*. Wegen ggT(p,¢) = 1 findet
man Zahlen a,b € Z mit 1 = pa + ¢b. Es folgt y = (pa + £b)y = pay + Lby € pA# +(A# C A#P 4 AFE,
¢) Der Homomorphismus W : A#? — A% /A#¢ s y+ A% besitzt nach a) den Kern A#PNA#¢ = A,
Weiter ist ¥ nach b) surjektiv. Mit dem Homomorphiesatz folgt die Behauptung.
d) Mit c) gilt [A# : A#] = [A#P : A] und es folgt

(74) det(A) = [A# : A] = [A% - APH[ATE 2 A] = [AFP : AJ[ATE 2 A

Offenbar ist der Exponent der Gruppe A#/A ein Teiler von ¢, denn /A#* C A. Da Exponent und
Ordnung einer endlichen Gruppe exakt dieselben Primteiler besitzen und ggT(p,¢) = 1 gilt, folgt
p{[A%¢: A] und somit aus die Behauptung. O

SATZ 4.1.6. Sei L ein Gitter der Stufe ¢ und o € O(L) ein Automorphismus der Ordnung p mit
ggT(p,¢) = 1. Seien L1, L¢ wie oben und ny = dimz(L1) sowie ne = dimz(L¢). Weiter sei N := pnfcl.
Dann gilt

LEP/Ly 2 F = LEP /L,

wobei s < min(ny, N) ist.

BEWEIS. Zunéchst wird die Isomorphie Lfﬁ’p /L = L?’p /L¢ bewiesen. Dazu geniigt es wie in
Lemma gesehen, die Isomorphie L¥ /L = L?/L?’e zu zeigen.
Sei y € L7 beliebig. Da L; primitiv in L ist, kann man die Linearform b(__,y) € Homgz(L;,Z) (im
Allgemeinen nicht eindeutig) fortsetzen auf L und erhélt damit eine Linearform in Homgz (L, Z). Wegen
Homy(L,Z) = L# wird diese dargestellt durch einen Vektor § € L#, d.h. es gilt b(__,y) = b(__,9), -
Fiir ein beliebiges x € L; gilt also b(x,y) = b(z, ). Damit liegt der Vektor § — y zunéchst offenbar in
Vi = Ve. Des Weiteren gilt aber auch fiir jeden Vektor x € L¢:

b(x,j) —blz,y) €Z

—— ——
EZ =0

und damit ist § —y € L?ﬁ. Man definiert nun die Abbildung:
0
ULl — LT/
N 0
y — @G-y +L7
Diese Abbildung % ist wohldefiniert, denn wihlt man eine andere Fortsetzung dargestellt durch g €
L# . so ist zunichst § — § € L# C %L. Somit gilt

- - 1 ¢
G-y)-@—y)=9-9¢€ LOL?:ZLcﬂL?:L?’-

AN

Aus diesem Grund hiingt die Klasse (§ —y) + L?’ nicht von der gewihlten Fortsetzung ab.
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Weiter iiberlegt man sich, dass diese Abbildung ein Homomorphismus ist. Ist y € Lfk’e, so ist
y € $L1 C $L. Weiter ist § € L# C $L. Somit ist auch j —y € LN LY = {LcNLE = LF*
und damit ist y € Kern(¥). Ist umgekehrt y € Kern(¥), so gilt § —y € 7L C L. Da auch
geL# ClLgilt, folgty=9— (§—y) € SLNL¥ =1LnL¥ = 1P, Also folgt Kern(¥) = L¥".

Zudem ist ¥ surjektiv, denn zu gegebenem 3’ € L?E gibt es ein § € L# mit b(__,y'") = b(__, 9)Le-
Wie oben iiberlegt man sich, dass y := 4 — ¢’ in L’f£ liegt. Weiter gilt nun:

b(i7 y) = b(fv :g - y/) = b(f7 y)‘Ll - b(fa y/)ng = b(fv :g)|L1
Damit wird eine mégliche Fortsetzung von b(__, y) dargestellt durch g. Es folgt U(y) = (§—vy) —|—Lz¢’e =
y + L?E’E.
Mit dem Homomorphiesatz folgt schlieBlich L¥/L#* =~ L? / L?é’g.
Aus Lemma m b) folgt, dass pL¥* C L, C L¥” und damit, dass L¥?/L; ein Quotient von
Lf’p/poﬁ’p =Tyt und deshalb von der Form F? mit s < ny ist.

Ebenso ist nach Lemma c) mL?&vf” C L C Lz%ap und damit ist Lz#,p/LC ein Quotient von
L?’p/qﬂ/?’p = (O/P)N = F). Somit folgt s < N. 0

4.1.2. Der Typ eines Automorphismus. Zwar lassen sich alle folgenden Resultate auch fiir
beliebiges (quadratfreies) ¢ mit ggT(¢,p) = 1 formulieren, aus Griinden der besseren Lesbarkeit sei

jedoch im Folgenden ¢ eine Primzahl # p.

Die Determinanten der Gitter L; und L¢ sind also jeweils durch dieselbe p-Potenz teilbar und die

Primfaktorzerlegungen sind damit von der Form
det(Ly) =p*- " wund det(L¢) = p® - £,

wobei k1 € {0,...,min(k,nq)} und k¢ € {0,...,min(k, n¢)} mit ky + ke = k sowie s < min(n, N).
Weiter ist der Index von M in L gleich p°.

DEFINITION. Sei ¢ eine Primzahl, L ein gerades Gitter der Stufe ¢ und Determinante ¢* sowie
o € O(L) ein Automorphismus der Ordnung p mit ggT(p,¢) = 1. Seien Ly und L, sowie det(L;) und
det(L¢) wie oben. Das Tupel

b= (nlan) —S5— (klvkﬁ)

wird im Folgenden als Typ des Automorphismus o bezeichnet.

BEMERKUNG 4.1.7. Ist L unimodular, also ¢ = 1, so ist der Typ von ¢ bereits durch das Tupel
p — (n1,n¢) — s festgelegt (vgl. [Neb13]). L]

Mit diesen Bezeichnungen gilt:

PROPOSITION 4.1.8. Sei L ein gerades Gitter der Stufe ¢ und Determinante (¥ sowie o € O(L)

ein Automorphismus vom Typ p — (n1,n¢) — s — (k1, k¢). Weiter sei N := 1%. Dann gilt:

kcEQO klEgk‘ SEQN

BEWEIS. Das Gitter L¢ besitzt eine Struktur als N-dimensionales hermitesches O-Gitter. Es gilt

mit Satz d)
det(L¢) = |dp[™ - N(vL¢).
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Wie in Lemma gesehen, ist das Ideal v L, von der Form a9 fiir ein o-Ideal a. Somit ist M(vL¢) =
N(aO) = MN(a)? und man erhilt

(75) p® - lF¢ = plp=2N -MN(a)?

Aus folgt wegen ggT(p,¢) =1 also s =5 (p — 2)N und k¢ =» 0. Aus p ungerade und k; + ke = k
folgen die anderen Behauptungen. ([l

KOROLLAR 4.1.9. Sei L ein gerades Gitter der Stufe ¢ und o € O(L) ein Automorphismus vom
Typ p — (n1,n¢) — s — (k1,ke). Es bezeichne f+(¢) den Trigheitsgrad von fo. Dann ist 2f*(€) ein

Teiler von k.
BEWEIS. Dies ist eine direkte Folgerung aus Satz[3.1.5) denn |dg| = pP~2, also vy(dg) =0. O

Zusammenfassend hat man also gezeigt, dass n¢ ein Vielfaches von p — 1 ist, wenn es sich bei o €
O(L) um einen Automorphismus vom Typ p—(n1, n¢) —s—(k1, k¢) handelt. Zudem ist k¢ ein Vielfaches

von 2f1(¢) und es gilt s =2 N. Dies schriinkt also die méglichen Typen eines Automorphismus ein.

Zudem muss fiir die Gitter L; und L als Teilgitter von L folgende triviale Tatsache gelten:
LEMMA 4.1.10. Sei L ein Gitter und seien Ly und L¢ wie oben. Dann gilt
min (L;) > min (L) und min (L¢) > min (L).
O

Fiir jeden potenziellen Typ eines Automorphismus kann also die Zentrumsdichte von Ly bzw. L¢
nach unten abgeschitzt werden. Liegt diese oberhalb der oberen Schranke (vgl. [CE0Q3] bzw. Anhang
IA]), so ist der entsprechende Typ auszuschliefen. Eine Liste der verbleibenden moglichen Typen und
damit insbesondere eine Liste der moglichen Primzahlordnungen von Automorphismen erhélt man

also wie folgt:

Algorithmus 4 Mdogliche Typen von Automorphismen.

Eingabe: n € N, ¢ € N quadratfrei, dy € N, u € N.
Ausgabe: Alle moglichen Typen von Automorphismen eines geraden n-dimensionalen Gitters mit
Stufe ¢, Determinante dp und Minimum > pu
Ni= {Np-1) 1< N < 2]},
for n, € N do
nyi=n—n¢
K:={r]0<k <min(k,n¢),2fT(0) | x}
S:={s €N |0<s<min(ni, ;=5),s =2 %7}
for s€ Sund k: € K do
kl =k — kc
o= (CF)M (0 7))
6< = (g)nﬁ . (p‘s . ékc)_
Falls 6; und d¢ unterhalb der zuléissigen oberen Schranke, gib folgenden méglichen Typ aus

[NENIT

D= (nlanC) —S5—= (klka)
end for
end for

BEISPIEL 4.1.11. Sei L ein extremales Gitter im Geschlecht I1;14(5%8) und ¢ € O(L) ein Au-
tomorphismus der Ordnung 7. Jeder solche Automorphismus ¢ induziert wie oben beschrieben eine

Zerlegung V = Vi LV;, wobei die Dimension n¢ = dimg(V;) ein Vielfaches von 7 — 1 = 6 ist. Somit
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folgt also ne € {6,12}. Folglich ist das Gitter L. ebenfalls entweder 6- oder 12-dimensional, also als
Gitter iiber O entweder 1- oder 2-dimensional und dementsprechend ist n; entweder 10 oder 4.

Das Ideal q := 50 ist ein Primideal von o, also gilt fiir den Trigheitsgrad f*(5) = 3. Nach Korollar
ist also k¢ durch 2 -3 = 6 teilbar. Da 0 < k; < min(8,n¢) und 0 < k; < min(8,n,) sowie
k1 + ke = 8 gilt, folgt also entweder k¢ = 0 und k; = 8 oder k¢ = 6 und ky = 2.

Des Weiteren ist wie oben gesehen der Rang N von L. iiber O kleiner oder gleich 2. Demnach ist
auch s < 2.

Ist n¢ = 6 bzw. N = 1, so bleibt wegen s =p N = 1 nur der Fall s = 1. Ist k; = 0, so wére L¢ ein
Gitter der Dimension 6 mit Minimum > 6 und Determinante 7 und besifle damit eine Dichte von
mindestens 1.27, welche oberhalb der Schranke von ~ 0.08 liegt. Ist k- = 6, so wére L; ein Gitter der
Dimension n; = 10 mit Minimum > 6 und Determinante 52 -7 und besifie eine Dichte von mindestens
0.57, welche ebenfalls {iber der oberen Schranke von = 0.05 liegt.

Somit bleibt also der Fall n¢ = 12 bzw. N = 2. In diesem Fall muss notwendig k; = 6 gelten, denn
anderenfalls wire ky = 8 > 4 = n;. Wegen s =5 N ist hier also s € {0,2}. Im Fall s = 0 wire L,
ein 4-dimensionales Gitter mit Minimum > 6 und Determinante 52 und besifie somit eine Dichte von

mindestens 0.45, welche auch in diesem Fall iiber der Schranke von = 0.13 lage.

Somit ist also jeder Automorphismus o € O(L) der Ordnung 7 vom verbleibenden méglichen Typ
7 (4,12) — 2 — (2,6). -

4.1.3. Die Geschlechter von L; und L.

BEMERKUNG 4.1.12. Ist L ein gerades Gitter der Stufe £ = 1 und damit unimodular, so besitzen
die Gitter L; und L¢ jeweils die Stufe p bzw. sind p-elementar. Da es fiir eine Primzahl p > 2 zu
gegebener Dimension und Determinante genau ein Geschlecht p-elementarer Gitter (vgl. [CS93| §15

Thm. 13), stellt sich in diesem Fall die Frage nach dem genauen Geschlecht von L; und L nicht. =

Ist ¢ eine Primzahl, so gibt es abgesehen von wenigen Ausnahmen zwei denkbare Geschlechter
(auch, wenn ¢ = 2 ist, da sowohl L; als auch L. quadratfreie Stufe besitzen und somit total gerade
sind). Im Weiteren soll nun gezeigt werden, dass die Geschlechter von L; und L durch den Typ des
Automorphismus bereits eindeutig bestimmt sind.

Die Geschlechtssymbole von L bzw. L¢ haben zunéchst die Form
(76) Ly €1L,, (p° ") und  L¢ € I, (p* £7¢k<)

fir gewisse d1, €1 sowie ¢, e¢ aus {£1}. Es geniigt dabei, das Geschlechtssymbol von L¢ zu berechnen,

denn:

LEMMA 4.1.13. Seien L ein Gitter im Geschlecht 11,(¢5%) und o € O(L) ein Automorphismus
vom Typ p — (n1,n¢) — s — (k1, ke). Aus dem Geschlechtssymbol von L¢ kann das von Ly berechnet
werden. Genauer gilt mit den Bezeichnungen aus (@

€1 =¢€¢-€
o = (=1)

BEWEIS. Zunichst ist e1e¢ = ¢, denn die orthogonale Summe der beiden Jordan-Zerlegungen an
der Stelle ¢ von L; und L. ergibt eine von L, da [L : M| = p® und somit Ly=M, = (L1),L(L¢), gilt.

s(p—1)
2

'64

Aufgrund der Konstruktion muss das Gitter M = L; 1 L, mit L ein ganzzahliges Obergitter
vom Index p® besitzen. Demnach muss also auch M, lokal ein ganzzahliges Obergitter vom In-

dex p® besitzen. Die lokale Diskriminantengruppe Mf /M, zusammen mit der Diskriminantenform



126

b(z+M,, y+M,) = pb(z,y)+pZ, ist in diesem Fall ein 2s-dimensionaler quadratischer F,-Vektorraum.
Bekanntlich korrespondiert ein ganzzahliges Obergitter von M, vom Index p® gerade zu einem s-
dimensionalen total isotropen Unterraum von Mf /M,,. Somit muss Mf /M, notwendig hyperbolisch
sein.

Sei (p,...,p,pA1) die p-modulare Komponente von L, wobei A; entsprechend des Geschlechtssym-
bols eine Einheit ist, welche ein Quadrat ist, wenn d; = 1 und ein Nicht-Quadrat, falls §; = —1. Wie
man sich leicht iiberlegt, gilt (L1)#/(L1) = (1,...,1,Ay), wobei Ay := Ay + pZ,,.

Vollig analog ist (LC)#/(LC) ~(1,...,1,A¢), wenn (p,...,p,pA¢) die p-modulare Komponente von
L ist. Daraus ergibt sich

M# /M, = (L)¥/(L1) L (L)#/(Le) = (1,..., 1, A L(T,..., LA 2 (1,...,1,A1A).

Da die Dimension und die Determinante (als Quadratklasse) bereits die Isometrieklasse eines reguliiren
quadratischen Raumes iiber einem endlichen Koérper eindeutig festlegen und diese Form notwendig
hyperbolisch sein muss, folgt A, ACIF;? = (—1)*F;>.

Nach dem lokalen Quadratesatz sind A; und A, genau dann in der selben Quadratklasse (d.h. §; = &;),
wenn A A ein Quadrat ist, also wenn (—1)® ein Quadrat modulo p ist. Dies wiederum ist genau dann
s(p—1)

der Fall, wenn das Legendre-Symbol (%) = 1ist. Mit (%) = (—=1)" =z folgt die Behauptung. O

Satz 4.1.14. Das Geschlecht von L¢ (als Z-Gitter) ist bereits durch den Typ von o festgelegt.
Genauer gilt fir das Geschlechtssymbol 1L, (p°** (=<*<) von Le:

5 = (—1) 7ot () ()
Ist £ # 2, dann ist
= (),
Ist anderenfalls £ = 2, so lisst sich ¢ anhand folgender Gleichung bestimmen:

0 6c=+1 0, fallses=+1
ne+s(p—1)+ ¢ =4 ¢
4 6=-1 4, fallse = -1

Beweis. Wie man leicht anhand des Geschlechtssymbols bzw. der Jordan-Zerlegung von L,
an der Stelle p nachrechnet, gilt s,(L¢) = d¢ - (71)%1(;) Da L¢ ein Gitter auf V¢ ist, muss also
sp(Ve) = sp(L¢) gelten. Aus Lemma folgt die erste Behauptung. Analog folgt fiir £ # 2 die
zweite Behauptung ebenfalls aus Lem zusammen mit s;(L¢) = d¢ - (71)2_71(]&.24).

Ist £ = 2 und J; bereits berechnet, so kann ¢ mit Hilfe der Oddity-Formel (vgl. [CS93] §15 7.7) be-

stimmt werden. Mit den hier verwendeten Bezeichnungen lésst sich die Oddity (modulo 8) einerseits

berechnen als

. 0 (54 =41

oddity(L¢) =s n¢ +s(p— 1) +
4 5=-1

und andererseits als
0 fallsec=+1

4 fallse, =—1.
Somit folgt genau die Behauptung. |

oddity(L¢) =s

Zusammenfassend erhalt man aus Lemma und Satz
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KOROLLAR 4.1.15. Die Geschlechter von Ly und L (als Z-Gitter) sind durch den Typ des Auto-

morphismus o eindeutig bestimmt. O

BEISPIEL 4.1.16. (Fortsetzung) Wie bereits in Beispiel gesehen, ist jeder Automorphismus
der Ordnung 7 eines extremalen Gitters im Geschlecht ITy6(5%®) vom Typ 7—(4,12)—2—(2, 6). Mit Satz
konnen nun die Geschlechtssymbole von L; und L¢ berechnet werden. Es ist L € H4(5_2 7_2)
und L¢ € I15(576 772).

Das Geschlecht I14(572 772) umfasst genau sieben Klassen, davon drei mit Minimum 2, zwei mit
Minimum 4 und jeweils eines mit Minimum 6 bzw. 8. Das Gitter L; muss wegen min(L) = 6 also

isometrisch zu einem der letzteren beiden sein, d.h.:

6 -3 -1 0 8 1 4 —4

-3 6 0 -1 1 8 4 -4
Lgl) = oder L§2) =

-1 0 8 4 4 4 8 =3

0 -1 4 8 -4 -4 -3 8

Das Geschlecht IT12(57% 772) besitzt ein Mafl von ~ 1740472.18. Eine vollstiindige Klassifikation
scheint daher unmoglich. Im folgenden Abschnitt soll jedoch erkléirt werden, wie die hermitesche
Struktur von L¢ benutzt werden kann, um gezielt nur diejenigen Gitter im Geschlecht (576 772)

zu bestimmen, welche einen Automorphismus der Ordnung 7 besitzen. [

4.1.4. Weitere Bedingungen an L; und L. Das folgende Lemma liefert zunéchst noch eine

weitere notwendige Bedingung an ein potenzielles Gitter Ly, sofern die Thetareihe von L bekannt ist:

LEMMA 4.1.17. Ist o € O(L) ein Automorphismus der Ordnung p und Ly das zugehdrige Fizgitter,

so sind die Thetareihen von L und Ly kongruent modulo p:
GL Ep ng

D.h. die Koeffizienten in einer q-Entwicklung sind jeweils kongruent modulo p. Insbesondere muss die

Thetareihe von L kongruent zu 1 modulo p sein, wenn ein Automorphismus fizpunktfrei auf L operiert.

BEWEIS. Zunichst operiert die Untergruppe (o) C O(L) der Ordnung p auf jeder Schicht L,, von
Vektoren gleicher Quadratlinge in L, d.h. jede solche Schicht L, zerfillt in Bahnen der Méchtigkeit
1 oder p. Die Vektoren x € L,, mit Bahnenldnge 1 sind genau die Vektoren der Quadratlinge m im
Fixgitter L;. Somit muss sich die Méchtigkeit von L,, um ein Vielfaches von p von der Anzahl der

Vektoren der Quadratlinge m im Fixgitter unterscheiden. Es folgt die Aussage. ([l

BEISPIEL 4.1.18. (Fortsetzung) Die Thetareihen der in Beispiel |4.1.16|bestimmten Gitter Lgl) und
ng) lauten

0, =1+ 6¢° + 6¢* +12¢° + O(¢") =7 1+ 6¢® + 6¢* + 5¢° + O(¢") und
O =1+ 18¢* +6¢° + O(¢") =7 1+ 4¢* + 6¢° + O(¢"),
wihrend die extremale Modulform wie folgt aussieht:
far =1+ 2400¢% + 10800¢* + 60480¢° + 223200¢° 4+ O(¢") =7 1 + 6¢° + 6¢* + 5¢° + O(¢")
Folglich scheidet also ng) als mogliches Gitter Ly aus und es verbleibt Lgl). [

Es soll nun - wie angekiindigt - das hermitesche Geschlecht von L bestimmt werden. Das Ideal
fo wird im Folgenden zerlegt bzw. trige genannt, wenn ein Primteiler q | £ zerlegt bzw. trige ist. Da

E/F eine Galoiserweiterung ist, ist diese Definition unabhéngig von der Wahl von q.
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Sarz 4.1.19. Seio € O(L) ein Automorphismus vom Typ p—(n1,n¢)—s—(k1, k¢). Das Geschlecht

der hermiteschen Struktur von L¢, welche durch o induziert wird, ist fiir q € Qp von der Form

H(2 —p)L... LH(2 —p)L{r2",...,n " A) fallsq=p
— ——

s-dimensional

ng <1a ----- a1>J—<7Ta ------ 77T> fall8q|€
—_————
kq-dimensional
O , 1) sonst,

wobei ‘II(HW qFaO) = k¢ gilt und A eine Einheit ist, welche eine Nicht-Norm ist, genau dann, wenn

lo trdage und qu kq ungerade ist.

BewEIs. Da die Stufe des Gitters L¢ ein Teiler von pf ist, gilt KL?& C %LC N L? = L?&’p. Wegen
Lemma [4.1.4f ¢) folgt also &BEL? - %L?’p C L¢. Da auBlerdem L. ein ganzzahliges Gitter ist, gilt
Lc C L?’ und aus L?ﬁ = ’D;;lLZ zusammen mit 59;31 = P2-P folgt schlieBlich

(77) P PULL C L C©P2PLE

Jede Stelle ¢ € Qp mit q # p ist unverzweigt in E/F. Gilt weiter q { ¢, so folgt aus leicht
(L¢)y = (L¢)qs dh. (L¢)q ist unimodular und damit gilt:

(78) (Le)g = (1, 1)

Ist q zerlegt in E/F, so ist (2 +Zz —2 ein Quadrat an der Stelle g und somit ist (¢ —1—62 —-2,dV¢)q =1

Ist q trdge in E/F, so enthidlt gem&f (78)) die Norm-Restklasse von dV; eine Einheit an der Stelle q
. 5 =2

und damit ist (¢* +¢ —2,dV¢)q = 1.

Ist dagegen q € Qp mit q | £, so folgt mit (77) zunéchst £(L¢); C (L¢)q und damit besitzt eine
Jordan-Zerlegung von (L), mit einer unimodularen und einer g-modularen Komponente héchstens

zwei Komponenten. Genauer ist

(79) (Le)g=(1,...... J1) L(my.o.e. LT

kq-dimensional
mit der Nebenbedingung, dass m(HqM qFa9) = (¥ gelten muss. Fiir den Fall, dass q zerlegt in E/F
ist, folgt genau wie oben (¢? +Zz —2,dV¢)q = 1. Ist q tréige, so ist ¢? +22 — 2 ein Nicht-Quadrat. Da die
Erweiterung Fy/F, unverzweigt ist, ist nach [O’M63] 63:3 der quadratische Defekt von ¢? + Zz -2
gleich 404. Mit [O’M63] 63:11a folgt dann (¢? +ZQ —2,m)q = —1. Wie in 1' gesehen, liegt 7%% in
der Norm-Restklasse von dV; an der Stelle q und somit ist schlieBlich (¢% + (" — 2,dV;)q = (—1)*s.

Es verbleibt die Betrachtung der (einzigen) in E/F verzweigten Stelle p. Hier folgt aus , dass
P3P(Le)y € (Le)p S P P(Le)y gilt, dh. auch in diesem Fall kommen mit 9B2~P- und P37-
modularen Komponenten nur zwei Komponenten in einer Jordan-Zerlegung vor. Aus v,(M(vL¢)) = p°
folgt leicht, dass die 33 P-modulare Komponente Dimension s besitzt, wihrend die J32~P-modulare
Komponente die Dimension N — s besitzt .

Gemifl [Jac62] 8.1. ist die % P-modulare Komponente von der Form H(2 — p)L ... LH(2 — p),
wihrend die 33 ~P-modulare Komponente von der Form

<7T3_Tp,...,7r3%p,7r3_TpA>

fiir eine Einheit A ist. Somit enthélt die Norm-Restklasse von dV; die Einheit A an der Stelle p und es
ist (C24+C —2,dV,)p = (C2+C —2,A)p. Da fiir alle Stellen q # p das Hilbert-Symbol (¢2+C- —2,dV,),



129
oben bereits bestimmt wurde, folgt aufgrund von Hilberts Reziprozititsgesetz (vgl. [O°M63] 71:18):

_ _ _ lo zerlegt
(CH+C =2,0), =P+ —2.dV)y = [[ (P +T —2.aV)q = . °
aeQr (—1)>=aieka fo triige

q#p

Dabei kénnen im (unendlichen) Produkt die unendlichen Stellen vernachléssigt werden, denn es ist
(p(¢® + - 2), p(dV¢))eo = 1 fiir jede Einbettung p : F — R, da dV; total positiv ist.

Mit [O’M63] 63:10 folgt, dass A eine Norm ist genau dann, wenn (¢Z + ZQ —2,A), = 1. Mit obiger
Gleichung folgt exakt die Behauptung. O

BEMERKUNGEN 4.1.20.

(i) Genau wie in Korollar [3.3.11] zeigt der obige Satz [4.1.19] dass es bei gegebenem Typ eine
1:1-Korrespondenz gibt zwischen méglichen hermiteschen Geschlechtern von L, und ganzen

o-Idealen a mit a =[], , " und:

1. kg <N

2. N(aO) = ¢k
Das dem Ideal a entsprechende Geschlecht wird im Folgenden mit . (a) bezeichnet. Insbe-
sondere ist im Fall, dass fo ein Primideal von o ist, das hermitesche Geschlecht des Gitters
L¢ durch den Typ des Automorphismus festgelegt.

(ii) Das Z-Gitter L, kann weitere hermitesche Strukturen besitzen, deren Geschlechter nicht von

der Form wie in Satz[£.1.19]sind. Diese kénnen dann jedoch nicht durch den Automorphismus

o von L induziert sein. n

Ist s = 0, so kann das Maf} eines hermiteschen Geschlechts ®.(a) mit den Mitteln der Abschnitte
und berechnet werden (vgl. Korollar [3.3.16)).
Ist s > 0, so miissen zunéchst die Darstellungsdichten fiir ein Gitter L aus dem Geschlecht &, (a) an
der (verzweigten) Stelle p berechnet werden. Ist s gerade (und nach Prop. damit auch N), so
erhélt man mit [GYO00] Prop. 6.3.9 und Thm. 7.3

s/2 (N—s)/2
2—p A2 N 4 s(s—1) _ s o Y
ap(Le) =20(p) = M HEE (L)) [T =) [T (-9,
j=1 j=1
wobei das Vorzeichen im Faktor (1+9%(p)~ %) genau dann ein ,,—* ist, wenn (—1) A ein Quadrat

modulo p ist.
Im Fall s ungerade (und N ungerade) gilt ebenfalls mit [GY00] Prop. 6.3.9 und Thm. 7.3:

ey oa L sl (s—1)/2 4 (N—s)/2 '
ap(Le) =20(p) 2 V2t [T -2 [ 0 —2p)~)
j=1 j=1

Zusitzlich #ndert sich das Volumenideal um den Faktor $3* im Fall s gerade bzw. PB*~! im Fall s

ungerade. Da die Norm 9(vL.) des Volumenideals mit Potenz % in die Maf}formel (vgl. Theorem

3.3.12) eingeht, erhilt man insgesamt wegen D(p) = p den folgenden zusétzlichen Korrekturfaktor fiir
die Stelle p:

1 s=0
(N—1)/2 25
s=1 (N—g) =Ty 21 0—P7)
korry (p*) == (P ? S ]H(<§21>)/22(+117p,2j) s > 1, s ungerade
o

N/2 =27
pE(N=s+D) I (vs)/oa (P77

2(14p~ 2) 1351 (1—p29)

s > 2, s gerade
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Dabei ist das Vorzeichen im Fall s > 2, s gerade, genau wie oben erkliart zu wihlen. Als Gesamtmaf

erhilt man also:
Sarz 4.1.21. Das Mafs des Geschlechts &¢(a) mit a =[], qka lautet:

MaB(&¢(a)) = std’ - korrk (p®) - Hkorrﬁ(qk")
qle
|

BEISPIEL 4.1.22. (Fortsetzung) Wie bereits weiter oben bemerkt ist das Ideal 50 prim. Also ist das
hermitesche Geschlecht von L¢ durch den Typ 7—(4,12)—2—(2, 6) festgelegt. Dieses Geschlecht besitzt
das Maf % und umfasst genau acht Klassen, aufgefasst als Z-Gitter (mittels Spurkonstruktion)
besitzt genau eines dieser Gitter ein Minimum 2, fiinf das Minimum 4 und die folgenden zwei Gitter

das Minimum 6:

oL —-3¢*=3¢*+6 —(P—(3—5(2—3(—4
ST\ 20t + 3¢5+ 22 +3¢— 1 —3¢*—3¢3+6

L@l 303183 =33 +5 (O —¢t- (P30 -1
¢ T T\2C 3¢t +2C3 +2C + 3¢+ 2 3¢°+3C2+8

Konstruiert man nun Obergitter von M) := Lgl)J_Lgl) und M3 .= L(ll)J_L(f) vom Index 72,

so erhilt man bis auf Isometrie jeweils genau ein Gitter der Determinante 5%, ein extremales mit

Minimum 6 und ein weiteres mit Minimum 4. (]

Die obige Reihe von Beispielen [4.1.11} [4.1.16} [4.1.18|und [4.1.22] zeigt, dass es genau ein extremales

Gitter im Geschlecht II;5(57®) mit einem Automorphismus der Ordnung 7 gibt. Dieses Ergebnis ist
insofern nicht neu, da in [BVO01] gezeigt werden konnte, dass iiberhaupt nur genau ein extremales
Gitter in diesem Geschlecht existiert. Es zeigt jedoch, wie man mit Hilfe der oben beschrieben Me-

thode mit relativ geringem rechnerischen Aufwand das extremale Gitter konstruieren kann.

In dem folgenden Abschnitt soll diese Methode auf solche Geschlechter angewendet werden, in
denen noch kein extremales Gitter bekannt ist oder die extremalen Gitter nicht vollstandig klassifiziert

sind.

4.2. Anwendung auf die Quebbemannschen Geschlechter

4.2.1. Das Geschlecht II;4(1177). Die groBtmogliche Primzahlordnung eines Automorphis-
mus eines Gitters in diesem Geschlecht ist 13. Der Nenner des Mafles dieses Geschlechts lautet
221 36 52 72 11. Demnach gibt es in diesem Geschlecht jeweils Gitter mit Automorphismen der Ord-
nung 3, 5, 7 und 11.

Kein Gitter im Geschlecht von L besitzt einen Automorphismus der Ordnung 13, denn es ist 27 (5) =
12 in E = Q(C13).

Sei nun L € I134(1177) ein (hypothetisches) extremales Gitter, also 6, = faq = 1 + 854¢* + 2184¢° +
2996¢° + O(q") mit M = M7 (T.(11), x7).

Ist 0 € O(L) ein Automorphismus der Ordnung 7, so ist dieser vom Typ 7 — (2,12) — 2 — (1,6).
Das Fixgitter ist in diesem Fall das Gitter Lgl) mit Gram-Matrix (3 ). Da das Ideal 110 prim ist,
ist das hermitesche Geschlecht von L durch den Typ von o eindeutig festgelegt. Dieses Geschlecht

besitzt das Maf} % und umfasst exakt 49 Gitter, von denen aufgefasst als Z-Gitter genau ein Gitter
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das Minimum 2, vier Gitter das Minimum 4, 26 Gitter das Minimum 6 und 18 Gitter Lél) e Léls)
das Minimum 8 besitzen. Bildet man fiir jedes dieser 18 in Frage kommenden Gitter Obergitter von
LEI)J_L(Z) vom Index 72, so stellt sich heraus, dass jedes dieser Gitter bis auf Isometrie genau ein
Obergitter (der Determinante 117) besitzt. Von diesen besitzt wiederum genau eines das Minimum 4,

die {ibrigen 17 jeweils das Minimum 6.

Ist 0 € O(L) ein Automorphismus der Ordnung 5, so gibt es folgende mégliche Typen:

e Den Typ 5 — (2,12) — 1 — (1,6) mit Fixgitter L; € I(5711171). Dieses Geschlecht enthélt
genau ein Gitter, ndmlich ($ ;) und damit keines mit Minimum 8 oder grofer.

e Den Typ 5—(6,8) —2—(3,4) mit einem Gitter L; € II(5721173). Dieses Geschlecht umfasst
genau 98 Gitter, 52 mit Minimum 2, 37 mit Minimum 4 und zehn mit Minimum 6, keines

mit Minimum 8 oder gréfler.
Somit kann L keinen Automorphismus der Ordnung 5 besitzen.
Ist 0 € O(L) ein Automorphismus der Ordnung 3, so gibt es folgende mégliche Typen:
e Den Typ 3 — (2,12) — 2 — (1,6) mit einem Fixgitter L; € I12(3721171). Dieses Geschlecht
enthilt jedoch nur das Gitter (§ %) mit Minimum 6.
e Den Typ 3—(4,10) —3—(3,4) mit einem Fixgitter L; € 114(3731173). Die Klassenzahl dieses
Geschlechts ist 2. Es enthélt ein Gitter mit Minimum 6 und ein Gitter Lgl) mit Minimum

10. Fiir letzteres gilt jedoch
00 =31+0"+20"+0(¢") #1+2¢" +2¢° + 0" +¢" +¢" + O(¢"") =5 fm.

Nach Lemma kommt also auch dieses nicht als Fixgitter in Frage.

e Den Typ 3 —(6,8) —2—(3,4) mit einem Fixgitter L; € I15(3721173). Die Klassenzahl dieses
Geschlechts ist 37. Es enthélt 23 Gitter mit Minimum 2, zwolf Gitter mit Minimum 4 und
zwei Gitter mit Minimum 6, keines mit Minimum 8 oder grofer.

e Den Typ 3 — (6,8) — 4 — (3,4) mit einem Fixgitter L; € IIg(3741172). Die Klassenzahl
dieses Geschlechts ist ebenfalls 37 (es handelt sich hierbei um die reskalierten Dualgitter des
vorherigen Falls). Es enthélt zwolf Gitter mit Minimum 2, zehn Gitter mit Minimum 4 und
14 Gitter mit Minimum 6 sowie genau ein Gitter Lgl) mit Minimum 8. Fiir letzteres gilt
jedoch

O =31+0"+20"+0(¢") #1+2¢" +2¢° + 0" +¢" +¢" + O(¢"") =5 fm.
Aufgrund von Lemma [I.T.17] kommt also auch dieses als Fixgitter nicht in Frage.
e Den Typ 3 —(10,4) — 2 — (5,2) mit einem Gitter L € I14(3721172). Die Klassenzahl dieses

Geschlechts ist sieben. Es umfasst jeweils drei Gitter mit Minimum 2 und 4 sowie ein Gitter

mit Minimum 6, keines mit Minimum 8 oder gréfier.

Also besitzt L auch keinen Automorphismus der Ordnung 3. Zusammenfassend ist damit gezeigt:

SATZ 4.2.1. Ein extremales Gitter im Geschlecht 1114(1177) besitzt keinen Automorphismus der
Ordnung 3, 5, 7 (und 13). O

4.2.2. Das Geschlecht I155(77!!). Die groftmogliche Primzahlordnung eines Automorphismus
eines Gitters in diesem Geschlecht ist zunéchst 23. Mittels Algorithmus [ erhélt man jedoch schnell,

dass es in diesem Geschlecht kein Gitter mit einem Automorphismus der Ordnung 13, 17, 19 oder 23



132

gibt. Weiter besitzt das Gitter (2 §) L... L(%}) (11-fache orthogonale Summe) einen Automorphis-
mus der Ordnung p fiir jede Primzahl p < 11.

Sei nun L € IIyy(7+11) ein (hypothetisches) extremales Gitter, d.h. 0, = faq = 1+49064¢* +35904¢° +
O(¢®) mit M = M1 (Tw(7), x11)-

Ist 0 € O(L) ein Automorphismus der Ordnung 5, so ist dieser vom Typ 5 — (6,16) — 4 — (3,8). Dann
wire jedoch das Gitter Ly ein Gitter im Geschlecht II5(5+4773) mit Minimum 8 oder gréler. Dieses
Geschlecht umfasst 28 Gitter, sieben mit Minimum 2, elf mit Minimum 4, sieben mit Minimum 6 und

drei Gitter mit Minimum 8. Die Thetareihen dieser drei Gitter lauten:
0,0 =5 1+3¢" +3¢° + 0(¢°) # L+ ¢ +4¢° + O(¢°) =5 fm
O =51+2¢° +0(¢°) # 1+ ¢" + 44" + O(¢°) =5 fum
O, =5 143¢" +4¢° + 0(¢") # 1+ ¢" +4¢° + O(¢°) =5 frx
Wegen Lemma kommen also auch diese nicht als Fixgitter in Frage.

Ist 0 € O(L) ein Automorphismus der Ordnung 11, so ist dieser vom Typ 11 — (2,20) — 2 — (1, 10).
Da 7o prim ist, ist das hermitesche Geschlecht von L. eindeutig festgelegt. Dieses Geschlecht umfasst
3822 Gitter, von denen 1115 ein Minimum 8 besitzen. Andererseits ist das Fixgitter notwendig Lgl) %
(2211). Bildet man Obergitter von M) = Lgl)J_Léi) fir ¢ = 1,...,1115 vom Index 11, so erhilt
man diverse Gitter mit Minimum 2, 4 oder 6, keines mit Minimum 8 oder gréfier. Somit besitzt ein

extremales Gitter in diesem Geschlecht keinen Automorphismus der Ordnung 11.

SATZ 4.2.2. Ein extremales Gitter im Geschlecht 1lao(7T1Y) besitzt keinen Automorphismus der
Ordnung 5, 11 (13, 17, 19 und 23). O

4.2.3. Das Geschlecht II35(37!®). Die grofitmogliche Primzahlordnung eines Automorphismus
eines Gitters in diesem Geschlecht ist zunéchst 37. Das Gitter 18.Ay besitzt einen Automorphismus
der Ordnung p fiir jede Primzahl p < 19. Weiter zeigt sich, dass im Geschlecht 1136(3%1%) kein Gitter

mit einem Automorphismus der Ordnung 23, 29, 31 oder 37 existiert.

Sei nun L € I36(3718) ein (hypothetisches) extremales Gitter, d.h. 8, = fa = 1 + 646380¢* +
24820992¢° + O(q®) mit M = My5(T'«(3), x18). Mittels Algorithmus {4 sieht man schnell, dass L
keinen Automorphismus der Ordnung 11 oder 13 besitzt.

Ist 0 € O(L) ein Automorphismus der Ordnung 19, so ist dieser vom Typ 19 — (0,36) — 0 — (0, 18),
also wire in diesem Fall L; = {0} und L; = L.

Ist 0 € O(L) ein Automorphismus der Ordnung 17, so ist dieser notwendig vom Typ 17— (4,32) —2 —
(2,16). Die Geschlechtssymbole dieser Gitter lauten Ly € I1I;4(3721772) und L € 1I32(371€1772). Das
Geschlecht 114(3721772) besitzt die Klassenzahl 12 und enthilt genau ein Gitter mit Minimum 8:

8§ -4 -3 0
-4 8 0 -3

Da 3o prim ist, ist das hermitesche Geschlecht von L. eindeutig festgelegt. Allerdings scheint es

nicht moglich, dieses vollstdndig zu klassifizieren.



133

SATZ 4.2.3.

a) Kein extremales Gitter im Geschlecht 1135(371%) besitzt einen Automorphismus der Ordnung
11, 13 (23, 29, 31 und 37).

b) Besitzt ein extremales Gitter im Geschlecht 1136(3718) einen Automorphismus der Ordnung
17, so ist dieser vom Typ 17 — (4,32) — 2 — (2,16) mit einem eindeutig bestimmten Gitter
L.

¢) Besitzt ein extremales Gitter im Geschlecht 1l36(3%18) einen Automorphismus der Ordnung

19, so ist dieser vom Typ 19 — (0,36) — 0 — (0, 18), d.h. das Gitter besitzt eine Struktur iber
Q(C19)- O

BEMERKUNG 4.2.4. Einen méglichen Kandidaten eines Gitters im Geschlecht L € 1I32(37161772)
erhélt man zum Beispiel, indem man das Gitter K P3g und einen Automorphismus dieses Gitters der
Ordnung 17 betrachtet. Ein solcher ist stets vom Typ 17 — (4,32) — 2 — (4, 16), wobei das Gitter L,
dann ebenfalls im Geschlecht I132(371¢1772) liegt.

Bildet man nun die orthogonale Summe dieses 32-dimensionalen Gitters mit dem obigen 4-dimensio-
nalen Gitter, so stellt sich heraus, dass dieses bis auf Isomorphie genau ein Obergitter vom Index 172
besitzt. Dieses ist 3-modular, hat Minimum 6 und die Kusszahl 2448. [

Der aufgrund der Dichteschranken zuniichst noch denkbare Typ 7 — (6,30) —5 — (0, 18) kann nicht
eintreten, da das Fixgitter Ly ein Gitter im Geschlecht von 7(1423‘ié ) sein miisste, dieses aber einklassig

ist und Minimum 6 besitzt. Es verbleiben folgende mogliche Typen:

Typ Gen(Ly) Gen(Lq)
7—(12,24) —4 — (6,12) gy (7743712) Tl (7+4376)
7—(6,30) — 3 —(6,12) II30(7+33712) II4(7-3379)
7—(6,30) —5— (6,12) II3(7753712) IIs(775376)
7—(0,36) —0—(0,18)  II36(31'8) -

Ist 0 € O(L) ein Automorphismus der Ordnung 5, so erhiilt man zunéchst eine Liste von acht méglichen
Typen. Hier scheidet zunéichst der Typ 5 — (8,28) — 7 — (2,16) aus, da L; im Geschlecht IIg(372577)
liegen miisste, welches aber nur drei Gitter mit Minimum 4 besitzt. Auch der Typ 5—(8,28)—3—(6,12)
kommt nicht in Frage, da L; in IIg(375573) liegen miisste, worin es jedoch ebenfalls kein Gitter mit
Minimum 8 gibt.

Es verbleiben die folgenden sechs moglichen Typen:

Typ Gen(L,) Gen(Lq)
5—(16,20) — 5 — (10,8) IIa0(57°318) 1II16(57°3710)
5—(12,24) — 6 — (10,8) Ila4(5163T8) 1I;5(5163710)
5—(12,24) — 6 — (6,12) Tla4(57%3712) 1I12(57637°)
5—(8,28) =5 2) Ilg(57°371%) IIg(57°37F)

1
12) Tlas(5773712)  Tg(577379)
5—(4,32) —4—(2,16)  II3p(5%3+16)  TI,(5%43%2)
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In den folgenden Fillen ist zwar ein extremales Gitter bekannt, jedoch nicht eine vollstandige

Klassifikation aller extremalen Gitter.

4.2.4. Das Geschlecht I133(2%1%). Die groBtmogliche Primzahlordnung eines Automorphismus
eines Gitters in diesem Geschlecht ist zunéchst 31. Der Nenner des Mafles dieses Geschlechts lautet
263 320 58 74.112.132.172. Demnach gibt es in diesem Geschlecht jeweils Gitter mit Automorphismen
der Ordnung 3, 5, 7, 11, 13 und 17. Es zeigt sich, dass es kein Gitter im Geschlecht I135(271¢) mit
einem Automorphismus der Ordnung 19, 23, 29 und 31 gibt.

Die sechs bekannten extremalen Gitter besitzen zusammengenommen Automorphismen der Ordnung
3, 5 und 17. Ein extremales Gitter mit einem Automorphismus der Ordnung 7 ist bislang nicht be-

kannt.

Sei nun L ein (hypothetisches) extremales Gitter im Geschlecht 1I35(271¢). Zuniichst stellt sich heraus,
dass L keinen Automorphismus der Ordnung 11 und 13 besitzt.

Ist 0 € O(L) ein Automorphismus der Ordnung 7, so ist dieser notwendig vom Typ 7—(8,24) —4—
(4,12). Das Fixgitter wiire in diesem Fall ein Gitter im Geschlecht I1g(2747+4). Dieses Geschlecht um-

fasst genau 80 Klassen, von denen genau ein Gitter ein Minimum von 6 besitzt, ndmlich das eindeutig

bestimmte extremale Gitter der Dimension 8 und Stufe 14, hier mit Lgl) bezeichnet. Das hermitesche

Geschlecht von L¢ ist durch den Typ eindeutig festgelegt, da das Ideal 20 prim ist. Dieses Geschlecht

besitzt das MaB 227 und die Klassenzahl ist 157. Neben 152 Gittern mit Minimum 4 oder klei-

ner gibt es genau fiinf Gitter mit Minimum 6, von denen als Z-Gitter genau 2 isometrisch sind. Als
mogliche Kandidaten fiir Ls verbleiben somit vier Gitter Lél), cee Lé4). Bildet man Obergitter von
MO = Lgl) il Léi) vom Index 74, so entsteht auf diese Weise neben einigen Gittern mit Minimum 2
oder 4 genau ein extremales Gitter im Geschlecht I135(2716):

Standard Lattice of rank 32 and degree 32

Determinant: 65536

Factored Determinant: 2716

Minimum:
Inner Product Matrix:

[6-2-3 01 0-1 0-1-1-1 1-1 3-2-1 0 2 3-2-1-2-3-1 0 2 1 1 3 2 0 0]
[-2 6 3 00-2-2202-210-133 2 1-3-1 10 2 3-3-1 0 1-2 1 1 0]
[-3 36 0-1-1-2 3 0310 0-23 1 1-2-10-2 12 2-3-1 0 1-3-2 1 1]
[0 0o 0 6-2 3-1 0-2-3-2 3 2-2 01 0-11-11 2-2-3 0 1-2-1-2 1-1-1]
[1 0-1-2 6-3-2-2 0-1 2 0-2 3-2 1-2 2 1 0 2-2-2 2-1 0 2-1 2-1 2 1]
[0o2-1 3-3 6 01 0-2010-1-1-21-10-1-11-1-3 2-1-2 1-1 1 0 0]
[t-2-2-1-2 0 6-2 1 1-1-1 0-2 0-2-1-1-1 1 1 1 1-1 2 0 0-2 1 0-1-1]
[0 23 0-21-26-1300002010-10-3012-3001-2 0 2 2]
[(1t0o0-2001-16 12 0-112010-200-220 220 21 0-2-1 2]
[t 233-1-2 1316 0-2-1-13 0 1-1-2 1-2-1 2 3-2 0 2 0-1-1 1 2]
[-1-2 1-2 2 0-1 0 2 0 6-1-1 2 0 0 0-2 0 2-2 0 1 0 1 0 1 1 0-3 0 2]
[1 1030 1-100-2-1611-10010-12 0-2-201 01 0 2 0 0]
[t 00 2-2 00 0-1-1-1 16 01 2-1-2 0 3 1 0 0-1 0 3-1-1 0 0-3 0]
[3-1-2-2 3-1-2 0 1-1 2 1 0 6-2 0 0 2 10 0-3-1 0 01 2 1 3 0 1 1]
[ 33 0-2-102 23 0-11-26 3 2-2-3 1-1-1 3 2-2 2 2 0-2-2-2 2]
[(1 311 1-2-2 000002036 1-1-1 1101 1-22 10 0 0-2 2]
f[o 21 0-21-111100-10216-1-2-1-10 3 0 1-1 0 2-1 2-1 0]
[21-2-12-1-1 0 0-1-21-2 2-2-1-16 1-2 1-2-1 1-1-1 0 1 1 1 2-1]
[3-3-1 1 10-1-1-2-2 000 1-3-1-2 1 6-1-1 0-3-2 0 0-1 0 1 0 0-1]
[2-1 0-1 0-1 1001 2-13011-1-2-16 00 1 1 1 2 1-2 0-1-2 1]
[t 1-212-11-3 0-2-2 21 0-11-11-1 0 6-1-1 01 0 0-2 1 1 0-1]
[<2 01 2-2110-2-1 0 0 0-3-1 0 0-2 0 0-16 1-2 1-2-3 0-2 1 0-2]
[3 2 2-2-2-1 112 2 1-20-1 31 3-1-3 1-1 16 1 0-1 0 1-1-1-1 0]
[t 323 2-3-1 2 030-2-102101-210-2116-301-10-1 2 1]
[03-3 0-1 2 2-3 2-21000-2-21-101 11 0-3 6-1-1 0 0 1-2-1]
[2-1-1 1 0-1 00O0O0O0TU131 2 2-1-1 02 0-2-1 0-16 2-1 2-1-3 2]
[1t 00-22-2002210-122100-110-301-126-11-1 0 3]
[t 1 1-1-11-2 1101 1-1 100 2 10-2-201-10-1-16 01 0 0]
[3-23-2 2-1 1-2 0-1 0 0 0 3-2 0-11 10 1-2-1 0 0 2 1 0 6 1-1 0]
[2 12 1-1100-2-1-3 2 0 0-20210-111-1-11-1-1 11 6 0-1]
[o 1 1-1 2 0-12-110 0-3 1-2-2-1 2 0-2 0 0-1 2-2-3 0 0-1 0 6 0]
[o 0 1-1 1 0-1 222200122 0-1-11-1-201-1 2 3 0 0-1 0 6]
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Dieses Gitter ist 2-modular und besitzt eine Automorphismengruppe mit 2!1.3.7 Elementen. Nach
Konstruktion ist dieses das einzige extremale Gitter im Geschlecht II35(2716) mit einem Automor-
phismus der Ordnung 7.

Ist o0 € O(L) ein Automorphismus der Ordnung 17, so ist dieser vom Typ 17— (0,32) —0— (0, 16),
d.h. L besitzt eine Struktur als hermitesches Gitter iiber Q(¢17). Diese wurden in Abschnitt
bestimmt. Es gibt mit CQ32, MW39 und MW}, genau drei solche extremalen Gitter.

SATZ 4.2.5.

a) Kein extremales Gitter im Geschlecht 1135(2710) besitzt einen Automorphismus der Ordnung
11, 13 (19, 23, 29 und 31).

b) Es gibt mit CQz2, MWss und MW}y genau drei extremale Gitter im Geschlecht 1132(2716)
mit einem Automorphismus der Ordnung 17]]

c) Es gibt genau ein extremales Gitter im Geschlecht 135(2+16) mit einem Automorphismus
der Ordnung 7. (]

4.2.5. Das Geschlecht 154 (37'2). Die grofitmogliche Primzahlordnung eines Automorphismus
eines Gitters in diesem Geschlecht ist zundchst 23. Der Nenner des Mafles dieses Geschlechts lautet
243 317 54.74.112.132. Demnach gibt es in diesem Geschlecht jeweils Gitter mit einem Automorphismus
der Ordnung 3, 5, 7, 11 und 13. Zunéchst stellt sich heraus, dass kein Gitter in diesem Geschlecht
einen Automorphismus der Ordnung 17, 19 oder 23 besitzt.

Mit dem Gitter Log o ist ein extremales Gitter in diesem Geschlecht bekannt. Dieses besitzt eine
Automorphismengruppe der Ordnung 2°.32.7.13. Ein extremales Gitter mit einem Automorphismus
der Ordnung 5 ist nicht bekannt.

Sei nun L € Ia4(37!2) ein (hypothetisches) extremales Gitter, also 0, = fa = 1+ 26208¢3 +
530712¢* + O(q°) mit M = M12(T.(3), x12)-

Ist o0 € O(L) ein Automorphismus der Ordnung 13, so ist dieser vom Typ 13 — (0,24) — 0 — (0, 12),
d.h. L selbst besitzt eine Struktur iiber dem Kérper Q(¢13). Diese Gitter wurden in bestimmt,
es folgt L = Loy 5.

Ist 0 € O(L) ein Automorphismus der Ordnung 11, so ist dieser vom Typ 11— (4,20) — 2 — (2, 10). Das
Ideal 30 ist prim, sodass das hermitesche Geschlecht von L eindeutig bestimmt ist. Dieses umfasst
genau 49 Gitter, eines mit Minimum 2 und 48 Gitter mit Minimum 4, keines mit Minimum 6 oder

grofler.

Sei nun o € O(L) ein Automorphismus der Ordnung 7. Es verbleiben zunéchst drei mogliche Typen:

e Der Typ 7 — (12,12) — 2 — (6,6) ist nicht moglich, denn das Ideal 30 ist prim, daher ist

das hermitesche Geschlecht von L. festgelegt. Dieses umfasst genau drei Gitter, eines mit
Minimum 2 und zwei mit Minimum 4.

e Der Typ 7—(6,18)—3—(6, 6) ist nicht moglich, denn auch hier ist das hermitesche Geschlecht
von L¢ festgelegt und enthélt 14 Gitter, drei mit Minimum 2 und elf mit Minimum 4, keines
mit Minimum 6 oder grofler.

Hn der Gitterdatenbank ist mit Usp (vgl. [LatDB] ,U32%) noch ein weiteres Gitter im Geschlecht 132 (2116) aufgefiihrt.

Dieses ist genau wie M W32 nicht 2-modular und besitzt einen Automorphismus der Ordnung 17. Geméif obigem Satz
muss also bei geeigneter Bezeichnung gelten: MW3g = Usa.
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e Der Typ 7—(0,24) — 0 — (0,12), d.h. das Gitter selbst besitzt in diesem Fall eine Struktur
iiber Q(¢7). Diese Gitter wurden in Abschnitt bestimmt. Es gibt bis auf Isometrie genau

ein Gitter, ndmlich Loy 5.

Folglich besitzt L keinen Automorphismus der Ordnung 7.

Sei nun o € O(L) ein Automorphismus der Ordnung 5. Hier verbleiben zwei mogliche Typen:

e Der Typ 5 — (4,20) — 3 — (4, 8) ist nicht méglich, denn das Gitter L; wire in diesem Fall
ein Gitter im Geschlecht I1,(37%5%3). Dieses Geschlecht ist einklassig und enthilt nur das
Gitter Lgl) =~ 3(A%). Dieses besitzt jedoch folgende Thetareihe:

0,0 =1+10¢"+0(¢") =5 1+ 0(q") # 1+ 3¢" + 2¢" +4¢° + 3¢° + O(¢") =5 fum

Wegen Lemma kommt also auch dieses als Fixgitter nicht in Frage.

e Der Typ 5 — (8,16) — 4 — (4,8): Das Geschlecht von L; lautet IIg(37457*) und enthélt 91
Gitter. Genau vier dieser Gitter, bezeichnet mit Lgl), ceey L§4), besitzen das Minimum 6, alle
iibrigen das Minimum 2 oder 4. Zwei dieser vier Gitter mit Minimum 6 (L(l?’)7 L§4)) kommen

nicht in Frage, denn fiir deren Thetareihen gilt
0, =1+442° +102¢" + 114¢° + O(¢®) =5 1+ 2¢° + 2¢"* + 4¢° + O(¢°)

0,0 =1+424> +192¢" + 24¢° + O(¢°) =5 1 + 4¢° + 2¢" + 4¢° + O(¢°),
1
withrend fiir die extremale Modulform gilt faq =5 1+ 3¢ + 2¢* + 4¢° + O(¢%).
Es bleiben zwei denkbare Gitter Lgl), L(12) iibrig. Weiter ist das Ideal 30 prim, folglich ist das
hermitesche Geschlecht von L. festgelegt. Dieses enthélt genau 13 Gitter, drei mit Minimum
2, neun mit Minimum 4 und genau eines, Lél), mit Minimum 6. Durch Bilden von Obergittern

Lgi)J_Lél) erhélt man jedoch jeweils genau zwei Gitter mit Minimum 2.

Aus diesen Griinden hat L keinen Automorphismus der Ordnung 5.

SATZ 4.2.6.

a) Kein extremales Gitter im Geschlecht 1la4(3712) besitzt einen Automorphismus der Ordnung
5, 11 (17, 19 und 23).

b) Ist L € 1154(3712) ein extremales Gitter und besitzt L einen Automorphismus der Ordnung
7 oder 13, so gilt L = Loyg.5. O

4.2.6. Das Geschlecht II5((77!°). Die groftmogliche Primzahlordnung eines Automorphismus
eines Gitters in diesem Geschlecht ist zundchst 19. Der Nenner des Mafles dieses Geschlechts lautet
235310 54 73 112, Mit dem Gitter Lo ist ein extremales Gitter in diesem Geschlecht bekannt. Dieses
besitzt eine Automorphismengruppe der Ordnung 2°.32.5.7.11.

Man kann leicht zeigen, dass es in diesem Geschlecht kein Gitter mit einem Automorphismus der
Ordnung 13, 17 oder 19 gibt.

Sei nun L € II50(7+19) ein (hypothetisches) extremales Gitter, d.h. 0, = faq = 1+6160¢* +27104¢° +
0O(¢%) mit M = Mio(T«(7), X10)-

Besitzt L einen Automorphismus der Ordnung 11, so ist dieser vom Typ 11 —(0,20) — 0 — (0, 10), d.h.
das Gitter L selbst besitzt eine Struktur iiber Q(¢11). Diese wurden in Abschnitt bestimmt. Es

zeigt sich, dass es genau ein solches Gitter gibt, ndmlich das Gitter Log.

Ist o € O(L) ein Automorphismus der Ordnung 5, so verbleiben zwei méogliche Typen:
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e Der Typ 5—(4,16) — 2 — (2, 8) ist nicht moglich, denn das Gitter L; wiire in diesem Fall ein
Gitter im Geschlecht I14(5%27%2). Dieses Geschlecht umfasst sieben Gitter, von denen sechs
ein Minimum von 6 oder kleiner besitzen und genau ein Gitter Lgl) das Minimum 8. Dieses

Gitter besitzt jedoch die Thetareihe
0,0 =1+18¢" + 64" + 0(¢°) =5 1+ 3¢" + ¢° + O(¢"),

withrend fiir die extremale Modulform gilt faq =5 1+ 4¢° + O(q®).

e Der Typ 5—(4,16)—4—(2, 8): Das Geschlecht des Gitters L; lautet in diesem Fall IT4(5+47+2).
Dieses Geschlecht ist einklassig und enthélt genau ein Gitter Lgl) mit Minimum 10. Da das
Ideal 7o prim ist, ist das hermitesche Geschlecht von L; durch den Typ eindeutig festgelegt.
Dieses umfasst genau 1190 Gitter, von denen 241 Gitter L(Cl), e ,L(CMU ein Minimum von 8
oder grofier besitzen. Bildet man Obergitter von Lgl)J_Léi) vom Index 5%, so erhilt man auf

diese Weise mit dem Gitter Loy genau ein extremales Gitter im Geschlecht g0 (7710).

Als Ergebnis kann man festhalten:

SATz 4.2.7. Ist L € Tly(7110) ein extremales Gitter und besitzt L einen Automorphismus der
Ordnung 5 oder 11, so gilt L & Log. |

4.2.7. Das Geschlecht 15, (571%). Die groftmogliche Primzahlordnung eines Automorphismus
eines Gitters in diesem Geschlecht ist 19. Der Nenner des Mafles des Geschlechts lautet 233.312.54.72,13.
Demnach gibt es in diesem Geschlecht Gitter mit Automorphismen der Ordnung 3, 5, 7 und 13. Es
zeigt sich, dass im Geschlecht IT50(5710) kein Gitter mit einem Automorphismus der Ordnung 17 oder
19 existiert. Zudem folgt wegen (1—15) = —1 mit Korollar dass es in diesem Geschlecht kein Gitter
mit einem Automorphismus der Ordnung 11 gibt.

Mittels einer heuristischen Suche im Geschlecht 1I50(571%) wurde in Zusammenarbeit mit Gilles Bellot

folgendes extremale Gitter gefunden:

Standard Lattice of rank 20 and degree 20
Determinant: 9765625

Factored Determinant: 5710

Minimum: 6

Inner Product Matrix:

[6 2 2-1-3-1-2 1 0 1-1-2-3-1 2 1 1 1 2 3]
[2 6-1 2-3 1-1 2 3 2-3 0-3 1 1 1-2 0 0 3]
[2-1 6-3-1-3-2-3-2 2 0-1 1 2 0-2 3-2 2 1]
[T 2-36-1 0 1 2 1-1 0 0 0-2 0-1-1-1-1 0]
[ 3-3-1-1 6 2 1 1-3 0 3 2 3 1-3 0 0 1-2-2]
[t 1-30 26 21 1 011 0 0 0 3-3 3 0 0]
[2-1-2 1 1 2 6 0 0-3 1 3 3-2-2 2 0 2-1 0]
[1 2-3 21106 01 0 1-1 0-1 2-2 2-1 1]
[0 3-2 1-3 1 0 0 6-1-2 0-3 0 1 0-3 0-1 2]
[1 2 2-1 0 0-3 1-1 6-2-2-1 3 0 0-1-1 0 1]
[<1-3 00311 0-2-26 23 0-1-10 0 1-2]
[<2 0-1 0 2131 0-2 26 3 1-3 1 0 0-1-1]
[ 3-3 1 0 3 0 3-1-3-1 3 3 6 1-3-1 1-1 0-2]
[t 1 2-2 1 0-2 0 0 3 01 16 0-1 0-1-1 0]
[21 0 0-3 0-2-1 1 0-1-3-3 0 6 1 0 0 1 1]
[1 1-2-1 0 3 2 2 0 0-1 1-1-1 1 6-1 3 1 1]
[1-2 3-1 0-3 0-2-3-1 0 0 1 0 O0-1 6 0 0 -1]
[t 0-2-1 1 3 2 2 0-1 0 0-1-1 0 3 0 6-1 1]
[2 0 2-1-2 0-1-1-1 0 1-1 0-1 1 1 0-1 6 -1]
[331 02909012 1-2-1-2 01 1-1 1-1 6]
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Dieses ist nicht 5-modular, sodass streng genommen mit dem reskalierten Dualgitter noch ein
weiteres extremales Gitter bekannt ist. Beide Gitter besitzen eine triviale Automorphismengruppe,
d.h. mit +£1d genau zwei Automorphismen. Weitere extremale Gitter im Geschlecht IToo(571%) sind
bislang nicht bekannt.

Sei nun L ein (hypothetisches) extremales Gitter im Geschlecht IIao(5710), also 6 = 1 + 1740¢> +
22590¢* + O(q®). Wie in Algorithmus [4| beschrieben, stellt sich schnell heraus, dass L keinen Auto-
morphismus der Ordnung 13 besitzt.

Ist 0 € O(L) ein Automorphismus der Ordnung 7, so ist dieser gemi Algorithmus 4] vom Typ
7—(8,12) —2—(4,6). Dann wire L; € IIg(574772) ein Gitter mit Minimum 6. Das Geschlecht enthiilt
insgesamt 336 Gitter, 242 Gitter mit Minimum 2 und 94 Gitter mit Minimum 4, keines mit Minimum
6.

Festhalten ldsst sich also in diesem Fall:

SATZ 4.2.8. Ein extremales Gitter im Geschlecht 11a(5710) besitzt keinen Automorphismus der
Ordnung 7 (11, 13, 17 und 19). O

Ist 0 € O(L) ein Automorphismus der Ordnung 5, so sind die Ergebnisse des obigen Kapitels
grofitenteils nicht anwendbar. Jedoch ist klar, dass ein solcher Automorphismus nicht fixpunktfrei
operieren kann, da in diesem Fall die Determinante des Gitters L = L, die Quadratklasse 5Q*? beséfie

und somit nicht gleich 5'° sein kénnte.

4.2.8. Das Geschlecht 154 (57'2). Die grofitmogliche Primzahlordnung eines Automorphismus
eines Gitters in diesem Geschlecht ist zunédchst 23. Der Nenner des Mafles dieses Geschlechts lautet
243 316 57.74.112. Mit dem Gitter (Cy.JoY SL(2,5)) : Cy ist ein extremales Gitter in diesem Geschlecht
bekannt. Dieses besitzt eine Automorphismengruppe der Ordnung 2'1.3%.53.7.

Man kann leicht zeigen, dass es in diesem Geschlecht kein Gitter mit einem Automorphismus der
Ordnung 17, 19 oder 23 gibt. Zudem folgt wegen (1—35) = —1 mit Korollar dass es zudem in

diesem Geschlecht auch kein Gitter mit einem Automorphismus der Ordnung 13 gibt.

Sei nun L € Ilp4(5%2) ein (hypothetisches) extremales Gitter, d.h. 0, = fa = 1 + 37800¢* +
241920¢° + O(¢%) mit M = Mi(T.(5), x12).

Ist 0 € O(L) ein Automorphismus der Ordnung 11, so ist dieser vom Typ 11 — (4,20) — 2 — (2, 10).
Das Gitter L; ist in diesem Fall ein Gitter im Geschlecht I14(57211%2). Dieses umfasst genau zwolf
Gitter, vier Gitter mit Minimum 2, vier Gitter mit Minimum 4, zwei Gitter mit Minimum 6 und zwei

Gitter mit Minimum 8. Eines dieser beiden Gitter besitzt die folgende Thetareihe:

14+ 8¢" +4¢° + 0(¢%) =11 1 + 8¢ +4¢° + O(¢%) # 1+ 4¢* +8¢° + O(¢®) = fumu

Daher verbleibt ein mégliches Gitter Lgl)

. Da das Ideal 50 prim ist, ist das hermitesche Geschlecht von
L festgelegt. Dieses umfasst 595 Gitter, eines mit Minimum 2, 78 mit Minimum 4, 515 mit Minimum
6 und genau ein Gitter Lél) mit Minimum 8.

Bildet man nun Obergitter von Lgl)J_Lél) vom Index 112, so erhilt man genau ein Gitter mit Minimum

6 und Kusszahl 1584. Folglich besitzt L keinen Automorphismus der Ordnung 11.

SATZ 4.2.9. Kein extremales Gitter im Geschlecht Tay(5712) besitzt einen Automorphismus der
Ordnung 11 (13, 17, 19, 23). |



Fazit & Ausblick

In dieser Arbeit konnte ein weiteres extremales Gitter im Geschlecht IT35(2716) konstruiert wer-
den, welches eine weitere Kugelpackung liefert, die ebenso dicht ist wie die bislang dichteste bekannte
Packung in Dimension 32. Weiter konnte gezeigt werden, dass dieses Gitter das (bis auf Isometrie)
einzige extremale Gitter in seinem Geschlecht mit einem Automorphismus der Ordnung 7 ist.
Dariiber hinaus konnten alle extremalen Gitter im Geschlecht IT35(271¢) mit einem Automorphis-
mus der Ordnung 17 klassifiziert werden. Gleiches gelang fiir gewisse Primzahlen in einigen ande-
ren Geschlechtern. Die Ergebnisse legen unter anderem die Vermutung nahe, dass die Gitter Loy o,
(C2.J2Y SL(2,5)) : Cy und Lag jeweils in ihren Geschlechtern IIp4(3%12), 1l54(5%12) bzw. IIy(7110)
die einzigen extremalen Gitter sind.

Des Weiteren konnten mittels Tensorprodukten iiber dem Ring Z[** Y =] einige weitere extremale

Gitter im Geschlecht 1I45(272*) konstruiert werden. AuBerdem wurden alle extremalen Gitter bis Di-
mension < 48 mit Struktur als Ideal-Gitter tiber Kreisteilungskérpern klassifiziert und einige weitere
extremale Gitter mittels mehrdimensionaler Strukturen iiber Kreisteilungskorpern konstruiert. Insge-
samt wurden dabei auch viele bekannte extremale Gitter auf zum Teil anderen Wegen konstruiert.
Die Bestimmung der moglichen Geschlechter hermitescher Strukturen von (z.B.) extremalen Gittern
und die exakte Berechnung der Mafle dieser Geschlechter erfolgte dabei in einer solchen Allgemeinheit,
dass dies nun auch fiir andere CM-Korper als die in dieser Arbeit behandelten imaginér-quadratischen
Zahlkorper und Kreisteilungskorper moglich ist. Interessant wére beispielsweise die Frage, inwieweit
biquadratische oder auch andere Zahlkorper zur Konstruktion extremaler Gitter geeignet sind.

Auf der anderen Seite konnte als weiteres Resultat die Nicht-Existenz eines extremalen Gitters im
Geschlecht 1o (7712) gezeigt werden.

Eine aktualisierte Tabelle bekannter extremaler Gitter mit allen Ergebnissen dieser Arbeit ist online

unter http://www.mathematik.tu-dortmund.de/~mjuergen| zu finden.

Die urspriingliche Motivation dieser Arbeit und der noch immer interessanteste offene Fall war und
ist die Frage nach der Existenz eines extremalen Gitters im Geschlecht I136(3718), da ein solches dich-
ter als das dichteste bislang bekannte Gitter in Dimension 36 wire. Fiir diesen Fall konnte zumindest
gezeigt werden, dass die Fourier-Koeffizienten der extremalen Modulform fy; = 1+ 646380¢* + O(q®)
nicht-negativ sind und es damit keinen ,trivialen“ Grund gibt, der die Existenz eines extremalen Git-
ters ausschliefit.

Auch die Ergebnisse aus Kapitel 2 gaben keinen Hinweis darauf, dass ein solches Gitter nicht existieren
konnte. Die Tatsache, dass ein extremales Gitter von seinen Minimalvektoren erzeugt sein muss, ist
eine eher erwartbare Eigenschaft und die Liste der verbleibenden moglichen Konfigurationsanzahlen
ergibt keine Widerspriiche.

Die Methoden aus Kapitel 3 und 4 sind aufgrund von zu hohem Rechenaufwand in diesem Fall oh-

ne Weiteres nicht anwendbar. Insbesondere konnte bislang nicht gekldrt werden, ob ein extremales
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Gitter im Geschlecht 1I36(37!®) einen Automorphismus der Ordnung 17 oder 19 besitzen kann. Als
Idee kénnte man versuchen, die Bestimmung hermitescher Strukturen iiber Kreisteilungskorpern mit
der Nachbarmethode wie folgt zu kombinieren: Zu jedem Z-Gitter werden zunéchst alle hermiteschen
Strukturen bestimmt. Mit Hilfe von Nachbarn werden aus diesen Strukturen neue Gitter berechnet,
von denen anschliefend wiederum nur die Spurgitter auf Isometrie getestet und gegebenenfalls ab-
gespeichert werden. Einem Z-Gitter wird als Beitrag zum Mafi die Summe Y |[U(L,)|~! iiber alle
hermiteschen Strukturen L, von L zugewiesen. Auf diese Weise ergeben die Maflformeln aus Kapitel
3 ein Abbruchkriterium. Diese Vorgehensweise wiirde dann einen Vorteil bringen, wenn viele Z-Gitter
jeweils viele hermitesche Strukturen besitzen und damit einen grofien Beitrag zum Ma$f leisten. Diese

Idee soll in naher Zukunft angegangen und umgesetzt werden.

Die Frage nach der Existenz eines extremalen Gitters im Geschlecht I136(3%18) bleibt also weiterhin
ein offenes Problem und es ist nach wie vor schwierig einzuschétzen, ob ein solches Gitter existiert
oder nicht. Spétestens seit bekannt ist, dass ein extremales gerades unimodulares Gitter in Dimension
72 existiert, muss man die Moglichkeit in Betracht ziehen, dass es auch ein extremales Gitter im Ge-
schlecht IT36(3%18) gibt. Bis dahin war man eher von dessen Nicht-Existenz ausgegangen: ,, The cases
¢ = 1,3,7 in dimensions 72,36, 18, respectively are the most fascinating ones, since here extremal
lattices would be more dense than all known lattices in these dimensions. We suspect that they do not
exist,, ([SSP99]) oder auch ,,[...] tends to confirm the widely held opinion that extremal lattices of level
respectively 1, 3, 7 and dimension 72, 36, 18 do not exist* ([Cou00]).

Die verwendeten Konstruktionsmethoden - insbesondere im letzten Abschnitt - setzen voraus,
dass extremale Gitter eine ,grofie“ Automorphismengruppe bzw. zumindest einen Automorphismus
sgrofer* (Primzahl-)Ordnung besitzen. Bei einer heuristischen Suche nach extremalen Gittern mit
dem Computer ist es zusammen mit Gilles Bellot gelungen, ein extremales Gitter im Geschlecht
II0(5119) zu finden, dessen Automorphismengruppe trivial ist, d.h. mit 4 Id genau zwei Automor-
phismen besitzt. Solche Gitter scheinen nicht mit ,sinnvollen“ Methoden konstruierbar, sondern nur
per Zufallssuche mit dem Computer zu finden zu sein. Man muss damit rechnen, dass auch in den
Geschlechtern 1114(1177) oder IIy2(7711) solche Gitter existieren.

Ist die Existenz eines solchen ,, Zufallsgitters® auch im Geschlecht I135(37!®) nicht auszuschlieffen und
gibt es kein extremales Gitter mit mehr Symmetrie, so scheint das Problem in Anbetracht der Grofle
des Geschlechts praktisch kaum entscheidbar zu sein: Selbst unter der optimistischen Annahme, dass
der Computer 1 Milliarde Gitter pro Sekunde ohne Wiederholungen betrachten kénnte, wiirde man
weitaus ldnger brauchen als das Universum alt ist (ca. 13,7 Milliarden Jahre), um auch nur einen
nennenswerten Teil wie 1% dieses Geschlechts durchzugehen. Eine heuristische Suche nach einem ex-

tremalen Gitter in diesem Geschlecht ist also vollig aussichtslos.

Obwohl bekanntlich mit wachsender Dimension die Mehrheit der Gitter in einem Geschlecht eine
triviale Automorphismengruppe besitzen, so bleibt trotzdem zumindest die Hoffnung, dass extremale
Gitter in interessanten Geschlechtern (etwa im Hinblick auf das Kugelpackungsproblem) eine gewisse
Symmetrie und damit eine nicht-triviale Automorphismengruppe besitzen. Zumindest scheinen dies

die bekannten Beispiele extremaler Gitter wie etwa im Geschlecht 1I32(271) zu belegen.
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ANHANG A

Dichte Kugelpackungen und obere Schranken

Zentrumsdichte

n | Gitter L det(L) | |O(L)| min(L) 5(L) Schranke
I =Y/ 1 2 1 i =05 0.5

2 | Ay = A, 3 22.3 2 ﬁ ~ 0.28868 | 0.28868
3 | A3 As 22 24.3 2 ﬁ ~ 0.17678 | 0.18616
4 | Ay =Dy 22 27.32 2 + =0.125 0.13126
5 | As =Dy 22 28.3.5 2 ﬁ ~ 0.08839 | 0.09975
6 | A¢ = Eg 3 28345 2 ﬁ ~ 0.07217 | 0.08084
7 | A =2 E, 2 21034 5.7 2 & =10.0625 | 0.06933
8 | As=Eg 1 215.32.5.7 2 75 =0.0625 | 0.06251
9 | Ag 29 21435527 4 ﬁ ~ 0.04419 | 0.05900
10 | Ay 28.3 215,33 4 lg—ﬁ ~ 0.03608 | 0.05804
11 | Kqy 223> |293%5 4 ﬁ ~ 0.03207 | 0.05932
12 | K152 CTyy | 38 210.375.7 4 % ~0.03704 | 0.06279
13 | K3 223> |293%5 4 ﬁ ~ 0.03207 | 0.06870
14 | Ay 283 215 33 4 ﬁ ~ 0.03608 | 0.07750
15 | Ay 29 217.32.5.7 4 ﬁ ~ 0.04419 | 0.08999
16 | Ajg = BWyg | 28 221,35 52,7 4 & =0.0625 | 0.10738
17 | Avr 28 21934 5.7 4 75 =0.0625 | 0.13150
18 | Ag 26.3 217.3%.5 4 ﬁ ~ 0.07217 | 0.16503
19 | Aqg 27 219325 4 ﬁ ~ 0.08839 | 0.21202
20 | Aso 26 221335 4 $ =0125 |0.27855
21 | Aoy 2° 2193357 4 ﬁ ~ 0.17678 | 0.37389
22 | Ago 223 217.37.5.7.11 4 ﬁ ~ 0.28868 | 0.51231
23 | Aos 22 21936 53.7.11.23 4 3 =05 0.71601
24 | Agy = Leech | 1 222 39 5472 11.13.23 4 1 =10 1.01998
25 | Ags 226 223.33.5.7.11.23 8 % ~ 0.70711 | 1.48001
26 | Asg 2263 | 22345 8 % ~ 0.57735 | 2.18614

Tae 3 213.35.72.13 4 % ~ 0.57735
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Zentrumsdichte
n | Gitter L det(L) | min(L) 5(L) Schranke
27 | By 2273 8 J5 A~ 057735 | 3.28537
28 | Bog 228 3 8 5 ~ 057735 | 5.02059
29 | Bag 229 3 8 5~ 057735 | 7.79782
30 | Q30 914 33 6 ;—ﬁ ~0.6584 | 12.30390
31 | On 216 3 6 | 325 ~1.2095 |19.71397
32| Qs (WA | 216 6 37 ~2.5658 | 32.06222
33 | Q33 216 6 23;7& ~2.2220 | 52.90924
34 | Qx4 216 3 6 % ~2.2220 | 88.55925
35 | Bss 232 8 22 ~2.8284 |150.29783
36 | K Pyg 320 8 20 ~4.4394 | 258.5499

TABELLE A.l. Die jeweils dichtesten bekannten Gitter in Dimension < 36 (vgl.
[LatDB]) sowie die zur Zeit beste obere Schranke an die Zentrumsdichte (siehe
[CEO03]).
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ANHANG B

Symbolverzeichnis

euklidischer Vektorraum

Determinante der Gram-Matrix in Basis xz1,..., 2,
Determinante von L

orthogonale Gruppe von L

Minimum bzw. Minimalvektoren von L

Schicht der Vektoren in z € L mit b(z,z) =m
Dualgitter von L (bzgl. b)

Diskriminantengruppe von L

(ganze) p-adische Zahlen

Komplettierung von V bzw. L

Determinante von L, € {0} U Q}/Z*?
Hilbert-Symbol an der Stelle p

Hasse-Invariante von V' bei p

Exponent von p in Primfaktorzerlegung von a

Stufe von L

reskaliertes Dual v//L#

partielles Dualgitter %L NnL#

reskaliertes partielles Dual \/p?L#’p

(stark) modulares Gitter kleinstmoglicher Dimension
Thetareihe von L

Strickoperator zum Gewicht k

Modulformen vom Gewicht k, zur Gruppe I' und Charakter x
Spitzenformen vom Gewicht k, zur Gruppe I und Charakter x
Hauptkongruenzuntergruppe

Charakter (%ﬁ)k

Fricke-Involution bzw. Atkin-Lehner Operator
Normalisator von I'g(¢) in SLy(R)

Anzahl bzw. Summe der Teiler von ¢

Gewicht von 60r,, halbe Dimension von Lg
120‘0 (f)

o1(€)
a abgerundet zur nichstkleineren ganzen Zahl

Kugelpackungs- bzw. Zentrumsdichte von L

Standardskalarprodukt auf R"
Menge der homogenen Polynome in R[X7, ..., X,] vom Grad d
Skalarprodukt auf F,, 4
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A Laplace-Operator

Harm,, 4 Raum der harmonischen Polynome

Zony, 4 Raum der bzgl. o zonalen Polynome

Py Gegenbauerpolynom

Or.p Thetareihe mit sphérischen Koeffizienten
Nam.i(Q), ngm’i(a) Konfigurationsanzahlen

Ssa System zu s Schichten und einem Vektor a mit (o, ) = a
Ps.a Polytop mit ganzzahligen Lésungen von S;
In Kapitel 3:

E F CM-Korper bzw. maximal reeller Teilkérper
D0 Ganzheitsring von E bzw. F

dg, dp Diskriminante von E bzw. F’

dp/F Diskriminantenideal von E/F

D, Dp Differente von E bzw. F

De/r Differente der Erweiterung E/F

B, p Primideal von E bzw. F

A B, ... (gebrochene) O-Ideale

a, b, ... (gebrochene) o-Ideale

NEA), N(a) Idealnorm [ /2| von 2 bzw. |o/a| von a

v (2A) Exponent von B in Zerlegung von 2

Clg Klassengruppe von F

(V,h) hermitescher E-Vektorraum

N Dimension von V iiber F

L O-Gitter

rk(L) Rang von L

U(L) hermitesche Automorphismengruppe von L
L* hermitesches Dualgitter von L (bzgl. h)
sL,nlL, oL Skalen-, Norm- und Volumenideal von L
Trg7 N(g Spur und Norm von E/Q

by Spurform zu h

b Spurform zur 1-dimensionalen Form azy
I, «) Ideal-Gitter zu Ideal 2l und « € F

LA, o) Spurgitter zu I (2, «)

sign Signumsfunktion (Vorzeichen)

() Vorzeichenvektor (sign(p(a)) . rr € {110
>0 total positiv

A Repriisentanten von Clg (ggf. modulo Galoisgruppe)
B {{O CB C O | B ein O-Ideal mit N(B) = do}
£ Repriisentanten von o* /072

Er Repriisentanten von {eNE(O*) | e > 0}

Qp Menge der Stellen von F’

Fy, By Komplettierungen von F' an p bzw. E an 3
E, Komplettierung F, ®p E

\ Komplettierung von V' bzw. L bei p

m, II Uniformisierendes an der Stelle p bzw. B
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E, F
D,
me

o

B, p
Vi, V¢
ny, ¢
N

T, T¢
L

Ly, L¢
s

k1, k¢
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quadratischer Defekt von € bei p

(skalierte) hyperbolische Ebene (ﬁo r([;)

zu a korrespondieres Geschlecht vom Rang N iiber dem Korper E
das Geschlecht &% (o)

das Geschlecht &% (o)

Darstellungsdichte von L an der Stelle p

Dedekindsche Zetafunktion zum Korper K
Verallgemeinerung des Kronecker-Charakters

L-Reihe zum Charakter xg,r

Gamma-Funktion

Anzahl der in der Erweiterung E/F verzweigten Stellen p € Qp
N-dimensionales Standardmaf {iber dem Korper E

Menge (Gruppe) der Dirichlet-Charaktere modulo m
assoziierter primitiver Charakter von yx

zu K assoziierte Untergruppe von X,

Teilmenge von Xk der geraden bzw. ungeraden Charaktere
verallgemeinerte Bernoulli-Zahl

P-Nachbar von L zum Vektor x

Hilbert-Symbol an der Stelle p

Geschlecht unimodularer Gitter vom Rang N iiber F
Quaternionenalgebra iiber Q

Diskriminante von @

definite Quaternionenalgebra iiber Q mit Diskriminante ¢
Maximalordnung von @

Differente zu 9

M-Gitter

Diskriminante von L

Geschlecht unimodularer 9M-Gitter vom Rang N

Q(Cp)v Q(CP + Zp)

m-tes Kreisteilungspolynom
Minimalpolynom von o
Automorphismus von L der Ordnung p
(1= )9, (1-G)1 -0

Kern(®4 (o)) bzw. Kern(®,(0))

Dimensionen von V; bzw. V¢

e
p—1’

Orthogonalprojektionen auf Vi bzw. V;

Gitter der Stufe ¢ (Primzahl) und Determinante ¢*
VinLbzw. Ve NL

vp(det(L1)) = vp(det (L))

ve(det(Lq1)) bzw. ve(det(Le))

Vorzeichen von £ im Geschlechtssymbol I1,,(¢<¥) von L

Dimension von V; iiber Q(¢p)

Vorzeichen von p bzw. £ im Geschlechtssymbol IT,,, (p?5¢51*1) von L,

Vorzeichen von p bzw. £ im Geschlechtssymbol I1,,. (pPespecke) von L¢






ANHANG C

Beschreibung einiger Magma-Funktionen

IsModular(L) : Lat -> BoolElt
Testet, ob das Gitter L modular ist.
IsStronglyModular(L) : Lat -> BoolElt
Testet, ob das Gitter L stark modular ist.
ModularLattice(n,1) : RngIntElt, RngIntElt -> Lat
Konstruiert ein n-dimensionales /~-modulares Gitter fiir eine Primzahl ¢.
ExtremalModularForm(k,1) : RngIntElt, RngIntElt -> RngSerPowElt
Berechnet fiir die Quebbemannschen Stufen ¢ € {1,2,3,5,6,7,11,14, 15,23} die extre-
male Modulform in M (T (€), xx)-
Superlattices(L,p,s) : Lat, RngIntElt, RngIntElt -> SeqEnum[Lat]
Berechnet eine Liste aller ganzzahligen Obergitter von L vom Index p® mit p Primzahl.
LengthPolynomial (L,p) : Lat, RngIntElt -> RngUPolElt
Berechnet das Léangenzahlerpolynom von L zur Primzahl p.
VectorConfigurations(L,s,a) : Lat, RngIntElt, RngIntElt
Berechnet alle Konfigurationsanzahlen ny, ;(«) in den ersten s Schichten fiir L und einen
Vektor @ € L mit (o, o) = a.
PossibleConfigurations(n,l,s,a) : RngIntElt, RngIntElt, RngIntElt, RngIntElt
Berechnet alle moglichen Konfigurationsanzahlen n,, ;(«) in den ersten s Schichten fiir
ein Gitter L der Stufe £, Dimension n und Determinante ¢*/2 und einen Vektor o € L
mit (o, ) = a.
HermLattice(H) : AlgMatElt -> HermLat
Gibt das (freie) hermitesche Gitter mit der Gram-Matrix H bzgl. der Standardbasis
zuriick.
HermLattice(E,N,1) : F1dNum, RngIntElt, RngIntElt -> HermLat
Gibt ein Gitter im Hauptgeschlecht @ﬁ(ﬁN/ 2) zuriick. Der Kérper E muss dabei ent-
weder ein imaginir-quadratischer Zahlkorper oder ein p-ter Kreisteilungskorper fiir eine
Primzahl p sein.
SteinitzClass(L) : HermLat -> RngOrdFracIdl
Berechnet die Steinitz-Klasse des Gitters L.
ScaleIdeal(L) : HermLat -> RngOrdFracIdl
Berechnet das Skalenideal von L.
NormIdeal(L) : HermLat -> RngOrdFracIdl
Berechnet das Normideal von L.
VolumeIdeal(L) : HermLat -> RngOrdFracIdl
Berechnet das Volumenideal von L.
TransferLattice(L) : HermLat -> Lat
Berechnet das Spurgitter von L.
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Ideallattices(d0,E) RngIntElt, FldNum -> SeqEnum
Berechnet eine Liste aller Ideal-Gitter der Determinante dy iiber dem Korper E.
StandardMass(E,N) : FldNum, RngIntElt -> F1ldRatElt
Das N-dimensionale Standardmaf std% iiber dem Korper E.
Mass(E,N,a) : FldNum, RngIntElt, RngOrdIdl -> F1ldRatElt
Das Maf des Geschlechts &% (a).
Mass(E,N,1) : FldNum, RngIntElt, RngIntElt -> FldRatElt
Das Maf des Hauptgeschlechts &% (¢V/2).
Neighbour(L,P,x) : HermLat, RngOrdIdl, ModTupFldElt -> HermLat
Berechnet den Nachbar L(z) an der Stelle .
Neighbours(L,P) : HermLat, RngOrdIdl -> SeqEnum[HermLat]
Berechnet alle 3-Nachbarn von L.
GenusRepresentatives(L) : HermLat -> SeqEnum
Berechnet die sukzessiven 3-Nachbarn von L.
HermitianStructures(L,m) : Lat, RngIntElt -> SeqEnum
Berechnet zu gegebenem Gitter L alle hermiteschen Strukturen iiber dem Koérper Q((, ).
PossibleTypes(n,l,k,mu) : RngIntElt, RngIntElt, RngIntElt, RngIntElt
Gibt eine Liste aller moglichen Typen von Automorphismen eines n-dimensionalen Git-
ters L der Stufe ¢ und Determinante £¥ mit Minimum > L aus.
AutomorphismTypes(L) : Lat

Gibt eine Liste aller Typen von Automorphismen des Gitters L aus.
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