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Einleitung

In dieser Arbeit analysieren wir, mit welcher Genauigkeit zu rechnen ist, wenn ein Hindernisproblem der
Form

min/ng-Vvdm—Q(f,v}H_lvHol
stve K :={ve H}(Q): v>fi}

approximativ mit linearen finiten Elementen gelost wird. Im Fokus unserer Untersuchung stehen insbe-
sondere a priori Fehlerabschitzungen in den LP-Normen. Aufgebaut ist die Arbeit wie folgt:

Das erste Kapitel widmet sich der rigorosen Formulierung und den grundlegenden Eigenschaften
des Hindernisproblems. Wir beweisen die Existenz und Eindeutigkeit einer Losung, untersuchen deren
Regularitit und definieren, was in der von uns betrachteten Situation unter einer ,,Superlosung* zu ver-
stehen ist. Die Resultate in diesem Abschnitt sind weitestgehend Standard (siehe zum Beispiel [Kif]). Der
Vollstandigkeit halber behandeln wir sie dennoch im Detail.

Im zweiten Kapitel diskretisieren wir das Hindernisproblem, indem wir vom Funktionenraum H (2)
zu einem passenden Finite-Elemente-Raum V},(2) iibergehen. Im Gegensatz zur sonst iiblichen Heran-
gehensweise ersetzen wir hierbei das Hindernis 1 nicht sofort durch eine Approximation v, € V3 ().
Dies wird uns erlauben, zu untersuchen, in welcher Weise die Diskretisierung des Funktionenraums und
die Diskretisierung des Hindernisses zum Gesamtfehler beitragen.

Kapitel [3| thematisiert Fehlerabschitzungen in der H'-Norm. Hier stellen wir einen allgemeinen
Ansatz zur Fehleranalyse vor, der auf Falk zuriickgeht (siehe [Fal]), und untersuchen, welche Aussagen
fiir die von uns betrachteten Probleme getroffen werden konnen.

Im anschlieBenden vierten Kapitel beweisen wir einige Resultate zur restringierten Finite-Elemente-
Approximation von WW?2P- und C'7-Funktionen, die fiir die H'-Fehleranalyse bendtigt werden und auch
fiir das weitere Vorgehen von zentraler Bedeutung sind.

In Kapitel 5| gehen wir auf die Frage ein, ob sich wie im Falle des Poisson-Problems mit Hilfe eines
Nitsche-Tricks L?-Fehlerabschitzungen fiir das Hindernisproblem herleiten lassen. Vorgestellt werden
zwei Ansitze, die zumindest die Kontrolle tiber bestimmte Fehlerkomponenten erméglichen.

Im sechsten Kapitel wird sich zeigen, dass nicht die L?-Norm sondern die L°°-Norm die natiirliche
Wahl ist, wenn es darum geht, Fehlerabschétzungen fiir Hindernisprobleme zu beweisen. Insbesondere
werden wir sehen, dass eine Verdopplung der Fehlerordnung beim Ubergang von der H'- zur L?-Norm,
wie sie bei der Poisson-Gleichung stattfindet, in der von uns betrachteten Situation auf Grund der Neben-
bedingungen im Allgemeinen nicht zu beobachten ist. Ausgangspunkt unserer Untersuchung sind
in Abschnitt zwei Beispiele, die die grundlegende Problematik veranschaulichen. In Abschnitt [6.2]
analysieren wir dann mit Hilfe der Approximationssitze aus Kapitel ] in welcher Weise die Losung
eines diskreten Hindernisproblems von der Funktion ¢ abhingt, die die zuldssige Menge K definiert.
Dies wird uns erlauben, einen Stabilitidtssatz zu beweisen, aus dem sich in natiirlicher Weise scharfe
L°°-Fehlerabschitzungen fiir das Hindernisproblem ergeben.

Im siebten Kapitel tiberpriifen wir unsere analytischen Voraussagen anhand einiger numerischer Ex-
perimente im Zweidimensionalen. An dieser Stelle werden wir insbesondere untersuchen, wie sich die
Fehlerordnung verhilt, wenn wir von den Voraussetzungen der vorherigen Abschnitte abweichen.

Schlussendlich fassen wir im letzten Kapitel die Ergebnisse dieser Arbeit in einem kurzen Fazit
zusammen. Hier werden wir auch auf weiterfithrende Fragestellungen und Probleme eingehen, die im
Kontext der a priori Fehlerabschidtzungen fiir Variationsungleichungen von Interesse sind.



1 Kontinuierliche Hindernisprobleme

Im folgenden Kapitel beschiftigen wir uns mit dem kontinuierlichen Setting. Wir definieren die Funk-
tionenrdume, in denen wir uns bewegen, kldren, welche Voraussetzungen wir machen, und diskutieren
grundlegende Eigenschaften des klassischen Hindernisproblems. In Abschnitt [I.1] gehen wir zunichst
auf die verwendeten Notationen und einige elementare Definitionen ein. Abschnitt[I.2) widmet sich dann
der Formulierung des Hindernisproblems und der Losungstheorie. In den Abschnitten[I.3|und [I.4unter-
suchen wir die Eigenschaften von Losungen und so genannten Superlosungen. Die Resultate, die wir hier
beweisen, sind auch in der géngigen Literatur zum Thema zu finden. Wir orientieren uns insbesondere
an [Ki]], [Rof] und [|Glo].

1.1 Funktionenraume und Notationen
In dieser Arbeit bezeichnen wir mit £ immer ein beschrinktes Gebiet im R¢ mit Lipschitz-Rand. Des
Weiteren benutzen wir analog zu [Ad] die folgenden Bezeichnungen und Definitionen:
Definition 1.1.1 (Sobolev-Riume). Es sei Q@ C R% wie oben, m € Ng und 1 < p < oco. Dann setze:
- 0% =905 und || = |aq| + ... + |agl fiir alle o € N

ollwns = (Spareon I10°015,) "

- WP (Q) = die Vervollstindigung von {v € C™(Q) : ||v||wm» < oo} unter der Norm ||..||yym.p
- WP () = die Vervollstindigung von {v € CJ(Q) : ||v||wm» < 0o} unter der Norm ||...||ywm.»
- H™(Q) = W™2(Q)

- HE'(Q) = W (9)

- H7Y(Q) = [Hy ()"

Man beachte, dass wir den Hilbert-Raum H¢ () nicht mit seinem Dualraum identifizieren. Statt-
dessen wihlen wir die duale Paarung so, dass fiir alle f € L?(Q2) ¢ H~1(Q) und alle g € H} () die
folgende Gleichung gilt:

<f7 g> = <f7.g>H*17Hé = (fa g)LQ‘

Wir erinnern hier noch kurz daran, dass die Rdume W™ P(§2) und VVO1 P(Q)) auch anders charakterisiert
werden kdnnen:

Theorem 1.1.2 (H=W). Ist 1 < p < oo und m € Ny, so gilt
WmP(Q) ={v e LP(Q) : 0% € LP(Q) V|a] < m},
wobei 0“v die distributionelle Ableitung bezeichnet.

Beweis. Siehe [Ad], Theorem 3.16. O
Theorem 1.1.3. Ist tr : W'P(Q) — LP(0Q) der Spuroperator, dann gilt fiir 1 < p < oo die Gleichung
Wy (Q) = {ve WH(Q) : trv = 0}.

Beweis. Siehe [Schl], Lemma 3.22. ]



1.2 Formulierung des Problems und Existenz von Losungen
Im Fokus dieser Arbeit stehen — wie schon in der Einleitung erwahnt — Minimierungsaufgaben der Form
min/QVv Vodz —2(f,0)
stve K :={veHjQ): v>rLil. (1.1)

Die Losung u eines solchen Problems beschreibt die Gleichgewichtslage einer Membran, die durch eine
Kraft f deformiert und durch ein Hindernis ¢ beeintrichtigt wird (sieche Abbildung|[I.1I)). Deshalb auch
der Name ,,Hindernisproblem®.

Abbildung 1.1: Das Hindernisproblem im Eindimensionalen. Man beachte die Vorzeichenkonventionen:
Krifte und Verformungen in Richtung des Hindernisses sind negativ.

Annehmen werden wir in der obigen Situation immer das Folgende:

Definition 1.2.1 (H 1—Minimalvoraussetzungen). Als ,, H*-M inimalvoraussetzungen* bezeichnen wir die
Annahmen:

- Q C R% ist ein beschriinktes Gebiet mit Lipschitz-Rand.
- f ist ein Element von H= ().
- ) Q — [—00,00) ist derart, dass die Menge K = {v € H}(Q) : v > fii.} nicht leer ist.

‘Wir halten fest:

Lemma 1.2.2. Geniigen Q, f und 1 den|H"-Minimalvoraussetzungen| dann gilt:

- Die Menge K C H}(Q) ist abgeschlossen, konvex und nicht leer.

- Die Bilinearform a : H} () x H}(Q) — R mit
a(u,v) := / Vu- Vo dx
Q

ist koerziv.

Beweis. Die Menge K ist nach Voraussetzung nicht leer und trivialerweise konvex. Des Weiteren ist /'
auch abgeschlossen, denn ist (v,) C K eine Folge, die beziiglich der H!-Norm gegen ein v konvergiert,
dann konvergiert (vy,) auch fast tiberall gegen v und die Ungleichung v, > 1 f.ii. bleibt im Limes
erhalten. Die Koerzivitit von a folgt direkt aus der Ungleichung von Poincaré-Friedrichs. O



Man beachte, dass wir alternativ zum Minimierungsproblem (I.I)) auch die assoziierte Variationsun-
gleichung

(P) wekK: /QVu~V(u—v)da:§<f,u—v> Vv e K

betrachten konnen, denn sowohl die zuldssige Menge als auch die Zielfunktion sind konvex. Gehen
wir von dieser Formulierung aus, dann ldsst sich mit dem folgenden Satz von Lions und Stampacchia
beweisen, dass das Hindernisproblem eine eindeutige Losung besitzt.

Theorem 1.2.3 (Lions-Stampacchia). Es sei H ein reeller Hilbert-Raum mit Produkt (., .), Norm ||.|| und
dualer Paarung ., .). Es sei a : H x H — R eine koerzive, stetige Bilinearform (nicht notwendigerweise
symmetrisch), K C H konvex, abgeschlossen und nicht leer und f € H'. Dann besitzt die Variations-
ungleichung

ve K: alu,u—v) < (fiu—v) YveK (1.2)
eine eindeutige Losung und der Losungsoperator
feEH —wureH
ist (bei festgehaltenem K ) Lipschitz. Das heift, es existiert ein C > 0, so dass fiir alle f1, fo € H' gilt

lupy —upll < Clifr = foll-

Der urspriingliche Beweis dieses Satzes basiert auf der direkten Methode der Variationsrechnung
und funktioniert a priori nur fiir symmetrische Bilinearformen (siehe etwa [Ki], Theorem I12.1). Die
folgende, alternative Argumentation findet sich in [Ro]], Kapitel 4.3:

Beweis. Wir starten mit der eindeutigen Losbarkeit: Definieren wir die Abbildung A : H — H via
a(u,v) = (Au,v) Yu,v € H

und identifizieren wir f € H' mit seinem Riesz-Reprisentanten in H, dann ldsst sich die Variationsun-
gleichung (1.2) schreiben als
0<(f—Au,u—v) YveK

oder auch als
0<(u—u+p(Au— f),v—u) YveK,

wobei wir den Parameter p > 0 beliebig wihlen konnen. Die letzte Ungleichung bedeutet nichts anderes,
als dass u die Projektion von u — p(Au — f) auf die Menge K ist und damit ein Fixpunkt der Abbildung

W,:H—KCH, v~ Pg(v—p(Av—f)).
Fiir diese gilt
W (v1) = Wy(v2)|* = || Pic(v1 = p(Avi — f)) = P (v2 = p(Ava — f))||”

< v = v2® + p*[| A(vr = v2)|* = 2pa(vr — vz, v1 — v2)
< (1=2pc+ | AIP) lor = va|®  Vor,v0 € H, (1.3)
wobei ¢ > 0 die Koerzivititskonstante der Bilinearform a und || A|| die Operatornorm von A bezeichnet.

Wihlen wir ein p mit 0 < p < ”iﬁ, dann ist der Vorfaktor in (1.3)) kleiner als Eins und die Existenz und
Eindeutigkeit der Losung « folgen aus dem Banachschen Fixpunktsatz.



Nun zur Lipschitz-Eigenschaft: Sind f; und f; Elemente des Dualraums H’, dann erhalten wir durch das
Testen der u f, -Variationsungleichung mit der Funktion wu ,

alup,up —up,) < (fr,up —up) (1.4)
und durch das Testen der u z, - Variationsungleichung mit u g,
a(ugy,up, —up) < (foup, —up). (1.5)
Addieren wir (T.4) und (1.5)), so ergibt sich
a(upy = upyup —up) < (fi = faup —up) <|lfv = follllug —upll

Die Lipschitz-Stetigkeit des Losungsoperators folgt nun aus der Koerzivitdt der Bilinearform a. Dies
schlieBt den Beweis ab. 0

Fiir das Hindernisproblem erhalten wir als Spezialfall:

Korollar 1.2.4. Sind die|H"'-Minimalvoraussetzungen)erfiillt, dann besitzt das Hindernisproblem

(P) wekK: /QVU-V(u—v)deQ‘,u—w Vv e K

eine eindeutige Losung und der Losungsoperator f € H™1(Q) — uy € HJ(Q) ist Lipschitz-stetig.
Beweis. Die Behauptung folgt direkt aus Lemma|[I.2.2]und Satz[I.2.3] O

1.3 Superlésungen

Nachdem wir nun wissen, dass das Hindernisproblem (P) eindeutig 16sbar isﬂ stellt sich natiirlich die
Frage, welche Eigenschaften die Losung u besitzt. Zur Untersuchung des Abbildungsverhaltens definie-
ren wir analog zu [Kil]:

Definition 1.3.1 (Superlosung). Wir nennen eine Funktion g € H'()) Superlosung des Problems (P),
falls gilt:

- a(g,v) < (f,v) fiir alle v € H}(Q) mit v < 0 fii.
- g > fi.
- trg > 0fii. auf 00
Mit a bezeichnen wir hier und im Folgenden immer die Bilinearform
a:H}(Q) x HY(Q) =R bzw. a: H'(Q) x HY(Q) = R mit a(u,v) := /QVU-VU dz.

Man beachte, dass die eindeutig bestimmte Losung v des Hindernisproblems immer auch eine Super-
16sung ist, denn w ist ein Element von K und die Funktion w := u — v ist fiir alle v € HE(Q) mit
v < 0 f.u. in der zuldssigen Menge von (P) enthalten. Wie der Name schon andeutet, handelt es sich bei
Superlosungen um Funktionen, die iiber der Losung u liegen. Um dies zeigen zu kénnen, bendtigen wir:

Lemma 1.3.2. Ist g eine H'-Funktion mit tr g > 0 fii. auf 99, dann ist min(0, g) in H}(Q) und es gilt
Vg fii.in{g <0}

0  fii.in{g>0}

Die Mengen {g < 0} und {g > 0} sind hierbei natiirlich nur bis auf Nullmengen bestimmt.

V(min(0,g)) = { (1.6)

Beweis. Da die Funktion z — min(0, z) auf R Lipschitz-stetig und auf R \ {0} differenzierbar ist, ist
die Abbildung v — min(0, v) stetig von H'(2) nach H' () (siehe [Glo|], Lemma 2.2). Damit ist klar,
dass min(0, g) eine H '-Funktion ist.

1 Ist nichts anderes angegeben, dann nehmen wir im Folgenden immer an, dass die IH 1-Minimalvoraussetzungenl erfiillt sind.




Dass (I.6) gelten muss, erhilt man mit einem recht komplexen Approximationsargument. Wir verweisen
hierfiir auf [Ki|], Theorem IIAIff. Zu zeigen bleibt, dass die Spur von min(0, g) verschwindet. Hierzu
betrachten wir eine Folge (g,) in C*(9), die in H'(2) gegen g konvergiert. Da wir auf Lipschitz-
Gebieten arbeiten, konnen wir ohne Einschrinkung annehmen, dass die Funktionen (g,,) stetig auf den
Rand 02 fortgesetzt werden konnen (sieche zum Beispiel [Schi], Theorem 3.17). In diesem Fall gilt auf
Grund der Stetigkeit des Spuroperators

tr gn, = gnloq — trgin LQ((‘?Q)
und damit insbesondere
tr (min(o,gn)) = min(oa gn|8Q) = min((), tr gn) —0

fast iiberall auf ). Andererseits miissen die Spuren tr (min(0, g,,)) aber in L?(9Q) gegen tr (min(0, g))
konvergieren, denn wir wissen, dass die Abbildung H*(Q) > v — min(0,v) € H(Q) stetig ist. Wir
erhalten also tr (min(0, g)) = 0 und damit min(0, g) € H}(Q). O

Wir kénnen nun beweisen:
Theorem 1.3.3. Ist u die Losung von (P) und g eine Superlosung, dann gilt u < g f.ii. in Q.

Beweis. Wir gehen hier analog zu [Ki|], Theorem I16.4, vor. Betrachten wir die Funktion v := min(u, g),
dann gilt wegen v = u + min(0, g — u), Lemma und den Eigenschaften der Superlsung g sowohl
v € HY(Q) als auch v > 4 f.ii. in 2. Damit ist v zulissig fiir (P) und wir erhalten

a(u,u —v) < (f,u—v).
Andererseits ist v — v = min(0, g — u) < 0 f.ii. in  und somit nach Punkt eins in Definition[1.3.1]
a(g,v —u) < (f,v—u).
Addieren wir diese Ungleichungen, so ergibt sich
0>alg—u,v—u)
/ V(g—u) V(v—u)dzx
= /QV(g —u) - V(min(0,9 — u))dx

= V(g —u) - V(min(0,g9 — u))dx
{g—u<0}

= / V(min(0,g —w)) - V(min(0, g — u))dz
{g—u<0}
= a(min(0, g — u), min(0,g — u)) > 0.
Damit muss aber min(0, g — ) = 0 f.ii. in  gelten. Dies beweist die Behauptung. O
Eine erste, simple Anwendung von Satz ist das folgende Resultat (siehe [Ki]], Korollar 116.5):

Korollar 1.3.4. Ist f = 0 und geniigt v : Q — [—00,00) der Bedingung 1 < M fii. in ) mit einer
Konstanten M > 0, dann gilt fiir die Losung u des Hindernisproblems ebenfalls v < M fii. in ).

Beweis. Die Funktion g = M ist in dieser Situation eine Superlosung (siehe Definition [1.3.1])). U

Rein intuitiv ist die Aussage dieses Korollars klar. Wirkt keine Kraft, dann spannt sich die Membran
in Abbildung[I.1]iiber das Hindernis und es ist nur natiirlich, dass die Auslenkung nicht groBer werden
kann als das Maximum der Funktion 1. Tatsdchlich steckt jedoch mehr dahinter:



Interpretieren wir die Funktion v, = 0 als Losung des Hindernisproblems mit f; = 11 = 0, dann besagt
das obige Resultat nichts anderes, als dass die Losung us eines Hindernisproblems mit Kraft fo = 0 und
Hindernis 12 € L>°(2) der Bedingung

uz <up + ||[¢1 — 2| Lo

geniigt. Mit Hilfe von Satz ist es also moglich, Losungen verschiedener Hindernisprobleme mit-
einander zu vergleichen. Betrachten wir die allgemeine Situation, dann erhalten wir:

Theorem 1.3.5. Es seien 1)1 und 19 Funktionen aus L*°(2). Dann gelten fiir die Losungen u; und us
der Hindernisprobleme (Py,) und (Py,) mit Krdften f1, fo € H~(Q) die folgenden Aussagen:

- Ist f1 = fo, dann gilt
lur — ual|Lee < ||t — al| L.

- Es existiert ein C = C(2) > 0, so dass gilt
lur — w2 < C(Ilf1 = falla—1 + llvb1 — Y| Le).

Beweis. Wir betrachten zunichst die Situation f; = fo = f. Definieren wir g := u1 + ||¢1 — 2]/ p,
dann geniigt diese Funktion trivialerweise den Bedingungen ¢ € H'(), g > 5 und trg > 0. Des
Weiteren gilt auf Grund der - Variationsungleichung fiir alle v € Hg (€2) mit v < 0 f.ii. in Q

a(g,v) :/ Vg-Voudx :/ Vui - V(up — (ug —v)) de < (f,v).
Q Q
Damit ist g eine Superlosung fiir das Problem (P, ) und es folgt aus Theorem

ug —uy < |11 — ol Lee.

Vertauschen wir die Rollen von u; und us, so ergibt sich die umgekehrte Ungleichung und wir erhalten

ur — uallpee < [l991 — b2l zoe.

Dies beweist die erste Behauptung. Die zweite Aussage ergibt sich aus der Lipschitz-Eigenschaft in
Korollar[T.2.4und der Dreiecksungleichung. Bezeichnen wir mit u; ; die Losung des Hindernisproblems
mit Hindernis ; und Kraft f;, dann gilt

Jur — wallp2 = [lur,1 — ugel| L2
< Hlur —ui2llpe + [Jure — u22l 2
< lutg —ur 2l + |QI%HU1,2 — uz2||L=
< Cfr = fellu-r + 1912111 = o]l o=,
wobei C' > 0 genau die Konstante ist, die in Satz[[.2.3|auftaucht. Dies beweist die Behauptung. O

Die erste Aussage des obigen Satzes besagt, dass die Losung des Hindernisproblems bei festem f
stabil gegeniiber L°°-Stérungen der Funktion 1) ist, und die zweite, dass der Losungsoperator

S:DCL®Q)x HY Q) = L*(Q), (W, f)—u

einer Lipschitz-Bedingung geniig Ein GroBteil von Kapitel @ wird sich der Frage widmen, ob diese
Stabilititseigenschaften erhalten bleiben, wenn der Funktionenraum H{ (92) diskretisiert wird.

2 Man beachte, dass S auf Grund der IH 1-Minimalvoraussetzungenl nur auf einer Teilmenge D C L°°(Q2) x H~'(Q) lebt.




1.4 Regularitat der Losung

Mochte man die Genauigkeit eines Finite-Elemente-Verfahrens untersuchen, dann ist die Regularitit
der exakten Losung von zentraler Bedeutung. Das Hindernisproblem stellt hier keine Ausnahme dar.
Betrachten wir den unrestringierten Fall, also ) = —oo, dann geht die Variationsungleichung (P) in die
schwache Form der Poisson-Gleichung —Aw = f iiber und man kann auf die Theorie der elliptischen
Differentialgleichungen zuriickgreifen, um Regularititsaussagen zu erhalten. So gilt zum Beispiel:

Theorem 1.4.1. Es sei eine der folgenden Bedingungen erfiillt:
- d =1, Q C Rist ein beschriinktes Intervall und 2 < p < oo
- d =2, Q C R? ist ein konvexes, beschrinktes Polygon und p = 2
- d =2, Q C R? ist ein beschrinktes Polygon mit grifitem Innenwinkel 3 € (0, 7) und

(1 — %)_1 falls B € (%71’,7‘(')
2<p<

00 falls B € (0, %ﬂ}

- d > 2 Q c R%ist ein beschriinktes Gebiet mit C''-Rand und 2 < p < oo

Des Weiteren sei f € LP(QY). Dann ist die Losung u der Poisson-Gleichung
u € H}(Q) : /Vu-Vvdx:(f,v)Lz Yo € H3 ()
Q

eine WP-Funktion und es existiert ein C = C(p, Q) > 0, so dass fiir alle v € W*P(Q) N H}(Q) gilt
lvllwar < C||Av||Le. (1.7)

Ist d = 1 und Q) ein Intervall mit Durchmesser diam Q2 = h, dann lisst sich die Konstante C abschditzen
durch

=

Cp,Q) <C (1 L RP h2p)

(1.8)

mit einem C' > 0, das nur von p abhdingt.

Man beachte, dass nur wenig iiber die LP-Regularitét der Poisson-Gleichung auf hoherdimensionalen
Gebieten ohne C'*!-Rand bekannt ist. Lediglich fiir dreidimensionale Polyeder existieren noch einige
griffige’| Resultate (siehe [Dal]).

Beweis(skizze). Da eine detaillierte Behandlung der LP-Regularititstheorie fiir die Poisson-Gleichung
den Rahmen dieser Arbeit sprengen wiirde, geben wir nur Referenzen und einige grundlegende Argu-
mente an:

- Fiir Gebiete Q mit C''-Rand ist die Aussage des Satzes klassisch und zum Beispiel in [Gil],
Theorem 9.15 und Lemma 9.17, zu finden.

- Ist € ein konvexes Polygon und p = 2, dann findet sich die Behauptung in [|Grl|] Theorem 2.4.3
und Theorem 2.2.3.

3 Mit ,.griffig” meinen wir Regularititsaussagen, die ohne gewichtete Sobolev-Raume, Besovriume etc auskommen.



- Ist Q ein beliebiges Polygon mit maximalem Innenwinkel 8 € (0, 7) und p wie in Bedingung dret,
dann folgt die Regularitdt der Losung aus Theorem 4.4.4.13 in [Gr2] und der Eigenwertunter-
suchung in [Gr2], S219f. Die Abschitzung (1.7) ldsst sich in diesem Fall beweisen, indem man die
Ungleichung

lollw=o < C1(2,) (1AV] Ly + [vlwin) Vo € WP(Q) N Hy(Q)
aus [|Gr2], Theorem 4.3.2.4, die stetige Einbettung
H%(Q) — WhP(Q)
aus [[Ad|, Theorem 5.4B, und die Ungleichung
lollgz < Col) Aoz Vo € HA(Q) N HA(S)
aus Theorem 2.2.3 in [|Grl]] miteinander kombiniert:

[ollwzr S ([Av[|ze + [[0lwrr)
(Aol + (ol g2)
(lAvllze + |AvlL2)
S [[Av]|ze.

S
S
Das Zeichen < steht hierbei fiir kleiner gleich modulo einer (sich von Schritt zu Schritt verdndern-

den) Konstanten C' = C(€2, p).

- Ist d = 1, dann folgt die W ?P-Regularitit von u direkt aus der Poisson-Gleichung. Die Normab-
schitzung ergibt sich in diesem Fall aus den Ungleichungen

b
ol = [ @) da

b T
:/ /v’(t)dt
a a X
<5 [ @ = aptds
1

S U a)?|[v'||Zs

p
dx

und

= [[v'l|» < CR)® = a)]lv" ]I r

fiir alle v € W2P(a,b) N H{ (a,b) (siche [Ev], S291). Man muss lediglich einsetzen:
0I5z = l0lZe + 10170 + 0”1
< (GO=ar+1) 191 + 11,
< (SCEPO— ™ +CoP b=y +1) 1]
Dies beweist auch Abschitzung (1.8).



Man hofft nun natiirlich, dass dhnliche TW?P-Regularititsaussagen auch dann noch gelten, wenn
das Hindernis v nicht vernachléssigbar ist. Dies ist im Allgemeinen aber nicht der Fall. SchlieBlich
kann es durchaus sein, dass die Losung u des Hindernisproblems auf Teilgebieten mit dem Hindernis
ibereinstimmt, und dieses ist in unserem bisherigen Setting eine vollkommen beliebige Funktion. Man
betrachte hierzu zum Beispiel den Fall = (—1,1), f = 0 und ¢(z) = 1 — |z|. Um W?P-Regularitiit
erwarten zu konnen, miissen wir zumindest voraussetzen, dass auch 1) diese Regularitiit besitzt. Wir
verschirfen unsere Minimalvoraussetzungen dementsprechend wie folgt:

Definition und Lemma 1.4.2 (WW?2P-Minimalvoraussetzungen). Als ,, W?P-Minimalvoraussetzungen*
bezeichnen wir die Annahmen:

- Q CcRYund 2 < p < oo sind derart, dass Theorem anwendbar ist.
- ) ist eine W*P-Funktion und trp < —c fii. auf O fiir ein ¢ > 0

- felP(Q)

Sind diese drei Punkte erfiillt, dann gelten auch die|H'-Minimalvoraussetzungen|aus Abschnitt|1.2

Beweis. Zu zeigen ist, dass die obigen Annahmen die aus Abschnitt[I.2]implizieren. Dies ist jedoch der
Fall, denn alle Gebiete in Satz sind beschrinkt und haben einen Lipschitz-Rand, LP(2) ist eine
Teilmenge von H~1(Q) und K = {v € H}(Q) : v > o f.ii.} ist wegen ¢ := max(y,0) € H}(Q)
nicht leer (siche Lemmal|l.3.2). L]

Gelten die W %P-Minimalvoraussetzungen, dann geniigt die Losung v des Hindernisproblems formal
der Gleichung

f falls u > v
—Au = ,
—Ay fallsu =1

denn Aw héngt in {u > v} nur von der Kraft f ab und auf der Kontaktfliche {u = ¢} gilt trivialer-
weise —Au = — A (vergleiche mit Abbildung . Bezeichnen wir mit 1(_, o) die charakteristische
Funktion der Menge (—o0, 0], also

, o [} st
(=0 70 fallst >0

dann ldsst sich die obige Gleichung auch schreiben als

~Au= o+ (D~ ) Lo — ). (1.9)

Dies legt nahe, dass Regularitdtsaussagen fiir das Hindernisproblem mit Hilfe der bekannten Resultate
fiir die Poisson-Gleichung bewiesen werden kénnen, wenn die Nebenbedingung v > 1 passend in die
Variationsungleichung (P) integriert wird. Wir benutzen hier im Folgenden einen Ansatz aus [Ki] und
approximieren die (formale) Gleichung durch Probleme der Form

ue € H}(Q) : — Aue = max(—AY — f,0)ve(ue — ) + f (1.10)
mit
1 t<0
ve(t)=41-%t 0<t<e
0 t>e¢

in der Hoffnung, dass die Losungen u, existieren, W 2P-Funktionen sind und fiir ¢ — 0% so gegen die
Losung des Hindernisproblems konvergieren, dass die W ?P-Regularitit beim Ubergang zum Grenzwert
erhalten bleibt. Als erstes beweisen wir:
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Lemma 1.4.3. Es sei v : R — [0, 1] monoton fallend und stetig. Die |W*P-Minimalvoraussetzungen)
seien erfiillt. Dann besitzt die Gleichung

—Ay = max(—Ay — f,0)v(y —¢) + f,

also die Aufgabe
y € HY(Q) / Uy Vods = / (max(~Ad — £.0)(y — ) + fodr Vo€ HY(Q), (L11)
Q Q
eine eindeutige Losung y € HL(Q) N W2P(Q) und es gilt

lllwe < C(IF e + | max(=A¢ = £,0)l|1») (1.12)
mit einer Konstanten C, die nur von ) und p abhdingt.

Beweis. Die W?P-Regularitit der Losung y und die Abschitzung (T.12)) ergeben sich aus Theorem
wenn wir wissen, dass (I.11) eine Losung besitzt. Zum Beweis der eindeutigen Losbarkeit greifen wir
analog zu [Kil], Lemma IV2.2, auf die Theorie der monotonen Operatoren zuriick: Definieren wir die
Abbildung

L:H}(Q)— H(Q), v~ Lv (1.13)
durch
(Lv,w) = /QVU -Vw — (max(fAi/) — f,0)v(v—1)+ f)wdx Yo, w € Hy (),
dann ist L wegen |||~ < 1 wohldefiniert und es gilt fiir alle v, w € H{(£2) auf Grund der Monotonie
von v und wegen des Lemmas von Poincaré-Friedrichs
(Lv — Lw,v — w)

= /QV(’U —w)-V(v—w) —max(—Ayp — f,0) (V(v — ) —v(w— w))(v —w)dz

= /QV(U —w) - V(v —w)dz + positiver Rest

> Cllo — wl?.

Der Operator L : H}(2) — H~1(Q) ist also koerziv und strikt monoton. Des Weiteren ist L auch
stetig, wenn wir den Raum H ~1(£2) mit der schwachen Topologie versehen, denn ist v,, eine Folge, die
beziiglich der H'-Norm gegen ein v konvergiert, dann gilt fiir alle w € H} () = (H~1(Q))’ wegen der
Stetigkeit des H '-Skalarproduktes und dem Satz von Lebesgue

(Lvp,w) = /Qan -Vw — (max(—Aq/} — £,0)v(v, — ) + f)wdx — (Lv,w) .

Damit geniigt der Operator L aber allen Voraussetzungen des Satzes von Browder und Minty (siehe zum
Beispiel [Schi], Theorem 17.9) und dieser besagt gerade, dass die Gleichung Lu = 0, also

—Ay = max(-=Ay — f,0)v(y — ) + [,
eine eindeutige Losung in H} (£2) besitzt. Dies beweist die Behauptung. O

Das obige Lemma garantiert uns, dass die approximierenden Probleme (I.10)) fiir alle ¢ > 0 eindeu-
tige Losungen u. € Hg () N W?2P(Q) besitzen. Zu untersuchen bleibt, ob diese Funktionen fiir e — 07
tatsdchlich gegen die Losung u des Hindernisproblems konvergieren. Hierzu bendtigen wir:
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Lemma 1.4.4 (Minty’s Lemma). Es sei H ein reeller Hilbert-Raum mit Produkt (.,.), Norm ||.|| und
dualer Paarung .,.). Es sei K C H abgeschlossen, konvex und nicht leer und es sei L : K — H'
derart, dass gilt:

- L ist monoton:
(Lv — Lw,v —w) >0 Yv,we K

- L ist stetig, wenn H' mit der schwachen Topologie versehen wird:

v, >vinH = Lv, — Lvin H

Dann lost ein uw € K die Aufgabe
veK: (Lu,u—v)<0 YveK (1.14)
genau dann, wenn gilt
(Lv,u —v) <0 Y e K. (1.15)
Beweis. Lost u € K das Problem (I.14)), dann gilt wegen
0 < (Lu— Lv,u —v) = (Lu,u —v) — (Lv,u —v) Yo e K

auch
(Lv,u —v) < (Lu,u—v) <0 YveK

und u ist eine Losung von (I.13). Dies beweist die erste Implikation. Ist andersherum u € K eine Losung
von (I.T5)), dann ist die Konvexkombination w := u + t(v — u) fiir alle v € K und alle ¢ € [0,1] in K
und es gilt

0> (Lw,u—w)=(Llu+tlv—u)),u—u—tv—u)) =t{(Llu+tlv—u)),u—ov),
beziehungsweise
(L(u+t(v —u)),u—wv) <0.
Geht ¢ gegen Null, dann erhalten wir auf Grund der Stetigkeit der Abbildung L die Ungleichung (1.14).
Dies beweist die Behauptung. O
Minty’s Lemma erlaubt, die in v quadratische Bedingung

(Lu,u —v) <0 Yve K

durch eine in u lineare Bedingung zu ersetzen. Dies vereinfacht die Analysis erheblich, wenn untersucht
werden soll, wie sich eine Folge u. von Losungen verschiedener Variations(un)gleichungen im Grenz-
wert verhilt, und genau dies ist ja unser Ziel. Man beachte, dass sowohl der Operator L aus als
auch die Abbildung

weK /g)Vu-V...dx—(f,...>GH’l(Q),

die das Hindernisproblem definiert, den Voraussetzungen von Minty’s Lemma geniigen. Man vergleiche
hierzu mit dem Beweis von Lemma [[.4.3] Wir konnen nun zeigen:

Theorem 1.4.5. Gelten die|W *P-Minimalvoraussetzungen, dann besitzt das Hindernisproblem (P) eine
eindeutige Losung v € H () N W?2P(Q) und es existiert ein C = C(Q, p), so dass gilt

lulwe < C(IFlle + | max(=A¢ = £,0)]|1»). (1.16)
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Beweis. Wir gehen hier analog zu [Ki], Theorem IV2.3, vor. Bezeichnen wir mit u, wieder die Losung
des Problems (I.10)), dann wissen wir auf Grund der Ungleichung

lucllwze < CQp) (I flle + [ max(=A% = £,0)l1r) Ve >0,

dass die Familie {u,}¢~o in W2P(Q) beschrinkt ist. Damit existiert eine Folge (u., ) mit ¢, — 0, die
fiir k — oo schwach gegen ein @ € W2P(12) konvergiert. Man beachte, dass dieses % auf Grund der
schwachen Unterhalbstetigkeit der Norm ebenfalls der Bedingung

lllwer < C(2,p) (|| fllzo + | max(~ A = £,0)]1» )

geniigt. Unser Ziel ist nun, zu zeigen, dass u identisch der Losung u des Hindernisproblems sein muss.
Hierzu beweisen wir zunéchst, dass der Grenzwert u in der zuldssigen Menge K enthalten ist. Betrachten
wir fiir ein festes € > 0 die Funktion v := min(0, u.—1), dann ist v nach Lemma eine H}-Funktion
und es gilt

/ Vue - Vodx = / (max(—Aw — £, 0)ve(ue — ) + f)v dx.
0 Q
Ergénzen wir diese Gleichung mit der Greenschen Formel
/ Vi - Vuder = —/ Ay de,
Q Q
dann erhalten wir

/ V(ue — ) - Vodz = / (max(—Aw — [,0)ve(ue — ) + Ay + f)vdx.
Q Q
Nach Definition von v gilt aber
/ V(ue — ) - Vode = / V(ue — 1) - V (min(0, ue — v)) do
Q Q
_ /QV(min(Que — ) - V (min(0, uc — ) dz
:/ Vv - Vudz
Q
und damit
/ Vv - Vodr = / (max(—A¢ — £, 0)ve(ue — ) + Ay + f)vdx
Q Q
= [ (max(-80 = £,0)+ A6+ ) (ue ) do
{ue<tp}
<0.

Dies zeigt, dass die Funktion v = min(0, u — %) gleich Null sein muss. Die Losungen u. der Gleichun-
gen (I.10) sind also fiir alle ¢ > 0 in K enthalten. Damit muss aber auch u ein Element dieser Menge
sein, denn K ist konvex und abgeschlossen beziiglich der W 2?P-Norm, also insbesondere schwach ab-
geschlossen. Es folgt, dass der Grenzwert u zuléssig fiir (P) ist. Zu zeigen bleibt, dass u auch der
Variationsungleichung des Hindernisproblems geniigt. Hierzu nutzen wir Minty’s Lemma. Formulieren
wir zunéchst das Problem (I.10) um, dann ergibt sich

/QVv -V (e, —v) — (max(—Aw — [,0)ve, (v—1) + f) (e, —v)dz <0  VYove Hy(Q).
(1.17)
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Ist nun v € K beliebig, ¢ wie in unseren |[J¥*P-Minimalvoraussetzungen|und & so groB, dass € < c gilt,
dann geniigt die Funktion o := max(v, + d) fiir alle ¢, < § < ¢ sowohl der Bedingung v € H} ()
als auch v > v + €, (sieche Lemma(l.3.2)). Damit vereinfacht sich Ungleichung (1.17) fiir v zu

/ Vv - V(ue, —0) — f(ue, —0)da <0.
Q
Gehen wir hier zum Grenzwert k — oo tiber, dann erhalten wir auf Grund der schwachen Konvergenz
/ Vo -V(u—7v) — f(u—0)dz <0.
Q

Fiir v = max(v, ¢ + 6) = v — min(0, v — ¢ — §) gilt auf Grund der Stetigkeit der Abbildung
w € HY(Q) — min(0,w) € HY(Q)

aber v — v = v — min(0,v — ¢) in H(Q), falls § gegen Null strebt. Durch erneute Limesbildung
erhalten wir also

/ Vv -V(u—v) — f(u—v)dz <0.

Q

Hieraus folgt mit dem Lemma von Minty, dass @ € K fiir alle v € K der Bedingung
/ Vu-V(u—v) — f(u—v)de <0
Q

geniigt. Die Funktion 7 € W?2P(Q) ist also identisch der eindeutig bestimmten Losung des Hindernis-
problems (P). Dies beweist die Behauptung. O

Man beachte, dass selbst bei glatten f, 1) und 02 im Allgemeinen nicht zu erwarten ist, dass die
Losung u des Hindernisproblems mehr Ableitungen besitzt als in Theorem [I.4.5] behauptet. Betrachten
wir zum Beispiel den Fall

1
Q=(-1,1), f(z)=0, ¢(x)= 3~ z2,
dann ist die Losung ein Spline und es gilt u” ¢ WH1(Q) C C() (siehe Abbildung[1.2). Damit kann u
in keinem der Sobolev-Riume W*P(Q) mit k > 2 enthalten sein. Die volle elliptische Regularitit der
Poisson-Gleichung geht also verloren, wenn wir vom Poisson- zum Hindernisproblem iibergehen.

-1 -0.5 0 0.5 1

Abbildung 1.2: Das Hindernisproblem mit Q = (—1,1), f = 0 und ¢(z) = 1 — 2°.
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2 Diskrete Hindernisprobleme

Nachdem wir uns nun mit dem kontinuierlichen Setting beschiftigt haben, werden wir im Folgenden auf
diskrete Hindernisprobleme eingehen. Abschnitt widmet sich zunichst der Konstruktion der Finite-
Elemente-Raume, die wir in dieser Arbeit verwenden werden. Hier befassen wir uns auch kurz mit
Interpolationsresultaten und inversen Abschitzungen. In Abschnitt[2.2]definieren wir dann, was wir unter
einem diskreten Hindernisproblem verstehen, und untersuchen, unter welchen Voraussetzungen mit der
Existenz und Eindeutigkeit von Losungen zu rechnen ist. Beziiglich der Finite-Elemente-Theorie und
der Notationen orientieren wir uns insbesondere an [Br].

2.1 Diskretisierung des Funktionenraums

Die kontinuierlichen Hindernisprobleme, die wir in Kapitel [T| betrachtet haben, lassen sich naturgemif
nicht direkt mit einem Computer 16sen. Um dies zu ermdéglichen, muss zunéchst der zugrundeliegende
Funktionenraum — in unserem Fall der H}(2) — diskretisiert und damit die Anzahl der Freiheitsgrade
auf eine endliche Zahl reduziert werden. Zur Approximation werden wir in dieser Arbeit ausschlieBlich
lineare finite Elemente verwenden!] Wir definieren zunichst:

Definition 2.1.1 (Triangulierungen und Polyeder). Ist Q C R? ein beschrinktes Gebiet, dann heif3t eine
Menge T = {T;} bestehend aus endlich vielen abgeschlossenen d-dimensionalen Simplices T; eine
Triangulierung von ), wenn die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

Un -8
- Ist C; = {xy} die Menge der Eckpunkte des Simplex T;, dann gilt fiir alle i, j die Gleichung

T; N Tj = conv(C; N Cj) = { > A,
k=1

SIIkGCiﬁCj,TI”LGN,Z)\k:L )\kZO}
k=1

- Jedes Simplex T; hat einen Eckpunkt xy, der in ) enthalten ist.
Ein triangulierbares Gebiet () mit Lipschitz-Rand bezeichnen wir als beschrinktes Polyederﬂ

Aus dem zweiten Punkt der obigen Definition folgt insbesondere, dass das Gitter {7; } keine hdngen-
den Knoten besitzt und dass fiir alle ¢ # j gilt int 7; N int 7; = (). Da wir in dieser Arbeit untersuchen
wollen, wie sich der Diskretisierungsfehler verhilt, wenn das Gebiet {2 immer feiner aufgelost wird, wer-
den wir zumeist Familien 7 = {7} von Triangulierungen betrachten. Um sicherzustellen, dass diese
bei kleiner werdenden Gitterweiten nicht degenerieren, bendtigen wir:

Definition 2.1.2. Eine Familie F = {Tp}o<h<n, von Triangulierungen heifit quasi-uniform, falls posi-
tive Konstanten py und ps existieren, so dass fiir alle 0 < h < hg gilt

max{diam7T : T € T} < pth und min{diam By : T € T} > p2h.

Mit B bezeichnen wir hierbei den grofiten Ball, der in einem Simplex T enthalten ist.

1 Da die Losung des Hindernisproblems — wie wir am Ende des ersten Kapitels gesehen haben — im Allgemeinen nur zweite
Ableitungen besitzt, macht es — zumindest in Hinblick auf den H'-Fehler — wenig Sinn, finite Elemente héherer Ordnung
zu benutzen. Man vergleiche hierzu mit dem Approximationssatz[2.1.5und der Fehlerabschitzung [3.1.1}

2 Man beachte, dass wir Schlitzgebiete etc ausschlieen.
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Da die obere Gitterweitenschranke hg fiir unsere Analysis nicht von Bedeutung ist, werden wir im
Rest dieser Arbeit anstelle von {75 }o<n<n, und 0 < h < hg einfach {7} und » > 0 schreiben. Wir
konnen nun die Finite-Elemente-Riume, mit denen wir arbeiten werden, wie folgt konstruieren:

Definition 2.1.3. Es sei Q0 C R? ein beschrinktes Polyeder mit einer quasi-uniformen Familie F = {T,}
von Triangulierungen. Dann sind die Riume Vy, () und V0 () fiir alle h > 0 definiert durch

Vi(Q2) = {v e C(Q) : v|p ist affin-linear VT € Tp,}

und
Vi () = V() N Hg ().

‘Wir halten fest:

Lemma 2.1.4. Es seien F = {Ty} und V3,(§) wie in Definition Des Weiteren sei {C,} die Familie
der Mengen, die aus den Knoten der Triangulierungen Ty, bestehen, also

Cp = {33 € Q: 3T € Ty, so dass x eine Ecke von T ist}.

Dann existiert fiir alle h > 0 genau eine Basis {¢',} von V},(Q2), so dass fiir die Knoten Cy, = {xy} gilt

o (zr) = {

Beweis. Trivial. O

1 fallsl=k
0 fallsl#k

Eine Basis {goﬁl} der obigen Form werden wir auch als nodale Basis bezeichnen. Man beachte, dass
fir V() gilt
V2(Q) = span{y}, : z; ¢ 0N}

Entscheidend fiir die Fehleranalyse ist natiirlich, wie gut die Sobolev-Rdume WP () durch die Finite-
Elemente-Riume V},(§2) approximiert werden. Dies lésst sich beurteilen anhand von:

Theorem 2.1.5 (Approximation mit V},-Funktionen). Es sei Q) ein beschrinktes Polyeder, F = {Tp}
eine quasi-uniforme Familie von Triangulierungen und V3, () wie gehabt. Des Weiteren sei

1/p
[olyms = ( ) ||a%|r’zp) .

|a|=m
Dann gilt das Folgende:

-Ist1 < p < oound m € {1,2}, dann existieren Projektionen 11, : W™P(Q) — Vj,(Q) und
eine Konstante C, die nur von d, m, p und ps abhdingt, so dass der Fehler ||v — I1,v||ws.» fiir alle
Funktionen v € W™P(Q), alle 0 < s < m und alle h > 0 abgeschditzt werden kann durch

HU — Hh’UHWs,p < Chm_s|’U|Wm,p. (2.1)
Die 11, konnen hierbei so gewdhlt werden, dass Nullrandbedingungen erhalten bleiben:
I, (W2P(Q) N Hy () € V,(9).
- Ist zusdtzlich m > d/p, dann kann der Lagrange-Interpolationsoperator Iy, als 11}, verwendet
werden und es gilt neben (2.1)) auch

v = Ihol|pee < CR™YP|0]yrms.

Beweis. Punkt eins wurde von Scott und Zhang bewiesen in [Scof]. Der Beweis der zweiten Aussage

findet sich in [Br], Theorem 4.4.20f. Man beachte, dass fiir m > d/p die Inklusion W"™P(Q2) C C(2)
gilt. Lagrange-Interpolation ist unter dieser Annahme also méglich. O
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Fiir alle H}-Funktionen v und alle i > 0 lésst sich also eine Approximation IT,v € V,?(Q) finden,
so dass gilt
Jo = yoll 2 < Chlol g,

und ist v sogar in W2P(Q) fiir ein p mit d < 2p < oo, dann erhalten wir
lv = Invlle < CRJolwen, o= Invllzee < CR2P|o]ypa,

und
||U - IhUHWl,p S Ch|'U|W2,p.

Dies sind die Konvergenzordnungen, an denen wir unsere Fehlerabschitzungen messen miissen. Man
beachte, dass alle der obigen W"P-Normen auf den endlich dimensionalen Vektorraumen V},(€2) dqui-
valent sind. Untersucht man im Detail, welche Konstanten in den Aquivalenzabschitzungen auftauchen,
dann ldsst sich zum Beispiel zeigen:

Lemma 2.1.6. Es seien ), F = {7y} und V},(S2) wie gehabt. Dann existieren Konstanten Cy,Ca > 0,
die nur von d, p, 2 und po abhiingen, so dass fiir alle h > 0 und alle vy, € V,?(Q) gilt:

[onllzee < CLh™P||opllwie  und g llwie < Coh™||un]| poe.

Beweis. Ist h > 0 fest gewihlt und v, € V2(€2) beliebig, dann ist Vvy, auf jedem Simplex 7' € T,
konstant. Definieren wir

IVon]l o (ry = max || (Vor) ()]

mit der euklidischen Norm |..||, dann gilt insbesondere

IV enllacry = [ 708y 0 = 08l T
Auf Grund der Quasi-Uniformitit der Familie {7} wissen wir aber
T| > |Br| > C(d, p2)h® VT € Th.

Wir erhalten also
”VUthoo(T) < C(d, P2)71hid||vvh||gp(j’)

und damit

1/p
VR Lo () < C(d, p, p2)h =P ( > ||Vvh||i,,(T)> = C(d,p, p2)h™ P ||V o[ Lo (-
T,

Andererseits existiert wegen V2(Q) C C(Q) ein zg € Q mit |Jvp|| () = |va(zo)|. Wihlen wir zu
diesem ein z1 € 9Q mit {txg + (1 — t)z1 : t € (0,1)} C €, dann folgt

1
[onll Loe () = [vn(o)| < /0 (Vo) (21 + t(zo — 21))[[[[zo — 21l|dt < [lzo — z1[[[[Von]| Lo (o)

Man beachte, dass ein solches z; immer gefunden werden kann und dass der Hauptsatz der Differential-
und Integralrechnung anwendbar ist, denn die Abbildung ¢ — vy, (z1 + t(xg — 1)) ist stetig auf [0, 1]
und nur in endlich vielen Punkten nicht differenzierbar. Nun ergibt sich aber

|vall Loe () < diam Q [[ Vg || Lo ()
< diam Q C(d, p, p2) =P ||Vop| 1o ()

< Cih™ P ||on|wre(q).

Dies beweist die erste Behauptung.
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Um die zweite Abschitzung zu erhalten, gehen wir dhnlich vor. Ist A > 0 fest, T' € T}, beliebig und By
wie in Definition [2.1.2] dann gilt fiir den Mittelpunkt 2 von Bz und alle 21 € By die Gleichung

(Vop) - (1 — x0) = vp(z1) — vp(20)-

Mit Vo, bezeichnen wir hierbei den auf 7" konstanten Gradienten von vy. Damit ergibt sich aber

*pzhHVUhHLoo(T) = P2hvo = sup (Von)-w < 2|vall Lo (1)
2 2
lw||<p2h/2

also
4
[Vop|| oo ) < pTthhHme)-
Die zweite Behauptung folgt nun aus den Abschétzungen
1 1.
vrllr@) < QP [Jvnll e ) <[9P diam Q| Vg || o )

und )
[Vur|le @) < 197 | Von| oo ()

O]

Neben der obigen Ungleichung existieren noch viele andere Abschitzungen, die die verschiedenen
Sobolev-Normen auf V},(£2) miteinander in Beziehung setzen. Wir verweisen hierfiir auf [Br], S111ff.

2.2 Formulierung des Problems und Lésbarkeitsaussagen

Betrachten wir nun eine beliebige, aber feste Gitterweite h > 0 und ersetzen wir im Hindernisproblem
den Funktionenraum H¢ () durch V}?(9), dann erhalten wir ein diskretes Problem der Form

min/Q Vo - Vo de — 2 (f, vp)
s.t.op € Kpy i= {op, € V2(Q) @ vy, > x fii}
mit der assoziierten Variationsungleichung
(Pn) wup€ Kp: /QVuh-V(uh—vh)de (f,up, —vp) Vo, € Kp,.
Wir lassen hierbei — im Gegensatz zur sonst iiblichen Herangehensweise — auch Hindernisse x zu, die
nicht aus V;,(£2) stammen. Fordern werden wir lediglich das Folgende:

Definition 2.2.1 (V},-Minimalvoraussetzungen). Als ,, Vi-Minimalvoraussetzungen* bezeichnen wir die
Annahmen:

- Q) ist ein beschrdnktes Polyeder.

- f ist ein Element von H='(Q).

- Ty, ist eine Triangulierung von ), die einer quasi-uniformen Familie F angehort.

- X : Q = [—o00,00) ist derart, dass die Menge Kj, = {vy, € V}X(Q) : vy, > x fii.} nicht leer ist.

Man beachte, dass die Bedingung {v, € V2(Q) : v, > x fii.} # 0 echt stirker ist als die
Voraussetzung {v € H}(Q) : v > x fii.} # 0 aus Definition[1.2.1] Betrachten wir zum Beispiel die
Funktion y(z) = (1 — 22)3/* auf Q = (—1,1), dann gilt Y € H{(Q), aber kein Element von V,*(1)
kann iiber x liegen, denn die Ableitung ’ ist in &1 singulir (sieche Abbildung
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Abbildung 2.1: Die Funktion y(z) = (1 — z2)%/* auf Q = (—1,1)

In der Praxis werden wir in (P},) natiirlich immer xy = I beziehungsweise x = Il wihlen,
denn nur dann erhalten wir ein diskretes Hindernisproblem mit endlich vielen Nebenbedingungen, das
das Ursprungsproblem approximiert und numerisch 16sbar ist. In Kapitel [6| wird sich zeigen, warum es
sinnvoll ist, hier auch andere Hindernisse zuzulassen. Wir halten fest:

Theorem 2.2.2. Geniigen (), f, Ty und x den |Vi-Minimalvoraussetzungen| dann besitzt das diskrete
Hindernisproblem

(Pr) wup€ Kp: /Vuh-V(uh—vh)dw§<f,uh—vh> Yy, € Ky,
Q

mit
K ={v, € VY(Q): v, > x fii.}

eine eindeutige Losung uy, € V,? (Q) und der Losungsoperator
fe H Q) = up s € VP(Q)

ist Lipschitz-stetig mit einer Konstanten, die nicht von der Weite h und dem Hindernis x abhdngig ist.
Das heifit, es existiert ein C > 0, so dass fiir alle f1, fo € H=1(Q) gilt

un, g, — un, gl < Cllft = fallg-1-

Beweis. Der Beweis ist vollkommen analog zum kontinuierlichen Fall. Die zuldssige Menge K}, ist
auf Grund der V,-Minimalvoraussetzungen nicht leer und trivialerweise konvex. Des Weiteren ist K,
auch abgeschlossen, denn Konvergenz im endlich dimensionalen Raum V},(€2) — also Konvergenz der
Koordinaten bei Wahl einer beliebigen, aber festen Basis — impliziert Konvergenz fast iiberall. Damit
ist der Satz von Lions-Stampacchia anwendbar und wir erhalten die Behauptung. Man beachte, dass die
Konstante C' im Beweis von Satz[[.2.3] nur von der Koerzivititskonstante der betrachteten Bilinearform
abhingt. Die Lipschitz-Konstante ist also in der Tat von h und x unabhingig. O

Von grofer Wichtigkeit ist natiirlich die Frage, wie gut das kontinuierliche Hindernisproblem (P)
durch ein diskretes Problem der Form (P,) approximiert werden kann. Optimal wire es, wenn sich der
Fehler zwischen w und uy, so verhalten wiirde wie der zwischen v und der Approximation I1;u aus dem
Approximationssatz Dies ist aber nur unter speziellen Voraussetzungen der Fall, wie wir in den
folgenden Kapiteln sehen werden.
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3 H!'-Fehlerabschatzungen

Im Folgenden stellen wir einen allgemeinen Ansatz zur H'-Fehleranalyse vor, mit Hilfe dessen sich
die Losungen u und wy, der Probleme (P) und (P) in Beziehung setzen lassen. Abschnitt (3.1 widmet
sich dem Hauptresultat dieses Kapitels — einer Variante des Lemmas von Céa, die auf Falk zuriickgeht
und zum Beispiel in [Fa] und [[Cil]] zu finden ist. Im anschlieBenden Abschnitt@]betrachten wir einige
Spezialfille, in denen die H !-Konvergenzordnung explizit angegeben werden kann.

3.1 Fehleranalyse nach Falk

Mochte man den Fehler zwischen den Losungen v und wuy, abschitzen, dann liegt es nahe, die H'-Norm
als Fehlermal3 zu verwenden. SchlieBlich lassen sich die Stetigkeit und die Koerzivitét der Bilinearform

a: HNQ) x HY(Q) — R, a(u,v):/ Vu - Vv dz
Q

nur ausnutzen, wenn mit dieser Norm gearbeitet wird. In der Tat ist es so, dass sich Fehlerabschitzun-
gen in der H'-Norm mit relativ einfachen Mitteln herleiten lassen. Kombiniert man zum Beispiel die
Variationsungleichungen (P) und (P},) geschickt miteinander, dann erhilt man das folgende Resultat,
das von Falk bewiesen wurde:

Theorem 3.1.1 (Céa’s Lemma fiir das Hindernisproblem). Es seien $2, f, Tn, x und 1 derart, dass sowohl
die H'- als auch die V},-Minimalvoraussetzungen erfiillt sind. Es gelte f € L?(2) und die Losung u des
Problems (P) sei eine H?-Funktion. Dann gilt

1
2 1 2
[ (C\|Au+f|m(ruh —vllgz + lu = vallz2) + CQHu—vhnip) (3.1)

fiir alle v € K und alle vy, € Ky, wobei c die Koerzivititskonstante der Bilinearform a bezeichnet.

Man beachte, dass sich Abschédtzungen der obigen Form auch fiir beliebige koerzive und stetige
Bilinearformen beweisen lassen. Symmetrie ist hierbei nicht erforderlich. Wir verweisen auf [Fall. Der
folgende Beweis orientiert sich an [[Cilf], Theorem 9.1.

Beweis. Auf Grund der Koerzivitit der Bilinearform a gilt

cllu = upllFp < alu—wp,u—up)

= a(u7 u) + a’(uha Uh) - a’(u7 uh) - CL(’LL}“ U)
und aus den Variationsungleichungen (P) und (Py) ergibt sich
a(“?“) < a’(uvv) + <fa u = U>

und
a(up, up) < a(up, vy) + (f, un — vn)

fiir alle v € K und vy, € K,

20



Kombinieren wir diese Ungleichungen, dann erhalten wir

cllu —upl|3 < a(u,v) + (f,u—v) + alun, vp) + (f,un — vn) — alu,up) — alup, w)
— (v — un) + {fy u = ) + (o, 0n — ) + {fy un — vn)
= —a(u,up —v) + (fyu—ovp) —alu,u—vp) + (f,up, —v) + alup, —u, vy, —u)
— (Dut frun—v)ge + (Dut fru— g +alun — wvh — u)

< 1au+ fllza (lun = vllz2 + Il = vallz2) + o= unll e Jon = ull -
Hieraus folgt mit der Young’schen Ungleichung
2 ¢ 2 1 2
cllw = wnlif < 18w+ £z (llun = ol 2 + llu = wnllz2) + Sl = unlly + 5 llon = w3

und damit

N

= wnlle < (1804 Flge (Jon = ol + 1u = wnllz) + lon — ulf
Dies beweist die Behauptung. 0
Sind 1) und y identisch minus unendlich, dann ergibt sich insbesondere:
Korollar 3.1.2. Es seien Q C R%, f € L%(Q) und Ty, wie gehabt. Es sei u die Losung des Problems
uwe Hy(Q):  alu,v) = (f,v)2 Yo & HY Q)
und uy, die Losung von
up € V) 1 alup,vp) = (f,on)r2 Yo, € V2(Q).

Die Funktion u sei in H?(SY). Dann gilt
1, .
u — | < Emf{th—uHHl Lo € V() } 32)

mit ¢ wie in Satz[3.1.1]

Beweis. Wegen u € H?(Q) und f € L?(Q) folgt aus der u-Variationsgleichung —Au = f in L?(Q).
Damit wird (3.1) zu (3.2)) und wir erhalten die Behauptung. O

Im Fall ) = x = —oo reduziert sich Satz also auf das klassische Lemma von Céa und wir
erhalten die Quasi-Optimalitit der Approximierenden wy, fiir die Poisson-Gleichung. Sind ¢ und x nicht
vernachlédssigbar, so ist neben den Approximationseigenschaften des Finite-Elemente-Raums V,?(Q)
auch der Zusammenhang zwischen den zuldssigen Mengen K = {v > ¢} und K;, = {v, > x}
fiir den Fehler von Bedeutung, denn dieser bestimmt, wie gut die exakte Losung v € K durch Elemente
von K, und wie gut die diskrete Losung uy, durch Elemente von K angenihert werden kann.

An dieser Stelle sei bemerkt, dass es neben dem obigen Ansatz von Falk noch andere Herangehens-
weisen gibt, um eine Art Quasi-Optimalitit fiir das Hindernisproblem zu erhalten. So ist es zum Beispiel
moglich, den klassischen Beweis des Lemmas von Céa zu imitieren, wenn man nur Funktionen v;, mit
speziellen Eigenschaften betrachtet (siche etwa [Mol])). Beispielsweise ldsst sich leicht nachrechnen,
dass fiir alle v, € Kp mit u + up — vy, € K gilt

1
= wnllzs < o =l

Nachteilig an diesem Ansatz ist natiirlich, dass die Menge der zuléssigen v, von uy, und u abhéngt und
es nicht ohne Weiteres moglich ist, die rechte Seite der sich ergebenden Ungleichung abzuschitzen.
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3.2 Handhabbare Abschatzungen fur das Hindernisproblem

Um aus Satz m Fehlerabschitzungen ableiten zu konnen, mit denen sich in der Praxis arbeiten lasst,
miissen wir Funktionen v, € Kp und v € K finden, die die Losungen u und u;, bestmoglich approxi-
mieren. Tun wir dies mit Hilfe von Satz [2.1.5] dann erhalten wir:

Theorem 3.2.1. Es seien (2, f, Ty, x und v derart, dass sowohl die H L. als auch die V},-Minimalvoraus-
setzungen erfiillt sind. Des Weiteren sei p > 2 und es sei Iy, : W?P(Q) — V},(Q) eine Abbildung wie in

Satz[2.1.3] Es gelte:
- feL*(9Q)
- u € WAP(Q), o € W2P(Q) und tr+p < 0 fii. auf 0
- Mpu > x und up, > Up fii. auf Q

Dann existiert eine Konstante C = C(d, p, 2, p2) > 0, so dass gilt:

N

lu—unllr < Ch (18w + Fllze (lwas + lulwes ) + [ulfyz, )
Der Beweis, den wir hier verwenden werden, orientiert sich an [Cil]].

Beweis. Definieren wir v := max(uy, ), dann gilt v € H}(2) nach Lemma|1.3.2|und v > % f.ii. nach
Konstruktion. Damit ist v ein Element von K und eine legitime Wahl in Abschitzung (3.1). Betrachten
wir den L2-Fehler zwischen v und wy,, dann erhalten wir

1

2

Jun = vl 2 = ( / |uh—w|2dx> .
{Y>up}

Nach Voraussetzung ist aber up — 1) > 0 auf €2 und somit
lup, — | = —up <P —up + (up — ptp) = b — Ty
fast iiberall auf {¢) > wuy, }. Es gilt also
lun = vl[z2 < [[¢ — TIp9)| 2.

Wihlen wir in (3.1 die Funktion vy, := IIju, von der wir vorausgesetzt haben, dass sie in K}, ist, und
das obige v, dann folgt

1
2 1 2
Ju = unllp < (S0 + flla (16 = Taln + llu = Taal2) + 5w = Tauly )

Hieraus ergibt sich mit der Holder-Ungleichung und den Approximationseigenschaften von II; die Ab-
schitzung

1
lu—unllzr < Ch (JAu+ fll a9l + [ulyzs) + luffes)
mit einem C = C (d,p,Q, p2), das sich aus dem Maf von (2, den Konstanten in Satz und der

Koerzivitdtskonstanten ¢ zusammensetzt. Dies beweist die Behauptung. O

Unter den Bedingungen von Satz verhilt sich der H'-Fehler zwischen u und wy, also genauso
wie der zwischen u und der Approximation II;u. Fiir den Spezialfall der Poisson-Gleichung halten wir
hier noch fest:

22



Korollar 3.2.2. Es sei Q C R? ein beschrinktes Polyeder mit einer Triangulierung T, die einer quasi-
uniformen Familie F angehort. Es gelte f € L?(S2) und es sei u die Lisung des Problems

we Hy(Q):  alu,v) = (f,v)2 Yo & HDQ)
und uy, die Losung von
up € VR(Q) 1 alup,on) = (fyon)r2 You € V3(Q).
Es gelte u € H%(Q2). Dann existiert eine Konstante C = C(d, p2) > 0, so dass gilt:
lu = upllgr < Chlul .
Beweis. Die Behauptung folgt aus Korollar [3.1.2] wenn wir vj, = IIu wihlen. O

Ein wenig problematisch sind in Satz die Bedingungen II,u > x und up, > IIx1), denn diese
lassen sich nicht fiir jeden Approximationsoperator mit einfachen Mitteln tiberpriifen. Gut beherrschbar
ist die Situation, wenn der Lagrange-Interpolationsoperator I, als 115, gewéhlt werden kann und wenn die
[W2-P-Minimalvoraussetzungen|erfiillt sind. In diesem Fall erhalten wir das folgende, griffige Resultat:

Korollar 3.2.3. Es sei Q2 C R? ein beschriinktes Polyeder mit einer Triangulierung Ty, die einer quasi-
uniformen Familie F angehort. Es seien ), f € LP(Q)) und ¢ € W?P(Q) derart, dass die
IMinimalvoraussetzungen| erfiillt sind. Es gelte 2p > d. Des Weiteren sei x identisch der Lagrange-
Interpolierenden Iy1) von 1. Dann besitzen die Probleme (P) und (P},) eindeutige Losungen u und up,
es gilt u € HY(Q) N W2P(Q) und es existiert eine Konstante C = C(d, p,§2, p2) > 0, so dass gilt:

1
lu=unll < Ch([|Au+ Fll2 ([lwes + [ulwas ) + [ulfzs) (33)

Beweis. Dass (P) eine eindeutige Losung u besitzt, die in Hi(Q) N W2P(Q) ist, folgt aus Satz
Fiir die Interpolierende Iju dieser Losung gilt — da W2P(Q) fiir 2p > d eine Teilmenge von C(Q)
ist und da der Lagrange-Interpolationsoperator sowohl Ungleichungen zwischen stetigen Funktionen als
auch Randbedingungen erhilt — zum einen [pu € V}?(Q) und zum anderen [pu > Iy = x. Damit ist
die Menge K}, nicht leer, die |[V,-Minimalvoraussetzungen|sind erfiillt und die Existenz der Losung up,
folgt aus Satz [2.2.2] Um die Abschitzung (3.3) zu erhalten, miissen wir nur noch iiberpriifen, dass die
Voraussetzungen von Satz erfiillt sind, wenn wir I}, = Ij, wihlen. Dies ist aber der Fall, denn u
und ¢ sind in W2P(Q), f istin L?(€2), tr ist auf Grund der [W*P-Minimalvoraussetzungen| kleiner
gleich Null fast iiberall auf 02 und die Bedingungen I,u > x und wuy, > I sind trivialerweise erfiillt.
Dies beweist die Behauptung. O

Man beachte, dass die obige Argumentation nur funktioniert, weil der Interpolationsoperator [, die
Ungleichung u > 1 bei beidseitiger Anwendung erhilt und weil wir das Hindernis x = I in (Fy)
gewdhlt haben. Die Situation wird weitaus komplizierter, wenn ein anderes y verwendet wird und ge-
nau dies werden wir in den néchsten Kapiteln tun. Eine der Fragen, die wir uns stellen werden, ist die
folgende:

Wie verhilt sich die Niiherungslosung uy,, wenn in (Py) das Hindernis x = 1) gewdhlt wird?
Um diese Frage mit Hilfe von Satz [3.1.1| beantworten zu kénnen, miissen wir untersuchen, wie gut die
exakte Losung u € K durch Funktionen in Kj, = {v, € V?(Q) : v, > ¢ f.i.} approximiert werden

kann (und unter welchen Voraussetzungen diese Menge iiberhaupt Elemente enthilt). Unser nichstes
Thema ist damit die:
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4 Finite-Elemente-Approximation unter
Nebenbedingungen

Das folgende Kapitel widmet sich der Frage, wie gut W?2P- und C''"7-Funktionen durch Elemente des
Raums V},(€2) approximiert werden kénnen, wenn Nebenbedingungen beriicksichtigt werden miissen.
Die Resultate, die wir hier beweisen, werden uns erlauben, die Approximationseigenschaften und die
Stabilitit der diskreten Hindernisprobleme (FP},) im Detail zu untersuchen und Abschitzungen fiir den
LP- und den H'-Fehler zwischen den Losungen u und wuy, herzuleiten. Die folgende Analysis ist aber
auch im Kontext anderer Fragestellungen interessant.

In Abschnitt beschiftigen wir uns zunichst mit der einseitigen Approximation von Sobolev-
Funktionen im Eindimensionalen. Hier werden wir feststellen, dass das Konzept der W2P-Regularitit
nicht sehr hilfreich ist, wenn man sich mit dem Thema der restringierten Finite-Elemente- Approximation
auseinandersetzen will. Um diesem Problem zu begegnen, fithren wir in Abschnitt den Raum C'(Q)
der auf dem Abschluss von € Holder-stetig differenzierbaren Funktionen ein. Abschnitt [4.3] widmet
sich dann dem Hauptthema dieses Kapitels — der einseitigen FE-Approximation nicht negativer C':7-
Funktionen durch nicht negative Elemente des Raums V;,(€2).

4.1 Restringierte Finite-Elemente-Approximation in W27 ()

Ersetzen wir bei der Diskretisierung des Problems (P) das Hindernis ¢ nicht durch eine Approximation,
dann erhalten wir eine Variationsungleichung der Form

(Ph) up € Ky, : / Vuyp, - V(uh — vh) dz < <f, up — vh> Yop € Ky
Q
mit der zuldssigen Menge
K, =KnVy(Q) = {vp € VX(Q): v, > o fii.}.

Eine interessante Frage ist, ob dieses (P) die urspriingliche Aufgabe (P) besser approximiert als die
diskreten Hindernisprobleme mit x = II;1), die wir im letzten Kapitel betrachtet haben. Rein intuitiv
sollte irgendeine Verbesserung zu erwarten sein — schlieBlich gehen weitaus weniger Informationen iiber
das Ursprungsproblem verloren, wenn y = 1) gewihlt wird. Greifen wir auf das Lemma von Céa zuriick,
um zu beurteilen, wie gut die Ndherungslosung uy, in der obigen Situation ist, dann erhalten wir unter
Benutzung der Inklusion K C K die Ungleichung

ol

2 1
Ju—wnlln < (S18u-+ Flzzllu = vnlee + Zhe - vl )”  vow e KOVA@). @)

Um aus dieser eine brauchbare Fehlerabschitzung ableiten zu konnen, miissen wir bestimmen, wie gut
die Losung u durch Funktionen vy, € V,?(Q) mit v, > 1 approximiert werden kann. Man beachte,
dass dies ein nichttriviales Problem ist, denn die Standard-Approximationen Ij,u und IT,u aus Satz[2.1.5]
sind im Allgemeinen nicht in der zuldssigen Menge K N V},(2) enthalten. Gilt zum Beispiel ¢ = w in
einer der Gitterzellen 7" und ist das Hindernis v konkav, dann muss die Lagrange-Interpolierende 5 u
die Bedingung I, u > v im Inneren von 1" verletzen.
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Die einfachste Strategie, die man in der obigen Situation zur Konstruktion einer zuldssigen Ndherung
verfolgen kann, ist, zu untersuchen, wie gut die exakte Losung u ,,von oben‘ approximiert werden kann,
denn in diesem Fall braucht das Hindernis 1 nicht mehr beriicksichtigt werden. Wir betrachten also das
folgende Problem:

Es seiu € H} () N W2P(Q). Finde ein uy, € V,)(Q) mit tp, > u fii., das u bestmoglich approximiert.

Haben wir eine solche einseitige Approximation gefunden, dann gilt trivialerweise up > v und up
kann in (4.I) verwendet werden. Man beachte, dass es hier nicht einfach moglich ist, die Lagrange-
Interpolierende von v um den Fehler ||u — I u|| o anzuheben, also

up = Ipu + Hu - Ih’l,l,”Loo

zu definieren, denn hierbei gehen die Nullrandbedingungen verloren.

Untersucht wurden Approximationsprobleme der obigen Art zum Beispiel von Mosco und Strang
in [Mol], [Mo2] und [Str]. Wir beschrinken uns im Folgenden zunichst auf den eindimensionalen Fall
und nutzen eine Argumentation dhnlich zu der in [Mol]], um ein passendes uy zu konstruieren. Unser
Plan ist der folgende:

Sind ein Intervall 2, eine Triangulierung 7j, die aus einer quasi-uniformen Familie F stammt und
die Knoten Cj, hat, und eine Funktion u € H{(Q2) N W?2P(Q) gegeben, dann wihlen wir als @y, eine
Losung der Minimierungsaufgabe

min Z vp(rg)  stou <wvp € V2(Q)

xR ECh

und nutzen die notwendigen Optimalitéitsbedingungerﬂ dieses Problems, um zu zeigen, dass der Fehler
zwischen uy, und der Lagrange-Interpolierenden I u von w klein sein muss. Mit Hilfe der Dreiecksun-
gleichung, der inversen Abschitzungen aus Kapitel 2]und Satz[2.1.5|bestimmen wir dann, wie gut uy, die
Funktion u approximiert. Als erstes beweisen wir:

Lemma 4.1.1. Es sei ) ein beschriinktes, offenes Intervall mit einer Triangulierung Ty, die einer quasi-
uniformen Familie F angehort. Es sei Cy, die Menge der Knoten der Triangulierung Tr,. Des Weiteren
seien Funktionen u und wy, gegeben, so dass mit einem p > 1 gilt

w € WHP(Q)NHF(Q), wp € V2(Q) und u < wy, in Q.
Dann besitzt das Problem

min Z vp(zk) st u < wvp < wpin Q und vy, € Vi (Q) 4.2)
xR ECh

einen (nicht notwendigerweise eindeutigen) Minimierer uj, € V,?(Q) und fiir diesen gilt

p—1
~ p—1\"7» 91
0 < up(xg) —u(zg) < <2p — 1) (Te?r{l?ﬁeT |T|""» \ulwz,p(T)> Vi € Cp. 4.3)

1 Man beachte, dass das obige Minimierungsproblem, wenn wir es in dem Vektor v = (vx)h_; = (vn(xx))n-; formulieren,

auch geschrieben werden kann als
N

min Z Vg
k=1
st.vo =vy =0undVT = [z;,2;] € Tn, VA € [0,1] :
u(Az; + (1= Nzj) < v + (1 — Nv;.
Wir haben es hier also mit den notwendigen Optimalitidtsbedingungen einer Minimierungsaufgabe in endlich vielen Variablen

mit iiberabzéhlbar vielen linearen Ungleichungsnebenbedingungen zu tun. Dass sich ein derartiges Problem handhaben lésst,
ist auch tiber das Thema der restringierten Finite-Elemente-Approximation hinaus interessant.
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Die Ungleichungen v < wy, und u < v, < wy, kdnnen wir hierbei im klassischen Sinne verstehen.
Im Eindimensionalen gilt schlieBlich fiir alle p > 1 die Inklusion WP (Q2) ¢ C(Q) (siehe Satz[4.2.4).

Beweis. Bezeichnen wir mit U C V() die zuldssige Menge des Minimierungsproblems (.2)) und
definieren wir auf V3 (Q2) (zum Beispiel) die Norm

’

vp|| := max |vp(x
o := ma o (@)
dann ist U wegen wy, € U nicht leer und fiir alle v, € U gilt

[[on]l < max([lwall, [[ull o).
Die Menge U ist also beschriankt. Des Weiteren ist U auch abgeschlossen, denn ist (vp, )52 ; eine Folge
in U mit

lvnn — vl = max |vppn(xk) — va(zg)| — 0 fiirn — oo
L ECh

fur ein v, € V,,(2), dann gilt fiir alle z = Az; + (1 — A)x; in einer Gitterzelle [z;, z;] = T € T}, auf
Grund der stiickweisen Linearitit der betrachteten Funktionen

w(z) < vpp(z) = Avpp(zi) + (1 = Nopp(x;) < wp(z) Vne N
und damit auch
u(e) < vn(w) = A (Jim onn(e:)) + (1= 2) (lim oa(z)) < wn(a).

Also ist U kompakt und die Existenz eines Minimierers ergibt sich aus dem Satz von Weierstraf3. Ist
nun @, € U C V() eine Losung des Minimierungsproblems (#.2) und z) € Cj, ein Knoten der
Triangulierung 7} mit angrenzenden Gitterzellen 77 = [z;, 2] und T3 = [x, z;] (an den Randpunkten
von {2 ist (4.3) wegen der Nullrandbedingungen trivial), dann wissen wir auf Grund der Optimalitit
von uy, dass der Funktionswert uj () nicht reduziert werden kann, ohne die Bedingung v < iy, zu
verletzen. Damit muss eine der folgenden Bedingungen erfiillt sein (siehe hierzu auch Bild @.1)):

- Esist u(mk) = ’ljh(l‘k)

- Esexistiertein T € [x;, z;] \ {x)} mit w(Z) = @y (Z) und v/ (T) = u},(Z) (In z; und x; meinen wir
hier die rechts- beziehungsweise linksseitige Ableitung. Man beachte wieder W27 (Q) c C*(Q)).

Im ersten Fall ist nichts mehr zu zeigen. Gilt die zweite Bedingung mit einem x € 717, dann erhalten
wir unter Benutzung der Absolutstetigkeit von eindimensionalen 1 »!-Funktionen mit einer Rechnung
analog zu dem Beweis des Satzes von Taylor:

/{E () (e — t)dt’

up (k) — u(wg) =
. o\
< fulwaory ([ (o - 07 7at)

p—1

p—1\"7» 91
~ (=) " 1P vy

Auf demselben Wege ergibt sich im Fall z € T, die Abschitzung

p—1

P 91
) ITo]™ 7 |ulwzp(1y)-

Up () — u(rg) < (21;__11

Dies beweist die Behauptung. O

Wir kénnen nun zeigen:
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Theorem 4.1.2. Es sei ) ein beschrdnktes, offenes Intervall und F = {T,} eine quasi-uniforme Familie
von Triangulierungen. Es seien p1 und ps wie in Definition und es seiu € HE(Q) N W?2P(Q) fiir
ein p > 1. Des Weiteren sei eine Familie {wy, } von Funktionen gegeben, so dass fiir alle h > 0 gilt

w<wy inQ  und  wy € VY(Q).

Dann existieren Konstanten C1, Co und C, die nur von p1, p2 und p abhdngen, und eine Familie {uy,},
so dass fiir alle h > 0 gilt

w<tU, <wp, inQ und U, € VP(Q)
und so dass der Fehler zwischen u und uy, abgeschdtzt werden kann durch
lu—aplle < Crh*|ulwer,  |lu—Gpllwie < Cohlulyen
und
[ — p | oo < C3h® VP ulyy2s.

Im Eindimensionalen konnen wir mit einer einseitigen Approximation also dieselbe Fehlerordnung
erreichen wie mit der Lagrange-Interpolierenden aus dem Approximationssatz[2.1.5]

Abbildung 4.1: Einseitige Approximation unter Beibehaltung der Nullrandwerte.

Beweis. Ist h > 0 beliebig, aber fest, dann folgt aus Lemma [4.1.1} dass eine Funktion @, € V2()
existiert mit u < uy, < wp, und

p—1
~ P — 1\ 7 91
0< — < T|" » : VY € Cp,.
<nlan) —ua) < (2 ) 7 (e L 1T o)) V€
Nutzen wir aus, dass der Funktionswert vj,(x) einer V}-Funktion an einer Stelle z € T' = [x;, x;] € T,
als Konvexkombination der Funktionswerte vy, (x;) und vy (z;) in den benachbarten Knoten geschrieben
werden kann, dann lédsst sich die obige Abschitzung umformen zu

p—1
. p— 1 p ~9_ 1
Hw—meWTg( ) Comax_ [T Hulye,
@ 2p—1 TETy, TNTH#D wae(T)

p—1

p— 1 >p o1

< lp1h|” 7 | _ max_ |u| =~ VT € Th. (4.4)
<2p -1 Ter, mareo D)

Man beachte, dass hier im Maximum immer nur zwei oder drei Zellen T zur Auswahl stehen.
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Aus (4.4)) folgt nun zum einen

p—1
~ ~ p— 1\ 7 91
in — Inullpe () = max [tn — Inull oo () < (2])_1> [p1h|™ 7 |ulw2p(q) (4.5)
und zum anderen
1 p—1
~ 1/ p— P o1
-1 <|T h =
fin — ey < 171 (=) 7 bt <feffﬁf§%¢@ “‘WQ"’(”)
1\ "% ’
p— P 2 p
<(Z=0) Tkl | Sl | *.6)
TeT, TNT#D
Summieren wir in (4.6) iiber alle T" € 7T}, dann ergibt sich global
~ 1/p—1 e 9
[un — Ihul|pe) < 37 op— 1 |p10]*|ul w20 () 4.7)

Mit den Ungleichungen (@.3) und (@.7) haben wir den L°°- und den LP-Fehler zwischen der Lagrange-
Interpolierenden I;,u und der einseitigen Approximation i, unter Kontrolle. Um eine Aussage iiber den
W LP_Fehler zu erhalten, nutzen wir die Abschiitzung

4
|05l oo (1) < pThHUhHLoo(T) Vop € V(1) VT € T,

die wir in dem Beweis von Lemma [2.1.6hergeleitet haben. Aus dieser folgt

1
4 4pf 1 9,

uh—Ihu oo < hr uh—Ihu oo .
thH | Loo (1) ; | | oo (1)

[ — Inulwiory < )7
Vollkommen analog zum LP-Fehler lésst sich nun nachrechnen, dass mit einem C5 = C3(p, p1, p2) gilt
[an = Inullwre) < Cshlulyze ().

Damit bietet sich das folgende Bild:
[ — Il (@) < Co(p, )R 2oy

[an = Inull o) < Ca(p, pr)h?[ulw2r o)
|ap, — IhU”vvl,p(Q) < C3(p, p1, 02)h|“‘W“(Q)'

Die Behauptung ergibt sich nun aus dem Approximationssatz[2.1.5/und der Dreiecksungleichung. O

Man beachte, dass sich eine Familie {wy, } mit den Eigenschaften aus Satz immer finden ldsst,
denn es gilt:

Lemma 4.1.3. Es sei € ein beschriinktes, offenes Intervall mit einer quasi-uniformen Familie F = {T}
von Triangulierungen. Es sei u € HE(Q) N W?2P(Q) fiir ein p > 1. Dann existiert fiir alle h > 0 eine
Funktion wy, € V2() mit u < wy,

Dass wir in Satz die Existenz der Schrankenfunktionen {wy, } vorausgesetzt haben, macht unser
Approximationsresultat also keineswegs schwécher. Ganz im Gegenteil: Mit den wy, ist es moglich, der
Niherung uj, eine zusitzliche Nebenbedingung aufzuzwingen und so zum Beispiel sicherzustellen, dass
die Approximation einen bestimmten Korridor nicht verlésst.
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Beweis. Identifizieren wir die zu einem beliebigen, aber festen h > 0 gehorige Triangulierung 7, mit
einer Zerlegung a = 1 < ... < y = b des Intervalls 2 = (a, b) und definieren wir

LT Ay falls a < x < 29

To—T1
wp(z) = ﬁM fallszy_1 <z <b
M sonst

mit
M := max([|ull L=, (v2 — z1) ||| o<, (28 — zn-1) ||| Lo ),

dann gilt trivialerweise wy, € V,2(£2) und u < wy,. Man beachte hierbei wieder, dass W2?(Q) C C1(Q)
gilt und dass 7;, nach Definition [2.1.T|immer einen Knoten im Inneren von 2 besitzt. 0

Aus dem Lemma von Céa ldsst sich nun fiir unser Ausgangsproblem folgern:

Korollar 4.1.4. Es sei §) ein beschrinktes, offenes Intervall mit einer Triangulierung Ty, die einer
quasi-uniformen Familie F angehort. Es seien f € LP(Q) und ¢ € WP (Q) derart, dass die [W?P-
Minimalvoraussetzungen| erfiillt sind. Es gelte x = 1. Dann besitzen die Probleme (P) und (Py,) ein-
deutige Losungen u und up, es gilt u € HE(Q) N W?2P(Q) und es existiert ein C = C(p, p1, p2, ) > 0,
so dass gilt:

N

lu—unllzrn < Ch (| A+ fllgelulwes + [ulf ). (438)

Beweis. Die Losbarkeit von (P) und die Regularitiit der Losung u ergeben sich wieder aus Satz[1.4.5]
Des Weiteren wissen wir auf Grund von Lemma4.1.3] dass die zulidssige Menge

K, =KnVy(Q) ={v, € VP(Q): v, > fii}

von (Py) nicht leer ist. Damit sind die|V},-Minimalvoraussetzungen)erfiillt und wir erhalten die Existenz
der Niherungsldsung uy, aus Satz[2.2.2] Um die Fehlerabschitzung zu beweisen, setzen wir die einseitige
Approximation 4y, von u aus Satz in das erweiterte Lemma von Céa ein. Dies fiihrt zu

N |=

2 - 1 _
=l < (Z180+ Flzallu = s + Sl =l

N

< C(p, p1, o2 OB (180 + flp2lulwes + ulfyz)
und schlieBt den Beweis ab. O

Man beachte, dass die rechte Seite der Ungleichung (4.8) nicht explizit von dem Hindernis ¢ abhéngt.
Dies ist ein wesentlicher Unterschied zu der H'-Fehlerabschitzung, die wir in Korollar mit Hilfe
der Lagrange-Interpolierenden hergeleitet haben.

Ein grundlegendes Problem des Ansatzes, den wir in diesem Abschnitt zur Konstruktion der ein-
seitigen Approximation verwendet haben, ist, dass er nur dann einwandfrei funktioniert, wenn iiber Tan-
gentialitdt an dem Graphen von u gesprochen werden kann. Unsere gesamte Argumentation basierte
schlieflich auf der Beobachtung, dass ein Minimierer u; des Problems die Funktion u in der
Nihe von Gitterpunkten so oft tangiert, dass der Fehler zwischen u und u, klein wird. Entscheidend
war also die Eigenschaft der punktweisen Differenzierbarkeit, die uns im Eindimensionalen auf Grund
der Inklusion W2P(Q) c C*(Q) zur Verfiigung stand. Die TW?P-Regularitit der beteiligten Funktio-
nen spielte an sich kaum eine Rolle. Damit ist klar, dass es keinen Sinn macht, mit Sobolev-Rdumen zu
arbeiten, wenn wir eine dhnliche Argumentation in hoheren Dimensionen benutzen wollen. Schlielich
gilt schon im Zweidimensionalen H%(Q) ¢ C*(Q).
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4.2 C'7-Funktionen auf abgeschlossenen Mengen

Als Ersatz fiir die W?P-Riume werden wir in den néichsten Kapiteln oft den Raum C17(2) der auf dem
Abschluss des Gebietes () Holder-stetig differenzierbaren Funktionen verwenden. Um diesen Funktionen-
raum konstruieren zu konnen, miissen wir kldren, welcher Ableitungsbegriff auf dem Rand 92 zugrunde
gelegt wird. Analog zu [Ad] definieren wir:

Definition 4.2.1 (Differenzierbarkeit auf abgeschlossenen MengEn). Es seim € Ny und Q C R? ein

beschrinktes Gebiet mit Lipschitz-Rand. Dann ist der Raum C™ (Q)) der auf dem Abschluss von Q2 m-mal
stetig differenzierbaren Funktionen gegeben durch

C™(Q) := {v € C™(Q) : 0%v ist beschrinkt und gleichmdifiig stetig fiir alle || < m}.
Dies ist ein Banachraum mit der Norm

|v|lem = max sup |0%v ().
Q

la|<m ze

Man beachte, dass jede Ableitung 0%u € C(f2) einer Funktion u € C™(2) auf Grund der Be-
schriinktheit und gleichmiiBigen Stetigkeit eindeutig zu einer stetigen Funktion auf Q fortgesetzt werden
kann. In der obigen Situation macht es also Sinn, von einer Ableitung auf dem Abschluss  zu sprechen.
Im Folgenden werden wir die Funktionen 0%« immer mit den zugehorigen Fortsetzungen identifizieren.

Die Rdume C"7(€2) konstruieren wir nun wie iiblich:

Definition 4.2.2. Es sei () ein beschrinktes Gebiet mit Lipschitz-Rand. Es sei m € No und 0 <y < 1.
Dann besteht der Raum C™7(Q)) aus den Funktionen in C™(S2), fiir die es eine Konstante C' > 0 gibt
mit

|0%(z) — 0% (y)| < Oz —y||” Ve,ye Q V0 < |al <m.

Mit ||..|| bezeichnen wir hier wieder die euklidische N or auf dem R?. Auch bei dem Funktionen-

raum C"™7(€2) handelt es sich um einen Banachraum. Die Norm ist gegeben durch
lollomo = Ivllem + max vlows

mit

|v|cky = max sup [0%v(z) — 0%v(y)|
Y T
loel=k z£yeq ”x - nyy

Man beachte, dass es hier vollkommen unerheblich ist, ob das Supremum tiber der Menge €2 oder dem
Abschluss © genommen wird.

Die Ableitungswerte, die von Funktionen v € C™()) auf dem Rand 92 angenommen werden,
verhalten sich so, wie man es vom klassischen Setting gewohnt ist. Insbesondere gilt der Hauptsatz der
Differential- und Integralrechnung und damit auch:

Lemma 4.2.3 (Mittelwertsatz auf ). Es sei Q) C RY ein beschriinktes, konvexes Gebiet mit Lipschitz-
Rand. Dann gilt fiir alle x,y € Q und alle v € C*(Q) die Gleichung

1
o(@) = o) = [ Voly+to =) - @0 = ).

Im Falle einer C'*(92)-Funktion kann der Mittelwertsatz also auch dann verwendet werden, wenn die
Verbindungsstrecke der betrachteten Punkte im Rand OS2 enthalten ist. Der Beweis des obigen Lemmas
beruht auf einem simplen Approximationsargument:

2 Die Wahl der Norm ist an dieser Stelle eigentlich unerheblich, beeinflusst aber einige Fehlerkonstanten in Abschnitt
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Beweis. Sind x,y € (, dann existieren Folgen (z¢)e>0, (Ye)eso C €, die fiir e — 0 gegen z und y
konvergieren. Fiir die Punkte x. und y. gilt nach dem Hauptsatz

1
w0 = o) = [ Tolye+ tae — y) - (e — gt

denn die Funktion v ist in {2 differenzierbar. Die Behauptung folgt nun aus dem Satz von Lebesgue, wenn
wir zum Grenzwert iibergehen und ausnutzen, wie wir den Raum C(Q) definiert haben. O

Interessant an den Funktionenrdumen C™7({2) ist, dass sie iiber Einbettungssitze mit den Sobolev-
Réiumen in Verbindung stehen. So gilt zum Beispiel:

Theorem 4.2.4 (Morrey-Einbettungen). Es sei §) ein beschrinktes Gebiet mit Lipschitz-Rand und es
gelte m, k € Ngund 1 < p < co. Dann existieren die folgenden stetigen Einbettungen:

I Fiirkp>d> (k—1)p:

— d
WmHEP(Q) s O™ (), 0<~y <k— o

1. Fiird = (k — 1)p:
WmHkP(Q) s ™7 (Q), 0<y < L

Beweis. Das obige Resultat findet sich samt Beweis in [Ad], Theorem 5.4 IIC’/C”. ]

Fiir unsere Analysis wird insbesondere die erste Einbettung mit K = m = 1 und p > d von Bedeu-
tung sein, also

W2P(Q) < CY(Q), 0<y<1- Z. (4.9)

4.3 Restringierte Finite-Elemente-Approximation in C*'7(Q2)

Wir sind nun dazu bereit, uns dem Hauptthema dieses Kapitels zuzuwenden — der einseitigen Finite-
Elemente-Approximation von Holder-stetig differenzierbaren Funktionen im Mehrdimensionalen. Die
Strategie, die wir im Folgenden verwenden, ist genau dieselbe wie in Abschnitt[d.T} Wir charakterisieren
die gesuchte Approximation durch ein passend konstruiertes Optimierungsproblem und nutzen dann die
notwendigen Optimalitdtsbedingungen, um eine Fehlerabschitzung zu erhalten. Unser Vorgehen wird
allerdings kleinschrittiger sein als im eindimensionalen Fall. So werden wir zum Beispiel zunéchst nur
eine einzige Zelle T' der Triangulierung betrachten und die globale Approximation erst am Ende aus
Einzelteilen zusammensetzen. Der Ausgangspunkt unserer Analysis ist das folgende Problem:

Es sei T C R ein abgeschlossenes Simplex und es sei 0 < u € CY7(T). Finde eine affin-lineare
Funktion ur, so dass inT gilt 0 < up < u und so dass ur die Funktion u bestmoglich approximiert.

Betrachtet wurde die obige Aufgabe fiir zweidimensionale H2-Funktionen u zum Beispiel in [Str].
Die Resultate, die wir im Folgenden zur restringierten Approximation von C'*Y-Funktionen beweisen
werden, scheinen in der gidngigen Literatur noch nicht zu finden zu sein. Wir definieren als erstes:

Definition 4.3.1. Es sei T C R ein abgeschlossenes Simplex, es sei 0 < u € CYV(T) fiir ein v € (0,1]
und es sei

Vi={v:T — R : vaffin-linear mit 0 < v < u}.

Dann heifit eine Funktion v € V maximales Element von V', wenn fiir alle affin-linearen Funktionen w
mitw Z 0und w > 0 auf T giltv+w ¢ V.
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Analog zu dem Beweis von Lemma [4.1.1|l4sst sich zeigen:

Lemma 4.3.2. Es sei T C RY ein abgeschlossenes Simplex mit Ecken p1, ..., pg11 und 0 < u € C (1)
fiir ein vy € (0, 1]. Dann besitzt die Menge V' mindestens ein maximales Element.

Beweis. Betrachten wir die Menge

d+1 d+1 d+1
U= {v eRM . o< Z)‘Wi <u (Z)\ipl) fiir alle \; > 0 mit Z)‘i = 1},
i=1 i=1 i=1

dann ist U abgeschlossen, nicht leer und wegen U C [0,u(p1)] X ... X [0,u(pg+1)] beschrinkt. Die

stetige Funktion f(v) := Zf_ﬂl v; nimmt also ihr Supremum auf U in einem v € U an. Dieses v muss

auf Grund seiner Maximalitit der Bedingung v + w ¢ U fiir alle w € R mit w # 0 und w > 0
geniigen. Damit hat aber die in den baryzentrischen Koordinaten \; definierte, affin-lineare Funktion

d+1 d+1
Tr = Z)\Z’pi eT — Z)\ﬂji
=1 =1

alle Eigenschaften eines maximalen Elementes von V. Dies beweist die Behauptung. O

Die maximalen Elemente der Menge V' spielen im Folgenden genau die Rolle, die die Minimierer uy,
in Abschnitt hatten. Um jetzt genauso vorgehen zu kdnnen, wie wir es im Eindimensionalen getan
haben, miissen wir Bedingungen finden, die notwendig fiir die Maximalitiit eines Elementes v sind und
das Ableiten einer Fehlerabschitzung ermdglichen.

Klar ist, dass ein v nur dann maximal sein kann, wenn ein Punkt { € T existiert mit u(¢) = v(().
Die Kontaktmenge

Ew):={¢eT : u(¢) =v(Q)}

ist im Falle eines maximalen Elementes also zwangslaufig nicht leer. Klar ist auch, dass die Funktionen u
und v in einem Kontaktpunkt ¢, der im Inneren von 7T liegt, denselben Gradienten haben miissen. Ein
solches ( ist schlieBlich ein globales Minimum von u — v > 0. Uniibersichtlich wird die Lage, wenn die
Kontaktmenge F(v) im Rand des Simplex 7 enthalten ist. Um der Vielzahl der Fille Herr werden zu
konnen, die in dieser Situation méglich sind, bendtigen wir:

Lemma 4.3.3. Es sei T C RY ein abgeschlossenes Simplex mit Ecken py, ..., pgy1 und 0 < u € C17(T)
fiirein~y € (0, 1]. Es sei v ein maximales Element der Menge V und die Kontaktmenge E(v) sei enthalten
in der Simplexseite conv(p1, ..., Pk—1, Pk+1, ---, Pd+1)- Dann existiert ein ¢ € E(v), so dass gilt

V(u—=0)(C) (pr — ) =0. (4.10)
Das heif3t, die Richtungsableitung im Punkt C in Richtung der Simplexecke py, ist identisch Null.
Mit conv(...) bezeichnen wir hierbei wieder die konvexe Hiille:
n n
conv(qi, ..., qn) = {Z Aigi N >0, Z/\i = 1}.
i=1 i=1
Fiir den Nachweis von (@.10), werden wir einen Widerspruchsbeweis verwenden.

Beweis. Ohne Einschriankung der Allgemeinheit (Rotation, Translation, Umbenennung der Eckpunkte)
konnen wir davon ausgehen, dass k = d + 1, conv(py, ..., pg) C R x {0} und pgy1 € R x (0, 00)
gilt. Da alle { € E(v) lokale Minima der Funktion v — v > 0 sind, muss gelten

D(¢) == V(u=2)() - (pat1 —¢) 20 V(€ E(v).
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Die Menge E(v) ist hierbei abgeschlossen und beschrinkt — also kompakt — und D ist stetig auf 7.
Damit existiert ein ( € E(v) mit

D(¢) = min D(¢) =:m > 0. (4.11)
Ist das Minimum m in @.11)) gleich Null, dann sind wir fertig. Gilt m > 0, so existiert fiir alle ¢ € E(v)

eine offene Kugel B(() mit Mittelpunkt ¢, so dass fiir alle z € T'N B(() die Ungleichung D(z) > %m
gilt. Definieren wir nun

B(Q) =TnBE)Nn{ e+ (1= Npap1 : =€ BN (R x {0}) und A € (0,1]},

dann ist B(¢) relativ offen in 7' und ¢ € B(¢). Man beachte hierbei, dass F(v) nach Voraussetzung in
der Hyperebene R?~! x {0} enthalten ist (siche Abbildung 4.2). Vereinigen wir die Mengen B(C )s s
erhalten wir ein relativ offenes E(v) C T mit E(v) C E(v) und

V(u—v)(x) - (pge1 — x) > %m Vo € E(v).

Betrachten wir nun ein beliebiges ¢ > O mitc < ¢ : wobei x4(pg+1) > 0 die d-te Koordinate

1 Id(PdH)
des Eckpunkts pg; bezeichne, dann ergibt sich fiir die affin-lineare Funktion v.(x) = v(x) + cx4 die

Abschitzung
V(u—we)(@) - (payr — ) = V(u—0)(2) - (pat1 — @) — cea- (pat1 — @)
> —m — cx4(Pa+1)

m Ve € E(v).

[V
.&\HMM—‘

Ausu —v. =u—v > 0auf TN (R4~ x {0}), dem Mittelwertsatz und der Tatsache, dass fiir alle
r € E(v) die Strecke zwischen x und dem eindeutig bestimmten Punkt 7 = z(z) € T'N (R x {0})
mit z € conv(Z, pg+1) in der Menge E/(v) enthalten ist, folgt nun

(u—ve)() = (u—wve)(z) — (u—v)(T)
1
- / V(u—v) @+t — 7)) - (x — F)dt

[l — ]
[Pars = (Z +t(z — T)]|

—/Vu—w@+m~m>mﬂ (7 +t(x — 7))

Sy —E
- [Pars — (7 +t(z —T)
>0  Vae EB®). 4.12)
Es gilt also B
(u—wve)(x) >0 Ve E(w) Y0<c<ec

Damit es jetzt nicht zu einem Widerspruch mit der Maximalitét von v kommt, muss fiir alle 0 < ¢ < ¢
mindestens ein z. € T\ E(v) existieren mit (u — v.)(z.) < 0. Die Menge 7"\ E(v) ist aber kompakt.
Das heif3t, wir konnen eine Teilfolge ¢,, — 0 finden, so dass z., fiir n — oo gegen ein zg € 7'\ E(v)
konvergiert. Fiir diesen Limes ergibt sich aus unserer Konstruktion:

0> lim(u —ve)(ze) = lim(u —v)(zc) = (u—v)(w0) 2 0.

Dies bedeutet aber 29 € E(v), was wegen E(v) C E(v) nicht mdglich ist. Das Minimum 7 in @11))
kann also nicht grofler Null gewesen sein. Dies beweist die Behauptung. O
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pd+1

(a) Die Menge E (v) (b) Der Integrationsweg in (#.12)

Abbildung 4.2: Die Konstruktion aus dem Beweis des Lemmas

Wir kdnnen nun zeigen:

Theorem 4.3.4. Es sei T ein abgeschlossenes Simplex mit Ecken p1, ...,pqy1 und 0 < u € CH7(T)
fiir ein v € (0, 1]. Dann existiert eine affin-lineare Funktion up auf T mit 0 < up < u, so dass gilt

d
u(pr) — ur(pr) < \ffy diam(T)HV\u\cm(T) Vk=1,.,d+ 1 (4.13)

Beweis. Wihlen wir als Kandidaten fiir w7 ein beliebiges maximales Element v der Menge V, dann
wissen wir, dass die Menge E(v) :={¢ € T' : (u—v)(¢) = 0} nicht leer sein kann. Wir unterscheiden
nun zwischen drei Fillen. Gilt fiir eine Ecke des Simplex py € E(v), dann ist #.13)) an diesem py, klar.
Hier ist nichts mehr zu zeigen. Ist py andererseits ein Eckpunkt mit

3¢ € E(v)und e > 0,sodass ( +e(pr — () € T, (4.14)
dann geniigt dieses (, da es ein lokales Minimum von w — v ist,
+eV(u—v)(¢) - (pr —¢) 20,
also V(u — v)(¢) - (px — ¢) = 0. Hieraus folgt mit dem Mittelwertsatz:

(=) (pr) = (=) (pr) = (u = 0)(C)
= [ [Pt =00+ tor ~ )~ P~ 0)(Q)] - ok~ O

_ / V(¢ + tpr = ) = Vu(Q)] - (pr — Ot

LIVl + Hpx — €)) — V()
</ IR I

1
< lulcrrVa [l = ¢l at

— CHW-i-ltW dt

d
< 1+ diam(T)1+7\u|C1,w(T).

Dies beweist die Behauptung fiir Ecken mit (4.14). Ist p;, nun ein Eckpunkt, an dem weder p;, € E(v)
noch (@.14) gilt, dann muss E(v) eine Teilmenge von conv(pi, ..., Pk—1, Pk+1---, Pd+1) sein. In diesem
Fall folgt aus Lemma4.3.3| dass ein { € F(v) existiert mit

V(u=2)()- (pr = ) = 0.
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Nun konnen wir aber dieselbe Rechnung wie oben durchfiihren, um zu erhalten
vd_
0< (u—v)(px) < Tt diam (7)™ |14 (-

Dies schliet den Beweis ab. O

Das Problem, das wir uns am Anfang dieses Abschnitts gestellt haben, ist damit in dem Sinne gelost,
dass wir eine Approximation ur mit 0 < ur < u gefunden haben, bei der wir den an den Eckpunkten
auftretenden Fehler kontrollieren kénnen. Betrachten wir Funktionen auf d-dimensionalen Polyedern,
dann ldsst sich aus der elementweisen Abschitzung (4.13)) ableiten:

Korollar 4.3.5. Es sei Q C R? ein beschrinktes Polyeder mit einer quasi-uniformen Familie F = {T;}
von Triangulierungen. Es sei p1 wie in Deﬁnitionlmd es sei u € C(Q) derart, dass ein 0 < v < 1
existiert mit

ulp € CY(T) VT €T, Vh>0.

Des Weiteren sei eine Familie {wy,} von Funktionen gegeben mit
u<w, inQ und wp € Vi(Q2) Vh>N0.
Dann existiert eine Familie {uy,}, so dass fiir alle h > 0 gilt
u<u, <wp inQ  und Uy € Vi5(Q)

und so dass der Fehler zwischen u und uy, in den Gitterknoten abgeschditzt werden kann durch

N Vd
uh(ml) — u(ml) < mp%Jr’YhH"‘f jrpe% |u|Cl,'y(T) V$l c Ch.

Beweis. Fixieren wir ein h > 0, dann folgt aus Satz dass wir auf jedem Simplex 7" € Ty, eine
affin-lineare Funktion vy finden konnen mit 0 < vy < wy, — v und

d . d ..
(wp, — u)(x;) —vp(x;) < m dlam(T)1+“f‘wh — U|Clﬂ(T) = m d1am(T)1+’Y|u|Cl,w(T)
fiir alle z; € Cp, mit z;; € T Betrachten wir nun die eindeutig bestimmte Funktion v;, € V3,(£2) mit
vp(x;) = T?%-%TUT(%) Vrx; € Cp,
dann gilt auf jeder Gitterzelle die Ungleichung 0 < v, < vr < wjp, — w und an jedem Gitterpunkt die
Abschitzung

(wp, — u)(x;) — vp(x;) < m Tr:nai)éT diam(T)1+7]u|clw(T)

Vd

Lty g 14y
< — h max |ulm, .
ST 0 Te7.h||CW(T)
Damit hat uy, := wy, — vy, die gewiinschten Eigenschaften. L]

Auch in der Situation von Korollar gilt, dass immer Funktionen {wy, } existieren, die als obere
Schranken verwendet werden konnen. Betrachten wir Funktionen mit Nullrandwerten, dann lisst sich
zum Beispiel zeigen:

Lemma 4.3.6. Es sei Q C R ein beschrinktes Polyeder mit einer quasi-uniformen Familie F = {T;}

von Triangulierungen. Es sei u € C'(Q) derart, dass ein 0 < v < 1 existiert mit
ulp € CYN(T) VT €T, Vh>0,

und es gelte u = 0 auf O). Dann existiert fiir alle h > 0 ein wy, € V() mit u < wy,
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Beweis. Fixieren wir ein h > 0 und wihlen wir als wy, das eindeutig bestimmte Element in V,? () mit
wp(x;) = ||ul|p~ + max (diamT max HVu(a:)H) =:c(u,h) Vz; € Cp mit z; & 09,
TeTh zeT

dann kann die Bedingung u < wy, hochstens in einer Gitterzelle verletzt werden, die an den Rand 02
angrenzt. Ist nun 7" eine solche Randzelle, dann ldsst sich jedes x € T als Konvexkombination der
Eckpunkte x; von T" schreiben:

d+1 d+1

xr = Z)\zl’z mit ZAl =1, \NE€ [O, 1].
i=1 i=1
Sortieren wir danach, ob die Eckpunkte in 02 liegen oder nicht, dann erhalten wir

x—ZAﬂchZ)\;rl px' + (1 — p)a”
;€00 ;00

mit einem p € [0, 1], einem 2’ € 9Q N'T mit wp,(2') = u(2’) = 0 und einem x” mit wy (z”) = ¢(u, h).
Man beachte hierbei, dass jede Randzelle nach Definition[2.1.T]an einen Knoten grenzen muss, der nicht
in 0f) enthalten ist. Nun folgt aber

(= wn) (@) = (u— wy) (@) — u(a')
_ /01 V(e +t(z — ') - (& — 2')dt — w(x)
< (max V()] ) s’ + (1= o = o] = wn(us’ + (1 = 9a”)
= (=) | (max | Vu@)]) o = o) = wn(a")]

< (1 p) | (mage | Vuo)] ) diom T = c(u, )
0.

IN

Dies beweist die Behauptung. O
Mit Hilfe der Einbettung

W2P(Q) — CH(Q), 0<y<1- ;l
erhalten wir aus Korollar [4.3.3fiir die Sobolev-Riume:

Korollar 4.3.7. Es sei Q C R? ein beschrinktes Polyeder mit einer quasi-uniformen Familie F = {T;,}
von Triangulierungen. Es seien p1 und p wie in Definition und es sei u € HE(Q) N W?2P(Q) fiir
ein p > d. Des Weiteren sei eine Familie {wy,} von Funktionen gegeben, so dass fiir alle h > 0 gilt

w<wy, fi.inQ  und  wy, € V2(Q).

Dann existieren Konstanten C und Cs, die nur von d, p1, p2, p und S abhéingen, und eine Familie {uy,},
so dass fiir alle h > 0 gilt

w<Up, <wp fii.inQ  und U, € VP(Q)
und so dass der Fehler zwischen u und uy, abgeschdtzt werden kann durch
lu = @nll o < CLR* P Jully2s

und
lu — Tnllwre < Coh* 7| Juyy2s.
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Beweis. Aus dem Einbettungssatz von Morrey folgt, dass wir die Funktion u € Hg () N W?2P(Q) ein-
eindeutig mit einem Element des Raums C''~%/?(Q) identifizieren kénnen und dass ein C’ = C’(2, p)
existiert mit

!/
|U’cl,1—d/p(§) <C HUHWZP(Q)-
Damit ist Korollar #.3.5|anwendbar und wir erhalten, dass es zu jedem h > 0 ein @, gibt mit

u < up < wyp, f.i.in €, up € Vi(Q)
und
_ Vd o afpa-
uh(xz) _ ’U,(LL'Z) < 5 d/p I /Ph2 d/p jrpea%(b ‘U‘CLl_d/p(T) Vi; € Cy,. 4.15)

Man beachte, dass dieses i, wegen der Nullrandwerte von « und wy, ein Element von V,?(2) sein muss.
Nutzen wir in (4.15) wieder aus, dass die Funktionswerte von V},-Funktionen als Konvexkombinationen
der Funktionswerte an den Gitterpunkten dargestellt werden konnen, dann erhalten wir

\/;i 2—d —d
mpl /ph2 /pITn€a7)’Z|u’CL1_d/p(T)

\/E 2—d/p
2 —d/p P1

Vd 2-d/
<! p

[in — Thul[ L <

< hQ_d/p\u!Cm_d/p@

W22 |20 - (4.16)

Aus dieser Ungleichung ergibt sich mit der inversen Abschitzung
[onllwe < C"(d,p, p2, DA™ vnllLe  Yon € V3(Q)

aus Lemma unmittelbar

_ Vd o ap, -
ln = Inullws < C'C"5 pr PR |y . (4.17)

—d/p
Mit (4.16) und haben wir den L>°- und den W !P-Fehler zwischen der Approximation @y, und der

Lagrange-Interpolierenden I u unter Kontrolle. Die Behauptung ergibt sich nun analog zum eindimen-
sionalen Fall aus Satz[2.1.5|und der Dreiecksungleichung. O

Wie wir sehen konnen, haben wir es im obigen Beweis nicht geschafft, nachzuweisen, dass sich der
Fehler zwischen der gegebenen Funktion u und der einseitigen Approximation u; genauso verhilt wie
der zwischen v und der Lagrange-Interpolierenden I u. Zwar haben wir die richtige L°°-Fehlerordnung
erreicht, nimlich O (h?~%/?), bei der W 'P-Fehlerordnung liegen wir aber um den Faktor h~%/? daneben.
Man beachte, dass dieser Defekt nicht dadurch verursacht worden ist, dass wir als erstes den L°°-Fehler
betrachtet haben und erst danach auf den W'P-Fehler eingegangen sind. Im Eindimensionalen haben
wir schlieBlich dasselbe Vorgehen benutzt (siehe (4.5) und (@.6)) und dort haben wir am Ende die volle
Konvergenzordnung O(h) erhalten. Der Grund dafiir, dass wir beim W P-Fehler nur ein suboptimales
Ergebnis erzielt haben, ist vielmehr in der elementweisen Fehlerabschidtzung aus Satz zu suchen.
Dort hatten wir gezeigt, dass zu jeder gegebenen Funktion 0 < u € C''7(T) auf einem Simplex 7' mit
Ecken py, ..., pg+1 eine affin-lineare Funktion w7 mit 0 < ur < u gefunden werden kann, so dass gilt

d
u(pr) — ur(pr) < H\Cdiam(T)H'yu\Cm(T) Vk=1,.,d+ 1. (4.18)
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Problematisch an Abschétzung (.18) ist, dass auf der rechten Seite die Halbnorm |...| o1+ (7 auftaucht,
denn diese verhilt sich grundlegend anders als die Sobolev-Normen, mit denen wir im Eindimensionalen
arbeiten konnten. So ist es zum Beispiel nicht moglich, die globale C''7(Q)-Halbnorm zu berechnen, in-
dem man die C'*Y(7T')-Halbnormen auf den Zellen T' € T;, addiert. Genau diese Eigenschaft benétigt man
aber, wenn man in (4.18)) ohne Verlust von A-Potenzen iiber das Gitter summieren und aus der element-
weisen L°°-Fehlerabschitzung eine globale W !P-Fehlerabschitzung der Ordnung O(h) ableiten will.
Man vergleiche hierzu mit unserer Argumentation im Beweis von Satz[.1.2]

Um in Korollar[4.3.7] die Fehlerordnung der Lagrange-Interpolierenden erreichen zu kdnnen, miisste
man das Folgende beweisen:

Ist T ein abgeschlossenes Simplex mit Ecken py, ..., pg+1, dann existiert fiir alle 0 < u € W2’p(int T)
eine affin-lineare Funktion up mit 0 < up < u f.ii., so dass mit einer Konstanten C = C(p, T), die nur
von der Form des Simplex T, nicht aber von dessen Grifle abhdngt, gilt

u(pr) — ur(pr) < C diam(T)> P |lullyapiuery Vh=1,.,d+1. (4.19)

Ob — und wenn ja fiir welche p — eine solche Abschitzung hergeleitet werden kann, ist dem Autor nicht
bekannﬂ Man beachte, dass es im Fall p > d nicht reicht, in Ungleichung (4.18)) den Satz von Morrey an-
zuwenden, um (4.19) zu erhalten, denn die Einbettungskonstante, die in diesem auftritt, ist vom Gebiets-
durchmesser abhingig. Des Weiteren ist es auch nicht unmittelbar moglich, den von uns verwendeten
Ansatz so zu manipulieren, dass auf der rechten Seite von (@ I8)) die W?P-Norm entsteht, denn unser
Verfahren basierte darauf, Ableitungen entlang von Verbindungsstrecken zu integrieren, und die hierbei
entstehenden Kurvenintegrale lassen sich nicht ohne Probleme durch Sobolev-Normen kontrollieretﬂ
Bei der Konstruktion der einseitigen Approximation mit dem Raum C'17(€2) zu arbeiten erweist sich
also als zweischneidiges Schwert. Einerseits erlaubt dieser Funktionenraum, mit relativ wenig Aufwand
Fehlerabschitzungen fiir das einseitige Approximationsproblem herzuleiten, andererseits erhélt man aber
nur fiir den L°°-Fehler die gewiinschte Approximationsordnung. Im Kontext der L°°-Fehleranalyse, der
wir uns in Kapitel [f| widmen werden, wird es keine Rolle spielen, dass wir hier den W !-Fehler nicht
wie erwartet abschitzen konnten. Betrachten wir allerdings das Ausgangsproblem dieses Kapitels — die
Untersuchung des H'-Fehlers im Fall y = v — dann kommen die Defizite unseres Verfahrens voll zur
Geltung. So erhalten wir zum Beispiel aus dem Lemma von Céa mit Hilfe von Korollar [4.3.7 nur:

Korollar 4.3.8. Es sei Q C R? ein beschrinktes Polyeder mit einer Triangulierung T, die einer quasi-
uniformen Familie F angehort. Es seien Q, f € LP(Q) und ¢ € W?P(Q) derart, dass die
Minimalvoraussetzungen| erfiillt sind. Es gelte p > d und x = . Dann besitzen die Probleme (P)
und (Py) eindeutige Losungen u und uy, es gilt u € HE(2) N W?2P(Q) und es existiert eine positive
Konstante C = C(p, d, p1, p2,2), so dass gilt:

1
= unll < CR (| Au+ 7l b Pl + lulfyen)

Beweis. Der Beweis ist vollkommen analog zu dem von Korollar Die Losbarkeit von (P) und (Py,)
und die Regularitit der Losung u folgen aus Satz , Lemma und Satz Fiir den H'-Fehler
erhalten wir mit der einseitigen Approximation %y, aus Korollar #.3.7/und dem Lemma von Céa:

N

2 . 1 -
Ju = unlls < (2180t Flgallu = Talle + 5w = @l )

1
< C(p.d, pr. o, DRV (| 8w+ Fll2hP ullyyes + [ull)
Dies schlieBt den Beweis ab. O

Auch hier ist die Fehlerordnung also gegeniiber dem eindimensionalen Fall reduziert.

3 Dass wir hier mindestens 2p > d voraussetzen miissen, ist klar. Ansonsten sind die Werte u(py,) nicht sinnvoll definierbar.
4 An diesem Punkt konnten tiefliegendere Resultate iiber die Spuren von W ?2*P-Funktionen hilfreich sein.

38



5 Nitsche-Tricks

Nachdem wir uns nun ausgiebig mit dem H '-Fehler zwischen u und u;, beschiftigt haben, werden wir
im folgenden Kapitel auf a priori Fehlerabschiitzungen in der L?-Norm eingehen. Untersuchen werden
wir insbesondere, ob sich der klassische Nitsche-Trick so verallgemeinern lisst, dass er in der Situation
des Hindernisproblems verwendet werden kann. In Abschnitt [5.1] rekapitulieren wir zunéchst, wie der
Nitsche-Trick im Falle eines unrestringierten Problems funktioniert und worauf bei der Herleitung von
L?-Fehlerabschitzungen mit dualen Problemen zu achten ist. Hier werden wir auch kurz darauf eingehen,
welche Schwierigkeiten sich ergeben, wenn man bei der Untersuchung von Variationsungleichungen
mit Dualitdtsargumenten arbeiten will. In den anschliefenden Abschnitten [5.2] und [5.3] stellen wir zwei
mogliche Verallgemeinerungen des Nitsche-Tricks vor, mit denen die Fehlerkomponenten (u—wuy,) ™ und
(u — up) ™" abgeschitzt werden konnen. Schlussendlich ziehen wir noch ein kurzes Fazit.

5.1 Motivation: Der Nitsche-Trick flir das Poisson-Problem

Hat man fiir das Poisson-Problem
uwe Hy(Q):  a(u,v) = (f,v)2 Yo € HY () 5.1
und seine Approximation
up € VA(Q) 1 alup,vn) = (f,on)2 Yo € V2(Q)

eine H 1—Fehlerabsch'aitzung etabliert, dann ist der (Aubin-)Nitsche-Trick das Mittel der Wahl, wenn es
darum geht, Fehlerabschitzungen in der L?-Norm herzuleiten. Der Trick funktioniert wie folgt: Man
betrachtet das zu (5.1)) duale Problem

€ HY}(Q):  a(z,v) = (u—up,v)2 Yve HH Q) (5.2)
mit der Approximation
2 €VQ) 1 alzn,vp) = (w—up,vp) 2 Yo € V2(Q)

und testet in diesem mit der Funktion v = u — uj, € H}(£2). Hieraus ergibt sich unter Benutzung der
Galerkin-Orthogonalitit des Residuums uw — uy, die Ungleichung

|lu — Uh”%Q =a(z,u—up) = a(z — zp,u —up) < ||lu—upllg1llz — 2nl|g1- (5.3)

Ist £2 nun zum Beispiel ein konvexes Polygon, dann ist Satz mit p = 2 anwendbar und es folgt aus
Korollar|3.2.2| dass Konstanten C = C(d, p2) und Cy = Ca(d, p2, 2) existieren mit

lw = upl[g < Crhlulpg2 < Cahl|f| 2 (5.4)
und
|2 = 2nllgr < Cihlz|g2 < Cohllu — up||L2. (5.5)
Kombinieren wir (5.3), (5.4) und (5.3), dann erhalten wir

lu = unlZe < lu—unllgnllz = znll g < C3R2|| fll 2 llw — unll 2
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Dies liefert schon die gesuchte L?-Fehlerabschitzung:
lu = unllz2 < C3H2||f]|2-

Man beachte, dass in der obigen Argumentation auch [,z anstelle von z; verwendet werden kann.

Wie wir sehen konnen, ist es mit Hilfe des dualen Problems (5.2) gelungen, aus der urspriinglichen
H!-Fehlerabschitzung der Ordnung O(h) eine L?-Fehlerabschitzung der Ordnung O(h?) abzuleiten.
Eine solche Verdopplung der Konvergenzgeschwindigkeit beim Ubergang von der H'- zur L2-Norm
hitte man natiirlich auch gerne beim Hindernisproblem, fiir das ja ebenfalls eine H '-Fehlerabschiitzung
der Ordnung O(h) zur Verfiigung steht (siehe Korollar . Leider ist es nicht ohne Weiteres moglich,
den Nitsche-Trick so zu manipulieren, dass er zur Untersuchung von Variationsungleichungen verwendet
werden kann. Als problematisch erweist sich insbesondere, ein duales Problem zu finden, das erlaubt,
den obigen Rechenweg zu imitieren. So hat man zum Beispiel mit den folgenden Punkten zu kidmpfen:

- Die duale Losung muss so regulir sein, dass der Fehler ||z — zp|| ;1 abgeschitzt werden kann.
- Im dualen Problem muss beim Testen der L2-Fehler ||u — uy|| 2 erzeugt werden konnen.

- Im Falle einer Variationsungleichung steht keine Galerkin-Orthogonalitdt zur Verfiigung. Man
muss also anders argumentieren um in (5.3) die Funktion zj, einschieben zu kdnnen.

Einzeln sind diese Forderungen kaum der Rede wert. Sie alle simultan zu beriicksichtigen, erweist sich
jedoch als auBerordentlich schwierig — wenn nicht gar unmoglich. Dementsprechend gibt es auch nicht
»den* Nitsche-Trick fiir das Hindernisproblem. Es existieren in der Literatur lediglich zahlreiche An-
sédtze zur Verallgemeinerung des oben benutzten Dualitdtsarguments, die allesamt den ein oder anderen
Nachteil haben. Erwédhnenswert sind hier zum Beispiel [Na], [Sul] und [Mo2]. Im Folgenden werden wir
zwei Nitsche-Tricks vorstellen, mit denen zumindest die L2-Norm der Fehlerkomponenten (u — uy)~
und (u — up)* abgeschiitzt werden kann.

5.2 Ein Nitsche-Trick fur die Fehlerkomponente (u — uy)~

Die Variante des Nitsche-Tricks, mit der wir uns in diesem Abschnitt befassen werden, geht auf Mosco
zuriick (siehe [Mo2]) und erlaubt, im Eindimensionalen eine L2—Absch’citzung fiir den negativen Anteil

e = (u—up)” =min(0,u — up)

des Approximationsfehlers zu erhalten. Betrachten werden wir die folgende Situation:

() ist ein beschrinktes, offenes Intervall (a, b).

Ty, ist eine Triangulierung von 2, die einer quasi-uniformen Familie F angehort.

Es gilt f € L?(Q).

Das Hindernis 1 in (P) ist derart, dass die Menge {v € H}(Q) : v > 1 f.ii.} nicht leer ist.

Das Hindernis  in (P,) ist derart, dass die Menge {v;, € V;%(Q) : vy, > x f.ii.} nicht leer ist.

Es gilt x € V3,(Q) und x < ¢ (fast iiberall) in 2.

Man beachte, dass sowohl die [H '-Minimalvoraussetzungen| als auch die |V},-Minimalvoraussetzungen|
unter den obigen Annahmen erfiillt sind. Hieraus folgt mit Korollar [I.2.4 und Theorem [2.2.2] dass die
Probleme (P) und (Py) eindeutige Losungen u und uy, besitzen. Die grundlegende Beobachtung ist nun
die folgende:
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Proposition 5.2.1. Sind die oben genannten Voraussetzungen erfiillt und ist uy, die Losung des diskreten
Hindernisproblems

(Ph) up € Kh : a(uh,uh — vh) < (f, up — ’Uh)L2 V’Uh S Kh,
dann gilt:

- Es existieren (moglicherweise leere) Teilmengen Iy, C Ty, und [J;, C Cp, so dass sich die Kontakt-
menge Ej 1= {:1: € up(z) = X(ac)} darstellen liisst als:

E, = U TU U {a:k}
TeIy TRETn

Die Menge E}, setzt sich also aus Gitterzellen und Gitterknoten zusammen.
- Fiir alle vy, € V}2(Q2) mit v, = 0 auf Ey, gilt die Gleichung
aup, vp) = (f;vn) 2.

Beweis. Betrachten wir eine beliebige, aber feste Gitterzelle [x;, ;] = T € Ty, dann gilt auf Grund der
stiickweisen Linearitit der Funktionen x und uy, fiir alle z = Az; + (1 — X\)x; € T' die Gleichung

(un = X)(x) = Aup — x) (@) + (1 = A)(un, = x)(2;),
wobei wir wegen up, — x > 0 wissen
(un —X)(xi) 20 und  (up —x)(z;) > 0.

Fiir 7' sind damit nur die Fille E, NT =0, B, NT =T, E,NT = {z;} und E,, N T = {z;} moglich.
Dies beweist die erste Behauptung. Ist nun vy, ein Element von V,? (©) mit vy, = 0 auf Ej,, dann kénnen
wir vy, und die Differenz u;, — x > 0 darstellen als

vp = Z vp(z))gh,  und  (up —x) = Z (un = X) (@)},
z,¢Ep, ¢y

Mit golh bezeichnen wir hierbei die zu 7y, beziehungsweise C;, = {xj} gehorige, nodale Basis. Nach
Definition muss nun aber gelten (uy, — x)(x;) > 0 fiir alle z; ¢ E},. Das heifit insbesondere, es existiert
ein € > 0, so dass gilt

(up, — x) £evy, = Z (up, — x £ svh)(xl)goﬁl >0 auf (),
¢y

und dies bedeutet nichts anderes als uj, + cvp, > X, beziehungsweise uy, + vy, € Kp,. Aus (Py,) erhalten
Wwir nun

Fa(up, vn) < £(f,vn) 2.
Dies beweist die zweite Aussage und komplettiert den Beweis. O

Die Variationsungleichung (P},) geht also in eine Gleichung iiber, wenn wir mit Funktionen aus dem
Unterraum {v;, € V;2(Q) : v, = 0 auf E},} arbeiten. Dies erweist sich als auBerordentlich praktisch,
denn betrachten wir nun ein vy, € VhO(Q) mit vy, = 0 auf Ej und vy, < 0 auf §2, dann folgt aus

a(u, vp) = au,u — (u—wn)) < (f,u—(u—wvn))r2 = (f,vn)r2
und
a(un, vn) = (f;0n) 2 (5.6)
die Abschitzung
a(vp,u —up) < 0. 5.7

Dies ist genau der Ungleichungstyp, den man im Nitsche-Trick benétigt, um die Approximation zj;, der
dualen Losung verlustfrei einschieben zu konnen (siehe (5.3)).
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Man beachte, dass die Gleichheit in (5.6) zwingend benétigt wird, um (5.7) herzuleiten. Setzt man
zum Beispiel nur vy, < 0 voraus, dann gilt lediglich a(u,vy) < (f,vp)r2 und a(up,vp) < (f,vp)r2
und man hat auf Grund der gleichartigen Ungleichungszeichen keine Chance, durch Subtraktion eine
Abschitzung der Form zu erhalten.

Die Quintessenz der obigen Uberlegung ist, dass das Problem der fehlenden Galerkin-Orthogonalitiit
beseitigt werden kann, wenn es moglich ist, sicherzustellen, dass die Approximation der dualen Losung
nirgendwo positiv ist und auf der Kontaktmenge E} verschwindet. Dies motiviert, das duale Problem
wie folgt zu definieren:

(D1) zeK : alz,z—y)<(e,z—y)r2 Yye K~

mit
K~ :={yc H}Q): y> VU~ punktweise auf Q}

und

¥ (2) 0 falls x € Ep,
x) = .
—oo fallsz € Q\ E

Zu beachten ist hierbei, dass wir in K~ nicht nur y > W™ fast iiberall, sondern punktweise Ungleichheit
fordern. Dies diirfen wir, da im Eindimensionalen die Einbettung H'(Q) < C%/2(Q) zur Verfiigung
steht (siehe Satz[4.2.4)). Wir halten fest:

Proposition 5.2.2. In der obigen Situation gilt:
- Das Problem (D1) hat eine eindeutige Losung z € Hi ().
- Die Losung z geniigt z < 0 auf Q und z = 0 auf Ey,.
- Es existiert ein C' = C(R2), so dass gilt || || g2\ g,) < Clle” || 2(q)-

Beweis. Die zuldssige Menge K~ des Problems (D1) ist konvex und wegen 0 € K~ nicht leer. Des
Weiteren ist K~ auch abgeschlossen, denn konvergiert eine Folge (y,) C K~ beziiglich der H'-Norm
gegen ein y € H}(£2), dann konvergieren die stetigen Reprisentanten der Funktionen y,, auf Grund der
Einbettung H'(Q) — C%'/2(Q) gleichmiiBig gegen den stetigen Reprisentanten von  und die punkt-
weise Ungleichung y,, > W™ bleibt im Limes erhalten. Die Existenz und die Eindeutigkeit der Losung z
ergeben sich nun analog zum ersten Kapitel aus dem Satz von Lions-Stampacchia. Da die Analysis aus
Abschnitt vollkommen unabhingig davon ist, ob in der zulidssigen Menge punktweise Ungleichheit
oder Ungleichheit fast iiberall gefordert wird, sind unsere Resultate iiber Superlosungen auch im Falle
des Problems (D1) anwendbar. Damit geniigt es, zu zeigen, dass die Nullfunktion eine Superldsung ist,
um die Ungleichung z < 0 (im Sinne fast iiberall oder punktweise iiberall — je nach Sichtweise) zu
erhalten. Dies ist aber klar, denn fiir g = 0 gilt trivialerweise g > W~ und tr g > 0 und die Bedingung

0=ua(g,v) < (e ,v)2 firallev e HY(Q) mitv <0 fii
ergibt sich direkt aus e~ < 0. Dass z auf Ej, verschwinden muss, folgt nun natiirlich aus ¥~ < 2 < 0
und ¥~ = 0 auf E},. Zu zeigen bleibt die Abschitzung ||z || g2\ g,) < C()]le™[|12(q)- Dass diese gilt,

lasst sich wie folgt einsehen: Betrachten wir eine Komponente I der Menge 2 \ E},, dann ist I offen und
wir erhalten aus der Variationsungleichung (D1) die Identitit

/Vz-Vydx:/e_ydx Yy € Hi(I).
I I

Des Weiteren wissen wir wegen z = 0 auf Ej, dass z|; eine H}(I)-Funktion sein muss.
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Damit ist z|; aber die eindeutig bestimmte Losung des Poisson-Problems mit rechter Seite e~ |7 auf dem
Intervall I und es folgt aus Satz|1 - 1{ dass eine von I unabhéngige Konstante C existiert mit

2032y < © (1 + (diam I)* + (diam 1)4) le™ 122z (5.8)

Summieren wir in (5.8) iiber alle Komponenten von 2 \ Ej, dann erhalten wir

Ielipoe < 3 C (1 + (diam 1)? + (diam 1)*) [|e™ |72y
1 Komponegte von Q\E},
< C (1+ (diam Q)2 + (diam 2)*) [le™ (132, (5.9)
Dies beweist die letzte Behauptung und schlief3t den Beweis ab. 0

Ist nun [,z die Lagrange-Interpolierende von z, dann gilt — da die Menge FEj, durch das Gitter 7Tj,
exakt aufgelost wird, da z auf Fj, verschwindet und da z nirgendwo positiv ist — sowohl I,z = 0 auf E},
als auch I,z < 0 in (2 (siehe Abbildung[5.1)). Die Approximation I}z hat also genau die Eigenschaften,
die zur Herleitung der Ungleichung benétigt wurden, und wir erhalten

a(Ipz,u —up) <0. (5.10)
Des Weiteren ergibt sich aus den Eigenschaften von z, I,z und E} mit Satz die Abschitzung

Iz = Inzll3 0y = > 211 = In(z[0) 13 1y
1C:
I Komponente von Q\ E,

< > Cp2)l? |22y
Ic:
I Komponente von Q\ E},

= C(p2)h2HZH%IQ(Q\Eh)' (5.11)

Man beachte, dass diese Rechnung nur funktioniert, weil der Rand dF}, aus Gitterknoten besteht.
Mit (5.9), (5.10) und (5.11) haben wir zwei der drei in Abschnitt[5.1] genannten Probleme beseitigt.
Zu zeigen bleibt, dass in (D1) durch geschicktes Testen die L?-Norm der Fehlerkomponente e~ erzeugt
werden kann. Hierzu lédsst sich zum Beispiel die Funktion y := 2 + uv — up € K~ verwenden. Dass
diese tatsdchlich in der zuldssigen Menge K~ liegt, folgt aus unserer Voraussetzung x < %, denn diese
impliziert
y(2) = (= +u—up)(@) = (u—x)(2) > (b~ (@) >0 VzeE,

und damit y > ¥~. Die L?-Fehlerabschitzung kénnen wir nun vollkommen analog zum unrestringierten
Fall herleiten: Testen wir in

a(z,z - y) < (6_,2 - y)L2

mit dem obigen y, dann folgt
—a(z,u—up) < (7, —(u—up))p2 = —[le7|[72.
Hieraus ergibt sich mit (5.10) die Ungleichung
le™lIZ2 < alzu—un) < a(z = Inz,u = un) < |z = Inzlm llu = unll .
Nutzen wir schlussendlich (5.9) und (5.11)), dann erhalten wir mit passenden Konstanten
le™ 1122 < Ci(p2)h llu — unll g 2l 20 my) < C2(p2, D llu = up [ lle” || 2 (5.12)

Dies ist genau die Abschitzung, die wir haben wollten.
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Wir kénnen nun zum Beispiel festhalten:

Theorem 5.2.3. Es sei ) ein beschriinktes, offenes Intervall mit einer Triangulierung Ty, die einer
quasi-uniformen Familie F angehort. Es seien f € LP(Q) und ¢ € WP (Q) derart, dass die [W?P-
Minimalvoraussetzungen| erfiillt sind. Fiir das Hindernis x in (P},) gelte x € V3(Q2) und x < 1 in Q.
Dann gilt:

- Die Probleme (P) und (Py) sind eindeutig losbar und die Losung u ist eine W2P-Funktion.

- Geniigt up, der Ungleichung up > Ipt), dann existiert eine Konstante C = C(p,(, p2), so dass
sich die L*>-Norm der Fehlerkomponente (u — uy,)~ abschditzen ldsst durch

1
l(u = un)~llz2 < CR2 (18w + £l ([lwes + [ulwes) + [ulfyz,)

Beweis. Dass (P) eindeutig 16sbar ist und dass u € H} (Q)NW2P(Q) gilt, ergibt sich aus Satz Des
Weiteren lésst sich zum Beispiel aus Korollar [4.1.3] folgern, dass die Menge K, in der obigen Situation
nicht leer sein kann. Die Existenz von wy, erhalten wir damit aus Satz [2.2.2] Nehmen wir nun an, dass
die diskrete Losung uy, der Bedingung uy, > I geniigt, dann lédsst sich vollkommen analog zu dem
Beweis von Satz zeigen, dass die Funktion v := max(up, ¢) ein Element von K ist und dass gilt:

lun —vllp2 < ||¢ — Ipabl| 2.

Dariiber hinaus ergibt sich aus x € V() und x < 1), dass die Lagrange-Interpolierende vy, := Ipu
der Losung » im obigen Setting in K}, enthalten sein muss. Setzen wir diese beiden Funktionen in das
erweiterte Lemma von Céa ein, dann folgt, dass eine Konstante C1 = C(p, (2, p2) existiert mit:

1

lu—wunllgn < Cah (18w + fllz ([elweo + lulws ) + [ulfpen )

Kombinieren wir diese Ungleichung mit (5.12)), dann erhalten wir mit passenden Konstanten
lle”llzz < Ca(p2, Q)R |lu — unl| g

< Cy(p, 2 p)® (1180 + Fllze (I lwe + lulwes ) + [uffya, )

Dies beweist die Behauptung. O

1
2

Anwendbar ist das obige Resultat zum Beispiel, wenn 1) konkav ist und x = I in (P},) gewihlt
wird, denn in diesem Fall sind die Voraussetzungen x < v und uj, > I trivialerweise erfiillt.

i

Abbildung 5.1: Das duale Problem (D1)
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5.3 Ein Nitsche-Trick fiir die Fehlerkomponente (u — u)™

Die L2-Norm der Fehlerkomponente et = (u — uy,)* = max(0, u — uy,) ldsst sich vollkommen analog
zum letzten Abschnitt abschitzen, wenn man die Rollen von u und wy, vertauscht und einige Besonder-
heiten beriicksichtigt. Wir orientieren uns im Folgenden wieder an [Mo2] und fordern:

() ist ein beschrinktes, offenes Intervall (a, b).

Ty, ist eine Triangulierung von 2, die einer quasi-uniformen Familie F angehort.

Es gilt f € L?(9).

Das Hindernis 1) geniigt 1 € C'(Q) und die Menge {v € H}(Q) : v > 1 f.ii.} ist nicht leer.

Das Hindernis x in () ist derart, dass die Menge {v, € V2(Q2) : vj, > x f.ii.} nicht leer ist.

Es gilt 1) < x fast iiberall in Q (wir benétigen hier nicht, dass x aus V},(€2) stammt).

- Die betrachtete Triangulierung 7, ist derart, dass der Rand der Kontaktmenge
E = {x €Q : u(z) = w(x)}
aus Gitterpunkten bestehtﬂ Man vergleiche hierzu mit Abbildung

Man beachte, dass die Losung u in der obigen Situation wegen H'(Q) ¢ C%'/2(Q) einen auf dem
Abschluss von {2 stetigen Reprisentanten besitzt. Die Definition von FE ist also sinnvoll. Als duales
Problem wihlen wir nun

(D2) z2€eK": a(z,z—y)<(—eT,z2—9y) Vye K+
mit
KT :={yc H}Q): y> VT punktweise auf Q}

und
0 fallsz € FE

Ut(z) = { .
—oo fallsx € Q\ E
Wir halten fest:
Proposition 5.3.1. Unter den oben genannten Voraussetzungen gilt:
- Das Problem (D2) hat eine eindeutige Losung z € H}(Q).
- Die Losung z geniigt z < 0 auf Q und z = 0 auf F.
- Es existiert ein C = C(Q2), so dass gilt || 2| g2\ ) < Clle™ || 2.
Beweis. Der Beweis folgt Wort fiir Wort dem von Proposition[5.2.2] O

Dass es sinnvoll ist, (D2) als duales Problem zu verwenden, ergibt sich aus:

Proposition 5.3.2. In der oben betrachteten Situation gilt fiir alle vy, € V2(Q) mit v, = 0 auf E die
Gleichung:

a(u,vp) = (f,vn) g2 (5.13)

1 Diese Annahme wird in der Arbeit von Mosco nicht gemacht, lisst sich aber nicht vermeiden, wenn man die Ordnung O (h?)
erreichen will. Man betrachte hierzu unser Gegenbeispiel in Abschnitt[6.1.2]
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Beweis. Betrachten wir einen Gitterknoten x; € Cp, der nicht in E enthalten ist, dann folgt aus unseren
Annahmen, dass der Finite-Elemente-Patch

P, = int U T
TET :x €T

eine Teilmenge der Freifliche €2 \ E ist. Hieraus ergibt sich mit der Stetigkeit der Funktion u — ¢ > 0,
dass die GroBe ]
_ min {(u — ¢¥)(z) : = € supp o}
ol e

fiir alle Testfunktionen 0 # p € C° (P}ZL) echt positiv sein muss. Mit supp o bezeichnen wir hierbei den
kompakten Tréiger von p. Damit erhalten wir aber

utep > in P}ZL,

was wiederum impliziert

tea(u, 0) = alu,u — (u— Feg) < (fu — (u— Feo)) 2 = £(f, ) 2.

Fiir alle o € C2°(P}) gilt also die Gleichung a(u, 0) = (f, 0) 2. Ist nun ¢}, das zu 2; gehorige Element
der nodalen Basis {}}, dann gilt nach Definition ! € H{(P}). Damit liegt ¢! im ||..|| z1-Abschluss
von C2°(P}) und wir erhalten a(u, ) = (f, ¢} ) 2. Dies beweist die Behauptung fiir Basisfunktionen.
Der allgemeine Fall ergibt sich jetzt aus der Linearitéit der Gleichung (5.13). O

Aus dem kontinuierlichen Problem (P) lésst sich also ebenfalls eine Gleichung gewinnen, wenn
man mit Funktionen arbeitet, die auf der Kontaktmenge F verschwinden. Genau diese Eigenschaft hat
aber die Lagrange-Interpolierende der dualen Losung z, denn aus Proposition [5.3.1] folgt, dass auf Q2 die
Ungleichung I,z < 0 und auf F die Identitét Iz = 0 gilt. Damit erhalten wir vollkommen analog zum
letzten Abschnitt:

a(Ipz,up —u) = a(Ipz,up) —a(Ipz,u) < (f, In2)r2 — (f, Inz) 2 = 0. (5.14)
Aus der Definition von (D2) ergibt sich weiter, dass fiir alle x € F gilt
(2 +un — ) (@) = (un — P)(x) = (x = ¥)(2) = 0.
Die Funktion y := 2 + uj, — u ist also in K enthalten und wir konnen aus (D2) folgern
a(z,u —up) < (—e* u—up)pe = —[le*| 72
Hieraus ergibt sich mit die Abschitzung
le* 172 < alz,un —u) < a(e = Inz,un — ) < ||z = Inz| o llu — |

Beriicksichtigen wir nun wieder, dass das Gitter 7; die Kontaktmenge E nach Voraussetzung exakt
auflost, dass z und I,z auf E verschwinden und dass z auf 2 \ E eine H?-Funktion ist, dann erhalten
wir, dass eine Konstante C' = C(p2, 2) existiert mit

le¥llz2 < Clp2, Qhllu — unll a1 (5.15)
Damit ist es erneut gelungen, eine h-Potenz zu gewinnen. Wir konnen nun zum Beispiel festhalten:

Theorem 5.3.3. Es sei ) ein beschriinktes, offenes Intervall mit einer Triangulierung Ty, die einer
quasi-uniformen Familie F angehort. Es seien f € LP(Q2) und ¢ € WP (Q) derart, dass die [W?P-
[Minimalvoraussetzungen| erfiillt sind. Es gelte x = 1 und die Menge E werde durch das Gitter Ty, exakt
aufgelist. Dann besitzen (P) und (Py,) eindeutige Losungen u und up, es gilt u € HE(Q) N W2P(Q)
und es existiert eine Konstante C = C(p, p1, p2,2) > 0, so dass gilt:

NI

1w = un)*llz2 < CR2 ([|Au + fllzalulwes + [ulfya, )
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Beweis. Dass (P) und (P,) eindeutig 16sbar sind, dass v € H}(Q) N W?2P(Q) gilt und dass eine Kon-
stante C' = C(p, p1, p2, 2) > 0 existiert mit

1

lu —wnllrs < Ch 18w+ fllzzlulwes + s )? (5.16)

folgt direkt aus Korollar.1.4] Des Weiteren sind unter den obigen Annahmen alle Voraussetzungen, die
wir am Anfang dieses Abschnitts gemacht haben, erfiillt. Wir konnen also (5.16)) in (5.13)) einsetzen, um
die gewiinschte L?-Fehlerabschitzung zu erhalten. O

Abbildung 5.2: Die Menge F muss exakt durch 7 aufgelost werden.

5.4 Ein Zwischenfazit

Der Ansatz, den wir in den letzten beiden Abschnitten verwendet haben, hat einen wesentlichen Nach-
teil: Er funktioniert nur im Eindimensionalen. Die Griinde hierfiir sind vielféltig. Problematisch ist zum
Beispiel, dass es schon im Fall d = 2 wegen H*(Q) ¢ C(Q) nicht mehr méglich ist, in den dualen
Problemen (D1) und (D2) punktweise Ungleichheit zu fordern. Diese wird aber zwingend bendétigt,
um die Kontaktmengen E und Ej — die ja durchaus diskret sein konnen — voll zu erfassen. Dariiber
hinaus lidsst sich im Hoherdimensionalen nicht gewihrleisten, dass die Komponenten von 2 \ Ej und
2\ E Lipschitz-Rinder besitzen. Das heift, selbst wenn es gelinge, die Probleme (D1) und (D2) im
Fall d > 1 sinnvoll zu definieren, unsere Argumentation wiirde spitestens an der Regularitit der dualen
Losung oder an der Abschitzung (5.8) scheitern.

Unvorteilhaft ist des Weiteren, dass wir zur Herleitung der e~ -Fehlerabschitzungen ¢ > x € V;,(Q2)
und fiir die e™-Abschiitzung y > 1) voraussetzen mussten. Der einzige Fall, in dem diese Annahmen
miteinander vereinbar sind und zudem die WW?P-Regularitit von u garantiert werden kann, ist der eines
linearen Hindernisses. Eine Abschitzung fiir den vollen L2-Fehler erhalten wir damit so gut wie nie.
Dariiber hinaus hat unsere Argumentation fiir die Komponente et nur unter der Primisse funktioniert,
dass die Kontaktmenge F exakt durch die Triangulierung 7, aufgelost wird. Dies a priori sicherzustellen
erweist sich als schwierig — die Losung w ist schlieBlich unbekannt.

Die Ergebnisse, die wir in diesem Kapitel mit Dualititsargumenten hergeleitet haben, sind damit
eher unbefriedigend. Zwar haben wir einige Einblicke gewonnen — unsere Resultate verdeutlichen zum
Beispiel, dass sich die Fehlerkomponenten e~ und e™ grundlegend verschieden verhalten — eine in der
Praxis verwendbare a priori Fehlerabschitzung konnten wir jedoch nicht beweisen. Wie wir sehen wer-
den liegt dies daran, dass die L2-Norm nicht die richtige Wahl ist, wenn es darum geht, zu untersuchen,
wie gut ein Problem des Typs (FP}) das Hindernisproblem (P) approximiert. Das richtige Fehlermal ist
in dieser Situation die L°°-Norm. Dementsprechend ist unser nédchstes Thema die:
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6 L°°-Fehleranalyse

In diesem Kapitel beweisen wir einige grundlegende Aussagen iiber die Stabilitit diskreter Hindernis-
probleme, aus denen scharfe a priori Abschitzungen fiir den L°°-Fehler zwischen v und uy, abgeleitet
werden konnen. Abschnitt widmet sich zunéchst zwei (Gegen-)Beispielen, die demonstrieren, dass
die Fehlerordnung O(h?) im Allgemeinen nicht erreicht werden kann, wenn man W?2P-Hindernisse
betrachtet und den Fehler in einer der LP-Normen misst. Hier wird auch deutlich werden, warum der
L°°-Fehler die maBgebliche GroBe ist, wenn man bestimmen will, wie sich die Probleme (P) und (Py)
zueinander verhalten. In Abschnitt [6.2] verallgemeinern wir dann das Konzept der Superlsung auf das
diskrete Setting. Dies wird uns erlauben, die Eigenschaften des Losungsoperators (x, f) — up im De-
tail zu untersuchen und zum Beispiel zu analysieren, wie ein Problem der Form (P,) auf Stérungen des
Hindernisses y reagiert. In Abschnitt [6.3] kombinieren wir schlussendlich unsere Ergebnisse, um eine
Abschitzung fiir den Fehler ||u — up, ||z zu erhalten.

6.1 Zwei Gegenbeispiele

Wie wir in Kapitel 5] gesehen haben, hat man mit zahlreichen Schwierigkeiten zu kdmpfen, wenn man
beweisen will, dass sich die Fehlerordnung beim Ubergang von der H'-Norm zur L2-Norm verdoppelt.
Probleme bereitet insbesondere, dass die Kontaktmenge F a priori unbekannt ist und dass man wider-
spriichliche Annahmen treffen muss, um die Fehlerkomponenten (u—wuy )~ und (u—wuy,)™ wie gewlinscht
abschitzen zu konnen. Dies nihrt natiirlich Zweifel daran, dass der L2-Fehler unter normalen Umstinden
tatsiichlich mit der Ordnung O(h?) gegen Null geht. Dass diese Zweifel berechtigt sind und dass die oben
genannten Schwierigkeiten nicht nur mit unserer Beweistechnik zusammenhéngen, sondern auch in der
Realitiit von Bedeutung sind, werden wir im Folgenden anhand zweier Beispiele demonstrieren.

6.1.1 Die Fehlerkomponente (u — u;)™ im Fall x € V,(Q)

Zur Konstruktion des Hindernisses, das wir in unseren Beispielen verwenden werden, betrachten wir fiir
ein beliebiges, aber festes o € (0, 1) die Funktion
3

ha(x) = 5 |z|2~2.

Diese geniigt offensichtlich A (z) = —(2 — a)(1 — a)|z|~* und damit h, € W?P(—1,1) fiir alle p
mit 2 < p < 1. Wihlen wir nun eine Cut-Off-Funktion ¢ € C2°(—1,1) mit

0<¢(x)<1, ¢=1 auf(—0.3,0.3) und supp¢ C [—0.4,0.4],
zum Beispiel

0 falls |z| > 0.4
d(r) =41 falls [z| < 0.3, (6.1)
0.1 0.1
exp (—exp (m + m)) sonst

dann ist die Funktion g, () := ¢(z)ha(x) — % glatt auf (—1,0) U (0, 1), identisch —3 auBerhalb des
Intervalls (—0.4,0.4) und gleich 1 — |x|>~ auf (—0.3,0.3). Hieraus ergibt sich insbesondere

1
go EW?P(=1,1) V2<p< —.
o
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Das Hindernis, das wir betrachten werden, ist nun das folgende

ga(x +0.5) fallsz € (—1,0]

6.2)
go(x —0.5) fallsz € (0,1).

Yo (x) = {

Als Kraft f werden wir zunichst die Nullfunktion verwenden. Unser Modellproblem ist also
(Pn) weK: a(u,u—v)<0 YveK
mit
K:={ve H}-1,1): v >, fi}.
Grob gesprochen charakterisiert (P,) die Gleichgewichtslage einer Membran, die iiber ein Hindernis
mit zwei Maxima gespannt wird und ansonsten keiner Belastung ausgesetzt ist. Man vergleiche hierzu

mit Abbildung[6.1] Dass in der obigen Situation eine eindeutige Losung existiert, ergibt sich aus unseren
Ergebnissen in Kapitel [T} Eine detaillierte Untersuchung zeigt das Folgende:

Proposition 6.1.1. Das Hindernisproblem (Py) besitzt eine eindeutige Losung u und fiir diese gilt
1
u€ WP(—1,1) V2<p< — und u=1 fii auf[—0.5,0.5].
e

Beweis. Die Existenz und die Regularitit der Losung u ergeben sich direkt aus Satz [.4.5] denn die
|W277’—Minimalvoraussetzungenl sind in der obigen Situation fiir alle 2 < p < é erfiillt. Des Weiteren
folgt aus 1, < 1 mit Korollar dass u fast iiberall kleiner gleich eins sein muss. Dies impliziert
insbesondere, dass u(+0.5) = 1 gilt, wenn wir den stetigen Représentanten von u betrachten, und dass

die Funktion

N {1 in [—0.5,0.5]
u =

u  sonst
in der zuldssigen Menge K enthalten ist. Die Identitidt v = 1 auf [—0.5,0.5] ergibt sich nun aus der

Tatsache, dass die Losung des Problems (P,) genau die Funktion in K ist, die das Funktional a(v, v)
tiber K minimiert. Hieraus folgt ndmlich
0.5
0> a(u,u) —a(u,u) = Vu - Vudz
—0.5

und damit v = const f.ii. auf [—0.5, 0.5]. Dass die hier auftretende Konstante genau Eins sein muss, ist

wegen der Eigenschaften des stetigen Reprisentanten klar. Dies beweist die Behauptung. O
1r ( \
05t

I P S D O

-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Abbildung 6.1: Das Hindernis 1), und die Losung « im Fall o = 0.4 mit ¢ wie in
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Zur Approximation von (P,) werden wir diskrete Hindernisprobleme mit y = I, verwenden.
Das heif3t, wir betrachten Variationsungleichungen der Form

(Pa,h) up € Kh : a(uh,uh — Uh) <0 Vvh c Kh
mit
K= {vn € VX(=1,1): v > Inba}.

Die zugrunde liegenden Triangulierungen {75} = {7} }o<n<1 wihlen wir hierbei wie folgt:

T falls1/h ¢ N
Tn=14 " (6.3)
{[=141h, =1+ +1)h:1=0,.,2N =1} falls1/h =N eN.
Dies bedeutet nichts anderes, als dass wir dquidistante Zerlegungen des Intervalls Q = (—1,1) zur

Diskretisierung nutzen. Die Fallunterscheidung benétigen wir lediglich, um A kontinuierlich variieren zu
konnen und um in dem Setting zu bleiben, in dem wir uns in Kapitel 2 bewegt haben. Dass die obige
Familie quasi-uniform ist, ist klar. Wir halten fest:

Proposition 6.1.2. In der obigen Situation hat das Problem (P, },) fiir alle 0 < h < 1 eine eindeutige
Losung uyp, und es existiert eine von h unabhdngige Konstante C' > 0, so dass fiir den Fehler zwischen u
und uy, gilt

= unll i < R |2 + "] 12)-
Beweis. Die Behauptung erhilt man direkt aus Korollar[3.2.3] O

Der Fehler ||u — up|| 1 geht in unserem Beispiel also mit derselben Ordnung gegen Null wie bei der
Approximation des Poisson-Problems. Der wesentliche Punkt ist nun der folgende:

Proposition 6.1.3. Betrachten wir in der obigen Situation eine Schrittweite der Form hy, = Tl-s-l’ keN,
dann gilt fiir die Niherungslosung uy, des Problems (P, p, ) die Identitcit

Ry,

up, =1 — (2>2_a auf [—0.5,0.5].

Beweis. Da im Intervall (0, 1) bei einer dquidistanten Zerlegung mit der Schrittweite hy = ﬁ eine
ungerade Anzahl von Gitterzellen entsteht, muss der Punkt 0.5 mittig in einer der Zellen T € 7}, liegen.
Analoges gilt fiir den Punkt —0.5. Hieraus folgt, dass die Maxima des Hindernisses 1, bei der Lagrange-
Interpolation verloren gehen und dass auf (—1, 1) gilt:

h h 2—a
Ihkwa < Ja (;) =1- (k) =:C.

2

Abbildung 6.2: Die Lagrange-Interpolierende erfasst die Maxima nicht.
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Wir beweisen nun als erstes, dass uy, iiberall kleiner gleich C' sein muss: Betrachten wir das eindeutig
bestimmte Element v, in V}?k (—1,1) mit

vp, (x;) = min (up, (z;),C) Vz; € Cp,,

dann gilt in jedem Gitterpunkt vy, (z;) > (I, %) (x;). Hieraus ergibt sich mit der stiickweisen Linearitit
der V},, -Funktionen, dass vy, ein Element der zuldssigen Menge K, ist und dass gilt

1
0> /1(Vuhk)V(uhk ~opy)dt

:gf/* (wﬁaﬂw—mam»(@muwﬁ—vmuwn—umu»+%mm»dt
i—0 “[xiwita] hg by
1 4k+1
T & (i (@i1) = C = wn (@) + C) (un (wi31) = vny (@is1) = wng (25) + vn, (2:)). (6.4)

Um die Summe auf der rechten Seite der letzten Gleichung abzuschitzen, gehen wir die Fille, die auf
den einzelnen Gitterzellen [z;, ;1] moglich sind, der Reihe nach durch:

- Gilt vy, (xi41) = up, (zi41) und vy, (2;) = up, (z;), dann ist der Beitrag der Zelle [x;, z;41] zur
Summe in (6.4) offensichtlich gleich Null.

- Ist vy, (zi41) = C und vy, (2;) = C, dann wird der zu [x;, x;41] gehorige Summand zu
2
(Uhk (Tit1) — up, (iﬂi)) > 0. (6.5)

- Im Fall vy, (zi11) = up, (zi+1) und vy, (2;) = C gilt up, (zi+1) < C und up, (x;) > C und wir
erhalten:

(ns (@i1) = C = ung (@) + C) (ung (is1) = vny (2i1) = wn (@) + v (1))

= (uhk (xi_H) — C) ( — uhk(xz) + C) + (uhk (1‘2) - 0)2 > 0. (6.6)

- Ist umgekehrt vy, (x;41) = C und vy, (x;) = up, (), so gilt up, (xi41) > C und up, (z;) < C
und es folgt:

(any (@is1) = € = uny (25) + C) (tn, (1) = vny (wi1) = uny () + v (35)

= (uhk (xi“) — 0)2 + ( — Up, (371) + C) (uhk (xi+1) - C) > 0. (67)

In allen méglichen Fillen, sind die Summanden in Gleichung also nicht negativ. Andererseits ist
die gesamte Summe aber nicht positiv. Damit miissen alle Summanden identisch null sein. Letzteres ist
nach (6.3), (6.6) und nur moglich, wenn fiir alle Knoten x; mit up, (x;) > C, also vy, (z;) = C, die
Gleichung up, (zi—1) = un, (i) = up, (xi4+1) gilt. Damit ist aber klar, dass der Fall up, (x;) > C nicht
eintreten kann, denn dies wiirde uy, > C > 0 auf (—1,1) implizieren, was wegen der Nullrandwerte
der Losung up, unmoglich ist. Wir erhalten also up,, < C. Die Identitit u,, = C auf [—0.5,0.5] ldsst
sich nun vollkommen analog zum kontinuierlichen Fall beweisen: Aus I, < up, < C ergibt sich,
dass uy, in den Gitterpunkten, die links und rechts von 3-0.5 liegen, den Wert C' annimmt und dass die
Funktion iy, mit

>

Up,  sonst

N {C in [—0.5,0.5]
Up, =
k

in K, enthalten ist. Man vergleiche hierzu mit Abbildung
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Hieraus konnen wir wieder folgern

0.5
0 > a(un,,, un,) — a(tn,, Un, ) = Vuyp, - Vuy, dz > 0.
-0.5
Die Losung uy,, ist also auf [—0.5, 0.5] konstant. Dies beweist die Behauptung. O

Wir wissen nun, dass die exakte Losung w auf [—0.5, 0.5] identisch eins und die Approximation u,,
auf [—0.5, 0.5] identisch 1 — (17,)%~ ist. Damit gilt fiir alle 1 < g < oo die Abschétzung

hk 2—a
lu = un, llLa—1,1) 2 llu = unyllLa(-0.5,05) = (2> : (6.8)

Die L?-Fehlerordnung ist also fiir jedes ¢ schlechter als O(h?~) — und das, obwohl unser Hindernis ),
nach Konstruktion fiir alle 2 < p < é in W?2P(—1, 1) enthalten ist. Wir halten fest:

Beobachtung 6.1.4. Im Falle des eindimensionalen Hindernisproblems kann bei Verwendung der obigen
Diskretisierungstechnik (lineare Ansatzfunktionen und x = Ip1)) eine allgemeine Aussage der Form:

Ist das Hindernis eine W*P-Funktion, dann gilt |u — up,| « < Ch”
nur richtig sein, falls der Exponent 3 kleiner gleich 2 — % ist.

Man beachte, dass es genau die Fehlerkomponente (u—wuy,) ™" ist, die uns im obigen Beispiel Probleme
bereitet. Fiir den Anteil (u — uy)~ erhalten wir wie gewiinscht die L2-Ordnung O(h?). Dies lésst sich
wie folgt einsehen: Ist i klein genug, dann verletzt die Lagrange-Interpolierende /1), die Bedingung
Ino, < 9, nurin der Nihe der Punkte +0.1 und +0.9, denn nur dort ist die Funktion ), konvex (Siehe
Abbildung . Genau in diesen Gebieten ist die Nebenbedingung wj, > It in (Py p) bei kleinem
h aber inaktiv. Das bedeutet, dass sich die Losung u; nicht verdndert, wenn wir die Interpolierende
Iyt in (Py,p) in der Umgebung der Punkte +0.1 und +£0.9 durch das Absenken der Knotenwerte
so modifizieren, dass wir ein neues Hindernis ¢, o mit ¢, o € V4(2) und ¥y, o < 1), erhalten. Die
diskreten Hindernisprobleme mit vy, , geniigen nun aber allen Voraussetzungen von Theorem und
dieses besagt im Fall f = 0 gerade, dass eine Konstante C' > 0 existiert mit

I — un) g < OB ([l + 1l 12).

Unsere experimentellen Ergebnisse legen nahe, dass die Fehlerkomponente (v — uy,) ™ in der obigen
Situation sogar identisch Null ist. Zumindest ist sie so klein, dass sie im numerischen Rauschen unter-
geht. Man vergleiche hierzu mit Abbildung [6.3b). Dass tatsichlich ||(u — up) ¥ || 2 = O(R?~%) gilt, ist
in Abbildung [6.4] gut zu sehen.

1

10" ¢ 10° -

10° 100}

10-1 L 10—10 L

107 107}

"] N ’ (““’ ’ ’

| | | ol

0 50 100 150 0 50 100 150
(@) ||(v — un)T|| L2 aufgetragen iiber 1/h () ||(w — up)~ || 2 aufgetragen iiber 1/h

Abbildung 6.3: Verhalten der Fehlerkomponenten (v — uy,)™ und (u — uy,)~ im Fall @ = 0.4.
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Abbildung 6.4: Die GroRe h,;mH(u — up,, ) V|22 im Fall & = 0.4 aufgetragen iiber 1/hj. Die Ordnung
passt genau zu unserer Fehlerabschétzung (und auch zu Theorem|6.3.4).

1+
0.5
09
-05 | | | | 1§
-1 -0.8 -0.6 0.6 0.8 1
1+
0.5+
Qs
-0.5 / 1 1 1 1 \ & / 1 1 L 1 \ by
-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Abbildung 6.5: Ergebnisse im Fall « = 0.4 zu den Schrittweiten h = 1/5 (oben) und h = 1/42 (unten).

Erzielt wurden die obigen Ergebnisse mit Hilfe des in der Matlab Optimization Toolbox implemen-
tierten Active-Set-Algorithmus. Das Hindernis war in allen Fillen dasselbe wie in Abbildung [6.1]
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Der Effekt, der dafiir verantwortlich ist, dass der L2-Fehler zwischen u und up, in unserem Beispiel
nicht mit der Ordnung O(h?) gegen Null geht, ist intuitiv klar: Die Maxima des Hindernisses v, werden
durch die Lagrange-Interpolierenden I}, 1), nicht gut genug wiedergegeben und deshalb erreichen die
Niéherungslosungen wuy, nicht die Hohe, die notig wiire, um die exakte Losung v mit der Ordnung O(h?)
zu approximieren. Der lokal an den Punkten £0.5 auftretende Fehler

(Yo = Inytba)(£0.5)| = O(hp~*) = O(|Ypa — IntallL>)

zwischen den Hindernissen in (P) und (P, ) hat sich in der obigen Situation global ausgewirkt. Hieraus
lasst sich folgern:

Beobachtung 6.1.5. Approximieren wir ein Problem der Form

(P) weK: a(u,u—v)<{(fiu—v) YWwek

K:={ve H}(Q): v>fi}
durch ein diskretes Hindernisproblem der Form
(Py) wup€ Kp:  alup,up —op) < (fyup —vp) Yo, € Kp
mit
Kp o= {v, € V2(Q) : v, > x fii.},
dann ist der L°°-Fehler zwischen v und x fiir den Li-Fehler zwischen u und uy, entscheidend.

Es liegt nun natiirlich sehr nahe, zu vermuten, dass sich die L2—Fehler0rdnung dadurch retten lasst,
dass man in den diskreten Problemen (P}) eine bessere Approximation des Hindernisses ¢ verwendet.
Dies erweist sich jedoch als Trugschluss: Erstaunlicherweise bringt es iiberhaupt nichts, den L°°-Fehler
zwischen v und x zu reduzieren. Selbst wenn wir Niherungsprobleme mit x = ¢/ betrachten, in denen
keinerlei Informationen iiber Maxima et cetera verloren gehen, konnen wir normalerweise nicht erwarten,
dass die Ordnung O(h?) erreicht wird. Verdeutlicht wird dies durch unser zweites Beispiel:

6.1.2 Die Fehlerkomponente (u — u;)~ im Fall x = v

Zur Konstruktion des Modellproblems, das wir im Folgenden untersuchen werden, nutzen wir die exakte
Losung u = u,, des Problems (P, ) aus dem letzten Abschnitt. Diese ldsst sich schreiben als

1
ba(—T — 0.5) 0?_ = falls — 1< <305
Yo () falls —2—-05<z2 < —0.5
ua(r) =191 falls — 0.5 <z < 0.5 (6.9)
Yo (1) falls 05<x<05+2x
—1
ba(T + 0.5) — falls 0.5+ <z < 0.5,
r—0.5

wobei T = Z(«) bestimmt ist durch die Gleichung
Yo (=7 — 0.5) = (0.5 — )Y, (=7 — 0.5), T € (0,0.4).

Man beachte, dass dieses & genau so definiert ist, dass u,, fiiralle 2 < p < é in W2p (—1, 1) enthalten
ist. Betrachten werden wir nun das Problem

(Qa) weK: a(uu—v)<(fa,u—v)2 YveK

mit f, = —u und
K:={ve H(-1,1): v >, fi}.
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‘Wir halten fest:

Proposition 6.1.6. Die Variationsungleichung (Q,) besitzt eine eindeutige Losung u und dieses u ist
genau die Losung des Problems (P,) aus dem letzten Abschnitt. Insbesondere gilt:

1
u€ W?P(—1,1) V2<p< — und w=1 fii. auf[-0.5,0.5)]. (6.10)
(6%

Beweis. Fiir die Losung u = u,, von (Py) gilt trivialerweise u > 1, und —u” = f,,. Hieraus folgt

1 1
a(u,u—v):/_lu(u—v) d:vz/_l(—u )(u—v)dz = (fa,u —v)r2 Yv € K.

Damit ist u gleich der eindeutig bestimmten Losung des Problems (@, ). Die Eigenschaften in (6.10)
ergeben sich nun aus Proposition [6.1.1] O

Approximieren werden wir (Q),,) durch diskrete Hindernisprobleme der Form

(Qan)  un € K alup,up —vp) < (fa,un —vp)p2 Yo € Ky,
mit
Kp={v, € VO(=1,1) : v, > o},
wobei wir wieder die dquidistanten Zerlegungen {75} = {75 }o<n<1 aus (6.3) zur Triangulierung nutzen.

Das Hindernis 1),, diskretisieren wir beim Ubergang zum Finite-Elemente-Raum V},(—1, 1) also nicht.
Aus unserer Analysis in Kapitel ] folgt:

Proposition 6.1.7. In der obigen Situation hat das Problem (Q,.1,) fiir alle 0 < h < 1 eine eindeutige
Losung up, und es existiert eine von h unabhdngige Konstante C' > 0, so dass fiir den Fehler zwischen u
und uy, gilt

luw = unllgr < Chllu”|| 2.

Beweis. Die Behauptung ergibt sich direkt aus Korollar[4.1.4] O

Genauso wie in unserem ersten Beispiel erhalten wir also die H!-Fehlerordnung O(h). Hier héren
die Gemeinsamkeiten aber auf, wie das folgende Ergebnis zeigt:

Proposition 6.1.8. Betrachten wir in der obigen Situation eine Schrittweite der Form hy, = Tlﬂ’ keN,
mit hy, /2 < Z, dann gilt fiir die Néiherungslosung up, des Problems (Qq.p, ) die Ungleichung
1 ([ hyg hi h

2—a

_1

sn1 betrachten, existieren Gitterzellen 77 = [Ti—1, 2]

Beweis. Da wir eine Schrittweite des Typs hy =
und Ty = [.%j,.ill'j_;,.ﬂ in 77% mit
h h
z; = —0.5+ ?’“ und  z; = 0.5 — 3’“

Die Punkte 0.5 und —0.5 liegen also wieder mittig in einer Zelle. Da die Probleme (@) und (Qq,n,)
achsensymmetrisch zu { = 0} sind, erhalten wir, dass up, (z;) = up, (x;) gelten muss. Die Funktion

{uhk (z;) in [z, 2]

Up, sonst

Up,, =

ist damit ein Element der zuldssigen Menge K}, und wir konnen analog zum letzten Abschnitt aus den
Optimalitdtseigenschaften der Losung uy, folgern:

0 > a(un,,, un,) — 2(fa, un,,) — a(tn,, un,,) + 2(fa, Un,,) = / Vup, - Vup, dz. (6.12)

Man beachte, dass auf (—0.5,0.5) die Identitit f = 0 gilt. Der Kraftterm fllt hier also tatsdchlich weg.
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Abschitzung (6.12)) zeigt, dass uy, auf dem Intervall [z;, ;] konstant sein muss. In der Umgebung des
Gitterpunktes x; bietet sich damit das folgende Bild:

f,
U8
h
& f l' : 'i
x.. -0.5 x X

i1 i i+

Abbildung 6.6: Die Umgebung des Gitterpunktes x;. Analoges gilt spiegelverkehrt in ;.

Testen wir nun in der Variationsungleichung (Qq, s, ) mit der Funktion vy, = up, + ¢}, , wobei ¢},
wieder das zu x; gehorige Element der nodalen Basis von V}, (—1, 1) bezeichne, dann erhalten wir:

) 1 ) 1 . )
a(up,, _‘P%k,) = - / ) Vup, -V%kdx < - / ) fa‘/);zk,dx = (fas _Spﬁlk)L%

Hieraus ergibt sich mit supp cpﬁlk = [®ij—1, T;41] und der Tatsache, dass uy, auf [x;, x;] konstant ist, die
Abschitzung

T; ) —0.5 ,
/ Vup,, - Ve, dr > / fatph, dz,
Ti—1 Ti—1

i—

die sich wegen hy, /2 < min(Z, 0.3), fo = —ul, und der Definitionen (6.1}, (6.2) und (6.9) auch schreiben
ldsst als

dx.

) — . —0.5 hy
o (1) = g (1) / (2= a)(1—a)(—z —0.5) 0 0T )
hy, —0.5- 1k hy,

Fiir das Integral auf der rechten Seite dieser Ungleichung gilt

/_0.5 2 )1 o) 05 EFOSHE) 1 mza.

—0.5- 1k h hy

Damit erhalten wir

hk: 2—«
Uy (i) 2 upy (Ti-1) + { :

Der Funktionswert uj, (x;) im Knoten rechts von —0.5 ist also zwangslaufig groBer als der Wert up, (1)
im Knoten links von —0.5. Wir unterscheiden nun zwischen zwei Fillen:

- Gilt up, (z;1) > 1 — (hy/2)*~* /2, dann ergibt sich

hk 2—a 1 hk 2—a
Up,, = Up, (T5) > up, (xi—1) + o >1+ sl auf [x;, x;].

In diesem Fall ist die Behauptung klar.
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- Gilt o (1) < up, (zim1) < 1— (hy/2)*"* /2, dann gilt auch uy, (#;_1) < Ta(zi_1), wenn
wir die Tangente

To(z)=1-— (5ahk)2_°‘ +(2- a)(éahk)l_a(a: + 0.5+ dahy)
an ¢, im Punkt —0.5 — 0,/ mit

o= () .13

betrachten. Fiir diese erhalten wir ndmlich
1
Ta(xifl) = Ta (—05 - 2hk>

1= (Guhg)> 4 (2 — ) (Bubie) (Mk _ 1hk>

2
(2-a)

— 1 _ 2—« —
(2-a)

oL — (1 - a)(sg—a)
51—04

")

Man beachte hierbei, dass der Punkt —0.5 — d,h fiir alle betrachteten « im Intervall (z;_1, —0.5)
liegt, denn (6.13)) impliziert

1 1 1 T—a 1 1

Die Situation ist damit wie folgt:

2

/N
[\

I
I We
I
I
L | h N
—— } } ——
X 5, -0.5 X.

(3 1

Abbildung 6.7: Die Tangente T4,

Da up,, auf (z;—1,—0.5) der Bedingung ¢, < up, geniigen muss, ergibt sich nun aber fiir up, (z;)
die Ungleichung

2—0&) 1 hk 2-a
N> . 2—a 2—a ( >> ( > .
uhk(xz) > Ty (z;) =1+ hk 05 ( %5 +(1l—-a))>1+ 5 | 13

Dies liefert die Behauptung im zweiten Fall und schlief3t den Beweis ab.
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Aus Abschitzung (6.11) folgt, dass die Naherungslosungen uy, in der obigen Situation zwischen
den Maxima der Funktion v, so grof sind, dass fiir alle 1 < ¢ < oo und alle hinreichend kleinen h;, gilt

1 /hy 2-a
lu —un lpa(=1,1) > [lw = uny | La(—0.2,02) = 11 = uny [ La(—0.2,0.2) = 5 (18) .
Diesmal ist es also der Fehleranteil (u — uy,)~, der verhindert, dass wir die L?-Fehlerordnung O(h?)
erreichen. Der Effekt, der hierfiir verantwortlich ist, ist offensichtlich: Dadurch, dass die Zellen [x;_1, ;]
und [x, x;41] jeweils zur Hilfte in dem durch f, belasteten Bereich liegen, ,,wippen“ die affin-linearen
Segmente auf diesen Intervallen iiber die Maxima des Hindernisses v,,. Hierdurch verschieben sich die
Funktionswerte in den Knoten x; und x; nach oben, obwohl die Kraft f, auf diese Punkte iiberhaupt
keinen Einfluss haben sollte. Entstehen konnte dieser Wippeffekt natiirlich nur, weil wir in (Q, ) ein
Hindernis verwendet haben, dass zwischen den Knoten des Gitters gekriimmt ist. Wir halten fest:

Beobachtung 6.1.9. Im Falle des eindimensionalen Hindernisproblems kann bei Verwendung der obigen
Diskretisierungstechnik (lineare Ansatzfunktionen und x = 1) eine allgemeine Aussage der Form:

Ist das Hindernis eine W*P-Funktion, dann gilt |u — up,| « < Ch”

nur richtig sein, falls der Exponent (3 kleiner gleich 2 — % ist. Verantwortlich hierfiir ist die Kriimmung
des Hindernisses x in den Gitterzellen T' € Ty,

Das obige Resultat zeigt in Verbindung mit Beobachtung[6.1.5] dass man vor einem Dilemma steht,
wenn man ein Problem der Form (P) durch Probleme der Form (P,) annidhern will: Um eine hohe
Approximationsordnung erreichen zu konnen, muss man zum einen den Fehler ||¢) — x|| L~ minimieren,
zum anderen muss man aber auch vermeiden, dass die Funktion y auf den Gitterzellen stark gekriimmt
ist, denn ansonsten treten die Wippeffekte auf, die wir im zweiten Beispiel beobachten konnten. Diese
Forderungen widersprechen sich natiirlich vollig, es sei denn ) ist (abschnittsweise) afﬁn—lineaﬂ

Des Weiteren machen unsere beiden Modellprobleme deutlich, dass die Schwierigkeiten, mit denen
wir in Kapitel [5] bei der Verallgemeinerung des Nitsche-Tricks zu kdmpfen hatten, zu recht aufgetreten
sind und in der Natur des Hindernisproblems liegen. Stellen wir durch die Wahl des Hindernisses x
sicher, dass eine der Fehlerkomponenten ||(u — )~ ||z2 und ||(u — up,) " | ;2 mit der Ordnung O(h?)
gegen Null geht, dann wird die jeweils andere diese Ordnung im Allgemeinen nicht erreichen. Die Vor-
aussetzungen in den Abschnitten [5.2]und [5.3| mussten sich also widersprechen.

Dariiber hinaus haben wir in der obigen Situation wieder gesehen, wie sich lokale Effekte im Falle
des Hindernisproblems global bemerkbar machen kdnnen. Wie schon in unserem ersten Beispiel ging die
L?-Fehlerordnung O(h?) nur deshalb verloren, weil das Hindernis x an zwei Gitterpunkten suboptimal
gewihlt worden ist und weil sich der an diesen Punkten entstehende Fehler unvorteilhaft fortgepflanzt
hat. Dies und die Tatsache, dass wir in beiden Beispielen genau die Ordnung (’)(hz_l/ P) des L>°-Fehlers
aus unserem Approximationssatz erhalten haben, machen deutlich, dass man die L°°-Norm als
Fehlermafl verwenden sollte, wenn man sich mit den Problemen (P) und (P) auseinandersetzen will.
Die anderen L?-Normen sind schlieBlich nicht dazu geeignet, punktweise Eigenschaften von Funktionen
voll zu erfassen.

Man sollte sich im Ubrigen davor hiiten, anzunehmen, dass die Effekte, die wir in diesem Abschnitt
betrachtet haben, nur an den Maxima des Hindernisses auftreten konnen. Dass die Punkte —0.5 und 0.5
Extremstellen waren, hat uns lediglich geholfen, unsere Beispiele zu konstruieren — eine tiefere Bedeu-
tung hatten die Extremaleigenschaften nicht. Entscheidend war vielmehr, dass die Punkte +0.5 genau
auf dem Rand der Kontaktmenge F = {1 = u} lagen und dass E nicht genau durch das Gitter aufgelost
wurde. Man vergleiche hierzu auch mit unserer Analysis in Abschnitt[5.3]

1 Interessant ist hier natiirlich die Frage, welche Wahl man fiir x treffen muss, um den besten Kompromiss zu erhalten, und
wie sich der Fehler im Falle eines solchen optimalen Hindernisses verhiilt.
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6.2 Stabilitat diskreter Hindernisprobleme

Der Schliissel zur Herleitung scharfer a priori Fehlerabschitzungen fiir das Hindernisproblem liegt — wie
wir im Folgenden sehen werden — in der Untersuchung der Stabilitit der diskreten Probleme (P, ). Eine
solche Stabilititsanalyse haben wir im kontinuierlichen Setting schon in Abschnitt [I.3] durchgefiihrt.
Dort war es uns mit Hilfe des Konzepts der Superlosung moglich, herauszufinden, wie die Losung u
des Problems (P) auf Storungen der Funktionen f und v reagiert und wie sich der Losungsoperator
(1, f) + wu im Detail verhilt. Man vergleiche hierzu mit Theorem Um im Diskreten dhnlich
vorgehen zu konnen, definieren wir vollkommen analog zum ersten Kapitel:

Definition 6.2.1. Sind ), f, T, und x derart, dass die |Vi,-Minimalvoraussetzungen| erfiillt sind, dann
bezeichnen wir eine Funktion gy, € V() als (diskrete) Superlisung des Problems

(Pn) un € Kp:  a(up,up — o) < (fup —vn) Vop € Ky

mit
Kn={v, € V2(Q) : vy > x fii.},
falls gilt:
- a(gn,vn) < (f,vn) fiir alle v, € V2(Q) mit v, <0
- gn = X fi.
- gn > 0.auf 092

Unser Ziel wird es nun sein, eine diskrete Version von Satz [1.3.3] zu beweisen — also zu zeigen,
dass fiir eine Superlésung g5, zwangslaufig g, > wuy gelten muss. Aus dieser Eigenschaft haben wir
im Falle des kontinuierlichen Hindernisproblems schlielich unsere Stabilititsresultate ableiten konnen.
Man beachte, dass die Argumentation, die wir in Kapitel [I] zur Herleitung der Ungleichung g > u
eingesetzt haben, aus den folgenden Schritten bestand:

- Setze v := min(u, g) und zeige v € K.
- Nutze die erste Superlosungs-Eigenschaft und die Variationsungleichung (P), um zu erhalten
a(u,u —v) < (f,u—v)
a(g,v—u) < (f,v—u).
- Addiere die obigen Ungleichungen und folgere aus
0>alg—u,v—u)
unter Benutzung der Eigenschaften der Funktionen v und g, dass v identisch u sein muss.

Mochten wir den obigen Gedankengang im Diskreten eins zu eins imitieren, dann haben wir mit dem
Problem zu kdmpfen, dass die Funktion min(uy, g,) im Allgemeinen nicht im Raum V;?(2) enthalten
ist. Sehr naheliegend ist hier natiirlich, die Funktion v, € V,9() mit

vp(z;) = min(up(z;), gn(zi)) Va; € Cy
als Ersatz fiir min(up, g,) zu verwenden. Doch auch dies ist nicht ohne Weiteres moglich, denn:
- Ist das Hindernis x gekriimmt, dann kann das obige v;, die Bedingung v, > x verletzen.
- Im Falle der obigen Definition konnen wir nicht analog zum kontinuierlichen Setting aus
0 > a(gn — up, vp — up)

folgern, dass vy, = uy, gelten muss, denn die Ableitungen von v, haben im Allgemeinen nichts mit
den Ableitungen von g;, und uy, zu tun.
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Das erste dieser Probleme ldsst sich — wie wir noch sehen werden — mit Hilfe unserer Resultate zur
einseitigen Approximation aus Kapitel | beseitigen. Der zweite Punkt ist etwas diffiziler. Um hier sauber
argumentieren zu koénnen, miissen wir uns auf Triangulierungen eines bestimmten Typs — so genannte
nicht positive Triangulierungen — einschrénken.

Definition 6.2.2 (Nicht Positive Triangulierung). Ist Q C R? ein beschriinktes Polyeder, dann bezeichnen
wir eine Triangulierung Ty, als nicht positiv, falls fiir die zu den Knoten Cy, = {x;} gehérige Basis {0} }
von V() gilt

a(h,¢h) <0 Vi jmitaz; ¢ 0. (6.14)

Eine Triangulierung 7, ist demnach genau dann nicht positiv, wenn die zugehorige Systemmatrix
eine Z-Matrix ist. Man beachte, dass in der obigen Definition auch die Gitterpunkte, die auf dem Rand
des Polyeders 2 liegen, relevant sind. Wir halten fest:

Lemma 6.2.3.
- Ist d = 1, dann ist jede Triangulierung nicht positiv.

- Ist d = 2, dann ist eine Triangulierung Ty, = {T'} genau dann nicht positiv, wenn fiir jede Gitter-
zellenkante E mit E ¢ 0%} gilt

o0 + 62 <. (6.15)

Mit 951 , 9? € (0,m) bezeichnen wir hierbei die Dreieckswinkel, die der Kante E in den beiden
an E angrenzenden Gitterzellen T\ und Ty gegeniiberliegen (Siehe Abbildung|6.8a)).

Ist d > 2, dann ist eine Triangulierung Ty, = {T'} genau dann nicht positiv, wenn fiir jede Gitter-
zellenkante E mit E ¢ 0 gilt

Z |kE| cot 6L > 0.

TOFE
Die Grofien Iig und 9% definieren wir hierbei fiir jedes Simplex T' = conv(p1, ..., pa+1) € Tp, und
jede Kante E = conv(p;, p;) C T durch

Kpo=SiNS; und 0% :=4(S;,S))
wobei wir mit S; und S; die (d — 1)-dimensionalen Simplexfliichen

Si = conv(p1, ...; Die1s Dit1s -+, Pd+1)

und
S] = COHV(p1, <y Dj—1,DPj+1, "'7pd+1)

bezeichnen und mit £(S;, Sj) € (0, ) den Winkel, der durch die Normalenvektoren v; und v; der
Flichen S; und S; aufgespannt wird. Man vergleiche hierzu auch mit Abbildung [6.9}

Aus dem obigen Lemma folgt insbesondere, dass im Zweidimensionalen alle schwach spitzwinkligen
Triangulierungen nicht positiv sind. Der Beweis, den wir im Folgenden fithren werden, basiert auf [Xul.

Beweis. Im Fall d = 1 ist die Behauptung trivial: Betrachten wir zwei unterschiedliche Basiselemente
goﬁl und gpi, dann ist der Schnitt der Triger supp goﬁb und supp gofl entweder leer oder gleich einem der
Intervalle T € 7y,. Im ersten Fall gilt (6.14) mit Gleichheit, im zweiten haben die Ableitungen von ¢},
und gofl zwangsldufig verschiedene Vorzeichen und wir erhalten in die strikte Ungleichung. Hier
ist also nichts mehr zu zeigen.
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\

(a) Die Dreiecke T4 und T» (b) Die Projektionen z und 7}
Abbildung 6.8: Nicht-Positivitit im Zweidimensionalen

Betrachten wir im Fall d = 2 zwei Knoten z;, x; € Cj, mit supp gpz N supp 4,0% # (und z; ¢ 09, dann
existiert eine Kante £ = E(x;,z;) ¢ 09, die x; und x; verbindet, und es gilt
M%mbzi:/W%V%MZ > /W#V%M-
TeT; ' T TOE(zi,x;) T
Ist T" eines der hier auftauchenden Dreiecke, dann ldsst sich 7" mit einem passenden xj € Cp, schreiben
als T' = conv (x;, x, 1) und es existieren eindeutig bestimmte Punkte
x; € Vii=xj +R(a, — ;) und 2} € Vj = x; + R(wg — ;)

mit

(] —x;) - (x—2]) =0 Ve eV
und

(x; —z5) - (x —27) =0 Ve eV}

Mit Hilfe dieser Projektionen lassen sich die Basiselemente apﬁl und apfl auf 7" schreiben als

z (x — a7) - (2 — 27) )
T) = l=1,7.
R e LR

Nutzen wir dies aus, dann erhalten wir mit der Formel |T| = L||z — 2]|||2; — || die Gleichung

(ri—ap) (@ =2)) 1 e — | (20— 2) - (3 — 7))

lwi — 2} l12 oy — 312 2w — fl| s — 2 [l — 5]

/vﬁ,v@mzuw (6.16)
T
Nach Konstruktion gilt aber

* *

(z; —a7) - (z; — )

lzi — il — 51|

s — gl _ llzy — =]

@ =zl [la; — @

sinf) = und cosf =
wobei 0 € (0, 7) den Winkel zwischen den Vektoren (z; — xj) und (x; — ) bezeichnet — also genau
den Winkel, der in (6.13) vorkommt. Setzen wir dies in (6.16)) ein, dann folgt

) . 1 1
/ Vi, - childx = 770059 = ——cotf
T

2sinf 2

und damit T T
o 1 1sin(6L + 612)
a(pl, o) = —= cotfp =—-— L L2
(©hs #3) 2 ZI%:E 2 sin 07! sin 22

Dies beweist die Behauptung im Fall d = 2.
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Im Fall d > 2 konnen wir analog zum Zweidimensionalen vorgehen: Auch hier gilt

alh,oh) = Y / Vi, - Vipda.
TOE(zi,z;))

Ist T' = conv(pi, ..., pq+1) eines der in dieser Summe vorkommenden Simplices 7', dann lésst sich die
Kante F darstellelﬂ als E = conv(p;, p;j) und es existieren eindeutig bestimmte p} € V; und p; €V
mit

(i —pi) - (x—p;) =0 Ve €V,
und

(Pj —pj) - (x—pj) =0 Ve e Vi
Mit V; und V; bezeichnen wir hierbei die Hyperebenen, in denen die Flidchen S; und S; liegen. Mit Hilfe
der Punkte p; und p’ konnen wir auf T" wieder schreiben

4 (= p}) - (pi — p}) j (@ —pj) - (pj —Pj)
() = ; und @y (2) = ;
Ipi — py]|? h Ipj — P2
Hieraus folgt insbesondere
* . m¥
JRE R TR e et 1 (6.17)
lpi = pilI* pj — P}l

Betrachten wir nun die Projektion p;™* der Ecke p; auf die Menge V; NV, also den Punkt p;* € V; N'V;
mit
(0" =pi) - (@ —p;7) =0 Ve € ViNVj,

dann stellt sich die Situation in dem affinen Unterraum p}* + R(p; — p;*) + R(p} — p}*) genauso wie
im Zweidimensionalen dar und wir erhalten

. p¥). P
sin 9T lp: — pz il und cos 0% = — (P pz*) (s p*J) (6.18)
Ipi — ;|| lpi = v} [llps — o5
Des Weiteren ergibt sich aus unserer Konstruktion mit der Volumenformel fiir Simplices
1 * 1 * *k
IT| = g\Sj\Hpj -pill = d(T_D\Si N Silllpy — pillllpi — ;|- (6.19)
Kombinieren wir (6.17)), (6.18)) und (6.19)), dann folgt
A , —cos 0L
| Vi Vida =) Ak R
T lpi = pi llllps — ;|
—cos 0% |lpi — p;*|
= SiNS,;
Td—1) o= pil 105
-1
= m‘fi%’ cot 05
Dies zeigt die Behauptung im Mehrdimensionalen. O

Man beachte, dass wir im obigen Beweis explizite Formeln fiir die Terme a(gp’}b, go%) hergeleitet
haben. Diese konnen natiirlich benutzt werden, um die Systemmatrix effizient zu assemblieren.

2 Andieser Stelle muss man streng genommen neue Indices & und [ einfithren und E = E(z;, ;) = conv(ps, p1) schreiben.
Um der besseren Lesbarkeit willen und da die an die Kante E angrenzenden Eckpunkte des Simplex 7" den Gitterpunkten
x; und z; entsprechen, nutzen wir hier weiter ¢ und j.
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o /P
I SI
(a) Das Simplex T’ (b) Analogie zum Fall d = 2

Abbildung 6.9: Die Konstruktion im Mehrdimensionalen (analog zu [Xul]).

Wir sind nun in der Position, das Folgende zu beweisen:

Theorem 6.2.4. Es seien (), f, T, und x derart, dass die [V}, -Minimalvoraussetzungen| erfiillt sind. Des
Weiteren sei Tj, nicht positiv und es existiere eine Zahl v € (0, 1], so dass fiir das Hindernis x in (Py)
gilt

X€CQ) und x|r € CY(T) VT € T
Dann geniigt jede Superlisung g, des Problems (Py) der Ungleichung
vd 1
up < gh + T++ I ¥13X Xl (7)-
Im diskreten Setting gilt also im Allgemeinen nicht u;, < gp. Diese Ungleichung erhalten wir nur

niherungsweise mit einem Fehler, der von der Kriimmung des Hindernisses x abhingig ist und mit der
Ordnung O(h'*7) gegen Null geht.

Beweis. Um den Beweis aus Kapitel [I] imitieren zu konnen, arbeiten wir im Folgenden nicht mit dem
urspriinglichen g sondern mit der Funktion g, := g5, + C, wobei wir die Konstante C' definieren durch

_Vd
14y

Man beachte, dass auch dieses gy, eine Superlosung ist, denn es gilt g, € V, (), g > xin 2, g > 0
auf 0f) und

L4y p 14y max Xle -

a(Gn, vn) = a(gn + C,vn) = algn, va) < (f,vn)
fir alle v, € V,2(£2) mit v;, < 0. Betrachten wir nun die eindeutig bestimmte Funktion vy, in V},(€2) mit
vp(z;) = min(up (), gn(zi)) Va; € Cp,

dann geniigt vy, trivialerweise v, € V,?(Q2) und vj, < uy,. Des Weiteren gilt fiir vy, im Falle der obigen
Definition vj, > x. Dies sieht man wie folgt ein: Ist T' € T}, eine Gitterzelle mit Eckpunkten p1, ..., pgi1,
dann existiert nach Satz[4.3.4]eine affin-lineare Funktion x7 auf 7" mit x < x7 < up, auf 7' und

_ Vd

<1y Pt TR X oty Ve =1,.,d+ 1.

0 < x7(pr) — x(pr) <
Hieraus folgt
v (pr) = min(up(pr), gn(pr) + C) = min(xr(Pr), x(Pr) + C) = x7(Pr) VEk=1,..,d+1,

was auf Grund der affinen Linearitit von vy, und x 7 impliziert, dass auf T" die Ungleichung v, > x7 > x
gilt. Damit erhalten wir vy, > x auf allen Zellen 7', also vj, > x in (2.
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Aus der dritten Superlosungs-Eigenschaft und der Variationsungleichung (P, ) konnen wir nun folgern

a(gn,vn, —up) < (fyvn —uwp)  und  alup,up, — o) < (f,up —op) .

Addieren wir diese Ungleichungen und definieren wir y; := up(z;) — gn(z;) fiir alle z; € Cp,, dann
erhalten wir

0> a(up — Gn, un — Vh)

= 3 yimax(0,y)a(eh, ¢h) + Y. yimax(0,y;)alyh, oh)

x;€Ch, x,ﬁﬁl‘jech
= > max(0,y:)a(@}, o) + > yimax(0,y;)a(¢h, 0).  (6.20)
z; €Ch, xﬁém]- €Cy, und T %89

Andererseits gilt auf Grund der Nicht-Positivitdt der Triangulierung 7y, fur alle z; # x; mit x; ¢ 02 die
Abschitzung

. max (0, y;) max (0, y;)a(eh, o) falls y; > 0
yi max(0,y;)a(ey, @) > { ' ST e
max (0, y;) max (0, y;)a(p),, ¢y) =0 fallsy; <0
Aus (6.20) lisst sich also folgern

0> Y > max(0,y;) max(0, y;)a(gh, ¥}) = alun — va, up — vy) > 0.

a:iGCh T e(,’h
Damit muss u;, — vy, identisch Null sein und wir erhalten
uh(xz) — Uh(iti) = max(O,uh(:ri) — f]h(:rz)) =0 Vz; €Cy.

Nutzen wir nun wieder die abschnittsweise Linearitit der V}-Funktionen aus, dann ergibt sich

Vd ,
up < gh=9gn+C =g+ m p}+7h1+7 max IXlcrv(ry  in QL

Dies ist genau die Behauptung. O

Die Stabilitit des Problems (P},) konnen wir jetzt vollkommen analog zum kontinuierlichen Fall
untersuchen. Als diskretes Pendant zu Satz[I.3.5|erhalten wir zum Beispiel:

Theorem 6.2.5. Es seien ), f1, fo, Th, x1 und xo derart, dass die [V,-Minimalvoraussetzungen| fiir die
diskreten Hindernisprobleme

(P,i) u}L € K}L : (uh,uh —p) < <fl,uh h> Yoy, € K;L, 1=1,2

mit
Kl = {v, e VY(Q) : vy, > x; fii}, i=1,2
erfiillt sind. Es gelte x1, x2 € C(Q) und die Triangulierung Ty, sei nicht positiv. Dann gilt:
- Gibt es ein vy mit x1|r € CY(T) fiir alle T € Ty, dann existiert ein C = C(d, 2, p2) mit

I(uh = ui) flze

- Vd
< [10a = x2) "z + Ch= || f1 = foll g + T+ (prh)"m max [x1|eron (r)-
(6.21)

- Gibt es ein vo mit xa|r € CY2(T) fiir alle T € Ty, dann existiert ein C = C(d, (2, p2) mit
I Cup, = ui)~ [l

- - Vd
< N x1 = x2) " llzee + Ch™ 2| f1 — follg—1 + 15 (prh)! 72 juax IX2| 2 (1)-
(6.22)
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Beweis. Wir betrachten zunéchst den Fall f; = f, = f. Definieren wir g} := u? + ||(x1 — x2) " || o=,
dann gilt g} € V,,(Q), g} > 0 auf 092 und

gh > up +x1— X2 > X1

in 2. Des Weiteren erhalten wir aus (P?), dass g; fiir alle 0 > vy, € V,2(Q2) der Bedingung

a(gfluvh) = CL(U%L,U}Z) = a(u%’u% - (U%L - Uh)) < <f7 Uh>

geniigt. Damit ist g,ll eine Superldsung fiir das Problem (P,%) und es folgt aus unserem letzten Satz

Vd

Uh_gh‘FH_%

1+’Ylh1+7
max [X1|o1, s
P1 TeTh|X 1 "1 (T)

was sich umschreiben lisst zu

Vd

L ud) e < —x2) ||z + —— py T A
[(up, = ui) Tl < 10 = x2)"llz i A max

Ix1lc v(T)-

Dies liefert (6.21)) im Fall f; = fo. Die Abschitzung (6.22)) erhalten wir vollkommen analog, wenn wir
die Rollen der Losungen u}L und u% vertauschen. Nehmen wir nun an, dass f1 # fo gilt, und bezeichnen
wir mit “Z] die Losung des diskreten Hindernisproblems mit dem Hindernis x; und der Kraft f;, dann
konnen wir wie im kontinuierlichen Fall aus der Lipschitz-Eigenschaft in Satz 2.2.2] und den inversen
Abschitzungen in Lemma [2.1.6|folgern:

I(uh, — u)* [ o
= [I(uy" = ) e + up — up? (e
< ("t = up ) oo + Crhm 2 upt — || g
Vd

_ 1
<l = x2) Tl + Coh™ (| fi = foll g+ + mplﬂlhlﬂl max |xi|ca (r)-

Analoges gilt wieder fiir die Komponente (u —u h) . Dies beweist die Behauptung. 0

Wie wir in (6.21)) und (6.22) sehen konnen, ist der Losungsoperator
Sp:Dp CL®(Q) x HHQ) = V2(Q),  (xf)—us

im diskreten Setting nicht Lipschitz, wenn wir gekriimmte Hindernisse zulassen. Man erhilt lediglich
Lipschitz-artige Abschitzungen mit Fehlertermen, die von der Gitterweite und den betrachteten Hinder-
nissen abhingig sind. Verantwortlich hierfiir sind die Wippeffekte, die wir in unserem zweiten Gegen-
beispiel in Abschnitt[6.1.2]beobachten konnten. Schliefen wir diese aus, indem wir uns auf Hindernisse
aus V},(§2) einschrinken, dann erhalten wir die Ungleichung

lup, = uj |z < lIx1 = x2llzee + Ch™?|| f1 = foll g1,

die unseren Ergebnissen im kontinuierlichen Setting eins zu eins entspricht. Man beachte, dass der hier
auftauchende Faktor h~%2 beseitigt werden kann, wenn man auf der linken Seite die L2 Norm anstelle
der L*>°-Norm verwendet. Von hohem praktischen Nutzen sind die Ungleichungen (6.21) und (6.22),
weil sich aus ihnen mit sehr einfachen Mittel und unter recht schwachen Voraussetzungen an das Gitter
scharfe L°°-Fehlerabschitzungen fiir das Hindernisproblem ableiten lassen. Wie dies funktioniert, sehen
wir im nédchsten Abschnitt.
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6.3 L°°-Fehlerabschatzungen

Der grundlegende Trick besteht im Folgenden darin, das zur Approximation des Problems (P) einge-
setzte diskrete Hindernisproblem (P, ) mit einem passend gewéhlten Hilfsproblem (@) zu vergleichen.
Wie man letzteres wihlen muss sehen wir in:

Lemma 6.3.1. Es sei Q@ C R¢ ein beschrinktes Polyeder mit einer Triangulierung T, die einer quasi-
uniformen Familie F angehort. Es seien f und ) derart, dass die|H"-Minimalvoraussetzungen) fiir das
Problem

(P) weK: a(u,u—v)<(fiu—v) Ywek
mit
K={veH}Q): v>fii}

erfiillt sind. Des Weiteren sei Ryu € V,?(Q) die Ritz-Projektion von u, also das eindeutig bestimmte
Element in V,)(Q) mit
a(Rpu,vp) = a(u,vy) Yo, € V2(Q).

Dann ist Ryu auch die Losung des diskreten Hindernisproblems

(Qn) wn€Kp: alup,up —uvp) < {(fyun —vp) Yop € Ky

Kp, = {vy € V,?(Q) D op > Y+ Ryu — u fiii ).
Beweis. Die Ritz-Projektion Rpu geniigt trivialerweise Rpu > ¥ + Rpu — u, also Rpu € Kj. Des
Weiteren gilt fiir jedes vy, € K}, nach Konstruktion © — Rpu + v, € K und damit
a(Rpu, Rpu — vp) = a(u, Rpu — vp) = a(u,u — (u — Rpu+vp)) < (f, Rpu — vp) .
Dies beweist die Behauptung. O

Mit Hilfe unseres Stabilitédtssatzes konnen wir nun die Funktionen Rju und uy, in Beziehung setzen
und folgern:

Theorem 6.3.2. Es sei Q0 C R? ein beschriinktes Polyeder mit einer Triangulierung Ty,, die einer quasi-
uniformen Familie F angehort. Es seien f, 1) und x derart, dass die [H'-Minimalvoraussetzungen| fiir
das Problem (P) und die |V},-Minimalvoraussetzungen|fiir (P,) erfiillt sind. Die Funktionen u, v und x
seien stetig auf dem Abschluss von Q und die Triangulierung Ty, sei nicht positiv. Dann gilt:

- Existiert ein vy, € (0,1] mit x| € CY(T) fiir alle T € Ty, dann lisst sich der Fehler (u — uy,)~
abschditzen durch

| (w — up) ™ || poe
< w— Rpu) ||z + |[(x — ¥ +u — Rpu)™||p + ﬂ (plh)lﬂ1 max | x|t (7)-
- 1+ Ter, ¢TI
(6.23)

- Existiert ein 2 € (0, 1] mit u,» € CY2(T) fiir alle T € Ty, dann lisst sich der Fehler (u —uy,)™"
abschditzen durch

(e = ) "o

Vd

< |[[(w = Rpu) ¥z + [ (x = ¢ +u — Ryu) ™[ + T, (prh)' max v — ulgr (7).
(6.24)
Beweis. Wir wenden Satz auf (Q) und (P},) an und benutzen die Dreiecksungleichung. O
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Man beachte, dass wir in dem obigen Resultat sehr viele der Effekte wiederfinden kénnen, denen wir
in den Abschnitten[5.2] [5.3]und[6.1] begegnet sind. Erkennbar ist zum Beispiel das Folgende:

- In (6.23) sehen wir, dass die Abschitzung fiir die Fehlerkomponente (v — )~ (und nur diese!)
negativ beeinflusst wird, wenn in dem Problem (P, ) ein gekriimmtes Hindernis y verwendet wird.
Dieses Verhalten passt genau zu dem, das wir in dem zweiten Gegenbeispiel beobachten konnten.

- Aus (6.23) folgt, dass die Fehlerkomponente (v —uy,)~ verschwindet, wenn x € V;,(Q), Rpu < u
und xy+u— Rpu < 9 gilt. In diesem Fall waren wir (allem Anschein nach) in unseren numerischen
Experimenten aus Abschnitt [6.1.1] Man vergleiche mit Abbildung|6.3]

- Die Abschitzung (6.24) fiir (u — uy,)™ wird schlechter, wenn die GroBe ||(x — %)~ || Lo zunimmit.
Hier spiegelt sich genau das Verhalten wider, das in Abschnitt[6.1.1)dazu gefiihrt hat, dass wir die
Ordnung O(h?) nicht erreichen konnten.

- Das Hindernis x so zu wihlen, dass die rechten Seiten der Abschitzungen und nur
von dem Fehler u — Rju abhingen, ist nur moglich, wenn ¢ aus dem Raum V}(£2) stammt. Ist
Letzteres nicht der Fall, dann erhalten wir unabhiingig von dem verwendeten x in mindestens
einer der beiden Ungleichungen einen Storterm, der sich negativ auswirkt. Dieses Dilemma ist uns
schon in Abschnitt[6.1|begegnet.

- Relevant ist in (6.23) und (6.24) nur die C''7'-Regularitit der Funktionen u, ¢ und y auf den
einzelnen Gitterzellen T € T,. Was entlang der Gitterkanten passiert, ist vollkommen unwichtig.
Dies zeigt, dass wir den Einfluss etwaiger Irregularititen aus unseren Abschidtzungen entfernen
konnen, indem wir das Gitter passend wahlen. Erwidhnenswert ist dieses Verhalten, weil es genau
zu unseren Ergebnissen aus Abschnitt [5.3] passt. Dort mussten wir voraussetzen, dass der Rand
der Kontaktmenge £ = {u = 1} — der natiirlich prédestiniert fiir Irregularititen ist — aus Gitter-
punkten besteht, um die Ordnung O(h?) fiir den L?-Fehler ||(u — uy,) "2 erreichen zu konnen.

Um aus Satz [6.3.2] eine in der Praxis handhabbare Fehlerabschitzung ableiten zu kénnen, miissen
wir nur noch den L*-Fehler zwischen v und Rju abschitzen. Dies ist — entsprechende Regularitit der
Funktion v vorausgesetzt — mit Standard-Resultaten iiber die Approximationseigenschaften der Ritz-
Projektion moglich. Wir benutzen im Folgenden:

Lemma 6.3.3. Es sei Q C R? ein beschrinktes Polyeder mit einer quasi-uniformen Familie F = {T;}
von Triangulierungen. Es seiu € HE(Q) NW?2P(Q) fiir ein p > d. Dann existiert eine Konstante C > 0,
die nicht von u und h abhdngig ist, so dass fiir alle h > 0 gilt

|lu — Rpul|pee < Cllog h|®h>=P|uly 2. (6.25)
Der Exponent o« = «(d) geniigt hierbei o« = 0 im Falld = 1 und oo = 1 im Fall d > 1

Beweis. Wir verweisen auf [Sz1]] und die dort genannten Referenzen (insbesondere [Sz2]). ]

In Kombination mit unseren Regularitétsresultaten erhalten wir nun:

Theorem 6.3.4. Es sei Q0 C R? ein beschriinktes Polyeder mit einer Triangulierung T, die einer quasi-
uniformen Familie F angehort. Es seien S, f, 1 und x derart, dass die |[W*P-Minimalvoraussetzungen)
fiir das Problem (P) mit einem p > d und die |V},-Minimalvoraussetzungen| fiir (Py) erfiillt sind. Die
Triangulierung Ty, sei nicht positiv, es gelte x € C(S2) und es gebe ein v € (0,1], so dass x| € C*7(T)
fiir alle T' € Ty, gilt. Dann existiert ein C' > 0, das nicht von u und h abhdngig ist, so dass gilt

=)l < 10 =)l + Cllog AR (|| Lo + [y

und

o= ) Naoe < 1 = X0 e + C (| og AR 21 f 1 + 1 lwas) + B+ mase [l )
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Beweis. Bezeichnen wir mit C' eine (sich von Schritt zu Schritt verdndernde) Konstante, die nicht von u
und h abhingt, dann erhalten wir aus Satz [6.3.2| mit (I.16)), (6.23) und der Einbettung (4.9)

= un) ¥l < 0= 9) Nl + C(|1og AR~ Plulyyas + B2 7| — ullyye. )
< 1w = X)lliee + C(Nog bR (11 fll o + [llwzs ) + B2l )
< [l = ) ¥l + Cllog B> (| f |10 + [ w2 ) (6.26)
und

= un) e < 10 =) * e + C (| log Ah2 P ulyras + K47 g Xl )

< (¢ =)z + C(|log hl*W*=P(| fllzo + [#llwes) + 7 max [xlorar) ).
€Th
(6.27)

Dies beweist die Behauptung. O

Man beachte, dass die Abschitzungen (6.26) und (6.27) in dem Sinne optimal sind, dass wir — zum
Beispiel bei Verwendung des Hindernisses x = I,y — genau die L°°-Fehlerordnung erreichen, die wir
auch im Falle des Poisson-Problems erhalten wiirden. Dariiber hinaus ergibt sich aus Satz [6.3.4] dass
der L>®-Fehler zwischen v und u, im Eindimensionalen mit der Ordnung O(h?~1/P) gegen Null geht,
wenn wir ein Hindernis y mit |1/ — x|z~ = O(h*"'/P) und v > 1 — 1/p verwenden. Dies ist nach
unseren Uberlegungen in Abschnitt m genau die Ordnung, die wir im Fall d = 1 mit einer a priori
Fehlerabschitzung der Form ||u — up|[z« < Ch” maximal erreichen konnen. Unsere Ergebnisse sind
also genau so gut, wie sie im Kontext unserer Gegenbeispiele und der allgemeinen Theorie sein diirfen,
und dabei nicht schlechter, als sie sein miissen.

Bewiesen wurden Fehlerabschitzungen der obigen Form zum Beispiel schon in [Nif], [Mey] und [Ba].
Dort wurde in erster Linie mit dem diskreten Maximumprinzip von Ciarlet und Raviart gearbeitet, um
den L°°-Fehler zwischen u und uy, zu kontrollieren (siehe etwa [Ci2]). De facto haben wir dieses Prinzip
auch in unserem Ansatz benutzt (und im Beweis von Satz [6.2.4] quasi ,,on the fly” bewiesen) — die von
uns verwendete Herangehensweise scheint jedoch einige neue Blickwinkel auf das Thema der a priori
Fehlerabschitzungen fiir das Hindernisproblem zu eréffnen: Dadurch, dass wir in (P) auch gekriimmte
Hindernisse y zugelassen haben, sehen wir zum Beispiel, dass es sich bei dem Problem der L*°-Fehler-
kontrolle im Fall des Hindernisproblems eigentlich um ein Stabilitdtsproblem handelt. Der zentrale
Schritt in unserer Argumentation war schlieBlich, zu untersuchen, in welcher Weise die Losung uy, auf
Verinderungen des Hindernisses x reagiert. Aulerdem ergibt sich aus unserer Analysis, dass interessante
Zusammenhidnge zwischen dem Hindernisproblem und den restringierten Approximationsaufgaben aus
KapitelE]bestehen. Betrachten wir zum Beispiel fiir ein gegebenes v € Hg () N W?2P(Q) mit p > d das
Hindernisproblem (P) mit 1) = v und f = —Awv und dessen Approximation (FP,) mit x = v, dann gilt
u = v und wir erhalten als Losung von (P},) genau eine einseitige Approximation vy, = up > v, wie wir
sie in Abschnitt[4.3] gesucht haben. Aus Satz[6.3.2] ergibt sich in diesem Fall analog zu dem Beweis von
Theorem [6.3.4| mit dem Resultat iiber die Ritz-Projektion

lo = vl < CH2 P log bl [ollyy2.r-

Dies ist — modulo dem logarithmischen Faktor — genau die Fehlerabschitzung, die wir in Korollar
fiir das einseitige Approximationsproblem hergeleitet haben. Andererseits haben unsere Resultate zur
restringierten Approximation eine zentrale Rolle in der Argumentation gespielt, die wir zur Herleitung
von Satz genutzt haben. Wir kommen also von den L°°-Fehlerabschitzungen fiir das Hindernis-
problem zu den Approximationsresultaten aus Kapitel dlund vice versa. Dies macht deutlich, wie eng der
Zusammenhang zwischen der Problematik der restringierten Finite-Elemente- Approximation und dem
Thema der a priori Fehleranalyse fiir das Hindernisproblem ist.
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7 Experimente

Im folgenden Kapitel schlieBen wir unsere Untersuchung mit einigen numerischen Experimenten im
Zweidimensionalen ab. Abschnitt[7.1] widmet sich zunichst einem Testfall, in dem Satz[6.3.4 anwendbar
ist. Hier werden wir sehen, dass sich der Approximationsfehler ||u — wp||z~ in der Praxis genauso
verhilt, wie es durch die Theorie vorhergesagt wird. In Abschnitt gehen wir dann auf die Frage ein,
was passiert, wenn die verwendeten Triangulierungen die Vorzeichenbedingung (6.14)) verletzten und
positive Nebendiagonaleintrige in den Systemmatrizen auftreten.

7.1 Experimente mit schwach spitzwinkligen Triangulierungen

Das Modellproblem, das wir in den néchsten beiden Abschnitten betrachten werden, ist gegeben durch
(Py) weK: a(u,u—v)<0 YveK
mit
K:={ve H}{Q): v>, fi}, Q= (-1,1)

und

Valz) = <3 4z~ (~05, _0.5)||2—a) o(llz — (~0.5,-0.5) )

2

T (2 — 4|z — (0.5, 0.5)\2‘“> <Z>( | — (0-5,0-5)”)

+ (2 4 — (05, —0.5)112—0“) o(llz - (0.5,—0.5)])
+ (5= e = (-05,09)) o(Jlo - (-0.5,05)] )

+ (5= 41212 6zl - 5.

Mit ¢ bezeichnen wir hierbei wieder die Cut-Off-Funktion, die wir in (6.1)) definiert haben. Man beachte,
dass die W *P-Minimalvoraussetzungen|in der obigen Situation fiir alle 2 < p < 2/« erfiillt sind, denn
fiir v, gilt nach Konstruktion 1,|sq = —1/2 und

2
Yo €EWP(Q) V2<p< =

Letzteres folgt aus der Tatsache, dass die Funktion ||z||2~% im Zweidimensionalen fiir alle 2 < p < 2/«
in W2P(B;(0)) enthalten ist. Approximieren werden wir (P,) durch diskrete Hindernisprobleme der
Form
(Pap)  un € Kyt alup,up —vp) <0 Vo, € K,
mit
Kp = {on € V() : vn > Intha}.

Als Triangulierungen verwenden wir im Folgenden genau die 7, die sich aus einer Zerlegung des
Gebietes 2 = (—1,1)? in quadratische Zellen der Breite h ergeben, wenn man in den Quadratmittel-

punkten neue Knoten einfiihrt und die Gitterzellen anschlieend in Dreiecke unterteilt. Man betrachte
hierzu Abbildung
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Abbildung 7.1: Das verwendete Gitter im Fall & = 2/3 (links) und h = 1/4 (rechts)

‘Wir halten fest:

- Eine Triangulierung 7, der oben beschriebenen Bauart existiert fiir alle A > 0 mit 2/h € N.
Erginzen wir diese Triangulierungen analog zu (6.3) zu einer Familie 7 = {7}, }o<n<2 mit einem
kontinuierlich variierbaren h, dann ist die Familie F quasi-uniform.

- Ist F die Familie aus Punkt eins und 7, € F, dann sind alle 1" € T, schwach spitzwinklig. Dies
bedeutet insbesondere, dass (6.13) gilt und dass F aus nicht positiven Triangulierungen besteht.

Die Triangulierungen 7, erfiillen damit alle Voraussetzungen von Satz [6.3.4] Wenden wir diesen auf
die Probleme (P, ) und (P, ) an, dann erhalten wir, dass der Fehler zwischen den Losungen v und uy,
fiir alle 2 < p < 2/« einer Abschitzung der Form

lu = unl|roe < Cllog hlA*~>/P | a w2 (7.1)

geniigen sollte. Dass tatsichlich gilt, ist in den Abbildungen [7.3|und [7.4]im Fall oo = 0.9 zu sehen.
Dort zeigen unsere numerischen Ergebnisse deutlich, dass der L°°-Fehler zwischen den Losungen up,
und up, zu den Gitterweiten hy1 = 2/(k + 1) und hy, = 2/k, k € N, etwa mit der Ordnung 2 — «
gegen Null geht. Dies passt genau zu dem durch (7.T)) vorhergesagten Verhalten

2-9 2
Junegs — gl < u = un, o+ u = un, e = O log hild %) vp< 2.

0.5

0.2 0.4 0.6

1 -08 -0.6 -04 02 0

Abbildung 7.2: Das Hindernis ), im Fall « = 0.9
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Abbildung 7.3: Ergebnisse im Fall & = 0.9 zu den Schrittweiten » = 1/5 (oben) und & = 1/20 (unten).
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Abbildung 7.4: Verhalten des L>°-Fehlers zwischen den Losungen up, , und up, im Fall o = 0.9.

Benutzt wurde hier wieder der in der Matlab Optimization Toolbox implementierte Active-Set-Algorithmus.
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Die Vorhersagen, die sich aus unseren theoretischen Uberlegungen ergeben haben, lassen sich also
auch durch numerische Experimente bestitigen. Sehr interessant ist nun natiirlich die Frage, was passiert,
wenn wir von den Voraussetzungen abweichen, die wir zur Herleitung unserer Fehlerabschitzungen
benotigt haben. Beschiftigen werden wir uns im Folgenden insbesondere mit der Nicht-Positivitits-
Bedingung (6.14). Diese nimmt eine Sonderrolle unter den Annahmen ein, mit denen wir in den letzten
Kapiteln gearbeitet haben, denn sie ist nur dann erforderlich, wenn das Hindernis nicht vernachldssigbar
ist. Im Falle des Poisson-Problems ist die Quasi-Uniformitit der Gitterfamilie 7 = {7} schlieBlich
ausreichend, um Abschitzungen fiir den L>°-Fehler zu erhalten (sieche Lemma|[6.3.3)).

7.2 Einfluss positiver Nebendiagonalelemente

Um zu untersuchen, welche Relevanz die Voraussetzung (6.14) hat, betrachten wir im Folgenden wieder
die Probleme (P,) und (P, ). Diesmal wihlen wir die zugrunde liegenden Triangulierungen 7}, aber
genau so, dass die Bedingung 9? + (9}T32 < 7 aus Lemma verletzt wird. Konstruieren lassen sich
solche ,,schlechten 7;, vollkommen analog zum letzten Abschnitt, wenn man nicht von einem Gitter mit
quadratischen Zellen ausgeht, sondern von einem Rechtecksgitter, dessen Zellen die Breite h, und die

Hohe h, haben. Einige Beispiele hierzu sind in den Abbildungen und [7.9 zu sehen.
Bezeichnen werden wir eine Triangulierung, die sich aus einem Rechtecksgitter mit den Gitterweiten h,,

und h,, ergibt, mit 73, 5, ,- Des Weiteren definieren wir:

h
Fs = {Emy 5= 5}.

Man beachte, dass fiir die Mengen Fs das Folgende gilt:

- Fjs ist nicht leer fiir alle 0 < § € Q (denn fiir alle k1, k2 € Nist T3/, 2/, wohldefiniert).

- Ist Th,,p, in Fs, dann gilt

hy fallsO<d<1

max{diamT : T €T, , } <
t by} {hy falls § > 1

Die rechte Seite dieser Ungleichung werden wir im Folgenden immer mit dem Laufindex h der
Familie F; identifizieren.

- Jedes Fj ist quasi-uniform, wenn es analog zu (6.3)) zu einer Gitterfamilie mit einem kontinuierlich
variierbaren h erginzt wird (denn die vorkommenden Dreiecke sind dhnlich).

- Ist § # 1, dann verletzt jedes Ty, 5, € Fs die Bedingung (6.14) (denn in diesem Fall existieren
immer Gitterkanten, an denen zwei stumpfwinklige Dreiecke liegen).

Ist § = 1, dann erhalten wir natiirlich genau denselben Testfall wie im letzten Abschnitt. Man beachte,
dass wir uns auf Grund der Symmetrieeigenschaften des Hindernisses 1, im Folgenden ohne Verlust
auf die Fille mit 6 < 1 und h = h, einschrinken konnen. Die numerischen Ergebnisse, die wir in der
obigen Situation fiir die Werte 6 = 1,5 = 1/2,0 =1/3,5 = 1/4 und § = 1/5 erzielt haben, sind in den
Abbildungen [7.5]bis zu sehen. Gemessen wurde dort wieder der L°°-Fehler zwischen den Lésungen
Upy,,, und up, zu den Schrittweiten

2
hk+1 = h$7k+1 = und hk = h%k = %

2
kE+1

Als o haben wir erneut den Wert 0.9 verwendet.
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Abbildung 7.5: Der Fall § = 1
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Abbildung 7.6: Der Fall § = 1/2
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Abbildung 7.7: Der Fall § = 1/3
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Abbildung 7.8: Der Fall § = 1/4
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Abbildung 7.9: Der Fall § = 1/5

Wie wir in den Abbildungen und sehen konnen, scheint der L°°-Fehler auch in
den Fillen, in denen die Vorzeichen-Bedingung nicht erfiillt ist, mit der Ordnung 1.1 = 2 — «
gegen Null zu gehen. Das Konvergenzverhalten ist hier allerdings weitaus unregelmifiger als bei der
Verwendung der schwach-spitzwinkligen Triangulierungen, die wir in Abschnitt|/.1|benutzt haben. Die
entscheidende Frage ist an dieser Stelle, ob die in den Fillen § = 1/2,§ =1/3,0 =1/4und § = 1/5
auftretenden Effekte darauf zuriickzufiihren sind, dass die diskreten Hindernisprobleme (P, ;) auf Grund
der in den Systemmatrizen auftretenden positiven Nebendiagonalelemente instabil werden, oder ob sich
der Fehler nur deshalb irregulér verhilt, weil sich die Approximationseigenschaften der Finite-Elemente-
Riume V3 (2) verschlechtern, wenn der Parameter § gegen Null geht. Ersteres wiirde bedeuten, dass die
Forderung (6.14) nicht ohne Probleme fallen gelassen werden kann, wenn man die Fehlerabschétzungen
aus Satz erhalten will. Im zweiten Fall wire es naheliegend, dass man die Nicht-Positivitéit der
Triangulierungen eigentlich nicht voraussetzen muss. Welche dieser beiden Erkldrungen die richtige ist,
konnen wir in dieser Arbeit leider nicht klidren. Es sei hier aber bemerkt, dass die Ergebnisse, die in [[Dr]
von Draganescu et alii erzielt wurden, darauf hindeuten, dass die Voraussetzung (6.14) abgeschwicht
werden kann. Die dort angestellten Uberlegungen weisen darauf hin, dass es geniigt, die Bedingungen aus
Lemmal6.2.3]in den Gitterzellen zu erfiillen, die in der Nihe der Mengen E = {u = 1} und 92 liegen,
um das diskrete Maximumprinzip von Ciarlet und Raviart anwenden und die L°°-Fehlerabschitzung aus
Satz[6.3.4] herleiten zu konnen. Belastbare Ergebnisse scheint es hierzu jedoch noch nicht zu geben.
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Fazit

Wie wir in dieser Arbeit gesehen haben, verdndern sich die Approximationseigenschaften der Naherungs-
l6sungen uy, € V,? (€2), die man mit der Methode der finiten Elemente erhilt, erheblich, wenn man vom
Poisson- zum Hindernisproblem iibergeht. Zwar erreicht man in beiden Fillen die H'-Ordnung O(h)
(siehe Satz[3.2.TJund Korollar[3.2.2), sobald eine der LP-Normen als Fehlerma$ verwendet wird, tritt aber
deutlich zu Tage, dass die in den Problemen (P) und (P, ) vorkommenden Nebenbedingungen den Fehler
zwischen der exakten Losung w und den Niherungen u;, negativ beeinflussen. Wie diese Verschlechte-
rung des Konvergenzverhaltens zustande kommt, haben wir in Abschnitt [6.1] beobachten konnen: Das
grundlegende Problem ist einfach, dass sich lokal auftretende Effekte im Falle eines kontinuierlichen
oder diskreten Hindernisproblems global auswirken konnen, wenn die Lésungen « und wj, passend mit
den Hindernissen 1/ und y interagieren. Dies verhindert, dass der L2-Fehler analog zum Poisson-Problem
mit der Ordnung O(h?) gegen Null geht, und fiihrt dazu, dass man mit einer a priori Fehlerabschitzung
der Form ||u — up||z« < ChP im Allgemeinen nicht iiber die Ordnung O(h?>~4/P) des L>°-Fehlers aus
dem Approximationssatz [2.1.5|hinauskommen kann.

Dass die Gegenbeispiele, die wir in Abschnitt [6.1] betrachtet haben, dem Worst-Case entsprechen,
haben wir in Kapitel [6| gesehen. Dort war es uns mit Hilfe des Konzeptes der diskreten Superlosung und
unter Benutzung unserer Resultate zur einseitigen Finite-Elemente-Approximation moglich, zu zeigen,
dass die Ordnung O(h?>~%/P) in der L>-Norm — zumindest bis auf einen logarithmischen Faktor — immer
erreicht wird, wenn die Losung v in W?2P((Q) ist und die verwendeten Triangulierungen der Bedingung
geniigen. Hier ist auch deutlich geworden, dass man eigentlich ein Stabilitdtsproblem 16st, wenn
man sich mit a priori Fehlerabschitzungen fiir das Problem ( P) beschiftigt.

Alle Fragen, die sich im Kontext der Fehleranalyse fiir das Hindernisproblem ergeben, konnten wir
in dieser Arbeit natiirlich nicht beantworten. Offen sind zum Beispiel noch die folgenden Punkte:

- Wie weit kann die Nicht-Positivitits-Bedingung (6.14)) abgeschwicht werden, ohne dass Satz[6.2.4]
seine Giiltigkeit verliert? Hier miisste man auch noch einige Beispiele konstruieren, aus denen her-
vorgeht, wie positive Nebendiagonalelemente in den Systemmatrizen die Stabilitdt der diskreten
Hindernisprobleme (P},) beeinflussen.

- Istes im Hoherdimensionalen eventuell doch moglich, in einer der L9-Normen eine bessere Fehler-
ordnung als 2—d/p zu erreichen, oder lassen sich auch im Fall d > 1 Gegenbeispiele konstruieren,
in denen sich der L°°-Fehler zwischen den Hindernissen ¢ und x in den L9-Fehler zwischen v und
uy, fortpflanzt. Dies ist ein sehr interessantes Thema, denn méchte man im Mehrdimensionalen
genauso vorgehen, wie wir es in Abschnitt [6.1] getan haben, dann muss man sich zum Beispiel
mit der Frage beschiftigen, welche Hausdorff-Dimension die Menge haben muss, auf der das
Maximum des Hindernisses 1 bei der Diskretisierung verloren geht, damit der Fehler (u — up,)™
in den L?-Normen spiirbar beeinflusst wird.

- Gilt Ungleichung (@.19)?

Dariiber hinaus ist natiirlich sehr interessant, welche Ergebnisse erzielt werden kdnnen, wenn andere
Variationsungleichungen — zum Beispiel das biharmonische Hindernisproblem — betrachtet werden, und
wie sich der Approximationsfehler ||u — uy||za verhélt, wenn man zur Diskretisierung finite Elemente
einer hoheren Ordnung nutzt. Konkrete Resultate zu diesen Fragen scheint es in der giingigen Literatur
noch nicht zu geben. Hier ist noch einiges zu tun.

75



Literaturverzeichnis

[Ad] Adams, R.A.: Sobolev Spaces, Academic Press, New York, 1975

[Ba] Baiocchi, C.: Estimation d’erreur dans L™ pour les inéquations a obstacle, Mathematical Aspects
of Finite Element Methods, Lecture Notes in Mathematics, 606, 27-34, 1977

[Br] Brenner, S.C., und L.R. Scott: The Mathematical Theory of Finite Element Methods, 3. Auflage,
Springer-Verlag, New York, 2008

[Cil] Ciarlet, P.G.: Lectures on the Finite Element Method, Tata Institute of Fundamental Research,
Bombay, 1975

[Ci2] Ciarlet, P.G.: Discrete Maximum Principle for Finite-Difference Operators, Aequationes Mathe-
maticae, 4, 338-352, 1970

[Da] Dauge, M.: Neumann and Mixed Problems on Curvilinear Polyhedra, Integral Equations and Ope-
rator Theory, 15, 227-261, 1992

[Dr] Draganescu, A., T.F. Dupont und L.R. Scott: Failure of the Discrete Maximum Principle for an
Elliptic Finite Element Problem, Mathematics of Computation, 74, 1-23, 2005

[Evl Evans, L.C.: Partial Differential Equations, 2. Auflage, AMS, Providence, RI, 2010

[Fa] Falk, R.S.: Error Estimates for the Approximation of a Class of Variational Inequalities, Mathe-
matics of Computation, 28, 963-971, 1974

[Gil] Gilbart, D., und N.S. Trudinger: Elliptic Partial Differential Equations of Second Order, Nach-
druck der Edition von 1998, Springer-Verlag, Berlin/Heidelberg/New York, 2001

[Glo] Glowinski, R.: Lectures on Numerical Methods for Non-Linear Variational Problems, Tata Insti-
tute of Fundamental Research, Bombay, 1980

[Grl] Grisvard, P.: Singularities in Boundary Value Problems, Springer-Verlag, Berlin/Heidelberg/New
York, 1992

[Gr2] Grisvard, P.: Elliptic Problems in Nonsmooth Domains, Pitman, London, 1985

[Ki] Kinderlehrer, D., und G. Stampacchia: An Introduction to Variational Inequalities and Their App-
lications, STAM, Philadelphia, 2000

[Mey] Meyer, C., und O. Thoma: A Priori Finite Element Error Analysis for Optimal Control of the
Obstacle Problem, SIAM Journal on Numerical Analysis, 51, 605-628, 2013

[Mol] Mosco, U., und G. Strang: One-Sided Approximation and Variational Inequalities, Bulletin of
the American Mathematical Society, 80, 308-312, 1974

[Mo2] Mosco, U.: Error Estimates for some Variational Inequalities, Mathematical Aspects of Finite
Element Methods, Lecture Notes in Mathematics, 606, 224-236, 1977

[Na] Natterer, F.: Optimale L?-Konvergenz Finiter Elemente bei Variationsungleichungen, Bonner Ma-
thematische Schriften, 89, 1-12, 1976

76



[Ni] Nitsche, J.: L*°-Convergence of Finite Element Approximations, Mathematical Aspects of Finite
Element Methods, Lecture Notes in Mathematics, 606, 261-274, 1977

[Ro] Rodrigues, J.F.: Obstacle Problems in Mathematical Physics, North-Holland, Amsterdam, 1987

[Sch] Schweizer, B.: Partielle Differentialgleichungen - Eine Anwendungsorientierte Einfiihrung,
Springer-Verlag, Berlin/Heidelberg, 2013

[Sco] Scott, L.R.,und S. Zhang: Finite Element Interpolation of Non-Smooth Functions Satisfying Boun-
dary Conditions, Mathematics of Computation, 54, 483-493, 1990

[Str] Strang, G.: One-Sided Approximation and Plate Bending, Computing Methods in Applied
Sciences and Engineering Part 1, Lecture Notes in Computer Science, 10, 140-155, 1974

[Sz1] Schatz, A.H.: Pointwise Error Estimates and Asymptotic Error Expansion Inequalities for the
Finite Element Method on Irregular Grids, Mathematics of Computation, 67, 877-899, 1998

[Sz2] Schatz, A.H., und L.B. Wahlbin: On the Quasi-Optimality in L™ of the H}-Projection into Finite
Element Spaces, Mathematics of Computation, 38, 1-22, 1982

[Su] Suttmeier, E.T.: Numerical Solution of Variational Inequalities by Adaptive Finite Elements, View-
eg und Teubner, Wiesbaden, 2008

[Xu] Xu,J., und L. Zikatanov: A Monotone Finite Element Scheme for Convection Diffusion Equations,

Mathematics of Computation, 68, 1429-1446, 1999

Symbolverzeichnis

gﬁm N R e
SN

=
=
=3
B

Siehe Abschnitt
Siehe Abschnitt
Siehe Abschnitt
Siehe Abschnitt
Siehe Abschnitt
Spuroperator
Kraftterm
Hindernis im kontinuierlichen Hindernisproblem (P)

Losung des kontinuierlichen Hindernisproblems (P)
Zuldssige Menge des kontinuierlichen Hindernisproblems (P)
Superlésung fiir das kontinuierliche Hindernisproblem (P)
Triangulierung (siehe Definition [2.1.1)

Menge der Knoten einer Triangulierung

(Quasi-uniforme) Familie von Triangulierungen

Siehe Definition

Iy Lagrange-Interpolationsoperator

11, Approximationsoperator aus Satz

X Hindernis im diskreten Hindernisproblem (Py,)

up, Lsung des diskreten Hindernisproblems (F,)

Ky Zuldssige Menge des diskreten Hindernisproblems ( Py,)

Jn Diskrete Superlosung fiir das diskrete Hindernisproblem ( P,)
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