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Mathematisches Entdecken am Beispiel der
Wechselwegnahme

Motivation

Die Forderung, fiir Schiilerinnen und Schiiler erfahrbar zu machen, ,,dass
sich die Bedeutung der Mathematik als Wissenschaft nicht auf den Anwen-
dungsbezug reduzieren lasst®, hat Einzug auch in die rheinland-pfilzischen
Lehrpldne gefunden. Gleichzeitig soll die Beschéftigung mit Mathematik
als Tétigkeit erlebt werden, ,,die um ihrer selbst willen betrieben wird und
Freude bereiten kann* (vgl. M BWW-RLP). Da diese Ziele in den Lehr-
planen relativ allgemein formuliert sind, stellt sich die Frage nach der kon-
kreten Umsetzung. Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, eine Moglichkeit
aufzuzeigen, wie ein Mathematikunterricht in diesem Sinne zu einer gym-
nasialen Bildung beitragen konnte. Den Anstof3 dafiir hat die Veranstaltung
,Didaktik der Algebra® an der Johannes Gutenberg-Universitidt in Mainz
gegeben. Die Studierenden (angehende Gymnasiallehrer) waren im Rah-
men dieser Veranstaltung mit dem klassischen Beweis der Inkommensura-
bilitdt von Seite und Diagonale in einem Quadrat konfrontiert.

Dieser Beweis durch Wechselwegnahme wurde in der Literatur von vielen
Autoren unter verschiedenen Aspekten beschrieben. So findet man dazu
zum Beispiel bei Toeplitz (1949) eine kurze historische Exkursion. Ausge-
hend von der Frage ,,In welchem Langenverhiltnis ist eine Figur dhnlich zu
vergroBBern, damit ihre Flache verdoppelt werde?, weist A. 1. Wittenberg
in seinem Buch ,,Bildung und Mathematik* auf eine mogliche Behandlung
der oben genannten Inkommensurabilitdt im gymnasialen Mathematikun-
terricht hin. Spies (2012) geht in ihrer Arbeit vom dsthetischen Standpunkt
an dieses Thema heran. Eine Skizze des Beweises ist noch in manchen
Lehrbiichern fiir die neunte Klasse zu finden (z.B. Schmid & Weidig), auch

= wenn nur am Rande des Kapitels zur Einfilhrung der
;48 reellen Zahlen. Abbildung 1 fasst diesen Beweis kurz
N\ zusammen:
:\\;'E
A B Abb. 1: Diagonale und Seite eines Quadrates sind inkommensurabel

Angenommen, Diagonale und Seite des Quadrates ABCD wiren kommen-
surabel, so wiirde ein gemeinsames Mal3 m existieren, so dass s; = |AB| =
m-k;, d; =|AC| =m-1;, wobei k;,1; EN. Da Ilaut Konstruktion
s,=|CP|=d; —s; =m(; —k;) =m-k, und d, =|CE| =s; —s, =
2s; —d; =m- (2k; —1;) = m-1,, wobei k,,1, € N, folgt, dass auch im
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zweiten Quadrat Seite und Diagonale mit demselben Mall m messbar sind.
Da man diese Argumentation unendlich weiter fortsetzen kann, werden die
entstehenden Quadrate beliebig klein. Dadurch kann man zu jedem ge-
meinsamen Mall m ein Quadrat finden, dessen Seite und Diagonale kleiner
sind als dieses. Das bedeutet: m kann kein gemeinsames Mal} von Seite
und Diagonale im urspriinglichen Quadrat sein.

Nach einer entsprechenden Vorbereitung (Euklidischer Algorithmus, ge-
meinsames Mal3 zweier Strecken, kommensurable Strecken) hat es den
meisten Studierenden keine Probleme verursacht, den Beweis nachzuvoll-
ziehen. Schwierigkeiten sind aber bei der Ubertragung der Beweisidee auf
andere Fille aufgetreten. Unklar war auch, warum man gerade das Lot in P
auf AC oder die Winkelhalbierende AE des Winkels BAC einzeichnen soll-
te, wie es die meisten Quellen suggerieren. Abbildung 2 zeigt, wie man
mittels Faltens

auf die Idee des Lotes PE oder der D
Winkelhalbierenden AE kommen
konnte. Durch Wiederholung des
Schrittes ,,trage auf der ldngeren
Strecke die kiirzere ab*“ gelangt
man dann zur Abbildung 2.

A

Abb. 2: Falten eines Quadrates

Irrationalitit von V3

Nachdem dieser Beweis hinreichend durchleuchtet wurde, stellte sich die
Frage, inwiefern die Methode auch auf andere Fille tibertragbar ist.

C

Mochte man die Frage fiir V3 beantworten, so
bietet sich als mogliche Ausgangsfigur das
gleichseitige Dreieck ABC mit Seitenldnge 2 (cm)

V'3 an. Wie aus Abbildung 3 ersichtlich, ist die Irra-
tionalitidt von v/3 dquivalent zur Inkommensura-
A1 D B bilitdt der Strecken AD und CD.

Abb. 3: Wurzel 3

Wenn man das Dreieck gemil3 Abbil-
dung 4 faltet und versucht, zu der ur-

spriinglichen Figur (d.h. dem gleich- i S
seitigen Dreieck) dhnliche Figuren zu ';‘1
erstellen, gelangt man zu folgenden L _

Beweisideen (Abbildung 5):
Abb. 4: Falten eines Dreiecks

941



Schldgt man einen Kreis um Punkt D mit Radius |AD|, so schneidet dieser
die Hohe CD im Punkt E. Die Differenz |CD| — |AD| ldsst sich entweder

auf der Strecke ED (links: Kreis um E mit Radius |EC| = |EF| = /3 — 1)
oder auf AD (rechts: Parallele zu BC durch F) abtragen. Mittels der {ibrig
gebliebenen Strecke A;D bildet man das gleichseitige Dreieck A;B;C;. Sei

|AD| = b = 1 und |CD| = a = v/3. Dann folgt aus der Konstruktion, dass
|A;D| = 2b —a und |C;D| = 2a — 3b. Angenommen, im urspriinglichen
Dreieck ABC wiren die Strecken a und b mit einem gemeinsamen Mall m
messbar, so wiren auch im neuen Dreieck A;B;C; Hohe und Hilfte der
Seitenldnge mit demselben Mall m messbar. Da man die Konstruktion un-
endlich weiter fortsetzen kann, fiihrt die Annahme eines gemeinsamen Ma-
Bes, dhnlich wie beim Quadrat, zum Widerspruch.

A C?u,SbD B
b=1 B,

Abb. 5: Wechselwegnahme beim gleichseitigen Dreieck

Von der Geometrie zur Algebra

Was kann man aus der Abb. iiber V3 ablesen? Auf dem rechten Bild er-
kennt man, dass

V3 = |CD| = |AD| + |CE| = 1 + |CE| (1)

Aus der Ahnlichkeit der Dreiecke A;DC; und ADC folgt, dass lall?ll IlCC1];>|I
1- ICEI v3—|CE|-2(1-|CE|)

d.h. = . Daraus ergibt sich, dass |CE| = \/_ Setzt

man dlesen Wert in die Gleichung (1) ein, so folgt die bekannte Ketten-

bruchentwicklung von v/3:
V3=1l+——=l+—=1+—2=1+—1=[1,1,2]

1++v3 —
& 143 2452 24

Hat man sich hier Erkenntnisse aus der Geometrie im Kontext der Algebra
zu Nutze gemacht, stellt sich die Frage, ob das auch umgekehrt moglich ist.
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Von der Algebra zur Geometrie

Fiir die Irrationalitit von V2 gibt es verschiedene algebraische Beweise
(vgl. Harris), fiir die vorliegende Arbeit betrachtet man Fermats Beweis mit
der Methode des unendlichen Abstiegs (vgl. Harris). Aus der Annahme,

dass V3 = %,a,b € N, folgt nach Umformung, dass %= 3ab__ba, wobei

3b—a,a—b € Nund3b—a<a,a—b < b.Nun stellt sich die Frage, ob

: : . . . 1. 3b—
man im vorherigen gleichseitigen Dreieck das Verhiltnis 3a__ba finden kann.

Dafiir verlingert man die Seite BC iiber B hinaus um die Lénge b und
schldgt um C einen Kreis mit Radius a.

Das entstandene Dreieck A;D,C, bildet die
Hilfte eines gleichseitigen Dreiecks mit dem
|C1D4| _ 3b-a
|A;D;]  a-b °
struktion kann man unendlich weiter fortfiih-
ren. Dadurch entsteht eine unendliche Kette a
gleichseitiger Dreiecke mit Seitenverhéltnis-
sen, bei denen sowohl Zahler als auch Nenner
immer kleiner werdende natiirliche Zahlen
sind, was schlieBlich zum Widerspruch fiihrt.

Diese Kon-

Seitenverhaltnis

Abb. 6: Unendliche Dreieckskette

Der/die interessierte Leser/in ist eingeladen, weitere Moglichkeiten fiir die

Erstellung des Verhiltnisses 3b—_ba im Dreieck ABC zu finden.
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