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Einsatz von substanziellen Lernumgebungen in heterogenen
Lerngruppen im Mathematikunterricht der Grundschule

1. Bedeutung von substanziellen Lernumgebungen fiir den Mathema-
tikunterricht der Grundschule

Empirische Befunde zeigen, dass der Umgang mit einer zunehmenden he-
terogenen Schiilerschaft, insb. mit einem breiten Leistungsspektrum im
Mathematikunterricht der Grundschule, als zentrale Anforderung gilt (vgl.
Krauthausen & Scherer 2014; Stanat et al. 2012; Walther et al. 2008). Als
Reaktion auf diese Ergebnisse folgte u. a. die Entwicklung der Bildungs-
standards, die sich mit dem Aspekt der Leistungsheterogenitit auseinander-
setzen und in diesem Kontext die Anforderungsbereiche einfiihrten (vgl.
KMK 2005, S. 13). Insgesamt hat die Unterrichtsentwicklung durch eine
geeignete Aufgabenkultur seit einigen Jahren an zentraler Bedeutung ge-
wonnen, daneben sind jedoch noch weitere Faktoren, wie die Bedingungen
seitens der Lehrperson und der Lernenden sowie die Unterrichtskultur ent-
scheidend (vgl. Biichter & Leuders 2011; Krauthausen & Scherer 2014). In
der mathematikdidaktischen Literatur wird in diesem Zusammenhang die
natiirliche Differenzierung als ein geeignetes Konzept beschrieben (vgl.
Wittmann 1990; Krauthausen & Scherer 2014), welches sich besonders gut
beim Einsatz substanzieller Lernumgebungen realisieren ldsst (vgl. Kraut-
hausen & Scherer 2014). Derartige Lernumgebungen definiert Wittmann
(z. B. 1998) mit folgenden Merkmalen: Sie reprisentieren zentrale Ziele,
Inhalte sowie Prinzipien des Mathematikunterrichts, bieten reichhaltige
mathematische Aktivitdten, sind flexibel nutzbar und integrieren mathema-
tische, psychologische sowie pddagogische Aspekte (vgl. auch Krauthausen
& Scherer 2014). Substanzielle Lernumgebungen sind fiir den Mathema-
tikunterricht von groBer Bedeutung: Sie realisieren fundamentale Ideen der
Mathematik, fordern die Kompetenz des Argumentierens sowie mathemati-
sche Fihigkeiten und Fertigkeiten und bieten die Moglichkeit, produktiv
mit der heterogenen Schiilerschaft umzugehen (vgl. ebd.). Lernumgebun-
gen, die zentrale mathematische Kernideen aufgreifen, sind elementarer
Bestandteil des Projekts ,Mathe-Spiirnasen‘ an der Universitit Duisburg-
Essen. Im Rahmen von Experimentiervormittagen bearbeiten Schiilerinnen
und Schiiler der 4. Klasse unter vielféltigen Perspektiven (Einfiihrungen
und Vertiefungen) ausgewihlte Lernumgebungen (vgl. Baltes et al. 2014).
Das hier vorgestellte Forschungsprojekt ldsst sich in das Gesamtprojekt
,Mathe-Spiirnasen‘ einordnen und erforscht zum einen die Konzeption von
Lernumgebungen und zum anderen die konkreten Bearbeitungsprozesse
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der Schiilerinnen und Schiiler. Dazu wird die Bearbeitung der Lernumge-
bungen in Kleingruppen videographiert und zusammen mit den dabei ent-
standenen schriftlichen Schiilerdokumenten analysiert. AnschlieBend wer-
den ausgewihlte Einzelinterviews gefiihrt, um einen detaillierten Einblick
in die Bearbeitungsprozesse der Lernenden zu gewinnen. Beziiglich der
Charakterisierung dieser Prozesse werden u. a. die Anforderungsbereiche
(AB; vgl. KMK 2005, S. 13) der Schiilerinnen und Schiiler bei der Bearbei-
tung der Lernumgebungen identifiziert. Dabei werden Schiilerbearbeitun-
gen, die Unterschiede bzgl. der AB in Einfithrung und Vertiefung aufwei-
sen oder Schiilerbearbeitungen, die auf eine nicht hierarchische Anordnung
der Anforderungsbereiche (bspw. Schwierigkeiten bei AB I, gelungene Be-
arbeitung im AB II) hindeuten, genauer untersucht.

2. Lernumgebung Pascalsches Dreieck

Im Folgenden soll exemplarisch die im Rahmen des Forschungsprojekts
konzipierte Lernumgebung Pascalsches Dreieck vorgestellt werden. Diese
umfasst eine Einfiihrungseinheit, in der das Pascalsche Dreieck durch eine
kombinatorische Aufgabenstellung hergeleitet wird sowie drei Vertiefun-
gen Galtonbrett, Wege in Mannheim und Zahlenmuster. Die Lernumge-
bung bietet die Mdglichkeit fiir kombinatorische und musterbezogene Auf-
gabenstellungen und spricht somit die Vernetzung verschiedener inhaltli-
cher Leitideen an. Neben inhaltlichen Zielen verfolgen die vielféltigen Ak-
tivitdten auch allgemeine Ziele. Im Folgenden wird die Einflihrungseinheit
und die Vertiefung Zahlenmuster nédher vorgestellt, um anschlieBend
exemplarische Bearbeitungen von Grundschulkindern aufzuzeigen und auf
erste Erkenntnisse aus Pilotierungen einzugehen.

2.1. Einfiihrung Kennenlernen des Pascalschen Dreiecks

Ausgangspunkt flir die Herleitung des Pascalschen Dreiecks ist eine kom-
binatorische Aufgabenstellung, der eine ungeordnete Stichprobe ohne Zu-
riicklegen vom Umfang k aus » Elementen in Form von verschiedenfarbi-
gen Murmeln (mit » > k) zu Grunde liegt. Hierbei bestimmen die Lernen-
den zunichst alle moglichen Kombinationen und deren Anzahl. Die jewei-
ligen Ergebnisse werden in einer Tabelle festgehalten. Durch Heranziehen
des historischen Kontextes in Form einer Abbildung des Yang-Hui-
Dreiecks (vgl. z. B. Martzloff 1997) wird die tabellarische Form zur Drei-
ecksform umstrukturiert, sodass die arithmetische Bildungsregel deutlicher
hervorgeht. Diese konnen die Lernenden zum Fortsetzen des Pascalschen
Dreiecks nutzen.
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2.2. Vertiefung Zahlenmuster

Im Mathematikunterricht der Grundschule ist die Beschéftigung mit Mus-
tern unterschiedlicher Art, wie z. B. die Auseinandersetzung mit Zahlen-
mustern von grofler Relevanz (vgl. Wittmann 2003; MSW 2008). Dieser
Aspekt findet in der Vertiefung durch das individuelle Entdecken von Zah-
lenmustern im Pascalschen Dreieck (vgl. Benz 2014) besondere Beriick-
sichtigung. Um das Pascalsche Dreieck fortzusetzen, konnen die Lernenden
auf die in der Einfiihrung thematisierte additive Bildungsregel zuriickgrei-
fen oder bereits erkannte arithmetische Beziehungen zwischen den Zahlen
nutzen (vgl. Stufe I des Zahlenmusterverstindnisses (ZMV) nach Steinweg
2001). Dariiber hinaus sollen die Schiilerinnen und Schiiler ihre Entde-
ckungen bzgl. der Zahlenmuster beschreiben. Diese Beschreibungen kon-
nen ganz unterschiedlichen Charakter besitzen. Denkbar sind beispielge-
bundene Beschreibungen von exemplarischen aufgaben- oder zahlenfol-
genbezogenen Mustern durch Einfirben von Zahlen oder verbale bzw.
schriftliche Beschreibungen. Hingegen duflern sich generalisierende Be-
schreibungen durch die Formulierung einer allgemeinen Regel (vgl. Stufe
I des ZMV, ebd.). Auch das Begriinden eines Zahlenmusters wird ange-
strebt, wobei Argumentationen am Beispiel oder allgemeingiiltige Argu-
mentationen moglich sind (vgl. Stufe III des ZMV, ebd.). Durch die Kom-
plexitit der Aufgabenstellung werden den Lernenden unterschiedliche Be-
arbeitungsniveaus ermoglicht. Dies kommt auch durch die Anforderungs-
bereiche der Bildungsstandards zum Ausdruck (vgl. KMK 2005, S. 13).

Reproduzieren (AB I): Berechnen der Zahlen im Pascalschen Dreieck un-
ter Anwendung der additiven Bildungsregel

Herstellen von Zusammenhingen (AB II): Exemplarisches und generali-
sierendes Beschreiben von Zusammenhingen zwischen Zahlen

Verallgemeinern und Reflektieren (AB III): Verallgemeinern von Zah-
lenmustern und Begriinden der Beziechungen zwischen Zahlen

Im Rahmen der Pilotierung wurden in der Einfiihrungseinheit bei den
Viertklasslerinnen Amba und Ulima beim Fortsetzen des Pascalschen Drei-
ecks mittels der additiven Bildungsregel Schwierigkeiten bei AB 1 bzgl. der
Rechenfertigkeiten deutlich. Dennoch nutzten die Lernenden arithmetische
Zusammenhinge zwischen Zahlen (AB II), um die Diagonalen mit 1 und
mit natiirlichen Zahlen im Pascalschen Dreieck fortzusetzen. Im Interview
nutzte Ulima Tauschaufgaben im Pascalschen Dreieck, die sich aufgrund
der Symmetrie ergeben, um weitere Zahlen zu bestimmen. Amba fiihrte ei-
ne generalisierende Beschreibung ihrer Entdeckung an, indem sie auf die
von ihr eingefirbten Zahlen und deren arithmetische Beziehung einging:
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»Da haben wir entdeckt, dass alle Zahlen durch fiinf teilbar sind. (...) Nicht
alle, nur die Blauen.* Die Beispiele aus Pilotierungen deuten bereits an,
dass eine differenzierte Beschreibung der Bearbeitungsniveaus innerhalb
der eingesetzten Lernumgebungen notwendig ist. Dabei sind die Anforde-
rungsbereiche nicht unbedingt hierarchisch zu sehen. Im weiteren Verlauf
des Forschungsvorhabens sind weitere Analysen vorzunehmen, um die Be-
arbeitungsniveaus unter Beriicksichtigung weiterer Facetten zu erfassen.
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