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Visual Proving

Wer vorher sah, weill nunmehr, weise — dieser mehrdeutige Sinnspruch, in
dem die etymologische Herkunft vom (be)weisen im lat. videre und altgrch.
(F)oida/sidm (respektive sanskr. véda) aufscheint, lidsst sich in gewisser
Weise auch auf die (Vermittlung von) Mathematik als beweisender Disziplin
beziehen. Welche Rolle spielt das Visuelle beim Beweisen als mathemati-
scher Tatigkeit? Hanna & Sidoli (2007, 73ff.) interpretierend, 14sst sich je
nach Standpunkt ein Bild oder eine (visuelle) Reprédsentation als optional,
integral oder gar beweiskonstituierend verstehen, wihrend die Beweisfiih-
renden den Beweis als latente Sinnstruktur idealerweise allméhlich und mit-
einander aushandelnd offenlegen. Dabei konnen sie ihren Beweis am Bilde,
anhand der jeweiligen (visuellen) Reprisentation oder allgemeiner diagram-
matisch gebunden fiihren, oder sich von einer solchen Darstellung 16sen,
diese ggf. wechseln und eine andere beiziehen.

Nach Bemerkungen zu Visualisierung und Beweisen soll also deren Verbin-
dung zu visual proofs der einschldgigen Literatur nach kurz skizziert werden.
Versteht man zudem den Beweis als latente Sinnstruktur, wirft dies die Frage
auf, in welcher Weise das Bild oder die jeweilige (visuelle) Repréasentation
beim (beispielgebundenen) Beweisen fungiert. Wie kann diese den Bewei-
senden dienlich sein, um den Beweis subjektiv zu realisieren, dabei sprach-
lich auszuhandeln und zu manifestieren? Empirisch mag dies etwa durch ein
Lehr-Lern-Experiment mit an Plittchenmustern agierenden und schlielich
modulo-rechnenden Schiilerpirchen der 4. Klasse untersucht werden.

1. Proof and Visualisation

An hauptsichlichen Beweisfunktionen nennt de Villiers (1990, 18f.) verifi-
cation, explanation, systematisation, discovery und communication. Bell
(1976, 24) bezeichnet den zweiten Aspekt noch als illumination und sieht die
Vermittlung von Einsicht, warum eine Behauptung gilt, als Qualitdtsmerk-
mal eines Beweises an. Mit Hanna (1989) gesprochen, handelt es sich primér
also um den Unterschied zwischen proofs that prove und proofs that explain.
Als Tatigkeit des proving why verlangt dies im Mathematikunterricht auch
das Einbeziehen nicht-formeller Ausdrucksweisen im Beweisen durch die
Lernenden. Hanna & Sidoli (2007, 73ff.) werfen die Schliisselfrage auf, ob
und inwieweit visuelle Repridsentationen beim Beweisen nicht nur Evidenz
erzeugen, sondern auch selbst begriindend wirken. Je nach Forschungsper-
spektive ldsst sich ihrer Ausfithrung nach ein Bild oder eine (visuelle) Re-
prisentation als Beweiszugabe, Beweismittel oder Beweis selbst verstehen:
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Im ersten Fall trigt Visualisierung illustrativen Charakter, und der (zumeist
formelle) Beweis steht fiir sich in eher verifikativer Funktion. Dass ein Bild
kein Beweis sel, jenes zuweilen iiber diesen hinwegtiduscht oder auch statt-
dessen besonders haftend bleiben kann, lasst sich historisch wie auch sub-
jektiv durchaus nachvollziehen. Kadunz (2010, 12f.) verweist in diesem Zu-
sammenhang etwa auf Platons Dialoge und stellt dabei eine gewisse Reserve
der dlteren Philosophie gegeniiber dem Betrachten von Bildern fest.

Nicht nur die neuere Verbreitung dynamischer Visualisierungswerkzeuge re-
lativiert das verifikative Primat des Beweisens. Dem genannten Autorenduo
nach sieht Giaquinto (1992, 389ff.) Visualisierung auch als innerlich vollzo-
genes Experiment, welches Beweisen konstruktiv ermoglicht und insofern
mehr entdeckenden Charakter hat. Welche (visuelle) Représentation kann
dabei aber als Beweismittel gewihlt werden und Sinnstruktur aufdecken?
Dies hingt wohl neben stofflichen Gegebenheiten auch vom Verlauf des Be-
weisprozesses ab — das jeweilige Bild oder die (visuelle) Reprisentation
sollte nach eigener Auffassung manchen Beweisfithrenden die allgemeingiil-
tige Behauptung ndmlich nicht nur (ggf. entdecken und) beispielhaft priifen,
sondern nach allem auch noch beweisen lassen. Bilder sind nach Kadunz
(1998, 336) zudem nicht selbstevident, so dass der Lernende sie wie Veran-
schaulichungsmittel lesen, intern reprisentieren und erfolgreich verwenden
lernen muss. Visualisierung lédsst sich insofern als kognitive, zwischen wahr-
nehmbaren Objekten und internem Konstrukt vermittelnde Téatigkeit be-
trachten. Dabei leiste sie Kautschitsch (1994) zufolge eine ,,Rekonstruktion
von Begriffs- und Operationssystemen*, kniipft also insbesondere an bereits
vorhandenes Wissen an.

2. Visual Proofs

Dem Rahmen von Hanna & Sidoli (2007, 73ff.) weiter folgend, konnen vi-
suelle Reprisentationen auch selbst beweiskonstitutierend wirken. Man kann
daher wohl sagen, dass sie gleichsam visual proofs im engeren Sinne bilden.
Borwein & Jorgenson (2009) betonen, dass deren ,,successfull visual re-
presentations tend to be spartan in their detail““. Nach Barwise & Etchemendy
(1991, 180) steht der Beweisfiihrende beim diagrammatic reasoning vor der
Herausforderung, relevante implizite Strukturen explizit (auch digital) pra-
sentierten Informationen zu entnehmen. Dies kann man auch als Versuch
ansehen, den Beweis als latente Sinnstruktur vermoge der jeweiligen (visu-
ellen) Reprisentation selbst zu entwickeln (oder vergleichsweise zu ersetzen,
wie Brown (1999) mit seinen picture-proofs). Dem gegeniiber fassen Pineda,
Lee & Garza (2004) diagrammatic proofs als Transformationen von -pri-
missen und Beweiskonklusion reprasentierenden Diagrammen auf, wie sie
eingangs am Beispiel des Satzes von Pythagoras zeigen.



Nelsen (1993, vi) iiberrascht in seinem Buch Proofs without Words mit der
Aussage, dass diese nicht wirklich Beweise seien, die angefiihrten pictures
or diagrams aber explanativen Charakter triigen und beweisevozierend wirk-
ten. Kirsh (2008, 5ff.) versucht visual proofs vermoge von (conceptual) il-
lustrations zu charakterisieren: ,,Visual proofs are illustrations in which the
solution to an abstract proposition can be 'readily‘ grasped by looking at the
labels and properties in the illustration.” Ein (conceptual) illustration soll
dem Leser in der Betrachtung der concrete instance einer Aussage zu deren
universal generalization verhelfen. Dies erinnert an die Untersuchungen von
Balacheff (1988, 217ff.) und Mason & Pimm (1984, 287) zu generic proofs:
Das dabei als Trager des Allgemeinen fungierende generic example kann
vom jeweiligen Betrachter unterschiedlich gedeutet und damit versprachlicht
werden. Nach Tall (1995, 31f1.) enthalten visual proofs oft enaktive Elemente
und wirken generisch bzw. prototypisch fiir eine Klasse von Behauptungen.

Das Visuelle streifend, sprechen Neubrand & Moller (1990, 57) in der figu-
ralen Arithmetik von einem Beweisen durch Hinschauen, wiahrend Witt-
mann & Miiller (1988, 249) den Begriff vom inhaltlich-anschaulichen Be-
weisen gepragt haben. Wittmann & Ziegenbalg (2004, 37ff.) betonen das
Moment der Versprachlichung in den sogenannten operativen Beweisen.
Dreyfus (1991, 15) resiimiert tiber visual thinking, dass dieses mit verbalem
und algebraischem Denken gleichermal3en einhergehen miisse.

3. Latente Sinnstrukturen

Wie in Krumsdorf (2015) iiber beispielgebundenes Beweisen ausfiihrlich
dargestellt, lisst sich ein Beweis als latente Struktur auffassen, die Lernende
allmihlich subjektiv realisieren, (ggf. gemeinschaftlich) aushandeln und ma-
nifestieren. Dabei referenziert der Oevermann & al. (1979) entlehnte Begriff
der latenten Sinnstruktur auf den Forschungsgegenstand selbst; der Beweis
ist vermoge Toulmin (1958) hiufig als geschichtetes Argumentgefiige dar-
stellbar. Fiir das visual proving im engeren Sinne bedeutet dies nach dem
oben Gesagten, dass fiir einen (gelingenden) Beweisprozess die Art der vi-
suellen Reprisentation respektive Diagrammatik entscheidend ist. Diese
kann den (geschichteten) Beweis als latente Sinnstruktur (ent)bergen. Ler-
nenden kann dabei die Entwicklung ihrer visuellen Strukturierungsfihigkeit
zu Gute kommen. Da das Visuelle die latenten Sinnstrukturen umso mehr
verdecken kann, als dies etwa beim Beweisen an arithmetischen Beispielen
der Fall ist, diirfte eine groBere Bandbreite an beobachtbaren Beweiswegen
zu erwarten sein. Die jeweilige Reprisentation muss zudem @hnlich wie die
fragliche Behauptung ggf. erst konstitutiert und auf ihre Tauglichkeit hin ge-
priift werden, um Lernenden Erkenntniswege zum Latenten zu ebnen.



4. Lehr-Lern-Experiment

Mudaly (2013) untersucht die Frage ,,Is proving a visual act?* durch 1:1-
Interviews mit Schiilern der Mittelstufe iiber eine ithnen unbekannten, visuell
l6sbare Beweisaufgabe. Um dem kommunikativen Beweisaspekt gerechter
zu werden, fithrte der Verfasser dieses laufenden Artikels mit Schiilerpér-
chen der 4. Klasse vergleichbare Lehr-Lern-Experimente. Anders als Witt-
mann (2014, 214ff.), der operative Beweise zu (un)geraden Zahlen vermoge
von Plittchenmustern bis zur 4. Klasse anbahnt, ist hier allgemeiner die vi-
suell vorzunehmende Addition und Multiplikation mit Restklassen themati-
siert worden (sieche Abbildungen). Eine erste Auswertung der eigenen Lehr-
Lern-Experimente zeigte, dass es den Schiilerpdrchen durchaus gelingen
kann, anhand von Plittchenmustern behauptete Rechengesetze im Zahlenbe-
reich Z/nZ (fiir n = 2, 3,4, 5) visuell zu begriinden.
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