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Substanzielle Aufgaben zur Forderung mathematisch begab-
ter Schiilerinnen und Schiiler innerhalb und auflerhalb des
Mathematikunterrichts

Dass eine frithzeitige Diagnose und Forderung fiir die Begabungs-
entwicklung mathematisch begabter Jugendlicher notwendig ist, gehdrt zu
den heute allgemein anerkannten Grundpositionen der Begabungs-
forschung (Képnick, 2014). Fiir Lehrkréfte ist dementsprechend unabding-
bar, liber ein Repertoire an Forderformaten zu verfiigen. Ein Element stel-
len substanzielle Aufgabenfelder dar (vgl. z.B. Bendlken, 2016), die durch
ein mathematisch reichhaltiges Potential mdéglicher Losungen und Lo-
sungswege zum Entdecken mathematischer Beziehungen im Sinne eines
aktiven und konstruktiven Lernprozesses einladen (vgl. z.B. Winter, 1996).
Dabei werden im individuellen Entdecken und Erforschen neuer Zusam-
menhinge mathematische Denkprozesse angeregt.

Solche Aufgaben werden im Projekt ,,Mathe fiir kleine Asse** der Universi-
tit Miinster entwickelt und erprobt (Képnick, 2016). Ein Aufgabenbeispiel
soll im Folgenden vorgestellt werden. Aus den Beobachtungen beim Bear-
beiten der Aufgabe resultieren Schlussfolgerungen fiir die Férderung ma-
thematisch begabter Schiilerinnen und Schiiler.

Aufgabenbeispiel: Mathematik mit Domino

Die Aufgabe ,,Mathematik mit Domino* 1iadt zu
Entdeckungen an Dominorahmen ein, bei denen aus
einer bestimmten Anzahl Dominosteinen Rechtecke
gelegt werden ohne die Anlegeregeln des Domino-
spiels zu beachten. Verwendet wird ein Dominospiel
mit 0 bis 6 Augen. Die Schiilerinnen und Schiiler
sollen an zwei einleitenden Beispielen (siehe Abbil-
dung) entdecken, dass die Zeilen- und Spaltensum-
me in beiden Rahmen 3 betrdgt. Aufgabe der Schiile-
rinnen und Schiiler ist nun, darauf aufbauend eigene
Fragestellungen zu formulieren und selbst zu 16sen.
Die Lehrkraft steht ihnen dabei nur beratend zur Sei-
te. Sie ldsst thnen geniigend Zeit auch Irrwege zu
beschreiten, unterstiitzt aber sofern nétig, wenn die Abbildung 1: Beispiele

Schwierigkeit der Fragestellungen zu hoch gewihlt Von 4er-Dominorahmen
wird. AuBlerdem regt sie zur Verschriftlichung des Losungsprozesses und
der Ergebnisse an.
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Die Aufgabe ist je nach Vorkenntnissen und Kompetenzniveau der Schiile-
rinnen und Schiiler auf unterschiedlichem Niveau (ca. 3.-7. Klasse) bear-
beitbar. Folgende Fragestellungen sind denkbar, wobei die Schiilerinnen
und Schiiler kreativ auf eigene Ideen kommen konnen und sollen:

Als erste mogliche Fragestellung versuchen die Schiilerinnen und
Schiiler hidufig zunédchst weitere 4er-Dominorahmen mit der Zeilen-
und Spaltensumme 3 zu legen. Dafiir lassen sich insgesamt 7 Mog-
lichkeiten finden.

Darauf aufbauend konnen die Schiilerinnen und Schiiler Rahmen
mit anderen Zeilen- und Spaltensummen suchen. Die kleinste
Moglichkeit ist eine Summe von 2, die grofite ist 16. Beides ist
jeweils nur auf eine Art moglich. Wie sich leicht iiberpriifen ldsst,
lassen sich alle Summen von 2 bis 16 erreichen.

Schwieriger ist die Fragestellung zu beantworten, ob im 4er-
Dominorahmen gleiche Zeilen- und Spaltensummen moglich sind,
wenn die Anlegeregeln des Dominospiels beachtet werden.
Bezeichnet man die dabei auftretenden Steine  mit
(a]b)(blc),(c|d).(d|a), so kann man die Bedingung der Gleichheit
der Zeilen- und Spaltensummen als drei Gleichungen formulieren.
Durch Umformungen lésst sich zeigen, dass diese Gleichungen nur
erfiillt sind, wenn a=c gilt, was bedeutet, dass zwei gleiche Steine
verwendet werden miissten. Dies ist bei Verwendung eines einzigen
Dominospiels nicht moglich. Damit ist ein Beweis durch
Widerspruch gefiihrt, dass die Anlegeregeln des Dominospiels nicht
erfiillt werden konnen.

Im Sinne eines mathematischen Problemloseprozesses konnen nun
Erweiterungen vorgenommen werden. Zum einen kann ein Set aus
anderen Dominosteinen verwendet werden, z.B. indem nur die
Steine mit 0 bis 3 Augen zugelassen werden oder ein Dominospiel
mit bis zu 9 Augen verwendet wird. Zunéchst ergibt sich die Frage,
wie viele Steine in diesen Dominospielen enthalten sind. Aus dem
rein  kombinatorischen Problem entwickelt sich bei der
Verallgemeinerung zu einem Spiel mit 0 bis n Augen die Frage der
Berechnung einer endlichen Summe: nj k= W :
k=1
Daran schlieBt sich die Frage an, welche Zeilen- und
Spaltensummen in einem Dominospiel mit 0 bis n Augen im 4er-
Dominorahmen moglich sind. Die kleinste Summe bleibt weiterhin
2. Die groBitmogliche Summe ergibt sich, wenn die Steine mit der
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groften Augensumme (n|n),(n|n-1),(n|n-2),(n-1|n-1) verwendet
werden. Damit kann maximal eine Spaltensumme von 3n-2
erreicht werden.

e FEine weitere Erweiterung des Problems betrifft das Legen anderer
GroBBen von Dominorahmen. Schiiler konnen beispielsweise
versuchen, alle 28 Steine (beim Spiel mit 0 bis 6 Augen) in einem
28er-Dominorahmen zu legen. Dabei ldsst sich analytisch
bestimmen, dass Summen von 42 bis 48 moglich sind. In diesem
groflen Rahmen kann das Legen unter Beachtung der Anlegeregeln
erfolgen, wobei dann nur die Summen 44, 45 und 46 moglich sind.
Das Formulieren der Begriindung, wieso beispielsweise bei
Beachtung der Anlegeregeln die Summe 42 nicht erreicht wird,
kann als Ubung fiir logisches Schlussfolgern, wie es in
mathematischen Beweisen notwendig ist, gesehen werden.

Beobachtungen beim Bearbeiten der Aufgaben

Die Schiilerinnen und Schiiler zeigten beim Be-
arbeiten der Aufgabe eine grofle Kreativitit im
Formulieren von Fragestellungen, in der Vielfalt
der Losungswege und der Losungsdarstellungen.
In Ubereinstimmung mit den Studien von Fuchs
(2006) arbeiteten sie dabei nach individuellen
Problemlodsestilen. Durch den Spielcharakter des
Materials probierten viele Schiilerinnen und
Schiiler zundchst enaktiv Moglichkeiten aus.
Manche blieben bei hartnickigem Probieren, an- |
deren halfen Intuition und Fihigkeiten im Erken- e
nen von Mustern und Strukturen beim Finden Abbildung 2: Systemhaftes
von Losungen. Je schwieriger die Frage- Vorgehen eines Schilers
stellungen waren, desto mehr Iosten sich die

Schiilerinnen und Schiiler vom Material und gingen zu systematischen
Uberlegungen iiber. Andere Schiilerinnen und Schiiler priferierten ein sys-
temhaftes Vorgehen. So ordnete ein Schiiler zunichst die Dominosteine zu
einer Struktur, um einen Uberblick iiber das Material zu erhalten (siche
Abbildung). So fand er durch ein systematisches Vorgehen sehr schnell Lo6-
sungen zu moglichen Augensummen. Bei allen Schiilerinnen und Schiilern
konnte in einem Wechselspiel zwischen Vereinfachung und Verallgemeine-
rung sowie zwischen kreativem Vorgehen und Systematisierung unter Ver-
wendung logisch-schlussfolgerndem Denken ein mathematischer Arbeits-
prozess initiiert werden.
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Anforderung an Aufgaben

Damit Aufgaben solche mathematischen Denkprozesse anregen, muss die
Aufgabenstellung fiir die Schiilerinnen und Schiiler leicht verstandlich und
interessant sein, so dass sie zum kreativen Arbeiten und zum Entdecken
einladt. Daflir ist notig, dass das Problem eine reichhaltige mathematische
Substanz bietet und offen beziiglich der Wahl der Hilfsmittel, der Lo-
sungswege und der Ergebnisdarstellung formuliert ist (vgl. z.B. Bendlken,
2016, S. 206f).

Fazit

Substanzielle Aufgaben werden der Forderung nach natiirlicher Differen-
zierung gerecht, die eine Differenzierung vom Kind ausgehend vorsieht,
das geprigt durch individuelle Potentiale selbst bestimmt, wie tief es in den
mathematischen Gehalt einer Aufgabe eindringt (vgl. z.B. Képnick, 2014,
S. 194f). Sie konnen einerseits als Enrichment zum schulischen Mathema-
tikunterricht angeboten werden und losgeldst von curricularen Vorgaben
Einblicke in neue Themenfelder der Mathematik er6ffnen, andererseits aber
auch als Additum zu einer tieferen Durchdringung schulischer Themen ein-
laden.

Literatur

Benodlken, R. (2016): Offene substanzielle Aufgaben — Ein mdglicher Schliissel auch
und gerade fiir die Gestaltung inklusiven Mathematikunterrichts. In R. Bendlken & F.
Képnick (Hrsg.), Individuelles Fordern im Kontext von Inklusion (S. 203-213).
Miinster: WTM.

Fuchs, M. (2006): Vorgehensweisen mathematisch potentiell begabter Dritt- und Viert-
kldssler beim Problemlosen. Berlin: LIT.

Képnick, F. (2014): Mathematiklernen in der Grundschule. Berlin und Heidelberg:
Springer.

Kaépnick, F. (2016): Zehn Jahre ,,Mathe fiir kleine Asse* - Eine Zwischenbilanz. In R.
Bendlken & F. Képnick (Hrsg.), Individuelles Fordern im Kontext von Inklusion (S.
11-29). Miinster: WTM.

Winter, H. (1996): Mathematik entdecken: Neue Ansdtze fiir den Unterricht in der
Grundschule (4. Auflage). Berlin: Cornelsen Scriptor.

* Forderprojekt an der WWU Miinster zur Férderung mathematisch begabter Schiilerin-
nen und Schiler beginnend im Vorschulbereich bis Ende Sekundarstufe | (siehe
http://mathefuerkleineasse.uni-muenster.de).
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