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1 Einleitung

Die vorliegende Arbeit beschäftigt sich mit der mathematischen Analyse der Ausbreitung
von lokalisierten Wellenpaketen in nichtlinearen Medien mit periodischer Struktur. Ein
interessantes Beispiel dafür sind optische Impulse wie Licht in einem photonischen Kristall,
denn Licht durchläuft einen photonischen Kristall im mathematischen Sinne wellenartig.
Dieses Beispiel findet unter anderem Anwendung in der Datenübertragung.
Ein photonischer Kristall ist die räumlich periodische Anordnung dielektrischer Materialien
mit unterschiedlichem Brechungsindex. Der einfachste mögliche Fall eines photonischen
Kristalls besteht aus abwechselnden Schichten von zwei Materialien mit unterschiedlichen
dielektrischen Konstanten, siehe Abbildung 1.1. Eine detaillierte Einführung in das Gebiet
von photonischen Kristallen wird in [JMW95] gegeben.
Wir werden in dieser Arbeit Wellen in periodischen Strukturen in 1D, 2D und höheren
Raumdimensionen betrachten.

(a) Periodisch in eine Richtung (b) Periodisch in zwei Richtun-
gen

(c) Periodisch in drei Richtun-
gen

Abbildung 1.1: Einfaches Beispiel für Periodizität in ein, zwei und drei Richtungen in 3D.
Die unterschiedlichen Farben repräsentieren verschiedene Materialien mit
unterschiedlichen dielektrischen Konstanten.

Eine besondere Art von Wellen sind die sogenannten Solitärwellen. Eine stehende Solitär-
welle φe−iωt entsteht durch die Balance zwischen nichtlinearen und dispersiven Effekten
und bewegt sich mit stabiler Form fort, welche sich über große Distanzen nicht ändert.
Andere Arten von Wellen würden zum Beispiel mit der Zeit abflachen, steiler werden oder
überkippen. Weiter erfüllen Solitärwellen die Eigenschaft, dass |φ(x)| weg von der Null
exponentiell abflacht. Das heißt, die Einhüllende der Welle hat einen globalen Peak und
fällt weit weg vom Peak ab.
Ein spezieller Fall von Impulsen in periodischen Strukturen sind die sogenannten Gap So-
litone, welche lokalisierte zusammenhängende Wellen sind, deren Frequenz innerhalb einer
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Kapitel 1 Einleitung

Lücke des korrespondierenden linearen räumlichen Spektralproblems liegt. In vielen Fällen
existieren Gap Solitone in Familien, die durch Geschwindigkeit parametrisiert sind, so dass
die Geschwindigkeit für eine fixierte Frequenz variiert werden kann. Gap Solitone können
für optische Netzwerke genutzt werden, zum Beispiel im Bereich von optischer Logik oder
optischen Switches [BTR98, SH07].
Gap Solitone sind keine echten Solitone, da sie beim Zusammenprall keine elastische In-
teraktion aufweisen. Zwei sich gegensätzlich bewegliche Solitone laufen durcheinander hin-
durch und behalten während dieses Vorgangs ihre Form. Solitärwellen und Gap Solitone
hingegen besitzen diese Eigenschaft nicht, da sie sich bei Kollision leicht in der Amplitude
ändern und ein oszillierender Rest übrig bleibt. Weiterführende Grundlagen zu Solitärwel-
len und Gap Solitonen in periodischen nichtlinearen Medien sind beispielsweise in [AW89]
beschrieben.

Eine Reihe physikalischer Phänomene wird mathematisch durch partielle Differentialglei-
chungen beschrieben. Das Konzept von photonischen Kristallen wurde 1864 von J.C. Max-
well eingeführt [Max64]. Die Modellierung des Vorgangs von Licht im photonischen Kris-
tall führt von den Maxwell Gleichungen über die Darstellung als lineares hermitesches
Eigenwertproblem zur periodischen nichtlinearen Schrödingergleichung (PNLS)

i∂tu+ ∆u− V u− σ|u|2u = 0, x ∈ Rd, V, σ ∈ C(Rd,R). (1.1)

Unser Ziel liegt darin, die Asymptotik von Wellenpaketen mit N Trägerwellen für (1.1) in-
nerhalb nichtlinearer periodischer Strukturen zu erforschen. Dafür nutzen wir einen forma-
len Ansatz aus langsam variierenden Einhüllenden von kleinen und breiten Wellenpaketen,
siehe Abbildung 1.2. Diese Einhüllenden erfüllen ein System aus Amplitudengleichungen,
eine Art verallgemeinerte Coupled Mode Gleichungen (CMG). Für die Coupled Mode Glei-
chungen suchen wir Gap Solitone, um eine approximative Solitärwelle für (1.1) zu finden.
Die Analysis ist aufgrund der konstanten Koeffizienten für die Coupled Mode Gleichungen
einfacher zu handhaben als für die ursprüngliche Gleichung (1.1).

c
g

O(ε−1)

O(ε)

A

Abbildung 1.2: Räumlich breites Wellenpaket mit kleiner Amplitude. Es bezeichnet A die
Einhüllende und cg die Gruppengeschwindigkeit.
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1.1 Einordnung in die Thematik

1.1 Einordnung in die Thematik

1) Probleme mit konstanten Koeffizienten

Die Bewegung von Wellen erfahren wir im täglichen Leben, zum Beispiel in Form von Was-
serwellen oder der Ausbreitung von Licht und Ton. Es gibt eine Reihe von mathematischen
Konzepten, um diese Phänomene in der Theorie zu verstehen und Probleme zu lösen, die
aus solchen Vorgängen resultieren.
Bei der Bewegung von Wellen unterscheiden wir zwei Kategorien. Zum einen gibt es die so-
genannten hyperbolischen Wellen. Dies sind Wellen, die durch eine hyperbolische partielle
Differentialgleichung beschrieben werden. Prototypen für hyperbolische Wellen auf Rd sind
die Wellengleichung ϕtt = c2

0∆ϕ, c0 ∈ R mit dem Laplaceoperator ∆ = ∂2
x1 + · · ·+ ∂2

xd
in

d Dimensionen oder auch die Transportgleichung ϕt + c0∇ϕ = 0, c0 ∈ R.
Auf der anderen Seite gibt es die sogenannten dispersiven Wellen, welche durch die Form
ihrer Lösung charakterisiert sind [Whi74]. Obwohl wir uns in der vorliegenden Arbeit vor-
rangig mit nichtlinearen Wellen beschäftigen, bildet die lineare Wellentheorie eine wichtige
Grundlage für unsere Untersuchungen. Für lineare Probleme mit konstanten Koeffizienten
werden dispersive Wellen üblicherweise durch die Existenz einer elementaren Lösung in der
Form einer sinusodialen Welle

ϕ = Aei(k·x−ωt) (1.2)

verstanden, wobei A die Amplitude, die Frequenz ω eine reellwertige Funktion des Wellen-
vektors k ist und im Allgmeinen gilt, dass A ∈ Cm mit m ∈ N. Die Funktion ω = W (k)
mit W : Rd → R, welche k und ω in Relation zueinander setzt, heißt Dispersionsrelation.
Im Allgemeinen gibt es mehrere Lösungen mit unterschiedlichen Funktionen W (k). Wir
werden diese im Folgenden als Moden bezeichnen, siehe [Whi74]. Dispersive Systeme besit-
zen die Eigenschaft, dass die Determinante der Hessematrix von W ungleich Null ist und
dass das zugehörige W (k) reellwertig ist.
Es gibt Fälle, in denen sich beide Arten von Wellen überschneiden. Das heißt, es gibt
hyperbolische Gleichungen, die eine Lösung der Form (1.2) mit nichttrivialer Dispersions-
relation ω = ω(k) haben, in dem Sinne, dass die Phasengeschwindigkeit nicht für alle k
gleich ist und wirklich Dispersion auftritt. Ein Beispiel dafür ist die Klein-Gordon Glei-
chung ϕtt − ϕxx + ϕ = 0, denn die Dispersionsrelation lautet ω =

√
k2 + 1 und damit ist

offensichtlich ω′′ 6= 0.
Allgemeinere Lösungen bestehen aus der Überlagerung mehrerer Moden der Form (1.2) mit
unterschiedlichen Wellenzahlen k. Wenn die Phasengeschwindigkeit nicht für alle k gleich
ist, so bewegen sich die Moden zu den unterschiedlichen Wellenvektoren k mit unterschied-
lichen Geschwindigkeiten. Das nennt man Dispersion. Wir benötigen die Bedingung, dass
k 7→ ∇ω(k) nicht konstant ist, damit die Gleichung dispersiv ist. Wenn nämlich ω(k) = c0k
mit einer Konstante c0 ist, so ist die Phasengeschwindigkeit für alle k gleich und die Moden
mit unterschiedlichen k breiten sich alle mit derselben Geschwindigkeit aus.
Der hauptsächliche Effekt der Nichtlinearität bei dispersiven Gleichungen ist das Auftreten
einer Amplitudenabhängigkeit in der Dispersionsrelation. Eine weitere spezifische Konse-
quenz der nichtlinearen Form ist die Existenz von solitären Wellen. Wellen mit diesem Profil
würden in der linearen Theorie zerlaufen, doch in einigen Fällen balanciert die Nichtlinea-
rität die Dispersion aus, so dass Wellen von beständiger Form produziert werden können.
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Kapitel 1 Einleitung

Die nichtlineare Schrödingergleichung iϕt + ∆ϕ + |ϕ|2ϕ = 0 gehört zu der Klasse der
nichtlinearen dispersiven Gleichungen, denn die Dispersionsrelation zum linearen Problem
lautet ω = |k|2 und deren Hessische sind nicht Null.

2) Probleme mit räumlich periodischen Koeffizienten

Wir betrachten das Anfangswertproblem für die verallgemeinerte nichtlineare Schrödinger-
geichung

i∂tu = −∆u+ V (x)u+ f
(
|u|2
)
u

u(0) = u0,

wobei u : Rd×R+ → C eine Wellenfunktion ist. Weiter ist V (x) ein beschränktes Potential
und f ist eine reelle analytische Funktion. Für dieses Anfangswertproblem wurde in [Pel11]
für u0 ∈ Hs(Rd) die Existenz einer eindeutigen lokalen Lösung u(t) gezeigt.
Wie wir später sehen werden, führt der Schrödinger Operator L := −∆ + V zum soge-
nannten Blocheigenwertproblem. Für ein Problem mit periodischen Koeffizienten erhalten
wir durch das Blocheigenwertproblem die Eigenwerte ωn(k). Das ursprüngliche Problem
ist dispersiv, wenn gilt, dass det(D2ω(k)) 6= 0.
Wie wir später sehen werden, führt der Schrödinger Operator L := −∆ + V zum soge-
nannten Blocheigenwertproblem. Für ein Problem mit periodischen Koeffizienten erhalten
wir durch das Blocheigenwertproblem die Eigenwerte ωn(k). Das ursprüngliche Problem
ist dispersiv, wenn gilt, dass det(D2ω(k)) 6= 0.
In der vorliegenden Arbeit interessieren wir uns für Wellenpakete in nichtlinearen Pro-
blemen mit periodischen Koeffizienten, welche durch eine sogenannte langsam variierende
Einhüllendenapproximation untersucht werden können. Der Einhüllendenansatz wird ge-
nutzt, um eine Gleichung wie die Wellengleichung mit quadratischer oder kubischer Nicht-
linearität oder die periodische nichtlineare Schrödingergleichung zu approximieren.
Wir nutzen sie in der vorliegenden Arbeit für die Rechtfertigung der effektiven Gleichun-
gen für die periodische nichtlineare Schrödingergleichung. Durch die Wahl eines geeigneten
Ansatzes möchten wir eine Approximation der Lösung erhalten, deren Fehler möglichst
klein sein soll. Dafür wählen wir den approximativen Ansatz basierend auf einer Bloch-
welle als Lösung des linearisierten Problems. Die Welle wird mit einer kleinen und breiten
Einhüllenden mit langsamer Modulation in Raum und Zeit multipliziert.
Durch das Einsetzen des Ansatzes in die urpsrüngliche Gleichung erhalten wir das Residu-
um. Dieser Vorgang ist aus der Multiskalenanalysis bekannt. Um ein Approximationsergeb-
nis zu erhalten, benötigen wir ein kleines Residuum. Nach der Abschätzung des Residuums
erhalten wir die finale Fehlerabschätzung durch ein Gronwallargument.
Für die Abschätzung des Residuums spielen die entsprechenden Funktionenräume eine
wichtige Rolle, denn die resultierende Fehlerordnung sollte größer als die Ordnung des ap-
proximativen Ansatzes sein. Zum Beispiel wird in der klassischen NLS-Asymptotik für die
Wellengleichung in 1D das Residuum in Hs abgeschätzt. In höheren Dimensionen funktio-
niert das nur mit einem verbesserten Ansatz. Das Problem dabei ist die Skalierungseigen-
schaft der L2-Norm

‖f(ε·)‖L2(Rn) = ε−
n/2‖f‖L2(Rn),

so dass bei der Abschätzung des Residuums n/2 ε-Potenzen verloren gehen. Deshalb wird
das Residuum in höheren Dimensionen im Blochraum auf Basis von L1 abgeschätzt. Wir
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1.1 Einordnung in die Thematik

werden in unserer Rechtfertigung ebenfalls mit Blochvariablen und in L1 arbeiten. Genau-
eres dazu werden wir an entsprechneder Stelle erläutern.
Die Skalierung der Einhüllenden A ist nicht eindeutig und kann zu verschiedenen Ampli-
tudensystemen mit qualitativ unterschiedlichen Lösungen führen.
Für die periodische nichtlineare Schrödingergleichung (PNLS)

i∂tu = −∆u+ V (x)u+ σ(x)|u|2u (1.3)

mit V, σ ∈ C(Rd,R) 2πZd- periodisch, wird der Ansatz aus sogenannten Blochwellen kon-
struiert. Blochwellen sind eine Art Verallgemeinerung von ebenen Wellen, welche die Trä-
gerwellen von Lösungen der Linearisierung von (1.3) mit konstanten Koeffizienten sind.
Mittels Blochtheorem folgt, dass alle beschränkten Lösungen der linearen Schrödingerglei-
chung die Form Ψ(x, k, t) = p(x, k)ei(k·x−ωt) haben, wobei p(x + 2πej , k) = p(x, k), j =
1, . . . , d die Periodizität des Potentials V erfüllt. Die Welle Ψ(x, k, t) wird Blochwelle ge-
nannt.
Für die Konstruktion eines Ansatzes gibt es standardmäßig zwei Möglichkeiten, nämlich auf
der einen Seite die Verwendung von Wellenpaketen mit einer einzelnen tragenden Blochwel-
le und auf der anderen Seite die Konstruktion aus mehreren Blochwellen mit unterschied-
lichen Gruppengeschwindigkeiten. Die beiden Möglichkeiten unterscheiden sich durch ihre
asymptotischen Skalierung.
In dem ersten Fall wird eine einzelne Blochwelle mit einer Einhüllenden multipliziert, wel-
che von der sogenannten „moving frame“ Variablen x−cgt mit der Gruppengeschwindigkeit
cg abhängt und in der Zeit sehr langsam skaliert ist. Das Wellenpaket breitet sich mit einer
Geschwindigkeit aus, welche asymptotisch nah an der Gruppengeschwindigkeit der tragen-
den Welle ist [BSTU06, GWH01, DR18]. Der Ansatz

uans(x, t) = εA
(
ε(x− cgt), ε2t

)
p(x, k0)ei(k0x−ωt), x, t ∈ R, 0 < ε� 1 (1.4)

führt in diesem Fall zur kubischen nichtlinearen Schrödingergleichung mit konstanten Ko-
effizienten.
In [BSTU06] wird eine Wellengleichung mit quadratischer bzw. kubischer Nichtlineari-
tät in 1D durch einen Ansatz der Form (1.4) mit entsprechendem komplex konjugiertem
Summanden approximiert. Die effektive Gleichung ist eine nichtlineare Schrödingerglei-
chung mit konstanten Koeffizienten. Sie wird mittels Multiskalenanalysis hergeleitet und
die Abschätzungen für die Rechtfertigung werden in Blochvariablen durchgeführt, wobei
ein erweiterter Ansatz konstruiert wird, um das Residuum klein genug zu bekommen. Der
asymptotische Fehler wird dann mittels Gronwall Lemma abgeschätzt. So werden auch wir
in Kapitel 6 verfahren, wobei wir für die Abschätzungen der Strategie in [DH17] folgen und
auf die L1-Norm zurückgreifen. Dieses Vorgehen wird später genauer erklärt. Ansatz (1.4)
wurde in höheren Dimensionen in [DR18] für die Gross-Pitaevskii Gleichung (wir bezeich-
nen diese in der vorliegenden Arbeit als periodische nichtlineare Schrödinger Gleichung)
und eine semilineare Wellengleichung untersucht.

Im zweiten Fall werden mehrere Einhüllende genutzt. Deren langsam variierende Skalierung
von (εx, εt) führt als effektive Gleichungen zu einem Amplitudensystem für die Einhül-
lenden, welches Coupled Mode Gleichungen genannt wird [AW89, SU01, GWH01, AP05,
DH17, Pel11]. Die periodische nichtlineare Schrödingergleichung wurde in 1D bereits in
[Pel11] und [Doh14] sowie in 2D in [DPS09] und [DU11] jedoch für andere zeitunabhängige
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Kapitel 1 Einleitung

effektive Gleichungen diskutiert. In [DU11] wurde die Gleichung für ein nichtseparables
Potential mit endlichem Kontrast untersucht. Im Gegensatz zum Fall mit separablem Po-
tential [DPS09] muss die Herleitung der Coupled Mode Gleichungen für ein nichtsepara-
bles Potential in Blochvariablen, siehe Kapitel 2.2, durchgeführt werden. Die Zielsetzung
in [Doh14] war die Untersuchung der Asymptotik von beweglichen Solitärwellen für (1.3)
mit einem sogenannen finiten Bandpotential und zusätzlicher kleiner Störung V + εW . Im
eindimensionalen Fall hat der Ansatz die Form

uans(x, t) = ε1/2e−iω0t
(
A+ (εx, εt) p(x, k0)eik0x +A− (εx, εt) p(x,−k0)e−ik0x

)
(1.5)

mit 0 < ε � 1, wobei p(x,±k0)ei(±k0x−ω0t) zwei Blochwellen sind. Dieser Ansatz führt
zu einem System aus zwei Gleichungen vom Dirac-Typ, den Coupled Mode Gleichungen.
Damit Ansatz (1.5) eine approximative Solitärwelle für das ursprüngliche Problem (1.3)
liefert, muss das Einhüllendenpaar (A+, A−) eine solitonähnliche Lösung der Coupled Mo-
de Gleichungen sein. Der Inhalt dieser Arbeit baut auf den Untersuchungen in [Doh14] auf
und weitet die Suche nach lokalisierten Lösungen der periodischen nichtlinearen Schrödin-
gergleichung auf allgemeine Potentiale mit kleiner Störung V + εW und höhere Ortsdi-
mensionen aus. Wir zeigen, dass eine konkrete Wahl des Potentials V wie in [Doh14] nicht
notwendig für Coupled Mode Gleichungen mit einer spektralen Lücke ist.
In [AW89] wurde die Interaktion zwischen zwei gegensetzlich verlaufenden Moden eines
elektromagnetischen Feldes in einem eindimensionalen periodischen nichtlinearen Medi-
um behandelt. Für ein System aus zwei gekoppelten nichtlinearen Amplitudengleichungen,
ähnlich zu unseren Coupled Mode Gleichungen, wird eine durch zwei Parameter charakte-
risierte Familie von nichtstationären solitonähnlichen Lösungen präsentiert. Diese Solitär-
wellen repräsentieren optische Wellenzüge, deren Einhüllende sich unverändert durch einen
Reflektionsfilter bewegt, mit der Besonderheit, dass die mittlere Wellenlänge der Solitär-
welle im Inneren der spektralen Lücke liegt.
Wir suchen lokalisierte Lösungen der Coupled Mode Gleichungen in einer spektralen Lücke,
weil die linearen Lösungsmoden in spektralen Lücken exponentiell sind. In den sogenannten
„tails“, das heißt den Ausläufern der nichtlinearen Lösung, überwiegen die linearen Dyna-
miken, da die kubische Nichtlinearität in den Ausläufern vernachlässigbar ist. Gleichung
(1.3) wurde in ähnlicher Form, jedoch mit unterschiedlicher ε-Skalierung für zwei Raum-
dimensionen in [AS18] und für d Raumdimensionen in [GMS08] untersucht.
In [AS18] ist die zugrunde gelegte periodische Struktur ein Honigwabengitter und als ef-
fektive Gleichungen erhält man ein System aus zwei Diracgleichungen.
Der approximative Ansatz in [GMS08] führt zu einem Amplitudensystem in N Varia-
blen. Die Abschätzungen für die appoximative Lösung werden in dem ε-skalierten Sobo-
levraum

Hs
ε (Rd) :=

{
f ∈ L2(Rd)

∣∣∣∣∫
Rd

(1 + |εk|2)|f̂(k)|2 dk <∞
}

durchgeführt. Für die Rechtfertigung dieser Gleichungen ist es notwendig, dass die un-
terschiedlichen Frequenzen ein sogenanntes Closed Mode System ausreichend hoher Ord-
nung, abhängig von der Raumdimension d, bilden. In der asymptotischen Entwicklung des
Wellenpakets müssen die Autoren von [GMS08] zusätzlich mit Termen höherer Ordnung
arbeiten, was in der Rechtfertigung in Kapitel 6 nicht nötig ist.
Die effektiven Gleichungen in beiden Fällen, [GMS08] und [AS18], besitzen jedenfalls kei-
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1.2 Hauptresultate und Aufbau

ne spektrale Lücke, weshalb in diesen Fällen - im Gegensatz zu unserer Arbeit - keine
lokalisierten Lösungen zu erwarten sind.

1.2 Hauptresultate und Aufbau

In der vorliegenden Arbeit betrachten wir die periodische nichtlineare Schrödingergleichung
mit kleiner Störung εW

i∂tu = −∆u+ (V (x) + εW (x))u+ σ(x)|u|2u, x ∈ Rd, t ∈ R, (1.6)

mit V, σ ∈ C(Rd,R). Das Potential W wird später spezifiziert. Unser formaler Ansatz für
eine Wellenpaketlösung lautet

uapp(x, t) = ε1/2e−iω0t
N∑
j=1

Aj (εx, εt) pn0(x, k(j))eik
(j)·x, 0 < ε� 1,

wobei pn0(x, k(j))ei(k
(j)·x−ω0t) für j = 1, . . . , N die tragenden Blochwellen sind, siehe Ab-

schnitt (2.2).
Kapitel 2 behandelt die für die vorliegende Arbeit notwendigen mathematischen Grundla-
gen. Zunächst erklären wir in Abschnitt 2.1 einige wichtige Begriffe und Zusammenhänge
aus dem Bereich der dispersiven Wellen, wie zum Beispiel die Phasen- und Gruppenge-
schwindigkeit, sowie die Dispersionsrelation.
In Abschnitt 2.2 behandeln wir dann das Blocheigenwertproblem für den d-dimensionalen
Fall. Wir erläutern das Konzept von Blochwellen, gehen auf die Bandstruktur ein und er-
klären die Wahl der Blochwellen für unseren asymptotischen Ansatz.
Für die spätere Analysis benötigen wir spezielle Funktionenräume, welche wir ebenso wie
die Blochtransformation einführen. Weiter untersuchen wir die Abhängigkeit der Regula-
rität der Blochfunktionen von dem Potential V .
Wir leiten in Kapitel 3 die sogenannten Coupled Mode Gleichungen in 1D und in kurzer
Form in höheren Dimensionen her und zeigen, welche Struktur die Gleichungen für den
allgemeinen d-dimensionalen Fall für einen Ansatz aus N Moden haben.
Wir werden sehen, dass die periodische nichtlineare Schrödingergleichung in 1D mit einem
Ansatz der Form (1.5) für ein Potential mit kleiner Störung V + εW für geeignete W zu
Coupled Mode Gleichungen führt, deren linearer Teil die Form

i(∂TA+ + cg∂XA+) + κA− = 0

i(∂TA− − cg∂XA−) + κA+ = 0

mit T = εt und X = εx, κ > 0 hat, so dass der resultierende räumliche Operator eine spek-

trale Lücke aufweist. Das liegt an der Tatsache, dass das Spektrum von
(
icg∂X κ
κ −icg∂X

)
R\ (−κ, κ) ist. In speziellen Fällen sind die Coupled Mode Gleichungen identisch zu denen
für periodische Strukturen mit kleinem Kontrast, siehe [AW89, Pel11, GWH01]. Im eindi-
mensionalen Fall kann man im Gegensatz zu höheren Dimensionen bewegliche, exponentiell
lokalisierte Lösungen für die Coupled Mode Gleichungen nachweisen. Für einen Spezialfall
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Kapitel 1 Einleitung

kann sogar explizit eine Familie von lokalisierten Lösungen angegeben werden.
Neben der Struktur der Coupled Mode Gleichungen in d Dimensionen zeigen wir deren
lokale Wohlgestelltheit.
Es folgt in Kapitel 4 die Untersuchung der Dispersionsrelation der Coupled Mode Glei-
chungen für den zweidimensionalen Fall. Wir erläutern, welche Eigenschaften die Disper-
sionsrelation erfüllen muss, damit wir eine spektrale Lücke des zugehörigen räumlichen
Operators erhalten und diskutieren die Existenz einer spektralen Lücke für approximative
Ansätze aus zwei, drei und vier Moden.
In Kapitel 5 erläutern wir das asymptotische Vorgehen für die Konstruktion von lokalisier-
ten Lösungen der Coupled Mode Gleichungen in 2D. Diese werden durch eine nichtlineare
Schrödingergleichung mit konstanten Koeffizienten approximiert. Eines unserer Hauptziele
ist es, Gap Solitone als Lösungen für die Coupled Mode Gleichungen zu finden und damit
Solitärwellen für die periodische nichtlineare Schrödingergleichung zu approximieren.
Für den Fall von zwei Raumdimensionen präsentieren wir in Abschnitt 5.2 unsere nume-
rischen Ergebnisse, welche eine stehende lokalisierte Solitärwelle für die Coupled Mode
Gleichungen liefert, siehe Abbildung 1.3. Dafür erläutern wir in Kürze unser Vorgehen und
erklären die verwendeten numerischen Verfahren und Algorithmen.

Abbildung 1.3: Zeitharmonische Lösung der Coupled Mode Gleichungen in 2D in der spek-
tralen Lücke.

Auf Grundlage der Asymptotik beweisen wir dann in Abschnitt 5.3 die Existenz von lokali-
sierten Solitärwellen für die Coupled Mode Gleichungen mit Hilfe einer Lyapunov-Schmidt
Reduktion und der Anwendung des Banachschen Fixpunktsatzes. Wir formulieren das
Hauptresultat
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1.2 Hauptresultate und Aufbau

Satz 1.1. Sei C Lösung der nichtlinearen Schrödingergleichung mit konstanten Koeffizi-
enten (5.16) mit C(X) = C(−X), Ĉ ∈ L1

sC
(R2) und sC ≥ 1. Dann existiert ein ε0 > 0

und ein c > 0, so dass die Coupled Mode Gleichungen (5.4) mit Ω = Ω0 + ε2Ω1 für alle

ε ∈ (0, ε0) eine Lösung ~B mit ~̂B ∈ X haben und es gilt

‖ ~B − ~Bapp‖C0
b
≤ cε3/2

und ~B(X)→ 0 für |X| → ∞. Dabei ist ~Bapp definiert durch

~Bapp(X) = εC(εX)~η (j0)(0), j0 ∈ {1, . . . , 4}.

Eine Schwierigkeit in dem Beweis des Approximationstheorems ist, dass wir einen Operator
erhalten, welcher nicht invertierbar ist. Wir schränken uns deshalb für die Lösung auf den
symmetrischen Sobolevraum

L1
sym :=

{
û ∈ L1

1(R2) | û(κ) ∈ R ∀κ ∈ R2, supp(û) ⊂ Bε1/2(0)
}

ein und zeigen, dass der Operator dort invertierbar ist.
Wir diskutieren in Abschnitt 5.4, weshalb es im Fall von d = 2 Dimensionen und N = 4
Moden keine beweglichen lokalisierten Lösungen für die Coupled Mode Gleichungen geben
kann. Dafür zeigen wir, dass die Coupled Mode Gleichungen in diesem Fall eine horizontale
Asymptotik aufweisen, was für einen Ansatz mit sogenannten „moving frame“ Variablen
zum Schnitt mit einer Hyperebene führt.
In Kapitel 6 führen wir schließlich eine rigorose Rechtfertigung für die periodische nichtli-
neare Schrödingergleichung durch. Als Hauptresultat erhalten wir den folgenden Satz.

Satz 1.2. Unter geeigneten Regularitätsannahmen an V,W und σ und für (A1, . . . , AN )
Lösung der Coupled Mode Gleichungen (4.17) mit Âj ∈ C1

(
[0, T0], L1

sA

(
Rd
)
∩ L2

(
Rd
))
,

∂T Âj ∈ C
(
[0, T0], L1(Rd)

)
für ein T0 > 0, sA > d und alle j = 1, . . . , N , existiert ein c > 0

und ε0 > 0, so dass, falls u(x, 0) = uapp(x, 0), gegeben durch Ansatz (1.5), so erfüllt die
Lösung u von (1.6), dass u(x, t)→ 0 für |x| → ∞ und

‖u(·, t)− uapp(·, t)‖C0
b
≤ cε3/2 für alle ε ∈ (0, ε0), t ∈ [0, ε−1T0].

Dabei bezeichnet C0
b den Raum der stetigen und beschränkten Funktionen, versehen mit

der Supremumsnorm und Âj die Fouriertransformierte von Aj für j = 1, . . . , N .
Für die Rechtfertigung transformieren wir Gleichung und Ansatz in Blochvariablen und
definieren einen erweiterten Ansatz, der das Residuum klein werden lässt. Das Residu-
um wird in einem L1-basierten Raum abgeschätzt, für den man mit einem Satz ähnlich
zum Lemma von Riemann-Lebesgue eine Abschätzung für die C0

b -Norm erhält. Schließlich
nutzen wir ein Gronwall Argument, um den asymptotischen Fehler zu kontrollieren.
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2 Mathematische Grundlagen

Unser Ziel in diesem Kapitel liegt darin, wichtige Begriffe aus dem Bereich der dispersi-
ven partiellen Differentialgleichungen und der Blochtheorie zu erläutern und damit eine
Grundlage für die darauf folgenden Untersuchungen zu schaffen.

2.1 Dispersive Wellen

Wie in der Einleitung erwähnt, beschreibt Dispersion den Effekt, dass sich Wellen zu ver-
schiedenen Wellenlängen mit unterschiedlichen Geschwindigkeiten ausbreiten. Als Beispiel
für dispersive Wellen kann man ein Prisma betrachten, in dem Licht gebrochen wird.
Durch die unterschiedlichen Ausbreitungsgeschwindigkeiten der Lichtwellen im Glas wer-
den verschiedene Farben beim Übergang von Luft zu Glas und zurück unterschiedlich stark
gebrochen. Auf der Seite, zu der das Licht aus dem Prisma austritt, sieht man deshalb ein
farbiges Spektrum.
Für diesen Abschnitt greifen wir auf die Erläuterungen und Resultate in [Doh16] zurück.

Durch dispersive partielle Differentialgleichungen können eine Reihe physikalischer Phäno-
mene beschrieben werden. Beispiele für dispersive Gleichungen sind die Schrödinger Glei-
chung

i∂tu+ ∆u = 0, x ∈ Rn,

die lineare Korteweg de Vries Gleichung

∂tu+ a∂xu+ ∂3
xu = 0, a ∈ R, x ∈ R

oder die Klein Gordon Gleichung

∂2
t u = ∂2

xu− au, a ≥ 0, x ∈ R.

Allgemein betrachten wir ein System von m ∈ N linearen partiellen Differentialgleichungen
mit konstanten Koeffizienten auf Rn

P (∂t, ∂x1 , . . . , ∂xn) ~u = 0, x ∈ Rn, t > 0, (2.1)

wobei ~u : Rn →∈ Cm und P : Rn+1 → Cm×m. Wir nehmen an, dass

1. Pj,j(y) ist linear in y1 ∀j

2. ∂y1Pi,j(y) ≡ 0 ∀i, j, i 6= j und
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3. ∂y1Pj,j(y) ≡/ 0 ∀j.

Diese Annahmen stellen sicher, dass das System bezüglich t erster Ordnung ist, dass alle
Gleichungen die Zeitableitung enthalten und dass in der j−ten Gleichung die Zeitableitung
nur auf uj wirkt.

Zunächst definieren wir die Dispersionsrelation, welche die Frequenz ω ∈ R und den Wel-
lenvektor k ∈ Rn in Zusammenhang bringt.

Definition 2.1. (Dispersionsrelation)
Die Dispersionsrelation von Gleichung (2.1) ist gegeben durch

det (P (−iω, ik1, . . . , ikn)) = 0.

Bemerkung 2.2. Weil die Dispersionsrelation eine algebraische Gleichung vom Grad m
ist, hat siem LösungenW1(k), . . . ,Wm(k), die wir Moden nennen. Sie liefernm elementare
Lösungen von (2.1).

Wir führen nun eine Funktion θ ein, welche die Phase der j-ten Mode der Lösung ist. Wir
definieren sie als

θ := k · x−Wj(k)t, j = 1, . . . ,m

mit dem Wellenvektor k und der Frequenz ωj , welche durch die Dispersionsrelation ωj =
Wj(k) gegeben ist. Die Wellenfronten θ = c, c ∈ R bewegen sich mit der sogenannten
Phasengeschwindigkeit fort.

Definition 2.3. (Phasengeschwindigkeit)
Die Phasengeschwindigkeit der j-ten Lösungsmode von (2.1) ist definiert durch

v(j)
p (k) :=

Wj(k)k

|k|2
.

Für d = 1 reduziert sich die Phasengeschwindigkeit zu v(j)
p (k) :=

Wj(k)
k . Für die Definition

der Dispersion führen wir zunächst den Begriff der Gruppengeschwindigkeit ein. Das ist
die Geschwindigkeit, mit der sich die Einhüllende des Wellenpakets fortbewegt.

Definition 2.4. (Gruppengeschwindigkeit)
Die Gruppengeschwindigkeit der j-ten Lösungsmode von (2.1) ist definiert als

v(j)
g (k) := ∇Wj(k).

Wie in der Einleitung beschrieben, bedeutet Dispersion im Wesentlichen, dass sich Wellen
zu unterschiedlichen Wellenzahlen mit unterschiedlichen Geschwindigkeiten ausbreiten.
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Definition 2.5. (Dispersion)
Gleichung (2.1) ist unter Annahme 1-3 dispersiv, wenn Wj(k) ∈ R, j = 1, . . . ,m, wenn m
linear unabhängige Lösungen ξ(1)(k), . . . , ξ(m)(k) ∈ Cm von

P (−iWj , ik1, . . . , ikn)ξ(j)(k) = 0

existieren und wenn det(D2Wj) |≡ 0 für wenigstens ein j ist.

2.2 Blochtheorie und Funktionenräume

In dem folgenden Abschnitt werden wir uns mit Begriffen wie der Blochtransformation,
dem Blocheigenwertproblem und der Regularität der Blochfunktionen beschäftigen.

Blocheigenwertproblem

Wir behandeln für den allgemeinen Fall von d Dimensionen das Blocheigenwertproblem
und werden einige bekannte Ergebnisse aufgreifen. Wir betrachten das zu Gleichung (1.3)
gehörige lineare Problem

i∂tu+ ∆u− V (x)u = 0 (2.2)

mit u = u(x, t), x ∈ Rd,t ∈ R und d ∈ N. Weiter sei das Potential V periodisch, so dass
V (x+ 2πej) = V (x) für j = 1, . . . , d, wobei ej der j-te Einheitsvektor ist.
Für (2.2) suchen wir Lösungen in Form eine Blochwelle, das heißt u(x, t) = e−iωtψ(x, k) .
Setzen wir die Blochwelle in (2.2) ein, so erhalten wir

i∂te
−iωtψ(x, k) + ∆(e−iωtψ(x, k))− V (x)e−iωtψ(x, k) = 0,

woraus folgt, dass

(−∆ + V )ψ = ωψ (2.3)

ist. Nach dem Blochtheorem haben stationäre beschränkte Lösungen von (2.2) die Form
einer Wellenfunktion der Art ψ(x, k) = p(x, k)eik·x [SI07]. Die Eigenfunktionen p heißen
Blochfunktionen und haben die gleiche Periodizität wie das Potential V , multipliziert mit
der komplexen Phase einer ebenen Welle, siehe [SR78].
Setzen wir diese Darstellung für ψ in (2.3) ein, so ergibt sich das Blocheigenwertproblem

L(x, k)p :=
(
− |∇+ ik|2 + V

)
p = ωp, x ∈ T (2.4)

mit k ∈ B :=
(
−1

2 ,
1
2

]d und dem d-dimensionalen Torus T := Rd/(2πZd). Wir nennen B die
Brillouinzone.
Im weiteren Verlauf werden wir die Selbstadjungiertheit des Operators benutzen, weshalb
wir das folgende Lemma beweisen.
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Lemma 2.6. Der Operator L(·, k) =
(
− |∇+ ik|2 + V

)
ist selbstadjungiert in L2(T).

Beweis. Sei L(x, k) =
(
− |∇+ ik|2 + V

)
.

Es ist

〈L(x, k)f, g〉T =

∫
T

(
−|∇+ ik|2 + V

)
f(x)g(x) dx

=

∫
T

(
−∆− 2ik · ∇+ |k|2 + V

)
f(x)g(x) dx

=

∫
T

f(x)(−∆− 2ik · ∇+ |k|2 + V ) g(x) dx

= 〈f,L(x, k)g〉T.

Weiter ist
D(L) =

{
f ∈ H2(T)|f̃ ∈ H2

loc(Rd)
}

mit f̃ periodische Fortsetzung von f auf Rd und es ist D(L) = D(L∗).

Für jedes k ∈ B existieren in (2.4) unendlich viele Eigenwerte ωn(k), n ∈ N mit ωn(k)→∞
für n → ∞. Die abzählbar vielen Eigenpaare von (2.4) bezeichnen wir mit (ωn, pn). Das
Spektrum von L := −∆ + V ist reell und gegeben durch

σ(L) =
⋃
n∈N,
k∈B

ωn(k).

Den Graphen (k, ωn(k)) bezeichnen wir als Bandstruktur und wir sortieren die Eigenwerte
der Größe nach, das heißt ω1(k) ≤ · · · ≤ ωn(k) ≤ ωn+1(k) ≤ . . . , wobei ωn(k) n-tes
Blochband heißt. Wir wählen die übliche Normalisierung, so dass die Blochfunktionen
pn(x, k) ein Orthonormalsystem in L2(T) bilden, das heißt

〈pj(·, k), pl(·, k)〉L2(T) = δj,l, j, l ∈ N.

Die pn sind quasiperiodisch in k, was bedeutet, dass

pn(x, k + ej) = pn(x, k)e−ixj für j = 1, . . . , d. (2.5)

Das Sortieren der Eigenwerte nach ihrer Größe hat zur Folge, dass die Blochbänder nicht
differenzierbare Stellen haben. Diese entstehen durch die Schnittstellen in der Bandstruk-
tur. Das Differenzieren des Eigenwertproblems nach k außerhalb der Schnittmenge der
Bänder führt formal zu der Gleichung

−∆x∇k pn − 2i(∇xpn + k∇k∇x pn) + 2kpn − |k|2∇k pn + V (x)∇k pn
= ωn∇k pn + pn∇k ωn.
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Aus Abschnitt 2.1 wissen wir, dass die Gruppengeschwindigkeit die Form v
(n)
g (k) := ∇ωn(k)

für n = 1, . . . , d hat. Stellen wir den obigen Term nach ∇ωn(k), so erhalten wir für die
Gruppengeschwindigkeit v(n)

g (k), dass

v(n)
g (k) = ∇ωn(k) = 2〈(k − i∇)pn, pn〉L2(T)

gegeben ist. Die Gruppengeschwindigkeit werden wir an späterer Stelle benötigen.

Blochtransformation

Um später die Coupled Mode Gleichungen als Approximation für die periodische nichtli-
neare Schrödingergleichung zu rechtfertigen, definieren wir die Blochtransformation, welche
eine Erweiterung der Fouriertransformation darstellt. Die Blochtransformation wurde im
Jahr 1950 von Gelfand eingeführt [Gel50] und später für die Analysis des Schrödinger Ope-
rators − d

dx2
+ V genutzt [SR78]. Der Vorteil einer Transformation in Blochvariablen ist,

dass die linearen Eigenfunktionen pn alle 2π-periodisch in jeder Ortskoordinate sind. Das
Orthogonalisierungsgebiet ist daher immer der d-dimensionale Torus T.
Für die Definition der Blochtransformation in d Dimensionen nutzen wir die Fouriertrans-
formation.

Definition 2.7. (Fouriertransformation)
Wir definieren die Fouriertransformation F(u) = û als

û(k) :=
1

(2π)d

∫
Rd
u(x)e−ik·x dx

und die inverse Fouriertransformation F−1u = ǔ als

ǔ(k) :=

∫
Rd
û(x)eik·x dx. (2.6)

Es gilt, dass u = (û)̌ [Eva10], falls u ∈ L1(Rn).

Für die Motivation der Blochtransformation schreiben wir formal

u(x) =

∫
Rd
û(k)eik·x dk =

∑
η∈Zd

∫
B
ei(k+η)·xû(k + η) dk =:

∫
B
eik·xũ(x, k) dk

mit B = (−1/2, 1/2]d.

Definition 2.8. (Blochtransformation)
Die Blochtransformation ist definiert durch

ũ(x, k) := (T u)(x, k) =
∑
η∈Zd

û(k + η)eiη·x (2.7)

mit
T : Hs

(
Rd
)
→ L2 (B, Hs (T))

und der Rücktransformation u(x) = T −1ũ(x, k) :=
∫
B e

ik·xũ(x, k)dk.
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Lemma 2.9. Die Blochtransformation ist für s ≥ 0 ein Isomorphismus von Hs
(
Rd
)
nach

L2 (B, Hs (T)).

Beweis. Der Beweis erfolgt analog zur Isomorphismuseigenschaft der Fouriertransformati-
on in [SR78].

Die Blochtransformation erfüllt eine Reihe von Eigenschaften, welche in dem folgenden
Lemma aufgelistet sind [Doh16]. Auf diese werden wir im Verlauf der Arbeit immer wieder
verweisen.

Lemma 2.10. (Eigenschaften der Blochtransformation)
Für alle f, g ∈ Hs

(
Rd
)
und 1 ≤ j ≤ d, s ≥ p ∈ N erfüllt die Blochtransformation die

folgenden Eigenschaften:

(i) T (u)(x, k) = T (u)(x+ 2πej , k) (Periodizität in x) und
T (u)(x, k) = T (u)(x, k + ej)e

ixj für alle x, k ∈ Rd (Quasiperiodizität in k).

(ii) T
(
∂pxju

)
(x, k) =

(
∂xj + ikj

)p
(T u)(x, k).

(iii) Für eine Funktion V mit V (x+ 2πem) = V (x)∀m ∈ {1, . . . , d} , em m-ter Einheits-
vektor, gilt
T (V u)(x, k) = V (x)(T u)(x, k).

(iv) Die Multiplikation in physikalischen Variablen entspricht einer Faltung im Bloch-
raum, das heißt

T (uv)(x, k) =
(
T (u) ∗B T (v)

)
(x, k) =

∫
B

T (u)(x, k − l)T (v)(x, l) dl. (2.8)

Beweis. (i) Dies folgt direkt aus (2.7).

(ii) Wir betrachten die Ableitung nach der j-ten Komponente:

T
(
∂pxju

)
=
∑
ηj∈Zd

ip (kj + ηj)
p û(k + η)eiη·x =

∑
η∈Zd

(
∂xj + ikj

)p (
û(k + η)eiη·x

)
=
(
∂xj + ikj

)p
ũ.

(iii) V (x) =
∑
j∈Zd

Vje
ij·x, Vj ∈ C ∀j und F

(
eij·xu(x)

)
(k) = û(k − j). Daraus folgt

T (V u) =
∑
η∈Zd

∑
j∈Zd

Vj û
(
k + (η − j)

)
eiη·x =

∑
j∈Zd

Vje
ij·x

∑
η∈Zd

û
(
k + (η − j)

)
ei(η−j)·x

= V ũ.
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(iv) Es ist

T (uv) =
∑
η∈Zd

ûv(k + η)eiη·x =
∑
j∈Zd

(û ∗ v̂)(k + η)eiη·x

=
∑
η∈Zd

∫
Rd
û(k + η − ξ)v̂(ξ) dξeiη·x, ξ = l +m

=
∑
m∈Zd

∫
B

∑
η∈Zd

û(k + η − l −m)ei(η−m)·xv̂(l +m) dleim·x, α := η −m

=
∑
m∈Zd

∫
B

∑
α∈Zd

û(k + α− l)eiα·xv̂(l +m) dleim·x

=
∑
m∈Zd

∫
B
ũ(x, k − l)v̂(l +m) dleim·x =

∫
B
ũ(x, k − l)ṽ(x, l) dl = ũ ∗B ṽ.

Wenn in der Faltung in (2.8) k − l /∈ B ist, dann nutzen wir die Quasiperiodizität in
k aus 2.10 (i).

Da die Blochtransformation ein Isomorphismus von Hs
(
Rd
)
nach L2 (B, Hs(T)) ist, liegt

es nahe, die Abschätzungen von ‖u−uapp‖ in Kapitel 6 in dem Raum L2(B, Hs(T)) durch-
zuführen. Das Problem an dieser Vorgehensweise ist jedoch, dass man in L2 zu viele ε-
Potenzen verliert. Wir werden später mit einem blochtransformieren Term arbeiten, der
im Wesentlichen von der Form ε1/2−dû(kε ) ist. Für L2 gilt, dass∥∥∥û( ·

ε

)∥∥∥
L2(Rd)

= ε
d/2 ‖û‖L2(Rd) .

Diese Abschätzung reicht nicht aus, um die ε-Potenz, resultierend aus dem transformierten
Ansatz, zu kompensieren. Das heißt, der asymptotische Fehler ist 8nicht klein genug auf
dem gewünschten Zeitintervall [0, ε−1T0]. Für L1 ist jedoch∥∥∥û( ·

ε

)∥∥∥
L1(Rd)

= εd ‖û‖L1(Rd) ,

was uns die benötigte Fehlerordnung liefert. Aus diesem Grund nutzen wir später in den
Abschätzungen in Kapitel 5 und 6 den Raum L1(B, Hs(T)) mit der Norm

‖ũ‖L1(B,Hs(T)) :=

∫
B
‖ũ(·, k)‖Hs(T) dk.

Durch die L1(B, Hs(T))-Norm erhalten wir eine Abschätzung der C0
b -Norm [DH17].

Lemma 2.11. Sei s > d/2. Dann existiert ein c > 0, so dass für alle ũ ∈ L1(B, Hs(T)),
welche Bedingung (i) aus Lemma 2.10 erfüllen, gilt dass

sup
x∈Rd

|u(x)| ≤ c‖ũ‖L1(B,Hs(T))∀x

für u = T −1ũ und
u(x)→ 0 für |x| → ∞.
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Beweis. Wir nutzen den Sobolevschen Einbettungssatz mit 0 < s− d
2 und erhalten

‖u‖C0
b (Rd) ≤

∫
B
‖ũ(·, k)‖C0

b (T) dk ≤ c
∫
B
‖ũ(·, k)‖Hs(T) dk = c‖ũ‖L1(B,Hs(T)).

Mit den gleichen Schritten wie im Beweis des Lemmas von Riemann-Lebesgue kann man
zeigen, dass u(x) → 0 für |x| → ∞. Dafür approximiert man ũ durch v ∈ C∞ (B, Hs(T))
mit v(x, k + ej) = v(x, j)e−ixj und v(x+ 2π, k) = v(x, k) für j = 1, . . . , d für alle x, k und
nutzt die partielle Integration.

Faltungsterme können wir mit Hilfe des folgenden Lemmas abschätzen [DH17].

Lemma 2.12. Sei ũ, ṽ ∈ L1 (B, Hs(T)) mit s > d/2. Dann ist

‖ũ ∗ ṽ‖L1(B,Hs(T)) ≤ ‖ũ‖L1(B,Hs(T))‖ṽ‖L1(B,Hs(T)).

Beweis.

‖ũ ∗ ṽ‖L1(B,Hs(T)) =

∫
B

∫
B
‖ũ(·, k − l)ṽ(·, l)‖Hs(T) dl dk

≤
∫
B

∫
B
c‖ũ(·, k − l)‖Hs(T)‖ṽ(·, l)‖Hs(T) dl dk

≤ c‖ũ‖L1(B,Hs(T))‖ṽ‖L1(B,Hs(T)),

wobei in der ersten Abschätzung die Algebraeigenschaft von Hs in d Dimensionen

‖fg‖Hs(Rd) ≤ c‖f‖Hs(Rd)‖g‖Hs(Rd)

für s > d/2 und f, g ∈ Hs genutzt wurde, siehe Lemma A.2, und in der zweiten Abschät-
zung die Youngsche Ungleichung für Faltungen

‖f ∗ g‖L1(Rd) ≤ ‖f‖L1(Rd)‖g‖L1(Rd),

siehe Lemma A.7.

Entwicklung in Blochfunktionen

Für jedes k ∈ B sind die Eigenfunktionen (pn(·, k))n∈N von L(k) vollständig in L2
(
(0, 2π)d

)
,

das heißt, wir können ũ für jedes feste k ∈ B und s ≥ 0 in Blochfunktionen entwickeln.
Der Entwicklungsoperator wird mit D bezeichnet, wobei

D(k) : ũ(·, k) 7→ #—

U (k) :=
(
〈ũ(·, k), pn(·, k)〉L2(T)

)
n∈N

.

Die Abbildung D(k) ist ein Isomorphismus von Hs(T) nach l2s/d, wobei

l2s/d :=

{
v ∈ l2(C) : ‖v‖2l2

s/d
=
∑
n∈N

n2s/d|vn|2 <∞

}
.
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Der Beweis verläuft analog zum Beweis von Lemma 3.3 in [BSTU06]. Für die Entwick-
lungskoeffizienten

#—

U definieren wir den Raum

X (s) := L1
(
B, l2s/2

)
,

versehen mit der Norm ‖ #—

U‖X (s) =
∫
B ‖

#—

U (k)‖l2
s/d

dk.

Lemma 2.13. Der Operator D : L1 (B, Hs(T))→ X (s), ũ 7→ #—

U ist für s ≥ 0 ein Isomor-
phismus.

Beweis. Wegen der Isomorphismuseigenschaft von D(k) gibt es Konstanten c1 und c2, so
dass für jedes

#—

U (k) = D(k)ũ(·, k) gilt, dass

c1‖ũ(·, k)‖Hs(T) ≤ ‖
#—

U (k)‖l2
s/d
≤ c2‖ũ(·, k)‖Hs(T).

Nun ist

c1‖ũ‖L1(B,Hs(T)) = c1

∫
B
‖ũ(·, k)‖Hs(T) dk ≤

∫
B
‖ #—

U (k)‖l2
s/d

dk = ‖ #—

U (k)‖X (s)

und

‖ #—

U (k)‖X (s) =

∫
B
‖ #—

U (k)‖l2
s/d

dk ≤ c2

∫
B
‖ũ(·, k)‖Hs(T) dk = c2‖ũ‖L1(B,Hs(T)).

Die asymptotische Verteilung der Eigenwerte liefert uns das folgende Lemma.

Lemma 2.14. Es existieren Konstanten C1, C2 > 0, so dass

C1n
2/d ≤ |ωn(k)| ≤ C2n

2/d k ∈ B, n ∈ N.

Beweis. Für den Beweis definiert man N(λ) als Anzahl der Eigenwerte ωn(k), die kleiner
gleich λ sind. Die obige Aussage folgt dann aus der Asymptotik

N(λ) = cλ
d
2 +O

(
λ
d−1
2

)
für c > 0 [Hoe85, S.55].

Regularität der Blochfunktionen

In unseren späteren Rechnungen, vor allem in der Rechtfertigung in Kapitel 6, werden wir
eine gewisse Regularität der Blochfunktionen pn benötigen. In diesem Abschnitt möchten
wir die Abhängigkeit der Regularität der Blochfunktionen von dem Potential V in (1.6)
untersuchen.
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Hier kann man vorgehen wie in dem Beweis der Abhängigkeit von der Regularität der
Koeffizienten für elliptische Probleme, welche in [GT01] beschrieben wird. Allerdings sind
solche Abschätzungen in unserem Fall nicht scharf, da in [GT01] nur ganzzahlige s betrach-
tet werden. Wir werden daher mit einer Fourierreihenentwicklung arbeiten, um auch nicht
ganzzahlige s zu berücksichtigen. Die Regularität der Blochfunktionen ist im folgenden
Lemma beschrieben [DR18].

Lemma 2.15. Sei s > 0, V in Hs+d−2+δ(T) mit δ > 0 und V (x+ 2πej) = V (x) ∀x ∈ Rd
und sei pn(·, k) Lösung von (2.4). Dann ist pn(·, k) ∈ Hs(T).

Beweis. Im vorherigen Kapitel haben wir das Eigenwertproblem(
−|∇+ ik|2 + V

)
pn = ωnpn

für n ∈ N hergeleitet. Wir definieren γ := pn(·, k) und ϕ := ωn(k)− V . Damit erhalten wir

−|∇+ ik|2γ = ϕγ. (2.9)

Wir entwickeln γ und ϕ in Fourrierreihen, so dass

γ(x) =
∑
n∈Zd

Γne
in·x, ϕ(x) =

∑
n∈Zd

Φne
in·x

mit den Fourierkoeffizienten Γn und Φn. Die linke Seite von (2.9) lässt sich wie folgt
umformen. Wir haben

−|∇+ ik|2
∑
n∈Zd

Γne
in·x =

(
−∆− 2ik · ∇+ |k|2

) ∑
n∈Zd

Γne
in·x

=
∑
n∈Zd

(|n|2 + 2k · n+ |k|2)Γne
in·x.

Für die rechte Seite von (2.9) gilt mit der Cauchyformel

ϕ(x)γ(x) =
∑
n∈Zd

Φne
in·x

∑
n∈Zd

Γne
in·x=

∑
n∈Zd

∑
j∈Zd

Φn−jΓje
in·x.

Deshalb erfüllt der Koeffizientenvektor ~Γ = (Γn)n∈Zd , dass

(|n|2 + 2k · n+ |k|2)Γn =
(
~Φ ∗ ~Γ

)
n

(2.10)

mit
(
~Φ ∗ ~Γ

)
n

=
∑
j∈Zd

Φn−jΓj und ~Γ = (Γn)n∈Zd . Per Definition ist γ ∈ Hs(T) äquvalent

zu ~Γ ∈ l2s(Zd). Das heißt, wir erhalten∑
n∈Zd

|Γn|2
(
1 + |n|2s

)
<∞.

Das Lemma ist bewiesen, wenn wir zeigen, dass ~Γ ∈ l2τ+2(Zd), wenn ~Γ ∈ l2τ (Zd), τ ≥ 0 für
alle 0 ≤ τ ≤ s − 2 gilt. Dafür nutzen wir (2.10). Da k beschränkt ist, folgt mit (2.10),
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2.2 Blochtheorie und Funktionenräume

dass
((
|n|2 + 2k · n+ |k|2

)
Γn
)
n∈Zd ∈ l

2
τ (Zd), genau dann, wenn

(
|n|2Γn

)
n∈Zd ∈ l

2
τ (Zd). Es

reicht also zu zeigen, dass ~Φ ∗ ~Γ ∈ l2τ (Zd). Wir betrachten

‖~Φ ∗ ~Γ‖2l2τ (Zd) =
∑
n∈Zd

∣∣∣ ∑
j∈Zd

Φn−jΓj

∣∣∣2 (1 + |n|2τ
)

≤c

∑
n∈Zd

∑
j∈Zd

(
|Φn−j ||Γj | (1 + |n− j|τ )

)2
+
∑
n∈Zd

∑
j∈Zd

(
|Φn−j ||Γj | (1 + |j|τ )

)2
≤c
(
‖~Φ‖2l1τ ‖

~Γ‖2l2 + ‖~Φ‖2l1‖~Γ‖
2
l2τ

)
.

Hierbei wurde wieder die Youngsche Ungleichung für Faltungen im diskreten Fall genutzt
[GFW16]. Weiter gilt, dass

|Φn||n|a =
(
|Φn|2|n|2a

)1/2 ≤ (|Φn|2
(
1 + |n|2a

))1/2 ≤
∑
n∈Zd

|Φn|2
(
1 + |n|2a

)1/2

= ‖Φ‖l2a

≤ c‖ϕ‖Ha(T). (2.11)

Daraus folgt, dass

|Φn| ≤
c‖ϕ‖Ha(T)

|n|a
.

Für ~Φ ∈ l1τ
(
Zd
)
benötigen wir per Definition, dass

∑
n∈Zd

|Φn| (1 + |n|τ ) <∞ erfüllt ist. Mit

(2.11) wissen wir, dass |Φn| ≤ c
|n|a für ϕ ∈ Ha. Also benötigen wir∑

n∈Zd
|n|τ−a <∞.

Dies ist genau dann der Fall, wenn a > d− τ .
Wir haben also gezeigt, dass ~Φ ∗ ~Γ ∈ l2τ (Zd). Mit Gleichung (2.10) wissen wir dann,
dass

((
|n|2 + 2k · n+ |k|2

)
Γn
)
n∈Zd ∈ l2τ (Zd), weshalb ~Γ ∈ l2τ+2(Zd) folgt. Damit ist γ ∈

Hτ+2(T), falls V ∈ Hd+τ+δ für ein δ > 0. Daher kann die Glattheit γ ∈ Hs(T) für
V ∈ Hd+s−2+δ für ein δ > 0 gefolgert werden.

Für einfache Eigenwerte in k = k(j), j = 1, . . . , N haben wir Lipschitzstetigkeit in L2 für
die Blochfunktionen, das heißt

‖pn0(·, k)− pn0(·, k(j))‖L2(T) ≤ l|k − k(j)| ∀k ∈ B (2.12)

für l > 0 und j = 1, . . . , N , siehe [Kat95, S. VII.2].
In der Rechtfertigung werden wir ebenso die Lipschitzstetigkeit von pn0 bezüglich Ha(T)
für a > 0 benötigen. Dafür nutzen wir das folgende Lemma, welches analog zu [DR18]
formuliert ist.
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Lemma 2.16. Sei q ∈ N, V ∈ H2q−3(T), pn0(·, k(j)) ∈ H2q−1(T) und wir nehmen an,
dass ωn0(k) einfacher Eigenwert für k = k(j) ist. Dann gilt

‖Lq
(
pn0(·, k)− pn0(·, k(j))

)
‖L2(T) ≤ l|k − k(j)| ∀k ∈ B

mit l = l(‖pn0(·, k(j))‖H2q−1(T), q) für j = 1, . . . , N .

Beweis. Zunächst betrachten wir den Fall, in dem der Operator L(x, k) einfach auf die
Blochfunktion angewendet wird. Es ist für j = 1, . . . , N

L(x, k)pn0

(
x, k(j)

)
= L

(
x, k(j)

)
pn0

(
x, k(j)

)
+
(
k − k(j)

)T (
−2i∇pn0

(
x, k(j)

)
+
(
k + k(j)

)
pn0

(
x, k(j)

))
= ωn0

(
k(j)
)
pn0

(
x, k(j)

)
+ α1

(
x, k, k(j)

)
,

wobei ‖α1(·, k, k(j))‖L2(T) ≤ c|k−k(j)| ist. Wendet man den Operator L(x, k) q-fach an, so
erhält man die Abschätzung

L(x, k)qpn0(x, k(j)) = ωqn0
(k(j))pn0(x, k(j)) + αq(x, k, k

(j))

mit
∥∥αq (·, k, k(j)

)∥∥
L2(T)

≤ c|k − k(j)| mit c = c
(∥∥pn0

(
·, k(j)

)∥∥
H2q−1(T)

)
für j = 1, . . . , N .

Dann ist ∥∥∥L(x, k)q
(
pn0(·, k)− pn0(·, k(j))

)∥∥∥
L2(T)

=
∥∥∥ωqn0

(k)pn0(·, k)− ωqn0
(k(j))pn0(·, k(j))− αq(·, k, k(j))

∥∥∥
L2(T)

= |ωqn0
(k)− ωqn0

(k(j))|‖pn0(·, k)‖L2(T)

+ |ωqn0
(k(j))|‖pn0(·, k)− pn0(·, k(j))‖L2(T) +

∥∥∥αq(·, k, k(j))
∥∥∥
L2(T)

≤ l|k − k(j)|

mit l = l
(
‖pn0(·, k(j))‖H2q−1(T) , q

)
für j = 1, . . . , N . Wir haben die Lipschitzstetigkeit

der Blochfunktionen (2.12) genutzt sowie die Lipschitzstetigkeit von k 7→ ωn0(k), siehe
[CV97].

Schließlich definieren wir den gewichteten L1-Raum als

L1
r

(
Rd
)

:=

{
f ∈ L1

(
Rd
)
| ‖f‖L1

r(Rd) :=

∫
Rd

(1 + |x|)r |f(x)| dx <∞
}
. (2.13)

Den Raum L1
r

(
Rd
)
werden wir in späteren Abschätzungen in Kapitel 5 und Kapitel 6

benötigen.
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3 Die Coupled Mode Gleichungen

Wie in der Einleitung beschrieben, möchten wir das asymptotische Verhalten von nichtli-
nearen Wellen in periodischen Strukturen untersuchen. Wellenpakete in nichtlinearen Pro-
blemen können mittels langsam variierender Einhüllendenapproximation untersucht wer-
den. Der approximative Ansatz wird durch mehrere Blochwellen konstruiert, wobei unter-
schiedliche Ansätze zu unterschiedlichen effektiven Gleichungen führen. Unser Ansatz wird
im Folgenden immer die gleiche Struktur haben, sich jedoch abhängig von der Dimension d
in der Anzahl der Moden unterscheiden. In diesem Kapitel leiten wir formal die sogenann-
ten Coupled Mode Gleichungen als effektive Gleichungen für die periodische nichtlineare
Schrödingergleichung her.

3.1 Formale Herleitung der Coupled Mode Gleichungen in
1D

Wir betrachten die nichtlineare periodische Schrödingergleichung

i∂tu+ ∂2
xu−

(
V (x) + εW (x)

)
u− σ(x) |u|2 u = 0, x, t ∈ R (3.1)

mit u = u(x, t), V (x+ 2π) = V (x), σ(x+ 2π) = σ(x) und W (x+ 2π/kW ) = W (x) für alle
x ∈ R mit kW > 0, wobei W den Mittelwert Null hat, das heißt

W (x) =
∑

n∈Z\{0}

ane
inkW x, a−n = an für alle n ∈ N.

Wir nehmen an, dass V und σ stetig sind und W ∈ C2 (R), wobei wir die Anforderungen
an die Potentiale später genauer beschreiben werden.

Bemerkung 3.1. Die Ergebnisse dieses Kapitels wurden für den eindimensionalen Fall
in [DH17] veröffentlicht. Wir fokussieren uns in der vorliegenden Arbeit auf die formale
Herleitung der effektiven Gleichungen im Fall d = 1 und erläutern die Existenz von be-
weglichen Solitärwellen für die Coupled Mode Gleichungen. In [DH17] wird eine rigorose
Rechtfertigung der Coupled Mode Gleichungen als effektive Gleichungen für die periodi-
sche nichtlineare Schrödingergleichung durchgeführt. Diese werden wir in der vorliegenden
Arbeit nicht aufgreifen, da wir eine entsprechende Rechtferigung in höheren Dimensionen
in Kapitel 6 zeigen werden. Die Methodik unterscheidet sich insofern von [DH17], als dass
wir im Beweis nicht zwischen k± rational und k± irrational unterscheiden und durch höhere
Dimensionen umfangreichere Abschätzungen erhalten.
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Aus den zwei Blochwellen pn0(x, k±)eik±x mit den Wellenzahlen k+ und k− und den 2π-
periodischen Blocheigenfunktionen pn0(x, k±), konstruieren wir für die Lösung u von (3.1)
den formalen Ansatz

uapp(x, t) := ε1/2e−iω0t
(
A+(εx, εt)pn0(x, k+)eik+x +A−(εx, εt)pn0(x, k−)eik−x

)
(3.2)

mit 0 < ε � 1 mit langsamer Modulation in Raum und Zeit (εx, εt). Dabei bezeichnen
A+ und A− Einhüllende des Wellenpakets und (k+, ω0), (k−, ω0) sind Punkte auf der so-
genannten Bandstruktur.

x

|A+|
|A−|

Abbildung 3.1: Beispiel für die Struktur der Einhüllenden A+(εx, εt) und A−(εx, εt) für
ein festes t.

Mit Ansatz (3.2) möchten wir nun die sogenannten Coupled Mode Gleichungen als effektive
Gleichungen für (3.1) herleiten. Das Blocheigenwertproblem aus Kapitel 2.2 lautet in einer
Dimension (

− (∂x + ik)2 + V (x)
)
pn(x, k) = ωn(k)pn(x, k). (3.3)

Nach Normalisierung erfüllen die Eigenfunktionen

〈pn(·, k), pm(·, k)〉2π := 〈pn(·, k), pm(·, k)〉L2(0,2π) = δn,m für alle k ∈ B.

Im Folgenden werden wir die pn als Blochfunktionen bezeichnen. Für jedes feste k ∈ B ist
die Menge (pn(·, k))n∈N vollständig in L2(0, 2π). Die Blochfunktionen sind periodisch in x,
das heißt pn(x+ 2π, k) = pn(x, k) und als Funktionen in k erfüllen sie die Periodizitätsbe-
dingung

pn(x, k + 1) = pn(x, k)e−ix.

Weil die komplexe Konjugation von (3.3) äquivalent zum Ersetzen von k durch −k ist,
gilt

pn(·,−k) = pn(·, k) für k ∈ (0, 1/2) . (3.4)

Wir wählen in Ansatz (3.2) ω0 ∈ spec(−∂2
x + V ), so dass es zwei linear unabhängige

Eigenfunktionen von (3.3) in ω = ω0 gibt und wir bezeichnen mit k+ und k− die zuge-
hörigen Werte in der Niveaumenge von ω0. Aufgrund der symmetrischen Bandstruktur
ωn(−k) = ωn(k) und der Monotonie ω′n(k) 6= 0 für alle k ∈ (0, 1/2) sind nur die folgenden
zwei Fälle möglich:
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3.1 Formale Herleitung der Coupled Mode Gleichungen in 1D

(a) Einfache Eigenwerte in k+, k−(k+ = −k−) :
k+ ∈ (0, 1/2) , ω0 = ωn0(k+) = ωn0(k−) für ein n0 ∈ N.

(b) Doppelter Eigenwert in k+ = k−:
k+ ∈ {0, 1/2} , ω0 = ωn0(k+) = ωn0+1(k+) für ein n0 ∈ N.

k+k−
ω0

(a)

k+ = k−
ω0

(b)

Abbildung 3.2: In der linken Abbildung ist Fall (a) mit einfachen Eigenwerten in k+ und
k− mit k+ = −k− dargestellt und in der rechten Abbildung Fall (b) mit
einem doppelten Eigenwert in k+ = k−.

Um die Notation zu vereinfachen, schreiben wir die Blochfunktionen in k+ und k− als

p+ := pn0(·, k+), p− := pn0(·, k−).

Wir erhalten die Gruppengeschwindigkeit vg durch die Differentiation des Eigenwertpro-
blems (3.3) in k. Es ist

vg := ω′n0
(k+) = 2〈k+p+ − i∂xp+, p+〉2π = −2〈k−p− − i∂xp−, p−〉2π = −ω′n0

(k−),

wobei die Symmetrie (3.4) zwischen p+ und p− genutzt wurde. Wir setzen den formalen
Ansatz (3.2) mit Korrekturterm uapp+ε3/2u1(x, εx, εt) in Gleichung (3.1) ein und sammeln
Terme mit gleicher ε-Potenz. Wir werden unten erklären, welche Form u1 hat.
Das Einsetzen liefert für die Ordnung O

(
ε1/2

)
die Terme

e−iω0t
∑
±
A±(X,T )

(
ω0p± + (∂x + ik±)2p± − V (x)p±

)
eik±x,

mit X := εx, T := εt, wobei der geklammerte Ausdruck durch die Wahl von p± und ω0

Null ergibt.
Für Terme der Ordnung O

(
ε3/2

)
wollen wir zunächst den Ausdruck Wuapp untersuchen.

Unser Ziel ist es, die Terme mit einer 2π-periodischen Funktion multipliziert mit eik±x zu
identifizieren. Deshalb zerlegen wir W in

W (x) = W (1)(x) + e−2ik±xW
(2)
± (x) +W

(3)
± (x)
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mit

W (1)(x) =
∑

n∈Z\{0},nkW∈Z

ane
inkW x, W

(2)
± (x) =

∑
n∈Z\{0},nkW /∈Z,
nkW+2k±∈Z

ane
i(nkW+2k±)x,

W
(3)
± (x) =

∑
n∈Z\{0},nkW /∈Z,
nkW+2k±/∈Z

ane
i(nkW )x.

Aufgrund der Art der Zerlegung sindW (1)(x) undW (2)
± (x) 2π-periodisch, währendW (3)

± (x)

nicht 2π-periodisch ist. Also garantiert im Fall k+ = −k−, k+ ∈ (0, 1/2) der Teil W (2)
± (x)

die Kopplung der zwei tragenden Wellen in (3.2), weil dessen Multiplikation mit p±(x)eik±x

eine periodische Funktion multipliziert mit eik∓x ergibt. Im Fall k+ = k− ∈ {0, 1/2} ist
W

(2)
± (x) = 0 und die Kopplung wird durch W (1)(x) hervorgerufen.

Die gesammelten Terme der Ordnung O
(
ε3/2

)
lauten(

ω0 + ∂2
x − V (x)

)
u1(x,X, T )

+
[
i
(
p+∂TA+ + 2(k+p+ − ip′+)∂XA+

)
−W (1)(x)p+A+ −W (1)(x)p−A−

− σ(x)
(
|p+|2|A+|2 + 2|p−|2|A−|2

)
p+A+

]
eik+x

+
[
i
(
p−∂TA− + 2(k−p− − ip′−)∂XA−

)
−W (1)(x)p−A− −W (1)(x)p+A+

− σ(x)
(
|p−|2|A−|2 + 2|p+|2|A+|2

)
p−A−

]
eik−x

−σ(x)
(
p2

+p−A
2
+A−e

i(2k+−k−)x + p2
−p+A

2
−A+e

i(2k−−k+)x
)

−W (3)
+ (x)p+A+e

ik+x −W (3)
− (x)p−A−e

ik−x.

Außer der letzten Zeile sind alle Terme, die mit eik±x oder ei(2k∓−k±)x multipliziert werden,
2π-periodisch in x. Wenn 2k+−k− ∈ {k+, k−}+Z ist, so kann ei(2k+−k−)x ebenfalls als 2π-
periodische Funktion, multipliziert mit eik+x oder eik−x geschrieben werden. Das gleiche
gilt für ei(2k−−k+)x. In den Fällen a) und b) tritt das genau dann auf, wenn k+ = −k− = 1/4
oder k+ = k− ∈ {0, 1/2}:

• k+ = −k− = 1/4⇒ 2k+ − k− = k− + 1, das heißt ei(2k+−k−)x = eixeik−x

und 2k− − k+ = k+ − 1, das heißt ei(2k−−k+)x = e−ixeik+x.

• k+ = k− ∈ {0, 1/2} ⇒ 2k+ − k− = 2k− − k+ = k+ = k−.

Unser Ziel ist es, die Terme der Ordnung O(ε3/2), die proportional zu einer 2π-periodischen
Funktion, mulitpliziert mit eik+x oder eik−x sind, zu Null zu setzen. Deshalb suchen wir
ein u1(x,X, T ) der Form

u1(x,X, T ) = U1,+(X,T )s+(x)eik+x + U1,−(X,T )s−(x)eik−x (3.5)

mit 2π-periodischen Funktionen s±, so dass diese Terme wegfallen. Nach der Fredholm
Alternative existieren 2π-periodische Lösungen genau dann, wenn die inhomogenen Terme
in (3.1), welche die Form einer 2π-periodischen Funktion, multipliziert mit eik±x haben,
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3.1 Formale Herleitung der Coupled Mode Gleichungen in 1D

L2-orthogonal zu p±(x)eik±x sind. Das heißt, solch ein u1 der Form (3.5) existiert formal,
wenn die Fredholm Alternative gilt.
Basierend darauf ist die Idee, in dem effektiven System Terme zu sammeln, die in der
ersten Gleichung proportional zu einem periodischen Term multipliziert mit eik+x sind und
in der zweiten Gleichung proportional zu einem periodischen Term multipliziert mit eik−x.
Das Multiplizieren der O

(
ε3/2

)
-Terme mit ψ+ beziehungsweise ψ− und die Integration

über (0, 2π) führt zu einer Reihe von Termen mit den Blochwellen ψ+, ψ− und deren
Ableitungen. Wegen der L2-Orthogonalität der Blochfunktionen ist 〈p−, p+〉 = 0. Weiter
ist 〈p+, p+〉 = 1 und

〈2(k+p+ − ip′+), p+〉 =: vg.

Das innere Produkt 〈∂xp−, p+〉 fällt wegen des ungeraden Integranden weg. Außerdem
erhalten wir eine Reihe von Integralen mit 2π-antiperiodischem Integranden, die ebenfalls
wegfallen, nämlich 〈|p−|2p−, p+〉, 〈|p+|2p−, p+〉, 〈p3

+, p+〉 und 〈p3
−, p+〉. Damit lauten die

effektiven Gleichungen

i (∂T + vg∂X)A+ + κA− + κsA+ + α
(
|A+|2 + 2 |A−|2

)
A+

+β
(
|A−|2 + 2 |A+|2

)
A− + βA2

+A− + γA2
−A+ = 0

i (∂T − vg∂X)A− + κA+ + κsA− + α
(
|A−|2 + 2 |A+|2

)
A−

+β
(
|A+|2 + 2 |A−|2

)
A+ + βA2

−A+ + γA2
+A− = 0 (3.6)

mit

vg = 2〈k+p+ − i∂xp+, p+〉2π = −2〈k−p− − i∂xp−, p−〉2π ∈ R,

κs = −〈W (1)p+, p+〉2π = −〈W (1)p−, p−〉2π ∈ R,

κ =

{
−〈W (2)p−, p+〉2π = −〈W (2)p+, p−〉2π wenn k+ = −k− ∈ (0, 1/2)

−〈W (1)p−, p+〉2π = −〈W (1)p+, p−〉2π wenn k+ = k− ∈ {0, 1/2},
α = −〈σp2

+, p
2
+〉2π = −〈σp2

−, p
2
−〉2π = −〈σ|p−|2p+, p+〉2π = −〈σ|p+|2p−, p−〉2π ∈ R,

β =

{
0 wenn k+ = −k− ∈ (0, 1/2)

−〈σ|p±|2p−, p+〉2π = −〈σ|p±|2p+, p−〉2π wenn k+ = k− ∈ {0, 1/2},

γ =


0 wenn k+ = −k− ∈ (0, 1/4) ∪ (1/4, 1/2)

−〈σp2
−p+e

−i·, p+〉2π = −〈σp2
+p−e

i·, p−〉2π wenn k+ = −k− = 1/4

−〈σ|p±|2p−, p+〉2π = −〈σp2
+p−, p−〉2π wenn k+ = k− ∈ {0, 1/2}.

Bewegliche Gap Solitone in 1D

Nun möchten wir uns mit der Frage befassen, ob es bewegliche, exponentiell lokalisierte
Lösungen, also Solitärwellen, für die Coupled Mode Gleichungen gibt. Das Spektrum des

27



Kapitel 3 Die Coupled Mode Gleichungen

selbstadjungierten Operators (
icg∂x + κs κ

κ −icg∂x + κs

)
hat die Lücke (κs − |κ|, κs + |κ|). Das heißt, der lineare Teil des Systems (3.6) hat eine
spektrale Lücke, falls κ 6= 0. Die Definition von κ in (3.6) liefert eine notwendige Bedingung
für eine spektrale Lücke.

(a) Wenn k+ = −k− ∈ (0, 1/2) ist, dann lautet die Bedingung 〈W (2)
+ p+, p−〉2π 6= 0.

(b) Wenn k+ = k− ∈ {0, 1/2} ist, dann lautet die Bedingung 〈W (1)p+, p−〉2π 6= 0.

Wir können also exponentiell lokalisierte Lösungen (A+, A−) erwarten. Wie in der Einlei-
tung erklärt, liegt das an der exponentiellen Form der linearen Lösungsmoden in spektralen
Lücken und der dortigen Vernachlässigbarkeit der seitlichen Ausläufer der Lösung.
Einen rigorosen Beweis für lokalisierte Solitärwellen von (3.6) werden wir in Abschnitt 5.3
für den Fall von zwei Raumdimensionen führen.

Wir setzen in (3.6) κs = β = γ = 0. Damit erhalten wir die klassischen Coupled Mode
Gleichungen

i (∂T + cg∂X)A+ + κA− + α
(
|A+|2 + 2 |A−|2

)
A+ = 0

i (∂T − cg∂X)A− + κA+ + α
(
|A−|2 + 2 |A+|2

)
A− = 0,

mit der Gruppengeschwindigkeit cg und κ, α ∈ R.
Für (3.1) existiert eine explizite Familie von exponentiell lokalisierten Solitärwellen, para-
metrisiert durch die Geschwindigkeit v ∈ (−1, 1), [AW89, Doh14, GWH01]. Die Einhüllen-
den dieser Lösungen haben die Form

A+(X,T ) = νaeiη

√
|κ|

2|α|
sin(δ)λ−1eiζsech(θ − iδ/2)

A−(X,T ) = −aeiη
√
|κ|

2|α|
sin(δ)λeiζsech(θ + iδ/2)

mit δ ∈ [0, π] und

ν = sign(κα), a =

√
2(1− v2)

3− v2
, λ =

(
1− v
1 + v

)1/4

, eiη =

(
−e

2θ + e−iνδ

e2θ + eiνδ

) 2v
3−v2

,

θ = µκ sin(δ)

(
X

cg
− vT

)
, ζ = µκ cos(δ)

(
v

cg
X − T

)
, µ = (1− v2)−

1/2.

Numerische Beispiele für den eindimensionalen Fall werden in [Doh14] und [DH17] gegeben.
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3.2 Die Coupled Mode Gleichungen in höheren Dimensionen

Wir konstruieren für das d-dimensionale Problem einen allgemeinen Ansatz aus N Moden
und formulieren die Coupled Mode Gleichungen in d Raumdimensionen. Die Herleitung der
einzelnen Terme erfolgt genau wie im eindimensionalen Fall, siehe 3.1. Wir approximieren
die Lösung u von

i∂tu+ ∆u− (V (x) + εW (x))u− σ(x)|u|2u = 0, x ∈ Rd, t ∈ R (3.7)

mit V, σ ∈ C(Rd,R) 2πZd-periodisch durch den Ansatz uapp, wobei

uapp(x, t) := ε
1/2

N∑
j=1

Aj(εx, εt)pj(x)eik
(j)·xe−iω0t,

mit x ∈ Rd, k(j) ∈ B, j = 1, . . . , N und mit pj(x) := pn0(x, k(j)) Eigenfunktionen des
Blocheigenwertproblems, siehe Abschnitt 2.2. Das Potential W führt mit dem gegebenen
Ansatz zu linearen Resonanzen in den effektiven Gleichungen. Wir schreiben W als Fou-
rierreihe

W (x) =

m0∑
m=−m0

ame
iqm·x (3.8)

mit m0 ∈ N und den Vektoren qm für m = −m0, . . . ,m0 paarweise unterschiedlich und es
gilt

a−m = am, q−m = −qm für alle m ∈ {0, 1, . . . ,m0}

und {
qm + Zd|m = −m0, . . . ,m0

}
⊃
{
k(j) − k(l)|(j, l) ∈ {1, . . . , N}2, j 6= l

}
. (3.9)

Wir wählen ein PotentialW , welches in der Reihenentwicklung nur endlich viele Koeffizien-
ten am 6= 0 hat. Dies erleichtert die späteren Rechnungen, und Bedingung (3.9) garantiert,
dass durchW jede der N Moden mit allen anderen Moden linear gekoppelt ist. Nehmen wir
zwei Moden eik(j)·xpn0(x, k(j)) und eik(l)·xpn0(x, k(l)) mit j, l ∈ {1, . . . , N}, so ist aufgrund
der Wahl von W

eik
(j)·xeiqm·x = eik

(l)·xP (x)

mit einem 2πZd-periodischen P und einem q ∈ {−m0, . . . ,m0}.
Das d-dimensionale Blocheigenwertproblem (2.4) liefert uns eine abzählbare Menge an
Eigenwerten. Zur Erinnerung, diese sortieren wir der Größe nach

ω0(k) ≤ ω1(k) ≤ ω2(k) ≤ . . . ,

wobei ωn das n-te Blochband der Dispersionsrelation innerhalb der periodischen Struktur
beschreibt. Im Folgenden sei der Index n fixiert, das heißt wir betrachten ein festes Bloch-
band ωn0(k). Die Punkte

(
k(j), ωn0(k(j))

)
, j = 1, . . . , N , aus denen der Ansatz konstruiert

wird, liegen alle auf dem gleichen Band ω0 := ωn0(k(j)).
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Kapitel 3 Die Coupled Mode Gleichungen

Bemerkung 3.2. Im allgemeinen Fall betrachten wir die N Punkte
(
k(j), ωlj (k

(j))
)
auf

B ≤ N Bändern. Um in der Rechtfertigung in Kapitel 6 die Schreibarbeit zu verkürzen,
werden wir mit dem oben beschriebenen Fall eines fixierten Blochbandes und den Punkten(
k(j), ω0

)
arbeiten.

Das Einsetzen des Ansatzes mit einem Korrekturterm uapp +ε3/2u1 in (3.7) mit u1(x,X, T )
analog zum eindimensionalen Fall und das Sammeln der Terme mit Potenzen gleicher
Ordnung in ε liefert uns für O(ε1/2)

e−iω0t
N∑
j=1

Aj(εx, εt)
(
ω0pj(x)− V (x)pj(x) + |∇+ ik|2pj(x)

)
eik

(j)·x.

Wegen der Wahl von ω0 und pj für jedes j = 1, . . . , N und mit (2.4) verschwinden die
Terme in der Klammer, so dass der obige Ausdruck Null ergibt. Die Terme der Ordnung
O(ε3/2) multipliziert mit eiω0t lauten

(ω0 +∇− V (x))u1(x,X, T )

+ i∂T

N∑
j=1

Aj(X,T )pj(x)eik
(j)·x +

N∑
j=1

2
(
k(j)pj(x)− i∇pj(x)

)
· ∇Aj(X,T )eik

(j)·x

−
m0∑

m=−m0

amAj(X,T )pj(x)ei(qm+k(j))·x

− σ(x)
∑

k(α)−k(β)+k(γ)
∈k(j)+Zd

Aα(X,T )Āβ(X,T )Aγ(X,T )pα(x)pβ(x)pγ(x)ei(k
(α)−k(β)+k(γ)−k(j))·x

mit X = εx und T = εt. Um zu verstehen, wie die κ-Koeffizienten aus εWuapp zustande
kommen, betrachten wir zunächst ein festesm = m∗. Das heißt, wir wählen aus den Termen
der Ordnung ε3/2 den Summanden

am∗e
iqm∗ ·x

N∑
r=1

Ar(X,T )pr(x)eik
(r)·x,

multiplizieren ihn mit pj(x)eik
(j)·x und integrieren über T. Damit erhalten wir∫

T
am∗e

iqm∗ ·x
N∑
l=1

Al(X,T )pl(x)eik
(l)·xpj(x)e−ik

(j)·x

=

N∑
l=1

Al(X,T )

∫
T
am∗pl(x)pje

ik(l)·xe−ik
(j)·xeiqm∗ ·x.

Damit folgt, dass

κ
(∗)
j,l =

∑
k(l)+qm∗∈k(j)+Zd

am∗

∫
T
ei(k

(l)+qm∗−k(j))·xpj(x)pl(x) dx.
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3.3 Wohlgestelltheit der Coupled Mode Gleichungen

Das führt uns zu den Coupled Mode Gleichungen

i
(
∂TAj + v(j)

g · ∇Aj
)
−

N∑
l=1

κjlAl +
∑

α,β,γ∈{1,...,N}
k(α)−k(β)+k(γ)
∈k(j)+Zd

γ
(α,β,γ)
j AαAβAγ = 0 (3.10)

für j = 1, . . . , N mit

γ
(α,β,γ)
j = −

∫
T
σ(x)pα(x)pβ(x)pγ(x)pj(x)ei(k

(α)−k(β)+k(γ)−k(j))·x dx,

κj,l =

m0∑
m=−m0

k(l)+qm∈k(j)+Zd

am

∫
L2(T)

ei(k
(l)+qm−k(j))·xpj(x)pl(x) dx,

v(j)
g = ∇ωn0(k(j)) = −2〈(∇+ ik(j))pj , pj〉L2(T). (3.11)

Mit den Annahmen an am und qm ist die Matrix κ hermitesch.

3.3 Wohlgestelltheit der Coupled Mode Gleichungen

In diesem Abschnitt möchten wir ein Existenzresultat für die Coupled Mode Gleichungen
(3.10) beweisen. Das Vogehen wird in [GWH01] und [AS18] erläutert und basiert auf den
Studien zu nichtlinearen Wellengleichungen von Reed in [Re76].
Für einen gegebenen selbstadjungierten Operator M auf einem Hilbertraum H und für
einen Anfangswert Φ0 inH, sowie eine nichtlineare Abbildung J(Φ) vonH nachH möchten
wir ein H-wertiges Φ finden, so dass Φ Lösung von

∂tΦ(t) = −iMΦ(t) + J(Φ(t))

Φ(0) = Φ0.
(3.12)

Die Idee ist es, Gleichung (3.12) in eine Integralgleichung der Form

Φ(t) = e−iMtΦ0 +

t∫
0

eiM(t−s)J(Φ(s)) ds

umzuformen und ein Fixpunktargument anzuwenden. Wir beweisen den folgenden Satz.

Satz 3.3. Für jedes ~a := (a1, . . . , aN ) = ~A(·, 0) ∈
(
Hs(Rd)

)N existiert ein T > 0 und eine

eindeutige Lösung ~A := (A1, . . . , AN ) ∈ C
(

[0, T ],
(
Hs(Rd)

)N)∩C1
(

[0, T ],
(
Hs−1(Rd)

)N)
zu (3.10) für alle s > d/2.
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Beweis. Wir nutzen den Banachraum

X = C
([

0, T
]
,
(
Hs(Rd)

)N )
, s > d/2

mit der Norm

‖u‖X = sup
0≤t≤T

‖u(t)‖(Hs)N ≡ sup
0≤t≤T

 N∑
j=1

‖uj(t)‖2Hs(Rd)

1/2

für u = (u1, . . . , uN ).
Nun schreiben wir das System der Coupled Mode Gleichungen (3.10) in kompakter Form.
Es ist

i∂T ~A = −M ~A+ F ( ~A), (3.13)

mit ~A = (A1, . . . , AN )T ,

M =


−iv(1)

g · ∇+ κ11 κ12 . . . κ1N

κ12
. . .

...
...

. . . κ1(N−1)

κ1N . . . −iv(N)
g · ∇+ κNN


und der Nichtlinearität F ( ~A) = (N1( ~A), . . . , NN ( ~A)) von (3.10).

Wir zeigen zunächst, dass M ein selbstadjungierter Operator ist. Dafür betrachten wir die
Diagonalelemente. SeiM (j) := iv

(j)
g ·∇+κjj , dann ist der Definitionsbereich des Operators

D(M (j)) = {H1
0 (Rd,C)}. Es gilt

〈M (j)f, g〉 = lim
R→∞

∫
BR(0)

(iv(j)
g · ∇+ κjj)fḡ dx

= lim
R→∞

− ∫
BR(0)

f(iv(j)
g · ∇ − κjj)ḡ dx+

∫
∂BR(0)

if ḡv(j)
g ·

x

|x|
dH1


=

∫
Rd

f(iv
(j)
g · ∇+ κjj)g dx = 〈f,M (j)g〉.

Der Definitionsbereich des adjungierten Operatos ist D(M (j)∗) = {H1(Rd,C)}. Nun ist
aber H1

0 (Rd) = C∞c (Rd) und wir können H1
0 (Rd,C) mit H1(Rd,C) identifizieren. Dadurch

sind die Definitionsbereiche von M (j)∗ und M (j) gleich und der Operator ist selbstadjun-
giert. Damit ist aber leicht zu sehen, dass M selbstadjungiert ist, siehe auch [Tri92].
Als nächstes möchten wir eine Abschätzung für die Nichtlinearität erhalten. Diese besteht
aus Summanden der Form AkAj für j, k = 1, . . . , N . Nach der Algebraeigenschaft von
Hs(Rd), siehe Lemma A.2, gilt für s > d/2

‖ΦkΨj‖Hs(Rd) ≤ c‖Φk‖Hs(Rd)‖Ψj‖Hs(Rd) ≤ c‖Φ‖(Hs(Rd))N ‖Ψ‖(Hs(Rd))N .
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3.3 Wohlgestelltheit der Coupled Mode Gleichungen

Damit folgt aufgrund der kubischen Struktur der Nichtlinearität F ( ~A), dass

‖F ( ~A)‖
(Hs(Rd))

N ≤ (γ1 + γ2) cs‖ ~A‖3(Hs(Rd))
N

mit F :
(
Hs
(
Rd
))N → (

Hs
(
Rd
))N .

Wir formulieren (3.13) zu ∂T ~A − iM ~A = −iF ( ~A) um und nutzen das Duhamel Prinzip,
siehe Lemma A.3, so dass wir

A(t) = eiMt~a− i
∫ t

0
eiM(t−τ)F ( ~A(τ)) dτ =: Φ( ~A)

erhalten. Wir nutzen, dass M selbstadjungiert ist. Mit dem Spektralsatz können wir M
schreiben als

M =

∫
σ

λ(s) dPλ(s)

wobei σ das Spektrum des Operators M bezeichnet und dPλ(s) das zugehörige Spektral-
maß. Dann ist S(t) := eiMt gegeben durch

eiMt =

∫
σ

eiλ(s)t dPλ(s).

Da M selbstadjungiert ist, gilt

eiMt
(
eiMt

)∗
= eiMte−iMt = ei(M−M)t = Id,

das heißt, S ist unitäre Gruppe.

Die Wohlgestelltheit wollen wir nun mittels Fixpunktargument nachweisen. Um den Ba-
nachschen Fixpunktsatz anwenden zu können, müssen wir prüfen, ob Φ eine Selbstabbil-
dung und eine Kontraktion ist.

1. Φ : BR → BR Selbstabbildung in X, falls A0 klein, das heißt A ∈ BR ⇒ Φ( ~A) ∈ BR.
Sei ‖~a‖(Hs)N < R

2 , dann ist

‖Φ( ~A)‖(Hs)N =

∥∥∥∥eiMtA0 − i
∫ t

0
eiM(t−τ)F (A(τ)) dτ

∥∥∥∥
(Hs)N

≤ ‖A0‖(Hs)N + tc̃‖A‖3X =
R

2
+ tc̃R3.

Wegen A ∈ B̄R gilt ‖ ~A‖3X < R3. Damit Φ eine Selbstabbildung ist, brauchen wir ein
t > 0, so dass

R

2
+ tc̃R3 ≤ R,

denn dann liegt Φ( ~A) wieder in BR. Daraus folgt

1

2
+ tc̃R2 ≤ 1⇒ t ≤ 1

2c̃R2
.
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2. Φ Kontraktion, das heißt ‖Φ( ~A)− Φ( ~̃A)‖X ≤ δ‖ ~A− ~̃A‖X für δ < 1.
Es ist

Φ( ~A)− Φ( ~̃A) = −i
∫ t

0
ei(t−τ)M

(
F ( ~A(τ))− F ( ~̃A(τ))

)
dτ.

Weil eitM unitär ist, gilt

‖Φ( ~A)− Φ( ~̃A)‖X ≤ ct sup
0≤t≤T

‖F ( ~A)− F ( ~̃A)‖(Hs)N

≤ ct sup
0≤t≤T

‖ ~A− ~̃A‖(Hs)N ‖F̃ ( ~A, ~̃A)‖(Hs)N .

Da F̃ quadratisch in ~A und ~̃A ist, nutzen wir wieder die Algebraeigenschaft von
(Hs)N und erhalten

‖Φ( ~A)− Φ( ~̃A)‖X ≤ ctR2‖ ~A− ~̃A‖X ,

da ~A, ~̃A ∈ BR . Wir erhalten eine weitere Bedingung an t, da für die Kontraktions-
eigenschaft gelten muss, dass δ := ctR2 < 1 ist. Hier benötigen wir also t < 1

R2c
.

Nun folgt mit dem Banachschen Fixpunktsatz die Existenz eines eindeutigen Fixpunk-
tes auf [0, T ] für T := min

(
1

2c̃Rd
, 1
R2c

)
, abhängig von den Konstanten c und c̃ aus der

Selbstabbildungs- und Kontraktionseigenschaft.
Wir haben gezeigt, dass die Coupled Mode Gleichungen lokal wohlgestellt sind.

Bemerkung 3.4. In Satz 3.3 haben wir die Existenz einer Lösung Aj ∈ C
(
[0, T ], Hs(Rd)

)
gezeigt. Für unsere Rechtfertigung in Kapitel 6 benötigen wir die Existenz von Lösun-
gen Âj(·, T ) ∈ L1

sA
(Rd). Diesen Zusammenhang kann man über die Definition des Sobo-

levraums Hs(Rd) mittels Fouriertransformation herstellen. Es ist

‖Aj‖Hs(Rd) =

(∫
Rd

(
1 + |k|2

)s |Âj(k)|2
)1/2

.

Nun ist

‖Âj‖L1
sA

(Rd) =

∫
Rd

(1 + |k|)sA |Âj(k)| dk

=

∫
Rd

(1 + |k|)sA−s (1 + |k|)s |Âj(k)| dk

≤ ‖ (1 + |k|)sA−s ‖L2(Rd)‖Aj‖Hs(Rd),

wobei die Cauchy-Schwarz-Ungleichung benutzt wurde. Der Ausdruck ‖ (1 + |k|)sA−s ‖L2(Rd)

existiert, falls
∫
Rd (1 + |k|)2(sA−s) dk <∞, das heißt wenn 2(sA − s) < −d.

Das bedeutet, es gibt eine Lösung Âj ∈ L1
sA

(Rd), falls die Lösung Aj ∈ Hs(Rd) mit
s > sA + d/2.
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3.3 Wohlgestelltheit der Coupled Mode Gleichungen

Bemerkung 3.5. Wir haben in Satz 3.3 nur lokale Wohlgestelltheit für die Coupled Mode
Gleichungen gezeigt. Globale Wohlgestelltheit konnten wir bisher nicht zeigen. Eine Ar-
gumentation über die Energie der Gleichungen wie in [AS18] funktioniert in unserem Fall
nicht, um eine Aussage über die globale Wohlgestelltheit treffen zu können.
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4 Untersuchung der Dispersionsrelation für
die Coupled Mode Gleichungen in 2D

4.1 Struktur der Coupled Mode Gleichungen in 2D

In dem vorherigen Kapitel haben wir bereits die Coupled Mode Gleichungen im eindimen-
sionalen Fall hergeleitet und die effektiven Gleichungen im allgemeinen d-dimensionalen
Fall beschrieben. Nun möchten wir den Speziallfall d = 2 genauer betrachten und Aussa-
gen über die Struktur der Dispersionsrelation für die Coupled Mode Gleichungen treffen.
Das Ziel dieser Untersuchungen ist es, für (3.7) in zwei Raumdimensionen einen Ansatz zu
konstruieren, so dass die resultierenden effektiven Gleichungen für geeignete Koeffizienten
eine spektrale Lücke des zugehörigen linearen örtlichen Operators aufweisen. So können
wir exponentiell lokalisierte Wellen für die Coupled Mode Gleichungen erwarten. Hier un-
terscheidet sich unsere Arbeit von den Untersuchungen in [GMS08], da das resultierende
effektive System dort keine spektrale Lücke für den korrespondierenden linearen Operator
besitzt, so dass man keine lokalisierten Solitärwellen für das Amplitudensystem in [GMS08]
erwarten kann.

Bemerkung 4.1. Die Untersuchungen und Ergebnisse dieses Kapitels finden sich in ähn-
licher Form in [DW18]. Die Berechnungen und Vereinfachungen der Dispersionsrelationen
wurden in dem folgenden Kapitel teilweise mit Maple durchgeführt.

Wir betrachten für Gleichung (3.7) Wellenpakete, die aus mehreren tragenden Blochwellen
bestehen, welche sich mit einer vorgegebenen Geschwindigkeit bewegen. Der Ansatz, der
die Lösung von (3.7) in 2D approximieren soll, wird analog zu Kapitel 3.1 konstruiert und
hat für N Moden, N = 2, 3, 4, die Form

uapp(x, t) := ε1/2
N∑
j=1

Aj(εx, εt)pj(x)eik
(j)·xe−iω0t (4.1)

mit den Einhüllenden A1, . . . , AN und gleicher Skalierung in Zeit und Raum. Wir de-
finieren X := εx und T := εt. Die Funktionen pj sind die Eigenfunktionen aus dem
Blocheigenwertproblem, also die Blochfunktionen zu den Punkten (ω0, k

(j)), j = 1, . . . , N
der Bandstruktur, wobei ω0 := ωn0(k(j)). Das heißt, wir definieren

pj(x) := pn0(x, k(j)) (4.2)

für j = 1, . . . , N .
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Kapitel 4 Untersuchung der Dispersionsrelation für die Coupled Mode Gleichungen in 2D

Für die Suche nach (exponentiell) lokalisierten Lösungen benötigen wir für die Dispersions-
relation der effektiven Gleichungen eine Struktur, die zwei Eigenschaften erfüllt. Der Graph
der Dispersionsrelation Ω = Ω(K) soll erstens eine spektrale Lücke aufweisen (E1), da wir
lokalisierte Lösungen gerade in solch einer Lücke erwarten, siehe Kapitel 1.1. Die Lücke soll
weiter durch ein isoliertes Extremum für das spektrale Band (Ω,K) begrenzt sein (E2).
Dabei beschreibt Ω die Frequenz und K den Wellenvektor für das effektive System. Die
letzte Eigenschaft benötigen wir aufgrund unseres asymptotischen Zuganges. In der Nähe
des spektralen Randes setzen wir Ω = Ω0 + ε2Ω1 und approximieren die Dispersionsrelati-
on durch eine Taylorentwicklung im isolierten Extremum (siehe Kapitel 5.1). Damit zeigen
wir die Verzweigung von lokalisierten Lösungen vom spektralen Rand.
Wir stellen uns die Frage, aus wievielen Blochmoden der Ansatz konstruiert werden muss,
um die oben genannten Anforderungen (E1) und (E2) zu erfüllen. Wir versuchen zunächst,
den Ansatz aus Kapitel 3.1 für den zweidimensionalen Fall zu übernehmen.

Ansatz aus zwei Moden

Analog zum eindimensionalen Fall, lautet ein Ansatz aus zwei Blochmoden

uapp
2 (x, t) := ε1/2

(
A1(εx, εt)p1(x)eik

(1)·x +A2(εx, εt)p2(x)eik
(2)·x

)
e−iω0t, (4.3)

wobei k(1) und k(2) zunächst einmal beliebig in B sind. Die Blochfunktionen p1 und p2

sind wie in (4.2) definiert. Ähnlich wie in einer Raumdimension ist es hier für die Existenz
einer spektralen Lücke in den effektiven Gleichungen nötig, dass sie lineare Kopplungsterme
enthalten. Wir berechnen das Residuum von (4.3) für (3.7) und sammeln Terme gleicher
Ordnung in ε, so wie wir es in 1D getan haben. Aufgrund der Eigenwertgeichung fallen
die Terme der Ordnung O(ε1/2) wiederum weg. In der Ordnung O(ε3/2) haben wir nach
Multiplikation mit eiω0t die Terme[

i
(
p1∂TA1 + 2(k

(1)
1 p1 − i∂x1p1)∂X1A1 + 2(k

(1)
2 p1 − i∂x2p1)∂X2A1

)
− σ(x)

(
|p1|2|A1|2 + 2|p2|2|A2|2

)
p1A1 −W (x)p1A1

]
eik

(1)·x

+
[
i
(
p2∂TA2 + 2(k

(2)
1 p2 − i∂x1p2)∂X1A2 + 2(k

(2)
2 p2 − i∂x2p2)∂X2A2

)
− σ(x)

(
2|p1|2|A1|2 + |p2|2|A2|2

)
p2A2 −W (x)p2A2

]
eik

(2)·x

− σ(x)
(
p2

1p2A
2
1A2e

i(2k(1)−k(2))·x + p2
2p1A

2
2A1e

i(2k(2)−k(1))·x
)
. (4.4)

Um die effektiven Gleichungen zu erhalten, sammeln wir in einer Gleichung die Terme,
die proportional zu eik(1)·xP (x) und in der zweiten Gleichung Terme, die proportional zu
eik

(2)·xP (x) sind, wobei P (x) eine 2πZd-periodische Funktion ist. Dafür multiplizieren wir
mit pj(x)eik

(j)·x, j = 1, 2 und integrieren über T. Bei den meisten Termen des Residuums
sind die Proportionalitäten sofort zu erkennen.
Die Kopplungsterme entstehen durch eine bestimmte Wahl des Potentials W . Ein Beispiel
für ein solches Potential ist

W (x) = a cos
((
k(1) − k(2)

)
· x
)
.
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4.1 Struktur der Coupled Mode Gleichungen in 2D

Warum gerade dieses Potential geeignet ist, werden wir anhand des folgenden Beispiels
sehen.
Wir wählen den Term Wp1A1e

ik(1)·x aus (4.4) und multiplizieren ihn mit p2(x)e−ik
(2)·x.

Dann integrieren wir über T und erhalten

A1

∫
T
Wp1e

ik(1)·xp2e
−ik(2)·xdx =A1

(∫
T

a

2
ei(k

(2)−k(1))·xp1(x)eik
(1)·xp2(x)e−ik

(2)·x dx

+

∫
T

a

2
ei(k

(1)−k(2))·xp1(x)eik
(1)·xp2(x)e−ik

(2)·x dx

)
=A1

(∫
T

a

2
p1(x)p2(x) dx

+

∫
T

a

2
p1(x)p2(x)e2i(k(1)−k(2))·x dx

)
. (4.5)

Damit erhalten wir in der zweiten Gleichung von System (4.6) den Koeffizienten

κ12 =
a

2

∫
T
p1(x)p2(x) dx+ δ

a

2

∫
T
p1(x)p̄2(x)e2i(k(1)−k(2))·x dx

für A1 mit

δ :=

{
0, wenn k(1) − k(2) /∈ 1

2Z
d

1, wenn k(1) − k(2) ∈ 1
2Z

d.

Da in dem zweiten Ausdruck von (4.5) der Term ei(2k(1)−2k(2))·x für k(1) 6= k(2) stehen bleibt,
sehen wir, dass der entsprechende Term W (x)p1A1e

ik(1)·x aus dem Residuum (4.4) nicht
proportional zu eik(2)·x ist. Deshalb liefert dieser Teil keinen Beitrag zur zweiten Gleichung
von (4.6), außer es gilt k(1) = k(2). Nach Berechnung der restlichen Koeffizienten lauten
die effektiven Gleichungen für einen Ansatz aus zwei Moden

i
(
∂TA1 + v(1)

g · ∇A1

)
+ κ11A1 + κ12A2 +

(
α|A1|2 + 2β|A2|2

)
A1 + δφA2

2A1 = 0

i
(
∂TA2 + v(2)

g · ∇A2

)
+ κ12A1 + κ22A2 +

(
γ|A2|2 + 2β|A1|2

)
A2 + δφA2

1A2 = 0
(4.6)

mit

v(j)
g = −2〈(∇+ ik(j))pj , pj〉L2(T), j = 1, 2,

κjj = δa

∫
T
|pj(x)|2 cos

(
2(k(2) − k(1)) · x

)
dx, j = 1, 2,

κ12 =
a

2

∫
T
p2(x)p1(x) dx+ δ

a

2

∫
T
p2(x)p̄1(x)e2i(k(2)−k(1))·x dx,

α = −
∫
T
σ(x)|p1|4 dx, β = −

∫
T
σ(x)|p1|2|p2|2 dx, γ = −

∫
T
σ(x)|p2|4 dx,

φ = −
∫
T
σ(x)p2

2p1
2e2i(k(2)−k(1))·x dx.

Bemerkung 4.2. Die obigen κ-Koeffizienten wurden hier für das konkrete Beispiel von
W (x) = a cos

((
k(1) − k(2)

)
· x
)
berechnet. System (4.6) gilt allerdings für allgemeineW (x)

der Form (3.8). Für die entsprechenden κ-Koeffizienten verweisen wir auf (3.11) mit d = 2.
Die folgende Betrachtung der Dispersionsrelation gilt allgemein.
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Kapitel 4 Untersuchung der Dispersionsrelation für die Coupled Mode Gleichungen in 2D

Nun wollen wir die Struktur der Dispersionsrelation von (4.6) auf die oben genannten
Eigenschaften (E1) und (E2) untersuchen. Wir berechnen diese aus dem linearen Teil der
effektiven Gleichungen durch

D(Ω,K) = det

(
Ω− v(1)

g ·K + κ11 κ12

κ12 Ω− v(2)
g ·K + κ22

)
= 0.

Daraus folgt, dass

Ω2 − Ω(v(1)
g ·K + v(2)

g ·K − κ11 − κ22) +
(
v(1)
g ·K

)(
v(2)
g ·K

)
−
(
v(1)
g ·K

)
κ22 −

(
v(2)
g ·K

)
κ11 + κ11κ22 − |κ12|2 = 0. (4.7)

Die Wurzeln vonD(Ω,K) definieren die lineare Dispersionsrelation Ω = Ω(K). Sie lautet

Ω(K) =
v

(1)
g ·K + v

(2)
g ·K − κ11 − κ22

2
±

((
v

(1)
g ·K + v

(2)
g ·K − κ11 − κ22

2

)2

−
(
v(1)
g ·K

)(
v(2)
g ·K

)
+ κ22v

(1)
g ·K + κ11v

(2)
g ·K − κ11κ22 + |κ12|2

)1/2

.(4.8)

Bemerkung 4.3. Für den Spezialfall mit κ11 = κ22 = 0 gilt: Falls v(1)
g · K = 0 oder

v
(2)
g ·K = 0 und v(1)

g = −αv(2)
g , dann ist v(1)

g ·K = v
(2)
g ·K = 0 und mit (4.8) gilt

Ω = ±|κ12|.

Wir zeigen, dass eine spektrale Lücke nur existiert, falls v(1)
g und v(2)

g linear abhängig sind
und in entgegengesetzte Richtungen zeigen.
Die Nichtexistenz einer Lücke ist äquivalent zur Lösbarkeit von (4.7) bezüglich K. Dafür
schreiben wir K = ρj mit ρ ∈ R und j ∈ R2, |j| = 1. Es gibt keine Lücke genau dann,
wenn es für jedes Ω ∈ R mindestens eine Richtung j gibt, für die wir die Gleichung nach
ρ lösen können.
Wir setzen den neuen Ausdruck für K ein und stellen die Dispersionsrelation nach ρ um.
Aus (4.7) folgt für j · v(1)

g 6= 0 und j · v(2)
g 6= 0

ρ2 −
ρ
(

Ωj ·
(
v

(1)
g + v

(2)
g

)
+ j ·

(
κ11v

(2)
g + κ22v

(1)
g

))
(
j · v(1)

g

)(
j · v(2)

g

)
+

Ω2 − Ω(κ11 + κ22) + κ11κ22 − |κ12|2(
j · v(1)

g

)(
j · v(2)

g

) = 0.

Dadurch erhalten wir als Bedingung an ρ, dass
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4.1 Struktur der Coupled Mode Gleichungen in 2D

ρ =
Ωj ·

(
v

(1)
g + v

(2)
g

)
+ j ·

(
κ11v

(2)
g + κ22v

(1)
g

)
2
(
j · v(1)

g

)(
j · v(2)

g

)

±

√(
j · v(1)

g (Ω + κ22)− j · v(2)
g (Ω + κ11)

)2
+ 4|κ12|2(j · v(1)

g )(j · v(2)
g )

2
(
j · v(1)

g

)(
j · v(2)

g

) . (4.9)

Nun schreiben wir den Ausdruck j · v(l)
g , l = 1, 2 mit Hilfe des Kosinus als j · v(1)

g =∣∣∣v(1)
g

∣∣∣ cos(θ) und j · v(2)
g =

∣∣∣v(2)
g

∣∣∣ cos(φ), wobei θ, φ ∈
(
−π

2 ,
π
2

]
. Ein reelles ρ existiert genau

dann, wenn(
|v(1)
g | cos(θ)(Ω + κ22)− |v(2)

g | cos(φ)(Ω + κ11)
)2
≥ −4|κ12|2|v(1)

g ||v(2)
g | cos(θ) cos(φ).

(4.10)
Wir unterscheiden die beiden Fälle

(i) cos(θ) = − cos(φ) (das heißt v(1)
g = −αv(2)

g mit α > 0),

(ii) cos(θ) 6= − cos(φ).

Der Fall (i) vereinfacht sich (4.10) zu(
Ω +

κ22|v(1)
g |+ κ11|v(2)

g |
|v(1)
g |+ |v(2)

g |

)2

≥ 4|κ12|2
|v(1)
g ||v(2)

g |(
|v(1)
g |+ |v(2)

g |
)2 . (4.11)

Mit (4.11) erhalten wir für v(1)
g = −αv(2)

g , α > 0 die spektrale Lücke−κ22|v(1)
g |+ κ11|v(2)

g |
|v(1)
g |+ |v(2)

g |
− 2|κ12|

√
|v(1)
g ||v(2)

g |

|v(1)
g |+ |v(2)

g |
,−κ22|v(1)

g |+ κ11|v(2)
g |

|v(1)
g |+ |v(2)

g |
+ 2|κ12|

√
|v(1)
g ||v(2)

g |

|v(1)
g |+ |v(2)

g |

 .

(4.12)
Die Existenz einer Lücke wird wegen der stetigen Abhängigkeit der Lösung ρ von j durch
die ausgeschlossenen Richtungen mit j · v(1)

g = 0 oder j · v(2)
g = 0 nicht geändert.

Der Fall (ii) tritt auf, wenn entweder v(1)
g = αv

(2)
g mit α > 0 gilt, oder wenn v(1)

g und v(2)
g

linear unabhängig sind. Für v(1)
g = αv

(2)
g , α > 0 gilt cos(θ) = cos(φ) und aus (4.10) folgt,

dass (
|v(1)
g | cos(θ)(Ω + κ22)− |v(2)

g | cos(θ)(Ω + κ11)
)2
≥ −4|κ12|2|v(1)

g ||v(2)
g | cos(θ)2.

Diese Ungleichung ist immer erfüllt, da die linke Seite größer gleich Null ist und die rechte
Seite nicht postitiv.
Falls span

(
v

(1)
g , v

(2)
g

)
= R2, so können die Winkel θ und φ immer so gewählt werden, dass

die rechte Seite von (4.10) nicht positiv und die Ungleichung erfüllt ist. Im zweiten Fall
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Kapitel 4 Untersuchung der Dispersionsrelation für die Coupled Mode Gleichungen in 2D

existiert daher keine spektrale Lücke.

Wir haben gesehen, dass wir für eine spektrale Lücke, das heißt für Eigenschaft (E1), die
Bedingung benötigen, dass

v(1)
g = −αv(2)

g (4.13)

mit α > 0.

Oben haben wir bereits geschildert, dass wir für unseren asymptotischen Zugang eine
weitere Eigenschaft des Graphen der Dispersionsrelation benötigen, nämlich ein isoliertes
Extremum von Ω(K) an den Rändern (E2).
In dem hier betrachteten zweidimensionalen Fall mit einem Ansatz aus zwei Moden gibt es
kein solches isoliertes Extremum für Ω(K), da Minimum und Maximum entlang einer Ge-
raden parallel zur x1-x2-Ebene angenommen werden, siehe Abbildung 4.1. Dies folgt, wenn
wir (4.13) in (4.9) einsetzen. Mit (4.12) sehen wir, dass die Wurzeln an beiden Rändern
verschwinden und es ist

ρ =
1

2α|v(2)
g | cos(θ)

(
α− 1

α+ 1
(κ22 + ακ11 ∓ 2

√
α|κ12|) + κ11 − ακ22

)
.

Wie man sieht spannen die Werte von ρ(θ) für θ ∈ [0, π/2] ein ganzes Intervall auf.

Wir haben gezeigt, dass ein Ansatz aus zwei Moden nicht zielführend ist, da Eigenschaft
(E2) für die Dispersionsrelation nicht erfüllt ist. Daher wissen wir, dass der gesuchte Ansatz
aus mindestens drei Moden konstruiert werden muss.

−10−8−6−4−20246810
−10

−5
0

5
10

−8

−6

−4

−2

0

2

4

6

8

K
1

K
2

Ω

Abbildung 4.1: Dispersionsrelation für die Coupled Mode Gleichungen in zwei Dimensionen
zum Ansatz aus zwei Moden mit v(1)

g = (1, 1), v(2)
g = (−1,−1), κ11 = κ22 =

0 und κ12 = 1.5.
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4.1 Struktur der Coupled Mode Gleichungen in 2D

Ansatz aus drei Moden

Nun wollen wir die Struktur der Dispersionsrelation für die effektiven Gleichungen zu
einem Ansatz aus drei linear unabhängigen Moden auf der Frequenz ω0 betrachten. Diesen
konstruieren wir analog zu (4.3) durch

uapp
3 (x, t) := ε1/2

3∑
j=1

Aj(εx, εt)pj(x)eik
(j)·xe−iω0t,

wobei die Blochfunktionen pj für j = 1, 2, 3 wie in (4.2) definiert sind, k(j) ∈ B für j = 1, 2, 3
und ω0 := ωn0(k(j)) für j = 1, 2, 3. Auch hier suchen wir wieder ein geeignetes Potential
W , so dass lineare Kopplungsterme in den effektiven Gleichungen entstehen. Wir wählen
das Potential W (x) wie in (3.8) für N = 3 und erhalten die effektive Gleichungen

i
(
∂TA1 + v(1)

g · ∇A1

)
+ κ11A1 + κ12A2 + κ13A3 +N1( ~A) = 0

i
(
∂TA2 + v(2)

g · ∇A2

)
+ κ12A1 + κ22A2 + κ23A3 +N2( ~A) = 0

i
(
∂TA3 + v(3)

g · ∇A3

)
+ κ13A1 + κ23A2 + κ33A3 +N3( ~A) = 0

mit

v(j)
g = −2〈(∇+ ik(j))pj , pj〉L2(T), j = 1, 2, 3

sowie κjl und Nj für j, l = 1, 2, 3 wie in (3.11). In diesem Fall lautet die Dispersionsrelati-
on

D(Ω,K) = det

Ω− v(1)
g ·K + κ11 κ12 κ13

κ12 Ω− v(2)
g ·K + κ22 κ23

κ13 κ23 Ω− v(3)
g ·K + κ33

 = 0.

Damit erfüllt Ω die Gleichung

Ω3 + Ω2
(
κ33 − v(1)

g ·K − v(2)
g ·K − v(3)

g ·K + κ11 + κ22

)
+ Ω

(
(κ33 − v(2)

g ·K − v(3)
g ·K + κ22)κ11 + (κ33 − v(1)

g ·K − v(3)
g ·K)κ22

+ (−v(1)
g ·K − v(2)

g ·K)κ33 + (v(2)
g ·K + v(3)

g ·K)(v(1)
g ·K)− κ23κ23

− κ13κ13 + (v(2)
g ·K)(v(3)

g ·K)− κ12κ12

)
+
(

(κ33 − v(3)
g ·K)κ22 − κ23κ23

− (v(2)
g ·K)κ33 + (v(2)

g ·K)(v(3)
g ·K)

)
κ11 + (−κ13κ13 − κ33(v(1)

g ·K)

+ (v(1)
g ·K)(v(3)

g ·K))κ22 + (−κ12κ12 + (v(1)
g ·K)(v(2)

g ·K))κ33 + (κ23κ23

− (v(2)
g ·K)(v(3)

g ·K))(v(1)
g ·K) + κ12κ23κ13 + κ13κ13v

(2)
g ·K + κ13κ12κ23

+ κ12κ12(v(3)
g ·K) = 0.
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Kapitel 4 Untersuchung der Dispersionsrelation für die Coupled Mode Gleichungen in 2D

Wir ersetzen wie im vorherigen Abschnitt K durch ρ · j mit |j| = 1, um zu sehen, ob wir
die Gleichung für eine Richtung ρ lösen können. Es ist

ρ3
(
v(1)
g · j

)(
v(2)
g · j

)(
v(3)
g · j

)
+ ρ2ν2 + ρν1 + ν0 = 0.

Die Koeffizienten νl, l = 0, 1, 2 sind reell für jedes (Ω, j) ∈ R× R2. Zum Beispiel ist

ν0 =− Ω3 − Ω2(κ11 + κ22 + κ33) + Ω(|κ12|2 + |κ13|2 + |κ23|2 − κ11κ22 − κ11κ33 − κ22κ33)

− κ12κ13κ23 − κ12κ13κ23 − κ11κ22κ33 + |κ12|2κ33 + |κ13|2κ22 + |κ23|2κ11.

Also haben wir für jede Richtung j ∈ R2, die nicht orthogonal zu einem v
(j)
g , j = 1, 2, 3

ist, eine kubische Gleichung mit reellen Koeffizienten, welche immer mindestens eine reelle
Lösung hat. Insgesamt umfasst das Spektrum von Ω der Dispersionsrelation in diesem Fall
ganz R, so dass keine spektrale Lücke existiert, siehe Abbildung 4.2.

−30 −20 −10 0 10 20 30 −30
−20

−10
0

10
20

30

−100

−80

−60

−40

−20

0

20

40

60

80

100

K
2K

1

Ω

Abbildung 4.2: Dispersionsrelation für die Coupled Mode Gleichungen in zwei Dimensionen
zum Ansatz aus drei Moden für v(1)

g = (1, 1)T , v
(2)
g = (−1, 1)T , v

(3)
g =

(1, 2)T und κ11 = κ22 = κ33=0, und κ12 = κ13 = κ23 = 15.

In diesem Fall ist schon Eigenschaft (E1) nicht erfüllt. Wir sehen also, dass auch ein
Ansatz aus drei Moden in 2D ungeeignet ist, um exponentiell lokalisierte Lösungen für die
effektiven Gleichungen zu finden.
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4.1 Struktur der Coupled Mode Gleichungen in 2D

Bemerkung 4.4. Es ist sogar so, dass es für jedes ungerade N keine spektrale Lücke in
der Dispersionsrelation der Coupled Mode Gleichungen gibt. Die Dispersionsrelation ist
die Determinante

D(Ω,K) = det


Ω− v(1)

g ·K + κ11 κ12 . . . κ1,N

κ12
. . .

...
...

. . .
...

κ1,N . . . Ω− v(N)
g ·K + κN,N


︸ ︷︷ ︸

=:M

= 0

für N = 2m + 1, m ∈ N0. Nun ist aber die Matrix M hermitesch und es gilt, dass
det(M) = det(M∗). Das heißt, die Dispersionsrelation ist für jedes K reell und wir haben
in ρ eine polynomielle Gleichung ungeraden Grades mit reellen Koeffizienten, so dass es
immer eine Lösung gibt.

Ansatz aus vier Moden

Wir kommen nun zu einem Wellenpaketansatz, welcher aus vier Moden konstruiert wird.
Dieser liefert uns schließlich die gewünschten Eigenschaften in der Dispersionsrelation. Der
Ansatz lautet entsprechend (4.1)

uapp(x, t) := ε1/2
4∑
j=1

Aj(εx, εt)pj(x)eik
(j)·xe−iω0t (4.14)

mit den Blochfunktionen pj für j = 1, . . . , 4 wie in (4.2) definiert. Es beschreiben A1, . . . , A4

wieder die Einhüllenden. Die effektiven Gleichungen zu einem allgemeinen PotentialW und
Ansatz (4.14) sehen wie in (3.10) aus. Da es jedoch unser Ziel ist, ein Amplitudensystem
mit bestimmten Eigenschaften zu erhalten, wählen wir ein möglichst einfaches Potential,
welches lineare Kopplungen in den effektiven Gleichungen generiert. Eine mögliche Form
für das Potential W ist

W (x) = a1 cos
(

2k
(1)
1 x1 + 2k

(1)
2 x2

)
+ a2 cos

(
2k

(1)
1 x1

)
+ a3 cos

(
2k

(1)
2 x2

)
(4.15)

mit a1, a2, a3 6= 0. Um weiter die Notation zu vereinfachen, fordern wir für die Punkte
k(1), . . . , k(4) die Symmetrien

k(1) =

(
k

(1)
1

k
(1)
2

)
=

(
−k(2)

1

−k(2)
2

)
=

(
k

(3)
1

−k(3)
2

)
=

(
−k(4)

1

k
(4)
2

)
. (4.16)

Durch die obige Wahl der Punkte k(1), . . . , k(4) gilt nach geeigneter Wahl der komplexen
Phase, dass

p2(x1, x2) = p1(x1, x2) = p1(−x1,−x2)

und falls V gerade in x1 und x2 auch

p3(x1, x2) = p1(x1,−x2)

p4(x1, x2) = p3(−x1,−x2) = p3(x1, x2) = p1(−x1, x2).
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Kapitel 4 Untersuchung der Dispersionsrelation für die Coupled Mode Gleichungen in 2D

Für die Berechnung der Koeffizienten von (4.17) nehmen wir diesen Fall einfachheithalber
an. Für den allgemeinen Fall verweisen wir wieder auf (3.11).

k(4)

k(3)

k(1)

k(2)

k1

k2

Abbildung 4.3: Beispielhafte Anordnung der Punkte k(j), j = 1, . . . , 4, so dass die Symme-
trien in (4.16) erfüllt sind.

Bemerkung 4.5. Bei der Wahl der Punkte k(j) für j = 1, . . . , 4 müssen wir zwei Fäl-
le unterscheiden. Im ersten Fall k(j) ∈ B, j = 1, . . . , 4 liegen alle k(j) im Inneren der
Brillouinzone. Hier sind die Symmetrien erfüllbar und wir erhalten einen Ansatz aus vier
unterschiedlichen Moden. Sollte allerdings ein k(j) auf dem Rand der Brillouinzone liegen,
so kann der Fall eintreten, dass es nur ein oder zwei unterschiedliche Punkte k(j) gibt. In
diesem Fall benötigen wir in k(j) mehrfache Eigenwerte, um tatsächlich einen Ansatz aus
vier verschiedenen Moden zu erhalten. Im Fall k(1) = · · · = k(4) nehmen wir an, dass die
zugehörigen Eigenfunktionen linear unabhängig sind.

Das Einsetzen von Ansatz (4.14) mit Bedingung (4.16) in Gleichung (3.7) für d = 2 mit
W wie in (4.15) und das Sortieren der Terme nach ε-Potenzen liefert mit passenden qua-
siperiodischen Randbedingungen in der Ordnung O

(
ε3/2

)
[
i∂TA1p1e

ik(1)·x + i∂TA2p2e
ik(2)·x + i∂TA3p3e

ik(3)·x + i∂TA4p4e
ik(4)·x

+ 2
4∑
j=1

∂X1Aj∂x1pje
ik(j)·x + 2

4∑
j=1

∂X2Aj∂x2pje
ik(j)·x

−W (x)A1p1e
ik(1)·x −W (x)A2p2e

ik(2)·x −W (x)A3p3e
ik(3)·x −W (x)A4p4e

ik(4)·x

− σ |uapp|2 uapp
]
e−iω0t.

Für die Suche nach einer Dispersionsrelation, welche die Eigenschaften (E1) und (E2)
erfüllt, betrachten wir k(j) ∈ B =

(
−1

2 ,
1
2

]2 für j = 1, . . . , 4.
Wir berechnen die Koeffizienten des effektiven Systems wie in Kapitel 4.1 und erhalten als

46



4.1 Struktur der Coupled Mode Gleichungen in 2D

effektive Gleichungen die sogenannten Coupled Mode Gleichungen

i
(
∂TA1 + v(1)

g · ∇A1

)
+ α1A2 + α3A3 + α2A4 +

[
γ1

(
|A1|2 + 2 |A2|2

)
+ 2γ2

(
|A3|2 + |A4|2

)]
A1 + 2γ2A3A4A2 = 0

i
(
∂TA2 − v(1)

g · ∇A2

)
+ α1A1 + α2A3 + α3A4 +

[
γ1

(
|A2|2 + 2 |A1|2

)
+ 2γ2

(
|A3|2 + |A4|2

)]
A2 + 2γ2A3A4A1 = 0

i
(
∂TA3 + v(2)

g · ∇A3

)
+ α3A1 + α2A2 + α1A4 +

[
γ1

(
|A3|2 + 2 |A4|2

)
+ 2γ2

(
|A1|2 + |A2|2

)]
A3 + 2γ2A1A2A4 = 0

i
(
∂TA4 − v(2)

g · ∇A4

)
+ α2A1 + α3A2 + α1A3 +

[
γ1

(
|A4|2 + 2 |A3|2

)
+ 2γ2

(
|A1|2 + |A2|2

)]
A4 + 2γ2A1A2A3 = 0

(4.17)

mit den Koeffizienten

v(1)
g = −2〈(∇+ ik(1))p1, p1〉L2(T),

v(2)
g = −2〈(∇+ ik(3))p3, p3〉L2(T),

α1 = −
3∑

m=−3
k(2)+qm∈k(1)+Zd

am
2

∫
T
p2(x)p1(x)ei(k

(2)+qm−k(1))·x dx

= −
3∑

m=−3
k(4)+qm∈k(3)+Zd

am
2

∫
T
p4(x)p3(x)ei(k

(4)+qm−k(3))·x dx,

α2 = −
3∑

m=−3
k(4)+qm∈k(1)+Zd

am
2

∫
T
p4(x)p1(x)ei(k

(4)+qm−k(1))·x dx

= −
3∑

m=−3
k(2)+qm∈k(3)+Zd

am
2

∫
T
p2(x)p3(x)ei(k

(2)+qm−k(3))·x dx,

α3 = −
3∑

m=−3
k(3)+qm∈k(1)+Zd

am
2

∫
T
p3(x)p1(x)ei(k

(3)+qm−k(1))·x dx

= −
3∑

m=−3
k(2)+qm∈k(3)+Zd

am
2

∫
T
p2(x)p4(x)ei(k

(2)+qm−k(4))·x dx,

γ1 = −
∫
T
σ|p1|4 dx = −

∫
T
σ|p2|4 dx = −

∫
T
σ|p3|4 dx = −

∫
T
σ|p4|4 dx,

γ2 = −
∫
T
σ|p2|2|p1|2 dx = −

∫
T
σ|p2|2|p3|2 dx,
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wobei für das in (4.15) definierte Potential W (x) gilt, dass

q1 =

(
2k

(1)
1

2k
(1)
2

)
, q2 =

(
2k

(1)
1

0

)
, q3 =

(
0

2k
(1)
2

)
.

Wir sehen in Abbildung 4.4, dass die Struktur der Dispersionsrelation für die oben gewähl-
ten Koeffzienten v(j)

g , j = 1, 2 und αl, l = 1, 2, 3 die gewünschten Eigenschaften (E1) und
(E2) hat.

Abbildung 4.4: Dispersionsrelation der Coupled Mode Gleichungen für einen Ansatz mit
vier Moden mit v(1)

g = (1, 1)T , v
(2)
g = (1,−1)T und α1 = 7, α2 = 3, α3 = 2.

4.2 Existenz einer spektralen Lücke für die Coupled Mode
Gleichungen in 2D

Jetzt möchten wir die Existenz einer spektralen Lücke für die Dispersionsrelation der Cou-
pled Mode Gleichungen für Ansatz (4.14) rigoros beweisen.
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4.2 Existenz einer spektralen Lücke für die Coupled Mode Gleichungen in 2D

Satz 4.6. Für System (4.17) existiert in der Dispersionsrelation Ω = Ω(K) eine spektrale
Lücke.

Beweis. Wir betrachten zunächst einen vereinfachten Fall α1 = α1 := α und α2 = α2 =
α3 = α3 := β in (4.17).
Der lineare Teil der Coupled Mode Gleichungen sieht dann wie folgt aus

i
(
∂TA1 + v

(1)
g,1∂X1A1 + v

(1)
g,2∂X2A1

)
+ αA2 + β (A3 +A4) = 0

i
(
∂TA2 − v(1)

g,1∂X1A2 − v(1)
g,2∂X2A2

)
+ αA1 + β (A3 +A4) = 0

i
(
∂TA3 + v

(2)
g,1∂X1A3 + v

(2)
g,2∂X2A3

)
+ β (A1 +A2) + αA4 = 0

i
(
∂TA4 − v(2)

g,1∂X1A4 − v(2)
g,2∂X2A4

)
+ β (A1 +A2) + αA3 = 0.

Der einfacheren Notation halber möchten wir mit einem System arbeiten, das die ortho-
gonalen Gruppengeschwindigkeiten

ṽ(1)
g = (1, 0)T und ṽ(2)

g = (0, 1)T (4.18)

hat. Sollten Gruppengeschwindigkeiten v(1)
g ,v(2)

g gegeben sein, die linear unabhängig, aber
nicht orthogonal sind, transformieren wir die Variablen entsprechend. Die neuen Variablen
nennen wir

ξ = α1X1 + α2X2 und η = α3X1 + α4X2.

Bemerkung 4.7. Dank der linearen Unabhängigkeit der v(j)
g , j = 1, 2 sind nicht beide

erste Komponenten von v(1)
g und v(2)

g Null. Das Gleiche gilt für die zweiten Komponenten
von ṽ(1)

g und ṽ(2)
g . Ohne Beschränkung der Allgemeinheit nehmen wir an, dass v(1)

g1 6= 0 und
v

(2)
g2 6= 0.

Nun ist mit ξ = ξ(X1, X2) und η = η(X1, X2)

∂X1A(ξ, η) = α1∂ξA(ξ, η) + α3∂ηA(ξ, η)

und
∂X2A(ξ, η) = α2∂ξA(ξ, η) + α4∂ηA(ξ, η).

Wir möchten nun wegen (4.18), dass

v(1)
g1 ∂X1 + v(1)

g2 ∂X2 = ∂ξ

v(2)
g1 ∂X1 + v(2)

g2 ∂X2 = ∂η,

gilt, was uns zu dem System

v(1)
g1 (α1∂ξ + α3∂η) + v(1)

g2 (α2∂ξ + α4∂η) = ∂ξ

v(2)
g1 (α1∂ξ + α3∂η) + v(2)

g2 (α2∂ξ + α4∂η) = ∂η
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führt, da die zweite und vierte Gleichung linear abhängig sind und wegfallen. Damit erhal-
ten wir, dass

v(1)
g

(
α1 α3

α2 α4

)(
∂ξ
∂η

)
=

(
1
0

)(
∂ξ
∂η

)
v(2)
g

(
α1 α3

α2 α4

)(
∂ξ
∂η

)
=

(
0
1

)(
∂ξ
∂η

)
,

weshalb gilt, dass (
v

(1)
g

v
(2)
g

)(
α1

α2

)
=

(
1
0

)
und

(
v

(1)
g

v
(2)
g

)(
α3

α4

)
=

(
0
1

)
.

Da v(1)
g und v(2)

g linear unabhängig sind, ist die Matrix

(
v

(1)
g

v
(2)
g

)
invertierbar und die beiden

Gleichungssysteme sind eindeutig lösbar. Mit der Variablentransformation erhalten wir aus
(4.2) das System

i
(
∂T Ã1 + ∂ξÃ1

)
+ αÃ2 + β(Ã3 + Ã4) = 0

i
(
∂T Ã2 − ∂ξÃ2

)
+ αÃ1 + β(Ã3 + Ã4) = 0

i
(
∂T Ã3 + ∂ηÃ3

)
+ β(Ã1 + Ã2) + αa4 = 0

i
(
∂T Ã4 − ∂ηÃ4

)
+ β(Ã1 + Ã2) + αa3 = 0

(4.19)

mit A(X1, X2) = Ã(ξ, η). Die lineare Dispersionsrelation Ω = Ω(Kξ,Kη) mit den Fourier
Wellenzahlen (Kξ,Kη) erhalten wir durch die Determinantengleichung von (4.19). Dann
ist

D(Ω,Kξ,Kη) = det


Ω−Kξ α β β
α Ω +Kξ β β
β β Ω−Kη α
β β α Ω +Kη


= (Ω2 − α2 −K2

ξ )(Ω2 − α2 −K2
η)− 4β2(Ω− α)2 !

= 0.

Reellwertige Wurzeln von D(0,Kξ,Kη) existieren für α2 ≤ 4β2, denn D(0,Kξ,Kη) =
(α2 +K2

ξ )(α2 +K2
η)− 4α2β2. Das heißt, für α2 > 4β2 hat die Dispersionsrelation in Ω = 0

eine spektrale Lücke.

Nun wollen wir eine Bedingung für die Existenz einer Bandlücke für beliebige Koeffizienten
α1, α2, α3 und für ṽ(1)

g = (1, 0)T , ṽ
(2)
g = (0, 1)T aufstellen. Nach der Variablentransformati-

on haben wir hier

i
(
∂T Ã1 + ∂ξÃ1

)
+ α1Ã2 + α3Ã3 + α2Ã4 = 0

i
(
∂T Ã2 − ∂ξÃ2

)
+ α1Ã1 + ᾱ2Ã3 + α3Ã4 = 0

i
(
∂T Ã3 + ∂ηÃ3

)
+ α3Ã1 + α2Ã2 + α1Ã4 = 0

i
(
∂T Ã4 − ∂ηÃ4

)
+ ᾱ2Ã1 + α3Ã2 + α1Ã3 = 0
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und damit lautet die Dispersionsrelation

D(Ω,Kξ,Kη) = det


Ω−Kξ α1 α3 α2

α1 Ω +Kξ α2 α3

α3 α2 Ω−Kη α1

α2 α3 α1 Ω +Kη

 = 0,

wobei (Kξ,Kη) die duale Variable zu (ξ, η) bezeichnet. Die Dispersionsrelation lautet

|α1|4 + (K2
η − α3

2 +K2
ξ − 2Ω2 − α2

3)|α1|2 + |α2|4 + (2KξKη − 2Ω2 − 2|α3|2)|α2|2 + |α3|4

− (2KξKη + 2Ω2)|α3|2 − α1
2α2

2 + 2Ωα2(α3 + α3)α1 − α2
2α2

1 + 2Ωα1(α3 + α3)α2 + Ω4

− (K2
ξ +K2

η)Ω2 +K2
ξK

2
η = 0.

Wir vereinfachen die Gleichung zu

Ω4 − Ω2(K2
ξ +K2

η + 2(|α1|2 + |α2|2 + |α3|2)) + 4Ω(Re(α1α2α3) + Re(α1α2α3))

+ (KξKη + |α2|2 − |α3|2)2 + |α1|2(K2
ξ +K2

η + |α1|2) = 2Re(|α1|2α2
3 + α2

2α1
2). (4.20)

Dabei bezeichnet Re den Realteil. Die linke Seite der Gleichung ist für Ω = 0 und Kξ,Kη ∈
R2 größer gleich |α1|4. Die rechte Seite ist kleiner gleich 2|α1|2(|α2|2 + |α3|2). Das heißt,
es gibt keine reelle Lösung (Kξ,Kη), wenn |α1|2 ≥ 2(|α2|2 + |α3|2). Daher existiert eine
spektrale Lücke um Ω = 0, wenn

|α1|2 ≥ 2(|α2|2 + |α3|2). (4.21)

Bemerkung 4.8. Eine Konstellation, welche diese Bedingung erfüllt, lautet zum Beispiel
α1 = 7, α2 = 3, α3 = 2, siehe Abbildung 4.4.

Insgesamt konnten wir zeigen, dass in der Dispersionsrelation zum Ansatz aus vier Moden
eine spektrale Lücke existiert und wir haben einen Kandidaten für die Approximation einer
lokalisierten Lösung von (3.7) gefunden.

Bemerkung 4.9. Die Struktur der Coupled Mode Gleichungen und die Existenz einer
spektralen Lücke für den jeweiligen räumlichen Operator verhält sich im d-dimensionalen
Fall für N = 2, 3, 4 genau wie oben beschrieben [DW18].
Deutlich schwieriger ist es, eine Bedingung für die Existenz einer spektralen Lücke für
Gleichungen, resultierend aus einem Ansatz mit mehr als vier Moden in d Dimensionen,
aufzustellen. In dem folgenden Kapitel konzentrieren wir uns deshalb auf die Coupled Mode
Gleichungen im zweidimensionalen Fall, resultierend aus einem Ansatz aus vier Moden.
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5 Lokalisierte Lösungen der Coupled Mode
Gleichungen in 2D

Wie in der Einleitung beschrieben, interessieren wir uns für loklisierte Solitärwellen der
Coupled Mode Gleichungen als Approximation von lokalisierten Wellenpaketen über die
Einhüllenden Aj . Deshalb wollen wir uns in diesem Kapitel genauer mit der Asymptotik
für (4.17) beschäftigen. Liegt Ω nicht im Spektrum des Operators L(∇), siehe (5.2), jedoch
asymptotisch nah am spektralen Rand, so ist eine Approximation durch die nichtlineare
Schrödingergleichung (NLS) möglich.
Für diese asymptotische Näherung benötigen wir, dass die Dispersionsreation lokal, das
heißt nah am spektralen Rand, vom parabolischen Typ ist. Mit Hilfe dieser Asymptotik
können wir die numerische Suche nach lokalisierten Lösungen beginnen, welche in dem fol-
genden Abschnitt beschrieben wird. Schließlich werden wir darauf aufbauend die Existenz
von lokalisierten Solitärwellen für die Coupled Mode Gleichungen beweisen.

5.1 Asymptotik

Die Coupled Mode Gleichungen (4.17) für N = 4 und d = 2 aus Kapitel 4.1 können wir
mit ~A = (A1, A2, A3, A4)T kompakt schreiben als

i∂T ~A− L(∇)( ~A) + ~N( ~A) = 0 (5.1)

mit

L(∇) =


−ivg1 · ∇ 0

ivg1 · ∇
−ivg2 · ∇

0 ivg2 · ∇

−Mα, Mα =


0 α1 α3 α2

α1 0 α2 α3

α3 α2 0 α1

α2 α3 α1 0


(5.2)

und ~N( ~A) =
(
N1( ~A), N2( ~A), N3( ~A), N4( ~A)

)T
, wobei
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N1( ~A) =
[
γ1

(
|A1|2 + 2 |A2|2

)
+ 2γ2

(
|A3|2 + |A4|2

)]
A1,+2γ2A3A4Ā2

N2( ~A) =
[
γ1

(
|A2|2 + 2 |A1|2

)
+ 2γ2

(
|A3|2 + |A4|2

)]
A2,+2γ2A3A4Ā1

N3( ~A) =
[
γ1

(
|A3|2 + 2 |A4|2

)
+ 2γ2

(
|A1|2 + |A2|2

)]
A3,+2γ2A1A2Ā4

N4( ~A) =
[
γ1

(
|A4|2 + 2 |A3|2

)
+ 2γ2

(
|A1|2 + |A2|2

)]
A4 + 2γ2A1A2Ā3. (5.3)

Stehende Solitärwellen haben die Form ~A(X,T ) = ~B(X)e−iΩT mit ~B = (B1, B2, B3, B4)T .
Mit (5.1) erhalten wir die Gleichung

Ω ~B − L(∇) ~B + ~N( ~B) = 0. (5.4)

Die Eigenwertgleichung in Fouriervariablen

Ω(K)~η(K) = L(iK)~η(K)

liefert die vier Eigenpaare
(
Ωj(K), ~η(j)(K)

)
, j ∈ {1, . . . , 4} mit Ωj : R2 → R und den Ei-

genfunktionen ~η(j) : R2 → R4, ‖~η(j)(K)‖l2(R4) = 1 ∀K mit

L(iK) =


vg1 ·K 0

−vg1 ·K
vg2 ·K

0 −vg2 ·K

−Mα. (5.5)

Mit Ω0 bezeichnen wir einen spektralen Rand, das heißt Ω0 ∈ ∂
(
spec(L(∇))

)
. Für ein festes

j0 ∈ {1, . . . , 4} ist Ωj0(0) = Ω0 und es gilt ∇Ωj0(0) = 0, da der Rand ein Extremwert von
Ωj0 ist.
Wir suchen lokalisierte Lösungen in der spektralen Lücke für die Dispersionsrelation der
Coupled Mode Gleichungen, das heißt in

(−Ω0,Ω0) = R \
4⋃
j=1

Ωj(R).

Unser Ansatz für Gap Solitone für Ω nahe dem spektralen Rand Ω = Ω0 lautet mit
Ω = Ω0 + ε2Ω1

~Bapp = εC(εX)~η(j0)(X), (5.6)

das heißt wir nutzen den langsam variierenden Einhüllendenansatz εC(εX), wobei das
Skalar Ω1 = O(1) ist und C : Rd → R noch zu bestimmen ist.

Bemerkung 5.1. In der Einhüllendenapproximation moduliert die Einhüllende εC(εX)
die ebene Welle eiK0·X~η(j0)(K0). Aufgrund der einfacheren Notation nehmen wir an, dass
K0 = 0 gilt. Andernfalls würde man mit Verschiebungen arbeiten und später K−K0

ε =: κ
definieren.
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5.1 Asymptotik

Wir treffen für die Asymptotik drei grundlegende Annahmen:

(i) Ωj0(K) ist einfacher Eigenwert für alle K in der Nähe der Null.

(ii) Die Hessische D2Ωj0(0) ist definit.

(iii) |Ωj0(K) − Ω0 − 1
2K

TD2Ωj0(0)K| ≤ c|K|3 für ein c > 0 und alle K in der Nähe von
Null.

Annahme (ii) liefert uns, dass das Extremum von Ωj0(K) in K = 0 isoliert ist.

Bemerkung 5.2. Wir haben in Kapitel 4.1 für ein Beispiel von Coupled Mode Gleichungen
mit N = 4 und d = 2 gezeigt, dass die Annahmen (i)-(iii) erfüllt sind.

Im Fourierraum haben wir

~̂Bapp(K) = εε−2Ĉ

(
K

ε

)
~η(j0)(K)

= ε−1Ĉ(κ)~η(j0)(εκ) mit κ := ε−1K

und Ω = Ω0 + ε2Ω1. Die Fouriertransformierte der Nichtlinearität in ~Bapp lautet

F
(
~N
(
~Bapp

))
(εκ) =

4∑
j=1

γj(εκ)~η(j)(εκ), γj = 〈 ~N( ~Bapp), ~η(j)〉L2(T).

Wir berechnen das Residuum für den oben definierten Ansatz und betrachten alle Terme,
die proportional zu ~η(j0) sind, nämlich

Rj0 :=
(
Ω0 + ε2Ω1

)
ε−1Ĉ(κ)~η(j0)(εκ) + γ(j0)~η(j0)(εκ)− L(εκ)ε−1Ĉ(K)~η(j0)(εκ)

mit γ(j0) = ~η(j0)(εκ)T ~̂N( ~Bapp)κ. Mit der Eigenwertgleichung ist

L(εκ)ε−1Ĉ(κ)~η(j0)(εκ) = Ωj0(εκ)ε−1Ĉ(κ)~η(j0)(εκ),

wobei der Ausdruck Ωj0(εκ) um den Punkt 0 taylorentwickelt wird, das heißt

Ωj0(εκ) = Ω0 +
ε2

2
κTD2Ωj0(0)κ+O(ε3)

wegen ∇Ωj0(0) = 0 und Ωj0(0) = Ω0 nach Annahme. Damit ist

Rj0 =
(
Ω0 + ε2Ω1

)
ε−1Ĉ(κ)~η(j0)(εκ) + γ(j0)~η(j0)(εκ)

−
(

Ω0 +
ε2

2
κTD2Ωj0(0)κ+O(ε3)

)
ε−1Ĉ(κ)~η(j0)(εκ).

Das Sortieren der Terme im Residuum, welche proportional zu ~η(j0) sind, liefert in der
niedrigsten Ordnung O(ε), den Ausdruck

Ω1Ĉ(κ)~η(j0)(εκ)− 1

2

(
κTD2Ωj0(0)κ

)
Ĉ(κ)~η(j0)(εκ) + γj0~η

(j0)(εκ).
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Um das Residuum klein zu bekommen, setzen wir

Ω1Ĉ(κ)− 1

2

(
κTD2Ωj0(0)κ

)
Ĉ(κ) + γ(j0)(κ) = 0, κ ∈ R2

und transformieren diese Gleichung aus dem Fourierraum zurück. Indem wir in γ(j0) den
Vektor ~η(j0)(εκ) durch ~η(j0)(0) ersetzen, erhalten wir formal die effektive Gleichung

Ω1C +
1

2
∇TD2Ωj0(0)∇C + Γ|C|2C = 0, (5.7)

mit Γ := ~η(j0)(0)T ~N(~η(j0)(0)). Im Residuum erzeugt das Ersetzen der Terme in γ(j0) auß-
schließlich Terme höherer Ordnung.
Gleichung (5.7) ist eine Verallgemeinerung der nichtlinearen Schrödingergleichungen, wel-
che äquivalent zur NLS ist, falls die Matrix D2Ωj0 diagonal ist.
Über die nichtlineare Schrödingergleichung wissen wir, dass eine explizite Familie von Lö-
sungen in Form des Sekans Hyperbolicus existiert.

Zusammengefasst erwarten wir unter den Annahmen (i)-(iii) an Ωj0 für den asymptotischen
Ansatz (5.6) mit einer lokalisierten Lösung C : Rd → C der nichtlinearen Schrödingerglei-
chung (5.7) lokalisierte Lösungen von (5.4).
Basierend auf der obigen Asymptotik werden wir im folgenden Abschnitt numerische Un-
tersuchungen zu lokalisierten Lösungen für die Coupled Mode Gleichungen im Fall N = 4
und d = 2 durchführen. In diesem Fall sind die Annahmen (i)-(iii) erfüllt, was in Kapitel
4 gezeigt wurde.

5.2 Numerische Suche nach lokalisierten Lösungen der
Coupled Mode Gleichungen

In diesem Abschnitt beschreiben wir die numerische Suche nach lokalisierten Lösungen für
die in Abschnitt 4.1 hergeleiteten Coupled Mode Gleichungen in zwei Raumdimensionen.
Wir betrachten als Ausgangssituation System (4.17) und folgen der Asymptotik aus dem
letzten Abschnitt. Nach Abschnitt 5.1 werden Lösungen nahe am spektralen Rand durch
Ansatz (5.6) approximiert. Mit dem sogenannten Townes Soliton nähern wir uns der Lösung
C von (5.7). Dann nutzen wir zur Lösung von (5.4) ein Fixpunktargument und homoto-
pieren in Ω, um eine Lösung in der spektralen Lücke zu finden. Dabei führen wir wieder
in jedem Schritt eine Fixpunktiteration durch. Im Folgenden werden die einzelnen Schritte
detailliert beschrieben.

Wir berechnen zunächst die Dispersionsrelation der Coupled Mode Gleichungen (4.17),
welche die spektrale Lücke (−Ω0,Ω0) enthält. Dafür berechnen wir nach der Diskretisie-
rung im Ort die Koeffizienten α1, α2, α3, so dass Bedingung (4.21) aus Abschnitt 4.2 zur
Existenz einer spektralen Lücke erfüllt ist, siehe Abbildung 5.1. Dabei sollen die Punkte
k(1), . . . , k(4) die Bedingung (4.16) erfüllen.
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Abbildung 5.1: Dispersionsrelation von (4.17) mit α1 = 2.7, α2 = 0.5, α3 = 2, v(1)
g = (1, 1)

und v(2)
g = (1,−1).

Anschließend berechnen wir die Koefizienten der nichtlinearen Terme. Dann schreiben wir
die Lösung ~A(X,T ) von (5.1) als ~A(X,T ) = ~B(X)e−iΩT und erhalten, wie im vorherigen
Abschnitt beschrieben, Gleichung (5.4). Da wir exponentiell lokalisierte Lösungen nur in
einer spektralen Lücke erwarten, wählen wir Ω ∈ (−Ω0,Ω0) nah am spektralen Rand.
Nach 5.1 werden Lösungen nahe am spektralen Rand durch (5.6) approximiert, wobei C
die Gleichung

Ω1C +∇ · 1

2

(
D2Ωj0(0)∇C

)
+ Γ|C|2C = 0 (5.8)

löst. Wir lösen jedoch zunächst das Problem

Ω1b+ δ∆b+ Γb3 = 0 (5.9)

mit
δ =

1

4

(
∂2
k1Ωj0(0) + ∂2

k2Ωj0(0)
)
.

Für radialsymmetrische Lösungen b können wir Gleichung (5.9) in Polarkoordinaten um-
schreiben. Wir suchen das Profil einer reellen stationären Lösung der nichtlinearen Schrö-
dingergleichung in zwei Raumdimensionen. Das Vorgehen ist in dem folgenden Abschnitt
beschrieben.
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Schießverfahren

Wir nutzen das Schießverfahren, um eine Lösung von (5.9) zu finden. Das Schießverfahren
ist eine numerische Methode, um Randwertprobleme gewöhnlicher Differentialgleichungen
zu lösen. Bei diesem Verfahren wird mit einer bestimmten Anfangssteigung und von einem
bestimmten Anfangswert aus „geschossen“. Die Anfangssteigung wird so lange variiert,
bis das Ziel, also der geforderte Randwert, getroffen wird. Dafür schreiben wir Gleichung
(5.9) in Polarkoordinaten um, wobei die Gleichung nur noch vom Radius abhängt, da wir
radialsymmetrische Lösungen suchen.

0 1 2 3 4 5 6
0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

r

b P
(r

)

Abbildung 5.2: Profil der Lösung bP (r) von Gleichung (5.9) in Polarkoordinaten nach dem
Schießverfahren.

Als ODE-Löser im Schießverfahren verwenden wir die Matlabroutine „ODE45“, welche ge-
wöhnliche Differentialgleichungen auf Basis des Runge-Kutta-Verfahrens löst.
Aus dem Profil, welches wir durch das Schießverfahren erhalten, konstruieren wir den
gesuchten radialsymmetrischen Soliton als Lösung von (5.9), siehe Abbildung 5.2. Wir ho-
motopieren von δ∆b zu ∇·(D2Ωj0(0)∇C), um eine Lösung von (5.8) zu finden. Dafür lösen
wir in jedem Homotopieschritt eine Gleichunge, welche sich Gleichung (5.8) immer mehr
annähert.
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5.2 Numerische Suche nach lokalisierten Lösungen der Coupled Mode Gleichungen

Abbildung 5.3: Lösung von (5.8) nach der Homotopie.

Fixpunktiteration mit Petviashvili

Mit Hilfe einer Fixpunktiteration lösen wir nun Gleichung (5.4) mit Ω = Ω0 + ε2Ω1. Wir
suchen dafür ein geeigneten Iterationsverfahrens zur Lösung von Gleichung (5.4). Ein soli-
des Verfahren zur Lösung einer Fixpunktgleichung ist das Newton Verfahren. In unserem
Fall allerdings konvergiert das Newton Verfahren nicht. Das liegt an der Berechnung der
Differenzenquotienten, da sich die geraden und ungeraden Knotenpunkte entkoppeln, was
Oszillationen zur Folge hat.
Deshalb wenden wir den Petviashvili Algorithmus zur Berechnung einer lokalisierten Lö-
sung für die Coupled Mode Gleichungen an [Pet76, AM05]. Als Ausgangssituation haben
wir ein System von Gleichungen vom nichtlinearen Dirac Typ, welches in den Fourierraum
transformiert wird. Für die Berechnung der Lösung wird dann eine nichtlineare, nichtlokale
Integralgleichung, gekoppelt mit einer algebraischen Gleichung, bestimmt. Die Kopplung
mit der algebraischen Gleichung hindert den Algorithmus am Divergieren. So kann die
nichtlineare Mode durch eine konvergente Fixpunktiteration bestimmt werden.

Für die Berechnung von lokalisierten Lösungen soll das System (4.17) aus nichtlinearen
partiellen Differentialgleichungen gelöst werden. Dafür verwenden wir das System in ~B
(5.4) und transformieren es in den Fourierraum. Wir erhalten

(Ω− v(1)
g ·K)B̂1 + α1B̂2 + α3B̂3 + α2B̂4 + F(N1) = 0

(Ω + v(1)
g ·K)B̂2 + α1B̂1 + α2B̂3 + α3B̂4 + F(N2) = 0

(Ω− v(2)
g ·K)B̂3 + α3B̂1 + α2B̂2 + α1B̂4 + F(N3) = 0

(Ω + v(2)
g ·K)B̂4 + α2B̂1 + α3B̂2 + α1B̂3 + F(N4) = 0. (5.10)

Dann wird ein Konvergenzfaktor bestimmt, der auf dem Grad der Nichtlinearität beruht,
in unserem Fall ist die Homogenität drei.
Die Vorteile des Algorithmus sind, dass er relativ leicht zu implementieren ist. Außerdem
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kann er auf eine große Klasse von Problemen angewendet werden, sowie auch auf hochgradig
nichtlineare Probleme. Wir schreiben System (5.10) in kompakter Schreibweise als

M(K) ~̂B(K) + F( ~N)(K) = 0 (5.11)

mit der Matrix

M(K) =


Ω− v(1)

g ·K α1 α3 α2

α1 Ω + v
(1)
g ·K α2 α3

α3 α2 Ω− v(2)
g ·K α1

α2 α3 α1 Ω + v
(2)
g ·K


und der Fouriertransformation des Nichtlinearitätenvektors F( ~N). Ein standardmäßiger
iterativer Algorithmus zur Lösung von Gleichung (5.11) lautet

B̂j
(n+1)

(K) = −
[
M−1(K)F( ~N)(n)(K)

]
j
, j = 1, . . . , 4.

Dieser Algorithmus divergiert im Allgemeinen, selbst wenn ein Fixpunkt ~̂B(K) in Problem
(5.11) existiert.
In einer modifizierten Version des Algorithmus nutzen wir deshalb einen Stabilisierungs-
faktor ~λ = (λ1, λ2, λ3, λ4). Wir zerlegen die Komponenten des Vektors ~̂B multiplikativ
in

B̂1 = λ1Û1, B̂2 = λ2Û2, B̂3 = λ3Û3, B̂4 = λ4Û4

mit λj ∈ R für j = 1, . . . , 4. Wir berechnen im ersten Schritt die λj für j = 1, . . . , 4 mit
dem Newton Verfahren. Hier ist das im Gegensatz zu der Fixpunktgleichung für B möglich.
Dafür definieren wir

G1 = ‖Û1‖L2λ1 +
〈[
M−1(K)F( ~N)

]
1
, Û1

〉
= 0,

G2 = ‖Û2‖L2λ2 +
〈[
M−1(K)F( ~N)

]
2
, Û2

〉
= 0,

G3 = ‖Û3‖L2λ3 +
〈[
M−1(K)F( ~N)

]
3
, Û3

〉
= 0,

G4 = ‖Û4‖L2λ4 +
〈[
M−1(K)F( ~N)

]
4
, Û4

〉
= 0.

Mit den berechneten λj , j = 1, . . . , 4 führen wir dann die Petviashvili Iteration

Ûj
(n+1)

= −

[
M−1(K)F( ~N)(n)

λ
(n)
j

]
j

, j = 1, . . . , 4

durch. Dieser Algorithmus konvergiert, wie in [PS04] nachzulesen ist, falls |λ(n)
j − δ| > 0

für eine Toleranz δ > 0.
Für die Berechnungen der Petviahvili-Iteration nutzen wir als Ausgangsgebiet x ∈ [−30, 30]
und eine Diskretisierung, welche durch eine Anzahl von 300x300 Gitterpunkten definiert
ist. Das Gebiet wird im Laufe der Berechnungen iterativ verkleinert, da sich die Lösung
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mittig konzentriert, siehe unten.
Den Fixpunkt ~̂U multiplizieren wir nun mit ~λ, so dass wir mit der Rücktransformation aus
dem Fourierraum eine Lösung von (5.11) erhalten.

Abbildung 5.4: Entwicklung der Lösung während der Homotopie in die spektrale Lücke für
Ω = −0, 0769 (links) und Ω = −0, 0265 (rechts).

Wir homotopieren mit Ω weiter in die spektrale Lücke (−Ω0,Ω0), wobei in jedem Homoto-
pieschritt mittels Fixpunktiteration in ~B(X) gelöst wird, siehe Abbildung 5.4. Da sich die
Lösung während der Homotopie in x1- und x2-Richtung immer mehr konzentriert, nutzen
wir eine Abschneidefunktion, welche das Gebiet verkleinert und das Gitter neu definiert.
Die Abschneidefunktion sorgt dafür, dass der Ausschnitt der x1- und x2-Achse immer wei-
ter verkleinert wird, da sich die Lösung mit jeden Schritt zusammenzieht und nach oben
wächst. Mit ~A(X,T ) = ~B(X)eiΩT erhalten wir schließlich zeitharmonische lokalisierte Lö-
sungen für die Coupled Mode Gleichungen, siehe Abbildung 5.5.

Abbildung 5.5: Zeitharmonische Lösung der Coupled Mode Gleichungen in 2D in der spek-
tralen Lücke (Ω = 0).
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5.3 Existenz einer lokalisierten Solitärwelle für die Coupled
Mode Gleichungen

Nun möchten wir die formale Asymptotik aus Abschnitt 5.1 rigoros beweisen, das heißt wir
zeigen, dass lokalisierte Solitärwellen für die Coupled Mode Gleichungen (4.17) existieren.
Für den Beweis orientieren wir uns an dem Vorgehen in [DP18]. Die Autoren approximieren
die Lösung der stationären Gross-Pitaevskii Gleichung durch die Lösung der stationären
nichtlineare Schrödingergleichung approximiert. In unserem Fall möchten wir System (4.17)
für Ω nah am spektralen Rand durch eine nichtlineare Schrödingergleichung approximie-
ren.
Zunächst werden wir eine Lyapunov-Schmidt-Reduktion in Fouriervariablen durchführen,
so dass wir zwei Gleichungen erhalten, von denen die erste Gleichung den proportionalen
Anteil zum Eigenvektor #—η (j0) der Fouriertransformierten des spektralen Operators enthält
und die zweite Gleichung den orthogonalen Anteil. Beide Gleichungen lösen wir dann ein-
zeln mit Hilfe des Banachschen Fixpunktsatzes.
Beim Lösen der Gleichung mit dem orthogonalen Anteil ist der Operator für die Fixpunkt-
gleichung nicht invertierbar, weshalb wir lediglich seine Einschränkung auf L1

sym betrach-
ten, siehe (5.50), um die Invarianzen zu umgehen und einen invertierbaren Operator zu
erhalten.
Unsere Abschätzungen werden wir in Fouriervariablen durchführen und wir werden, wie
auch in der Rechtfertigung in Kapitel 6, die L1-Norm vewenden.

Formale Asymptotik

Wir verfahren wie mit der Asymptotik in Abschnitt 5.1 und wiederholen zunächst aus
Gründen der Lesbarkeit die wichtigsten Formeln. Zur Erinnerung, Ω0 ist ein Punkt auf
dem Rand der spektralen Lücke des Operators L(∇) aus (5.2). Wir schreiben

Ω = Ω0 + ε2Ω1, (5.12)

wobei das Vorzeichen von Ω1 so gewählt wird, dass Ω gerade in der spektralen Lücke von
L(∇) liegt. Unser Ansatz für Gap Solitone in Ω aus (5.12) lautet

#—

Bapp(X) = εC(εX) #—η (j0)(0), j0 ∈ {1, . . . , 4}. (5.13)

Die fouriertransformierte Gleichung (5.4) lautet

Ω
#̂—

B − L(iK)
#̂—

B +
#̂—

N(
#̂—

B) = 0, (5.14)

wobei
#̂—

N = F(
#—

N) die Fouriertransformierte der Nichtlinearität
#—

N bezeichnet. Ansatz (5.13)
wird transformiert zu

#̂—

Bapp(K) = ε−1Ĉ

(
K

ε

)
#—η (j0)(0) (5.15)

mit
(

#—η (1)(K), #—η (2)(K), #—η (3)(K), #—η (4)(K)
)
Eigenvektoren von L(K), das heißt

−L(K) #—η (j0)(K) = Ωj0(K) #—η (j0)(K)
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mit L(K) wie in (5.5) und ‖ #—η (j)(K)‖l2 = 1 ∀j,K. Der Punkt Ω0 auf dem spektralen Rand
ist definiert als Ω0 := Ωj0(0).
Als effektive Gleichung haben wir die nichtlineare Schrödingergleichung

Ω1C(ξ) +
1

2
∇ ·
(
D2
KΩj0(0)∇

)
C(ξ) + Γ|C(ξ)|2C(ξ) = 0, (5.16)

mit Γ := #—η (j0)(0)T
#—

N( #—η (j0)(0)) wie in (5.7) erhalten.

Da die Lösung
#—

B von (5.4) vektorwertig ist, definieren wir für die kommenden Abschät-
zungen die X -Norm.

Definition 5.3. Für
#—

f := (f1, f2, f3, f4)T definieren wir X :=
(
L1(R2)

)4 mit der Norm

‖ #—

f ‖X := max
l∈{1,...,4}

(
‖fl‖L1(R2)

)
. (5.17)

Wir werden für den Beweis von Satz (5.5) im Fourierraum arbeiten. Um die Supremums-
norm gegen die oben definierte X -Norm abschätzen zu können, benötigen wir die folgende
Aussage.

Lemma 5.4. Sei
#̂—

f = (f̂1, f̂2, f̂3, f̂4)T ∈
(
L1(R2)

)4. Dann ist
#—

f stetig und es existiert ein
c > 0, so dass

‖ #—

f ‖C0
b
≤ c‖ #̂—

f ‖X .

Beweis. Nach dem Satz von Riemann-Lebesgue ist
#̂—

f stetig. Es gilt mit Definition (2.6)

‖fj‖C0
b (R2) =

∣∣∣∣∫
R2

f̂j(k)eik·x dk

∣∣∣∣ ≤ ∫
R2

|f̂j(k)| dk ≤ c‖f̂j‖L1(R2).

Die Behauptung folgt direkt mit Definition der X -Norm (5.17).

Basierend auf der obigen formalen Asymptotik formulieren wir das folgende Approximati-
onstheorem.

Satz 5.5. Sei C Lösung von (5.16) mit C(X) = C(−X), Ĉ ∈ L1
sC

(R2) und sC ≥ 1. Dann
existiert ein ε0 > 0 und ein c > 0, so dass Gleichung (5.4) mit Ω = Ω0 + ε2Ω1 für alle

ε ∈ (0, ε0) eine Lösung
#—

B mit
#̂—

B ∈ X hat und es gilt

‖ #—

B − #—

Bapp‖C0
b
≤ cε3/2

und
#—

B(X)→ 0 für |X| → ∞. Dabei ist
#—

Bapp definiert durch (5.13).

Beweis. Als erstes formen wir Gleichung (5.14) in ein System um, deren Gleichungen wir

Schritt für Schritt lösen. Wir zerlegen
#̂—

B in den Anteil, der dem spektralen Band Ωj0 ent-
spricht, und in den Rest.
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Dafür definieren wir die Projektionen

PK : C4 → span{ #—η (j0)(K)} (5.18)

QK = I − PK : C4 → span{ #—η (j0)(K)}⊥, (5.19)

so dass (
PK

#̂—

B

)
(K) := #—η (j0)∗(K)

#̂—

B(K) #—η (j0)(K).

Wir nennen den zu #—η (j0) proportionalen Anteil der Lösung
#̂—

BP und den zu #—η (j0) orthogo-
nalen Anteil

#̂—

BQ. Es ist

#̂—

B(K) =
#̂—

BP (K) +
#̂—

BQ(K) (5.20)

mit

#̂—

BP (K) = PK
#̂—

B(K) =: Ψ(K) #—η (j0)(K),

#̂—

BQ(K) = QK
#̂—

B(K) = (1− PK)
#̂—

B(K).

Da die B̂j für j = 1, . . . , 4 konzentriert um K = 0 sind, teilen wir Ψ(K) auf in einen Teil
mit Träger in Bεr(0) und in einen Teil mit Träger außerhalb von Bεr(0).

Ψ(K) =: ε−1D̂
(
K

ε

)
+ R̂

(
K

ε

)
. (5.21)

Für ε klein genug sind die Komponenten D̂ und R̂ definiert durch ihren Träger

supp
(
D̂ (·)

)
⊂ Bεr−1(0) und supp

(
R̂(·)

)
⊂ R2 \Bεr−1(0) (5.22)

mit r ∈ (0, 1), welches später präziser bestimmt wird. Mit der obigen Zerlegung ist also

#̂—

B(K) =

(
ε−1D̂

(
K

ε

)
+ R̂

(
K

ε

))
#—η (j0)(K) +

#̂—

BQ(K). (5.23)

Mit (5.12) und (5.23), eingesetzt in (5.14) bekommen wir

(
Ω0 + ε2Ω1

)((
ε−1D̂

(
K

ε

)
+ R̂

(
K

ε

))
#—η (j0)(K) +

#̂—

BQ(K)

)
− L(K)

((
ε−1D̂

(
K

ε

)
+ R̂

(
K

ε

))
#—η (j0)(K) +

#̂—

BQ(K)

)
+

#̂—

N(
#̂—

B)(K) = 0. (5.24)

Wir nutzen an dieser Stelle die Eigenwertgleichung −L(K) #—η (j0)(K) = Ω(j0)(K) #—η (j0)(K)
und zerlegen (5.24) mit Hilfe der Projektionen (5.18) und (5.19) in ihren Anteil proportional
und orthogonal zu #—η (j0).
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Dadurch erhalten wir die beiden Gleichungen

(
Ω0 + ε2Ω1 − Ωj0(K)

)(
ε−1D̂

(
K

ε

)
+ R̂

(
K

ε

))
+ #—η (j0)∗(K)

#̂—

N(
#̂—

B)(K) = 0 (5.25)

QK
(
Ω0 + ε2Ω1 − L(K)

)
QK

#̂—

BQ +
#̂—

N(
#̂—

B)(K)−
(

#—η (j0)∗(K)
#̂—

N(
#̂—

B)(K)

)
#—η (j0)(K) = 0,

(5.26)

wobei die Terme in (5.25) proportional zu #—η (j0)(K) sind und (5.26) die orthogonalen Terme
zu #—η (j0)(K) enthält. Wir schreiben (5.26) als

QK
(
Ω0 + ε2Ω1 − L(K)

)
QK

#̂—

BQ +QK
#̂—

N(
#̂   —

BP )(K)

+QK

(
#̂—

N(
#̂—

B)(K)− #̂—

N(
#̂   —

BP )(K)

)
= 0. (5.27)

Weil der Anteil QK
#̂—

N(
#̂   —

BP )(K) in (5.27) zu große Terme produziert, führen wir eine soge-

nannte near identity transformation durch [KSM92]. Das heißt, wir teilen
#̂—

BQ(K) in die
Summe

#̂—

BQ(K) :=
#̂—

BQ,1(K) +
#̂—

BQ,R(K) (5.28)

auf, wobei
#̂—

BQ,1 und
#̂—

BQ,R die folgenden Gleichungen lösen:

QK
(
Ω0 + ε2Ω1 − L(K)

)
QK

#̂—

BQ,1(K) +QK
#̂—

N(
#̂   —

BP )(K) = 0 (5.29)

QK
(
Ω0 + ε2Ω1 − L(K)

)
QK

#̂—

BQ,R(K) +QK

(
#̂—

N(
#̂—

B)(K)− #̂—

N(
#̂   —

BP )(K)

)
= 0. (5.30)

Als Ausgangslage haben wir nun also ein System aus den drei Gleichungen (5.25), (5.29)
und (5.30).

Konstruktion einer Lösung
#̂—

B

Wir suchen eine Lösung
#̂—

B von (5.14), so dass D̂ nahe an Ĉ ist, siehe dazu (5.15) und (5.16).

Weiter fordern wir von der Lösung, dass die Komponenten R̂, #̂—

BQ,1(K) und
#̂—

BQ,R(K)
klein sind. Offensichtlich ist das System aus den Gleichungen (5.25), (5.29) und (5.30)

gekoppelt in D̂, R̂, #̂—

BQ,1(K) und
#̂—

BQ,R(K). Wir können allerdings jede Gleichung einzeln
behandeln, indem wir vorher entsprechende Annahmen an Form und Größe der jeweils
übrigen Komponenten treffen. Im Detail besteht die Konstruktion einer Lösung

#̂—

B aus
den folgenden Schritten. Wir lösen für ein gegebenes kleines

#̂—

BP Gleichung (5.29), um mit

der Invertierbarkeit von
(
Ω0 + ε2Ω1 − L(K)

)
ein

#̂—

BQ,1 zu erhalten, welches ebenfalls klein

ist. Dann wenden wir für ein gegebenes kleines
#̂—

BP den Banachschen Fixpunktsatz auf
Gleichung (5.30) in der Nähe von Null an, um eine kleine Lösung

#̂—

BQ,R für ε klein genug
zu erhalten. Für ein gegebenes D̂ mit ausreichend schnellem Abfall wenden wir dann den
Banachschen Fixpunktsatz auf (5.25) auf dem Träger von R̂ an, um ein kleines R̂ zu finden.
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Schließlich überprüfen wir die Existenz einer solchen Lösung D̂ von (5.25) (mit R̂ gegeben
durch den vorherigen Schritt) auf dem Träger von D̂, was nah an einer Lösung Ĉ von (5.16)

ist. Desweiteren werden wir Abschätzungen für die Komponenten
#̂—

BP , D̂ und R̂ benötigen.
Wir formulieren das folgende Lemma:

Lemma 5.6. Vorbereitende Abschätzungen
Sei

#̂—

BP wie in (5.20), sowie D̂ und R̂ wie in (5.21) definiert. Weiter nehmen wir an, dass
für alle ε > 0 klein genug gilt, dass

‖D̂‖L1
sD (R2) + ‖R̂‖L1

sR (R2) ≤ c (5.31)

ist, wobei sD, sR ≥ 0 später bestimmt werden. Dann gilt∥∥∥∥ #̂—

BP

∥∥∥∥
X
≤ cε

(
‖D̂‖L1(Bεr−1 (0)) + ε1+(1−r)sR‖R̂‖L1

sR
(R2\Bεr−1 (0))

)
(5.32)

und für die Nichtlinearität ist ∥∥∥∥ #̂—

N

(
#̂—

BP

)∥∥∥∥
X
≤ cε3 (5.33)

mit c = c
(
‖D̂‖L1(R2), ‖R̂‖L1(R2)

)
.

Beweis. Als Erstes schätzen wir
#̂—

BP in der X -Norm ab. Es ist

‖ #̂—

BP (K)‖X =
∥∥∥(ε−1D̂

( ·
ε

)
+ R̂

( ·
ε

))
#—η (j0)

∥∥∥
X

≤ max
l∈{1,...,4}

‖ #—η
(j0)
l ‖L∞(R2)

∥∥∥ε−1D̂
( ·
ε

)
+ R̂

( ·
ε

)∥∥∥
L1(R2)

≤ c
(
ε‖D̂‖L1(Bεr−1 (0)) + ε2‖R̂‖L1(R2\Bεr−1 (0))

)
,

mit (5.22). Es ist #—η
(j0)
l ∈ L∞(R2) wegen ‖η(j0)(K)‖L2 = 1 ∀K und Nun möchten wir

aber die Ausläufer, also die „tails“ von R̂ sehr klein bekommen. Deshalb schätzen wir den
zweiten Teil der rechten Seite weiter ab. Es ist

‖R̂‖L1(R2\Bεr−1 (0)) =

∫
R2\Bεr−1 (0)

|R̂(l)|dl

≤ sup
|l|>ε(r−1)

(1 + |l|)−sR
∫
R2\Bεr−1 (0)

(1 + |l|)sR |R̂(l)| dl

≤ ε(1−r)sR‖R̂‖L1
sR
,

wobei L1
sR wie in (2.13) definiert ist. Damit haben wir, dass∥∥∥∥ #̂—

BP

∥∥∥∥
X
≤ ε‖D̂‖L1(R2) + ε2+(1−r)sR‖R̂‖L1

sR (R2)

für alle sR > 0.
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Die nächste Abschätzung betrifft die Nichtlinearität
#̂—

N . Diese erhalten wir, indem wir die
nichtlinearen Terme in (5.3) fouriertransformieren. Allgemein kann man sie als Summe aus
Termen der Form

γk(Bl1 ∗Bl2 ∗Bl3), k = 1, 2 (5.34)

mit l1, l2, l3 ∈ {1, . . . , 4} schreiben. Mit der Zerlegung (5.20) erhalten wir in der fourier-

transformierten Nichtlinearität Summanden der Form (5.34) mit Blj ∈
{

#̂   —

BP ,
#̂   —

BQ

}
für

j = 1, 2, 3.

Wir betrachten als Beispiel die Abschätzung∥∥∥γ1

(
Ψη

(j0)
1 ∗Ψη

(j0)
1 ∗Ψη

(j0)
1

)∥∥∥
L1(R2)

≤ c‖Ψη(j0)
1 ‖3L1(R2)

≤ c‖Ψ‖3L1(R2)‖η
(j0)
1 ‖3L∞(R2).

Dabei wurde die Young-Ungleichung für Faltungen mit r, p, q = 1 genutzt. Ebenso kann
man mit den restlichen Summanden der Nichtlinearität vorgehen. Wir berechnen∥∥∥∥ #̂—

N

(
#̂—

BP ,
#̂—

BP ,
#̂—

BP

)∥∥∥∥
X
≤ max

l∈{1,...,4}

∥∥∥ #—η
(j0)
l

∥∥∥3

L∞(R2)

∥∥∥(ε−1D̂
( ·
ε

)
+ R̂

( ·
ε

))∥∥∥3

L1(R2)

≤ c
(∫

R2

ε−1D̂
(
K

ε

)
+ R̂

(
K

ε

)
dK

)3

≤ c

(∫
Bεr (0)

ε−1D̂
(
K

ε

)
dK +

∫
R2\Bεr (0)

R̂
(
K

ε

)
dK

)3

≤ c

(∫
Bεr−1 (0)

εD̂(l) dl + ε2

∫
R2\Bεr−1 (0)

R̂(l) dl

)3

≤ cε3

(∥∥∥D̂∥∥∥
L1(R2)

+ ε1+(1−r)sR
∥∥∥R̂∥∥∥

L1
sR (R2)

)3

mit (5.32) und (5.31).

Schritt 1 (Die Komponente
#̂—

BQ,1)
Wir lösen nun Gleichung (5.29) für

#—

BQ,1 unter der Annahme , dass

‖D̂‖L1
sD (R2) + ‖R̂‖L1

sR (R2) ≤ c.

Der Operator
MK := QK

(
Ω0 + ε2Ω1 − L(K)

)
QK

mit MK : QKC4 → QKC4 ist invertierbar mit einer beschränkten Inversen, da der Kern
orthogonal zu QKC4 ist. Durch das Umstellen von (5.29) folgt, dass

#̂—

BQ,1(K) = M−1
K

#̂—

N

(
#̂—

BP (K)

)
.

67



Kapitel 5 Lokalisierte Lösungen der Coupled Mode Gleichungen in 2D

Sei
#̂—

BP klein gegeben, dann ist mit der Matrixnorm ||| · |||∥∥∥∥ #̂—

BQ,1

∥∥∥∥
X
≤ sup

K∈R2

|||M−1
K |||

∥∥∥∥ #̂—

N

(
#̂—

BP

)∥∥∥∥
X

≤ c max
l∈{1,...,4}

∥∥∥∥N̂l

(
#̂—

BP

)∥∥∥∥
L1(R2)

≤ cε3, (5.35)

wobei c wegen (5.31) und (5.33) nur polynomiell von ‖D̂‖L1
sD (R2) und ‖R̂‖L1

sR
(R2) abhängt.

Schritt 2 (Die Komponente
#̂—

BQ,R)

Wir lösen nun (5.30) für
#̂—

BQ,R mit dem Banachschen Fixpunktsatz, wobei eine Abschätzung
von

#—

BQ,1 durch den letzten Schritt gegeben ist. Gleichung (5.30) ist äquivalent zu

#̂—

BQ,R = M−1
K QK

(
#̂—

N

(
#̂—

BP

)
− #̂—

N

(
#̂—

BP +
#̂—

BQ,1 +
#̂—

BQ,R

))
=:

#—

G

(
#̂—

BQ,R

)
. (5.36)

Für die Selbstabbildungs- und Kontraktionseigenschaft definieren wir

Bθεη :=
{

#—

f ∈ L1(R2)| ‖ #—

f ‖X ≤ θεη
}

für ein θ > 0 und η > 0, welche noch zu bestimmen sind. Es ist∥∥∥∥G( #̂—

BQ,R

)∥∥∥∥
X
≤ sup

K∈R2

|||M−1
K ||| max

l∈{1,...,4}

∥∥∥∥N̂l

(
#̂—

BP

)
− N̂l

(
#̂—

BP +
#̂—

BQ,1 +
#̂—

BQ,R

)∥∥∥∥
L1(R2)

≤ c

(∥∥∥∥ #̂—

BP

∥∥∥∥2

X

(∥∥∥∥ #̂—

BQ,1

∥∥∥∥
X

+

∥∥∥∥ #̂—

BQ,R

∥∥∥∥
X

)
+

∥∥∥∥ #̂—

BQ,1

∥∥∥∥2

X

(∥∥∥∥ #̂—

BP

∥∥∥∥
X

+

∥∥∥∥ #̂—

BQ,R

∥∥∥∥
X

)

+

∥∥∥∥ #̂—

BQ,R

∥∥∥∥2

X

(∥∥∥∥ #̂—

BQ,1

∥∥∥∥
X

+

∥∥∥∥ #̂—

BP

∥∥∥∥
X

)
+

∥∥∥∥ #̂—

BP

∥∥∥∥
X

∥∥∥∥ #̂—

BQ,1

∥∥∥∥
X

∥∥∥∥ #̂—

BQ,R

∥∥∥∥
X

+

∥∥∥∥ #̂—

BQ,1

∥∥∥∥3

X
+

∥∥∥∥ #̂—

BQ,R

∥∥∥∥3

X

)
.

Wir wählen
#̂—

BQ,R ∈ Bθεη , so dass
∥∥∥∥ #̂—

BQ,R

∥∥∥∥
X
≤ θεη. Es folgt dann mit (5.32), dass

∥∥∥∥ #—

G

(
#̂—

BQ,R

)∥∥∥∥
X
≤ c

(
ε5 + ε2+η + ε3η

)
.

Also ist für η ≥ 3 ∥∥∥∥ #—

G

(
#̂—

BQ,R

)∥∥∥∥
X
≤ cε5 (5.37)

und
#—

G

(
#̂—

BQ,R

)
∈ Bθεη für η = 5 und θ = c.

Für die Kontraktionseigenschaft betrachten wir
#̂—

BQ,R und
#̂—

AQ,R ∈ Bθεη . Es ist
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∥∥∥∥ #—

G

(
#̂—

BQ,R

)
− #—

G

(
#̂—

AQ,R

)∥∥∥∥
X

≤ sup
K∈R2

|||M−1
K ||| max

l∈{1,...,4}

∥∥∥∥(N̂l

(
#̂—

BP +
#̂—

BQ,1 +
#̂—

BQ,R

)
− N̂l

(
#̂—

BP +
#̂—

BQ,1 +
#̂—

AQ,R

))∥∥∥∥
L1(R2)

≤ c

(∥∥∥∥ #̂—

BP

∥∥∥∥2

X
+

∥∥∥∥ #̂—

BQ,1

∥∥∥∥2

X
+

∥∥∥∥ #̂—

BQ,R

∥∥∥∥2

X
+

∥∥∥∥ #̂—

AQ,R

∥∥∥∥2

X

)∥∥∥∥ #̂—

BQ,R −
#̂—

AQ,R

∥∥∥∥
X

≤ cε2‖ #̂—

BQ,R −
#̂—

AQ,R‖X .

Die Kontraktionseigenschaft ist für ε > 0, klein genug erfüllt, das heißt cε2 < 1. Nach dem
Banachschen Fixpunktsatz existiert eine eindeutige Lösung von (5.36) für

#̂—

BQ,R, welche
die Abschätzung ∥∥∥∥ #̂—

BQ,R

∥∥∥∥
X
≤ cε5 (5.38)

erfüllt, wobei c wegen (5.31) und (5.33) polynomiell von ‖D̂‖L1(R2) und ‖R̂‖L1
sR

(R2) ab-
hängt.

Schritt 3 (Die Komponente R̂)
Wir möchten nun eine Lösung von (5.25) auf dem Träger von R̂ finden. Dafür schreiben
wir (5.25) um zu

R̂
(
K

ε

)
= −ε−1D̂

(
K

ε

)
+
(
Ωj0(K)− Ω0 − ε2Ω1

)−1
(

#—η (j0)∗(K)
#̂—

N

(
#̂—

B

)
(K)

)
,

wobei D̂
(
K
ε

)
= 0 mit K ∈ R2 \Bεr(0) wegen supp

(
D̂ (·)

)
⊂ Bεr−1(0). Also ist

R̂
(
K

ε

)
= ε

(
Ωj0(K)− Ω0 − ε2Ω1

)−1
(1− χBεr (K))

(
#—η (j0)∗(K)

#̂—

N

(
#̂—

B

)
(K)

)
.

Auch hier möchten wir wieder den Banachschen Fixpunktsatz nutzen. Wir definieren
ν(K) :=

(
Ωj0(K)− Ω0 − ε2Ω1

)−1, sowie

#̂—

BR(K) := R̂
(
K

ε

)
#—η (j0)(K) (5.39)

#̂—

BD(K) := ε−1D̂
(
K

ε

)
#—η (j0)(K). (5.40)
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Damit ist

R̂
(
K

ε

)
= ν(K) (1− χBεr (K))

(
#—η (j0)∗(K)

#̂—

N(
#̂—

B)(K)

)
= ν(K) (1− χBεr (K))

(
h−1(K)

(
h(K) #—η (j0)∗(K)

#̂—

N(
#̂—

BD)(K)

)

+ #—η (j0)∗(K)

(
#̂—

N(
#̂—

B)(K)− #̂—

N(
#̂—

BD)(K)

))
=: H(R̂)(K) (5.41)

mit h(K) :=
(

1 + |K|
ε

)sD
für ein sD > 1/2, welches noch zu bestimmen ist. Da Ωj0 lokal

um K = 0 quadratisch ist, gilt

sup
K∈R2\Bεr

ν(K) = sup
K∈R2\Bεr

(
Ωj0(K)− Ω0 − ε2Ω1

)−1
= cε−2r

und

sup
K∈R2\Bεr

h(K)−1 = sup
K/ε∈R2\Bεr−1

(
1 +
|K|
ε

)−sD
= cε(1−r)sD .

Nun definieren wir die Summanden von (5.41) als

T1 := ν(K) (1− χBεr (K))h−1(K)

(
h(K) #—η (j0)∗(K)

#̂—

N(
#̂—

BD)(K)

)
,

T2 := ν(K) (1− χBεr (K)) #—η (j0)∗(K)

(
#̂—

N(
#̂—

B)(K)− #̂—

N(
#̂—

BD)(K)

)
.

Wir schätzen T1 wie folgt ab.

‖T1‖L1(R2) =

∥∥∥∥ν (1− χBεr )h−1

(
h #—η (j0)∗ #̂—

N(
#̂—

BD)

)∥∥∥∥
L1(R2)

≤ ‖ν‖L∞(R2)

∥∥(1− χBεr )h−1
∥∥
L∞(R2)

∥∥∥∥(h #—η (j0)∗ #̂—

N(
#̂—

BD)

)∥∥∥∥
L1(R2)

≤ cε−2rε(1−r)sD max
l∈{1,...,4}

∥∥∥ #—η
(j0)
l

∥∥∥
L∞(R2)

∥∥∥∥hN̂l(
#̂—

BD)

∥∥∥∥
L1(R2)

≤ cε−2r+(1−r)sD max
l∈{1,...,4}

∥∥∥∥hN̂l(
#̂—

BD)

∥∥∥∥
L1(R2)

≤ cε−2r+(1−r)sDε−3
∥∥∥hD̂ ( ·

ε

)∥∥∥3

L1(R2)

≤ cε−2r+(1−r)sD+3‖D̂‖3L1
sD (R2),

wobei der vorletzte Schritt durch die Youngsche Ungleichung für Faltungen gegeben ist,
siehe Lemma A.7. Nun schätzen wir den zweiten Summanden der rechten Seite ab. Es ist

‖T2‖L1(R2) =

∥∥∥∥ν (1− χBεr ) #—η (j0)∗
(

#̂—

N(
#̂—

B)− #̂—

N(
#̂—

BD)

)∥∥∥∥
L1(R2)
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≤c ‖ν‖L∞(R2\Bεr ) max
l∈{1,...,4}

(∥∥∥ #—η
(j0)∗
l

∥∥∥
L∞(R2)

∥∥∥∥N̂l(
#̂—

B)− N̂l(
#̂—

BD)

∥∥∥∥
L1(R2)

)

≤cε−2r max
l∈{1,...,4}

∥∥∥∥N̂l

(
#̂—

BQ +

(
#̂—

BD +
#̂—

BR

))
− N̂l(

#̂—

BD)

∥∥∥∥
L1(R2)

≤cε−2r max
l∈{1,...,4}

(
‖(B̂R)l‖3L1(R2) + ‖(B̂R)l‖2L1(R2)

(
‖(B̂D)l‖L1(R2) + ‖(B̂Q)l‖L1(R2)

)

+‖(B̂R)l‖L1(R2)

(
‖(B̂D)l‖2L1(R2) + ‖(B̂Q)l‖2L1(R2)

)
+ ‖(B̂D)l‖2L1(R2)‖(B̂Q)l‖L1(R2)

+ ‖(B̂D)l‖L1(R2)‖(B̂Q)l‖2L1(R2) + ‖(B̂Q)l‖3L1(R2)

)
wiederum mit Lemma A.7. Außerdem haben wir wegen BQ = BQ,1 +BQ,R und mit (5.35)
und (5.38), dass

‖BQ‖X ≤ ‖BQ,1‖X + ‖BQ,R‖X
≤ cε3.

Wir benötigen noch eine Abschätzung von
#̂—

BD. Es ist

‖ #̂—

BD‖X = max
l∈{1,...,4}

ε−1‖D̂
( ·
ε

)
#—η

(j0)
l ‖L1(R2)

≤ cε‖D̂‖L1(Bεr−1 (0)) max
l∈{1,...,4}

‖ #—η
(j0)
l ‖L∞(R2)

≤ cε‖D̂‖L1(Bεr−1 (0)). (5.42)

Und analog gilt

‖ #̂—

BR‖X ≤ cε2‖R̂‖L1(Bεr−1 (0)).

Also ist mit (5.42)

‖T2‖L1(R2) ≤ δε−2r

(
‖ #̂—

BR‖3X + ε2‖ #̂—

BR‖2X + ε3‖ #̂—

BR‖X + ε7

)
+ h.o.t,

wobei h.o.t. die Terme mit höherer ε-Ordnung bezeichnet und δ von D̂ abhängt. Mit den
Abschätzungen für T1 und T2 erhalten wir

‖H(R̂)‖L1(R2) ≤ δ
(
ε−2r+(1−r)sD+3 + ε6−2r + ε4−2r‖ #̂—

BR‖X + ε2−2r‖ #̂—

BR‖2X + ε−2r‖ #̂—

BR‖3X
)

+ h.o.t.

Dann gilt mit
#̂—

BS := Ŝ
(
K
ε

)
#—η (j0)(K), dass wir die Differenz H(R̂) − H(Ŝ) abschätzen

können durch
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‖H(R̂)−H(Ŝ)‖L1(R2) ≤ δ
(
ε4−2r + ε2−2r

(
‖ #̂—

BR‖X + ‖ #̂—

BS‖X
)

+ ε−2r

(
‖ #̂—

BR‖2X + ‖ #̂—

BS‖2X
))
‖ #̂—

BR −
#̂—

BS‖X .

Das heißt, die Kontraktionseigenschaft ist in dem Ball

‖ #̂—

BR‖X ≤ C max{ε−2r+(1−r)sD+3, ε6−2r}

für ε > 0 klein genug und für ein r ∈ (0, 1/2) erfüllt. Nach dem Banachschen Fixpunktsatz
existiert damit eine eindeutige Lösung von (5.41).
Wir erhalten außerdem eine Abschätzung für ‖R‖L1(R2), dass

‖R‖L1(R2) ≤ cε−2‖ #̂—

BR‖X ≤ ε4−2r. (5.43)

Schritt 4 (Die Komponente D̂)

Schließlich widmen wir uns dem Term führender Ordnung ε−1D̂
(
K
ε

)
#—η (j0)(K) der Lösung

B̂ und beweisen die Existenz eines solchen D̂ nahe an der Lösung Ĉ von (5.16). Wir benö-
tigen, dass die Konstanten in allen Abschätzungen nur von Normen von D̂ abhängen und
nicht von Normen von R̂. Da alle Konstanten in den bisherigen Abschätzungen polynomiell
abhängig von ‖D̂‖L1(R2) und ‖R̂‖L1

sR
(R2) sind, können wir (??) nutzen, um die Terme in

Abhängigkeit von ‖R̂‖L1
sR

(R2) zu eliminieren. Wir müssen sicher stellen, dass 4−2r−sR > 0

ist. (Wir werden später sehen, dass die Bedingung erfüllt wird, da wir r = 1/2 und sR = 1
wählen werden.)
Wir schreiben Gleichung (5.25) auf dem kompakten Träger von D̂ als

(
Ω0 + ε2Ω1 − Ωj0(K)

)
ε−1D̂

(
K

ε

)
+ χBεr (0)(K) #—η (j0)∗(K)

#̂—

N

(
#̂—

B

)
(K) = 0 (5.44)

mit K ∈ Bεr(0). Wir berechnen die Taylorentwicklung von Ωj0(K) um Null. Da Ω0 =
Ωj0(0) auf dem spektralen Rand liegt, entfällt der Term der ersten Ableitung in der Tay-
lorentwicklung. Mit κ := K

ε wird (5.44) zu(
ε2Ω1 −

ε2

2
κTD2Ωj0(0)κ

)
ε−1D̂ (κ) + χBεr−1 (0)(εκ) #—η (j0)∗(εκ)

#̂—

N

(
#̂—

B

)
(εκ)

+ε−1δ(εκ)D̂ (κ) = 0,

wobei δ(κ) := Ω0 + 1
2κ

TD2Ωj0(κ)− Ωj0(κ) ist und es gilt, dass

δ(k) ≤ c|εκ|3 (5.45)

für alle κ ∈ Bεr−1(0).

72
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Die obige Gleichung schreiben wir als(
Ω1 −

1

2
κTD2Ωj0(0)κ

)
ε−1D̂ (κ) + ε−2χBεr (0)(εκ) #—η (j0)∗(εκ)

#̂—

N

(
#̂—

BP

)
(εκ)

+ ε−2χBεr (0)(εκ)

(
#—η (j0)∗(εκ)

(
#̂—

N

(
#̂—

B

)
− #̂—

N

(
#̂—

BP

))
(εκ) + ε−1δ(εκ)D̂ (κ)

)
= 0.(5.46)

Nun schätzen wir den Term ε−1δ(εκ)D̂ (κ) ab. Mit (5.45) ist

‖ε−1δ(ε·)D̂‖L1(Bεr−1 (0)) ≤ cε2

∫
Bεr−1 (0)

|D̂(κ)||κ|3 dκ

≤ cε2 sup
κ∈Bεr−1 (0)

|κ|β
∫
R2

|κ|3−β|D̂| dκ

≤ cε2−β(1−r)‖D̂‖L1
3−β

für ein β ∈ [0, 3].
Wir betrachten den zweiten Term in (5.46). Es ist

#—η (j0)∗(K)
#̂—

N

(
#̂—

BP

)
(K) =

4∑
l=1

#—η
(j0)∗
l (K)N̂l

(
#̂—

BP

)
(K)

=

4∑
l=1

#—η
(j0)∗
l (K)N̂l

((
ε−1D̂

(
K

ε

)
+ R̂

(
K

ε

))
#—η (j0)(K)

)
= ε−3Γ

(
D̂
( ·
ε

)
∗ D̂

( ·
ε

)
∗ D̂

( ·
ε

))
(K) + ΓF (K) +G(K),

mit Γ aus (5.16). Weiter ist

F (K) = 2ε−2R̂
(
K

ε

)
∗ D̂

(
K

ε

)
∗ D̂

(
K

ε

)
+ ε−2D̂

(
K

ε

)
∗ R̂

(
K

ε

)
∗ D̂

(
K

ε

)
+ h.o.t.,

wobei h.o.t. die Terme höherer Odnung in R̂ beschreibt. Dabei ist G(K) eine Summe,
welche Terme der Form

G̃(K) =

∫
B2εr (0)

∫
Bεr (0)

(
β(l1,l2,l3,j)(K,K − h, h− l, l)− Γ

)
Ψ(K − h)Ψ(h− l)Ψ(l) dl dh

enthält, wobei

β(l1,l2,l3,j)(K,K − h, h− l, l) := γk,ljη
(j0)∗
j (K)

(
η

(j0)
l1

(K − h)η
(j0)
l2

(h− l)η(j0)
l3

(l)
)

mit l, l1, l2, l3 ∈ {1, . . . , 4}. Dabei werden die Summanden durch die Nichtlinearität von
(5.3) bestimmt. Beachte, dass Γ = β(0, 0, 0, 0). Um G̃(K) abzuschätzen, setzen wir den
Ansatz Ψ(K) = ε−1D̂

(
K
ε

)
+ R̂

(
K
ε

)
in G(K) ein und nutzen K

ε = κ, sowie l̃ = ε−1l und
h̃ = ε−1h. Dann ist

G̃(εκ) = ε4

∫
B2εr−1 (0)

∫
Bεr−1 (0)

g dl̃ dh̃
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mit

g =
(
β(εκ, ε(κ− h̃), ε(h̃− l̃), εl̃)− Γ

)
χBεr−1 (0)(κ− h̃)

(
ε−1D̂(κ− h̃) + R̂(κ− h̃)

)
× χBεr−1 (0)(h̃− l̃)

(
ε−1D̂(h̃− l̃) + R̂(h̃− l̃)

)
χBεr−1 (0)(l̃)

(
ε−1D̂(l̃) + R̂(l̃)

)
.

Weil K → #—η (j0)(K) analytisch in jeder Komponente ist, ist der Koeffizient β lipschitzstetig
in jeder Variablen, das heißt

|β(εκ, ε(κ− h̃), ε(h̃− l̃), εl̃)− β(0, 0, 0, 0)| ≤ cε
(
|κ|+ |κ− h̃|+ |h̃− l̃|+ |l̃|

)
≤ 2cε

(
|κ− h̃|+ |h̃− l̃|+ |l̃|

)
.

Das führt zu der Abschätzung

|G(εκ)| ≤ cε2
(

2|κ(D̂ + R̂)| ∗ |D̂ + R̂| ∗ |D̂ + R̂|+ |D̂ + R̂| ∗ |κ(D̂ + R̂)| ∗ |D̂ + R̂|
)

(κ).

Mit der Young-Ungleichung für Faltungen erhalten wir

‖G(ε·)‖L1(R2) ≤ cε2‖D̂ + R̂‖L1
1(R2)‖D̂ + R̂‖2L1(R2)

≤ cε2
(
‖D̂‖L1

1(R2) + ‖R̂‖L1
1(R2)

)3

≤ cε2

wegen

‖D̂‖L1(R2) =

∫
R2

(1 + |κ|)−1(1 + |κ|)|D̂| dκ ≤ ‖D̂‖L1
1(R2).

Nun möchten wir F abschätzen. Es ist

‖F (ε·)‖L1(R2) ≤ cε−2ε6‖D̂‖2L1(R2)‖R̂‖L1(R2)

≤ cε4.

Schließlich ist ∥∥∥∥ #—η (j0)∗(ε·)
(

#̂—

N

(
#̂—

B

)
− #̂—

N

(
#̂—

BP

))∥∥∥∥
X

≤ c‖ #—η (j0)∗‖L∞(R2) max
l∈{1,...,4}

∥∥∥∥N̂l

(
#̂—

B

)
− N̂l

(
#̂—

BP

)∥∥∥∥
L1(R2)

≤ cε5

mit (5.37), wobei c polynomiell von ‖D̂‖L1
sD

abhängt.

Mit diesen Abschätzungen sehen wir, dass die Abschätzung von ‖δ(ε·)D̂‖ den Term füh-
render Ordnung liefert. Damit ist (5.46)(

Ω1 −
1

2
κTD2Ωj0(0)κ

)
D̂(κ) + Γ(D̂ ∗ D̂ ∗ D̂)(κ) =: r̂(D̂)(κ), (5.47)
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wobei der Restterm r̂ mit supp(r̂) ⊂ Bεr−1(0) die Form

r̂

(
K

ε

)
= −ε−1 (ΓF (K) +G(K))−ε−1χBεr−1 (0)

(
#—η (j0) ∗

(
#̂—

N(
#̂—

B)− #̂—

N(
#̂   —

BP )

)
+ ε−1δ(εκ)D̂

)
hat. Mit den obigen Abschätzungen und einer Wahl von r = 1/2, β = 1 und sD = 2
erhalten wir

‖ε−1δ(ε·)D̂‖L1(Bεr−1 (0)) ≤ cε
3/2‖D̂‖L1

2(R2)

und damit insbesondere, dass ‖r̂(D̂)‖L1(R2) ≤ cε3/2. Die Konstante c hängt nur von
‖D̂‖L1

2(R2)ab. Wir definieren

NLS(D̂)(κ) :=

(
Ω1 +

1

2
κTD2Ωj0(0)κ

)
D̂(κ) + Γ(D̂ ∗ D̂ ∗ D̂)(κ)

und damit schreiben wir

NLS(D̂)(κ) = r̂(D̂)(κ), κ ∈ Bεr−1(0),

wobei supp(D̂) ⊂ Bεr−1(0). Wir suchen eine Lösung D̂, so dass D nahe an der Lösung C
von NLS(C) = 0 ist. Deshalb setzen wir

D̂ = Ĉε + d̂,

mit Ĉε = χBεr−1 (0)Ĉ und supp(d̂) ⊂ Bεr−1(0). Schließlich schreiben wir (5.47) als

Ĵεd̂ = Ŵ (d̂), (5.48)

wobei

Ĵε(κ) := χBεr−1 (0)(κ)D
Ĉ
NLS(Ĉε)(κ)χBεr−1 (0),

Ŵ (d̂)(κ) := χBεr−1 (0)(κ)r̂(Ĉε + d̂)(κ)− χBεr−1 (0)(κ)
(
NLS(Ĉε + d̂)− Ĵεd̂

)
(κ).

Dabei bezeichnet D
Ĉ
NLS die Jacobi Matrix von NLS(Ĉ).

Bemerkung 5.7. Die Bezeichnung der Jacobi Matrix D
Ĉ
NLS(Ĉε) ist vorerst symbolisch

zu verstehen, da NLS(Ĉε) nicht komplex differenzierbar ist. Die Gleichung ist jedoch in
reellen Variablen differenzierbar, nachdem wir sie in den Real- und Imaginärteil aufgeteilt
haben.

Wir schreiben D = DR + iDI , C = CR + iCI und d = dR + idI und definieren

NLS (DR,DI) :=

(
Re(NLS(DR + iDI))
Im(NLS(DR + iDI))

)
.

Ĵε angewendet auf eien Vektor #—ϕ hat die Form

Ĵε

(
ϕ̂1

ϕ̂2

)
(κ) := χBεr−1 (0)(κ)


(Ω1 − 1

2κ
TD2Ωj0κ)ϕ̂1 +Γ(3ĈεR ∗ ĈεR + ĈεI ∗ ĈεI ) ∗ ϕ̂1

+2ΓĈεI ∗ ĈεR ∗ ϕ̂2

(Ω1 − 1
2κ

TD2Ωj0κ)ϕ̂2 +Γ(3ĈεI ∗ ĈεI + ĈεR ∗ ĈεR) ∗ ϕ̂2

+2ΓĈεI ∗ ĈεR ∗ ϕ̂1


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für ϕ̂ ∈ Xsym
sD (Rd). Es ist ĈεR = χBεr−1 (0)ĈR mit CR Realteil von C, sowie ĈεI = χBεr−1 (0)ĈI

mit CI Imaginärteil von C.
Unser Ziel ist es, (5.48) mit Hilfe des Banachschen Fixpunktsatzes zu lösen. Dafür schreiben
wir die Fixpunktgleichung

d̂ = Ĵε
−1
Ŵ (d̂). (5.49)

Es gibt für (5.16) die drei Invarianzen

C(ξ)→ C(ξ1 + ρ, ξ2),

C(ξ)→ C(ξ1, ξ2 + ρ),

C(ξ)→ C(ξ)eiρ

mit ρ ∈ R. Die drei Symmetrien implizieren drei Nulleigenwerte von Ĵ0 und die Eigenvekto-
ren ∂X1C, ∂X2C und C. Da der Kern von Ĵ0 nicht trivial ist, kann Ĵε

−1
nicht unabhängig

von ε beschränkt sein. Die Lösung ist, dass wir einen Unterraum konstruieren, welcher
durch die Symmetrie der nichtlinearen Schrödingergleichunge definiert ist, in dem die In-
varianzen nicht länger gelten, so dass Ĵ0 invertierbar ist.
Daher lösen wir das Fixpunktproblem (5.49) für d̂ in dem Unterraum

Xsym
sD

:=
{
u ∈ L1

sD(R2)|û(κ) reell ∀κ ∈ R2, supp(û) ⊂ Bεr−1(0)
}
. (5.50)

In Xsym
sD gilt die sogenannte PT -Symmetrie. Insbesondere gilt, falls C, d ∈ Xsym

sD , dass

C(ξ) = C(−ξ) und d(ξ) = d(−ξ).

Beachte, dass Ĵ0, Ĵε : L1
q(R2) → L1

q−2(R2) für ein q ≥ 2. Wie oben beschrieben ist der
Kern von J dreidimensional, so dass Ĵ−1

0 beschränkt in Xsym
sD für ein sD ≥ 2 ist. Da Ĵε

eine Störung von Ĵ0 ist, müssen wir sicher stellen, dass Null kein Eigenwert von Ĵε ist. Da-
für nutzen wir ein spektrales Stabilitätsresultat von Kato [Kat95]. Angewendet auf unser
Problem lautet er wie folgt:

Satz 5.8 (Kato,’95). Wenn es Konstanten a, b ≥ 0 gibt, so dass

‖(Ĵε − Ĵ0)ϕ̂‖L1
sD−2

≤ a‖ϕ̂‖L1
sD−2

+ b‖Ĵ0ϕ̂‖L1
sD−2
∀ϕ̂ ∈ Xsym

q

und wenn für ein ξ ∈ %(J0) gilt, dass

a‖(Ĵ0 − ξ)−1‖L1
sD−2

→L1
sD

+ b‖Ĵ0(Ĵ0 − ξ)−1‖L1
sD−2

→L1
sD
≤ 1,

dann ist ξ ∈ %(Ĵε) und

‖(Ĵε − ξ)−1‖L1
sD−2

→L1
sD
≤‖(Ĵ0 − ξ)−1‖L1

sD−2
→L1

sD

(
1− a‖(Ĵ0 − ξ)−1‖L1

q

−b‖Ĵ0(Ĵ0 − ξ)−1‖L1
sD−2

→L1
sD

)−1
.

Dabei bezeichnet % die Resolventenmenge.
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Beweis. Für den Beweis siehe [Kat95, S.214].

Mit diesem Satz zeigen wir nun, dass

0 ∈ %
(
Ĵ0|Xsym

sD

)
⇒ 0 ∈ %

(
Ĵε|Xsym

sD

)
.

Wir prüfen die Voraussetzungen von Satz 5.8. Für d̂ ∈ Xsym
sD∥∥∥∥(Ĵε − Ĵ0)

#̂—

d

∥∥∥∥
L1
sD−2

= |Γ|
∥∥∥(ĈεR ∗ ĈεR − ĈR ∗ ĈR) ∗ (3d̂R + d̂I

)
+
(
ĈεI ∗ ĈεI − ĈI ∗ ĈI

)
∗
(

3d̂I + d̂R

)
+2
(
ĈεR ∗ ĈεI − ĈR ∗ ĈI

)
∗
(
d̂R + d̂I

)∥∥∥
L1
sD−2

.

Wir schreiben ĈεR = ĈR + δ̂R und ĈεI = ĈI + δ̂I . Dann ist supp(δ̂R,I) ⊂ Bεr−1(0). Die

Differenz (Ĵε − Ĵ0)
#̂—

d besteht aus Termen, die linear oder quadratisch in δ̂R,I sind, zum
Beispiel δ̂R ∗ ĈεR ∗ d̂R. Weil

‖δ̂R,I‖L1
sD−2

=

∫
Bεr−1 (0)

(1 + |κ|)sD−2 |δ̂R,I(κ)| dκ

≤ sup
|κ|>εr−1

1

(1 + |κ|)2 ‖δ̂R,I‖L1
sD

≤ ε2(1−r)‖δ̂R,I‖L1
sD

gilt, ist mit der Young-Ungleichung für Faltungen∥∥∥∥(Ĵε − Ĵ0)
#̂—

d

∥∥∥∥
L1
sD−2

≤ c
(
‖C‖L1

sD

)
ε2(1−r)‖ #̂—

d ‖L1
sD−2

,

wobei c polynomiell von C abhängt. Die Voraussetzungen von Satz 5.8 sind demnach
für a = cε2(1−r) und b = 0 für ε klein genug und für ξ = 0 erfüllt. Für das Lösen des
Fixpunktproblems nutzen wir die Wahl von r = 1/2 und sD = 2. Wir zeigen, dass für
Ĉ ∈ Xsym

2 ein c > 0 existiert, so dass Ĵε
−1
Ŵ : B2 → B2 mit

Bα :=
{
d̂ ∈ Xsym

α |‖d̂‖L1
α(R2) ≤ cε

3/2
}
.

Das heißt wir zeigen die Selbstabbildungseigenschaft. Weiter zeigen wir, dass Ĵε
−1
Ŵ eine

Kontraktion ist unter der Voraussetzung, dass

Ĉ ∈
{
f̂ ∈ L1

2(R2) : Im(f̂R) = −Re(f̂I)
}
.

Als erstes zeigen wir, dass Ĵε : Xsym
2 → Xsym

0 . Der Verlust von 2 im Gewicht liegt an
dem Faktor 1

2κ
TD2Ωj0(0)κ. Die PT -Symmetrie wird von den Termen Ω1− 1

2κ
TD2Ωj0(0)κ

erhalten. Für die Faltungsterme ergibt sich zum Beispiel

Im(ĈR) = −Re(ĈI)⇒ Im(ĈR
ε
) = −Re(ĈI

ε
)
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Kapitel 5 Lokalisierte Lösungen der Coupled Mode Gleichungen in 2D

und daraus folgt Cε(−X) = Cε(X) für alle X. Deshalb sind die Terme (CεR)2dR, (CεI )2dR
und CεRC

ε
IdI gerade und die Terme (CεI )2dI , (CεR)2dI und CεRC

ε
IdR ungerade, so dass die

PT -Symmetrie auch in den Faltungstermen erhalten bleibt.
Mit Im

(
(Ĵε

#̂—

d )1

)
= −Re

(
(Ĵε

#̂—

d )2

)
gilt schließlich

Ĵε : Xsym
2 → Xsym

0

und für Ĵε
−1

erhalten wir Ĵε
−1

: Xsym
0 → Xsym

2 .

Nun zeigen wir, dass Ŵ : B2 → B0, falls Ĉ ∈ Xsym
2 . Die Ordnung ε3/2 wird dabei durch die

Abschätzung des Terms r̂(κ) oben vorgegeben.

Die Differenz NLS
(

#̂—

Cε +
#̂—

d

)
− Ĵ #̂—

d besteht aus Termen, die quadratisch in
#̂—

d sind und ist

daher beschränkt in L1(R2) durch (c1‖
#̂—

d ‖2L1(R2) + ‖ #̂—

d ‖3L1(R2)).
Insgesamt erhalten wir

‖Ŵ #̂—

d ‖L1(R2) ≤ c2

(
cε

3/2 + ‖ #̂—

d ‖2L1(R2) + ‖ #̂—

d ‖3L1(R2)

)
≤ cε3/2.

Wegen der Beschränktheit von Ĵε
−1

: Xsym
0 → Xsym

2 haben wir

Ĵε
−1
Ŵ : B2 → B2.

Zusammengefasst bedeutet das:
Wenn C Lösung der NLS ist mit Ĉ ∈

{
f̂ ∈ L1

2(R2)|Im(f̂R) = −Re(f̂R)
}
, dann existiert

ein c > 0, so dass für alle ε > 0 klein genug die konstruierte Lösung D erfüllt, dass
D̂ ∈

{
f̂ ∈ L1

2(R2)|Im(f̂R) = −Re(f̂R)
}

und

‖D̂ − Ĉε‖L1
2(R2) ≤ c(‖Ĉ‖L1

2(R2))ε
3/2.

Zur Erinnerung: Für die Aussage von Satz 5.5 wollen wir zeigen, dass

‖ #—

B − #—

Bapp‖C0
b
< cε

3/2

mit δ > 0 für
#—

Bapp = εC(εX) #—η (j0)(0) gilt, da der Ansatz selbst in der Supremumsnorm
durch ‖ #—

Bapp‖C0
b
≤ cε abgeschätzt werden kann. Der Fehler zur Lösung B muss also einer

höheren ε-Potenz entsprechen.
Im Fourierraum suchen wir deshalb eine Abschätzung für ‖ #̂—

B− #̂—

Bapp‖X . Mit der Dreiecks-
ungleichung, den Zerlegungen (5.20) und (5.28) sowie den Definitionen (5.39) und (5.40)
ist

‖ #̂—

B − #̂—

Bapp‖X = ‖ #̂—

BD +
#̂—

BR +
#̂—

BQ,1 +
#̂—

BQ,R −
#̂—

Bapp‖X

≤ ‖ #̂—

Bapp −
#̂—

BD‖X + ‖ #̂—

BR‖X + ‖ #̂—

BQ,1‖X + ‖ #̂—

BQ,R‖X .
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5.3 Existenz einer lokalisierten Solitärwelle für die Coupled Mode Gleichungen

Das heißt, mit (5.43), (5.35) und (5.38) bleibt noch die Differenz ‖ #̂—

Bapp −
#̂—

BD‖X mit
#̂—

Bapp = ε−1Ĉ
(
K
ε

) #      —

η(j0)(0) abzuschätzen.
Nach unseren Definitionen gilt für alle K ∈ R2, dass

#̂—

BD(K) := ε−1D̂
(
K

ε

)
#—η (j0)(K) = ε−1

(
χBεr (0)(K)Ĉ

(
K

ε

)
+ d̂

(
K

ε

))
#—η (j0)(K).

Dann ist mit der Taylorentwicklung von η(j0)
l (K) um Null

‖ #̂—

Bapp −
#̂—

BD‖X = max
l∈{1,...,4}

∥∥∥ε−1Ĉ
( ·
ε

)
η

(j0)
l (0)− ε−1

(
χBεr (0)Ĉ

( ·
ε

)
+ d̂

( ·
ε

))
η

(j0)
l (·)

∥∥∥
L1(R2)

≤cε‖d̂‖L1(R2) + max
l∈{1,...,4}

∫
Bεr (0)

ε−1

∣∣∣∣Ĉ (Kε
)∣∣∣∣ |η(j0)

l (0)− η(j0)
l (K)| dK

+ max
l∈{1,...,4}

η
(j0)
l

∫
R2

ε−1
(
1− χBεr (0)(K)

) ∣∣∣∣Ĉ (Kε
)∣∣∣∣ dK

≤cε‖d̂‖L1(R2) + cε2 max
l∈{1,...,4}

∫
Bεr−1 (0)

|κ||Ĉ (κ) | dκ

+ ε sup
κ∈Bεr−1 (0)

(1 + |κ|−sC )

∫
κ∈R2\Bεr−1 (0)

(1 + |κ|)sC |Ĉ(κ)| dκ

≤cε‖d̂‖L1(R2) + ε2‖Ĉ‖L1
1(R2) + ε1+sC(1−r)‖Ĉ‖L1

sC
(R2).

Wir wählen sC = 1 und r = 1/2, so dass mit ‖d̂‖L1(R2) ≤ c1ε
r gilt, dass

‖ #̂—

Bapp −
#̂—

BD‖X ≤ cCε
3/2,

wobei cC polynomiell von ‖Ĉ‖L1
1(R2) abhängt. Damit haben wir die Behauptung aus Satz

5.5 gezeigt.

Wir konnten also mit der Asymptotik aus Abschnitt 5.1 zeigen, dass lokalisierte Solitär-
wellen für die Coupled Mode Gleichungen existieren.
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Kapitel 5 Lokalisierte Lösungen der Coupled Mode Gleichungen in 2D

5.4 Bewegliche Lösungen in höheren Dimensionen

Wir fragen uns, ob es möglich ist, bewegliche lokalisierte Lösungen für die Coupled Mode
Gleichungen auch in höheren Dimensionen zu finden. Der einfachste Ansatz für bewegliche
Solitärwellen der zeitabhängigen Coupled Mode Gleichungen (3.10) lautet

#—

A(X,T ) =
#—

Bc(X − cT )e−iΩ
(c)T (5.51)

mit einem c ∈ Rd, Ω(c) ∈ R und einem lokalisierten
#—

Bc : Rd → CN , das heißt | #—Bc(Y )| → 0
für |Y | → ∞. Wir nennen (5.51) den „moving frame“ Ansatz. Dabei soll

#—

Bc die Gleichung

Ω(c) #—

Bc = (M(∇) + ic · ∇)
#—

Bc −
#—

N(
#—

Bc) (5.52)

mit

M(∇) =


−iv(1)

g · ∇+ κ11 κ12 . . . κ1N

κ12
. . .

...
...

. . .
...

κ1N . . . −iv(N)
g · ∇+ κNN


erfüllen. Die zugehörige Dispersionsrelation K 7→ Ωvel(K) ∈ Rn liefert die N Eigenwerte
Ωvel
j (K), j = 1, . . . , N , wobei

Ωvel
j (K) = Ω

(0)
j (K)− c ·K,K ∈ Rd, j ∈ {1, . . . , N}.

Ein exponentiell lokalisiertes Bc erwarten wir in der spektralen Lücke

Ω(c) ∈ R \
N⋃
j=1

Ωvel
j (Rd).

Wir zeigen zunächst, dass wenn für ein j∗ und eine Richtung ξ ∈ Rd, welche nicht ortho-
gonal zu c ist, gilt, dass

(
Ω(0)

)
j∗

konstant verläuft, dann muss Ωvel
j∗ (Rξ) ganz R umfassen.

Das folgende Lemma enthält die obige Aussage [DW18].

Lemma 5.9. Sei c ∈ Rd. Wenn für ein j∗ ∈ {1, . . . , N} und eine Richtung ξ ∈ Rd mit
ξT c 6= 0 gilt, dass

(
Ω(0)

)
j∗
→ const. für K = rξ, r ∈ R und r → ±∞, dann ist

Ωvel
j∗ (Rξ) = R. (5.53)

Das heißt, wir haben keine spektrale Lücke in (5.52).

Beweis. Der Graph K 7→ c · K ist eine Hyperebene in Rd+1. Wenn jetzt der Eigenwert(
Ω(0)

)
j∗
, j∗ ∈ {1, . . . , N} asymptotisch horizontal entlang einer Richtung ξ ∈ Rd verläuft,

welche nicht orthogonal zu c ist, dann ist

Ωvel
j∗ (K)→∞ für r →∞ oder r → −∞

und in die gegenläufige Richtung geht Ωvel
j∗ (K) → −∞. Mit dem Zwischenwertsatz folgt

dann Behauptung (5.53).
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5.4 Bewegliche Lösungen in höheren Dimensionen

Wir haben in Kapitel 4.1 gezeigt, dass wir für N ≤ 3 in d = 2 keine lokalisierten Soli-
tärwellen erwarten können, da der Graph der Dispersionsrelation nicht die gewünschten
Eigenschaften aufweist. FürN = 4 erhalten wir im symmetrischen Fall zwar die gewünschte
Struktur und können auch lokalisierte Solitärwellen finden, diese sind jedoch zeitharmo-
nisch. Mit dem folgenden Lemma zeigen wir, dass die horizontale Asymptotik aus Lemma
5.9 für diesen Fall immer erfüllt ist [DW18].

Lemma 5.10. Sei N = 4, d = 2 und sei Mα wie in (5.2).
Dann existiert für jedes γ ∈ R \ (−|α1|, |α1|) eine Richtung θ ∈ (−π, π] und ein j ∈
{1, . . . , 4}, so dass Ω

(0)
j ((r cos(θ), r sin(θ)))→ γ für r →∞.

Beweis. Wir schreiben Kξ = r cos(θ) und Kη = r sin(θ) mit r > 0 und θ ∈ (−π, π].
Das Lemma ist bewiesen, wenn die Dispersionsrelation (4.20) eine Lösung θ ∈ (−π, π] für
jedes |Ω| ≥ |α1| und für r > 0 groß genug hat. Wir können Dispersionsrelation (4.20)
umschreiben als

(
r2

2
sin(2θ) + |α2|2 − |α3|2

)2

= r2(Ω2 − |α1|2)− φ,

wobei

φ := Ω4 − 2Ω2
3∑
j=1

|αj |2 + 4Ω(<(α1α2α3 + α1α2α3)) + |α1|4

− 2|α1|2<(α2
3)− 2<(α1

2α2
2).

Damit ist

sin(2θ) = ± 2

r2

(
|α3|2 − |α2|2 ±

√
r2(Ω2 − |α1|2)− φ

)
.

Für großes r existiert eine reelle Lösung θ, genau dann, wenn |Ω| ≥ |α1|.

Abbildung 5.6 zeigt die Dispersionsrelation der Coupled Mode Gleichungen in 2D, für die
ein „moving frame“ Ansatz genutzt wurde, um bewegliche Lösungen zu erhalten. Das Bild
veranschaulicht die Problematik, die durch Lemma 5.9 und 5.10 gezeigt wurde, nämlich
dass es keine spektrale Lücke für den Ansatz zu beweglichen Lösungen gibt.
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Kapitel 5 Lokalisierte Lösungen der Coupled Mode Gleichungen in 2D

Abbildung 5.6: Dispersionsrelation für Coupled Mode Gleichungen in 2D mit einem „mo-
ving frame„ Ansatz.

Wir haben gezeigt, dass für einen Standard „moving frame“ Ansatz im Fall von d = 2
Dimensionen und N = 4 Moden keine beweglichen Lösungen für die Coupled Mode Glei-
chungen existieren. Für N < 4 haben wir bereits die Existenz von beweglichen Lösungen
in Kapitel 4.1 ausgeschlossen, da die zugehörige Dispersionsrelation nicht die gewünschten
Eigenschaften besaß. Der Ansatz für bewegliche Lösungen führt in jedem Fall von N ≤ 4
zu einer Neigung des Graphen der Dispersionsrelation, wie sie in Abbildung (5.6) zu sehen
ist, und damit zu einem Schließen der Lücke.
Eine Möglichkeit, um bewegliche Lösungen für die Coupled Mode Gleichungen zu finden,
ist die Wahl eines anderen Ansatzes. Eine weitere Möglichkeit ist es, bewegliche Lösungen
im Spektrum anstatt in der spektralen Lücke zu suchen. Weiter kann die Suche auf höhere
Dimensionen d oder eine höhere Anzahl von Moden N ausgeweitet werden.
Diese weiterführenden Fragestellungen werden in der vorliegenden Arbeit allerdings nicht
behandelt.

82



6 Approximation der periodischen
nichtlinearen Schrödingergleichung in
höheren Dimensionen durch die Coupled
Mode Gleichungen

Die Herleitung der Coupled Mode Gleichungen in Kapitel 3 ist rein formal, da im Re-
siduum jene Terme, welche nicht proportional zu einem periodischen Term multipliziert
mit eik(j)·x für j = 1, . . . , N sind, sowie Terme aus Ableitungen in höheren Ordnungen
nicht beachtet werden. In diesem Kapitel möchten wir rigoros beweisen, dass wir durch
den asymptotischen Ansatz aus Abschnitt 3.2

uapp(x, t) := ε
1/2

N∑
j=1

Aj(εx, εt)pn0(x, k(j))eik
(j)·xe−iω0t (6.1)

mit N ∈ N Moden eine Lösung der periodischen nichtlinearen Schrödingergleichung

i∂tu+ ∆u− (V (x) + εW (x))u− σ(x)|u|2u = 0, x ∈ Rd, t ∈ R (6.2)

mit V, σ ∈ C(Rd,R) 2πZ-periodisch und dem Potential

W (x) =

m0∑
m=−m0

ame
iqm·x, m0 ∈ N

approximieren können, falls die Lösungen Aj für j = 1, . . . , N der entsprechenden Coupled
Mode Gleichungen (3.10) existieren.

Bemerkung 6.1. Wir konstruieren Ansatz (6.1) wie in Abschnitt 3.2 aus den Blochwellen
pn0(x, k(j))eik

(j)·x für j = 1, . . . , N . Dafür wählen wir die Punkte
(
k(j), ω0

)
, so dass sie

alle zu dem gleichen Eigenwert ω0 = ωn0(k(j)), j = 1, . . . , N gehören. In der folgenden
Rechtfertigung der Coupled Mode Gleichungen beschränken wir uns auf diesen Fall, da
wir so übersichtliche Abschätzungen erhalten. Der allgemeine Fall mit Punkten

(
k(j), ωnj

)
,

j = 1, . . . , d wird in [DW18] behandelt, folgt jedoch im Wesentlichen den gleichen Schritten
und führt zu ähnlichen Abschätzungen.
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Kapitel 6 Approximation der PNLS in dD durch die CMG

An die Potentiale in (6.2) treffen wir die folgenden grundlegenden Regularitätsannahmen.

(R1) Es sei W ∈ Ca(Rd) für a > d mit W (x+ 2π/kW ej) = W (x) ∀j = 1, . . . , N , kW > 0.

(R2) Es sei V ∈ H2d d2e+d+δ (T) , δ > 0 mit V (x+ 2πej) = V (x) ∀j = 1, . . . , N .

(R3) Es sei σ ∈ H2d d2e+2 (T) mit σ(x+ 2πej) = σ(x) ∀j = 1, . . . , N .

Wie zuvor bezeichnet T den d-dimensionalen Torus. Das Hauptresultat dieses Kapitels ist
in dem folgenden Satz formuliert.

Satz 6.2. Seien die Regularitätsannahmen (R1)-(R3) erfüllt und sei (A1, . . . , AN ) Lösung
von (3.10) mit Âj ∈ C1

(
[0, T0], L1

sA

(
Rd
)
∩ L2

(
Rd
))

für ein T0 > 0, sA > 2dd2e+d+ 2 und
alle j = 1, . . . , N . Dann gibt es ein c > 0 und ein ε0 > 0, so dass, falls u(x, 0) = uapp(x, 0)
mit uapp gegeben durch (6.1), so erfüllt die Lösung u von (6.2), dass u(x, t)→ 0 für |x| → ∞
und

‖u(·, t)− uapp(·, t)‖C0
b
≤ cε3/2 für alle ε ∈ (0, ε0), t ∈ [0, ε−1T0].

Bemerkung 6.3. Für j = 1, . . . , N bezeichnet Âj die Fouriertransformierte der Einhül-
lenden Aj , wobei die Fouriertransformation in d Dimensionen definiert ist wie in 2.7.

Der Beweis von Satz (6.2) ist wie folgt strukturiert. Wir transformieren das Problem von
Rd auf den d-dimensionalen Torus mit der Wellenzahl k aus der sogenannten Brillouinzone
B, indem wir Ansatz (6.1) in Blochvariablen schreiben. Dann setzen wir diesen Ansatz in
die blochtransformierte Gleichung ein.
Im nächsten Schritt entwickeln wir den transformierten Ansatz in Eigenfunktionen aus
dem Blocheigenwertproblem, siehe Abschnitt 2.2. Dies überführt das Problem in ein Sys-
tem unendlich vieler gewöhnlicher Differentialgleichungen. Da mit dem gegebenen Ansatz
jedoch zu viele Terme des Residuums stehen bleiben, erweitern wir Ansatz (6.1) um ent-
sprechende Terme, welche zu einem kleinen Residuum führen. Dieses Vorgehen ist bereits
aus [BSTU06] bekannt.
Danach wird das Residuum abgeschätzt, wobei wir benutzen, dass die Einhüllenden Aj für
j = 1, . . . , N Lösungen der Coupled Mode Gleichungen (3.10) sind. Zwischen L2(B, Hs(T))
und L2(B, l2s/d) gibt es einen Isomorphismus, welcher zum Beispiel in [BSTU06] genutzt
wird. In höheren Dimensionen verlieren wir in L2(B, l2s/d) jedoch zu viele ε-Potenzen [SU01],
da ‖f(ε·)‖L2(Rn) = ε−n/2‖f‖L2(Rn). Deshalb führen wir die Abschätzungen in dem Raum
X (s) := L1(B, l2s/d) durch. Zwischen diesem Raum und dem Raum der physikalischen
Variablen haben wir zwar keine Isomorphismuseigenschaft, jedoch können wir die Supre-
mumsnorm in x durch die L1(B, l2s/d)-Norm kontrollieren, siehe Lemma 2.15.
Die Tatsache, dass wir in Blochvariablen arbeiten und den Raum L1

r für die Abschätzungen
nutzen, ist einer der Hauptunterschiede zu der Methodik in [GMS08]. Dort wird, wie in der
Einleitung erwähnt, der Fehler durch Cε in der Hs

ε -Norm abgeschätzt, was eine Abschät-
zung von Cε1−d/2 in der L∞(Rd)-Norm liefert. Für eine Fehlerordnung von Cε3/2, welche
wir unten beweisen werden, wäre in dem Setting von [GMS08] ein Closed Mode System
höherer Ordnung notwendig, welches eine striktere Annahme ist als diejenigen, welche wir
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für Satz 6.2 treffen. Außerdem müssen wir durch unsere Annäherung keine Korrekturterme
höherer Ordnung betrachten.
Für die Abschätzung des Residuums benötigen wir eine gewisse Regularität der Bloch-
funktionen, wodurch sich die Regularitätsannahme an das Potential V in (6.2) ergibt. Den
asymptotischen Fehler berechnen wir dann mit dem Gronwall Lemma, siehe Lemma A.4.
Nachdem wir gezeigt haben, dass das Residuum zum erweiterten Ansatz mit einem Fehler
der Ordnung O(ε3/2) ausreichend klein wird, zeigen wir schließlich, dass auch der Fehler
zwischen dem ursprünglichen Ansatz und dem erweiterten Ansatz klein genug ist.

Beweis. Im ersten Schritt wenden wir die Blochtransformation auf Ansatz (6.1) an. Wir
erhalten

ũapp(x, k, t) = ε
1/2−d

∑
η∈Zd

N∑
j=1

Âj

(
k − k(j) + η

ε
, εt

)
pj(x)e−iω0teiη·x

mit pj(x) = pn0(x, k(j)) für j = 1, . . . , N und 1-Quasiperiodizität in jeder Komponente von
k.

Wenden wir die Blochtransformation auf Gleichung (6.2) an, so erhalten wir

(i∂t − L(k)) ũ(x, k, t)− ε
m0∑

m=−m0

amũ(x, k − qm, t)− σ(x)(ũ ∗B ˜̄u ∗B ũ)(x, k, t) = 0 (6.3)

mit L(k) = −|∇+ ik|2 + V (x), denn für g(x) := f(x)eil·x ist (T g)(x, k) = (T f)(x, k − l).

Die Blochtransformation des Residuums vom approximativen Ansatz uapp in (6.2) ist für
alle k ∈ Rd gegeben durch

T
(
PNLS(uapp)

)
(x, k, t) = ε

3/2−de−iω0t
∑
η∈Zd

eiη·x
N∑
j=1

[
i∂T Âj

(
k − k(j) + η

ε
, T

)
pj(x)

+ 2iÂj

(
k − k(j) + η

ε
, T

)
k − k(j) + η

ε
· ∇pj(x)−

m0∑
m=−m0

amÂj

(
k − k(j) − qm + η

ε
, T

)
pj(x)

− ε

∣∣∣∣∣k − k(j) + η

ε

∣∣∣∣∣
2

Âj

(
k − k(j) + η

ε
, T

)
pj(x)


− ε3/2−de−iω0tσ(x)

∑
α,β,γ

∈{1,...,N}

∑
ηα,ηβ ,ηγ∈Zd

∫
B

∫
B

Âα

(
k − h− k(α) + ηα

ε
, T

)

ˆ̄Aβ

(
h− l + k(β) − ηβ

ε
, T

)
Âγ

(
l − k(γ) + ηγ

ε
, T

)
pαe

iηα·x pβe
−iηβ ·x pγe

iηγ ·x dl dh,

wobei die Terme der Ordnung O(ε1/2−d) wegfallen, da die pj für j = 1, . . . , d Eigenfunktio-
nen von L(k) zum gleichen Eigenwert ω0 sind. Den letzten Term des Residuums, welcher
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aus der Nichtlinearität stammt, bezeichnen wir mit I und führen eine Variablentransfor-
mation durch. Wir definieren

l − k(γ) + ηγ
ε

=: l̃,
h− l + k(β) − ηβ

ε
=: h̃− l̃.

Daraus folgt, dass

h̃ =
h+ k(β) − k(γ) − ηβ + ηγ

ε

und somit gilt

k − h− k(α) + ηα
ε

=
k − k(α) + k(β) − k(γ) + ηα − ηβ + ηγ

ε
− h̃.

Wir erhalten

I = −ε3/2−de−iω0tσ(x)
∑
α,β,γ

∈{1,...,N}

∑
ηα,ηβ ,ηγ
∈Zd

pα pβ pγ e
i(ηα−ηβ+ηγ)·x

∫
B+k(β)−k(γ)−ηβ+ηγ

ε

∫
B−k(γ)+ηγ

ε

Âα

(
k − k(α) + k(β) − k(γ) + ηα − ηβ + ηγ

ε
− h̃, T

)
ˆ̄Aβ

(
h̃− l̃, T

)
Âγ

(
l̃, T
)
dl̃ dh̃.

(6.4)

Das Residuum besteht für Ansatz (6.1) aus einer Reihe an Termen der Ordnung O(ε3/2−d),
die sich durch die Formulierung der Coupled Mode Gleichungen nicht auslöschen, so dass
wir den ursprünglichen Ansatz entsprechend anpassen müssen.
An dieser Stelle möchten wir anmerken, dass I in der Nähe von k = k(j), genauer für
k ∈ Bρ(k(j)) durch den Faltungsterm

∑
α,β,γ∈{1,...,N}3

k(α)−k(β)+k(γ)=k(j)

(
Âα ∗ Âβ ∗ Âγ

)(k − k(j) + η

ε
, T

)
ei(k

(α)−k(β)+k(γ))·xpα(x)pβ(x)pγ(x)

approximiert werden kann, da wir wie oben beschrieben für Âj (K,T ), j = 1, . . . , N kon-
zentriert in der Nähe von K = 0 die Âj (K,T ) durch χBρ−1(0)(K)Âj (K,T ) approximieren
können.

6.1 Konstruktion des erweiterten Ansatzes

Um ein möglichst kleines Residuum zu erhalten, wollen wir Ansatz (6.1) zum sogenannten
erweiterten Ansatz modifizieren. Der approximative Ansatz lautet in den ~U -Variablen,
siehe Kapitel 2.2,

~Uapp
n (k, t) =

〈
ε
1/2−de−iω0t

∑
η∈Zd

N∑
j=1

Âj

(
k − k(j) + η

ε
, εt

)
pn0(·, k(j)), pn(·, k)

〉
L2(T)
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≈ ε1/2−de−iω0t
∑
η∈Zd

N∑
j=1

Âj

(
k − k(j) + η

ε
, εt

)
δn,n0 ,

denn mit der Quasiperiodizität der Blochfunktionen in k ist pn0(·, k)eiη·x = pn0(·, k − η). Im
letzten Schritt haben wir

〈
pn0(·, k(j)), pn(·, k)

〉
L2(T)

durch 〈pn0(·, k), pn(·, k)〉L2(T) = δn,n0

ersetzt. Den Fehler, der hierbei gemacht wird, schätzen wir in der rigorosen Rechtfertigung
ab.
Für den erweiterten Ansatz verkleinern wir als erstes den Träger der Einhüllenden im
Fourierraum Âj

(
·−k(j)+η

ε , εt
)
auf eine kleine Umgebung der Null der k(j) für j = 1, . . . , N ,

auf der die Âj konzentriert sind. Wir setzen also Â
(
·−k(j)+η

ε , εt
)
außerhalb von Bερ(k(j)−η)

für ein ρ ∈ (0, 1) zu Null, welches später explizit bestimmt wird. Das heißt

Ãj(·, T ) = χBερ−1 (0)Âj(·, T ) für j = 1, . . . , N.

Die Konzentration der Einhüllenden im Fourierraum und den Schnitt auf den Ball Bερ−1(0)
verdeutlichen wir anhand der folgenden eindimensionalen Skizze in Abbildung 6.1.

|Âj|

|Ãj|

Bερ−1(0)

Abbildung 6.1: Struktur einer Einhüllenden Âj für 1D im Fourierraum und für festes t mit
dem Schnitt auf Bερ−1(0).

Als nächstes ergänzen wir den approximativen Ansatz um Korrekturterme der Ordnung
ε3/2−d, so dass im Residuum die Terme führender Ordnung in ε wegfallen, die für den ap-
proximativen Ansatz stehen bleiben.
Nach der Blochtransformation ist das Residuum in k nicht nur in den Punkten k(1) bis
k(N) konzentriert. Zum einen werden durch die doppelte Faltung in (6.4) neue Konzentra-
tionspunkte generiert, genauer gesagt, die Punkte, für die gilt, dass k(α) − k(β) + k(γ) /∈
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{k(1), . . . , k(N)}+Zd, α, β, γ ∈ {1, . . . , N}. Auch durch die Multiplikation von ũapp mit dem
PotentialW entstehen neue Konzentrationspunkte im Residuum, nämlich wenn qm+k(j) /∈{
k(1), . . . , k(N)

}
+ Zd,m ∈ {−m0, . . . ,m0}. Die Menge dieser Punkte definieren wir als

J := J0 ∪ JN ∪ JW

mit

J0 :=
{
k(1), . . . , k(N)

}
,

JN :=
[({

k(α) − k(β) + k(γ)|(α, β, γ) ∈ {1, . . . , N}3
}

+ Zd
)
∩ B
]
\ J0,

JW :=
[({

k(j) + qm|j ∈ {1, . . . , N},m ∈ {−m0, . . . ,m0}
}

+ Zd
)
∩ B
]
\ J0.

Offensichtlich ist J eine endliche Menge. Wie oben beschrieben werden durch das Potential
W und die Nichtlinearität nicht nur Terme in der Nähe von k(j) ∈ J0 erzeugt, sondern
auch in der Nähe von l(r) ∈ JW ∪ JN . Deshalb wollen wir den approximativen Ansatz
(6.1) so erweitern, dass er zusätzlich die Terme enthält, die ihren Träger in der Nähe von
l(r) ∈ J0 ∪ JW ∪ JN haben. Der erweiterte Ansatz lautet für k ∈ Rd

U ext
n0

(k, t) =ε
1/2−d

∑
η∈Zd

 N∑
j=1

Ãj

(
k − k(j) + η

ε
, T

)
+ ε

∑
l(r)∈J\J0

Ãext
n0,r

(
k − l(r) + η

ε
, T

) e−iω0t,

U ext
n (k, t) =ε

3/2−d
∑
η∈Zd

∑
l(r)∈J

Ãext
n,r

(
k − l(r) + η

ε
, T

)
e−iω0t, n ∈ N \ {n0}.

(6.5)

Die Summen über η stellen sicher, dass die U ext
n (k, t), n ∈ N Zd-periodisch in k auf Rd sind,

das heißt
U ext
n (k + ej , t) = U ext

n (k, t)

für n ∈ N und j = 1, . . . , N . Mit der Quasiperiodizität der Blochfunktionen

pn(x, k + ej) = pn(x, k)e−ixj , j = 1, . . . , N

erhalten wir mit (2.5) die 1-Quasiperiodizität von ũext in k. Wir werden später sehen, wie
die Terme Ãn,j und Ãext

n,r in (6.5) für n ∈ N definiert werden müssen, um für den erweiterten
Ansatz ein kleines Residuum zu erreichen.
Wir wählen die Träger bezüglich k kompakt mit dem Radius ερ für Terme, die in der Nähe
von k(j) ∈ J0 konzentriert sind und 3ερ für Terme, die in der Nähe von l(r) ∈ JW ∪ JN
konzentriert sind. Den zweiten Radius benötigen wir wegen der kubischen Nichtlinearität
und verwenden ihn der Einfachheit halber auch für Terme, die durch W generiert werden.

supp
(
Ãj(·, T )

)
⊂ Bερ−1 , j = 1, . . . , N,

supp
(
Ãext
n,r(·, T )

)
⊂ B3ερ−1 , l(r) ∈ J \ J0, n ∈ N.

Mit dieser Annahme an die Träger von Ãj und Ãext
n,r hat der erweiterte Ansatz seinen Träger

in der kompakten Umgebung der Punkte in J und deren Zd-Verschiebungen.
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In den transformierten Termen des erweiterten Ansatzes erhalten wir wegen der Defini-
tion der Blochtransformation durch die η-Verschiebungen unendlich viele Summanden.
Tatsächlich ist es aber so, dass es für k ∈ B, das heißt für die Beschränkung auf die Pe-
riodizitätszelle, aufgrund der kompakten Träger der Einhüllenden mit Konzentration um
die Punkte k(j) ∈ {1, . . . , N} und l(r) ∈ J nur endlich viele Möglichkeiten für η gibt, für
die ~U ext nicht Null ist. Deshalb definieren wir für beliebiges l ∈ B die Menge

Zl :=
{
η ∈ Zd|l − η ∈ B

}
.

Die folgenden Abbildungen veranschaulichen am Beispiel von d = 2 und einem Punkt k(j)

die Wahl der Mengen Zk(j) für j = 1, . . . , N und Zl(r) für l(r) ∈ J . Zunächst wird der Fall
betrachtet, in dem der Punkt k(j) im Inneren der Brillouinzone B liegt. Hier kann ε so klein
gewählt werden, dass der Ball Bερ(k(j)) vollständig in B liegt. In diesem Fall besteht die
Menge Zk(j) nur aus dem Nullvektor, da Ãj

(
k−k(j)+η

ε , T
)

= 0 für η 6= (0, 0)T und k ∈ B,
siehe Abbildung 6.2.

k(j)

Bερ(k
(j))

B

Abbildung 6.2: Beispielhafte Brillouinzone in 2D B = (−1/2, 1/2]2 und Ball um Punkt
k(j) ∈ int(B) in 2D. Es ist möglich, ε > 0 so klein zu wählen, dass
Bερ(k

(j)) ⊂ int(B).

Interessanter ist der Fall, wenn k(j) auf dem Rand der Brillouinzone B liegt.
In Abbildung 6.3 sehen wir, dass k(j) einmal auf dem rechten Rand der Brillouinzone liegt
(a), einmal auf dem oberen Rand (b) und einmal in der rechten oberen Ecke (c). Ein
Teil des Balls Bερ(k(j)) liegt - wie man sieht - jeweils in einer verschobenen Brillouinzone,
nämlich B + (1, 0)T für (a), B + (0, 1)T für (b) und in den verschobenen Brillouinzonen
B + (0, 1)T ,B + (1, 0)T und B + (1, 1)T für den Fall (c). Deshalb muss unsere Menge Zk(j)
die entsprechenden Verschiebungen durch η enthalten.
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B

Bερ (k
(j))

Bερ(k
(j)+η) ∩ B

k(j)

(a) Punkt k(j) befindet sich
auf dem rechten Rand.

B

k(j)

Bερ (k
(j))

Bερ(k
(j)+η) ∩ B

(b) Punkt k(j) befindet sich
auf dem oberen Rand.

B

Bερ (k
(j))

k(j)

Bερ(k
(j)+η) ∩ B

Bερ(k
(j)+η) ∩ B

Bερ(k
(j)+η) ∩ B

(c) Punkt k(j) befindet sich
in der rechten oberen
Ecke.

Abbildung 6.3: Brillouinzone in 2D mit unterschiedlichen Positionen von k(j) und der Um-
gebung Bερ(k(j)) in zwei Raumdimensionen. Falls k(j) ∈ ∂B, so teilt sich
Bερ(k

(j)) wegen Periodizität in Scheibensegmente auf, welche aufgrund der
k-Periodizität wieder in B liegen.

Das oben beschriebene Prinzip für die Verschiebungen lässt sich auf den d-dimensionalen
Fall ausweiten. Das Gleiche gilt für die Punkte l(r), welche im erweiterten Ansatz durch das
Potential W und den nichtlinearen Term generiert werden. In d Dimensionen wird dieses
Konzept fortgesetzt, so dass wir im Folgenden über die endlichen Mengen Zk(j) und Zl(r)
summieren, anstatt über den gesamten Zd. Der erweiterte Ansatz vereinfacht sich damit
zu

U ext
n0

(k, t) =

ε1/2−d ∑
η∈Z

k(j)

N∑
j=1

Ãj

(
k − k(j) + η

ε
, T

)

+ε
3/2−d

∑
η∈Z

l(r)

∑
l(r)∈J\J0

Ãext
n0,r

(
k − l(r) + η

ε
, T

) e−iω0t,

U ext
n (k, t) =ε

3/2−d
∑

η∈Z
l(r)

∑
l(r)∈J

Ãext
n,r

(
k − l(r) + η

ε
, T

)
e−iω0t, n ∈ N \ {n0}.

6.2 Abschätzung des Residuums

Nun wenden wir den Entwicklungsoperator D auf (6.3) an und erhalten ein System aus
unendlich vielen gewöhnlichen Differentialgleichungen

(
i∂t − Ω(k)

) #—

U (k, t)− ε
m0∑

m=−m0

M (m)(k)
#—

U (k − qm, t) + ~F (
#—

U,
#—

U,
#—

U )(k, t) = 0 (6.6)
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mit k ∈ B, t > 0 und

Ωjj(k) = ωj(k),Ωlj = 0 für l 6= j, ωj(k) Eigenwerte zu L(k)p(x, k) = ω(k)p(x, k), x ∈ T,

M
(m)
lj (k) = am〈pj(·, k − qm), pl(·, k)〉T und

Fj(
#—

U,
#—

U,
#—

U ) := −〈σ(·)(ũ ∗ ˜̄u ∗ ũ)(·, k, t), pj(·, k)〉T

für alle l, j ∈ N, wobei

ũ(x, k, t) =
∑
n∈N

Un(k, t)pn(x, k) und ˜̄u(x, k, t) =
∑
n∈N

Ūn(−k, t)pn(x,−k).

Bemerkung 6.4. Das Potential W (x) kommutiert nicht mit der Blochtransformation, da
W nicht T-periodisch ist. Deshalb errechnen wir die Einträge der Matrix M (m) wie folgt.
Wenden wir die Blochtransformation auf W (x)u(x) an, so erhalten wir

T (Wu)(x, k) =
∑
η∈Zd

Ŵu(k + η)eiη·x =
∑
η∈Zd

1

(2π)d

∫
Rd

m0∑
m=−m0

ame
iqm·xu(x)e−i(k+η)·x dx eiη·x

=
∑
η∈Zd

m0∑
m=−m0

amû(k + η − qm)eiη·x =

m0∑
m=−m0

amũ(x, k − qm)

=

m0∑
m=−m0

∑
n∈N

amUn(k − qm)pn(x, k − qm).

Das heißt, 〈T (Wu)(·, k), pl(·, k)〉T =
m0∑

m=−m0

∑
n∈N
〈pn(·, k − qm), pl(·, k)〉T amUn(k − qm).

Das Residuum für den erweiterten Ansatz erhalten wir, indem wir
#—

U ext in Gleichung (6.6)
einsetzen, das heißt

#    —

Res(k, t) :=
(
i∂t−Ω(k)

) #—

U ext(k, t)−ε
m0∑

m=−m0

M (m) #—

U ext(k−qm, t)+F (
#—

U ext,
#—

U ext,
#—

U ext)(k, t),

wobei die Struktur von F (
#—

U ext,
#—

U ext,
#—

U ext) unten in (6.2) für den Term führender Ordnung
betrachtet wird.
Das Residuum hat in dem unendlichdimensionalen Raum X (s) die Form

#    —

Res = (Res1, . . . ,Resn0 , . . . )
T .

Für die spätere Abschätzung des Residuums ist es hilfreich, den erweiterten Ansatz nach
Termen der Ordnung O(ε1/2−d) und den restlichen Termen aufzuteilen. Wir schreiben also

#—

U ext =
#—

U ext,0 +
#—

U ext,1,

wobei

#—

U ext,0 := ε
1/2−d

∑
η∈Z

k(j)

N∑
j=1

Ãj

(
k − k(j) + η

ε
, T

)
en0e

−iω0t
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mit dem n0-ten euklidischen Einheitsvektor en0 in RN und
#—

U ext,1 :=
#—

U ext − #—

U ext,0. Es hat
#—

U ext,0 seinen Träger auf
N⋃
j=1

Bερ(k
(j)) und

#—

U ext,1 auf
⋃

l(r)∈J
Bερ(l

(r)).

Wie oben beschrieben konzentriert sich das Residuum auf die Umgebung der Punkte k(j)+η
mit j = 1, . . . , N, η ∈ Zk(j) und l(r) + η mit l(r) ∈ J, η ∈ Zl(r) .
Wir betrachten das Residuum getrennt für n0 und n ∈ N \ {n0}.
Für k ∈ B und n = n0 ist

Resn0(k, t) = ε
3/2−d

i∂T N∑
j=1

∑
η∈Z

k(j)

Ãj

(
k − k(j) + η

ε
, T

)

+ ε−1(ω0 − ωn0(k))

N∑
j=1

∑
η∈Z

k(j)

Ãj

(
k − k(j) + η

ε
, T

)

+ (ω0 − ωn0(k))
∑

l(r)∈J\J0

∑
η∈Z

l(r)

Ãext
n0,r

(
k − l(r) + η

ε
, T

)

−
m0∑

m=−m0

M (m)
n0,n0

(k)

N∑
j=1

∑
η∈Z

k(j)+qm

Ãj

(
k − k(j) − qm + η

ε
, T

) e−iω0t

+ Fn0

(
~U ext,0, ~U ext,0, ~U ext,0)+ h.o.t.

und für n 6= n0 lauten die Einträge des Residuums

Resn(k, t) = ε
3/2−d

(ω0 − ωn(k))
∑
l(r)∈J

∑
η∈Z

l(r)

Ãext
n,r

(
k − l(r) + η

ε
, T

)

−
m0∑

m=−m0

M (m)
n,n0

(k)

N∑
j=1

∑
η∈Z

k(j)+qm

Ãj

(
k − k(j) − qm + η

ε
, T

) e−iω0t

+ Fn
(
~U ext,0, ~U ext,0, ~U ext,0)+ h.o.t.

Dabei bezeichnet h.o.t. die Terme höherer Ordnung in ε, welche die Zeitableitung von
#—

U ext,1, die Anwendung von dem Potential W auf
#—

U ext,1 und die Nichtlinearität mit einem
Auftreten von

#—

U ext,1 im Argument enthalten.

Die Nichtlinearität stellt aufgrund der doppelten Faltung im Blochraum den komplizier-
testen Teil des Residuums dar. Wir werden nun die Struktur von Fn(~U ext,0, ~U ext,0, ~U ext,0),
dem Term führender Ordnung untersuchen, da dieser die Nichtlinearität der Coupled Mode
Gleichungen generiert.
Wir haben

Fn(~U ext,0, ~U ext,0, ~U ext,0)(k, t) = −〈σ(·)(ũext,0, ˜̄uext,0, ũext,0)(·, k, t)pn(·, k)〉π, n ∈ N,
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wobei

ũext,0(x, k, t) :=
∑
n∈N

U ext,0
n (k, t)pn(x, k)

= ε
1/2−d

N∑
j=1

∑
η∈Zd

Ãj

(
k − k(j) + η

ε
, T

)
pn0(x, k)e−iω0t.

Die Blochtransformation einer Funktion u(x) erfüllt, dass ¯̃u(x, k) = ˜̄u(x,−k). Wir fordern,
dass ũext,0 diese Symmetrie ebenfalls erfüllt und erhalten

˜̄uext,0(x, k, t) = ε
1/2−d

N∑
j=1

∑
η∈Zd

˜̄Aj

(
k + k(j) − η

ε
, T

)
pn0(x,−k)eiω0t.

Weiter definieren wir b(n) als

b(n)(λ, µ, ν, k) := 〈−σ(·)pn0(·, λ)p̄n0(·, µ)pn0(·, ν), pn(·, k)〉L2(T).

Die nichtlinearen Terme des Residuums lauten

Fn0

(
~U ext,0, ~U ext,0, ~U ext,0

)
(k, t) = ε

3/2−d
∑

k(j)∈J0∪JN

∑
(α,β,γ)∈Λ

k(j)

f
(n0)
α,β,γe

−iω0t

Fn

(
~U ext,0, ~U ext,0, ~U ext,0

)
(k, t) = ε

3/2−d
∑

l(r)∈J0∪JN

∑
(α,β,γ)∈Λ

l(r)

f
(n)
α,β,γe

−iω0t

mit der Menge, der Indizes (α, β, γ), für die der Faltungsterm konzentriert in l(r) ist

Λl(r) :=
{

(α, β, γ) ∈ {1, . . . , N}3|k(α) − k(β) + k(γ) = l(r)
}

und

f
(n)
α,β,γ(k, t) =

∫
B2ερ−1 (0)

∫
Bερ−1 (0)

b
(n)
α,β,γ

(
k − (k(γ) − k(β))− εh̃, k(β) − ε(h̃− l̃), k(γ) + εl̃, k

)
∑

η∈Z
k(α)−k(β)+k(γ)

Ãα

(
k − (k(α) − k(β) + k(γ)) + η

ε
− h̃, T

)
˜̄Aβ

(
h̃− l̃, T

)
Ãγ

(
l̃, T
)
dl̃ dh̃

für k ∈ B3ερ(k
(α) − k(β) + k(γ)).

Aufgrund der Träger der nichtlinearen Terme und der Definition der Ãj als abgeschnittene
Âj-Funktionen, können für k ∈ Bερ(k(j) − η) ∩ B, η ∈ Zk(j) die Summen über ηα, ηβ und
ηγ reduziert werden zur Summe über η ∈ Zk(α)−k(β)+k(γ) , für die

ηα − ηβ + ηγ = η

gilt. Der Rest von F kann später mit den Termen höherer Ordnung einfach abgeschätzt
werden.
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Nachdem wir gesehen haben, welche Form das Residuum hat, können wir die einzelnen
Terme im erweiterten Ansatz so bestimmen, dass wir ein kleines Residuum erhalten. Da
die Terme führender Ordnung in Resn0 durch die Fouriertransformation der linken Seite
von (3.10) approximiert werden können, definieren wir die Ãj für j = 1, . . . , N als Ab-
schneidefunktionen der Einhüllenden im Fourierraum Âj , das heißt

Ãj(K,T ) := χBερ−1 (0)Âj(K,T ), (6.7)

wobei die Âj(K,T ) gerade die Lösungen der Coupled Mode Gleichungen (3.10) sind. Diese
Wahl der Ãj ist sinnvoll, weil die Terme führender Ordnung in Resn0 , wie wir unten zeigen,
durch die Fouriertransformierte der linken Seite der j-ten Gleichung von (3.10) approxi-
miert werden kann. Dass die entsprechenden Terme in Residuum durch die obige Definition
wirklich klein werden, zeigen wir, indem wir (3.10) nutzen und den Fehler abschätzen, der
durch die Verwendung der abgeschnittenen Âj gemacht wird.
Weiter definieren wir Ãext

n,r, so dass die Terme führender Ordnung im Residuum verschwin-
den. Es ist

Ãext
n,r

(
k − l(r)

ε
, T

)
:=
(
ω0 − ωn(k)

)−1

 N∑
j=1

m0∑
m=−m0

k(j)+qm∈l(r)+Zd

M (m)
n,n0

(k)Ãj

(
k − l(r)

ε
, T

)

−
∑

(α,β,γ)∈Λr

f
(n)
α,β,γ(k, t)

 . (6.8)

Das gilt für alle l(r) ∈ J , falls n ∈ N \ {n0} und für alle l(r) ∈ J \ J0, falls n = n0.

Um das Residuum in der X (s)-Norm abschätzen zu können, benötigen wir einige vorbe-
reitende Abschätzungen. Die Nichtresonanzbedingung

|ω0 − ωn(k)| > δ > 0

folgt für alle n ∈ N, n 6= {n0} ∀k ∈ Bερ(k(j)), falls ω0 einfach in jedem k(j) ist.
Wir halten fest, dass für q ∈ N gilt, dass∣∣∣M (m)

n,n0
(k)
∣∣∣ =

|am|
|ωn(k)q|

|〈pn0(·, k − qm),L(·, k)qpn(·, k)〉T

=
|am|
|ωn(k)q|

‖〈L(·, k)qpn0(·, k − qm), pn(·, k)〉T‖

≤ cMn−
2q/d sup

k∈B
‖pn0(·, k)‖H2q(T), n ∈ N (6.9)

und ∣∣∣b(n)(λ, µ, ν, k)
∣∣∣ = |〈σ(·)pn0(·, λ)pn0(·, µ)pn0(·, ν), pn(·, k)〉T|

=
∣∣ωn(k)−q

∣∣ |〈(σ(·)pn0(·, λ)pn0(·, µ)pn0(·, ν)) ,L(·, k)qpn(·, k)〉T|
≤
∣∣ωn(k)−q

∣∣ ∥∥L(·, k)q
(
σ(·)pn0(·, λ)pn0

(·, µ)pn0(·, ν)
)∥∥

T

≤ cbn−
2q/d sup

k∈B
‖pn0(·, λ)‖H2q(T)‖pn0(·, µ)‖H2q(T)‖pn0(·, ν)‖H2q(T)(6.10)

für alle λ, µ, ν ∈ 2B, falls σ ∈ H2q(T).
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6.2 Abschätzung des Residuums

Bemerkung 6.5. Die erforderliche H2q-Regularität der Blochwelle pn0(·, k) ist erfüllt,
wenn V ∈ Ha(T) mit a > 2q + d− 2, siehe Lemma 2.15.

Mit dem folgenden Lemma wollen wir die Summanden von
#—

U ext in der X (s)-Norm ab-
schätzen.

Lemma 6.6. Sei Âj ∈ C
(
[0, T0], L1(Rd)

)
für j = 1, . . . , N . Dann existiert ein c > 0, so

dass für alle s > d/2 und alle t ∈ [0, ε−1T ] gilt, dass∥∥∥ #—

U ext,0(·, t)
∥∥∥
X (s)
≤ cε1/2 und

∥∥∥ #—

U ext,1(·, t)
∥∥∥
X (s)
≤ cε3/2.

Beweis. Zunächst betrachten wir die Terme des erweiterten Ansatzes mit der Ordnung
O(ε1/2−d). Durch Einsetzen erhalten wir∥∥∥ #—

U ext,0(·, t)
∥∥∥
X (s)

=

∥∥∥∥(n2s/d
0

∣∣U ext,0
n0

(·, t)
∣∣2)1/2

∥∥∥∥
L1(B)

≤ cε1/2−d
N∑
j=1

∥∥∥∥∥Ãj
(
· − k(j)

ε
, T

)∥∥∥∥∥
L1(Rd)

≤ cε1/2−d+d
N∑
j=1

∥∥∥Âj (·, T )
∥∥∥
L1(Rd)

≤ cε1/2

für Âj ∈ L1(Rd).

Die restlichen Terme des erweiterten Ansatzes mit Ordnung O(ε3/2−d) schätzen wir wie
folgt ab. Wir haben∥∥∥~U ext,1(·, t)

∥∥∥
X (s)

=

∥∥∥∥∥∥
(∑
n∈N

n
2s/d
∣∣U ext,1

n (·, t)
∣∣2)1/2

∥∥∥∥∥∥
L1(B)

=

∥∥∥∥∥∥∥
∑
n∈N

n
2s/d

∣∣∣∣∣∣ε3/2−d
∑
l(r)∈J

Ãext
n,r

(
k − l(r)

ε
, T

)∣∣∣∣∣∣
2

1/2
∥∥∥∥∥∥∥
L1(B)

.

Nun verwenden wir die Definiton von Ãext
n,r aus (6.8). Damit ist

∥∥∥~U ext,1(·, t)
∥∥∥
X (s)
≤ cε3/2−d

∥∥∥∥∥∥∥∥
∑
n∈N

n
2s/d

∣∣∣∣∣∣∣∣
(
ω0 − ωn(k)

)−1

 N∑
j=1

m0∑
m=−m0

k(j)+qm∈l(r)+Zd

M (m)
n,n0

(k)

Ãj

(
k − l(r)

ε
, T

)
−

∑
(α,β,γ)∈Λr

f
(n)
α,β,γ

)∣∣∣∣∣
2)1/2∥∥∥∥∥

L1(B)

.

Wir nutzen die Taylorentwicklung von ωn0(k) um k(j) für j = 1, . . . , N . Es ist

ωn0(k) = ω0 + ε∇ωn0(k(j))T

(
k − k(j)

ε

)
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+
1

2
ε2

(
k − k(j)

ε

)T
D2ωn0(k(j))

(
k − k(j)

ε

)
+O(ε3)

mit ω0 = ωn0(k(j)) für j = 1, . . . , N . Wir sehen, dass der Term ε−1(ω0 − ωn0(k)) des
Residuums die Ordnung O(1) hat.
Mit der Asymptotik der Eigenwerte in Lemma 2.14 wissen wir, dass

|ωn| ≤ cn2/d.

Außerdem verwenden wir die Abschätzungen (6.9) und (6.10), so dass für pn0 ∈ H2q(T).
Damit ist

∥∥∥~U ext,1(·, t)
∥∥∥
X (s)
≤ cε3/2−d

∥∥∥∥∥∥∥∥
∑
n∈N

n
2s/d

∣∣∣∣∣∣∣∣
(
ω0 − ωn(k)

)−1

 N∑
j=1

m0∑
m=−m0

k(j)+qm∈l(r)+Zd

cMn
− 2q/d

Ãj

(
k − l(r)

ε
, T

)
−

∑
(α,β,γ)∈Λr

∫
B2ερ−1 (0)

∫
Bερ−1 (0)

cbn
− 2q/d

Ãα

(
k − (k(α) − k(β) + k(γ))

ε
− h̃, T

)
˜̄Aβ

(
h̃− l̃, T

)
Ãγ

(
l̃, T
)
dl̃ dh̃


∣∣∣∣∣∣∣∣
2

1/2
∥∥∥∥∥∥∥∥∥
L1(B)

≤ cε3/2−d
(∑
n∈N

n
2s/d−4/d−4q/d

)1/2


∥∥∥∥∥∥∥∥
N∑
j=1

m0∑
m=−m0

k(j)+qm∈l(r)+Zd

cM
∑

Ãj

(
· − l(r)

ε
, T

)∥∥∥∥∥∥∥∥
L1(B)

+
∑

(α,β,γ)∈Λ
l(r)

∥∥∥∥∥Ãα
(
· − (k(α) − k(β) + k(γ))

ε
, T

)∥∥∥∥∥
L1(B)

∥∥∥ ˜̄Aβ (·, T )
∥∥∥
L1(B)

∥∥∥Ãγ (·, T )
∥∥∥
L1(B)


≤ cε3/2

 N∑
j=1

∥∥∥Âj (·, T )
∥∥∥
L1(Rd)

+
∑

(α,β,γ)∈Λ
l(r)

∥∥∥Âα (·, T )
∥∥∥
L1(Rd)

∥∥∥Âβ (·, T )
∥∥∥
L1(Rd)

∥∥∥Âγ (·, T )
∥∥∥
L1(Rd)


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6.2 Abschätzung des Residuums

≤ cε3/2,

denn Âj ∈ C
(
[0, T0], L1

(
Rd
) )

. Für die l2s/d−Summierbarkeit in n müssen wir garantieren,
dass

2s

d
− 4

d
− 4q

d
< −1

ist. Also brauchen wir als Bedingung an q, dass

q ≥ s

2
+
d

4
− 1 (6.11)

mit s > d/2.

Wie beschrieben liegt unser Ziel darin, ein möglichst kleines Residuum zu erhalten. Wir
haben also den erweiterten Ansatz gerade so definiert, dass sich die Terme der Ordnung
O(ε3/2−d) in Resn, n ∈ N \ n0 auslöschen. Dafür haben wir benutzt, dass die Âj für
j = 1, . . . , N die Lösungen der fouriertransformierten Coupled Mode Gleichungen (3.10)
sind. Das heißt, wir müssen zum einen den Fehler abschätzen, der entsteht, indem wir die
abgeschnittenen Funktionen Ãj in der Nichtlinearität nutzen und zum anderen die Terme
höherer Ordnung. Wir formulieren das folgende Lemma.

Lemma 6.7. Für Âj ∈ C
(
[0, T0), L1

sA
(Rd)

)
Lösung von (3.10) und Ãj wie in (6.7) für

j = 1, . . . , N definiert,sA > 2, T0 > 0 für s > d/2 und pn ∈ H2q mit q = q(s) gilt

‖ #    —

Res‖X (s) ≤ cRε
5/2.

Beweis. Für die Abschätzung des Residuums schreiben wir zunächst die übrig gebliebenen
Terme von Resn0 als Summe aus Integralen, die wir dann einzeln abschätzen. Wir schätzen
dabei insbesondere den Fehler ab, den wir durch die Approximation der Residuumsterme
in Resn0 durch die fouriertransformierten Coupled Mode Gleichungen machen. Es ist

‖Resn0‖L1(B) ≤ I1(T ) + I2(T ) + I3(T ) + h.o.t.

mit

I1(T ) =ε
1/2−d

∫
B

N∑
j=1

∣∣∣∣∣
(
ωn0(k)− ω0 − ε

k − k(j)

ε
· v(j)
g

)∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣Ãj
(
k − k(j)

ε
, T

)∣∣∣∣∣ dk,
I2(T ) =ε

3/2−d
∫
B

m0∑
m=−m0

k(j)+qm∈l(r)+Zd

∣∣∣M (m)
n0,n0

(k)− κj,l(m)
∣∣∣∑ Ãj

(
k − k(j)

ε
, T

)
dk,

I3(T ) =ε
3/2−d

∑
(α,β,γ)∈Λ

k(j)

Iα,β,γ(k, T ),
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wobei

Iα,β,γ(k, T ) :=∫
B3ερ (0)

∣∣∣∣∣∣∣
∫

B2ερ−1 (0)

∫
Bερ−1 (0)

b(n0)
(
k − (k(γ) − k(β))− εh̃, k(β) − ε(h̃− l̃), k(γ) + εl̃, k

)
∑

Ãα

(
k − k(j)

ε
− h̃, T

)
˜̄Aβ

(
h̃− l̃, T

)
Ãγ

(
l̃, T
)
dl̃ dh̃

− b(n0)(k(α), k(β), k(γ), k(j))
(
Âα ∗ ˆ̄Aβ ∗ Âγ

)(k − k(j)

ε
, T

)∣∣∣∣∣ dk.
Für die Abschätzung der linearen Terme in I1 berechnen wir beispielhaft den Fehler für
ein j, wobei wir dann später über j summieren. Für k in der Nähe von k(j) ist K = k−k(j)

ε
und es gilt

ε
1/2−d

∫
B
ε

∣∣∣∣∣
(
ωn0(k)− ω0 −

(
k − k(j)

ε
· v(j)
g

))∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣Ãj

(
k − k(j)

ε
, T

)∣∣∣∣∣ dk
≤ cε1/2−d+d

∫
Bερ−1 (0)

∣∣∣(ωn0(εK + k(j))− ω0 − εK · v(j)
g

)∣∣∣ ∣∣∣Ãj (K,T )
∣∣∣ dK

≤ cε5/2
∫

Bερ−1 (0)

|K|2
∣∣∣Ãj (K,T )

∣∣∣ dK
≤ cε5/2‖Âj(·, T )‖L1

2(Rd) ≤ cε
5/2 ∀T ∈ [0, T0], weil Âj ∈ C

(
[0, T0), L1

2(Rd)
)
.

Der Term h.o.t. bezeichnet wiederum die „higher order terms“, also die Terme höherer
Ordnung. Insgesamt erhalten wir für I1 die Abschätzung

I1(T ) ≤ cε5/2 ∀T ∈ [0, T0].

Für I2 haben wir

κ
(m)
jl = am

∫
T
ei(k

(l)+qm−k(j))·xpn0(x, k(j))pn0(x, k(l)) dx

und
M (m)
n0,n0

= am

∫
T
pn0(x, k − qm)pn0(x, k).

Nun möchten wir das Argument von pn0 so schreiben, dass wir die k-Quasieriodizität der
Blochfunktionen (2.5) nutzen können, um in M

(m)
n0,n0 den gleichen e-Term wie in κ

(m)
jl zu

erhalten. Es ist

k − qm = k(l) + ε
k − k(j)

ε
+ k(j) − k(l) − qm

mit K = k−k(j)
ε und k ∈ Bερ(k(j)). Dann ist mit der Quasiperiodizität der pn0

pn0(x, k − qm) = pn0(x, k(l) + εK + k(j) − k(l) − qm) = pn0(x, εK + k(l))ei(k
(l)+qm−k(j))·x
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6.2 Abschätzung des Residuums

∣∣∣M (m)
n0,n0

(k)− κ(m)
jl

∣∣∣ ≤ |am|∫
T

∣∣∣ei(k(l)+qm−k(j))·xpn0(x, k(l) + εK)pn0(x, k(j) + εK)

−ei(k(l)+qm−k(j))·xpn0(x, k(j))pn0(x, k(l))
∣∣∣ dx

≤ |am|
∫
T
|pn0(x, k(l) + εK)||pn0(x, k(j) + εK)− pn0(x, k(j))| dx

+ |am|
∫
T
|pn0(x, k(j) + εK)||pn0(x, k(l) + εK)− pn0(x, k(l))| dx

≤ cεK.

Hier haben wir die L2-Normierung und die Lipschitzstetigkeit der Blochfunktionen (2.12)
genutzt. Es folgt, dass∥∥∥∥∥∣∣∣M (m)

n0,n0
(k)− κ(m)

jl

∣∣∣ Ãj (k − k(j)

ε
, T

)∥∥∥∥∥
L1(B)

≤ εd+1‖Âj‖L1
1
(R2)

und damit ist
I2(T ) ≤ cε5/2 ∀T ∈ [0, T0].

Nun betrachten wir I3. Hier schätzen wir den Fehler ab, der dadurch entsteht, dass wir
mit den abgeschnittenen Einhüllenden falten sowie durch das Ersetzen des Arguments von
b. Wir ziehen den Term

b(n0)(k(α), k(β), k(γ), k(j))Ãα ∗ ˜̄Aβ ∗ Ãγ

von der rechten Seite von Iα,β,γ ab und addieren ihn dann wieder. Mit der Dreiecksunglei-
chung und K = k−k(j)+η

ε folgt, dass

|Iα,β,γ | ≤εd
∫
B3ερ−1 (0)

∫
B2ερ−1 (0)

∫
Bερ−1 (0)

∣∣∣b(n0)
(
ε(K − h̃) + k(α), ε(l̃ − h̃) + k(β),

εl̃ + k(γ), εK + k(α) − k(β) + k(γ)
)
− b(n0)(k(α), k(β), k(γ), k(j))

∣∣∣∣∣∣Ãα (K − h̃, T) ˜̄Aβ

(
h̃− l̃, T

)
Ãγ

(
l̃, T
)
dl̃ dh̃

∣∣∣ dK
+εd

∣∣∣b(n0)(k(α), k(β), k(γ), k(j))
∣∣∣∥∥∥Ãα ∗B2ερ−1 (0)

˜̄Aβ ∗Bερ−1 (0) Ãγ − Âα ∗ ˆ̄Aβ ∗ Âγ
∥∥∥
L1(B3ερ−1 (0))

=: I
(1)
αβγ + I

(2)
αβγ .

Die Differenz für b(n0) schreiben wir als Summe aus Differenzen von b(n0)-Termen, in denen
jeweils ein Argument mehr ersetzt wird. Mit der Dreiecksungleichung ist in I(1)

αβγ∣∣∣b(n0)(λ, µ, ν, k)− b(n0)(k(α), k(β), k(γ), k(j))
∣∣∣ ≤ ∣∣∣b(n0)(λ, µ, ν, k)− b(n0)(λ, µ, ν, k(j))

∣∣∣
+
∣∣∣b(n0)(λ, µ, ν, k(j))− b(n0)(k(α), µ, ν, k(j))

∣∣∣+ . . .

+
∣∣∣b(n0)(k(α), k(β), ν, k(j))− b(n0)(k(α), k(β), k(γ), k(j))

∣∣∣ .
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Die Terme der rechten Seite können mittels Lipschitzstetigkeit der Blochwellen in k, der
Cauchy-Schwarz-Ungleichung und der Algebraeigenschaft von Hs für s > d/2 abgeschätzt
werden. Ein Beispiel für die Abschätzung der Terme ist gegeben durch∣∣∣b(n0)(λ, µ, ν, k)− b(n0)(λ, µ, ν, k(j))

∣∣∣ ≤ ∣∣∣b(n0)(λ, µ, ν, εK + k(j))− b(n0)(λ, µ, ν, k(j))
∣∣∣

=
∣∣∣〈pn0(·, λ)p̄n0(·, µ)pn0(·, ν), pn0(·, εK + k(j))− pn0(·, k(j))〉T

∣∣∣
≤ εL|K| ‖pn0(·, λ)p̄n0(·, µ)pn0(·, ν)‖L2(T)

≤ εL|K| ‖pn0(·, λ)‖Hs(T) ‖p̄n0(·, µ)‖Hs(T) ‖pn0(·, ν)‖Hs(T) .

Die restlichen Abschätzungen der Differenzterme in b(n0) folgen analog, wobei die Hs Re-
gularität von pn0 mit Lemma 2.15 und der Regularitätsbedingung (R2) garantiert ist. Das
heißt, für

λ = ε(K − h̃) + k(α), µ = ε(l̃ − h̃) + k(β), ν = εl̃ + k(γ)

haben wir, dass∣∣∣b(n0)
(
ε(K − h̃) + k(α), ε(l̃ − h̃) + k(β), εl̃ + k(γ), εK + k(α) − k(β) + k(γ)

)
−b(n0)(k(α), k(β), k(γ), k(j))

∣∣∣ ≤ cε(|K − h̃|+ |l̃ + h̃|+ |l̃|+ |K|
)
.

Damit können wir den ersten Teil von Iα,β,γ abschätzen durch∫
B3ερ−1 (0)

∫
B2ερ−1 (0)

∫
Bερ−1 (0)

∣∣∣b(n0)
(
ε(K − h̃) + k(α), ε(l̃ − h̃) + k(β),

εl̃ + k(γ), εK + k(α) − k(β) + k(γ)
)
− b(n0)(k(α), k(β), k(γ), k(j))

∣∣∣∣∣∣Ãα (K − h̃, T) Ãβ (h̃− l̃, T) Ãγ (l̃, T) dl̃ dh̃
∣∣∣ dK

≤ cεd+1‖Ãα‖L1
1
‖ ˜̄Aβ‖L1

1
‖Ãγ‖L1

1
≤ cεd+1.

Es bleibt also für I(2)
α,β,γ der Term∥∥∥Ãα ∗B2ερ−1 (0)

˜̄Aβ ∗Bερ−1 (0) Ãγ − Âα ∗ ˆ̄Aβ ∗ Âγ
∥∥∥
L1(B3εr−1)

abzuschätzen. Dafür setzen wir für α ∈ {1, ..., N}

Ãα(K) = Âα(K)− Eα(K) mit Eα(K) =
(

1− χBερ−1 (0)(K)
)
Âα(K)

und analog für ˜̄Aβ und Ãγ . Der Fehler Eα(K) erfüllt

‖Eα‖L1(Rd) ≤ sup
|K|>ερ−1

∣∣(1 + |K|)−sA
∣∣ ∥∥∥Âα∥∥∥

L1
sA

(Rd)
≤ cεsA(1−ρ)

∥∥∥Âα∥∥∥
L1
sA

(Rd)
.

Weiter ist ∥∥∥Ãα ∗B2ερ−1 (0)
˜̄Aβ ∗Bερ−1 (0) Ãγ − Âα ∗ ˆ̄Aβ ∗ Âγ

∥∥∥
L1(B3ερ−1 (0))
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≤ c
(∥∥∥Eα ∗ ˆ̄Aβ ∗ Âγ

∥∥∥
L1(B3ερ−1 (0))

+
∥∥∥Âα ∗ Ēβ ∗ Âγ∥∥∥

L1(B3ερ−1 (0))

+
∥∥∥Âα ∗ ˆ̄Aβ ∗ Eγ

∥∥∥
L1(B3ερ−1 (0))

)
+R(

~̂
Aj , ~E),

wobei R(Âj , E) für weitere Terme steht, die quadratisch und kubisch in E sind, was ins-
besondere bedeutet, dass sie in der folgenden Abschätzung durch die Terme der Ordnung
O(εsA(1−ρ)) absorbiert werden. Es folgt mit der Young-Ungleichung für Faltungen∥∥∥Ãα ∗B2ερ−1 (0)

˜̄Aβ ∗Bερ−1 (0) Ãγ − Âα ∗ ˆ̄Aβ ∗ Âγ
∥∥∥
L1(B3ερ−1 (0))

≤ cεsA(1−ρ)‖Âα‖L1
sA

(R2)‖Âβ‖L1
sA

(Rd)‖Âγ‖L1
sA

(Rd).

Wir wählen an dieser Stelle ρ ∈ (0, 1) fest als

ρ = 1/2.

Damit ist

I3(T ) ≤ cε3/2−d+d+1
∑

α,β,γ∈{1,...,N}

‖Âα(·, T )‖L1
sA

(Rd)‖Âβ(·, T )‖L1
sA

(Rd)‖Âγ(·, T )‖L1
sA

(Rd)

für sA > 2.

Zusammen mit Lemma 6.8 gilt also, dass ‖ ~Res(·, t)‖X (s) ≤ cε5/2 für t ∈ [0, ε−1T0].

Terme höherer Ordnung

Um den Beweis von Lemma 6.7 zu vervollständigen, betrachten wir nun die restlichen
Terme des Residuums, welche gerade die Terme der Ordnungen größer als O(ε3/2−d) sind.

Lemma 6.8. Sei Âj ∈ C
(
[0, T0), L1

sA
(Rd)

)
∩ C1

(
[0, T0], L1(Rd)

)
, j = 1, . . . , N, sA > 2.

Dann gilt für s > d/2

(i)
∥∥∥ε∂T #—

U ext,1(·, t)
∥∥∥
X (s)
≤ cε5/2

(ii)
∥∥∥∥ε m0∑

m=−m0

M (m)(·) #—

U ext,1(· − qm, t)
∥∥∥∥
X (s)

≤ cε5/2

(iii)
∥∥∥F ( #—

U ext,
#—

U ext,
#—

U ext
)

(·, t)− F
(

#—

U ext,0,
#—

U ext,0,
#—

U ext,0
)

(·, t)
∥∥∥
X (s)
≤ cε5/2.

Beweis. (i) Die Abschätzung folgt dem Beweis von Lemma 6.6. Die Konstante c hängt
hier im Vergleich zur Abschätzung von

#—

U ext,1 zusätzlich von
∥∥∥∂T Âj∥∥∥

L1(R2)
für j =

1 . . . , N ab.
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(ii) Mit Hilfe von Lemma (6.6) ist∥∥∥∥∥ε
m0∑

m=−m0

M (m)(·) #—

U ext,1(· − qm, t)

∥∥∥∥∥
X (s)

≤ cε
m0∑

m=−m0

|am|
∥∥ũext,1(·, · − qm, t)

∥∥
L1
(
B,Hs(T)

)
≤ cε

∥∥∥ #—

U ext,1(·, t)
∥∥∥
X (s)
≤ cε5/2.

(iii) Für s > d/2 gilt mit Lemma 2.12∥∥∥F ( #—

U ext,
#—

U ext,
#—

U ext
)
− F

(
#—

U ext,0,
#—

U ext,0,
#—

U ext,0
)∥∥∥
X (s)

≤ c‖σ‖
L1
(
B,Hs(T)

) (∥∥ũext,0 ∗ ˜̄uext,1 ∗ ũext,0∥∥
L1
(
B,Hs(T)

)
+
∥∥ũext,0 ∗ ˜̄uext,0 ∗ ũext,1∥∥

L1
(
B,Hs(T)

) +
∥∥ũext,1 ∗ ˜̄uext,1 ∗ ũext,0∥∥

L1
(
B,Hs(T)

)
+
∥∥ũext,1 ∗ ˜̄uext,0 ∗ ũext,1∥∥

L1
(
B,Hs(T)

) +
∥∥ũext,1 ∗ ˜̄uext,1 ∗ ũext,1∥∥

L1
(
B,Hs(T)

))
≤ c

(∥∥ũext,1∥∥
L1
(
B,Hs(T)

) ∥∥ũext,0∥∥2

L1
(
B,Hs(T)

)
+
∥∥ũext,1∥∥2

L1
(
B,Hs(T)

) ∥∥ũext,0∥∥
L1
(
B,Hs(T)

) +
∥∥ũext,1∥∥3

L1
(
B,Hs(T)

))
≤ c

(∥∥ #—

U ext,1∥∥
X (s)

∥∥ #—

U ext,0∥∥2

X (s)
+
∥∥ #—

U ext,1∥∥2

X (s)

∥∥ #—

U ext,0∥∥
X (s)

+
∥∥ #—

U ext,1∥∥3

X (s)

)
≤ c

(
ε
5/2 + ε

7/2 + ε
9/2
)
≤ cε5/2.

Hier haben wir außerdem die Abschätzungen aus Lemma (6.6) genutzt.

Mit der Abschätzung des Residuums haben wir nun die Voraussetzungen erreicht, um den
asymptotischen Fehler für den erweiterten Ansatz abzuschätzen.

6.3 Der asymptotische Fehler

In dem folgenden Abschnitt wollen wir mittels Gronwall Lemma und Bootstrapargument
eine Abschätzung für ‖ #—

U − #—

U ext‖X (s) erhalten. Dafür schreiben wir die exakte Lösung als
Summe aus erweitertem Ansatz

#—

U ext und dem Fehler
#—

E als

#—

U =
#—

U ext +
#—

E.
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Wir nutzen diese Darstellung für Gleichung (6.6) und erhalten

∂t
#—

E = −iΩ(k)
#—

E + i
#—

G
(

#—

U ext,
#—

E
)

(6.12)

mit

#—

G
(

#—

U ext,
#—

E
)

=
#    —

Res +
#—

F
(

#—

U,
#—

U,
#—

U
)
− #—

F
(

#—

U ext,
#—

U ext,
#—

U ext
)
− ε

m0∑
m=−m0

M (m)(·) #—

E (· − qm, t) .

Vorbereitend führen wir einige Abschätzungen durch. Es ist∥∥∥ #—

F
(

#—

U,
#—

U,
#—

U
)
− #—

F
(

#—

U ext,
#—

U ext,
#—

U ext
)∥∥∥
X (s)
≤ c

(
‖ #—

U ext‖2X (s)‖
#—

E‖X (s) + ‖ #—

U ext‖X (s)‖
#—

E‖2X (s)

+‖ #—

E‖3X (s)

)
für s > d/2, wobei die kubische Struktur der Nichtlinearität und Lemma 2.12 genutzt
wurde. Weiter ist∥∥∥∥∥ε

m0∑
m=−m0

M (m)(·) #—

E(· − qm, t)

∥∥∥∥∥
X (s)

≤ cε
m0∑

m=−m0

|am|‖ẽ(·, · − qm, t)‖L1(B,Hs(T))

≤ cε
m0∑

m=−m0

cM‖
#—

E(· − qm, t)‖X (s) ≤ cε‖
#—

E(·, t)‖X (s)

mit ẽ(·, ·, t) = D−1 #—

E(·, t).
Außerdem wissen wir wegen

#—

U ext =
#—

U ext,0 +
#—

U ext,1 mit Lemma 6.6, dass

‖ #—

U ext‖X (s) ≤ ‖
#—

U ext,0‖X (s) + ‖ #—

U ext,1‖X (s) ≤ cε
1/2 ∀t ∈ [0, ε−1T0].

Dann gibt es Konstanten c1, c2 und c3 > 0, so dass∥∥∥ #—

F
(

#—

U,
#—

U,
#—

U
)
− #—

F
(

#—

U ext,
#—

U ext,
#—

U ext
)∥∥∥
X (s)
≤ c1ε‖

#—

E‖X (s) + c2ε
1/2‖ #—

E‖2X (s) + c3‖
#—

E‖3X (s).

Daraus folgt die Abschätzung∥∥∥ #—

G
(

#—

U ext,
#—

E
)∥∥∥X (s) ≤ ‖

#    —

Res‖X (s) +
∥∥∥ #—

F
(

#—

U,
#—

U,
#—

U
)
− #—

F
(

#—

U ext,
#—

U ext,
#—

U ext
)∥∥∥
X (s)

+‖ε
m0∑

m=−m0

M (m)(k)
#—

E (k − qm, t) ‖X (s)

≤cRε
5/2 + c1ε‖

#—

E‖X (s) + c2ε
1/2‖ #—

E‖2X (s) + c3‖
#—

E‖3X (s) + cε‖ #—

E‖X (s) (6.13)

auf [0, ε−1T0] mit einem c̃, c2, c3 > 0, unabhängig von ε und t, und mit c̃ := c1 + c. Der
Operator −iΩ(k) generiert eine stetige unitäre Gruppe S(t) = e−iΩt : X (s)→ X (s). Damit
folgt aus (6.12)

#—

E(t) =
#—

E(0) +

∫ t

0
S(t− τ)

#—

G(
#—

U ext, E)(τ) dτ.
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Wir wollen den Fehler
#—

E in der X (s)-Norm abschätzen. Mit der Dreiecksungleichung und
(6.13) ist

‖ #—

E(t)‖X (s) ≤ ‖
#—

E(0)‖X (s) +

∥∥∥∥∫ t

0
S(t− τ)

#—

G(
#—

U ext,
#—

E)(τ) dτ

∥∥∥∥
X (s)

≤ ‖ #—

E(0)‖X (s) +

∫ t

0
c̃ε‖ #—

E(τ)‖X (s) + c2ε
1/2‖ #—

E(τ)‖2X (s) + c3‖
#—

E(τ)‖3X (s) + cRε
5/2 dτ.

Wegen
#—

U (0) =
#—

U app(0) ist
#—

E(0) =
#—

U app(0)− #—

U ext(0). Daraus folgt mit dem unten stehen-
den Lemma 6.9, dass

‖ #—

E(0)‖X (s) ≤ C0ε
3/2 ∀s > d/2, ε ∈ (0, ε0) für ein ε0 > 0.

Sei nun ein M0 > C0 gegeben. Dann existiert ein T̃ > 0, so dass ‖ #—

E(t)‖X (s) ≤M0ε
3/2 ∀t ∈

[0, T̃ ]. Wir wählen im Folgenden ε0 > 0 und M0 > 0, so dass mittels Gronwall-Argument
und Bootstrapping für ε ∈ (0, ε0) ‖ #—

E(t)‖X (s) ≤M0ε
3/2 ∀t ∈ [0, ε−1T0] gilt.

Wenn nun ‖ #—

E(t)‖X (s) ≤M0ε
3/2, dann ist

‖ #—

E(t)‖X (s) ≤ C0ε
3/2 +

∫ t

0
c̃ε‖ #—

E(τ)‖X (s) dτ + t
(
c2ε

7/2M2
0 + c3ε

9/2M3
0 + cRε

5/2
)

≤ ε3/2
[
C0 + tε

(
c2εM

2
0 + c3ε

2M3
0 + cR

)]
ec̃εt.

Um die gewünschte Abschätzung zu erhalten, definieren wir M0 neu als

M0 := C0 + T0(cR + 1)ec̃T0 .

Weiter wählen wir ε0 so klein, dass c2ε0M
2
0 + c3ε

2
0M

3
0 ≤ 1. Dann ist

sup
t∈[0,ε−1T0]

‖ #—

E(t)‖X (s) ≤M0ε
3/2.

Daraus folgt

sup
t∈[0,ε−1T0]

‖ #—

U (·, t)− #—

U ext(·, t)‖X (s) ≤ cε
3/2

für s > d/2.

Es ist sinnvoll, q > d/2 zu wählen, da in diesem Fall die Bedingungen (6.11) und (6.14)
erfüllt sind. Damit erhalten wir außerdem die Bedingung, σ ∈ Hd+δ(T), V ∈ H2d−2+δ(T)
und W ∈ H2d−2+δ(T).

Es bleibt zu zeigen, dass ‖ #—

U ext(·, t) − #—

U app(·, t)‖X (s) ≤ cε3/2 ∀ t ∈ [0, T0]. Dafür beweisen
wir das folgende Lemma.

Lemma 6.9. Sei Âj(·, T ) ∈ L1
sA

(Rd) ∩ L2(Rd) mit sA > 2 ∀ T ∈ [0, ε−1T0] und s > d/2.
Es gelten die Regularitätsannahmen (1) bis (3). Dann existiert C > 0, ε0 > 0, so dass

‖ #—

U ext(·, t)− #—

U app(·, t)‖X (s) ≤ cε
3/2,

ε ∈ (0, ε0), t ∈ [0, ε−1T0].
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Beweis. Zunächst wenden wir die Blochtransformation auf den approximativen Ansatz
uapp an und entwickeln dann den transformierten Ansatz in Blochfunktionen. Dies ist
möglich, da wegen Âj(·, T ) ∈ L2(Rd) auch Aj(·, T ) ∈ L2(Rd) und damit uapp(·, t) ∈ L2(Rd)
ist. Wir erhalten

Uapp
n (k, t) := (DT (uapp))n = ε

1/2−de−iω0t
∑
η∈Zd

N∑
j=1

Âj

(
k − k(j) + η

ε
, εt

)
P (j,η)
n,n0

(k)

mit P (j,η)
n,n0 (k) = 〈pn0(·, k(j) − η), pn(·, k)〉T. Auch hier schreiben wir den Ansatz

#—

U app als
Summe mit

#—

U app =
#—

U app,0 +
#—

U app,1.

Dabei definieren wir

#—

U app,0(k, t) := ε
1/2−de−iω0t

∑
η∈Zd

N∑
j=1

Âj

(
k − k(j) + η

ε
, εt

)
P (j,η)
n0,n0

(k)en0 ,

wobei en0 der n0-te Einheitsvektor in RN ist.

Wir wissen bereits aus Lemma 6.6, dass ‖ #—

U ext,1(·, t)‖X (s) ≤ cε
3/2 ∀ t ∈ [0, ε−1T0]. Deshalb

bleibt noch zu zeigen, dass

(i) ‖ #—

U app,1‖X (s) ≤ cε
3/2

(ii) ‖ #—

U ext,0 − #—

U app,0‖X (s) ≤ cε
3/2 ∀t ∈ [0, ε−1T0].

Zu (i): Wir schätzen
#—

U app,1 in der X (s)-Norm ab. Der Ausdruck
#—

U app,1
n0 enthält allerdings

keine Beiträge, so dass

‖ #—

U app,1(·, t)‖X (s) =

∥∥∥∥∥∥∥
 ∑
n∈N\n0

ns|Uapp,1
n (·, t)|2

1/2
∥∥∥∥∥∥∥
L1(B)

.

Wir kommen also direkt zur Abschätzung von Uapp,1
n für n 6= n0, wobei

Uapp,1
n = ε

1/2−de−iω0t
∑
η∈Zd

N∑
j=1

Âj

(
k − k(j) + η

ε
, εt

)
P (j,η)
n,n0

(k), n 6= n0.

Wir untersuchen für die Abschätzung von |Uapp,1
n (·, t)| für n ∈ N \ {n0} den Term P

(j,η)
n,n0 .

Dabei nutzen wir, dass die Blochfunktionen eine Orthonormalbasis von L2(T) bilden sowie
das Wachstum der Eigenwerte ωn.
Es ist für V ∈ Ha(T), a > 2q + d− 2

P (j,0)
n,n0

(k) = 〈pn0(·, k), pn(·, k)〉T + 〈pn0(·, k(j))− pn0(·, k), pn(·, k)〉T
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= 〈pn0(·, k(j))− pn0(·, k), pn(·, k)〉T

=
1

ωn(k)q
〈Lq(k)

(
pn0(·, k(j))− pn0(·, k)

)
, pn(·, k)〉T

≤ c
(
‖pn0(·, k(j))‖H2q−1(T)

)
n
−2q
d |k − k(j)|.

Weiter ist

P (j,η)
n,n0

(k) = 〈pn0(·, k), pn(·, k)〉T + 〈pn0(·, k(j) − η)− pn0(·, k), pn(·, k)〉T
= 〈pn0(·, k(j) − η)− pn0(·, k), pn(·, k)〉T

=
1

ωn(k)q
〈Lq(k)

(
pn0(·, k(j) − η)− pn0(·, k)

)
, pn(·, k)〉T.

Wegen pn0(·, k − η) = pn0(·, k)eik·x ist

‖Lq(k)pn0(·, k − η)‖ ≤ c|η|2q,

falls V ∈ Ha(T) mit a > 2q + d − 2. Mit dem Wachstum der Eigenwerte ωn ∼ cn2/d für
n→∞ folgt

|P (j,η)
n,n0

(k)| ≤ c

n2q/d
|η|2q

für alle n ∈ N, k ∈ B, j = 1, . . . , N, η ∈ Zd. Wir erhalten insgesamt die Abschätzung∥∥∥∥∥∥∥
 ∑
n∈N\n0

n
2s
d |(Uapp,1)n(k, t)|2

1/2
∥∥∥∥∥∥∥
L1(B)

≤
∫
B

 ∑
n∈N\n0

n
2s
d ε

3/2−d

∣∣∣∣∣∣
N∑
j=1

Âj

(
k − k(j)

ε
, T

)
P (j,0)
n,n0

+
∑

η∈Zd\{0}

N∑
j=1

Âj

(
k − k(j) + η

ε
, T

)
P (j,η)
n,n0

∣∣∣∣∣∣


≤ cε3/2
 ∑
n∈N\n0

n
2s/d−4q/d

1/2ε3/2 N∑
j=1

∥∥∥Âj(·, T )
∥∥∥
L1
1(Rd)

+ ε
1/2+β(1−ρ)

N∑
j=1

∥∥∥Âj(·, T )
∥∥∥
L1
β(Rd)

∑
η∈Zd\{0}

|η|2q−β
 .

Hier ist die l2s/d-Summierbarkeit in n gegeben, falls 2s/d−4q/d < −1, das heißt wir benötigen

q >
d

4
+
s

2
. (6.14)

Für die Summierbarkeit in η muss gelten, dass β > 2q+ d. Für die Regularität der Bloch-
funktionen in P (j,η)

n,n0 benötigen wir außerdem, dass V ∈ Ha(T ) mit a > 2q + d− 2.
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Zu (ii): Für die Abschätzung von
#—

U ext,0 − #—

U app,0 in der X (s)-Norm berechnen wir∥∥U ext,0
n0

− Uapp,0
n0

∥∥
L1(B)

=

ε
1/2−d

∥∥∥∥∥∥
∑

η∈Z
k(j)

N∑
j=1

Ãj

(
· − k(j) + η

ε
, T

)
−
∑
η∈Zd

N∑
j=1

Âj

(
· − k(j) + η

ε
, T

)
P (j,η)
n,n0

(·)

∥∥∥∥∥∥
L1(B)

≤ ε1/2−d


∥∥∥∥∥∥
(

1− P (j,0)
n0,n0

(·)
) ∑
η∈Z

k(j)

N∑
j=1

Âj

(
· − k(j) + η

ε
, T

)∥∥∥∥∥∥
L1
(
Bερ (k(j))

)
+

∑
η∈Z

k(j)

N∑
j=1

∥∥∥∥∥Âj
(
· − k(j) + η

ε
, T

)∥∥∥∥∥
L1
(
Rd\Bερ (k(j))

)
 .

Mit der Normalisierung der Blochwellen und deren Lipschitzstetigkeit bezüglich k erhalten
wir wieder∣∣∣1− P (j,0)

n0,n0
(k)
∣∣∣ =

∣∣∣〈pn0(·, k(j)), pn0(·, k(j))− pn0(·, k)〉L2(T)

∣∣∣ ≤ L|k − k(j)|

für alle k ∈ B und j = 1, . . . , N . Weiter ist mit dem Übergang von k zu K∥∥∥∥∥Âj
(
· − k(j)

ε
, T

)∥∥∥∥∥L1
(
Rd\Bερ (k(j))

) = εd
∥∥∥Âj (·, T )

∥∥∥
L1
(
Rd\Bερ−1 (0)

)
= εd

∫
Rd

(
1− χBερ−1 (0)

)
(1 + |K|)sA (1 + |K|)−sA Âj (K,T ) dK

≤ εd
∫
Rd

(1 + |K|)sA Âj (K,T ) dK sup
K∈Bερ−1

(1 + |K|)−sA

≤ εd+(1−ρ)sA
∥∥∥Âj (K,T )

∥∥∥
L1
sA

(Rd)
.

Mit der obigen Rechnung und da wir ρ = 1/2 gewählt haben, ist

‖U ext,0
n0

− Uapp,0
n0

‖L1(B) ≤ Lε
1/2−d+dε

N∑
j=1

‖Âj(·, T )‖L1
1(R2)

+ cε
1/2ε

1/2sA

N∑
j=1

‖Âj(·, T )‖L1
sA

(Rd)

und daraus folgt für sA > 2 die Behauptung des Lemmas.

Wir fassen die Regularitätsbedingungen zusammen, die wir im obigen Beweis benötigt
haben. Wir können

q =

⌈
d

2

⌉
+ 1
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wählen. Mit dieser Bedingung, müssen die Potentiale erfüllen, dass

σ ∈ H2d d2e+2(T) und V ∈ H2d d2e+d+δ(T).

Damit ist der Satz bewiesen.

Wir haben also gezeigt, dass wir eine Lösung u der periodischen nichtlinearen Schrödin-
gergleichung durch einen geeigneten approximativen Ansatz mit einer Lösung der Coupled
Mode Gleichungen bis auf einen Fehler der OrdnungO(ε3/2) approximieren können, wenn es
diese gibt. Die Existenz einer lokalisierten Solitärwelle für die Coupled Mode Gleichungen
haben wir in Abschnitt 5.4 für d = 2 gezeigt.
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7 Zusammenfassung und Ausblick

Der Kern dieser Arbeit war die Untersuchung von Wellen in der Form von Wellenpaketen
in periodischen Strukturen für unterschiedliche Dimensionen. Als asymptotische Skalie-
rung haben wir Wellenpakete aus mehreren tragenden Blochwellen mit unterschiedlichen
Gruppengeschwindigkeiten betrachtet. Dadurch haben wir ein Amplitudensystem erster
Ordnung hergeleitet, die Coupled Mode Gleichungen.

Im eindimensionalen Fall haben die Coupled Mode Gleichungen eine Familie von lokali-
sierten Solitärwellen, welche durch die Geschwindigkeit v ∈ (−1, 1) parametrisiert sind.
Weil diese Solitärwellen in der spektralen Lücke der Coupled Mode Gleichungen existieren,
werden sie Gap Solitone genannt. Wir haben uns mit der Frage beschäftigt, ob für die
Coupled Mode Gleichungen in höheren Dimensionen ebenfalls eine Familie von bewegli-
chen Gap Solitonen existiert. Diese würden dann Wellenpakete des ursprünglichen Models
mit einer Reihe von Geschwindigkeiten in einem d-dimensionalen Intervall approximieren.
Um das zu untersuchen, haben wir die Coupled Mode Gleichungen hergeleitet und die
Struktur ihrer Dispersionsrelation untersucht. Wir benötigten eine Struktur, die eine spek-
trale Lücke aufweist und zudem am Rand des Spektrums durch ein isoliertes Extremum
begrenzt ist. Wir haben herausgefunden, dass die Dispersionsrelation der Coupled Mode
Gleichungen im Fall von zwei Dimensionen und für einen Ansatz aus vier Moden die ge-
wünschte Struktur aufweist.
Für diesen Fall haben wir numerisch stehende Solitärwellen gefunden und anschließend
durch NLS Asymptotik die Existenz von lokalisierten Wellen für die Coupled Mode Glei-
chungen rigoros bewiesen.
Bei der Frage nach beweglichen Solitärwellen für die Coupled Mode Gleichungen in höheren
Dimensionen haben wir gesehen, dass in dem oben genannten Fall von d = 2 Dimensionen
und N = 4 Moden mit unserem asymptotischen Zugang keine beweglichen Wellen möglich
sind, da sich für den Ansatz von beweglichen Wellen die Lücke in der Dispersionsrelation
der Coupled Mode Gleichungen schließt und wir lokalisierte Wellen ausschließlich in der
spektralen Lücke suchten.
Die Arbeit umfasst außerdem ein wichtiges Approximationsresultat. Wir haben die Coupled
Mode Gleichungen als asymptotisches Modell für die periodische nichtlineare Schrödinger-
gleichung für den allgemeinen Fall von d Dimensionen rigoros gerechtfertigt.

Die beschriebenen Resultate führen zu einer Reihe interessanter Fragestellungen, welche in
der Zukunft untersucht werden können.
Ein offenes Problem ist die Existenz beweglicher Solitärwellen für die Coupled Mode Glei-
chungen in höheren Dimensionen. Wir haben gesehen, dass wir diese mit unserem Ansatz
in dem Spezialfall d = 2 und N = 4 nicht finden konnten. Es könnte ein anderer Ansatz für
bewegliche Lösungen gewählt werden oder versucht werden, Lösungen nicht in der spek-
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tralen Lücke der Coupled Mode Gleichungen zu finden.
Wir haben uns außerdem in der Rechtfertigung der Coupled Mode Gleichungen auf den
Fall eines ω0 für alle Punkte

(
k(j), ω0

)
beschränkt. Dies hatte eine einfachere Schreibwei-

se zur Folge, wird aber in [DW18] für den allgemeinen Fall mit Moden zu den Punkten(
k(j), ωnj (k

(j))
)
durchgeführt.

In Kapitel 3.3 haben wir lokale Wohlgestelltheit für die Coupled Mode Gleichungen ge-
zeigt. Ein weiteres Ziel könnte es sein, die globale Wohlgestelltheit für die Coupled Mode
Gleichungen zu zeigen.
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Anhang

In diesem Kapitel wollen wir hilfreiche Sätze und Lemmata zusammenstellen, welche in
der Arbeit benötigt wurden.

Satz A.1. (Banachscher Fixpunktsatz)
Sei X ein Banachraum, ∅ 6= K ⊂ X abgeschlossen, T : K → K sei kontraktiv, das heißt
für ein θ < 1 gilt

‖Tx− Ty‖ ≤ θ‖x− y‖ ∀x, y ∈ K.

Dann hat T einen eindeutigen Fixpunkt.

Beweis. Der Beweis findet sich in [Sch13], Theorem 16.1.

Lemma A.2. (Algebra Eigenschaft)
Seien Φ,Ψ ∈ Hs(Rd), s > d/2. Dann gilt, dass Φ,Ψ ∈ C0(Rd) und ‖Φ‖C0 ≤ C‖Φ‖Hs und
es gilt die Abschätzung

‖ΦΨ‖Hs(Rd) ≤ c‖Φ‖Hs(Rd)‖Ψ‖Hs(Rd)

mit c unabhängig von Φ und Ψ.

Beweis. Für den Beweis siehe zum Beispiel Lemma 4.2 in [DU09].

Satz A.3. (Duhamels Prinzip)
Sei X ein Banachraum und L : X → X ein sektorieller Operator. Für α, T > 0 gelte

F ∈ C((0, T ), X).

Dann ist die eindeutige Lösung von

ut − Lu = F

u(x, 0) = u0.
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Anhang

gegeben durch

u(t) = etLu0 +

∫ t

0
e(t−τ)LF (τ)dτ, 0 ≤ t ≤ T.

Beweis. Für den Beweis siehe Kapitel 4 in [Lun12].

Lemma A.4. (Lemma von Gronwall)
Seien β, γ ∈ C([0, T ),R), γ ≥ 0. Dann gilt:

(i) Wenn eine Funktion w ∈ C([0, T ),R) die Integralungleichung

w(t) ≤ β(t) +

∫ t

0
γ(s)w(s)ds ∀t ∈ [0, T )

erfüllt, dann ist

w(t) ≤ β(t) +

∫ t

0
β(r)γ(r) exp

(∫ t

r
γ(s)ds

)
dr ∀t ∈ [0, T ).

(ii) Wenn w ∈ C([0, t),R) ∩ C1((0, T ),R) die Ungleichung

w′ ≤ β(t) + γ(t)w(t) ∀t ∈ [0, T ),

erfüllt, dann ist

w(t) ≤ w(0) exp

(∫ t

0
γ(s)ds

)
+

∫ t

0
β(r) exp

(∫ t

r
γ(s)ds

)
dr ∀t ∈ [0, T ).

Beweis. Der Beweis ist zum Beispiel in [Pac97] zu finden.

Lemma A.5. (Lemma von Riemann-Lebesgue)
Sei f ∈ L1(Rd) und sei f̂ die Fouriertransformierte von f , das heißt f̂ : Rd → Rd mit
f̂(k) =

∫∞
−∞ f(x)e−ikx dx. Dann gilt

|f̂(k)| → 0, |k| → ∞.

Beweis. Ein Beweis findet sich in [Lig66, Kapitel 4]
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Satz A.6. (Sobolevscher Einbettungssatz)
Sei Ω ⊂ Rn ein beschränktes Gebiet mit Lipschitz Rand Γ. Sei weiter k ∈ N, m ∈ N0 und
1 ≤ p <∞.
Wenn

k − n

p
≥ m+ γ

für 0 < γ < 1 gilt, dann ist die Abbildung Id: W k,p(Ω) ↪→ Cm+γ(Ω) eine stetige Einbettung,
das heißt es existiert ein c = c(Ω, n,m, p, k, γ), so dass für u ∈W k,p(Ω) die Ungleichung

‖u‖Cm+γ(Ω) ≤ c‖u‖Wk,p(Ω)

gilt.

Beweis. Ein Beweis wird zum Beispiel in Kapitel 8.9 in [Alt12] gegeben.

Lemma A.7. (Youngsche Ungleichung für Faltungen)
Sei 1 ≤ p, r, s ≤ ∞ mit 1

p + 1
r = 1

s + 1. Dann gilt für die Faltung f ∗ g die Abschätzung

‖f ∗ g‖Ls(Rd) ≤ ‖f‖Lr(Rd)‖g‖Lp(Rd).

Beweis. Der Beweis findet sich in [Wei00].

Satz A.8. (Satz von Plancherel)
Sei u ∈ L1(Rn) ∩ L2(Rn). Dann sind û und ǔ ∈ L2(Rn) und es gilt

‖u‖L2(Rn) = ‖ǔ‖L2(Rn) = ‖û‖L2(Rn).

Beweis. Für den Beweis siehe Kapitel 4.3, Satz 1 in [Eva10].
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