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1 Einleitung

Die vorliegende Arbeit beschéftigt sich mit der mathematischen Analyse der Ausbreitung
von lokalisierten Wellenpaketen in nichtlinearen Medien mit periodischer Struktur. Ein
interessantes Beispiel dafiir sind optische Impulse wie Licht in einem photonischen Kristall,
denn Licht durchlduft einen photonischen Kristall im mathematischen Sinne wellenartig.
Dieses Beispiel findet unter anderem Anwendung in der Dateniibertragung.

Ein photonischer Kristall ist die rdumlich periodische Anordnung dielektrischer Materialien
mit unterschiedlichem Brechungsindex. Der einfachste mogliche Fall eines photonischen
Kristalls besteht aus abwechselnden Schichten von zwei Materialien mit unterschiedlichen
dielektrischen Konstanten, siehe Abbildung 1.1. Eine detaillierte Einfiihrung in das Gebiet
von photonischen Kristallen wird in [JMW95] gegeben.

Wir werden in dieser Arbeit Wellen in periodischen Strukturen in 1D, 2D und hdheren
Raumdimensionen betrachten.

(a) Periodisch in eine Richtung (b) Periodisch in zwei Richtun- (c¢) Periodisch in drei Richtun-
gen gen

Abbildung 1.1: Einfaches Beispiel fiir Periodizitét in ein, zwei und drei Richtungen in 3D.
Die unterschiedlichen Farben repridsentieren verschiedene Materialien mit
unterschiedlichen dielektrischen Konstanten.

Eine besondere Art von Wellen sind die sogenannten Solitdrwellen. Eine stehende Solitér-
welle ¢e ™! entsteht durch die Balance zwischen nichtlinearen und dispersiven Effekten
und bewegt sich mit stabiler Form fort, welche sich iiber grofse Distanzen nicht dndert.
Andere Arten von Wellen wiirden zum Beispiel mit der Zeit abflachen, steiler werden oder
tiberkippen. Weiter erfiillen Solitdrwellen die Eigenschaft, dass |¢(z)| weg von der Null
exponentiell abflacht. Das heiftt, die Einhiillende der Welle hat einen globalen Peak und
fallt weit weg vom Peak ab.

Ein spezieller Fall von Impulsen in periodischen Strukturen sind die sogenannten Gap So-
litone, welche lokalisierte zusammenhédngende Wellen sind, deren Frequenz innerhalb einer
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Liicke des korrespondierenden linearen raumlichen Spektralproblems liegt. In vielen Féllen
existieren Gap Solitone in Familien, die durch Geschwindigkeit parametrisiert sind, so dass
die Geschwindigkeit fiir eine fixierte Frequenz variiert werden kann. Gap Solitone kénnen
fiir optische Netzwerke genutzt werden, zum Beispiel im Bereich von optischer Logik oder
optischen Switches [BTR98, SHO7].

Gap Solitone sind keine echten Solitone, da sie beim Zusammenprall keine elastische In-
teraktion aufweisen. Zwei sich gegensétzlich bewegliche Solitone laufen durcheinander hin-
durch und behalten wihrend dieses Vorgangs ihre Form. Solitdrwellen und Gap Solitone
hingegen besitzen diese Figenschaft nicht, da sie sich bei Kollision leicht in der Amplitude
dndern und ein oszillierender Rest iibrig bleibt. Weiterfithrende Grundlagen zu Solitarwel-
len und Gap Solitonen in periodischen nichtlinearen Medien sind beispielsweise in [AW8&9]
beschrieben.

Eine Reihe physikalischer Phanomene wird mathematisch durch partielle Differentialglei-
chungen beschrieben. Das Konzept von photonischen Kristallen wurde 1864 von J.C. Max-
well eingefithrt [Max64|. Die Modellierung des Vorgangs von Licht im photonischen Kris-
tall fiihrt von den Maxwell Gleichungen iiber die Darstellung als lineares hermitesches
Eigenwertproblem zur periodischen nichtlinearen Schrodingergleichung (PNLS)

i+ Au—Vu—olul’u=0, zeR%V,0eCRLR). (1.1)

Unser Ziel liegt darin, die Asymptotik von Wellenpaketen mit N Triagerwellen fiir (1.1) in-
nerhalb nichtlinearer periodischer Strukturen zu erforschen. Dafiir nutzen wir einen forma-
len Ansatz aus langsam variierenden Einhiillenden von kleinen und breiten Wellenpaketen,
siehe Abbildung 1.2. Diese Einhiillenden erfiillen ein System aus Amplitudengleichungen,
eine Art verallgemeinerte Coupled Mode Gleichungen (CMG). Fiir die Coupled Mode Glei-
chungen suchen wir Gap Solitone, um eine approximative Solitdrwelle fiir (1.1) zu finden.
Die Analysis ist aufgrund der konstanten Koeffizienten fiir die Coupled Mode Gleichungen
einfacher zu handhaben als fiir die urspriingliche Gleichung (1.1).

o™

Abbildung 1.2: Rdumlich breites Wellenpaket mit kleiner Amplitude. Es bezeichnet A die
Einhiillende und ¢, die Gruppengeschwindigkeit.



1.1 Einordnung in die Thematik

1.1 Einordnung in die Thematik

1) Probleme mit konstanten Koeffizienten

Die Bewegung von Wellen erfahren wir im téglichen Leben, zum Beispiel in Form von Was-
serwellen oder der Ausbreitung von Licht und Ton. Es gibt eine Reihe von mathematischen
Konzepten, um diese Phénomene in der Theorie zu verstehen und Probleme zu 16sen, die
aus solchen Vorgéngen resultieren.

Bei der Bewegung von Wellen unterscheiden wir zwei Kategorien. Zum einen gibt es die so-
genannten hyperbolischen Wellen. Dies sind Wellen, die durch eine hyperbolische partielle
Differentialgleichung beschrieben werden. Prototypen fiir hyperbolische Wellen auf R? sind
die Wellengleichung ¢y = c3Ap, ¢p € R mit dem Laplaceoperator A = 92 e+ 0?2 , in
d Dimensionen oder auch die Transportgleichung ¢; + oV = 0, ¢g € R.

Auf der anderen Seite gibt es die sogenannten dispersiven Wellen, welche durch die Form
ihrer Losung charakterisiert sind [Whi74]. Obwohl wir uns in der vorliegenden Arbeit vor-
rangig mit nichtlinearen Wellen beschéftigen, bildet die lineare Wellentheorie eine wichtige
Grundlage fiir unsere Untersuchungen. Fiir lineare Probleme mit konstanten Koeffizienten
werden dispersive Wellen tiblicherweise durch die Existenz einer elementaren Losung in der
Form einer sinusodialen Welle

o = Aei(k-zfojt) (12)

verstanden, wobei A die Amplitude, die Frequenz w eine reellwertige Funktion des Wellen-
vektors k ist und im Allgmeinen gilt, dass A € C™ mit m € N. Die Funktion w = W (k)
mit W : R — R, welche k& und w in Relation zueinander setzt, heift Dispersionsrelation.
Im Allgemeinen gibt es mehrere Losungen mit unterschiedlichen Funktionen W (k). Wir
werden diese im Folgenden als Moden bezeichnen, siche [Whi74|. Dispersive Systeme besit-
zen die Eigenschaft, dass die Determinante der Hessematrix von W ungleich Null ist und
dass das zugehorige W (k) reellwertig ist.

Es gibt Félle, in denen sich beide Arten von Wellen iiberschneiden. Das heifst, es gibt
hyperbolische Gleichungen, die eine Losung der Form (1.2) mit nichttrivialer Dispersions-
relation w = w(k) haben, in dem Sinne, dass die Phasengeschwindigkeit nicht fiir alle &
gleich ist und wirklich Dispersion auftritt. Ein Beispiel dafiir ist die Klein-Gordon Glei-
chung oy — @z + ¢ = 0, denn die Dispersionsrelation lautet w = v/k2 + 1 und damit ist
offensichtlich w” # 0.

Allgemeinere Losungen bestehen aus der Uberlagerung mehrerer Moden der Form (1.2) mit
unterschiedlichen Wellenzahlen k. Wenn die Phasengeschwindigkeit nicht fiir alle k& gleich
ist, so bewegen sich die Moden zu den unterschiedlichen Wellenvektoren k& mit unterschied-
lichen Geschwindigkeiten. Das nennt man Dispersion. Wir benétigen die Bedingung, dass
k — Vw(k) nicht konstant ist, damit die Gleichung dispersiv ist. Wenn namlich w(k) = cok
mit einer Konstante cq ist, so ist die Phasengeschwindigkeit fiir alle k gleich und die Moden
mit unterschiedlichen k breiten sich alle mit derselben Geschwindigkeit aus.

Der hauptséachliche Effekt der Nichtlinearitat bei dispersiven Gleichungen ist das Auftreten
einer Amplitudenabhéngigkeit in der Dispersionsrelation. Eine weitere spezifische Konse-
quenz der nichtlinearen Form ist die Existenz von solitdren Wellen. Wellen mit diesem Profil
wiirden in der linearen Theorie zerlaufen, doch in einigen Féllen balanciert die Nichtlinea-
ritdt die Dispersion aus, so dass Wellen von bestdndiger Form produziert werden kénnen.



Kapitel 1 Einleitung

Die nichtlineare Schrédingergleichung ig; + Ap + |p[?p = 0 gehort zu der Klasse der
nichtlinearen dispersiven Gleichungen, denn die Dispersionsrelation zum linearen Problem
lautet w = |k|? und deren Hessische sind nicht Null.

2) Probleme mit rdumlich periodischen Koeffizienten

Wir betrachten das Anfangswertproblem fiir die verallgemeinerte nichtlineare Schrédinger-
geichung

iOu=—Au+V(@)u+ f(Ju?)u
u(0) = wo,

wobei u : R x R, — C eine Wellenfunktion ist. Weiter ist V() ein beschrinktes Potential
und f ist eine reelle analytische Funktion. Fiir dieses Anfangswertproblem wurde in [Pell1]
fiir ug € H*(RY) die Existenz einer eindeutigen lokalen Losung u(t) gezeigt.

Wie wir spéter sehen werden, fiihrt der Schridinger Operator L = —A + V zum soge-
nannten Blocheigenwertproblem. Fiir ein Problem mit periodischen Koeffizienten erhalten
wir durch das Blocheigenwertproblem die Eigenwerte wy, (k). Das urspriingliche Problem
ist dispersiv, wenn gilt, dass det(D?w(k)) # 0.

Wie wir spéter sehen werden, fiihrt der Schridinger Operator L = —A + V zum soge-
nannten Blocheigenwertproblem. Fiir ein Problem mit periodischen Koeflizienten erhalten
wir durch das Blocheigenwertproblem die Eigenwerte wy, (k). Das urspriingliche Problem
ist dispersiv, wenn gilt, dass det(D?w(k)) # 0.

In der vorliegenden Arbeit interessieren wir uns fiir Wellenpakete in nichtlinearen Pro-
blemen mit periodischen Koeffizienten, welche durch eine sogenannte langsam variierende
Einhiillendenapproximation untersucht werden kénnen. Der Einhiillendenansatz wird ge-
nutzt, um eine Gleichung wie die Wellengleichung mit quadratischer oder kubischer Nicht-
linearitéat oder die periodische nichtlineare Schrédingergleichung zu approximieren.

Wir nutzen sie in der vorliegenden Arbeit fiir die Rechtfertigung der effektiven Gleichun-
gen fiir die periodische nichtlineare Schrédingergleichung. Durch die Wahl eines geeigneten
Ansatzes mochten wir eine Approximation der Losung erhalten, deren Fehler mdglichst
klein sein soll. Dafiir wihlen wir den approximativen Ansatz basierend auf einer Bloch-
welle als Losung des linearisierten Problems. Die Welle wird mit einer kleinen und breiten
Einhiillenden mit langsamer Modulation in Raum und Zeit multipliziert.

Durch das Einsetzen des Ansatzes in die urpsriingliche Gleichung erhalten wir das Residu-
um. Dieser Vorgang ist aus der Multiskalenanalysis bekannt. Um ein Approximationsergeb-
nis zu erhalten, benétigen wir ein kleines Residuum. Nach der Abschétzung des Residuums
erhalten wir die finale Fehlerabschétzung durch ein Gronwallargument.

Fiir die Abschitzung des Residuums spielen die entsprechenden Funktionenrdume eine
wichtige Rolle, denn die resultierende Fehlerordnung sollte grofer als die Ordnung des ap-
proximativen Ansatzes sein. Zum Beispiel wird in der klassischen NLS-Asymptotik fiir die
Wellengleichung in 1D das Residuum in H?® abgeschétzt. In hdheren Dimensionen funktio-
niert das nur mit einem verbesserten Ansatz. Das Problem dabei ist die Skalierungseigen-
schaft der L?-Norm

1 f(e)lL2mny = 5_n/2||f||L2(]Rn)a
so dass bei der Abschétzung des Residuums n/2 e-Potenzen verloren gehen. Deshalb wird
das Residuum in hoheren Dimensionen im Blochraum auf Basis von L' abgeschiitzt. Wir
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werden in unserer Rechtfertigung ebenfalls mit Blochvariablen und in L' arbeiten. Genau-
eres dazu werden wir an entsprechneder Stelle erlautern.

Die Skalierung der Einhiillenden A ist nicht eindeutig und kann zu verschiedenen Ampli-
tudensystemen mit qualitativ unterschiedlichen Lésungen fiihren.

Fiir die periodische nichtlineare Schrodingergleichung (PNLS)

i = —Au + V(z)u + o(z)|ul*u (1.3)

mit V.o € C (Rd, R) 217% periodisch, wird der Ansatz aus sogenannten Blochwellen kon-
struiert. Blochwellen sind eine Art Verallgemeinerung von ebenen Wellen, welche die Tra-
gerwellen von Losungen der Linearisierung von (1.3) mit konstanten Koeffizienten sind.
Mittels Blochtheorem folgt, dass alle beschrankten Losungen der linearen Schrodingerglei-
chung die Form W(z, k,t) = p(x, k)e!**=%) haben, wobei p(z + 2me;, k) = p(a,k),j =
1,...,d die Periodizitiat des Potentials V' erfiillt. Die Welle ¥(z, k, t) wird Blochwelle ge-
nannt.

Fiir die Konstruktion eines Ansatzes gibt es standardméfig zwei Méglichkeiten, ndmlich auf
der einen Seite die Verwendung von Wellenpaketen mit einer einzelnen tragenden Blochwel-
le und auf der anderen Seite die Konstruktion aus mehreren Blochwellen mit unterschied-
lichen Gruppengeschwindigkeiten. Die beiden Moglichkeiten unterscheiden sich durch ihre
asymptotischen Skalierung.

In dem ersten Fall wird eine einzelne Blochwelle mit einer Einhiillenden multipliziert, wel-
che von der sogenannten ,moving frame* Variablen x —c4t mit der Gruppengeschwindigkeit
cg abhingt und in der Zeit sehr langsam skaliert ist. Das Wellenpaket breitet sich mit einer
Geschwindigkeit aus, welche asymptotisch nah an der Gruppengeschwindigkeit der tragen-
den Welle ist [BSTU06, GWHO1, DR18|. Der Ansatz

™™ (z,t) = A (e(z — cgt),th) pla, ko)e*or=wt gt e R, 0<e< 1 (1.4)

fiihrt in diesem Fall zur kubischen nichtlinearen Schrédingergleichung mit konstanten Ko-
effizienten.

In [BSTU06] wird eine Wellengleichung mit quadratischer bzw. kubischer Nichtlineari-
tét in 1D durch einen Ansatz der Form (1.4) mit entsprechendem komplex konjugiertem
Summanden approximiert. Die effektive Gleichung ist eine nichtlineare Schrédingerglei-
chung mit konstanten Koeffizienten. Sie wird mittels Multiskalenanalysis hergeleitet und
die Abschétzungen fiir die Rechtfertigung werden in Blochvariablen durchgefiihrt, wobei
ein erweiterter Ansatz konstruiert wird, um das Residuum klein genug zu bekommen. Der
asymptotische Fehler wird dann mittels Gronwall Lemma abgeschétzt. So werden auch wir
in Kapitel 6 verfahren, wobei wir fiir die Abschétzungen der Strategie in [DH17] folgen und
auf die L'-Norm zuriickgreifen. Dieses Vorgehen wird spiiter genauer erklirt. Ansatz (1.4)
wurde in hoheren Dimensionen in [DR18| fiir die Gross-Pitaevskii Gleichung (wir bezeich-
nen diese in der vorliegenden Arbeit als periodische nichtlineare Schrédinger Gleichung)
und eine semilineare Wellengleichung untersucht.

Im zweiten Fall werden mehrere Einhiillende genutzt. Deren langsam variierende Skalierung
von (ex,et) fiihrt als effektive Gleichungen zu einem Amplitudensystem fiir die Einhiil-
lenden, welches Coupled Mode Gleichungen genannt wird [AW89, SU01, GWHO01, AP05,
DH17, Pelll|. Die periodische nichtlineare Schrodingergleichung wurde in 1D bereits in
[Pelll] und [Doh14| sowie in 2D in [DPS09] und [DU11]| jedoch fiir andere zeitunabhéngige
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effektive Gleichungen diskutiert. In [DU11] wurde die Gleichung fiir ein nichtseparables
Potential mit endlichem Kontrast untersucht. Im Gegensatz zum Fall mit separablem Po-
tential [DPS09] muss die Herleitung der Coupled Mode Gleichungen fiir ein nichtsepara-
bles Potential in Blochvariablen, siehe Kapitel 2.2, durchgefiihrt werden. Die Zielsetzung
in [Doh14] war die Untersuchung der Asymptotik von beweglichen Solitdrwellen fiir (1.3)
mit einem sogenannen finiten Bandpotential und zusétzlicher kleiner Stérung V +e¢W. Im
eindimensionalen Fall hat der Ansatz die Form

U (z, 1) = g/ 2ot <A+ (ex, et) p(, ko)e™ 0% + A_ (ex, et) p(x, —ko)e_ikoz> (1.5)

mit 0 < ¢ < 1, wobei p(z, +kg)e(FFor=wo) zwei Blochwellen sind. Dieser Ansatz fiihrt
zu einem System aus zwei Gleichungen vom Dirac-Typ, den Coupled Mode Gleichungen.
Damit Ansatz (1.5) eine approximative Solitdarwelle fiir das urspriingliche Problem (1.3)
liefert, muss das Einhiillendenpaar (A, A_) eine solitonéhnliche Losung der Coupled Mo-
de Gleichungen sein. Der Inhalt dieser Arbeit baut auf den Untersuchungen in [Doh14| auf
und weitet die Suche nach lokalisierten Losungen der periodischen nichtlinearen Schrédin-
gergleichung auf allgemeine Potentiale mit kleiner Storung V 4 eW und hoéhere Ortsdi-
mensionen aus. Wir zeigen, dass eine konkrete Wahl des Potentials V' wie in [Doh14]| nicht
notwendig fiir Coupled Mode Gleichungen mit einer spektralen Liicke ist.

In [AW89] wurde die Interaktion zwischen zwei gegensetzlich verlaufenden Moden eines
elektromagnetischen Feldes in einem eindimensionalen periodischen nichtlinearen Medi-
um behandelt. Fiir ein System aus zwei gekoppelten nichtlinearen Amplitudengleichungen,
ghnlich zu unseren Coupled Mode Gleichungen, wird eine durch zwei Parameter charakte-
risierte Familie von nichtstationéren solitondhnlichen Losungen prasentiert. Diese Solitér-
wellen reprasentieren optische Wellenziige, deren Einhiillende sich unveréndert durch einen
Reflektionsfilter bewegt, mit der Besonderheit, dass die mittlere Wellenldnge der Solitar-
welle im Inneren der spektralen Liicke liegt.

Wir suchen lokalisierte Losungen der Coupled Mode Gleichungen in einer spektralen Liicke,
weil die linearen Lésungsmoden in spektralen Liicken exponentiell sind. In den sogenannten
Jbails®, das heifit den Ausldufern der nichtlinearen Lsung, iberwiegen die linearen Dyna-
miken, da die kubische Nichtlinearitdt in den Ausléufern vernachléssigbar ist. Gleichung
(1.3) wurde in &hnlicher Form, jedoch mit unterschiedlicher e-Skalierung fiir zwei Raum-
dimensionen in [AS18| und fiir d Raumdimensionen in [GMSO08] untersucht.

In [AS18] ist die zugrunde gelegte periodische Struktur ein Honigwabengitter und als ef-
fektive Gleichungen erhilt man ein System aus zwei Diracgleichungen.

Der approximative Ansatz in [GMSO08| fithrt zu einem Amplitudensystem in N Varia-
blen. Die Abschétzungen fiir die appoximative Losung werden in dem e-skalierten Sobo-
levraum

ety = { € R

/ (1 + |ek|®)|f (k) dk < oo}
Rd

durchgefiihrt. Fiir die Rechtfertigung dieser Gleichungen ist es notwendig, dass die un-
terschiedlichen Frequenzen ein sogenanntes Closed Mode System ausreichend hoher Ord-
nung, abhéangig von der Raumdimension d, bilden. In der asymptotischen Entwicklung des
Wellenpakets miissen die Autoren von [GMS08| zusétzlich mit Termen hoherer Ordnung
arbeiten, was in der Rechtfertigung in Kapitel 6 nicht nétig ist.

Die effektiven Gleichungen in beiden Fallen, [GMS08| und [AS18|, besitzen jedenfalls kei-
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ne spektrale Liicke, weshalb in diesen Fillen - im Gegensatz zu unserer Arbeit - keine
lokalisierten Losungen zu erwarten sind.

1.2 Hauptresultate und Aufbau

In der vorliegenden Arbeit betrachten wir die periodische nichtlineare Schrédingergleichung
mit kleiner Stérung eW

10 = —Au+ (V(x) +eW(2))u + o(z)|ul*u, =Ry teR, (1.6)

mit V,o € C(R%,R). Das Potential W wird spiter spezifiziert. Unser formaler Ansatz fiir
eine Wellenpaketlosung lautet

N
UPPP (1, 1) = g/ 2 w0t Z Aj (ex, et) ppo(x, k:(j))eik(])'m, 0<ex,
j=1

KO -a—wot) iy j=1,..., N die tragenden Blochwellen sind, sieche Ab-

wobei pp, (2, k9))el
schnitt (2.2).
Kapitel 2 behandelt die fiir die vorliegende Arbeit notwendigen mathematischen Grundla-
gen. Zunéchst erkldren wir in Abschnitt 2.1 einige wichtige Begriffe und Zusammenhénge
aus dem Bereich der dispersiven Wellen, wie zum Beispiel die Phasen- und Gruppenge-
schwindigkeit, sowie die Dispersionsrelation.

In Abschnitt 2.2 behandeln wir dann das Blocheigenwertproblem fiir den d-dimensionalen
Fall. Wir erldutern das Konzept von Blochwellen, gehen auf die Bandstruktur ein und er-
klaren die Wahl der Blochwellen fiir unseren asymptotischen Ansatz.

Fiir die spétere Analysis benotigen wir spezielle Funktionenrdume, welche wir ebenso wie
die Blochtransformation einfithren. Weiter untersuchen wir die Abhéngigkeit der Regula-
ritdt der Blochfunktionen von dem Potential V.

Wir leiten in Kapitel 3 die sogenannten Coupled Mode Gleichungen in 1D und in kurzer
Form in héheren Dimensionen her und zeigen, welche Struktur die Gleichungen fiir den
allgemeinen d-dimensionalen Fall fiir einen Ansatz aus N Moden haben.

Wir werden sehen, dass die periodische nichtlineare Schrédingergleichung in 1D mit einem
Ansatz der Form (1.5) fiir ein Potential mit kleiner Stérung V + ¢W fiir geeignete W zu
Coupled Mode Gleichungen fiihrt, deren linearer Teil die Form

i(aTA+ + 098XA+) + KA_ =0
i(OrA_ — cg0xA_) + kAL =0

mit T = et und X = ex, k > 0 hat, so dass der resultierende rdumliche Operator eine spek-
icgOx K

K —icg(%()
R\ (=, ) ist. In speziellen Féllen sind die Coupled Mode Gleichungen identisch zu denen
fiir periodische Strukturen mit kleinem Kontrast, siche [AWS89, Pelll, GWHO1]. Im eindi-
mensionalen Fall kann man im Gegensatz zu héheren Dimensionen bewegliche, exponentiell
lokalisierte Losungen fiir die Coupled Mode Gleichungen nachweisen. Fiir einen Spezialfall

trale Liicke aufweist. Das liegt an der Tatsache, dass das Spektrum von
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kann sogar explizit eine Familie von lokalisierten Lésungen angegeben werden.

Neben der Struktur der Coupled Mode Gleichungen in d Dimensionen zeigen wir deren
lokale Wohlgestelltheit.

Es folgt in Kapitel 4 die Untersuchung der Dispersionsrelation der Coupled Mode Glei-
chungen fiir den zweidimensionalen Fall. Wir erldutern, welche Eigenschaften die Disper-
sionsrelation erfiillen muss, damit wir eine spektrale Liicke des zugehorigen rédumlichen
Operators erhalten und diskutieren die Existenz einer spektralen Liicke fiir approximative
Anséatze aus zwei, drei und vier Moden.

In Kapitel 5 erlautern wir das asymptotische Vorgehen fiir die Konstruktion von lokalisier-
ten Losungen der Coupled Mode Gleichungen in 2D. Diese werden durch eine nichtlineare
Schrédingergleichung mit konstanten Koeffizienten approximiert. Eines unserer Hauptziele
ist es, Gap Solitone als Losungen fiir die Coupled Mode Gleichungen zu finden und damit
Solitdrwellen fiir die periodische nichtlineare Schrodingergleichung zu approximieren.

Fiir den Fall von zwei Raumdimensionen présentieren wir in Abschnitt 5.2 unsere nume-
rischen Ergebnisse, welche eine stehende lokalisierte Solitarwelle fiir die Coupled Mode
Gleichungen liefert, siche Abbildung 1.3. Dafiir erldutern wir in Kiirze unser Vorgehen und
erkldaren die verwendeten numerischen Verfahren und Algorithmen.

Abbildung 1.3: Zeitharmonische Losung der Coupled Mode Gleichungen in 2D in der spek-
tralen Liicke.

Auf Grundlage der Asymptotik beweisen wir dann in Abschnitt 5.3 die Existenz von lokali-
sierten Solitdrwellen fiir die Coupled Mode Gleichungen mit Hilfe einer Lyapunov-Schmidt
Reduktion und der Anwendung des Banachschen Fixpunktsatzes. Wir formulieren das
Hauptresultat



1.2 Hauptresultate und Aufbau

Satz 1.1. Sei C Liosung der nichtlinearen Schridingergleichung mit konstanten Koeffizi-
enten (5.16) mit C(X) = C(—X), C € L}, (R?) und s¢ > 1. Dann eistiert ein gg > 0
und ein ¢ > 0, so dass die Coupled Mode Gleichungen (5.4) mit Q = Qg + 2Qy fiir alle

e € (0,e0) eine Losung B mit B € X haben und es gilt

||§ - gapp”q? < e
und B(X) — 0 fiir | X| — oo. Dabei ist éapp definiert durch

Bapp(X) = eC(eX)7U0(0), jo € {1,...,4}.

Eine Schwierigkeit in dem Beweis des Approximationstheorems ist, dass wir einen Operator
erhalten, welcher nicht invertierbar ist. Wir schrianken uns deshalb fiir die Losung auf den
symmetrischen Sobolevraum

Liym = {0 € LI(R?) | 4(r) € R Vx € R* supp(d) C B.1/2(0)}
ein und zeigen, dass der Operator dort invertierbar ist.
Wir diskutieren in Abschnitt 5.4, weshalb es im Fall von d = 2 Dimensionen und N = 4
Moden keine beweglichen lokalisierten Losungen fiir die Coupled Mode Gleichungen geben
kann. Dafiir zeigen wir, dass die Coupled Mode Gleichungen in diesem Fall eine horizontale
Asymptotik aufweisen, was fiir einen Ansatz mit sogenannten ,moving frame* Variablen
zum Schnitt mit einer Hyperebene fiihrt.
In Kapitel 6 fiihren wir schlieflich eine rigorose Rechtfertigung fiir die periodische nichtli-
neare Schrodingergleichung durch. Als Hauptresultat erhalten wir den folgenden Satz.

Satz 1.2. Unter geeigneten Regularititsannahmen an V,W und o und fir (Ay,..., AN)
Lésung der Coupled Mode Gleichungen (4.17) mit A; € O ([0, 7o), LL, (R?) N L? (RY)),
orA; e C ([0, To), L*(RY)) fiir ein Ty > 0, s4 > d und alle j = 1,..., N, existiert ein ¢ > 0
und g9 > 0, so dass, falls u(x,0) = u®P(x,0), gegeben durch Ansatz (1.5), so erfillt die
Lésung u von (1.6), dass u(z,t) — 0 fir |z| — oo und

Ju(-,t) = u™P(, )]l o < e fiir alle € € (0,e0),t € [0,eTy).

Dabei bezeichnet Cl? den Raum der stetigen und beschrankten Funktionen, versehen mit
der Supremumsnorm und flj die Fouriertransformierte von A; fir j =1,..., N.

Fiir die Rechtfertigung transformieren wir Gleichung und Ansatz in Blochvariablen und
definieren einen erweiterten Ansatz, der das Residuum klein werden ldsst. Das Residu-
um wird in einem L'-basierten Raum abgeschitzt, fiir den man mit einem Satz dhnlich
zum Lemma von Riemann-Lebesgue eine Abschitzung fiir die CP-Norm erhilt. SchlieRlich
nutzen wir ein Gronwall Argument, um den asymptotischen Fehler zu kontrollieren.






2 Mathematische Grundlagen

Unser Ziel in diesem Kapitel liegt darin, wichtige Begriffe aus dem Bereich der dispersi-
ven partiellen Differentialgleichungen und der Blochtheorie zu erldutern und damit eine
Grundlage fiir die darauf folgenden Untersuchungen zu schaffen.

2.1 Dispersive Wellen

Wie in der Einleitung erwéhnt, beschreibt Dispersion den Effekt, dass sich Wellen zu ver-
schiedenen Wellenldngen mit unterschiedlichen Geschwindigkeiten ausbreiten. Als Beispiel
fiir dispersive Wellen kann man ein Prisma betrachten, in dem Licht gebrochen wird.
Durch die unterschiedlichen Ausbreitungsgeschwindigkeiten der Lichtwellen im Glas wer-
den verschiedene Farben beim Ubergang von Luft zu Glas und zuriick unterschiedlich stark
gebrochen. Auf der Seite, zu der das Licht aus dem Prisma austritt, sieht man deshalb ein
farbiges Spektrum.

Fiir diesen Abschnitt greifen wir auf die Erlauterungen und Resultate in [Doh16| zuriick.

Durch dispersive partielle Differentialgleichungen kénnen eine Reihe physikalischer Phéano-
mene beschrieben werden. Beispiele fiir dispersive Gleichungen sind die Schrodinger Glei-
chung

10w+ Au =10, z € R,

die lineare Korteweg de Vries Gleichung
6tu+a8xu—|—8§u:0, acRzecR
oder die Klein Gordon Gleichung
O*u = 0*u — au, a > 0,z € R.

Allgemein betrachten wir ein System von m € N linearen partiellen Differentialgleichungen
mit konstanten Koeffizienten auf R"

P(04,0p,,...,05,) 0 =0, z€R" ¢t >0, (2.1)

wobei @ : R® € C™ und P : R*t! — C™*™_ Wir nehmen an, dass
1. P;;(y) ist linear in y; Vj

2. 0y, Pij(y) =0 Vi,j,i# jund

11
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3. 0y, Pyjly) # 0 V5.

Diese Annahmen stellen sicher, dass das System beziiglich ¢ erster Ordnung ist, dass alle
Gleichungen die Zeitableitung enthalten und dass in der j—ten Gleichung die Zeitableitung
nur auf u; wirkt.

Zunéachst definieren wir die Dispersionsrelation, welche die Frequenz w € R und den Wel-
lenvektor k € R" in Zusammenhang bringt.

Definition 2.1. (Dispersionsrelation)
Die Dispersionsrelation von Gleichung (2.1) ist gegeben durch

det (P (—iw, ik, ..., iky,)) = 0.

Bemerkung 2.2. Weil die Dispersionsrelation eine algebraische Gleichung vom Grad m
ist, hat sie m Losungen Wi (k), ..., Wi, (k), die wir Moden nennen. Sie liefern m elementare
Losungen von (2.1).

Wir fiihren nun eine Funktion 6 ein, welche die Phase der j-ten Mode der Losung ist. Wir
definieren sie als

0=k -z—-W;k)t, j=1,...,m

mit dem Wellenvektor k& und der Frequenz w;, welche durch die Dispersionsrelation w; =
W;(k) gegeben ist. Die Wellenfronten 6 = ¢, ¢ € R bewegen sich mit der sogenannten
Phasengeschwindigkeit fort.

Definition 2.3. (Phasengeschwindigkeit)
Die Phasengeschwindigkeit der j-ten Losungsmode von (2.1) ist definiert durch

: W;(k)k
UI()J)(k) — R
Fiir d = 1 reduziert sich die Phasengeschwindigkeit zu v}f )(k) = W]T(k) Fiir die Definition

der Dispersion fithren wir zunéchst den Begriff der Gruppengeschwindigkeit ein. Das ist
die Geschwindigkeit, mit der sich die Einhiillende des Wellenpakets fortbewegt.

Definition 2.4. (Gruppengeschwindigkeit)
Die Gruppengeschwindigkeit der j-ten Losungsmode von (2.1) ist definiert als

v (k) = VW;(k).

Wie in der Einleitung beschrieben, bedeutet Dispersion im Wesentlichen, dass sich Wellen
zu unterschiedlichen Wellenzahlen mit unterschiedlichen Geschwindigkeiten ausbreiten.

12
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Definition 2.5. (Dispersion)
Gleichung (2.1) ist unter Annahme 1-3 dispersiv, wenn Wj(k) € R, j =1,...,m, wenn m
linear unabhingige Losungen €M) (k), ..., 0" (k) € C™ von

P(—=iWj,iky, ..., ikn)EW (k) = 0

existieren und wenn det(D?W;)= 0 fiir wenigstens ein j ist.

2.2 Blochtheorie und Funktionenraume

In dem folgenden Abschnitt werden wir uns mit Begriffen wie der Blochtransformation,
dem Blocheigenwertproblem und der Regularitdt der Blochfunktionen beschéftigen.

Blocheigenwertproblem

Wir behandeln fiir den allgemeinen Fall von d Dimensionen das Blocheigenwertproblem
und werden einige bekannte Ergebnisse aufgreifen. Wir betrachten das zu Gleichung (1.3)
gehorige lineare Problem

i0u+ Au —V(z)u =0 (2.2)

mit v = u(x,t), x € RYt € R und d € N. Weiter sei das Potential V' periodisch, so dass
V(z +2me;) = V(z) fiir j =1,...,d, wobei e; der j-te Einheitsvektor ist.

Fiir (2.2) suchen wir Lésungen in Form eine Blochwelle, das heift u(x,t) = e i (x, k) .
Setzen wir die Blochwelle in (2.2) ein, so erhalten wir

idre” " (2, k) + Ale™ (2, k) = V(x)e I (z, k) = 0,
woraus folgt, dass
(A4 V) =wp (2.3)

ist. Nach dem Blochtheorem haben stationdre beschrinkte Losungen von (2.2) die Form
einer Wellenfunktion der Art o (x,k) = p(x, k)e?** [SI07]. Die Eigenfunktionen p heifen
Blochfunktionen und haben die gleiche Periodizitat wie das Potential V', multipliziert mit
der komplexen Phase einer ebenen Welle, siehe [SR78].

Setzen wir diese Darstellung fiir ¥ in (2.3) ein, so ergibt sich das Blocheigenwertproblem

L(x, k)p=(— |V—|—z’/~c|2—|—V)p:wp,x eT (2.4)

mit k € B == (-3, 1] “ und dem d-dimensionalen Torus T := R? /(27Z%). Wir nennen B die
Brillouinzone.

Im weiteren Verlauf werden wir die Selbstadjungiertheit des Operators benutzen, weshalb
wir das folgende Lemma beweisen.

13
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Lemma 2.6. Der Operator L(-, k) = ( — |V +ik|*> + V) ist selbstadjungiert in L*(T).

Beweis. Sei L(z, k) = (— |V +ik[*+ V).

Es ist
(L 0)f g = [ (Z1V+ b2 +V) f@)go) do
T
= / (—A = 2ik -V + k> + V) f(z)g(z) dx
T
= [ f(&)(—A =2ik -V + |k]2+ V) g(z) dx
= (f, L(z, k)g)r.
Weiter ist )
D(L) = {f € HA(T)|f € HR (R}
mit f periodische Fortsetzung von f auf R? und es ist D(£) = D(L*). O

Fiir jedes k € B existieren in (2.4) unendlich viele Eigenwerte wy,(k),n € N mit wy, (k) — oo
fir n — oco. Die abzéhlbar vielen Eigenpaare von (2.4) bezeichnen wir mit (wp,p,). Das
Spektrum von L := —A + V ist reell und gegeben durch

o(L) = | wa(k).
neN,
keB

Den Graphen (k, wy,(k)) bezeichnen wir als Bandstruktur und wir sortieren die Eigenwerte
der Grofe nach, das heift wi(k) < -+ < wp(k) < wpyi(k) < ..., wobei wy(k) n-tes
Blochband heifst. Wir wéhlen die iibliche Normalisierung, so dass die Blochfunktionen
pn(z, k) ein Orthonormalsystem in L?(T) bilden, das heift

<p](a k)apl(" k)>L2(T) = 95,0 J,leN.
Die p,, sind quasiperiodisch in k, was bedeutet, dass
po(z, k4 e;) = po(x, k)e™™ fiir j =1,...,d. (2.5)

Das Sortieren der Eigenwerte nach ihrer Grofe hat zur Folge, dass die Blochbander nicht
differenzierbare Stellen haben. Diese entstehen durch die Schnittstellen in der Bandstruk-
tur. Das Differenzieren des Eigenwertproblems nach k aufserhalb der Schnittmenge der
Béander fithrt formal zu der Gleichung

— AV DPn — 2i(vxpn + kV, V, pn) + 2kpp, — |k|2vk Pn + V(J?)Vk Dn
= wn Vi Pn + P Vi wy.

14
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Aus Abschnitt 2.1 wissen wir, dass die Gruppengeschwindigkeit die Form Uén) (k) == Vwy(k)

fir n = 1,...,d hat. Stellen wir den obigen Term nach Vw,(k), so erhalten wir fiir die

Gruppengeschwindigkeit vén) (k), dass

vé")(k) = Vwn(k) = 2((k — iV)pn, Pn) 12(1)

gegeben ist. Die Gruppengeschwindigkeit werden wir an spéterer Stelle benGtigen.

Blochtransformation

Um spéter die Coupled Mode Gleichungen als Approximation fiir die periodische nichtli-
neare Schrédingergleichung zu rechtfertigen, definieren wir die Blochtransformation, welche
eine Erweiterung der Fouriertransformation darstellt. Die Blochtransformation wurde im
Jahr 1950 von Gelfand eingefiihrt [Gel50] und spéter fiir die Analysis des Schrodinger Ope-
rators —# + V genutzt [SR78|. Der Vorteil einer Transformation in Blochvariablen ist,
dass die linearen Eigenfunktionen p,, alle 27-periodisch in jeder Ortskoordinate sind. Das
Orthogonalisierungsgebiet ist daher immer der d-dimensionale Torus T.

Fiir die Definition der Blochtransformation in d Dimensionen nutzen wir die Fouriertrans-
formation.

Definition 2.7. (Fouriertransformation)
Wir definieren die Fouriertransformation F(u) = 4 als

a(k) = w(z)e T dy
u(k) = @n)? /Rd (z) d

und die inverse Fouriertransformation F~tu = @ als

(k) = /]Rd a(z)et T de. (2.6)

Es gilt, dass u = (@) [Eval0], falls u € L(R™).

Fiir die Motivation der Blochtransformation schreiben wir formal
u(z) = / a(k)e™ dk =) / ¢k + ) dk = / Mz, k) dk
Rd " JB B
ne’
mit B = (-1/2,1/2]¢.

Definition 2.8. (Blochtransformation)
Die Blochtransformation ist definiert durch

i(x, k) = (Tu)(2,k) = Y _ ik +n)e” (2.7)

nezd

mit

T H? (Rd) ~ L2 (B, H* (T))

und der Riicktransformation u(z) = 7 'a(z, k) = [; e*a(z, k)dk.
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Lemma 2.9. Die Blochtransformation ist fiir s > 0 ein Isomorphismus von H?® (Rd) nach
L? (B, H* (T)).

Beweis. Der Beweis erfolgt analog zur Isomorphismuseigenschaft der Fouriertransformati-
on in [SR7S]. O

Die Blochtransformation erfiillt eine Reihe von Eigenschaften, welche in dem folgenden
Lemma aufgelistet sind [Doh16|. Auf diese werden wir im Verlauf der Arbeit immer wieder
verweisen.

Lemma 2.10. (Eigenschaften der Blochtransformation)
Fir alle f,g € H® (]Rd) und 1 < 57 <d, s > p € N erfillt die Blochtransformation die
folgenden FEigenschaften:

(i) T(u)(z, k) =T (u)(x + 2me;, k) (Periodizitit in x) und
T (w)(z, k) = T (w)(z, k + e;)e’ fiir alle x,k € R? (Quasiperiodizitit in k).

(ii) T (0%,u) (z, k) = (0, +ik;)" (Tu)(z, k).

(i11) Fiir eine Funktion V- mit V(x + 2me,,) = V(x)Vm € {1,...,d} , ey, m-ter Einheits-
vektor, gilt
TVu)(z, k) =V(x)(Tu)(z, k).

(iv) Die Multiplikation in physikalischen Variablen entspricht einer Faltung im Bloch-
raum, das heifit

T (uwv)(z, k) = (T (u) g T (v)) (2, k) = /T(u)(x, k=0T w)(z,1) dl. (2.8)

Beweis. (i) Dies folgt direkt aus (2.7).

(ii) Wir betrachten die Ableitung nach der j-ten Komponente:

T (3§j“> = > P (k)P ik +n)em = (O, +ik;)" (alk +n)e™)

n; €LY nezd
. P~
= (&L«j + zk‘j) U

(iii) V(z) = Y V;e¥*V; € CVj und F (e *u(z)) (k) = @(k — j). Daraus folgt

jezZd
C S Y Gl - D) = 3 Ve S i - )
neZd je74 jeza nezd

=Vu.
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(iv) Esist
T(uv) = > @k +n)e™™ =Y (@ 0)(k +n)e™™
A j€Z4
=Y [ itk n- () e, ¢=tm
nezd R

= Z / Z ﬂ(k‘—Fn—l—m)eZ(n—m)m{)(l_i_m) dleim-:v, a=n—m
B

mezZd nezd

=y / > ik 4+ a—D)e ™ ol + m) die™”
B

mezZa aczZd
-y / i@, k — 1)l +m) dle™™ — / i,k — 1), 1) dl = i %5 .
mezd B B

Wenn in der Faltung in (2.8) k — [ ¢ B ist, dann nutzen wir die Quasiperiodizitét in
k aus 2.10 (i).

O

Da die Blochtransformation ein Isomorphismus von H* (R?) nach L? (B, H*(T)) ist, liegt
es nahe, die Abschiitzungen von |Ju — u®P?|| in Kapitel 6 in dem Raum L?(B, H*(T)) durch-
zufiihren. Das Problem an dieser Vorgehensweise ist jedoch, dass man in L? zu viele e-
Potenzen verliert. Wir werden spéter mit einem blochtransformieren Term arbeiten, der
im Wesentlichen von der Form &'/ Q_dﬁ(f) ist. Fiir L? gilt, dass

i(2)
€
Diese Abschétzung reicht nicht aus, um die e-Potenz, resultierend aus dem transformierten

Ansatz, zu kompensieren. Das heifst, der asymptotische Fehler ist 8nicht klein genug auf
dem gewiinschten Zeitintervall [0, 1Tp]. Fiir L ist jedoch

|+ )]
€

was uns die benétigte Fehlerordnung liefert. Aus diesem Grund nutzen wir spéter in den

Abschiitzungen in Kapitel 5 und 6 den Raum L!(B, H*(T)) mit der Norm

_ _dfa s
oy = = l12gm-

— A5
LY(RY) € HuHLl(Rd)’

WM@MM:AW@Mmm%-

Durch die L*(B, H*(T))-Norm erhalten wir eine Abschéitzung der CP-Norm [DH17].

Lemma 2.11. Sei s > d/2. Dann emistiert ein ¢ > 0, so dass fiir alle & € L' (B, H*(T)),
welche Bedingung (1) aus Lemma 2.10 erfillen, gilt dass

sup |u(z)| < cllil| L1 B, s () VT
z€R4

fiir uw =T "0 und
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Beweis. Wir nutzen den Sobolevschen Einbettungssatz mit 0 < s — % und erhalten

[ullcoray < /B [a(, B)llcoer) dk < C/B @, k)| (ry dk = cl|al| s, ms(T))-

Mit den gleichen Schritten wie im Beweis des Lemmas von Riemann-Lebesgue kann man
zeigen, dass u(x) — 0 fiir |z| — oo. Dafiir approximiert man @ durch v € C*° (B, H*(T))
mit v(z, k + e;) = v(z,j)e""% und v(z + 2m, k) = v(z, k) fiir j =1,...,d fiir alle z,k und
nutzt die partielle Integration. O

Faltungsterme konnen wir mit Hilfe des folgenden Lemmas abschétzen [DH17].

Lemma 2.12. Sei @,0 € L' (B, H*(T)) mit s > d/2. Dann ist

@ * 0\l s, mrs (ry) < @l 2w, ms (o) 191 22 B, 275 () -

Bewezs.

Jix Sy = [ [ k=Dl i di

< cllall g, ms () 101l o 8, 125 (1))

wobei in der ersten Abschéitzung die Algebraeigenschaft von H® in d Dimensionen

1 £l s may < ell Fll s may 19| 275 (e
fir s > d/2 und f,g € H® genutzt wurde, sieche Lemma A.2, und in der zweiten Abschét-
zung die Youngsche Ungleichung fiir Faltungen

£ * gl ey < I Fllzr@ayllgll L1 (mays
siehe Lemma A.7. O

Entwicklung in Blochfunktionen

Fiir jedes k € B sind die Eigenfunktionen (p,, (-, k)),,cy von L(k) vollsténdig in L?((0, 2m)?),
das heifst, wir kdnnen @ fiir jedes feste £ € B und s > 0 in Blochfunktionen entwickeln.
Der Entwicklungsoperator wird mit D bezeichnet, wobei

Dk) < (k) = T(k) = (@00, pals o)

Die Abbildung D(k) ist ein Isomorphismus von H*(T) nach [2 /4> Wobel

2 . 2 . 2 _ 2s/d 2
12),= {vel ((C).||v\\l§/d—2n |vn| <oo}.

neN
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Der Beweis verlduft analog zum Beweis von Lemma 3.3 in [BSTUO06]. Fiir die Entwick-
lungskoeffizienten U definieren wir den Raum

X(s) = L* (IB, 13/2) :
versehen mit der Norm Hﬁ”X(s) = Js Hﬁ(k)le/d dk.

Lemma 2.13. Der Operator D : L' (B, H*(T)) — X(s), @ U ist fiir s > 0 ein Isomor-
phismus.

Bewes. Wegerl) der Isomorphismuseigenschaft von D(k) gibt es Konstanten ¢; und ¢, so
dass fiir jedes U(k) = D(k)u(-, k) gilt, dass

cilla k)llmsmy < WU Rz, < eallal, k)l s r)-

Nun ist
il ey = o1 [ 1CDlaecry dk < [ 1T®l, k= 1T
und

T @l = [ 1T, k<o [ a6 mla di = ol

Die asymptotische Verteilung der Eigenwerte liefert uns das folgende Lemma.

Lemma 2.14. Es existieren Konstanten Cq,Cy > 0, so dass

Cin?/? < |w, (k)| < Con¥? k € B,n € N.

Beweis. Fir den Beweis definiert man N () als Anzahl der Eigenwerte w, (k), die kleiner
gleich A sind. Die obige Aussage folgt dann aus der Asymptotik
d—1
2

N =eAs + 0 ()\ )

fiir ¢ > 0 [Hoe85, S.55]. O

Regularitit der Blochfunktionen

In unseren spéteren Rechnungen, vor allem in der Rechtfertigung in Kapitel 6, werden wir
eine gewisse Regularitit der Blochfunktionen p,, benétigen. In diesem Abschnitt mochten
wir die Abhéngigkeit der Regularitéit der Blochfunktionen von dem Potential V' in (1.6)
untersuchen.

19



Kapitel 2 Mathematische Grundlagen

Hier kann man vorgehen wie in dem Beweis der Abhéngigkeit von der Regularitdt der
Koeffizienten fiir elliptische Probleme, welche in [GT01] beschrieben wird. Allerdings sind
solche Abschétzungen in unserem Fall nicht scharf, da in [GT01| nur ganzzahlige s betrach-
tet werden. Wir werden daher mit einer Fourierreihenentwicklung arbeiten, um auch nicht
ganzzahlige s zu beriicksichtigen. Die Regularitdt der Blochfunktionen ist im folgenden
Lemma beschrieben [DR18].

Lemma 2.15. Sei s >0, V in H*42¥9(T) mit § > 0 und V(z + 2me;) = V(x) Vo € RY
und sei py (-, k) Losung von (2.4). Dann ist p,(-, k) € H*(T).

Beweis. Im vorherigen Kapitel haben wir das Eigenwertproblem
(=|V + k> + V) pn = waps
fiir n € N hergeleitet. Wir definieren 7 := p, (-, k) und ¢ = w, (k) — V. Damit erhalten wir
—|V +ik|*y = . (2.9)
Wir entwickeln v und ¢ in Fourrierreihen, so dass
~v(x) = Z e o(x) = Z P, e
nezd nezd

mit den Fourierkoeffizienten I',, und ®,,. Die linke Seite von (2.9) ldsst sich wie folgt
umformen. Wir haben

—|V+ik]? > Tpe™® = (=A = 2ik -V + [k[*) Y Tpe™™

nezd nezd

=) (Inf + 2k n+ |k[*)Tpe™".

nezd

Fiir die rechte Seite von (2.9) gilt mit der Cauchyformel

PEUCED SETIED SIS DB SIS

nezd nezd neZd jezd
Deshalb erfiillt der Koeffizientenvektor T’ = (Tn)peza » dass
(Inf? + 2k - 1 + [k[*)T = (@f) (2.10)
n

mit (5 * f) = > &, ;I und T = (I'n)peza - Per Definition ist v € H*(T) dquvalent
"o jezd
zu T € 12(Z%). Das heift, wir erhalten

> (1+[n*) < o

nezd

Das Lemma ist bewiesen, wenn wir zeigen, dass T € 12,,(Z%), wenn T e 2(2%),r > 0 fiir
alle 0 < 7 < s — 2 gilt. Dafiir nutzen wir (2.10). Da k beschréankt ist, folgt mit (2.10),
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2.2 Blochtheorie und Funktionenraume

dass ((|n[* + 2k - n + |k[?) Fn)nEZd € 12(Z%), genau dann, wenn (]n\QFn)nezd c12(2%). Es
reicht also zu zeigen, dass ® * T' € 12(Z%). Wir betrachten

N 2
18 5 20 = ‘ 3 @n,jrj) (1 + [nf?7)

nezd jezd
<[ S0 ST (1@l A+ In=31M)) 7+ 303 (1@nglITy ] (14 [517))°
nezZd jez nezZd jez

<c (IBI3NEIE + I BIZ IR )

Hierbei wurde wieder die Youngsche Ungleichung fiir Faltungen im diskreten Fall genutzt
[GFW16]. Weiter gilt, dass

1/2
1/2 1/2
@l = (1Baln*)? < (1@0f? (14 [n2)) 2 < | S [@al2 (14 10 | =12
nezd
< c|[oll g (m)- (2.11)
Daraus folgt, dass
clloll zacr
’@nlfgggjgpfgl

Fiir & € [1 (Z%) benétigen wir per Definition, dass Y. |®,| (14 |n|7) < oo erfiillt ist. Mit
nezd
(2.11) wissen wir, dass |®,| < ﬁ fiir ¢ € H®. Also bendtigen wir

Z [n|""% < oo.

nezd

Dies ist genau dann der Fall, wenn a > d — 7.

Wir haben also gezeigt, dass ® ' € [2(Z%). Mit Gleichung (2.10) wissen wir dann,
dass ((|n|* + 2k - n + |k|?) Fn)nGZd € 12(Z%), weshalb T € 12,,(Z%) folgt. Damit ist v €
H™2(T), falls V. € HY™ fiir ein § > 0. Daher kann die Glattheit v € H*(T) fiir
V € H457219 figr ein § > 0 gefolgert werden. O

Fiir einfache Eigenwerte in k = k), j =1,...,N haben wir Lipschitzstetigkeit in L? fiir
die Blochfunktionen, das heifst
1Pro (- k) = Prg (- K| 2(my < Uk — k)| Wk € B (2.12)

fir / >0und j =1,..., N, siehe [Kat95, S. VII.2].

In der Rechtfertigung werden wir ebenso die Lipschitzstetigkeit von p,, bezliglich H*(T)
fir a > 0 bendtigen. Dafiir nutzen wir das folgende Lemma, welches analog zu [DR18]
formuliert ist.
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Kapitel 2 Mathematische Grundlagen

Lemma 2.16. Sei g € N, V. € H*73(T), p,, (-, kY)) € H¥Y(T) und wir nehmen an,
dass wn, (k) einfacher Bigenwert fiir k = kU) ist. Dann gilt

127 (P (- 5) = Do (kD) ) 2y < 11k — k9| vk € B
mit | = Z(Hpno(v k(j))"HQ‘I*l(T)7Q) furj = 17 R 7N'

Beweis. Zunéchst betrachten wir den Fall, in dem der Operator L(x, k) einfach auf die
Blochfunktion angewendet wird. Es ist fir j =1,..., N

£ oy (2,59)) = £ (2,69 oy (2, 59)
+ <k‘ — k:(j))T <72inn0 (:c, k(j)) + (k: + k(i)) Pro <x, k;(j)>>

= W, (k(j)) Dng (:L‘, k(j)) +aq (x,k,k(j)> )

wobel |l (-, k, k‘(j))HL?(T) < c|k — kY] ist. Wendet man den Operator £(z, k) g-fach an, so
erhélt man die Abschétzung

Lz, k)pp, (2, kW) = wi, (k9 g (2, kD)) + g (2, k, K9

mit Haq (-,k,k(j))HLQ(T) < clk — k(j)| mit ¢ = C(Hpno ("k(j))HH%*l(T)) fir j =1,...,N.
Dann ist

| 2,197 (o) = b 5 )|
- ’wgo (k) - O‘)?Zbo (k(j))wpno('7 k)HLQ('JT)
18, KO B - K) — P K 1) + g )|

< I|k — kY|

L2(T)
wi (K)png (-5 k) — wgo(k(ﬂ'))pno(.7 k9 — ay (- k, k(j))‘

L2(T)

L2(T)

mit [ = l(||pn0(-,k‘(j))Hquflm),q) fir 5 = 1,..., N. Wir haben die Lipschitzstetigkeit
der Blochfunktionen (2.12) genutzt sowie die Lipschitzstetigkeit von k +— wy,(k), siehe
|[CVIT]. O

SchlieRlich definieren wir den gewichteten L'-Raum als
L} (RY) = {f € L1 (RY) | Iy = [ (14 [al)" (@) do < oo} SNCAE)
R4

Den Raum L} (Rd) werden wir in spéteren Abschéitzungen in Kapitel 5 und Kapitel 6
bendtigen.
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3 Die Coupled Mode Gleichungen

Wie in der Einleitung beschrieben, mochten wir das asymptotische Verhalten von nichtli-
nearen Wellen in periodischen Strukturen untersuchen. Wellenpakete in nichtlinearen Pro-
blemen kénnen mittels langsam variierender Einhiillendenapproximation untersucht wer-
den. Der approximative Ansatz wird durch mehrere Blochwellen konstruiert, wobei unter-
schiedliche Ansétze zu unterschiedlichen effektiven Gleichungen fithren. Unser Ansatz wird
im Folgenden immer die gleiche Struktur haben, sich jedoch abhéngig von der Dimension d
in der Anzahl der Moden unterscheiden. In diesem Kapitel leiten wir formal die sogenann-
ten Coupled Mode Gleichungen als effektive Gleichungen fiir die periodische nichtlineare
Schrodingergleichung her.

3.1 Formale Herleitung der Coupled Mode Gleichungen in
1D

Wir betrachten die nichtlineare periodische Schrédingergleichung
iOpu + 0%u — (V(2) + W (2))u — o(z) [uPu=0, z,t €R (3.1)

mit u = u(x,t), V(x +27) = V(z),0(x+27) = o(x) und W (z + 27 /ky) = W (x) fir alle
z € R mit ky > 0, wobei W den Mittelwert Null hat, das heifst

W(z) = Z ane™We g . =a, fiir alle n € N.
neZ\{0}

Wir nehmen an, dass V und o stetig sind und W € C? (R), wobei wir die Anforderungen
an die Potentiale spéter genauer beschreiben werden.

Bemerkung 3.1. Die Ergebnisse dieses Kapitels wurden fiir den eindimensionalen Fall
in [DH17] verdffentlicht. Wir fokussieren uns in der vorliegenden Arbeit auf die formale
Herleitung der effektiven Gleichungen im Fall d = 1 und erldutern die Existenz von be-
weglichen Solitarwellen fiir die Coupled Mode Gleichungen. In [DH17| wird eine rigorose
Rechtfertigung der Coupled Mode Gleichungen als effektive Gleichungen fiir die periodi-
sche nichtlineare Schréodingergleichung durchgefiihrt. Diese werden wir in der vorliegenden
Arbeit nicht aufgreifen, da wir eine entsprechende Rechtferigung in htheren Dimensionen
in Kapitel 6 zeigen werden. Die Methodik unterscheidet sich insofern von [DH17]|, als dass
wir im Beweis nicht zwischen k4 rational und k4 irrational unterscheiden und durch héhere
Dimensionen umfangreichere Abschatzungen erhalten.
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Kapitel 3 Die Coupled Mode Gleichungen

Aus den zwei Blochwellen p,(z, k+)e?*+* mit den Wellenzahlen ky und k_ und den 27-
periodischen Blocheigenfunktionen py,, (z, k+), konstruieren wir fiir die Losung u von (3.1)
den formalen Ansatz

UPPP(z, 1) = !/ 2wt (A+(€x,5t)pn0 (z, ki )™+ + A_(ex, t)py, (z, k_)eik*x> (3.2)

mit 0 < ¢ < 1 mit langsamer Modulation in Raum und Zeit (ex,et). Dabei bezeichnen
Ay und A_ Einhiillende des Wellenpakets und (k4,wp), (k—,wo) sind Punkte auf der so-
genannten Bandstruktur.

A=
[A-| -~

~ -

Abbildung 3.1: Beispiel fiir die Struktur der Einhiillenden A, (ex,et) und A_(ex,et) fiir
ein festes ¢.

Mit Ansatz (3.2) mochten wir nun die sogenannten Coupled Mode Gleichungen als effektive
Gleichungen fiir (3.1) herleiten. Das Blocheigenwertproblem aus Kapitel 2.2 lautet in einer
Dimension

(= (@ +iK)? + V(@))pala, k) = wn (K)pa(a, k). (33)
Nach Normalisierung erfiillen die Eigenfunktionen

(P (5 k) (4, k))2r = (Pn (5 k), P (5 k) 12(0,27) = Onm fiir alle k € B.

Im Folgenden werden wir die p,, als Blochfunktionen bezeichnen. Fiir jedes feste k € B ist
die Menge (pn (-, k)),,en vollstéindig in L*(0,27). Die Blochfunktionen sind periodisch in z,
das heifst py,(x + 27, k) = pp(z, k) und als Funktionen in k erfiillen sie die Periodizitétsbe-
dingung

pn(l', k; + 1) - pn(l', k)e_ix.

Weil die komplexe Konjugation von (3.3) dquivalent zum Ersetzen von k durch —k ist,
gilt

-, —k) = pu (-, k) fiir k € (0,1/2). (3.4)

Wir withlen in Ansatz (3.2) wp € spec(—02 + V), so dass es zwei linear unabhingige
Eigenfunktionen von (3.3) in w = wy gibt und wir bezeichnen mit k; und k_ die zuge-
horigen Werte in der Niveaumenge von wg. Aufgrund der symmetrischen Bandstruktur
wn(—k) = wy (k) und der Monotonie w),(k) # 0 fiir alle k € (0,1/2) sind nur die folgenden

zwei Falle moglich:
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3.1 Formale Herleitung der Coupled Mode Gleichungen in 1D

(a) Einfache Eigenwerte in k4, k_(ky = —k_) :
ki €(0,1/2),wo = wny(kt) = wpy(k-) fiir ein ng € N.

(b) Doppelter Eigenwert in ky = k_:
k’+ S {0, 1/2} , WO = Wnpy (/{4_) = wn0+1(k+) fir ein nog € N.

Abbildung 3.2: In der linken Abbildung ist Fall (a) mit einfachen Eigenwerten in k4 und
k_ mit k; = —k_ dargestellt und in der rechten Abbildung Fall (b) mit
einem doppelten Eigenwert in ky = k_.

Um die Notation zu vereinfachen, schreiben wir die Blochfunktionen in &4 und k_ als

P+ = pno('>k+)7 p- = pno('>k—)'

Wir erhalten die Gruppengeschwindigkeit vy durch die Differentiation des Eigenwertpro-
blems (3.3) in k. Es ist

Vg = w;m (kt) = 2(k4pt — 1024, P4 )2n = —2(k_p— — i0pp—, p_)or = _w’;l,o(k_)7

wobei die Symmetrie (3.4) zwischen py und p_ genutzt wurde. Wir setzen den formalen
Ansatz (3.2) mit Korrekturterm u®P 4-3/2u, (z, ex, et) in Gleichung (3.1) ein und sammeln
Terme mit gleicher e-Potenz. Wir werden unten erkldren, welche Form w; hat.

Das Einsetzen liefert fiir die Ordnung O (51/ 2) die Terme

e iwot Z AL (X,T) (Wopi + (0 + iks)?ps — V(x)pi) etk
T

mit X = ex,T = et, wobei der geklammerte Ausdruck durch die Wahl von p1 und wy
Null ergibt.

Fiir Terme der Ordnung O (53/ 2) wollen wir zunéchst den Ausdruck Wu*PP untersuchen.
Unser Ziel ist es, die Terme mit einer 2m-periodischen Funktion multipliziert mit e?*+®
identifizieren. Deshalb zerlegen wir W in

zu

W(z) = W (z) + e 22w (@) + WP ()
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Kapitel 3 Die Coupled Mode Gleichungen

mit
W(l)(l') _ Z anemkwx’ W:f) (l‘) _ Z anei(nkw—&-Qki)m’
n€Z\{0},nkw €Z neZ\{0},nkw ¢Z,
nkw +2k+t€Z
W:f:g) (x) _ Z anei(nkw):v.
neZ\{0}nkw ¢Z,
nkyw +2k+¢7

Aufgrund der Art der Zerlegung sind W) (z) und Wf) (x) 2m-periodisch, wiahrend Wj(tg) (x)
nicht 27-periodisch ist. Also garantiert im Fall ky = —k_, k4 € (0,1/2) der Teil Wf) (z)
die Kopplung der zwei tragenden Wellen in (3.2), weil dessen Multiplikation mit py (z)e?+?
eine periodische Funktion multipliziert mit e*¥ ergibt. Im Fall ky = k_ € {0,1/2} ist
Wf) (z) = 0 und die Kopplung wird durch W®(z) hervorgerufen.
Die gesammelten Terme der Ordnung O (53/ 2) lauten
(wo + 02 = V(2)) ur(x, X, T)

=+ |:Z (p+8TA+ + 2(k+p+ — ’Lpg_)aXA_i_) — W(l) (ZC)p+A+ — W(l)(:n)p_A_

— o(@) (Ip+ AL + 2lp— | A-*) p4 Ay ] €47

+ [z (p—0pA_ +2(k_p_ —ip' )oxA_) — WD (@)p_A_ — WD (z)p Ay

— (@) (Ip-PlA-]* + 2p+ | A ) p-A_] ™7

o () <pip—_AiIei(2k+—k,)x n pz_ﬂAz_Iei(zk,—m)m)

—Wf) (x)p+A+eik+’” - WES) (Jr)p_A_eik*"”.
Auker der letzten Zeile sind alle Terme, die mit e**+% oder e!(2k%—k+)* multipliziert werden,
27-periodisch in z. Wenn 2k; —k_ € {ky,k_}+Z ist, so kann !*+—F-)% ehenfalls als 27-
periodische Funktion, multipliziert mit e?*+* oder e*~® geschrieben werden. Das gleiche

gilt fiir /2~ —k+)7 In den Fallen a) und b) tritt das genau dann auf, wenn ky = —k_ = 1/4
oder ky = k_ € {0,1/2}:

o ky =—k_=1/4= 2k, —k_ =k_+ 1, das heiRt ¢'(®F+—F-)g = gizgik-=
und 2k_ — ki = ky — 1, das heiRt e/(?h-—F+)g = e—iweihir,

° k+:]€_6{0,1/2}:>2]{7+—k_:2k_—]€+:k+:k_.

Unser Ziel ist es, die Terme der Ordnung 0(63/2), die proportional zu einer 2w-periodischen
Funktion, mulitpliziert mit e”*+* oder e**-* sind, zu Null zu setzen. Deshalb suchen wir
ein uy(z, X, T) der Form

uy(z, X, T) = Uy (X, T)s i (x)e™* + Uy (X, T)s_(z)e™* (3.5)

mit 2w-periodischen Funktionen si, so dass diese Terme wegfallen. Nach der Fredholm
Alternative existieren 2m-periodische Losungen genau dann, wenn die inhomogenen Terme
in (3.1), welche die Form einer 2m-periodischen Funktion, multipliziert mit e**+% haben,
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3.1 Formale Herleitung der Coupled Mode Gleichungen in 1D

L?-orthogonal zu pi(w)eikiw sind. Das heifst, solch ein u; der Form (3.5) existiert formal,
wenn die Fredholm Alternative gilt.

Basierend darauf ist die Idee, in dem effektiven System Terme zu sammeln, die in der
ersten Gleichung proportional zu einem periodischen Term multipliziert mit e?*+?
in der zweiten Gleichung proportional zu einem periodischen Term multipliziert mit e
Das Multiplizieren der O (53/ 2)—Telrme mit 14 beziehungsweise ¢_ und die Integration
iiber (0,27) fithrt zu einer Reihe von Termen mit den Blochwellen ), , 19— und deren
Ableitungen. Wegen der L2-Orthogonalitit der Blochfunktionen ist (p_,py) = 0. Weiter

ist (p1,p1) = 1 und

sind und
ik_x

2(kypyr — i), py) = vy

Das innere Produkt (9,p_,py) fallt wegen des ungeraden Integranden weg. Auferdem
erhalten wir eine Reihe von Integralen mit 27-antiperiodischem Integranden, die ebenfalls
wegfallen, nidmlich (|p_|?p_,p1), ([p+|*p—.p+), (P3,p+) und (p>,p;). Damit lauten die
effektiven Gleichungen

$(0r + v)0x) Ay + KA+ ke Ay +a (|4 +2 \A_F) A
+8 (\A_\Q +2 yA+|2) A_ 4 BAYA_ 4 yA2A, =0

i (97 — vy0x) A + KAy + v A+ a (|A_|2 42 \A+]2) A

4B (|A+\2 +2 |A,|2) Af +BA* A +7A2A_ =0 (3.6)
mit
Vg = 2(kypt — i02p+, P+ )2r = —2(k_p— — i0p—,p_)2r € R,
W( )p+7p+>27r - <W(1)p y D— )271' c Ra
{ p p+> < era > wenn k+ =—k_ € (07 1/2)
D, Pi)or = ( Dpyp_Von wenn ky = k_ € {0,1/2},
Jp+’p+>27T = < p > < ’p ’ p+7p+>27r - <U|p+|2p—>p—>27r S R?

0 wenn ky = —k_ € (0,1/2)
B = 3 _
(olp£*p—,py)on = —(olp£’py,p-)or  wemn ky =k_ € {0,1/2},
wenn ky = —k_ € (0,1/4) U (1/4,1/2)
Gp Pre " pydon = —(opAiD_e",p_)or wemn ky = —k_=1/4
(o|p+|*p—,p4)2n = —(0OP2D_,D—)2n wenn ky = k_ € {0,1/2}.

Bewegliche Gap Solitone in 1D

Nun moéchten wir uns mit der Frage befassen, ob es bewegliche, exponentiell lokalisierte
Losungen, also Solitdrwellen, fiir die Coupled Mode Gleichungen gibt. Das Spektrum des
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Kapitel 3 Die Coupled Mode Gleichungen

selbstadjungierten Operators

icgOr + Ks K
K —icyOy + Kg

hat die Licke (ks — |k|, ks + |k|). Das heift, der lineare Teil des Systems (3.6) hat eine
spektrale Liicke, falls x # 0. Die Definition von & in (3.6) liefert eine notwendige Bedingung
fiir eine spektrale Liicke.

(a) Wenn ky = —k_ € (0,1/2) ist, dann lautet die Bedingung (V[/J(f);loJr,p_)Q7r # 0.

(b) Wenn ky = k_ € {0,1/2} ist, dann lautet die Bedingung (WMp,, p_)or # 0.

Wir kénnen also exponentiell lokalisierte Losungen (A4, A_) erwarten. Wie in der Einlei-
tung erklart, liegt das an der exponentiellen Form der linearen Losungsmoden in spektralen
Liicken und der dortigen Vernachlassigbarkeit der seitlichen Ausldufer der Losung.

Einen rigorosen Beweis fiir lokalisierte Solitdrwellen von (3.6) werden wir in Abschnitt 5.3
fiir den Fall von zwei Raumdimensionen fiihren.

Wir setzen in (3.6) ks = 8 = v = 0. Damit erhalten wir die klassischen Coupled Mode
Gleichungen

i (07 + cgdx) Ay + KA_ +a <\A+|2 +2 |A,|2) AL =0
i (O — cgdx) A_ + kA4 +a <\A_]2 +9 mﬁ) A =0,

mit der Gruppengeschwindigkeit ¢, und s, € R.
Fiir (3.1) existiert eine explizite Familie von exponentiell lokalisierten Solitarwellen, para-
metrisiert durch die Geschwindigkeit v € (—1,1), [AW89, Doh14, GWHO1]. Die Einhiillen-

den dieser Losungen haben die Form

AL (X, T) = vae™ 2||I€|’ sin(0) A" te®sech(f — id/2)
a

A_(X,T) = —ae™ 2”2, sin(8) Xe“sech (6 4 i6/2)

mit 0 € [0, 7] und

2v
2(1 — 2 1— o\ ‘ 26 —iUS\ 342
v =sign(ka), a = 21— v%) A= ( U> , €= <_e+e> ’

3—02 "’ 1+ e29+eiz/6

6 = ursin(9) <X — vT> , ¢ = pk cos(9) (CUX — T) pu=(1- 7)2)*1/2.

Cqg g

Numerische Beispiele fiir den eindimensionalen Fall werden in [Doh14| und [DH17| gegeben.
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3.2 Die Coupled Mode Gleichungen in héheren Dimensionen

3.2 Die Coupled Mode Gleichungen in hoheren Dimensionen

Wir konstruieren fiir das d-dimensionale Problem einen allgemeinen Ansatz aus N Moden
und formulieren die Coupled Mode Gleichungen in d Raumdimensionen. Die Herleitung der
einzelnen Terme erfolgt genau wie im eindimensionalen Fall, siehe 3.1. Wir approximieren
die Losung v von

i+ Au— (V(z) + eW(x))u — o(z)|ul?u =0, z € R:,t € R (3.7)

mit V,o € C(R% R) 27Z%-periodisch durch den Ansatz u*P, wobei

N
U T =c g (ex, et)p;(z)e” et
app( ,t) 1/2 A]( 7 t)p]( ) ik(@.g zwgt7
=1

mit z € R, kW) € B,j = 1,..., N und mit pj(x) = Py (2, k) Eigenfunktionen des
Blocheigenwertproblems, siehe Abschnitt 2.2. Das Potential W fiihrt mit dem gegebenen
Ansatz zu linearen Resonanzen in den effektiven Gleichungen. Wir schreiben W als Fou-
rierreihe

mo
W(zx) = Z A €19 ® (3.8)
m=—myo
mit mg € N und den Vektoren ¢, fiir m = —my, ..., mg paarweise unterschiedlich und es
gilt
A—m = Umy —m = —qn, fiir alle m € {0,1,...,mo}
und
{qm + Z%m = —m, ... ,mo} > {W) k0|, e {1,... NY2j z} . (3.9)

Wir wéhlen ein Potential W, welches in der Reihenentwicklung nur endlich viele Koeffizien-
ten a,, # 0 hat. Dies erleichtert die spiateren Rechnungen, und Bedingung (3.9) garantiert,
dass durch W jede der N Moden mit allen anderen Moden linear gekoppelt ist. Nehmen wir
zwel Moden eik(j)'xpno (z,kY)) und eik(l>'xpn0 (z,k®) mit j,1 € {1,..., N}, so ist aufgrund
der Wahl von W

eik(j>~xeiqm~x _ eik(”-xp(x)

mit einem 27Z%periodischen P und einem ¢ € {=mg,...,mo}.
Das d-dimensionale Blocheigenwertproblem (2.4) liefert uns eine abzdhlbare Menge an
Eigenwerten. Zur Erinnerung, diese sortieren wir der Gréfse nach

wo(k) Swi(k) <wsz(k) <...,

wobei w,, das n-te Blochband der Dispersionsrelation innerhalb der periodischen Struktur
beschreibt. Im Folgenden sei der Index n fixiert, das heifst wir betrachten ein festes Bloch-
band wy,, (k). Die Punkte (k:(j),wno(k:(j))) ,7=1,..., N, aus denen der Ansatz konstruiert

wird, liegen alle auf dem gleichen Band wg = wy, (k).
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Kapitel 3 Die Coupled Mode Gleichungen

Bemerkung 3.2. Im allgemeinen Fall betrachten wir die N Punkte (k(j),wlj (k1)) auf
B < N Béndern. Um in der Rechtfertigung in Kapitel 6 die Schreibarbeit zu verkiirzen,

werden wir mit dem oben beschriebenen Fall eines fixierten Blochbandes und den Punkten
(k(j),wo) arbeiten.

Das Einsetzen des Ansatzes mit einem Korrekturterm u?PP 4-&*2uy in (3.7) mit uy (2, X, T)
analog zum eindimensionalen Fall und das Sammeln der Terme mit Potenzen gleicher
Ordnung in ¢ liefert uns fiir O('/?)

N
g iwot Z Aj(ez,et) (wopj(x) — V(z)p;(x) + |V + ik[*pj(z)) eik?-e,
i=1

Wegen der Wahl von wg und p; fiir jedes j = 1,..., N und mit (2.4) verschwinden die
Terme in der Klammer, so dass der obige Ausdruck Null ergibt. Die Terme der Ordnung
O(£*/?) multipliziert mit ™o’ lauten

(cuo—i—V—V( ))ui(z, X, T)

N
+idr Z Aj(X,T)pj()e™ e +3 2 (W p;(x) — ivpj(x)) VA (X, T)ek e

j=1 j=1
mo .
- Z amA;(X, T)pj(m)ei(qurk(]))'x
m=—mo

—o(z) Y Aa(X,T)As(X, T) A (X, T)pa(@)ps(x)p, (x)elH KOk k)
k(@) _k(B) 4 k()
ckl) 474

mit X = ex und T = et. Um zu verstehen, wie die k-Koeffizienten aus eWu?PP zustande
kommen, betrachten wir zunéchst ein festes m = m,. Das heiftt, wir wiahlen aus den Termen
der Ordnung £*? den Summanden

N

A, €2 " AL(X, T)py ()7,
r=1

multiplizieren ihn mit pj(x)eik(j)'z und integrieren iiber T. Damit erhalten wir

N

/H: A, 6iQm* T Z AZ(X, T)pl($)eik(l).$p7j(x)e_ik(j)m

=1
N l )
— Z AI(X, T) / am*pl(x)p—jezk( )we—zk(])-mezqm* -z
=1 T
Damit folgt, dass

% (kD _k@).g _

kD 4-qm, €L 74
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3.3 Wohlgestelltheit der Coupled Mode Gleichungen

Das fiihrt uns zu den Coupled Mode Gleichungen

N
. y a7ﬁ7 A
i (045 40§ VA) =S A+ > AN A A, =0 (3.10)
=1 @ Be (L, N
k(ég)zi}ﬁ)_f_k('};
ek 474

fir j=1,..., N mit

a,f3, _ _ i(k(0) _(8) M) G
7, ”:‘/TC’(x)pa(x)pﬁ(x)pv(m)pj<w>e<’“ KOO kD) g

mo

ko= Y an [ O )
me—mq L(T)
kD4 g ek 474
v = Veony (k7)) = =2((V + k9)p;, p;) 12(r). (311)

Mit den Annahmen an a,, und g,, ist die Matrix x hermitesch.

3.3 Wohlgestelltheit der Coupled Mode Gleichungen

In diesem Abschnitt méchten wir ein Existenzresultat fiir die Coupled Mode Gleichungen
(3.10) beweisen. Das Vogehen wird in [GWHO01] und [AS18] erldutert und basiert auf den
Studien zu nichtlinearen Wellengleichungen von Reed in [Re76].

Fiir einen gegebenen selbstadjungierten Operator M auf einem Hilbertraum A und fir
einen Anfangswert @ in H, sowie eine nichtlineare Abbildung J(®) von H nach H mochten
wir ein H-wertiges ® finden, so dass ¢ Lsung von

P (t) = —iMP(t) + J(D(t))

5(0) — (3.12)

Die Idee ist es, Gleichung (3.12) in eine Integralgleichung der Form
¢
B(t) = e~ Mtp, 4 / (M=) 7(B(5)) ds
0

umzuformen und ein Fixpunktargument anzuwenden. Wir beweisen den folgenden Satz.

Satz 3.3. Fir jedes @ = (a1,...,an) = A(-,0) € (HS(Rd))N existiert esn T > 0 und eine

eindeutige Losung A == (Ay,..., Ay) € C ([O,T], (HS(Rd))N) nct ([O,T], (Hsfl(Rd))N>
zu (3.10) fir alle s > d/2.
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Kapitel 3 Die Coupled Mode Gleichungen

Beweis. Wir nutzen den Banachraum

X = c([o,T], (HS(Rd))N>,s > d/2
mit der Norm
1/2
Jullx = OzltlgTHU( Mzrsyy = S Z 2t (8 77 (ray
fir u = (u1,...,un).

Nun schreiben wir das System der Coupled Mode Gleichungen (3.10) in kompakter Form.
Es ist

i0pA = —MA + F(A), (3.13)
mit /YZ (Al, e ,AN)T,
—Z’Uél) V+ kK11 Ko ... K1N
-]
: K1(N-1)
RN —ivS™ Y+ Ky

—,

und der Nichtlinearitit F(A) = (N1(A4),..., Nx(A)) von (3.10).

Wir zeigen zunéchst, dass M ein selbstadjungierter Operator ist. Dafiir betrachten wir die

()

Diagonalelemente. Sei M) := g

-V +kjj, dann ist der Definitionsbereich des Operators
D(MW) = {H}(R?,C)}. Es gilt

(MY g) = lim (i) -V + kj;) fg dx

R—o0
Br(0)
. (i ~ el T
= ngréo — / f(ZU!(JJ) -V — ij)g dx + / ngvéj) . de
Br(0) 8BR(0)

- / FG Y 1 rj)g dr = (f, MO g).
d

Der Definitionsbereich des adjungierten Operatos ist D(MU)*) = {H'(R? C)}. Nun ist
aber H}(RY) = C°(R%) und wir kénnen HE(R?, C) mit H'(R?, C) identifizieren. Dadurch
sind die Definitionsbereiche von M@* und M) gleich und der Operator ist selbstadjun-
giert. Damit ist aber leicht zu sehen, dass M selbstadjungiert ist, siehe auch [Tri92].

Als néchstes mochten wir eine Abschétzung fiir die Nichtlinearitdt erhalten. Diese besteht
aus Summanden der Form ApA; fiir j,k = 1,...,N. Nach der Algebraeigenschaft von
H*(R%), siche Lemma A.2, gilt fiir s > d/2

12k [| s (mety < cl| Pl s mey 195 | s (may < €l @l (rrs ey~ [ (s mayy» -
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3.3 Wohlgestelltheit der Coupled Mode Gleichungen

—,

Damit folgt aufgrund der kubischen Struktur der Nichtlinearitat F'(A), dass

A 113
G iy < 1+ 72 AR
mit F: (H* (RY))Y — (1 (RY))".

Wir formulieren (3.13) zu d7A — iMA = —iF(A) um und nutzen das Duhamel Prinzip,
siehe Lemma A.3, so dass wir

—,

At) =e™Mig—i /O t MNP (A(r)) dr = B(A)

erhalten. Wir nutzen, dass M selbstadjungiert ist. Mit dem Spektralsatz kénnen wir M
schreiben als

M = /)\(8) dP/\(s)

wobei o das Spektrum des Operators M bezeichnet und dP)(,) das zugehorige Spektral-
maf. Dann ist S(t) = ™! gegeben durch

Mt _ / A APy ).

Da M selbstadjungiert ist, gilt

oMt (eth)* _

eMte=iMt _ i(M=M)t _ 1q.
das heiftt, S ist unitdre Gruppe.

Die Wohlgestelltheit wollen wir nun mittels Fixpunktargument nachweisen. Um den Ba-
nachschen Fixpunktsatz anwenden zu konnen, miissen wir priifen, ob ® eine Selbstabbil-
dung und eine Kontraktion ist.
1. ® : Bg — Bpg Selbstabbildung in X, falls Ag klein, das heift A € B = ®( _’) € Bp.
Sei ||@| (gsyn < %, dann ist

—,

t
@A) | ggoy = || 40— /O M) B(A(F)) dr

(H#)N
e R
< Aol gy + AI, = 5 + 1R

Wegen A € By gilt ||A 13 < R3. Damit ® eine Selbstabbildung ist, brauchen wir ein
t > 0, so dass

g + téR? < R,

—,

denn dann liegt ®(A) wieder in Bg. Daraus folgt

1 1
CHteRZ<1 =2t < i
g Tl s = 2%R2
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Kapitel 3 Die Coupled Mode Gleichungen

-
-, =

2. ® Kontraktion, das heift | ®(A4) — ®(A)||x < 6|4 — XHX fir § < 1.
Es ist

-

t -

®(A) — B(A) = —i / =M (F(A(7)) - F(A(r))) dr.
0

Weil e?M unitar ist, gilt

|®(A) — ®(A)|x < ct sup [F(A) — F(A)| oy
0<t<T

<ct sup || A= All gy | F(A, A)|| oy
0<t<T

Da F quadratisch in A und A ist, nutzen wir wieder die Algebraeigenschaft von
(H*)" und erhalten

1B(A) — d(A)||x < ctR?||A - A|x,

da ff, A € By . Wir erhalten eine weitere Bedingung an ¢, da fiir die Kontraktions-
eigenschaft gelten muss, dass § := ctR? < 1 ist. Hier benétigen wir also ¢ < ﬁ.

Nun folgt mit dem Banachschen Fixpunktsatz die Existenz eines eindeutigen Fixpunk-
tes auf [0,7] fir T := min (ﬁ, ﬁ), abhangig von den Konstanten ¢ und ¢ aus der
Selbstabbildungs- und Kontraktionseigenschaft.

Wir haben gezeigt, dass die Coupled Mode Gleichungen lokal wohlgestellt sind. O

Bemerkung 3.4. In Satz 3.3 haben wir die Existenz einer Losung 4; € C ([0, 7], H*(R?))
gezeigt. Fiir unsere Rechtfertigung in Kapitel 6 bendtigen wir die Existenz von Loésun-
gen A;(-,T) L, (R%). Diesen Zusammenhang kann man iiber die Definition des Sobo-
levraums H*(R%) mittels Fouriertransformation herstellen. Es ist

R 1/2
1450y = [, 0+ P IAS0F)

Nun ist
Al o = [, L ™ 145 (0)]
Rd
- / (14 D™ (1 4+ [k)° | A; ()] dk
Rd
< BN g | Al ey,

wobei die Cauchy-Schwarz-Ungleichung benutzt wurde. Der Ausdruck || (1 + [k[)**™" || L2 (ra)
existiert, falls [pq (14 1K[)247%) dk < oo, das heift wenn 2(sy — s) < —d.

Das bedeutet, es gibt eine Losung A; € L} L (R), falls die Losung A; € H*(R?) mit
s> s4+d/2.
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3.3 Wohlgestelltheit der Coupled Mode Gleichungen

Bemerkung 3.5. Wir haben in Satz 3.3 nur lokale Wohlgestelltheit fiir die Coupled Mode
Gleichungen gezeigt. Globale Wohlgestelltheit konnten wir bisher nicht zeigen. Eine Ar-
gumentation iiber die Energie der Gleichungen wie in [AS18| funktioniert in unserem Fall
nicht, um eine Aussage iiber die globale Wohlgestelltheit treffen zu kénnen.
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4 Untersuchung der Dispersionsrelation fiir
die Coupled Mode Gleichungen in 2D

4.1 Struktur der Coupled Mode Gleichungen in 2D

In dem vorherigen Kapitel haben wir bereits die Coupled Mode Gleichungen im eindimen-
sionalen Fall hergeleitet und die effektiven Gleichungen im allgemeinen d-dimensionalen
Fall beschrieben. Nun mochten wir den Speziallfall d = 2 genauer betrachten und Aussa-
gen iiber die Struktur der Dispersionsrelation fiir die Coupled Mode Gleichungen treffen.
Das Ziel dieser Untersuchungen ist es, fiir (3.7) in zwei Raumdimensionen einen Ansatz zu
konstruieren, so dass die resultierenden effektiven Gleichungen fiir geeignete Koeffizienten
eine spektrale Liicke des zugehorigen linearen ortlichen Operators aufweisen. So kénnen
wir exponentiell lokalisierte Wellen fiir die Coupled Mode Gleichungen erwarten. Hier un-
terscheidet sich unsere Arbeit von den Untersuchungen in [GMS08|, da das resultierende
effektive System dort keine spektrale Liicke fiir den korrespondierenden linearen Operator
besitzt, so dass man keine lokalisierten Solitarwellen fiir das Amplitudensystem in [GMS08]
erwarten kann.

Bemerkung 4.1. Die Untersuchungen und FErgebnisse dieses Kapitels finden sich in &hn-
licher Form in [DW18|. Die Berechnungen und Vereinfachungen der Dispersionsrelationen
wurden in dem folgenden Kapitel teilweise mit Maple durchgefiihrt.

Wir betrachten fiir Gleichung (3.7) Wellenpakete, die aus mehreren tragenden Blochwellen
bestehen, welche sich mit einer vorgegebenen Geschwindigkeit bewegen. Der Ansatz, der
die Losung von (3.7) in 2D approximieren soll, wird analog zu Kapitel 3.1 konstruiert und
hat fiir N Moden, N = 2, 3,4, die Form

N
uPPP(2,1) == /2 Z Aj(ex, et)p; (x)eikm"”e*iwot (4.1)
j=1

mit den Einhiillenden Ai,..., Ay und gleicher Skalierung in Zeit und Raum. Wir de-
finieren X = ez und T := et. Die Funktionen p; sind die Eigenfunktionen aus dem
Blocheigenwertproblem, also die Blochfunktionen zu den Punkten (wy, k(j)), j=1,....,N
der Bandstruktur, wobei wy = wy, (k). Das heikt, wir definieren

pj(.%‘) = pno(x>k(j)) (4'2)

fiir j =1,...,N.
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Kapitel 4 Untersuchung der Dispersionsrelation fiir die Coupled Mode Gleichungen in 2D

Fiir die Suche nach (exponentiell) lokalisierten Losungen bendtigen wir fiir die Dispersions-
relation der effektiven Gleichungen eine Struktur, die zwei Eigenschaften erfiillt. Der Graph
der Dispersionsrelation 2 = Q(K) soll erstens eine spektrale Liicke aufweisen (E1), da wir
lokalisierte Losungen gerade in solch einer Liicke erwarten, sieche Kapitel 1.1. Die Liicke soll
weiter durch ein isoliertes Extremum fiir das spektrale Band (€2, K) begrenzt sein (E2).
Dabei beschreibt 2 die Frequenz und K den Wellenvektor fiir das effektive System. Die
letzte Eigenschaft bendtigen wir aufgrund unseres asymptotischen Zuganges. In der Nahe
des spektralen Randes setzen wir = Qg + £2€; und approximieren die Dispersionsrelati-
on durch eine Taylorentwicklung im isolierten Extremum (siche Kapitel 5.1). Damit zeigen
wir die Verzweigung von lokalisierten Losungen vom spektralen Rand.

Wir stellen uns die Frage, aus wievielen Blochmoden der Ansatz konstruiert werden muss,
um die oben genannten Anforderungen (E1) und (E2) zu erfiillen. Wir versuchen zunéchst,
den Ansatz aus Kapitel 3.1 fiir den zweidimensionalen Fall zu iibernehmen.

Ansatz aus zwei Moden

Analog zum eindimensionalen Fall, lautet ein Ansatz aus zwei Blochmoden
udPP (i, t) = el/? (Al(sx, et)pr(z)e* T 4 Ay(ex, 5t)p2(x)eik(2>'$) et (4.3)

wobei k() und k@ zunichst einmal beliebig in B sind. Die Blochfunktionen p; und po
sind wie in (4.2) definiert. Ahnlich wie in einer Raumdimension ist es hier fiir die Existenz
einer spektralen Liicke in den effektiven Gleichungen nétig, dass sie lineare Kopplungsterme
enthalten. Wir berechnen das Residuum von (4.3) fiir (3.7) und sammeln Terme gleicher
Ordnung in €, so wie wir es in 1D getan haben. Aufgrund der Eigenwertgeichung fallen
die Terme der Ordnung O('/?) wiederum weg. In der Ordnung O(£%/?) haben wir nach
Multiplikation mit o die Terme

[i (plaTAl + Q(kgl)pl — iaxlpl)({)XlAl + Q(kél)]n — iamzpl)({)XQAl)
ik(1).
— o(@) (Ip1 141 * + 2|p2* | A2)*) prAL = W (@)prAs] &%
+ [Z (pgaTAQ + 2(k§2)p2 - iaxlpg)axl A2 + 2(]{352)]?2 - iampg)aXQAg)
ik(2).
— o(z) (2lp1?[A1L]* + p2|*|A2]?) p2 Az — W (z)p2Az] €™ 7
~ o(0) (PP AR )T 4 i AT ACKD V) (4.9
Um die effektiven Gleichungen zu erhalten, sammeln wir in einer Gleichung die Terme,
die proportional zu eik(l)mP(x) und in der zweiten Gleichung Terme, die proportional zu
etk p (z) sind, wobei P(x) eine 27Z%periodische Funktion ist. Dafiir multiplizieren wir
mit pj(:):)e“f(j )z j = 1,2 und integrieren iiber T. Bei den meisten Termen des Residuums
sind die Proportionalitiaten sofort zu erkennen.

Die Kopplungsterme entstehen durch eine bestimmte Wahl des Potentials W. Ein Beispiel
fiir ein solches Potential ist

W (x) = acos <<k(1) - k(2)> . x) .
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4.1 Struktur der Coupled Mode Gleichungen in 2D

Warum gerade dieses Potential geeignet ist, werden wir anhand des folgenden Beispiels
sehen.

Wir wihlen den Term Wpy A aus (4.4) und multiplizieren ihn mit pg(:):)e”'k@)'x.
Dann integrieren wir iiber T und erhalten

A [ W e e ([ S e e
T T
# [ 5e0TH D ) ey  a)
T
a .
=A; (/ §p1(x)p2(x) dx
T
a ; .
* / Sp1(@)pa(a)e? (MR df”) : (4.5)
T

Damit erhalten wir in der zweiten Gleichung von System (4.6) den Koeffizienten

Rz = ;L/pl( )p2( )dx—i—é /pl ( ) 2@(k(1) k(2)) de

fir A mit

1, wenn k(1) — k(2 ¢ lZd.

i(26™M— 2k<2>)

5 { 0, wenn k(1) — k() ¢ 17

Da in dem zweiten Ausdruck von (4.5) der Term e’ 1) 2 k) stehen bleibt,

sehen wir, dass der entsprechende Term W(a:)plAleik T aus dem Residuum (4.4) nicht

proportional zu ¢i*? it Deshalb liefert dieser Teil keinen Beitrag zur zweiten Gleichung

von (4.6), aufer es gilt k() = k). Nach Berechnung der restlichen Koeffizienten lauten
die effektiven Gleichungen fiir einen Ansatz aus zwei Moden

) (8TA1 + 'Uél) . VAl) + ,‘£11A1 =+ H12A2 + (a\A1|2 + 25’A2|2) Al -+ 5¢A%E =0 ( )
4.6
{ <3TA2 + 1);2) : VAQ) + R12A1 + ka2l + (7|A2’2 + 2ﬁ|141|2) Ag 4+ 09ATA, =0
mit
Kjj = 5(1/ Ipj(x cos (k:(2) — kM) a:) de, j=1,2,
Ky = § / pz( )pl( ) dr + 6= /p2 ( )eQi(k@)fk(l))-z dz,
a=-[o@inl'ds, 5=~ [ o@nPlf do, == [ o@lpl! da.
T T T
T
Bemerkung 4.2. Die obigen k-Koeffizienten wurden hier fiir das konkrete Beispiel von
g g
W(z) = acos ((kV) — k) - z) berechnet. System (4.6) gilt allerdings fiir allgemeine W (x)

der Form (3.8). Fiir die entsprechenden k-Koeffizienten verweisen wir auf (3.11) mit d = 2.
Die folgende Betrachtung der Dispersionsrelation gilt allgemein.
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Nun wollen wir die Struktur der Dispersionsrelation von (4.6) auf die oben genannten
Eigenschaften (E1) und (E2) untersuchen. Wir berechnen diese aus dem linearen Teil der
effektiven Gleichungen durch

_ oW
DO, K) = det 700 B Hrm o —0.
K12 Q—vg’ - K+ Koo

Daraus folgt, dass

0 - Q(vél) K+ v_((yz) K — k11— H22) + <vél) K) (U(Q) . K)
B (”él) K) K22 — (05(12) : K) k11 + Kiikge — [R1al* = 0. (4.7)

Die Wurzeln von D(£2, K') definieren die lineare Dispersionsrelation Q = Q(K). Sie lautet

1 2 1 2 2
gwq_¢”K+¢”K_““%”i<<%%K+%”K_““%”>

2 2
1/2
— (’U!(]l) . K) (U;D . K) + KQQ’Uél) - K + H11U§2) K — K11Kk22 + |I€12|2> .(4.8)

Bemerkung 4.3. Fiir den Spezialfall mit x1; = koo = 0 gilt: Falls vél) - K = 0 oder

ng) - K =0 und vél) = fozvg), dann ist vél) K = vf) - K =0 und mit (4.8) gilt

Q:ﬂ:|512|.

Wir zeigen, dass eine spektrale Liicke nur existiert, falls vél) und 05(12) linear abhangig sind

und in entgegengesetzte Richtungen zeigen.

Die Nichtexistenz einer Liicke ist dquivalent zur Losbarkeit von (4.7) beziiglich K. Dafiir
schreiben wir K = pj mit p € R und j € R?, |j| = 1. Es gibt keine Liicke genau dann,
wenn es fiir jedes 2 € R mindestens eine Richtung j gibt, fiir die wir die Gleichung nach
p losen konnen.

Wir setzen den neuen Ausdruck fiir K ein und stellen die Dispersionsrelation nach p um.
Aus (4.7) folgt fiir j - vél) #0und j - véQ) #£0

) P (Qj . (v_t(]l) + v§2)> +7- </€11v§2) + /iggvél)))

o () (G -47)

0% — Q(k11 + Ko2) + Ki1ke — |k12)?

G o)

Dadurch erhalten wir als Bedingung an p, dass

+
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4.1 Struktur der Coupled Mode Gleichungen in 2D

. Qj - (Ugl) + v§2)) +7- (/mvé ) + fi220§1))
2(5-05") (5087

D
\/(j oM (@ kap) — ol (2 + fﬁl)) +4lr12[2( - v ) (G - 05)
+

(4.9)
. (1 e
2(3-@5 )) (J-vé ))
Nun schreiben wir den Ausdruck j fuél),l = 1,2 mit Hilfe des Kosinus als j - vél) =
‘ )‘ cos(f) und j - vg(f) = ’U( )’ cos(¢), wobei 0, ¢ € ( T 2] Ein reelles p existiert genau

dann, wenn

2
(10§01 cos(8)(2 + ) — [ofP [ cos(@)(© + mn) ) > ~Alns o0 [l cos() cos ()

(4.10)
Wir unterscheiden die beiden Falle
(i) cos(f) = — cos(¢) (das heiftt vél) = —avf) mit « > 0),
(ii) cos(6) # — cos(9).
Der Fall (i) vereinfacht sich (4.10) zu
(1) @)\ ? (1)},
(Q 4 malt g r) SOOI L e (411)
[og”| + [vg”)| (|v§”| + \v§2>|)

Mit (4.11) erhalten wir fiir vg(,l) = —ow_(SQ), a > 0 die spektrale Liicke

1 2 1 2
I R |\/Iv§’llv§)l ol o)y |\/Iv§’|\v§’|

0§V + o8] X EER 0§V + |08 X EER
(4.12)

Die Existenz einer Liicke wird wegen der stetigen Abhéngigkeit der Losung p von j durch
die ausgeschlossenen Richtungen mit j - Uél) =0 oder j - U§2) = 0 nicht geédndert.

Der Fall (ii) tritt auf, wenn entweder vél) = avéz) mit o > 0 gilt, oder wenn fué ) und Vg

linear unabhéngig sind. Fir vgl) = ong), a > 0 gilt cos(f) = cos(¢) und aus (4.10) folgt,

dass

(2)

2
(10591 cos(0) (2 + izz) — [0 cos(B) (2 + k1) ) = —Alrasflof ) [ufP)] cos(6)?.

Diese Ungleichung ist immer erfiillt, da die linke Seite grofer gleich Null ist und die rechte
Seite nicht postitiv.

(1) (2)

Falls span (v = R?, so koénnen die Winkel # und ¢ immer so gewihlt werden, dass

die rechte Seite von (4.10) nicht positiv und die Ungleichung erfiillt ist. Im zweiten Fall
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existiert daher keine spektrale Liicke.

Wir haben gesehen, dass wir fiir eine spektrale Liicke, das heifst fiir Eigenschaft (E1), die
Bedingung benétigen, dass

vél) = —ozvg(f) (4.13)

mit a > 0.

Oben haben wir bereits geschildert, dass wir fiir unseren asymptotischen Zugang eine
weitere Eigenschaft des Graphen der Dispersionsrelation bendtigen, ndmlich ein isoliertes
Extremum von (K) an den Réndern (E2).

In dem hier betrachteten zweidimensionalen Fall mit einem Ansatz aus zwei Moden gibt es
kein solches isoliertes Extremum fiir Q(K’), da Minimum und Maximum entlang einer Ge-
raden parallel zur x1-z2-Ebene angenommen werden, siehe Abbildung 4.1. Dies folgt, wenn
wir (4.13) in (4.9) einsetzen. Mit (4.12) sehen wir, dass die Wurzeln an beiden Réndern
verschwinden und es ist

1 a—1
p= ®) < (K22 + ak11 F 2v/alki2|) + K11 — Oéfi22> :
20lvg”| cos(f) \ + 1

Wie man sieht spannen die Werte von p(0) fiir 8 € [0, 7/2] ein ganzes Intervall auf.

Wir haben gezeigt, dass ein Ansatz aus zwei Moden nicht zielfithrend ist, da Eigenschaft
(E2) fiir die Dispersionsrelation nicht erfiillt ist. Daher wissen wir, dass der gesuchte Ansatz
aus mindestens drei Moden konstruiert werden muss.

K,

Abbildung 4.1: Dispersionsrelation fiir die Coupled Mode Gleichungen in zwei Dimensionen
(1) 2)

zum Ansatz aus zwei Moden mit vy’ = (1, 1), U!S
0 und k19 = 1.5.

=(-1,-1), k11 = ko2 =
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4.1 Struktur der Coupled Mode Gleichungen in 2D

Ansatz aus drei Moden

Nun wollen wir die Struktur der Dispersionsrelation fiir die effektiven Gleichungen zu
einem Ansatz aus drei linear unabhéngigen Moden auf der Frequenz wg betrachten. Diesen
konstruieren wir analog zu (4.3) durch

3
us™ (z,t) = gl/2 Z Aj(ex, et)p, (x)eikm'xe_iwot,
j=1
wobei die Blochfunktionen p; fiir j = 1,2, 3 wie in (4.2) definiert sind, kY e Bfirj =1,2,3
und wqg = wno(k(j)) fiir 5 = 1,2,3. Auch hier suchen wir wieder ein geeignetes Potential

W, so dass lineare Kopplungsterme in den effektiven Gleichungen entstehen. Wir wéahlen
das Potential W (z) wie in (3.8) fiir N = 3 und erhalten die effektive Gleichungen

-,

i (8TA1 + vél) . VAl) + k11 A1 + k1242 + K13A3 + N1 (A) =0
i <8TA2 + véz) VA2> + R12 A1 + Koo Ag + Koz Az + No(A) =
i (0r4s+ 0 - VA3 ) + Rz Ay + FasAs + KagAg + Ny(A) = 0

mit

v = =2((V +ikD)p;, pj)raery, 5 =1,2,3

sowie rj und Nj fiir 4,0 = 1,2,3 wie in (3.11). In diesem Fall lautet die Dispersionsrelati-
on

Q- U_,(Jl) - K+ K11 K192 K13
D(Q, K) = det 30 Q- vf) - K + ko9 K23 = 0.
K13 K23 Q—’Ug(]S)-K-i—/ﬁlgg

Damit erfiillt 2 die Gleichung

QS+QQ</{33—1}§1)-K—’[}§2)-K () K+H11+H22)
+ Q((Iigg — v(z) K — (3) K + ka2)k11 + (K3 — vé ). K — ( ) K)o
+ (ol K = o) K)kgs + (o) - K+ 0 - K) (0 - K) — kasFs

— Rigk13 + (v_f,” K)o - K) - @%12) + ((K33 — 0¥ - K)koy — kosFa3

— (0(2) . K)H33 + (1)(2) . K)(’U(S) -K))HH + ( K13KR13 — l€33( (1. K)

g g g
+ (Uél) : K)(Uég) K))kog + (—K12R12 + (Uél) . K)(vf) - K))k33 + (kosFas
— (WP K) (0 - K)) (0D - K) + kiakoshis + risFizvl? - K + kisRiakos
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Wir ersetzen wie im vorherigen Abschnitt K durch p - j mit |[j| = 1, um zu sehen, ob wir
die Gleichung fiir eine Richtung p l6sen kénnen. Es ist

P’ (vél) ~j) <v§2) -J') <v§3) -J'> + pPua + pui + 1 = 0.
Die Koeffizienten v, [ = 0, 1,2 sind reell fiir jedes (2,5) € R x R%. Zum Beispiel ist

vo = — Q3 — Q% (k11 + koo + k33) + Q(|k1a|> + |k13|* + |Ka3|? — Ki1k2e — K11K33 — Ko2k33)

— K12R13k23 — R12K13R23 — K11Ka2ka3 + [k12|*kas + |13 2 ka2 + |was|? ki1

Also haben wir fiir jede Richtung j € R?, die nicht orthogonal zu einem vff ), 7 =1,2,3
ist, eine kubische Gleichung mit reellen Koeffizienten, welche immer mindestens eine reelle
Losung hat. Insgesamt umfasst das Spektrum von €2 der Dispersionsrelation in diesem Fall
ganz R, so dass keine spektrale Liicke existiert, siehe Abbildung 4.2.

100 —
80—
60—
40—

20—

—20 —|
—40 —|
60 —|

-80 —|

Ky

Abbildung 4.2: Dispersionsrelation fiir die Coupled Mode Gleichungen in zwei Dimensionen
zum Ansatz aus drei Moden fiir vél) = (1,1)T,v§2) = (—l,l)T,v!(Jg) =
(1, 2)T und K11 = K22 = H33:0, und K12 = K13 = K23 = 15.

In diesem Fall ist schon Eigenschaft (E1) nicht erfiillt. Wir sehen also, dass auch ein
Ansatz aus drei Moden in 2D ungeeignet ist, um exponentiell lokalisierte Losungen fiir die
effektiven Gleichungen zu finden.
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4.1 Struktur der Coupled Mode Gleichungen in 2D

Bemerkung 4.4. Es ist sogar so, dass es fiir jedes ungerade N keine spektrale Liicke in
der Dispersionsrelation der Coupled Mode Gleichungen gibt. Die Dispersionsrelation ist
die Determinante

Q—vél) K+ k11 K1 ... K1,N
D(Q, K) = det 2 - f —0
K1,N Q—UE(]N)‘K—FKN’N
=M

fir N = 2m 4+ 1, m € Npy. Nun ist aber die Matrix M hermitesch und es gilt, dass

det(M) = det(M*). Das heifst, die Dispersionsrelation ist fiir jedes K reell und wir haben
in p eine polynomielle Gleichung ungeraden Grades mit reellen Koeffizienten, so dass es
immer eine Losung gibt.

Ansatz aus vier Moden

Wir kommen nun zu einem Wellenpaketansatz, welcher aus vier Moden konstruiert wird.
Dieser liefert uns schlieklich die gewiinschten Eigenschaften in der Dispersionsrelation. Der
Ansatz lautet entsprechend (4.1)

4
uPPP(2,1) == /2 Z Aj(ex,et)p; (:U)eikm'xe_i”ot (4.14)
j=1

mit den Blochfunktionen p; fiir j = 1,...,4 wie in (4.2) definiert. Es beschreiben A1, ..., A4
wieder die Einhiillenden. Die effektiven Gleichungen zu einem allgemeinen Potential W und
Ansatz (4.14) sehen wie in (3.10) aus. Da es jedoch unser Ziel ist, ein Amplitudensystem
mit bestimmten Eigenschaften zu erhalten, wéhlen wir ein moglichst einfaches Potential,
welches lineare Kopplungen in den effektiven Gleichungen generiert. Eine mogliche Form
fiir das Potential W ist

W (z) = ay cos <2k§1)w1 + 2k§1)x2> + as cos (2]{751)%1> + a3 cos <2k§1)x2) (4.15)

mit a1, a2,as3 # 0. Um weiter die Notation zu vereinfachen, fordern wir fiir die Punkte
ED k@ die Symmetrien

YO\ @ L) NG
PRCO L T (o W Y B ol N (e 1.16
<k§1)) (—kéz) e o (4.16)

Durch die obige Wahl der Punkte k(). .. k™ gilt nach geeigneter Wahl der komplexen
Phase, dass

p2(z1,2) = pi(z1, 12) = p1(—21, —72)
und falls V' gerade in x1 und xo auch

p3($1,$2) = p1($1, —332)

pa(x1,22) = p3(—x1, —x2) = D3(x1,22) = p1(—1, 22).
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Kapitel 4 Untersuchung der Dispersionsrelation fiir die Coupled Mode Gleichungen in 2D

Fiir die Berechnung der Koeffizienten von (4.17) nehmen wir diesen Fall einfachheithalber
an. Fir den allgemeinen Fall verweisen wir wieder auf (3.11).

ko
JACO) L)
k1

52 1)

Abbildung 4.3: Beispielhafte Anordnung der Punkte k), j=1,...,4, so dass die Symme-
trien in (4.16) erfiillt sind.

Bemerkung 4.5. Bei der Wahl der Punkte k) fiir j = 1,...,4 miissen wir zwei Fil-
le unterscheiden. Im ersten Fall k) € B,j = 1,...,4 liegen alle k) im Inneren der
Brillouinzone. Hier sind die Symmetrien erfiillbar und wir erhalten einen Ansatz aus vier
unterschiedlichen Moden. Sollte allerdings ein k() auf dem Rand der Brillouinzone liegen,
so kann der Fall eintreten, dass es nur ein oder zwei unterschiedliche Punkte k() gibt. In
diesem Fall benétigen wir in k() mehrfache Eigenwerte, um tatséichlich einen Ansatz aus
vier verschiedenen Moden zu erhalten. Im Fall k() = ... = k(®) nehmen wir an, dass die
zugehorigen Eigenfunktionen linear unabhéngig sind.

Das Einsetzen von Ansatz (4.14) mit Bedingung (4.16) in Gleichung (3.7) fiir d = 2 mit
W wie in (4.15) und das Sortieren der Terme nach e-Potenzen liefert mit passenden qua-
siperiodischen Randbedingungen in der Ordnung O (53/ 2)

4 4
+2 Z Ox, Ajaxlpjeik(])'z +2 Z 8X2Ajax2pjeik(])'x
J=1 J=1

— W(x)Alpleik(l)'”: — I/V(:U)Agpgeik(z)'””C — I/V(:U)Agpgeik(g)'””C — I/V(as)Azgue“g

- |uapp|2 uapp} e~ twot

).

Fiir die Suche nach einer Dispersionsrelation, welche die Eigenschaften (E1) und (E2)
erfiillt, betrachten wir k) € B = (—%, %]2 firj=1,...,4.
Wir berechnen die Koeffizienten des effektiven Systems wie in Kapitel 4.1 und erhalten als
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4.1 Struktur der Coupled Mode Gleichungen in 2D

effektive Gleichungen die sogenannten Coupled Mode Gleichungen

{ <3TA1 + vél) : VA1) + a1 Ay + a3Az + g Ay +

+ 272 (|As* + |A4]?)

i (0r4s = of) - VA ) + a7 AL +T3As +T3AL +

+ 27 ( |As|? + | Ay? )

i <3TA3 + vf) . VA3) +azA; + Ay + a1 Ay +

+ 2’)/2( |z41\2 + \A2’2 )

i <3TA4 - v§2) : VA4) +agA; + azAy +a1Az +

+ 272 (A1 + A2

(141 +2|A42)%)
A + 2"}/21431441472 =0
(142 +2141%)

Ag + 272 A344A1 =0
(4.17)

(145 +2] A4

A3+ 272 A1A2A4 =0

(144 +2]45)

Ay + 272A1 4343 =0

mit den Koeffizienten

o) = =2((V + ik )pr,p1) 2cry,

vi? = =2((V +ik®))p3, p3) 121,

3

a;n/P2(x)pl(x)ei(k(2)+qm_k(l))'”” dx
T

we- ¥
—
k@) g, ek 474
3
a _ (B Lg k().
Y wm@e e
m=—3 T
EW + g ek(3) 429
3
a .
ax=— Y | p@pr(e)e e T gy
T
m=—3
kW +qm ek 424
3
a _ (5@ g — k().
- Z 7m pa(a)p3(x)e’® ™ Fam =k g,
m=-—3 T
3
o am __ i(k® +qm—kM) .z
ag = — — x x)e dx
3 > 5 Tpa( )pi(z)

m=—

E®) +gmek® 474

2

k<2)+qm;7c(3>+zd

m:—/ﬂmﬁwz—/ﬂmﬁw:—/ﬂmﬁw=—/ﬂmﬁw,
T T T T

w:—Aﬂmmum=—Aammme,

[ palapate)et k0 g,
T
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Kapitel 4 Untersuchung der Dispersionsrelation fiir die Coupled Mode Gleichungen in 2D

wobei fiir das in (4.15) definierte Potential W (x) gilt, dass

" 2k N £ D
1 2k§1) ) 2 0 ) 3 2k§1) :

Wir sehen in Abbildung 4.4, dass die Struktur der Dispersionsrelation fiir die oben gewahl-

ten Koeffzienten véj),j = 1,2 und oq,1 = 1,2, 3 die gewiinschten Eigenschaften (E1) und

(E2) hat.

Abbildung 4.4: Dispersionsrelation der Coupled Mode Gleichungen fiir einen Ansatz mit
vier Moden mit vél) = (1, 1)T,v§2) =(1,-1)T und oy = 7,02 = 3,3 = 2.

4.2 Existenz einer spektralen Liicke fiir die Coupled Mode
Gleichungen in 2D

Jetzt mochten wir die Existenz einer spektralen Liicke fiir die Dispersionsrelation der Cou-
pled Mode Gleichungen fiir Ansatz (4.14) rigoros beweisen.
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4.2 Existenz einer spektralen Liicke fiir die Coupled Mode Gleichungen in 2D

Satz 4.6. Fir System (4.17) existiert in der Dispersionsrelation Q = Q(K) eine spektrale
Liicke.

Beweis. Wir betrachten zunéachst einen vereinfachten Fall a1 = a7 = o und a9 = a3 =
ag =ag = [ in (4.17).
Der lineare Teil der Coupled Mode Gleichungen sieht dann wie folgt aus

i (0r41 + o{10x, A1 + 005, A1) + ads + 8 (A3 + Ag) = 0
i (0r4s — §0x, Ao — 0} 305,42 ) + @y + B (A3 + Ag) = 0
z(@TA3+v 10x, A3 + 030, A3 ) + B (A1 + Ag) + ady =0

i (0rA1 = v0x, A — 03305, A0) + B (A1 + Ag) + ads =0,

Der einfacheren Notation halber méchten wir mit einem System arbeiten, das die ortho-
gonalen Gruppengeschwindigkeiten

5 = (1,0)" und 8 = (0,1)" (4.18)
hat. Sollten Gruppengeschwindigkeiten vé ), (2) gegeben sein, die linear unabhéngig, aber

nicht orthogonal sind, transformieren wir die Varlablen entsprechend. Die neuen Variablen
nennen wir
E=a1 X1+ agXo und n = az X1 + as Xo.

Bemerkung 4.7. Dank der linearen Unabhangigkeit der v(j ) , J = 1,2 sind nicht beide
(1)

erste Komponenten von vy

Von 2751) 5(]2). Ohne Beschrénkung der Allgemeinheit nehmen wir an, dass vé}) # 0 und

ng # 0.

und UéQ) Null. Das Gleiche gilt fur die zweiten Komponenten

und v

Nun ist mit £ = £(X1, X2) und n = n(X1, X2)

Ix, A& m) = a0 A&, m) + as0p A€, m)

und

Ox, A(€,n) = 0 A&, m) + as0p A&, ).

Wir méchten nun wegen (4.18), dass
viVox, + v ox, = o
v ox, +0{P0x, = oy,

gilt, was uns zu dem System

vé?(o&lag + 063(917) + vg)(agag + 064877) = 8{
vg) (05135 + 043(977) + Ug) (05235 + 044(9,7) = (917
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fiihrt, da die zweite und vierte Gleichung linear abhéngig sind und wegfallen. Damit erhal-

o (o o) (5) = (0) (3)
o (n o) ()= () ()

vél) ar) (1 and vél) az) (0
Ug(f) €5 ~\0 véQ) (a7} —\1/)
1) 1 @ vy
Da vy’ und vy linear unabhéngig sind, ist die Matrix ‘(72) invertierbar und die beiden
Ug
Gleichungssysteme sind eindeutig 16sbar. Mit der Variablentransformation erhalten wir aus
(4.2) das System

ten wir, dass

weshalb gilt, dass

) 8TA1+85A1 +04A2+,8 A3+A4)—0

l (4.19)

Ordy — 0¢Az) + ady + B(ds + Ag) = 0
)‘f’ﬂ A1+A2 +aa4—0

(
(
i (0043 + 0,45
i@pﬁ—&ﬁa+ﬂuh+Aﬂ+a%:0

mit A(X1, X2) = A(£, 7). Die lineare Dispersionsrelation Q = Q(K¢, K,)) mit den Fourier
Wellenzahlen (K¢, K;)) erhalten wir durch die Determinantengleichung von (4.19). Dann
ist

Q—Kg « ,3 ﬂ

Q@ O+ K¢ 154 I}

(Q K&, ) det ,3 6 Q—Kn a
I5; I3 Q 0+ K,

= (% —a® — K3)(Q® — a® — K2) — 48%(Q — )® = 0.
Reellwertige Wurzeln von D(0, K¢, K,)) existieren fiir o® < 43%, denn D(0, K¢, K;) =
(a®+ Kg)(a2 + K}) — 40?32 Das heift, fiir o > 44 hat die Dispersionsrelation in Q = 0
eine spektrale Liicke.

Nun wollen wir eine Bedingung fiir die Existenz einer Bandliicke fiir beliebige Koeffizienten
a1, g, az und fiir 13,51) = (1, O)T,ﬁg) = (0,1)T aufstellen. Nach der Variablentransformati-

on haben wir hier
OrAL + 0eA1) + a1 As + azAs + as Ay = 0
Ords — 0cAs) +ar Ay + ap Az + a3As = 0

+ 0731211 + 0421212 + O£1A4 =0

— — — —

(

(
4%@+a@

(

OrAy — 0yAy) + @Ay + azAs + a7z =0
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4.2 Existenz einer spektralen Liicke fiir die Coupled Mode Gleichungen in 2D

und damit lautet die Dispersionsrelation

Q- Kﬁ (65} Qs a9
B ag O+ K¢ ag ag .
D(Q, K¢, K)) = det @ o 0-FK, =0,
%) Qs aq Q-+ Kn

wobei (K¢, K;) die duale Variable zu (&,7) bezeichnet. Die Dispersionsrelation lautet

o [* + (K5

— a3’ + Kg —20% — ad)|oq > + |ao|* + (2K¢K,) — 202 — 2|a3]?)|az|? + |as|?
— 2K K,y + 209%)|as)? — a12a3 + 2Qas(a3 + az)ar — az a4+ 2Qaq (a3 + az)as + Q*
— (K + K;)¥ + KZK? =0,

Wir vereinfachen die Gleichung zu

ot — QQ(Ké2 + K,% + 2(le [* + |az]?® + |as|?)) + 4Q(Re(arasas) + Re(aijazas))
+ (KeKy + Jaof® —Jas)? + |1 P(KZ + K} + |aa|?) = 2Re(|as [*af + afar?). (4.20)

Dabei bezeichnet Re den Realteil. Die linke Seite der Gleichung ist fiir 2 = 0 und K¢, K, €
R? gréfer gleich |ag|®. Die rechte Seite ist kleiner gleich 2|aq |?(|az|? + |as]?). Das heift,
es gibt keine reelle Losung (K¢, K)), wenn |aq|> > 2(Jaz|? + |as|?). Daher existiert eine
spektrale Liicke um 2 = 0, wenn

|t |2 > 2(|ao|? + |as|?). (4.21)

Bemerkung 4.8. Eine Konstellation, welche diese Bedingung erfiillt, lautet zum Beispiel
a1 =T7,a0 = 3, a3 = 2, siehe Abbildung 4.4.

Insgesamt konnten wir zeigen, dass in der Dispersionsrelation zum Ansatz aus vier Moden
eine spektrale Liicke existiert und wir haben einen Kandidaten fiir die Approximation einer
lokalisierten Losung von (3.7) gefunden.

Bemerkung 4.9. Die Struktur der Coupled Mode Gleichungen und die Existenz einer
spektralen Liicke fiir den jeweiligen rdumlichen Operator verhélt sich im d-dimensionalen
Fall fiir N = 2, 3,4 genau wie oben beschrieben [DW18].

Deutlich schwieriger ist es, eine Bedingung fiir die Existenz einer spektralen Liicke fiir
Gleichungen, resultierend aus einem Ansatz mit mehr als vier Moden in d Dimensionen,
aufzustellen. In dem folgenden Kapitel konzentrieren wir uns deshalb auf die Coupled Mode
Gleichungen im zweidimensionalen Fall, resultierend aus einem Ansatz aus vier Moden.
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5 Lokalisierte Losungen der Coupled Mode
Gleichungen in 2D

Wie in der Einleitung beschrieben, interessieren wir uns fiir loklisierte Solitdrwellen der
Coupled Mode Gleichungen als Approximation von lokalisierten Wellenpaketen iiber die
Einhiillenden A;. Deshalb wollen wir uns in diesem Kapitel genauer mit der Asymptotik
fiir (4.17) beschéftigen. Liegt € nicht im Spektrum des Operators L(V), siehe (5.2), jedoch
asymptotisch nah am spektralen Rand, so ist eine Approximation durch die nichtlineare
Schrodingergleichung (NLS) moglich.

Fiir diese asymptotische Naherung benétigen wir, dass die Dispersionsreation lokal, das
heifst nah am spektralen Rand, vom parabolischen Typ ist. Mit Hilfe dieser Asymptotik
konnen wir die numerische Suche nach lokalisierten Losungen beginnen, welche in dem fol-
genden Abschnitt beschrieben wird. Schlietlich werden wir darauf aufbauend die Existenz
von lokalisierten Solitdrwellen fiir die Coupled Mode Gleichungen beweisen.

5.1 Asymptotik

Die Coupled Mode Gleichungen (4.17) fiir N = 4 und d = 2 aus Kapitel 4.1 kénnen wir
mit A = (Ay, Ag, As, A4)T kompakt schreiben als

iopA — L(V)(A) + N(A) =0 (5.1)
mit
—ivg, + V 0 0 o1 ag s
. W, -V B _|lar 0 az a3
L(V) = —ivg, -V Mo Mo = ag as 0 o
0 Wy, + V a; a3 a3 O
(5.2)

—, —, —, —,

RN T
und N( ):(Nl( ), Na(A), N3(A), Ny )) . wobei
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Kapitel 5 Lokalisierte Lésungen der Coupled Mode Gleichungen in 2D

Ni(A) = ’Yl(|A1\ +2|A2)?) + 272 (|43 +|A4!2) Ar, 4272 A3 A4 Ay
No(A) = ’Yl(| | +2’A12)+272(’A3‘ +\A4’2) Ao, +272A3A4 A
N3(A) = V1(|A3\ + 2| Ag?) + 2792 (A1 +|A2!2) Ag, +272 A1 A2 Ay
Ny(A) = vl(|A4\ +2[A5%) + 292 (| A1 +|A22) Ad+ 27241 A0y, (5.3)

Stehende Solitirwellen haben die Form A(X,T) = B(X)e ®7 mit B = (B, By, B3, By)".
Mit (5.1) erhalten wir die Gleichung

QB — L(V)B+ N(B) =0. (5.4)
Die Eigenwertgleichung in Fouriervariablen
QK)(K) = L(iK)7j(K)

liefert die vier Eigenpaare (Q;(K), 79K )),j € {1,...,4} mit Q; : R » R und den Ei-
genfunktionen 777) : R? — R*, |70 (E)ll2msy =1 VK mit

vg, - K 0
. B —vg, - K B
L(iK) = Ve K M,. (5.5)

0 —g, - K

Mit Q0 bezeichnen wir einen spektralen Rand, das heift Qo € 9(spec(L(V))). Fiir ein festes
Jo € {1,...,4} ist ©;,(0) = Qo und es gilt VQ,,(0) = 0, da der Rand ein Extremwert von
Qjo ist.

Wir suchen lokalisierte Losungen in der spektralen Liicke fiir die Dispersionsrelation der
Coupled Mode Gleichungen, das heifit in

4
(—Q0, Q) =R\ |J (R
Unser Ansatz fiir Gap Solitone fiir 2 nahe dem spektralen Rand € = g lautet mit
Q= Qo + 6291
Bapp = £0(e X)) (X), (5.6)

das heifst wir nutzen den langsam variierenden Einhiillendenansatz ¢C'(¢X), wobei das
Skalar Q1 = O(1) ist und C : R? — R noch zu bestimmen ist.

Bemerkung 5.1. In der Einhiillendenapproximation moduliert die Einhiillende eC'(¢X)
die ebene Welle "0 X7(70) (K). Aufgrund der einfacheren Notation nehmen wir an, dass
Koy = 0 gilt. Andernfalls wiirde man mit Verschiebungen arbeiten und spéter % =K
definieren.
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5.1 Asymptotik

Wir treffen fiir die Asymptotik drei grundlegende Annahmen:
(i) Qj,(K) ist einfacher Eigenwert fiir alle & in der Ndhe der Null.
(ii) Die Hessische D%, (0) ist definit.

(iii) |, (K) — Qo — 1KTD?Q; (0)K| < ¢|K? fiir ein ¢ > 0 und alle K in der Nihe von
Null.

Annahme (ii) liefert uns, dass das Extremum von Q;,(K) in K = 0 isoliert ist.

Bemerkung 5.2. Wir haben in Kapitel 4.1 fiir ein Beispiel von Coupled Mode Gleichungen
mit N =4 und d = 2 gezeigt, dass die Annahmen (i)-(iii) erfiillt sind.

Im Fourierraum haben wir
2 K
Bapp(K) = ec 20( )ﬁ( )( )
=7 1C(r)U) (ek) mit k= e 'K

und Q = Qg + £2Q4. Die Fouriertransformierte der Nichtlinearitéit in éapp lautet

F (]\7( app» Z% er)fV (ek), ;= (N( qapp)777(j)>L2(T)'

Wir berechnen das Residuum fiir den oben definierten Ansatz und betrachten alle Terme,
die proportional zu 7%0) sind, némlich

Rj, = (Qo +£2Q1) e 1C ()79 (ek) + 4190 790) (e) — L(er)e O (K7 (k)
mit y(0) = ﬁ(jo)(SH)TN(B’app)K,. Mit der Eigenwertgleichung ist
L(er)e ' C(w)i%) (er) = Qo (er)e ™ Cr)if) (er),

wobei der Ausdruck j,(ex) um den Punkt 0 taylorentwickelt wird, das heifst

2
Qj,(er) = Qo+ = 5 D0, (0)k + O(£?)
wegen V€2, (0) = 0 und Q;,(0) = Qo nach Annahme. Damit ist
Rjy = (Q0 + %) e LO(r)79) (k) + V0700 (k)

2 .
- (Qo + %KTijO(O)K + 0(53)> e 1C(r) 90 (ek).

Das Sortieren der Terme im Residuum, welche proportional zu 70) sind, liefert in der
niedrigsten Ordnung O(e), den Ausdruck

O (er) — 5 (K7D, (0)) )T (o) + 730 (e5).
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Kapitel 5 Lokalisierte Lésungen der Coupled Mode Gleichungen in 2D

Um das Residuum klein zu bekommen, setzen wir
1 . .
0 C(k) = 5 (1 Dy (0)r) C (k) + Y0 (k) = 0,5 € R?

und transformieren diese Gleichung aus dem Fourierraum zuriick. Indem wir in 40) den
Vektor 77170) (ex) durch 77190) (0) ersetzen, erhalten wir formal die effektive Gleichung

1
00+ §VTD2QjO(O)VC +T|C|*C =0, (5.7)

mit T == 70) (0)TN (70) (0)). Im Residuum erzeugt das Ersetzen der Terme in 10) auf-
schlieflich Terme hoherer Ordnung.

Gleichung (5.7) ist eine Verallgemeinerung der nichtlinearen Schrodingergleichungen, wel-
che dquivalent zur NLS ist, falls die Matrix DQQjO diagonal ist.

Uber die nichtlineare Schrédingergleichung wissen wir, dass eine explizite Familie von Lo-
sungen in Form des Sekans Hyperbolicus existiert.

Zusammengefasst erwarten wir unter den Annahmen (i)-(iii) an £, fiir den asymptotischen
Ansatz (5.6) mit einer lokalisierten Losung C : R? — C der nichtlinearen Schrédingerglei-
chung (5.7) lokalisierte Losungen von (5.4).

Basierend auf der obigen Asymptotik werden wir im folgenden Abschnitt numerische Un-
tersuchungen zu lokalisierten Losungen fiir die Coupled Mode Gleichungen im Fall N =4
und d = 2 durchfiihren. In diesem Fall sind die Annahmen (i)-(iii) erfiillt, was in Kapitel
4 gezeigt wurde.

5.2 Numerische Suche nach lokalisierten Losungen der
Coupled Mode Gleichungen

In diesem Abschnitt beschreiben wir die numerische Suche nach lokalisierten Losungen fiir
die in Abschnitt 4.1 hergeleiteten Coupled Mode Gleichungen in zwei Raumdimensionen.
Wir betrachten als Ausgangssituation System (4.17) und folgen der Asymptotik aus dem
letzten Abschnitt. Nach Abschnitt 5.1 werden Losungen nahe am spektralen Rand durch
Ansatz (5.6) approximiert. Mit dem sogenannten Townes Soliton ndhern wir uns der Losung
C von (5.7). Dann nutzen wir zur Losung von (5.4) ein Fixpunktargument und homoto-
pieren in ), um eine Losung in der spektralen Liicke zu finden. Dabei fithren wir wieder
in jedem Schritt eine Fixpunktiteration durch. Im Folgenden werden die einzelnen Schritte
detailliert beschrieben.

Wir berechnen zunéchst die Dispersionsrelation der Coupled Mode Gleichungen (4.17),
welche die spektrale Liicke (—0,29) enthélt. Dafiir berechnen wir nach der Diskretisie-
rung im Ort die Koeffizienten «aq, as, ag, so dass Bedingung (4.21) aus Abschnitt 4.2 zur
Existenz einer spektralen Liicke erfillt ist, sieche Abbildung 5.1. Dabei sollen die Punkte
kMW . k@ die Bedingung (4.16) erfiillen.
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5.2 Numerische Suche nach lokalisierten Lésungen der Coupled Mode Gleichungen

Abbildung 5.1: Dispersionsrelation von (4.17) mit oy = 2.7, g = 0.5, a3 = 2, vél) =(1,1)
und Uf) =(1,-1).

Anschlieftend berechnen wir die Koefizienten der nichtlinearen Terme. Dann schreiben wir
die Losung A(X,T) von (5.1) als A(X,T) = B(X)e T und erhalten, wie im vorherigen
Abschnitt beschrieben, Gleichung (5.4). Da wir exponentiell lokalisierte Losungen nur in
einer spektralen Liicke erwarten, wihlen wir Q € (—Qg, ) nah am spektralen Rand.
Nach 5.1 werden Losungen nahe am spektralen Rand durch (5.6) approximiert, wobei C'
die Gleichung

2 C+ V- = (D*Q,(0)VC) +T|CIPC =0 (5.8)

| =

16st. Wir 16sen jedoch zunéchst das Problem
Qb+ 6Ab+ T8 =0 (5.9)

mit

0 (8131 Qjo (0) =+ 81%2 Qjo (0)) :

1
T4
Fiir radialsymmetrische Losungen b konnen wir Gleichung (5.9) in Polarkoordinaten um-
schreiben. Wir suchen das Profil einer reellen stationdren Losung der nichtlinearen Schro-
dingergleichung in zwei Raumdimensionen. Das Vorgehen ist in dem folgenden Abschnitt
beschrieben.
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Kapitel 5 Lokalisierte Lésungen der Coupled Mode Gleichungen in 2D

Schiefdverfahren

Wir nutzen das Schiefsverfahren, um eine Losung von (5.9) zu finden. Das Schiefverfahren
ist eine numerische Methode, um Randwertprobleme gewohnlicher Differentialgleichungen
zu l6sen. Bei diesem Verfahren wird mit einer bestimmten Anfangssteigung und von einem
bestimmten Anfangswert aus ,,geschossen”. Die Anfangssteigung wird so lange variiert,
bis das Ziel, also der geforderte Randwert, getroffen wird. Dafiir schreiben wir Gleichung
(5.9) in Polarkoordinaten um, wobei die Gleichung nur noch vom Radius abhéngt, da wir
radialsymmetrische Lésungen suchen.

b,()

Abbildung 5.2: Profil der Losung bp(r) von Gleichung (5.9) in Polarkoordinaten nach dem
Schiefiverfahren.

Als ODE-Loser im Schiefverfahren verwenden wir die Matlabroutine ,ODE45“, welche ge-
wohnliche Differentialgleichungen auf Basis des Runge-Kutta-Verfahrens 16st.

Aus dem Profil, welches wir durch das Schiefsverfahren erhalten, konstruieren wir den
gesuchten radialsymmetrischen Soliton als Losung von (5.9), siehe Abbildung 5.2. Wir ho-
motopieren von §Ab zu V- (D?Q;,(0)VC), um eine Lésung von (5.8) zu finden. Dafiir 1osen
wir in jedem Homotopieschritt eine Gleichunge, welche sich Gleichung (5.8) immer mehr
annahert.
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5.2 Numerische Suche nach lokalisierten Lésungen der Coupled Mode Gleichungen

Abbildung 5.3: Losung von (5.8) nach der Homotopie.

Fixpunktiteration mit Petviashvili

Mit Hilfe einer Fixpunktiteration 16sen wir nun Gleichung (5.4) mit Q = Qg + 2. Wir
suchen dafiir ein geeigneten Iterationsverfahrens zur Losung von Gleichung (5.4). Ein soli-
des Verfahren zur Losung einer Fixpunktgleichung ist das Newton Verfahren. In unserem
Fall allerdings konvergiert das Newton Verfahren nicht. Das liegt an der Berechnung der
Differenzenquotienten, da sich die geraden und ungeraden Knotenpunkte entkoppeln, was
Oszillationen zur Folge hat.

Deshalb wenden wir den Petviashvili Algorithmus zur Berechnung einer lokalisierten Lo-
sung fiir die Coupled Mode Gleichungen an [Pet76, AMO05|. Als Ausgangssituation haben
wir ein System von Gleichungen vom nichtlinearen Dirac Typ, welches in den Fourierraum
transformiert wird. Fiir die Berechnung der Losung wird dann eine nichtlineare, nichtlokale
Integralgleichung, gekoppelt mit einer algebraischen Gleichung, bestimmt. Die Kopplung
mit der algebraischen Gleichung hindert den Algorithmus am Divergieren. So kann die
nichtlineare Mode durch eine konvergente Fixpunktiteration bestimmt werden.

Fiir die Berechnung von lokalisierten Losungen soll das System (4.17) aus nichtlinearen
partiellen Differentialgleichungen geltst werden. Dafiir verwenden wir das System in B
(5.4) und transformieren es in den Fourierraum. Wir erhalten

(@ — oY K)By + a1 By + asBs + as By + F(Ny) = 0
(Q+ vV K)By + aB1 + @Bs + @3By + F(N2) =0
(Q— v - K)Bs + @381 + a2Bas + a1 By + F(N3) =0
(Q+vP - K)By+ @381 + asBy + a1 By + F(Ng) =0 (5.10)

Dann wird ein Konvergenzfaktor bestimmt, der auf dem Grad der Nichtlinearitdt beruht,
in unserem Fall ist die Homogenitét drei.
Die Vorteile des Algorithmus sind, dass er relativ leicht zu implementieren ist. Auerdem
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Kapitel 5 Lokalisierte Lésungen der Coupled Mode Gleichungen in 2D

kann er auf eine grofse Klasse von Problemen angewendet werden, sowie auch auf hochgradig
nichtlineare Probleme. Wir schreiben System (5.10) in kompakter Schreibweise als

M(K)B(K)+ F(N)(K) =0 (5.11)
mit der Matrix
Q- ’Uél) - K (651 as a9
_ 1 _ _
M(K) = o vy K 0[(22) o
Qa3 a9 Q—vg’ - K o1
(o) Qs aq Q+ UéQ) - K

und der Fouriertransformation des Nichtlinearitiitenvektors F(N). Ein standardméfiger
iterativer Algorithmus zur Losung von Gleichung (5.11) lautet

A (n+1)

B; (K):—[M‘l(K)]:(N)(”)(K) L j=1,...,4.

J
Dieser Algorithmus divergiert im Allgemeinen, selbst wenn ein Fixpunkt B (K) in Problem
(5.11) existiert.
In einer modifizierten Version des Algorithmus nutzen wir deshalb einen Stabilisierungs-

faktor \ = (A1, A2, A3, \g). Wir zerlegen die Komponenten des Vektors B multiplikativ
in

By = \Uy, By=X\Us, Bs=\Us, By= MU,

mit \; € R fiir j = 1,...,4. Wir berechnen im ersten Schritt die A; fiir j = 1,...,4 mit
dem Newton Verfahren. Hier ist das im Gegensatz zu der Fixpunktgleichung fiir B moglich.
Dafiir definieren wir

MUE)F(N)] L0

G = “[jl”LQ)\l +

7U3

<_ 11 > 0,
Go = || Ul 22 + < M) F(N)| 2,U2> 0,
< 3 > 0,

Gs = “(jg”L2)\3 +

G = |[Uall g2 + ([ M7 (K)F(N)] . U) =o0.

Mit den berechneten A;, j =1,...,4 fiihren wir dann die Petviashvili Iteration

X M~Y(K)F(N)™
g, = - EFNN 4
AL
J J
durch. Dieser Algorithmus konvergiert, wie in [PS04| nachzulesen ist, falls |)\§-n) -0l >0
fiir eine Toleranz & > 0.
Fiir die Berechnungen der Petviahvili-Iteration nutzen wir als Ausgangsgebiet z € [—30, 30]

und eine Diskretisierung, welche durch eine Anzahl von 3002300 Gitterpunkten definiert
ist. Das Gebiet wird im Laufe der Berechnungen iterativ verkleinert, da sich die Losung

60



5.2 Numerische Suche nach lokalisierten Lésungen der Coupled Mode Gleichungen

mittig konzentriert, siehe unten.

Den Fixpunkt U multiplizieren wir nun mit X, so dass wir mit der Riicktransformation aus
dem Fourierraum eine Losung von (5.11) erhalten.

Abbildung 5.4: Entwicklung der Losung wihrend der Homotopie in die spektrale Liicke fiir
2= —0,0769 (links) und ©Q = —0,0265 (rechts).

Wir homotopieren mit 2 weiter in die spektrale Liicke (—g, ), wobei in jedem Homoto-
pieschritt mittels Fixpunktiteration in B (X) gelost wird, siche Abbildung 5.4. Da sich die
Losung wihrend der Homotopie in x1- und x2-Richtung immer mehr konzentriert, nutzen
wir eine Abschneidefunktion, welche das Gebiet verkleinert und das Gitter neu definiert.
Die Abschneidefunktion sorgt dafiir, dass der Ausschnitt der z1- und xs-Achse immer wei-
ter verkleinert wird, da sich die Losung mit jeden Schritt zusammenzieht und nach oben
wiichst. Mit A(X,T) = B(X)e® erhalten wir schlieRlich zeitharmonische lokalisierte Li-
sungen fiir die Coupled Mode Gleichungen, siehe Abbildung 5.5.

Abbildung 5.5: Zeitharmonische Losung der Coupled Mode Gleichungen in 2D in der spek-
tralen Liicke (2 = 0).
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Kapitel 5 Lokalisierte Lésungen der Coupled Mode Gleichungen in 2D

5.3 Existenz einer lokalisierten Solitarwelle fiir die Coupled
Mode Gleichungen

Nun mé6chten wir die formale Asymptotik aus Abschnitt 5.1 rigoros beweisen, das heifst wir
zeigen, dass lokalisierte Solitdrwellen fiir die Coupled Mode Gleichungen (4.17) existieren.
Fiir den Beweis orientieren wir uns an dem Vorgehen in [DP18|. Die Autoren approximieren
die Losung der stationdren Gross-Pitaevskii Gleichung durch die Losung der stationdren
nichtlineare Schrédingergleichung approximiert. In unserem Fall méchten wir System (4.17)
fiir 2 nah am spektralen Rand durch eine nichtlineare Schrédingergleichung approximie-
ren.

Zunéchst werden wir eine Lyapunov-Schmidt-Reduktion in Fouriervariablen durchfiihren,
so dass wir zwei Gleichungen erhalten, von denen die erste Gleichung den proportionalen
Anteil zum Eigenvektor 7U0) der Fouriertransformierten des spektralen Operators enthélt
und die zweite Gleichung den orthogonalen Anteil. Beide Gleichungen 16sen wir dann ein-
zeln mit Hilfe des Banachschen Fixpunktsatzes.

Beim Losen der Gleichung mit dem orthogonalen Anteil ist der Operator fiir die Fixpunkt-
gleichung nicht invertierbar, weshalb wir lediglich seine Einschriankung auf L;ym betrach-
ten, siehe (5.50), um die Invarianzen zu umgehen und einen invertierbaren Operator zu
erhalten.

Unsere Abschétzungen werden wir in Fouriervariablen durchfithren und wir werden, wie
auch in der Rechtfertigung in Kapitel 6, die L'-Norm vewenden.

Formale Asymptotik

Wir verfahren wie mit der Asymptotik in Abschnitt 5.1 und wiederholen zunéchst aus
Griinden der Lesbarkeit die wichtigsten Formeln. Zur Erinnerung, € ist ein Punkt auf
dem Rand der spektralen Liicke des Operators L(V) aus (5.2). Wir schreiben

Q=Qy+ 5291, (5.12)

wobei das Vorzeichen von 21 so gewéhlt wird, dass €2 gerade in der spektralen Liicke von
L(V) liegt. Unser Ansatz fiir Gap Solitone in € aus (5.12) lautet

Bapp(X) = eC(eX)TU(0), jo € {1,...,4}. (5.13)
Die fouriertransformierte Gleichung (5.4) lautet
OB — L(iK)B + N(B) =0, (5.14)

wobei N = F (]_\; ) die Fouriertransformierte der Nichtlinearitét N bezeichnet. Ansatz (5.13)
wird transformiert zu

> ~ (K ;
Buanli) =<7'C () 790 (5.15)
mit (70 (K), 73(K), 7®(K), 7W(K)) Eigenvektoren von L(K), das heift

—L(K) TV () = Q) (K) 77V (K)
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5.3 Existenz einer lokalisierten Solitdrwelle fiir die Coupled Mode Gleichungen

mit L(K) wie in (5.5) und || 79 (K)|;2 = 1 V4, K. Der Punkt Qg auf dem spektralen Rand
ist definiert als Qg := Q;,(0).
Als effektive Gleichung haben wir die nichtlineare Schréodingergleichung

WO(E) + 3V - (D4, (0)V) C(©) + TICE)PO(E) = 0, (5.16)
mit T := 7700) (0)T N (7710)(0)) wie in (5.7) erhalten.

Da die Losung B von (5.4) vektorwertig ist, definieren wir fiir die kommenden Abschét-
zungen die X'-Norm.

Definition 5.3. Fiir ? = (f1, fo, f3, f1)T definieren wir X = (LI(RQ))4 mit der Norm

1l = mase, (1l e)- (517)

Wir werden fiir den Beweis von Satz (5.5) im Fourierraum arbeiten. Um die Supremums-
norm gegen die oben definierte X-Norm abschétzen zu konnen, benotigen wir die folgende
Aussage.

Lemma 5.4. Sei 7 = (ﬁ, . I, ﬁ;)T € (Ll(RZ))4. Dann ist ? stetig und es existiert ein
c >0, so dass

— =
[ fllco < el fllx-

~

=

Beweis. Nach dem Satz von Riemann-Lebesgue ist f stetig. Es gilt mit Definition (2.6)

1f5llco ey = ‘/ Fi(k)e™ dk‘ S/ (0| dk < el fll o g
R2 R2

Die Behauptung folgt direkt mit Definition der X'-Norm (5.17). O

Basierend auf der obigen formalen Asymptotik formulieren wir das folgende Approximati-
onstheorem.

~

Satz 5.5. Sei C' Lisung von (5.16) mit C(X) = C(-X), C € LL_(R?) und s¢c > 1. Dann
ezistiert ein g > 0 und ein ¢ > 0, so dass Gleichung (5.4) mit Q = Qo + £2Qy fiir alle

e € (0,e0) eine Losung B mit B € X hat und es gilt

— —
1B = Bappllco < ce®/?

und E(X) — 0 fiir | X| — co. Dabei ist Eapp definiert durch (5.13).

Beweis. Als erstes formen wir Gleichung (5.14) in ein System um, deren Gleichungen wir

Schritt fiir Schritt 16sen. Wir zerlegen B in den Anteil, der dem spektralen Band €2;; ent-
spricht, und in den Rest.
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Dafiir definieren wir die Projektionen
5.18)

P : C* — span{ 77V (K)}
Qx = I — Py : C* — span{7V0) (K)}+, (5.19)

so dass
(PRE ) () = 70 () B) 79 (),
Wir nennen den zu 77U0) proportionalen Anteil der Losung B p und den zu 77U0) orthogo-

nalen Anteil EQ. Es ist
B (5.20)

mit
Br(K) = P B(K) = W(K)70) (K)
Bo(K) = QuB(K) = (1 - P) B(K)
Da die Ej fir j = 1,...,4 konzentriert um K = 0 sind, teilen wir ¥(K) auf in einen Teil
mit Trager in Ber(0) und in einen Teil mit Trager auferhalb von Bgr(0).

U(K)=¢'D (f) +R <I§> . (5.21)

Fiir € klein genug sind die Komponenten D und R definiert durch ihren Tréager
supp (’5 ()) C B.—1(0) und supp <7€()) C R*\ B.-1(0) (5.22)

mit 7 € (0, 1), welches spéter priziser bestimmt wird. Mit der obigen Zerlegung ist also

<e—113 (f) +R <[§)> 700 (K) + Bo(K). (5.23)

ool

(K) =

Mit (5.12) und (5.23), eingesetzt in (5.14) bekommen wir

(Qo + &%) <<s—113 <K) +R (f)) 7V (K) + E%(K))

£
a (K S (KN =) EN e
—L(K)(|e D = +R = YV (K)+ Bo(K) )+ N(B)(K)=0. (5.24)
Wir nutzen an dieser Stelle die Eigenwertgleichung —L(K) 7o) (K) = Qo) (K )7700) (K)
und zerlegen (5.24) mit Hilfe der Projektionen (5.18) und (5.19) in ihren Anteil proportional

und orthogonal zu 77(0),
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5.3 Existenz einer lokalisierten Solitdrwelle fiir die Coupled Mode Gleichungen

Dadurch erhalten wir die beiden Gleichungen

(Q + 20 — Q;y (K)) <5113 (f) +R <K>> + U0 (K)

- (B)(K) =0 (5.25)

=b

~

Qi (U + 20 — L(K)) Qx Bo + N(B)(K) — (ﬁw*(z{)ﬁ(ﬁ’)(m) 700 (k) = 0,
(5.26)

wobei die Terme in (5.25) proportional zu 770)(K) sind und (5.26) die orthogonalen Terme
zu 7700 (K) enthilt. Wir schreiben (5.26) als

Qx (0 + 0 — L(K)) Qx B + QN (Bp)(K)
Ok <fv’<§><f<> - fv’@xm) 0. (5.27)

Weil der Anteil Qx N (B_];)(K ) in (5.27) zu grofe Terme produziert, fithren wir eine soge-

nannte near identity transformation durch [KSM92]. Das heifit, wir teilen EQ(K) in die
Summe

Bo(K) = Bo.(K) + Bo.r(K) (5.28)

auf, wobei EQJ und §Q7 r die folgenden Gleichungen 16sen:

Qi (0 + 201 — L(K)) Qx Boa (K) + Qi N(Bp) (K) = 0 (5.29)

Qx (U + 21 — L(K)) Qe Bo.r(K) + Qu <?v<§><f<> - ﬁ@m) —0. (5.30)

Als Ausgangslage haben wir nun also ein System aus den drei Gleichungen (5.25), (5.29)
und (5.30).

Konstruktion einer Lésung B

Wir suchen eine Losung B von (5.14), so dass D nahe an C ist, siehe dazu (5.15) und (5.16).

Weiter fordern wir von der Lésung, dass die Komponenten R, §Q71(K ) und EQR(K )
klein sind. Offensichtlich ist das System aus den Gleichungen (5.25), (5.29) und (5.30)

gekoppelt in D, R, EQJ(K) und B}Q’R(K). Wir konnen allerdings jede Gleichung einzeln
behandeln, indem wir vorher entsprechende Annahmen an Form und Grofe der jeweils

iibrigen Komponenten treffen. Im Detail besteht die Konstruktion einer Losung B aus
den folgenden Schritten. Wir 16sen fiir ein gegebenes kleines B p Gleichung (5.29), um mit

der Invertierbarkeit von (Qo + 20y — L(K )) ein §Q71 zu erhalten, welches ebenfalls klein

ist. Dann wenden wir fiir ein gegebenes kleines B p den Banachschen Fixpunktsatz auf

Gleichung (5.30) in der Nihe von Null an, um eine kleine Losung EQ g fiir € klein genug

zu erhalten. Fiir ein gegebenes D mit ausreichend schnellem Abfall wenden wir dann den
Banachschen Fixpunktsatz auf (5.25) auf dem Tréager von R an, um ein kleines R zu finden.
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Schlieklich {iberpriifen wir die Existenz einer solchen Lésung D von (5.25) (mit_ R gegeben
durch den vorherigen Schritt) auf dem Trager von D, was nah an einer Losung C von (5.16)

ist. Desweiteren werden wir Abschétzungen fiir die Komponenten B P, Dund R bendtigen.
Wir formulieren das folgende Lemma:

Lemma 5.6. Vorbereitende Abschitzungen

Sei Bp wie in (5.20), sowie D und R wie in (5.21) definiert. Weiter nehmen wir an, dass

fiir alle € > 0 klein genug gilt, dass
DLy @2) + Rl @) < ¢ (5.31)

1st, wobei sp, sg > 0 spdter bestimmt werden. Dann gilt

N
Bp

<ce (HﬁHL’l(BET_l(O)) + 61+(1_T)8RHﬁ”LéR(RQ\BEr—I(O))> (5.32)

5 (B’p)

X

und fiir die Nichtlinearitdt ist

< ce? (5.33)

’ X

mit ¢ = ¢ (Dl a2y, IRl 2 ez )

Beweis. Als Erstes schiitzen wir B p in der X-Norm ab. Es ist
IBp(m)llx = [[(=7D (1) + R (2)) 70
€ € X
=(Jo) -15 (" 5
< e (7 e 71D () + R ()]

<c (8|’D”L1(BET71(O)) + 62HR||L1(R2\BE’I‘71(O))) )

L1(R2)

mit (5.22). Es ist 7_7’l(j0) € L™(R?) wegen ||n%)(K)||;2 = 1 VK und Nun mochten wir
aber die Ausldufer, also die ,tails* von R sehr klein bekommen. Deshalb schitzen wir den
zweiten Teil der rechten Seite weiter ab. Es ist

IRl s w2\, 00) = /RQ\BEH@ R

< sup (14" / (1+ 1) [R() di
|[|>e(r=1) R2\B_,_1(0)
(1-7)sr |
< 0 RYyy

wobei L} wie in (2.13) definiert ist. Damit haben wir, dass

=
Bp

< e|Dll 11 w2) + 52+(1_T)SRHRHL§R(R2)
x

fiir alle sgp > 0.
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Die néchste Abschétzung betrifft die Nichtlinearitét N. Diese erhalten wir, indem wir die
nichtlinearen Terme in (5.3) fouriertransformieren. Allgemein kann man sie als Summe aus

Termen der Form
'yk(Bll * Bl2 * Bl3), k= 1,2 (5.34)

mit ly,l2,l3 € {1,...,4} schreiben. Mit der Zerlegung (5.20) erhalten wir in der fourier-
transformierten Nichtlinearitdt Summanden der Form (5.34) mit B, € {B—J;,B_é } fiir
ji=1,2,3.

Wir betrachten als Beispiel die Abschitzung

< c|On |3, gy

b (T ),

< eI o 107 1 e .

Dabei wurde die Young-Ungleichung fiir Faltungen mit 7, p,q = 1 genutzt. Ebenso kann
man mit den restlichen Summanden der Nichtlinearitét vorgehen. Wir berechnen
NTE!
< max H "_73(‘70)

| = [T [ () +R ()
co( o5 5 (2) )
R2 € €
3
<c (/ 1D <K> dK +/ R <K> dK)
B.r(0) € R\ B, (0) €
3
<c < / eD(1) dl + & / R(1) dl)
B_r—1(0) R2\B_,—1(0)
< (|8l + <O R )
) Ll (R?)

mit (5.32) und (5.31). O

~

S5 5005 3
N <BP,BP,BP>

L1(R?)

L1(R2

Schritt 1 (Die Komponente EQJ)
Wir 16sen nun Gleichung (5.29) fiir Bg 1 unter der Annahme , dass

D R <
IDllLy @2y + IRz: @2y < e

Der Operator
Mg = Qg ( + 21 — L(K)) Qk
mit Mg : QgC* — QxC* ist invertierbar mit einer beschrinkten Inversen, da der Kern

orthogonal zu QxC* ist. Durch das Umstellen von (5.29) folgt, dass

Bq.(K) = Mi'N <§P(K)> :
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Sei Bp klein gegeben, dann ist mit der Matrixnorm -]

Bo| < su a1 | (Br )
X KeR2 X
< c¢ max ]Vl <§p>
le{1,...,4} L1(R2)
< cg?, (5.35)

wobei ¢ wegen (5.31) und (5.33) nur polynomiell von ||D|| 11 (r2) und IR L1 (r2) abhéngt.
SD SR

Schritt 2 (Die Komponente EQ’R)

Wir 16sen nun (5.30) fiir E)Q, r mit dem Banachschen Fixpunktsatz, wobei eine Abschétzung
von Bg,1 durch den letzten Schritt gegeben ist. Gleichung (5.30) ist dquivalent zu

~

Bor=Mg'Qx <JV <§p> - N <§p + Bo, + EQ,R» =G <§Q,R> . (5.36)
Fiir die Selbstabbildungs- und Kontraktionseigenschaft definieren wir
Bper = {T € L'®?)| | fllx < 0"}

fiir ein # > 0 und 7 > 0, welche noch zu bestimmen sind. Es ist

e

< sup [||M;t]| max Hﬁl <Bp> ~ N, <BP+BQ,1 +BQ,R)

x  KeR? le{l,...,
2
X X

(ol
()

+
X

L1(R2)

y

~

Bp Bgi|| +||Be,r Bga Bp Bo.r

X

+
X

Bq,r

X
3
X

Bq,r

X X X

~
=

+ ||[Ba.1 Bq,r

< 0e". Es folgt dann mit (5.32), dass

Wir wéhlen §Q, R € Byen, so dass
x
<c(e” +e*M %),

(30,
(3.

und G (EQ,R) € Bgen fiir p =5 und 0 = c.

Also ist fiir n > 3
<ce® (5.37)

X

Fiir die Kontraktionseigenschaft betrachten wir EQ, r und ZQ, R € Bgen. Es ist
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[0 (Pax) =0 ()|
X

< sup |||Mg']]| max
KeR2

le{1,...4}
<c (

9 =S =
< ce”||Bg,r — ARl x-

2

+
X

2

+
X

Bp Bga

)

Die Kontraktionseigenschaft ist fiir € > 0, klein genug erfiillt, das heifit ce? < 1. Nach dem

X

Banachschen Fixpunktsatz existiert eine eindeutige Losung von (5.36) fiir §Q, R, welche
die Abschéitzung

Bon|| <c (5.38)

X

erfiillt, wobei ¢ wegen (5.31) und (5.33) polynomiell von ”ﬁ”LI(R?) und HﬁHL;R(R% ab-
héngt.

Schritt 3 (Die Komponente R) R
Wir méchten nun eine Losung von (5.25) auf dem Trager von R finden. Dafiir schreiben
wir (5.25) um zu

R <K> — 1D (f) + (o (K) — Qo — £20) ™" <77’<j0>*(K)?v (E) (K)) ,

5
wobei D (£) =0 mit K € R?\ B.r(0) wegen supp (ZS ()) C B.+-1(0). Also ist

=

R <K> = e (9 (K) — Qo — 201) "' (1 = xp., (K)) (ﬁw*(K)fv’ (Es) (K)) .

3

Auch hier moéchten wir wieder den Banachschen Fixpunktsatz nutzen. Wir definieren

V(K) = (Qy(K) — Qo — 5291)71, sowie

Br(K) =R <I§> 7U)(K) (5.39)
ED(K) =D <[§) 7U)(K). (5.40)
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Damit ist
R () =t (1 xar (50) (7O (ON B 1) )
— V() (1 - x5, (K) (h*(K) ()79 ()N B 1))
700 (16) (N(B)(K) - N(Bo) (1)) ) — HR)(K) (5.41)

mit h(K) = (1+‘Eﬁ ’

um K = 0 quadratisch ist, gilt

” fiir ein sp > 1/2, welches noch zu bestimmen ist. Da €, lokal

sup v(K)= sup (9, (K)—Q— 5291)71 =ce ¥

KER?\B,r KER?\B,r
und
K|\ P
sup  h(K)™t = sup (1 + H) = ce(l=m)sp,
KER2\B,r K/e€R2\B_,_1 €

Nun definieren wir die Summanden von (5.41) als

i = V() (1= () ) (0)TO0 (KON (B 1))

Wir schétzen T7 wie folgt ab.

ITu || ey = ||[v (1= xBo ) R} (hﬁ(jw*N(Bp)) Lz
< HVHLOO(RQ) H<1 - XBET) hilHLOO(RQ) ’ (hﬁ(]O)*N(BD)> L1(R?)
< —2r _(1-7)sp H_)(]O) h]/\\f §
<ce “¢ 16?11?%4} UN) Lo (R2) l( D) LR
< e~ 2r+(1=m)sp oy ‘hﬁl(ﬁD)
le{1,...,.4} L1(R2)
P NITE:]

e 410

€/ IL1(R2)

—2 1— 31175113
<ce r+(1—r)sp+ ||D||L§D(R2)’

wobei der vorletzte Schritt durch die Youngsche Ungleichung fiir Faltungen gegeben ist,
siehe Lemma A.7. Nun schitzen wir den zweiten Summanden der rechten Seite ab. Es ist

)

=b
S

(

172l L1 (m2) =

(1=, 70 (N(B) - )
LY (R
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~

Ni(B) — Ni(Bp)

Ll(R2)>

<c HVHLOO(W\BET) lel{frll?ﬁ} (Hm(m)*

\m (EQ + (B’D + E'R)) _ Ni(Bo)

L (R2)

<ce™?" max
le{1,....4}

L1(R?)

<es= max  (I1Br)ul}s ey + | (Brlls ey (|(Boillaes) + (Bl )

le{1,...,4}

~ N

HI(Br)ll £ )

+ 1 Bo)ll ) | (Bl ez + 1Bl o)

”(ED)lH%l(R?) + H(EQ)lH%l(R?)) + H(ED)I”%l(RQ)H(B\Q)ZHU(RQ)

wiederum mit Lemma A.7. Aufierdem haben wir wegen Bg = Bg,1 + Bg,r und mit (5.35)

und (5.38), dass

IBollx < |Bgallx + |1 Bo,rllx
< ce3.

Wir benétigen noch eine Abschétzung von §D- Es ist

Bl — -1 73(;) 7o)
| Bpl|x e, e IDZ) 7 e

< CffHDHLl(BET,l(O)) le?llax4} \|7_7>I(JO)HL00(R2)

< C5\@HL1(BET_1(0))-
Und analog gilt
[Brllx < C€2HRHL1(BET,1(0))~

Also ist mit (5.42)

1T 1 gy < 52 (HBR\@ &) Brll + Xl Brllx +s7) T hot,

(5.42)

wobei h.o.t. die Terme mit hoherer e-Ordnung bezeichnet und ¢ von D abhéangt. Mit den

Abschétzungen fir 77 und 75 erhalten wir

||H(7/€)HL1(R2) < 5 <6—2r+(1—T)SD+3 + 66—2’r +54_2TH§RHA’ +52_2TH§RHZX +8—2r‘|§7€||?:¥>

+ h.o.t.

Dann gilt mit Bs = 3’(%) 700 (K), dass wir die Differenz H(R) — H(S) abschitzen

konnen durch
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VH(R) — HE)|| e < 6 (4 s (HBRHX n HBsnX)
L (HBR\@ T HBsH%«» 1Br - Bsllx.
Das heifst, die Kontraktionseigenschaft ist in dem Ball

HERHX < CmaX{€_2r+(1_r)5D+3’56—27‘}

fiir e > 0 klein genug und fiir ein r € (0, 1/2) erfiillt. Nach dem Banachschen Fixpunktsatz
existiert damit eine eindeutige Losung von (5.41).
Wir erhalten auferdem eine Abschitzung fiir ||R|| 11 (g2), dass

RN r2y < e 2| Brllx < 72 (5.43)

Schritt 4 (Die Komponente D)

Schlieflich widmen wir uns dem Term fiihrender Ordnung e 1D (%) ﬁ(jo)(K ) der Losung
B und beweisen die Existenz eines solchen D nahe an der Losung C von (5.16). Wir bené-
tigen, dass die Konstanten in allen Abschétzungen nur von Normen von D abhidngen und
nicht von Normen von R. Da alle Konstanten in den bisherigen Abschétzungen polynomiell
abhéngig von HﬁHLl(RZ) und ||7/€HL_§R(1R2) sind, kénnen wir (??) nutzen, um die Terme in
Abhéngigkeit von Hﬁ” L}, (R?) 21 eliminieren. Wir miissen sicher stellen, dass 4—2r—sg > 0
ist. (Wir werden spéter sehen, dass die Bedingung erfiillt wird, da wir r = 1/2 und sg =1
wihlen werden.)

Wir schreiben Gleichung (5.25) auf dem kompakten Trager von D als

=

(D + 20 — Qy(K)) e D (f) + X B0 (o) (K) T (KON (Es) (K)=0  (5.44)

mit K € B.r(0). Wir berechnen die Taylorentwicklung von (/) um Null. Da Qg =
25,(0) auf dem spektralen Rand liegt, entfillt der Term der ersten Ableitung in der Tay-
lorentwicklung. Mit x := % wird (5.44) zu

( 20 — 22 kT D*Q;, (0) >5_113( k) + XB_,_,(0)(eR) T (G0)* (e ﬁ( )
+e16(er)D (k) =
wobei 0(k) = Qo + 357 D*Qj (k) — Qj, (k) ist und es gilt, dass
o(k) < c[smF’ (5.45)

fir alle K € Bor—1(0).
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Die obige Gleichung schreiben wir als

~
=

(9= 577 D20 006 ) 7B 09 + x0T ()N (B ) (0

L.
+s—2XBE,.(O)(eK)< (o) ( <J‘§’) 3( >> () + e '6(er)D (;{)) — 0(5.46)

Nun schiitzen wir den Term £~ '§(ex)D (k) ab. Mit (5.45) ist
=8Bl aop < e [ 1Bk d
B.r1(0)
<ce? sup |f£]5/ k>~P1D| dr
KEB_r-1(0) R2

< e POD)

fir ein 8 € [0, 3].
Wir betrachten den zweiten Term in (5.46). Es ist

mit I" aus (5.16). Weiter ist

.me:%2ﬁ<f>*§<f>*ﬁ<f>+e2§<f>*ﬁ<f>*ﬁ<f>+hau

wobei h.o.t. die Terme hoherer Odnung in R beschreibt. Dabei ist G(K) eine Summe,
welche Terme der Form

— / / (ﬁﬂhlzylw) (K, K —h,h—1,1) — F) U(K —h)¥(h—1)¥(l) dl dh
By.r r
enthélt, wobei
U (I K = b= 1,1) 2= g, () (0 (K = i (h = D (1))
mit [,11,l2,l3 € {1,...,4}. Dabei werden die Summanden durch die Nichtlinearitdt von

(5.3) bestimmt. Beachte, dass I' = £3(0,0,0,0). Um G(K) abzuschiitzen, setzen wir den
Ansatz ¥(K) = _1D( )+ R( ) in G(K) ein und nutzen % = k, sowie | = e~ ! und

h = e 1h. Dann ist
G(er) =¢ / / g di dh
ET 1(0)

267‘ 1
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mit
g= (B(sn, e(k — B), 5(71 — l~), €l~) - F) XBET-A(O)("? — l~1) (571ﬁ(/€ — B) + ﬁ(li — 71))

x x5 (=D (DR =D+ R 1)) x5, 0D (DA + R(D) .

Weil K — 7]’(3'0)([( ) analytisch in jeder Komponente ist, ist der Koeffizient (3 lipschitzstetig
in jeder Variablen, das heifit

|B(ek,e(k — h),e(h —1),el) — (0,0,0,0)| < ce (my + |k —hl+|h =1 + m)
gzcg<m—/}|+|ﬁ—i|+|i|).
Das fithrt zu der Abschéatzung
G(em)| < es? (20k(D + R)| + D+ R| +|D + R| + D + R [5(D + R)| + D+ R]) (w).
Mit der Young-Ungleichung fiir Faltungen erhalten wir
IG ()1 @2y < €D + Rl 32y ID + Rl71 ey

9 -~ ~ 3
< ce? (IDllzyge) + IRy e )

< ce?

wegen

IBlloren = [ (14167 (1 + 5DIB] s < Dl
Nun mochten wir F' abschitzen. Es ist

1F ()| m2y < ce 28| D131 o) IR 1 (rey

< cel.

|7 (¥ (B) -5 (B) )],
5 (z%’) _ 5 (§P>

mit (5.37), wobei ¢ polynomiell von ”ﬁHLép abhéngt.

Schlieflich ist

< ell7lo) .
< |7V (R?)  M0AX, | -

< ce®

Mit diesen Abschiitzungen sehen wir, dass die Abschétzung von ||§(¢-)D|| den Term fiih-
render Ordnung liefert. Damit ist (5.46)

~

(90— 8" D40 D) + TR+ D+ DY) = DY), (54T
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wobei der Restterm 7 mit supp(7) C B.-—1(0) die Form

—~

) — Jff(B—1;)> + e '6(er)D

Sy IY

7 (f) = = (TF(K) + G(K)—<"x5, (0 (77’(”) * <J$V (

N—

hat. Mit den obigen Abschéitzungen und einer Wahl von r = 1/2, 8 = 1 und sp = 2
erhalten wir
— = 3 Sy
e 15(5')D||L1(BJ_1(0)) <ce /ZHDH@(R?)

3/2

und damit insbesondere, dass H?US)H w2y < ce”/?. Die Konstante ¢ héngt nur von

HﬁHL%(RQ)ab- Wir definieren
~ 1 ~ ~ =~ o~
NLS(D)(k) = <Q1 + 5;@TD?QJ»O (0)K> D(k) +T(D + D« D)(k)
und damit schreiben wir
NLS(D)(k) = 7(D)(k), £ € Bor-1(g),

wobei supp(D) C B.r-1(0). Wir suchen eine Losung D, so dass D nahe an der Lésung C
von NLS(C) = 0 ist. Deshalb setzen wir

D=C"+d,
mit C¢ = XBETA(O)G und supp(c/l\) C B.r-1(0). Schlieflich schreiben wir (5.47) als

)

—~ o~

d=W(), (5.48)

wobei

js(ﬁ) = XB_r—1 (0)("6)D

—~ o~

W(d)(r) = XB_,_1(0)(F)T(

Dabei bezeichnet DsNLS die Jacobi Matrix von NLS(C).

NLS(C?)(k)XB.,_, (0);
+d)(5) = xp,, oK) (NLS(C® + d) — J.d) (w).

Qy @
m

Bemerkung 5.7. Die Bezeichnung der Jacobi Matrix DaNLS(aa) ist vorerst symbolisch

zu verstehen, da NLS(@E) nicht komplex differenzierbar ist. Die Gleichung ist jedoch in
reellen Variablen differenzierbar, nachdem wir sie in den Real- und Imaginéarteil aufgeteilt
haben.

Wir schreiben D = Dg + iD;, C = Cr +iCt und d = dg + id; und definieren

Re(NLS(Dg + iDI))) ‘

NLS (Dg, Dy) = <Im(NLS(DR +1iDy))

:]; angewendet auf eien Vektor @ hat die Form

(1 — 3T D2Qk)31 +T(3C% % C + C5 + C5) + By
o1 +2FC’§ * C']E% * (Do
Jo | L) (k)= K . ~ b SR L .
€ <(,02> ( ) XBET—1(O)( ) (Ql - %HTDQQJ‘OK)QOQ +F(3C§ * Ci+ % * C%) * Do
+2TCE * C% * By

~
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fiir § € XI™(RY). Es ist @,3 = XBEr_l(O)éI\% mit Cg Realteil von C, sowie C5 = XB_, (0)6\’1
mit Cj Imaginérteil von C.

Unser Ziel ist es, (5.48) mit Hilfe des Banachschen Fixpunktsatzes zu losen. Dafiir schreiben
wir die Fixpunktgleichung

d=J.” W(d). (5.49)
Es gibt fir (5.16) die drei Invarianzen

C(&) = C(& +p,&2),
C(&) = Cl&, &2+ p),
C(€) = C(&e”

mit p € R. Die drei Symmetrien implizieren drei Nulleigenwerte von jo und die Eigenvekto-

ren Ox,C, 0x,C und C. Da der Kern von jo nicht trivial ist, kann ja_l nicht unabhéngig
von € beschriankt sein. Die Losung ist, dass wir einen Unterraum konstruieren, welcher
durch die Symmetrie der nichtlinearen Schrédingergleichunge definiert ist, in dem die In-
varianzen nicht langer gelten, so dass jz) invertierbar ist.

Daher 1ésen wir das Fixpunktproblem (5.49) fiir d in dem Unterraum

X ={ue L;D (R?)[t(k) reell Vi € R? supp(i) C B.—1(0)} . (5.50)

In X" gilt die sogenannte PT -Symmetrie. Insbesondere gilt, falls C,d € X5y, dass

C(¢) = C(=¢) und d(§) = d(=9).

Beachte, dass Jo, J- Li(R?) — Lé_2( 2) fiir ein ¢ > 2. Wie oben beschrieben ist der

Kern von J dreidimensional, so dass JO beschrinkt in Xgo" fiir ein sp > 2 ist. Da J.
eine Stérung von Jo ist, miissen wir sicher stellen, dass Null kein Eigenwert von J ist. Da-
fiir nutzen wir ein spektrales Stabilitdtsresultat von Kato [Kat95]. Angewendet auf unser
Problem lautet er wie folgt:

Satz 5.8 (Kato,'95). Wenn es Konstanten a,b > 0 gibt, so dass

17— Fo)@los, | <al@les, | +bl 7@l v6 € X

und wenn fir ein € € o(Jy) gilt, dass

- . S
_ _ <
all(Jo =& Nz 1 +0lJo(Jo =€) " ot <

SD—2

dann ist £ € o(J.) und
1= o s <N =7 s, (1= alla— )l

SD—-2 SD SD—-2

~ o~ -1
oo =& N, )

SD—2

Dabei bezeichnet ¢ die Resolventenmenge.
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Beweis. Fiir den Beweis siche [Kat95, S.214]. O

Mit diesem Satz zeigen wir nun, dass
0€o (%Ix:g“) =0€p (Jalngﬂ) :

sym

Wir priifen die Voraussetzungen von Satz 5.8. Fiir de X 5o

= || H (615_—{ * (713 — Cg * 5R> * (333 —H@)

—l—(CA’f*CA'f—@]*él)*(Sc@—i—&\R)

_|_2(6§*5f—63*61)*(‘?R+C?I>‘Ll

SD—2

Wir schreiben 6§ = CAJ'R + gR und 5} = CA'I + ;5\[. Dann ist supp(gRJ) C B.r-1(0). Die
Differenz (ja — jo)g besteht aus Termen, die linear oder quadratisch in 337 7 sind, zum
Beispiel ES\R * 615% * JR. Weil

Brilo, = [ (e B de
er—1
< sup ————[0rlp
w>er—t (14 |r]) °»
2(1-7r) |15
<e 10r.rllL1

gilt, ist mit der Young-Ungleichung fiir Faltungen

(L=Jyd|  =e(ICln,) 2N dlly

)
SD—2

1
Lsp_s

wobei ¢ polynomiell von C' abhingt. Die Voraussetzungen von Satz 5.8 sind demnach
fir a = ce23=") und b = 0 fiir ¢ klein genug und fiir £ = 0 erfiillt. Fiir das Losen des
Fixpunktproblems nutzen wir die Wahl von » = 1/2 und sp = 2. Wir zeigen, dass fiir

~ . ~ ]~
C € XY™ ein ¢ > 0 existiert, so dass J. W : B2 — B? mit
B = {Ee X™|dl| 1 2y < 053/2} .
~ ]~

Das heifit wir zeigen die Selbstabbildungseigenschaft. Weiter zeigen wir, dass J. W eine
Kontraktion ist unter der Voraussetzung, dass

Ce {fe LYR?) : Im(fr) = —Re(ﬁ)} .

Als erstes zeigen wir, dass j\g : X5 — XP™. Der Verlust von 2 im Gewicht liegt an
dem Faktor 1+ D?Q; (0)x. Die PT-Symmetrie wird von den Termen Q; — 2x7 D2Q; (0)x
erhalten. Fiir die Faltungsterme ergibt sich zum Beispiel

Im(Cr) = —Re(C}) = Im(Cr’) = —Re(C;)

7
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und daraus folgt C°(—X) = C°(X) fiir alle X. Deshalb sind die Terme (C%,)%dg, (C%)*dg
und C5C%d; gerade und die Terme (C%)2d;, (C%)?d; und C5C5dg ungerade, so dass die
PT—Symmeﬁrie auch in den Faltungstermen erhalten bleibt.

Mit Im((J.d)1) = —Re((J- d)2) gilt schlieRlich
T X5 x5
und fiir j;il erhalten wir j;-il XU = X

Nun zeigen wir, dass W:.B2 - B, falls Ce X5Y™. Die Ordnung £*? wird dabei durch die
Abschétzung des Terms 7(k) oben vorgegeben.

Die Differenz NLS (85 + E) — Jd besteht aus Termen, die quadratisch in d sind und ist

daher beschrinkt in L!(R?) durch (Cl”gH%I(RQ) + HE[H%I(RQ)).
Insgesamt erhalten wir

uﬁmmmaé@Qﬂﬂwa@wﬁwa@wﬂg@%

Wegen der Beschranktheit von j\gil : Xg"" — XY™ haben wir
~—1~
Je W:B*— B

Zusammengefasst bedeutet das:

Wenn C' Lésung der NLS ist mit C' € {fe L%(R2)|Im(ﬁ;) = —Re(?l\%)}, dann existiert
ein ¢ > 0, so dass fiir alle ¢ > 0 klein genug die konstruierte Losung D erfiillt, dass
D e {f e Ly(R?)m(fr) = —Re(fr) } und

1D — C&ll Ly ee) < elllC]lLyme))e™.

Zur Erinnerung: Fiir die Aussage von Satz 5.5 wollen wir zeigen, dass
|B = Bappllcy < c=™

mit & > 0 fiir Eapp = C(eX)77190)(0) gilt, da der Ansatz selbst in der Supremumsnorm
durch HBappHCg < ce abgeschitzt werden kann. Der Fehler zur Losung B muss also einer
hoheren e-Potenz entsprechen.

Im Fourierraum suchen wir deshalb eine Abschétzung fiir HE - EappH x. Mit der Dreiecks-
ungleichung, den Zerlegungen (5.20) und (5.28) sowie den Definitionen (5.39) und (5.40)
ist

~

— Bappllx = [|Bp + Br+ B+ BQ.r — Bappllx

Sl

< || Bapp — Bollx + [|Brllx + [|Bgillx + | Bo,rllx-
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5.3 Existenz einer lokalisierten Solitdrwelle fiir die Coupled Mode Gleichungen

Das heifst, mit (5.43), (5.35) und (5.38) bleibt noch die Differenz |]§app — §p||X mit
ﬁapp = 1C (g) 7\70)(0) abzuschitzen.
Nach unseren Definitionen gilt fiir alle K € R?, dass

Bo(r) =D () 70(5) == (x5 ) + (%)) 70000

9 9

Dann ist mit der Taylorentwicklung von nl(jo)(K ) um Null

[Bupn ~ Boloe = w70 (2) 00) =7 (o€ () +(2)) 0

L1(R2)

/K 4 4
& (%) |0 = a

6<K>‘ dK
g

<cel|d|| 1 g2y + cg?  max / 15|C ()| dr
Berfl(O)

<celld|l (g2 + _max / a
|| HL (R ) le{l _____ 4} r‘(o)

(Jo) -1
1— K
+ max /R € (1= X (0)(K))

le{1,...,4}

be swp () [ (1+ [6])* |G (x)]| di
HEBsrfl(O) H€R2\B€T71(0)
<cel|dl|pr@2) + EICI Ly g2y + OOl Ly (g2
Wir wéhlen s¢ =1 und r = 1/2, so dass mit Hc/l\HLl(Rg) < 1" gilt, dass

| Bapp — Bollx < coe™,

wobei cc polynomiell von ||5H L1 (R2) abhingt. Damit haben wir die Behauptung aus Satz
5.5 gezeigt. O

Wir konnten also mit der Asymptotik aus Abschnitt 5.1 zeigen, dass lokalisierte Solitér-
wellen fiir die Coupled Mode Gleichungen existieren.
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Kapitel 5 Lokalisierte Lésungen der Coupled Mode Gleichungen in 2D

5.4 Bewegliche Losungen in hoheren Dimensionen

Wir fragen uns, ob es moglich ist, bewegliche lokalisierte Losungen fiir die Coupled Mode
Gleichungen auch in héheren Dimensionen zu finden. Der einfachste Ansatz fiir bewegliche
Solitarwellen der zeitabhéngigen Coupled Mode Gleichungen (3.10) lautet

A(X,T) = Bo(X — I)e 2T (5.51)

mit einem ¢ € R?, (9 € R und einem lokalisierten B, : R — CV das heifst \EC(YN —0
fir |Y| — oo. Wir nennen (5.51) den ,moving frame* Ansatz. Dabei soll B, die Gleichung

QOB = (M(V) +ic-V) B, — N(B.) (5.52)
mit
—ivél) -V + K11 K12 ... R1N
M(V) = 2
RN —ivS™ Y + Ky

erfiillen. Die zugehorige Dispersionsrelation K +— QV(K) € R™ liefert die N Eigenwerte
QU(K), j=1,..., N, wobei
QK) = Q(K) ¢ K, K eR%je{l,..., N}
Fin exponentiell lokalisiertes B, erwarten wir in der spektralen Liicke
N
09 e R\ | QF(RY).
j=1

Wir zeigen zunichst, dass wenn fiir ein j, und eine Richtung ¢ € R?, welche nicht ortho-
gonal zu c ist, gilt, dass (Q(O))j konstant verlduft, dann muss Q}’fl(RQ ganz R umfassen.

Das folgende Lemma enthélt die obige Aussage [DW18].

Lemma 5.9. Sei c € RY. Wenn fiir ein j. € {1,...,N} und eine Richtung & € R? mit
e #0 gilt, dass (Q(O))j — const. fir K=r&, r € R und r — £oo, dann ist

Q' (RE) = R. (5.53)
Das heifst, wir haben keine spektrale Liicke in (5.52).

Beweis. Der Graph K +— ¢ - K ist eine Hyperebene in R4, Wenn jetzt der Eigenwert
(Q(O)) f ,j« € {1,..., N} asymptotisch horizontal entlang einer Richtung ¢ € RY verlduft,
welche nicht orthogonal zu c ist, dann ist

Q}’fl(K) — oo fiir r — oo oder r — —00

und in die gegenldufige Richtung geht Q;’EI(K ) — —oo. Mit dem Zwischenwertsatz folgt
dann Behauptung (5.53). O
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5.4 Bewegliche Lésungen in héheren Dimensionen

Wir haben in Kapitel 4.1 gezeigt, dass wir fiir NV < 3 in d = 2 keine lokalisierten Soli-
tarwellen erwarten konnen, da der Graph der Dispersionsrelation nicht die gewiinschten
Eigenschaften aufweist. Fiir N = 4 erhalten wir im symmetrischen Fall zwar die gewiinschte
Struktur und koénnen auch lokalisierte Solitdrwellen finden, diese sind jedoch zeitharmo-
nisch. Mit dem folgenden Lemma zeigen wir, dass die horizontale Asymptotik aus Lemma
5.9 fiir diesen Fall immer erfiillt ist [DW18].

Lemma 5.10. Sei N =4, d =2 und sei M, wie in (5.2).
Dann existiert fir jedes v € R\ (—|ai|, |a1|) eine Richtung 6 € (—m,w| und ein j €
{1,...,4}, so dass Qg-o)((r cos(0),rsin(0))) — v fir r — oo.

Beweis. Wir schreiben K¢ = rcos(f) und K, = rsin(f) mit » > 0 und 6 € (—m, 7.
Das Lemma ist bewiesen, wenn die Dispersionsrelation (4.20) eine Losung 6 € (—m, 7] fiir
jedes || > |aq| und fiir » > 0 grof genug hat. Wir konnen Dispersionsrelation (4.20)
umschreiben als

) 2
(7“2 sin(26) + |ao|* — ]a3|2> =@ — |a|?) — ¢,

wobei
3
¢ =0t — 202 Z ;|2 + 4Q(R(arasas + arazas)) + |ag]?
j=1
—2|a1|*R(al) — 2R(a72ad).
Damit ist
. 2
sin(20) = £ (Jaaf? = |zl £ V/r2(22 = JaaP) = ¢) .
Fiir grokes r existiert eine reelle Losung 6, genau dann, wenn Q| > |aq]. O

Abbildung 5.6 zeigt die Dispersionsrelation der Coupled Mode Gleichungen in 2D, fiir die
ein ,moving frame* Ansatz genutzt wurde, um bewegliche Losungen zu erhalten. Das Bild
veranschaulicht die Problematik, die durch Lemma 5.9 und 5.10 gezeigt wurde, namlich
dass es keine spektrale Liicke fiir den Ansatz zu beweglichen Losungen gibt.
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=

10 —| : : . : - I
\ \ I R

-10 -8 6 -4 2 0 2 4 6 8 10

Abbildung 5.6: Dispersionsrelation fiir Coupled Mode Gleichungen in 2D mit einem ,mo-
ving frame,, Ansatz.

Wir haben gezeigt, dass fiir einen Standard ,moving frame* Ansatz im Fall von d = 2
Dimensionen und N = 4 Moden keine beweglichen Losungen fiir die Coupled Mode Glei-
chungen existieren. Fiir N < 4 haben wir bereits die Existenz von beweglichen Losungen
in Kapitel 4.1 ausgeschlossen, da die zugehorige Dispersionsrelation nicht die gewiinschten
Eigenschaften besafs. Der Ansatz fiir bewegliche Losungen fiihrt in jedem Fall von N < 4
zu einer Neigung des Graphen der Dispersionsrelation, wie sie in Abbildung (5.6) zu sehen
ist, und damit zu einem Schlieffen der Liicke.

Eine Moglichkeit, um bewegliche Losungen fiir die Coupled Mode Gleichungen zu finden,
ist die Wahl eines anderen Ansatzes. Eine weitere Moglichkeit ist es, bewegliche Losungen
im Spektrum anstatt in der spektralen Liicke zu suchen. Weiter kann die Suche auf héhere
Dimensionen d oder eine hohere Anzahl von Moden N ausgeweitet werden.

Diese weiterfilhrenden Fragestellungen werden in der vorliegenden Arbeit allerdings nicht
behandelt.
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6 Approximation der periodischen
nichtlinearen Schrodingergleichung in
hoheren Dimensionen durch die Coupled
Mode Gleichungen

Die Herleitung der Coupled Mode Gleichungen in Kapitel 3 ist rein formal, da im Re-
siduum jene Terme, welche nicht proportional zu einem periodischen Term multipliziert
mit e* 7 fiir j =1,...,N sind, sowie Terme aus Ableitungen in héheren Ordnungen
nicht beachtet werden. In diesem Kapitel moéchten wir rigoros beweisen, dass wir durch
den asymptotischen Ansatz aus Abschnitt 3.2

N
WP (z,t) = €23 Aj(ew, et)png (z, k) )eh ) w et (6.1)
j=1

mit N € N Moden eine Losung der periodischen nichtlinearen Schrodingergleichung
i+ Au— (V(x) +eW(2))u — o(x)|ufPu =0, 2 € R4t € R (6.2)

mit V, o € C(R? R) 27Z-periodisch und dem Potential

mo
W(x) = Z ame ™ mg € N
m=—mg
approximieren konnen, falls die Losungen A; fiir j = 1,..., N der entsprechenden Coupled
Mode Gleichungen (3.10) existieren.

Bemerkung 6.1. Wir konstruieren Ansatz (6.1) wie in Abschnitt 3.2 aus den Blochwellen
Dng (w,k:(j))eik(j)'x fir j = 1,..., N. Dafiir wiahlen wir die Punkte (k‘(j),wo), so dass sie
alle zu dem gleichen Eigenwert wg = wno(k:(j)), j =1,...,N gehoren. In der folgenden
Rechtfertigung der Coupled Mode Gleichungen beschrinken wir uns auf diesen Fall, da
wir so iibersichtliche Abschédtzungen erhalten. Der allgemeine Fall mit Punkten (k:(j ), wnj),
j=1,...,dwird in [DW18] behandelt, folgt jedoch im Wesentlichen den gleichen Schritten
und fiihrt zu &hnlichen Abschétzungen.
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Kapitel 6 Approximation der PNLS in dD durch die CMG

An die Potentiale in (6.2) treffen wir die folgenden grundlegenden Regularitdtsannahmen.
(R1) Essei W € C%(R?) fiir a > d mit W (x + 27 /kwe;) = W(z) Vj=1,...,N, kw > 0.
(R2) Essei V € H2[21+4H0(T) 6 > 0 mit V(z +2me;) = V(z) ¥j =1,...,N.

(R3) Es sei o € H212 172 (T) mit o(z + 2me;) = o(x) ¥j = 1,..., N.

Wie zuvor bezeichnet T den d-dimensionalen Torus. Das Hauptresultat dieses Kapitels ist
in dem folgenden Satz formuliert.

Satz 6.2. Seien die Regularititsannahmen (R1)-(R3) erfillt und sei (A1, ..., An) Losung
von (3.10) mit A; € O (10, Ty, LE, (RY) N L2 (R?)) fiir ein Ty > 0, s4 > 2[4]+d+2 und
allej =1,...,N. Dann gibt es ein ¢ > 0 und ein €9 > 0, so dass, falls u(z,0) = u?(z,0)
mit u*P gegeben durch (6.1), so erfillt die Lésung u von (6.2), dass u(x,t) — 0 fir |z| — oo
und

Ju(-,t) = u®P(-t)[lco < e’ fiir alle e € (0,e0),t € [0, Tp).

Bemerkung 6.3. Fiir j = 1,..., N bezeichnet Aj die Fouriertransformierte der Einhil-
lenden A;, wobei die Fouriertransformation in d Dimensionen definiert ist wie in 2.7.

Der Beweis von Satz (6.2) ist wie folgt strukturiert. Wir transformieren das Problem von
R? auf den d-dimensionalen Torus mit der Wellenzahl k aus der sogenannten Brillouinzone
B, indem wir Ansatz (6.1) in Blochvariablen schreiben. Dann setzen wir diesen Ansatz in
die blochtransformierte Gleichung ein.

Im néchsten Schritt entwickeln wir den transformierten Ansatz in Eigenfunktionen aus
dem Blocheigenwertproblem, siehe Abschnitt 2.2. Dies iiberfiihrt das Problem in ein Sys-
tem unendlich vieler gewohnlicher Differentialgleichungen. Da mit dem gegebenen Ansatz
jedoch zu viele Terme des Residuums stehen bleiben, erweitern wir Ansatz (6.1) um ent-
sprechende Terme, welche zu einem kleinen Residuum fiihren. Dieses Vorgehen ist bereits
aus [BSTU06| bekannt.

Danach wird das Residuum abgeschétzt, wobei wir benutzen, dass die Einhiillenden A; fiir
j=1,..., N Losungen der Coupled Mode Gleichungen (3.10) sind. Zwischen L?(B, H*(T))
und L?*(B, {2 / 4) gibt es einen Isomorphismus, welcher zum Beispiel in [BSTUO6] genutzt

wird. In héheren Dimensionen verlieren wir in L?(B, I2 ) ) jedoch zu viele e-Potenzen [SUO1],

da |[f(e)|lL2@mny = 6*"/2Hf\|L2(Rn). Deshalb fiihren wir die Abschétzungen in dem Raum
X(s) = L' (B, ) g) durch. Zwischen diesem Raum und dem Raum der physikalischen
Variablen haben wir zwar keine Isomorphismuseigenschaft, jedoch kénnen wir die Supre-
mumsnorm in z durch die L(B, {2 | 4)-Norm kontrollieren, siche Lemma 2.15.

Die Tatsache, dass wir in Blochvariablen arbeiten und den Raum L. fiir die Abschitzungen
nutzen, ist einer der Hauptunterschiede zu der Methodik in [GMS08]. Dort wird, wie in der
Einleitung erwéhnt, der Fehler durch Ce in der HZ-Norm abgeschétzt, was eine Abschét-
zung von Cel~%2 in der L>®(R%)-Norm liefert. Fiir eine Fehlerordnung von Ce3/2, welche
wir unten beweisen werden, wire in dem Setting von [GMS08|] ein Closed Mode System
hoherer Ordnung notwendig, welches eine striktere Annahme ist als diejenigen, welche wir
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fiir Satz 6.2 treffen. Auferdem miissen wir durch unsere Annéherung keine Korrekturterme
hoherer Ordnung betrachten.

Fiir die Abschédtzung des Residuums bendtigen wir eine gewisse Regularitdt der Bloch-
funktionen, wodurch sich die Regularitatsannahme an das Potential V' in (6.2) ergibt. Den
asymptotischen Fehler berechnen wir dann mit dem Gronwall Lemma, sieche Lemma A.4.
Nachdem wir gezeigt haben, dass das Residuum zum erweiterten Ansatz mit einem Fehler
der Ordnung O(e%/2) ausreichend klein wird, zeigen wir schlieRlich, dass auch der Fehler
zwischen dem urspriinglichen Ansatz und dem erweiterten Ansatz klein genug ist.

Beweis. Im ersten Schritt wenden wir die Blochtransformation auf Ansatz (6.1) an. Wir
erhalten

N .

-k — KW S

ﬂapp(gj7 k, t) = 51/27d E E Aj (‘H” é‘t) D (x)@*“"otem'x
nezZd j=1 €

mit p;(z) = pn, (2, kW) fiir j =1,..., N und 1-Quasiperiodizitét in jeder Komponente von
k.

Wenden wir die Blochtransformation auf Gleichung (6.2) an, so erhalten wir

(10 — L(k)) u(x, k,t) —e Z amt(z, k — qm,t) — o(x) (i *p uxpa)(x, k,t) =0 (6.3)

mit L(k) = —|V + ik|? + V(z), denn fiir g(z) == f(z)e?® ist (Tg)(x, k) = (T f)(x, k —1).

Die Blochtransformation des Residuums vom approximativen Ansatz u*P in (6.2) ist fiir
alle k € R? gegeben durch

s . . + (k—k0) 4
T (PNLS(u®P)) (2, k,t) = ¢ /2=dg=iwot Z e Z i0rA; f’T pj(z)
nezd Jj=1
o (E=ED 4\ k—EY) +q o i (k=KD —g,+n

e 3
(k- kY) ¢
4 (”T) pi(a)

m=—mg

E—kW 4q
£

, c (k—h—k 4q
_ 3/2—d —iwot A @
Pl () ) > / / a< . ,

B NampyELYE B
e{1,...N}

= (h=1+EB — O A Ay G . , .
Ag( + nﬁ,T) A, (W,T pae™ " pge” " pre T dl dh,

— &

9 9

wobei die Terme der Ordnung O(El/ 2=d) wegfallen, da die pj fir j = 1,...,d Eigenfunktio-
nen von L(k) zum gleichen Eigenwert wp sind. Den letzten Term des Residuums, welcher
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aus der Nichtlinearitdt stammt, bezeichnen wir mit I und fithren eine Variablentransfor-
mation durch. Wir definieren
L=k 4, = h=1+kB) —pp

=1, = h—1
€ €

Daraus folgt, dass
h+ kB 0 — ng + 1
€

iL:

und somit gilt

k—h—k*+n, k—kY+EB -0 40, —ng+m, i

9 9

Wir erhalten

I=—"em™lo(z) 3 Y, paBapy I / /

a,B,y  MasTgsThy
€{1,..,.N} ez? Bkl ) —ng+ny 715‘—’“(1)“7“/

£

b k@) 4 BB _ g 4 I

Aa<k RO AR Z K 4 1 77’3+777—h,T)AB(h—l,T>A7(Z,T) di dh.
3

(6.4)

Das Residuum besteht fiir Ansatz (6.1) aus einer Reihe an Termen der Ordnung O (3/2-%),

die sich durch die Formulierung der Coupled Mode Gleichungen nicht ausléschen, so dass
wir den urspriinglichen Ansatz entsprechend anpassen miissen.

An dieser Stelle méchten wir anmerken, dass I in der Nihe von k = k), genauer fiir
k € B*(kY) durch den Faltungsterm

S ) -
S (Aardsed) (WT> A5y () (), ()

3
a’/377€{1""7N}3
k(@) _p(B) 1L (7)) =k (5)

approximiert werden kann, da wir wie oben beschrieben fiir flj (K,T),j=1,...,N kon-

zentriert in der Nihe von K = 0 die A; (K, T) durch XBe-1(0)(K)A; (K, T) approximieren
konnen.

6.1 Konstruktion des erweiterten Ansatzes

Um ein moglichst kleines Residuum zu erhalten, wollen wir Ansatz (6.1) zum sogenannten
erweiterten Ansatz modifizieren. Der approximative Ansatz lautet in den U-Variablen,
siche Kapitel 2.2,

. , N 0] A
J2PP (k. ) = <51/2—de—uuot Z ZAj (W’EQ pno(',/@(])),pn(',k)>

nezd j=1 L2(T)
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6.1 Konstruktion des erweiterten Ansatzes

| N k)
~ 51/2_d6—zw0t Z ZA] <k1k€_'_17,5t 6n,n07

nezZd j=1

denn mit der Quasiperiodizitit der Blochfunktionen in k ist py, (-, k)€™ = p,, (-, k — 7). Im
letzten Schritt haben wir <pn0(-,k(j)),pn(-,k)>L2(T) durch <pn0(-,k),pn(',k)>L2(T) = On.ng
ersetzt. Den Fehler, der hierbei gemacht wird, schiatzen wir in der rigorosen Rechtfertigung
ab.

Fiir den erweiterten Ansatz verkleinern wir als erstes den Tréger der Einhiillenden im
Fourierraum A; (‘_k(;)+ 777575) auf eine kleine Umgebung der Null der k) fiir j =1,..., N,

auf der die flj konzentriert sind. Wir setzen also A (%, 5t> aukerhalb von B, (k) —n)

fiir ein p € (0,1) zu Null, welches spéater explizit bestimmt wird. Das heift

Aj(-,T) = XBEp_l(O)Aj(-,T) fir j = 1,. . .,N.

Die Konzentration der Einhiillenden im Fourierraum und den Schnitt auf den Ball B,,-1(0)
verdeutlichen wir anhand der folgenden eindimensionalen Skizze in Abbildung 6.1.

| Bi(0)

Abbildung 6.1: Struktur einer Einhiillenden /lj fiir 1D im Fourierraum und fiir festes ¢ mit
dem Schnitt auf B,,-1(0).

Als néchstes ergédnzen wir den approximativen Ansatz um Korrekturterme der Ordnung
%274 g0 dass im Residuum die Terme fithrender Ordnung in e wegfallen, die fiir den ap-
proximativen Ansatz stehen bleiben.

Nach der Blochtransformation ist das Residuum in k nicht nur in den Punkten &™) bis
k() konzentriert. Zum einen werden durch die doppelte Faltung in (6.4) neue Konzentra-
tionspunkte generiert, genauer gesagt, die Punkte, fiir die gilt, dass k(@ — k(3 4 k() ¢
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Kapitel 6 Approximation der PNLS in dD durch die CMG

(kO KN 474 o, B,y € {1,...,N}. Auch durch die Multiplikation von #*P mit dem
Potential W entstehen neue Konzentrationspunkte im Residuum, namlich wenn gy, + k) ¢
{k(l), ey k(N)} +Z% m € {—myg,...,mg}. Die Menge dieser Punkte definieren wir als

J = JoU.Jy Uy

mit
L@:{MQHWMM},
Iy = [({k@ — kP 4 ED|(a, B,7) € {1,...,N}3} +Zd) HB} \ Jo,
JWw:[({Mﬁ—%%ﬂj6{L.”,N}Jne{—me-wﬂm}}+2ﬁ)QB]\JU

Offensichtlich ist J eine endliche Menge. Wie oben beschrieben werden durch das Potential
W und die Nichtlinearitét nicht nur Terme in der Nihe von kU) € Jy erzeugt, sondern
auch in der Nihe von {") € Jy U Jy. Deshalb wollen wir den approximativen Ansatz
(6.1) so erweitern, dass er zusétzlich die Terme enthélt, die ihren Triager in der Ndhe von
(") € Jo U Jw U Jy haben. Der erweiterte Ansatz lautet fiir k& € R%

mn+n 1) 4 |
ext k‘ t 1/2 d Aext T —iwot
Uns > (x4 te ) AT e

nezd \Jj=1 1M eg\Jo

— 1) .
Uext k, t 3/2 d Z Z Aext (l—i_n’T> e_lWOt,HE N\{no}

neZd (M eg
(6.5)

Die Summen iiber 7 stellen sicher, dass die UX*(k,t),n € N Z%-periodisch in k auf R sind,
das heifst
Ut (k +ej,t) = U (k. t)

firn € Nund j =1,...,N. Mit der Quasiperiodizitit der Blochfunktionen
ooz, k+ej) = pn(x,k)e_mj, j=1,....,N

erhalten wir mit (2. 5) die 1-Quasiperiodizitit von @' in k. Wir werden spéter sehen, wie
die Terme A, n,; und Aext in (6.5) fiir n € N definiert werden miissen, um fiir den erweiterten
Ansatz ein kleines Residuum zu erreichen.

Wir wéhlen die Trager beziiglich k& kompakt mit dem Radius e” fiir Terme, die in der N&he
von kW) e Jo konzentriert sind und 3e” fiir Terme, die in der Ndhe von 1) e Jw U Jn
konzentriert sind. Den zweiten Radius benétigen wir wegen der kubischen Nichtlinearitat
und verwenden ihn der Einfachheit halber auch fiir Terme, die durch W generiert werden.

supp (Aj(‘,T)) CBop-1,j=1,...,N,

supp (Aflxﬁ(,T)) C Byoo1,1") € J\ Jo,n € N.

Mit dieser Annahme an die Tréger von flj und flflxﬁ hat der erweiterte Ansatz seinen Trager
in der kompakten Umgebung der Punkte in J und deren Z% Verschiebungen.
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6.1 Konstruktion des erweiterten Ansatzes

In den transformierten Termen des erweiterten Ansatzes erhalten wir wegen der Defini-
tion der Blochtransformation durch die n-Verschiebungen unendlich viele Summanden.
Tatséchlich ist es aber so, dass es fiir k& € B, das heifst fiir die Beschrankung auf die Pe-
riodizitatszelle, aufgrund der kompakten Tréger der Einhiillenden mit Konzentration um
die Punkte k) ¢ {1,...,N} und 1) € J nur endlich viele Méglichkeiten fiir 7 gibt, fiir
die U*** nicht Null ist. Deshalb definieren wir fiir beliebiges [ € B die Menge

Z) = {nEZd\l—UEE}.

Die folgenden Abbildungen veranschaulichen am Beispiel von d = 2 und einem Punkt k()
die Wahl der Mengen Z, ;) fir j =1,..., N und Z fiir 1) € J. Zuniichst wird der Fall
betrachtet, in dem der Punkt £U) im Inneren der Brillouinzone B liegt. Hier kann ¢ so klein
gewdhlt werden, dass der Ball ng(k(j)) vollstdndig in B liegt. In diesem Fall besteht die

Menge Z, ;) nur aus dem Nullvektor, da /Nlj (%,T) =0 fiir n # (0,0)” und k € B,
siehe Abbildung 6.2.

Abbildung 6.2: Beispielhafte Brillouinzone in 2D B = (—1/2,1/2]? und Ball um Punkt
kW) € int(B) in 2D. BEs ist moglich, ¢ > 0 so klein zu wihlen, dass
B (kW) C int(B).

Interessanter ist der Fall, wenn k() auf dem Rand der Brillouinzone B liegt.

In Abbildung 6.3 sehen wir, dass k() einmal auf dem rechten Rand der Brillouinzone liegt
(a), einmal auf dem oberen Rand (b) und einmal in der rechten oberen Ecke (c). Ein
Teil des Balls B.o (k) liegt - wie man sicht - jeweils in einer verschobenen Brillouinzone,
niamlich B + (1,0)7 fiir (a), B + (0,1)7 fiir (b) und in den verschobenen Brillouinzonen
B+ (0,1)TB + (1,0)7 und B + (1,1)7 fiir den Fall (c). Deshalb muss unsere Menge Z, )
die entsprechenden Verschiebungen durch 7 enthalten.
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Bep (k1))

D

Bep(kD+n) NB

(a) Punkt k) befindet sich
auf dem rechten Rand.

Bop(kW4n) NB

Bop(kW)4m) N E

(b) Punkt £U) befindet sich
auf dem oberen Rand.

Bop(kW+n) NB

in der
Ecke.

Bep(kW+n) B

(¢) Punkt k) befindet sich
rechten oberen

Abbildung 6.3: Brillouinzone in 2D mit unterschiedlichen Positionen von k) und der Um-
gebung ng(k(j)) in zwei Raumdimensionen. Falls £\9) € 9B, so teilt sich
Bap(k(j )) wegen Periodizitédt in Scheibensegmente auf, welche aufgrund der

k-Periodizitdt wieder in B liegen.

Das oben beschriebene Prinzip fiir die Verschiebungen ldsst sich auf den d-dimensionalen
Fall ausweiten. Das Gleiche gilt fiir die Punkte [("), welche im erweiterten Ansatz durch das
Potential W und den nichtlinearen Term generiert werden. In d Dimensionen wird dieses
Konzept fortgesetzt, so dass wir im Folgenden iiber die endlichen Mengen Z, ;) und Z)
summieren, anstatt iiber den gesamten Z?. Der erweiterte Ansatz vereinfacht sich damit

zu

Uext(k t

eSS A

nEZk(J) ] 1

ey > 4

n€Z,(r) 1N eJ\Jo

Uext(k t *63/2 d Z Z Aext

USIAGRAIN

(e

6.2 Abschatzung des Residuums

7)
(k K +n T)
T c Y

—iwot
T> e ,

(r) .
Rkl T> e ™t n e N\ {ng}.

Nun wenden wir den Entwicklungsoperator D auf (6.3) an und erhalten ein System aus
unendlich vielen gewohnlichen Differentialgleichungen

(i0y

— QK))U (k,t) — & % M) (k)

m=—mg
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6.2 Abschitzung des Residuums

mit £k € B,t > 0 und

Qj(k) = w;(k),Q; =0 fiir [ #j, w;(k) Eigenwerte zu L(k)p(x, k) = w(k)p(x,k),z € T,

1(+, k)1 und
«)(+ k, 1), pi (-, k)

Gm), P

FJ(Ua U’ U) = _<U( )(’[L
fir alle [, j € N, wobei
u(z, k,t) = ZU (k,t)pn(z, k) und u(z, k,t) = ZU —k,t)pn(x, —k).
neN neN

Bemerkung 6.4. Das Potential W (z) kommutiert nicht mit der Blochtransformation, da
W nicht T-periodisch ist. Deshalb errechnen wir die Eintriige der Matrix M (™ wie folgt.
Wenden wir die Blochtransformation auf W(x)u(z) an, so erhalten wir

TWu)(z, k) = Z Wu(k + n)e? = @) / Z e’ Ty (z)e DT gy i
T]EZd GZd m=—mg
mo A mo
=Y D ant(k+n—gn)e"" = D ami(z, k= qm)
nEZd m=—mg m=—myg

- Z Zam n pn(l' k — )

m=—mo neN

Das heifst, <T(Wu)(7 k)vpl('a k)>T = nf Z <pn('7 k— Qm)apl('7 k)>'JT amUn(k - Qm)'

m=—mo neN

Das Residuum fiir den erweiterten Ansatz erhalten wir, indem wir Uext in Gleichung (6.6)
einsetzen, das heifst

mo
Res(k, t) := (i0,—Qk) Uk, t)—e > MU k=g, t)+F(U, U™, U™ (k, 1),
m=—mg

wobei die Struktur von F(Ue, /ext, {7ext) unten in (6.2) fiir den Term fithrender Ordnung
betrachtet wird.
Das Residuum hat in dem unendlichdimensionalen Raum X(s) die Form

@:(Resl,...,Resno,...)T.

Fiir die spétere Abschitzung des Residuums ist es hilfreich, den erweiterten Ansatz nach
Termen der Ordnung O(e'/2~%) und den restlichen Termen aufzuteilen. Wir schreiben also

Uext Uext 0 + Uext 1

wobei

(4) )
UeXtO _81/2 d Z ZA (k; k ,T) enoe—lwot

nEZk(]) ] 1
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mit dem ng-ten euklidischen Einheitsvektor ey, in RN und U1 = [7 ext _ [fext.0 Fg hat
— N . —
U0 seinen Triger auf |J Beo(kU)) und U auf |J B.r(1™).

Jj=1 Meg

Wie oben beschrieben konzentriert sich das Residuum auf die Umgebung der Punkte k) 41
mit j =1,...,N,n € Z,; und 1) 4y mit (D e Jne Zy(r) -

Wir betrachten das Residuum getrennt fiir ng und n € N\ {ng}.

Fir k£ € B und n = ng ist

()
Resy, (k, t) = /274 Z@TZ Z A; ( sl T)

7j=1 nGZk(J)

N
+e wo—wno Z Z 4 (k k:)—l—n T>

k(ﬂ)

(r)
+(U)O_Wn0 Z Z AZ)(()tT ( lg +n>T>

zmeJ\JO neZ,(r)

N k= kD g, ,
Z nono Z Z Aj( c g +n,T> ¢~ wot

m=—mg j=1lnez

an (U—ext,O, (_jext,()’ ﬁext,O) + hodt.

und fiir n # ng lauten die Eintrége des Residuums

By (G
Res,(k,t) = 53/2_d wo — wp(k Z Z Aext <M7T>

NeJneZ,

m N .
S IRTEIE ol oI R B

m=—my 7=1 nEZk<j)+q

+F, (ﬁext,O’ ﬁext,o’ Uvext,O) + h.ot.

Dabel bezeichnet h.o.t. die Terme hoherer Ordnung in €, welche die Zeitableitung von
et die Anwendung von dem Potential W auf U Ut und die Nichtlinearitit mit einem
Auftreten von U1 im Argument enthalten.

Die Nichtlinearitat stellt aufgrund der doppelten Faltung im Blochraum den komplizier-
testen Teil des Residuums dar. Wir werden nun die Struktur von Fn((j ext,0. U ext,0, U ext,0)
dem Term fithrender Ordnung untersuchen, da dieser die Nichtlinearitét der Coupled Mode
Gleichungen generiert.

Wir haben

Fn(ﬁext,o’ ﬁex‘c,o7 Uvext,())(k, t) _ _<O_(.)(ﬂext,0’ ﬁext,[)’ ,[Lext,O)(‘7 k, t)pn(" k,))m n €N,
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6.2 Abschitzung des Residuums

wobei

a0 (z, k, t) ZUeXtO (k,t)pn(x, k)
neN

k— k) .
1/2 d Z Z ( + n T) Pro (x7 k)ef’LWQt'
Jj=1nczd

Die Blochtransformation einer Funktion u(z) erfiillt, dass a(z, k) = 4(z, —k). Wir fordern,
dass @%0 diese Symmetrie ebenfalls erfiillt und erhalten

k4 kU) — :

a0z, ke t) = ' dz YA (H T) Prg(, —k)e™0t.
Jj=1nezd

Weiter definieren wir b als

b(n)()‘v w, v, k) = <—U(-)pn0(~, )‘)pno('v :u)pno('v V)apn('v k»LQ(T)'

Die nichtlinearen Terme des Residuums lauten

rrext,0 rrext,0 r7ext,0 = g -
Frg (000,00, G40 (1) = 703 SO fagher
kD eJoUdn (a,B,7)EA, ()
Frext,0 rrext,0 rrext,0 = g*/2—d -
(G 0 0 (=t T e

1) edoUx (a,8:7) €A r)

mit der Menge, der Indizes (v, 3,7), fiir die der Faltungsterm konzentriert in 1) it
Ay = {(a, B,y) e {1,... NPk —k® 4 k) = z<r>}

und

et = [ [ (k= ) < KO) - ch kD (- 1,5+ <L)

B, p-1(0) B_p—1(0)

3 Aa(’“*’“(“"’““)*W’””_;a,T> Ay (h-1.7) 4, (07) di dh

9

NE€EZ () _1(B) 4 x(7)

fiir k € Baer (k@) — k) 4 £0)),

Aufgrund der Trager der nichtlinearen Terme und der Definition der flj als abgeschnittene
Aj-Funktionen, konnen fiir k € B.o(kY) —n)NB,n € Zy(;) die Summen iiber 74, ng und
1y reduziert werden zur Summe iiber 7 € Zy ) _y(5) 41, flir die

Na— N+ 1Ny =10

gilt. Der Rest von F kann spiter mit den Termen hoéherer Ordnung einfach abgeschéitzt
werden.
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Nachdem wir gesehen haben, welche Form das Residuum hat, konnen wir die einzelnen
Terme im erweiterten Ansatz so bestimmen, dass wir ein kleines Residuum erhalten. Da
die Terme fiihrender Ordnung in Res,, durch die Fouriertransformation der linken Seite

von (3.10) approximiert werden koénnen, definieren wir die flj fir 7 =1,...,N als Ab-
schneidefunktionen der Einhiillenden im Fourierraum A;, das heift
Aj(K,T) = xp,,_, A (K, T), (6.7)

wobei die AJ(K ,T') gerade die Losungen der Coupled Mode Gleichungen (3.10) sind. Diese
Wahl der flj ist sinnvoll, weil die Terme filhrender Ordnung in Res,,,, wie wir unten zeigen,
durch die Fouriertransformierte der linken Seite der j-ten Gleichung von (3.10) approxi-
miert werden kann. Dass die entsprechenden Terme in Residuum durch die obige Definition
wirklich klein werden, zeigen wir, indem wir (3.10) nutzen und den Fehler abschétzen, der
durch die Verwendung der abgeschnittenen flj gemacht wird.

Weiter definieren wir A%t so dass die Terme fiihrender Ordnung im Residuum verschwin-

n,r)
den. Es ist

o [—1O I 20 k=1
2t (A50) = ent0) > 5 s (1)

m=—my
k9D 4qp €l 422

- > kD (6.8)

(a,8,7)EA,
Das gilt fiir alle 1) € .J, falls n € N\ {no} und fiir alle I(") € J \ Jy, falls n = n.
Um das Residuum in der X'(s)-Norm abschétzen zu konnen, benotigen wir einige vorbe-
reitende Abschétzungen. Die Nichtresonanzbedingung
lwo — wn (k)] >0 >0

folgt fiir alle n € N,n # {ng} Vk € Bep(kU)), falls wy einfach in jedem kU) ist.
Wir halten fest, dass fiir ¢ € N gilt, dass

(m) ()| — _lom! k— B (-
‘Mn,no(k)‘ |wn(k)‘1] ’<p710( 7k qm)vﬁ( 7k) pn( 7k)>’]1‘
= |am] q —
- |wn(k)‘1] H<£( 7k) pno( k qm)aPn( 7k)>TH
< eyn ™ sup ||ppy (-, k)| gr2a(ry, €N (6.9)
keB

und
b(n)()‘a w, v, k)’ = ‘<U(')pn0('v )‘)m('a M)pno('7 V)apn('> k)>'ﬂ'|

= |wn(k)_q} |<(J(')pno('a )\)270('7 ,u)pno('a V)) a‘C('v k)qpn('a k)>T|
< |Wn(k)_q} H[’(> k)q (U(')pno(" A)ﬁng('a M)pno('v V)) H’]I‘

< cyn =M sup 120 (s M | 2120 (1) [1Png (5 1) || 2120 (1) 1P (-5 ¥) | 20 (1(6.10)

fiir alle \, u, v € 2B, falls 0 € H?I(T).
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6.2 Abschitzung des Residuums

Bemerkung 6.5. Die erforderliche H??-Regularitit der Blochwelle p,, (-, k) ist erfiillt,
wenn V € H*(T) mit a > 2¢ + d — 2, siehe Lemma 2.15.

Mit dem folgenden Lemma wollen wir die Summanden von Ue<t in der X (s)-Norm ab-
schétzen.

Lemma 6.6. Se: flj S C([O,To],Ll(Rd)) fir 3 =1,...,N. Dann existiert ein ¢ > 0, so
dass fiir alle s > d/2 und alle t € [0,e~'T] gilt, dass

H[_jezt,O(.’t < 061/2 und Hﬁeazhl(.,t)” < 663/2-

>HX(S) X(s)

Beweis. Zunéchst betrachten wir die Terme des erweiterten Ansatzes mit der Ordnung
O(e'~%). Durch Einsetzen erhalten wir

H(_]}ext,()(.’) H 25/d|Uext0 t)’2)1/2

L*(B)

U A X))
Aj( ¢ ,T>
=1 €

< 661/2_

Aj('»T)‘

N

1a—d+d
S ce Z Ll(Rd)
s (Rd) 7=1

< 051/2
fir A; € L'(R%).

Die restlichen Terme des erweiterten Ansatzes mit Ordnung O(e*?~%) schiitzen wir wie
folgt ab. Wir haben

Hﬁext,l(.’ t)HX(S) _ (Z 2o/ ‘Uﬁxm(.’t)‘Q) /2

HEN Ll(B)
2\ /2
1)
_ Z 2s/d 3/2 d Z ext < ,T)
neN 1MeJg

L'(B)

Nun verwenden wir die Definiton von AgX,E aus (6.8). Damit ist

[Tt < et ST 0 (o — wah) Z S Mm@

X(S) neN m=—mg
k@) +qmel(M 424

k— 1) A\
i (k- (n)
(a,B,7)EAS

Wir nutzen die Taylorentwicklung von wp, (k) um k) fiir j =1,..., N. Es ist

, _ L)
Wno (k) =wo + €an0 (k(J))T (k k )

9

L*(B)
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T
1 — kW) . — k)
+252<"“ f ) D?wp, (K9) ("" f )+0(53)

mit wy = wp, (kW) fiir j = 1,..., N. Wir schen, dass der Term £~ *(wp
Residuums die Ordnung O(1) hat.
Mit der Asymptotik der Eigenwerte in Lemma 2.14 wissen wir, dass

|wn| < en?/?,

— Wn,(k)) des

AuRerdem verwenden wir die Abschitzungen (6.9) und (6.10), so dass fiir p,, € H?(T).

Damit ist

O | PO (TR Z >

neN m=—mg

- k—l(r) —2
(A Jo]
( apl

767 EA’I‘ B

k<]>+qmel<r>+zd

Aa<’“‘(k(“) ‘j””’“”))_ﬁ,:p) A (-1 A, (i.1) di di

1/2
< 053/27d (Z n25/d4/d4q/d>

neN

> 5 axa(s

m=—my

p

k‘(])+Qm€l<T)+Zd L1(B)
- = (k) (B ()
+ > Aa< (k gk K ),T>
(arﬁvv)eAl(r) Ll(IB)
’Aﬁ <"T)‘ L1(B) HA7 <"T)’ L(B)
N
3/2 A.(.
<e | 2|4 (D),
7=1
+ Z O‘("T)‘Ll(JRd) Ap (.’T)‘Ll(ﬂ%d) AW("T)Ll(Rd))
(a7677)€Al(r)
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6.2 Abschitzung des Residuums

< e’

denn Aj € C’([O, Ty, L} (Rd) ) Fiir die lg/deummierbarkeit in n miissen wir garantieren,
dass

2s 4 4q 1
d d d
ist. Also brauchen wir als Bedingung an ¢, dass
s d
>—+--1 6.11
g5+ (6.11)
mit s > d/2. O

Wie beschrieben liegt unser Ziel darin, ein moglichst kleines Residuum zu erhalten. Wir
haben also den erweiterten Ansatz gerade so definiert, dass sich die Terme der Ordnung
O(**~%) in Res,, n € N\ ng ausloschen. Dafiir haben wir benutzt, dass die Aj fiir
j =1,...,N die Losungen der fouriertransformierten Coupled Mode Gleichungen (3.10)
sind. Das heiftt, wir miissen zum einen den Fehler abschéitzen, der entsteht, indem wir die
abgeschnittenen Funktionen flj in der Nichtlinearitdt nutzen und zum anderen die Terme
hoherer Ordnung. Wir formulieren das folgende Lemma.

Lemma 6.7. Fir A; € C (10,To), LY, (RY)) Lésung von (3.10) und A; wie in (6.7) fiir
j=1,...,N definiert,sg > 2, Ty > 0 fiir s > d/2 und p, € H* mit q = q(s) gilt

[Res|| () < cre™.

Beweis. Fiir die Abschétzung des Residuums schreiben wir zunéchst die iibrig gebliebenen
Terme von Res,,, als Summe aus Integralen, die wir dann einzeln abschétzen. Wir schétzen
dabei insbesondere den Fehler ab, den wir durch die Approximation der Residuumsterme
in Res,, durch die fouriertransformierten Coupled Mode Gleichungen machen. Es ist

IResng [l 1wy < I (T) + L2(T) + I3(T) + h-o.t.

Lk — k) .
I(T) ==/~ / (omo —wo— & 'Ué])>‘
- — k)
i (’f ¢ ,T>
€

T) =t / 3 G, () — g m)| S 4 (k—gk(j)’T> "

mit

N

J=1

dk,

m=—mqo

I3(T) ="~ Z Lok, T),

(B)EA, (5
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wobei

Inp~(k,T) =

/ / / p(no) (k — (kD) — kB — ek, kB — e(h — 1), kD) € k>

B0 (0) [Byp—1(0) By (0)
S A, (’“ SL m) A (h-17) 4, (07) di b

. . - . — k()
— pm0) (@ kB) () )y (Aa x Ag % Av) (M’T>
g

dk.

Fiir die Abschitzung der linearen Terme in I; berechnen wir beispielhaft den Fehler fiir
ein j, wobel wir dann spéter iiber j summieren. Fiir k in der Nihe von kU) ist K = k%km

und es gilt
k— k) , -k — kW
(wno(k:)—wo— ( . -vé”))‘ A; (g,T

dk

g2 / €
B

< ce'Pdtd / ‘(wno(aK—i-k(j)) —wo—EK-v!(]j)M ‘flj (K,T)‘dK

B,,1(0)

< e / K| ‘Aj (K, T)‘ dK
B,p-1(0)
< e (|4 (-, T) || pyray < ce” VT € [0, To), weil 4; € C ([O,To), L%(]R{d)> :

Der Term h.o.t. bezeichnet wiederum die ,higher order terms“, also die Terme hoherer
Ordnung. Insgesamt erhalten wir fiir I die Abschétzung

L(T) < ™2 YT € [0, Ty).

Fir I haben wir

H;;”) _ am/]rei(k(”-‘rqrn—k(j))mpno(x’k(j))pno(x’k,(l)) dr

und
MT(LZ?%O = am /Tpno(x’ kE — Gm)Pno (z, k).

Nun mochten wir das Argument von py,, so schreiben, dass wir die k-Quasieriodizitét der
Blochfunktionen (2.5) nutzen kénnen, um in MT(LT,ZLO den gleichen e-Term wie in K,g-;n)
erhalten. Es ist

zu

— k@

k—qm:k(l)—l—sk + k0 — kO — g,

3

mit K = k=69 und & ¢ ng(k(j )). Dann ist mit der Quasiperiodizitit der Dro

€

Pro (T, k = qm) = Dng (2, kY + e K + D — kO — g,)) = pg (2,6 K + k(l))ei(k(l>+qm_k(j))'m
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6.2 Abschitzung des Residuums

M () = k57| < lanl /T et tan kN 2y (o kO 4 e K ) g (kD) + eK)

—eik D tam kw0 kO g (2, kD) da

< |am| / ‘pno(x, k(l) +5K)Hpno(x7 k(j) + 5K) — Pno (ka(j)” dx
T

+ lam] / Do (KD 4 ) ||pog (2, KO + £K) — prg (2, kD) da
T

< ceK.

Hier haben wir die L2-Normierung und die Lipschitzstetigkeit der Blochfunktionen (2.12)
genutzt. Es folgt, dass

. | = [ k— kW)
s (=20

< e |4 ] 11 (R?)

c LL(B)

und damit ist

I(T) < ¢’ VT € [0, Tp).

Nun betrachten wir I3. Hier schiatzen wir den Fehler ab, der dadurch entsteht, dass wir
mit den abgeschnittenen Einhiillenden falten sowie durch das Ersetzen des Arguments von
b. Wir ziehen den Term

b(no)(k,(ct)7 kj(ﬂ)7 k(’Y)’ k(j));la * ;15 * /NLY

von der rechten Seite von I, g ab und addieren ihn dann wieder. Mit der Dreiecksunglei-
chung und K = % folgt, dass

=
ngpfl(o) ngpfl(o) ngfl(o)

el + kM e K + k(@ — B 4 k(v)) — b(0) (k@) kB k() 1))

b (e(K — ) + k™) e(l — h) + kP,

)Aa (K — i T) A (i} —1 T) A, (i, T) di dh| dK

L ed ’ p(n0) (£(@) 5B k), k(]‘))’

Die Differenz fiir 5(") schreiben wir als Summe aus Differenzen von b(")-Termen, in denen

jeweils ein Argument mehr ersetzt wird. Mit der Dreiecksungleichung ist in Iéélﬁ)7

‘b(no)( A, iy v, k) — 000 (@) (B) (), km)‘ < B (A, 1, v, k) — B0 (A, o, v, k9

i ‘b(no)()\”u’ v, k)Y — plmo) (@), km)‘ T

i ‘bmo)(,{(a), KB) 0Dy — pn0) (1) 1(8) 1), k(a’))‘ .
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Die Terme der rechten Seite kénnen mittels Lipschitzstetigkeit der Blochwellen in k, der
Cauchy-Schwarz-Ungleichung und der Algebraeigenschaft von H® fiir s > d/2 abgeschétzt
werden. Ein Beispiel fiir die Abschéitzung der Terme ist gegeben durch

b (N, 1, v, e K + kD) — b0 (X, 1, v, kD)

B (A, v, k) = B (A, iy, k)| <

- ‘<pno('v /\)ﬁno('a M)pno(" V)apno('ng + k(j)) _pm)('7 k(j))>T
< eL|K| [|pno (-, N)Pro (5 1)Pno (5 V) | L2y
< EL’K| Hpno('v )‘)HHS(T) ”pno('au)”HS(T) Hpno('v V)”HS('H‘) :

Die restlichen Abschétzungen der Differenzterme in b("0) folgen analog, wobei die H® Re-
gularitiat von py, mit Lemma 2.15 und der Regularitétsbedingung (R2) garantiert ist. Das
heifst, fiir

A=e(K—h)+kY p=cl—-h)+kP®, v=cl+k"

haben wir, dass
609) (£(0 — )+ K, (T — )+ KOl 4+ O, <K + K@) — KO 1 K)

—p(m0) (£ £(B) ), k:(j))’ < ce (IK =Rl + [+ k| + il + K1)

Damit kénnen wir den ersten Teil von 1, g, abschétzen durch

/ / / ") (2K — )+ k), el — ) + KO,
By p—1(0) /By p-1(0) /B p-1(0)

el + kM eK + k(@ — B 4 k(’?)) — 50 (k) k) 1) 10
Ao (K = h,T) Ag (h=1.7) A, (LT) dl dh| dK
< ce ™ Al 14511 1 1A [y < e

Es bleibt also fiir 1)

o8 der Term

Hfla *B,_p_1(0) f:lﬂ *B_p-1(0) AV — Ao 25 * A7HL1(33571)

abzuschétzen. Dafiir setzen wir fir o € {1,..., N}

~

Aa(K) = Aa(K) = Ea(K) mit Eo(K) = (1= x5, ,0(K) ) Aa(K)
und analog fiir Ag und A.,. Der Fehler E,(K) erfillt

1Ball ey < sup [ (1+ [K[)74] L1, ()

|K|>er—1

4

L1 (Rd) < cem(70) HAO‘
SA

Weiter ist
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6.2 Abschitzung des Residuums

< o A A — A
<c (HEQ * Ag * AWHLl(Bgepl(o)) +||Aa x Eg x A,

‘Ll (335971 (O))

+ HAO‘ *;1/3 * Ev‘

)> +R(/@,E),

L1(Byp1(0)

wobei R(flj, E) fiir weitere Terme steht, die quadratisch und kubisch in E sind, was ins-
besondere bedeutet, dass sie in der folgenden Abschétzung durch die Terme der Ordnung
O(e54(1=P)) absorbiert werden. Es folgt mit der Young-Ungleichung fiir Faltungen

HAa *3259*1(0) A'B *Bspfl(o) Aﬂy B Aa * AB * A’y‘ Ll(Bg P*l(o))

< C€SA(1_p)||AaHL;A(R2)||121/3||LgA(Rd)||Aw\|L;A(Rd)-
Wir withlen an dieser Stelle p € (0,1) fest als

p=1/2.

Damit ist

I3(T) < ce*lPmdtatt Z ||Aoz(‘=T)HLgA(Rd)HAﬁ(WT)||LgA(Rd)||Aw('7T)HLgA(Rd)
a,B8,7€{1,...,N}

fir s4 > 2.

Zusammen mit Lemma 6.8 gilt also, dass |[Res(-,t)||x(s) < ce”? fiir t € [0, Ty). O

Terme hoherer Ordnung

Um den Beweis von Lemma 6.7 zu vervollstdndigen, betrachten wir nun die restlichen
Terme des Residuums, welche gerade die Terme der Ordnungen grofer als O(e*2~%) sind.

Lemma 6.8. Sei A; € C([0,Ty), L, (RY)) N C*([0,To], L*(RY)),j = 1,...,N,s4 > 2.
Dann gilt fir s > d/2

; Trext,1(. < o5/2
(i) |[eopUs1( ,t)HX(S) <ce

< e’
X(s)

i) e 3 MEOTEI( = g 1)

m=—mo

(ZZZ) F (Uext’ ﬁezt’ ﬁeazt) (.’ t) _F (ﬁezt,()’ ﬁext,()’ ﬁext,O) (.’ t)HX( : < 665/2-

Beweis. (i) Die Abschitzung folgt dem Beweis von Lemma 6.6. Die Konstante ¢ hingt

hier im Vergleich zur Abschétzung von Ut zusitzlich von HaTAj’ fiir j =

1...,N ab.

L1(R2)
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Kapitel 6 Approximation der PNLS in dD durch die CMG

(ii) Mit Hilfe von Lemma (6.6) ist

Z M(m Uext 1( G t)

m=—mg

X(s)

mo
<ce Y a3 = gmot)]] (B.H5(T))

m=—mg

< csH(_feXt’l(-,t)H < ™,
X(s)

(i) Fir s > d/2 gilt mit Lemma 2.12
HF (ﬁext ﬁext ﬁext) _ (Uext ,0 Uext 0 Uext 0) H
’ ) X(s)

< CHU”Ll(RHs(T) (Huexto extl >|<uext OH

+ Haext,ﬂ * ﬁext,O % uext,l“

1 (B,Hs(T))

+ H,&ext,l " ﬁext,l % {Lext,OH

1 (B,Hs(T)) L1 (B,Hs(T))

i Haext,l w Eext0 aext,lHLl () + Haext,l « pextly ext, IHLI(B,HS(T))>

< ¢ (18 N0 5 171 )

ex 2 ex ~eX 3
1 ) 177 o e 15 )

< e (0 x 1T Wy + 1T e 1Tl + 175 )

c (55/2 +e? 4 59/2> < e,

Hier haben wir aufferdem die Abschétzungen aus Lemma (6.6) genutzt.

Mit der Abschitzung des Residuums haben wir nun die Voraussetzungen erreicht, um den

asymptotischen Fehler fiir den erweiterten Ansatz abzuschétzen.

6.3 Der asymptotische Fehler

In dem folgenden Abschmtt Wollen wir mittels Gronwall Lemma und Bootstrapargument
eine Abschétzung fiir ||U U eXt|| e (s) erhalten. Dafiir schreiben wir die exakte Losung als

Summe aus erweitertem Ansatz U Uext und dem Fehler E als

U=U+F.
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6.3 Der asymptotische Fehler

Wir nutzen diese Darstellung fiir Gleichung (6.6) und erhalten

BE = —iQK)E +iG (ﬁext, E) (6.12)
mit
mo
—>_>xt—>:4~*> _)_>—>—>__> T7ext 7rext 7rext _ (m)._>__ s t) .
G(Ue E) Res+F(U,U,U) F(Ue Ues e ) sm:ZmOM (VE (- = gm, 1)

Vorbereitend fithren wir einige Abschétzungen durch. Es ist

2 (77 77 77 T (TFext Trext Trext TFext |2 = TFext 2
|F(@.0.7) - F(T=,0°4.0)| ., <10 B Elee + 1T Lo Eli,)

+1El%))

fir s > d/2, wobei die kubische Struktur der Nichtlinearitdt und Lemma 2.12 genutzt
wurde. Weiter ist

mo
< ce Z laml|[[€(, - — @m, )|l L1 B,m5(T))

X(s) m=-—mo

m
]
=
2
o1

(- = qm,t)

mo
<ce D emllEC = gmit)llaes) < gl EC )] xs)

m=—mg

mit é(-,-,t) = D'E(, ). R
Auferdem wissen wir wegen U®* = %0 4 7t mit Lemma 6.6, dass

1T gy < NTO gy + 1T ey < e 0t € (0,7 T)
Dann gibt es Konstanten ¢, co und c3 > 0, so dass
|F(0.0.0) - F (T=.0=.0)] ., < exellBllacy + e By + esl Bl
Daraus folgt die Abschétzung

| (7 B) | xeo < IRl + [F (7.0.0) = F (7,0 T)

mo
+HE Z M(m)(k)E (k - met) HX(S)

m=—mg

<cre”” + ciel Bl xs) + cog PN El3e () + el Ell% () + cell Ellx(s) (6.13)

auf [0,e7Tp] mit einem ¢, co,c3 > 0, unabhingig von ¢ und ¢, und mit ¢ := ¢; + ¢. Der
Operator —i€(k) generiert eine stetige unitire Gruppe S(t) = e ¥ : X(s) — X(s). Damit
folgt aus (6.12)

— —

E(t) = E(0) +/0 S(t — 1)G(U®, E)(r) dr.
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Kapitel 6 Approximation der PNLS in dD durch die CMG

Wir wollen den Fehler E in der X (s)-Norm abschétzen. Mit der Dreiecksungleichung und
(6.13) ist

t
1Bl < IBO) e + H /0 St = BT, B)(r) dr

X(s)
— t — — —
< E(O)lx + /0 el B(r) ) + coe PIE ey + sl B ey + cre™” dr.

Wegen ﬁ(O) = ﬁapp(O) ist E(O) = ﬁapp(O) - UeXt(O). Daraus folgt mit dem unten stehen-
den Lemma 6.9, dass

IE(0)]|x(sy < Coe™ Vs > d/2,e € (0, ep) fiir ein g9 > 0.

Sei nun ein My > Cj gegeben. Dann existiert ein T > 0, so dass ||E>(t)HX(8) < Mye®? Yt e

[0, 7). Wir wiihlen im Folgenden €0 > 0 und My > 0, so dass mittels Gronwall-Argument
und Bootstrapping fiir € € (0,¢0) [|E(t)]lx(s) < Moe®? Yt € (0,671 Tp) gilt.
Wenn nun HE(t)HX(S) < Moe®?, dann ist

IE@®llxes) < Coe™ + /0 e B dr +1 (coe™/203 + g2 M5 + cpe™”)
< [Co + te (czz-:Mg + c3e? M3 + cR)] eet,
Um die gewiinschte Abschétzung zu erhalten, definieren wir My neu als
My = Cy + To(cr + l)eéTo.
Weiter withlen wir &g so klein, dass coegM§ + c3e3 M3 < 1. Dann ist

sup || E(t)||xs) < Mo™.
tE[O,&flTo]

Daraus folgt

sup (U t) — U, )| sy < c2™2
tE[O,e’;‘_lT()]

fir s > d/2.

Es ist sinnvoll, ¢ > d/2 zu wihlen, da in diesem Fall die Bedingungen (6.11) und (6.14)
erfiillt sind. Damit erhalten wir aukerdem die Bedingung, o € H*(T), V € H*~2+9(T)
und W € H24=2+H9(T).

Es bleibt zu zeigen, dass ||Ue’“(-,t) - ﬁapp(-,t)HX(s) < " ¥ t € [0, Tp]. Dafiir beweisen
wir das folgende Lemma.

Lemma 6.9. Sei A;(-,T) € L}, (R?) N L2(RY) mit sq > 2V T € [0,e 1] und s > d/2.
Es gelten die Regularititsannahmen (1) bis (3). Dann ezistiert C > 0, g9 > 0, so dass

(T ) = TP (1) | o) < ™,

e € (0,e0),t €10,e1Tp).
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6.3 Der asymptotische Fehler

Beweis. Zundchst wenden wir die Blochtransformation auf den approximativen Ansatz
u®PP an und entwickeln dann den transformierten Amnsatz in Blochfunktionen. Dies ist
moglich, da wegen A;(-, T) € L*(R%) auch A;(-, T) € L*(R%) und damit w*PP(-,t) € L*(R%)
ist. Wir erhalten

. N — k@ .
mmwﬁ:avnmwmwa%EWMEZEL%(k}l+wﬁfﬂmwm

neZd j=1
mit Pr(Ljn%)(k:) = (pny (-, kU — 1), pp(-, k). Auch hier schreiben wir den Ansatz UaPP als
Summe mit

{japp — japp.0 | [jappl.

Dabei definieren wir

) 4+ .
[japp; O(k: t) = gl/2—d —iwot Z ZA (k i 7€t> Pﬁﬁ’%(’f)@noa

nezZd j=1
wobei e, der no-te Einheitsvektor in RN st

Wir wissen bereits aus Lemma 6.6, dass ||ﬁeXt71(-,t)||X(s) < c£’2 Y t €0, Ty]. Deshalb
bleibt noch zu zeigen, dass

(i) TP e < e

(i) T=00 = TH0 ) < ce®2 Vit € 0,67,

Zu (i): Wir schéitzen U*PPL in der X(s)-Norm ab. Der Ausdruck U2EP! enthélt allerdings
keine Beitrage, so dass
1/2
(T2 )l = ||| D nolUzret( )
neN\ng Li(B)

app,1

Wir kommen also direkt zur Abschatzung von Uy, fiir n # ng, wobei

N .

. . — k) ,

U2ppl — gl/2—d —iwot E : E :Aj <kk+77?€t> Pé’;l’é)(k;), n # ng.
nezd j=1 ¢

Wir untersuchen fiir die Abschiitzung von |UZPP! (., ¢)| fiir n € N\ {ng} den Term Pg%).
Dabei nutzen wir, dass die Blochfunktionen eine Orthonormalbasis von L?(T) bilden sowie

das Wachstum der Eigenwerte wy,.
Esist fir Ve HY(T),a > 2q+d —2

Pé{;z%)(kj) = <pn0(" k)’pn('7 k)>']1‘ + <pn0('7 k(])) _pno('v k)apn(', k)>’]1‘
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Kapitel 6 Approximation der PNLS in dD durch die CMG

- <pn0('7 k(])) - pno('y k)7pn('7 k)>’]1‘
1

= wn(k)q<£q(k) (Pro (s KDY = Doy (- k)) s P (-, K)) 7

. s '
=~ cC <Hpn0(, k(]))HH%*l(T)) an’k — k(])’

Weiter ist
ngn%)(k) = <pno('a k)apn(v k»T + <pno('a k(J) - 77) - pno('v k)vpn(a k))T
= <pn0(', k(]) - 77) - pno('a k)apn(v k))T

= wn(lk‘)q <£q(k3) (pno(" k(]) - 77) B pnO(" k))’pn(" k)>T

Wegen pp, (-, k — 1) = png (-, k)eF® ist
1£9(k)png (- k = n)l| < elnf*,

falls V € H*(T) mit a > 2¢ + d — 2. Mit dem Wachstum der Eigenwerte w, ~ cn?/? fiir
n — oo folgt

,p(jm)(k), <

2q
n,no |

C
an/d |77

fir allen € N,k €B,j =1,...,N,n € Z% Wir erhalten insgesamt die Abschiitzung

1/2
S n (U (k)
neN\ng Li(B)
N ()
g/ S et Zfl ( — >R§?ﬁ?
B neN\ng Jj=1
)
S §: (k KD 4 T>}%%?
nez\{0} j=1
1/2
3/2 2s/d—4a/d 3/2
<o S VT
n€N\ng

N
+ g/2+B(1=p) Z HAJ»(.,T)’ L g Z |n|24—F
- 6

neZN\{0}

Hier ist die lg / ,~Summierbarkeit in n gegeben, falls 2s/d—44/d < —1, das heifit wir benétigen

d
¢> 7+ % (6.14)

Fiir die Summierbarkeit in n muss gelten, dass 8 > 2¢q 4+ d. Fiir die Regularitéit der Bloch-
funktionen in PT(L no) benétigen wir aufserdem, dass V € H*(T') mit a > 2¢g +d — 2.
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6.3 Der asymptotische Fehler

Zu (ii): Fir die Abschitzung von Uext0 _ [fapp0 in der X (s)-Norm berechnen wir

Uz — USEP’OHLI(B)

N k@ N kW .
e S S (W,T)—Z A (‘“”T> PUD()
=1

neZ, jy j=1

: Nk
<o [l pne) 3 3 ()

N

PP

n€Zy () I=1

L1 (B (k)

L1 (RA\B.p (k1))

Mit der Normalisierung der Blochwellen und deren Lipschitzstetigkeit beziiglich k£ erhalten
wir wieder

‘1 - Pég’,%)o(k)’ = )<pn0('>k(j))7pno('ak(j)) _pno('7k)>L2(’]I‘)’ < L‘k - k(])‘

fiir alle k € Bund j = 1,..., N. Weiter ist mit dem Ubergang von k zu K

Y a0
A (’C ,T)

Aj (vT)‘

L1 (RA\B.p (k0)))

L1 (R\B_,—1(0))

==t [ (1= xa0) A+ KD (1K) A (K.T) d

Rd
<ot [ KD A (.T) dE swp (14 K]
KEBSP,1
Rd
< gd+(1=p)sa A(K T)‘ _
- L (rey

Mit der obigen Rechnung und da wir p = 1/2 gewéahlt haben, ist

N
||UTeLB(t,0 - US(I))P:OHLl(]B) < le/z_d+d€ Z ||A](’ T)HL%(]RQ)
j=1

N
+ ce'lPetPoa Z 14;5(, T)HLéA(Rd)

und daraus folgt fiir s4 > 2 die Behauptung des Lemmas. O

Wir fassen die Regularititsbedingungen zusammen, die wir im obigen Beweis bendétigt

haben. Wir konnen p
= |- 1
o= |g|+
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Kapitel 6 Approximation der PNLS in dD durch die CMG

wahlen. Mit dieser Bedingung, miissen die Potentiale erfiillen, dass
o€ H2[5142(T) und v e g2l2l+a+5(T),

Damit ist der Satz bewiesen. O

Wir haben also gezeigt, dass wir eine Losung u der periodischen nichtlinearen Schrodin-
gergleichung durch einen geeigneten approximativen Ansatz mit einer Lésung der Coupled
Mode Gleichungen bis auf einen Fehler der Ordnung (9(53/ %) approximieren konnen, wenn es
diese gibt. Die Existenz einer lokalisierten Solitdrwelle fiir die Coupled Mode Gleichungen
haben wir in Abschnitt 5.4 fiir d = 2 gezeigt.
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7 Zusammenfassung und Ausblick

Der Kern dieser Arbeit war die Untersuchung von Wellen in der Form von Wellenpaketen
in periodischen Strukturen fiir unterschiedliche Dimensionen. Als asymptotische Skalie-
rung haben wir Wellenpakete aus mehreren tragenden Blochwellen mit unterschiedlichen
Gruppengeschwindigkeiten betrachtet. Dadurch haben wir ein Amplitudensystem erster
Ordnung hergeleitet, die Coupled Mode Gleichungen.

Im eindimensionalen Fall haben die Coupled Mode Gleichungen eine Familie von lokali-
sierten Solitdrwellen, welche durch die Geschwindigkeit v € (—1,1) parametrisiert sind.
Weil diese Solitarwellen in der spektralen Liicke der Coupled Mode Gleichungen existieren,
werden sie Gap Solitone genannt. Wir haben uns mit der Frage beschéftigt, ob fiir die
Coupled Mode Gleichungen in héheren Dimensionen ebenfalls eine Familie von bewegli-
chen Gap Solitonen existiert. Diese wiirden dann Wellenpakete des urspriinglichen Models
mit einer Reihe von Geschwindigkeiten in einem d-dimensionalen Intervall approximieren.
Um das zu untersuchen, haben wir die Coupled Mode Gleichungen hergeleitet und die
Struktur ihrer Dispersionsrelation untersucht. Wir bendtigten eine Struktur, die eine spek-
trale Liicke aufweist und zudem am Rand des Spektrums durch ein isoliertes Extremum
begrenzt ist. Wir haben herausgefunden, dass die Dispersionsrelation der Coupled Mode
Gleichungen im Fall von zwei Dimensionen und fiir einen Ansatz aus vier Moden die ge-
wiinschte Struktur aufweist.

Fiir diesen Fall haben wir numerisch stehende Solitarwellen gefunden und anschliefsend
durch NLS Asymptotik die Existenz von lokalisierten Wellen fiir die Coupled Mode Glei-
chungen rigoros bewiesen.

Bei der Frage nach beweglichen Solitdrwellen fiir die Coupled Mode Gleichungen in héheren
Dimensionen haben wir gesehen, dass in dem oben genannten Fall von d = 2 Dimensionen
und N = 4 Moden mit unserem asymptotischen Zugang keine beweglichen Wellen mdoglich
sind, da sich fiir den Ansatz von beweglichen Wellen die Liicke in der Dispersionsrelation
der Coupled Mode Gleichungen schliefst und wir lokalisierte Wellen ausschlieflich in der
spektralen Liicke suchten.

Die Arbeit umfasst auferdem ein wichtiges Approximationsresultat. Wir haben die Coupled
Mode Gleichungen als asymptotisches Modell fiir die periodische nichtlineare Schrédinger-
gleichung fiir den allgemeinen Fall von d Dimensionen rigoros gerechtfertigt.

Die beschriebenen Resultate fiihren zu einer Reihe interessanter Fragestellungen, welche in
der Zukunft untersucht werden kénnen.

Ein offenes Problem ist die Existenz beweglicher Solitdrwellen fiir die Coupled Mode Glei-
chungen in héheren Dimensionen. Wir haben gesehen, dass wir diese mit unserem Ansatz
in dem Spezialfall d = 2 und N = 4 nicht finden konnten. Es kénnte ein anderer Ansatz fir
bewegliche Losungen gewéhlt werden oder versucht werden, Losungen nicht in der spek-
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Kapitel 7 Zusammenfassung und Ausblick

tralen Liicke der Coupled Mode Gleichungen zu finden.

Wir haben uns aufserdem in der Rechtfertigung der Coupled Mode Gleichungen auf den
Fall eines wy fiir alle Punkte (k(j),wo) beschrankt. Dies hatte eine einfachere Schreibwei-
se zur Folge, wird aber in [DW18| fiir den allgemeinen Fall mit Moden zu den Punkten
(k(j) s W (k:(j))) durchgefiihrt.

In Kapitel 3.3 haben wir lokale Wohlgestelltheit fiir die Coupled Mode Gleichungen ge-
zeigt. Ein weiteres Ziel konnte es sein, die globale Wohlgestelltheit fiir die Coupled Mode
Gleichungen zu zeigen.
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Anhang

In diesem Kapitel wollen wir hilfreiche Sédtze und Lemmata zusammenstellen, welche in
der Arbeit bendtigt wurden.

Satz A.1. (Banachscher Fixpunktsatz)
Sei X ein Banachraum, ) # K C X abgeschlossen, T : K — K sei kontraktiv, das heifit
fir ein 0 < 1 gilt

[Tz =Tyl < 0l|lz —yl| Yo,y € K.

Dann hat T einen eindeutigen Fixpunkt.

Beweis. Der Beweis findet sich in [Sch13|, Theorem 16.1. O

Lemma A.2. (Algebra Eigenschaft)
Seien ®, ¥ € H*(R?), s > d/2. Dann gilt, dass ®, ¥ € C°(RY) und ||®|co < C||®||gs und
es gilt die Abschdtzung

[P s (may < cl| @] s (may Y]] a5 ()

mit ¢ unabhdngig von ® und V.

Beweis. Fiir den Beweis siche zum Beispiel Lemma 4.2 in [DU09). O

Satz A.3. (Duhamels Prinzip)
Sei X ein Banachraum und L : X — X ein sektorieller Operator. Fir o, T > 0 gelte

FeC((0,T),X).
Dann ist die eindeutige Losung von

ut—Lu:F

u(x,0) = ug.
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Anhang

gegeben durch

t
u(t) = etlug + / LR, 0<t<T.
0

Beweis. Fiir den Beweis siche Kapitel 4 in [Lunl2|. O

Lemma A.4. (Lemma von Gronwall)
Seien B,v € C([0,T),R), v > 0. Dann gilt:

(i) Wenn eine Funktion w € C([0,T),R) die Integralungleichung

w(t) < B(t) + Ot'y(s)w(s)ds vVt € [0,T)

erfillt, dann ist

w(t) < Bt) + /0 By (r) exp ( / t’y(s)ds) dr Vit € [0,T).

(ii) Wenn w € C([0,t),R) N C*((0,T),R) die Ungleichung
W' < () +(D(t) ¥t € [0,T),

erfillt, dann ist

w(t) < w(0) exp (/Dt*y(s)ds> + /Otﬁ(r) exp ([»y(s)ds) dr Vit € [0,T).

Beweis. Der Beweis ist zum Beispiel in [Pac97| zu finden. O

Lemma A.5. (Lemma von Riemann-Lebesgue) R
S:ei f € LYRY) und sei f die Fouriertransformierte von f, das heifit f : RY — R mit
f(k) = [%_ f(z)e™™** dz. Dann gilt

(k)] = 0, |k| = occ.

Beweis. Ein Beweis findet sich in [Lig66, Kapitel 4] O

112



Satz A.6. (Sobolevscher Einbettungssatz)
Sei Q0 C R"™ ein beschrinktes Gebiet mit Lipschitz Rand I'. Sei weiter k € N, m € Ny und
1<p<oo.
Wenn
n
k——>m+~y
p

fiir 0 < v < 1 gilt, dann ist die Abbildung Id: W*P(Q) < C™+7(Q) eine stetige Einbettung,
das heift es existiert ein ¢ = c(Q,n,m,p,k,v), so dass fir u € WFP(Q) die Ungleichung

[ull gmevary < cllullwrr )

gilt.

Beweis. Ein Beweis wird zum Beispiel in Kapitel 8.9 in [Alt12] gegeben. O]

Lemma A.7. (Youngsche Ungleichung fiir Faltungen)
Sei 1l < p,r, s < oo mit % + % = % + 1. Dann gilt fir die Faltung f % g die Abschdtzung

”f*gHLS(Rd) < HfHLT(Rd)HgHLP(]Rd)-

Beweis. Der Beweis findet sich in [Wei00]. O

Satz A.8. (Satz von Plancherel)
Sei u € L*(R™) N L%(R™). Dann sind 4 und % € L?(R™) und es gilt

[l L2y = 1@l L2 ey = (18]l L2Rny-

Beweis. Fiir den Beweis siehe Kapitel 4.3, Satz 1 in [Eval0]. O
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