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Kurzfassung

In der vorliegenden Arbeit wird eine ganzheitliche Methode zur Simulation der instationdren Wech-
selwirkungen zwischen Fluidenergiemaschinen und Anlagen entwickelt. Diese umfasst eine nichtre-
flektierende Randbedingung fiir eindimensionale numerische Domains sowie eine nichtreflektierende
Kopplungsbedingung zur zeitechten Zwei-Wege-Kopplung von eindimensionalen und dreidimensiona-
len numerischen Domains. Mithilfe der entwickelten nichtreflektierenden Rand- und Kopplungsbe-
dingung lésst sich sowohl der Einfluss akustischer Riickwirkungen angeschlossener Anlagen auf das
Betriebsverhalten als auch die Pulsationsanregung von Fluidenergiemaschinen simulieren und analy-

sieren.

Der Bedarf der Entwicklung einer nichtreflektierenden Randbedingung ergibt sich aus der Notwen-
digkeit bei bisherigen in der Literatur vorhandenen Konzepten, einen Kompromiss zwischen niedrigen
Reflexionen einerseits und der Einhaltung eines geforderten Mittelwertes von Stromungsgréfien ande-
rerseits zu treffen. Durch Modifikation der etablierten nichtreflektierenden charakteristischen Rand-
bedingung mittels Uberlagerung eines geeigneten Filters im Zeitbereich wird eine neue filterbasier-
te nichtreflektierende Randbedingung entwickelt, mit der sich die beiden genannten Anforderun-
gen gleichzeitig erfiillen lassen. Anhand umfangreicher Variationen der relevanten akustischen bzw.
stromungsmechanischen und numerischen Parameter wird gezeigt, dass sich mit der neu entwickelten
filterbasierten nichtreflektierenden Randbedingung eine erhebliche Reduktion von Reflexionen im Ver-
gleich zu bisherigen Ansétzen nichtreflektierender Randbedingungen erreichen lésst, wobei gleichzeitig

der vorgegebene Wert der GleichgréBen eingehalten wird.

Die entwickelte nichtreflektierende Kopplungsbedingung wird zur Kopplung detaillierter dreidimensio-
naler Modelle zur Strémungssimulation von Fluidenergiemaschinen und reduzierter eindimensionaler
Modelle zur Stromungssimulation von Rohrleitungssystemen konzipiert. Im Rahmen der Methoden-
entwicklung werden zunéchst die grundlegenden Mechanismen zur Entstehung von Reflexionen an den
Grenzflichen zwischen unterschiedlich diskretisierten, gekoppelten numerischen Domains anhand lei-
tungsakustischer Betrachtungen theoretisch diskutiert. Es wird die Theorie abgeleitet, die Reflexionen
an der Grenzfliche durch Anpassung der spektralen numerischen Fehler und damit der numerischen

Impedanzen von gekoppelten Domains zu minimieren.

Zur Validierung der Theorie der numerischen Impedanzanpassung wird im Voraus eine Methode zur
numerisch-experimentellen spektralen Fehleranalyse numerischer Schemata entwickelt und anhand
analytischer Funktionale validiert. AnschlieBend wird bei umfassender Parametervariation mit suk-
zessiver Erhohung der Komplexitdt der gekoppelten numerischen Domains der Einfluss der spektra-

len numerischen Fehler auf die auftretenden Reflexionen an der Kopplungsstelle untersucht. Es wird
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gezeigt, dass durch gezielte Anpassung numerischer Parameter in den gekoppelten Domains die Refle-

xionen an einer Kopplungsstelle minimiert werden koénnen.

Abschlieflend werden generische Testfille mit Kombination der nichtreflektierenden Rand- und Kopp-
lungsbedingung simuliert. Anhand dieser Testfiille wird das Vorgehen bei der numerischen Impedan-
zanpassung demonstriert sowie die Anwendung der entwickelten Methoden in praktischen ingenieur-

technischen Problemstellungen veranschaulicht.
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Abstract

In the present work an integral method for simulating transient interactions between fluid machine-
ry and attached plants is developed. This method comprises a nonreflective boundary condition for
onedimensional numerical domains as well as a nonreflective coupling condition for time synchronised
two-way coupling of onedimensional and threedimensional numerical domains. By means of the de-
veloped boundary and coupling condition both the influence of acoustic feedback of attached plants
onto the operating behaviour and the pulsation excitation of fluid machinery can be simulated and

analysed.

The demand for the development of a new nonreflective boundary condition results from the necessity
of existing concepts to make a compromise between low reflections on the one hand and the compliance
with specified mean values of flow variables on the other hand. By modifying the established nonre-
flective characteristic boundary condition through superposition of a suitable filter in the time domain
a new filterbased nonreflective boundary condition is developed, whith which both above-mentioned
requirements can be fullfilled simultaneously. By means of comprehensive parameter variations it is
shown that with the newly developed filterbased nonreflective boundary condition a significant reducti-
on of reflections is achieved compared to existing approaches of nonreflective boundary conditions while

specified values for the mean flow are closely adhered to at the same time.

The nonreflective coupling method is designed for coupling detailed threedimensional models for the
flow simulation of fluid machinery and reduced onedimensional models for the flow simulation of piping
systems. Within the scope of method development, at first the basic underlying mechanisms of emer-
gence of reflections at an interface between differently discretised numerical domains are theoretically
discussed based on duct acoustical considerations. A theory is derived, which states that reflections
at an interface can be minimised by equalising the spectral numerical errors and thus the numerical

impedances.

In advance to the validation of the theory of numerical impedance alignment a numerically-
experimental method for spectral error analysis is developed and validated by means of analytic
functionals. Subsequently the influence of spectral errors onto occurring reflections at an interface
between numerical domains is investigated by means of comprehensive parameter variations while the
complexity of the coupled domains is gradually increased. It is shown that interface reflections can be

minimised by specific adjustment of numerical parameters.

Finally, generic test cases with both the nonreflective boundary and coupling condition combined
are simulated. With these test cases the procedure of numerical impedance alignment is demons-
trated and the application of the developed methods to practical engineering problems is illustra-
ted.
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1. Einleitung

Die Anforderungen an Fluidenergiemaschinen hinsichtlich Effizienz und Flexibilitit nehmen aus
okologischen und 6konomischen Griinden kontinuierlich zu. Viele Mainahmen zur Effizienzsteigerung
von Stromungs- wie auch Verdringermaschinen - bspw. geringere Spalte - fithren jedoch tendenziell zu
einer Erh6hung der Pulsationsanregung dieser Maschinen. Ebenso werden iiblicherweise stiarkere Pulsa-
tionen angeregt, wenn eine Fluidenergiemaschine nicht im Auslegungspunkt betrieben wird. Durch in-
stationdre Wechselwirkungen mit angeschlossenen Anlagen kénnen angeregte Pulsationen um ein Viel-
faches verstirkt werden. Daraus resultieren anlagenseitig erhohte Schallemissionen aufgrund erhéhter
Rohrleitungsschwingungen. Diese kénnen zu einer Beeintrichtigung bis hin zu einer Schidigung der
Anlage fithren. Gleichzeitig konnen erhohte Pulsationen zu Stérungen in der Prozesserfassung - bpsw.
von Gasmengenmessgerdten - fithren. Instationdre Wechselwirkungen von Maschinen und Anlagen
konnen aber insbesondere auch Riickwirkungen auf die Maschine selbst ausiiben. Teilweise werden die-
se bewusst ausgenutzt, wie bspw. bei Resonanzaufladung von Motoren. Im Allgemeinen sind derartige
Riickwirkungen auf die Maschine jedoch stérend, da sie zu unerwiinschtem oder unerwartetem Ma-

schinenverhalten bis hin zu Instabilitdten des Gesamtsystems fithren kénnen.

Aufgrund der bestehenden Notwendigkeit von Effizienz- und Flexibilitdtssteigerungen und den daraus
resultierenden erliuterten Problemen leitet sich der Bedarf ab, sowohl die Pulsationsanregung be-
stehender oder neu entwickelter Maschinen als auch insbesondere die instationdren Wechselwirkungen
zwischen Maschinen und Anlagen in einem méglichst frithen Entwicklungsstadium einer Maschine oder
Anlage zuverléssig vorherzusagen. Die numerische Strémungssimulation ist aufgrund der stetig zuneh-
menden Verlisslichkeit und Abbildungsgiite numerischer Methoden bei gleichzeitig kontinuierlicher
Zunahme von Rechenkapazitidten ein geeignetes Mittel. Gegeniiber der experimentellen Untersuchung
von Prototypen, zeichnen sich numerische Simulationen durch zeit- und kostengiinstige Durchfithrung
aus. Insbesondere bei grofien und aufwiandigen Maschinen oder komplexen Anlagen ist eine Erprobung

von Prototypen mit vetretbarem Aufwand nicht oder kaum moglich.

Auch vor dem Hintergrund der hohen heutigen verfiigharen Rechenressourcen ist bei numerischen
Simulationen die rechentechnische Effizienz eine wichtige Komponente. So lassen sich Fluidenergie-
maschinen in Anlagen iiblicherweise nicht mit vertretbarem Aufwand mit einem vollstindig dreidi-
mensionalen Modell simulieren. Ein - in der Literatur verfiighbarer - Ansatz besteht darin, die Maschi-
ne - und damit die pulsationsanregenden Mechanismen - mit einem detaillierten dreidimensionalen
Modell abzubilden, wihrend die Anlage mit einem reduzierten eindimensionalen Modell dargestellt

wird.

Dieser Ansatz wird in der vorliegenden Arbeit aufgegriffen mit dem Ziel, eine ganzheitliche Methode

zur Simulation von Fluidenergiemaschinen und Anlagen unter vollstdndiger Erfassung der instati-



1. Einleitung

ondren Wechselwirkungen zu entwickeln. Dies umfasst eine nichtreflektierende Kopplungsbedingung
zwischen detaillierten dreidimensionalen und reduzierten eindimensionalen numerischen Domains so-

wie eine nichtreflektierende Randbedingung fiir numerische Domains.

Gegeniiber bisher vorhandenen Ansétzen zur Kopplung multidimensionaler Domains soll die neu ent-
wickelte Kopplungsmethode die Entstehung von numerisch induzierten Reflexionen an der Grenzfliche
unterschiedlicher numerischer Domains anhand der urséchlichen Mechanismen vermeiden bzw. mini-
mieren. Daher werden zunéchst moglichst allgemeingiiltige Einflussparameter auf Reflexionen an ei-
ner Kopplungsstelle erarbeitet. Die darauf aufbauende Methode soll zudem derart allgemein formuliert
sein, dass sie auf beliebige numerische Schemata anwendbar ist. Die zu entwickelnde nichtreflektierende
Randbedingung soll minimale Reflexionen bei gleichzeitiger Vorgabe der mittleren Stromungsgrofien
am Rand einer numerischen Domain erméglichen. Diese Erfordernis ergibt sich aus der Tatsache,
dass eine numerische Domain rdumlich begrenzt ist und an den Grenzen Randbedingungen vorge-
geben werden miissen. Aufgrund der reflektierenden Eigenschaften von Neumann- oder Dirichlet-
Randbedingungen ist eine nichtreflektierende Randbedingung erforderlich, um numerisch induzierte
Reflexionen an den Grenzen numerischer Domains zu vermeiden. Die Notwendigkeit bei bisherigen
Ansétzen nichtreflektierender Randbedingungen, einen Kompromiss zwischen geringen Reflexionen
und einer genauen Vorgabe gemittelter Grofien zu treffen, soll moglichst vermieden werden, so dass

beide Anforderungen erfiillt werden.



2. Grundlagen

Im nachfolgenden Kapitel werden die fiir diese Arbeit relevanten Grundlagen der Stromungsmechanik
dargelegt. Zunichst werden die vollstdndigen stromungsmechanischen FErhaltungsgleichungen
prasentiert und erldutert. Anschliefend werden die in der Akustik iiblichen vereinfachenden Annahmen
sowie exakte Elementarlosungen der akustischen Grundgleichungen vorgestellt. Des Weiteren werden
elementare Zusammenhénge der spektralen Analyse numerischer Ansétze zur approximativen Lésung

der vollstandigen Erhaltungsgleichungen vorgestellt.

2.1. Erhaltungsgleichungen der Stromungsmechanik

Die Grundgleichungen der Strémungsmechanik sind Erhaltungsgleichungen. Die Erhaltungsgréfien
sind die Masse m, der (vektorielle) Impuls I sowie die Energie F. Zunichst wird die integrale Form
der Erhaltungsgleichungen in Euler’scher Betrachtungsweise dargelegt.

Die integrale Massenbilanz fiir ein beliebiges, ortsfestes Kontrollvolumen V ergibt sich

zu

om 0 e
at—at/vpdV—jipcndS. (2.1)

Der Term auf der linken Seite beschreibt die zeitliche Anderung der Masse in dem betrachteten Kon-
trollvolumen. Da Massequellen nicht existieren und Massetransport im Kontinuumsbereich ausschlief3-
lich konvektiv stattfindet, befindet sich auf der rechten Seite lediglich ein Term, welcher die konvektiven

Massenfliisse iiber die Grenzfldche S des Kontrollvolumens V umfasst. [Hir07]

Ein mit Stromungsgeschwindigkeit transportierter Impuls stellt einen konvektiven Impulstransport
dar. Nach Newton sind Impulsquellen als Krifte aufzufassen, die sich wiederum in interne und externe
Krifte unterscheiden lassen. Interne Kréfte heben sich innerhalb eines Kontrollvolumens gegensei-
tig auf, so dass Impulsquellen durch den Spannungszustand auf der Oberfliche definiert werden. Die
Oberflachenkrifte ergeben sich aus dem hydrostatischen Druck p sowie dem Spannungstensor 7, der
Normal- und Schubspannungen enthélt. Der durch Schubspannungen hervorgerufene Transport von
Impuls quer zur Stromungsrichtung liasst sich dabei als Impulsdiffusion auffassen. Die externen Kréfte
(oder Volumenkriifte) ﬁv, wie beispielsweise die Gravitationskraft, wirken im gesamten Volumen und
werden daher {iber das Kontrollvolumen integriert. Somit wird die integrale Impulserhaltung beschrie-
ben durch [Hir07]

or _ d B L . . =

— = / pcdV = —?{pc(c-n) dS—j{p~ndS+%T~ndS+/ Fydv (2.2)

ot ot Jy s s s v
Energie kann sowohl konvektiv als auch diffusiv transportiert werden. Konvektiver Energiefluss re-

prasentiert mit dem Fluid tranportierte Energie, diffusiver Energiefluss entspricht Warmeleitung und
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tritt (in Abhéngigkeit der Wirmeleitfahigkeit k) auf, falls ein rdumlicher Temperaturgradient §T
existiert. Da Krifte in Verbindung mit rdumlicher Verschiebung Arbeit verrichten, treten diese als
Quellen in der Energierhaltung auf. Unter zusétzlicher Beriicksichtigung potentieller Warmequellen ¢

ergibt sich die Energieerhaltung zu

OE 0 0 &

(2.3)
z—fpetaﬁdSJrfk%T.ﬁderf(—p-5+7-a.ﬁds+/ﬁv-gdv+/q(iv
S S S 1% 1%

Die spezifische Gesamtenergie e; ldsst sich dabei als Summe aus innerer Energie u und kinetischer

. _‘2 ..
Energie 5 ausdriicken.

Mit Hilfe des Gauss’schen Integralsatzes lassen sich die Oberflichenintegrale in Volumenintegrale
iiberfithren. Fiir ein infinitesimal kleines Volumen ldsst sich somit die lokale, differentielle Form der

Erhaltungsgleichungen fiir Masse, Impuls und Energie formulieren [Hir07]:

Ly (e9)otr(v-2)=0 (2.4)
%f+§-(p€®5+pl—7')=ﬁv (2.5)
%—l—(é’-%)puz—p(ﬁ-é’)—i—%-(kﬁT)—i—ﬁv—i-(j (2.6)

In Gl. (2.5]) steht das I fiir den Einheitstensor. Die Energiegleichung ist in Form der inneren Energie

aufgefiihrt. Der Term €, reprisentiert dabei Dissipation infolge von Reibung.

Um das Gleichungssystem der Erhaltungsgleichungen zu schlieen, werden zwei weitere Gleichungen
bendtigt. Fiir ideale Gase eignet sich dazu beispielsweise die thermische Zustandsgleichung idealer
Gase

p
= =RT 2.7
P (2.7)

sowie die kalorische Zustandsgleichung fiir ideale Gase
du = ¢, - dT". (2.8)

Dabei steht R fiir die spezifische Gaskonstante und ¢, fiir die isochore Wirmekapazitéit des betrach-

teten Gases.

2.2. Ebene Wellentheorie

In vielen Teilbereichen der Stréomungsmechanik werden vereinfachte Gleichungssysteme betrach-
tet, wenn einige Effekte dominant und andere Effekte vernachldssigbar sind oder mit Modellter-
men abgebildet werden konnen. Dadurch konnen in vielen Fillen mit analytischen Mitteln aus-

reichende Naherungslosungen fiir gegebene Probleme gefunden werden. In der Akustik kann oft-
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mals von einem ebenen Wellenfeld (bspw. Rohrleitung, Fernfeld) ausgegangen werden. Somit las-
sen sich die Erhaltungsgleichungen auf eine rdumliche Dimension reduzieren und ergeben sich un-

ter Vernachlédssigung von Volumenkréften, externer Warmezufuhr bzw. -abfuhr sowie Wéarmeleitung

zu
op op dc
Masse N + “5r + Pow = 0 (2.9)
Oc Oc 10p
Tmpuls = + oo + —2L = f, 2.1
mpuls 8t+cax > or f (2.10)
Energie @—I—c%—i—p% =—fac (2.11)

ot = dx  pox

Dabei sind sémtliche viskosen Kréfte unter dem Term f, zusammengefasst.

2.2.1. Lineare Wellenausbreitung

Im Rahmen der linearen Akustik werden diffusive Effekte (Wérmeleitung und viskose Reibung)
iiblicherweise vernachlassigt. Weiterhin werden die Zustandsgroflen p, p und ¢ in die Gleichanteile
P, p und ¢ sowie die verdnderlichen Schallfeldgrofien Schalldruck p, Wechseldichte g und Schallschnelle

¢ aufgeteilt.

Ruhendes Fluid ohne Reibung

Unter der Annahme, dass bei akustischen Vorgéingen der Gleichanteil deutlich grofier als die Wech-
seldichte (p > p) sowie die konvektive Beschleunigung klein gegeniiber der lokalen Beschleunigung
ist (c% < %), ergeben sich aus der differentiellen Form der Massen- und Impulserhaltung Gl.
die linearen FEuler-Gleichungen, die die Grundlage der linearen Wellentheorie bilden:
[MGLO4, MN79|

0p  oc

9, 59¢ _ 9.12
ot Pz 0 (2.12)
o6 10p

9¢  10p _ 9.1
ot pox 0 (2.13)

Diese Gleichungen sind giiltig fiir kleine Schwankungen. Der qualitative Terminus kleine Schwankungen
ist nicht eindeutig definiert. Als Richtwert wird in der Literatur beispielsweise ein Schalldruckpegel
von L, = 140 dB EI angegeben, was einem Effektivwert der Druckschwankung von p.rr = 200 Pa
entspricht. [LSW09,MNT79]

Akustische Vorginge werden zudem als isentrop angenommen, so dass die Energiegleichung durch die

Isentropengleichung
P
pr

= konst. =

DPo
7’5 (2.14)

!Das in der Akustik verbreitete Pegelma$ L, transformiert Druckschwankungen in den logarithmischen Bereich:
L, = 20 log (M) mit po = 2 - 10~° Pa [MN79]

po
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ersetzt werden kann [MN79).

Der nichtlineare Zusammenhang zwischen Druck und Dichte kann fiir kleine Stoérungen in Form

einer Taylor-Reihe approximiert werden und ergibt sich in Form von Gleich- und Wechselgrofien

N\ 2
(’f) +. (2.15)
Pl(p=p) (p=p) \P

Der Koeffizient beim linearen Glied wird als Kompressionsmodul K  bezeich-

zu

_ __dp

P=p-Pp=p— 7%
Pdp 2

dp?

Ly
0

net:
K=p % (2.16)
Pl(p=p)

Der entsprechende Koeffizient beim Glied 2. Ordnung wird nichtlineares Modul B ge-

nannt:

(2.17)

Fiir den isentropen Fall gilt K, = xp und By = k(x — 1)p. [Sut84]

Die Schallgeschwindigkeit a ist diejenige Geschwindigkeit, mit der sich Stérungen in einem Fluid

ausbreiten und gegeben durch [MGLO04]:

dp
I 2.18
a dp (2.18)

Unter Vernachlissigung von Termen hoherer Ordnung in der Taylor-Entwicklung Gl. (2.15]) ergibt sich
die lineare Schallgeschwindigkeit unter Verwendung von GI. (2.14)) zu

ap = \/7 \/7 \/> mit K = Kkp . (2.19)

Mit Hilfe der idealen Gasgleichung (Gl . ergibt sich ein nur von der Temperatur 7' abhingiger

Ausdruck fiir die lineare Schallgeschwindigkeit:
apo=VKRT (2.20)

Durch Einsetzen von Gl. (2.19) in die linearisierte Kontinuitétsgleichung Gl. (2.12) kénnen die linea-
risierten Eulergleichungen Gl. (2.1242.13) durch die primitiven Wechselgrofien p und ¢ ausgedriickt
werden:

op %

D = 2.21

3¢ TPy =0 (2.21)
o¢ 10p

2.22

ot t ooz =0 (2.22)

Ein Losungsansatz fiir die Schallfeldgréflen einer ebenen, durchlaufenden, harmonischen Welle

ist

o(z,t) =R (c : e@“’(to))) . (2.24)

p(z,t) =R <f9 : e(jw(t‘fo))) (2.23)
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Eine Elementarlosung des Gleichungssystems Gl. (2.2142.22)) fiir harmonische Schwingungen lautet
[MGLO4]

pot) =R (f /@R 4 g ej<wt+’”>) (2.25)
1 A .
c(z,t) =R (f Witk _ g ej(“’t+kx)) (2.26)
Zy \— =
mit der Kreisfrequenz w, der Wellenzahl k = (;"—0 = 27“ sowie der spezifischen Schallkennimpe-
danz Zy; = pag. Die komplexen Amplituden f und g werden als Riemann-Invarianten bezeich-

net und koénnen als Schallwelle in positive bzw. negative Ausbreitungsrichtung aufgefasst wer-
den. Die Riemann-Invarianten stehen in folgender Beziehung zu den primitiven Variablen p und
¢ IMGLO04):

1

f=-0G+2-¢) (2.27)

— o

~(p—Zo-&) (2.28)

975

Fiir den allgemeinen Fall mehrerer Harmonischer wird der Druck p als Uberlagerung von Amplituden

sdmtlicher auftretender Kreisfrequenzen w; ausgedriickt:

plat) =3 R ( freiithin) o g eﬂ'<wit+m>) (2.29)

Da bei linearen Systemen das Superpositionsprinzip gilt, kann durch Gl. (2.29)) jedes beliebige lineare,
ebene Wellenfeld beschrieben werden [MGLO04].

Strémendes Fluid ohne Reibung

Im Fall einer nicht vernachlissigbaren Gleichstrémungsgeschwindigkeit ¢ breitet sich der Schall relativ
zur Grundstromung des Fluids aus. In den Erhaltungsgleichungen Gl. (2.21H2.22)) wird daher anstatt
des lokalen Differentials das totale Differential beriicksichtigt:

dp _ ,0¢
°r == = 2.
il + pag o 0 (2.30)
dc 10p
— 4+ == 2.31
dt * pox ( )
Dabei gilt unter der Annahme ¢ < ¢ vereinfachend:
d 0 0
i 2.32
TR TR (2:32)

Der Schall breitet sich im ortsfesten Bezugssystem mit einer richtungsabhéngigen effektiven
Schallgeschwindigkeit aus. In Stromungsrichtung betragt die effektive Ausbreitungsgeschwindig-
keit

a('{eff:ao—i-ézao- (1+ Ma) (2.33)

und entgegen der Stromungsrichtung

ag oy = a0 —¢=ag- (1 —Ma) . (2.34)
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Die Mach-Zahl Ma ist dabei definiert als das Verhéltnis der Gleichstromungsgeschwindigkeit ¢ und

der linearen Schallgeschwindigkeit ag:

Ma=5 . (2.35)
ao
Entsprechend ergeben sich unterschiedliche Wellenzahlen fiir eine in positive bzw. in negative Koor-

dinatenrichtung laufende Welle:

kt = o @) (2.36)
k= = 0T (2.37)

Die allgemeine Losung bei linearer Wellenausbreitung Gl. (2.29)) erweitert sich unter Beriicksichtigung

einer mittleren Stromung zu [LSW09)

p(z,t) = Z R (f G g- ej(witJrk;x)) . (2.38)

Ruhendes Fluid mit Reibung

Wird viskose Reibung bei linearer Wellenausbreitung beriicksichtigt, so erweitert sich die linearisierte
Impulsgleichung Gl. (2.22)) um einen Reibungsterm R (: —%) zu [MNT79]:

9¢ 1% L pe—y (2.39)

Bei Beriicksichtigung von Reibung wird die Wellenzahl komplex und ist definiert
durch
k=p—ja. (2.40)

Dabei ist 5 die Phasenkonstante und « die Dédmpfungskonstante, die in folgendem Zusammenhang zu

dem Reibungsterm R stehen [MI86):

1 R\* 1
=k | =1/1 — ] —= 241
“ 2\t <—w> 2 (241)
son (L (BY 42 (2.42)
2 pw 2 '
In Form des Reibungsterms R ldsst sich die komplexe Wellenzahl k£ beschreiben durch
[MNT79]:
1
2
k=k <1 —J R> (2.43)
wp
Ist der Quotient w% < 1, so ergibt sich nédherungsweise [MNT79):
kR R
B~ kej—t —F— =B—-3j 2.44
k T 20 I ey = B (2.44)
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Es wird deutlich, dass fiir kleine Viskositéiten der Imaginérteil zu null tendiert und die komplexe
Wellenzahl k£ gegen die reelle Wellenzahl k lduft. Die entsprechende Lésung eines Wellenfeldes mit
Dampfung ergibt sich zu

plet) =3 R ( freilit=Bim—aim 4 5. ej<wit+ﬂﬂ>+m) . (2.45)

Stromendes Fluid mit Reibung

Fiir den Fall einer nicht vernachléssigbaren Gleichstromung und gleichzeitiger Beriicksichtigung visko-
ser Reibung, lassen sich die richtungsabhéngigen Kreiswellenzahlen k™ bzw. k= nach Gl. ([2.36} in
Gl. (2.4112.42)) einsetzen, so dass sich durch Beriicksichtigung der Gleichstrémung richtungsabhéngige

Phasen- und Dampfungskonstanten ergeben:

N

1 R\%? 1
+ +
—kE Sy 1 2) =2 2.4
o' 5 +<,5w> 5 (2.46)
1 BR\Z 1\’
+ +
e Ry R i - 2.4
s 5 +<pw> +3 (2.47)

Die Losung eines linearen Wellenfeldes mit Stromung und viskoser Reibung lésst sich entsprechend

durch folgenden Ansatz ausdriicken:

plat)=> R ( freilwit=bia)—ala | 5 pilwitthe)tor ﬂc) (2.48)
i

Durch die konstante Schallausbreitungsgeschwindigkeit ag ergibt sich eine wichtige Eigenschaft li-
nearer Systeme: In linearen Systemen treten immer nur diejenigen Frequenzen auf, mit denen das
System angeregt wird. Lineare Systeme, deren akustische Eigenschaften ebenfalls unveréinderlich mit
der Zeit sind, werden linear zeitinvariant, oder kurz LTI-Systeme (engl. : linear time invariant) ge-
nannt. LTI-Systeme stellen stets ein approximatives Modell technischer Systeme dar, haben jedoch
den Vorteil, dass sich Zustéinde (in Raum und Zeit) innerhalb eines Systems in der Regel analytisch
bestimmen lassen, vorausgesetzt, das System ist eingeschwungen und die Randbedingungen sind be-
kannt. [Mey11]

2.2.2. Nichtlineare Wellenausbreitung

Die zuvor dargestellten Losungen der linearen Euler-Gleichungen sind fiir unendlich kleine Stérungen
mathematisch exakt. Im ingenieurstechnischen Sinne werden diese Losungen als ausreichend genau
fiir kleine Schwingungsamplituden angesehen. Zur exakten Beschreibung ebener Wellenausbreitung
sind hingegen die nichtlinearen Erhaltungsgleichungen GI. zu verwenden. Diese sind im

Allgemeinen nicht analytisch losbar.
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Der Einfluss von Nichtlinearitéiten kann durch eine Abschitzung der nichtlinearen Glieder verdeut-
licht werden. Dazu werden die nichtlinearen Differentiale der Erhaltungsgréfien p aus der Konti-

nuitatsbeziehung und der Gréfle ¢ aus der Impulsgleichung unter Annahme eines harmonischen Ver-

laufs )
_0p wEp _o¢ weé
L max CLO €z max CLQ

in Bezug zu den linearen Differentialen der jeweiligen Erhaltungsgrofien

oz
ot

=wp bzw. = wce

2
6t max mazx

gesetzt. s wird deutlich, dass das Verhiltnis fiir beide Gleichungen zu dem selben Ergebnis fiihrt.
Das Verhéltnis der Schnelleamplitude zur Schallgeschwindigkeit wird als akustische Machzahl bezeich-
net:

¢

Mag, = (2.49)

ao

Das quadratische Glied der Taylor-Entwicklung der Zustandsgleichung GI. hat im Verhéltnis
zum linearen dieselbe GréBenordnung [Sut84]. Somit ist in allen drei Gleichungen das Verhiltnis
des nichtlinearen zum linearen Term bzw. des quadratischen zum linearen Term durch die akus-
tische Machzahl gegeben, die den nichtlinearen Charakter sich ausbreitender Wellen quantifi-

ziert.

Fiir den Sonderfall einer ebenen, reibungsfreien, durchlaufenden Welle (ohne Reflexionen) ist eine

exakte Losung des nichtlinearen Gleichungssystems

ap op dc

dc dc 10p
- i It S | 2.51
ot + “ox + p O0x ( )
unter Annahme eines rein harmonischen Verlaufs gegeben durch [Sut84]:

c(xz,t) =R (Q e(jw(tfa%c))) (2.52)

Dieser Ausdruck unterscheidet sich gegeniiber demjenigen unendlich kleiner Amplituden GI. (|2.24))

lediglich in der resultierenden Ausbreitungsgeschwindigkeit:
an = a+c(x,t) (2.53)
Die resultierende Ausbreitungsgeschwindigkeit bei nichtlinearer Wellenausbreitung a,; setzt sich aus

der Schallgeschwindigkeit a sowie der lokalen Geschwindigkeit ¢ zusammen. Im nichtlinearen Fall
wird in der Taylor-Approximation der Zustandsgleichung Gl. (2.15)) das quadratische Glied ebenfalls

berticksichtigt, so dass gilt:
5 2
s 2.54
<P> ( )

10
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Mit dieser Naherung zweiter Ordnung wird die Schallgeschwindigkeit a nach Gl. (2.18)) approximiert

durch [Sut84]
dp (K Bp\Y? B j B .
T\ <ﬁ+ﬁﬁ> “w\'Takp) T e (2:55)

und ist somit neben der verdnderlichen GréBe ¢ von dem Nichtlinearitétsparameter B/K abhéngig.
Im letzten Umformungsschritt wurden Gl. (2.15) (nach dem linearen Glied abgebrochen), Gl. (2.19))
sowie der Zusammenhang zwischen den Schallfeldgréflen p = pagé verwendet. Fiir isentrope Zu-

standsdnderungen idealer Gase ergibt sich der Nichtlinearitétsparameter zu

B c

Z—k—1=2_ 2.56

K & Cy ( )
Fiir Luft ergibt sich mit k = 1,4 ein Nichtlinearitdtsparameter von B/K = 0,4. Die resultierende
Ausbreitungsgeschwindigkeit lisst sich schlielich ausdriicken durch [Sut84]

B
LAAs — . e 2.
an] = ag + K ¢+eé=ap+e-é(x,t), (2.57)

~a
wobel der Nichtlinearitatskoeflizient
B
=— 41 2.58
€=5rt (2.58)

die Nichtlinearitiit eines Mediums charakterisiert [Sut84].

Somit lédsst sich die Losung fiir den Sonderfall einer nichtlinearen, ebenen, durchlaufenden Welle aus-

driicken als:

c(z,t) = R <c e(f""<tw%”w>>> (2.59)

Die Welle hat also eine phasenabhéingigeﬂ Ausbreitungsgeschwindigkeit, die fiir die positive Halbwelle
grofler und fiir die negative Halbwelle kleiner ist als die lineare Schallgeschwindigkeit ag. Dadurch wird

die Welle entlang ihrer Ausbreitung verzerrt.

In Abb. ist der Verlauf der Schallschnelle einer ebenen, nichtlinearen Welle iiber dem Ort x bzw.
der Zeit t fiir feste charakteristische Zeit- bzw. Ortspunkte dargestellt. Gleiches gilt dquivalent fiir
den Schalldruck. Zum Zeitpunkt t = 0 bzw. am Ort z = 0 wird als Randbedingung eine harmoni-
sche Welle vorgegeben. Diejenige Entfernung von der harmonischen Quelle, bei der die Wellenfront

gerade unendlich steil wird, wird als Schockformationsabstand zs bezeichnet. Aus den Bedingun-

gen
Oc .
e =00 sowie
T T=xg
d%c 0
— —
0x?|,_ o

'Bei periodischen Vorgingen, wie beispielsweise harmonischer Wellenausbreitung, wird die riumliche bzw. zeitliche
Lage innerhalb einer Periode durch den Phasenwinkel ¢ beschrieben. Da eine Periode stets 360° bzw. 2w entspricht,
gilt fiir den Phasenwinkel: 0 < ¢ < 360° bzw. 0 < ¢ < 27

11
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>

z,t

T > Tkr Tr s T<xy x=0
Abbildung 2.1.: Wellenaufsteilung bei nichtlinearer Wellenausbreitung aus [LSW09)

ergibt  sich  durch  Differentiation von Gl (2.59) fiir den  Schockformationsab-

stand:

2
1
G _ ok (2.60)

ewé  2mepé eoMagik

In einem realen, viskosen Medium verhindern viskose Effekte im Bereich von x4 eine weitere Verzerrung

der Welle. Der theoretische Punkt

apA
= an -t = —— 2.61
Tk aog - Ukr 4606 ) ( )
an dem die Welle eine Sdgezahnform annimmt und der Wellenberg damit das Wellental einholt, wird

ao

kritische Entfernung genannt. Wird die kritische Entfernung durch Bezug auf die Wellenlénge A\ = 7
bzw. die Periodendauer T = % entdimensioniert, so erhélt man die dimensionslose kritische Entfer-
nung:

Loy Thor ag
N Tkt 2.62
TN T T depe (2.62)

Wird weiterhin die Grenzverzerrung bei einem Sidgezahn als 1 definiert, so folgt der Verzerrungsgrad

pro Wellenldnge A zu:

1 ¢
A= — den S — den M 2.63
N, €0 0 €oM Qg ( )

12
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Spektral betrachtet fithrt die Wellenaufsteilung zur Bildung von Hoherharmonischen bei gleichzeitiger
Abnahme der Amplitude der Grundharmonischen. Eine Fourier-Transformation von Gl. (2.59)) fiihrt
zu [Sut84

c(x,t) :éz Bjelwt=kz)) fir =< (2.64)
n=1
2
By =——J, (nx> . (2.65)
n< Ts

Ts

Dabei ist J, die Bessel-Funktion erster Art und n-ter Ordnung. Die Ortsabhingigkeit der Ko-
effizienten B, resultiert in der Amplitudenabnahme der ersten Harmonischen und Zunahme der

Hoherhamonischen.

Zur dimensionslosen Beschreibung der ortsabhingigen Amplituden wird das Amplitudenverhéltnis A
eingefiihrt:

M) i)
Ac_a(x:()) bzw. A, =0 (2.66)

Weiterhin wird der dimensionslose Abstand von der Anregung o definiert
x
oc=—=¢Magkv , (2.67)
Ts
mit Hilfe dessen sich der Amplitudenverlauf fiir Grund- und Oberschwingungen bei nichtlinearer Wel-

lenausbreitung allgemeingiiltig darstellen l&sst.

In Abb. ist der Verlauf der Amplitudenverhéltnisse A. bzw. A, der Grundharmonischen f; sowie
der ersten drei Hoherharmonischen fi, fo und f3 als Funktional des dimensionslosen Abstands o
dargestellt. Sowohl die Abnahme der Amplitude der Grundharmonischen als auch die Entstehung der
Hoherharmonischen ist deutlich zu erkennen. Die Amplitudenzunahme der Hoherharmonischen ist

dabei umso héher, je niedriger die Ordnung.

Fiir Betrachtungen nichtlinearer Wellenausbreitung mit iiberlagerter Gleichstrémung ist bei dem

dimensionslosen Abstand von der Anregung o die Gleichstréomung in Form der Machzahl zu

berticksichtigen (vgl. Gl. (2.36)):

o _r coMagpkTz fire >0 (2.68)
T

o _r eoMag k™ x fire<0 (2.69)
Ts

Zur Charakterisierung einer ebenen Welle wird h&ufig der Grundschwingungsgehalt G verwendet, der
definiert ist durch [St500]:
Do Po - Do
G=o = -
Pges \/po +py+ - \/Zioﬁ?

(2.70)
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2.2. Ebene Wellentheorie
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Abbildung 2.2.: Amplitudenverlauf von Grundharmonischer fy und Oberschwingungen fi, fo und f3

bei nichtlinearer Wellenausbreitung

2.2.3. Reflexion ebener Wellen

Die Wellenausbreitungseigenschaften eines leitenden Mediums werden durch die spezifische Schall-
impedanz Zg charakterisiert. Diese im allgemeinen komplexe Groéfle ist definiert als das
Verhiltnis einer komplexen Druckamplitude p und der entsprechenden Schnelleamplitude ¢

[MNT79]:
p-eler

Zg = (2.71)

¢ - elpe

10 173>

Die bereits eingefithrte  Schallkennimpedanz 7y ist ein Spezialfall der spezifischen
Schallimpedanz fiir ungeddmpfte Wellenausbreitung. Fiir den allgemeinen Fall, unter

Berticksichtigung von Diampfungseffekten, kann Zg ausgedriickt werden durch (vgl. GL

E33) NN
k —jo
Lg = ,50,0; = ﬁaoﬁ ]{7] . (2.72)

Es wird ersichtlich, dass Zg mit abnehmender Démpfung gegen Z; tendiert.

An der Grenzfliche zweier beliebiger wellenleitender Domains (1/2) mit den Impedanzen Zg; bzw.

Zg 5 wird eine Welle reflektiert, wenn Zg, # Zg,, vgl. Abb.

Domain 1 Domain 2
5 /)
\(\/ *Sv 1 /_\} 73’2
9

Abbildung 2.3.: Zwei verbundene Domains
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2.3. Spektrale Analyse numerischer Fehler

Der komplexe Reflexionskoeffizient an der Grenzfliche von Domain 1 zu Domain 2 7,5, definiert durch
das Verhéltnis von reflektierter zu einfallender Welle, kann iiber die Impedanzen ausgedriickt werden
[MNT79]:

9,  Zsa—Zs)

Pro = 2L = (2.73)
P Zsat+Zsy

Es zeigt sich, dass bei gleichen Impedanzen der verbundenen Domains (Z s1=2 572) der Refle-
xionskoeffizient zu null wird und akustische Wellen die Grenzfliche somit reflexionsfrei passie-

ren.

Die Grenzfille der spezifischen Schallimpedanz werden durch ein akustisch geschlossenes (Zg o = 00 =
r=1 - e/ =1) bzw. akustisch offenes Ende (Zg, =0 =r =1 - /™ = —1) dargestellt. In beiden
Féllen tritt eine Vollreflexion auf. [MN79]

2.3. Spektrale Analyse numerischer Fehler

Da fiir die nichtlinearen Erhaltungsgleichungen Gl. keine allgemeine Losung existiert,
kénnen diese, mit Ausnahme von Sonderfillen (vgl. Abs. 2.2.2), nur mit numerischen Metho-
den approximiert werden. In der numerischen Stromungsmechanik sind Finite-Differenzen-Verfahren
(FD) und insbesondere Finite-Volumen-Verfahren (FV) die am weitesten verbreiteten Methoden

[Hir07,LeV02].

Die Abbildungsgiite eines numerischen Schemas, Diskretisierungsfehler genannt, im Raum/Zeit-
Bereich wird durch die Gréflenordnung der rdumlichen und zeitlichen Auflésung Az bzw. At und
Potenzen derselben beschrieben. Eine allgemeingiiltige Quantifizierung des Diskretisierungsfehlers ist

jedoch nicht moglich.

Werden hingegen periodische Verldufe von Strémungsgrofien betrachtet, so lisst sich der Diskretisie-
rungsfehler eines numerischen Schemas quantifizieren: Die diskrete Approximation kontinuierlicher pe-
riodischer Signale fiihrt zu einer fehlerhaften Abbildung der Amplitude. Bei den meisten stabilen Sche-
mata nimmt die Amplitude der numerischen Lésung ab, man spricht daher von numerischer Démpfung.
Des Weiteren wird die Wellenausbreitungsgeschwindigkeit durch die Diskretisierung verfilscht, wobei
die Abweichung zwischen kontinuierlichem und diskretem System in der Regel frequenzabhéngig ist.
Das bedeutet, dass die numerische Approximation selbst von nichtdispersiven Fluiden zu einem di-

spersiven diskreten System fiihrt.

Im Frequenzbereich kann der numerische Fehler daher in Form eines Amplituden- und eines Phasen-
fehlers ausgedriickt werden [VB82]. Zur Erlduterung der spektralen Fehler werden folgende Arten von

akustischen Grofien definiert:

1. exakt: exakte Grofien beschreiben eine analytische Losung einer analytischen Modellgleichung

und dienen als Referenz fiir die Quantifizierung der numerischen Fehler.
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2.3. Spektrale Analyse numerischer Fehler

Beispiele:

® Desakt: die exakte (reelle) Amplitude einer linearen, ungeddmpft fortschreitenden Welle ist

konstant

® Gcrqke: die exakte lineare Schallgeschwindigkeit entspricht der exakten Losung der analy-
tischen Modellgleichung und ist entweder explizit im numerischen Modell definiert oder
durch eine Bestimmungsgleichung (bspw. Gl. (2.20))) gegeben

2. numerisch (num): numerische Groéflen beschreiben die numerische Losung einer analytischen

Modellgleichung

3. physikalisch (phys): physikalische Gréflen beschreiben ein reales physikalisches System, welches

durch die analytischen Modellgleichungen approximiert wird

Der numerische Amplitudenfehler e¢; wird als Diffusionsfehler bezeichnet und ist definiert als das
Verhiltnis der Amplitude der numerischen Losung Py, und der Amplitude der exakten Losung pesakt
pro Zeitschritt [VB82]

eq = Lnum (2.74)
Pexakt

Der numerische Phasenfehler e, wird Dispersionsfehler genannt und ist definiert als das Verhéltnis

von numerischer zu exakter Schallgeschwindigkeit

€y = —mum (2.75)

Qexakt

Diese spektralen Fehler sind charakteristisch fiir ein numerisches Schema und abhéngig von der CFL-
Zahl, der Wellenzahl k sowie der rdumlichen Diskretisierung Ax. Die CFL-Zahl ist definiert durch
[Hir07]

— At
CFL = acgart (1 + Ma) - ~ (2.76)

und beschreibt den zuriickgelegten Weg einer Information (oder Welle) im Zeitschritt At bezogen
auf die rdumliche Schrittweite Ax. Fiir eine gegebene CFL-Zahl kénnen der Diffusions- und Dispersi-
onsfehler als Funktion des numerischen Phasenwinkels ¢y, ausgedriickt werden. Dieser ist definiert
als

Ax f

Onum = k- Ax = 360° - — = 360° -
A Qegakt

Ein numerisches Schema kann somit in Form von Verldufen fiir den Diffusionsfehler €4 (¢num ) sowie den

<Az (2.77)

Dispersionsfehler €4 (¢num) in Abhéngigkeit der CFL-Zahl charakterisiert werden. Fiir die spektrale
Fehleranalyse bei vorhandener Gleichstrémung ist der numerische Phasenwinkel mit der Machzahl zu

kompensieren, es ergibt sich:

Pnum = 360° - f -Ax (2.78)

Qezxakt (1 + m)
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2.3. Spektrale Analyse numerischer Fehler

Eine spektrale Fehleranalyse numerischer Schemata wird in der Literatur gewohnlich fiir lineare
Systeme durchgefithrt |[Hir07,[VB82, LeV02]. Fiir lineare Anfangswertprobleme kann der spektra-
le Fehler eines Schemas {iiblicherweise analytisch hergeleitet werden. Mit Hilfe der von Neumann-
Stabilitéitsanalyse wird der frequenzabhingige Verstdrkungsfaktor eines numerischen Schemas be-
stimmt. Von dem komplexen Verstarkungsfaktor lassen sich der Diffusionsfehler ¢; und der Dispersi-
onsfehler e, ableiten [Hir07,VB82].

Fiir nichtlineare Systeme kann eine spektrale Fehleranalyse nicht analytisch durchgefiihrt werden. Die
Untersuchung der Ubertragbarkeit der spektralen Fehler linearer Systeme auf das Verhalten nichtli-

nearer Systeme ist Teil der vorliegenden Arbeit.
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3. Stand des Wissens

Im Folgenden wird der Stand des Wissens beziiglich der in dieser Arbeit behandelten numerischen
Methoden dargelegt. Zuniichst wird dabei ein Uberblick iiber die etablierten Diskretisierungsver-
fahren fiir die relevanten stromungsmechanischen Problemstellungen gegeben. Anschlielend werden
Ansétze und Methoden zur Kopplung und simultanen Simulation numerischer Domains fiir kompres-
sible Stromungsprobleme erldutert. Dies umfasst sowohl die Kopplung von Domains, die mit unter-
schiedlichen numerischen Schemata diskretisiert werden, als auch die Kopplung von Domains mit
unterschiedlichen Anzahlen an rdumlichen Dimensionen. Weiterhin werden reflexionsfreie Randbedin-
gungen numerischer Domains erldutert und ein umfassender Uberblick iiber die verfiighare Literatur

zu diesem Thema gegeben.

Die Finite-Volumen-Methode ist heute das am weitesten verbreitete Verfahren in der numerischen
Stromungsmechanik. Ein wichtiger Vorteil von FV-Verfahren ist die problemlose Anwendbarkeit bei
mehrdimensionalen, unstrukturierten und ungleichférmigen Gittern. Durch die integrale Formulie-
rung ist die Konservativitdt des Schemas bei einer entsprechenden Diskretisierung per Definition
gewahrt. Weiterhin konnen Stofifronten akkurat abgebildet werden, da keine stetige Differenzier-
barkeit der gesuchten Losung vorausgesetzt wird |Hir07, LeV02, Tor97]. Finite-Volumen-Verfahren
sind sowohl zur Simulation von Verdringermaschinen, bspw. [PHBT17,|SKHS15, AHB™ 16, |KSS07,
DJ17,BLK17], als auch von Turbomaschinen, bspw. |[KLAT14,LS17a,LS17b, AAE15, TCD16|, eta-
bliert.

Zur Simulation eindimensionaler Wellenausbreitungsprobleme werden heute oftmals FD-Loser basie-
rend auf dem Charakteristikenverfahren verwendet. Das Charakteristikenverfahren ist eine Methode
zur Uberfithrung eines partiellen Differentialgleichungssystems (DGLS) in ein gewohnliches DGLS (die
Normalform) [LR57,[MGLO04]. Angewendet auf das System der differentiellen Erhaltungsgleichungen
Gl ergibt sich ein System gewohnlicher Differentialgleichungen. Die numerische Losung
gewohnlicher DGL ist einfach zu implementieren und numerisch robust sowie effizient |[GB83,SW93].
Ein weiterer wichtiger Vorteil Charakteristik-basierter Verfahren ist die einfache Implementierung cha-
rakteristischer Randbedingungen, bspw. nichtreflektierender Randbedingungen [Hed79,|GE13]. In der
Literatur wird der Begriff Charakteristikenverfahren haufig synonym mit Finite-Differenzen-Lésern
basierend auf der Normalform der Euler-Gleichungen verwendet. Dieser Terminus wird in dieser Ar-
beit {ibernommen, so dass sich im Folgenden ”Charakteristikenverfahren” (CV) auf die numerische

Implementierung bezieht.

Da im eindimensionalen Raum der signifikante Teil der viskosen Reibung resultierend aus Querdiffusi-
on von Impuls aufgrund der nicht vorhandenen Querableitungen in den eindimensionalen Gleichungen

nicht erfasst werden kann, wird diese oftmals durch Modellterme beriicksichtigt [Tri75,Ibe86Wah15].
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3.1. Kopplung numerischer Domains

Charakteristische FD-Verfahren haben sich etabliert zur Auslegung und Simulation von Rohrleitungs-
systemen [TGS10,[VS89, BEL12,[HI98, DGW 13,|SMRR15,[DAB14]. Weiterhin werden auch gesam-
te Systeme mit reduzierten eindimensionalen Modellen von Pumpen oder Kompressoren mit CV-
Verfahren modelliert und simuliert [Ibe86}LB13}|LB14, Hus98,BROG6].

3.1. Kopplung numerischer Domains

Im Folgenden werden bisherige Ansétze zur Kopplung unterschiedlicher numerischer Domains dar-
gelegt und erldutert. In der Literatur vorhandene Methoden und Ansétze lassen sich unterscheiden
zwischen der Kopplung von Domains unterschiedlicher rdumlicher Dimensionen mit dem gleichen
numerischen Schema und der Kopplung numerischer Domains mit grundlegend unterschiedlichen Dis-

kretisierungsansétzen.

Ein Ansatz zur multidimensionalen Kopplung der inkompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen wur-
de von Formaggia et. al zur Simulation von Blutstromungen bei Fluid-Struktur-Interaktion vor-
gestellt [FNQV99,[FGNQO1]. Trotz angenommener Inkompressibilitit des Fluids ergibt sich durch
die Fluid-Struktur-Interaktion mit elastischer Wand ein gemischt hyperbolisch-parabolisches Glei-
chungssystem wie die kompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen. Die Kopplungsstelle ist schematisch
in Abb. dargestellt. Das System wurde numerisch mit der Finite-Elemente-Methode gelost. Q23p
steht fiir die dreidimensionale Domain und €7 p entsprechend fiir die eindimensionale Domain. I, ist
die Grenzfliche zwischen beiden Teilbereichen, die sich an der axialen Koordinate von z = a befin-

det.

Als Kopplungsbedingungen an der Grenzfliche wurden die Erhaltung der Fliche A, des hydrostati-
schen Drucks p, des Volumenflusses V' sowie der einlaufenden Charakteristik in die 1D-Domain f(a™)
formuliert [FGNQO1]:

A(a™) = A(a”) (3.1)
pla®) =p(a”) 3.2
V(a*)=V(a) (3-3)

Dabei steht (a™) fiir StromungsgroBen auf Seiten der 3D-Domain und (a™) fiir Stromungsgréfien auf
der eindimensionalen Seite. Der Druck p und die Geschwindigkeit ¢ werden fiir die Kopplungsbe-
dingung auf der dreidimensionalen Seite iiber den Querschnitt gemittelt (p,¢). Der Druck auBerhalb
der Domain wird mit pe;; und der Referenzdruck bei unverformter Struktur mit p* bezeichnet. Die
Riemann-Invarianten (charakteristische Variablen fiir die kompressiblen Erhaltungsgleichungen) wer-
den in der Literatur mitunter auch auf die Schnelle normiert statt auf den Druck wie in Gl.
, so dass f = ¢+ ;% (vgl. bspw. [PWMO6]). Der erste Term der charakteristischen Variablen
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3.1. Kopplung numerischer Domains

Abbildung 3.1.: Schema der Kopplungsstelle zwischen eindimensionaler und dreidimensionaler Domain
nach [FGNQO1].

in GL entspricht demjenigen der Riemann-Invariante. Die Formulierung des zweiten Terms der
rechten Seite resultiert aus der Tatsache, dass die inkompressiblen Erhaltungsgleichung bei Fluid-
Struktur-Interaktion gelost werden. Der Druck (und damit die charakteristische Variable f in GI.
(3.4) ist daher von der momentanen lokalen Querschnittsfliche sowie dem Spannungszustand in der

umgebenden Struktur abhéngig. Zur Herleitung siehe [FGNQO1].

Die Kopplung wurde zur Minimierung der Reflexionen am Ende der 3D-Domain entwickelt und
eingesetzt. Mit Hilfe der gekoppelten Domain wurde eine erhebliche Reduktion von Reflexionen
erreicht [FGNQO1|. Die Kopplungsmethode wurde in einer Reihe von Arbeiten fiir die Anwen-
dung in Blutstromungen verwendet |[UBVFO06, Nob2|. Des Weiteren wurden einige Variationen der
Kopplungsparameter entwickelt und die Stabilitdtsgrenzen des Ansatzes tiefergehend ausgearbei-
tet [FMNO7,DO13].

Der Kopplungsansatz wird anhand der Abweichungen zwischen gekoppelten 2D/1D- bzw. 3D/1D-
Simulationen sowie Referenzsimulationen evaluiert. Die iiber die mehrdimensionale Domain gemit-
telten Abweichungen von Druck und Geschwindigkeit zwischen gekoppelter und Referenzsimulation
liegen im Bereich weniger Prozent [FGNQO1,UBVF06]. Eine dezidierte, quantitative Analyse der Re-
flexionen an der Kopplungsstelle sowie systematische Untersuchungen zu den Einflussparametern auf

die Abweichungen werden nicht durchgefiihrt.

Ein weiterer Ansatz zur Kopplung unterschiedlicher Domains mit dem gleichen Schema wurde von
Godlewski zur simultanen Simulation physikalisch unterschiedlicher Domains, bspw. mit unterschied-
lichen Stoffmodellen, entwickelt |[GRO4, GLRO5]. Die numerische Losung wird mit einem Finite-
Differenzen-Verfahren basierend auf Godunov-Fliissen umgesetzt. Der Fluss iiber das Kopplungs-
Interface wird dabei zweimal berechnet, fiir jede der an das Interface angrenzenden Zellen mit der
Flussfunktion der entsprechenden Domain. In die Flussfunktion gehen entsprechend Stromungsgrofien
beider Domains ein. Durch die unterschiedlichen Fliisse an einem Interface ist das Kopplungssche-
ma nicht konservativ. Es wird jedoch eine glatte Losung an dem Interface ohne Oszillationen er-
reicht. Eine quantitative Analyse der Reflexionen an der Kopplungsstelle wird wiederum nicht durch-
gefiithrt [GRO4,|GLRO5).
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3.1. Kopplung numerischer Domains

Der Ansatz von Godlewski wurde von Hérard und Hurisse auf die Kopplung von ein- und zweidi-
mensionalen Euler-Gleichungen iibertragen. Dabei werden ebenfalls zwei Fliisse berechnet. Auf der
Seite der eindimensionalen Domain wird der quer zum Interface gerichtete Impulsfluss, der in eindi-
mensionalen Systemen nicht existiert, zu null gesetzt. Es werden zwei Kopplungsansétze untersucht:
durch eine konservative und eine nicht-konservative Formulierung der Querfliisse des Impulses auf der
zweidimensionalen Seite wird eine konservative und eine nicht-konservative Kopplung realisiert. Die
nicht-konservative Kopplung weist bei Testfdllen deutlich geringere Abweichungen zu einer Referenz-
simulation als die konservative Kopplung auf. Auftretende Reflexionen an der Kopplungsstelle werden
nicht quantifiziert. [HHO7,[HH10]

Eine Weiterentwicklung dieser Kopplungsmethode fiir kavitierende Stromungen in zwei und drei
Dimensionen wurde von Friedrich et al. und Deininger et al. vorgestellt. Dabei erstreckt sich das
Kopplungs-Interface iiber eine Vielzahl von zwei- bzw. dreidimensionalen Zellen, vgl. Abb. Da in
der eindimensionalen Domain nur ein Satz an Stromungsgréfien existiert, werden sogenannte ”ghost-
cells” (Geisterzellen) verwendet. Diese Zellen stellen eine beidseitige Erweiterung der numerischen Do-
main iiber das Interface hinaus dar, so dass die mehrdimensionalen Geisterzellen sich mit den an das

Interface grenzenden Zellen der eindimensionalen physikalischen Domain rdumlich iiberlappen, siehe

Abb.B.2

Geisterzellen
!

i-2,j+1i-1,j+1 i,j+1 i+1,j+1

2D code 2D-1D interface

25| L L] i

i-2,j-1]i-1,-1 ij-1 [i+1,j-1

L..

2 | 1) L | i+

: 1D code
Geisterzellen

Abbildung 3.2.: Prinzip der 2D-1D-Kopplung mit iiberlappenden Domains und Geisterzellen nach
[FMS™12].

Zur Bestimmung der lokal unterschiedlichen Fliisse auf der mehrdimensionalen Seite des Interfaces
wird zunéchst das Stromungsprofil in Form primitiver Variablen in die angrenzenden Geisterzellen

iitbertragen. Das Profil in den Geisterzellen wird nun derart verschoben, dass der Mittelwert dem Wert
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3.1. Kopplung numerischer Domains

der eindimensionalen Domain entspricht. Es gilt fiir die Stromungsgeschwindigkeit orthogonal zum

Interface c:
¢2p,ij = 1D, + (C2Di-15 — C3pi_1) (3.5)

Dabei entspricht c; Dp,i—1 €iner iiber der Kopplungsfliche gemittelten Geschwindigkeit, die berechnet

wird nach

Ny Y2D,i—1,5"Y2D,i—1,5—1
Zj:l(cQD,i*Lj_CQDKL'*Ljfl)'( s )

>ty (W2pi-1j — Y2pi-15-1)

—x

Cpi-1 =

(3.6)

und den Mittelwert der Stromungsgeschwindigkeiten in den 2D-Geisterzellen an die entsprechende
Geschwindigkeit der 1D-Domain anpasst. AnschlieBend werden die Fliisse der einzelnen Zellen der
mehrdimensionalen Domain unter Verwendung der modifizierten Stromungsgrofen nach GI.
in den Geisterzellen berechnet. Der Fluss in die eindimensionale Zelle ergibt sich entsprechend
aus der Summe der Fliisse aus den mehrdimensionalen Zellen am Interface. [FMST12, DJSH12,
Deil5|

Anhand von Testfillen wird gezeigt, dass die kumulierte relative Massenabweichung zwischen gekop-
pelten 2D/1D-Simulationen und 2D-Referenzsimulationen in der GréSenordnung von 10~° liegt und
damit vernachlissigbar klein ist. Die relative Abweichung des Impulses liegt bei maximal 6 % im Be-
reich der Kopplungsstelle fiir die prasentierten Testfdlle. Durch die Kopplung iiber Fliisse ist die Kon-
servativitdt des Schemas sichergestellt. Gleichzeitig ist dadurch die Kopplung jedoch auf FV-Schemata
beschrénkt. [FMS™12, DJSH12,|Deil5]

Eine #hnliche, ebenfalls auf der Verwendung von Geisterzellen basierende Herangehensweise wurde
von Montenegro et al. untersucht. In diesem Fall werden die konservativen Variablen zwischen den
Domains iibergeben. Die Variablen in der eindimensionalen Geisterzelle werden dem Mittelwert der
rdumlich iiberlappenden dreidimensionalen Zellen gleichgesetzt. Die Werte der konservativen Variablen
in den dreidimensionalen Geisterzellen werden mit den Werten der iiberlappenden eindimensionalen
Zelle belegt, so dass sich ein konstantes Profil ergibt. Die Kopplung erfolgt ebenfalls iiber die Fliisse
zwischen 1D- und 3D-Domain. Eine quantitative Analyse des Einflusses der Kopplung auf die Lésung
wird nicht durchgefithrt [MOD13]

Die Kopplungsansiitze in |[GR04, GLRO5, HHO7, HH10, FMS™ 12, DJSH12, MOD13| wurden stets mit
Riemann-Losern und damit in Form von Godunov-Fliissen umgesetzt. Grundsétzlich sind diese Me-
thoden jedoch auch mit anderen Losern anwendbar. Durch die Kopplung anhand von Fliissen sind die

Ansétze in dieser Form jedoch auf FV-Verfahren beschrankt.

Eine Vielzahl von Arbeiten zu gekoppelten multidimensionalen Simulationen mit unterschiedli-
chen numerischen Schemata ist in der Literatur zu finden. Dabei werden eindimensionale Do-
mains zumeist mit Finite-Differenzen-Verfahren und dreidimensionale Domains in der Regel mit
Finite-Volumen-Verfahren gelost. Galindo et al. entwickelten eine Kopplungsmethode fiir den kom-
merziellen Loser FLUENT (3DFV) und den in-house-Loser OpenWAM (1DFD), siehe Abb.
[Ans18].
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Abbildung 3.3.: Prinzip der Kopplung von Open WAM (1D) und FLUENT (3D) mit unterschiedlichen
Zeitschritten At [GTFN11J.

Der eindimensionale Loser basiert auf dem Charakteristikenverfahren. Daher werden am Interface
die charakteristischen Variablen bzw. Riemann-Invarianten (¥ in Abb. iitbergeben. Als Randbe-
dingung fiir die eindimensionale Domain werden dazu die primitiven Variablen der dreidimensiona-
len Domain in Riemann-Invarianten iiberfiihrt. Entsprechend werden die Riemann-Invarianten aus
der 1D-Domain in primitive Variablen zur Ubergabe als Randbedingung der 3D-Domain iiberfiihrt.
Wie in Abb. mit Atgp und At;p verdeutlicht, erfolgt die Losung der unterschiedlichen Domains
in unterschiedlichen Zeitskalen, so dass eine Interpolation zwischen Zeitschritten am Interface er-
forderlich ist. Die Validierung des Ansatzes anhand grundlegender Testfille, wie dem Stofiwellen-
problem (vgl. [Sod78]) oder einer Impulsanregung zeigen gute Ubereinstimmung mit analytischen
Losungen, kleine Storungen, die in beiden angrenzenden Domains fortschreiten, sind jedoch sicht-
bar. [GTEFN1]]

Zur multidimensionalen Simulation von Verdréingermotoren mit innerer Verbrennung wurden ebenfalls
1DFD-Schemata mit SDFV-Losern gekoppelt. Wanker et al. koppelten eine dreidimensionale Simulati-
on des Zylinders anhand der kommerziellen 3DFV-Software FIRE mit der eindimensionalen Simulation
des Abgastraktes iiber die kommerzielle IDFD-Software BOOST [AVL18a,AVL18b, WWPT04]. An
der Kopplungsstelle wurden primitive Variablen ausgetauscht. Fokus der Untersuchungen ist die Si-
mulation der Abgasnachbehandlung, so dass die Zielgroflen Abgastemperatur, Sauerstoffgehalt und
RuBigehalt zur Validierung betrachtet wurden.

Eine gekoppelte 1D-3D-Simulation eines Abgaskatalysators wurde von Stépének et al. durchgefiihrt.
Der Katalysator wird von Ein- bis Austritt modelliert, wobei das Ein- und Austrittsgehiduse zur
Berticksichtigung mehrdimensionaler Stromungseffekte dreidimensional simuliert wird. Die Katalysa-
torkanéle werden hingegen eindimensional modelliert und simuliert. Zur Losung der dreidimensionalen
Domain wurde der kommerzielle 3DFV-Loser StarCD verwendet [Siel8]. Die 1D-Domains wurden mit

einem in-house-1DFD-Verfahren berechnet. Primitive Variablen werden direkt am Interface zwischen
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3.1. Kopplung numerischer Domains

den Domains {ibergeben. Zielgrofien fiir die Validierung waren ebenfalls Temperatur und Stoffkonzen-
tration, so dass der Einfluss des Interfaces auf die Ausbreitung akustischer Wellen nicht analysiert
wird. [SKMK12

Die gekoppelte Simulation von Arbeitsraum und Einspritztrakt von Dieselmotoren wird ebenfalls
in einer Reihe von Arbeiten behandelt [KMO04,lJASGO08,[BMPB09,/CST09]. Kolade et al. verwen-
den das kommerzielle 1IDFD-Simulationstool GT-Power zur Losung des eindimensional modellierten
Common-Rail-Einspritzsystems [Gam18§|. Primitive Variablen werden als Randbedingung zwischen der
1D-Domain und dem dreidimensional modellierten Arbeitsraum iibergeben. Dieser wird mit der kom-
merziellen 3DFV-Software KIKA-3V gelost |[Los1§|. Die unterschiedlichen Domains werden mit unter-
schiedlichen Zeitschritten berechnet. Eine Interpolation zwischen Zeitschritten ist dabei jedoch nicht
erforderlich, da der grofite Zeitschritt stets ein ganzzahliges Vielfaches kleinerer Zeitschritte darstellt.
In Domains mit kleineren Zeitschritten werden mehrere Zeitschritte mit konstanten Randbedingungen
berechnet. Anschlieend wird die Domain mit dem gréfiten Zeitschritt gelost. Die gekoppelten Simula-
tionen wurden mit voll dreidimensionalen Simulationen hinsichtlich der Zielgroflen Zylinderdruck und

NO,-Gehalt validiert und zeigten gute Ubereinstimmung. [KMO04]

Bei den aufgefiihrten Kopplungsansétzen fiir Verdringermotoren werden qualitative Vergleiche zwi-
schen gekoppelten und Referenzsimulationen prasentiert. Es werden keine quantitativen Analysen der

Reflexionen an bzw. des Einflusses der Kopplungsstelle durchgefiihrt.

Im Bereich von Turbomaschinen wurden gekoppelte Simulationen von Maschine und angeschlossenem
Rohrleitungssystem durchgefithrt [WLW™12,[YCWY15]. Wu et al. koppelten dazu den kommerzi-
ellen 3DFV-Loser FLUENT mit dem kommerziellen 1DFD-Code Flowmaster [Ansl8, Menl§|. Die
Ubergabe der Randbedingungen zwischen den Domains erfolgt in Form von primitiven Variablen.
Die Kopplung wurde zur Simulation einer Kreiselpumpe in einem geschlossenen Kreislauf verwen-
det. Der Fokus der Arbeit liegt dabei auf dem Konvergenzverhalten des Gesamtmodells, welches
unter Variation diverser physikalischer und numerischer Parameter bei transienten und station&ren
Simulationen gezeigt wurde. Eine Validierung unter physikalischen Gesichtspunkten wird nicht durch-
gefiihrt. [WLWT12]

Ein dhnlicher Ansatz wurde von Yang et al. zur Untersuchung der Auswirkungen eines Joukowsky-
StoBles auf das Stromungsfeld in einer Kreiselpumpe vorgestellt. Die dreidimensionale Domain wur-
de mit dem kommerziellen 3DFV-Code FLUENT gelost |[Ansl8|. Das saug- und druckseitig ange-
schlossene Rohrleitungssystem wurde mit einem 1DFD-Loser basierend auf dem Charakteristikenver-
fahren berechnet. Nach einem Zeitschritt der eindimensionalen Domain wird iterativ eine Ldsung
der 3D-Domain bestimmt, die den Randbedingungen, aufgeprdagt durch das Rohrleitungssytsem,
geniigt. Ergebnisse der gekoppelten Modells wurden mit Ergebnissen aus reinen 1D-Simulationen
verglichen, bei denen ein reduziertes eindimensionales Ersatzmodell fiir die Kreiselpumpe verwendet
wurde. Weiterhin wurde der Einfluss der Schlieizeit eines hochdruckseitigen Ventils numerisch unter-
sucht [YCWY15].
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3.2. Reflexionsfreie Randbedingung

In den vorgestellten bisherigen Ansétzen zur multidimensionalen Kopplung werden quantitative Be-
trachtungen zum Einfluss des Kopplungsansatzes lediglich anhand einzelner Testfélle durchgefiihrt.
Untersuchungen zu allgemeingiiltigen Einflussparametern auf Reflexionen an der Kopplungsstelle wur-
den bisher nicht durchgefiihrt. Entsprechend sind die Kopplungsbedingungen zumeist spezifisch auf die
betrachteten numerischen Schema zugeschnitten und allgemeingiiltige Kopplungsbedingungen werden

nicht formuliert.

3.2. Reflexionsfreie Randbedingung

Der Begriff der reflexionsfreien Randbedingung wird in der Literatur nicht ausschliellich fiir exakt
reflexionsfreie Abschliisse verwendet, die per Definition einen Reflexionskoeffizienten akustischer Wel-
len von rpp = 0 aufweisen. Praktisch sémtliche Ansétze zur Reduktion akustischer Reflexionen an
Réndern numerischer Domains werden als reflexionsfreie oder nicht-reflektierende Randbedingung be-
zeichnet. Tatséchlich ist vollsténdige Reflexionsfreiheit in der Literatur bisher nur fiir Sonderfille
erreicht worden [PWMO6]. Im Folgenden werden relevante Ansétze nicht-reflektierender Randbedin-

gungen (nrRB) aufgefiihrt.

Grundsétzlich lassen sich nrRB fiir ebene Wellenausbreitungsprobleme in zwei Kategorien unter-
teilen: nicht-reflektierende Randschichten und nicht-reflektierende (rdumlich) lokale Randbedingun-
gen. Reflexionsfreie Randschichten gehen auf die Arbeit von Behrenger zuriick und werden als
per fectly matched layer (=ideal angepasste Schicht) oder PM L bezeichnet [Ber94]. Die physikali-
sche Domain wird dabei um eine absorbierende Domain erweitert, innerhalb derer einlaufende Wellen
geddampft und Reflexionen dadurch minimiert werden. Die PML-Methode wurde von Berenger zur
numerischen Losung der Maxwell-Gleichungen entwickelt und von Hu auf die instationédre Gasdy-
namik iibertragen und als Randbedingung einer Domain, in der die zweidimensionalen linearisierten
Euler-Gleichungen gelost werden, angewendet [Hu96). Die ideale Anpassung bezieht sich auf die Schal-
limpedanz der physikalischen Domain Zg pp und der PML Zg p)sr,- An Impedanzspriingen werden
akustische Wellen reflektiert (vgl. Abs. . Daher miissen die Impedanzen am Eintritt in die PML
ideal aneinander angepasst sein, um Reflexionen zu vermeiden. Innerhalb der absorbierenden Schicht
wird die Ddmpfung durch dissipative Terme kontinuierlich erhéht. Am Austritt der Dampfungsschicht
wird schlieflich eine klassische Randbedingung (Dirichlet- oder Neumann-RB) aufgeprigt. Durch die
starke Dadmpfung innerhalb des dissipativen Layers werden Reflexionen in der physikalischen Domain

minimiert bzw. eliminiert [Ber94,Hu96].

Das PML-Konzept wurde von Hayder auf die nichtlinearen Euler-Gleichungen angewendet [HH99|.
In einer Reihe von Arbeiten wurden alternative bzw. optimierte Funktionale fiir den Dampfungsterm
innerhalb des PML entwickelt [RZCNO04,[Hu05, DJ06, AK07,|ZW10]. Ein wesentlicher Nachteil von
PML-Randbedingungen ist beispielsweise die in der Regel unerwiinschte kiinstliche Erweiterung
der physikalischen Domain. Um eine ausreichende Dampfung durch kiinstliche Dissipation in dem

PML zu erreichen, ist eine rdumliche Ausbreitung der Ddmpfungsschicht iiber mehrere Wellenléingen
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3.2. Reflexionsfreie Randbedingung

der zu dampfenden Wellen erforderlich. Diese Notwendigkeit ist insbesondere bei niederfrequen-
ter Wellenausbreitung hinsichtlich der Effizienz ungiinstig. Ein weiteres Problem, das bei mehr-
dimensionaler Simulation zum Tragen kommt, ist die Tatsache, dass sich die PML-Schicht nur
fiir senkrecht einfallende Wellen ideal anpassen ldsst. Der Reflexionskoeffizient ist somit ein Funk-
tional des Einfallswinkels. Bei der Simulation nichtlinearer Systeme ist es weiterhin problema-
tisch, die StromungsgroBen am Austritt der Dampfungsschicht zu formulieren, da diese nicht
zwangslaufig den gewiinschten Stromungsgréffen am Austritt der physikalischen Domain entspre-
chen |Col04}|Giv04,MGLS12,GE13].

Das zweite weit verbreitete grundsétzliche Konzept sind sogenannte charakteristische Randbedingun-
gen. Diese Randbedingungen basieren auf einer Formulierung der Erhaltungsgleichungen in Normal-
form und damit in Form einer herauslaufenden Charakteristik (Welle) f und einer in die Domain
hineinlaufenden Charakteristik g, wodurch sich die Amplitude der einlaufenden Welle und damit der
Reflexionsfaktor zu null setzen lisst, vgl. Abs. Charakteristische Randbedingungen gehen auf die
Arbeiten von Engquist und Majda [EM77], Hedstrom [Hed79] und Giles zuriick [Gil90]. Das Konzept
wurde von Thompson auf mehrdimensionale Simulationen erweitert [Tho87,[Tho90]. Poinsot und Lele
entwickelten eine charakteristische Randbedingung zur Anwendung mit den vollstdndigen Navier-
Stokes-Gleichungen und fiihrten die lokal eindimensionalen und reibungsfreien Beziehungen (local
onedimensional inviscid = LODI) ein [P0i92]. Dabei wird das Gleichungssystem an der nrRB lokal
eindimensional und reibungsfrei gelost, was zu einer einfachen Implementierung der Randbedingung

fithrt.

Bei Anwendung charakteristischer Randbedingungen zur Simulation der Navier-Stokes-Gleichungen,
wie auch der nichtlinearen Euler-Gleichungen, tritt ein Problem beziiglich der Gleichanteile der
Stromung auf. Dadurch, dass alle einlaufenden Amplituden inklusive des Gleichanteils zu null ge-
setzt werden, ist das Problem mathematisch nicht wohlgestellt, da die Gleichgréflen am Austritt nicht
definiert sind. Dies fiihrt zu einem Drift der Gleichanteile an der Randbedingung [P0i92,[Tho90|. Zur
Unterdiickung dieses Drifts wurden in einer Reihe von Arbeiten Korrekturterme fiir den mittleren
Druck an der Randbedingung eingefiihrt [P0i92,|Tho90, RS80, SNP04,[PWMO06]. Diese Korrekturter-
me beriicksichtigen den lokalen Druck in zwei Zeitebenen und werden daher als lineare Relaxati-
onsterme (LRT) bezeichnet. Mit Hilfe von LRT werden die Abweichungen des Momentandruckes
von einem gewiinschten mittleren Druck in die Bestimmung des Druckes miteinbezogen und so-
mit der mittlere Druck an der Randbedingung in Richtung des gewiinschten Mittelwertes korri-

giert.

Durch Uberlagerung des LRT ist jedoch die urspriingliche Reflexionsfreiheit der charakteristischen
Randbedingung nicht mehr gegeben. Die Relaxationsterme wirken durch die Beriicksichtigung von
zwei Zeitebenen wie Tiefpass-Filter, wodurch insbesondere niederfrequente Schwankungen stark re-
flektiert werden [PWMO06l,Huel5]. Huet entwickelte eine Randbedingung mit Unterdriickung des Drifts
der Gleichanteile unter Verwendung eines LRT bei gleichzeitiger Vorgabe einer akustischen Anregung

an derselben Randbedingung. Durch Verwendung nichtlinearer Riemann-Invarianten werden die Re-
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3.2. Reflexionsfreie Randbedingung

flexionseigenschaften einer LRT-Randbedingung beibehalten, wihrend die Anregung kaum gedampft
wird, was bei Verwendung linearer Riemann-Invarianten der Fall ist. Voraussetzung fiir die Anwend-
barkeit der Randbedingung ist, dass sdmtliche Gleichgréfen an der Randbedingung im Voraus bekannt
sind [Huelb].

Bei Verwendung der bisher ausgefithrten Arten charakteristischer Randbedingungen ist stets ein Kom-
promiss zwischen der Genauigkeit der Einhaltung einer geforderten GleichgréBe (p bzw. ¢) und der
Unterdriickung von Reflexionen zu treffen. Eine charakteristische Randbedingung, die eine genaue
Einhaltung der Gleichgréfle bei vernachléssigbar kleinen Reflexionen realisiert, ist in der Literatur
bisher nicht vorhanden. Gleichzeitig ldsst sich der Frequenzgang der (iiblicherweise verwendeten)
LRT-Randbedingung in seiner grundlegenden Charakteristik (Tiefpass-Filter) nicht dndern, sondern
lediglich entlang der Frequenzachse skalieren. Das beschréinkt insbesondere die Anwendung auf nie-

derfrequente Problemstellungen.

28



4. Motivation und Zielsetzung

Das iibergeordnete Ziel der vorliegenden Arbeit ist die Entwicklung einer integralen Methode zur
gekoppelten drei- und eindimensionalen Simulation von Pulsationen in Rohrleitungssystemen. Um eine
effiziente Simulation bei gleichzeitiger Erfassung der relevanten Wechselwirkungen zu realisieren, wird
der Ansatz verfolgt, die Anregung mit einer detaillierten dreidimensionalen Simulation abzubilden und
diejenigen Bereiche, in denen (quasi-)eindimensionale Stromungs- und Wellenausbreitungsvorginge
vorhanden sind, mit einem reduzierten eindimensionalen Modell zu simulieren. Diese Bereiche umfassen
Rohrleitungen, Rohrkriimmer und T-Stiicke, bei denen Sekundéarstromungseffekte keinen signifikanten

Einfluss auf die auftretenden Pulsationen haben.

Fiir die integrale Simulation derartiger Systeme mit dem gekoppelten Ansatz sind zwei Komponenten

erforderlich:

¢ reflexionsfreie Kopplungsbedingung zur zeitechten 2-Wege-Kopplung der detaillierten dreidimen-

sionalen Domain und der reduzierten eindimensionalen Domain

e reflexionsfreie Randbedingung zum Abschluss der numerischen Domain ohne unphysikalische,

numerische Reflexionen.

Basierend auf dem Stand des Wissens lassen sich bestehende Problemstellungen bzw. Optimierungsbe-
darfe sowohl hinsichtlich einer reflexionsfreien Kopplungs- als auch einer reflexionsfreien Randbedin-
gung formulieren. Daraus werden im Folgenden die konkreten Zielsetzungen der vorliegenden Arbeit

abgeleitet.

Wie im Stand des Wissens ausgefiihrt, ist eine Vielzahl von Ansétzen und Implementierungen zur
Kopplung numerischer Domains in der Literatur verfiigbar. Eine dezidierte Analyse von Ursachen fiir
Reflexionen an der Kopplungsstelle ist bisher nicht veroffenlicht. Daraus resultierend ist dem Verfas-
ser keine Arbeit bekannt, in der der Entstehungsmechanismus fiir Reflexionen am Kopplungsinterface
eruiert und relevante Einflussparameter erarbeitet werden. Ein Kopplungskonzept, das auf der Mi-
nimierung bzw. Eliminierung der Reflexionsursachen basiert, ist dementsprechend in der aktuellen

Literatur nicht verfiigbar.

Hinsichtlich reflexionsfreier Randbedingungen ist fiir den vorliegenden Anwendungsfall ebenfalls kein
befriedigendes Konzept in der Literatur vorhanden. Da die Pulsationsanregung von Fluidenergie-
maschinen stark vom Betriebspunkt abhiingig ist, der durch die zeitlich gemittelten Groflen defi-
niert wird, miissen diese an den Domain-Réndern vorgegeben werden koénnen. Bei bisherigen Kon-
zepten reflexionsfreier Randbedingungen mit Vorgabe der Gleichgréflen muss stets ein Kompro-
miss zwischen genauer Vorgabe der zeitgemittelten Groéflen und niedrigen Reflexionen getroffen wer-

den.
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4. Motivation und Zielsetzung

Im ersten Teil der Arbeit wird daher eine Randbedingung fiir eindimensionale, pulsierende Stromungen
entwickelt, die eine genaue Vorgabe der Gleichgréfien bei gleichzeitiger Realisierung niedriger Refle-
xionen ermoglicht. Die Einflussparameter auf vorhandene Restreflexionen werden untersucht und die

Randbedingung im Vergleich mit vorhandenen Ansétzen evaluiert.

Im nachfolgenden Teil dieser Arbeit wird zunéchst eine Theorie zur grundlegenden Beschreibung der
Entstehung von Reflexionen an Kopplungsstellen numerischer Domains erarbeitet. Basierend darauf
wird ein Konzept zur Minimierung von Reflexionen an der Kopplungsstelle entwickelt. Die Einfluss-
parameter sowie das Potential und die Grenzen der erarbeiteten Methode werden anhand generischer

Testfille moglichst allgemeingiiltig bewertet.

Abschlielend werden exemplarische Simulationen mit kombinierter Anwendung der Kopplung- und
Randbedingung durchgefiihrt. Dabei werden séamtliche Mechanismen, die bei praktischen Anwendun-
gen auftreten, wie Wandreibung und Turbulenzen, beriicksichtigt, so dass anhand dieser Testfille die

Ubertragbarkeit auf die ingenieurtechnische Praxis untersucht wird.
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5. Numerische Schemata

Die eindimensionalen Simulationen in der vorliegenden Arbeit werden mit dem am FG Fluidtech-
nik entwickelten CV-Loser FLOAT durchgefiihrt. Fiir die dreidimensionalen Simulationen wird das
Open-Source-Simulationspaket OpenFOAM verwendet, welches auf dem FV-Verfahren basiert und
im Wesentlichen aus der Arbeit von Weller hervorgeht [WTJF98, Opell]. Die zu Grunde liegenden

numerischen Schemata werden im Folgenden erklért.

5.1. Eindimensionales Schema

Die Erhaltungsgleichungen in differentieller Form (Gl. (2.942.11))) gelten fiir eindimensionale, adiabate
Stromungen mit konstantem Querschnitt. Der Term f, reprasentiert Reibkréifte und lésst sich fiir Rohr-

stromungen nach dem Hagen-Poiseuille-Gesetz wie folgt ausdriicken [Sig09]:

Ac|c|

fa: = _ET (51)

Die Rohrreibungszahl A wird mit dem Gesetz nach Blasius bestimmt [Sig09]. Das negative Vor-
zeichen in Gl. (5.1) macht deutlich, dass die Reibkraft stets entgegen der Stromungsrichtung

wirkt.

Die obigen Gleichungen stellen ein hyperbolisches Gleichungssystem dar. Ein hyperbolisches Glei-
chungssystem ist gekennzeichnet durch rein reelle Eigenwerte und lésst sich mit dem Charakteristi-
kenverfahren in die Normalform iiberfithren [LR57]. Zunéchst wird mit Hilfe der Definition der Schall-
geschwindigkeit GI. ein Wechsel der abhéngigen Variablen vorgenommen, so dass das System

in Matrixform geschrieben werden kann als

0 ;06 ¢
— 4+ A—+d=0 5.2
at o T (5:2)
p
mit dem Losungsvektor ¢ = | ¢ (5.3)
u
c pa® 0
der Koeffizientenmatrix A = % c 0 (5.4)
0 % c
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0
und dem Vektor der Inhomogenititen d= | — fe (5.5)
cfa
Die Normalform lautet: .
- 3(15 99
AE = +Ed=0 5.6
R (5:6)

Dabei steht E fiir die Matrix der Eigenvektoren und A fiir die Diagonalmatrix der Eigenwerte der

Koeffizientenmatrix A [LeV02]. Die Eigenwerte des Systems sind

c 0 0
A=|0 (c+a) 0 (5.7)
0 0 (c—a)

Die Matrix der Eigenvektoren ergibt sich entsprechend zu

-p 0 (pa)®
E=11 pa 0 (5.8)
1 —pa 0

Das Gleichungssystem ([5.6) lautet nach Normierung des lokalen Differentials des Druckes in Glei-

chungsschreibweise:
op (pa)*ou  dp  (pa)*Ou  (pa)® ,
ot p Ot te “or ~ © p Ox P ¢fe =0 (59)
dc Op dc
8t+,0a8t—i—(c—i—a)%—l—(c—i-a)pa%—pafmzo (5.10)
Op Oc Jdp Oc B
E—paa—i-(c—a)%—(c—a)pa%—i—pafx—o (5.11)

Die Uberfithrung in ein gewéhnliches DGLS, bei der die Giiltigkeit auf die jeweilige charakteristische

Ausbreitungsrichtung der Gleichungen reduziert wird, fithrt zu

dp (p a)? du (pa)2 B . dx

i P cfz =0 fir i (5.12)
dp dce . dr
g + pa = ~Pa fz=0 fir 5 = +a (5.13)
dp d dr
o Py +pa f; =0 fir pria (5.14)

Die Differentialquotienten lassen sich ndherungsweise als Differenzenquotienten ausdriicken, deren Stei-

gung der jeweiligen Charakteristik entspricht, vgl. Abb.

dr Azy

harakteristik A: — = —— = 1
Charakteristi 7 N +a (5.15)
dr Azp
harakteristik B: — = —— = 1
Charakteristi g7 A = © (5.16)
o dx  Axc
Charakteristik C: B A 6o (5.17)
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t
n+1 ES
Az
> At
n L 4 A 4 | ~
A : B :A.Z‘B :
I < I
:; Az 4 5 Az \l
> T
i-1 1 i+1

Abbildung 5.1.: Raum-Zeit-Gitter des eindimensionalen Schemas mit den Stiitzpunkten der Charak-
teristiken A/B/C.

Die Umstellung von Gl. (5.12) nach dem totalen Differential der inneren Energie und die
explizite Zeit-Integration der Gleichungen Gl (5.1245.14) fithrt zu den Differenzengleichun-
gen

n+l _ n+l

U up Py D PB
At Grary A =0 (518)
1 (A
Pt —pa A~y
P G S () g = 0 (5.19)
pi ™ —pe G —co
ZT — (pa); ZT + (pa)i fr; =0 (5.20)

Durch Einsetzen und Umformen ergeben sich die Bestimmungsgleichungen zu

1 n

Pt = 5 ((pa)] (ca = cc) + (pa + po)) (5.21)
1 1

u?"_l =up + (pf;n)? (pZT»H_l — pB) — CBfg,iAt (5.23)

Die Indizes A/B/C beziehen sich dabei auf die Stiitzpunkte der Charakteristiken, vgl. Abb. Diese
werden zwischen den Gitterpunkten ¢ — 1,4,4 + 1 in der Zeitebene n linear interpoliert und damit
rdumlich erster Ordnung diskretisiert. Dafiir sind wiederum die zunéchst unbekannten Positionen der
Basispunkte erforderlich, die von der Strémungsgeschwindigkeit ¢ sowie der Schallgeschwindigkeit a im
jeweiligen Stiitzpunkt abhingig sind. Geméifl der expliziten Upwind-Diskretisierung erster Ordnung
gelten entlang der Charakteristik die Groflen im Stiitzpunkt, so dass bspw. fiir den Stiitzpunkt A
gilt:
Az 4 (ca+an) At

Ay Ax (5.24)
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wobei
A
ca=cl— AxA (cf —¢iy) sowie (5.25)
x
Az 4
aq = ai — — (af —aj"y) . (5.26)

Das Vorgehen ist fiir die {ibrigen Stiitzpunkte analog, so dass sich fiir die Stiitzpunktpositionen er-

gibt:

Ava= | (€ n+ ar) | Az (5.27)
Af (¢ =y +af —aly)
ch
Arp = - . Az (5.28)
(ﬁt + (C? - C?l))

Az = ( (cf — af') )> Az (5.29)

Ax n _.n_ .n n
A (g — G —aly +a]

Im Rahmen der vorliegenden Arbeit werden ausschliefllich Gasstromungen betrachtet. Zur Schlieung
des Systems GI. werden daher die thermische (GI. ) und kalorische Zustandsgleichung
(Gl (2.9)) fiir ideale Gase verwendet. Die Schallgeschwindigkeit wird iiber die diskretisierte Form der
allgemeinen Definition der Schallgeschwindigkeit (Gl. ) bestimmt

Ap
a= \/:p . (5.30)

Dabei wird die Differenz entlang der Energiecharakteristik im vorherigen Zeitschritt gebildet, so dass
das System weiterhin explizit bleibt. Durch diese allgemeingiiltige Formulierung ergibt sich fiir rein
akustische und reibungsfreie Probleme die Schallgeschwindigkeit nach GI. . Fiir stark dissipa-
tive Stromungen tendiert die Schallgeschwindigkeit gegen die isotherme Ausbreitungsgeschwindig-
keit

a=VnRT mitn=1. (5.31)

Fiir den Fall Ap = 0 wird die lineare Schallgeschwindigkeit ag nach Gl. verwendet. Da GI.
(5.30)) - abgesehen von der Linearisierung - keine vereinfachenden Annahmen zu Grunde liegen, ist der

Zusammenhang allgemein giiltig. [Tet17]

An den Réndern der numerischen Domain kann mindestens eine Charakteristik nicht gelost werden,
da die Informationen auflerhalb der Domain fehlen, vgl. Abb. Fiir ein ,linkes Ende“ betrifft dies
Gl , fiir ein ,,rechtes Ende®“ entsprechend Gl. . Um das dadurch reduzierte Gleichungssys-
tem zu schlieBen muss somit eine Randbedingung vorgegeben werden. Ublicherweise wird der Druck
oder die Stromungsgeschwindigkeit vorgegeben, da auf diese Weise die Grenzen physikalisch definiert
werden. Durch die starke Kopplung der Schallcharakteristiken ergibt sich bei Vorgabe des Druckes die

Stromungsgeschwindigkeit zu:

1
C?H =cc+ (o) (MLJrl — pc) + Atfy;  linkes Ende* bzw. (5.32)
K3
1
Ml =cq+ pa)’ (pa— p:-”rl) + Atf;'; ,rechtes Ende* (5.33)
K3
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5.2. Dreidimensionales Schema

X
n+1
n ¢ ¢
> T
,linkes Ende® ,rechtes Ende”

Abbildung 5.2.: Raum-Zeit-Gitter mit Charakteristiken an den Réndern der Domain fiir positive

Stromungsgeschwindigkeit

Entsprechend ergibt sich bei Vorgabe der Stromungsgeschwindigkeit der Druck am Rand der Domain

zu
p;l“ =pc + (pa)! (c’i1+1 — cc) —Atfy; linkes Ende® bzw. (5.34)
Pt =pa+ (pa)! (ca — c?“) + Atf;; ,rechtes Ende* (5.35)

Die Energiecharakteristik Gl. (5.18) ist nur schwach mit den Schallcharakteristiken durch die
Dichte p sowie die Schallgeschwindigkeit a gekoppelt und wird daher nach Bestimmung der
Stromungsgeschwindigkeit ¢ und des Druckes p gelost. An einem Einstromrand (,linkes Ende“ in
Abb. muss eine energetische Randbedingung vorgegeben werden, was iiblicherweise in Form einer
Temperatur geschieht. Am Ausstromrand (,,rechtes Ende“ in Abb. ergibt sich die energetische

Information aus dem Inneren der Domain.

5.2. Dreidimensionales Schema

Im Folgenden wird die im Rahmen dieser Arbeit verwendete Diskretisierung der Erhaltungsgleichungen
in integraler Form dargelegt. Die Beitrige der unterschiedlichen physikalischen Mechanismen werden
bei integraler Bilanzierung separat betrachtet, so dass sich unter Verwendung von Finite-Volumen-
Diskretisierung fiir den konvektiven bzw. diffusiven Fluss sowie die Quellterme unterschiedliche Dis-
kretisierungsmethoden verwenden lassen. In der semi-diskretisierten Form einer Erhaltungsgleichung
sind die rdumlichen Terme diskret formuliert, die zeitliche Integration allerdings noch nicht durch-

gefithrt. Daher wird anhand der semi-diskretisierten Erhaltungsgleichung die Diskretisierung der Fliisse
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5.2. Dreidimensionales Schema

unabhéngig von einem zeitlichen Integrationsschema, welches im Rahmen der vorliegenden Arbeit va-
riiert wird, erldutert. Die transiente semi-diskretisierte integrale Erhaltungsgleichung einer skalaren

Erhaltungsgrofie ¢ iiber ein unverdnderliches Volumen V; lautet [MDM16):

/HN 0109),, dt+/t+AtZFdet+ /HMZF}Pdt = /HN Q. Vydt (5.36)
t ot k g t k r t

Der Ausdruck p¢ beschreibt die iiber das Zellvolumen V; gemittelte ErhaltungsgroBe und entspricht

dem Zellmittelpunktswert (p@) ;. Die konvektiven Fliisse F'© und die diffusiven Fliisse F” werden
jeweils iiber sdmtliche zellbegrenzenden Flichen f; aufsummiert. Da in OpenFOAM die Impulsglei-
chung in jede Raumrichtung separat gelost wird, ist die skalare Gleichung Gl. (5.36)) représentativ fiir

jede der zu losenden Erhaltungsgleichungen.

Anhand der skizzierten benachbarten Zellen in Abb. werden nun die in der vorliegenden Arbeit
verwendeten diskreten Formen der unterschiedlichen Terme in GI. vorgestellt. Der Mittelpunkt
der betrachteten Zelle ist J, die Mittelpunkte der benachbarten Zellen W bzw. E. Die Mittelpunkte
der Zellflichen f,, und f. werden mit w bzw. e bezeichnet. Dabei sind S, bzw. S, die Flicheninhalte
der jeweiligen Zellflichen. Az ist die Grofle der Zelle in x-Richtung und éz der Abstand der Zellmit-
telpunkte in x-Richtung.

Jw fe
W w J e E
. m . m .
ox
y —

Abbildung 5.3.: Benachbarte FV-Zellen mit entsprechender Notation

Der diffusive Flussterm wird im Rahmen der vorliegenden Arbeit mit linearer Interpolation diskreti-
siert und ergibt sich somit fiir die Fliche S, zu [Ruol6, MDMI16]

6D _ 1o 8‘15) _Té o8 — ¢
F$P = _1¢8, (ax TSe s (5.37)

Dabei reprisentiert I'? den Diffusionskoeffizienten der Erhaltungsgrifie ¢.

Die konvektiven Fliisse werden ebenfalls mit zentralen Differenzen gebildet und ergeben sich damit
zu [Ruol6, MDMI16|

c)g — (pc
F2€ = (po), 800 = ((p0) + P00 o)) 50 (04 P20 o)) (539
Fiir dquidistante Netze (Az = dx = const) gilt zudem folgender Ausdruck:

RO — <(PC)E + (PC)J> S, <<15E + ¢J) (5.39)

2 2

36



5.2. Dreidimensionales Schema

Von einigen Stromungsgroffen wird der Gradient benétigt. Dies gilt beispielsweise fiir den Druck
oder die Querdiffusion in der Impulsgleichung. In der Bilanzierung werden diese Terme als Quel-
len behandelt. Ein weit verbreiteter und ebenfalls in OpenFOAM verwendeter Ansatz zur Bestim-
mung des Gradienten ist das Green-Gauss-Theorem, welches in diskreter Form unter Verwendung
des Mittelwert-Theorems folgende Bestimmungsgleichung fiir den Gradienten am Zellmittelpunkt J
ergibt [Ruol6,[MDM16]:

Vo= ;J zk: G171, S, (5.40)

Die Groflen auf den Zellflichen f; werden linear interpoliert, so dass bspw. fiir die Flédche f,
gilt
be = 9505+ (1 —91)0E , (5.41)

wobei g5 die Gewichtung der Abstdnde von den Zellmittelpunkten zu den Zellflichenmittelpunkten
darstellt. Fiir die Approximation des Gradienten am Zellmittelpunkt J des eindimensionalen,
dquidistanten Gitters in Abb. [5.3] gilt somit

Vo, = P u _ POl — IO gy — gy
7 Az Az 2Ax

(5.42)

Zur Bestimmung von Gradienten auf Zellflichen wird wiederum linear interpoliert, so dass bspw. fiir
die Fliiche e in Abb. gilt:

Voe =9,V +(1—9)VoE (5.43)

Die angefiihrten Formen der Diskretisierungsvorschriften sind uneingeschrankt giiltig fiir kartesi-
sche sowie, wenn angegeben, dquidistante Gitter. Im Allgemeinen sind diese Eigenschaften bei FV-
Gittern, insbesondere bei komplexen Geometrien, nicht gegeben, so dass eine Reihe von Korrekto-
ren, bspw. zur Nicht-Orthogonalitit, bei diversen Interpolationsoperationen erforderlich werden. Zu
weiteren Informationen dieser grundséitzlich wichtigen, bei den weiteren Analysen dieser Arbeit je-
doch nicht relevanten, Korrekturtermen, sei auf die Literatur verwiesen, bspw. [Ruol6,MDM16|Hir07,
Sch13].

Zur Losung der diskretisierten Gleichungssysteme wird im Rahmen der vorliegenden Ar-
beit der Loser rhoPimpleFoam verwendet. Dieser Solver fiir transiente, kompressible
Stromungsprobleme kombiniert den kompressiblen SIMPLEE— sowie den kompressiblen PISOﬂ
Algorithmus. [Opel7|

!Semi-Implicit Method for Pressure-Linked Equations
2Pressure-Implicit Split-Operator
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6. Reflexionsfreie Randbedingung

Im folgenden Abschnitt wird die entwickelte reflexionsfreie Randbedingung fiir periodische Probleme
mit Vorgabe eines zeitlichen Mittelwertes fiir den eindimensionalen CV-Loser vorgestellt. Zuné&chst
wird die zu Grunde liegende Theorie erldutert. Die Formulierung der Randbedingung wird im Fre-
quenzbereich, und damit basierend auf der Annahme linearer Wellenausbreitung, hergeleitet. Die
entwickelte Theorie wird auf die nichtlinearen Erhaltungsgleichungen angewendet und die diskreten
Bestimmungsgleichungen fiir die Implementierung abgeleitet. Anschliefend wird die implementierte
Randbedingung hinsichtlich Einhaltung des geforderten Mittelwertes sowie der Reflexionseigenschaf-
ten umfassend evaluiert. Dabei werden moglichst allgemeingiiltige Einflussparameter abgeleitet. Zu-
dem wird ein Vergleich mit in der Literatur verfiigharen Konzepten durchgefiihrt. Um weitere Einfliisse
bei den Untersuchungen der Randbedingung auszuschlieffen, werden Reibungsterme im Folgenden ver-

nachléssigt.

Die reflexionsfreie Randbedingung wird zur Implementierung im eindimensionalen CV-Léser entwi-
ckelt. Ein naheliegendes Losungskonzept ist daher eine charakteristische Randbedingung, vgl. Abs.
Um einen Drift der mittleren Groflen zu vermeiden, ist ein Korrekturterm zu entwickeln, der folgende

Kriterien erfiillt:

e Gewihrleistung eines konstanten, definierbaren Mittelwertes fiir Druck oder Geschwindigkeit

e moglichst keine Beeinflussung des angestrebten Reflexionsverhaltens

Eine charakteristische Randbedingung basiert darauf, dass die Amplitude der von auflerhalb der Do-
main einlaufenden Charakteristik zu Null gesetzt wird. In physikalischer Hinsicht wird dadurch postu-
liert, dass keine in die Domain einlaufende Schallwelle oder Stérung existiert. Diese Zusammenhéinge
sind fiir ein ,rechtes Ende“ (Ausstromrand) bei positiver Stromungsgeschwindigkeit in Abb.

anhand des Raum-Zeit-Gitters illustriert.

Die Stromungsgroflen am Stiitzpunkt C' werden in den Bestimmungsgleichungen der Schallfeld-
grofen durch die Gréflen im Raumpunkt ¢ zum bekannten Zeitpunkt n ersetzt.
Die Bestimmungsgleichungen der klassischen charakteristischen Randbedingung (C'RB) lauten
[Hed79)

n+1 1 n_n n n

Pias = 5 (ol (ca— ) + (pa+p})) (6.1)
w11 . .

) — 3 (pﬂa’? (pa —pi) + (cat¢ )) : (6.2)

Die Schallcharakteristiken sind nur iiber die Schallgeschwindigkeit a, die Dichte p sowie den Druck p
mit der Energiecharakteristik gekoppelt. Dies wird deutlich bei einer Betrachtung von Gl. (5.23), da
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6. Reflexionsfreie Randbedingung

t
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Abbildung 6.1.: Raum-Zeit-Gitter des eindimensionalen Schemas an einer charakteristischen nicht-

reflektierenden Randbedingung.

die Groflen der Stiitzpunkte der Schallcharakteristiken nicht enthalten sind. Da die Modifikation der
einlaufenden Schallcharakteristik (Verschiebung des Stiitzpunktes C fiir ein "rechtes Ende”) die einzige
Anderung der Bestimmungsgleichungen an der charakteristischen Randbedingung darstellt, dndert
sich die Behandlung der Energie gegeniiber den Ausfithrungen in Abs. nicht. Im Kontext der nicht
reflektierenden Randbedingung fiir die Schallcharakteristiken ohne signifikante Temperaturgradienten
ist die innere Energie somit von untergeordneter Relevanz und wird in diesem Kapitel nicht weiter

betrachtet.

Soll die Randbedingung zusétzlich zur Reflexionsfreiheit weitere Eigenschaften hinsichtlich des Druckes
aufweisen oder sollen die Reflexionseigenschaften auf eine beliebige Art modifiziert werden, so kann
zu der Formulierung der klassischen charakteristischen Randbedingung ein (zunéchst nicht niher de-

finierter) Druckkorrekturterm py, addiert werden, so dass:

1
Piis " = PERE + Prorr = 5 (PPl (ca = &) + (pa + P1)) + Prorr (6.3)

Analog dazu kann zur Modifikation der Stromungsgeschwindigkeit ¢ anstelle von Gl. (6.1) die Be-
stimmungsgleichung fiir die Geschwindigkeit Gl. (6.2) um einen Geschwindigkeitskorrekturterm cyop-

erweitert werden zu

1 1
Cglgl) = 5 < [ (pA _p?) + (CA + C?)) + Ckorr - (64)
hat's

Im Rahmen der vorliegenden Arbeit soll mit Hilfe eines Korrekturterms eine Vorgabe von zeitlich ge-
mittelten Gréflen an der Randbedingung realisiert werden. Dazu ist ein mittlerer Vorgabewert prp sou
bzw. €rB.sou zu definieren und der entsprechende Korrekturterm in Abhéngigkeit dieser Grofie zu

formulieren:

Pkorr = f (ﬁRB,sou) bzw. (65)
Ckorr = f (ERB,soll) (66)
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6.1. Theorie der filterbasierten Randbedingung

In der verfiighbaren Literatur wird der Korrekturterm zur Vorgabe einer gemittelten Gréfle in Form
eines linearen Relaxationsterm (LRT) formuliert, vgl. Abs. Im Rahmen des LRT-Ansatzes wird
iiblicherweise ein mittlerer Soll-Druck vorgegeben. Der Druckkorrekturterm wird dabei zu jedem Zeit-
punkt t proportional zu der Differenz des Druckes der klassischen charakteristische Randbedingung

pcrp(t) und des geforderten mittleren Druckes prp son gebildet:

Prorr, LRT(t) = AtK (PRB.soll — PCrRB(t)) (6.7)

Dabei ist K eine Konstante, die in der Literatur oftmals anhand der Geometrie der Domain oder
dimensionsloser Kennwerte wie bspw. der Machzahl festgelegt wird. Rudy und Strikwerda formulierten
K wie folgt [RS80]:

K=o (1 - mz) (%) (6.8)
Dabei steht [ fiir die Lidnge der numerischen Domain und o ist ein Parameter, der hinsichtlich
der Einhaltung der geforderten Gleichgroflen sowie der Reflexionseigenschaften optimiert wird. In
der Literatur werden Werte von bspw. oo, = 0,58 oder o,y = 0,27 vorgeschlagen [RS80,P0i92].
Selle et al. geben optimale Werte von 0,2 < o < 7 an [SNPO04]. Polifke et al. verwenden einen

Wert von K = 165, welcher gerade grofl genug ist, um eine Drift der Gleichgréflen zu unterbin-
den [PWMOG).

6.1. Theorie der filterbasierten Randbedingung

Die Herleitung des Korrekturterms fiir die im Rahmen dieser Arbeit neu entwickelte nichtreflektierende
Randbedingung wird im Folgenden exemplarisch fiir die Vorgabe eines mittleren Druckes durchgefiihrt.
Gleiches gilt analog fiir die Vorgabe einer mittleren Stromungsgeschwindigkeit. Die zu entwickelnde
Randbedingung wird zur Anwendung bei periodischen Schwankungen konzipiert. Es bietet sich daher
an, die Problemstellung im Frequenzbereich zu betrachten, da auf diese Weise das Frequenzverhalten

des Druckkorrekturterms gezielt modifiziert werden kann.

Das zu losende System der eindimensionalen Erhaltungsgleichungen GI. ist nichtlinear,
verhilt sich jedoch fiir kleine akustische Machzahlen (Mag, — 0) ndherungsweise linear. Im einge-
schwungenen Zustand verh#lt sich das System zudem zeitinvariant, so dass Gl. unter den genann-
ten Annahmen ein diskretes LTI-System beschreibt. Da fiir LTI-Systeme das Superpositionsprinzip

gilt, lasst sich die Fourier-Transformation der Bestimmungsgleichung der charakteristischen Randbe-
dingung mit Druckkorrekturterm (Gl. (6.3])) wie folgt ausdriicken [Mey11]:

F (pre(t)) = F (pcrB(t) + Prorr(t)) = F (PcrB(t)) + F (Prorr (1)) (6.9)

Unter der vereinfachenden Annahme linearer Wellenausbreitung kann also ein allgemein giiltiger Aus-
druck fiir den Druckkorrekturterm entwickelt werden, dessen Fourier-Transformierte .7 (pgorr(t)) der

Fourier-Transformierten der klassischen charakteristischen Randbedingung % (pcrp(t)) iiberlagert
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6.1. Theorie der filterbasierten Randbedingung

wird. Diese beiden Terme werden dazu im Folgenden im Frequenzbereich analysiert. Die Fou-
riertransformierte .%# eines harmonischen Signals entspricht einer komplexen Amplitude. Die
Fouriertransformierte eines linearen Operators entspricht einer komplexen Ubertragungsfunktion

H(w).

Im eingeschwungenen Zustand ldsst sich das lokale Verhalten der klassischen charakteristischen Rand-
bedingung (GL unter Annahme einer harmonischen Lésung des Druckes und linearer Wellenaus-

breitung im Frequenzbereich darstellen als

= Heopp(w, At) - p (6.10)

]éCRB A’
Dabei ist p " die akustische Welle, die sich am Stiitzpunkt A aus dem Inneren der Domain ergibt,
vgl. Abb. Nach GI. (6.1)) ist die lokale Losung des Druckes aulerdem von der Schnelle ¢4 am
Stiitzpunkt A sowie der Losung am Punkt i abhéingig. Fiir den reflexionsfreien Fall sind jedoch Druck

und Schnelle in Phase und iiber die Impedanz proportional:
Py = pAaa - Cy (6.11)

Weiterhin entsprechen die Stromungsgrofien am Randpunkt i den Groflen im Stiitzpunkt A und sind
lediglich um ein zeitschrittabhéngiges Inkrement Ap (w, At) phasenversetzt. Gl. ist somit un-
ter Annahme von Reflexionsfreiheit an der Randbedingung sowie einer harmonischen L&sung eine
dquivalente Formulierung zu Gl. . Unter der weiteren Annahme linearer Verhiiltnisse erweitert
sich die Giiltigkeit zudem auf beliebige periodische Signale, wobei p CRB jeweils eine Frequenzkompo-

nente reprisentiert.

Unter den genannten Annahmen lasst sich GI. in Form von Ubertragungsfunktionen aus-

driicken:

éRB ZECRB(W’ALL) .22,4 +Ekorr(w7At) 'IjA (612)

Eine Formulierung fiir den Korrekturterm pgo(t), die den oben genannten Zielkriterien
geniigt, kann nun anhand einer Ubertragungsfunktion H,,,,(w,At) bestimmt werden, die die
Ubertragungsfunktion der klassischen charakteristischen Randbedingung Hpp(w,At) geeignet

erganzt.

Der Phasengang der klassischen charakteristischen Randbedingung ist ausschliellich abhéngig von der

numerischen Zeitschrittweite At und gegeben durch
CHopp = At - w . (6.13)

Die Amplitude der lokalen Losung dndert sich im eingeschwungenen Zustand nicht. Daher ist der Am-
plitudengang der charakteristischen Randbedingung (unter Vernachlissigung numerischer Diffusion)
fiir sémtliche Frequenzen

|Hopp| = const = 1. (6.14)
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6.1. Theorie der filterbasierten Randbedingung

Die Amplituden sdmtlicher Harmonischer - einschliefllich des Gleichanteils - werden von der Losung im
Inneren der Domain bestimmt. Aufgrund der fehlenden definierten Konstant-Randbedingung existiert
fiir das Anfangsrandwert-Problem, das mathematisch-physikalische Modell der gesamten Domain, kei-

ne eindeutige Losung, woraus der Drift des Gleichanteils resultiert [PWMO06).

Um den Gleichanteil des Druckes an der Randbedingung prp (t) auf einen geforderten Wert prp sou
bringen zu kénnen, muss dieser zunéchst bekannt sein und daher kontinuierlich aus der numerischen
Losung extrahiert werden. Als Ansatz fiir das Ubertragungsverhalten des Korrekturterms H korr Wird
daher das eines Tiefpass (TP)-Filters gewihlt. Das einfachste TP-Filter ist der gleitende Mittelwert
(GMW). Der Amplitudengang eines diskreten GMW-Filters ist in Abb. dargestellt. Die Frequen-
zachse ist dabei auf die Grenzfrequenz fg, = %' normiert, wobei fa die Abtastfrequenz des Filters
darstellt. Es ist zu erkennen, das der Mittelwert bzw. Gleichanteil (f = 0) stets ungeddmpft bleibt.
Zudem kann der Amplitudengang durch die Anzahl der bewerteten Abtastwerte n 4 (Fensterbreite des
Filters) derart ,kalibriert“ werden, dass eine definierte Grundfrequenz sowie deren Hoherharmonischen

vollstandig herausgefiltert werden.

'

0,8 H -\ .
£ 0,6 - \‘ na =10 ——1
3 \ na=20----
o 04 ny =50 —— ||
= \

0,2 _ |‘ ’,--\ -

0 \ e PR et RN,
0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1
normierte Frequenz -— [—]

fG'r
Abbildung 6.2.: Normierter Amplitudengang des gleitenden Mittelwerts bei exemplarischen Anzahlen

an Abtastwerten n 4

Der Amplitudengang eines diskreten GMW-Filters ist gegeben durch [Smi99):

(xS : f
1 Sln(iEnA> 1 Sln(ﬂ"fj'nA)
Hevw ()l =|— =|— (6.15)
nA  sin <E f ) nA  sin (7r . i)

2 far fa

Die kleinste vollstandig gefilterte Frequenz (bspw. fé = 0,1 fiir ng = 20 in Abb. , die Filterba-

sisfrequenz fp, ergibt sich zu

fa

fB= -
na

Wird nun ein GMW-Filter bei der Simulation einer pulsierenden Stromung derart an die Grundfre-

(6.16)

quenz der Anregung fs angepasst, dass gilt

B =fa (6.17)
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und auf die Losung an der Randbedingung angewendet, so ergibt sich - unter der Voraussetzung, dass
ausschliefllich ganzzahlige Vielfache der Grundfrequenz fg auftreten - der Mittelwert der Losung. Es
gilt:

PrBist = Hoyw (W) F (prB(Y)) (6.18)

Der Phasengang - bei nicht-rekursiven Filtern wie dem GMW stets linear - ist irrelevant [Mey11], da
sdmtliche Schwankungskomponenten aus dem Signal gefiltert werden und der Konstantanteil keine

Phase besitzt.

6.2. Implementierung der GMW-filterbasierten Randbedingung

Zur Einhaltung eines geforderten Mittelwertes prp sou muss nun die Differenz zwischen Soll- und Ist-
Wert beriicksichtigt werden. Fiir die Anwendung in dem verwendeten Zeitschrittverfahren muss dazu
das Filter zundchst im Zeitbereich formuliert werden. Das Ausgangssignal eines diskreten GMW-Filters
mit der Anzahl an Abtastwerten n 4 ist - {ibertragen auf die Grofien an der Randbedingung - gegeben
durch [Meyl1]:

na

pemw () = nlA > pre (t —iAt) (6.19)

i=1

Anhand von Gl. (6.16]) und Gl. (6.17)) ldsst sich folgender Zusammenhang zur Anpassung der Anzahl
der Abtastwerte ny an die Grundfrequenz der simulierten periodischen Schwankungen fg bei einem

numerischen Zeitschritl von At ableiten:

_fa_ 1
fe At fa

Bei einer nach Gl. (6.20)) gew&hlten Anzahl an Samples ny ist Gl. (6.17)) erfiillt, so dass die Filter-

basisfrequenz fp identisch mit der Grundfrequenz der Anregung fs ist. Dies entspricht der iiblichen

na (6.20)

Konfiguration des Filters fiir praktische Anwendungen, da die Anregungsgrundfrequenz in diesem Fall
mit der minimal erforderlichen Anzahl an Filterabtastwerten vollstindig herausgefiltert wird. An die-
ser Stelle sei die normierte Anregungsgrundfrequenz eingefiihrt, die definiert ist als das Verhéltnis der

Grundfrequenz der Anregung und der Filterbasisfrequenz:
_Jo
fB

Bei einer Auslegung des Filters nach Gl. (6.20) ist fg, = 1. Im Rahmen der nachfolgenden

Untersuchungen der Einflussparameter wird die normierte Anregungsgrundfrequenz variiert. Es

fan (6.21)

sei darauf hingewiesen, dass eine vollstindige Filterung der Anregungsgrundfrequenz sowie deren

Hoherharmonischen ausschlieflich fiir fg,, € NT erzielt werden kann.

'Der numerische Zeitschritt einer Simulation entspricht dem Reziprok der Abtastfrequenz des Filters f4 = ﬁ, da jeder

Abtastwert bewertet wird.
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Fiir ein angepasstes Filter mit fg,, € Nt gilt:

pamw (1) = DRBist (6.22)

Da die Grundfrequenz der Anregung f und die Abtastfrequenz des Filters f4 iiblicherweise vorgege-
ben sind und daher nicht vorausgesetzt werden kann, dass f4 einem ganzzahligen Vielfachen von fg

entspricht, gilt allgemein:

pamw (t) = DRB st (6.23)

Ein reflexionsfreies Ende bei Vorgabe des zeitlich gemittelten Druckes kann somit mit Gl. (6.3) und

folgendem Druckkorrekturterm realisiert werden:

PRB,soll — PaMw (T
Pkorr (t) = - na ( ) (6'24)

Ein reflexionsfreies Ende mit Vorgabe einer zeitlich gemittelten Stromungsgeschwindigkeit kann
analog dazu mit Gl. (6.4) und einem Korrekturterm fiir die Geschwindigkeit umgesetzt wer-

den:

CRB,soll — CGMW (T
Ckorr (t) = = na ) (6'25)

Der Nenner des Ausdruckes dient als Relaxations-Koeffizient, der die Anpassung der Lésung an den
geforderten Gleichanteil glittet. Dies ist insbesondere bei sprunghaften Anderungen des Gleichanteils
von Vorteil, da dadurch Instabilitdten oder z. B. die Anregung von akustischen Eigenfrequenzen im

System vermieden werden.

Der Korrekturterm und damit die filterbasierte Randbedingung ist nicht auf die Anwendung bei
zeitlich konstanter Anregungsfrequenz fg beschrinkt, sondern kann auch bei der Simulation von
Frequenzrampen, wie bspw. bei Pulsationsstudien, verwendet werden. In diesem Fall ist die An-
regungsgrundfrequenz eine Funktion der Zeit. Fiir eine lineare Frequenzrampe mit konstanter
Steigung der Anregungsfrequenz my, und einer initialen Anregungsgrundfrequenz von fgo gilt
bspw.:

fa(t) = fao+myg -t (6.26)

Nach Gl. (6.20) ist damit auch Anzahl der Abtastwerte mn zeitlich variabel. Fiir die theoreti-
sche Anzahl an Abtastwerten bei einer linearen Frequenzrampe ergibt sich folgender Zusammen-

hang:
1

R N § )

(6.27)

Da die Anzahl der Abtastwerte n4 stets einer ganzen Zahl entsprechen muss, kann das theoretische
Optimum von n4 4, bei kontinuierlich verénderlicher Anregungsfrequenz in der Regel nicht genau
erreicht werden. Daher wird eine Naherung durch Runden auf die néichste ganze Zahl gew#hlt, so dass
gilt:

na = |[nawmm+0,5] (6.28)
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6.3. Modell zur numerischen Validierung

Bei einer Rampe mit positiver Steigung nimmt dabei die Anzahl an Abtastwerten ab, bei negativer

Steigung - und damit abnehmender Frequenz - nimmt ny4 zu.

Nach dem Einschwingvorgang des Filters stellt der Korrekturterm pgor bzw. cporr €ine frequen-
zunabhingige Konstante dar, die ausschlieflich den Gleichanteil der Losung verédndert. Bei Be-
trachtung von Gl. (6.9) wird deutlich, dass dadurch (unter der vereinfachenden Annahme li-
nearer Zusammenhénge) der Frequenzgang der neu entwickelten Randbedingung dem Frequenz-
gang der klassischen charakteristischen Randbedingung entspricht, wobei zusétzlich der Gleichan-
teil der Losung prp,ist bzw. Crp,ist identisch mit dem geforderten Gleichanteil prp son1 bZW. CRB soll

ist.

Die Auswirkungen der Annahme linearer Verhéltnisse bei der Lésung der nichtlinearen Erhaltungs-
gleichungen GI.(2.9{2.11)) wird in den nachfolgenden Abschnitten untersucht. Dabei ist die akustische
Machzahl Mag, die den nichtlinearen Charakter einer Welle quantifiziert, von besonderem Interes-

se.

6.3. Modell zur numerischen Validierung

Im Rahmen der Validierung der neu entwickelten GMW-filterbasierten reflexionsfreien Randbedingung
(im Folgenden: GMW-Randbedingung) wird zunfichst die grundsitzliche Funktionalitéit, die Anpas-
sung des Gleichanteils der Losung an einen geforderten Wert, gezeigt. AnschlieBend wird anhand
monofrequenter Testfille der Einfluss von iiberlagerter Gleichstrémung und damit der Machzahl Ma
sowie der akustischen Machzahl M a,;, auf das Reflexionsverhalten der Randbedingung untersucht. Ba-
sierend auf den ermittelten Einflussparametern werden dimensionslose Kennfelder der Randbedingung
entwickelt und analysiert, die das Reflexionsverhalten der entwickelten Randbedingung allgemeingiiltig
darstellen. Schliefllich wird das Reflexionsverhalten der Randbedingung bei einer Anregung mit meh-
reren iiberlagerten Harmonischen analysiert sowie ein Vergleich mit bisherigen Ansétzen charakteris-

tischer nichtreflektierender Randbedingungen vorgenommen.

Das generische Modell zur Validierung der GMW-Randbedingung ist in Abb. dargestellt und
besteht aus einer eindimensionalen Domain der Lénge [/, die variabel ist und daher im Folgenden jeweils
bei den entsprechenden Ergebnissen definiert wird. Am Einlass wird eine Neumann-Randbedingung
in Form einer Geschwindigkeit ¢y, (t) vorgegeben (vgl. Abs. [5.1)), soweit nicht anders angegeben. Am
Auslass wird die GMW-Randbedingung aufgeprigt.

Séamtliche Simulationen werden mit Luft als ideales Gas durchgefiihrt. Weiterhin wird eine reibungs-
freie Stromung angenommen. Die gesamte Domain wird, soweit nicht anders angegeben, mit einem
Druck von pinit = 10° Pa, einer Stromungsgeschwindigkeit von cjni; = 0 % sowie einer Temperatur
von Tin; = 293,15 K initialisiert. Das geometrische Modell wird, soweit nicht anders angegeben,
mit einer rdumlichen Schrittweite von Az = 0,002 m diskretisiert. Die zeitliche Schrittweite betrigt
At = 1079 s, so dass sich eine CFL-Zahl von CFL = 0,17 ergibt.
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6.4. Mittelwert

Die Initialisierungsgeschwindigkeit c¢;p;; wird im Rahmen der Untersuchungen der Einflussparameter
anhand der Machzahl der Gleichstrémung Ma variiert. Der Mittelwert bzw. Gleichanteil der Ein-
trittsgeschwindigkeit gy, (t) entspricht dabei immer der Initialisierungsgeschwindigkeit. Der Speicher
fiir die Abtastwerte des Filters wird stets mit dem geforderten Zieldruck prp son bzw. der geforderten

Zielgeschwindigkeit ¢rp sou initialisiert.

FEinlass Auslass

cEin(t) GMW-RB

iy \l
N 7

Abbildung 6.3.: Eindimensionales Modell zur Validierung der GMW-Randbedingung

6.4. Mittelwert

Die grundlegende Funktionalitit der GMW-Randbedingung wird anhand eines Modells der Lange [ =
5m demonstriert. In Abb. sind die Zeitsignale von Druck und Stromungsgeschwindigkeit wihrend
des Einschwingvorgangs bei einer Anregungsfrequenz von fg = 20 Hz und Ma = 0 dargestellt. Die
akustische Machzahl betréagt Mag, = 0,01 (= p ~ 1412 Pa fiir Luft bei Umgebungsbedingungen). Als
Zieldruck wird ein Wert von prp son = 105 Pa vorgegeben. Die Anzahl der Abtastwerte ergibt sich

entsprechend Gl. (6.20) zu ns =5 - 10%.

Es wird ersichtlich, dass die angeregte Schallwelle vom Einlass jeweils zeitversetzt um At = % die
Mitte sowie den Auslass der Domain erreicht. Zudem zeigt sich eine niederfrequente Schwankung des
Druckes (Abb. [6.4h) in allen drei Positionen und der Schnelle (Abb. [6.4p) im Inneren der Domain
sowie am Auslass, die der angeregten Schwankung bei fg = 20 Hz iiberlagert ist. Diese niederfre-
quente Schwankung wird durch das Einschwingverhalten des Filters induziert: der Speicher fiir die

Abtastwerte des Filters muss zu Beginn der Simulation initialisiert werden.

Im vorliegenden Fall wird der Speicher mit dem Zieldruck der Randbedingung prp sou = 10° Pa
initialisiert. Sobald die Schallwelle an der GMW-Randbedingung angelangt, beginnt der Speicher, sich
mit den Abtastwerten der Schwankung zu fiillen. Ein Filter schwingt daher stets solange ein, bis der
gesamte Speicher mit dem zu filternden Signal gefiillt ist. Die Einschwingzeit tgs des Filters selbst

ergibt sich im vorliegenden Beispiel zu
tgs =At-ny =0,05s. (6.29)

Waéihrend des Einschwingvorgangs des Filters werden zudem Storungen in das System induziert, so

dass sich das gesamte System ebenfalls zunéichst einschwingt. Die Einschwingzeit des Systems héngt
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Abbildung 6.4.: Zeitsignale des Druckes (a) und der Geschwindigkeit (b) am Einlass, in der Mitte der
Domain sowie an der GMW-Randbedingung (Auslass) fiir Ma = 0, Mag, = 0.01

sowie fo = 20 Hz und einen mittleren Soll-Druck von pso; = 10° Pa.

von der Démpfungscharakteristik des Modells ab, die im vorliegenden reibungsfreien Fall sehr gering

ausfillt.

6.4.1. Einfluss der Initialisierung der Domain

Im Folgenden wird das Verhalten der nichtreflektierenden Randbedingung bei vom Zielwert abweichen-
den Bedingungen untersucht. Dazu wird die Domain bei ansonsten unverénderten Bedingungen mit
einem Druck von pinit = 1,1-10° Pa sowie pinit = 1,2-10° Pa initialisiert. Der Zieldruck und damit die
Initialisierung des Filterspeichers der GMW-Randbedingung wird weiterhin auf prp son = 10° Pa ge-
setzt. Die Zeitsignale des Druckes am Auslass sind in Abb. dargestellt. Als Referenz ist die Losung

fiir einen Initialisierungsdruck von p;ni = 10° Pa ebenfalls enthalten.

Der steile Abfall zu Beginn der Druckverldufe (¢ < 0,01) bei den hoheren Initialisierungsdriicken re-
sultiert aus der zuvor erlduterten Initialisierung des Speichers fiir die Abtastwerte des Filters mit

dem Zieldruck prp sou- Dadurch entsteht bei Simulationsbeginn eine steiler Gradient zwischen der
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Abbildung 6.5.: Druckverlauf am Auslass der Domain bei Variation des Initialisierungsdruckes pjnit,
einer Anregungsfrequenz von fg = 20 Hz und einem mittleren Soll-Druck von

PRB.sou = 10° Pa

Randbedingung und dem ersten Gitterpunkt im Inneren der Domain, der sich als schlagartiger Druck-
abfall duBert. Im weiteren Verlauf der Simulation ist zunéchst die angeregte Welle, die den Auslass
erreicht, zu erkennen. Der zweite steile Abfall bei etwa ¢t ~ 0,03 s resultiert aus der zu Beginn der
Simulation induzierten Stofiwelle, die am Einlass reflektiert wird und nun wieder am Auslass ange-

langt.

Die stiarkere Abweichung der Start- von den Zielbedingungen an der Randbedingung wirkt sich im
Folgenden durch sichtliches Uberschwingen der Zeitsignale des Druckes iiber den mittleren Soll-
wert von prp soil = 10° Pa hinaus aus. Dieses Uberschwingen ist umso deutlicher ausgepriigt, je
grofler die Abweichung von Initialisierungs- zu Sollwert ist. Nach einer Simulationszeit von etwa
t ~ 0,3 s pendeln sich sdmtliche Verlidufe um den geforderten Druck ein und sind im Folgenden

nahezu gleich.

Das Einschwingverhalten der reflexionsfreien Randbedingung bei Vorgabe einer mittleren Zielge-
schwindigkeit wird ebenfalls untersucht. Dazu werden Simulationen mit unveréinderten Initialisie-
rungsbedingungen durchgefithrt. Am Auslass wird anstatt eines mittleren Druckes eine mittlere Soll-
Geschwindigkeit ¢rp son vorgegeben und zur Gewéhrleistung eines wohl gestellten Problems wird am

Eintritt eine Neumann-Randbedingung in Form einer harmonischen Druckanregung p(t) aufgeprégt,

(vgl. Abs. [5.1).

Die Geschwindigkeitsverlaufe bei Vorgabe einer mittleren Soll-Geschwindigkeit an der Randbe-
dingung sind in Abb. bei einer Anregung mit May, = 0,01 und fo = 20 Hz abgebildet.
Die Losungen sind fiir zwei unterschiedliche Soll-Geschwindigkeiten dargestellt. Fiir den Fall, dass

der Initialisierungs- und Zielwert voneinander abweichen (¢rpsou = 10%) ist wiederum der oben
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6.4. Mittelwert

beschriebene Uberschwinger iiber den geforderten Mittelwert hinaus zu erkennen. Es zeigt sich
zudem, dass die geforderten mittleren Geschwindigkeiten in beiden Fillen nach kurzer Einschwingzeit

erreicht und gehalten werden, wie bereits zuvor bei der Druckvorgabe gezeigt.

20 I I I
CRB,soll = 07

I
CRrBsou = 107  ----

15 .

T
~

.
~

P
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s

Geschwindigkeit ¢ [
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Abbildung 6.6.: Geschwindigkeitsverlauf am Auslass der Domain bei einer Frequenz von fg = 20 Hz,

Maygy, = 0,01 und einer mittleren Soll-Geschwindigkeit von cgp son = 0 bzw. 10 =

6.4.2. Einfluss der Machzahl der Gleichstromung

Es wurden umfangreiche Parameterstudien durchgefithrt, um Einflussparameter auf die Ein-
haltung des geforderten Zielwertes quantitativ zu beurteilen. Durch eine Variation der mitt-
leren Stromungsgeschwindigkeit wurde der Einfluss der Machzahl der Gleichstromung im Be-
reich von Ma < 0,5 untersucht. Anhand einer Variation der Anregungsfrequenz sowie wieder-
um der mittleren Stromungsgeschwindigkeit wurde der Einfluss der Strouhalzahl St, definiert

durch
lC ar
St — falen

— 9

c
im Bereich von St > 0,117 (mit leper = 0,2) untersucht. Es konnte jedoch weder ein Einfluss

(6.30)

der Machzahl Ma noch der Strouhalzahl St innerhalb der untersuchten Grenzen festgestellt wer-

den.

6.4.3. Einfluss der akustischen Machzahl

Im Folgenden wird der Einfluss der akustischen Machzahl auf die Einhaltung des geforderten Mit-
telwertes untersucht. In Abb. ist dazu die relative Abweichung zwischen dem mittleren Ist- und

Sollwert, definiert als
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Abbildung 6.7.: Relative Abweichung des geforderten mittleren Sollwertes e; in Abhéngigkeit der
normierten Anregungsfrequenz fg, bei Variation der akustischen Machzahl Ma,y,
Ma = 0, PRB,soll = 10° Pa und | = 5 m.

p_RB,soll p_RB,ist
€p = =
PRB,soll

: (6.31)

fiir verschiedene akustische Machzahlen abgebildet. Am Eintritt ist wiederum eine harmonische
Schnellevorgabe cgi,(t) und am Austritt die GMW-Randbedingung mit mittlerer Druckvorgabe von
DRB,soll = 10° Pa aufgeprigt. Die Initialisierungsbedingungen entsprechen den in Abs. genannten
Werten. Gleiches gilt fiir die numerischen Parameter. Die Modelllénge betragt fiir simtliche Simulatio-
nen ! = 5 m. Die relativen Abweichungen sind als Funktional der normierten Anregungsgrundfrequenz
fan (vgl. Abs. dargestellt. Die Variation der normierten Anregungsgrundfrequenz wird durch
Anregungsfrequenzen im Bereich von 20 < fg < 200 realisiert, wihrend die Anzahl an Abtastwerten

des Filters n4 und damit die Filterbasisfrequenz fp konstant gehalten wird.

Es wird jeweils eine physikalische Zeit von tgim ges = 10 s simuliert. Das Zeitsignal im Bereich von
2 s <t <10 s wird ausgewertet, um sicherzustellen, dass die ausgewertete Losung bereits vollsténdig
eingeschwungen ist. Das ausgewertete Signal wird mit Rechteckfensterung in den Frequenzbereich
transformiert. Dabei wird stets ein ganzzahliges Vielfaches an Perioden abziiglich eines Abtastwerteeﬂ
transformiert, um ein Auftreten des ,,Leakage“-Effektes zu verhindern, vgl. [Mey11]. Von dem resultie-
renden Spektrum wird jeweils der Gleichanteil (f = 0) ausgewertet. Aufgrund der mitunter sehr kleinen
Werte der relativen Abweichung €; wird eine alternative Auswertung mit Hilfe eines Tiefpass-Filters

durchgefiihrt, um einen Einfluss der Auswertemethode auf das Ergebnis auszuschlieflen. Eine Filte-

'Das zu transformierende Zeitsignal wird durch eine Nachabtastung auf eine Anzahl an Abtastwerten gebracht, die

einer Zweierpotenz (2™) entspricht, so dass die FFT angewendet werden kann.
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rung der Losung mit einem Butterworth-Filter (6. Ordnung, Grenzfrequenz: {—‘5) und Auswertung des

resultierenden (konstanten) Zeitsignals fithrt zu einem identischen Ergebnis.

Bei einer Betrachtung der Verldufe iiber der normierten Anregungsfrequenz in Abb. zeigt sich
eine leichte Abnahme von € fiir Ma,, = 0,1 sowie eine leichte Zunahme fiir Maq, = 0,01. Fiir die
kleinste akustische Machzahl von Ma,, = 0,001 ist keine Frequenzabhéingigkeit erkennbar. Demnach
ist eine leichte Abhéngigkeit von der normierten Anregungsfrequenz fiir die grofleren akustischen
Machzahlen vorhanden, es ldsst sich jedoch keine Systematik erkennen. Einen signifikanten Einfluss auf
die Einhaltung des geforderten Mittelwertes hat hingegen die akustische Machzahl. Mit zunehmender
akustischer Machzahl nimmt auch die relative Abweichung €, zu. Die Abweichung bei der kleinsten
akustischen Machzahl von Ma,; = 0,001 ist mit €5 =~ 107 vernachléssigbar klein. Eine Zunahme der
akustischen Machzahl um den Faktor 10 entspricht einer Zunahme der relativen Abweichung um etwa

zwei Groflenordnungen fiir den untersuchten Frequenzbereich.

Die sehr niedrigen Abweichungen bei der kleinsten akustischen Machzahl lassen sich mit einer Betrach-
tung der Schalldruckpegel L, der Anregung in den Simulationen erkléren. Die aus der Schnelleanregung
resultierende Druckschwankung ergibt sich aus der Schallimpedanz, vgl. Abs. Die mit den akus-
tischen Machzahlen der Anregung korrespondierenden Schallfeldamplituden sowie Schalldruckpegel
der Anregung sind in Tab. aufgefithrt. Die Anregung bei May, = 0,001 befindet sich unterhalb
der in der Literatur angefiihrten Grenze von L, = 140 dB und damit im Bereich linearer Wellen-
ausbreitung [MNT79]. Die Schalldruckpegel bei den beiden gréfieren akustischen Machzahlen befinden
sich mitunter deutlich im nichtlinearen Bereich, was zu grofieren Abweichungen von den geforderten

Mittelwerten in den Simulationen fiihrt.

akustische Machzahl | Schnelleamplitude | Druckamplitude | Schalldruckpegel
Mag |-] ¢ [z » [Pa) L, [dB]
0,001 0,343 141,2 133,9
0,01 3,43 1412 153,9
0,1 34,3 14120 173,9

Tabelle 6.1.: Akustische Machzahlen mit korrespondierenden Schalldruckpegeln der Anregung bei
p=10° Pa und T = 293,15 K.

Die entwickelte Randbedingung realisiert somit in sehr guter Ndherung die Vorgabe eines Mittelwertes
fiir Druck oder Geschwindigkeit und unterdriickt damit einen Drift der Gleichgréien. Dieses Verhalten
zeigt sich unabhingig von den Initialisierungsbedingungen, so dass auch eine Anderung der Gleich-
grofen withrend der Simulation, bspw. eine Anderung des Betriebspunktes einer Maschine, simuliert
werden kann. Den signifikanten Einflussparameter auf die Abweichungen stellt die akustische Machzahl

und damit die Amplitude der auftretenden Pulsationen dar.
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6.4.4. Vergleich mit LRT und der klassischen CRB

Fiir einen Vergleich mit etablierten Methoden nichtreflektierender Randbedingungen sind in Abb.
die Verliufe des mittleren Druckes bei einer exemplarischen Simulation mit Ma = 0, Mag; = 0,01
und fg = 200 Hz fiir die klassische charakteristische Randbedingung (CRB), die Randbedingung
mit LRT nach [PWMO06] sowie die neu entwickelte GMW-Randbedingung gegeniibergestellt. Um den
Verlauf des Gleichanteils iiber einen Zeitraum von mehreren Sekunden betrachten zu kénnen, wurden
die Ergebnisse an der Randbedingung mit einem Butterworth-Filter (6. Ordnung, Grenzfrequenz:
20 Hz) tiefpassgefiltert. Ohne diese Filterung stellten sich die Schwankungen mit fg = 200 Hz bei

der dargestellten Skalierung der Abszisse als breite Balken dar und der Verlauf wére nicht sinnvoll

analysierbar.
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Abbildung 6.8.: Zeitlicher Verlauf des mittleren Druckes am Auslass bei Anwendung der CRB, LRT-
sowie GMW-Randbedingung bei Ma = 0, Ma,, = 0,01 und fg = 200 Hz.

Der Drift der klassischen charakteristischen Randbedingung, dem in keiner Weise entgegengewirkt
wird (vgl. GL (6.1)), wird unmittelbar deutlich. Im Verlauf der Simulation setzt sich dieser Drift
kontinuierlich fort. Zwei unterschiedliche Konstanten K wurden bei Anwendung des LRT-Ansatz un-
tersucht. Es zeigt sich, dass der Wert von K bestimmt, ob der vorgegebene Mittelwert eingehalten
wird oder ob Abweichungen auftreten. Dies war zu erwarten, da mit dem Wert von K festgelegt wird,
wie stark die Losung an den Sollwert gekoppelt wird, vgl. GI. . Ein grofies K resultiert in ei-
ner stirkeren Kopplung. Allerdings gehen damit auch erhthte Reflexionen einher, wie im Weiteren
noch gezeigt wird. Die filterbasierte GMW-Randbedingung zeigt wie bereits zuvor ein Einhalten des

mittleren Zieldruckes nach dem Abklingen des Einschwingvorgangs.
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6.5. Reflexionsverhalten

Im Folgenden wird das Reflexionsverhalten der entwickelten GMW-Randbedingung in Abhingigkeit
der relevanten Einflussparameter untersucht. Um die Gréflenordnung der Amplitudenvariationen zu
veranschaulichen, sind in Abb. die Zeitsignale der Simulationen bei Variation der akustischen
Machzahl und Ma = 0 abgebildet. Die Drucksignale am Einlass, der Anregung, und am Auslass, der
GMW-Randbedingung, sind dargestellt.

Mag = 0,1 Einl. —— Mag = 0,01 Einl. ---- Mag. = 0,001 Einl. -
Mage = 0,1 Ausl. —— Mag, = 0,01 Ausl. ---- Mag, = 0,001 Ausl. -
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Abbildung 6.9.: Zeitlicher Druckverlauf am Einlass und am Auslass (GMW-Randbedingung) bei Va-
riation der akustischen Machzahl Ma,; und einer Machzahl der Gleichstrémung von
Ma=0

An dem Druckverlauf fiir Mag, = 0,1 ist deutlich der Effekt der Wellenaufsteilung zu erkennen. Der
markierte zeitliche Abstand zwischen den Druckmaxima am Einlass und am Auslass ist signifikant
kiirzer als der Abstand zwischen den beiden entsprechenden Minima. Aufgrund der hoheren resul-
tierenden Ausbreitungsgeschwindigkeit ,eilt der Wellenberg voraus* und erreicht den Auslass relativ
zur Anregung eher als das Wellental, vgl. Abs. Dieser Effekt verstérkt sich mit der akustischen

Machzahl sowie der Frequenz der Schwankung.

Das Reflexionsverhalten wird anhand des Betrages des komplexen Reflexionskoeffizienten r = |r|
quantifiziert. Dieser wird mit Hilfe der Riemann-Invarianten (vgl. Kap. Gl. (2.27) und GL. (2.28]))
unmittelbar an der nichtreflektierenden Randbedingung ausgewertet:

_ /g (ZjnrRB — %0 .QA”’"RB> (6.32)

g (énrRB +Zo- Q”TRB>

gnrRB

im“RB

T"nrRB =
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Die Amplituden der Schallfeldgréfien D, pp Wnd &ypp werden durch Spektraltransformation mit
Rechteck-Fensterung ermittelt. Die ausgewerteten Fenster entsprechen dabei, wie zuvor, stets einer
ganzen Anzahl an Perioden abziiglich eines Abtastwertes und werden durch Nachabtastung auf eine
Anzahl an Abtastwerten von 2" (mit n € NT) gebracht. Die Schallimpedanz Zy wird durch arithme-
tische Mittelwertbildung der numerischen Loésung an der Randbedingung iiber das gleiche Zeitfenster

wie zur Auswertung der Schallfeldgréfien ermittelt:

Zo = (pnrrB(t) - anrrp(t)) (6.33)

6.5.1. Einfluss der akustischen Machzahl

In Abb. ist der Reflexionskoeffizient bei variabler akustischer Machzahl M a,;, und Variation der
Anregungsfrequenz fg als Funktional der normierten Anregungsfrequenz fg , nach Gl darge-
stellt. Am Eintritt wird stets eine harmonische Schnelle cg;y, (t) vorgegeben. Jeder Punkt reprisentiert
somit das Ergebnis einer Simulation. Die zeitliche Diskretisierung betrigt weiterhin At = 1076 s. Die
durchgezogenen Linien kennzeichnen Simulationen bei konstanter geometrischer Lénge der Domain von
I = 5 m sowie einer konstanten raumlicher Auflésung von Az = 0.002 m. Es zeigt sich ein signifikanter
Einfluss der akustischen Machzahl auf die Reflexionen an der Randbedingung. Mit zunehmender M ay,
und damit zunehmend nichtlinearem Charakter der Welle (vgl. Abs. steigen auch die Reflexionen
an. Hinsichtlich der Frequenzabhingigkeit zeigen sich jedoch keine eindeutigen Tendenzen. Die Refle-
xionen nehmen zum Teil mit zunehmender Frequenz monoton zu (Ma,, = 0,01), zum Teil monoton

ab (Mag, = 0,001) oder zeigen kein monotones Verhalten (Mag, = 0,1).

Diese mangelnde Systematik lésst sich mit den unterschiedlichen spektralen Zusammensetzungen der
Wellen bei unterschiedlichen Anregungsgrundfrequenzen erkliren. Wie in Abb. dargestellt, l&sst
sich die spektrale Zusammensetzung einer durchlaufenden, nichtlinearen Welle iiber dem dimensions-
losen Abstand von der Anregung o darstellen. Der dimensionslose Abstand am Austritt, der GMW-
Randbedingung, ogp nimmt (bei konstantem geometrischen Abstand /) mit zunehmender Wellenzahl
und damit zunehmender Frequenz zu. Bei konstanter geometrischer Lénge der simulierten Domain
I werden somit bei gleicher akustischer Machzahl der Anregung Reflexionskoeffizienten der Grund-
harmonischen bei unterschiedlich ausgeprigten Hoherharmonischen miteinander verglichen, da sich
bei zunehmender Grundfrequenz der Anregung fo entlang der gleichen absoluten Lauflinge grofiere
Amplituden der Hoherharmonischen ausbilden. Um diesen Effekt zu kompensieren, wird fiir jede akus-
tische Machzahl Ma,; und Anregungsfrequenz die Domainlénge | angepasst, so dass der dimensions-
lose Abstand an der GMW-Randbedingung mit opp = 0,22 konstant bleibt (vgl. Gl. (2.67))). Es ist
zu erwarten, dass bei gleichen dimensionslosen Abstdnden orp die nichtlinearen Wellen, die auf die
nichtreflektierende Randbedingung treffen, trotz unterschiedlicher Grundfrequenzen der Anregung die
gleiche spektrale Zusammensetzung und damit gleiche Reflexionskoeffizienten aufweisen. Die resul-
tierenden Reflexionskoeffizienten bei orp-Kompensation sind in Abb. mit gestrichelten Linien

gekennzeichnet.
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Mag, =0,1 —m— Mag, = 0,001 (orp komp.) --A--
Mag, = 0,01 —o— Mag, = 0,1(0rB/Prum komp.) -
Mag,. = 0,001 —a— Magy = 0,01 (0rB/Onum komp.) @
Mag, = 0,1 (URB komp.) --m-- Mag = 0,001 (URB/SOnum k‘omp,) -
Mag = 0,01 (ogp komp.) -9 -
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Abbildung 6.10.: Reflexionskoeffizienten der nichtreflektierenden Randbedingung bei Variation der

akustischen Machzahl Mag;, und einer Machzahl der Gleichstrémung von Ma = 0

Bei der grofiten akustischen Machzahl von Mag,, = 0,1 zeigt sich bei Simulationen mit o-
Kompensation ein nahezu konstanter Verlauf des Reflexionskoeffizienten iiber der Frequenz. Mit ab-
nehmender akustischer Machzahl nimmt jedoch auch bei konstantem dimensionslosen Abstand der
Randbedingung orp die Frequenzabhéingigkeit des Reflexionskoeffizienten wieder zu. Dies ldsst sich
durch den Einfluss eines weiteren, rein numerischen, Parameters begriinden. Der numerische Pha-
senwinkel ¢, bedingt auch bei (physikalisch) ddmpfungsfreier Simulation eine frequenzabhingige
Diffusion bzw. Ddmpfung, vgl. Abs. Mit zunehmender Frequenz nimmt die numerische Ddmpfung
ebenfalls zu. In dem simulierten nichtlinearen System kommt es zu einer gegenseitigen Wechselwir-
kung von nichtlinearen und rein numerischen Effekten. Durch Wellenaufsteilung nimmt die Amplitude
der Grundharmonischen ab und Hoherharmonische entstehen. Gleichzeitig bedingt numerische Diffu-
sion eine Dampfung der Grundharmonischen sowie eine deutlich stirkere Dadmpfung der entstehenden

Hoherharmonischen.

Die beiden Effekte konnen aufgrund ihrer Wechselwirkungen nicht unabhéngig voneinander betrachtet
werden. Die Signifikanz der beschriebenen Parameter kann hingegen durch eine zusétzliche Kompen-
sation des numerischen Phasenwinkels ¢y, gezeigt werden. Dazu wird wiederum ausgehend von der

hochsten Frequenz bei abnehmender Frequenz der numerische Phasenwinkel konstant gehalten. Das
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6.5. Reflexionsverhalten

heiBt, die riumliche Diskretisierung Az wird proportional zur Frequenzabnahme erhéht, vgl. Gl. (2.77)),

so dass @pum = const. = 0,42° betriagt. Ein numerischer Phasenwinkel von ., = 0,42° entspricht

360°
0,42°

dimensionsbehafteten Parametern zur Kompensation des dimensionslosen Abstandes der Randbedin-

~ 857 Gitterpunkten pro Wellenléinge. Eine Ubersicht der Variationen von

einer Auflésung von

gung oprp und des numerischen Phasenwinkels ¢, ist in Tab. gegeben.

Die resultierenden Reflexionskoeffizienten bei orp/@num-Kompensation sind in Abb. durch
gepunktete Linien gekennzeichnet. Es zeigt sich, dass fiir alle untersuchten akustischen Machzahlen
der Reflexionskoeffizient bei konstantem dimensionslosen Abstand der Randbedingung orp und
gleichzeitig konstantem numerischen Phasenwinkel ¢y, frequenzunabhéngig und ausschlielich ein
Funktional von Mag; ist. Dies belegt die starke und signifikante gegenseitige Beeinflussung von
nichtlinearen physikalischen und rein numerischen Effekten. Weiterhin wird bei einer Betrachtung
sdmtlicher dargestellter Verldufe der dominante Einfluss der akustischen Machzahl - und damit
der auftretenden Nichtlinearititen - auf die Grofle des Reflexionskoeffizienten an der entwickelten
Randbedingung deutlich. Selbst bei einer akustischen Machzahl von Ma,, = 0,1 bleibt der Reflexi-

onskoeflizient jedoch unter einem Prozent und kann damit als klein bezeichnet werden.

kompensierte Domainlénge
[ [m] fir ogp = 0,22
kompensierte rduml.
fa[Hz] | Mag, =0,1 | Mag, = 0,01 | Mag, = 0,001 | Diskretisierung Ax [m)]
fir ppum = 0,42°
20 5 50 500 0,02
40 2,5 25 250 0,01
100 1 10 100 0,004
200 0,5 5 50 0,002

Tabelle 6.2.: Kompensierte dimensionsbehaftete Parameter der Simulationen bei Variation der akus-
tischen Machzahl in Abb.

Eine weitere Erkenntnis, die aus den Ergebnisses in Abb. gezogen werden kann, ist die Un-
abhéngigkeit des Reflexionskoeffizienten von der normierten Grundfrequenz fg,,. Eine Variation der
normierten Grundfrequenz impliziert eine Variation der Grundfrequenz der Anregung fo bei un-
verinderten Filterparametern. Fiir das Reflexionsverhalten der nichtreflektierenden Randbedingung
ist es daher unerheblich, ob die Grundfrequenz der Anregung der Filterbasisfrequenz entspricht oder

der n-ten gefilterten Frequenz des GMW (fiir n € N™T).
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6.5.2. Einfluss der Machzahl der Gleichstromung

Ein weiterer zu untersuchender Parameter ist die Machzahl der Gleichstromung Ma. Diese wird
bei einer exemplarischen akustischen Machzahl von Mag, = 0,01 und den bereits zuvor untersuch-
ten Frequenzen variiert. In Abb. sind die Reflexionskoeffizienten fiir orp-kompensierte sowie
0RB/Pnum-kompensierte Simulationen als Funktional der normierten Grundfrequenz f¢ ,, dargestellt.
In diesem Fall wurde bei Variation der Frequenz der dimensionslose Abstand mit Beriicksichtigung der
Gleichstromung (vgl. Gl ) konstant gehalten. Zudem muss der Machzahl-kompensierte nume-
rische Phasenwinkel nach Gl. beriicksichtigt werden. Die resultierenden dimensionsbehafteten
Parameter zur Kompensation von orp bzw. @num fiir die durchgefiihrte Variation der Machzahl sind
in Tab. angefiihrt.

Ma =0 (orp komp.) —m— Ma = 0(0rB/Pnum komp.) - ;-
Ma = 0,001 (ocrp komp.) —e— Ma = 0,001 (0RB/Pnum komp.) --e--
Ma = 0,01 (ogp komp.) —a— Ma=0,01(orB/onum komp.) - -A--
Ma =0,1(ogp komp.) Ma = 0,1 (0grB/enum komp.)
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Abbildung 6.11.: Reflexionskoeffizienten der nichtreflektierenden Randbedingung bei Variation der
Machzahl der Gleichstrémung Ma und einer akustischen Machzahl von Magy, = 0,01

Sowohl bei variablem als auch bei konstantem numerischen Phasenwinkel zeigt sich kein signifikanter
Einfluss der Machzahl Ma. Bei variablem ,,,,, zeigen sich hinsichtlich Frequenzabhingigkeit zwar
monotone jedoch leicht unsystematische Verhéltnisse zwischen den Machzahlen. Dies ist wiederum
auf die unterschiedliche numerische Dampfung der verschiedenen Frequenzanteile zuriickzufiihren.
Die Ergebnisse der orp/@num-kompensierten Simulationen zeigen wie erwartet frequenzunabhingige
Reflexionskoeffizienten. Die Reflexionen ohne Gleichstrémung (m: O) liegen leicht unterhalb
derjenigen mit Ma > 0. Zwischen den Ergebnissen mit unterschiedlicher Gleichstrémung sind,
insbesondere unter Beriicksichtigung der Skalierung der Abszisse, praktisch keine Abweichungen

festzustellen. Insgesamt liegen alle Reflexionskoeffizienten in der gleichen Gréflenordnung, so dass kein
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signifikanter Einfluss der Machzahl der Gleichstromung auf das Reflexionsverhalten der filterbasierten

GMW-Randbedingung festzustellen ist.

kompensierte Domainlénge kompensierte Gitterweite
[ [m] fir ogp = 0,22 Az [m] fir opum = 0,42°
Ma
fa[Hz) | 0 | 1073 | 1072 | 107! 0 1073 1072 107!

20 50 | 50,1 o1 60 0,02 | 0,02002 | 0,0202 | 0,022
40 25 | 25,05 | 25,5 30 0,01 | 0,01001 | 0,0101 | 0,011
100 10 | 10,02 | 10,2 12 0,004 | 0,004004 | 0,00404 | 0,0044
200 5 | 5,01 | 51 6 0,002 | 0,002002 | 0,00202 | 0,022

Tabelle 6.3.: Kompensierte dimensionsbehaftete Parameter der Simulationen bei Variation der Mach-
zahl der Gleichstromung in Abb.

6.5.3. Einfluss von Oberschwingungen

Nachdem der dominante Einfluss der akustischen Machzahl auf die Reflexionseigenschaften der nicht-
reflektierenden Randbedingung bei monofrequenter Anregung gezeigt wurde, werden im Folgenden
die Reflexionen bei Anregung mit Oberschwingungen, die in praktischen Anwendungen im Allgemei-
nen auftreten, untersucht. Dazu wird eine Anregung mit einer Grundfrequenz von fg = 50 Hz mit
den ersten beiden Hoherharmonischen phasengleich iiberlagert. Die akustischen Machzahlen der Fre-
quenzanteile werden variiert, wobei der Grundschwingungsgehalt G (vgl. Gl ) bei jeweils zwei
Konfigurationen konstant gehalten wird. Die Parameter der untersuchten Konfigurationen sind in
Tab. zusammengestellt.

Magp
Konfiguration | 50 Hz | 100 Hz | 150 Hz G
A 0,01 0,001 | 0,0001 | 0,995
B 0,01 | 0,0001 | 0,001 | 0,995
C 0,01 0,01 0,001 | 0,705
D 0,01 0,001 0,01 | 0,705

Tabelle 6.4.: Akustische Machzahlen der verschiedenen Frequenzanteile sowie Grundschwingungsge-

halt der Untersuchungen bei Anregung mit Oberschwingungen

Die Lénge der Domain betrédgt bei allen dargestellten Konfigurationen I = 6,86 m, was rund ei-
ner Wellenlénge bei der Grundfrequenz von fo = 50 Hz entspricht. Daraus ergibt sich ein dimen-
sionsloser Abstand der Grundfrequenz von ogp = 0,08. Die Aussagekraft und Interpretierbarkeit

des dimensionslosen Abstands ist im Fall einer Anregung mit Oberschwingungen allerdings begrenzt,
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6.5. Reflexionsverhalten

da o als dimensionsloser Abstand von einer harmonischen Anregung definiert ist und nur im Fall
rein harmonischer Anregung eine Aussage iiber die spektrale Zusammensetzung einer nichtlinea-
ren Welle in Abhéngigkeit von o getroffen werden kann, vgl. Abs. 2.2.2] Die rdumliche Diskreti-
sierungsweite wird mit Az = 0,002 m ebenfalls konstant gehalten. Fiir die Grundfrequenz ergibt
sich damit ein numerischer Phasenwinkel von ¢pnum(fg) = 0,105 ° und fiir die Oberschwingungen
Onum(f =100 Hz) = 0,21 ° bzw. @pum(f = 150 Hz) = 0,315 °.

Um die Auswirkung von Oberschwingungen unterschiedlicher Amplituden auf die resultierenden Wel-
len zu veranschaulichen, sind die Zeitsignale der untersuchten Konfigurationen mit Oberschwingungen
nach Tab. in Abb. fiir zwei Perioden der Grundharmonischen {iber der normierten Zeit
dargestellt. Bei den Konfigurationen A und B mit groflem Grundschwingungsgehalt zeigt sich ledig-
lich eine leichte Verzerrung der Wellenform im Vergleich zur Harmonischen. Ausgeprigte Oberwellen
sind nicht erkennbar. Diese zeigen sich hingegen deutlich bei den Konfigurationen C' und D mit nied-
rigerem Grundschwingungsgehalt. Auffillig ist zudem, dass sich bei diesen beiden Konfigurationen
durch die Uberlagerung der Hoherharmonischen die Scheitelwerte der resultierenden Welle signifikant

erhohen.

Konf. A —— Konf. C -
Konf. B ---- Konf. D

102000 [ /% ANY .

101000 |

[Pa

SH
5100000
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99000:

98000 |- B LA
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Abbildung 6.12.: Normierter zeitlicher Druckverlauf bei Anregung mit Oberschwingungen

Die resultierenden Reflexionskoeffizienten der jeweiligen Frequenzanteile sind in Abb. als Funk-
tional der normierten Frequenz (f%) abgebildet. Hinsichtlich der Grundharmonischen zeigt sich, dass
bei den Konfigurationen A und B mit einem hohen Grundschwingungsgehalt von G = 0,995 geringe-
re Reflexionen an der nichtreflektierenden Randbedingung auftreten. Die Reflexionskoeffizienten der

Grundharmonischen liegen im Fall des hohen Grundschwingungsgehaltes zudem nahe an den Refle-
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6.5. Reflexionsverhalten

xionskoeffizienten, die bei vergleichbaren Simulationen mit monofrequenter Anregung entstehen, vgl.
Abb. Die Reflexionskoeflizienten der Konfigurationen C' und D mit geringerem Grundschwin-
gungsgehalt liegen signifikant hoher. Ein zunehmender Anteil an Oberschwingungen und die damit
einhergehende Zunahme des Scheitelwerts bei einer nichtlinearen Welle resultiert somit in héheren

Reflexionen an der nichtreflektierenden Randbedingung.
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Abbildung 6.13.: Reflexionskoeffizienten der nichtreflektierenden Randbedingung bei Anregung mit

Oberschwingungen

Bei den Hoherharmonischen lésst sich grundsétzlich erkennen, dass die Reflexionskoeffizienten jeweils

bei den Frequenzanteilen mit kleinen akustischen Machzahlen am hochsten sind (A/B/D bei f% =

2 sowie A/C bei i = ). Die Reflexionskoeffizienten der Hoherharmonischen mit grofien akustischen
Machzahlen von Mag, = 0,01 (C bei f% = 2 sowie D bei f% = 3) sind nahezu gleich. Dariiber

hinaus ldsst sich keine klare Tendenz hinsichtlich der Reflexionen der Hoherharmonischen erkennen.
Die grofiten auftretenden Reflexionskoeffizienten liegen fiir die untersuchten Konfigurationen bei den
Oberschwingungen im Bereich weniger Prozent. Diese grofiten Reflexionen treten jedoch nur dann auf,
wenn die Amplituden der Oberschwingungen signifikant niedriger sind als die der Grundharmonischen.
Liegen die Amplituden der Grundharmonischen und der Oberschwingungen in einer Gréffenordnung,
so sind auch die resultierenden Reflexionskoeffizienten vergleichbar grofl und liegen deutlich unter

einem Prozent.

Der Einfluss der Phasenlage der Hoherharmonischen wird ebenfalls untersucht. Dazu werden
Simulationen bei einer Anregung nach Konfiguration C' in Tab. jedoch phasenverschoben

iiberlagerten Oberschwingungen durchgefiihrt. Die Reflexionskoeffizienten fiir eine Phasenverschie-
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bung der Hoherharmonischen relativ zur Grundharmonischen von 90° (Konf. C ¢gg) bzw. 180°
(Konf. C p1g0) sind ebenfalls in Abb. dargestellt. Es zeigt sich kein signifikanter Einfluss der Va-
riation der Phasenlage auf die Reflexionen bei der Grundfrequenz sowie bei der Oberschwingung mit
kleiner akustischer Machzahl bei fic = 3. Bei der Oberschwingung mit grofler akustischer Machzahl
(f% = 2) nehmen die Reflexionen durch die Phasenverschiebung erkennbar zu, die Reflexionskoeffizi-
enten werden jedoch nicht grofler als diejenigen bei der Grundharmonischen und bleiben stets deutlich

unter einem Prozent.

6.5.4. Kennfelder der nichtreflektierenden Randbedingung

In den vorangehenden Abschnitten wurde gezeigt, dass bei monofrequenter Anregung die akusti-
sche Machzahl der dominante Parameter hinsichtlich auftretender Reflexionen ist. Zudem beeinflussen
vorhandene Oberschwingungen die Reflexionen der Grundharmonischen. Bei konstanter akustischer
Machzahl sind der dimensionslose Abstand der Randbedingung von der Anregung ogrp sowie der
numerische Phasenwinkel ¢, die relevanten Parameter fiir die auftretenden Reflexionen. Es ist an-
zunehmen, dass die spektrale Zusammensetzung einer Welle an der Randbedingung, die sich durch
die Kombination dieser beiden Parameter ergibt, die Reflexionen der Grundharmonischen bei einer

gegebenen akustischen Machzahl bestimmt.

Daher werden systematische Variationen des dimensionslosen Abstands der Randbedingung orp so-
wie des numerischen Phasenwinkel ¢, bei verschiedenen akustischen Machzahlen durchgefiihrt. Die
Variation der Parameter wird durch gezielte Anpassung der Lénge der numerischen Domain ! nach GI.
bzw. der rdumlichen Auflésung Az nach GI. realisiert. Am Einlass wird eine harmonische
Anregung aufgeprigt, wobei die akustische Machzahl der Anregung stets derart angepasst wird, das zu
Gunsten der Vergleichbarkeit die akustische Machzahl der Grundharmonischen an der Randbedingung
Mag, 1., rB jeweils konstant bleibt. Da ausschliefllich die akustische Machzahl der Anregung explizit
vorgegeben werden kann, wurde im Rahmen von Voruntersuchungen fiir jede Parameterkombination
iterativ eine Amplitude der Anregung bestimmt, bei der die akustische Machzahl der Grundharmo-
nischen an der Randbedingung ndherungsweise der geforderten entspricht. Dadurch konnten relative

Abweichungen bei séimtlichen Simulationen von

. |Magk, £ RB.soll — MGak fo, RBist|
Ma, =
dakfG 1B Magg, ., RB,soll

< 0,05 (6.34)

erreicht werden.

Die resultierenden Gehalte an Oberwellen an der Randbedingung fiir Magy ¢, rBsotr = 0,01 sind
in Abb. als Isolinien-Darstellung des Grundschwingungsgehaltes der hinlaufenden Welle f in
Abhéngigkeit des numerischen Phasenwinkels der Grundharmonischen ¢, und des dimensionslosen
Abstandes der Randbedingung orp abgebildet. Wie zu erwarten nimmt G mit zunehmendem ogp
ab, was auf die Wellenaufsteilung entlang der Ausbreitung und die sich dabei ausbildenden Ober-

wellen zuriickzufiithren ist, vgl. Abs. Demgegeniiber nimmt der Grundschwingungsgehalt mit
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zunehmendem numerischen Phasenwinkel zu. Ein grofierer numerischer Phasenwinkel ist gleichbedeu-
tend mit einer groberen rdaumlichen Auflésung einer Wellenléinge und damit zunehmender numerischer
Diffusion. Da hohere Frequenzen (mit kleineren Wellenléngen) stets stirker geddmpft werden, ergibt
sich bei konstantem orp und zunehmendem ,,,,,,, ein hoherer Grundschwingungsgehalt. Bei grofleren
Absténden ogp ist die Zunahme des Grundschwingungsgehaltes in Abhéngigkeit von @y, zudem
stiarker ausgepréigt, was anhand der zunehmenden Steigung der Isolinien mit zunehmendem orp deut-

lich wird.
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Abbildung 6.14.: Grundschwingungsgehalt der hinlaufenden Welle f an der GMW-Randbedingung bei
harmonischer Anregung mit einer akustischen Machzahl der Grundharmonischen an

der Randbedingung von Magy, fy. rB,sott = 0,01

Ein detaillierterer Einblick in die spektrale Zusammensetzung der Wellen bei den untersuchten Va-
riationen von orp und @uym ist in Abb. gegeben. Darin sind die Verldufe der Amplituden-
verhéltnisse der hherharmonischen hinlaufenden Wellen in Bezug zu der Grundharmonischen an der

Randbedingung, definiert durch

Ag(fa) = Jinnn (6.35)

by G,RB
abgebildet. Die ersten drei Oberwellen sind dabei beriicksichtigt. Es zeigt sich, dass die Amplituden-
verldufe fiir den kleinsten numerischen Phasenwinkel von ¢pym = 0,1° denjenigen der analytischen
Losung der nichtlinearen Welle sehr &hnlich sind, vgl. Abb. Durch die feine rdumliche Auflésung
ist der Effekt der numerischen Diffusion in diesem Fall relativ schwach ausgeprigt. Mit zunehmendem

numerischen Phasenwinkel werden sémtliche Hoherharmonischen stirker gedampft. Die Dampfung ist
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Abbildung 6.15.: Spektrale Zusammensetzung einer durchlaufenden Welle in Abhéngigkeit von ogrp
und @pym bei Mag, = 0,01

dabei umso stérker, je hoher die Ordnung der Hoherharmonischen ist. Die erste Oberwelle (n = 1)

wird somit dominanter.

Um die Beobachtungen in Abb. hinsichtlich der Oberschwingungen quantitativ zu verdeutlichen,
sind in Tab. die Verhéltnisse der Amplituden der Oberschwingungen zueinander exemplarisch
fir orp = 0,8 angefithrt. Anhand dieser Werte wird deutlich, dass mit zunehmender numerischer

Dampfung der Einfluss der ersten Oberschwingung auf den Grundschwingungsgehalt signifikant zu-

nimmt.
Prnum [o] fo,RB/ffl,RB [*] ff3,RB/ff1,RB [*]
0,1 0.470 0.256
0,5 0.350 0.135
1,0 0.277 0.082

Tabelle 6.5.: Amplitudenverhéltnisse der Oberschwingungen bei ogg = 0,8

Basierend auf den zuvor erlduterten Erkenntnissen l&sst sich die Bedeutung der durchgefiihrten Varia-
tion von opp und @,y bei nahezu konstanter akustischer Machzahl der Grundharmonischen an der
Randbedingung folgendermaflen deuten: mit zunehmendem Abstand der Randbedingung ozp nimmt
der Grundschwingungsgehalt G ab, die Welle beinhaltet somit zunehmend héherfrequente Anteile.
Mit zunehmendem numerischen Phasenwinkel ¢, nimmt der Grundschwingungsgehalt leicht zu,

vgl. Abb. Gleichzeitig nimmt der Anteil der Oberschwingungen von Ordnungen n > 1 signifi-
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kant ab, siehe Tab. Wiéhrend also der Anteil an Oberschwingungen relativ zur Amplitude der
Grundharmonischen leicht abnimmt, konzentrieren sich die in der Welle enthaltenen hoherfrequenten
Anteile zunehmend auf die erste Oberschwingung. Entlang der Isolinien des Grundschwingungsge-
haltes (vgl. Abb. nimmt somit die erste Oberschwingung in gleichem Mafle zu wie sdmtliche

Oberschwingungen héherer Ordnung abnehmen.

Die resultierenden Reflexionskoeffizienten an der Randbedingung bei Variation von ogrp und @pqm so-
wie einer akustischen Machzahl der Grundharmonischen an der Randbedingung von Mauk, 1, RB,soll =
0,01 sind in Abb. in Form einer Isolinien-Darstellung abgebildet. Fiir simtliche untersuchten Pa-
rameterkombinationen liegen die Reflexionskoeffizienten in der GréBenordnung von 1074 < r < 1073,
Die Reflexionen nehmen dabei grundsétzlich mit zunehmendem orp - und damit einem zunehmendem
Anteil an Hoherharmonischen - zu. Fiir kleine dimensionslose Absténde sind die Reflexionskoeffizien-
ten nahezu unabhéngig von dem numerischen Phasenwinkel. Lediglich bei sehr kleinen Phasenwinkeln
ldsst sich ein nennenswerter Gradient des Reflexionskoeffizienten erkennen. Mit zunehmendem dimen-
sionslosen Abstand nimmt jedoch die @nyum-Abhéingigkeit von r deutlich zu. Zudem lésst sich bei

groflen dimensionslosen Abstédnden mit abnehmendem numerischen Phasenwinkel stets eine Zunahme

des Gradienten awi’;m erkennen.
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Abbildung 6.16.: Reflexionskoeffizienten der GMW-Randbedingung bei harmonischer Anregung mit

einer akustischen Machzahl von Magy t. rB,sott = 0,01

Ein Vergleich von Abb. mit Abb. macht deutlich, dass die Verldufe des Reflexionskoeffizien-
ten r qualitativ gut mit denen des Grundschwingungsgehaltes G iibereinstimmen und dieser somit als

signifikanter Einflussfaktor auf die Reflexionen anzusehen ist. Im Bereich grofler numerischer Phasen-
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winkel - und damit zunehmender Konzentration der Oberschwingungen auf diejenige erster Ordnung -
sind jedoch leicht gegenldufige Tendenzen der Gradienten der Reflexionskoeffizienten und der Grund-
schwingungsgehalte zu erkennen. Es ldsst sich folgern, dass eine Verteilung der hoherfrequenten Anteile
auf mehrere Oberschwingungen zu geringeren Reflexionen fiihrt als eine Konzentration auf eine Ober-

schwingung. Dieser Effekt ist jedoch nicht stark ausgeprigt.

Die Variationen von ogrp und @num, wurden ebenfalls fiir eine grofie akustische Machzahl von
Magk, fo,rB,soil = 0, 1 sowie eine kleine akustische Machzahl von Magy, f, rB,sotr = 0,001 durchgefiihrt.
Die resultierenden Reflexionskoeffizienten sind als Isolinien-Darstellungen in Abb. abge-
bildet. Bei der gréfiten akustischen Machzahl liegen die Reflexionskoeffizienten in der Grofenordnung
von 1073 < r < 1072 und nehmen maximal bis auf etwa zwei Prozent zu. Die Abhiingigkeiten von orp
und @pum sind vergleichbar mit denjenigen bei Magg, ., rB,soi1 = 0,01, die Gradienten iiber dem nu-
merischen Phasenwinkel sind jedoch signifikant geringer. Dies ist vermutlich auf die deutlich geringere
Lange der Rechendomain - und die damit einhergehenden geringeren Auswirkungen von numerischer

Diffusion - zurtickzufiithren.

Die Reflexionskoeffizienten bei einer akustischen Machzahl von Magus, f.,rB,sot1 = 0,001 in Abb.
sind lediglich fiir die Bereiche von 0,1 < @pum < 0,5 sowie 0,1 < orp < 0,5 abgebildet. Fiir
groffere Werte der variierten Parameter sind die angeregten Wellen an der Randbedingung derart
stark gedampft, dass eine Auswertung nicht moglich ist. Die Reflexionskoeffizienten liegen in dem
untersuchten Parameterbereich in der Gréflenordnung von 107°. Es zeigt sich eine deutlich stiirkere
Abhéngigkeit der Reflexionen von den variierten Parametern, insbesondere im Bereich der grofieren nu-
merischen Phasenwinkel. Die primére Ursache dafiir ist die grofle Lauflinge bei der kleinen akustischen
Machzahl, die aus den gegebenen orp resultiert, vgl. Gl. . Es sei allerdings darauf hingewiesen,
dass die Variation von r in dem untersuchten Parameterbereich wie auch die Gréflenordnung der Refle-
xionskoeffizienten vernachlissigbar kein ist. Die relativ gute qualitative Ubereinstimmung der Verliufe
der Reflexionen mit den Verldufen des Grundschwingungsgehaltes an der Randbedingung zeigen sich
- wie zuvor fiir Magk, ., rB,solt = 0,01 - auch bei Magk, t..rB,so = 0,1 und Magyp, fo rB,sout = 0,001.
Die Grundschwingungsgehalte fiir die beiden weiteren akustischen Machzahlen sind in Anhang
angefiihrt.

Aus den betrachteten Kennfeldern lassen sich einige Richtlinien fiir die Anwendung der filterbasier-
ten Randbedingung ableiten. Hinsichtlich einer geringen Rechenzeit sollte die Randbedingung so nah
wie moglich an der Anregung positioniert werden. Insbesondere bei Pulsationen mit einer dominan-
ten Grundfrequenz lassen sich dadurch niedrige Reflexionen erreichen, da sich mit gréflerem Abstand
zunehmend Hoherharmonische ausbilden und damit auch zunehmende Reflexionen der Grundharmo-
nischen an der Randbedingung entstehen. Bei mittleren bis kleinen akustischen Machzahlen ist der
Abstand aufgrund der geringen auftretenden Restreflexionen von untergeordneter Bedeutung. Ein
groferer Abstand kann mitunter hinsichtlich Reflexionen zudem forderlich sein, da durch numerische
Dampfung die Amplituden zusétzlich reduziert werden. Ein ldngeres Rechennetz geht jedoch stets

mit zunehmendem Rechenaufwand einher. Im Allgemeinen lésst sich aus den dargestellten Kennfel-
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Abbildung 6.17.: Reflexionskoeffizienten der GMW-Randbedingung bei harmonischer Anregung mit

einer akustischen Machzahl von Mauy, t. rB,sott = 0,1
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Abbildung 6.18.: Reflexionskoeffizienten der GMW-Randbedingung bei harmonischer Anregung mit

einer akustischen Machzahl von Mauy, f. ;B sott = 0,001
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dern schliefen, dass der dimensionslose Abstand ocgrp - und damit auch der absolute Abstand in-
nerhalb einer Domain - bei Anwendung der GMW-Randbedingung moglichst klein gewéhlt werden

sollte.

6.5.5. Vergleich mit der klassischen CRB

Fiir einen Vergleich der neu entwickelten GMW-Randbedingung mit der klassischen CRB wurden
die orpB/Pnum-kompensierten Simulationen nach Tab. bei Verwendung der CRB nach Gl.
durchgefiihrt. Die resultierenden Reflexionskoeffizienten sind in Abb. den entsprechenden
Ergebnissen bei Verwendung der GMW-Randbedingung gegeniibergestellt. Der dargestellte Vergleich
dient gleichzeitig dazu, einen potentiellen Einfluss des Druckkorrekturterms pg,.» auf die Reflexi-
onseigenschaften der GMW-Randbedingung zu untersuchen, da die Formulierung der CRB keinen

Druckkorrekturterm beinhaltet.
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Abbildung 6.19.: Reflexionskoeffizienten der klassischen und der entwickelten GMW-Randbedingung

bei Variation der akustischen Machzahl

Es wird deutlich, dass die klassische charakteristische Randbedingung nahezu identische Reflexionsei-
genschaften wie die GMW-Randbedingung aufweist. Weder hinsichtlich der Abhéngigkeit von akusti-
scher Machzahl Ma,; noch von der Frequenz sind signifikante Unterschiede erkennbar. Dies ldsst den
Schluss zu, dass allein das nichtlineare Verhalten der Wellen fiir die auftretenden Reflexionen verant-
wortlich ist und nicht der filterbasierte Korrekturterm. Zur weiteren Unterstiitzung dieser Annahme
werden Simulationen mit dem gleichen Finite-Differenzen-Schema angewandt auf das linearisierte Sys-
tem der Erhaltungsgleichungen (Gl.) mit einer akustischen Machzahl von Ma,; = 0,1 und
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der CRB sowie der GMW-Randbedingung durchgefiihrt. Es ergeben sich bei beiden Varianten der
Randbedingung fiir die untersuchten Frequenzen Reflexionskoeffizienten von r = 0 (nicht dargestellt).
Es ldsst sich somit folgern, dass sich auch mit einer klassischen charakteristischen Randbedingung in

nichtlinearen Systemen keine vollstéindige Reflexionsfreiheit realisieren l&sst.

6.5.6. Vergleich mit der LRT-Randbedingung

Ein direkter Vergleich der Reflexionseigenschaften der neu entwickelten GMW-Randbedingung mit der
LRT-Randbedingung ist in Abb. gegeben. Es sind die Reflexionskoeffizienten fiir orp/@num-
kompensierte Simulationen mit orp = 0,22 sowie Ypum = 0,42 °, Magy, = 0,01 sowie Ma = 0 abge-
bildet. Bei der LRT-Randbedingungen wurde eine Konstante von K = 2 sowie K = 200 untersucht,
vgl. Gl . Die Anregungsfrequenz wurde iiber den Bereich von zwei Dekaden mit 2 < fg < 200
variiert.

100 e °

= T T
[ J ._. ®-
-.'..

—_
3
Ju
|

T m °
= \.
E ~a
N ~m ,
& TR LRT(K =2) —m—
g 1072 "aa, LRT(K = 200)—e— -
7 \ GMW —A— |]
5)
5 [
E \.
Cqé \I
1073 | ]
A A A A A A
10~4 s ' L - - Pl
1 10 100

Anregungsgrundfrequenz fg [Hz]

Abbildung 6.20.: Reflexionskoeffizienten der charakteristischen Randbedingung mit LRT sowie der
entwickelten GMW-Randbedingung bei Ma,, = 0,01

Der Einfluss der Konstante K auf die auftretenden Reflexionen wird unmittelbar deutlich.
Grundsétzlich sind die Verldufe des Reflexionskoeflizienten iiber der Frequenz gleich, werden jedoch
durch K iiber der Frequenzachse skaliert [SNP04,PWMO06|. Fiir den hohen Wert von K = 200, der
bei den untersuchten Parametern fiir eine Einhaltung des geforderten mittleren Druckes erforderlich
ist (vgl. Abb. , zeigen sich hohe Reflexionen iiber das gesamte untersuchte Frequenzband. Fiir
den Frequenzbereich fg < 100 betréigt der Reflexionskoeffizient stets mehr als zehn Prozent und ten-

diert mit abnehmender Frequenz gegen r = 1. Bei dem kleinen Wert von K = 2, bei dem bereits
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signifikante Abweichungen vom geforderten Mittelwert auftreten, zeigen sich deutlich geringere Refle-
xionen. Diese sind jedoch immer noch um mindestens eine Gréflenordnung hoher als bei Verwendung
der GMW-Randbedingung und nehmen insbesondere im niederfrequenten Bereich (f < 20 Hz) stark

zu.

6.5.7. Reflexionen bei unangepasstem Filter

Im Folgenden werden die Auswirkungen einer Verstimmung des Filters, das heifit bei einer signifikan-
ten Abweichung der Anregungsfrequenz fg von einem ganzzahligen Vielfachen der Filterbasisfrequenz
fB, auf das Reflexionsverhalten an der Randbedingung untersucht. Dazu werden wiederum orp /@num-
kompensierte Simulationen mit opp = 0,22 sowie @npum = 0,42 ° bei konstanter Filterbasisfrequenz
und variabler Anregungsfrequenz durchgefiihrt. Die akustische Machzahl betrdgt May, = 0,01, die
Machzahl der Gleichstromung betriigt Ma = 0. Die Untersuchungen werden mit einer Filterbasisfre-
quenz von fp = 10 Hz sowie fp = 50 Hz durchgefiihrt, wobei die normierte Grundfrequenz zwischen
0,04 < fa,n <5 variiert wird. Die Ergebnisse sind in Form der resultierenden Reflexionskoeffizienten
in Abb. dargestellt.
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Abbildung 6.21.: Reflexionskoeffizienten der reflexionsfreien Randbedingung bei Variation der nor-

mierten Anregungsfrequenz fg, und Ma,, = 0,01 fiir fp = 10 Hz bzw. fg = 50 Hz

Die Reflexionskoeffizienten verlaufen fiir beide untersuchten Filterbasisfrequenzen iiber der normierten
Anregungsfrequenz fg,, gleich. Diese ist somit auch im unangepassten Betrieb ein allgemeingiiltiger

Parameter zur Quantifizierung der auftretenden Reflexionen. Im niederfrequenten Bereich zeigen sich
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starke Reflexionen an der entwickelten Randbedingung. Bei den niedrigsten Anregungsfrequenzen von
fan < 0,1 tritt nahezu Vollreflexion auf. In diesem Frequenzbereich reagiert das Filter derart trége,
dass es annihernd wie ein akustisch offenes Ende wirkt. Bei Annéherung der Anregungsfrequenz an
die Filterbasisfrequenz oder Vielfache derselben nehmen die Reflexionskoeflizienten kontinuierlich ab
und weisen im Auslegungszustand (fg,, = 1,2, 3...) die bereits zuvor beobachteten niedrigen Reflexi-
onskoeffizienten auf. Es sei anzumerken, dass bei leichten Abweichungen der Anregungsfrequenz von
der Filterbasisfrequenz Reflexionen in der GréBenordnung von 1072 auftreten, was fiir viele prakti-
sche Anwendungen akzeptabel ist. Trotzdem sollte die Filterfrequenz stets genau an die Anregung

angepasst werden.

6.5.8. Reflexionen bei kontinuierlich verdnderlicher Frequenz

Im Folgenden werden die Reflexionen an der entwickelten GMW-Randbedingung bei kontinuierli-
cher Frequenzvariation untersucht. Dazu werden Simulationen mit einem Modell der Linge | =
5 m durchgefithrt. Am Einlass wird eine Schnelleanregung mit einer akustischen Machzahl von
Mag; = 0,01 aufgeprigt. Die zeitabhingige Anregungsgrundfrequenz wird linear erhoht, vgl. Gl.
(16.206]):

Falt) = 20 Hz + 1% . (6.36)

Die ebenfalls zeitlich variable Anzahl der Abtastwerte des Filters wird nach GI. bestimmt.
Es wird eine physikalische Zeit von 80 s simuliert, so dass die Anregungsfrequenz zwischen 20 <
fa < 100 variiert. Zur Bestimmung des Reflexionskoeffizienten wird ein gleitendes Zeitfenster mit
einer Lange von 2 s ausgewertet und spektral transformiert. Dazu wird in diesem Fall aufgrund der
verdnderlichen Frequenz eine Flattop-Fensterung verwendet, wobei jeweils die mittlere Frequenz eines
Zeitfensters betrachtet wird. Die Auswertung wird nach 5 s simulierter Zeit begonnen, da das Filter

der Randbedingung zu diesem Zeitpunkt bereits eingeschwungen ist.

In Abb. ist der zeitliche Verlauf des Reflexionskoeffizienten der GMW-Randbedingung darge-
stellt. Ebenfalls abgebildet ist der korrespondierende Verlauf der Helmholtzzahl He, die wie folgt

definiert ist:

He(t) = ~ = — (6.37)

A Adpum
Die Helmholtzzahl setzt eine charakteristische Lénge - in diesem Fall die geometrische Linge der
numerischen Domain [ - in Bezug zu der Wellenldnge der periodischen Schwankung bei der gemit-
telten Anregungsgrundfrequenz fg, welche durch arithmetische Mittelung iiber dem ausgewerteten

Zeitfenster bestimmt wird.

Bei einer Betrachtung der auftretenden Reflexionskoeffizienten wird deutlich, dass diese iiber den
gesamten ausgewerteten Zeitraum in der Groflenordnung der zuvor untersuchten Reflexionskoeffizien-
ten bei konstanter Anregungsfrequenz liegen. Der leicht gezackte Verlauf des Reflexionskoeffizienten

lasst keine Systematik erkennen und ist vermutlich auf die Tatsache zuriickzufiithren, dass ein Signal
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Abbildung 6.22.: Reflexionskoeffizienten der GMW-Randbedingung bei kontinuierlich verénderlicher

Anregungsfrequenz mit einer akustischen Machzahl von Mag,, = 0,01

mit kontinuierlich verénderlicher Frequenz spektral transformiert wird. Die Groflenordnung ist jedoch

vernachléssigbar klein.

Der Verlauf von r weist iiber der Zeit (und damit der Frequenz) keine signifikanten Variatio-
nen auf. Es ist daher auch kein Zusammenhang zu der ebenfalls abgebildeten Helmholtzzahl zu
erkennen. Das Verhéltnis von Wellenldnge zu Domainlidnge spielt somit hinsichtlich der Reflexio-
nen an der nichtreflektierenden Randbedingung keine Rolle. Dies ist auch zu erwarten, da bei
den vorliegenden Groéflenordnungen der Reflexionen am Austritt keine nennenswerten Mehrfachre-
flexionen auftreten, bei denen die geometrische Linge - bspw. hinsichtlich Resonanzen - relevant

ware.

Insgesamt zeigt sich, dass die reflexionsfreie Randbedingung auch bei kontinuierlich verdnderlicher
Frequenz - und damit leicht unangepasstem Filter - Reflexionskoeffizienten aufweist, die de-
nen bei konstanter Frequenz entsprechen. Damit ist die Randbedingung auch zur Anwendung
bspw. bei Pulsationsstudien in Verbindung mit drehzahlverédnderlichen Fluidenergiemaschinen geeig-

net.
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6.6. Zwischenergebnis

Zusammenfassend lésst sich feststellen, dass durch die entwickelte filterbasierte charakteristische Rand-
bedingung eine erhebliche Reduktion der auftretenden Reflexionen ausgehend vom bisherigen Stand
des Wissens realisierbar ist. Dies gilt sowohl fiir konstante als auch zeitlich variable Anregungsfrequen-
zen. Der Drift der Gleichgréflen wird dabei praktisch vollstéindig unterdriickt. Grundlegende Vorausset-
zung fiir die Anwendung der neuen Randbedingung ist die moglichst genaue Kenntnis der auftretenden
Frequenzen in der modellierten Domain. Zudem ist die Randbedingung zur Anwendung bei periodi-
schen Problemen konzipiert und nur bei Anregung mit einer Grundharmonischen und zugehdorigen

Oberwellen anwendbar.

Die akustische Machzahl Ma,j, und damit die Nichtlinearitdt einer Welle, ist der bestimmende Pa-
rameter hinsichtlich der Gréfle der auftretenden Reflexionen. Eine iiberlagerte Gleichstromung zeigt
hingegen keinen signifikanten Einfluss. Die auftretenden residualen Reflexionen liegen im Rahmen der
durchgefithrten Parametervariationen im Allgemeinen in einer fiir praktische Anwendungen vertret-

baren Groflienordnung.
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7. Reflexionsfreie Kopplungsbedingung

In diesem Kapitel wird die Methode zur reflexionsfreien Kopplung von eindimensionalen CV-Domains
und dreidimensionalen FV-Domains erldautert. Dabei wird der Ansatz verfolgt, zunichst die Ursa-
chen fiir Reflexionen an einer Kopplungsstelle verschiedener numerischer Schemata zu untersuchen
und die relevanten Einflussparameter zu formulieren. Anschliefend werden - ausgehend von diesen
Ursachen - Mafinahmen entwickelt, um Reflexionen an einer Kopplungsstelle zu reduzieren bzw. zu

eliminieren.

Dazu wird nach einigen grundlegenden Betrachtungen zu Anforderungen und Eigenschaften einer
3D/1D-Kopplung zunéchst eine Theorie zur Entstehung von Reflexionen an Kopplungsstellen be-
liebiger Wellenleiter dargelegt und mathematisch untermauert. Diese Theorie wird auf die Wellen-
ausbreitungseigenschaften numerischer Domains angewendet. Anschliefend werden die zur spéteren
Kopplung notwendigen Voruntersuchungen an den untersuchten Schemata unabhingig voneinander
durchgefiihrt. Zur Validierung der Theorie und damit der Kopplungsmethode werden dann zunéchst
eindimensionale, reibungsfreie Domains gekoppelt und untersucht. Die Komplexitét wird dann durch
Beriicksichtigung mehrerer Dimensionen in der FV-Domain sowie unter Einbeziehung von Wandrei-

bung sukzessive erhoht.

7.1. Grundlegende Anforderungen an eine 3D/1D-Kopplung

Im Folgenden werden einige grundlegende Betrachtungen zu den geforderten Eigenschaften einer
3D/1D-Kopplung und deren Erfiillbarkeit durchgefiihrt. Diese werden zunichst unabhéngig von ei-
ner numerischen Umsetzung anhand einer Transformation von Stromungsgrofien einer dreidimensio-
nalen auf eine eindimensionale Strémung vorgenommen. Fine derartige Transformation ist nur im
Bereich einer quasi-eindimensionalen Strémung und ebener Wellenausbreitung sinnvoll anwendbar,
da ansonsten die Informationen potentieller réumlicher Effekte zwangslaufig unterdriickt werden. Die

Eigenschaften der Transformation werden daher anhand einer Rohrstromung analysiert, vgl. Abb.

[r.1l

Abgebildet sind die Profile der Strémungsgeschwindigkeiten ¢;p und c3p als Funktional der radia-
len Laufvariable r. Im eindimensionale Raum sind sdmtliche Stréomungsgréfien pip, pip, 11D, ¢ib
unabhéngig von r. Bei der dreidimensionalen Rohrstromung ist die Strémungsgeschwindigkeit ein
Funktional des Radius 7, wobei ein rotationssymmetrisches Profil angenommen wird. Im Fall nicht
gekriimmter Stromlinien und unter der Annahme geringer Turbulenzen in der Kernstromung ent-
spricht der Wanddruck in guter Ndherung dem statischen Druck in der Kernstromung, so dass kein

signifikanter Druckgradient quer zur Stréomungsrichtung auftritt [Sch06]. Fiir die Betrachtungen in
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1D 3D
> —>
1D 3D
>
" ] 2R >
> [ >
; )
PiD, p1D, 11D, 1D P3D, P3p, I3p, c3p(r)

Abbildung 7.1.: Skizze zur Transformation der Stromungsgréfien einer dreidimensionalen und einer

eindimensionalen Rohrstréomung.

diesem Abschnitt wird der statische Druck vereinfachend als konstant iiber dem Querschnitt ange-
nommen. Ohne signifikante Temperaturdifferenz zwischen Fluid und Rohrwandung ist die Tempera-
tur ebenfalls rdumlich konstant |[CH90|. Unter der Annahme eines idealen Gases ist die Dichte psp
somit nach der thermischen Zustandsgleichung fiir ideale Gase Gl. ebenfalls kein Funktional von

r.

Um die Erhaltungsgleichungen Gl. (2.1}2.3) zu erfiillen, sollte die Transformation zwischen 3D und
1D konservativ sein. Dies lésst sich sicherstellen, indem die Fliisse von Masse, Impuls und Energie im

eindimensionalen und dreidimensionalen Raum gleichgesetzt werden:

Massefluss: fOR p1pcip 2mr dr = fOR p3pcsp(r) 2mr dr (7.1)

Impulsfluss: fOR (pipcip +pip) 2mrdr = fOR (p3spcip(r) + psp) 2mrdr (7.2)

3 3
Energiefluss: fOR <p1D61DU1D + pchlTD) 2nrdr = foR (p3D63D(T’)U3D + '03D63DT(T)> 2nrdr (7.3)

Um Reflexionsfreiheit zu gewéhrleisten, muss nach GI. die spezifische Schallimpe-
danz konstant sein, und damit (unter Annahme gleicher Dampfungseigenschaften in 1D und
3D)

(p1paip) = (pspasp) - (7.4)

Da die Schallgeschwindigkeit, die anhand der Temperatur bestimmt wird, fiir eine physikalisch sinn-
volle Transformation konstant sein sollte (a1p = asp), muss T1p = Tsp und gemif der kalorischen
Zustandsgleichung GI. u1p = usp gelten. Gleichermaflen resultiert aus der Forderung a;p = asp
und GIL die Forderung nach einer konstanten Dichte p1p = psp. Nach der thermischen Zu-
standsgleichung fiir ideale Gase Gl. muss daher weiterhin p1p = psp erfiillt sein. Ein Resul-
tat aus Gl. und damit eine Voraussetzung fiir Reflexionsfreiheit bei einer Transformation der
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Stromungsgroflen einer Rohrstromung vom dreidimensionalen in den eindimensionalen Raum ist also

die Stetigkeit der thermodynamischen Zustandsgréfien p, p und T bzw. u.

Der einzig freie Parameter ist die Stromungsgeschwindigkeit in der eindimensionalen Domain ¢;p.
Anhand GI. ist somit eine geeignete gemittelte Geschwindigkeit c¢1p zu bestimmen, die
die Massen-, Impuls- bzw. Energiekonservativitit sicherstellt. Ein Auflésen von Gl. nach der
Stromungsgeschwindigkeit ¢;p ergibt unter der Beriicksichtigung der geforderten Konstanz der ther-

modynamischen Variablen:
R R
/ c1p P27 dr = / csp(r) psp2nT dr (7.5)
0 0

1 R
<~ Clp = R/ CgD(T) dr (76)
0

Ein Umstellen der Gleichung fiir den Impulsfluss Gl. ([7.2)) fiihrt zu:

2 1 (R 2
cip = R/ csp(r)dr (7.7)
0

Durch Quadrieren von Gl. ([7.6) und Gleichsetzen mit Gl. (7.7)) ergibt sich:

]1%/01% cp(r)dr = % </OR c3p(r) dr>2 (7.8)

Nach der Cauchy—Bunjakowski—Schwarz—Ungleichunﬂ ist G1. ((7.8) nicht im Allgemeinen, sondern nur
fiir einige Sonderfille - bspw. den Trivialfall c3p = c1p - erfiillt. Fiir beliebige Profile ist somit ei-
ne Stetigkeit der thermodynamischen Zustandsgrofien bei einer Transformation von 3D in 1D nicht

gleichzeitig mit Konservativitdt in Masse und Impuls erfiillbar.

Eine analoge Betrachtung wird mit dem Masse- und dem Energiefluss durchgefiihrt. Durch Einsetzen

von GL (7.6 in Gl. (7.3)) ergibt sich:

% (/OR c3p(r) dT) = /OR c3p(r)dr (7.9)

Diese Gleichung ist - wie Gl. ([7.8]) - ebenfalls nicht fiir beliebige c3p(r), sondern lediglich Sonderfille
erfiillt.

3

Aus den obigen Betrachtungen lésst sich ableiten, dass bei der Transformation der Stromungsgrofien
einer dreidimensionalen in diejenigen einer eindimensionalen Strémung eine konstante Schallkennim-
pedanz nicht mit gleichzeitiger Konservativitit in allen Erhaltungsgréfien erfiillbar ist. In bisherigen
Ansétzen zur 3D/1D-Kopplung wurde iiblicherweise strikte Konservativitit gefordert, vgl. Abs.
In dieser Arbeit wird zugunsten einer konstanten Schallkennimpedanz keine strikte Konservativitét

vorausgesetzt.

Zur Bestimmung der gemittelten Stromungsgeschwindigkeit c¢;p lésst sich eine der Gleichungen fiir
die Fliisse (Gl. (7.147.3) auswihlen, so dass die entsprechende Erhaltungsgrofie erhalten wird. Da

!Die Cauchy-Bunjakowski-Schwarz-Ungleichung lautet IHaZOZI:(fab f(x)g(a:)dx)p < fab P (x)dz f: gP(z)dx
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die Akustik im Wesentlichen durch die Masse- und die Impulserhaltung beschrieben wird (vgl. Abs.
2.2), ist die Energieerhaltung von untergeordneter Bedeutung. Es kann also zwischen den fiir die
Akustik gleichwertigen Gleichungen fiir den Massefluss (Gl. (7.1))) und fiir den Impulsfluss (Gl. (7.2))
gewihlt werden. Im Rahmen dieser Arbeit wird die Konstanz des Masseflusses gewahlt. Die genaue
Umsetzung der 3D/1D- sowie 1D/3D-Transformation im Rahmen der in dieser Arbeit entwickelten

Kopplungsmethode wird spéter in Abs. erliutert.

7.2. Theorie der reflexionsfreien Kopplungsbedingung

Die zu entwickelnde Kopplungsmethode soll ein- und dreidimensionale numerische Domains, die mit
unterschiedlichen Methoden diskretisiert werden, miteinander verbinden. In einer eindimensionalen
Domain kann ausschliefSlich eine eindimensionale Stréomung und entsprechend eine ebene Wellenaus-
breitung abgebildet werden. Somit ist eine derartige Kopplungsmethode nur in denjenigen Bereichen
eines Systems sinnvoll einsetzbar, in denen von quasi-eindimensionaler Stromung sowie ausschliefllich
ebener Wellenausbreitung ausgegangen werden kann. Die in dieser Arbeit entwickelte Kopplungsme-
thode ist fiir die Simulation der instationdren Wechselwirkungen zwischen Fluidenergiemaschinen und
Anlagen konzipiert. Somit ist die Kopplung in dem Bereich einer Rohrleitung vorzunehmen, in dem
keine raumlichen Effekte mehr auftreten. Das Konzept der entwickelten Kopplungsmethode basiert

daher auf akustischen Betrachtungen zu Reflexionen ebener Wellen.

Wie in Abs. erldutert, werden ebene Wellen an Grenzflachen zwischen Domains unterschiedlicher
Wellenausbreitungseigenschaften reflektiert. Diese Wellenausbreitungseigenschaften werden iiber die
komplexe Schallimpedanz Z ¢ in Betrag und Phase quantifiziert. In GI. ist diese im Kontext der
linearen Wellentheorie mit der linearen Schallgeschwindigkeit ag sowie dem Gleichanteil der Dichte p
definiert. Ohne diese Einschrinkung ldsst sich die Impedanz mit Hilfe der allgemeinen Schallgeschwin-
digkeit a (vgl. Gl (2.18)) sowie der Dichte p ausdriicken:

zs=pa("52%) (7.10)

Die Wellenausbreitungseigenschaften eines beliebigen Wellenleiters sind somit abhéngig von der Dichte
p, der Schallgeschwindigkeit a, der Phasenkonstante 3, der Dampfungskonstante o und der Kreiswel-
lenzahl k. Fiir nichtdispersiveﬂ Wellenausbreitung, wie die Ausbreitung akustischer Wellen in Gasen,
lassen sich mit der Beziehung k = % die relevanten Einflussparameter auf p, a, a sowie 3 reduzieren.

Weiterhin gilt bei kleiner Ddmpfung in sehr guter Niherung 5 = k [MI86).

Wie in Abs. erldutert, werden durch die Diskretisierung einer Domain die Ddmpfungseigenschaften
- definiert durch « - sowie die Schallgeschwindigkeit a verdndert. Die Schallimpedanz eines diskreti-

sierten physikalischen Systems ist somit neben den physikalischen Eigenschaften des modellierten

'Dispersive Wellenausbreitung erfolgt bei einer Frequenzabhiingigkeit der Ausbreitungsgeschwindigkeit in einem Wel-
lenleiter. |MIS6|
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7.2. Theorie der reflexionsfreien Kopplungsbedingung

Systems von den Eigenschaften des numerischen Schemas abhéngig. Es lédsst sich daher eine nume-
rische Schallimpedanz Zg ,,, definieren, die fiir ein physikalisch ungeddmpftes System gegeben ist
durch:

knum _Janum> (711)

knum

ZS,num = PAnum <

Die numerischen Impedanzen zweier numerischer Domains (1/2), die mit unterschiedlichen nume-
rischen Schemata diskretisiert werden, jedoch die gleichen physikalischen Eigenschaften aufweisen,
unterscheiden sich somit durch die numerische Diffusion und Dispersion der jeweiligen Schemata.
Nach Gl treten Reflexionen an der Grenzfliche zwischen zwei Domains auf, wenn sich die
Impedanzen unterscheiden. Demnach kénnen an der Grenzfliche zwischen zwei numerischen Domains
Reflexionen minimiert bzw. eliminiert werden, wenn die numerischen Schallimpedanzen identisch sind.

Der theoretische numerische Reflexionskoeffizient ergibt sich zu:

ZS,num,Z - ZS,num,l

=0 fir ZS,num,l = ZS,num,Z (712)

T =
Lth,num,12 7 7
.S num,2 £ S num,1

Aus Gl. (7.117.12)) lassen sich - unter der Voraussetzung p; = ps - folgende fundamentale Bedingungen
fiir die reflexionsfreie Kopplung numerischer Domains ableiten:

e In beiden Domains muss eine identische numerische Dampfung auftreten:

!

Anum,1 = Anum,2 (713)
& gy = mum2 Ly (7.14)
Apum,1

e In beiden Domains muss die gleiche numerischen Schallgeschwindigkeit herrschen:

!

Anum,1 = Anum,?2 (715)
o g, = dnum? Ly (7.16)
Gnum,1

Dabei ist &; definiert als das Verhéltnis der numerischen Dampfungskonstanten und &, als das

Verhéltnis der numerischen Schallgeschwindigkeiten.

Bei der Kopplung von Domains mit unterschiedlichen Diskretisierungsschemata und der Kopp-
lung von multidimensionalen Domains (bspw. 1D-3D) mit dem gleichen Diskretisierungsschema sind
unterschiedliche Mechanismen und damit Parameter relevant. Daher werden fiir die nachfolgen-
den theoretischen Betrachtungen die beiden Teilaspekte der Kopplung zunéchst getrennt betrach-

tet.
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7.2.1. Herleitung der numerischen Dampfungskonstante

Im Folgenden wird ein Ausdruck fiir die numerische Dampfungskonstante ayqmm in Abhéingigkeit des
Diffusionsfehlers €4 hergeleitet. Dieser Zusammenhang wird anschlieBend anhand numerischer Testfélle

validiert.

Die exakte Losung eines diskretisierten Systems von Erhaltungsgleichungen entspricht fiir endliche
Werte von Az und At nicht generell der exakten Losung der kontinuierlichen Erhaltungsgleichungen.
Da die Approximation der rdumlichen Differentiale durch Differenzen iiblicherweise nach dem Term
erster oder zweiter Ordnung abgebrochen wird, repriisentiert der Abbruchfehler e4 = O (At?, AxP)
einen zusétzlichen, in der urspriinglichen Differentialgleichung nicht enthaltenen Termlﬂ Die exak-
te Losung der nach dem in dieser Arbeit verwendeten CV-Schema diskretisierten Gleichungen fiir
die Schallcharakteristiken Gl. , welche Massen- und Impulserhaltung représentieren, ent-
sprechen beispielsweise fiir f, = 0 nicht etwa der exakten Losung der Differentialgleichungen GI.

(5.1315.14)), sondern Losungen der folgenden Differentialgleichungen:
dp de

= + pa— = —€4 (7.17)
dp dc
o P A (7.18)

Diese Gleichungen werden als dquivalente Differentialgleichungen bezeichnet. Bei der Diskretisierung
konvektiver Terme, wie bei der Ausbreitung akustischer Wellen, entspricht der Abbruchfehler einem

diffusiven Term:

&*(p+ pac)
Ox? '

Dabei reprasentiert vy, die numerische Diffusion bzw. die numerische Viskositit vy, , welche die

in Abs. erlduterten spektralen Fehler verursacht. [Hir07]

(7.19)

€A = —Vnum

Nach der Definition des numerischen Diffusionsfehlers (Gl. (2.74])) resultiert aus der Diskretisierung bei
physikalisch reibungsfreier Wellenausbreitung in n; Zeitschritten relativ zur ungeddmpften Amplitude

Pexakt €ine Amplitudenabnahme von
ﬁnum(t) = pnum(nt : At) = ﬁea:akt : €Zt . (720)

Fiir eine sich ausbreitende Welle (ohne Reflexionen) mit der Wellenzahl k = 27” lasst sich mit
der Anzahl an Ortsschritten n, = CFL - n; die (reelle) Amplitude in Abhingigkeit des Or-
tes Prnum(z) ausgehend von einer initialen Amplitude Perakt = Pnum(xz = 0) wie folgt aus-
driicken:

B () = Prn (e - AT) = Pesars - 477 (7.21)
Die komplexe Druckamplitude ergibt sich bei Beriicksichtigung der Phase zu

R R L —jknaA
Bnum($) - Be:pakt ' egCFL) SeT IR (722)

'Hierbei entspricht ¢ der Ordnung der zeitlichen Diskretisierung und p der Ordnung der rdumlichen Diskretisierung.
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und der entsprechende Verlauf in Raum und Zeit fiir eine durchlaufende, harmonische, physikalisch

ungeddmpfte Welle in einem diskreten System zu:

p(.%', t) - §R (ﬁeaxakt ’ 6((1%> : ej(w(cnﬁL)At_anAx)) (723)

Ein Vergleich mit Gl. (2.48) macht deutlich, dass Gl. (7.23]) - unter der Annahme einer rein durch-
laufenden Welle (§ = 0 und damit f = p) - die Ausbreitung einer gedémpften harmonischen Welle

beschreibt, wobei 5 = k sowie
6C(ZC'ilg:L) — e—anumnxAx (724)

ist. Damit kann eine numerische Ddmpfungskonstante «,,,, fiir die analytische Beschreibung der

Ausbreitung einer rein numerisch geddmpften Welle formuliert werden:

1
Qpum = —In (eC(lM‘CFL)>

1 1
S | -
Ae-CFL M) =k oL

(7.25)
-In(eq)

Analog zu der physikalischen Dampfungskonstante, definiert in Gl. (2.41]), ergibt sich der Ausdruck
fir aym aus der Wellenzahl k£ sowie einem Funktional derjenigen Gréfien, welche die Ddmpfung quan-

tifizieren. Im Fall der numerischen Dampfung sind das €4, ©nym sowie CFL .

Zur Veranschaulichung des Effektes der numerischen Diffusion sowie des Zusammenhangs zwischen
Qpym und dem numerischen Diffusionsfehler €; nach GIL. werden Simulationen mit dem CV-
Schema einer sich ausbreitenden Welle mit einer Wellenldnge von A;n;: = 10 m und einer akus-
tischen Machzahl von Mag, = 1073 durchgefithrt. Es wird eine reibungsfreie Wellenausbreitung
angenommen. Eine Domain der Linge | = 500 m wird mit einer harmonischer Welle initiali-

siert.
Um das System zu initialisieren, wird dabei wie folgt vorgegangen:

e Zunichst wird der initiale Verlauf des Druckes bei einem gegebenen mittleren Druck p, einer ge-

gebenen Initialisierungsamplitude von p;,;+ sowie der gegebenen Wellenldnge von \;,;; bestimmt:

A . 27
Dinit(T) = P + Dinit - $in ()\ iB) (7.26)
init
e In Abhéngigkeit des Druckes wird die ortsabhéingige initiale Temperatur bestimmt. Da ein rei-
bungsfreies, adiabates System modelliert wird, wird diese unter Annahme einer isentropen Zu-
standsidnderung ausgehend von den mittleren Groen p und T ermittelt:

Emt(x):T-( p )(1';) (7.27)

Dinit ()

o Mit Hilfe der idealen Gasgleichung wird schliellich die resultierende Dichte im Initialisierungs-

zustand bestimmt:
Pinit (x
Pznzt(x) o zmt( )

=BT (2 s (2) (7.28)
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e Mit den nun bekannten rdumlichen Verldufen ldsst sich unter Verwendung der Isentropenbe-
ziehung fiir den Druck p und die Dichte p die exakte Schallgeschwindigkeit nach GI. ([2.18))

ermitteln:

\/K Pznzt -l (729)

Ainit(x) =

e SchlieBlich wird mit der Schallgeschwindigkeit und der Dichte der Verlauf der

Stromungsgeschwindigkeit fiir die Initialisierung nach folgender Beziehung bestimmt:

L 5 B )
Cinit(l’):]m-sin( T a;) :W

Pinit () @init(x) Ninit Pinit (X)) Qinit ()

(7.30)

Die Initialisierungszustéande fiir die Temperatur Tj,;, die Dichte p;n;s und die Schallgeschwindigkeit
angt sind - unter der Annahme eines idealen Gases und konstanter Entropie - fiir den gegebenen Druck
Pinit €xakt. Die Formulierung fiir die Stromungsgeschwindigkeit c;n;+ stellt eine Ndherung an die mit
Dinit Korrespondierende exakte Losung der eindimensionalen nichtlinearen Erhaltungsgleichungen Gl.
dar. Im Nenner wird die Stréomungsgeschwindigkeit - als Teil der nichtlinearen Ausbrei-
tungsgeschwindigkeit (vgl. Gl. ) - vernachléssigt. Erst durch diese Vereinfachung lésst sich die
Initiallosung explizit bestimmen. Es ist zu erwarten, dass die Abweichungen der Initialisierung bei
kleinen akustischen Machzahlen ebenfalls klein sind und mit zunehmender akustischer Machzahl ent-

sprechend zunehmen.

Der mittlere Druck betrigt p = 10° Pa und die mittlere Temperatur 7 = 100 K. Mit £ = 2 und
R = 50 k wird ein fiktives Fluid mit einer mittleren Schallgeschwindigkeit von a(p,p) = 100 =

modelliert. Die Initialisierungsamplitude des Druckes wird entsprechend der akustischen Machzahl auf
Pinit = 200 Pa gesetzt. Mit einer raumlichen Auflosung von Ax = 0,05 m ergibt sich bei den Simula-
tionen ein numerischer Phasenwinkel von ¢, = 1,8°. Die CFL-Zahl wurde zu CFL = 0,5 gewéihlt,
da das explizite Upwind-Schema erster Ordnung in diesem Fall keine numerische Dispersion aufweist

(€p = 1) und der numerische Fehler somit auf Diffusion beschrénkt ist [Hir07].

Als Randbedingungen werden am Einlass ein konstanter Druck von pgj, = 10° Pa und am Auslass
eine konstante Geschwindigkeit von c4,s = 0 = vorgegeben. Es sei darauf hingewiesen, dass die Rand-
bedingungen bei den im Folgenden préasentierten Ergebnissen keine Rolle spielen, da jeweils zwei Wel-
lenlédngen der sich ausbreitenden, initialisierten Welle in der Mitte der Domain (240 m < ¢y, < 260 m)
zu unterschiedlichen Zeitpunkten t7,, s ausgewertet werden. Dabei steht x.,, fiir den nachfolgend dar-
gestellten Auswertebereich der Domain. Die Auswertezeitpunkte ¢4, stehen fiir die Laufzeit, die die
initialisierte Welle jeweils fortgeschritten ist. Zu jeder Laufzeit t1,, s existiert somit eine korrespon-
dierende Lauflinge rquf = Gegakt - trauf, die diejenige Strecke definiert, die die initialisierte Welle
innerhalb von t,,; zuriickgelegt hat. Diese Lauflingen x4, sind deutlich kleiner als die Distanz
von den Randbedingungen zu dem ausgewerteten Bereich von 240 m < z¢,, < 260 m innerhalb der
Domain. Daher kénnen anhand der betrachteten Verldufe ausschlielich Eigenschaften des Schemas

(unabhéngig von den Randbedingungen) untersucht werden. Die Zeitpunkte t74,f, nach denen die
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sich ausbreitende Welle im oben erlduterten Bereich der Domain ausgewertet wird, sind mit den kor-
respondierenden Anzahlen an Zeitschritten n; und Lauflingen x4, sowie den entsprechenden dimen-
sionslosen Absténden o4, ¢ (vgl. Abs.[2.2.2) in Tab. zusammengefasst.

Trauf [M] | OLauf[=] | tLaus [8] | mel-]
20 0,019 0,2 800
40 0,038 0,4 1600
60 0,057 0,6 2400

Tabelle 7.1.: Lauflingen x4, f, dimensionslose Absténde o4, sowie Laufzeiten ¢74,; und Anzahlen

an Zeitschritten n; der Ergebnisse von Simulationen geddmpfter Wellenausbreitung in

Abb.

Die numerischen Ergebnissen sind in Abb. in Form des Amplitudenverhéltnisses der Schallschnel-

16T

A, = - C(xeva) _ C(Axeva) (731)

C(xLauf = 0) Cinit

iiber der auf den Evaluationsbereich bezogenen Helmholtzzahl
He,ps = T — Tevamin _ T — 240 m (7.32)

Ainit Ainit
gegeniibergestellt. Die abgebildeten Verldufe weisen im betrachteten Evaluationsbereich (240 m <
Tepa < 260 m) eine konstante Amplitude auf, da die (mit konstanter Amplitude) initialisierte Welle zu
jedem Betrachtungszeitpunkt t,,; die korrespondierende Lauflinge x4, zuriickgelegt hat und die
Démpfung abhéngig von der Lauflinge ist. Bei einem Vergleich der Verldufe nach unterschiedlichen
TLauf DZW. t1qyus untereinander wird die typische degressive Amplitudenabnahme einer geddmpften

Schwingung deutlich.

Zusétzlich zu den numerischen Lésungen sind in Abb. analytische Losungen von GI. fiir eine
rein durchlaufende Welle dargestellt. Fiir die verwendeten numerischen Parameter weist das explizite
Upwind-Schema erster Ordnung einen Diffusionsfehler von e; = 0.999877 auf [Hir07|, so dass sich nach
Gl eine numerische Dampfungskonstante von gy, ~ 0,005 ergibt. Fiir die analytische Lésung
von GI. wird zum Vergleich mit den numerischen Ergebnissen in dem dargestellten Vergleich
a = 0,005 vorgegeben.

Es zeigt sich, dass der analytische und der numerische Verlauf praktisch gleich sind. Lediglich im
Bereich der Maxima und Minima sind leichte Abweichungen bei den grofilen Lauflingen (zrquf =
40 m bzw. Tpquf = 60 m) zu erkennen. Diese resultieren aus der Wellenaufsteilung, die in der nicht-
linearen numerischen Losung bei einer kleinen akustischen Machzahl von Ma,, = 1073 zwar schwach
ausgeprigt aber dennoch présent ist. Der Effekt der numerischen Diffusion lédsst sich bei der numeri-
schen Losung von physikalisch ungedampfter Wellenausbreitung somit als geddmpfte Schwingung mit
einer numerischen Dampfungskonstante cu,qm,m nach GI. beschreiben.

'Da es sich um eine rein durchlaufende Welle (ohne Reflexionen) handelt, verlaufen Schalldruck und Schallschnelle in

Phase und es gilt Ac(Zraur) = Ap(TLauf)-
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analytisch 74, = 0m —— numerisch 274, = 0m (Init.) ——
analytisch xr4,r =20 m - --- numerisch T4, =20 m ----
analytisch xrq,f =40m e numerisch xrq,f =40m e
analytisch xrq,p =60m === numerisch 74, =60m -~

Amplitudenverhéltnis A, [—]

bezogene Helmholtzzahl Heeyq [—]

Abbildung 7.2.: Vergleich der normierten Wellenform der analytischen Losung einer gedampften und

der numerischen Losung einer physikalisch ungeddmpften Welle mit A;p;; = 10 m

7.2.2. Einfluss der numerischen Schallgeschwindigkeit

Um den Effekt der numerischen Dispersion zu veranschaulichen, werden erneut Simulationen einer
fortschreitenden Welle der Wellenlénge A;;+ = 10 m durchgefiihrt. Die Initialisierung wird wie zuvor
in Abs. beschrieben durchgefiihrt. Die rdumliche Diskretisierung wird mit Az = 0,5 m und ei-
nem resultierenden numerischen Phasenwinkel von ¢y, = 18 © bewusst grob gewéhlt, da numerische
Dispersion ein eher schwach ausgeprigter Effekt ist und sich nur mit sehr grober Diskretisierung an-
schaulich darstellen lasst. Die CFL-Zahl betragt CFL = 0,25, so dass sich ein numerischer Diffusions-
fehler von ¢4 = 0,990781 und damit eine numerische Ddmpfungskonstante von aym &~ 0,074
ergibt.

In Abb. sind die numerischen Ergebnisse in Form des Amplitudenverhéltnisses A. iiber der bezoge-
nen Helmholtzzahl He,,, nach einer Simulationszeit entsprechend x4, = 20 m sowie x7q,5 = 40 m
dargestellt. Zusétzlich sind zum Vergleich wiederum analytische Losungen einer sich ausbreitenden
Welle mit einer der numerischen Dampfung entsprechenden vorgegebenen Démpfungskonstante von
a = 0,074 zu den gleichen Zeitpunkten bzw. nach den gleichen Lauflingen abgebildet. Fiir die
gewihlten Parameter weist das numerische Schema einen Dispersionsfehler von €5 = 0,993788 auf
. Aufgrund der numerischen Dispersion entspricht die numerische Schallgeschwindigkeit nicht
der exakten Schallgeschwindigkeit, sondern ergibt sich nach GI. zu

num = € - Gegars = 0,993788 - 100 % = 99,3788 % . (7.33)
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7.2. Theorie der reflexionsfreien Kopplungsbedingung

analytisch xrq,p = 20 m analytisch xrq,pr = 40 m -
numerisch x7,q,5 = 20 m ---- numerisch Ty, =40 m ----
analytisch (anum) Trauf =20 m e analytisch (anum) Traur =40 m -

=
[\)

Amplitudenverhéltnis A, [—]

|
=
[\]

bezogene Helmholtzzahl Heeyq [—]

Abbildung 7.3.: Vergleich der normierten Wellenform von analytischer und numerischer Lésung einer

dispersiven, gedampften Welle der Wellenlénge i = 10 m

Daher ist in Abb. weiterhin die analytische Losung mit einer Schallgeschwindigkeit, die der nume-
rischen Schallgeschwindigkeit entspricht, aufgefiihrt.

Es wird deutlich, dass die numerische der analytischen Losung mit der gleichen exakten Schallge-
schwindigkeit (@ezakt 7 @num) “nacheilt”, die diskrete Welle sich also langsamer ausbreitet als die
kontinuierliche. Mit zunehmender Ausbreitungsdauer schieben sich die analytische und die nume-
rische Losung zudem weiter auseinander, wie ein Vergleich der Losungen zu den unterschiedlichen
Zeitpunkten deutlich macht. Die analytische Losung mit einer Schallgeschwindigkeit, die der numeri-
schen entspricht (@nym = Gezakt) ist hingegen praktisch gleich der numerischen Lésung. Der numeri-
sche Dispersionsfehler lisst sich also durch Anpassung der exakten Schallgeschwindigkeit kompensie-

remn.

In den vorhergehenden Betrachtungen wurde gezeigt, dass sich der spektrale numerische Fehler mit Hil-
fe einer numerischen Dampfungskonstante o, sowie einer numerischen Schallgeschwindigkeit apyum
ausdriicken lédsst. Die Ddmpfungskonstante ayqm ist ausschlielich von dem numerischen Diffusionsfeh-
ler €4, der Wellenzahl k sowie den numerischen Parametern C'F'L und ¢, abhédngig. Die numerische
Schallgeschwindigkeit ist - neben der exakten Schallgeschwindigkeit - ausschliefilich von dem numeri-

schen Dispersionsfehler €4 sowie ebenfalls CFL und ¢y, abhéngig [Hir07].
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7.3. Systematik der numerischen Impedanzanpassung

7.2.3. Einfluss multidimensionaler Domains

Bei der Kopplung einer mehrdimensionalen mit einer eindimensionalen Domain gilt es grundsétzlich
ebenfalls, nach Gl die Impedanzen der Domains (1D/3D) anzugleichen, um Reflexionen zu
minimieren. Die Schallgeschwindigkeit ist in einer eindimensionalen Domain bei gleicher zu Grunde
liegender Physik gleich derjenigen in einer mehrdimensionalen Domain. Hinsichtlich der Dampfung
spielen in einer diskreten Domain jedoch - neben numerischen Parametern - auch physikalische Pa-
rameter eine Rolle, da viskose, sowie (in 3D) raumliche Effekte beriicksichtigt werden. Es ist somit
eine effektive Dampfungskonstante zu beriicksichtigen, die sowohl numerische als auch physikalische

Démpfung beinhaltet:
Qeff = Qpum + Qexakt (734)

Fiir die Kopplung einer 1D- mit einer 3D-Domain lautet die erste fundamentale Kopplungsbedingung

(GL. (713) bzw. Gl. (7.14)) daher:

!

Qeff1D = Qeff,3D (7.35)
& gy = dISD Ly (7.36)
Qeff1D

Die Einflussgréfien auf die Dampfungskonstante akustischer Wellen in Rohrleitungen aeyqxt sowie
deren Abbildungsgiite in einem numerischen Modell werden in Abs. umfassend untersucht und
diskutiert.

Ein weiterer Aspekt, der in einer dreidimensionalen Domain zum Tragen kommt und beriicksichtigt
werden muss, ist das Geschwindigkeitsprofil iiber dem Rohrquerschnitt, vgl. Abs. Dies betrifft
einerseits die Vorgabe bzw. Ermittlung eines Profils bei Strémung von der 1D- in die 3D-Domain,
da im Bereich der 1D-Domain kein Profil existiert, welches iibertragen werden konnte. Andererseits
muss bei Stromung von der 3D- in die 1D-Domain die rdumliche Geschwindigkeitsverteilung am Rand
der 3D-Domain geeignet modelliert werden, um lokale Reflexionen zu vermeiden. Der Einfluss von

Geschwindigkeitsprofilen wird ebenfalls in Abs. [7.8 untersucht.

7.3. Systematik der numerischen Impedanzanpassung

Wie zuvor erldutert, ist die Basis der entwickelten Kopplungsmethode die Anpassung der spektralen
Wellenausbreitungseigenschaften von gekoppelten Domains. Die wesentliche Einflussgtéfe ist dabei der
spektrale numerische Fehler, der fiir beliebige numerische Schemata im Allgemeinen nicht bekannt
ist. Die Bestimmung der spektralen Fehler ist daher eine notwendige Vorarbeit fiir die reflexionsfreie

Kopplung numerischer Domains.

Bei Kenntnis der spektralen Eigenschaften zu koppelnder Domains kénnen mit Hilfe von geeigneten
Kombinationen der numerischen Parameter die fundamentalen Kopplungsbedingungen Gl. (7.14)) bzw.
(7.36) sowie Gl. (7.16)) in bestmoglicher Niherung erfiillt werden. Das konkrete Vorgehen und die
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7.4. Analytische Bestimmung spektraler Fehler

Ermittlung geeigneter numerischer Parameter bei der spektralen Anpassung hingt von der Art des

vorliegenden Problems ab und wird daher spéter in Abs. vorgestellt.

7.4. Analytische Bestimmung spektraler Fehler

Bei Anwendung eines linearenﬂ numerischen Schemas auf eine lineare Erhaltungsgleichung (bzw. ein
lineares System) mit konstanten Koeffizienten ldsst sich der spektrale numerische Fehler des Schemas
analytisch bestimmen. Die Vorgehensweise wird von-Neumann-Stabilititsanalyse genannt und wird
zur Analyse hyperbolischer Systeme iiblicherweise auf die lineare Konvektionsgleichung einer skalaren

Grofle ¢

o6  0p
5 Tag =0 (7.37)

angewendet |Hir07]. Im Folgenden werden die in der vorliegenden Arbeit verwendeten Schemata
mit der von-Neumann-Stabilitdtsanalyse untersucht. Es sei angemerkt, dass der numerische Feh-
ler eines Schemas - angewendet auf die Normalform der Erhaltungsgleichungen GI. -
der gleiche ist, wie bei der urspriinglichen Formulierung mit partiellen Differentialen GI.
[VB&2].

In dem CV-Schema (vgl. Abs. wird fiir die Diskretisierung im Raum das Upwind-Schema erster
Ordnung und fiir die Zeit eine explizite Vorwértsdifferenz benutzt. Die Anwendung auf Gl. (7.37)) fithrt
zu folgender diskreter Gleichung:

A
G = 6 — i (97— 61)) = ¢ — CFL (] — o)) (7.38)

Unter der Annahme einer harmonischen Losung (oftmals als sinusoidale Testfunktion bezeichnet
[VB82]) kann die skalare Losung ¢ zum Zeitpunkt (n + [) am Ort (i + m) ersetzt werden durch
die komplexe Amplitude der Testfunktion ®, wobei gilt:

G =R (@?I,L) =R (Q”* Ll m)””“m> (7.39)
Einsetzen der Testfunktion in Gl. liefert:
rHlegienum — greiipnum _ QR (@"eﬁ%um - @”eﬂ'“*”%@wm) (7.40)
Normieren der Gleichung mit e/#num ®™ fithrt zu:
= =G=1-CFL(1— ¢ /#mm) (7.41)

Das Verhéltnis der komplexen Amplituden der Testlosung zu zwei aufeinander folgenden Zeitschritten
ist als Verstéarkungsfaktor des numerischen Schemas G definiert [Hir07]. Der Betrag von G bezogen
auf den Betrag der exakten Losung, welcher fiir Gl. (7.37)) stets 1 ist, entspricht dem Diffusionsfehler

! Als linear werden Schemata bezeichnet, in denen ausschlieBlich arithmetische Operatoren verwendet werden. Dies gilt

bspw. nicht fiir Schemata mit min/maz-Operator oder der Betragsfunktion, wie bei Verwendung von Limitern. [Hir07]
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7.4. Analytische Bestimmung spektraler Fehler

nach Gl (2.74). Die Phase von G bezogen auf die Phase der exakten Losung (CFL - @y fur GL
(7.37))) entspricht dem Dispersionsfehler nach Gl. ([2.75]).

Mit Hilfe der FEulerformel ergibt sich der Diffusionsfehler des Upwind-Schemas erster Ord-
nung mit expliziter Zeitintegration und damit des in dieser Arbeit verwendeten CV-Schemas

zu

1
cacy = - (1 —4CFL(1 - CFL) sin® (“0”2“7”)) 2 (7.42)
und der Dispersionsfehler zu

OG .y 1 CFL sin (@num) 1
——<Y  —tan .
CFL pnum 1—CFL+ CFL cos(¢num)) CFL @num

€p,CV = (7.43)

In dem FV-Schema wird eine rdumliche Diskretisierung mit zentralen Differenzen angewendet. Fiir die
Untersuchung des spektralen Fehlers (und damit rein numerischer Diffusion) werden zunéchst die diffu-
siven Fliisse in Gl. vernachléssigt. Unter der Voraussetzung eines dquidistanten Netzes ldsst sich
jedes FV-Schema in ein dquivalentes FD-Schema umformen [Hir07]. Werden die in Abs. erléiuterten
numerischen Approximationen in der semi-diskretisierten Erhaltungsgleichung GI. eingesetzt
und nur eine rdumliche Dimension beriicksichtigt, so ergibt sich bspw. fiir die Kontinuitétsgleichung
(¢ =1 sowie Q = 0) folgender Ausdruck:

AL g, t+AL
/ 5 Vodt + / FS + FCdt (7.44)
t
AL g, t+AL
= / 5 ——AzAyAz dt + / (pc), AyAz — (pc),, AyAz dt =0 (7.45)
t t
t-‘rAt t+At
t
t+At t+At _
& / ap Lt = — / W’th (7.47)
t

Wie bereits erwdhnt, ist eine Kopplungsstelle zwischen 3D- und 1D-Domain nur in denjenigen Be-
reichen sinnvoll einsetzbar, in denen ausschliellich ebene Wellenausbreitung auftritt. In diesen Be-
reichen ist das FV-Schema unter der Forderung eines dquidistanten Netzes in Wellenausbreitungs-
richtung somit mit Gl. dquivalent, welche dem zentrale Differenzen-Schema, angewendet auf
die differentielle Kontinuitétsgleichung, entspricht, wobei J = i, E = i 4+ 1 sowie W = ¢ — 1 ist.
Analog lésst sich die Umformung GI. auch auf die Impuls- und Energiegleichung anwen-

den.

Die Methode der Zeitintegration bestimmt bei Ein-Schritt-Verfahren, zu welchem Zeitpunkt die Grofien
auf der rechten Seite z. B. von GL ausgewertet werden. Bei expliziter Zeitintegration werden die
Groflen zum Zeitpunkt n (bekannte Zeitebene), bei voll impliziter Zeitintegration zum Zeitpunkt n+ 1
(unbekannte Zeitebene) verwendet. Auflerdem ldsst sich zwischen den Gréfien der unterschiedlichen
Zeitschritte mitteln:

¢ =0¢" +(1-0)¢" (7.48)
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7.5. Experimentelle Bestimmung spektraler Fehler

Bei einem Gewichtungsfaktor von © = 0, 5 wird das Schema der zeitlichen Integration Crank-Nicolson-
Schema genannt und weist eine Ordnung von g = 2 auf [VB82]. Um den spektralen Fehler des zentrale-
Differenzen-Schemas analytisch zu bestimmen, wird dieses wiederum auf die lineare Konvektionsglei-
chung Gl angewendet. Die verwendete Ein-Schritt-Methode der Zeitintegration wird dabei durch
Verwendung von Gl. zunichst offen gelassen, so dass sich folgende voll diskretisierte Gleichung
ergibt:

Wird das oben erlduterte Vorgehen angewendet, so ergeben sich die spektralen Fehler bei rdumlicher

¢n+1 — (bn

Diskretisierung mit zentralen Differenzen und damit dem in dieser Arbeit verwendeten FV-Schema

wie folgt:
. _ L © CFL%sin® (Ynum) 2 n CFL sin (@num) (7.50)
LEV 1+ ©2CFL%sin? (©num) 1+ ©2CFL%sin?( wnum '
I —CFL sin ($num) | _OCFLsin® (pum) |
.V 1+ O2CFL%sin? (Pnum) 1+ O2CFLsin? (pnum) (7.51)
1
CFL onum

Eine Herleitung der Gleichungen (7.5047.51)) befindet sich in Anhang

7.5. Experimentelle Bestimmung spektraler Fehler

Die zuvor analytisch hergeleiteten spektralen Fehlerfunktionen e;(CFL, pnum) bzw. €4(CFL, ¢rnum)
fiir die in dieser Arbeit relevanten numerischen Schemata basieren auf der Annahme linearer Ausbrei-
tung einer harmonischen Startlosung. In diesem Kapitel wird eine Methode vorgestellt, mit Hilfe derer
anhand numerischer Experimente die spektralen Fehler der Schemata angewendet auf die nichtlinearen
Erhaltungsgleichungen bestimmt werden konnen. Damit l4dsst sich untersuchen, inwieweit die Funk-
tionale aus Abs. auf nichtlineare Zusammenhénge iibertragbar sind. Von besonderem Interesse
sind dabei die Einfliisse von akustischer Machzahl Ma,, sowie der Machzahl der Grundstrémung Ma.
Des Weiteren lassen sich mit einer zuverldssigen experimentellen Methode zur Bestimmung spektraler
Fehler beliebige numerische Schemata charakterisieren, inklusive derjenigen mit nichtlinearen Opera-
toren. Fiir die experimentelle Bestimmung numerischer Fehler wird stets eine reibungsfreie Strémung
simuliert, da ansonsten numerische und physikalische Dadmpfung nicht differenziert werden koénnten.
Der Einfluss physikalischer Dampfung wird spéter in Abs. untersucht.

7.5.1. Modell und Methodik

Fiir die experimentelle Bestimmung der spektralen Fehler wird das Anfangswertproblem zur analy-

tischen Bestimmung der numerischen Fehler aus Abs. in ein numerisches Experiment {iberfiihrt.
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7.5. Experimentelle Bestimmung spektraler Fehler

Zur Untersuchung des CV-Schemas werden die eindimensionalen Erhaltungsgleichungen in differenti-
eller Form GI. unter Vernachlédssigung von Reibung (f, = 0) gelost. Zur Untersuchung des
FV-Schemas werden die integralen Erhaltungsgleichungen GI. in lediglich einer rdumlichen
Dimension unter Vernachlédssigung von Reibung und Volumenkréften sowie ohne Wérmequellen

gelost.

Die Initialisierung erfolgt wie zuvor in Abs. erlautert. Um eine Unstetigkeit der Stromungsgrofien
an der Randbedingung am Austritt zu vermeiden, wird nicht die gesamte Lénge der Domain, sondern
lediglich stets 15,5 Wellenldngen mit einer harmonischen Schwingung initialisiert. Bei einer festen
rdumlichen Diskretisierung von Az = 0,002 m wird der numerische Phasenwinkel ., anhand
der Wellenldnge der Initiallosung A;,;; variiert. Mithilfe der zeitlichen Schrittweite At kann die
CFL-Zahl unabhiingig variiert werden. Die Domainléinge ! wird mit der Wellenldnge skaliert. Im
Folgenden werden CFL-Zahlen von CFL = 0,17/0,43/0,86 sowie numerische Phasenwinkel von
Onum = 1,2/6/12 ° untersucht. Die zugehérigen Parameter sind in Tab. aufgefithrt. Das model-
lierte Fluid ist Luft als ideales Gas bei Umgebungsbedingungen (p = 10° Pa und T = 293,15 K) mit

einer Schallgeschwindigkeit von aezqrt = 343,34 7.

Prnum [°] | Ainie [m] | Um] || CFL [-] At [s]
1,2 0,6 10 0,17 1-1076

6 0,12 2 0.43 2,5-1076

12 0,06 1 0.86 5-1076

Tabelle 7.2.: Numerische Parameter zur experimentellen Bestimmung der spektralen Fehler bei einer

konstanten rdumlichen Schrittweite von Ax = 0,002 m

Die Domain wird fiir mehrere hundert Zeitschritte n; berechnet, wobei die initialisierte Welle in po-
sitive Ausbreitungsrichtung fortschreitet. In Abb. ist die initialisierte Losung sowie die Losung
nach verschiedenen Zeitschritten ny = 2/20/200 iiber der relativen Position der Domain in Form des
Amplitudenverhéltnisses der Schallschnelle A, nach GI. abgebildet. Zur Bestimmung der spek-
tralen Fehler werden die drei dargestellten Zeitpunkte ausgewertet. Das rdumliche Auswertefenster ist

in Abb. [7.4] durch die vertikalen, gestrichelten Linien markiert.

Es sei darauf hingewiesen, dass die Domainldnge mindestens so grof3 gewihlt werden muss, dass die
Randbedingungen (bei 7 = 0 sowie 7 = 1) innerhalb der simulierten physikalischen Zeit die Losung
im Auswertebereich nicht beeinflussen. Dadurch wird sichergestellt, dass ausschliellich das numerische
Schema (im Inneren der Domain) analysiert wird. Die Wahl der Randbedingungen sowie die Lénge
der Domain spielen dann keine Rolle. In den hier dargestellten Untersuchungen ist am Einlass eine
konstante Geschwindigkeit von cgi, = 0 und am Auslass ein konstanter Druck von pa.s = 10° Pa

vorgegeben.
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Initialisierung = - - - n=2— n=20— n =200 ——
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Abbildung 7.4.: Initialisierung und fortschreitende Welle nach unterschiedlichen Zeitschritten fiir die
Bestimmung der spektralen Fehler mit @y, = 12°, CFL = 0,17, Mag;, = 1073 sowie
Ma = 0.

Ausgehend von der Mitte der Domain (7 = 0,5) wird der gekennzeichnete Bereich von zwei Wel-

lenléingen abziiglich eines Abtastwertes durch eine Nachabtastung auf eine Anzahl an Abtastwerten
von 2" gebracht und anschlieffend in den Raumfrequenzbereiclﬂ iiberfithrt. Die experimentell bestimm-

te numerische Schallgeschwindigkeit anym, esp €rgibt sich durch Auswertung der Phase der Losung bei

der Raumfrequenz /\_1_ :
t

ni

A@QHum = @Qnum’nt - ‘Pﬁznum,o = Kinit - ATsim = Einit - Atsim - Anum,exp (752)
JANTRS JANTRS

R = —
num.eep = G Atam imit - 1q - At
Dabei steht ¢z  fiir den Phasenwinkel der Schallschnelle der numerischen Lésung nach 0 bzw. n;
Zeitschritten und Atg;,, fiir die simulierte physikalische Zeit. Die Kreiswellenzahl k;,;+ ergibt sich aus

der initialisierten Wellenlénge:
27
kinit = 3— (7.54)
init

Der experimentell bestimmte Dispersionsbeiwert €gcq.p ergibt sich analog zu Gl (2.75)

zu:
Anum,exp As%num (7 55)

Qegakt kinit cNg At - Qegakt

Analog dazu kann auch die komplexe Amplitude des Schalldruckes Dy, nd damit A, ausgewertet

werden.

'Der Raumfrequenzbereich ergibt sich bei Fouriertransformation eines rdumlichen Verlaufes einer Strémungsgrafe. Die

Abszisse entspricht analog zur Zeitfrequenz mit % der Raumfrequenz und damit %
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7.5. Experimentelle Bestimmung spektraler Fehler

Der experimentell bestimmte Diffusionsbeiwert €4 ¢., wird anhand der Amplitude der numerischen

Losung entsprechend Gl. (2.74]) bestimmt:

1
€ — < |énum,nt ‘ ) "
deap = | 27— (7.56)

|é2nzt‘

Der Exponent beriicksichtigt die exponentielle Abnahme der Amplitude wihrend der Ausbreitung.
Auch hier kann analog zur Schallschnelle der Schalldruck fiir die Auswertung betrachtet werden. Die
experimentell bestimmten Groflen €y c.p bzw. €4c.p Werden als Beiwerte bezeichnet, da neben den
numerischen Diffusions- bzw. Dispersionsfehlern noch weitere potentielle Einfliisse enthalten sind, wie

im Folgenden anhand der Ergebnisse diskutiert wird.

Am Beispiel einer Welle mit einer akustischen Machzahl von Ma,, = 1073 ohne Gleichstrémung
(Ma = 0) wird zunichst ein Vergleich der experimentell bestimmten Diffusions- und Dispersionsbei-
werte €4 ezp DZW. €4 crp mit den analytischen Funktionalen der verwendeten numerischen Schemata
aus Abs. [7.4] vorgenommen. In Abb. sind die analytischen Verldufe der Diffusionsfehler nach GI.
sowie die Dispersionsfehler nach GI. des CV-Schemas fiir drei CFL-Zahlen abgebildet.
Eine Betrachtung der Diffusionsfehler zeigt die fiir ein stabiles Schema erforderliche Eigenschaft e¢; < 1
fir die untersuchten CFL < 1 und @pym. Des Weiteren wird deutlich, dass die numerische Diffusion
mit zunehmendem numerischen Phasenwinkel ebenfalls zunimmt. Diese Beobachtung steht im Ein-
klang mit der bekannten Tatsache, dass mit groberer rdumlicher Diskretisierung im Allgemeinen ein

groferer numerischer Fehler einhergeht.

Die numerische Dispersion nimmt ebenfalls mit zunehmendem numerischen Phasenwinkel zu. Es zeigt
sich, dass der Dispersionsfehler bei kleinen CFL-Zahlen kleiner als eins und die numerische Schallge-
schwindigkeit somit kleiner als die exakte ist, was als trailing error bezeichnet wird [Hir07]. Fiir grofie
CFL-Zahlen ist die numerische Schallgeschwindigkeit grofler als die exakte. Dies wird als leading error
bezeichnet [Hir07).

Zur Evaluierung der oben beschriebenen Methode sind die experimentell bestimmten Diffusionsbei-
werte €4 ¢,p und Dispersionsbeiwerte €4 ¢ fiir die in Tab. aufgefiihrten Parameter zu unterschied-
lichen Auswertezeitschritten n; zu sehen. Bei der Auswertung wurde entsprechend GI.
die Schallschnelle betrachtet. Die akustische Machzahl befindet sich noch im linearen Regime (fiir
L, < 140dB |[MNT79],vgl. Tab. , so dass in guter Ndherung von linearer Wellenausbreitung aus-
gegangen werden kann. Es zeigt sich, dass der experimentell bestimmte Diffusionsbeiwert fiir die un-
tersuchten CFL-Zahlen und numerischen Phasenwinkel praktisch gleich dem Diffusionsfehler aus der
analytischen Beziehung unter der Annahme linearer Wellenausbreitung ist. Die Anzahl der Zeitschrit-
te bis zur Auswertung zeigt ebenfalls keinen signifikanten Einfluss auf den Diffusionsfehler. Fiir die
CFL-Zahl von CFL = 0,17 ist exemplarisch der Diffusionsbeiwert bei Auswertung des Schalldruckes

aufgefiihrt, was zu keiner Anderung des Ergebnisses fiihrt.

Auch eine Betrachtung der Dispersion zeigt eine sehr gute Ubereinstimmung der experimentell be-

stimmten Dispersionsbeiwerte € .., mit den analytischen Funktionalen fiir alle untersuchten nume-
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Abbildung 7.5.: Analytisch und numerisch-experimentell bestimmte Diffusions- bzw. Dispersionsbei-
werte des CV-Schemas als Funktion des numerischen Phasenwinkels fiir verschiedene

CFL-Zahlen bei einer akustischen Machzahl von Mag; = 1073 sowie Ma = 0.

rischen Phasenwinkel und CFL-Zahlen. Der Auswertezeitschritt sowie eine Betrachtung des Schall-
druckes anstatt der Schallschnelle haben ebenfalls keine Einfluss. Mit der entwickelten Methode lassen
sich also fiir ein explizites Schema bei kleinen Amplituden (im linearen Regime) sowie unter Abwe-

senheit von Gleichstrémung die spektralen Fehler zuverléssig bestimmen.

Die numerischen Fehler des verwendeten FV-Schemas nach Gl. bei voll impliziter Zeitin-
tegration (© = 1) sind in Abb. abgebildet. Ein auffilliger Unterschied zu dem CV-Schema ist,
dass sowohl die numerische Diffusion als auch die numerische Dispersion mit zunehmender CFL-Zahl
monoton zunehmen. Zudem wird anhand der Skalierung der Ordinate deutlich, dass das verwendete
FV-Schema bei voll impliziter Zeitintegration und gréfleren CFL-Zahlen deutlich gréflere numeri-

sche Diffusion und Dispersion als das CV-Schema aufweist. Des Weiteren wird ersichtlich, dass das
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FV-Schema stets einen trailing error und damit eine kleinere numerische Schallgeschwindigkeit be-

dingt.

Fiir einen Vergleich von experimentell und analytisch bestimmten Diffusions- und Dispersionsbei-
werten ist bei dem impliziten FV-Schema das Residuum als weiterer Parameter mit aufgefithrt. Das
Residuum bei impliziten Stromungslosern ist ein Maf fiir die verbleibende (residuale) Abweichung der
iterativ bestimmten Losung von den zu erfiillenden diskreten Erhaltungsgleichungen [Sch13]. Die in
Abs. [7.4] angefiihrten Funktionale fiir die spektralen Fehler des FV-Schemas beschreiben die exakte
Losung des diskreten Gleichungssystems und damit fiir ein Residuum von null, was praktisch nicht er-
reichbar ist. Ublicherweise wird fiir eine ausreichende Genauigkeit ingenieurstechnischer Anwendungen

ein Residuum in der GroBenordnung von 1073...10~% empfohlen [LO13].

Um ein numerisches Schema jedoch anhand seiner spektralen Fehler zu beschreiben, gilt es, das ma-
ximal zulédssige Residuum zu bestimmen, bei dem sich die numerische Lésung in guter Néherung
entsprechend dieser spektralen Fehler verhilt. Dazu sind in Abb. die experimentell bestimmten
spektralen Fehler fiir die in Tab. aufgefithrten Parameter bei Residuen von 1073, 10~° sowie 10~7
aufgefiihrt. Das Residuum bezieht sich in diesem Fall auf die Druckgleichung und die Geschwindig-
keitsgleichung in dem verwendeten Druckkorrekturverfahren (vgl. dazu bspw. [Sch13;MDM16Opell]).
Fiir die Druck- und Geschwindigkeitsgleichung werden bei den nachfolgenden Untersuchungen stets

gleiche Residuen gefordert.

Bei Betrachtung der Diffusion wird deutlich, dass auch bei dem FV-Schema die experimentell be-
stimmten Diffusionsbeiwerte €4 ., eine sehr gute Ubereinstimmung mit den analytisch bestimmten
Diffusionsfehlern ¢; aufweisen. Unabhéngig von der CFL-Zahl sowie von dem numerischen Phasen-
winkel @y, ist der experimentell bestimmte Diffusionsbeiwert bei den Residuen von 1075 und 1077
praktisch gleich den numerischen Diffusionsfehlern. Lediglich fiir ein Residuum von 10™3 zeigen sich
leichte Abweichungen im Diffusionsbeiwert bei groflen CFL-Zahlen und groflen numerischen Phasen-
winkeln. Die gleichen Diffusionsbeiwerte €g ., ergeben sich bei einer Auswertung nach n; = 200

Zeitschritten, diese sind jedoch der Ubersicht halber nicht dargestellt.

Die experimentell bestimmten Dispersionsbeiwerte €4 ¢, zeigen eine deutlich starkere Abhangigkeit
von dem geforderten Residuum sowie groflere Abweichungen von der analytischen Losung. Bei einer
Auswertung nach n; = 2 Zeitschritten zeigen die Ergebnisse bei einem Residuum von 103 fiir simtliche
untersuchten Parameter signifikante Abweichungen, insbesondere bei kleinen numerischen Phasenwin-
keln. Dabei lisst sich keine Systematik im Dispersionsfehler erkennen. Die Losung ist offenbar bei
einem Residuum von 1072 nicht ausreichend konvergiert. Bei den beiden strengeren Konvergenzkri-
terien von 10™° bzw. 10~7 zeigen sich praktisch gleiche Ergebnisse nach n; = 2 Zeitschritten, die
ebenfalls mit der analytischen Losung iibereinstimmen, was auf eine ausreichende Konvergenz bereits

bei einem Residuum von 10~° schlieBen lisst.

Allerdings werden bei einer Betrachtung der Auswertung nach ny; = 200 Zeitschritten deutliche Ab-

weichungen des experimentell bestimmten Dispersionsbeiwerts €y ., von dem Dispersionsfehler e,
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Abbildung 7.6.: Analytisch und numerisch-experimentell bestimmte Diffusions- bzw. Dispersionsbei-
werte des FV-Schemas mit voll impliziter Zeitintegration (0 = 1) als Funktion des
numerischen Phasenwinkels fiir verschiedene CFL-Zahlen und Residuen bei einer akus-
tischen Machzahl von Magy, = 1073 sowie Ma = 0 und Auswertung nach n; = 2 sowie

(nur Dispersionsfehler) n; = 200 Zeitschritten.

auch bei einem Residuum von 10~ ersichtlich, wihrend sich der Dispersionsfehler bei einem Resi-
duum von 10~7 auch mit fortschreitender Zeit (bis n; = 200) nicht &ndert. Mit einem geforderten
Residuum von 107 wird daher die FV-Domain im Folgenden gel6st, wenn nicht anders angege-

ben.

Es sei darauf hingewiesen, dass aufgrund von Fehlerfortpflanzung auch bei strengen Konvergenzkrite-
rien - wie beispielsweise einem Residuum von 10~7 - davon auszugehen ist, dass nach einer Vielzahl
von Zeitschritten (n; >> 200) die Abweichungen der Dispersion der iterativ bestimmten Losung €y ez

von der Dispersion der exakten Losung des diskretisierten Systems €, zunehmen. Gleichzeitig ist je-
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doch ein Konvergenzkriterium vorzugeben, welches von dem Losungsalgorithmus (in dieser Arbeit
PISO) erreichbar ist. Dies ist wiederum von der spezifischen Problemstellung abhéngig. Es kann an-
hand der oben angefithrten Ergebnisse jedoch festgehalten werden, dass ein kleineres Residuum als die
iiblicherweise angefiihrten GréSenordnungen von 1073...10~% zu wiihlen ist, um eine iterativ bestimmte
Losung zu erhalten, die sich in guter Niherung mit den analytischen Beziehungen fiir die spektralen
Fehler aus Abs. beschreiben lésst.

7.5.2. Einfluss der akustischen Machzahl

Im vorangehenden Abschnitt wurde gezeigt, dass die Diffusion sowie die Dispersion der beiden in dieser
Arbeit verwendeten numerischen Schemata auch bei Anwendung auf die nichtlinearen Erhaltungsglei-
chungen den unter der Annahme linearer Wellenausbreitung analytisch hergeleiteten Funktionalen ent-
sprechen, vorausgesetzt die Amplituden der sich ausbreitenden Wellen sind klein. Im Folgenden wird
der Einfluss der akustischen Machzahl und damit die Auswirkungen zunehmender Amplituden auf die

experimentell bestimmten Diffusions- und Dispersionsbeiwerte untersucht.

Dazu sind in Abb. die experimentell bestimmten Diffusionsbeiwerte €g ¢4, der drei untersuchten
CFL-Zahlen und numerischen Phasenwinkel (vgl. Tab. fiir unterschiedliche akustische Machzah-
len zu verschiedenen Auswertezeitpunkten fiir das CV-Schema abgebildet. Die analytischen Verldufe
der Diffusionsfehler nach GI. sind zum Vergleich ebenfalls dargestellt. Die Machzahl der Gleich-
stromung betrigt stets Ma = 0.

Bei einer akustischen Machzahl von Mag, = 1072 zeigt sich wie zuvor bei Ma,, = 1073 eine gute
Ubereinstimmung der experimentell ermittelten Diffusionsbeiwerte mit den analytischen Funktionalen
fiir die untersuchten CFL-Zahlen und numerischen Phasenwinkel. Bei der néchstgréfleren akustischen
Machzahl von Mag,, = 5 - 1072 werden jedoch Einfliisse der CFL-Zahl, des numerischen Phasen-
winkels ©num sowie der Anzahl an Zeitschritten n; auf die numerischen Ergebnisse deutlich. Bei der
kleinsten CFL-Zahl von CFL = 0,17 entsprechen weiterhin alle experimentellen Ergebnisse in guter
Néherung den analytischen Funktionalen. Bei den grofieren CFL-Zahlen gilt dies ausschliellich fiir
die Auswertung bei n; = 2, bei grofleren Simulationszeiten zeigen sich jedoch ebenfalls zunehmende
Abweichungen. Bei einem numerischen Phasenwinkel von ¢,um = 6 © werden bei CF L = 0,43 leichte
Abweichungen erst bei n; = 200 deutlich, wiahrend der experimentell bestimmte Diffusionsbeiwert
€d,exp el CFL = 0,86 bereits ab n; = 20 sichtbar unterhalb des theoretischen Verlaufs liegt. Bei ei-
nem numerischen Phasenwinkel von ., = 12 © zeigen sich entsprechende Tendenzen, jedoch stérker
ausgepragt. Fiir CFL = 0,43 sind in diesem Fall bereits Abweichungen ab n; = 20 zu erkennen, bei
CFL = 0,86 bereits bei n; = 2.

Die Tatsache, dass die experimentell ermittelten Amplitudenabnahmen mit den theoretischen Diffusi-

onsfehlern bei kleinen und moderaten akustischen Machzahlen von Mag;, = 1072 baw. Mag, = 1072
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Abbildung 7.7.: Analytisch und numerisch-experimentell bestimmter Diffusionsbeiwert des CV-
Schemas als Funktion des numerischen Phasenwinkels fiir verschiedene akustischen

Machzahlen, CFL-Zahlen und Auswertezeitpunkte n; sowie Ma = 0.
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sehr gut iibereinstimmen und erst bei einer gréferen akustischen Machzahl von Mag, = 5-1072 Abwei-
chungen auftreten, verleitet zu der Annahme, dass diese Abweichungen aus der zunehmenden Nichtli-
nearitét der initialisierten Welle resultieren. Mit zunehmender Nichtlinearitdt gehen zwei wesentliche
Effekte einher: zum Einen erfolgt bei grofien akustischen Machzahlen eine Abnahme der Amplitude
der Grundharmonischen durch Wellenaufsteilung (vgl. Abs. . Zum Anderen nimmt der Fehler in
der Initialisierung durch die N&herung bei der Bestimmung der Strémungsgeschwindigkeit c;n;; mit
zunehmender akustischer Machzahl zu, vgl. Abs. GL . Die Abweichung der Initiallosung
von einer Losung, die die Bestimmungsgleichungen GI. erfiillt, nimmt somit ebenfalls zu.
Dies fithrt dazu, dass die Losung wahrend der Ausbreitung der Welle gegen eine exakte Losung des
diskreten Gleichungssystems strebt. Aufgrund der Nichtlinearitit des Gleichungssystems kénnen diese

beiden Effekte nicht differenziert voneinander betrachtet werden.

Einige Beobachtungen deuten jedoch darauf hin, dass die Wellenaufsteilung der dominante Effekt
ist. Wahrend die Abweichungen zwischen der Initiallésung und einer exakten Losung des diskreten
Gleichungssystems ausschliellich von der akustischen Machzahl Ma,; abhéingig sind, existieren fiir
das Ausmafl der Wellenaufsteilung einige weitere Einflussparameter. Die Zunahme der Abweichun-
gen bei grofferen CFL-Zahlen ist ein Indiz fiir den dominanten Einfluss der Wellenaufsteilung: nach
einer gleichen Anzahl an Zeitschritten hat eine fortschreitende Welle bei zunehmender CFL-Zahl ei-
ne ebenfalls zunehmende Strecke zuriickgelegt, so dass die Welle bereits weiter aufgesteilt ist und
die Amplitude der Grundharmonischen umso mehr abgenommen hat, vgl. Abb. 2.2] Ein weiterer
Parameter fiir den dimensionslosen Abstand o, der die spektrale Zusammensetzung bedingt durch
Wellenaufsteilung bestimmt, ist die Wellenléinge A bzw. die Wellenzahl k (: 27”), vgl. Gl . Ein
zunehmender numerischer Phasenwinkel ist (bei konstanter rdumlicher Diskretisierung) gleichbedeu-
tend mit einer zunehmenden Wellenzahl. Bei dem kleinsten untersuchten numerischen Phasenwinkel
sind keine Abweichungen zwischen Theorie und numerischen Ergebnissen erkennbar. Mit zunehmen-
dem @num nehmen die Abweichungen sowohl bei CFL = 0,43 als auch bei CFL = 0,86 ebenfalls

zZUu.

Bei einer Betrachtung der Ergebnisse bei der groiten akustischen Machzahl von Mag, = 10~ zeigen
sich ebenfalls die zuvor beobachteten Tendenzen, wobei diese noch einmal deutlich stéirker ausgeprégt
sind. Die akustische Machzahl geht ebenfalls linear in den dimensionslosen Abstand o ein, so dass dieser
doppelt so groB ist im Vergleich zu Mag, = 5-1072. Die Abweichungen zwischen der Startlésung und
einer exakten Losung des diskreten Gleichungssystems nehmen ebenfalls - jedoch in unbekanntem
Mafle - zu. In diesem Fall zeigen sich auch Abweichungen im Amplitudenfehler bei der kleinsten
CFL-Zahl von CFL = 0,17 und n; = 200. Gleichzeitig konnten die Simulationen bei CFL = 0,86
und n; = 200 fiir die groBeren numerischen Phasenwinkel nicht ausgewertet werden, da lokal und
temporéar effektive CFL-Zahlen von C'FL > 1 auftreten, was zu Instabilititen bei dem expliziten

Schema fiihrt.

Bei der numerisch-experimentellen Auswertung des Diffusionsbeiwertes kann aufgrund der nichtli-

nearen gegenseitigen Wechselwirkungen nicht zwischen dem Einfluss von numerischer Diffusion, von
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Wellenaufsteilung sowie dem FEinfluss der Abweichung zwischen Startlosung und exakter Losung
des diskreten Gleichungssystems differenziert werden, so dass die gesamte Amplitudenabnahme
falschlicherweise als numerische Diffusion interpretiert wird. Eine genaue experimentelle Bestim-
mung des Diffusionsfehlers ey, der ausschliellich abhéngig von CFL, ¢y, und Schema-Parametern
abhéngt [Hir07], ist daher bei groBen akustischen Machzahlen mit der entwickelten Methode nicht

moglich.

Die experimentell bestimmten Dispersionsbeiwerte bei Variation der akustischen Machzahl sind in
Abb. den analytischen Verldufen gegeniibergestellt. Wie zuvor in Abb. bei der kleinen akus-
tischen Machzahl von Mag,, = 1073 zeigt sich auch bei einer moderaten akustischen Machzahl von
Magy, = 1072 eine gute Ubereinstimmung zwischen Theorie und numerischen Ergebnissen. Lediglich
bei der grofiten CFL-Zahl von CFL = 0,86 sind fiir n; = 200 leicht groflere Dispersionsbeiwerte
resultierend aus den numerischen Experimenten zu erkennen. Diese Abweichungen liegen jedoch in
der Gréfenordnung von 10~ und sind daher als klein zu bewerten. Allerdings zeigt sich eine leichte
Abhéngigkeit vom Auswertezeitpunkt. Die Tatsache, dass diese ausschliefilich bei der grofiten CFL-
Zahl auftritt, deutet wiederum darauf hin, dass die Abweichung von der Lauflinge abhéngt und damit

physikalisch bedingt ist.

Aufgrund der dominanten Abhéngigkeit von der akustischen Machzahl ist davon auszugehen, dass die
starken Abweichungen zwischen den experimentell bestimmten Dispersionsbeiwerten und den analyti-
schen Funktionalen fiir die Dispersionsfehler wie zuvor - im Kontext des Diffusionsfehlers - im Wesent-
lichen aus zwei Effekten resultieren: die Abweichungen zwischen Initiallosung und exakter Losung des
diskreten Gleichungssystems nehmen - wie bereits erldutert - mit zunehmender akustischer Machzahl
zu. Der Einfluss auf die Phasengeschwindigkeit der Grundharmonischen, der sich wiederum auf die ex-
perimentell bestimmten Dispersionsbeiwerte auswirkt, kann jedoch nicht quantifiziert werden. Zudem
bestehen mit zunehmender akustischer Machzahl ebenfalls zunehmende nichtlineare Wechselwirkung
zwischen der betrachteten Welle der Wellenldnge \;,;; sowie den auftretenden Hoherharmonischen
mit geringerer Wellenldnge, die eine unterschiedliche Phasengeschwindigkeit aufweisen. Dieser Effekt
kann ebenfalls nicht quantitativ beurteilt werden, die zunehmenden Abweichungen mit zunehmender
akustischer Machzahl und zunehmender CFL-Zahl sprechen jedoch fiir einen Einfluss von Oberschwin-

gungen.

Die beiden genannten Effekte konnen aufgrund der nichtlinearen Wechselwirkungen wiederum nicht
differenziert voneinander betrachtet werden. Es lidsst sich jedoch feststellen, dass auch eine ex-
perimentelle Bestimmung des numerischen Dispersionsfehlers bei grofieren akustischen Machzah-
len mit der entwickelten Methode nicht mdoglich ist. Die Untersuchungen des Einflusses der akus-
tischen Machzahl auf die spektralen Fehler des FV-Schemas weisen die gleichen Tendenzen und
Abhéngigkeiten auf. Die entsprechenden Ergebnisse sind in Anhang dargestellt. Daraus lésst sich
schlieflen, dass fiir das FV-Schema die gleichen Zusammenhénge gelten wie zuvor fiir das CV-Schema

erlautert.
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Abbildung 7.8.: Analytisch und numerisch-experimentell bestimmter Dispersionsbeiwert des CV-
Schemas als Funktion des numerischen Phasenwinkels fiir verschiedene akustischen

Machzahlen, CFL-Zahlen und Auswertezeitpunkte n; sowie Ma = 0.
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7.5.3. Einfluss der Machzahl der Gleichstromung

In diesem Abschnitt wird der Einfluss von Gleichstréomung auf die numerische Diffusion und Dispersion
durch gezielte Variation der Machzahl Ma untersucht. Dazu wird die zu untersuchende Domain wie
zuvor beschrieben initialisiert, bei der Initialisierungsgeschwindigkeit wird jedoch ein konstanter Wert
iiberlagert, so dass Gl. ((7.30]) wie folgt erweitert wird:

Pinit(T) — P

Pinit(T) — P _ Sy .
—_ - 4= ——"————+ Ma-agini 7.57
Pinit () @init(x) Pinit () Qinit () Ot ( )

Cinit(T) =
Dabei wird eine Entkopplung der Stromung und der akustischen Welle vorausgesetzt, wie in der
linearen Akustik iiblich (vgl. Abs. [2.2.1)). Erneut werden die Parameter aus Tab. untersucht. Die
Machzahl wird im Bereich von —10~! < Ma < 10~! variiert. Die Gleichstromung ist in der Auswertung
der numerischen Ergebnisse stets enthalten, daher wird Gl. (7.55)) zur experimentellen Bestimmung

des Dispersionsbeiwertes mit der Machzahl kompensiert:

Aopa
enum __ (7.58)
init * Mt - AL - Qegakt - (1 + Ma)

Die Untersuchungen des FV-Schemas ergeben weder einen Einfluss der Machzahl der Gleichstromung
auf den Diffusionsfehler noch auf den Dispersionsfehler. Die initialisierten Wellen breiten sich wie
erwartet relativ zu der iiberlagerten Gleichstromung mit den gleichen numerischen Fehlern wie zu-
vor im ruhenden Bezugssystem aus. Gleiches gilt bei den Untersuchungen des CV-Schemas fiir den

Diffusionsfehler.

Die Dispersion und damit die numerische Schallgeschwindigkeit zeigen bei dem CV-Schema jedoch
eine signifikante Abh#ngigkeit von der Machzahl der Gleichstromung. In Abb. sind die experi-
mentell bestimmten Dispersionsbeiwerte €4 q,, des CV-Schemas bei Variation von Ma zu verschie-
denen Auswertezeitpunkten abgebildet. Zudem ist die analytische Losung des Dispersionsfehlers e,
nach GI. 1} und eine empirische Ndherung fiir den Machzahl-abhéangigen Dispersionsfehler e 6 a
dargestellt.

Zunéchst wird ein deutlicher Einfluss des Auswertezeitpunkts auf das Ergebnis des Dispersionsfeh-
lers bei sémtlichen untersuchten Machzahlen deutlich. Zu Beginn der Simulation (bei n; = 2 bzw.
ny = 20) liegen die experimentell bestimmten Dispersionsbeiwerte €4 ¢4 im Bereich der analytischen
Losung des Dispersionsfehlers €4, divergieren mit zunehmender Simulationszeit jedoch sichtlich von
dieser. Die vorgegebene Startlosung ist offenbar keine Losung des nach dem CV-Schema diskretisierten
Gleichungssystems . Im weiteren Verlauf der Simulationen (bei ny = 400 bzw. n; = 800) kon-
vergieren die Losungen gegen konstante Werte, welche offenbar von der Machzahl der Gleichstromung

Ma abhiingig sind.

Die numerische Dispersion bei vorhandener Gleichstréomung scheint gegeniiber derjenigen ohne Gleich-
stromung mit einer Machzahl-abhéngigen Konstante skaliert zu werden. In Abb. ist daher eine

Approximation der experimentellen Dispersionsbeiwerte €4 ¢, abgebildet, die ausschlieBlich von dem
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Abbildung 7.9.: Analytisch und numerisch-experimentell bestimmter Dispersionsbeiwert des CV-
Schemas als Funktion des numerischen Phasenwinkels bei CFL = 0,17, Mag, = 1073
und variabler Machzahl Ma.

numerischen Dispersionsfehler €, sowie der Machzahl der Gleichstrémung Ma abhingig ist. Das Funk-

tional fiir die dargestellten empirischen Approximationen lautet:

6¢7m = 6¢ . (1 + Cmm) (759)

Dabei ist (57, = 0,6 gewéhlt. Es zeigt sich, dass die experimentell bestimmten Dispersionsbeiwerte
€p,eap ab etwa ny > 200 gut mit €, w7, tibereinstimmen und Gl. li zur Beschreibung der Dispersion

des CV-Schemas bei vorhandener Gleichstromung geeignet ist.

Die Tatsache, dass die Abhéngigkeit der Dispersion von der Machzahl der Gleichstromung bei dem
CV-Schema auftritt, jedoch nicht bei dem FV-Schema, deutet daraufhin, dass dieser Effekt nicht
methodisch bedingt ist und damit ebenfalls nicht aus der mit GI. einhergehenden vereinfa-
chenden Annahme der Entkopplung von Stréomung und akustischer Welle resultiert. Vielmehr scheint
die Machzahl-Skalierung der Dispersion somit ein Charakteristikum des CV-Schemas und damit dem

numerischen Dispersionsfehler zuzuordnen zu sein.

Die Bestimmung des als konstant angenommenen Machzahl-Skalierungsfaktors (37, kann durch um-

stellen von GIl. (7.59) und Einsetzen der experimentell ermittelten Dispersionsbeiwerte €y ¢y, aus
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Abbildung 7.10.: Experimentell bestimmter Machzahl-Skalierungsfaktor des Dispersionsbeiwertes des
CV-Schemas als Funktion der Anzahl der Zeitschritte n; bei CFL = 0,17 sowie
Mag, =1073.

Abb. @ erfolgen. Der experimentell bestimmte Machzahl-Skalierungsfaktors (77, cap ergibt sich dann

zu

Citacap = (6“5051’ - 1) — (7.60)
und ist in Abb. als Funktion der Zeitschritte n; dargestellt. Es wird deutlich, dass der experimen-
tell ermittelte Machzahl-Skalierungsfaktor nach n; = 400 Zeitschritten fiir alle untersuchten numeri-
schen Phasenwinkel und Machzahlen CM—amp ~ 0, 6 betragt. Im weiteren Verlauf der Simulationen kon-
zentrieren sich die Machzahl-Skalierungsfaktoren zunehmend um diesen Wert und liegen nach n; = 800
Zeitschritten fiir alle untersuchten ¢, und Ma bei Cm, cap = 0,6 £0,045. Unabhéngig von dem nu-
merischen Phasenwinkel und der Machzahl ldsst sich fiir CFL = 0, 17 der numerische Dispersionsfehler
des CV-Schemas also in guter Néherung mit GI. approximieren.

Abschlielend wird eine potentielle Abhéngigkeit des Machzahl-Skalierungsfaktors von der CFL-Zahl
untersucht. Die experimentell bestimmten Dispersionsbeiwerte € ., des CV-Schemas bei Ma = 1072
und Variation der CFL-Zahl sind in Abb. dargestellt. Zugunsten der Ubersicht sind lediglich die
Ergebnisse fiir ny > 200 enthalten. Weiterhin sind die skalierten Funktionale des numerischen Disper-
sionsfehlers € o 3a Dach Gl 1) abgebildet. Auch hier zeigt sich die Konvergenz gegen den skalierten

Dispersionsfehler im Verlauf der Simulation. Bei allen untersuchten CFL-Zahlen zeigt sich eine gute
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¢y57a CFL =0,17

€372 CFL =0,43

¢p57a CFL=0,86 ——

€p,eap Nt = 200 L] €peap ne =400 O €peap ne = 800 &

1,008
T 1,006
- i
5}
=
<]
Z 1,004 -
S
5
Z
8 1,002 -

1 I L L L L | L L L L | L L L L
0 5 10 15

numerischer Phasenwinkel @, [°]

Abbildung 7.11.: Analytisch und numerisch-experimentell bestimmter Dispersionsbeiwert des CV-
Schemas als Funktion des numerischen Phasenwinkels bei May, = 1073 sowie
Ma =102

Ubereinstimmung von e 6a mit den numerischen Ergebnissen fiir n; > 400. Lediglich bei dem kleinen
numerischen Phasenwinkel von ¢p.m = 1,2 © werden Abweichungen auch bei fortgeschrittener Simu-
lationszeit deutlich, diese liegen jedoch in der Gréflenordnung von weniger als einem Promill und sind

daher als klein anzusehen.

Die Skalierungskonstante (77 ist also unabhéngig von den untersuchten numerischen Parametern
Onum und CFL sowie von der Machzahl Ma selbst. Die numerische Schallgeschwindigkeit in dem ver-
wendeten CV-Schema lésst sich bei vorhandener Gleichstromung somit durch die Machzahl und eine
verfahrensinhérente Konstante mit Hilfe von GIL. ausdriicken. Die Ursache fiir diese Verédnderung
der numerischen Schallgeschwindigkeit durch eine Grundstrémung (und die Tatsache, dass dieser
Effekt bei dem verwendeten FV-Schema nicht auftritt) ldsst sich nur vermuten. Moglicherweise
ist die Gegebenheit, dass es sich um ein einseitiges Schema (Upwind) handelt, dafiir verantwort-
lich.

7.5.4. Zwischenergebnis
Abschlieflend werden die Erkenntnisse zur experimentellen Bestimmung spektraler Fehler zusammen-

gefasst und einige Richtlinien daraus abgeleitet. Fiir den Fall, dass ein zu untersuchendes numerisches

Schema sich auf die skalare Konvektionsgleichung anwenden und explizit nach den numerischen Fehlern
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umformen lésst, wie zuvor in Abs. [7.4] beschrieben, kénnen die numerische Diffusion und Dispersion
analytisch bestimmt werden. Die so bestimmten Zusammenhénge sind ausschliefSlich abhéngig von den
numerischen Parametern C'F'L und ¢y, sowie dem untersuchten Schema selbst und daher auch bei

Anwendung auf die nichtlinearen Erhaltungsgleichungen giiltig [Hir07,VB82].

Ist eine analytische Herleitung der Fehler nicht moglich, so kann die in Abs. vorgestellte Me-
thode zur experimentellen Bestimmung der spektralen Fehler angewendet werden. Die numerisch-
experimentellen Untersuchungen des CV-Schemas zeigen eine sehr gute Ubereinstimmung der experi-
mentell bestimmten Diffusions- und Dispersionsbeiwerte €4 ¢qp bzw.€p ¢p mit den analytischen spek-
tralen Fehlern e; bzw.ey fiir kleine akustische Machzahlen und in Abwesenheit von Gleichstromung.
Mit zunehmender akustischer Machzahl weichen die experimentell bestimmten Diffusions- und Dis-
persionsbeiwerte zunehmend von den Diffusions- bzw. Dispersionsfehlern ab. Die Ursache dafiir sind
nichtlineare Effekte sowie ein zunehmender Fehler in der Initialisierung der numerischen Domain. Fiir
eine belastbare numerisch-experimentelle Bestimmung spektraler numerischer Fehler sind daher kleine

Amplituden vorzugeben.

Es konnte kein Einfluss einer vorhandenen Gleichstromung (Ma > 0) auf die experimentell bestimm-
ten Diffusionsbeiwerte des CV-Schemas festgestellt werden. Die Dispersion wird hingegen signifikant
von der Machzahl der Gleichstrémung Ma beeinflusst. Es konnte fiir das CV-Schema ein empirisches
Funktional entwickelt werden, welches unter Verwendung eines (fiir das untersuchte Schema) allge-
meingiiltigen Machzahl-Skalierungsfaktors von (77, = 0,6 eine gute Ubereinstimmung mit den experi-
mentell ermittelten Dispersionsbeiwerten aufweist. Dieser Machzahl-Skalierungsfaktor kann nicht aus
der analytischen Herleitung des Dispersionsfehlers anhand der linearen Konvektionsgleichung abgelei-

tet werden und muss daher numerisch-experimentell bestimmt werden.

Bei dem untersuchten FV-Schema - wie bei jedem beliebigen impliziten Schema - ist grundsétzlich
ein ausreichend kleines Konvergenzkriterium zu wéhlen. Fiir grofle Residuen sind die Iterationsfeh-
ler so grof}, dass sich die Losung nicht entsprechend der spektralen Fehler (der exakten Lésung
der diskretisierten linearen Konvektionsgleichung) verhilt. Bei ausreichend kleinen Residuen konn-
te ebenfalls eine sehr gute Ubereinstimmung der experimentell ermittelten Diffusions- und Dispersi-
onsbeiwerte mit den spektralen Fehlern des untersuchten FV-Schemas festgestellt werden. Die Ab-
weichungen nehmen auch bei dem FV-Schema mit zunehmender akustischer Machzahl zu, so dass
fiir eine numerisch-experimentelle Bestimmung der spektralen Fehler kleine Amplituden zu wihlen

sind.

Ein Einfluss von Gleichstromung auf die Diffusion oder Dispersion des FV-Schemas konnte im Rah-
men der durchgefithrten Parametervariationen nicht festgestellt werden. Die spektralen Fehler des
untersuchten FV-Schemas kénnen somit als unabhingig von der Machzahl der Gleichstrémung Ma

angesehen werden.
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7.6. Implementierung der Kopplung

Das generelle Ziel einer Kopplungsmethode zwischen einer dreidimensionalen und einer eindimen-
sionalen numerischen Domain ist die Erhaltung von Masse, Impuls und Energie bei gleichzeitiger
Minimierung der numerisch induzierten Reflexionen an der Kopplungsstelle. Die im Rahmen dieser
Arbeit entwickelte Methode zur Kopplung numerischer Domains basiert - wie zuvor beschrieben - auf
der Angleichung der numerischen Wellenausbreitungseigenschaften. Sich ausbreitende Wellen verhal-
ten sich bei angepassten Impedanzen in der ersten Domain (vor der Kopplungsstelle) genauso wie in
der zweiten Domain (hinter der Kopplungsstelle). Durch eine geeignete Ubergabe von physikalischen
Groflen zwischen den Domains kann somit erreicht werden, dass akustische Wellen die Kopplungs-
stelle ungestort passieren. Wie jedoch zuvor in Abs. gezeigt, ist fiir beliebige Stromungsprofile
in der 3D-Domain eine konstante Impedanz bei der Transformation zwischen 3D und 1D nicht mit

Konservativitdt in allen Erhaltungsgréfien vereinbar.

In diesem Abschnitt wird anhand des vereinfachten Falls einer 1DFV /1DCV-Kopplung erldutert, wel-
che Stromungsgrofien auf welche Art und Weise zwischen den Domains iibergeben werden und wie
diese in den beiden gekoppelten Losern FLOAT und rhoPimple FOAM verarbeitet werden. Fiir
diesen Sonderfall sind sowohl die Konstanz der Impedanz als auch die Konservativitit in allen Erhal-
tungsgrofen erfiillt, vgl. Abs. Der einzige Unterschied bei einer 3DFV /1DCV-Kopplung ist die
Transformation zwischen den Stromungsgeschwindigkeiten csppy (1) und c1pey, die spéter in Abs.
[7.8] detailliert behandelt wird.

Um die Konstanz der Impedanz zwischen den gekoppelten Domains sicherzustellen, werden im Rah-
men der Kopplung die primitiven Variablen zwischen den Domains iibergeben. Fiir die Ubergabe der
StrémungsgroBen werden Geisterzellen bzw. Uberlappzellen verwendet (vgl. dazu bspw. [Deil5]). Da-
bei werden im Bereich der Kopplungsstelle die beiden Domains um m Zellen (fiir m € NT) iiberlappt.
Die Zuordnung der iiberlappenden Zellen bei der in dieser Arbeit entwickelten Methode ist in Abb.
exemplarisch am Beispiel zweier eindimensionaler Domains skizziert. Die ausgetauschten Varia-
blen beziehen sich - wenn nicht explizit anders erwéhnt - stets auf die gleiche Zeitebene in beiden

Domains.

Bei dem CV-Verfahren - wie auch bei jedem anderen expliziten FD-Verfahren - sind lediglich die
StromungsgroBen des mit dem Randpunkt der CV-Domain (i¢y,;) rdumlich korrespondierenden Zell-
zentrums der F'V-Domain erforderlich. Die Stromungsgréfien an diesem Punkt werden durch die Lésung
der FV-Domain am Punkt iy, ersetzt und fungieren an dieser Stelle als Randbedingung der CV-
Domain. Das Innere der CV-Domain (ohne den Randpunkt icy;) kann somit unmittelbar geldst

werden.

Es wird vorausgesetzt, dass die beiden Domains im Bereich der Kopplungsstelle in Wellenausbrei-
tungsrichtung eine dquidistante Diskretisierung aufweisen, die rdumlichen Schrittweiten der gekoppel-
ten Domains miissen jedoch nicht zwangsléaufig gleich sein. Wie spéter in Abs. gezeigt wird, ist die

rdumliche Auflésung in Wellenausbreitungsrichtung bei angepassten numerischen Impedanzen in der
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Uberlappzellen
Azpy LRV, k—m LRV, k—m+1 LFVk LRV k+1
) ) ) ) 1l )
— = ——— o C—@---------- *—c—e O e-----
iov, icv,2 icv,3 IoVp—1 oV 1CVp+1

e Zellzentrum (FV)/Gitterpunkt (CV) O interpolierter Punkt [0 Randzellfliche

Abbildung 7.12.: Austausch der Stromungsgrofien bei der Kopplung einer FV-Domain (oben) und

einer CV-Domain (unten).

Regel in beiden Domains unterschiedlich. Aus diesem Grund liegen die Gitterpunkte der CV-Domain
und die Zellzentren der FV-Domain (auler icy,1 und ipy ) nicht auf derselben x-Koordinate. Die
Variablen, die an die FV-Domain {ibergeben werden, werden daher zuvor innerhalb der CV-Domain
linear zwischen den entsprechenden Gitterpunkten interpoliert. Daraus ergibt sich als weitere Voraus-
setzung, dass die rdumliche Auflosung des CV-Schemas nicht grofier als diejenige des F'V-Schemas ist
(Azcy < Azpy). Diese Voraussetzung ist jedoch fiir die hier untersuchten Schemata aufgrund der

starken numerischen Diffusion des CV-Schemas (mit erster Ordnung in Raum und Zeit) immer erfiillt,

vgl. Anhang

Die Randbedingung einer FV-Domain wird in der Regel auf einer Zellfliche definiert. Die Ubernahme
der Stromungsgrofien aus der CV-Domain in die Zellzentren der FV-Domain ersetzt daher nicht (wie
in der CV-Domain) die Vorgabe einer Randbedingung, welche fiir simtliche Variablen - p, ¢ und T' - an
der Randzellfliche RBpy definiert werden muss. Zwei unterschiedliche Ansétze fiir den Umgang mit
der Randbedingung der FV-Domain an der Kopplungsstelle (RBpy in Abb. werden im Rahmen

dieser Arbeit untersucht und im Folgenden erlautert:

e Riickkopplung der Stromungsgréfien aus der CV-Domain durch Vorgabe der primitiven Variablen

und des Massenstroms 7 an der Randbedingung RBpy (Flussvorgabe, kurz: RdF')

e Riickkopplung der StrémungsgroBen aus der CV-Domain durch Ubergabe der primitiven Varia-
blen in die Zellzentren der FV-Domain und Vorgabe der Groflen an der Randbedingung RBpy

durch Extrapolation aus der inneren FV-Domain (kurz: RAE)
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7.6.1. Riickkopplung durch Flussvorgabe

Bei der Riickkopplung durch Flussvorgabe besteht der grundlegende Ansatz darin, den Informati-
onsfluss von der CV- in die FV-Domain iiber die Randbedingung RBpy zu realisieren. Dazu werden
die primitiven GroBen (p, ¢, T') 5 By SOwie der Massenstrom 7igp,.,, an die Randbedingung iibergeben.
Aufgrund der impliziten Formulierung des FV-Schemas muss die CV-Domain basierend auf den Grofien
einer bekannten Zeitebene n zuerst fiir die unbekannte Zeitebene n + 1 gelost werden. Anschliefend
werden aus den Stromungsgréfien innerhalb der CV-Domain entsprechend der rdumlichen Diskreti-
sierungsvorschrift der FV-Domain (lineare Interpolation) die StromungsgréBen am Ort von RBpy in
den Zeitschritten n sowie n + 1 bestimmt. Durch die geforderte dquidistante Diskretisierung ergibt

sich fiir eine Stromungsgrofie ¢:

Oty (iFvie) + ¢¢y (iFvies1)

QST]L%BFV — 5 sowie (7.61)
ntl/- n+1/,
P Sey (iFvie) +2¢cv (irvie+1) (7.62)

Die mit den Zellzentren der FV-Domain rdumlich korrespondierenden Gréflen in der CV-Domain
ocv(ipvk) sowie ¢ov (ipyk+1) werden bei unterschiedlichen réumlichen Schrittweiten der gekoppel-
ten Domains wiederum im Voraus linear interpoliert. Es sei anzumerken, dass der Punkt ipy 41
in der FV-Domain nicht existiert, sondern lediglich als geometrische Position zur Bestimmung der
an RBpy zu iibergebenden Zellflichengréflen angenommen wird. Entsprechend des Gewichtungs-

faktors der Zeitintegration Opy wird die zeitliche Gewichtung der Stréomungsgrofien vorgenom-

men:
n—on+l _ n+1 n

Die so berechneten primitiven Variablen pTH”+1 ntt TTH"Jr1 sowie der Massenstrom /"1

’ RBFV ’ RB v

werden schlieflich an der Randbedingung RBpgy zur Berechnung der unbekannten Zeitebene n + 1
der FV-Domain vorgegeben. Es sei darauf hingewiesen, dass der Massenstrom in OpenFOAM stets
Teil der Losung ist. Wahrend die primitiven Groéflen an der Randbedingung wihrend der Losung
des Zeitschritts n + 1 konstant bleiben, weicht der Massenstrom nach dem Losen leicht von dem

vorgegebenen Wert ab.

Aufgrund der Tatsache, dass zur Bestimmung der Gréen an der Randbedingung ¢’ B"H die Losung
in der CV-Domain zum Zeitschritt n + 1 bereits bekannt sein muss, ist eine zusitzliche Uberlappzelle
fiir die FV-Domain erforderlich und damit m = 1 in Abb. Die Stromungsgrofien im Punkt icy
werden durch die Gréflen im Punkt igyj_,, vorgegeben und sind daher nicht vor dem Losen der
Zeitebene n + 1 in der FV-Domain bekannt. Durch die Verwendung einer Uberlappzelle kann der
Zustand an der FV-Randbedingung RBpy anhand der Stromungsgréflen der inneren CV-Domain,
die bereits zum Zeitpunkt n + 1 bekannt sind, berechnet werden. Die Stromungsgréfen in der Zelle
iy, zum Zeitpunkt n werden mit den rdumlich korrespondierenden Gréflen der CV-Domain bzw.

interpolierten Groflen zum Zeitpunkt n ersetzt.
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Wie bereits erldutert, miissen die gekoppelten Domains bei RdAF zeitlich versetzt gelost werden.
Ein Flussschema der Dateniibergabe und Synchronisation der beiden Loser ist in Abb. dar-
gestellt. Der Datenaustausch erfolgt iiber die Textdateien dataF'V und dataCV, mithilfe derer die
zu tibergebenden Stromungsgrofien exportiert bzw. importiert werden. Die Synchronisation der Loser
erfolgt iiber die Dateien lockF'V und lockCV, die gewihrleisten, dass die Loser erst nach erfolgreichem

Export des jeweils anderen Losers die Daten importieren.

Die Berechnung eines neuen Zeitschritts n + 1 erfolgt stets zunédchst innerhalb der CV-Domain. An-
schlieBend werden die rdumlich interpolierten Gréfien zur Ubergabe an das Zellzentrum i FVk Zum
Zeitpunkt n sowie die rdumlich und zeitlich interpolierten Groflen nach GI. zur Ubergabe an
die Randzellfliche RBpy exportiert (dataCV'). Durch das Loschen der (im vorherigen Zeitschritt er-
stellten) Datei lockF'V wird dem sich in der Warteschleife befindlichen FV-Loser signalisiert, dass der
Wartezustand beendet ist. Durch das Erstellen der Datei lockC'V versetzt sich nun der CV-Loser in

den Wartezustand.

Der FV-Loser importiert die Daten aus dataCV und setzt diese an das Zellzentrum ipy; und
die Randzellfliche RBpgy. Somit kann der Zeitschritt n + 1 in der FV-Domain berechnet und die
StromungsgroBen aus der Zelle ipy;—1 (da m = 1) zum Zeitpunkt n + 1 exportiert werden (dataF'V').
Durch das Léschen der Datei lockC'V wird nun die Warteschleife des CV-Losers beendet und der FV-
Loser versetzt sich mit dem Erstellen von lockF'V wiederum selbst in den Wartezustand. Der CV-Loser

berechnet dann den nachsten Zeitschritt und der Ablauf wiederholt sich.

7.6.2. Riickkopplung durch Zellzentren und Extrapolation

Bei dem zweiten untersuchten Ansatz werden die primitiven Gréflen der CV-Domain nach dem Ldsen
der inneren CV-Domain in der Zeitebene n + 1 in m € N7 {iberlappende Zellzentren der FV-Domain
in der Zeitebene n+1 {ibergeben, vgl. Abb. Die Ubergabe von der CV- an die FV-Domain erfolgt
somit analog zu der Ubergabe von der FV- an die CV-Domain am Randpunkt icy,1 der CV-Domain.
Die Groflen an der Randbedingung RBpy werden durch Extrapolation aus der inneren FV-Domain
bestimmt. Im Gegensatz zu der RdF kénnen die gekoppelten Domains in diesem Fall gleichzeitig gelost

werden.

Ein detailliertes Flussschema der RdE ist in Abb. dargestellt. Der Datenaustausch sowie die
Synchronisation der Loser erfolgt - wie zuvor - {iber Textdateien. Zunéichst werden beide Domains fiir
den gleichen Zeitschritt (n + 1) gelost und exportieren die relevanten Grofien aus diesem Zeitschritt
in die Dateien dataF'V bzw. dataCV. Der FV-Loser wird nun in den Wartezustand versetzt bis
der CV-Loser die Datei lockC'V erstellt. Dadurch wird sichergestellt, dass beide Loser zunéchst die
Daten exportieren. Wihrend sich der CV-Loser nun im Wartezustand befindet, importiert der FV-
Loser die Daten aus dataCV. Durch das Erstellen der Datei lockF'V wird der Wartezustand des
CV-Losers beendet, welcher nun die Daten aus dataF'V importiert. Anschlieend wird durch Loschen

der Datei lockFV der neuerliche Wartezustand des FV-Losers beendet und der néchste Zeitschritt
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FV-Léser CV-Loser
‘ ) v
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nund n + 1 (dataCV)
16sche lockF'V
erstelle lock-Datei lockC'V

i

importiere dataCV L
in Zeitebene n fiir ipy, und priife auf lockC'V 4
an RBpy firn — n + 1

!

[ berechne Zeitschritt n + 1 J
exportiere Variablen aus
Zeitebene n + 1 (dataFV')
16sche lock-Datei lockC'V
erstelle lock-Datei lockF'V

L importiere dataF'V in Zeitebene n + 1
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|
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n + 1 und n + 2 (dataCV')

}
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v
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!
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T
!

v

Abbildung 7.13.: Flussdiagramm fiir die Riickkopplung durch Flussvorgabe.
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FV-Léser CV-Léser
v v
[ berechne Zeitschritt n + 1 J [ berechne Zeitschritt n + 1 J
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exportiere Variablen aus exportiere Variablen aus
Zeitebene n 4+ 1 (dataFV) Zeitebene n + 1 (dataC'V)

\ 4

priife auf lockCV

v
erstelle lock-Datei lockCV

v
priife auf lockF'V

importiere dataC'V in Zeitebene n + 1
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v
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)

v
.............. l6sche lock F'V

v
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Abbildung 7.14.: Flussdiagramm fiir die Riickkopplung durch Zellzentren und Extrapolation.
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wird wiederum in beiden Loésern parallel berechnet. Der letzte Synchronisationsvorgang dient dazu,
sicherzustellen, dass beide Loser die Daten des aktuellen Zeitschritts importiert haben, bevor der

néchste Zeitschritt berechnet und exportiert wird.

Bei der impliziten Formulierung und der daraus resultierenden iterativen Losung mit der Druckkorrek-
turmethode der F'V-Domain wird nicht nur das randnéchste Zellzentrum i gy ; von der Randbedingung
beeinflusst. Durch die Losung in mehreren Iterationsschritten wirkt sich diese auch auf die angrenzen-
den Zellen im Inneren der Domain aus. Bei einer angenéherten Randbedingung - wie der Extrapolation
aus dem Inneren der Domain - kénnen daher Stérungen durch diese Randbedingung induziert werden.
Um diesen Einfluss der Randbedingung weitestmoglich auszuschlieflen, werden daher zwei Parameter

fiir die RdE untersucht:

e Grad der Extrapolation fiir die Bestimmung der Randwerte bei RBpy

e Anzahl der Uberlappzellen m zur Variation des Abstandes der Randbedingung RBpy von der

inneren, nicht iiberlappenden FV-Domain

Dazu werden zwei FV-Domains gekoppelt, mit identischen Parametern diskretisiert und gelost. Die
Losung an der Kopplungsstelle wird mit einer Referenzlésung, der Simulation einer durchlaufen-
den Welle durch eine FV-Domain mit ebenfalls identischen Parametern verglichen. Jegliche Abwei-
chungen in den Loésungen sind somit auf die angeniherte Randbedingung an der Kopplungsstelle

zuriickzufiihren. Die Ubergabe der Variablen bei der Kopplung zweier FV-Domains (1/2) ist in Abb.
dargestellt.

11,1 11, k—2m+1 1 k—m 1 k—m+1 "k
m ° ° ° ° ° o B
A A RB,
FEinlass
v v
RBQ m ° ° ° °
12’1 i27m ZQ,m—i—l 7/2,27'71

Abbildung 7.15.: Austausch der Stromungsgréfien zwischen zwei gekoppelten FV-Domains.

Fiir die Validierung der Implementierung der Kopplungsstelle in dem FV-Léser werden exemplarisch
zwei eindimensionale FV-Domains der Lange | = 2 m +mAx mit einer konstanten rdumlichen Diskre-

tisierung von Az = 0,04 m gekoppelt gelost. Am Einlass von Domain 1 wird eine Schallwelle mit einer
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akustischen Machzahl von Magi gin = 102 und einem numerischen Phasenwinkel von ¢y, ~ 21

durch folgenden zeitlichen Geschwindigkeitsverlauf angeregt:

coin(t) = 0,343 % csin (27 fg-t) mit fg =500 Hz (7.64)

Fiir den Druck pg;, sowie die Temperatur Tg;, wird am Einlass ein Gradient von 0 (zeroGradient)
vorgegeben, so dass sich ein mit der Geschwindigkeit korrelierender harmonischer zeitlicher Verlauf
dieser Groflen am Eintritt einstellt. Diese Nullgradientenvorgabe widerspricht dem sich real einstel-
lenden ebenfalls harmonischen rdaumlichen Verlauf von Druck und Temperatur an dieser Stelle. Im
Rahmen von Testsimulationen konnte jedoch gezeigt werden, dass sich nach wenigen Zellen Abstand
von der Randbedingung ein physikalisch sinnvolles akustisches Feld mit gleichphasigen Schallfeld-
grofBen Druck und Schnelle einstellt, so dass ein Gradient von null eine geeignete Randbedingung am
Eintritt darstellt. Der Zeitschritt betrigt At = 2- 1075 s. Der Testfall wird mit unterschiedlichen
Anzahlen an Uberlappzellen von m = 1...5 gerechnet. Weiterhin wird die Vorgabe der Randbedin-
gungen an der Kopplungsstelle (RB; bzw. RBs) variiert. Es wird eine Extrapolation nullten Grades,
was einer zeroGradient-Bedingung entspricht, sowie eine quadratische Extrapolation (zweiten Grades)

untersucht.

Die Parametervariation wird anhand des Betrags des Reflexionskoeffizienten |r| an der Kopplungs-
stelle ausgewertet, da bei (beziiglich des Schemas und der Schrittweite) identisch diskretisierten Do-
mains sdmtliche auftretenden Reflexionen auf die angenédherte Randbedingung an der Kopplungsstelle
zuriickzufiihren sind. Die Auswertung erfolgt im Punkt ¢ y_,,—1 (vgl. Abb. und damit der ersten
nicht direkt durch die Kopplung beeinflussten Zelldﬂ Fiir die Bewertung der Reflexionseigenschaften
der Kopplungsstelle wird ein zeitlicher Bereich ausgewertet, in dem die angeregte Welle die Kopplungs-
stelle passiert hat, so dass sich fiir den Beginn des Auswertezeitfensters tepq min folgende Bedingung
ergibt:
I 1

teva min > —— 1+ 7 7.65
’ Anum fa ( )

Der Zusatz von einer Periode der angeregten Welle dient dazu, eine zeitlichen Abstand zur Wellen-
front herzustellen und so sicherzustellen, dass an der Kopplungsstelle ein eingeschwungener Zustand
vorliegt. Dieser temporéar und lokal eingeschwungene Zustand endet, wenn Reflexionen von einer der
Randbedingungen zuriick an die Kopplungsstelle gelangen. Fiir das Ende des Auswertezeitfensters

ergibt sich daher folgender Ausdruck:

lh U1 +21
teva,max < mzn{ 34 , L} (766)

Anum Anum

Innerhalb des Auswertezeitfensters entspricht das akustische Feld vor der Kopplungsstelle einer
Uberlagerung der einlaufenden Welle und der an der Kopplungsstelle entstehenden Reflexionen der-
selben. An einer ideal reflexionsfreien Kopplungsstelle ist die Losung somit identisch mit der Re-
ferenzlosung, die sich bei Simulation einer FV-Domain (der Referenz) mit denselben numerischen

Parametern ergibt.

'Da die GroBen der Zelle i1 x—m durch die Fliisse beim Lisen der FV-Domain direkt von den Gréflen in der Zelle

i1,k—m+1 abhéngig sind, wird die Zelle 41—, auch als direkt von der Kopplung beeinflusst aufgefasst.
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7.6. Implementierung der Kopplung

Die evaluierten Losungen des Druckes peyq(t) im Auswertezeitraum stellen - wie bereits erw#hnt - eine
Uberlagerung der einlaufenden Welle und der Reflexionen dar. Die einlaufende Welle éein ist dabei
identisch mit der Referenzlosung ]jre I In Form von komplexen Amplituden lisst sich der Druck vor

der Kopplungsstelle somit mithilfe des Reflexionskoeffizienten ausdriicken:

Do =P

Zeva Zein

(I+r) =P, (1+1) (7.67)

Durch Fouriertransformation der Referenzlosung und der gekoppelten Losungen lisst sich der Refle-

xionskoeffizient an der Kopplungsstelle bestimmen zu:

r = Zeva _ (7.68)

Bref

Im Folgenden wird der Betrag des Reflexionskoeffizienten betrachtet:

Beva -1

Bref

(7.69)

r=lr|=

Die Reflexionskoeffizienten der eindimensionalen FV/FV-Kopplung sind in Abb. iiber der An-
zahl an Uberlappzellen m dargestellt. Bei einer Extrapolation nullten Grades zeigen sich bei einer

Uberlappzelle Reflexionen von nahezu einem Prozent.

Extrapolation nullten Grades —o—
Extrapolation zweiten Grades -O-
1072 ¢ :
g ®
e
‘:‘ 10 3 E () -
+~
=
o5}
.&E
1074 o 4
=
=
S O-=--==-=-un=- O----------- O----
M
< 107°
= :
10~6 | | | | |

1 2 3 4 )
Anzahl an Uberlappzellen m [—]

Abbildung 7.16.: Reflexionskoeffizienten akustisch vor der Kopplungsstelle bei eindimensionaler

FV/FV-Kopplung und Riickkopplung mit Zellzentren und Extrapolation.
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7.7. Reflexionsminderung durch numerische Impedanzanpassung

Bis zu m = 4 nehmen die Reflexionen stark ab, zwischen m = 4 und m = 5 sind nur noch leichte
Unterschiede auszumachen, der Reflexionskoeffizient fiir m = 5 liegt bei r ~ 6 - 107¢ und ist damit
als vernachlédssigbar klein zu bewerten. Bei der Extrapolation zweiten Grades ergeben sich bereits
fiir geringe Anzahlen an Uberlappzellen Reflexionen in der GréfSenordnung von 7 ~ 107%...10~°. Eine
Erhohung der Anzahl an Uberlappzellen hat jedoch nur geringe Auswirkungen. Bei m = 5 liegen die

Reflexionen mit  ~ 10~° nahe denjenigen mit Extrapolation nullten Grades.

Die Ursache fiir die Beobachtung, dass bei m = 4 und m = 5 die Reflexionen bei Extrapolation
nullten Grades sogar unterhalb derer bei Extrapolation zweiten Grades liegen, kann nicht geklart
werden. Moglicherweise spielen bei derart geringen Abweichungen die Iterationsfehler (bei einem RMS-
gemittelten Residuum von 10~7) eine Rolle. Aufgrund der geringen Reflexionen wird im Folgenden bei
der Riickkopplung mit Extrapolation eine Anzahl an Uberlappzellen von m = 5 und eine Extrapolation

nullten Grades (zeroGradient) verwendet.

7.7. Reflexionsminderung durch numerische Impedanzanpassung

Im Folgenden wird die Methode zur Anpassung der numerischen Impedanzen anhand der zuvor er-
mittelten spektralen Fehler erldutert. Die Kopplungsmethode wird anschliefend anhand generischer
Testfélle validiert. Dazu werden zunéchst reibungsfreie Simulationen mit monofrequenter Anregung
und Kopplung von zwei eindimensionalen Domains (1IDFV/1DCV) durchgefiihrt und der Einfluss
relevanter numerischer und physikalischer Einflussparameter auf das Reflexionsverhalten der Kopp-
lungsstelle analysiert. Danach werden Moglichkeiten zur spektralen Anpassung bei Anregung mit
Oberschwingungen vorgestellt und ebenfalls anhand generischer Testfille evaluiert. Die multidimen-
sionale Kopplung (3DFV/1DCV), deren wesentlicher Unterschied zu der 1DFV/1DCV-Kopplung in
der erforderlichen 3D/1D-Transformation des Profils der Stromungsgeschwindigkeit besteht, wird an-
schlielend in Abs. [Z.8 behandelt.

7.7.1. Anpassung der numerischen Impedanz bei monofrequenter Anregung

Zur Minimierung der Reflexionen an der Kopplungsstelle miissen - wie in Abs. erldutert - die beiden
fundamentalen Kopplungsbedingungen GI. sowie Gl erfiillt werden. Es wird vorausge-
setzt, dass die zu koppelnden Domains (F'V/CV) mit dem selben Zeitschritt gelost werden, d.h. es gilt
Atpy = Atoy. Des Weiteren wird im Bereich der Kopplungsstelle eine dquidistante Diskretisierung

in Wellenausbreitungsrichtung in beiden Domains vorausgesetzt.

Ein eindimensionales, monofrequentes physikalisches Wellenausbreitungsproblem ist durch eine Grund-
frequenz fg respektive die entsprechende Kreiswellenzahl charakterisiert:

fe
Gexakt (1 + Ma)

kG,eazakt =360 ° (770)
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7.7. Reflexionsminderung durch numerische Impedanzanpassung

Durchlduft eine harmonische Welle der Grundfrequenz fg eine numerische Domain, so breitet sich
diese innerhalb der Domain mit der Kreiswellenzahl

fa
Anum (1 + M)

kG mum = 360 ° (7.71)

aus. Nach GL und Gl. bzw. Gl ldsst sich bei gegebener Wellenzahl der numerische
Phasenwinkel und damit der Diffusionsfehler €; sowie die numerische Dampfungskonstante aqm, (vgl.
Gl ) in einer numerischen Domain durch die rdumliche Auflésung in Wellenausbreitungsrichtung
Az variieren. Bei einem gegebenen ¢y, in einer der gekoppelten Domains (bspw. F'V) ldsst sich
somit durch geeignete Anpassung der rdumlichen Diskretisierung in der zweiten Domain (bspw. CV')

die numerische Dampfungskonstante anpassen.

Sei die Grundfrequenz der Anregung fg sowie die Zeitschrittweite At gegeben, so sind iiber die
raumliche Schrittweite der FV-Domain Azpy die Parameter CFLpy und @pum,rv ebenfalls defi-
niert. Die spektralen Fehler €4 py sowie €4 py und damit apym, pv SOWie apym,rpy und entsprechend
kG num,rv sind dann ebenfalls festgelegt. Nach GI. muss dann zur Erfiillung der ersten Kopp-
lungsbedingung Gl. fir die Parameter in der CV-Domain gelten:

kG num,CV !
’ : Inlegoy) = « FV 7.72
@num,CV . CFLCV ( 5 V) num, ( )

kG,num,CV
Pnum,CV * Cnum,FV

Anum,CV = —

< CFLoy = — ln(ed,cv) (7.73)

Uber die Definition der CFL-Zahl ergibt sich eine weitere Bedingung

— At
CFLCV - anum,CV (1 + MQ) - kG,num7C’V 5 (774)
Pnum,CV

so dass - unter der Voraussetzung kg num,rv L kG num,cv - GL. (7.7317.74) nach CF Loy und @num,cv

gelost werden konnen. Mit den dadurch ermittelten Parametern ist die erste fundamentale Kopplungs-
bedingung Gl. (7.14) erfiillt. Gleichzeitig liegen damit €4 cv und eq oy fest.

Die zweite fundamentale Kopplungsbedingung lésst sich iiber eine Manipulation der Schallgeschwin-
digkeit in der CV-Domain aegzert,cv, die explizit in den Bestimmungsgleichungen GI.
auftritt, erfiillen. Unter der Voraussetzung, dass an der Kopplungsstelle kein Sprung in den ther-
modynamischen Variablen auftritt (vgl. Abs. , gilt Qepakt,cV = Qegakt,FV = Qegakt- Fiir glei-
che Ausbreitungsgeschwindigkeiten in den numerischen Domains muss unter Beriicksichtigung des
Machzahl-Skalierungsfaktors des CV-Schemas (37, (vgl. Abs. folgender Zusammenhang gel-

ten:
— !
Ca,CVEd),CV (1 + CmMa) Qegxakt = €p,FV * Qexakt (775)

Samtliche Groflen in Gl. (7.75)) sind festgelegt, mit Ausnahme des Skalierungskoeffizienten in der CV-

Domain (, cv. Aufgelost ergibt sich damit fiir (, cv:

€4 FV
Caov = V. (7.76)
es.ov (1+ GgrzMa)

116



7.7. Reflexionsminderung durch numerische Impedanzanpassung

Wird die Schallgeschwindigkeit in den Bestimmungsgleichungen Gl. mit dem Skalierung-
koeffizienten (, cv multipliziert, so ist auch die zweite fundamentale Kopplungsbedingung GI.
erfiillt. Bei derart angepassten numerischen Parametern ergeben sich in beiden gekoppelten Domains
gleiche Dampfungseigenschaften sowie gleiche numerische Schallgeschwindigkeiten und damit gleiche
numerische Impedanzen, so dass geméfl der Theorie der numerischen Impedanzanpassung die Refle-

xionen an der Kopplungsstelle minimiert werden.

7.7.2. Reflexionen bei reibungsfreier 1DFV /1DCV-Kopplung mit monofrequenter
Anregung

Die zuvor erlauterte spektrale Anpassung der Domains wird zunichst anhand eindimensionaler, rei-
bungsfreier Testfille validiert. Dazu werden eine FV-Domain und eine CV-Domain wie in Abb.
dargestellt gekoppelt und bei Variation numerischer sowie physikalischer Parameter simu-

liert.

Generisches 1DFV/1DCV-Modell

Die FV-Domain weist eine Linge von lpy = 2 m zuziiglich der Uberlappzellen auf und wird mit einer
konstanten raumlichen Schrittweite von Az gy = 0,02 m diskretisiert. Das Verhéltnis der numerischen
Démpfungskonstanten &; (vgl. Gl. (7.14)) wird anhand der réumlichen Auflésung in der CV-Domain
Axcy variiert. Die Lange der CV-Domain betrigt ebenfalls loy ~ 2 m, wobei diese aufgrund der
Variation von Axzcy leicht variiert, da loy bei dquidistanter Diskretisierung stets ein ganzzahliges von
Axcy betragen muss. Die zeitliche Schrittweite betragt At = 107° s, so dass sich in der FV-Domain
(bei Simulationen ohne Stromung) eine CFL-Zahl von CFL = 0,172 ergibt.

Am Einlass der FV-Domain wird ein harmonischer Geschwindigkeitsverlauf cg;y,(t) mit einer Anre-
gungsgrundfrequenz vorgegeben, die - wenn nicht anders erwéhnt - fg = 500 Hz betrigt. Fiir den
Druck pgin und die Temperatur Tg;, wird - wie zuvor - ein Gradient von null als Randbedingung vor-
gegeben, vgl. Abs. Am Austritt wird ein konstanter Druck von p4,s = 10° Pa vorgegeben. Beide
Domains werden bei simtlichen Simulationen mit einem Druck von p;,;: = 10° Pa sowie einer Tempe-
ratur von Tj,;; = 293,15 K initialisiert. Die Initialisierungsgeschwindigkeit, wie auch der Gleichanteil
der Eintrittsgeschwindigkeit, betréigt bei Simulationen ohne Gleichstréomung ¢t = €gin = 0 % und
bei Simulationen mit Grundstrémung der mit der Machzahl der Gleichstrémung korrespondierenden
Geschwindigkeit cinit = Crin = Ma - Gegare- Das Verhiltnis der numerischen Schallgeschwindigkeiten
&a (vgl. GL ) wird mit Hilfe des Skalierungskoeffizienten fiir die Schallgeschwindigkeit (, cv (vgl.
Gl (7.76)) angepasst. Als Fluid wird bei siimtlichen Simulationen Luft als ideales Gas modelliert. Die
Auswertung der Reflexionen bei den nachfolgenden Parametervariationen erfolgt wie zuvor in Abs.
erldutert und wird im Punkt ¢py_y,—1 in Abb. durchgefiihrt.
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7.7. Reflexionsminderung durch numerische Impedanzanpassung

Vergleich der Ansdtze zur Riickkopplung

Zunéchst wird ein Vergleich der untersuchten Ansétze zur Riickkopplung der Informationen aus der
CV-Domain und den damit einhergehenden Umgang mit der Randbedingung RBpy in Abb. vor-
genommen. Dazu werden gekoppelte Simulationen mit RdF nach Abs. sowie mit RAE (m = 5,
zeroGradient, vgl. Abs. fiir einen numerischen Phasenwinkel von ¢pym ryv = 10,49 °, eine
akustische Machzahl von Mag, = 1073 sowie Ma = 0 durchgefiihrt. Es werden zwei unterschiedliche
rdumliche Diskretisierungen in der CV-Domain untersucht. Zum Einen der Fall identischer rdumlicher
Schrittweiten in beiden Domains Azpy = Azey und zum Anderen die angepasste raumliche Schritt-
weite in der CV-Domain, fiir die sich £; = 1 ergibt. Fiir beide Fille wird der Skalierungskoeffizient fiir
die Schallgeschwindigkeit (, cv und damit das Verhéltnis der numerischen Schallgeschwindigkeiten &,

variiert. Ausgewéhlte Kombinationen fiir die numerischen Vorgabeparameter Azcy sowie (, ¢y und

korrespondierenden dimensionslosen Anpassungsparameter &5 = % sowie &, = % sind in
Tab. zusammengefasst.
Azcy [m] | &a[~] | §a(Caov =1) [=] | Cov (§a=1) [-] | Ynumcv [?] | CFLov [-]
0.02 4.9 1,0029 0,9972 10,49 0,1715
0.006825 1,0 1,0059 0,9941 3,57 0,5031

Tabelle 7.3.: Anpassungsparameter und numerische Parameter der CV-Domain bei spektraler Anpas-

sung mit @yum rv = 10,49 °, CFLpy = 0,172 und Variation von Azcy .

Die Ergebnisse der Simulationen sind in Form des Betrages des Reflexionskoeffizienten r als Funk-
tional des Verhiltnisses der numerischen Schallgeschwindigkeiten &, in Abb. dargestellt. Als
Referenz zur Bestimmung des Reflexionskoeffizienten dient wiederum eine reine FV-Simulation. Die
Simulation mit identischen numerischen Vorgabeparametern (Azpy = Azcy sowie (op = 1) ist
jeweils mit einem ) markiert. Die Reflexionskoeffizienten fiir £; = 4,9 verlaufen qualitativ gleich
und unterscheiden sich auch quantitativ kaum, wobei die Reflexionen fiir RdF im untersuchten
Bereich leicht unterhalb derer bei RdFE liegen. Beide Verldufe sind monoton, so dass kein Mini-
mum der Reflexionen im untersuchten Intervall von £, auftritt. Signifikante Unterschiede zwischen
den Ansédtzen zur Riickkopplung sind bei gleicher rdumlicher Diskretisierung der gekoppelten Do-
mains nicht ersichtlich. Die Reflexionskoeffizienten bei identischen Vorgabeparametern (§)) liegen bei
r=5..6-1075.

Die Reflexionen bei angepasster raumlicher Diskretisierung hingegen zeigen signifikante Unterschie-
de in Abhéngigkeit des Ansatzes zur Riickkopplung. Bei RdF' verlaufen die Reflexionskoeffizienten
in dem untersuchten Bereich des Verhéltnisses der numerischen Schallgeschwindigkeiten &, in der
Groflenordnung der unangepassten Domains. Ein Minimum der Reflexionen ist bei &, ~ 1.007 zu er-
kennen, die Reflexionen liegen in diesem Bereich unterhalb derjenigen mit unangepassten raumlichen
Schrittweiten. Die Reflexionen bei angepassten Domains und RdFE liegen im untersuchten Bereich

stets unterhalb derjenigen bei RdF'. Der Reflexionskoeffizient weist ein ausgepriagtes Minimum bei
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Abbildung 7.17.: Vergleich von Reflexionskoeffizienten akustisch vor der Kopplungsstelle bei
Riickkopplung mit Fliissen und bei Riickkopplung mit Zellzentren und Extrapolation
fir @pum, pv = 10,49 °, Mage = 1073, Ma =0 und © = 1.

&, ~ 1.006 auf. In diesem Punkt werden die Reflexionen an der Kopplungsstelle auf r ~ 10~ signifikant
reduziert. Die Lage des Punktes minimaler Reflexionen in Abhéngigkeit von &, liegt iiberraschend nicht
genau bei &, = 1 und wird im Folgenden noch weiter untersucht. Es lasst sich anhand des dargestellten
Vergleichs feststellen, dass mit RdF keine signifikante Reduktion der Reflexionen an der Kopplungsstel-
le durch Anpassung der Wellenausbreitungseigenschaften der Domains realisierbar ist. Demgegeniiber
wird mit RdE (m = 5, zeroGradient) eine signifikante Reduktion der Reflexionen mit einem ausge-
priagten Minimum im untersuchten Bereich von &, erreicht. Im Folgenden wird daher ausschliellich

dieser Ansatz verwendet und einer tiefergehenden Analyse unterzogen.

Untersuchung der Richtungsabhidngigkeit

Nach der Auswahl der Methode der Riickkopplung wird nun eine potentielle Richtungsabh#ngigkeit
der Kopplungsmethode untersucht. Aufgrund der allgemeingiiltigen Formulierung der Kopplungs-
bedingungen sollte keine Abhingigkeit der Laufrichtung einer akustischen Welle (F'V zuCV oder

119



7.7. Reflexionsminderung durch numerische Impedanzanpassung

CV zu FV) auftreten. Um diese These zu untersuchen, werden Simulationen mit den gleichen Pa-
rametern wie zuvor (vgl. Tab. durchgefiihrt, wobei die akustische Anregung nun in Form ei-
ner Schnellevorgabe an der ”freien” Randbedingung der CV-Domain (zuvor Auslass mit konstan-
tem Druck) aufgeprigt wird. An der ”freien” Randbedingung der FV-Domain (zuvor Einlass mit
Schnellevorgabe) wird ein konstanter Druck von p = 10° Pa sowie ein Gradient von null fiir die
Stromungsgeschwindigkeit und die Temperatur vorgegeberﬂ Die angeregte akustische Welle lauft so-
mit von der CV-Domain in die FV-Domain. Die Auswertung erfolgt in diesem Fall analog zu der FV-
Domain im Punkt icy3 in Abb. @ Fiir jede gekoppelte Simulation wird eine reine CV-Simulation
mit entsprechendem (, ¢y durchgefiihrt, die als Referenz zur Berechnung von r dient. Die Ergebnisse
sind in Abb. dargestellt. Zum Vergleich sind die Ergebnisse von zuvor (F'V zu CV') ebenfalls
abgebildet.

£a=4,9 FV2uCV—— &=1 FVz2uCV —o—
éa=49 CVzuFV-®&- =1 CVzuFV  -@-
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Q: Azcy = Azpy Aoy =1
10*4 . . . . | . . . . | : . . . | . . . .
0,995 1 1,005 1,01 1,015

Verhéltnis der num. Schallgeschwindigkeiten &, [—]

Abbildung 7.18.: Vergleich von Reflexionskoeffizienten akustisch vor der Kopplungsstelle bei Anregung
in der FV-Domain (FV zu CV) und in der CV-Domain (CV zu FV) fiir Ma,; = 1073,
Onum, v = 10,49 °, Ma =0 und © = 1.

'Durch diese Nullgradienten-Vorgabe fiir ¢ und 7T ist das Modell C'V zu FV nicht exakt symmetrisch zu dem Modell
FV zu CV aufgebaut. Die akustische Austrittsrandbedingung der FV-Domain im Modell CV zu F'V ist aufgrund des

ausgewerteten Zeitfensters jedoch irrelevant.
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7.7. Reflexionsminderung durch numerische Impedanzanpassung

Die Verldufe fiir £, = 4,9 weisen beide ein monotones, jedoch gegenldufiges Verhalten auf. Diese

Gegenlaufigkeit resultiert vermutlich aus der Tatsache, dass hinsichtlich der Konsistenz der Darstellung

Inum.CV. - Jargestellt sind. Ausgehend von

Anum,FV

der CV-Domain ist der Sprung in der numerischen Schallgeschwindigkeit an der Kopplungsstelle bei

die Reflexionskoeffizienten stets als Funktional von &, =

identischen Parametern somit reziprok zu demjenigen ausgehend von der FV-Domain. Vor diesem
Hintergrund wird deutlich, dass die beiden Verldufe fiir £ = 4,9 ein vergleichbares Verhalten in
Abhéngigkeit von £, aufweisen, wobei die Reflexionen bei der Anregung in der CV-Domain (CV zu

FV) leicht niedriger liegen.

Die Reflexionen bei £; = 1 sind bei Anregung in der FV- und in der CV-Domain nahezu identisch. Der
Punkt minimaler Reflexionen ist fiir beide Varianten mit &, ~ 1,006 der gleiche. Die Reflexionen unter-
scheiden sich bei dieser Parameterkombination geringfiigig. In beiden Fillen verlaufen die Reflexionen
ausgehend von dem Minimum nahezu symmetrisch, wobei die Reflexionskoeffizienten bei der Anre-
gung in der CV-Domain stets leicht hoher liegen. Die ausgepréigten Minima in beiden Verlaufen, die
bei dem gleichen &, auftreten zeigen jedoch eine richtungsunabhéngige Minimierung der Reflexionen

durch die Anpassung der numerische Impedanz.

Analyse der Anpassungsparameter

In den vorherigen Abschnitten wurde bereits festgestellt, dass sich bei einem Verhéltnis der numeri-
schen Dampfungskonstanten von £; = 1 die Reflexionen an der Kopplungsstelle signifikant reduzieren
lassen, das ausgepriagte Minimum der Reflexionen jedoch nicht wie erwartet bei £, = 1, sondern fiir
die untersuchte Parameterkombination bei £, ~ 1,006 liegt. Daher wird fiir einen numerischen Pha-
senwinkel von @pum,rv = 10,49 © mit dem Modell F'V zu C'V eine umfassendere Parametervariation
mit weiteren rdaumlichen Schrittweiten in der CV-Domain und damit zusédtzlichen Werten fiir £, si-
muliert. Die Referenz zur Bestimmung von r stellt - wie zuvor - eine reine FV-Simulation dar. Ein
Auszug der numerischen Vorgabe- und Anpassungsparameter ist ergdnzend zu Tab. in Tab.
aufgefiihrt.

Azcy [m] | &a [=] | §a(Caov = 1) [=] | Caov (§a=1) [=] | Prumcv [°] | CFLcy [-]
0.01341 2,94 1,0050 0,9950 7,03 0,2558
0.005516 0,61 1,0060 0,9941 2,89 0,6218

0.0035 0,02 1,0059 0,9941 1,84 0,9805

Tabelle 7.4.: Anpassungsparameter und numerische Parameter der CV-Domain bei ¢numrv =

10,49 °, CFLpy = 0,172 und Variation von Azcy, vgl. Abb.

Die Ergebnisse sind in Abb. in Form von Reflexionskoeffizienten an der Kopplungsstelle dar-
gestellt. Die Verldufe der Reflexionskoeffizienten iiber £, weisen im Rahmen der untersuchten Werte

fir £ < 1 ausgepragte Minima auf. Fiir £§; < 1 liegen die Minima der Reflexionen bei kleineren
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Reflexionskoeffizient r [—]
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Abbildung 7.19.: Reflexionskoeffizienten akustisch vor der Kopplungsstelle bei Mag;, = 1073, Ma = 0,
Sonum,FV - 10,49 °© und @ =1.

&, als fiir £ = 1. Daher und aufgrund der monoton fallenden Verldufe ist davon auszugehen, dass
fir &g = 2,94 bzw. £; = 4,90 ebenfalls Minima existieren, diese jedoch auflerhalb des untersuchten

Parameterraumes liegen.

Ein Vergleich der Verlidufe fiir £; < 1 zeigt, dass diese stets nahezu symmetrisch zum Punkt kleins-
ter Reflexionen verlaufen. Die kleinsten Reflexionen insgesamt werden dabei mit angepasster nu-
merischer Dampfungskonstante in der CV-Domain und damit £ = 1 erreicht. Mit weiter abneh-
mender raumlicher Schrittweite nimmt der minimal erreichbare Reflexionskoeffizient kontinuierlich

AV

Wie bereits festgestellt, liegt das Minimum der Reflexionen fiir £ = 1 bei £, = 1,006. Nach der in
Abs. erlauterten Theorie der numerischen Impedanzanpassung und der zweiten fundamentalen
Kopplungsbedingung Gl. miisste dies bei &, = 1 liegen. Der Punkt &, = 1,006, bei dem die
minimalen Reflexionen auftreten, ist jedoch derjenige mit (, cv = 1. Diese unerwartete Beobachtung

legt nahe, dass durch eine Manipulation der Schallgeschwindigkeit in der CV-Domain eine Stérung
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induziert wird, die in gréfleren Reflexionen resultiert als eine relative Abweichung der numerischen
Schallgeschwindigkeiten von
fa—1=6-1073. (7.77)

Die Minima der Verlaufe fiir £; = 0,61 bzw. £; = 0,02 weichen ebenfalls deutlich sichtbar von &, =1
ab. Gleichzeitig liegen die Minima in diesen Féllen jedoch auch bei (, cv # 1. Mit {; — 1 (ausgehend
von &g = 0,02) strebt jedoch auch der Skalierungskoeffizient der Schallgeschwindigkeit, bei dem die
minimalen Reflexionen auftreten, (o cv (7min) gegen eins. Dieser konsistente und systematische Verlauf
deutet darauf hin, dass das Auftreten minimaler Reflexionen bei §; = 1 sowie (, cv = 1 kein Resultat
arbitrirer Storungen durch numerische Ungenauigkeiten oder kumulierte Fehler ist. Vielmehr scheint

ein in der Theorie nicht beriicksichtigter Effekt die Ursache zu sein.

Im Folgenden werden einige potentielle Erklirungsansétze fiir diese Abweichungen analysiert: Ein ers-
ter Ansatz ist der Einfluss des Skalierungskoeffizienten der Schallgeschwindigkeit ¢, ¢y auf die numeri-
schen Parameter in der CV-Domain. Nach Gl. sowie GI. werden durch eine Manipulation
der numerischen Schallgeschwindigkeit ayum,cv mithilfe von (, cv auch die Wellenzahl &y, cv sowie
die CFL-Zahl CF L¢cy in der CV-Domain verdndert. Dadurch ergibt sich eine implizite Abhéngigkeit
der gesuchten numerischen Vorgabeparameter Axcy und (o von deren Einflussgrofien
€s.cv (Pnum,cv, CFLcy) und €q.cv (@num,cv, CFLev) bzw. anum,cv (knum,cv, CFLcv, @num,cv,
eq,cv). Die Vernachldssigung dieser Abhéngigkeiten konnte in einer Verstimmung der Anpassung
der gekoppelten Domains resultieren. Daher wird der Einfluss der Skalierung von Kkyumcyv und
CFLcy durch (,cv exemplarisch mit den Parametern der angepassten Domains in Abb.
und damit (, oy = 0,9941 untersucht. Die relative Abweichung der rédumlichen Diskretisierung
in der CV-Domain €az.,, mit und ohne Beriicksichtigung der Abhéngigkeit von (, cv ergibt sich
zu
Azcv(anum) — Azcv (anum * Ca,0v)

T - =6-1 -3 . .
€Az e - 6-10 (7.78)

Die Ergebnisse der Variationen in Abb. in Verbindung mit den Vorgabeparametern in Tab.
bzw. Tab. [7.4] lassen erahnen, dass der Einfluss dieser Abweichung auf den Reflexionskoeffizi-
enten vernachléssigbar klein ist. Die relative Abweichung e¢, ., des theoretisch zur Anpassung erfor-
derlichen Skalierungskoeffizienten der Schallgeschwindigkeit (, cv in der CV-Domain mit und ohne

Beriicksichtigung desselben ergibt sich zu

. <a,CV(anum) - Ca,CV(anum : Ca,CV)

€ = =6-1077. 7.79
S,V Ca,CV (anum) ( )

Auch diese Abweichungen lassen vor dem Hintergrund der Ergebnisse in Abb. keinen wesent-
lichen Einfluss der impliziten Abhéngigkeit von (, oy auf die Reflexionen an der Kopplungsstelle

erwarten.

Um diese Annahme zu iiberpriifen, werden exemplarisch Simulationen mit der Parameterkombinati-

on {4 = 1 sowie {, = 1 unter Beriicksichtigung der impliziten Abhéngigkeit von (, cv durchgefiihrt,
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7.7. Reflexionsminderung durch numerische Impedanzanpassung

wobei sich in diesem Fall {, cv = 0,99404 und Azcy = 0,006785 m ergibt. Der resultierende Re-
flexionskoeffizient an der Kopplungsstelle betriigt - wie zuvor - 7 = 3 - 1073, Eine Beriicksichtigung
der impliziten Abhéngigkeit der numerischen Vorgabeparameter von ¢, cv hat also praktisch keinen
Einfluss auf die Reflexionen, so dass eine Vernachlissigung dieser Abhéngigkeit nicht die Ursache
fir die von der Theorie abweichende Beobachtung der minimalen Reflexionen bei (4 cv = 1 sein

kann.

Als weitere mogliche Ursache wird eine potentielle Anderung der Dichte und damit der spezifischen
Schallkennimpedanz Zy = papy, durch die Manipulation der Schallgeschwindigkeit in der CV-Domain
untersucht. Dazu werden bei den gekoppelten Simulationen mit £; = 1 die mittlere numerische Schall-
geschwindigkeit ayqym sowie die mittlere Dichte p in beiden Domains ausgewertet. Die numerische
Schallgeschwindigkeit wird durch Spektraltransformation und Auswertung des Phasenversatzes der
Schallschnelle fiir je zwei Monitorpunkte in der FV-Domain und der CV-Domain bestimmt. Zur Be-
stimmung der mittleren Dichte wird der arithmetische Mittelwert an der Kopplungsstelle im Punkt
iFVk—m in der FV-Domain und im Punkt icys in der CV-Domain gebildet, vgl. Abb. Der
rdumliche Versatz der ausgewerteten Punkte ist erforderlich, da fiir einen sinnvollen Vergleich Punk-
te im Inneren beider Domains ausgewertet werden miissen. Raumlich miteinander korrespondieren-
de Punkte weisen aufgrund der Ubergabe der GréSen im Rahmen der Kopplung ohnehin dieselben
Werte samtlicher Stromungsgrofien auf. Da jedoch keine viskose Reibung modelliert wird, ist trotz
des rdumlichen Versatzes die gleiche mittlere Dichte in beiden ausgewerteten Punkten zu erwar-

ten.

Die Verhéltnisse der ermittelten spezifischen Schallkennimpedanzen ggi“j sind in Abb.|7.20[als Funk-

tional des Verhéltnisses der numerischen Schallgeschwindigkeiten &, dargestellt. Es zeigt sich, dass das
Verhéltnis der numerischen Schallkennimpedanzen praktisch linear mit dem Verhéltnis der numeri-
schen Schallgeschwindigkeiten &, zunimmt. Abgesehen von minimalen Abweichungen entspricht das
Verhéltnis der Schallkennimpedanzen sogar dem jeweils korrepsondierenden £,. Diese Abweichungen
sind vermutlich auf eine Kumulation von Fehlern und numerischen Ungenauigkeiten zuriickzufiihren.
Es wird jedoch deutlich, dass auch die Dichte und damit die Schallkennimpedanz nicht nennenswert
durch die Manipulation der Schallgeschwindigkeit veréndert wird, sondern praktisch identisch in beiden
Domains ist. Damit ist auch eine potentielle Anderung der Dichte als Ursache fiir die unerwartete Ver-

schiebung des Punktes minimaler Reflexionen zu (, cy = 1 auszuschlieflen.

Die Ursachen fiir die Abweichung des Punktes minimaler Reflexionen von der zweiten Kopplungsbe-
dingung GI. und der aus den bisherigen Ergebnissen resultierenden Erfordernis ¢, cy = 1 zur
Erzielung minimaler Reflexionen kann anhand der untersuchten Ansétze nicht geklart werden und
bleibt daher offen. Aufgrund der eindeutigen Systematik ist davon auszugehen, dass ein in der Theo-
rie der numerischen Impedanzanpassung nicht erfasster und damit nicht beriicksichtigter Effekt die
Ursache ist. Im Folgenden wird die Giiltigkeit der Kopplungsbedingungen anhand weiterer Parame-

tervariationen untersucht.
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Abbildung 7.20.: Verhéltnis der numerischen Schallkennimpedanzen bei Mag, = 1073, Ma = 0,
Cnum,FV = 10,49°, © =1 und & = 1.

Einfluss numerischer Parameter

Zur weitergehenden Analyse der Reflexionseigenschaften der Kopplungsstelle werden nun Simula-
tionen mit dem Modell FV zu CV und den gleichen Parametern wie zuvor, jedoch doppelter An-
regungsgrundfrequenz fg = 1000 Hz und damit einem doppelten numerischen Phasenwinkel von
Onum,rv = 20,98 ° durchgefiihrt. Exemplarische numerische Vorgabe- und Anpassungsparameter
sind wiederum ergidnzend zu Tab. in Tab. aufgefithrt. Die Referenzlosung fiir die Bestimmung

von 7 wird wieder mit reinen FV-Simulationen ermittelt.

AmCV [m] fd [_] fa (C&CV = 1) [_] Ca,CV (fa = 1) [_] Pnum,CV [o] CFLcv [_]
0.02 9,03 1,0115 0,9887 20,98 0,1715
0.006721 1,0 1,0240 0,9766 7,05 0,5109

Tabelle 7.5.: Anpassungsparameter und numerische Parameter der CV-Domain bei @pumrv =
20,98 °, CFLpy = 0,172 und Variation von Azxcy, vgl. Abb.

Ein Vergleich der Vorgabeparameter in Tab. [7.3] und Tab. macht deutlich, dass sich die
erforderliche rdumliche Auflésung in der CV-Domain Azcy zur Anpassung der numerischen
Dampfungskonstante trotz einer Verdoppelung des numerischen Phasenwinkels in der FV-Doman
@num,Fv nur unwesentlich &ndert. Die Parameter beziiglich der numerischen Schallgeschwindigkeit

(&a (Ca,ov = 1) bzw. (4cv (§a = 1)) dndern sich hingegen relativ deutlich.

Die Reflexionen fiir ¢pym,rv = 20,98 ° sind in Abb. denjenigen mit @pym, ry = 10,49 °
nach Tab. [7.3] gegeniibergestellt. Anhand der Skalierung der Abszisse wird der deutlich aufgeweitete
Parameterbereich des Verhéltnisses der numerischen Schallgeschwindigkeiten &, deutlich. Auch bei
Cnum,Fv = 20,98 ° zeigt sich, wie zuvor beobachtet, dass bei identischen rdumlichen Schrittweiten

Axcy = Azpy und damit & = 5,03 kein Minimum der Reflexionen im betrachteten Intervall von
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Abbildung 7.21.: Reflexionskoeffizienten akustisch vor der Kopplungsstelle bei ¢pym, rv = 10,49 °
bzw. Prum v = 20,98 °, Mag, = 1073, Ma =0 und © = 1.

&, auftritt. Bei angepassten numerischen Dampfungskoeflizienten hingegen ist wiederum ein ausge-
pragtes Minimum der Reflexionen zu erkennen. Dies liegt ebenfalls nicht im Punkt angepasster Schall-
geschwindigkeiten (¢, = 1), sondern bei &, = 1,024. Wie aus Tab. hervorgeht, ist dies wiederum
die Simulation mit (, cy = 1, also ohne Anpassung der numerischen Schallgeschwindigkeit in der
CV-Domain.

Ein Vergleich der Ergebnisse bei ¢pnym, rv = 10,49 ° und @pum,rv = 20,98 °© zeigt, dass bei dem
grofferen numerischen Phasenwinkel grolere Reflexionen auftreten. Dies gilt sowohl fiir die Reflexionen
bei unangepassten Domains, die fiir ¢yym, v = 20,98 ° beir ~ 2- 1072 liegen, als auch die minimalen
Reflexionen bei {g = 1 und (,,cv = 1. Die minimalen Reflexionen liegen fiir ¢pym, rv = 20,98 © bei
r ~ 7-107% Fiir beide untersuchten numerischen Phasenwinkel lassen sich somit die Reflexionen
bei kleinen Amplituden und ohne Gleichstromung durch Anpassung der Domains um ein bis zwei
Groflenordnungen reduzieren. Zudem bestétigen die Untersuchungen bei @yym, v = 20,98 © die vor-
herige Beobachtung, dass die grofite Reduktion von Reflexionen bei {5 = 1 und (,cv = 1 erreicht

wird.
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Als weiterer numerischer Parameter wird der Gewichtungsfaktor der zeitlichen Integration © des FV-
Schemas variiert. Dadurch dndern sich die Wellenausbreitungseigenschaften des FV—SchemasE] (vgl.
Gl ), so dass das CV-Schema nun mit einem anderen FV-Schema gekoppelt wird. Die
Vorgabe- und Kopplungsparameter der Parametervariation bei ©® = 0,55 sind in Tab. zusam-
mengefasst. Drei unterschiedliche rdumliche Diskretisierungsschritte in der CV-Domain Azcy werden
untersucht. Wie zuvor wird der Fall konstanter rdumlicher Auflosung Axcy = Axpy simuliert. Wei-
terhin wird die Parameterkombination mit &; = 1, sowie eine rdumliche Schrittweite zwischen diesen
beiden analysiert. Untersuchungen - wie zuvor - mit &; < 1 konnten mit ©® = 0,55 nicht durch-
gefithrt werden, da die CFL-Zahl fiir Axcy = 0,003774 bereits nahe an eins liegt, vgl. Tab. Eine
weitere Reduktion der rdumlichen Diskretisierung wiirde zu einer weiteren Zunahme der CFL-Zahl

!
und damit einer Nichteinhaltung der Stabilitdtsbedingung CF Loy < 1 des expliziten CV-Schemas

fithren.
Azcy [m] | &a -] | &a(Caov =1) [=] | CGoov (&a=1) [=] | enumcv [°] | CFLeov -]
0.02 48,60 1,0026 0,9974 10,49 0,1715
0.0085 15,96 1,0055 0,9945 4,46 0,4033
0.003774 1,0 1,0057 0,9943 1,98 0,9097

Tabelle 7.6.: Anpassungsparameter und numerische Parameter der CV-Domain bei ¢pumrv =
10,49 °, CFLpy = 0,172 und © = 0,55, vgl. Abb.

Die Ergebnisse der Variationen fiir © = 0,55 sind in Abb. dargestellt. Es zeigen sich sehr
dhnliche Verlaufe wie zuvor bei © = 1, vgl. Abb. [7.19 Bei identischer rdumlicher Schrittweite (5 =
48,6) ist kein Minimum im untersuchten Parameterraum auszumachen. Gleiches gilt fiir £; = 15, 96.
Fiir angepasste numerische Dampfungskonstanten (§; = 1) ist wiederum ein deutlich ausgeprigtes
Minimum der Reflexionen erkennbar. Der Punkt minimaler Reflexionen liegt in diesem Fall bei &, =
1,0057 und damit bei (,cv = 1. Erneut bestétigt sich also die zuvor getroffene Beobachtung, dass
sich fiir ¢, cv = 1 bei angepassten numerischen Démpfungskonstanten die gréfite Reduktion von

Reflexionen an der Kopplungsstelle erzielen lisst.

Die Tatsache, dass die Reflexionen sowohl fiir angepasste numerische Démpfungskonstanten (5 = 1)
insbesondere jedoch auch fiir identische Vorgabeparameter bei © = 0,55 (Abb. zwar leicht ober-
halb derjenigen bei © = 1 (Abb. liegen, sich jedoch kaum voneinander unterscheiden, scheint
angesichts der groflen Unterschiede im Verhé&ltnis der numerischen Dadmpfungskonstanten im unange-
passten Fall (£4(0 = 0,55) = 48,60 sowie £;(© = 1) = 4,9) zunéchst iiberraschend. Das Verhiltnis
der numerischen Dampfungskonstanten ist folglich nicht als unabhéngiger Parameter zur quantitati-
ven Beurteilung zu erwartender Reflexionen zu interpretieren. Wihrend das Kriterium angepasster

numerischer Ddmpfungskonstanten ({4 = 1) zur Minimierung von Reflexionen an der Kopplungs-

! Die Diffusions- und Dispersionsfehler des FV-Schemas bei Variaton des Gewichtungsfaktors der zeitlichen Integration
O sind in Anhang dargestellt.
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Abbildung 7.22.: Reflexionskoeffizienten akustisch vor der Kopplungsstelle bei @pym v = 10,49 °,
Mag, =103, Ma =0 und © =0, 55.

stelle allgemeingiiltig ist, ldsst sich keine allgemeingiiltige Aussage iiber die Quantitéit auftretender

Reflexionen bei Abweichung von diesem Kriterium treffen.

In Tab. [7.7] ist exemplarisch ein Vergleich von theoretischen numerischen Reflexionskoeffizienten
Tthnum Dach Gl und korrespondierenden numerisch-experimentell ermittelten Reflexionsko-
effizienten r¢., dargestellt. Die theoretischen Reflexionskoeffizienten 7, yum werden dabei mit den
spektralen Fehlern der Schemata nach Gl bzw. Gl berechnet und ergeben
sich fir £ = & = 1 entsprechend zu null. Es zeigt sich, dass die numerisch-experimentell er-
mittelten Reflexionskoeffizienten stets um etwa eine Groflenordnung kleiner sind als die theoreti-

schen.

Die Verhéltnisse zwischen Reflexionen bei unangepassten und angepassten Domains sind trotz der Ab-
weichungen zwischen Theorie und numerischem Experiment durchaus vergleichbar. Sowohl die theore-
tischen als auch die numerisch-experimentell ermittelten Reflexionskoeffizienten sind bei angepassten
numerischen Dampfungskonstanten um ein bis zwei Groflenordnungen geringer als bei identisch dis-

kretisierten Domains.
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O [—] | rthpnum(Dzov = Azpv; | Tthnum(&a = 15 | Teap(DAzcy = Azpv; | Teap(&a = 1
Co,ov =1) [-] Cacv =1) [-] Caov =1) [-] Caov =1) [-]
1 0,030 0,0029 0,0062 0,000116
0,55 0,037 0,0028 0,0025 0,00027

Tabelle 7.7.: Theoretische und experimentell ermittelte numerische Reflexionskoeffizienten bei gekop-
pelten Simulationen mit ¢@pym rvy = 10,49 °, CFLpy = 0,172, Mag, = 1073 und
Ma = 0.

Es wire zu erwarten gewesen, dass aufgrund von residualen Fehlern und numerischen Ungenauigkeiten
die experimentell ermittelten Reflexionskoeffizienten rc;;, tendenziell grofier sind als die theoretischen
numerischen Reflexionskoeffizienten 7, yum- Die Systematik in den genau gegenteiligen Verhéltnissen
nach Tab. spricht wiederum fiir die zuvor getroffene Annahme, dass in der Theorie der numeri-
schen Impedanzanpassung ein -weiterhin unbekannter - relevanter Effekt nicht erfasst wird und in den

dargelegten Betrachtungen damit nicht beriicksichtigt wird.

Einfluss der akustischen Machzahl

Nachdem anhand der oben erlduterten umfassenden Parametervariationen festgestellt wurde, dass die
maximale Reduktion von Reflexionen an der Kopplungsstelle mit §; = 1 sowie (4 cv = 1 und damit
ohne Anpassung der numerischen Dispersion erzielt wird, wird im Folgenden der Einfluss physikalischer
Parameter auf das Reflexionsverhalten der Kopplungsstelle untersucht. Dazu wird zunéichst eine Varia-

tion der akustischen Machzahl M a,; und damit der Amplitude durchgefiihrt.

Es werden Simulationen mit den in Tab. aufgefithrten Parametern und dem gleichen Mo-
dell wie zuvor (F'V zuCV') durchgefiihrt, wobei die akustische Machzahl der Anregung zwischen
1073 < Mag, < 107! variiert wird. Die Reflexionskoeffizienten sind in Abb. abgebildet. Die
Reflexionskoeffizienten bei akustischen Machzahlen von Mag; = 1073 und Mag, = 1072 weisen keine
signifikanten Abweichungen auf. Sowohl fiir {5 = 4,9 als auch fiir £; = 1 liegen die Verldufe der Refle-
xionskoeffizienten nahezu iibereinander. Fiir beide akustischen Machzahlen liegt der Punkt minimaler
Reflexionen bei 4 = 1 sowie (,,cy = 1. Die minimalen Reflexionskoeffizienten sind mit r ~ 1...2- 1074

ebenfalls nahezu gleich.

Bei Mag, = 5- 1072 zeigen sich deutliche Abweichungen von den Tendenzen der kleineren akus-
tischen Machzahlen. Die Reflexionen bei unangepassten Domains liegen konstant unterhalb derje-
nigen bei kleineren akustischen Machzahlen, wiahrend die Reflexionskoeffizienten bei angepassten
Domains {iber einen weiten Bereich von &, deutlich dariiber liegen. Das Minimum der Reflexionen
bei £; = 1 ist weitaus weniger stark ausgeprigt. Der Punkt minimaler Reflexionen weicht ebenfalls
von dem bei kleineren akustischen Machzahlen ab. Es wird ersichtlich, dass die minimalen Refle-

xionen nicht bei (, cy = 1 erreicht werden, so dass keine Aussage iiber die erforderlichen Parame-
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Abbildung 7.23.: Reflexionskoeffizienten akustisch vor der Kopplungsstelle bei @pym v = 10,49 °,
Ma =0, © = 1 und Variation der akustischen Machzahl.

ter fiir die maximale Reduktion der Reflexionen bei dieser akustischen Machzahl getroffen werden

kann.

Die Ergebnisse bei einer akustischen Machzahl von Mag;, = 10~ weichen zunehmend von den be-
kannten Verldufen bei kleineren akustischen Machzahlen ab. In diesem Fall liegen die Reflexionen bei
unangepassten Domains sogar in dem gesamten untersuchten £,-Intervall unterhalb derjenigen mit
&; = 1. Die Tatsache, dass die minimalen Reflexionen fiir £; = 1 auch bei nahezu &, = 1 auftreten,
darf als Zufall gewertet werden. Offenbar kénnen die Reflexionen durch Anpassung der numerischen
Impedanzen, dessen Theorie basierend auf der Annahme linearer Zusammenhénge hergeleitet wurde,

bei groflen akustischen Machzahlen nicht reduziert werden.

Bei groflen akustischen Machzahlen treten zum Einen zunehmend Hoéherharmonische durch Wellen-
aufsteilung auf. Zum Anderen nehmen die nichtlineare Wechselwirkungen zwischen diesen Frequenzan-
teilen zu. In Abb. sind die Amplitudenverhéltnisse der Grundschwingung und der ersten beiden
Oberschwingungen der Referenzlosung an der Auswertestelle bezogen auf die Amplitude der Anre-
gung A, = m bei unterschiedlichen akustischen Machzahlen {iber der normierten Frequenz

f% abgebildet. Bei den kleineren akustischen Machzahlen von Ma,, = 1073 bzw. Magy, = 1072,
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bei denen eine signifikante Reduktion von Reflexionen durch numerische Impedanzanpassung erzielt
wird, treten lediglich moderate Oberschwingungen auf. Demgegeniiber sind die auftretenden Ober-
schwingungen bei den grofleren untersuchten akustischen Machzahlen, bei denen keine gezielte Re-
duktion der Reflexionen durch numerische Impedanzanpassung erreicht werden konnte, signifikant

grofler.

Es kann nicht zweifelsfrei geklédrt werden, ob die groflen akustischen Machzahlen selbst und die damit
einhergehenden nichtlinearen Wechselwirkungen oder das Auftreten von signifikanten Oberschwingun-
gen primér fiir die groflen residualen Reflexionen bei angepassten numerischen Impedanzen verant-
wortlich ist. Reflexionen bei Anregung mit Oberschwingungen werden im Folgenden in Abs. [7.7.4]
tiefergehend untersucht. Es bleibt jedoch festzuhalten, dass die akustische Machzahl ein limitierender
Parameter fiir die entwickelte Kopplungsmethode ist. Bei zu grofler akustischer Machzahl lassen sich
die Reflexionen an der Kopplungsstelle durch Anpassung der numerischen Impedanzen nicht bzw.

nicht signifikant reduzieren.
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Abbildung 7.24.: Amplitudenverhéltnisse vor der Kopplungsstelle bei @num v = 10,49 °, Ma = 0,
© =1 und Variation der akustischen Machzahl.

Einfluss von Gleichstromung

Im Folgenden wird der Einfluss von Gleichstrémung auf das Reflexionsverhalten der Kopplungsstelle
anhand einer Variation der Machzahl der Gleichstrémung im Bereich von 0 < Ma < 10~! analysiert.
Wiederum wird das Modell F'V zu C'V und eine reine FV-Simulation als Referenz verwendet. Durch
die Uberlagerung der Gleichstrémung ergeben sich neue Anpassungsparameter, vgl. Abs. Diese
sind in Tab. zusammengefasst. Es wird deutlich, dass sich der numerische Phasenwinkel ¢pym

und die CFL-Zahl mit der Machzahl der Gleichstrémung &ndern, vgl. Abs. Fiir gleiche rdumliche
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7.7. Reflexionsminderung durch numerische Impedanzanpassung

Ma | Azcy [m] | &[] | &a(Caov =1) [-] | Caov (€a=1) [-] | Ynumcv [°] | CFLov [-]

10-2 0,02 4,82 1,0028 0,9972 10,38 0,1734
0,006895 1,0 1,0058 0,9942 3,58 0,5029

101 0,02 4,34 1,0026 0,9974 9,53 0,1888
0,007516 1,0 1,0050 0,9951 3,58 0,5025

Tabelle 7.8.: Anpassungsparameter und numerische Parameter der CV-Domain bei spektraler Anpas-

sung mit Azpy = 0,02 m, At = 107° s und Variation der Machzahl Ma.

Auflésungen (Azcy = Azpy = 0,02 m) gilt in sehr guter Néherung ¢pum ry =
CFLpy =CFLoy.

Pnum,CV SOWie

Die Ergebnisse sind in Abb. abgebildet. Die Reflexionen bei einer Machzahl von Ma = 1072 zei-
gen die typischen, zuvor beobachteten Verldufe. Bei unangepassten numerischen Ddmpfungskonstanten
(&4 = 4, 82) existiert kein Minimum im untersuchten Bereich. Bei £; = 1 ist wiederum ein ausgepréigtes
Minimum der Reflexionen ersichtlich, welches bei &, ~ 1,0 liegt. Dies entspricht einem Skalierungs-
koeffizienten der Schallgeschwindigkeit von (,cv = 0,9941. In Abs. wurde gezeigt, dass die
numerische Schallgeschwindigkeit in der CV-Domain ayym,cv mit der Machzahl der Gleichstromung

variiert.
Die Multiplikation von Gl. (7.59) mit Geypqxt ergibt:

anum,CV,m = Qnum,CV * (1 + Cmm) (780)
Vor dem Hintergrund der Erkenntnis, dass sich minimale Reflexionen ohne Gleichstrémung
bei Erfiillung der Bedingung (,cy = 1 erzielen lassen, erweitert sich diese Bedingung unter

Beriicksichtigung der Machzahlskalierung mit (77, = 0,6 zu

Caov - (14 Gy Ma) = Caov - (140,6 Ma) =1,0 (7.81)
Der erforderliche Skalierungskoeffizient der Schallgeschwindigkeit ergibt sich bei einer Machzahl von
Ma = 102 somit zu

1 1

“OV = 10,630 (140,6-107)

=0,99404 (7.82)

was in guter Ndherung dem Punkt minimaler Reflexionen bei §, = 1 und damit (,cv = 0,9941
entspricht. Dadurch bestétigt sich die in Abs. getroffene und in GI. formulierte Annahme,
dass sich die aus einer Grundstrémung resultierende Anderung der numerischen Dispersion und damit
der numerischen Schallgeschwindigkeit in der CV-Domain durch eine Skalierung mit der Machzahl der

Gleichstromung und einem Koeffizienten von (37, = 0,6 beschreiben ldsst.
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Abbildung 7.25.: Reflexionskoeffizienten vor der Kopplungsstelle bei Magy, = 1073, Pnum,FV =
10,49 °, ©® = 1 und Variation der Machzahl der Gleichstrémung.

Dies bestitigt sich auch durch die Ergebnisse bei einer Machzahl von Ma = 10~!. Das Minimum der
Reflexionen fiir {g = 1 liegt bei &, = 0,9477. Dies entspricht (, cv = 0,9430. Der erforderliche Skalie-
rungskoeffizient der Machzahl zur Erfiillung von GI. ([7.81)) ergibt sich zu

1
1+0,6-10°1)

Ca,cV = ( =0,9434 . (7.83)

Dies entspricht wiederum dem Punkt minimaler Reflexionen in Abb.

Es ldsst sich somit feststellen, dass sich fiir die untersuchten Machzahlen der Gleichstrémung die
Reflexionen durch Anpassung der numerischen Dampfungskonstanten und Beriicksichtigung der Ska-
lierung der Dispersion mit der Machzahl gegeniiber unangepassten Domains (X)) um mehr als eine
Groflenordnung reduzieren lassen. Mit zunehmender Machzahl der Gleichstromung nehmen die Refle-

xionen trotz Einhaltung der Kriterien
&=1 (7.84)

Caov - (1 + Gy Ma) = 1 (7.85)

jedoch leicht zu.
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7.7. Reflexionsminderung durch numerische Impedanzanpassung

Die Bedeutung der Beriicksichtigung der Machzahl-Skalierung der numerischen Dispersion in der CV-
Domain wird noch einmal besonders deutlich bei einer Betrachtung der auftretenden Reflexionen bei
Anpassung der Domains ohne Beriicksichtigung der Machzahl (§; = 1 sowie (, cv = 1), welche in
Abb. mit (O gekennzeichnet sind. Die Reflexionen nehmen sowohl fiir Ma = 1072 als auch fiir
Ma = 107! gegeniiber denjenigen mit unangepassten Domains noch zu. Die Beriicksichtigung der
Gleichstromung und einer daraus resultierenden Skalierung der Dispersion erweist sich somit als wich-

tig fiir die Reduktion von Reflexionen an der entwickelten Kopplungsstelle.

Gleichzeitig erweist sich die Machzahl der Gleichstromung als begrenzender Parameter der Reflexions-
reduktion durch numerische Impedanzanpassung bei Systemen mit Reflexionen und damit hin- und
riicklaufenden Wellen. Im Fall von nennenswerter Gleichstrémung weisen die hin- und riicklaufenden
Wellen unterschiedliche Parameter wie k, wnum und CFL auf, so dass die gekoppelten Schema-
ta nur an die Wellen einer Laufrichtung angepasst werden koénnen. Als Kompromiss konnen bei
Systemen mit Reflexionen die Domains unter Vernachliassigung der Gleichstromung angepasst wer-
den. Dabei sind jedoch im Fall hin- und riicklaufender Wellen stets leichte Reflexionen zu erwar-

ten.

7.7.3. Anpassung der numerischen Impedanz bei Anregung mit Oberschwingungen

Wie zuvor gezeigt, kann eine (theoretisch) exakte Anpassung der Wellenausbreitungseigenschaften
zweier numerischer Schemata nur fiir eine definierte Frequenz erfolgen. Eine exakte spektrale Anpas-
sung an mehrere diskrete Frequenzen oder gar ein kontinuierliches Frequenzband erfordert identische
Funktionale von Dispersions- und Diffusionsfehler und ist daher nur mit identischen Schemata reali-
sierbar. Da in praktischen Anwendungen technischer Systeme hiufig mehrere Frequenzen auftreten,
muss die spektrale Anpassung als bestmoglicher Kompromiss zur Minimierung der Reflexionen bei den
relevanten auftretenden Frequenzen umgesetzt werden. Im Rahmen dieser Arbeit wird die spektrale
Kopplung zur Simulation der Pulsationen an Fluidenergiemaschinen entwickelt. Diese sind gekenn-
zeichnet durch eine Grundharmonische und eine Reihe von Héherharmonischen und damit durch ein

tonal geprigtes Spektrum.

Fiir den Fall F'V zu CV und ohne Gleichstromung (Ma = 0) werden zwei Ansitze zur spektralen
Anpassung bei multifrequenter Anregung untersucht: Die erste Option ist eine Variation derjenigen
Frequenz, an die die spektralen Parameter ideal angepasst werden. Diese liegt sinnvollerweise inner-
halb des Frequenzbandes zwischen der Grundfrequenz fi und der héchsten Oberschwingung. Die
zweite Option besteht in der Variation des zeitlichen Integrationskoeffizienten ©. Dadurch werden die
Verldaufe von Dispersions- und insbesondere Diffusionsfehler des FV-Schemas modiﬁziertﬂ (vgl. Gl
(7.50H7.51))) und lassen sich potentiell an die Verldufe des CV-Schemas angleichen. Die Variation von

© ist aus praktischer Hinsicht tendentiell ungiinstig, da mit diesem Parameter iiblicherweise der fiir ein

' Die Diffusions- und Dispersionsfehler des FV-Schemas bei Variaton des Gewichtungsfaktors der zeitlichen Integration
O sind in Anhang dargestellt.
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gegebenes Problem geeignete Kompromiss aus Genauigkeit (O |) und Stabilitét (O 1) eingestellt wird,
wobei iibliche Werte zwischen 0,55 < © < 0,6 liegen [Sch13,/Opel7]. Hinsichtlich der Eignung zur
spektralen Anpassung bei mehrfrequenter Anregung wird der Ansatz dennoch zunéchst untersucht.
Aufgrund der Erkenntnisse aus Abs. [7.7.2 hinsichtlich der Anpassung der numerischen Dispersion wird
im Folgenden bei den Untersuchungen zu Anregung mit Oberschwingungen sowohl der Fall £, =1 als
auch der Fall ¢, oy = 1 (da Ma = 0) betrachtet.

Zur Analyse der oben beschriebenen Anséitze wird deren Einfluss auf die Kopplungsparameter &; sowie
&, anhand exemplarischer numerischer Parameter bei einer Anregungsgrundfrequenz von fg = 500 H z
untersucht. Mit den numerischen Vorgabeparametern von Azpy = 0,01 m und At = 5-107% s ergibt
sich ein numerischer Phasenwinkel der Grundfrequenz von ¢y,um, rv,c = 5,24 ° und eine CFL-Zahl in
der FV-Domain von C'F Lgy = 0,172. Durch diese Parameterkombination sind somit Frequenzanteile
mit dem numerischen Phasenwinkel der vorherigen Untersuchungen von ¢,ym ryv = 10,49 © sowie mit

einem kleineren und einem grofleren Phasenwinkel enthalten.

Spektren der Pulsationsanregung von Fluidenergiemaschinen beinhalten typischerweise etwa zwei si-
gnifikante Oberschwingungen [LB13,|G1il3|. Daher wird nun exemplarisch eine Anregung bestehend
aus der Grundharmonischen von fg = 500 Hz sowie zwei Oberschwingungen mit f; = 1000 Hz bzw.
fo = 1500 Hz betrachtet. Fiir die beiden Oberschwingungen ergeben sich bei den oben genannten
Parametern numerische Phasenwinkel von ¢,m rv1 = 10,49 ° sowie ©pym, rv,2 = 15,72 °. Die nume-
rischen Parameter der CV-Domain werden durch separate Anpassung der Domains an fg, fi sowie
f2 bei ©® = 0,6 ermittelt. Weiterhin werden die numerischen Parameter bei Anpassung an die Grund-
frequenz fg mit © = 0,8 sowie © = 1 bestimmt. Das Vorgehen entspricht dabei dem in Abs. [7.7.1
beschriebenen. Die resultierenden numerischen Parameter in der CV-Domain sind in Tab. jeweils

fiir £4 = 1 aufgefiihrt.

Azcv [m] | Cuov(éa=1) [-] | &allaov =1) | Ynumcvia [°] | CFLov [-]
0 =0,6; fa | 0.002059 0.9986 1.001426031 1,0795 0,8337
0=0,6; fi 0.002056 0.9943 1.00572155 1,0779 0,8349
0=0,6; fy 0.002051 0.9872 1.01293313 1,0754 0,8369
0=0,8; fa | 0.002744 0.9986 1.001449097 1,4384 0,6257
0 =1,0; fa | 0.003428 0.9985 1.001479185 1,7973 0,5008

Tabelle 7.9.: Numerische Parameter der CV-Domain bei spektraler Anpassung (jeweils fiir g = 1) mit
Pnum,FV,G = 5,24 Oa Pnum,FV,1 = 10,48 ° sowie Pnum,FV,2 = 15,72 °, CFLpy = 0,172

und variabler Zeitintegration.

Eine Betrachtung der rdumlichen Diskretisierungen bei ©® = 0,6 macht deutlich, dass diese sich nur
minimal unterscheiden, eine Anpassung an die niedrigste oder die hochste relevante Frequenz in dem
betrachteten Frequenzband somit nur zu unwesentlich voneinander abweichenden numerischen Para-

metern fithrt. Bei der Variation von © ist eine gréfere Anderung der erforderlichen rdumlichen Diskre-
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7.7. Reflexionsminderung durch numerische Impedanzanpassung

tisierung erkennbar. Die Ursache dafiir ist die abnehmende numerische Diffusion in der FV-Domain

bei ebenfalls abnehmendem ©.

Demgegeniiber wird anhand einer Betrachtung der rdumlichen Diskretisierungsschritte bei Variation
des zeitlichen Integrationskoeffizienten © die zunehmende Divergenz der Diffusionsfehler des CV- und
FV-Schemas bei abnehmendem © deutlich.

Die Verlaufe der Anpassungsparameter &, bzw. &; sind fiir die zuvor erlduterten Ansétze und damit

die in Tab. aufgefithrten Parameter in Abb. iiber der normierten Frequenz % dargestellt.

Dazu wird das Funktional fiir die numerische Dampfungskonstante Gl. ([7.25) unter Verwendung von

Gl. (7.50) sowie das Funktional des Dispersionsfehlers Gl. (7.51)) mit den (konstanten) numerischen

1
Prnum,FV,

den die Funktionale Gl. (7.25)) mit Gl. ((7.42)) sowie Gl. (7.51)) unter Verwendung der zuvor bestimmten

spektral angepassten Parametern in Tab. [7.9|mit dem jeweils resultierenden numerischen Phasenwinkel

Parametern der FV-Domain entlang der Abszisse mit dem Faktor S skaliert. Anschlielend wer-

der Grundharmonischen ¢pum cv,c ebenfalls entlang der Abszisse skaliert. Durch Quotientenbildung
ergeben sich schlieflich die dargestellten Verlaufe der Anpassungsparameter £; und &, als Funktional
des normierten numerischen Phasenwinkels und damit iiber den gesamten betrachteten Frequenzbe-
reich. Dabei verlaufen prinzipgemifl die Anpassungsparameter bei Anpassung an die Grundfrequenz
fc durch den Punkt(1|1), bei Anpassung an die erste Oberschwingung f; durch den Punkt(2|1) und
bei Anpassung an die zweite Oberschwingung fo durch den Punkt(3|1).

Zunéchst wird deutlich, dass sich beide Anpassungsparameter in dem betrachteten Frequenzintervall in
einem Wertebereich nahe eins bewegen, wobei die Variation des Verhiltnisses der numerischen Schall-
geschwindigkeiten &, geringer ist als diejenige des Verhéltnisses der numerischen Ddmpfungskonstanten
&4. Die Intervalle der resultierenden Anpassungsparameter sind nahezu gleich, unabhéngig von der an-
gepassten Frequenz (fq, fi oder f2). Die geringsten Abweichungen beider Anpassungsparameter vom
erwiinschten Wert eins treten jedoch erwartungsgemifl bei Anpassung an die mittlere der auftretenden
Frequenzen auf. Bei Anpassung an die niedrigste Frequenz fg ergibt sich eine relativ starke Abwei-
chung der Anpassungsparameter von eins fiir die hochste auftretende Frequenz, so dass in diesem Fall
bei den hohen Frequenzen starke Reflexionen zu erwarten sind. Demgegeniiber weichen die Kopplungs-
parameter bei Anpassung an die hochste Frequenz im niederfrequenten Bereich stark von eins ab, was

in diesem Frequenzbereich wiederum erhdhte Reflexionen erwarten lésst.

Die Intervalle der auftretenden Anpassungsparameter bei der hier dargestellten exemplarischen Gren-
ze des betrachteten Frequenzbandes in Hohe der dreifachen Grundfrequenz lassen - basierend auf den
Ergebnissen bei monofrequenter Anregung - fiir sémtliche auftretenden Frequenzanteile geringe Re-
flexionen erwarten. Die auftretenden Abweichungen der Anpassungsparameter hingen jedoch neben
dem betrachteten Frequenzintervall von numerischen (Az sowie At) und physikalischen Parametern
(fa) ab, so dass allgemeingiiltige quantitative Aussagen nicht getroffen werden kénnen. Um jedoch
einen Eindruck von auftretenden Groflenordnungen der Anpassungsparameter iiber einen gréfferen Fre-
quenzbereich zu vermitteln, sind in Anhang die Verldufe derselben bis zu der zehnfachen Frequenz
der Grundharmonischen abgebildet.
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Abbildung 7.26.: Anpassungsparameter fiir das FV-Schema bei Variation von © und das CV-Schema
angepasst an die Grundfrequenz (fg), die erste (fi) bzw. zweite (f2) Harmonische

bei fG =500 Hz (@num,FV,G = 5, 24 O).

Ein weiterer Aspekt, der aus den Verldufen in Abb. [7.26] hervorgeht, ist die Tatsache, dass sich durch
eine Variation des numerischen Integrationskoeffizienten © keine nennenswerte Verdnderung der An-
passungsparameter erreichen lidsst. Der Grund dafiir liegt im Verlauf des spektralen Fehlers des FV-
Schemas iiber dem numerischen Phasenwinkel, der sich bei Variation von © nur leicht dndert. Anhand
der bisherigen Betrachtungen erscheint damit eine geeignete Wahl der anzupassenden Frequenz inner-
halb des relevanten Frequenzintervalls als sinnvoller Ansatz zur spektralen Anpassung bei gekoppelten
Simulationen mit multifrequenter Anregung. Die Ergebnisse der Simulationen mit den oben vorgestell-

ten Parametervariationen werden im Folgenden erldutert.

7.7.4. Reflexionen bei Anregung mit Oberschwingungen

Fiir die Untersuchungen von Reflexionen bei Anregung mit Oberschwingungen werden wiederum Si-
mulationen mit einem eindimensionalen, generischen Model - entsprechend dem Modell F'V zu C'V
bei monofrequenter Anregung in Abs. - durchgefiihrt. In diesem Fall wird die in Abs. [7.7.3
vorgestellte Anregung mit zwei Oberschwingungen als Eintrittsrandbedingung der FV-Domain aufge-
priagt und diese mit den zuvor entwickelten Parameterkombinationen in der gekoppelten CV-Domain
nach Tab. [7.9] gelost, wobei die akustische Machzahl der drei phasengleich iiberlagerten Frequenzan-
teile Ma,, = 1073 betrigt. Zudem wird eine Referenzlésung mit Hilfe einer reinen FV-Domain er-

stellt.
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Die Ergebnisse fiir © = 1 sind in Abb. iiber der bezogenen Frequenz % abgebildet. Enthalten
sind die Reflexionskoeffizienten fiir unangepasste Domains mit identischen numerischen Parametern
(Azcy = Azpy;(o,cv = 1), an die Frequenz f,, angepasste Domains nach der Theorie der numerischen
Impedanzanpassung (£4(fn) = &a(fn) = 1) sowie fiir angepasste numerische Dampfungskonstanten
ohne Manipulation der numerischen Schallgeschwindigkeit ({4 = 1;(s,cv = 1). Fiir die letzte Para-
meterkombination wurden in den vorhergehenden Untersuchungen mit monofrequenter Anregung die

geringsten Reflexionen an der Kopplungsstelle erzielt.

Bei unangepassten Domains nehmen die Reflexionen mit zunehmendem numerischen Phasenwinkel
ebenfalls zu. Durch Anpassung der Domains mit £; = &, = 1 werden nahezu gleiche Reflexionen bei
jeder Frequenzkomponente realisiert. Die niedrigsten Reflexionen treten dabei bei Anpassung an die
Grundfrequenz fg auf. Bei Anpassung an die erste Oberschwingung f; bzw. die zweite Oberschwin-
gung fo nehmen die Reflexionen bei allen drei numerischen Phasenwinkeln signifikant zu, wobei fiir
angepassten Domains die Reflexionen bei der entsprechenden Frequenz stets niedriger sind als fiir

unangepasste Domains.

Sa(fa) = &a(fa) =1 —— &(fe) =1LiCuev =1 -u-
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Abbildung 7.27.: Reflexionskoeffizienten vor der Kopplungsstelle bei Anregung mit Oberschwingungen
von Magy, = 1073, Ynum rv = 5,25/10,49/15,75° und © = 1
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Bei Anpassung der numerischen Dampfungskonstanten ({4 = 1 sowie (,,cv = 1) ergeben sich erheb-
lich reduzierte Reflexionen bei allen Frequenzkomponenten. Fiir die Grundfrequenz unterscheiden sich
die Reflexionen nicht signifikant in Abhéngigkeit der angepassten Frequenz. Bei den Oberschwingun-
gen werden leicht erhchte Abweichungen in Abhéngigkeit der angepassten Frequenz sichtbar, wobei
die Reflexionskoeffizienten stets in einer Gréflenordnung liegen. Bei Anpassung an die zweite Ober-
schwingung ergeben sich leicht geringere Reflexionen als bei Anpassung an die erste Oberschwingung
oder die Grundfrequenz. Auch bei Anregung mit Oberschwingungen erweist sich somit die Anpassung
der numerischen Ddmpfungskonstante und (,,cv als die Parameterkombination mit den geringsten

Reflexionen an der Kopplungsstelle.

In Abb. sind die Reflexionen bei Anregung mit Oberschwingungen und ©® = 0,8 bzw. © = 0,6
abgebildet. Im Fall unangepasster Domains und fir §; = &, = 1 zeigen sich keine signifikanten
Abweichungen zu den Ergebnissen fiir © = 1. Die Reflexionen fiir {5 = 1 sowie {,cv = 1 zeigen
jedoch einen deutlichen Einfluss des zeitlichen Integrationskoeffizienten. Mit zunehmendem O glei-
chen sich die Reflexionskoeflizienten der fiir die unterschiedlichen Frequenzen angepassten numeri-
schen Démpfungskonstanten aneinander an. Bei © = 0,8 liegen diese bereits sehr dicht beieinander,
wéihrend sich die Reflexionen bei © = 0,6 praktisch nicht mehr unterscheiden. Zudem nehmen die
Reflexionen bei angepassten numerischen Dampfungskonstanten fiir © = 0,8 gegeniiber denjenigen
bei © = 1 leicht zu und fiir © = 0,6 tendenziell wieder leicht ab. Insgesamt ist festzuhalten, dass die

Reflexionskoeffizienten stets in der Gré8enordnung von 10~4 liegen.

Die Ursache fiir die zunehmende Konvergenz der Reflexionskoeffizienten fiir unterschiedliche angepass-
te Frequenzen mit abnehmendem © liegt vermutlich in den unterschiedlichen spektralen Zusammen-
setzungen der Welle an der Kopplungsstelle bei unterschiedlichen zeitlichen Integrationskoeffizienten.
Mit abnehmendem © nimmt auch die numerische Diffusion des FV-Schemas ab, vgl. Abb. Die
Spektren der Referenzlosung an der Auswertestelle sind fiir die drei angeregten Frequenzkomponenten
in Form des Amplitudenverhéltnisses A, in Abb. dargestellt.

Es zeigen sich sehr unterschiedliche Amplituden der Frequenzanteile fiir das diffusivste Schema mit
O = 1 mit abnehmender Amplitude bei zunehmender Frequenz. Mit abnehmendem © gleichen sich
die Amplituden der einzelnen Frequenzanteile an und fiir © = 0, 6 sind sédmtliche Amplituden nahezu
gleich. Es ist zu vermuten, dass aus dieser Angleichung der Amplituden die Konvergenz der Refle-
xionskoeffizienten mit abnehmendem © resultiert. Frequenzanteile mit nahezu gleichen Amplituden
werden auch nahezu gleich stark reflektiert, wie bei den Ergebnissen fiir © = 0,6 in Abb. (unten)
deutlich wird.

Moglicherweise ist auch der zunehmend flache Verlauf des Diffusionsfehlers des FV-Schemas mit ab-
nehmendem O die Ursache fiir die Konvergenz der Reflexionskoeffizienten, vgl. Abb.[A5] Aufgrund der
geringen Steigung fiir © = 0, 6 im relevanten Bereich der numerischen Phasenwinkel ergeben sich somit
nahezu gleiche Anpassungsparameter fiir die Anpassung an die Grundfrequenz oder eine der Ober-

schwingungen. Dies wurde bereits in Tab. deutlich und ist eine mogliche Erklirung dafiir, dass
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Abbildung 7.28.: Reflexionskoeffizienten vor der Kopplungsstelle bei Anregung mit Oberschwingungen

von Magg = 1073, @pum rv = 5,25/10,49/15,75 ° und © = 0,8 (oben) bzw. © = 0,6

(unten).

140



7.8. Multidimensionale Kopplung

=10 —m— 0=08 —e— 0=0,6 —A—

0,9 -
0,8 -
0,7 -
0,6 -
0,5 -
0,4 - -
0,3 -

Amplitudenverhéltnis Ap,[—]

0 | | | | |
0,5 1 1,5 2 2,5 3 3,5

bezogene Frequenz fic[—]

Abbildung 7.29.: Amplitudenverhéltnisse an der Auswertestelle bei Anregung mit Oberschwingung fiir
fa =500 Hz, Axpy = 0,01 m und CFLgy = 0,172.

sich bei ©® = 0,6 unabhéingig von der angepassten Frequenz praktisch gleiche Reflexionskoeffizienten

ergeben.

Auch bei Anregung mit Oberschwingungen zeigt sich, dass minimale Reflexionen an der Kopplungs-
stelle mit angepassten numerischen Dampfungskonstanten und unverédnderter Schallgeschwindigkeit
(&4 = 1 sowie (g cy = 1) auftreten. Im Fall stark unterschiedlicher Amplituden der Frequenzanteile
bietet es sich an, die numerischen Dampfungskonstanten an die Frequenz mit der dominanten Am-
plitude anzupassen. Ublicherweise sind die Amplitudenverhiltnisse im Voraus jedoch nicht bekannt.
Bei dhnlich groflen Amplituden ist es unerheblich, an welche der auftretenden Frequenz die Domains

angepasst werden.

Die Untersuchungen im Rahmen dieser Arbeit wurden stets mit diskreten Frequenzen und
damit tonal geprdgten Spektren durchgefithrt. Die Verldufe der Verhéltnisse der numerischen
Dampfungskonstanten &; in Abb. sowie die zuvor angefithrten Ergebnisse lassen jedoch die
Annahme zu, dass die Kopplungsmethode auch fiir breitbandige Anregung mit vergleichbaren Fre-

quenzbéndern wie den hier untersuchten anwendbar ist.

7.8. Multidimensionale Kopplung

In den bisherigen Betrachtungen wurden stets eindimensionale, reibungsfreie Domains untersucht. Ziel
der Kopplungsmethode ist es jedoch, die Reflexionen an der Kopplungsstelle einer eindimensionalen
CV-Domain und einer dreidimensionalen FV-Domain zu minimieren. Zwei Aspekte sind bei einer 3D-

Domain im Gegensatz zu einer 1D-Domain zu berticksichtigen: Zum einen wird in einer 3D-Domain der
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Spannungstensor in der Impulserhaltung beriicksichtigt, so dass die Rohrreibung und die damit einher-
gehende physikalische Dampfung ebenfalls erfasst wird. Zwar existiert auch bei eindimensionaler Wel-
lenausbreitung viskose Ddmpfung durch die Kompression und die damit einhergehende innere Reibung
des Fluids, diese ist jedoch vernachldssigbar klein im Vergleich zu der viskosen Démpfung durch Scher-
spannungen aufgrund von begrenzenden Winden und der daraus resultierenden Grenzschicht [Sut84].
Zum anderen muss ein sich in einer 3D-Domain ausbildendes Geschwindigkeitsprofil iiber dem Rohr-
querschnitt beriicksichtigt werden. Wie bereits in Abs. [7.I]diskutiert, ist die Stromungsgeschwindigkeit
die einzige Grofle, die bei quasi-eindimensionaler Stromung und ebener Wellenausbreitung nicht kon-

stant iiber dem Querschnitt ist.

7.8.1. Effektive Dampfungskonstante

Bei der numerischen Simulation einer pulsierenden Rohrstromung treten - unter der Vorausset-
zung, dass die Haftbedingung an den Rohrwinden gefordert oder Wandreibung durch einen Mo-
dellterm beriicksichtigt wird - zwei Arten von Dampfung auf. Durch die Diskretisierung ent-
steht die zuvor ausgiebig analysierte numerische Dampfung, charakterisiert durch den numerischen
Dampfungskoeflizienten auyq,. Zusétzlich wird aber nun auch die physikalische Dampfung, charakteri-
siert durch den Dampfungskoeffizienten der analytischen Modellgleichungen ceqqkt, welcher bei einem
idealen analytischen Modell dem physikalischen Démpfungskoeffizienten oy, entspricht, erfasst. Aus
der Summe beider Anteile ergibt sich die effektive Ddmpfungskonstante a.ys, die bei reibungsbehaf-
teter Simulation die relevante Grofle fiir die spektrale Anpassung der Domains ist, vgl. Abs.
Die effektive Dampfungskonstante wird im Folgenden sowohl fiir die 1DCV-Domain als auch fiir die

3DFV-Domain untersucht.

Effektive Dampfung in der 1DCV-Domain

In der 1DCV-Domain wird physikalische Ddmpfung durch den Modellterm f, nach Gl (5.1
beriicksichtigt. Diese Formulierung beschreibt die Reibung des stationdren Anteils der Strémung.
Ein instationdrer Verlustterm wird in dem CV-Schema nicht verwendet. Die spektrale Anpassung
an die gegebenen effektiven Dampfungseigenschaften einer zu koppelnden FV-Domain wird durch die
numerischen Parameter vorgenommen. Im Folgenden wird zunéchst untersucht, ob der vorhandene
Verlustterm nach Gl. einen nennenswerten Einfluss auf die Dampfung akustischer Wellen in der
CV-Domain hat. In diesem Kontext wird auch ein potentieller Einfluss auf die numerische Dispersion

untersucht.

Dazu wird - wie zuvor in Abs. [7.5.1] erlautert - die Diffusion und Dispersion bei Variation des nu-
merischen Phasenwinkels mit numerischen Experimenten bestimmt, wobei in diesem Fall der Rei-
bungsterm f, beriicksichtigt wird. Die CFL-Zahl betragt CFL = 0,172 und die akustische Mach-
zahl betrigt Ma,, = 1073, In der verwendeten Definition von f, ist (zur Bestimmung der Rohi-

reibungszahl \) die Reynoldszahl Re ein relevanter Parameter. Die im Weiteren durchgefiihrten Si-
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mulationen basieren durchweg auf dem Berechnungsansatz nach Blasius fiir die Rohrreibungszahl A.
Zusétzlich tritt die Stromungsgeschwindigkeit ¢ in Gl. explizit auf. Aus diesem Grund wird
sowohl Re als auch die Machzahl der Gleichstrémung Ma variiert. Dabei wird Ma mithilfe der mitt-
leren Stromungsgeschwindigkeit ¢ und Re anhand des Rohrleitungsdurchmessers Dy, festgelegt. Der
mittlere Druck und die mittlere Temperatur betragen - wie in Abs. [7.5] - stets p = 10° Pa sowie
T = 293,15 K. Die resultierenden numerisch-experimentell bestimmten Diffusions- bzw. Dispersions-
beiwerte €gezp bzw. €4 eqrp sind in - Abb. dargestellt. Zum Vergleich sind die Ergebnisse der

reibungsfreien Simulationen aus Abs. [7.5] sowie die Losungen der analytischen Funktionale der spek-

tralen Fehler nach Gl. (7.4217.43)) bzw. Gl. (7.59)) ebenfalls abgebildet.

eq,cv fiir alle Re und Ma —— €40V Ma = 1072 e
6¢’Cv’m m = 5 . 10_2 -_—
epdespMa=5-10"2 o. R. +  epdespMa=5-10"2% Re = 10° X
€pdezpMa =10"% 0. R. O epgempMa=10"2; Re = 10° O
e¢\d’expm =10"2; Re = 10* O
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Abbildung 7.30.: Analytische sowie numerisch-experimentell bestimmte Diffusions- bzw. Dispersions-
beiwerte des CV-Schemas mit und ohne Reibung (o. R.), bei Variation der Machzahl
der Gleichstromung Ma, der Reynoldszahl Re sowie einer akustischen Machzahl von
Mag, =102 und CFL = 0,172.

Eine Betrachtung der Diffusionsfehler macht deutlich, dass der Reibungsterm f, keinen signifikanten
Einfluss auf die effektive Dampfung in der CV-Domain hat. Fiir sdmtliche untersuchten Reynolds-
zahlen und Machzahlen ergibt sich praktisch die gleiche Dampfung. Der Reibungsterm f,, der den
stationédren Reibungsanteil abbildet, hat also keinen signifikanten Einfluss auf die viskose Dadmpfung
einer akustischen Welle in der CV-Domain. Auch bei Beriicksichtigung von physikalischer Reibung in
der CV-Domain gilt daher:
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Qeff,CV = Qnum,CV (786)

Auch auf die Schallgeschwindigkeit hat der Reibungsterm keinen signifikanten Einfluss. Die numerisch-
experimentell ermittelten Dispersionsbeiwerte ohne Reibung (o. R.) weisen keine nennenswerten Un-

terschiede zu denjenigen mit Reibung (Re = 10* bzw. Re = 10°) auf.

Effektive Dampfung in der 3DFV-Domain

In einer 3D-Domain wird die viskose Dadmpfung durch die Haftbedingung an den Rohrwénden und die
Berticksichtigung des Spannungstensors in der Impulserhaltung erfasst. Im Folgenden wird untersucht,
inwiefern sich die physikalische Dampfung von Pulsationen in durchstromten Rohren in einer 3DFV-
Domain abbilden ldsst und wie sich eine Auflosung der Stromungsgrenzschicht oder die Anwendung von
Wandgesetzen darauf auswirkt. Es ist anzunehmen, dass eine Auflosung der akustischen Grenzschicht,
auch Stokes-Schicht genannt, die beste Abbildung der Dampfung akustischer Wellen ermoglicht. Da die
Dicke der akustischen Grenzschicht §, iiblicherweise jedoch um etwa zwei Gréflenordnungen kleiner ist
als diejenige einer turbulenten Stromungsgrenzschicht 6, [WBH14,/Sch06], ist eine Auflésung der akus-

tischen Grenzschicht mit vertretbarem numerischen Aufwand nicht moéglich.

Zur Untersuchung der effektiven Dampfungskonstante a.fr3pry in einer 3DFV-Domain wird ein zy-
lindrisches Rohr dreidimensional vernetzt und simuliert. Dabei werden die gleichen Reynoldszahlen
und Machzahlen wie zuvor betrachtet. Um den Einfluss der Grenzschichtauflésung zu untersuchen,
wird im Folgenden pro Parameterkombination ein Modell mit Grenzschichtauflésung und ein Mo-
dell ohne Grenzschichtauflosung erstellt und simuliert. Bei Modellen mit Grenzschichtauflésung soll-
te im Allgemeinen fiir den dimensionslosen Wandabstand y* des wandnichsten Zellzentrums gelten
yT =~ 1. Bei Anwendung von Wandfunktionen (ohne Grenzschichtauflssung) sollte der dimensions-
lose Wandabstand des wandniichsten Zellzentrums im Bereich von 30 < y* < 300 liegen (vgl. da-
zu bspw. [Sch13,LO13]). Hinsichtlich der Vergleichbarkeit wird in den hier erstellten Modellen ein

wandniichstes Element im Bereich von 30 < y™ < 40 realisiert.

Fiir jede Kombination von Re und Ma ist eine angepasste Vernetzung erforderlich. Die Untersuchung
und Anpassung der y-Werte erfolgt bei stationiirer Stromung, wobei die Machzahl der Gleichstrémung
Ma anhand einer konstanten Stromungsgeschwindigkeit am Einlass und die Reynoldszahl Re anhand
des Rohrleitungsdurchmessers Dgy, variiert wird. Die Ergebnisse der stationdren Simulationen werden
zudem als Initialisierung fiir die anschlieenden instationidren Simulationen verwendet. Fiir die Simu-
lationen mit Ma = 0 werden die gleichen Netze wie fiir die Simulationen mit Ma = 1072 und Re = 10*
verwendet. In  Abb. sind exemplarisch die Rechennetze fiir die Simuationen mit Ma = 1072
und Re = 10* bei einer rdumlichen Auflésung von Az = 0,01 m dargestellt. Es werden Modelle mit
einer rdumlichen Auflésung in Wellenausbreitungsrichtung von Az = 0,002/0,01/0, 02 m untersucht.
Daraus ergeben sich bei der im Folgenden verwendeten Grundfrequenz der Anregung von fg = 600 Hz

numerische Phasenwinkel von ¢pum = 1,26/6,29/12,58 °. Dies entspricht in guter Ndherung den in
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(a)

(b)

Abbildung 7.31.: Rechennetze ohne (a) und mit (b) Grenzschichtauflésung fiir Simulationen mit Ma =

1072 und Re = 10* und einem Rohrdurchmesser von Dg;, = 0,045 m.

Ma[-] | Re[-] | Dre[m] | y* [
MaOW F 0 0 0,045 —
Ma0GSA 0 0 0,045 -
Mal0 2Rel0*WF 1072 104 0,045 31...34
Mal0~2Rel0*GSA 1072 104 0,045 0,9..1,1
Mal0~?Rel0°WF 1072 10° 0,45 33...36
Mal02Rel0°GSA 1072 10° 0,45 0,8...1,1
Ma5-10"2Rel0°WF | 5-1072 10° 0,09 37...39
Ma5-10"2Rel0°GSA | 5-1072 10° 0,09 1,2..1,5

Tabelle 7.10.: Parameter und y™-Werte bei stationiiren Simulationen der Modelle zur Untersuchung

des effektiven Dampfungskoeffizienten in 3DFV-Domains.

Abs. untersuchten numerischen Phasenwinkeln. Der zeitliche Diskretisierungsschritt wird bei der

Variation von ¢, mit der rdumlichen Schrittweite skaliert, so dass sich eine konstante CFL-Zahl

von CFL = 0,172 ergibt. Die Lange der Domain betrégt stets g, = 6 m. Als Fluid wird Luft als

ideales Gas modelliert.

In Tab. ist ein Uberblick iiber die untersuchten Paramatervariationen und die resultierenden y*-

Werte der stationédren Simulationen gegeben. Bei einer Machzahl von Ma = 0 werden keine stationdren

Voruntersuchungen durchgefiihrt, so dass sich auch keine y™-Werte ergeben. Bei den iibrigen Modellen

zeigt sich, dass mit Grenzschichtauflosung (GSA) und bei Verwendung von Wandfunktionen (W F)

die geforderten y™-Werte bzw. Intervalle erfiillt werden.
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Bei den Modellen ohne Grenzschichtauflosung wird zur Turbulenzmodellierung das k-e-
Turbulenzmodell verwendet. Fiir die turbulente kinetische Energie wird dabei die in OpenFOAM un-
ter kgRW allFunction implementierte Wandfunktion verwendet, die eine Neumann-Randbedingung
mit einem Gradienten von null darstellt. Fiir die Dissipationsrate ¢ wird die epsilonW all Frunction
verwendet. Die turbulente Viskositidt vy wird mit Hilfe der nutkWallFunction modelliert (vgl.
[Opel7]). Bei den Modellen mit Grenzschichtauflssung wird das k-w-SST-Turbulenzmodell verwen-
det [Men93].

Am Einlass wird eine harmonisch schwankende Strémungsgeschwindigkeit in axiale Richtung c; gin
in Form einer Dirichlet-Randbedindung mit einer akustischen Machzahl von Mag,, = 1073 bei einer
Frequenz von fg = 600 H z sowie fiir den Druck eine Neumann-Randbedingung mit einem Gradienten
von null vorgegeben. Fiir die Temperatur wird eine Dirichlet-Randbedingung mit Tg;,, = 293,15 K
aufgeprégt. Die turbulenten Gréflen am Eintritt werden als Dirichlet-Randbedingung mit Werten nach
folgenden Abschitzungsformeln vorgegeben [Sch13]:

k= 3(cI)? mit I=0,16-Re % (7.87)
chid :
€= == mit [ = 0,07 - Dpy, sowie C,, = 0,09 (7.88)
1.1
w= O, 'E% mitl=0,07- Dgy sowie C, = 0,09 (7.89)

Dabei steht Dgy, fiir den Rohrleitungsdurchmesser und [ fiir die Turbulenzintensitét, C), ist eine Kon-
stante. Am Auslass wird ein konstanter Druck von paus = 10° Pa sowie fiir die Geschwindigkeit, die

Temperatur und die turbulenten Gréflen ein Gradient von null vorgegeben.

Die innere Domain wird bei den Simulationen mit Ma = 0 bzw. Re = 0 mit einem Druck von
pinit = 10° Pa, einer Temperatur von Tjn;: = 293,15 K und einer Stromungsgeschwindigkeit von
Cinit = 0 initialisiert. Die Initialisierungswerte der turbulenten Groéflien werden nach GI.
ermittelt. Die turbulente Viskositdt wird iiber folgenden Zusammenhang bestimmt und initialisiert
[Sch13]:

v =+/1,5¢, Il mitl=0,07- Dgy sowie [ = 0,16 - Re™3 (7.90)

Fiir die Félle mit vorhandener Gleichstromung wird zunéchst mit dem kompressiblen, stationéren
Loser rhoSimpleFoam eine stationdre Losung mit den oben angegebenen Initialisierungswerten fiir
p, T und die turbulenten Gréflen durchgefiihrt. Die Eintritts- sowie die Initialisierungsgeschwindigkeit
werden in Abhéngigkeit der jeweiligen Machzahl der Gleichstrémung zu cgin = cinit = Ma - Geggit
gesetzt. Die stationédre Losung wird anschlielend als Initialisierungszustand von p, ¢, T und den tur-

bulenten Gréfen fiir die instationédren Simulationen vorgegeben.

Bei den Simulationen der 3DFV-Domain wird ausschlieilich die Dampfung untersucht. Voruntersu-
chungen zeigten, dass bei Aufprigung einer Schwankung an einer Randbedingung die Bestimmung

der numerischen Dispersion innerhalb der Domain durch diese Randbedingung verfilscht wird. Die
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Dampfung kann jedoch verlésslich bestimmt werden. Da aufgrund der unbekannten Geschwindigkeits-
verteilung iiber dem Querschnitt die Domain nicht (wie zuvor bei den eindimensionalen Simulatio-
nen) sinnvoll mit einer pulsierenden Stréomung initialisiert werden kann, muss fiir die Bestimmung
der effektiven Dampfung in der 3DFV-Domain die Schwankung an der Randbedingung aufgeprigt

werden.

Die Bestimmung der effektiven Dampfung erfolgt anhand des statischen Druckes p. Dieser wird an
zwei axial versetzten Stellen Zeyq,1 Und Tepq,2 ausgewertet. In Testsimulationen mit Ma = 1072 und
Re = 10* konnte gezeigt werden, dass sich der statische Druck, wie erwartet, iiber den Querschnitt
nicht nennenswert dndert. Die relative Abweichung von Maximum und Minimum des Schalldruckes

p(=p—p) iiber dem Querschnitt ergibt sich stets zu

€p,min,maxr = p("n)mfws - p(r)min < 1076- (791)
p(r)maa:

Daher wird der zeitliche Verlauf des Druckes an den beiden Auswertepositionen in der Rohrleitungs-

achse ausgewertet.

Der erste Auswertepunkt @e,q,1 befindet sich in einem Abstand von Zeyq1 = 10 - Drr, zum Einlass
und der zweite Auswertepunkt ., 2 befindet sich im Abstand von einer Wellenldnge zum Punkt
Zeva,1- Die Zeitsignale an den Auswertepunkten p(zeyq,1,t) und p(Zepqe,2,t) werden zunéchst in den
Spektralbereich transformiert. Es werden jeweils - wie zuvor - exakt drei Perioden abziiglich eines
Abtastwertes auf eine Anzahl an Abtastpunkten von 2" nachabgetastet und mit Rechteck-Fensterung
bewertet. Anhand der Amplituden bei Anregungsfrequenz peyq,1 und peyq 2 lisst sich unter Verwendung
von GI. mit p = f und § = 0 die effektive Ddmpfung bestimmen zu:

Peva,2 1
o p=—In . 7.92
I3 <peva 1 ) Leva,2 — Leva,l ( )

Die ermittelten effektiven Dampfungskoeffizienten fiir Gewichtungsfaktoren der Zeitintegration von
O = 1 sowie fir ® = 0,55 sind in Abb. dargestellt. Ebenfalls abgebildet ist die zu er-
wartende physikalischen Ddmpfungskonstante aypys fiir einen Rohrleitungsdurchmesser von Dgp, =
0,045 m und eine Frequenz von fg = 600 Hz. Die akustische (viskothermische) Dampfung
ebener Wellen in einer Rohrleitung ohne Gleichstromung cpnys Akustik ldsst sich berechnen mit
[Ron75]|:

k—1 1 k—1 k—1
« s usti 1+ + — 1+ — K 7.93
(G () () o

Dabei ist k die Kreiswellenzahl, x der Isentropenexponent, s = %\/% die Schubwellenzahl, die das
Verhiltnis von Rohrleitungsdurchmesser und akustischer Grenzschicht darstellt, und Pr die Prandtl-
zahl.
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Abbildung 7.32.: Numerische, physikalische und theoretische sowie numerisch-experimentell bestimm-
te effektive Dampfungskonstante bei 3DFV-Simulationen von Wellenausbreitung in
Rohrleitungen bei Variation der Machzahl Ma und der Reynoldszahl Re sowie einer
Anregungsfrequenz von fg = 600 Hz. Numerische Ergebnisse wurden - soweit nicht

anders gekennzeichnet - mit impliziter Euler-Zeitintegration (© = 1) ermittelt.
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Gl. (7.93) ist in guter N#herung giiltig fiir sédmtliche untersuchten Parameterkombinationen: Die

Helmholtzzahl He = 2 {iL definiert als das Verhéltnis einer charakteristischen Lénge zu der Wel-
lenléinge ist stets kleiner eins, so dass rdumliche Effekte nicht auftreten. Weiterhin tritt nennens-
werte Dampfung durch turbulente Absorption nur fiir den Fall sehr grofler akustischer Grenzschich-
ten und damit sehr kleiner Frequenzen auf, was hier ebenfalls nicht gegeben ist. Aufgrund der
kleinen He und Ma tritt zudem kein signifikanter Einfluss der Gleichstromung auf die Dimpfung
auf. [WBH14]

Somit gilt

Qphys,Stromung < Qphys, Akustik und damit (794)

Ophys = Olphys,Stromung T Ophys, Akustik = Ophys, Akustik (795)

Zuséatzlich ist der theoretische, effektive Dampfungskoeffizient

Qeffth = Ophys T Qnum,FV (796)

dargestellt, der sich ergibt, falls die physikalische Dampfung in dem numerischen Modell unter An-
nahme der Giiltigkeit von Gl. (7.93|) ideal abgebildet wird .

Es zeigt sich, dass bei Verwendung von Wandfunktionen in Abwesenheit von Gleichstromung (Ma = 0)
die effektive Dampfung fiir © = 1 sehr gut mit der numerischen Démpfung des Schemas oum, Fv
iibereinstimmt. Gleiches gilt fiir die Simulationen mit © = 0, 55. Bei Verwendung von Wandfunktionen
werden die Stromungsgrenzschicht und somit die (kleinere) akustische Grenzschicht nicht aufgelost.
Dadurch wird die physikalische Dampfung offenbar nicht hinreichend erfasst, so dass kein signifikanter
physikalischer Einfluss auf die effektive Ddmpfung in der 3DFV-Domain aeys3pry auftritt. Dies gilt
fir alle untersuchten numerischen Phasenwinkel. Fiir ¢p,n, = 12 °© liegt die Dampfung fiir beide
untersuchten Schemata leicht oberhalb der rein numerischen Dampfung ou,um, v, die Abweichungen

sind jedoch gering.

Wird die Strémungsgrenzschicht aufgelst, so ergibt sich durchgehend eine erhéhte Dampfung so-
wohl bei @ = 1 als auch bei ©® = 0,55. Die resultierenden numerisch-experimentell bestimmten
Déampfungskonstanten liegen sichtlich oberhalb der numerischen Dampfungskonstanten o, ym,, ry aller-
dings ebenfalls deutlich unterhalb der theoretischen effektiven Ddmpfungskonstanten a.y s s,. Offenbar
wird die viskose Dampfung der akustischen Wellen durch die Auflésung der Stromungsgrenzschicht
ansatzweise erfasst. Da die akustische Grenzschicht jedoch nicht ausreichend aufgeltst ist, wird auch

die physikalische Dampfung der Wellen nur unzureichend abgebildet.

Die Simulationen mit Gleichstromung weisen keine wesentliche Unterschiede zu denjenigen ohne
Gleichstromung auf. Die effektive Dampfung ist bei Anwendung von Wandfunktionen fiir sémtliche
untersuchten Parameterkombinationen praktisch identisch. Die entsprechenden Symbole in Abb.
liegen direkt aufeinander und sind daher nicht voneinander zu unterscheiden. Bei Auflosung der Grenz-

schicht zeigt sich, dass die Dd&mpfung fiir alle untersuchten Mach- und Reynoldszahlen zunimmt. Dabei
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7.8. Multidimensionale Kopplung

sind ebenfalls keine wesentlichen Unterschiede zwischen den untersuchten Parameterkombinationen
festzustellen. Die bestétigt den angenommenen vernachldssigbaren Einfluss der stationdren Stromung

auf die physikalische Dampfung.

Die Untersuchungen der Dampfung ebener Wellen in einer 3DFV-Domain zeigen, dass eine Auflésung
der Stromungsgrenzschicht zu effektiven Dampfungskonstanten fithrt, die nicht im Voraus anhand
numerischer Parameter bestimmbar sind. Bei Anwendung von Wandfunktionen ohne Auflésung der
Stromungsgrenzschicht entspricht demgegeniiber die effektive Dampfung praktisch der rein numeri-
schen Dampfungskonstante. Fiir die in dieser Arbeit entwickelten Kopplungsmethode muss zur spek-
tralen Impedanzanpassung der gekoppelten Domains die effektive Dampfung beider Domains im Vor-

aus bekannt sein.

Im Weiteren werden in dieser Arbeit daher Wandfunktionen verwendet. Unter der Voraussetzung, dass
keine druckinduzierte Ablosung auftritt, liefert das k — e—Turbulenzmodell in Verbindung mit Wand-
funktionen eine gute Approximation realer Stromungsfelder [FPO08,[LO13,|Sch13] und wurde auch bei
pulsierenden Stromungen erfolgreich eingesetzt [KM92,/WZ05]. Somit ist der gewihlte Ansatz hinsicht-
lich Effizienz und Abbildungsgiite sinnvoll. Grundsétzlich kann auch das k—w—.SST —Turbulenzmodell
verwendet werden. In Bereichen mit komplexer Stromung kann dann die Grenzschicht aufgelost wer-
den, so dass in diesen Gebieten das k — w—Modell angewandt wird. Bei grofien y™-Werten auflerhalb
der viskosen Unterschicht wird das & — e—Modell verwendet. Im Bereich der Kopplungsstelle ist daher
anhand der Netzgenerierung mit entsprechenden y-Werten sicherzustellen, dass in diesen Bereichen
Wandfunktionen verwendet werden. Bei den untersuchten Modellen mit Wandfunktionen (W F) ist
dies stets der Fall (vgl. Tab. [7.10)), so dass das k — w — SST— und das k — e—Modell die gleichen

Ergebnisse liefern.

In Abb. sind weiterhin diejenigen numerischen Phasenwinkel avym 1 der beiden Schema abzule-
sen, bei denen die numerische Ddmpfung der physikalischen Dampfung o,y einer Welle der Frequenz
fo = 600 Hz in einer Rohrleitung mit dem Durchmesser Dgy = 0,045 m entspricht. Bei impliziter
Euler-Integration (O = 1) ist dies mit einem numerischen Phasenwinkel von ca. @pum = 2 © der Fall,
bei Zeitintegration mit ©® = 0,55 bei ca. Ypum = 20 °. Fiir diese Werte entspricht bei Verwendung
von Wandfunktionen die numerische und damit die effektive Dampfungskonstante der physikalischen
Dampfungskonstante nach GI. .

7.8.2. Transformation der StromungsgroBen zwischen 3D- und 1D-Domain

Bei multidimensionaler 3DFV /1DCV-Kopplung miissen die iibergebenen Stromungsgréfien p, ¢ und T
in geeigneter Weise zwischen einer und drei Dimensionen transformiert werden. Im Folgenden werden
die im Rahmen dieser Arbeit entwickelten Anséitze und konkreten Umsetzungen dieser Transforma-
tionen anhand Abb. erlautert.
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Uberlappzellen

/\

LFV,k—m LFV,k—m+1 LRV k
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e Zellzentrum/Gitterpunkt O interpolierter Punkt

Abbildung 7.33.: Austausch und Transformation der Stromungsgréfien bei der Kopplung einer 3DFV-

Domain (oben) und einer 1DCV-Domain (unten).
Transformation von 3D auf 1D

Wie in Abs. erldutert, wird die Stromungsgeschwindigkeit c3p zur Erhaltung der Masse iiber
den Querschnitt masseflussgewichtet gemittelt. Diese Transformation ist in Abb. illustriert. Wie
bereits erwahnt, sind der Druck psp und die Temperatur T5p iiber den Querschnitt praktisch kon-
stant. Um den in der numerischen Losung jedoch vorhandenen geringen Schwankungen iiber einem
Querschnitt Rechnung zu tragen, werden diese Groflen zur Transformation von 3D auf 1D ebenfalls

gemittelt.

Sei x die Wellenausbreitungsrichtung der im Bereich der Kopplungsstelle ebenen Welle. Weiterhin
umfasst der Index n sdmtliche Zellen in der Ebene orthogonal zur Wellenausbreitungsrichtung. Dann
ergibt sich die an der Koordinate ipy _,, iiber den Querschnitt gemittelte Stromungsgréfie aFvyk,m,
die an den Punkt icy,1 der gekoppelten CV-Domain iibergeben wird, zu:

OrVhm = S oA (7.97)
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Durch die Masseflussmittelung der Strémungsgeschwindigkeit ist die Ubergabe von der 3D- an die
1D-Domain konservativ hinsichtlich der Masse, vgl. Abs.

Transformation von 1D auf 3D

Fiir eine Transformation der Stromungsgrofien von 1D auf 3D muss der rdumliche Verlauf dieser Grofien
iiber den Querschnitt beriicksichtigt werden. Da diese Verldufe in den Ubergabequerschnitten der
3DFV-Domain selbst (ipyg—m+1 bis ipy in Abb. nicht bekannt sind, miissen sinnvolle Profile
aus dem Innerenﬂ der 3DFV-Domain (ipy, bis ipy k_m) extrapoliert werden. Dabei werden die 3D-
Profile sdmtlicher aus der 1DCV-Domain iibergebenen Stréomungsgrofien p,c und 1" beriicksichtigt.
Der Druck p und die Temperatur T' weisen bei pulsierenden Strémungen zwar keine nennenswerte
Schwankung iiber dem Querschnitt auf [MVV15,Sch06], Testsimulationen zeigten jedoch, dass die
Annahme eines exakt konstanten Profils der Temperatur iiber den Querschnitt zu Instabilitdten bei

der Simulation fiihrt.

Bei dem Ubergang von drei Dimensionen in eine Dimension (positive Stromungsgeschwindigkeit in
Abb. [7.33) wird bei der Transformation der StrémungsgréBen von 1D nach 3D (Ubergabe in die
Zellen der Querschnitte ipy k_m41 bis ipy ) pro Stromungsgrofie das Profil der angrenzenden Zellen
im Querschnitt ¢y j—y, genutzt, um lokale Reflexionen und eine Stérung des Stréomungsprofils der
inneren Domain durch die Kopplungsstelle zu vermeiden. Es wird bei der Beriicksichtigung der Profile
der Strémungsgréfen im Rahmen dieser Arbeit davon ausgegangen, dass diese in den Uberlappzellen

qualitativ den Profilen im Querschnitt gy, _y,, entsprechen.

Das Profil einer Stromungsgrofie ¢ im Querschnitt ipy_,, wird fiir die Querschnitte
IFV k—m+1 Dis ipyk jeweils mit der gemittelten, aus der 1D-Domain iibergebenen Gréfie ¢1pcv ska-

liert. Dazu wird zunéchst die massengewichtet gemittelte Stromungsgréfie der angrenzenden Zellen

der inneren Domain (ipy f—m, in Abb. ’ aiFVk_m ermittelt:

_ Zn piFV,krfm:nAiF‘V,kfmvngZ)iFV,kfm»n (798)

¢iFV,k—m - Z . .
n pZFV,kfm,”A'LFV,kfm:n

Anschlieflend wird das bezogene Profil im Querschnitt izy,;_,, bestimmt, dessen Giiltigkeit auch fiir

die Uberlappzellen (i FVk—m+1 bis ipy) postuliert wird:

Prrel = Pirva-mn (7.99)

¢iFV,k—m

Zur Bestimmung der absoluten Stromungsgrofien in den Querschnitten ipy g—m41 bis ipyy (vgl. Abb.
werden nun die bezogenen Grofle ¢, ,; und die in der 1D-Domain réumlich interpolierten Gréfie
¢1pev (T = xi,, ) verwendet:

Gipy.n = nrel - P1DCV (Tipy ) (7.100)

'Die numerisch zu lésende 3DFV-Domain setzt sich zusammen aus der inneren, physikalisch interpretierbaren Domain

und den Uberlappzellen.
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Da in der eindimensionalen Domain nur eine Strémungsrichtung existiert und die Kopplungsstelle nur
sinnvoll im Bereich quasi-eindimensionaler Stromung und ebener Wellenausbreitung anwendbar ist,
entspricht der Betrag der x-Komponente der Stromungsgeschwindigkeit ¢, dem Betrag der vektoriellen
Geschwindigkeit ¢ und die iibrigen Komponenten ¢, und c, werden stets zu null gesetzt. Durch die
Massenmittelung ist die verwendete Transformation von 1D auf 3D - ebenso wie die Transformation

von 3D auf 1D - konservativ in der Masse.

Die Behandlung der Profile der Stromungsgrofien beim Einstromen in die 3SDFV-Domain entspricht der
Darstellung in Abb. fiir den Fall negativer Stromungsrichtung. Auch hier wird der Querschnitt
irvk—m als Referenzprofil verwendet. Die Transformation erfolgt analog zu derjenigen beim Aus-
stromen aus der 3DFV-Domain in die 1DCV-Domain nach GI. (7.98}{7.100).

7.8.3. Konservativitit der 3D/1D-Kopplung

Wie in Abs. diskutiert und in Abs. [7.8.2] erldutert, ist die Transformation der
Stromungsgeschwindigkeit lediglich hinsichtlich der Masse konservativ, um einen Sprung in
den Zustandsgréofen an der Kopplungsstelle zu vermeiden. Im Folgenden wird die Abweichung
der Erhaltung von Impuls und Energie bei der vorgestellten Transformationsvorschrift unter-

sucht.

Dazu werden stationdre Simulationen mit dreidimensionalen FV-Modellen ohne Grenzschichtauflosung
durchgefithrt, vgl. Abs. Da die Reynoldszahl der relevante Parameter hinsichtlich des
Stromungsprofils ist, wird diese im Bereich von 10* < Re < 10° variiert. Sechs Zellen vor der Austritts-
randbedingung der 3DFV-Domain (entsprechend dem Querschnitt iy j_p, in Abb. fiir m = 5)
wird die relative Abweichung der Fliisse von Impuls und Gesamtenergie zwischen der 3DFV-Domain
und den massengewichtet gemittelten Groflen, die an die 1DCV-Domain iibergeben werden, ermit-
telt. Der flachenspezifische Impulsfluss der 3DFV-Domain am betrachteten Querschnitt ergibt sich

zZu
2
> n P3DFVn * C3ppyn " ASDFVn

Iipry =
> nA3DFVn

(7.101)

Der flichenspezifische Impulsfluss der 1DCV-Domain ergibt sich mit der massengemittelten

Stromungsgeschwindigkeit der 3DFV-Domain ¢3ppy zu

Lipev = P1DCV '5§DFV . (7.102)

Der flichenspezifische Gesamtenergiefluss in der 3DFV-Domain ergibt sich zu

2
C3DFV,
Y n P3DFVn - C3DFV,n (2 =+ U3DFV,n> - A3prvn

> nA3DFvin

Espry = (7.103)
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und fiir die 1DCV-Domain zu

2

: C
Eipcv = pipcv - Csprv < 3D2FV + uwcv) - (7.104)

Die relativen Abweichungen des Impulsflusses

., — lsprv = Iipov
i=

. (7.105)
I3spry

liegen fiir die untersuchten Reynoldszahlen zwischen 1,6 - 1072 < € i< L38-: 1072, Der Impulsfluss in
der 1DCV-Domain ist somit stets um ein bis zwei Prozent kleiner als in der 3DFV-Domain. Diese
Ergebnisse entsprechen den Impulsbeiwerten 3 in der Impulsgleichung fiir die Stromfadentheorie bei

voll ausgebildeter turbulenter Stromung [Tru89).
Die relativen Abweichungen des Gesamtenergieflusses

Esprv — Eipcy
GE'u = N

(7.106)
Espry

liegen fiir die untersuchten Parameter in der Gréflenordnung von €, ~ 10~ und sind damit als gering
zu bezeichnen. Die Ursache fiir diese geringen Abweichungen ist der wesentlich grofiere Einfluss der
inneren Energie u, die nahezu konstant {iber den Querschnitt ist, gegeniiber der kinetischen Energie

2, .
% in der Gesamtenergie E.

7.8.4. Reflexionen bei 3DFV/1DCV-Kopplung

Im Folgenden werden die Reflexionen an einer 3DFV/1DCV-Kopplungsstelle mit der zuvor
erlauterten Transformation der Stromungsgrofien zwischen 3D und 1D analysiert. Dazu wer-
den die 3DFV-Modelle mit Wandfunktion und einer Machzahl von Ma = 0 bzw. Ma = 1072
(MaOW F und Mal0~2Rel0*WF in Tab. mit einem eindimensionalen 1DCV-Modell gekop-
pelt. Fiir die Turbulenzmodellierung wird das & — w — SST—Modell verwendet. In den unter-
suchten gekoppelten Modellen sind daher sdmtliche Mechanismen einer praktischen Anwendung

beriicksichtigt.

Es werden sowohl Simulationen mit akustischer Anregung in der 1DCV-Domain (1DCV zu 3DFV)
als auch mit Anregung in der 3DFV-Domain (3DFV zu 1DCV) durchgefiihrt, vgl. Abb. Die
Anregung wird stets mit einer Vorgabe der Stromungsgeschwindigkeit am Eintritt der gekoppelten
Gesamtdomain cgj, bei einer akustischen Machzahl von Ma,, = 1072 und einer Anregungsgrundfre-
quenz von fg = 500 H z realisiert. Die 3DFV-Domain wird in Wellenausbreitungsrichtung mit einer
rdumlichen Schrittweite von Axgppy = 0,02 m diskretisiert, so dass sich ein numerischer Phasen-
winkel von @,um rv = 10,49 ° ergibt. Die 1DCV-Domain wird einmal mit identischer Schrittweite
(Azipoy = Azspry = 0,02 m) und einmal mit angepasster numerischer Démpfungskonstante und
damit einer rdumlichen Schrittweite von Az1pcoy = 0,006825 m (vgl. dazu Tab. diskretisiert.
Hier konnen die Werte aus den reibungsfreien 1DFV/1DCV-Kopplungen in Abs. verwendet
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werden, da der Einfluss der physikalischen Dampfung zu vernachlidssigen ist, vgl. Abs. Am
Austritt der gekoppelten Gesamtdomain wird ein konstanter Druck von pa,s = 10° Pa vorgege-

ben. Alle weiteren Randbedingungen der 3DFV-Domain werden wie zuvor in Abs. [7.8.7] erldutert

gesetzt.
3DFV 1DCV
FEintritt Austritt
(Anregung) usert
1DCV

Abbildung 7.34.: Konfiguration der gekoppelten Gesamtdomain fiir Kopplung von 3DFV zu 1DCV
(oben) und Kopplung von 1DCV zu 3DFV (unten).

Bei Simulationen ohne Gleichstréomung (Ma = 0) werden beide Domains mit einer
Stromungsgeschwindigkeit von c¢jn;: = 0 %, einem Druck von pini: = 10° Pa und einer Tempera-
tur von Ty = 293.15 K initialisiert. Bei den Simulationen mit Gleichstromung (Ma = 10~2) werden
- ebenfalls wie zuvor in Abs. - im Voraus stationidre Simulationen der 3DFV-Domain durch-
gefithrt. Diese stationdre Losung wird als Initialisierungszustand fiir die gekoppelten Simulationen
verwendet. Die Initialisierung der 1IDCV-Domain bei Simulationen mit Stréomung erfolgt mit den ge-
mittelten Gréfien der stationéren Lésung der 3DFV-Domain an der Kopplungsstelle ¢; ..., ., P; e
, vgl. Abb. |7.33

und LRV, k—m

Die Auswertung der Reflexionen an der Kopplungsstelle erfolgt wie zuvor mit Hilfe von Referenzsimu-
lationen, vgl. Abs. Bei Simulationen mit Anregung in der 1IDCV-Domain wird die Auswertung
im Punkt icy3 in Abb. @ durchgefithrt. Bei Simulationen mit Anregung in der 3DFV-Domain
wird im Querschnitt iy j—m—1 - Wie zuvor in Abs. - der Druckverlauf in der Rohrleitungsachse

ausgewertet.

In Abb. sind die Reflexionskoeffizienten der Simulationen mit Kopplung von 1DCV zu 3DCV fiir
identische raumliche Diskretisierungen und damit §; = 4,9 (vgl. Tab. sowie fiir angepasste numeri-
sche Dampfungskonstanten (§; = 1) bei Variation von £, dargestellt. Zum Vergleich sind die Ergebnisse
der gekoppelten Simulationen von 1DCV zu 1DFV ebenfalls abgebildet.

Grundsétzlich zeigen die Reflexionen bei den Simulationen 1DCV zu 3DFV sehr dhnliches Verhalten
gegeniiber den Simulationen 1DCV zu 1DFV. Bei gleicher rdumlicher Diskretisierung (£; = 4,9) exis-

tiert im untersuchten Bereich von &, kein Minimum der Reflexionen. Die Reflexionen der 1IDCV/3DFV-
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Abbildung 7.35.: Vergleich der Reflexionskoeffizienten vor der Kopplungsstelle bei Mag, = 1073,
Onum, ;v = 10,49 °, © = 1 fiir Kopplung von 1DCV zu 1DFV bzw. 1DCV zu
3DFV.

Simulationen zeigen einen nahezu identischen Verlauf wie bei den 1DCV/1DFV-Simulationen, liegen
jedoch stets geringfiigig hoher. Fiir £; = 1 zeigen sich ebenfalls nahezu gleiche Reflexionen. Im Bereich
des Reflexionsminimums, welches wiederum bei {, oy = 1 liegt (vgl. Tab. , sind die Reflexionen
bei 1DCV /3DFV-Kopplung leicht hoher. Die Transformation der StromungsgréBen zwischen einer Di-
mension und drei Dimensionen hat offenbar keinen signifikanten Einfluss auf die Reflexionen an der

Kopplungsstelle.

Fiir die Untersuchungen der Reflexionen bei einer Kopplung von 3DFV zu 1DFV wurden Simula-
tionen mit Ma = 0 sowie in diesem Fall zusitzlich Ma = 10~2 durchgefiihrt. Die Ergebnisse sind in
Abb. dargestellt. Zum Vergleich sind wiederum die Ergebnisse der entsprechenden 1DFV /1DCV-
Simulationen abgebildet, vgl. Tab. Fiir Ma = 0 sind die Ergebnisse der 3DFV /1DCV-Simulationen
erneut praktisch identisch mit denen der 1DFV/1DCV-Simulationen. Das Minimum der Reflexionen
liegt erneut bei (5o = 1 und nur geringfiigig iiber dem bei der 1DFV/1DCV-Kopplung. Die Re-
flexionen werden durch die Anpassung der numerischen Ddmpfungskonstanten wiederum signifikant

reduziert.
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Abbildung 7.36.: Vergleich der Reflexionskoeffizienten vor der Kopplungsstelle bei Mag, = 1073,
Onum,Fv = 10,49 °, © = 1 fiir Kopplung von 3DFV zu 1DCV bzw. 1DFV zu 1DCV.

Bei den Simulationen mit Gleichstromung weisen die Reflexionen bei 3DFV/1DCV-Kopplung quali-
tativ die gleichen Verldufe auf, wie bei der IDFV/1DCV-Kopplung. Die Quantitativen Abweichungen
sind jedoch leicht gréfier als bei Ma = 0. Bei unangepassten Domains (£4 = 4, 8) liegen die Reflexionen
im gesamten untersuchten ,-Bereich iiber denjenigen der 1IDFV /1DCV-Simulationen. Auch bei ange-
passten Domains werden leichte Abweichungen zwischen 3DFV /1DCV-Kopplung und 1DFV/1DCV-
Kopplung ersichtlich. Der minimale Reflexionskoeffizient liegt ebenfalls leicht hcher. Bei vorhandener
Gleichstromung scheinen durch die Transformation zwischen dreidimensionaler und eindimensionaler
Domain leicht erhohte Stérungen induziert zu werden, diese resultieren jedoch nicht in signifikant

erhohten Reflexionen an der Kopplungsstelle.

7.8.5. Geschwindigkeitsprofile bei 3DFV/1DCV-Kopplung

Anhand der im vorhergehenden Abschnitt erlauterten Simulationen mit Kopplung von 3DFV zu 1DCV
und &; = 1 sowie (4 cv = 1 wird im Folgenden eine detailliertere Analyse der potentiellen Beein-

flussung des Stromungsfeldes der inneren 3DFV-Domain durch die Kopplungsstelle durchgefiihrt.
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Dazu sind in Abb. die Profile der Stromungsgeschwindigkeit iiber dem Radius am Auswer-
tequerschnitt der Reflexionen (ipy ,—m—1 in Abb. fiir die Simulationen ohne Gleichstromung
(Ma = 0) und mit Gleichstromung (Ma = 1072) dargestellt. Die Strémungsprofile sind jeweils fiir
drei verschiedene Phasen der Pulsation mit ¢ = 0,57 /7/1,57 enthalten. Zum Vergleich sind die

korrespondierenden Stromungsprofile der Referenzsimulationen einer reinen 3DFV-Domain ebenfalls
abgebildet.

Ma =0 (¢ =0,57) Ref. ® Ma=0(p=0,57)3D1D O
Ma =0 (p =) Ref. B Ma=0(p=m) 3DID ]
Ma =0 (¢ =1,57) Ref. ¢ Ma=0(p=1,57)3DID O
Ma=10"2 (¢ =0,57) Ref. @® Ma=10"2 (¢ =0,57)3DID O
Ma =10"2 (p = ) Ref. B Ma=102(p= )3D1D ]
Ma=10"2 (p =1,57) Ref. & Ma=10"2(p=1,57)3DID &
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Abbildung 7.37.: Vergleich der Geschwindigkeitsprofile vor der Kopplungsstelle fiir Mag, = 1073,
Onum, v = 10,49 °, © = 1 bei 3DFV/1DCV-Koplung (3D1D) und reiner 3DFV-
Simulation (Ref.).

Es zeigt sich, dass bei Pulsationen im ruhenden Fluid die Strémungsgeschwindigkeit ein Kolbenprofil
ausweist, also keine nennenswerte Variation iiber dem Radius erkennbar ist. An den Rohrwénden
ist die Geschwindigkeit aufgrund der Haftbedingung hingegen null. Ein Vergleich der gekoppelten

Simulationen mit den Referenzsimulationen macht deutlich, dass durch die Kopplungsstelle keine
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7.9. Zwischenergebnis

signifikanten Stérungen induziert werden. Fiir alle Phasen ¢ und iiber den gesamten Radius sind die

Geschwindigkeiten praktisch identisch.

Die gleiche Ubereinstimmung von gekoppelter Simulation und Referenzsimulation zeigt sich auch bei
den Simulationen mit einer Machzahl von Ma = 1072. Auch in diesem Fall sind iiber den gesamten
Radius keine nennenswerten Stérungen des Stromungsprofils im Inneren der SDFV-Domain ersichtlich.
Die Skalierung des Profils der inneren Domain in den Uberlappzellen erweist sich somit als geeignet,
um lokale Reflexionen zu vermeiden und das Stromungsprofil der inneren Domain auch bei gekoppelten

Simulationen zu reproduzieren.

In Abb. sind zusétzlich Stromungsprofile nach dem Potenzgesetz nach von Karman aufgefiihrt,
welches eine Nadherung fiir das Stromungsprofil einer voll ausgebildeten, stationédren turbulenten

Stromung darstellt, und gegeben ist durch [Tru89]:

c(r) = Cmas <1 - <R2L>m>n (7.107)

Dabei ist Rpp = 2 4 = 0,0225 der Rohrleitungsradius. Die Exponenten m und n sind abhéngig von

der Reynoldszahl und betragen in diesem Fall m = 1,5 und n = % Die Werte fiir ¢;q, entsprechen
den Stromungsgeschwindigkeiten der numerischen Losung in der Rohrachse (r = 0) zu den jeweiligen

Phasen.

Die numerischen Ergebnisse zeigen eine gute Ubereinstimmung mit den analytischen Funktionalen. Le-
diglich im Bereich der Rohrwand zeigen sich leichte Abweichungen. Die Stromungsgeschwindigkeit der
numerischen Simulationen liegt hier in allen dargestellten Phasen leicht unterhalb des Potenzgesetzes.
Dadurch wird die Beobachtung aus der Literatur bestétigt, dass sich die Strémungsprofile pulsierender
Stromungen bei kleinen Pulsationsindizesﬂ I qualitativ von denen stationérer Stromungen praktisch
nicht unterscheiden [MVV15].

7.9. Zwischenergebnis

Anhand der umfassenden Parametervariationen mit eindimensionalen gekoppelten Domains
(IDFV/1DCV) in Abs. konnte gezeigt werden, dass sich durch Anpassung der Wellenausbrei-
tungseigenschaften erhebliche Reduktionen der Reflexionen an der Kopplungsstelle erzielen lassen. Die
aus der Theorie der numerischen Impedanzanpassung (vgl. Abs. abgeleitete erste fundamentale
Kopplungsbedingung Gl. , die die Anpassung der numerischen Dadmpfungskonstanten sicherstellt,
konnte numerisch-experimentell bestitigt werden. Die zweite aus der Theorie abgeleitete fundamen-
tale Kopplungsbedingung Gl. , welche die Anpassung der numerischen Schallgeschwindigkeiten

reprisentiert, hat sich bei der gewihlten Methode zur Ubergabe der Strémungsgrofien zwischen den

'Der Pulsationsindex I ist definiert als das Verhiltnis der Amplitude der Schallschnelle zu der mittleren Geschwindigkeit

einer pulsierenden Stréomung: I =
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7.9. Zwischenergebnis

gekoppelten Domains als nicht optimal erwiesen. Vielmehr zeigte sich, dass anstelle der Bedingung

gleicher numerischer Schallgeschwindigkeiten in den Domains
=1 (7.108)

bei Erfiillung der Bedingung
Caov - (1+ G Ma) =1 (7.109)

minimale Reflexionen auftreten. Diese Beobachtung konnte fiir Machzahlen von 0 < Ma < 1071 bei

einer umfassenden Variation numerischer Parameter bestétigt werden.

Weiterhin zeigte sich, dass die akustische Machzahl - und damit die Amplitude auftretender Pulsa-
tionen - ein limitierender Parameter fiir die Anwendbarkeit der Kopplungsmethode ist. Bei grofien
akustischen Machzahlen (im Rahmen der untersuchten Parameter fiir Mag;, > 5-1072) lassen sich nur
noch geringfiigige oder keine Reduktionen der Reflexionen durch die spektrale Anpassung der Domains

realisieren.

Untersuchungen mit Gleichstromung zeigten, dass die Beriicksichtigung der Skalierung der numeri-
schen Dispersion entscheidend fiir die spektrale Anpassung der Domains ist. Bei Beriicksichtigung
der Machzahl-Skalierung in GI. konnten fiir Machzahlen der Gleichstréomung im Bereich von
0 < Ma < 107! - wie zuvor ohne Gleichstromung - erhebliche Reduktionen von Reflexionen an der
Koppungsstelle erzielt werden. Bei Systemen mit Reflexionen - und damit hin- und riicklaufenden Wel-
len an der Kopplungsstelle - treten an der Kopplungsstelle aufgrund der unterschiedlichen Parameter
der Wellen unterschiedlicher Laufrichtungen jedoch ebenfalls moglicherweise nennenswerte Reflexionen

auf.

Auch bei multidimensionaler Kopplung von Domains (3DFV/1DCV) sind die spektralen Fehler die
dominanten Parameter hinsichtlich der auftretenden Reflexionen an einer Kopplungsstelle. Wird die
Wandbehandlung mit Hilfe von Wandfunktionen durchgefiihrt, so entspricht die effektive Dampfung
akustischer Wellen in einer dreidimensional modellierten Rohrleitung praktisch der numerischen
Dampfung, so dass sich anhand der numerischen Parameter der gekoppelten Domains eine zuverléssige
spektrale Anpassung durchfithren ldsst. Weiterhin kann bei Verwendung von Wandfunktionen die
Dampfung akustischer Wellen in der 3DFV-Domain (und damit auch in der gekoppelten 1DCV-
Domain) derart justiert werden, dass die Dampfung im numerischen Modell einem vorgegebenen
Funktional fiir die physikalische Démpfung akustischer Wellen entspricht. Des Weiteren weisen die
Reflexionen an der Kopplungsstelle keine nennenswerten Verédnderungen bei einer 3DFV/1DCV-
Kopplung im Vergleich zu denjenigen bei einer 1DFV/1DCV-Kopplung auf. Das Stromungsprofil
im Inneren der 3DFV-Domain wird durch die Kopplungsstelle im untersuchten Parameterbereich
geringer Machzahlen der Gleichstromung und akustischer Machzahlen ebenfalls nicht erkennbar

gestort.
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8. Generischer Testfall

In diesem Abschnitt wird die Erstellung eines gekoppelten numerischen Gesamtmodells anhand eines
generischen Testfalls demonstriert. Dies umfasst die erforderlichen Voraussetzungen an eine dreidimen-
sionale FV-Domain sowie die Bestimmung der numerischen Parameter von angepassten eindimensio-

nalen CV-Domains.

8.1. Grundlegendes Modell

Die grundlegende Konfiguration des generischen Testfalls ist in Abb. skizziert. Das Gesamt-
modell besteht aus einer 3DFV-Domain, die in zwei 1DCV-Domains eingebettet ist. Dies ist ei-
ne Konfiguration, wie sie beispielsweise bei einer Stromungsmaschine angewendet werden kann. Da
Stromungsmaschinen im Gegensatz zu Verdringermaschinen tendenziell durchlissig fiir akustische
Wellen sind, muss fiir eine ganzheitliche Erfassung der instationdren Wechselwirkungen von Maschi-

nen und Anlagen das Rohrleitungssystem beidseitig beriicksichtigt werden.

1DCV 3DFV 1DCV

Eintritt

IIIIIIIIIIIII A t tt
(Anregung) st

Stromungsrichtung

Abbildung 8.1.: Konfiguration der gekoppelten Gesamtdomain fiir die Simulationen mit
1DCV/3DFV/1DCV-Kopplung.

Fiir die Ubergabe der Stromungsgroéfen in die 3DFV-Domain wird der Ansatz der Riickkopplung durch
Zellzentren und Extrapolation (RAE) mit einer Anzahl an Uberlappzellen von m = 5 und Extraplation
nullten Grades verwendet, vgl. Abs.[7.6.2] Die 3DFV-Domain besteht fiir diesen generischen Testfall
aus einer Rohrleitung mit einem Durchmesser von Dspry = 0,053 m. Die Linge der numerischen
Domain betrégt I3prv,num = 1,06 m. Da sich der Randpunkt der 1DCV-Domain auf der gleichen
Koordinate befindet wie die Zellzentren der 3DFV-Domain im Schnitt ¢py ;—p, in Abb. ergibt
sich mit jeweils m = 5 Uberlappzellen auf beiden Seiten eine Linge der physikalischen Domain von
I3DFVphys = (1,06 — 11 -0,02) m = 0,84 m. Auf beiden Seiten dieser 3DFV-Domain ist jeweils eine
1DCV-Domain der Lénge l1pcy = 0,86 m gekoppelt. Am Eintritt des Modells wird in der 1DCV-

Domain eine akustische Anregung durch Vorgabe einer fluktuierenden Stréomungsgeschwindigkeit cg;p,
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8.1. Grundlegendes Modell

aufgepragt. Die Anregung besteht aus einer Grundharmonischen und zwei Oberschwingungen, de-
ren Parameter in Tab. zusammengefasst sind. Die gewidhlte Kombination mit einer dominanten
Grundharmonischen und abnehmenden Amplituden der Oberschwingungen entspricht einer typischen
spektralen Zusammensetzung der Pulsationsanregung von Fluidenergiemaschinen. Am Austritt wird

in der IDCV-Domain einerseits die nichtreflektierende GMW-Randbedingung (vgl. Abs. [f]) mit einem

mittleren Zieldruck von prp sou = 10° Pa sowie andererseits ein konstanter Druck von pays = 10° Pa
vorgegeben.
fHZ | e[%] | Mag [-] | ¢ [rad]
fa 300 | 0,245 | 7,2-107* 0
fi 600 | 0,123 | 3,6-10"* 2n
fo 900 | 0,061 | 1,8-10"* am
Uberlagerung - 0,527 | 1-1073 -

Tabelle 8.1.: Parameter der Frequenzanteile der akustischen Anregung sowie der iiberlagerten Gesamt-

anregung am Eintritt der gekoppelten Gesamtdomain.

Drei  Varianten dieses Modells werden im  Folgenden fiir Luft als Fluid simu-

liert:

e ohne Gleichstromung (Ma = 0) und mit nichtreflektierender GMW-Randbedingung am Austritt
(im Folgenden: MaOnr)

e mit Gleichstromung von ¢ = 8 ™ (Ma = 2,3 -1072) und nichtreflektierender GMW-

S

Randbedingung am Austritt (im Folgenden: Ma2,3 - 10~2nr)

e mit Gleichstrémung von ¢ = 8  (Ma = 2,3 -107%) und konstantem Druck am Austritt (im
Folgenden: Ma2,3 - 10~2p)

Die Langen der Teildomains sind derart konfiguriert, dass im Fall eines konstanten Austrittsdruckes
fir das Fluid Luft bei einer Temperatur von 293,15 K akustische Resonanz in der Gesamtdomain

auftritt.

Bei der Simulation ohne Gleichstromung (MaOnr) werden die 1IDCV-Domains und die 3DFV-Domain
mit einem Druck von pjn;; = 10° Pa, einer Stréomungsgeschwindigkeit von ¢jni; = 0 % sowie einer Tem-
peratur von T, = 293, 15 K initialisiert. Die Initialisierung und Bestimmung der Randbedingungen
der turbulenten Groflen erfolgt wie zuvor in Abs. Bei den Simulationen mit Gleichstrémung
(Ma2,3-10"2nr bzw. Ma2,3-10~2p) werden wiederum zunichst stationire Simulationen der 3DFV-
Domain durchgefiihrt. Die anschliefende Initialisierung der 1IDCV-Domains und der 3DFV-Domain
erfolgt wie in Abs. erlautert. Das Rechennetz an der Rohrwand wurde so generiert, dass sich bei
einer Machzahl von Ma = 2, 3-1072 dimensionslose Wandabstinde von y+ = 30...31 ergeben. Fiir alle

drei Varianten wird das selbe Netz verwendet.
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8.2. Anforderungen an die 3DFV-Domain

8.2. Anforderungen an die 3DFV-Domain

Wie bereits erwihnt, bestehen einige Voraussetzungen an die F'V-Domain zur sinnvollen und prinzip-
gemiflen Anwendung der entwickelten Kopplungsmethode. Diese werden im Folgenden noch einmal

zusammenfassend verdeutlicht.

8.2.1. Stromungsfeld

Die entwickelte Methode zur Kopplung von dreidimensionalen und eindimensionalen Domains ist
nur im Bereich quasi-eindimensionaler Strémung und ebener Wellenausbreitung sinnvoll einsetzbar.
Findet an der Kopplungsstelle rdumliche Stromung oder Wellenausbreitung statt, so werden diese
Effekte durch die Reduktion auf eine Dimension zwangsldufig unterdriickt. Weiterhin ist eine Stérung
der dreidimensionalen Domain in diesem Bereich nicht auszuschlieffen: raumliche Effekte, die in der
dreidimensionalen Domain lediglich auf einem Teil der Grenzfliche zwischen 1D und 3D stattfinden,
erzeugen durch den Ubergang in die eindimensionale Domain, in der zwangsldufig ein homogener
Zustand iiber den Querschnitt herrscht, Riickwirkungen auf die dreidimensionale Domain entlang der

gesamten Kopplungsflache.

Im Kontext der gekoppelten Simulation von Fluidenergiemaschinen und Anlagen bedeutet dies, dass
die Kopplungsstelle in einem Bereich des jeweiligen Rohrleitungssystems platziert werden muss, an
dem rdumliche Effekte der gekoppelten Fluidenergiemaschine abgeklungen sind. Die dreidimensio-
nale Domain muss also einen gewissen Teil der Anlage umfassen, so dass an der Kopplungsstelle
ausschliefllich quasi-eindimensionale Stromung und ebene Wellenausbreitung stattfindet. Die erfor-
derliche Linge der Rohrleitung in der 3D-Domain héngt jeweils vom spezifischen Anwendungsfall
ab.

8.2.2. Netztopologie

Weiterhin erfordert die entwickelte Kopplungsmethode einige topologische Voraussetzungen an das
Rechennetz der dreidimensionalen Domain. Im Bereich der Kopplungsstelle muss das Netz ei-
ne aquidistante rdumliche Auflésung in Wellenausbreitungsrichtung aufweisen, da nur so ein kon-
stanter numerischer Phasenwinkel existiert, an den die eindimensionale Domain angepasst werden
kann. Auch im Inneren der Domain sollten Spriinge in der rdumlichen Auflésung vermieden wer-
den. Jede starke Anderung der rdumlichen Auflésung stellt einen Sprung in der numerischen Im-
pedanz dar und fithrt daher zu potentiellen rein numerisch bedingten Reflexionen. Anderungen der
rdumlichen Auflésung sollten daher auch im Inneren der Domain moglichst kontinuierlich gestaltet

werden.

Zudem ist es erforderlich, dass im Bereich der Kopplungsstelle die Zellflichen in Wellenausbreitungs-

richtung orthogonal zu dieser ausgerichtet sind. Aufgrund der Verwendung von Uberlappzellen muss
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8.3. Bestimmung der Parameter der 1DCV-Domain

diese Orthogonalitit der Zellflichen mindestens soweit gewihrleistet sein, wie die Uberlappzellen in die
Domain hineinragen. Der Bereich einer Kopplungsstelle des dreidimensionalen Netzes des hier unter-
suchten Testfalls, das die genannten topologischen Voraussetzungen erfiillt, ist zur Veranschaulichung
in Abb. dargestellt.

L..

(a) (b)

Abbildung 8.2.: Randbereich eines Rechennetz fiir gekoppelte Simulationen in isometrischer (a) und

Schnittansicht (b).

8.3. Bestimmung der Parameter der 1DCV-Domain

Im Folgenden wird die Bestimmung der numerischen Parameter der gekoppelten 1DCV-Domains an-
hand der gegebenen Parameter der 3DFV-Domain demonstriert. Fiir die Anpassung der numerischen
Dampfungskonstanten g, ist ausschlieBlich die rdumliche Auflésung in Wellenausbreitungsrichtung
(x-Richtung in Abb. relevant. Die rdumliche Schrittweite in x-Richtung ist in diesem Fall zur
Vereinfachung am Eintritt und am Austritt der 3DFV-Domain identisch, so dass die nachfolgen-
den Ausfithrungen fiir beide 1DCV-Domains gelten. Die 3DFV-Domain weist in axiale Richtung eine
raumliche Auflssung von Az = 0,02 m auf. Der gewiihlte Zeitschritt betrigt At = 107° s, so dass
sich (fiir Simulationen ohne Gleichstrémung) eine CFL-Zahl in der FV-Domain von CF Lpy = 0,172
ergibt. Der Gewichtungsfaktor der Zeitintegration wird exemplarisch zu © = 0,55 gewéhlt. Da die
Grundharmonische die dominante Amplitude der Anregung darstellt, wird die Anpassung der numeri-

schen Dampfungskonstanten fiir die Frequenz der Grundharmonischen von fg = 300 H z durchgefiihrt,

vgl. Abs. [7.7.4

Zunéchst ist der numerische Phasenwinkel der Grundharmonischen in der FV-Domain ¢pym, rv,¢ und
die zugehorige numerische Dampfungskonstante o,um,Fv,c zu bestimmen. Der numerische Phasen-

winkel ergibt sich nach Gl. (2.78). Zur Bestimmung der numerischen Dampfungskonstante ist der
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Diffusionsfehler g pv (@num,rv,c, CF Lpy) erforderlich. Dieser lésst sich fiir das hier verwendete FV-
Schema mit Hilfe von GI. oder numerisch-experimentell ermitteln, vgl. Abs. . Die numerische
Dampfungskonstante kann anschliefend nach GI. bestimmt werden. Die Parameter fiir die drei
untersuchten Varianten sind in Tab. zusammengefasst.

Crum#v,e: [°] | €a, v (Onum,pvics CFLEV) [=] | Cpum,pvic [2]
MaOnr 6,29 0,99998225 0,005154
Ma2,3-10 %nr 6,15 0,99998302 0,005037
Ma2,3 - 10_2p 6,29 0,99998225 0,005154

Tabelle 8.2.: Numerische Parameter der FV-Domain fiir die drei Varianten des generischen Testfalls.

Die Machzahl der Gleichstromung wurde zur Bestimmung der aufgefithrten Parameter ausschlieflich
bei der Variante Ma2,3 - 10~2nr beriicksichtigt, da sich die akustischen Wellen im Fall einer reflexi-
onsfreien Randbedingung lediglich in eine Richtung ausbreiten. Im Fall einer reflektierenden Rand-
bedingung (wie beispielsweise einem konstanten Druck) existieren hin- und riicklaufende Wellen mit
jeweils unterschiedlichen akustischen und damit numerischen Parametern k, w,um, CF L, € sowie Qpyum
in und entgegen der Stromungsrichtung. Daher wird in diesem Fall die Machzahl bei der Bestimmung
der Kopplungsparameter nicht beriicksichtigt, um einen Kompromiss fiir die hin- und riicklaufenden
Wellen zu treffen, vgl. Abs.

Nun ist diejenige rdumliche Auflosung fiir die 1DCV-Domain zu bestimmen, bei der die numerischen
Démpfungskonstanten in beiden Domains identisch sind (@pum, rv.c = num,cv,q). Dazu ist das fol-

gende Gleichungssystem nach CFLcy und @pum,cv zu losen, vgl. Abs. [7.7.1]

kG,num,CV
Pnum,CV * Cnum,FV

CFLcy = —

In(eq,cv)
(8.1)

- At
CFLcy = Anum,CV (1 + Ma) S — kG,num,CV
Pnum,CV

Da sich das Gleichungssystem aufgrund der gegenseitigen Abhéngigkeiten der Parameter nicht
explizit nach den gesuchten Groflen CF Loy und @nym,cv umformen lisst, kann die Losung bspw.
iterativ durchgefithrt werden. Der Diffusionsfehler der CV-Domain €4 cv (Ynum,cv.q; CFLcov) kann
dabei mithilfe von GI. oder numerisch-experimentell ermittelt werden.

Abschlieflend ist der Skalierungskoeffizient der Schallgeschwindigkeit fiir die CV-Domain (, cv zu

bestimmen. Dieser ergibt sich zu

1
1+ (g - Ma)’

Ca,CV = ( (82)

wobei der Skalierungskoeffizient fiir das verwendete CV-Schema (37, = 0,6 betrégt, vgl. Abs.
Die resultierenden Werte fiir die CV-Domain sind in Tab. zusammengefasst. Mit den dargestell-
ten Parametern zur Erzielung minimaler Reflexionen werden die Simulationen der oben vorgestellten

Modellvarianten durchgefiihrt.
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Ornum,cv,a ] | €a,cv(@numcov,a, CFLov) [=] | Azcy [m] | CFLey [~] | Cucov
MaOnr 1,188 0,99998231 0,003775 0,9095 1
Ma2,3-10~2nr 1,188 0,99998231 0,003862 |  0,9095 | 0,9864
Ma2,3-10-2p 1,188 0,09998231 0,003775 |  0,9095 1

Tabelle 8.3.: Numerische Parameter der angepassten CV-Domain fiir die drei Varianten des generi-

schen Testfalls.
8.4. Ergebnisse

Im Folgenden werden die Ergebnisse der Simulationen der drei Modellvarianten dargestellt und ana-
lysiert. Die Ergebnisse der Variante MaOnr sind in Abb. und Abb. dargestellt. Die dar-
gestellten Verldufe des statischen Druckes in Abb. stellen die gekoppelte Gesamtdomain dar und
sind aus den Verldufen in der 3DFV-Domain und den beiden 1DCV-Domains zusammengestellt. Der
dargestellte Druck in der 3DCV-Domain wurde dazu iiber den Querschnitt massenstromgewichtet

gemittelt.

Die Druckverlidufe sind fiir vier verschiedene dquidistante Phasen dargestellt. Es zeigt sich ein kontinu-
ierlicher Verlauf des Druckes iiber die gesamte Lénge der gekoppelten Domain. Ein Vergleich der Druck-
verldufe untereinander macht die geringen auftretenden Reflexionen sowohl an der Kopplungsstelle als
auch an der Randbedingung deutlich. Die Wellen verschieben sich mit zunehmender Phase entlang
der axialen Position, wobei sich die Wellenform nur unwesentlich dndert. Dieses Verhalten weist auf
eine durchlaufende Welle hin. Eine leichte Veréinderung der Wellenform ist jedoch entlang der Wellen-
ausbreitung ersichtlich. Dies ist auf die Dadmpfung der Wellen zuriickzufiihren. Die Oberschwingungen
werden grundsétzlich stéirker geddmpft als die Grundharmonische. Dies d&uflert sich durch die erkenn-

bare Abnahme der Welligkeit der Verldufe innerhalb einer Wellenléinge.

Die Stromungsgeschwindigkeit ist in Abb. in Form von Farbkarten in der x-y-Ebene im Schnitt
durch die Rohrachse dargestellt. Die Geschwindigkeitsverldufe sind ausschliellich fiir die physikali-
sche 3DFV-Domain ohne Uberlappzellen (0,86 m < x < 1,7 m) und ebenfalls fiir die gleichen vier
Phasen wie zuvor die Druckverlaufe dargestellt. Es zeigt sich der zuvor in Abs. beobachtete kon-
stante Verlauf der Stromungsgeschwindigkeit {iber dem Querschnitt, der sich bei reiner Akustik ohne
Gleichstromung einstellt. Ein Vergleich der Geschwindigkeitskarten fiir die unterschiedlichen Phasen
untereinander zeigt - wie zuvor bei dem Druck - ein reines Fortschreiten der Wellen entlang der Rohr-
leitung. Ein Vergleich von Druck- und Geschwindigkeitsverldufen macht weiterhin deutlich, dass sich
der Druck und die Schallschnelle in Phase befinden. Dies ist bei rein durchlaufenden Wellen ohne

Reflexionen der Fall.

Die Ergebnisse der Variante Ma2,3 - 10~2nr sind in Abb. und Abb. ebenfalls in Form von
Druckverldufen und Farbkarten der Stromungsgeschwindigkeit abgebildet. Hinsichtlich der Driicke

zeigen sich praktisch die gleichen Wellenformen wie zuvor bei MaOnr. Die durchlaufenden Wellen
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Abbildung 8.3.: Druckverlauf entlang der Gesamtdomain bei gekoppelter 1DCV/3DFV/1DCV-

Simulation fiir die Variante MaOnr.
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Abbildung 8.4.: Axiale Stromungsgeschwindigkeit ¢, bei gekoppelter 1IDCV /3DFV /1DCV-Simulation

fiir die Variante MaOnr.
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Abbildung 8.5.: Druckverlauf entlang der Gesamtdomain bei gekoppelter 1DCV/3DFV/1DCV-

Simulation fiir die Variante Ma2,3 - 10 2nr.
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Abbildung 8.6.: Axiale Stromungsgeschwindigkeit ¢, bei gekoppelter 1IDCV /3DFV /1DCV-Simulation
fiir die Variante Ma2,3 - 10~ 2nr.
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verschieben sich mit zunehmender Phase entlang der Domain und die sichtliche Abnahme der Ober-
schwingungen lésst sich ebenfalls wiedererkennen. Der wesentliche Unterschied im Verlauf der sta-
tischen Driicke liegt in der Abnahme des Gleichanteils entlang der Domain und damit in Richtung
der Gleichstromung. Dies war zu erwarten, da durch Rohrreibung bei der vorgegebenen mittleren
Stromungsgeschwindigkeit von ¢ = 8 “* ein kontinuierlicher Totaldruckverlust entsteht, der sich durch
eine Abnahme des mittleren statischen Druckes entlang der Rohrachse duflert. Ein Vergleich der Druck-
verldufe fiir MaOnr und Ma2,3 - 10~2nr zeigt weiterhin leicht unterschiedliche Wellenlingen. Die
Wellenlinge bei der Simulation mit Ma = 0,023 ist durch die Uberlagerung der Gleichstrémung bei
identischen Anregungsfrequenzen leicht groBer, vgl. Abs. 2.2.1]

Anhand der Farbkarten der Stromungsgeschwindigkeiten in Abb. wird zunéchst das ebenfalls zu-
vor in Abs. beobachtete Stromungsprofil iiber dem Querschnitt bei einer pulsierenden Stréomung
deutlich. Zugunsten der besseren Differenzierbarkeit ist lediglich der Bereich von 7,8 %= < ¢, < 9,8 ™*
in der Farbskala enthalten. Die Abnahme der Stromungsgeschwindigkeit in Wandnéhe wird jedoch zu
jeder Phase in jedem Bereich der Domain deutlich. Der Verlauf der Geschwindigkeitsfelder mit zuneh-
mender Phase ldsst wiederum den durchlaufenden Wellencharakter erahnen, wobei dieser in diesem Fall

aufgrund der iiberlagerten Gleichstromung etwas schwieriger zu erkennen ist.

Ein Vergleich der Druck- und Geschwindigkeitsfelder zeigt erneut, dass sich der Schalldruck und die
Schallschnelle in Phase befinden. Auch diese Beobachtung wird durch die iiberlagerte Gleichstromung
etwas erschwert, da die mittlere Stromungsgeschwindigkeit in Stromungsrichtung im Gegensatz zu dem
statischen Druck leicht zunimmt. Dies resultiert aus der reibungsbedingten Abnahme des statischen
Druckes und der damit einhergehenden Abnahme der Dichte. Aufgrund der Kontinuitétsbedingung
erhoht sich somit die Stromungsgeschwindigkeit. Daher werden die Minima der Schnelle am Eintritt

der Domain und die Maxima am Austritt der Domain deutlicher sichtbar.

Die Ergebnisse der Variante Ma2,3 - 1072p sind in Abb. und Abb. dargestellt. In diesem
Fall - mit einer konstanten Druckvorgabe am Austritt sowie der Geschwindigkeitsvorgabe am Eintritt
- befindet sich das System in Resonanz. Die Gesamtlénge der gekoppelten Domains von lyes = 2,55 m
liegt nahe einem ungeraden Vielfachen eines Viertels der Wellenldnge der Grundfrequenz von 9 - ’\TG =
2,58 m sowie der zweiten Oberschwingung von 27 - % = 2,58 m. Diese Frequenzanteile {iberlagern sich
nach der Reflexion an den Enden der Domain somit konstruktiv. Demgegeniiber liegt /4., ebenfalls nahe
eines Vielfachen der halben Wellenldnge der ersten Oberschwingung. Dieser Frequenzanteil iiberlagert

sich daher destruktiv.

Der Resonanzfall wird unmittelbar an dem dargestellten Wertebereich sowohl des Druckes in Abb.
als auch der Geschwindigkeit in Abb. deutlich. Der Scheitelwert des Schalldruckes betragt
ein Vielfaches des Scheitelwertes der Anregung bzw. der durchlaufenden Wellen in Abb. [8.3] bzw.
Abb. Gleiches gilt fiir die Geschwindigkeit. Der dargestellte Wertebereich, der in erster Ndherung
(unter Vernachldssigung der Zunahme der Gleichstromung entlang der Domain) dem Scheitelwert

der Schnelleschwankung entspricht, ist ebenfalls um ein Vielfaches grofler als der Scheitelwert der
Anregung, vgl. Tab.
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Abbildung 8.7.: Druckverlauf entlang der Gesamtdomain bei gekoppelter 1DCV/3DFV/1DCV-
Simulation fiir die Variante Ma2,3 - 10™2p.
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Abbildung 8.8.: Axiale Stromungsgeschwindigkeit ¢, bei gekoppelter 1IDCV /3DFV /1DCV-Simulation
fiir die Variante Ma2,3 - 10~2p.
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Ein weiteres Charakteristikum einer stehenden Welle wird bei einem Vergleich der Druckverldufe mit
den Geschwindigkeitsfeldern deutlich. In einem von stehenden Wellen dominierten akustischen Feld
besteht zwischen Schalldruck und Schallschnelle ein Phasenversatz von Ag,. = 90 ° = %71 Bei den
Druckverldufen in Abb. treten ausgepriagte Maxima und Minima bei ¢ = 0 bzw. ¢ = 7 auf,
wéhrend der Druck bei ¢ = %ﬂ' bzw. ¢ = %77 nur vergleichsweise kleine Schwankungen innerhalb
der Domain aufweist. Demgegeniiber sind die Maxima und Minima der Stromungsgeschwindigkeit
und damit der Schallschnelle in Abb. bei p = %7‘( bzw. ¢ = %TF zu erkennen und damit um
Appe =~ %77 zu dem Schalldruck phasenversetzt. Gleichermafien korreliert ein vergleichsweise homo-
genes Geschwindigkeitsfeld entlang der Domain zeitlich mit den Maxima und Minima des Schall-

druckes.

Anhand der durchgefiihrten Testfille konnte gezeigt werden, dass die entwickelte reflexionsfreie Kopp-
lungsmethode zur Einbettung dreidimensionaler Domains mit turbulenten, pulsierenden Strémungen
in reduzierte, eindimensionale Domains geeignet ist. Die Riickwirkungen der eindimensionalen Do-
mains werden dabei in der dreidimensionalen Domain vollstdndig erfasst. Gleichermaflen l&sst sich die
reflexionsfreie Kopplungsmethode in Verbindung mit der entwickelten reflexionsfreien Randbedingung
verwenden, um unerwiinschte Riickwirkungen aus Teilbereichen einer eindimensionalen Domain zu

vermeiden.

8.5. Ubertragung auf die gekoppelte Simulation von

Fluidenergiemaschinen und Anlagen

Anhand der dargestellten Testfille lassen sich die Moglichkeiten der entwickelten Methoden sowie
typische Anwendungsfille erlautern. Fiir praktische Anwendungen wird durch die 3DFV-Domain
iiblicherweise eine Fluidenergiemaschine oder eine andere pulsationsanregende Komponente model-
liert. Die Variante des Testfalls mit reflektierenden Randbedingungen (Ma2,3-1072p) ist eine typische
Konfiguration fiir die Simulation von Strémungsmaschinen unter Beriicksichtigung von instationéren
Riickwirkungen der angeschlossenen Anlage. Durch die angeschlossenen eindimensionalen Domains
konnen aufgrund der reduzierten Modellierungstiefe auch komplexe Anlagen mit vertretbarem nume-
rischen Aufwand modelliert und simuliert werden. Insbesondere im hier dargestellten Resonanzfall
konnen die durch die Maschine angeregten und die Anlage erheblich verstirkten Pulsationen das
Betriebsverhalten der Maschine beeinflussen. Mithilfe der entwickelten reflexionsfreien Kopplungsme-
thode konnen in diesem Kontext kritischen Resonanzfille identifiziert sowie das Maschinenverhalten

in derartigen Betriebszustédnden untersucht werden.

Fiir die Anwendung der reflexionsfreien Kopplungsmethode in Verbindung mit der entwickelten re-
flexionsfreien Randbedingung lassen sich zwei typische Anwendungsfille anfithren: Zum einen kann
die reflexionsfreie Randbedingung eingesetzt werden, wenn an einer Stelle der an die zu unter-

suchende Maschine angeschlossenen Anlage eine lange Rohrleitung existiert. Ist diese Rohrleitung
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8.5. Ubertragung auf die gekoppelte Simulation von Fluidenergiemaschinen und Anlagen

so lang, dass praktisch keine Reflexionen zuriick in den relevanten Teil der Anlage gelangen, so
lésst sich hier die reflexionsfreie Randbedingung vorsehen. Dadurch werden unphysikalische und un-
erwiinschte Reflexionen (bspw. durch Neumann- oder Dirichlet-Randbedingungen) an dieser Stelle

vermieden.

Zum Anderen kénnen die entwickelten Methoden verwendet werden, um die reine Pulsationsanregung
einer Fluidenergiemaschine zu simulieren. Dazu wird die die Maschine repréisentierende dreidimen-
sionale Domain beidseitig in eindimensionale Domains eingebettet, bei denen jeweils auf der maschi-
nenabgewandten Seite die reflexionsfreie GMW-Randbedingung vorgesehen wird. Mit einer derartigen
Konfiguration liasst sich die ungestorte Anregung durch die Fluidenergiemaschine ermitteln, die ein
universelles Charakteristikum der betreffenden Maschine ist. Durch die Moglichkeit der Vorgabe so-
wohl eines mittleren Druckes als auch alternativ einer mittleren Stromungsgeschwindigkeit an der
entwickelten reflexionsfreien Randbedingung, kann auch ohne Reflexionen an den Grenzen der Ge-
samtdomain die klassische Konfiguration zur numerischen Simulation von Fluidenergiemaschinen -
Druckvorgabe am Austritt und Geschwindigkeitsvorgabe am Eintritt - realisiert werden. Somit kann
die Anregung einer zu untersuchenden Maschine in beliebigen, definierten Betriebspunkten analysiert

werden.
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9. Zusammenfassung und Ausblick

Das iibergeordnete Ziel der vorliegenden Arbeit ist die Entwicklung einer integralen Methode zur ge-
koppelten Stromungssimulation von Fluidenergiemaschinen in Rohrleitungssystemen. Mit dieser Me-
thode kénnen die instationdren Wechselwirkungen zwischen Maschinen und Anlagen und dabei insbe-
sondere der Einfluss der Riickwirkungen der Anlage auf das Betriebsverhalten von Fluidenergiemaschi-
nen simuliert und analysiert werden. Dabei wird der Ansatz verfolgt, Maschinen mit einem detaillierten
dreidimensionalen Modell und angeschlossene Rohrleitungssysteme mit reduzierten eindimensionalen
Modellen abzubilden. Um die instationéren Wechselwirkungen zu erfassen, ist eine simultane Simulati-
on mit zeitechter Zwei-Wege-Kopplung der Modelle erforderlich. Dazu wird eine reflexionsfreie Kopp-
lungsbedingung der Modelle benétigt, welche eine der in dieser Arbeit entwickelten Simulationsmetho-
den darstellt. Weiterhin ist zur Simulation von Teilbereichen von Rohrleitungssystemen oder zur Ana-
lyse der reinen Anregung von Fluidenergiemaschinen eine reflexionsfreie Randbedingung mit gleichzei-
tiger Vorgabe einer gemittelten StromungsgroBe (Druck oder Stromungsgeschwindigkeit) erforderlich.

Diese stellt die andere in dieser Arbeit entwickelte Simulationsmethode dar.

Zur instationdren Strémungssimulation von Rohrleitungssystemen im  Zeitbereich sind
Charakteristiken-basierte Finite-Differenzen-Verfahren in Forschung und Praxis etabliert. Daher
ist die neu entwickelte reflexionsfreie Randbedingung als charakteristische Randbedingung formuliert.
Zur Realisierung der Reflexionsfreiheit bei gleichzeitiger Vorgabe einer mittleren Stromungsgrofie
wird eine charakteristische Randbedingung mit Uberlagerung eines Tiefpass-Filters umgesetzt und
analysiert. Da Fluidenergiemaschinen typischerweise tonal geprigte Anregungsspektren erzeugen,
wird als Filter der gleitende Mittelwert gewihlt, der ein frequenzselektives Filterverhalten aufweist.
Ein gleitender Mittelwert ist einfach zu implementieren und neigt aufgrund seiner nicht-rekursiven
Formulierung - im Gegensatz zu rekursiven Filtern - nicht zu Instabilititen, was im Kontext
numerischer Stromungssimulation eine wichtige Eigenschaft ist. Die in dieser Arbeit entwickelte refle-
xionsfreie Randbedingung weist sowohl hinsichtlich der Einhaltung der mittleren Stréomungsgréfien als
auch hinsichtlich der Reflexionen die geforderten Eigenschaften auf. Die Kombination dieser beiden
Eigenschaften grenzt die neu entwickelte filterbasierte reflexionsfreie charakteristische Randbedingung
vom bisherigen Stand der Technik ab, bei dem stets ein Kompromiss aus beiden Anforderungen

getroffen werden musste.

Fiir die dreidimensionale Strémungssimulation von Fluidenergiemaschinen im Zeitbereich sind Finite-
Volumen-Verfahren heutzutage etabliert. Daher wird die Kopplungsmethode dahingehend entwi-
ckelt, dass Domains mit unterschiedlichen numerischen Schemata und unterschiedlichen Anzahlen
an rdumlichen Dimensionen gekoppelt werden konnen. Der grundlegende Ansatz zur Kopplung nu-
merischer Schemata ist die Anpassung der Wellenausbreitungseigenschaften der gekoppelten Domains

unter Beriicksichtigung der numerischen Démpfung. Dies wird iiber eine Analyse und Anpassung der
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9. Zusammentassung und Ausblick

spektralen numerischen Fehler realisiert. Fiir Pulsationen bei kleinen akustischen Machzahlen werden
Reflexionen an der Kopplungsstelle mit der entwickelten Methode nahezu eliminiert. Mit zunehmender
akustischer Machzahl nimmt die Wirksamkeit der entwickelten Methodik ab, wobei die Reflexionen
an der Kopplungsstelle im Rahmen der durchgefiihrten Parametervariationen stets deutlich unter ei-
nem Prozent bleiben. Bei durchlaufenden Wellen ist die Kopplungsmethode auch bei vorhandener
Gleichstromung verwendbar. Die Machzahl zeigt keinen signifikanten Einfluss auf die Reflexionen an
der Kopplungsstelle. Treten Reflexionen im System auf und existieren dadurch hin- und riicklaufende
(und damit stehende) Wellen an der Kopplungsstelle, so kénnen die Domains nur an den hin- oder
riicklaufenden Teil der akustischen Wellen angepasst werden. In diesem Fall nehmen die Reflexionen

mit der Machzahl der Gleichstrémung zu.

Durch die Entwicklung und Analyse der Kopplungsmethode wird erstmals eine allgemeingiiltige Be-
schreibung der Entstehungsmechanismen von Reflexionen und deren Einflussparameter bei der Kopp-
lung unterschiedlicher numerischer Schemata formuliert. Aufgrund der Konzeption der Kopplungs-
methode ist diese zudem derart formuliert, dass sie auf beliebige Schemata anwendbar ist. Die ent-
wickelte reflexionsfreie Kopplungsbedingung weist im Rahmen der untersuchten Parametervariati-
on Reflexionen auf, die in der Regel kleiner als ein Prozent und damit praktisch vernachléssigbar
klein sind. Aufgrund der inhérenten Eigenschaften numerischer Schemata, ldsst sich die Anpas-
sung der Wellenausbreitungseigenschaften ausschliellich fiir eine Frequenz durchfiihren. Es konnte
jedoch gezeigt werden, dass auch im angrenzenden Frequenzbereich niedrige Reflexionen erreicht wer-

den.

Anhand von Testfillen wurde gezeigt, dass die entwickelte reflexionsfreie Rand- und Kopplungsbedin-
gung bei turbulenten, dreidimensionalen Strémungssimulationen mit Wirbelviskositétsmodellen kom-
biniert anwendbar sind. In nachfolgenden Arbeiten kénnte hinsichtlich der reflexionsfreien Randbe-
dingung beispielsweise die Uberlagerung komplexerer Filtercharakteristiken untersucht werden. Somit
liefle sich moglicherweise die frequenzselektive Charakteristik der in dieser Arbeit entwickelten Rand-
bedingung auf die Anwendung bei breitbandigen Signalen erweitern. Dies kénnte beispielsweise bei
Stromungssimulation mit einer teilweisen (LES) oder vollsténdigen (DNS) Auflésung von Turbulenzen
erforderlich sein. Auch fiir die entwickelte Kopplungsbedingung besteht Potential, die Methode hin-
sichtlich der Anwendung bei breitbandigen Signalen zu erweitern und zu optimieren. Zudem zeigt sich,
dass neben der Anpassung der Wellenausbreitungseigenschaften in den gekoppelten Domains auch die
Art der Ubergabe der StromungsgroBen an der Kopplungsstelle Einfluss auf die resultierenden Refle-
xionen ausiibt. In nachfolgenden Arbeiten kénnten diese Wechselwirkungen tiefergehend untersucht

werden.
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A. Anhang

A.1. Kennfelder des Grundschwingungsgehaltes an der

nichtreflektierenden Randbedingung bei Variation von orp und ¢,
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Abbildung A.1.: Grundschwingungsgehalt der hinlaufenden Welle f an der GMW-Randbedingung bei

harmonischer Anregung mit einer akustischen Machzahl der Grundharmonischen an

der Randbedingung von Magy, f. kB solt = 0,1
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A.1. Kennfelder des Grundschwingungsgehaltes an der nichtreflektierenden Randbedingung bei

Variation von orp und @pym
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Abbildung A.2.: Grundschwingungsgehalt der hinlaufenden Welle f an der GMW-Randbedingung bei

harmonischer Anregung mit einer akustischen Machzahl der Grundharmonischen an

der Randbedingung von Magy, f. rB,soir = 0,001
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A.2. Herleitung der spektralen Fehler fiir das F'V-Schema bei variablem Gewichtungsfaktor der
zeitlichen Integration

A.2. Herleitung der spektralen Fehler fiir das FV-Schema bei variablem

Gewichtungsfaktor der zeitlichen Integration

Das zentrale-Differenzen-Schema  angewendet auf die lineare Konvektionsgleichung er-

gibt:

ot — g — F Z (04 + (1—0) ¢ y) — (061 + (1—©) 7)) (A1)
@¢T¢:M=£%£Kﬂﬁﬁ—¢ﬁ”+ﬂ-®“ﬁﬂ—@5» (A.2)

Einsetzen der Testfunktion ® mit
gt — <(I,;z++& ) %<@n+lej(i+m)sanum> (A.3)

und Trennung der Variablen zu den Zeitpunkten n und n + 1 liefert

(I)ﬁ+1 < J1Pnum + CFL@ < ('L+1)‘Pnum _ ej(i_1)<ﬁnum>>
= 9

(A.4)
_ on <ejwmm _CFL g (ej(z'H)«:num _ ej(il)gonum)>
=3 2

und damit den komplexen Verstdrkungsfaktor des numerischen Schemas:
=Gpy = z )'(e ‘ ) (A.5)

q)n 1 + %@ (6]90num _ e_]@num)

Mithilfe der Euler’schen Identitéit ergibt sich:

1-CFL (1 B @)] sin ((Pnum) (AG)

QFV = 1+ CFL © jsin (Qpnum)

Nach Erweiterung mit dem komplex Konjugierten des Nenners und Vereinfachung des Ausdruckes
lassen sich Real- und Imaginérteil trennen und somit der Diffusions- und der Dispersionsfehler des

FV-Schemas ableiten:

1
NGyl (L _OCED i (onun) ' CFLsin(omm) V) )
CEV =TT T 1+ ©2CFL%sin? (Ynum) 1+ ©2CF L?sin? (pnum) ‘

e’ _ —CFL sin (Ynum O CFL2sin? Onum -
CoFy = —=EV —tan~! 1—
¢ 1+ ©2CFL2sin? (Ynum) 1+ ©2CFL2sin? (@num)

"CFL Onum
(A.8)
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A.3. Diffusions- und Dispersionsbeiwerte des FV-Schemas bei Variation

der akustischen Machzahl
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Abbildung A.3.: Analytisch und numerisch-experimentell bestimmter Dispersionsbeiwert des FV-

Schemas als Funktion des numerischen Phasenwinkels fiir verschiedene akustischen

Machzahlen, CFL-Zahlen und Auswertezeitpunkte n; sowie Ma = 0 und © = 1.
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Abbildung A.4.: Analytisch und numerisch-experimentell bestimmter Diffusionsbeiwert des FV-
Schemas als Funktion des numerischen Phasenwinkels fiir verschiedene akustischen

Machzahlen, CFL-Zahlen und Auswertezeitpunkte n; sowie Ma = 0 und © = 1.
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A.4. Spektrale Fehler des F'V-Schemas bei Variation des Gewichtungsfaktors der zeitlichen
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A.4. Spektrale Fehler des FV-Schemas bei Variation des

Gewichtungsfaktors der zeitlichen Integration
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Abbildung A.5.: Spektraler Fehler des CV-Schemas und des FV-Schemas fiir © = 1,0/0,8/0,6 sowie
CFL=0,17.
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A.5. Kopplungsparameter bei Anregung mit Oberschwingungen

A.5. Kopplungsparameter bei Anregung mit Oberschwingungen
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Abbildung A.6.: Kopplungsparameter der gekoppelten FV/CV-Simulation bei Anregung mit
Pnum,G,Fv = 95,24 ° und zwei gleichphasig {iberlagerten Oberschwingungen sowie
Ory =0,6.
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