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Anschauliche Analysis in der Hochschullehre?

Da die formale Begriffsbildung in der Hochschullehre fir viele Studierende
Uberforderung mit sich bringt, kann versucht werden, diese Schwierigkeit
durch anschauliche Lernangebote abzumildern. Doch stellt sich die Frage,
inwiefern Anschauung und wissenschaftliche Mathematik miteinander ver-
einbar sind. Die Analysis steht dabei besonders im Fokus, da sich hier histo-
risch die Entzweiung der anschaulichen und formalen Ebene besonders mar-
kant vollzogen hat. In diesem Beitrag wird zunédchst eine Arbeitsdefinition
von Anschauung gegeben. AnschlieBend werden verschiedene Funktionen
von Anschauung unterschieden, wobei lediglich drei der Funktionen aus-
fihrlich beschrieben werden. Die Bedeutung fur die Hochschullehre wird
jeweils angedeutet.

Definition Anschauung

Im Folgenden soll Anschauung als ein ikonisches Denkwerkzeug verstanden
werden, welches auf dem Kontinuum zwischen formal-syntaktischen und in-
formell-semantischen Denk- und Schreibweisen tendenziell dem letzteren
zuzuordnen ist. Verschiedene Arten von Anschauung werden unterschieden:

Art Beispiel
Metaphorisch  Vektorfelder als Strémungen

Intuitiv Evidenz des Nullstellensatzes oder Paschaxioms, da kein
Gegenbeispiel vorstellbar ist

Diskursiv Beweis tber Nomogramme, dass eine Verkettung stetiger
Funktionen wieder stetig ist

Tab.: Arten von Anschauung

Funktionen von Anschauung

Um die Frage nach der Bedeutung von Anschauung in der Hochschullehre
beantworten zu kénnen, muss zunachst geklart werden, welche verschiede-
nen Funktionen der Anschauung zukommen kdnnen, wobei die einzelnen
Funktionen dann separat zu bewerten sind. Die nachstehende Abbildung
zeigt einen Uberblick uber die Funktionen von Anschauung, die aus der Li-
teratur und eigenen Uberlegungen gewonnen wurden. Zwischen den einzel-
nen Funktionen gibt es sicherlich Uberschneidungen und es lassen sich wei-
tere Aspekte erganzen. Im Folgenden werden die einzelnen Funktionen, be-
ginnend mit der Funktion von Anschauung in Beweisen, kurz vorgestellt.
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Abb. 1: Funktionen von Anschauung

Durch die Arithmetisierungsbewegung im 18. und 19. Jahrhundert wurde die
Anschauung aus Beweisen verbannt, da sie durch das Aufkommen soge-
nannter Monster wie (berall stetig, aber nirgends differenzierbarer Funktio-
nen in Verruf geraten ist (Volkert, 1989). In der Philosophie der Mathematik
erfahrt die Anschauung in Beweisen aber zunehmend eine Rehabilitation
(Gila & Sidoli, 2007). Doch gerade in der Analysis kénnen unendliche Pro-
zesse zu Vorstellungen fuhren, die der formalen Betrachtung widersprechen,
wie das unten abgebildete Paradoxon zeigt.
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Abb. 2: In jedem Schritt bleibt die Bogenlange gleich, im Grenzwert scheint aber eine
andere Bogenlange vorzuliegen (vgl. auch Balacheff, 2010, S. 127f.)

Auch fir ontologische Fragestellungen hat die Anschauung historisch einen
hoheren Stellenwert als heute gehabt. So wurden einst Axiome durch An-
schauung evident, wéhrend durch Hilberts Einfluss seither nur noch die Wi-
derspruchsfreiheit als Existenzgrundlage ausreicht. Hierbei wird allerdings
unterstellt, dass der Formalismus die vorherrschende Auffassung von wis-
senschaftlicher Mathematik sei. Doch neben vielen Vorteilen bringt der For-
malismus auch Schwierigkeiten, wie z.B. eine fehlende Erkl&rung von der
Anwendbarkeit der Mathematik auf die Welt oder die gédelschen Unvoll-
standigkeitssatze, mit sich. Soziologische Studien und Selbstbekenntnisse
bekannter Mathematiker weisen aul’erdem daraufhin, dass die Praxis des for-
schenden Mathematikers keine rein formale ist. ,,Der typische Mathematiker
ist sowohl Platonist wie ein Formalist — ein versteckter Platonist mit einer
formalistischen Maske, die er aufsetzt, wenn der Anlal} dies erfordert™ (Da-
vis & Hersh, 1985, S. 338).
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Eine weniger umstrittene Funktion der Anschauung ist die heuristische.
Auch wenn in Publikationen die Entstehung von Mathematik haufig nicht
mehr sichtbar ist, spielt im ,,context of discovery*“ Anschauung neben ande-
ren informellen Arbeitsweisen eine groRe Rolle. Es geht darum, Satze zu
bewerten, Vermutungen zu generieren, Gegenbeispiele zu finden, formale
Beweisideen aus anschaulichen Beweisen zu entnehmen (s. untenstehende
Abbildung) und schlie8lich hat Anschauung auch eine Kontrollfunktion.
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Abb. 3: Aus diesem Bild lasst sich die formale Beweisidee fiir den Satz, dass die Ver-
kettung stetiger Funktionen wieder stetig ist, gewinnen

Ein didaktischer Wert kommt der Anschauung als Verstehens- und Lernhilfe
zu. Visuelle Représentationen kdnnen eine Geddachtnisstiitze sein, aber auch
beim Lesen von Beweisen kdnnen mentale Vorstellungen oder Skizzen als
Lesestrategie eingesetzt werden. Obwohl der Kommunikationsstil der wis-
senschaftlichen Mathematik durch die Bourbaki-Ara gepragt ist, spielt An-
schauung auch in der Kommunikation eine Rolle. Eine weitere Funktion be-
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trifft die Bedeutung und Sinnstiftung. ,,Die Anschauung ist als sinn- und be-
deutungsstiftende Instanz fiir die Mathematik unabdingbar* behauptet VVol-
kert (1989, S. 28f) und auch Poincaré spricht sich dafir aus, dass die ur-
spriingliche ldee hinter den formalen Definitionen nicht verloren gehen
durfe. SchlieBlich kann Anschauung auch als eigenes Bildungsziel erhoben
werden. Es geht also um die Frage, ob eine Absolventin oder ein Absolvent
des Mathematikstudiums mehr als nur den formalen Umgang mit Mathema-
tik kennengelernt haben soll.

Fazit

Je nachdem, um welchen Studiengang es geht, kann die Bewertung der ein-
zelnen Funktionen unterschiedlich ausfallen. VVor allem die ontologische und
die Beweisfunktion von Anschauung scheinen am wenigsten mit den wis-
senschaftlichen Standards des Faches vereinbar zu sein. Fur alle anderen
Funktionen kdnnen positive Argumente angefiihrt werden. Dennoch sollte
Anschauung immer mit der notigen kritischen Reflexion einhergehen, die
bewusst thematisiert werden sollte. Fir die Thematisierung auch anderer in-
formeller Denk- und Handlungsweisen (z.B. Heuristiken und Schreibwei-
sen) soll an dieser Stelle geworben werden.

An der Universitat Duisburg-Essen wird bereits versucht, anschauliche Ele-
mente in die Analysis-Vorlesungen zu integrieren. Dies geschieht in Form
von interaktiven dynamischen Visualisierungen mit zugehorigen Reflexi-
onsauftragen, die der Autor an anderer Stelle ausfihrlicher vorstellt (Wilzek,
2019).
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