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Kurzfassung
In dieser Arbeit werden verschiedene Quantenstörstellensysteme mithilfe der numeri-
schen Renormierungsgruppe (NRG) behandelt. Die betrachteten Modelle unterschei-
den sich dabei vor allem durch die Anzahl der berücksichtigten Störstellen. Eine Kom-
bination der NRG und der Dichtefunktionaltheorie (DFT) wird dazu verwendet, die
Spektralfunktionen eines Metall-Molekül-Komplexes, bestehend aus einem Naphthalin-
tetracarbonsäure-dianhydrid (NTCDA) Molekül auf einer Silber Ag(111)-Ober�äche,
zu berechnen und die inelastischen Beiträge bei der Rastertunnelspektroskopie zu er-
klären. Die theoretische Modellierung und die numerische Simulation wird auf Proble-
me mit mehreren korrelierten Störstellen erweitert und eine detaillierte Analyse des
etablierten Zweistörstellen-Anderson-Modells ermöglicht die Ableitung eines e�ektiven
Niedrigenergiemodells. Diese Näherung wird auf Systeme mit beliebig vielen Störstel-
len verallgemeinert und verwendet, um verschiedene Phasen und Phasenübergänge in
Multistörstellensystemen zu untersuchen. Unter anderem wird die Frage diskutiert,
inwieweit die E�ekte und Mechanismen der Physik einer einzelnen magnetischen Stör-
stelle auf eine periodische Erweiterung des Modells, mit dessen Hilfe die grundlegenden
Eigenschaften der Materialien der Schwere-Fermionen-Verbindungen beschrieben wer-
den, übertragbar sind.

Abstract
In this thesis, the numerical renormalization group (NRG) is used to solve several quan-
tum impurity systems, which primarily di�er in the number of correlated impurities un-
der consideration. A combination of the NRG and the density functional theory (DFT)
is applied to calculate the spectral functions of a metal-molecule-complex, composed
of a single naphthalene-tetracarboxylic-acid-dianhydride (NTCDA) molecule adsorbed
on a silver Ag(111) surface, and explains the inelastic contributions observed by expe-
rimental scanning tunneling spectroscopy. The theoretical modulations as well as the
numerical simulations are generalized in order to study multi impurity problems and a
detailed analysis of the well established two-impurity Anderson model enables the deri-
vation of an e�ective low-energy model. This approach is generalized to models with an
arbitrary number of impurities and used to study di�erent phases and phasetransitions
in multi-impurity systems. Moreover, the question to what extent the physical e�ects
and mechanisms of a single magnetic impuritie in a metal can be adopted in a periodic
extension of the model is discussed. These models are frequently used to describe the
basic properies of certain materials, the Heavy Fermions.
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1. Einführung

Die Entwicklung der Mikroelektronik in den letzten Jahrzehnten wurde durch ein fun-
diertes Verständnis der Physik der kondensierten Materie und der Herstellung künstli-
cher Nanostrukturen in Halbleitern ermöglicht. Die Vorhersagekraft theoretischer Mo-
dellierungen derartiger Systeme führt dazu, dass sich die elektronischen und optischen
Eigenschaften einzelner Bauelemente in gewissen Grenzen nach Belieben einstellen las-
sen.

Diese Eigenschaften realer Festkörper ergeben sich aus dem Zusammenspiel einer
extrem groÿen Anzahl einzelner Teilchen. Ein Mol einer Substanz enthält beispielswei-
se 6.02214076 × 1023 Atome oder Moleküle, welche ihrerseits wieder aus Atomkernen
und Elektronen bestehen. Die langreichweitigen elektrostatischen Wechselwirkungen
der Teilchen untereinander führen dazu, dass die Bewegung eines einzelnen, geladenen
Teilchens von den Positionen und Bewegungen aller anderen Teilchen abhängt: Die
Teilchen sind miteinander korreliert. Dazu kommt noch, dass sich dieses Problem nur
im Rahmen der Quantentheorie korrekt behandeln lässt. Die Bewegung der Elektronen
in dem Festkörper wird nicht nur durch die elektrostatischen Wechselwirkungen son-
dern auch durch das Pauli'sche Ausschlieÿungsprinzip, einem Fundamentalprinzip der
Quantentheorie, bestimmt: In einem gegebenen System dürfen zwei Elektronen nicht
in allen physikalischen Eigenschaften übereinstimmen.

Auch wenn für die grundlegende Beschreibung von Festkörpern die quantenme-
chanische Schrödingergleichung im Prinzip bekannt ist, anders als in der Hochener-
giephysik der Elementarteilchen, so ist eine analytische Lösung aufgrund der extrem
groÿen Zahl gekoppelter Di�erentialgleichungen in der Regel nicht möglich. Es müs-
sen geeignete Näherungen verwendet werden, um das komplexe Vielteilchensysteme zu
behandeln. Eine der am häu�gsten verwendeten Methode ist die Dichtefunktionaltheo-
rie (DFT) [1, 2] von Walter Kohn, die die Berechnung grundlegender Eigenschaften
von Molekülen und Festkörpern, wie beispielsweise von Bindungslängen und -energien,
ermöglicht. In dem Jahr 1998 wurde Walter Kohn für die Entwicklung der DFT der
Nobelpreis in Chemie verliehen [3]. Die DFT beruht auf dem Hohenberg-Kohn Theo-
rem [4], welches besagt, dass ein nichtentarteter Grundzustand eines Systems eindeutig
durch die räumliche Verteilung der Elektronendichte bestimmt ist. Eine Näherung für
diese Dichte kann mithilfe der selbstkonsistenten Kohn-Sham Gleichung [5] berechnet
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1. EINFÜHRUNG

werden. Dieses Vorgehen entspricht im Wesentlichen dem Lösen einer Schrödingerglei-
chung für ein einziges Teilchen in einem e�ektiven Potential, welches den Ein�uss (das
e�ektive Feld) der restlichen Teilchen näherungsweise berücksichtigt.

Wenn die Coulomb-Wechselwirkungen zwischen den Teilchen jedoch groÿ sind und
über die kinetische Energie dominieren, kann die relevante Physik häu�g nicht mehr
adäquat mittels der DFT erfasst werden. Die E�ekte von Korrelationen zwischen un-
terschiedlichen Teilchen sind dann entscheidend. In der Physik wird im Allgemeinen
genau dann von starken Korrelation zwischen Teilchen gesprochen, wenn der Mittel-
wert eines Produkts von Einteilchengröÿen deutlich von dem Produkt der Mittelwerte
der Einzelgröÿen abweicht. Derartige E�ekte können im Rahmen einer e�ektiven Ein-
teilchentheorie, wie der DFT, nicht beschrieben werden.

Die Korrelationen können in Festkörpern zu faszinierenden physikalischen Erschei-
nungen führen, die häu�g auch als �kooperative Phänomene� bezeichnet werden, da
makroskopisch viele Teilchen zusammenwirken. Neben dem Magnetismus und der Su-
praleitung [6], zählt auch der Mott-Metall-Isolator Übergang [7�10] zu den bekannte-
sten E�ekten in stark korrelierten Materialien. Der Mott-Isolator ist ein Paradebeispiel
für ein System, dessen Eigenschaften nicht mittels der DFT erfasst werden können [11].
Im Gegensatz zu einem Bandisolator liegt die Fermi-Energie des nichtwechselwirken-
den Systems innerhalb eines Leitungsbandes und nicht in einer Lücke zwischen zwei
Bändern. Erst die starke Coulomb Abstoÿung zwischen den Elektronen unterdrückt
dessen Bewegung durch das periodische Gitter.

Ein weiteres Beispiel für die weitreichenden Konsequenzen starker Korrelationen
und das Versagen der DFT ist der Kondo-E�ekt [12]. Nachdem de Haas et al. 1934
ein ungewöhnliches Minimum in der Temperaturabhängigkeit des elektrischen Wider-
standes einer Goldprobe fanden [13], dauerte es weitere 30 Jahre bis Jun Kondo eine
Erklärung lieferte [14]: Verantwortlich ist die Spinstreuung der Leitungsbandelektronen
an vereinzelten, magnetischen Eisen-Atomen in der Goldprobe.

Derartige Quantenstörstellensysteme, bei denen nur ein kleiner Teil des Systems
(Störstellen) stark korrelierte Elektronen beinhaltet, ist auch heutzutage noch Gegen-
stand intensiver theoretischer und experimenteller Forschung. Die magnetischen Ei-
genschaften der korrelierten Elektronen der Störstellen, welche auf dem Spinfreiheits-
grad der Elementarteilchen beruhen, kommen für eine Kombination der traditionellen
Elektronik mit der neuen Spintronik infrage [15�28] und können möglicherweise als
Quantenbits in Quantencomputern Verwendung �nden [29�33].

In dieser Arbeit werden verschiedene Quantenstörstellensysteme betrachtet, die sich
vor allem durch die Anzahl der berücksichtigten, korrelierten Störstellen unterscheiden.
In den folgenden Abschnitten wird zunächst der bereits erwähnte Kondo-E�ekt ei-
ner einzelnen Störstelle detaillierter eingeführt und erklärt, das Kapitel 2 widmet sich
dann der theoretischen Lösung derartiger Probleme mittels der numerischen Renor-
mierungsgruppenmethode (NRG). In Kapitel 3 wird eine Kombination der NRG und
der DFT dazu verwendet, die Tunnelspektroskopie an einem Metall-Molekül-Komplex,

2



1.1. QUANTENSTÖRSTELLENMODELLE

bestehend aus einem korrelierten Naphthalin-tetracarbonsäure-dianhydrid (NTCDA)
Molekül auf einer Silber Ag(111) Ober�äche, mittels eines theoretischen Modells vor-
herzusagen und damit zu erklären. Es zeigt sich, dass nicht nur die elektronischen
Korrelationen sondern auch eine signi�kante Kopplung zwischen Elektronen und mo-
lekularer Vibrationen entscheidend ist, um die reichhaltigen Spektren zu verstehen. In
Kapitel 4 werden zwei korrelierte Störstelle in der theoretischen Modellierung und den
numerischen Simulationen berücksichtigt, so dass nun zusätzlich eine Wechselwirkung
zwischen den korrelierten Elektronen verschiedener Störstellen möglich ist. Die Kon-
kurrenz verschiedener physikalischer Mechanismen in dem Zweistörstellenproblem führt
zu einer Stabilisation unterschiedlicher Grundzustände und ermöglicht das Auftreten
von Phasenübergängen, welche unter Verwendung von analytischer und numerischer
Techniken untersucht werden. Die Analyse der verschiedenen E�ekte und Wechselwir-
kungen in dem Ein- und Zweistörstellenproblem wird in Kapitel 5 auf ein Modell mit
beliebig vielen korrelierten Störstellen erweitert. In vielen Materialien, die zu der allge-
meinen Klasse der Schwere-Fermionen-Verbindungen [34,35] gehören, be�nden sich die
korrelierten Störstellen in jeder Einheitszelle des Kristalls und das System ist translati-
onsinvariant. Aufgrund dieser Symmetrie ist der Impuls eine Erhaltungsgröÿe und die
Streuprozesse der Elektronen an den korrelierten Störstellen werden kohärent. In dieser
Arbeit wird unter anderem die Frage diskutiert, inwiefern die E�ekte und Mechanis-
men der Physik einer einzelnen Störstelle auf Materialien mit periodischen Strukturen,
wie die Schwere-Fermionen-Verbindungen, übertragen werden können.

1.1 Quantenstörstellenmodelle

1.1.1 Das Kondo-Modell

Spätestens seitdem de Haas et al. 1934 ein Minimum der elektrischen Leitfähigkeit für
kleine Temperaturen in einer Goldprobe fanden [13], ist das Interesse der Physiker an
verunreinigten Metallen groÿ. Infolge der Entdeckung konnte das Minimum nämlich
auch in weiteren �dilute magnetic alloys�, also verdünnten magnetischen Legierungen,
gefunden werden, welche aus nichtmagnetischen Metallen, wie Silber, Kupfer oder Gold,
bestehen und durch kleine Konzentrationen an magnetischen Metallen, wie Eisen oder
Chrom, verunreinigt sind.
Bis zu diesem Zeitpunkt war aus der theoretischen Beschreibung von Metallen ledig-
lich bekannt, dass die Leitfähigkeit unterhalb einer bestimmten materialspezi�schen
Temperatur im Wesentlichen proportional zu der fünften Potenz der Temperatur ist,
da die Leitungselektronen an Phononen gestreut werden. Auÿerdem wurde für Tempe-
raturen nahe dem absoluten Nullpunkt ein konstanter Restwiderstand vermutet, der
aufgrund von Potentialstreuungen an Störstellen entstehen sollte. Es waren weitere ex-
perimentelle Befunde nötig, bis Jun Kondo 1964 in seiner Arbeit �Resistance Minimum
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in Dilute Magnetic Alloys� eine Erklärung für das Auftreten eines Minimums liefern
konnte [14]. Neben der Erkenntnis, dass der E�ekt nur zu sehen ist, wenn die Störstel-
len ein magnetisches Moment besitzen, bildeten zwei weitere Hinweise die Grundlage
für Jun Kondos Überlegungen.
Die Temperatur Tmin, bei der das Minimum auftritt, hängt kaum von der Konzen-
tration der Störstellen ab und liegt für gewöhnlich in einem Energiebereich, der viel
gröÿer als die Austauschwechselwirkung der Störstellenspins ist. Weiterhin ist neben
Tmin auch die relative Tiefe des Minimums nahezu unabhängig von der Störstellenkon-
zentration, so dass der entscheidende E�ekt durch eine Wechselwirkung zwischen den
Störstellenspins und den Spins der Leitungselektronen verursacht werden muss.
Die Basis des Kondo-Modells besteht daher aus dem 1956 von Tadao Kasuya einge-
führten s-d-Wechselwirkungs-Modell HKondo1964 = H0 +Hsd [36], in dem die Leitungs-
elektronen durch den Hamiltonoperator

H0 =
∑

~kσ

ε~kc
†
~kσ
c~kσ (1.1)

beschrieben werden. Hier stehen c†~kσ und c~kσ für die Erzeugungs- und Vernichtungsope-

ratoren eines Elektrons mit Impuls ~k, Spin σ und Energie ε~k. Um nur die wesentlichen
E�ekte der Störstelle auf das System zu berücksichtigen, wird diese als lokalisierter
Spin ~S am Ort ~R = ~0 betrachtet, der über eine impulsunabhängige Kondo-Kopplung
JK mit der Spindichte ~s der Leitungselektronen wechselwirkt:

Hsd = −J ~S · ~s . (1.2)

Es gilt dabei |JK| > 0, so dass es sich um eine antiferromagnetische Kopplung handelt.
Um die Leitfähigkeit für dieses Modell zu berechnen, ist es notwendig, die Streumatrix
W~k~k′ zu kennen, welche die quantenmechanische Übergangswahrscheinlichkeit zwischen
zwei Zuständen mit den Impulsen ~k und ~k′ beschreibt. Da das Minimum in einem nie-
derenergetischen Bereich liegt, muss der verantwortliche Anteil des Hamiltonoperators
Hsd beziehungsweise die Kopplung J beider Teilsysteme schwach sein, so dass Hsd

als Störung betrachtet werden darf. Das Approximieren der Streumatrix durch Fermis
Goldene Regel würde einer störungstheoretischen Betrachtung erster Ordnung gleich-
kommen, wodurch der erwünschte E�ekt eines Minimums in der Leitfähigkeit jedoch
nicht beschrieben werden kann.
Nach der allgemeinen Streutheorie [37] gilt

Wa→b =
2π

~
|〈b|T (Ea + εi)|a〉|2δ(Ea − Eb) , (1.3)

wobei |a〉 und |b〉 Eigenzustände des ungestörten Hamiltonoperators H0 sind und T (z)
die sogenannte T-Matrix ist, welche die Greensche Funktion des ungestörten Problems
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1.1. QUANTENSTÖRSTELLENMODELLE

beinhaltet:

T (z) =
Hsd

1−G0(z)Hsd

= Hsd +HsdG0(z)Hsd +HsdG0(z)HsdG0(z)Hsd + ... . (1.4)

Kondo konnte schlieÿlich zeigen, dass durch eine korrekte Beschreibung der T-Matrix
bis zur zweiten Ordnung in Hsd die Leitfähigkeit in diesem Modell proportional zu
−cimp ln( D

kBT
) ist, wobei cimp die Störstellenkonzentration und D die Bandbreite des

Leitungsbandes bezeichnet. Zusammen mit den bereits erwähnten Termen, die aus der
Phononen- und Potentialstreuung folgen, ergibt sich für den Widerstand dann

R(T ) = cimpR0 + aT 5 − cimpR1ln
(

D

kBT

)
, (1.5)

so dass ein Minimum bei

Tmin =

(
cimpR1

5a

) 1
5

(1.6)

entsteht. Es ist allerdings zu sehen, dass für Temperaturen T → 0 Unstetigkeiten in
physikalischen Gröÿen, wie dem elektrischen Widerstand, auftreten, was ein Artefakt
der störungstheoretischen Behandlung ist. Die Temperatur, ab der die Störungstheorie
versagt, wird auch Kondo-Temperatur TK genannt.
Im Jahr 1970 konnte P.W. Anderson mittels einer perturbativen Renormierungsgrup-
penmethode (RG), welche unter dem Namen �poor man scaling� bekannt geworden ist,
das Zusammenbrechen der Störungstheorie erklären. Bei dieser Methode wird ein ef-
fektiver Niedrigenergie-Hamiltonoperator erzeugt, indem Hochenergie-Anregungen per-
turbativ eliminiert werden. Angewandt auf das Kondo-Modell konnte Anderson so ab-
leiten, wie sich die dimensionslose Kondo-Kopplung ρJK = J0 → J̃0 in dem e�ek-
tiven Modell entwickelt, wenn die Bandbreite D des Leitungsbandes mit konstanter
Zustandsdichte ρ sukzessiv verringert wird D → D̃:

J̃0 =
J0

1 + ρJ0 ln(D/D̃)
. (1.7)

Die e�ektive Kondo-Kopplung J̃0 divergiert nach Gleichung (1.7) auf der Energieskala

TK = D̃c = D exp(−1/J0) , (1.8)

die der Kondo-Temperatur des Systems entspricht. Für eine divergierende Kondo-
Kopplung J0 → ∞ bildet sich ein Singulett, bestehend aus dem Spin der Störstelle
und einem Spin der Leitungsbandelektronen, welches von dem Rest des Leitungsbandes
entkoppelt. Der Spin der Störstelle wird auf der Energieskala TK demnach vollständig
abgeschirmt, und es verbleibt ein freies Leitungsband, von dem ein Elektron entfernt
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wurde. Die Divergenz der Kopplung J0 →∞ für Temperaturen unterhalb der Kondo-
Temperatur T ≤ TK erklärt auch das Zusammenbrechen der Störungstheorie, da die
Annahme einer kleinen Störung durch JK nur für groÿe Temperaturen gerechtfertigt
ist.

Es ist zu beachten, dass diese Argumentation nur für eine antiferromagnetische
Kopplung |JK| > 0 in Gleichung (1.2) gilt. Für den ferromagnetischen Fall ergibt das
�poor man scaling� eine verschwindende, e�ektive Kopplung J0, so dass der Spin der
Störstelle nicht abgeschirmt werden kann. Aus einem realistischeren Ansatz mittels des
Anderson-Modells, welches in dem folgenden Abschnitt eingeführt wird, ergibt sich im
Allgemeinen jedoch immer eine antiferromagnetische Kondo-Kopplung und rechtfertigt
daher die Annahme aus Gleichung (1.2).

Um das Kondo-Modell exakt zu lösen, wurde infolgedessen nach nichtperturbati-
ven Techniken gesucht, von denen die von K.G. Wilson entwickelte Numerische Renor-
mierungsgruppen-Methode (NRG) [38] einen Hauptbestandteil dieser Arbeit darstellt.
Wilson war der erste, der das Kondo-Problem auf allen Energieskalen, unter Verwen-
dung der NRG, lösen konnte und erhielt 1982 dafür den Nobelpreis in Physik [39].

1.1.2 Das Anderson-Modell

Ebenso wie Kondo untersucht P.W. Anderson in seiner Arbeit �Localized Magnetic
States in Metals� [40] Metalle, in denen sich Störstellen be�nden. Der Unterschied zu
dem von Kondo verwendeten Modell liegt darin, dass die lokalisierte Störstelle nicht
unbedingt ein magnetisches Moment besitzen muss, sondern beantwortet unter ande-
rem die Frage, unter welchen Umständen es zu einem solchen Moment kommt.
Der Hamiltonoperator

HSIAM = Hhost +Himp +Hhyb (1.9)

besteht aus drei Bestandteilen, dem metallischen Substrat Hhost, der Stöstelle Himp

und der Hybridisierung Hhyb beider Subsysteme. Die einzelnen Bestandteile besitzen
folgende Gestalt:

Hhost =
∑

~k,σ

εc~kn
c
~k,σ
, (1.10)

Himp =
∑

σ

εfnfσ + Uf †↑f↓f
†
↑f↓ , (1.11)

Hhyb =
∑

~k,σ

V
(
c†~k,σfσ + h.c.

)
. (1.12)

Hhost beschreibt, wie H0 im Kondo-Modell, das Leitungsband aus nichtwechselwirken-
den Elektronen. Die Störstellen werden durch spinentartete Orbitale mit Einteilchen-
energie εf modelliert. Die Operatoren f †σ und fσ erzeugen und vernichten ein Elektron
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1.1. QUANTENSTÖRSTELLENMODELLE

mit Spin σ, und die Coulomb-Wechselwirkung U bezeichnet die interorbitale Coulom-
babstoÿung zwischen zwei Elektronen mit unterschiedlichem Spin. Die beiden Teilsy-
steme hybridisieren durch die spindiagonale Kopplung V , welche hier vereinfachend als
impulsunabhängig angenommen wird.
Um ein besseres Gefühl für die Ein�üsse der konkurrierenden Gröÿen in diesem Modell
zu bekommen, können drei Grenzfälle behandelt werden, wenn der absolute Tempe-
raturnullpunkt betrachtet und auÿerdem angenommen wird, dass das Einteilchenlevel
des Störstellenorbitals unterhalb der Fermi-Energie liegt.

• Der Free-Orbital-Grenzfall (FO):
Wenn beide Teilsysteme voneinander entkoppeln (V = 0) und die Coulombab-
stoÿung verschwindet (U = 0), entsteht ein freies Orbital, welches von zwei Elek-
tronen besetzt wird. Da die Elektronen einen entgegengesetzten Spin besitzen,
bilden sie ein Singulett, so dass kein magnetisches Moment entsteht.

• Der Local-Moment-Grenzfall (LM):
Für den Grenzfall U → ∞, V → 0 ist das Störstellenorbital einfach besetzt, da
εf +U oberhalb der Fermi-Energie liegt. Da das Leitungsband von der Störstelle
entkoppelt, kann der resultierende Spin nicht kompensiert werden, so dass ein
magnetisches Moment existiert.

• Der Strong-Coupling-Grenzfall (SC):
Liegt εf + U überhalb der Fermi-Energie und die Störstelle koppelt stark an das
Leitungsband (V →∞), so wird der Spin des Elektrons auf der Störstelle durch
Spin�ip-Prozesse mit den Leitungselektronen abgeschirmt. Die Störstelle selbst
besitzt bei T = 0 also ein magnetisches Moment, welches durch den Kondo-E�ekt
einen Singulett-Zustand mit den Leitungsbandelektronen bildet.

Wie K. G. Wilson [38] und H. R. Krishna-Murthy et al. [41,42] mithilfe der NRG zei-
gen konnten, können diese Grenzfälle verschiedenen Temperaturbereichen zugeordnet
werden. Für groÿe Temperaturen wird die Störstelle lediglich als freies Orbital wahr-
genommen, wohingegen sich bei Absenken der Temperatur aufgrund dominierender
Korrelationen zunächst ein lokales Moment bilden kann, welches für kleine Temperatu-
ren dann von dem Leitungsband abgeschirmt wird. Für Temperaturen, bei denen die
Störstelle ein lokales Moment ausbildet, ist es möglich, das Anderson- auf das Kondo-
Modell abzubilden, wie in dem nachfolgenden Abschnitt demonstriert wird.

1.1.2.1 Schrie�er-Wol�-Transformation

Dass das Kondo- und Anderson-Modell eine gewisse Ähnlichkeit besitzen, ist allein
daran zu erkennen, dass beide das Verhalten von Metallen mit magnetischen Stör-
stellen beschreiben können. J.R. Schrie�er und P.A. Wol� haben 1966 in ihrer Arbeit
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1. EINFÜHRUNG

�Relation between the Anderson und Kondo Hamiltonoperators � [43] schlieÿlich den
Zusammenhang beider Modelle gezeigt. Durch eine kanonische Transformation, die im
Folgenden erläutert werden soll, lassen sich unter bestimmten Voraussetzungen beide
Modelle ineinander überführen. Genauer gesagt stellt sich heraus, dass das Anderson-
Modell das Kondo-Modell als Spezialfall beinhaltet.
Der transformierte Hamiltonoperator des SIAMs kann durch verschachtelte Kommu-
tatoren folgendermaÿen dargestellt werden:

H ′ = eSHe−S = H + [S,H] +
1

2
[S,[S,H]] + ... . (1.13)

Das Ziel ist es nun, den linearen Hybridisierungsterm zu eliminieren und e�ektive Terme
zweiter Ordnung abzuleiten. Aus diesem Grund wird der Hamiltonoperator HSIAM aus
Gl. (1.9) in die zwei Bestandteile H0 und H1 aufgeteilt:

H0 = Hhost +Himp , (1.14)
H1 = Hhyb . (1.15)

Aufgrund der Forderung

[S,H0] = −H1 (1.16)

muss S selbst linear in H1 sein, so dass H ′ nun die gewünschte Form hat:

H ′ = H0 +
1

2
[S,H1] +O(H3

1 ) . (1.17)

Schrie�er und Wol� führen zwei dimensionslose Gröÿen ein, die das Modell charakte-
risieren sollen:

εα =

{
εf + U, fürα = +
εf , fürα = − , (1.18)

Γα = πρ(εα)V 2 , (1.19)

rα =
Γα
εα
. (1.20)

ρ(ε) ist dabei die Zustandsdichte der Leitungselektronen. In ihrer Arbeit argumentieren
Schrie�er und Wol� nun so, dass der Anteil H1 dann auf allen Energieskalen klein ist
und somit das Streichen von Termen O(H3

1 ) in Gleichung (1.17) gerechtfertigt ist, wenn
rα << 1 gilt.
Der Kommutator [S,H1] kann in vier verschiedene Anteile zerlegt werden:

1

2
[S,H1] = Hex +Hdir +H ′0 +Hch . (1.21)
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Für die exakten Darstellungen sei nochmals auf [43] zu verweisen. Hier werden lediglich
die Argumente diskutiert, die benötigt werden, um den Kommutator weiter zu verein-
fachen. Hch verändert die Teilchenzahl im Störstellenorbital um zwei, so dass dieser
Anteil in dem Regime, in dem das Orbital nur einfach besetzt ist und somit ein lokales
Moment besitzt, keinen Beitrag liefert.
H ′0 kann in H0 absorbiert werden und sorgt lediglich für eine Verschiebung der Einteil-
chenenergien.
Für den bereits geschilderten Fall, dass die Störstelle nur einfach besetzt ist, entspricht
Hdir einem Einteilchenpotential. Der resultierende Streuterm im Leitungsband ist je-
doch unter den geforderten Umständen rα << 1 vernachlässigbar.
Entscheidend ist der Beitrag von Hex, welcher mit den Feldoperatoren

Ψ~k =

(
c~k↑
c~k↓

)
und Ψf =

(
f↑
f↓

)
(1.22)

sowie den Paulimatrizen ~σ folgende Gestalt hat:

Hex = −1

2

∑

~k~k′

J~k~k′(Ψ
†
~k′
~σΨ~k)(Ψ

†
f~σΨf ) (1.23)

= −
∑

~k~k′

J~k~k′~s
~S , (1.24)

wobei J~k~k′ durch

J~k~k′ = V~k′V
∗
~k

[
1

ε~k − ε+
+

1

ε~k′ − ε+
− 1

ε~k − ε−
− 1

ε~k′ − ε−

]
(1.25)

gegeben ist. Für Temperaturen nahe dem absoluten Nullpunkt können nur Zustände an
der Fermi-Kante ineinander übergehen, so dass sich mit der Wahl εkF = 0 ein e�ektives
Modell für den Anteil 1

2
[S,H1] ergibt:

Hex = J~s~S , (1.26)

J = J~kF~kF =|V~kF|
2 U

εf (εf + U)
. (1.27)

Damit alle Annahmen für das e�ektive Modell sinnvoll sind, sollte die Wahrschein-
lichkeit für eine Einfachbesetzung der Störstelle möglichst groÿ sein. Das wiederum ist
genau dann der Fall, wenn das Einteilchenlevel kleiner als die Fermi-Energie (εf < 0)
und der Energiebeitrag bei Doppelbesetzung gröÿer als die Fermi-Energie (U > |2εf |)
ist. Unter diesen Umständen ergibt sich eine antiferromagnetische Kopplung der Stör-
stelle mit dem Leitungsband, was eine Äquivalenz des Anderson- und Kondo-Modells
in dem Regime rα � 1 zeigt.
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Für den Fall Teilchen-Loch (TL) symmetrischer Störstellen, εf = −U/2, ergibt sich
auÿerdem, dass die Kondo-Kopplung mit 1/U abnimmt, was nach Gleichung (1.8) für
groÿe U zu einer exponentiell unterdrückten Kondo-Temperatur TK führt. Nach K.
G. Wilson [38] und H. R. Krishna-Murthy et al. [41, 42] lautet die führende Ordnung

TK = D
√

8Γ0

πU
exp(− πU

8Γ0
), wobei Γ0 = πV 2ρ(0) die Hybridisierung der Störstelle mit der

Zustandsdichte ρ(ε) an der Fermi-Energie εF = 0 bezeichnet.

1.1.3 Erweiterungen der Quantenstörstellenmodelle

Mithilfe des Einstörstellen-Anderson- und Kondo-Modells können bereits grundlegende
E�ekte, wie das Minimum in dem temperaturabhängigen elektrischen Widerstand von
Metallen mit magnetischen Verunreinigungen und der damit verbundene Kondo-E�ekt,
verstanden werden. Die Möglichkeit, ein echtes Vielteilchenproblem mit stark korrelier-
ten Elektronen vollständig lösen zu können, stellt einen Meilenstein in der theoretischen
Physik dar. In den vergangenen Jahrzehnten wurde dieses theoretische Verständnis da-
zu verwendet, die Eigenschaften einzelner magnetischer Atome oder Moleküle in Expe-
rimenten zu kontrollieren und deren Eigenschaften vorherzusagen. In einigen derartiger
Experimente reicht eine Modellierung des physikalischen Systems im Rahmen der rei-
nen Einstörstellenmodelle jedoch nicht aus, um die gesamte Komplexität zu erfassen.
Aus diesem Grund gibt es eine Vielzahl an Erweiterungen des Einstörstellen-Anderson-
und Kondo-Modells, von denen zwei Varianten, welche für diese Arbeit relevant sind,
im Folgenden vorgestellt werden.

1.1.3.1 Das Anderson-Holstein-Modell

Das Anderson-Holstein-Modell (AHM) [44] erweitert das reine SIAM aus Gleichung
(1.9) durch eine lineare Kopplung von bosonischen Phononen an die lokale Elektronen-
dichte der Störstelle, eine sogenannte Elektron-Phonon-Kopplung. Der Hamiltonope-
rator des AHMs lautet

HAHM = HSIAM + λ
∑

σ

(f †σfσ − n0)(b† + b) + ω0b
†b , (1.28)

wobei der Operator b(†) ein Phonon mit Energie ω0 vernichtet (erzeugt) und λ die Stärke
der Kopplung parametrisiert. Der Parameter n0 beschreibt lediglich eine Verschiebung
des Oszillatornullpunktes und für n0 = 1/2 wird ein TL-symmetrisches System be-
schrieben, was im Folgenden angenommen wird.

Der Hamiltonoperator des AHMs aus Gleichung (1.28) kann unter Verwendung
der Lang-Firsov-Transformation [45] H̃ = Û−1HAHMÛ auf ein e�ektives SIAM aus
Gleichung (1.9) abgebildet werden. Der unitäre Transformationsoperator Û ist dabei
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durch

Û = exp

[
− λ

ω0

(∑

σ

nσ − 1

)]
(1.29)

gegeben und der transformierte Hamiltonoperator H̃ lautet damit mit g = λ
ω0

[44]:

H̃ = Hhost + ω0b
†b+

∑

σ

εfe�f
†
σfσ + Ue�n↑n↓

︸ ︷︷ ︸
H̃imp

+
∑

kσ

V
(
eg(b

†−b)f †σckσ + h.c.
)

︸ ︷︷ ︸
H̃hyb

. (1.30)

Durch die Transformation werden die Parameter der Störstelle, εfe� = εf + ω0g
2 und

Ue� = U − 2ω0g
2, durch die Polaronenenergie ωp = ω0g

2 renormiert und in der Hybri-
disierung entsteht ein zusätzlicher Faktor eg(b

†−b). Dieser Term beschreibt das Anregen
und Absorbieren von Phononen während des Tunnelprozesses der Störstellenelektronen.
Wenn dieser Faktor durch seinen thermodynamischen Mittelwert 〈eg(b†−b)〉 = e−g/2 ge-
nähert wird, ist zu erkennen, dass der Ein�uss der Phononen stark von dem Verhältnis
g = λ

ω0
abhängt.

In dem antiadiabatischen Regime ω0 � Γ0 und für kleine Kopplungsstärken λ/Γ0 �
1 beziehungsweise g � 1 dominiert die Renormierung der Störstellenparameter durch
ωp = ω0g, im Vergleich zu der Reduktion der Hybridisierung durch e−g/2. Ausgehend
von einem TL-symmetrischen SIAM mit signi�kantem U , so dass sich bei mittleren
Temperaturen T ein lokales Moment ausbildet und für T < TK abgeschirmt wird, führt
eine endliche Elektron-Phonon-Kopplung λ im Wesentlichen zu einer Verringerung von
U und damit zu einer Erhöhung von TK [44]. Ab einer Kopplungsstärke von λc =√
Uω0/2 wird die e�ektive Coulomb-Wechselwirkung attraktiv, und das System geht in

das Ladungs-Kondo-Regime über: Anstelle des einfach besetzten Zustandes, mit einem
Spin-1/2 Freiheitsgrad, de�nieren der doppelt besetzte und der nicht besetzte Zustand
die lokalen Störstellengrundzustände. Diese beiden Zustände bilden einen sogenannten
Isospin, der mit dem verbleibenden Leitungsband hybridisiert [44]. Für eine sehr starke
Elektron-Phonon-Kopplung, g � 1, wird diese Hybridisierung dann durch den Faktor
e−g/2 exponentiell unterdrückt.

In dem adiabatischen Regime ω0 � Γ0 ergibt sich im Prinzip die gleichen Mecha-
nismen, allerdings dominiert die Reduktion der Hybridisierung, bevor die Parameter
der Störstelle wesentlich renormiert werden konnten.

1.1.3.2 Zwei Störstellen und die RKKY-Wechselwirkung

Besteht das System aus mehreren Störstellen, so können die lokalisierten Spins dieser
Störstellen ebenfalls miteinander wechselwirken. Ein direkter Spinaustauschterm kann
in den meisten Fällen vernachlässigt werden, da dieser proportional zu dem Überlapp
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der orbitalen Wellenfunktionen ist, welche exponentiell mit dem Abstand abfallen. Es
gibt aber eine weitere, indirekt über die Leitungselektronen übermittelte Wechselwir-
kung, die auch trotz einer gewissen Distanz zwischen den Störstellen noch entschei-
denden Ein�uss auf das System haben kann. Die Erkenntnis, dass zwei lokalisierte
magnetische Ionen indirekt über itinerante Leitungsbandelektronen in Wechselwirkung
miteinander stehen, geht auf Rudermann und Kittel zurück [46]. Sie untersuchten die
langreichweitige Kopplung zwischen Kernspins auf Basis der sogenannten Kontakt-
Hyperfein-Wechselwirkung. Diese polarisiert die Ausrichtung des Spins der den Kern
umgebenden, freien Ladungsträger. Aufgrund des Pauliprinzips werden nun Elektro-
nen mit derselben Polarisationsrichtung aus dieser Umgebung verdrängt, so dass auf
ein Gebiet mit Überschuss an einer bestimmten Ausrichtung der Spins eines folgt, in
dem der Spin entgegengesetzt polarisiert ist. Auf diese Weise entsteht eine Folge von
Zonen mit entgegengesetzter Polarisation, welche von einem weiteren Kernspin, der sich
in einer dieser Zonen be�ndet, wahrgenommen wird. Yosida erweiterte dieses Modell
drei Jahre später in [47] auch auf lokalisierte Elektronen in atomaren Orbitalen. Eine
solche e�ektive Wechselwirkung ist in dem Kondo-Modell enthalten, wenn der Anteil
Hsd aus Gleichung (1.2) auf zwei lokalisierte Spins ~Si am Ort Ri erweitert wird:

Hsd = −J
2∑

l=1

~Sl · ~sl . (1.31)

Im Folgenden wird ein Ausdruck für den e�ektiven Austauschterm Je� zwischen den
Störstellenspins mittels zweiter Ordnung der Störungstheorie in J abgeleitet. Die Her-
leitung orientiert sich dabei an [48] und [36].
Für die Auf- und Absteigeoperatoren von Drehimpulsen gilt allgemein L± = 1

2
(Lx ±

i Ly). Werden die Operatoren der Spindichte si zusätzlich durch die Feldoperatoren,
welche sich aus den Erzeugern und Vernichtern der Leitungselektronen im Impulsraum
ergeben, ausgedrückt, so ergibt sich:

sl+ =
1

N

∑

~k~k′

c†~k↑c~k′↓e
i(~k′−~k)~Rl , (1.32)

sl− =
1

N

∑

~k~k′

c†~k↓c~k′↑e
i(~k′−~k)~Rl , (1.33)

slz =
1

2N

∑

~k~k′

(
c†~k↑c~k′↓ − c

†
~k↓
c~k′↑

)
ei(

~k′−~k)~Rl , (1.34)

Hsd = − J

2N

2∑

~k~k′l=1

[
Sl−c

†
~k↑
c~k′↓ + Sl+c

†
~k↓
c~k′↑ + Slz

(
c†~k↑c~k′↓ − c

†
~k↓
c~k′↑

)]
ei(

~k′−~k) ~Rl . (1.35)
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1.1. QUANTENSTÖRSTELLENMODELLE

Durch eine kanonische Transformation analog zu der in Abschnitt 1.1.2.1 können in
Hsd nun lineare Terme in J eliminiert werden, so dass sich in zweiter Ordnung der
Störungstheorie

H ′ = H0 +
1

2
[S,Hsd] = H0 +H ′sd (1.36)

ergibt, wobei H0 wieder den Leitungsbandanteil nach Gleichung (1.1) beschreibt. Die
Matrixelemente von S können mithilfe von [H0,S] = −Hsd durch die vonHsd angegeben
werden:

〈m|(H0S − SH0)|n〉 = (εm − εn)〈m|S|n〉 = −〈m|Hsd|n〉 (1.37)

⇒ 〈m|S|n〉 = −〈m|Hsd|n〉
εm − εn

. (1.38)

Damit besitzt H ′sd die Form

H ′sd = −1

2

∑

nn′

|n′〉〈n|
∑

m

〈n′|Hsd|m〉〈m|Hsd|n〉
(

1

εm − εn
− 1

εn′ − εm

)
. (1.39)

Die e�ektive Wechselwirkung steckt jetzt in den Matrixelementen von (1.39). Für T = 0
be�ndet sich das System im Grundzustand und der Zustand |n〉 kann als Produktzu-
stand geschrieben werden, bei dem der Leitungsbandanteil aus dem Vakuum |0〉 erzeugt
wird:

|n〉 =
∏

~kσ

c†~kσ|0〉|S1m1〉|S2m2〉 , (1.40)

|n′〉 =
∏

~kσ

c†~kσ|0〉|S1m
′
1〉|S2m

′
2〉 . (1.41)

Hier stellt mi die Sz-Komponente des Spins am Ort Ri mit mi ∈ {↑ , ↓} dar. Durch
Auswerten der Matrixelemente mithilfe dieser Zustände werden die Freiheitsgrade der
Leitungselektronen ausintegriert. Entscheidend sind die vier Prozesse

|S1, ↓〉|S2, ↑〉 → |S1, ↑〉|S2, ↓〉 , (1.42)
|S1, ↑〉|S2, ↓〉 → |S1, ↓〉|S2, ↑〉 , (1.43)
|S1, ↓〉|S2, ↓〉 → |S1, ↓〉|S2, ↓〉 , (1.44)
|S1, ↑〉|S2, ↑〉 → |S1, ↑〉|S2, ↑〉 , (1.45)

welche alle denselben Beitrag liefern, so dass der Anteil H ′sd in

H ′sd =
J2

4N2

∑

|~k|>kF
|~k′|≤kF

ei(
~k−~k′)~R + e−i(

~k−~k′)~R

ε~k − ε~k′
(S1+S2− + S1−S2+ + 2S1zS2z) (1.46)

= Je�(~R = ~R1 − ~R2) · ~S1
~S2 (1.47)
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1. EINFÜHRUNG

überführt werden kann. Die Einschränkung in der Summe über ~k und ~k′ entsteht da-
durch, dass sich das Leitungsband in dem Grundzustand be�ndet und somit keine
Elektronen in bereits besetzte oder aus unbesetzten Zuständen gestreut werden kön-
nen. Für T = 0 kann diese Bedingung auch durch die Fermifunktion f(ε) berücksichtigt
werden, womit die e�ektive Wechselwirkung

Je�(~R) =
J2

2N2

∑

~k~k′

cos
[(
~k − ~k′

)
~R
]

ε~k − ε~k′
(
f(ε~k)− f(ε~k′)

)
(1.48)

lautet. Tadao Kasuya zeigt in [36] die Gültigkeit dieser Gleichung auch für Tempera-
turen gröÿer als Null.

1.2 Quantenphasenübergänge

Ein Quantenphasenübergang (QPT von engl.: quantum phase transition) ist eine ab-
rupte Änderung des quantenmechanischen Grundzustandes am absoluten Tempera-
turnullpunkt. Im Gegensatz zu klassischen Phasenübergängen wird jener nicht durch
thermische Fluktuationen getrieben, sondern durch die Variation eines Parameters der
unabhängig von der Temperatur ist [49]. Bei einem QPT wird ein Zustand ausschlieÿ-
lich durch Quanten�uktuationen, welche aufgrund der Heisenbergschen Unschärferela-
tion in jedem System und bei allen Temperaturen existieren, zerstörst. Ein Quanten-
phasenübergang entsteht aufgrund einer Konkurrenz zwischen verschiedenen Grund-
zuständen und kann in Phasenübergänge erster Ordnung und stetige Phasenübergänge
unterteilt werden, je nachdem ob in der Ableitung der Freien Energie eine Unste-
tigkeit auftritt oder nicht. Der Übergangspunkt von stetigen Phasenübergängen wird
auch als Quantenkritischer Punkt (QCP von engl.: quantum critical point) bezeich-
net und kann zu unkonventionellem Verhalten des Systems, wie etwa Nicht-Fermi-
Flüssigkeitseigenschaften, führen.

Wenn das gesamte System an dem Phasenübergang kritisches Verhalten aufweist, so
handelt es sich um einen Volumen-Phasenübergang (engl.: bulk transition), wohingegen
in dieser Arbeit ausschlieÿlich Grenz-Phasenübergänge (engl.: boundary transition) be-
trachtet werden. Bei derartigen Grenz-Phasenübergängen weisen nur einige Freiheits-
grade des Systems kritisches Verhalten auf, weshalb sie häu�g auch als Störstellen-
Quantenphasenübergänge bezeichnet werden [50]. Ein Beispiel für einen solchen Stör-
stellen QPT ergibt sich beispielsweise in dem Kondo-Modell: Wie in Abschnitt 1.1.1
bereits diskutiert wurde, hängt der Grundzustand des Systems von dem Vorzeichen
der Kondo-Kopplung ab. Für eine ferromagnetische Kopplung wird das lokale Moment
nicht von den Leitungsbandelektronen abgeschirmt, während eine antiferromagnetische
Kopplung in dem Kondo-E�ekt, mit einem Singulett-Grundzustand, resultiert.
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1.2. QUANTENPHASENÜBERGÄNGE

Abbildung 1.1: Schematische Darstellung des Phasendiagramms eines Störstellen-QPTs bei
endlichen Temperaturen T . A und B sind stabile Phasen, q ist ein nicht thermischer Parameter
und qc kennzeichnet die Position des Phasenübergangs bei T = 0. Einzelbild (a) zeigt einen
Phasenübergang erster Ordnung, bei dem die Phase oberhalb von qc einer einfachen thermi-
schen Überlagerung der Phasen A und B entspricht. Die Energieskala T ∗ verschwindet für
kleine Temperaturen linear. Bild (b) zeigt einen Phasenübergang zweiter Ordnung, mit einem
quantenkritischen Regime oberhalb von qc, dessen thermodynamische Eigenschaften durch
den instabilen Fixpunkt des QCPs bei qc bestimmt werden. Die Energieskala T ∗ verschwindet
für kleine Temperaturen wie T ∗ ∝ |t|ν , wobei t = (q−qc)/qc den Abstand zu dem QCP misst,
und ν den kritischen Exponenten der Korrelationslänge bezeichnet. Einzelbild (c) zeigt einen
Kosterlitz-Thouless artigen Phasenübergang (Phasenübergang unendlicher Ordnung) bei dem
nur eine einzige Skala T ∗ existiert, die exponentiell am QCP bei qc verschwindet.

Das Zusammenspiel von thermischen und quantenmechanischen Fluktuationen führt
in der Nähe des Phasenübergangs zu Phasendiagrammen, die schematisch in Abbildung
1.1 dargestellt sind. Es existieren zwei stabile Phasen A und B, die bei T = 0 an dem
kritischen Punkt qc getrennt werden, wobei q einen nicht thermischen Parameter des
Systems bezeichnet, der den Phasenübergang antreibt [50]. Einzelbild 1.1(a) zeigt einen
Phasenübergang erster Ordnung, welcher häu�g auch als level-crossing bezeichnet wird.
Hier entspricht die Phase oberhalb von qc einer einfachen thermischen Überlagerung
der Phasen A und B. Die Energieskala T ∗ verschwindet in der Nähe des kritischen
Punktes qc linear. Bild 1.1(b) zeigt einen Phasenübergang zweiter Ordnung mit einem
quantenkritischen Regime oberhalb von qc, dessen thermodynamische Eigenschaften
durch den instabilen Fixpunkt des QCPs bei qc bestimmt werden. Dieser instabile Fix-
punkt besitzt häu�g sehr interessante physikalische Eigenschaften, wie beispielsweise
Nicht-Fermi-Flüssigkeitsverhalten. Die Energieskala T ∗ verschwindet für kleine Tem-
peraturen wie T ∗ ∝ |t|ν , wobei t = (q − qc)/qc den Abstand zu dem QCP misst, und ν
den kritischen Exponenten der Korrelationslänge bezeichnet. Einzelbild (c) zeigt einen
Kosterlitz-Thouless (KT) artigen Phasenübergang, bei dem nur eine einzige Skala T ∗

existiert, die exponentiell am QCP bei qc verschwindet. Da ein KT Übergang an dem
QCP keinerlei Unstetigkeiten in einer beliebigen Ableitung der freien Energie aufweist,
wird er häu�g auch als Phasenübergang unendlicher Ordnung bezeichnet.
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2. Die numerische Renormierungs-
gruppenmethode

Wie im Abschnitt 1.1.1 über den Kondo-E�ekt bereits erwähnt, entstehen ab einer
gewissen Temperatur für einige thermodynamische Gröÿen unphysikalische Divergen-
zen, wenn die Hybridisierung zwischen Störstelle und Leitungsband nur störungstheo-
retisch berücksichtigt wird. Das Problem besteht darin, dass beide Teilsysteme auf
allen Temperatur-/Energieskalen gleichermaÿen koppeln und es daher ab einer gewis-
sen Temperatur nicht mehr möglich ist, eine energetische Störung gegenüber einem
ungestörten System zu isolieren.
Eine nichtpertubative Analyse ist mit der 1975 von K.G. Wilson entwickelten numeri-
schen Renormierungsgruppenmethode [51] (NRG) möglich. Mithilfe der NRG können
jegliche Arten von Quantenstörstellensystemen untersucht werden. Dabei handelt es
sich um zwei miteinander in Wechselwirkung stehende Subsysteme, von denen eines
eine sehr groÿe Anzahl an Freiheitsgraden und somit ein quasikontinuierliches Energie-
spektrum besitzt und das andere aus einer diskreten, endlichen Anzahl an Zuständen
mit de�nierten Eigenenergien besteht. Um das Multiskalenproblem nun zu lösen, wird
das kontinuierliche Energiespektrum diskretisiert und sortiert, so dass für beliebige
Energieskalen ein e�ektiver Hamiltonoperator abgeleitet werden kann, welcher dann
iterativ gelöst wird.
Die folgenden Kapitel befassen sich detaillierter mit diesem Verfahren und orientieren
sich dabei an den Arbeiten [52] und [53].

2.1 Die Renormierungsgruppe

Das zentrale Element der Renormierungsgruppe ist eine Abbildung R, welche den durch
die Parameter ~Q = (Q1,...,Qn) beschriebenen Hamiltonoperator H( ~Q) auf H ′( ~Q′) ab-
bildet und gleichzeitig die Zustandssumme invariant lässt, um die physikalischen Ob-
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servablen nicht zu verändern:

R[H( ~Q)] = H ′( ~Q′) , (2.1)

Z[H( ~Q)] = Z[H ′( ~Q′)] . (2.2)

Wenn sich die Struktur des Hamiltonoperators unter der Abbildung nicht ändert, son-
dern nur der vorhandene Satz an Parametern renormiert wird, dann wird daraus

R[ ~Q] = ~Q′ . (2.3)

Besonders interessant sind die Punkte im Parameterraum, die invariant unter weiteren
Renormierungsschritten sind, sogenannte Fixpunkte ~Q∗:

R[ ~Q∗] = ~Q∗ . (2.4)

Um das Verhalten in der unmittelbaren Umgebung eines Fixpunktes zu untersuchen,
wird nun eine kleine Abweichung δ ~Q von diesem Punkt betrachtet und der Ein�uss der
Störung in linearer Ordnung berücksichtigt:

~Q = ~Q∗ + δ ~Q , (2.5)

R[ ~Q] = ~Q∗ +D[δ ~Q] +O(δ ~Q2) . (2.6)

Hier ist D die um den Fixpunkt in erster Ordnung entwickelte Abbildung R. Die
Eigenvektoren ~vn von D bilden ein vollständiges Orthonormalsystem, weshalb δ ~Q in
dieser Basis entwickelt werden kann:

δ ~Q =
∑

n

δQn~vn . (2.7)

Wie das System in der Nähe des Fixpunktes auf weitere Renormierung R reagiert,
hängt nun von den Eigenwerten λn von D ab. Nach r-facher Anwendung von R auf ~Q
ergibt sich

Rr[ ~Q∗ + δ ~Q] = ~Q∗ +
∑

n

δQnλ
r
n~vn . (2.8)

Im Limes r → ∞ ist es also sehr entscheidend, ob die Eigenwerte gröÿer oder kleiner
als eins sind:

• λn < 1 ⇒ ~vn ist irrelevant.
Sind alle Eigenvektoren irrelevant, so ist der Fixpunkt stabil.

• λn > 1 ⇒ ~vn ist relevant.
Sobald ein Eigenvektor relevant ist, so ist der Fixpunkt instabil. Unter weiterer
Anwendung von R verläuft die Trajektorie in Richtung des Eigenvektors mit dem
gröÿten Eigenwert.
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2.2. QUANTENSTÖRSTELLEN-HAMILTONOPERATOR

• λn = 1 ⇒ ~vn ist marginal.
Besitzt der Fixpunkt nur marginale und irrelevante Eigenvektoren, so müssen
weitere Terme höherer Ordnung berücksichtigt werden.

Gibt es mehrere Fixpunkte, dann können sich diese gegenseitig beein�ussen. Der Über-
gang von einem instabilen in einen anderen Fixpunkt wird als cross-over bezeichnet.
Diese Überlegungen liefern bereits eine mögliche Erklärung für Universalität von kriti-
schem Verhalten, denn irrelevante Variablen, welche zum Beispiel die Kristallstruktur
oder die Stärke von Wechselwirkungskopplungen sein können, haben in der Nähe eines
Fixpunktes keinen Ein�uss auf die Eigenschaften des Systems.
Wie das nächste Kapitel zeigen wird, ändert das spezielle Renormierungsverfahren zur
Lösung von Störstellenproblemen die Struktur des Hamiltonoperators, so dass der Pa-
rameterraum mit jedem Renormierungsschritt ebenfalls variiert. Es ist aber möglich,
ähnliche Überlegungen anzustellen, wenn anstelle der Parameter des Hamiltonopera-
tors dessen Eigenenergien und Eigenzustände betrachtet und renormiert werden.

2.2 Quantenstörstellen-Hamiltonoperator

Ganz allgemein besteht der Hamiltonoperator eines Quantenstörstellensystems immer
aus drei Bestandteilen

H = Himp +Hbath +Himp-bath , (2.9)

welche die beiden Subsysteme und deren Kopplung beschreiben. Um abermals mög-
lichst nah an der Literatur zu bleiben und es übersichtlich zu halten, wird als Parade-
beispiel für ein Quantenstörstellensystem das Einstörstellen-Anderson-Modell mit dem
Hamiltonoperator aus Gleichung (1.12) und Himp-bath = Hhyb gewählt. Im Anschluss an
dieses Kapitel werden die notwendigen Schritte dann auf das Zweistörstellen-Anderson-
Modell übertragen.
Die Kopplung der beiden Teilsysteme ist vollständig durch die Hybridisierungsfunktion
Γ(ω) beschrieben, welche in diesem Fall die Form

Γ(ω) = π
∑

~k

V 2δ(ω − ε~k) = πV 2ρ(ω) (2.10)

besitzt. In [54] wird nun gezeigt, dass es eine allgemeine Formulierung

H = Himp +
∑

σ

∫ D

−D
dε g(ε)a†εσaεσ +

∑

σ

∫ D

−D
dε h(ε)

(
f †σaεσ + h.c.

)
(2.11)
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für den Hamiltonoperator gibt, solange die Dispersionen g(ε) und h(ε) die Di�erenti-
algleichung

Γ(ω) = π
dε(ω)

dω
h [h(ε)]2 (2.12)

erfüllen, wobei ε(ω) die inverse Funktion zu g(ε) ist.

2.3 Logarithmische Diskretisierung

Wie bereits erwähnt, ist das Energiespektrum des Leitungsbandes aufgrund der groÿen
Anzahl an Freiheitsgraden im Vergleich zu dem der Störstelle quasikontinuierlich. Es
existieren also Anregungsmöglichkeiten auf allen Energieskalen, von der Bandbreite D
bis hin zu beliebig kleinen Energien an der Fermi-Kante EF = 0. In der Störungsrech-
nung treten Integrale der Form

∫ D

kBT

dε
1

ε
= ln

(
D

kBT

)
(2.13)

auf, was für kleine Temperaturen beziehungsweise Energien zu sogenannten Infrarot-
divergenzen führt. Wird das Energiespektrum nun in Einheiten der Bandbreite D ge-
messen und logarithmisch diskretisiert, so dass unendlich viele Intervalle

I− = [−Λ−n,− Λ−(n+1)] , I− = [Λ−(n+1),Λ−n] mit Λ > 1 (2.14)

entstehen, die für gröÿere n näher an der Fermi-Kante liegen und deren Breite

dn = Λ−n
(
1− Λ−1

)
(2.15)

immer kleiner wird, so liefert ein Integral der Form von Gleichung (2.13) für jedes
dieser Intervalle den gleichen Beitrag. Eine solche Diskretisierung ist schematisch in
Abbildung 2.1 zu sehen und geht für Λ→ 1 in eine kontinuierliche Beschreibung über.
Auf diesen Intervallen kann eine vollständige Orthonormalbasis

ψ±np(ε) =

{
1√
dn
e±iωnpε für ± Λ−(n+1) < ±ε < ±Λ−n

0 auÿerhalb des Intervalls
(2.16)

de�niert werden, wobei der Index p alle ganzen Zahlen annehmen kann und jedes
Intervall eine fundamentale Frequenz ωn = 2π/dn besitzt. Als nächstes werden die
Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren mithilfe einer Fourier-Entwicklung in dieser
Basis entwickelt:

aεσ =
∑

np

(
anpσψ

+
np(ε) + bnpσψ

−
np(ε)

)
. (2.17)
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Abbildung 2.1: Darstellung der logarithmischen Diskretisierung des Leitungsbandes, an das
die Störstelle koppelt. Diese Abbildung wurde aus Ref. [52] entnommen.

Die Entwicklungskoe�zienten, welche den neuen Operatoren entsprechen, sind durch
die inversen Transformationen

anpσ =

∫ 1

−1

dε
(
ψ+
np(ε)

)∗
aεσ , (2.18)

bnpσ =

∫ 1

−1

dε
(
ψ−np(ε)

)∗
aεσ (2.19)

gegeben und erfüllen die üblichen Vertauschungsrelationen für Fermionen.
Mit den Abkürzungen

∫ −,n
dε =

∫ −λ−(n+1)

−Λ−n
dε ,

∫ +,n

dε =

∫ −λ−n

+Λ−(n+1)

dε (2.20)

besitzt der Anteil Himp-bath des Hamiltonoperators, ausgedrückt durch die diskreten
Operatoren anpσ und bnpσ, folgende Gestalt:

Himp-bath = f †σ
∑

np

[
anpσ

∫ +,n

dε h(ε)ψ+
np(ε) + bnpσ

∫ −,n
dε h(ε)ψ−np(ε)

]
+ h.c. . (2.21)

Für eine konstante Dispersion h(ε) = h �ltern die Integrale in Gleichung (2.21) nur die
Komponenten mit p = 0 heraus, so dass nur diese Anteile der Leitungsbandoperatoren
an die Störstelle koppeln:

∫ ±,n
dε hψ±np(ε) =

√
dnhδp,0 . (2.22)
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Die Forderung nach einer konstanten Dispersion h(ε) alleine stellt dabei noch keine
Näherung dar, weil jegliche ε-Abhängigkeit über die Gleichung (2.12) auf g(ε) überladen
werden kann. Um dennoch eine ε-Abhängigkeit möglichst gut zu approximieren, wird
h(ε) als Stufenfunktion auf den Intervallen I±n de�niert. Der Funktionswert ergibt sich
aus dem Mittelwert der Hybridisierungsfunktion in dem jeweiligen Intervall:

(h±n )2 =
1

dn

∫ ±,n
dε

1

π
Γ(ε) . (2.23)

Mit der zusätzlichen De�nition

(γ±)2 =

∫ ±,n
dεΓ(ε) (2.24)

ergibt sich für den Kopplungsanteil

Himp-bath =
1√
π
f †σ
∑

n

[
γ+
n an0σ + γ−n bn0σ

]
+ h.c. . (2.25)

Der Hamiltonoperator Hbath, der das Leitungsband beschreibt, besitzt in der transfor-
mierten Basis die Form

Hbath =
∑

np

[
ξ+
n a
†
npσanpσ + ξ−n b

†
npσbnpσ

]

+
∑

n,p 6=p′

[
α+
n (p,p′)a†npσanp′σ − α−n (p,p′)b†npσbnp′σ

]
, (2.26)

wobei die diskreten Energien ξ±n , welche durch

ξ±n =

∫ ±,n
dεΓ(ε)ε∫ ±,n
dεΓ(ε)

(2.27)

de�niert sind, bereits eingesetzt wurden. Die Faktoren α±(p,p′) sind abhängig von der
Dispersion g(ε), fallen jedoch durch die entscheidende Näherung der NRG ohnehin
weg, weshalb auf eine Ableitung verzichtet wird. Diese Näherung besteht nun darin,
alle Terme mit p 6= 0 in Gleichung (2.26) zu vernachlässigen. Die Qualität dieser An-
nahme kann mit den bisherigen Herleitungsschritten nicht abgeschätzt werden, jedoch
argumentieren Ralf Bulla et al. in [52], dass Zustände mit p 6= 0 nur indirekt über
die Zustände mit p = 0 an die Störstelle koppeln und diese zudem durch einen Faktor
(1 − Λ−1) unterdrückt werden, so dass die Näherung im Limes Λ → 1 wieder exakt
wird. Der gesamte Hamiltonoperator in diskretisierter Form sieht nun folgendermaÿen
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aus:

H = Himp +
∑

nσ

[
ξ+
n a
†
nσanσ + ξ−n b

†
nσbnσ

]

+
1√
π

∑

σ

f †σ
∑

n

[
γ+
n anσ + γ−n bnσ

]

+
1√
π

∑

σ

[∑

n

[
γ+
n a
†
nσ + γ−n b

†
nσ

]
]
fσ . (2.28)

In Abbildung 2.2 ist der Hamiltonoperator in dieser Form skizziert. Zwar wurde das
Leitungsband nun in Energieintervalle diskretisiert, diese jedoch noch nicht in sortierte
Energieskalen, die an die Störstelle koppeln, aufgeteilt. Im nächsten Schritt soll der
Hamiltonoperator daher in eine tridiagonale Form gebracht werden, mit dem Ziel, dass
die Energieskalen in abnehmender Reihenfolge sortiert, an die Störstelle koppeln.

Abbildung 2.2: Schematische Darstellung des Hamiltonoperators nach Gleichung (2.28).
Diese Abbildung wurde aus Ref. [52] entnommen.

2.4 Abbildung auf eine halbunendliche Kette

Am Ende dieses Abschnittes soll die Störstelle nur noch an einen Freiheitsgrad der
Leitungsbandelektronen c(†)

0,σ direkt koppeln, welcher selbst ebenfalls an einen weiteren
Freiheitsgrad koppelt. Wird dieses Schema weitergeführt, so entsteht eine halbunend-
liche Tight-Binding-Kette, an deren Anfang sich die Störstelle be�ndet. Nehmen die
Kopplungskonstanten zwischen den einzelnen Kettengliedern schnell genug ab, so cha-
rakterisiert jedes Kettenglied eine eigene Energieskala. In Abbildung 2.3 ist die halbu-
nendliche Kette schematisch dargestellt.
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Aus Gleichung (2.28) kann die Transformation für die Operatoren des ersten Ketten-
gliedes des Leitungsbandes direkt abgelesen werden:

c0σ =
1

ξ0

∑

n

[
γ+
n anσ + γ−n bnσ

]
. (2.29)

Die Normierungskonstante ξ0 wird dabei über den Antikommutator {c0σ,c
†
0σ′} = δσσ′

zu

ξ0 =
∑

n

(
(ξ+
n )2 + (ξ−n )2

)
=

∫ 1

−1

dεΓ(ε) (2.30)

bestimmt. Natürlich sind die Eigenzustände der neuen Operatoren c(†)
0,σ nicht orthogonal

zu denen der a(†)
n,σ und b

(†)
n,σ. Es ist allerdings möglich, durch ein Tridiagonalisierungsver-

fahren einen neuen Satz an Operatoren c(†)
nσ zu ermitteln, so dass diese die Orthogona-

litätsrelationen wieder erfüllen. Der Zusammenhang ist durch die Orthogonalisierung
gemäÿ

anσ =
∞∑

m=0

umncmσ , bnσ =
∞∑

m=0

vmncmσ (2.31)

⇒ cnσ =
∞∑

m=0

(unmamσ + vnmbmσ) (2.32)

gegeben und ermöglicht durch einen Vergleich mit Gleichung (2.29) bereits das Ablesen
der Koe�zienten u0m und v0m:

u0m =
γ+
m√
ξ0

, v0m =
γ−m√
ξ0

. (2.33)

Der Hamiltonoperator mit den neuen Operatoren als halbunendliche Kette kann nun
wie in Abbildung 2.3 interpretiert werden und besitzt folgende Gestalt:

H =Himp +

√
ξ0

π

∑

σ

[
f †σc0σ + h.c.

]

+
∞∑

σ,n=0

[
εnc
†
nσcnσ + tn

(
c†nσcn+1σ + h.c.

)]
. (2.34)

Für die NRG entscheidend sind somit die Parameter εn und tn, welche die Einteil-
chenenergien auf dem n-ten Kettenglied und die Kopplung zwischen dem n-ten und
(n + 1)-ten Kettenglied beschreiben. Durch Gleichsetzen der Gleichungen (2.28) und
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Abbildung 2.3: Schematische Darstellung des Hamiltonoperators nach der Abbildung auf
die halbunendliche Kette. Diese Abbildung wurde aus Ref. [52] entnommen.

(2.34) lassen sich Rekursionsbeziehungen für die Parameter ableiten. Die Rechnung
ist unter anderem in [55] zu �nden, wird an dieser Stelle jedoch nicht ausgeführt. Die
Rekursionsformeln lauten

εn =
∑

m

[
ξ+
mu

2
nm + ξ−mv

2
nm

]
,

t2n =
∑

m

[
(ξ+
m)2u2

nm + (ξ−m)2v2
nm

]
− t2n−1 − ε2n ,

un+1,m =
1

tn

[
(ξ+
m − εn)unm − tn−1un−1,m

]
,

vn+1,m =
1

tn

[
(ξ−m − εn)vnm − tn−1vn−1,m

]
. (2.35)

Initialisiert werden die Rekursionsformeln durch u0m, v0m und die Gleichungen

ε0 =
1

ξ0

∫ 1

−1

dεΓ(ε)ε ,

t20 =
1

ξ0

∑

m

[
(ξ+
m − ε0)2(γ+

m)2 + (ξ−m − ε0)2(γ−m)2
]
,

u1m =
1

t0
(ξ+
m − ε0)u0m ,

v1m =
1

t0
(ξ−m − ε0)v0m . (2.36)

Es ist zu bemerken, dass die Einteilchenenergien εn für eine TL-symmetrische Hybri-
disierungsfunktion Γ(ω) = Γ(−ω) verschwinden.
Analytische Gleichungen anstelle der Rekursionsformeln können nur in einigen Spe-
zialfällen berechnet werden. Wilson leitet in [38] eine Bestimmungsgleichung für die
Kopplungskonstanten tn her, wobei er eine konstante Zustandsdichte des Leitungsban-
des annimmt, was eine konstante und damit TL-symmetrische Hybridisierungsfunktion
zur Folge hat. Die Lösung lautet:

tn =
(1 + Λ−1)(1− Λ−(n+1))

2
√

1− Λ−(2n+1)
√

1− Λ−(2n+3)
Λ−n/2 . (2.37)
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Für groÿe n geht dieser Ausdruck in

tn →
1

2
(1 + Λ−1)Λ−n/2 (2.38)

über und ein exponentieller Abfall ist ersichtlich. Damit ist gewährleistet, dass die
einzelnen Kettenglieder immer kleiner werdende Beiträge liefern und somit feinere
Energieskalen beschreiben. Es gibt also für jede Temperatur ein Kettenglied, das Kor-
rekturen in der Gröÿe der erforderlichen Energieskala liefert, um die entscheidenden
Anregungen au�ösen zu können.

2.5 Iterative Diagonalisierung

In diesem Abschnitt geht es darum, eine systematische Technik zu entwickeln, mit de-
ren Hilfe es möglich ist, den Hamiltonoperator aus Gleichung (2.34) iterativ, das heiÿt
zu immer kleiner werdenden Energieskalen hin, zu lösen.
Um das Problem vollständig zu lösen, müssen unendlich viele Kettenglieder des ef-
fektiven Hamiltonoperators berücksichtigt werden, so dass sich Gleichung (2.34) als
Grenzwert

H = lim
N→∞

Λ−
N−1

2 HN (2.39)

mit

HN = Λ
N−1

2

[
Himp +

√
ξ0

π

∑

σ

(
f †σc0σ + h.c.

)

+
N∑

σ,n=0

εnc
†
nσcnσ +

N−1∑

σ,n=0

tn
(
c†nσcn+1σ + h.c.

)
]

(2.40)

formulieren lässt. Die auftretenden Faktoren Λ±
N−1

2 sorgen dafür, dass das Kopplungs-
glied tN−1 zwischen den letzten beiden Kettengliedern in HN von der Gröÿenordnung
eins ist, da so die Behandlung von Fixpunkten vereinfacht wird. Alternativ kann der
Hamiltonoperator HN nun auch rekursiv durch HN−1 berechnet werden:

HN+1 =
√

ΛHN + Λ
N
2

∑

σ

[
εN+1c

†
N+1σcN+1σ + tN

(
c†NσcN+1σ + h.c.

)]
. (2.41)

Diese Gleichung ist der zentrale Ausgangspunkt der iterativen Diagonalisierung und der
NRG und stellt einen Renormierungsschritt R dar. Mathematisch formuliert bedeutet
das:

HN+1 = R{HN} . (2.42)
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2.5. ITERATIVE DIAGONALISIERUNG

Als Ausgangspunkt wird die Störstelle zusammen mit dem ersten Kettenglied betrach-
tet:

H0 = Λ−
1
2

[
Himp +

√
ξ0

π

∑

σ

(
f †σc0σ + h.c.

)
+
∑

σ

ε0c
†
0σc0σ

]
. (2.43)

Natürlich kann alternativ auchH−1 = Λ−1Himp als Startoperator gewählt werden, wenn

f
(†)
σ in c(†)

−1 umbenannt und t−1 =
√

ξ0
π
de�niert wird.

Wie bereits in Abschnitt 2.1 erwähnt, beschränkt sich ein Renormierungsschritt in die-
sem Fall nicht darauf den vorhandenen Satz an Parametern zu renormieren, stattdessen
wird die Struktur des Hamiltonoperators durch das Hinzufügen eines weiteren Ketten-
gliedes ebenfalls verändert. Es ist nicht möglich, e�ektive Parameter zu �nden, um das
System vollständig zu beschreiben und auf diese Weise dessen Verhalten zu erklären.
In diesem Fall ist es interessanter, die Entwicklung der Eigenenergien EN(r), welche
durch

HN |r〉N = EN(r)|r〉N (2.44)

gegeben sind, zu betrachten, da aus ihnen thermodynamische Gröÿen berechnet werden
können. Wie anhand der Operatoren c

(†)
nσ ersichtlich ist, besitzt jedes Kettenglied die

vier Zustände

|s〉 = |0〉 , | ↑〉 , | ↓〉 , | ↑↓〉 , (2.45)

weshalb für den Zustandsraum |r,s〉N+1 des (N + 1)-ten Hamiltonoperators

|r; s〉N+1 = |r〉N ⊗ |s〉 (2.46)

gilt, was zu einer Vervierfachung der Dimension des Zustandsraumes nach jedem Re-
normierungsschritt führt. Aus jedem Eigenzustand |r〉N zu HN werden also vier neue
Zustände |r; s〉N+1 mit s ∈ {1,2,3,4} konstruiert, welche dann die Basis von HN+1

bilden. Besonders nützlich ist die De�nition

|r; s〉N+1 = O†s|r〉N , (2.47)

wobei die Operatoren O†s aus allen möglichen Kombinationen der c†N+1 bestehen:

|r; 1〉N+1 = |r〉N ,
|r; 2〉N+1 = c†N+1↑|r〉N ,
|r; 3〉N+1 = c†N+1↓|r〉N ,
|r; 4〉N+1 = c†N+1↑c

†
N+1↓|r〉N .
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Mithilfe dieser neuen Basis können nun die Matrixelemente von HN+1 berechnet wer-
den:

HN+1(rs,r′,s′) = N+1〈r; s|HN+1|r′; s′〉N+1 . (2.48)

Durch Einsetzen der Rekursionsformel (2.41) ergeben sich drei separate Anteile:

HN+1(rs,r′,s′) =
√

ΛN+1〈r; s|HN |r′; s′〉N+1

+ Λ
N
2 εN+1

∑

σ

N+1〈r; s|c†N+1σcN+1σ|r′; s′〉N+1

+ Λ
N
2 tN

∑

σ

(
N+1〈r; s|c†NσcN+1σ|r′; s′〉N+1 + h.c.

)
. (2.49)

Da die Operatoren c(†)
N und c(†)

N+1 vertauschen, ergibt sich für den ersten Anteil

N+1〈r; s|HN |r′; s′〉N+1 = N〈r|OsO
†
s′HN |r′〉N = EN(r)δrr′δss′ . (2.50)

Auch der zweite Anteil ist bereits diagonal und kann ohne groÿen Aufwand abgelesen
werden, da c†N+1σcN+1σ dem Besetzungszahloperator auf dem (N + 1)-ten Kettenglied
entspricht:

N+1〈r; s|c†N+1σcN+1σ|r′; s′〉N+1 = δrr′δss
′ ·





0 für s = 1
1 für s ∈ {2,3}
2 für s = 4

. (2.51)

Die Matrixelemente des dritten Anteils sind etwas komplizierter zu berechnen, da sie
weder diagonal in r noch in s sind. Werden die Zustände durch Gleichung (2.47) aus-
gedrückt, so ergibt sich für die Matrixelemente

N+1〈r; s|c†NσcN+1σ|r′; s′〉N+1 = N〈r|c†NσOscN+1σO
†
s′ |r′〉N · χs (2.52)

= N〈r|OscN+1σO
†
s′c
†
Nσ|r′〉N · χ′s′ . (2.53)

Dabei werden die durch die Vertauschungen der Operatoren entstehenden Faktoren
durch

χs =

{
+1 für s ∈ {1,4}
−1 für s ∈ {2,3} und χ′s′ =

{
+1 für s′ ∈ {2,3}
−1 für s′ ∈ {1,4} (2.54)

berücksichtigt. Die Matrixelemente in den Gleichungen (2.52) und (2.53) stimmen über-
ein, so dass sich die Anzahl der Operatoren inO†s′ undOs um eins unterscheiden müssen.
Es werden Unterräume mit verschiedenen Teilchenzahlen miteinander verknüpft.
Mit dem normalgeordneten Operator : OscN+1σO

†
s′ :

OscN+1σO
†
s′ =: OscN+1σO

†
s′ : +Mσ

ss′ (2.55)
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und dessen Eigenschaft

: OscN+1σO
†
s′ : |r〉N = 0 (2.56)

ergibt sich

N〈r|c†NσOscN+1σO
†
s′ |r′〉N = N〈r|c†Nσ|r′〉N ·Mσ

ss′ . (2.57)

Wie an der Bestimmungsgleichung (2.55) für die Matrixelemente Mσ
ss′ zu erkennen ist,

sind diese unabhängig von N und müssen somit nur einmal berechnet werden. In [53]
sind diese Matrixelemente für ein spinentartetes Kettenglied angegeben:

M↑
ss′ =




0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 0 0


 , M↓

ss′ =




0 0 1 0
0 0 0 −1
0 0 0 0
0 0 0 0


 . (2.58)

Der letzte Schritt besteht darin, die Wirkung der Operatoren c(†)
Nσ auf die Eigenzustände

|r〉N vonHN zu untersuchen, um die verbleibenden Matrixelemente zu berechnen. Diese
Eigenzustände bestehen aus einer Linearkombination der |w; s〉N , wobei |w〉N−1 die
Eigenzustände von HN−1 kennzeichnet. Aus der Diagonalisierung von HN−1 mit der
Transformationsmatrix Ur;ws sind diese Linearkombinationen jedoch bekannt, da

|r〉N =
∑

ws

Ur;ws|w,s〉N (2.59)

gilt. Mit dieser Rücktransformation lassen sich nun auch die letzten Elemente bestim-
men:

N〈r|c†Nσ|r′〉N =
∑

ws

∑

w′s′

U∗r;wsUr′;w′s′N〈w; s|c†Nσ|w′; s′〉N

=
∑

ws

∑

w′s′

U∗r;wsUr′;w′s′N−1〈w|Osc
†
NσO

†
s′ |w′〉N−1

=
∑

ws

∑

w′s′

U∗r;wsUr′;w′s′M
σ
ss′δww′ . (2.60)

Die Eigenschaft, dass nur Unterräume derselben Eigenzustände von HN−1 miteinander
verknüpft werden, bietet in der numerischen Umsetzung Vorteile, da die übrigen Matri-
xelemente gar nicht erst berechnet werden müssen. Weitere Rechenzeit kann dadurch
gespart werden, dass die Eigenzustände des Hamiltonoperators nach erhaltenen Quan-
tenzahlen sortiert werden. H ist dann block-diagonal bezüglich dieser Quantenzahlen
und kann für jeden Block separat diagonalisiert werden.
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2.5.1 Trunkierung der Eigenzustände

Auch wenn alle Symmetrien in Form von erhaltenen Quantenzahlen ausgenutzt werden,
ist das skizzierte Verfahren so nicht umsetzbar, da die Dimension des Hilbertraumes
exponentiell mit der Anzahl an Iterationen wächst. Für die Dimension DN des Hilber-
traumes von HN gilt

DN = D−1 · 4N+1 , (2.61)

wobei D−1 der Anzahl an Freiheitsgraden der Störstelle entspricht. Da die Rechenzeit
zur Diagonalisierung einer Matrix mindestens quadratisch mit ihrer Gröÿe wächst, ist
einzusehen, dass die Methode so nicht besonders ökonomisch ist. Auÿerdem steigt der
Bedarf an Speicher für eine Matrix ebenfalls quadratisch mit ihrer Gröÿe, so dass allein
aus diesem Grund eine alternative Herangehensweise benötigt wird.
Die Lösung des Problems besteht darin, nach jeder Iteration nur eine gewisse Anzahl
der Zustände mit den niedrigsten Eigenenergien in der folgenden Iteration zu berück-
sichtigen. Dieses Vorgehen ist berechtigt, da die Korrekturen, die durch das Hinzufügen
eines weiteren Kettengliedes entstehen, aufgrund der exponentiell abfallenden Kopp-
lungskonstanten ebenfalls exponentiell kleiner werden. Für die Hochenergieanregungen
spielen diese Korrekturen dann keine Rolle mehr. Zudem dominieren bei kleinen Tem-
peraturen ohnehin die Niederenergieanregungen das Verhalten des Systems, da, wie
beispielsweise in der Zustandssumme Z(T ) zu sehen ist, die Beiträge von groÿen Ener-
gien durch einen Boltzmann-Faktor unterdrückt werden:

Z(T ) =
∑

r

e
− Er
kBT . (2.62)

Obwohl bei der Transformation des Hamiltonoperators Näherungen gemacht wurden,
welche für Λ→ 1 exakt werden, ist es ratsam, einen groÿen Wert für Λ zu wählen, wenn
nur wenige Zustände nach einer Iteration behalten werden, da die Kopplungskonstanten
exponentiell mit diesem Parameter abfallen.

2.6 Berechnung physikalischer Eigenschaften

Letztendlich sollen mithilfe der NRG physikalische Gröÿen berechnet werden. Da die
im obigen Kapitel vorgestellte iterative Diagonalisierung in der Praxis nur für eine
endliche Anzahl N an Iterationsschritten durchgeführt werden kann, ist es wichtig, ab-
zuschätzen, unter welchen Umständen der Hamiltonoperator HN eine gute Näherung
liefert.
Wie bereits erwähnt, liegt der Wert für die Kopplungskonstante an das letzte Ketten-
glied in der Gröÿenordnung von eins, so dass die Au�ösung des Energieniveaus aufgrund
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des Skalierungsfaktors Λ
N−1

2 ebenfalls in der Gröÿenordnung dieses Faktors möglich ist.
Der so de�nierten Energieskala kann nun eine Temperatur TN über

kBTN = DΛ−
N−1

2 (2.63)

zugeordnet werden. Nach N Iterationsschritten besitzt der Hamiltonoperator HN also
die nötige Genauigkeit, um die wesentlichen Beiträge bei einer Temperatur TN zu
beschreiben.

2.6.1 Statische Gröÿen

Die Eigenzustände des Hamiltonoperators werden durch erhaltene Quantenzahlen cha-
rakterisiert, welche zum Beispiel durch die Teilchenzahl Q und die z-Komponente des
Gesamtspins Sz gegeben sind:

|r〉N → |Q,Sz; r〉N . (2.64)

Die Erwartungswerte solcher Gröÿen können über

〈...〉(N) =
1

ZN

∑

Q,Sz

∑

r

e−βNEN (Q,Sz ,r)
N〈Q,Sz; r|...|Q,Sz; r〉N (2.65)

unmittelbar aus dem Energiespektrum der NRG berechnet werden, wobei ZN die Zu-
standssumme nach der N -ten Iteration und βN = 1

kBTN
die inverse Temperatur be-

schreibt. Das Ziel ist es nun, die statischen Gröÿen durch diese Erwartungswerte aus-
zudrücken, was im Folgenden für die Entropie gezeigt wird.
Ganz allgemein ergibt sich die Entropie aus der Ableitung der freien Energie nach der
Temperatur:

S = −∂F
∂T

. (2.66)

Mit der freien Energie F = −kBT ln(Z) und der Gleichung (2.62) für die Zustandssum-
me liefert das folgende Gleichung:

S =
1

kB
(β〈H〉 − ln(Z)) . (2.67)

Da nach obigen Überlegungen jede Temperatur eine gewisse Anzahl an Iterationen
erfordert, wird die Entropie bei einer Temperatur T durch

S(T = TN) ≈ SN(TN) =
1

kB
(β N〈HN〉N − ln(ZN)) (2.68)
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approximiert. Diese Formel kann mithilfe von Gleichung (2.65) bereits ausgewertet
werden, jedoch wird so die Entropie des gesamten Systems berechnet. In den meisten
Fällen ist nur der Anteil der Störstelle von Interesse, so dass der Leitungsbandanteil
noch abgezogen werden muss:

Simp(T ) = S(T )− Sbath(T ) . (2.69)

2.6.2 Dynamische Gröÿen - Störstellen-Spektralfunktion

Die Berechnung von dynamischen Eigenschaften, wie der Einteilchen-Störstellen-Spek-
tralfunktion Aσ(ω,T ), ist weitaus komplizierter. Das grundlegende Problem liegt darin,
dass mit der Anregungsenergie ω und der Temperatur T zwei durchaus sehr verschie-
dene Energieskalen gleichzeitig von Bedeutung sind. Besitzt HN das nötige Au�ösungs-
vermögen für die kleinere Skala, so wurden im Laufe der Iterationsschritte die Zustände
mit gröÿeren Eigenenergien, welche für die zweite Skala wichtig sein können, bereits
trunkiert.
Da die Lösung dieses Problems im Detail sehr umfangreich ist, werden hier nur die ent-
scheidenden Zwischenschritte diskutiert und es wird auf [52], [56] und [57] verwiesen.
Aσ(ω,T ) ist durch die Greensche Funktion

Gσ(z,T ) =

∫ ∞

0

dt eiztGσ(t) =
1

Z

∑

r,r′

|〈r|fσ|r′〉|2
e−βEr + e−βEr′

z + Er − Er′
(2.70)

mit Gσ(t) = −i〈
[
fσ(t),f †σ

]
+
〉ρ(T ) Θ(t) (2.71)

über Aσ(ω,T ) = − 1
π
Im(Gσ(ω + i0+,T )) de�niert, wobei fσ(t) den zeitentwickelten

Störstellenoperator und

ρ(T ) =
1

Z(T )

∑

r

e−βEr |r〉〈r| (2.72)

die Dichtematrix des Systems bezeichnet. In der Lehmann-Darstellung hat Aσ(ω,T )
folgende Gestalt:

Aσ(ω,T ) =
∑

r,r′

|〈r|fσ|r′〉|2δ(ω − (Er − E ′r))
e−βEr + e−βEr′

Z(T )
. (2.73)

Für den Fall T = 0 sind nur Anregungen aus dem Grundzustand Er/r′ = 0 möglich,
so dass die Beiträge zu der Spektralfunktion für eine bestimmte Energie ωi direkt aus
dem Hamiltonoperator Hm mit m ≤ N , der diese Skala ausreichend au�öst, berechnet
werden können:

Aσ(ωi,T = 0) ≈ Amiσ (ωi,T = 0) . (2.74)
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Bei endlichen Temperaturen sind, wie in Abbildung 2.4 dargestellt, auch Anregungen
aus Zuständen mit Energien Er/r′ > 0 möglich, weshalb für jede Anregungsenergie ω
eine Au�ösung des Energiespektrums in der Gröÿenordnung von kBT notwendig ist. Um
dies zu gewährleisten, wird die Dimension von Hm zunächst auf die von HN erweitert,
indem der Zustand |r〉m als DN−m

K -fach entartet betrachtet wird.

|r;m〉 → |r,e;m〉 ; e ∈ {1,...,DN−m
K } (2.75)

Wenn die Zustände, welche nach der letzten Iteration noch übrig sind, als trunkiert
angesehen werden, so bilden alle Zustände, die im Laufe der NRG trunkiert wurden,
eine vollständige Basis:

N∑

m=0

∑

r,e

|r,e;m〉tr tr〈r,e;m| = 1 . (2.76)

Mit dieser Basis ist es nun möglich, zu jeder Iteration m eine reduzierte Dichtematrix
ρredll′ (m) zu de�nieren, die aus der Dichtematrix zu HN hervorgeht, indem die Zustände,
welche zwischen den Iterationsschritten behalten werden, ausintegriert werden:

ρredll′ (m) =
∑

e

be〈l,e;m|ρ(N)|l′,e;m〉be . (2.77)

Diese reduzierte Dichtematrix operiert jetzt auf dem Zustandsraum von Hm und bein-
haltet bereits die Informationen von HN auf der Energieskala kBT . Der Preis für diese
Informationen ist, dass die NRG vollständig für alle N Iterationen durchgeführt werden
muss, um dann anschlieÿend in umgekehrter Reihenfolge die reduzierten Dichtematrit-
zen zu berechnen.

Abbildung 2.4: Mögliche Anregungen mit Energie ω für das System bei a) T = 0 oder b)
T > 0. Diese Abbildung wurde aus Ref. [52] entnommen.

In [56] wird nun gezeigt, dass die Greensche Funktion nach Gleichung (2.70) mithilfe der
reduzierten Dichtematrix berechnet werden kann. Es entstehen drei separate Beiträge

Gσ(z,T ) = Gi
σ(z,T ) +Gii

σ (z,T ) +Giii
σ (z,T ) , (2.78)
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welche mithilfe der Matrixelemente

All′(m) =
∑

e

〈l,e;m|fσ|l′,e;m〉 , (2.79)

Bll′(m) =
∑

e

〈l,e;m|f †σ|l′,e;m〉 (2.80)

über folgende Formeln berechnet werden können:

Gi
σ(z,T ) =

1

Z

∑

l,l′

|All′(N)|2 e
−βENr + e−βE

N
r′

z + EN
r − EN

r′
, (2.81)

Gii
σ (z,T ) =

N−1∑

m=mmin

∑

l

∑

k,k′

Alk′(m)ρredk′k(m)Bkl(m)
1

z + El − Ek
, (2.82)

Giii
σ (z,T ) =

N−1∑

m=mmin

∑

l

∑

k,k′

Blk′(m)ρredk′k(m)Akl(m)
1

z + Ek − El
. (2.83)

mmin bezeichnet dabei die erste Iteration, bei der Zustände trunkiert wurden.

2.6.2.1 Selbstenergie für das Einstörstellen-Anderson-Modell

In dem folgenden Abschnitt wird eine Verbesserung der Einteilchen Greenschen Funk-
tion des SIAMs vorgestellt, welche auch auf das modi�zierte Anderson-Holstein-Modell
und das Multistörstellen-Anderson-Modell übertragen werden kann, siehe Anhang A
und B. Diese Methode wurde von Bulla et al. [58] vorgestellt und berechnet den
Korrelations-Selbstenergie-Beitrag direkt mittels eines Verhältnisses zweier Korrela-
tionsfunktionen. Der Vorteil dieser Methode ist unter anderem, dass der nichtwechsel-
wirkende Anteil der Greenschen Funktion exakt enthalten ist.

Der Hamiltonoperator des SIAMs lautet

H =
∑

k,σ

εkc
†
k,σck,σ +

1√
N

∑

k,σ

Vk
(
f †σck,σ + h.c.

)
+
∑

σ

εff †σfσ + Uf †↑f↑f
†
↓f↓. (2.84)

Die vollständige Greensche Funktion besitzt die Gestalt

Gfσ ,f
†
σ
(z) = 〈〈fσ|f †σ〉〉(z) =

(
z − εf −∆(z)− Σσ(z)

)−1
, (2.85)

wobei ∆(z) die Selbstenergie des nichtwechselwirkenden Problems für U = 0 bezeich-
net, und Σσ(z) den Beitrag zur Korrelationsselbstenergie aufgrund einer endlichen
Coulomb-Wechselwirkung U 6= 0. Durch Auswerten der auftretenden Kommutatoren
in der Bewegungsgleichung für die Greensche Funktion mit fermionischen Operatoren

z〈〈fσ|f †σ〉〉(z) + 〈〈[H,fσ]|f †σ〉〉(z) = 〈[fσ,f †σ]〉 , (2.86)
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ergibt sich

(
z − εf

)
Gfσ ,f

†
σ
(z)− U〈〈fσf †σ̄fσ̄|f †σ〉〉(z)− 1√

N

∑

k

Vk〈〈ck,σ|f †σ〉〉(z) = 1 , (2.87)

wobei σ̄ die entgegengesetzte Ausrichtung des Spins bezüglich σ kennzeichnet. Es ent-
steht eine höhere Korrelationsfunktion 〈〈fσf †σ̄fσ̄|f †σ〉〉(z), aufgrund derer keine geschlos-
sene Lösung existiert und eine weitere Einteilchen Greensche Funktion 〈〈ck,σ|f †σ〉〉(z).
Die letztere kann über die Bewegungsgleichung durch Gfσ ,f

†
σ
(z) ausgedrückt werden,

wenn der Operator fσ in Gleichung (2.86) durch ck,σ ausgetauscht wird:

(z − εk) 〈〈ck,σ|f †σ〉〉(z)− Vk√
N
Gfσ ,f

†
σ
(z) = 0. (2.88)

Durch Einsetzen von Gleichung (2.88) in Gleichung (2.87) ergibt sich letztendlich
(
(z − εf )−∆(z)− Σσ(z)

)
Gfσ ,f

†
σ
(z) = 1, (2.89)

wobei

Σσ(z) = U
Fσ(z)

Gfσ ,f
†
σ
(z)

und ∆(z) =
1

N

∑

k

V 2
k

z − εk
, (2.90)

mit

Fσ(z) = 〈〈fσf †σ̄fσ̄|f †σ〉〉(z), (2.91)

de�niert wurden.
Die Greensche Funktion der Störstellen wird mittels der NRG folgendermaÿen be-

rechnet: Zunächst werden die Spektralfunktionen der beiden Korrelationsfunktionen
Gfσ ,f

†
σ
(z) und Fσ(z) mittels der NRG unter Verwendung von Gl. (2.78) berechnet.

Anschlieÿend wird der Realteil beider Korrelationsfunktionen mithilfe einer Kramers-
Kronig-Transformation ermittelt, so dass die Selbstenergiebeiträge aus Gl. (2.90) be-
rechnet werden können.

2.7 Kombination der NRG und DFT

Um die physikalische Eigenschaften realer Quantenstörstellensysteme mittels der NRG
zu erklären, beziehungsweise zu verstehen, muss neben den Parametern der Quanten-
störstellen selbst vor allem der Ein�uss der metallischen Umgebung auf diese Störstellen
de�niert werden. Eine Berechnung der geometrischen und elektronischen Struktur ei-
nes Systems ist mithilfe der Dichtefunktionaltheorie (DFT) [59, 60] möglich, die ein
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genähertes Eigenenergie-Spektrum des Systems liefert und mit deren Hilfe die Stärke
der Coulomb-Wechselwirkung U berechnet werden kann. Da die Korrelationse�ekte in
einer derartigen Beschreibung unter Verwendung der DFT jedoch nur auf dem Level
einer Molekularfeldtheorie berücksichtigt werden, sind echte Vielteilchen-Mechanismen
wie der Kondo-E�ekt nicht enthalten. In Experimenten, bei denen sich einzelne kor-
relierte Störstellen in einer nichtwechselwirkenden Umgebung be�nden, bietet es sich
daher an die DFT mit der NRG zu kombinieren. In diesem Abschnitt wird daher ge-
zeigt, wie die Ergebnisse einer DFT Rechnung auf ein Einstörstellen-Anderson-Modell
abgebildet werden können, so dass das resultierende Modell anschlieÿend mittels der
NRG vollständig gelöst werden kann [21,61�63].

Zunächst wird mittels der DFT die lokale projizierte Zustandsdichte (PDOS von
engl.: projected density of states)

ρDFT(E) =
∑

n

|〈Ψn|φ〉|2δ(E − En) (2.92)

berechnet, wobei En die Eigenenergie des Einteilchenzustandes |Ψn〉 des vollen Systems
und |φ〉 die Wellenfunktion der Störstelle bezeichnet, auf die Projiziert werden soll. Die
Besetzung der Störstelle ergibt sich mit der Fermi-Energie EF über

〈n〉 =

∫ EF

−∞
ρDFT(E)dE (2.93)

aus der PDOS. Diese Ergebnisse werden nun als die Lösung des SIAMs in Molekular-
feldnäherung interpretiert, bei der der Wechselwirkungsanteil durch

Un↑n↓ → Un↑〈n↓〉+ U〈n↑〉n↓ − U〈n↑〉〈n↓〉 (2.94)

vereinfacht wird, so dass die Einteilchenenergie εf der Störstelle verschoben wird: εf →
εfMF,σ = εf + U〈nσ̄〉, wobei σ̄ die gegensätzliche Spinausrichtung zu σ bezeichnet. In
dieser Näherung ist die Einteilchen Greensche Funktion durch

G0
σ(z) =

1

z − εfDFT,σ̄ −∆(z)
=

1

z − εf − U〈nσ̄〉 −∆(z)
(2.95)

gegeben. Hier bezeichnet ∆(z) =
∫
dω 1

π
Γ(ω)
z−ω die komplexe Hybridisierungsfunktion mit

der Kopplungsstärke Γ(ω) = πρ(ω)V 2 und der Zustandsdichte ρ(ω) des Leitungsban-
des. Für die NRG-Rechnungen werden die Parameter εf , U und Γ(ω) benötigt, wo-
bei die Coulomb-Wechselwirkung U näherungsweise von der DFT berechnet wird. Die
Energie εf und die Hybridisierung Γ(ω) werden unter Verwendung von U aus dem DFT
Spektrum ρDFT(ω) berechnet. Die Greensche Funktion der DFT ergibt sich aus einer
Hilbert-Transformation der PDOS:

GDFT(z) =
1

π

∫
dε
ρDFT(ε)

z − ε . (2.96)
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Aus der Forderung G0
σ(z) = GDFT(z) und einem Vergleich der Gleichungen (2.95)

und (2.96) ergibt sich die komplexe Hybridisierungsfunktion ∆(z) zu

∆(z) = z − εMF −G−1
DFT(z) , (2.97)

woraus sich die Kopplungsfunktion Γ(ω) = =∆(−i0+) berechnen lässt. Die Energie εf

ergibt sich aus

εf = εfMF,σ − U〈nσ̄〉 =

∫
ρDFT(ω)ω − U〈nσ̄〉 , (2.98)

mit 〈nσ̄〉 aus Gleichung (2.93).
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3. Tunneltheorie für die Analyse stark
korrelierter Vielteilchensysteme mit-
tels eines Rastertunnelmikroskops

3.1 Motivation und Einführung

In den letzten Jahren ist das Interesse an den magnetischen Eigenschaften von Nano-
strukturen stark gestiegen [64�72], da Miniatur-Bauteile, basierend auf den Spinfrei-
heitsgraden einzelner Elementarteilchen, viele Anwendungsmöglichkeiten bieten und
zum Beispiel als elementare Quantenbits für Quantencomputer [29�33] infrage kommen.
Die vielversprechenden Möglichkeiten, die sich aus einer Kombination der traditionel-
len Elektronik mit der neuen Spintronik ergeben, führten zu intensiven Forschungen,
mit dem Ziel die magnetischen Eigenschaften derartiger Nanostrukturen zu kontrol-
lieren und zu schalten. Experimentell können die elektronischen und magnetischen
Eigenschaften einzelner Atome [15�20] oder Moleküle [21�28, 73�76] die sich auf einer
Ober�äche be�nden mithilfe eines Rastertunnelmikroskops (STM von engl.: scanning
tunneling micoscopy) untersucht werden und könnten als kleinste Einheit derartiger
Bauteile dienen.

Die Rastertunnelspektroskopie (STS von engl.: scanning tunneling spectroscopy) ist
eine etablierte Technik und die theoretischen Grundlagen sind gut verstanden [77,78].
In der Regel wird eine strukturlose Zustandsdichte für die STM-Spitze angenommen
und das STM in dem Tunnel-Regime betrieben, so dass die gemessene dI/dV Kurve
proportional zu der lokalen Zustandsdichte (LDOS von engl.: local density of states)
des Substrates ist. Unter Verwendung einer Spinpolarisierten STM-Spitze [79] ist es
dann sogar möglich, eine spinabhängige LDOS experimentell zugänglich zu machen.
Da Elektronen der STM-Spitze im Allgemeinen in verschiedene Orbitale des Substra-
tes tunnelen können, führt die quantenmechanische Interferenz dieser verschiedenen
Kanäle [80] üblicherweise zu einer komplizierteren Fano-Resonanz [81] in dem Spek-
trum des STMs.

Neben der Fano-Interferenz sind weitere Wechselwirkungen zwischen den verschie-
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denen Freiheitsgraden verantwortlich für das resultierende Spektrum der STM-Messung.
Wenn es sich bei dem untersuchten System um ein magnetisches Atom oder Molekül
auf einer metallischen Ober�äche handelt, wird die Interpretation des Spektrums durch
den Kondo-E�ekt zusätzlich erschwert. Der Kondo-E�ekt, der ein Minimum des elektri-
schen Widerstandes in Metallen mit magnetischen Verunreinigungen [14,82] hervorruft,
wurde experimentell auch an Quantenpunkten [83,84] und an Atomen und Molekülen
auf Ober�ächen [85�90] nachgewiesen. Die starken, inkohärenten magnetischen Streu-
prozesse der Leitungsbandelektronen an den lokalen Momenten [12,14] führen zu einer
schmalen Kondo-Resonanz an der Fermi-Energie in der Spektralfunktion der jeweiligen
Störstelle.

Molekulare Vibrationen stellen weitere Freiheitsgrade dar, die an die magnetischen
und elektronischen Eigenschaften der Störstelle und des Substrates ankoppeln können.
Die Analyse derartiger Phononen mittels des Tunnele�ekts ist schon seit mehr als 50
Jahren möglich [91,92] und wurde beispielsweise dazu verwendet [93], die Funktion der
Elektron-Phonon-Kopplung zu vermessen, welche in die Migdal-Eliashberg-Theorie der
Supraleitung eingeht [94,95].

Während die lokale Zustandsdichte eines Atoms oder Moleküls durch elastische
Tunnelprozesse zwischen der STM-Spitze und dem Substrat gemessen wird, sind un-
ter Anwesenheit von molekularen Vibrationen auch inelastische Prozesse möglich. Bei
diesen Prozessen kann ein tunnelndes Elektron durch Anregung oder Aufnahme eines
Phonons Energie während des Tunnelprozesses abgeben beziehungsweise aufnehmen.
Diese inelastischen Prozesse führen zu zusätzlichen Beiträgen in dem Spektrum der
STM-Messung. Da experimentell nur eine Linearkombination aller Beiträge, welche
aus unterschiedlichen Prozessen resultieren, gemessen werden kann, bedarf es einer
theoretischen Analyse des Systems, um zwischen den einzelnen Anteilen unterscheiden
zu können.

Das grundsätzliche Zusammenspiel des Kondo-E�ekts und molekularer Vibratio-
nen ist nur für den Fall gut verstanden, dass sowohl die Elektron-Phonon-Kopplung als
auch die Energie der einzelnen Phononen klein gegenüber der Hybridisierung zwischen
Molekül und Substrat ist [92, 96�99]. Zwar können mit diesem Grenzfall bereits einige
grundlegende Eigenschaften, wie die Existenz weiterer Resonanzen bei den Eigenener-
gien der Vibrationsmoden [100�109], verstanden werden, jedoch wird eine derartige
Beschreibung problematisch, sobald das System durch die Bildung von Polaronen domi-
niert wird oder die Eigenenergie der Phononen die Gröÿenordnung der Hybridisierung
des Moleküls mit dem Substrat erreicht [96�98].

In diesem Kapitel wird eine Tunneltheorie für die Analyse stark korrelierter Viel-
teilchensysteme mittels eines Rastertunnelmikroskops abgeleitet, welche auch inelasti-
sche Prozesse, aufgrund von Elektron-Phonon-Kopplungen, beinhaltet und über die
ursprüngliche Formulierung [91, 92] hinausgeht. Die STM-Spitze und das zu untersu-
chende System werden zunächst als entkoppelt betrachtet, so dass beide Subsysteme
vollständig durch die Greenschen Funktionen im Gleichgewicht charakterisiert sind.
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Nachdem der Hamiltonoperator ĤT , der das Tunneln der Elektronen zwischen STM-
Spitze und Substrat beschreibt, de�niert wurde, kann die Form des Stromoperators
unter Verwendung der Ladungserhaltung berechnet werden. Der Strom, der aus dem
Einschalten von ĤT resultiert, kann dann in zweiter Ordnung der Tunnelmatrixele-
mente berechnet und vollständig durch die Greenschen Funktionen der Subsysteme im
Gleichgewicht beschrieben werden. Diese Theorie, im Zusammenspiel mit einer Kom-
bination aus der numerischen Renormierungsgruppenmethode (NRG) [38, 52] und der
Dichtefunktionaltheorie (DFT) [110] für die Berechnung der Greenschen Funktionen,
bietet ein starkes theoretisches Konzept für die Beschreibung von STM-Experimenten
und bietet die Möglichkeit bestimmte Strukturen in den Spektren auf ganz bestimmte
physikalische Prozesse zurückzuführen.

Nachdem das theoretische Konzept vollständig abgeleitet wurde, werden die Stär-
ken und Möglichkeiten dieses Formalismus, durch den Vergleich mit experimentel-
len Daten, demonstriert. Bei diesem Experiment handelt es sich um ein System, be-
stehend aus Naphthalin-tetracarbonsäure-dianhydrid (NTCDA) Molekülen auf einer
Silber-Ag(111)-Ober�äche. STM-Spektren ähnlicher Systeme, wie PTCDA/Ag(111)
[61,62,111,112] und PTCDA-Au-Komplexe auf einer Au(111)-Ober�äche [21,63] konn-
ten bereits mittels einer Kombination aus DMFT und NRG reproduziert werden, ohne
dass inelastische Prozesse aufgrund der Elektron-Phonon-Kopplung berücksichtigt wur-
den. Obwohl sich die NTCDA- und PTCDA-Moleküle in ihrer Struktur sehr ähneln,
können die experimentellen Spektren des NTCDA/Ag(111) Komplexes nicht mittels
derselben Theorie erklärt werden, welche für NTCDA eine zu groÿe Kondo-Temperatur
vorhersagt und spezielle Resonanzen in dem Spektrum nicht erklären kann. Das System
NTCDA/Ag(111) bietet sich daher optimal an, die erweiterte Theorie zu testen.

Das Kapitel ist folgendermaÿen gegliedert: In Abschnitt 3.2.1 wird die Herlei-
tung des STM-Tunnelstroms für eine beliebige Probe (ohne Spezi�kation des Ha-
miltonoperators der Probe) vorgestellt. Um diese Theorie auf das NTCDA/Ag(111)-
Komplex anzuwenden, wird in Abschnitt 3.2.2 der Hamiltonoperator der Probe spezi�-
ziert und das Experiment in Abschnitt 3.3 vorgestellt. In Abschnitt 3.4 wird die Tunnel-
theorie schlieÿlich auf den NTCDA/Ag(111)-Komplex angewandt und DMFT+NRG-
Rechnungen für die di�erentielle Leitfähigkeit werden mit den STM-Messungen vergli-
chen. Das Kapitel endet mit einer kurzen Zusammenfassung in Abschnitt 3.5

Die folgenden Ergebnisse und Abbildungen in diesem Kapitel wurden bereits in [113]
verö�entlicht und werden im Folgenden noch einmal ausführlich dargestellt.

3.2 Theorie

Um die Messung eines Rastertunnelspektrums mathematische zu modellieren, wird
der experimentelle Aufbau in zwei Teilsysteme unterteilt und eine Kopplung dieser
Teilsysteme betrachtet. Eine schematische Skizze des Aufbaus ist in Abbildung 3.1
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dargestellt. In dem Hamiltonoperator

H = Htip +HS +HT (3.1)

beschreibt Htip die STM-Spitze (engl.: STM tip) und HS die zu untersuchende Pro-
be (engl.: sample) HS, welche das Substrat-Molekül-Komplex enthält. Das Tunneln
der Elektronen zwischen der STM-Spitze zu der Probe wird in HT berücksichtigt. Um

S
molecule

substrate

STM
TIP

H

H tip

H

T

Abbildung 3.1: Schematische Darstellung einer STM-Messung. Die Probe, welche das Sub-
strat-Molekül-Komplex enthält, koppelt an eine STM-Spitze. Die Pfeile zwischen STM-Spitze
und Probe stellen zwei mögliche Tunnelprozesse eines Elektrons dar. Diese Abbildung wurde
aus Ref. [113] entnommen.

einen möglichst allgemeinen Ausdruck für den Tunnelstrom I zwischen STM-Spitze
und Probe abzuleiten, wird die Probe im Folgenden zunächst nicht weiter spezi�ziert,
so dass beliebig starke Korrelationse�ekte und Elektron-Phonon-Kopplungen innerhalb
der Probe erlaubt sind. Die STM-Spitze hingegen wird durch ein freies, nichtwechsel-
wirkendes Elektronengas

HSTM =
∑

~kσ

ε~kc
†
~kσ
c~kσ, (3.2)

approximiert, wobei c(†)
~kσ

ein Elektron mit Spin σ und Energie ε~kσ in der STM-Spitze
vernichtet (erzeugt). Im Prinzip können auch mehrere Leitungsbänder ε~kσ,α betrachtet
werden, hierauf wird im Folgenden jedoch verzichtet.
Da die STM-Spitze im Tunnel-Regime betrieben wird, in dem kapazitive Wechselwir-
kungen der Elektronen zwischen STM-Spitze und Probe vernachlässigt werden kön-
nen [114], wird der Anteil HT ausschlieÿlich durch Einteilchenprozesse approximiert.
Trotz dieser und der vereinfachenden Annahme nichtwechselwirkender Elektronen für
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die STM-Spitze sind die relevanten Matrixelemente

T σσ
′

µ,~k
= tip〈~kσ|HT|µσ′〉S , (3.3)

welche den Tunnelprozess eines Elektrons zwischen der STM-Spitze und dem Proben-
Orbital µ beschreiben, nicht bekannt und hängen stark von den Details der STM-Spitze
ab. Aus diesem Grund werden die Annahmen von Terso� und Hamann [78] verwendet,
welche die Elektronen der STM-Spitze durch ebene Wellen beschreiben, so dass die
Matrixelemente zu

T σσ
′

µ,~k
≈ a~k t

σσ′

µ = a~k tip〈0σ|HT|µσ′〉S (3.4)

faktorisieren. Hier bezeichnet |0σ〉 einen Zustand der STM-Spitze, welcher durch den
Operator

c†0σ =
∑

~k

a∗~kc
†
~kσ

(3.5)

erzeugt wird und als �ktives Orbital, welches an die Probe koppelt, interpretiert werden
kann. Die Entwicklungskoe�zienten a~k sind dann entscheidend, wenn die Zustandsdich-
te der STM-Spitze eine starke Energieabhängigkeit besitzt, wovon im Folgenden nicht
ausgegangen wird.
Es werden nur spindiagonale Matrixelemente tσσ

′
µ = tµσδσσ′ betrachtet und falls zusätz-

lich beide Subsysteme paramagnetisch sind, gilt auÿerdem tµσ = tµσ̄. Für den Anteil
des Hamiltonoperators, der die Kopplung der beiden Subsysteme beschreibt, ergibt sich
demnach

HT =
∑

µ~kσσ′

(
T σσ

′

µ~k
d†µσc~kσ′ + h.c.

)
≈
∑

µσ

(
tµσ d

†
µσc0σ + h.c.

)
. (3.6)

Hier bezeichnet d(†)
µ den Vernichtungsoperator (Erzeugungsoperator) eines Elektrons

im lokalisierten Orbital µ der Probe. Welche dieser Orbitale im Nachhinein berücksich-
tigt werden müssen, hängt von der STM-Spitze sowie der Probe selbst ab. Sobald mehr
als ein Tunnelmatrixelement betrachtet wird, kann die quantenmechanische Interferenz
dieser Tunnelprozesse zu einer Fano-Resonanz [80] führen.
Unter Verwendung dieser Kopplung kann der herkömmliche Tunnelstrom für STM-
Messungen abgeleitet werden. In den Fällen, in denen molekulare Vibrationen innerhalb
der Probe relevant sind, muss jedoch die Änderung der Tunnel-Matrixelemente, auf-
grund des sich ändernden Abstandes zu der STM-Spitze, berücksichtigt werden. Wird
angenommen, dass die Orbitale der STM-Spitze selbst nicht schwingen, das Molekül
jedoch einige Eigenmoden ν besitzt, welche die molekularen Orbitale deformieren, so
ändert sich das Tunnelmatrixelement exponentiell als Funktion dieser Auslenkungen.
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Um diese exponentielle Abhängigkeit zu erfassen, werden die Tunnelmatrixelemente
durch

tµσ → tµσ

(
~Rµ

)
≈ t0µσe

fµ(Xν) (3.7)

modelliert, wobei t0µσ das Tunnelmatrixelement im Gleichgewicht bezeichnet. Die Funk-
tion fµ(Xν) hängt von der Superposition aller dimensionsloser Auslenkungsoperatoren
Xν = bν + b†ν der jeweiligen Eigenmoden ab. Weil starke Korrelationen und Elektron-
Phonon-Kopplungen innerhalb der Probe zu einer Verschiebung der Gleichgewichts-
position xν0 = 〈X〉 des nichtwechselwirkenden Problems führen können [97, 98], wird
Gleichung (3.7) in erster Ordnung um X ′ν = Xν − xν0 entwickelt, so dass sich

tµσ

(
~Rµ

)
≈ t0µσ(1 +

∑

ν

λtipµνX
′
ν) (3.8)

ergibt, wobei λtipµν die Änderung des Tunnelmatrixelementes zu dem Orbital µ, durch
die Anregung einer molekularen Vibrationsmode ν, parametrisiert. Es ist zu beach-
ten, dass λtipµν keinen direkten Zusammenhang zu der Stärke einer möglichen Elektron-
Phonon-Kopplung innerhalb der Probe besitzt. Im Folgenden wird zunächst xν0 = 0
angenommen, so dass X ′ν = Xν gilt, der allgemeine Fall, xν0 6= 0, wird dann im An-
schluss diskutiert.
Für die weiteren Rechnungen wird die Kopplung der beiden Subsysteme HSTM und HS

also durch

ĤT =
∑

µνσ

t0µσ
(
(1 + λtipµνXν)d

†
µσc0σ + h.c.

)
(3.9)

modelliert.

3.2.1 Der STM-Tunnelstrom

Wird angenommen, dass die Kopplung HT beider Subsysteme die kleinste Energieskala
de�niert und zum Zeitpunkt t0 eingeschaltet wird, so kann der Tunnelstrom I(t) für
alle Zeiten t > t0 als Erwartungswert des zeitabhängigen Stromoperators I(t) = 〈ĵ(t)〉
berechnet werden. Dieser Stromoperator beschreibt die zeitliche Änderung der elektri-
schen Ladung Q̂tip der STM-Spitze und kann daher durch die Heisenbergsche Bewe-
gungsgleichung bestimmt werden. Unter Verwendung des Teilchenzahloperators N̂tip

und Q̂tip = eN̂tip ergibt sich

ĵ =
dQ̂tip

dt
= i

e

~
[Ĥ,N̂tip] . (3.10)
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Da die entkoppelten Subsysteme H0 = HSTM + HS, des Hamiltonoperators aus Glei-
chung (3.1), mit dem Teilchenzahloperator N̂tip kommutieren, wird ausschlieÿlich durch
HT ein Beitrag zum Stromoperator generiert, und Gleichung (3.10) vereinfacht sich
weiter zu

ĵ = i
e

~
[ĤT ,N̂tip] = i

e

~
∑

µσ

tµσ(~Rµ)
(
d†µσc0σ − c†0σdµσ

)
. (3.11)

Bei dem letzten Umformungsschritt von Gleichung (3.11) wurde angenommen, dass die
Matrixelemente tµσ(~Rµ) reell sind, was immer mithilfe einer geeigneten Eichtransfor-
mation gewährleistet werden kann.
Für den zeitabhängigen Stromoperator ergibt sich

I(t) = 〈ĵ(t)〉 = Tr[ρ̂0e
iĤ(t−t0)ĵe−iĤ(t−t0)] , (3.12)

was im Wechselwirkungsbild, mit jW(t) = exp[iĤ0(t− t0)]ĵexp[−iĤ0(t− t0)], zu

I(t) = 〈Û †(t)ĵW(t)Û(t)〉0 (3.13)

umgeschrieben werden kann, wobei Û(t) den Zeitentwicklungsoperator

Û(t) = exp[iĤ0(t− t0)]exp[−iĤ(t− t0)] = exp[−iĤT (t− t0)] (3.14)

bezeichnet. Unter Verwendung von HT im Wechselwirkungsbild,

ĤW
T (t) = exp[iĤ0(t− t0)]ĤTexp[−iĤ0(t− t0)] , (3.15)

kann die Bewegungsgleichung für den Zeitentwicklungsoperator

∂tÛ(t) = −iĤW
T (t)Û(t), (3.16)

mithilfe der Dyson-Reihe des Zeitentwicklungsoperators formal integriert werden

Û(t) = 1− i
∫ t

t0

dt′ĤW
T (t′)U(t) = Te

−i
∫ t
t0
dt′ĤW

T (t′)
, (3.17)

wobei T den Zeitordnungsoperator darstellt. Durch Entwickeln von U(t) bis zur ersten
Ordnung in HT und unter Vernachlässigung aller Terme der Ordnung O(t3m), wobei tm
das gröÿte Tunnel-Matrixelement tµσ bezeichnet, ergibt sich

I(t) = 〈Û †(t)ĵW(t)Û(t)〉0

≈
〈(

1 + i

∫ t

t0

dt′ĤW
T (t′)

)
ĵW(t)

(
1− i

∫ t

t0

dt′ĤW
T (t′)

)〉
0

+O(t3m) (3.18)

= i

∫ t

t0

dt′
[
〈ĤW

T (t′)ĵW(t)〉0 − 〈jW(t)ĤW
T (t′)〉0

]
+O(t3m) . (3.19)
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Da 〈ĤW
T (t′)ĵW(t)〉0 = 〈ĵW(t)ĤW

T (t′)〉∗0 gilt, ist Gleichung (3.19), wie zu erwarten, eine
rein reelle Gröÿe.
Einsetzen des Stromoperators aus Gleichung (3.11) und der Kopplung HT aus Glei-
chung (3.9) liefert für den Erwartungswert

〈ĤW
T (t′)ĵW(t)〉0 =

∑

µσµ′σ′

[
tµσtµ′σ′

〈(
d†µ′σ′(t)c0σ′(t)− c†0σ′(t)dµ′σ′(t)

)
×

(1 +
∑

ν

λtip
µν X̂ν(t

′))(1 +
∑

ν′

λtip
µ′ν′X̂ν′(t))

(
d†µσ(t′)c0σ(t′) + c†0σ(t′)dµσ(t′)

)〉
0

]
. (3.20)

Alle Erwartungswerte 〈Â〉0 = Tr
[
ρ̂0Â

]
werden bezüglich der beiden entkoppelten Sub-

systeme HSTM und HS berechnet, so dass der Dichteoperator ρ̂0 im thermischen Gleich-
gewicht in zwei unabhängige Anteile ρ̂0 = ρ̂tipρ̂S mit

ρ̂S =
1

ZS
e−β(ĤS−µSN̂S) (3.21)

ρ̂tip =
1

Ztip

e−β(Ĥtip−µtipN̂tip). (3.22)

faktorisiert. Hier wurden die beiden chemischen Potentiale µS und µtip der jeweili-
gen Subsysteme eingeführt. Wenn eine Spannung V angelegt wird, so führt dies zu
einer endlichen Di�erenz µtip − µS = eV . Da sowohl Ĥtip und ĤS als auch die jeweili-
gen Dichteoperatoren kommutieren, faktorisieren die Erwartungswerte in Produkte von
Erwartungswerten bezüglich der beiden Subsysteme und es ergibt sich schlussendlich

〈ĤW
T (t′)ĵW(t)〉0 =

∑

µµ′σ

tµσtµ′σ

〈
(1 +

∑

ν

λtip
µν X̂ν(t

′))(1 +
∑

ν′

λtip
µν′X̂ν′(t))dµσ(t′)d†µ′σ(t)

〉
0

〈
c†0σ(t′)c0σ(t)

〉
0

−
∑

µµ′σ

tµσtµ′σ

〈
(1 +

∑

ν

λtip
µν X̂ν(t

′))(1 +
∑

ν′

λtip
µν′X̂ν′(t))d

†
µσ(t′)dµ′σ(t)

〉
0

〈
c0σ(t′)c†0σ(t)

〉
0
.

(3.23)

Die bosonischen Auslenkungsoperatoren X̂ν und die Operatoren der molekularen Or-
bitale dµσ werden im Allgemeinen nicht faktorisieren, da eine starke Elektron-Phonon-
Kopplung innerhalb der Probe berücksichtigt wird. Auÿerdem ist anzumerken, dass in
Gleichung (3.23) Erwartungswerte vom Typ 〈d†µσd†µ′σ〉0 weggelassen wurden aber für
den Fall einer supraleitenden Probe ebenfalls berücksichtigt werden müssen, so dass
die Herleitung des Josephson Stroms von Ambegaokar und Barato� [115] reproduziert
werden kann.
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Gleichung (3.23) kann in zwei Anteile geteilt werden, von denen einer alle Terme für
λtipµν = 0 enthält, welche als elastische Beiträge zu dem Tunnelstrom aufgefasst wer-
den. Die übrigen Terme führen demnach zu den inelastischen Anteilen, so dass sich der
gesamte Tunnelstrom aus der Summe der elastischen und der inelastischen Beiträge

Itot = Iel + Iinel (3.24)

ergibt.
Um Gleichung (3.23) und damit den Tunnelstrom explizit auszurechnen, werden die
auftretenden Greenschen Funktionen in dem Frequenzraum behandelt:

〈d(t′)d†(t)〉0 =

∫ ∞

−∞
dω

1

π
=Gd,d†(ω − i0+)f(ω)e−iω(t−t′) . (3.25)

Wie üblich bezeichnet GA,B(z) dabei die Greensche Funktion für das Gleichgewicht
[116] und f(ω) = [exp(βω) + 1]−1 ist die Fermi-Funktion.

3.2.1.1 Der elastische Tunnelstrom

Da im Experiment der asymptotische Gleichgewichtstunnelstrom (engl.: steady state
current) gemessen wird, kann der Limes t0 → −∞ durchgeführt, und der Strom zum
Zeitpunkt t = 0 berechnet werden. Gleichung (3.19) liefert für λtipµν = 0 den etablierten
Ausdruck für den elastischen Tunnelstrom [80],

Iel(t = 0) =
2πe

~
∑

σ

∫ ∞

−∞
dωρσ,tip(ω)τ (0)

σ (ω) [ftip(ω)− fS(ω)] , (3.26)

mit ftip(ω) = f(ω − eV ) und fS(ω) = f(ω). Dabei ist

τ (0)
σ (ω) =

M∑

µµ′

tµσtµ′σ lim
δ→0+

1

π
=Gdµσ ,d

†
µ′σ

(ω − iδ) (3.27)

die Transmissionsfunktion von der STM-Spitze zu der Probe, und ρσ,STM bezeichnet
die Zustandsdichte der STM-Spitze,

ρσ,tip(ω) = lim
δ→0+

1

π
=Gc0σ ,c

†
0σ

(ω − iδ). (3.28)

Im weiteren Verlauf dieser Arbeit wird die Notation ρA,B(ω) = =GA,B(ω−iδ)/π für die
Spektralfunktion der Greenschen Funktion bezüglich der Operatoren A und B verwen-
det. Die Transmissionsfunktion τ 0

σ(ω) ergibt sich damit aus der Greenschen Funktion
Gσ
A,A†(ω) der Operatoren Aσ =

∑
µ tµσdµσ. Wie sich zeigen wird, lassen sich auf diese

Art und Weise alle Beiträge des Tunnelstroms in der selben Form, mit unterschiedli-
chen Operatoren Aσ, schreiben.
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Üblicherweise besitzt die STM-Spitze in dem Energie- (Spannungs-) Intervall, welches
betrachtet wird, eine �ache, energieunabhängige Zustandsdichte ρσ,tip. In diesem Fall
kann ρσ,tip in Gleichung (3.26) vor das Integral gezogen werden und trägt damit nur
zu dem Vorfaktor des Tunnelstroms bei. Wird neben dem Tunnelmatrixelement t0σ, zu
dem molekularen Orbital d0σ, noch mindestens ein weiterer Tunnelkanal zu einem lo-
kalen Orbital des Substrates d1σ betrachtet, so entsteht eine Fano-Resonanz [81] durch
die quantenmechanische Interferenz der verschiedenen Tunnelkanäle.

3.2.1.2 Der inelastische Tunnelstrom

Der Beitrag zum inelastischen Tunnelstrom kann nochmals, bezüglich der Ordnung
der Elektron-Phonon-Kopplung, in zwei Anteile unterteilt werden. An dieser Stelle
sei nochmals darauf hingewiesen, dass die inelastischen Beiträge durch eine Absorption
oder eine Emission eines Phtotons während des Tunnelprozesses entstehen, während die
Streuprozesse der Elektronen innerhalb der Probe in dem elastischen Anteil enthalten
sind.
Werden nur die Terme in erster Ordnung in λtipµν betrachtet, so ergibt sich aus Gleichung
(3.19) für den Tunnelstrom

I
(1)
inel =

2πe

~
∑

σ

∫ ∞

−∞
dωρσ,tip(ω)τ (1)

σ (ω) [ftip(ω)− fS(ω)] . (3.29)

Die Transmissionsfunktion τ
(1)
σ (ω) ist dabei erneut durch die Spektralfunktion der

Greenschen Funktion zusammengesetzter Operatoren gegeben

τ (1)
σ (ω) =

1

π
lim
δ→0+

=G(1)
dσ (ω − iδ)

=
∑

µµ′

tµσtµ′σ

(∑

ν

λtip
µν lim

δ→0+

1

π
=GX̂νdµσ ,d

†
µ′σ

(ω − iδ)

+
∑

ν

λtip
µ′ν lim

δ→0+

1

π
=Gdµσ ,X̂νd

†
µ′σ

(ω − iδ)
)
. (3.30)

Für den Fall 〈Xν〉 = 0 besagt die Summenregel

〈[Xνdµσ,d
†
µ′σ]〉 = 〈Xν〉δµµ′ =

∫ ∞

−∞
dω

1

π
=GX̂νdµσ ,d

†
µ′σ

(ω − iδ) , (3.31)

dass das Spektrum von 1
π
=GX̂νdµσ ,d

†
µ′σ

(ω − iδ) entweder gleichermaÿen positive und

negative spektrale Beiträge besitzt, oder das Spektrum selbst ist exakt Null. Gibt es
keine Kopplung der Phononen und der Elektronen innerhalb der Probe, so ist Letzteres
der Fall. Für eine endliche Kopplung werden jedoch endliche Beiträge entstehen.
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In zweiter Ordnung in λtipµν beinhaltet der inelastische Tunnelstrom,

I
(2)
inel =

2πe

~
∑

σ

∫ ∞

−∞
dωρσ,tip(ω)τ (2)

σ (ω) [ftip(ω)− fS(ω)] (3.32)

die Transmissionsfunktion

τ (2)
σ (ω) =

1

π
lim
δ→0+

=G(2)
dσ (ω − iδ)

=
M∑

µµ′

tµσtµ′σ ×
Nν∑

νν′

λtip
µνλ

tip
µ′ν′ lim

δ→0+

1

π
=GX̂νdµσ ,X̂ν′d

†
µ′σ

(ω − iδ). (3.33)

Der inelastische Beitrag zu dem gesamten Tunnelstrom bis zu der zweiten Ordnung in
λtipµν ergibt sich aus Iinel = I

(1)
inel + I

(2)
inel.

Im Grenzfall einer verschwindenden Elektron-Phonon-Kopplung innerhalb der Probe
faktorisiert die Greensche Funktion GX̂νdµσ ,X̂ν′d

†
µ′σ

(t), welche in Gleichung (3.33) im Fre-

quenzraum auftritt, in der Zeitdomäne in ein Produkt der Elektronen- und Phononen-
Propagatoren

GX̂νdµσ ,X̂ν′d
†
µ′σ

(t) = Gdµσ ,d
†
µ′σ

(t)GX̂ν ,X̂ν
(t)δνν′ . (3.34)

Daher ergibt sich die Transmissionsfunktion τ (2)
σ beziehungsweise die zusammengesetzte

Greensche Funktion GX̂νdµσ ,X̂ν′d
†
µ′σ

(ω − iδ) im Frequenzraum aus einer Faltung der

beiden einzelnen Propagatoren (3.34). Mit der Bose-Funktion g(ω) = [exp(βω)− 1]−1

lautet die Transmissionsfunktion im Grenzfall einer verschwindenden Elektron-Phonon-
Kopplung innerhalb der Probe [117]

τ (2)
σ (ω) =

∑

µµ′ν

tµσtµ′σλ
tip
µνλ

tip
µ′ν

[
ρdµσ ,d†µ′σ

(ω − ων)(g(ων) + fS(ων − ω))

+ρdµσ ,d†µ′σ
(ω + ων)(g(ων) + fS(ων + ω))

]
. (3.35)

Eingesetzt in Gleichung (3.32) kann damit der Tunnelstrom in [118] reproduziert wer-
den.
Tunneln die Elektronen der STM-Spitze lediglich in das molekulare Orbital und wird
nur eine eine einzige Mode mit Frequenz ω0 berücksichtigt, so lässt sich die Struk-
tur der Transmissionsfunktion τ

(2)
σ (ω) gut veranschaulichen. Für tiefe Temperaturen

βω0 � 1 kann die Bose-Funktion ignoriert werden und die Fermi-Funktionen domi-
nieren. Die Zustandsdichte des molekularen Orbitals ρd0σ ,d

†
0σ

(ω) wird bei ω = 0 geteilt
und zu ±ω0 verschoben. Die resultierenden Sprünge in der di�erentiellen Leitfähig-
keit dI/dV ∝ ∑i τ

(i)
σ , bei ±ω0, sind typische Merkmale für inelastische Beiträge zu
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dem STM-Tunnelstrom [119]. Besitzt die molekulare Zustandsdichte selbst eine star-
ke Energieabhängigkeit, in Form einer scharfen Resonanz der Breite Γ bei ω = 0, so
entstehen demnach 'Kopien' der geteilten Resonanz bei den Frequenzen ±ω0, als Folge
der Absorptions- und Emissionsprozesse.
Diese Eigenschaften des Tunnelstroms entstehen aufgrund des sich ändernden Abstan-
des zwischen STM-Spitze und Molekül durch die Vibrationsmoden. Wird die Elektron-
Phonon-Kopplung innerhalb der Probe signi�kant, so gilt die Näherung der faktorisier-
ten Propagatoren in Gleichung (3.34) nicht, und die vollständige Greensche Funktion
muss berücksichtigt werden.

3.2.1.3 Zusammenfassung der Tunneltheorie

Der abgeleitete STM-Tunnelstrom enthält verschiedene etablierte Grenzfälle der Litera-
tur [92,107,117,119�121]. Dabei wurde die Probe nicht spezi�ziert, so dass insbesonde-
re die Stärke der elektronischen Korrelationen und die der Elektron-Phonon-Kopplung
innerhalb dieser Probe nicht auf ein bestimmtes Regime beschränkt ist. Als Input
werden ausschlieÿlich Greensche Funktionen benötigt, die sich mithilfe des Proben-
Hamiltonoperators HS, in Abwesenheit der STM-Spitze, berechnen lassen.
Die Theorie gilt im Tunnel-Regime der STM-Spitze und beschränkt sich auf Einteil-
chenmatrixelemente, die das Tunneln zwischen der STM-Spitze und der Probe beschrei-
ben. Auÿerdem wurde angenommen, dass die Auslenkung des molekularen Orbitals aus
dessen Ruhelage klein ist, so dass eine lineare Entwicklung des Tunnelmatrixelementes
in der Auslenkung gerechtfertigt ist.
Neben der qualitativen Berechnung des STM-Tunnelstroms ermöglicht die Theorie ei-
ne systematische Unterscheidung zwischen elastischen und inelastischen Beiträgen. Die
elastischen Beiträge entstehen durch Prozesse, bei denen der Ladungsaustausch keinen
Energieaustausch benötigt, während die inelastischen Beiträge durch die zusätzliche
Emission oder Absorption eines Phonons mit endlicher Energie entstehen.

3.2.2 Modellierung des Substrat-Molekül Komplexes

In dem vorangegangenen Abschnitt wurde der STM-Tunnelstrom hergeleitet, ohne die
Probe genauer zu spezi�zieren. Für die explizite Anwendung muss der Hamiltonope-
rator HS, welcher die Probe modelliert und damit die Greenschen Funktionen, welche
in den Tunnelstrom eingehen, genauer spezi�ziert werden. Um sowohl die elastischen
als auch inelastischen Beiträge des Tunnelstroms beschreiben zu können, setzt sich der
Hamiltonoperator der Probe aus drei Anteilen zusammen

ĤS = Ĥe + Ĥph + Ĥe-ph . (3.36)

Ĥe beinhaltet die rein elektronischen Freiheitsgrade, Ĥph beschreibt die Vibrationsmo-
den, also den Anteil der Phononen, und Ĥe-ph modelliert die resultierende Elekron-
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Phonen-Kopplung.

3.2.2.1 Der elektronische Anteil

Für den elektronischen Anteil Ĥe wird angenommen, dass nur ein molekulares Orbital
relevant für die spektralen Eigenschaften des STM-Tunnelstroms sind, weshalb das
Einstörstellen-Anderson-Modell (SIAM von engl.: single impurity Anderson model)
verwendet werden kann

Ĥe =
∑

~kσ

ε~kσc
†
~kσ
c~kσ +

∑

σ

εdσn
d
σ + Und↑n

d
↓ +

1√
N

∑

~kσ

V~k(c
†
~kσ
d0σ + d†0σc~kσ) . (3.37)

c
(†)
~kσ

vernichtet (erzeugt) dabei ein e�ektives Substratelektron mit Energie ε~kσ, Impuls ~k

und Spin σ, während d(†)
0σ ein Elektron in dem lokalen Orbital mit Energie εdσ vernichtet

(erzeugt). U bezeichnet die Coulomb Abstoÿung der Elektronen des lokalen Orbitals
mit entgegengesetztem Spin und der letzte Term in Gleichung (3.37) beschreibt die
Hybridisierung von dem Substrat mit dem lokalen Orbital. Das Subskript 0 bei den
Operatoren des einzigen molekularen Orbitals deutet an, dass es in dem Hamiltonope-
rator ĤT, in Gleichung (3.9), als µ = 0 Orbital zu betrachten ist.
Für eine realistische Beschreibung muss das SIAM auf die Ergebnisse einer atomisti-
schen Simulation des betrachteten Substrat-Molekül-Komplexes abgebildet werden. In
diesem Zusammenhang spielt die projizierte Zustandsdichte (PDOS von engl.: pro-
jected density of states) des lokalen Orbitals, welche von einer Kombination der DFT
und einer Vielteilchenstörungstheorie (MBPT von engl.: many-body perturbation theo-
ry) [110] berechnet wird, eine entscheidende Rolle, weil die Molekularfeldnäherung der
Greenschen Funktion des lokalen Orbitals,

G0
d(z) = [z − εdσ − Un−σ −∆(z)]−1, (3.38)

verwendet werden kann, um sowohl εdσ als auch die Hybridisierungsfunktion ∆(z) [61,
63] zu bestimmen. Letztere ist im Rahmen des SIAMs über

∆(z) =
1

N

∑

~k

|V~k|2
z − ε~kσ

(3.39)

de�niert und dient als Input für eine vollständige NRG-Rechnung [52]. Für weitere
Details bezüglich der Kombination der NRG und der DFT sei nochmals auf Abschnitt
2.7 verwiesen.

Falls keine Elektron-Phonon-Kopplung berücksichtigt wird, so ist der Ein�uss des
Substrates auf das lokale Orbital vollständig durch ∆(z) festgelegt und rechtferigt
damit die Annahme eines e�ektiven Einbandmodells für das Substrat [54]. Die Green-
schen Funktionen, welche für die Auswertung des elastischen Tunnelstroms in Gleichung
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(3.26) benötigt werden, können mithilfe der NRG [56, 57, 122, 123] berechnet werden.
Wenn das lokale Orbital nahezu einfach besetzt ist, dann beschreibt die exakte Lösung
des Problems den Kondo-E�ekt [38,41,42].

3.2.2.2 Die Elektron-Phonon-Kopplung

Der Anteil Ĥph, der die Nν unabhängigen Vibrationsmoden des Moleküls beschreibt,
ist durch

Ĥph =
Nν−1∑

ν=0

ωνb
†
νbν , (3.40)

gegeben, wobei ein Phonon der Mode ν durch den Operator b(†)
ν vernichtet (erzeugt)

wird. Auch ohne einer Elektron-Phonon-Kopplung innerhalb der Probe ist dieser Term
relevant, da jede Mode ν im Prinzip das Tunnel-Matrixelement beein�ussen kann und
damit zu inelastischen Beiträgen im Tunnnelstrom führt.
Zuletzt wird auch noch die Kopplung der Elektronen und der Phononen betrachtet.
Während im Prinzip alle Nν Vibrationsmoden an die Elektronen innerhalb der Pro-
be koppeln können, wird im Folgenden lediglich eine einzige Mode für die Elektron-
Phonon-Kopplung berücksichtigt, um die Anzahl der freien Parameter möglichst gering
zu halten. Daher bezeichnet ω0 immer die Eigenfrequenz der ungestörten Mode, die in
der NRG berücksichtigt wurde, während sich ων (ν > 0) auf Eigenfrequenzen bezieht,
die nicht an der Elektron-Phonon-Kopplung innerhalb der Probe teilnehmen, aber den-
noch zu einem inelastischen Beitrag führen. Für die Berechnung der elektronischen Ei-
genschaften der Probe in Abwesenheit der STM-Spitze müssen diese Moden nicht be-
rücksichtigt werden. Es wird angenommen, dass die Elektron-Phonon-Kopplung durch
den erweiterten Holstein-Hamiltonoperator

He−ph = λdX̂0(
∑

σ

d†0σd0σ − nd0) + λcX̂0(
∑

σ

c†0σc0σ − nc0) (3.41)

approximiert werden kann. Zusätzlich zu der üblichen Holstein-Kopplung λd, welche
die Phononen und die elektronischen Freiheitsgrade des lokalen molekularen Orbitals
d0σ koppelt, wird eine weitere Kopplung der Phononen an das e�ektive, lokale Sub-
stratorbital c0σ betrachtet, welches mit dem molekularen Orbital hybridisiert. Der Ver-
nichtungsoperator von diesem e�ektiven Substratorbital lässt sich in Gleichung (3.37)
ablesen und lautet

c0σ =
1

V̄

∑

~k

V~kc~kσ, (3.42)

V̄ 2 =
∑

~k

|V~k|2. (3.43)
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Dieser Operator und der dazugehörige Erzeugungsoperator c†0σ erfüllen die fermioni-
schen Antikommutatorrelationen per Konstruktion. X̂0 = b†0+b0 bezeichnet den dimen-
sionslosen Auslenkungsoperator der Phonen-Mode ω0. Die unkonventionelle Holstein-
Kopplung λc wird eingeführt, da das molekulare Orbital aufgrund der Deformation
durch die Phonenen-Mode periodisch auf die Ober�äche des Substrates gedrückt wird
und somit an die elektronischen Freiheitsgrade des Substrates koppelt. Es wird sich
zeigen, dass eine solche unkonventionelle Kopplung für eine Reduktion der Kondo-
Temperatur [124] sorgen kann. Die zusätzlichen Konstanten nd0 und nc0 in Gleichung
(3.41) werden in der Literatur häu�g auf Null gesetzt [125], wenn die Änderung der
Einteilchenenergien aufgrund der Polaronenenergie von besonderer Bedeutung ist. Im
Gegensatz dazu wird hier der Fokus auf die Quanten�uktuationen, welche durch die
Elektron-Phonon-Kopplung entstehen [98,99], gelegt, weshalb die Konstanten verwen-
det werden, um 〈X̂ν〉 = 0 zu gewährleisten. Typische Werte bei Halbfüllung sind
nd0 = nc0 = 1.

3.2.2.3 Wechselwirkungsgetriebene Auslenkung des Oszillators

Für den generischen Fall einer TL-asymmetrischen Probe führt die Elektron-Phonon-
Kopplung, in der Form von Gleichung (3.41), zu einer Auslenkung des harmonischen
Oszillators aus dessen Gleichgewichtsposition. Weil für eine realistische Modulation der
Probe eine atomistische DFT-Rechnung mit relaxierten, atomaren Koordinaten ver-
wendet wird, ist eine derartige Auslenkung bereits in den Grundzustandseigenschaften
enthalten und darf nicht doppelt berücksichtigt werden. Deshalb werden die Konstanten
nd0 und nc0 in Gleichung (3.41) derart angepasst, dass 〈X̂ν〉 = 0 sichergestellt ist. Für
die störungstheoretische Herleitung des STM-Tunnelstroms wurde eine verschwindende
Auslenkung 〈X̂ν〉 = 0 nicht explizit verwendet und die Absorption der Gleichgewichts-
auslenkung in (3.8) ist reine Konvention und darf die Physik nicht beein�ussen. O�en-
sichtlich hängen die physikalischen Obversablen, wie der gesamte STM-Tunnelstrom,
nicht von der De�nition der Operatoren bν ab, so dass der gesamte Tunnelstrom inva-
riant unter einer Basistransformation sein muss. Dennoch zeigt sich interessanterweise,
dass die Basis Ein�uss auf die Unterteilung in elastische und inelastische Beiträge hat.
Der elastische und der inelastische Anteil sind daher jeweils keine physikalischen Ob-
versablen, sondern eine Interpretation, die auf einer modellabhängigen Unterteilung
beruht.
Angenommen, die Elektron-Phonon-Kopplung führt zu einer Auslenkung 〈X̂0〉 = x0,
aufgrund der Mode ω0 innerhalb der Probe. Dann können neue bosonische Operatoren
de�niert werden

b̄
(†)
0 = b

(†)
0 −

1

2
x0 , (3.44)
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für die 〈 ˆ̄X0〉 = 〈b̄0 + b̄†0〉 = 0 gilt. Wenn diese Basistransformation in Ĥph + Ĥe-ph aus
Gleichung (3.40) und (3.41) eingesetzt und nur die Mode ω0 betrachtet wird, dann
ergibt sich

Ĥph + Ĥe−ph = ω0b̄
†
0b̄0 + λdx0Nd + λcx0N̂c + E0

+ ˆ̄X0

(
λd(N̂d − nd0) + λc(N̂c − nc0) +

ω0x0

2

)
, (3.45)

wobei N̂d ≡
∑

σ n̂
d
σ und N̂c ≡

∑
σ c
†
0σc0σ de�niert wurden und alle Konstanten in E0 ab-

sorbiert sind. Damit der Hamiltonoperator der gesamten Probe ĤS = Ĥe + Ĥph + Ĥe-ph

invariant unter der Basistransformation der bosonischen Operatoren bleibt, wird εd →
εd+λdx0 substituiert und eine Einteilchenenergie εc = λcx0 für das Orbital c0σ de�niert.
Aufgrund der unkonventionellen Holstein-Kopplung λc muss auÿerdem die Konstante
nc0 → nc0−ω0x0/2λc substituiert werden. Der Hamiltonoperator der Probe bleibt dann
vollkommen unverändert, so dass die Dynamik der fermionischen Freiheitsgrade eben-
falls unverändert bleibt. Das bedeutet, dass alle thermodynamischen Eigenschaften der
Probe, wie unter anderem die Kondo-Temperatur, unverändert bleiben.
Im Folgenden wird der E�ekt einer endlichen Auslenkung, 〈X̂ν〉 = x0, auf den Tunnel-
strom untersucht. Der Einfachheit halber wird Nν = 1 gesetzt und angenommen, dass
alle Vibrationsmoden gleichermaÿen an die STM-Spitze koppeln λtipµ′ν = λtipµν . Für die

beiden Beiträge τ (1)
σ und τ (2)

σ werden die Greenschen Funktionen benötigt, welche die
Auslenkungsoperatoren X̂ν in linearer beziehungsweise quadratischer Ordnung enthal-
ten. Unter Verwendung der Basistransformation aus Gleichung (3.44) transformieren
diese zu

GX̂dµσ ,d
†
µ′σ

(z) = G ˆ̄Xdµσ ,d
†
µ′σ

(z) + x0Gdµσ ,d
†
µ′σ

(z) , (3.46)

GX̂dµσ ,X̂d
†
µ′σ

(z) = G ˆ̄Xdµσ ,
ˆ̄Xd†
µ′σ

(z)

+ x0

(
G
dµσ ,

ˆ̄Xd†
µ′σ

(z) +G ˆ̄Xdµσ ,d
†
µ′σ

(z)

)

+ x2
0Gdµσ ,d

†
µ′σ

(z) . (3.47)

Werden diese transformierten Greenschen Funktionen in den Ausdruck für den gesam-
ten Tunnelstrom eingesetzt und zusammengefasst, so ergibt sich für die Summe der
drei Transmissionsfunktionen τ (i)

σ , welche in das Integral für den Tunnelstrom bis zur
zweiten Ordnung in λtipµ ν eingehen,

τ (0)
σ + τ (1)

σ + τ (2)
σ = (1 + λtipx0)2τ̄ (0)

σ + (1 + λtipx0)τ̄ (1)
σ + τ̄ (2)

σ . (3.48)

Die rein fermionische Greensche Funktion Gdµσ ,d
†
µσ

(z) bekommt einen Faktor (1 +

λtipx0)2, welcher daher als Vorfaktor in den elastischen Beitrag zu dem Tunnelstrom
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eingeht. Da der Tunnelstrom bis zur zweiten Ordnung in λtip hergeleitet wurde, kön-
nen Korrekturen der Ordnung O([λtip]3) und höher zu der rechten Seite von Gleichung
(3.48) hinzugefügt werden, so dass bis O([λtip]2)

τ (0)
σ + τ (1)

σ + τ (2)
σ '(1 + λtipx0)2(τ̄ (0)

σ + τ̄ (1)
σ + τ̄ (2)

σ ) (3.49)

gilt. Dabei wurde ausgenutzt, dass τ̄ (1)
σ und τ̄ (2)

σ selbst von der Ordnung (λtip) bezie-
hungsweise (λtip)2 sind. Demnach führt eine endliche Auslenkung x0 also zu einem
Vorfaktor (1 +λtipx0)2) in der Formel für den gesamten Tunnelstrom. Dieser Vorfaktor
kann in dem Tunnel-Matrixelement t2µσ → t̄2µσ = t2µσ(1 + λx0)2 ≈ [tµσ exp(λx0)]2 absor-
biert werden, was zu einem identischen Tunnelstrom bezüglich der Operatoren X̂ und
ˆ̄X bis zur Ordnung O([λtip]3) führt.
Während der gesamte Tunnelstrom daher invariant unter einer Basistransformation
der harmonischen Oszillatoren bleibt, ist die Einteilung in elastische und inelastische
Beiträge abhängig von der Basis, was an den Gleichungen (3.46) und (3.47) deutlich
wird: Der inelastische Beitrag in der ursprünglichen Basis des Oszillators enthält einen
elastischen Anteil bezüglich der transformierten Basis.
Im Folgenden werden alle Ergebnisse im Rahmen der Basis, in der die Auslenkung
unter Berücksichtigung der Elektron-Phonon-Kopplung verschwindet, diskutiert. Um
das sicherzustellen wird wie folgt verfahren: Als erstes wird die Auslenkung x0 für eine
gegebene Probe ĤS berechnet, um anschlieÿend die Basistransformation aus Gleichung
(3.44) in die Basis ˆ̄X mit 〈 ˆ̄X〉 = 0 durchzuführen. Diese Transformation führt dann zu
einer Renormalisierung der Modellparameter in ĤS nach Gleichung (3.45), mit denen
dann alle Spektralfunktionen berechnet werden. Der E�ekt der Auslenkung wird also
vollständig in die De�nition des Vorfaktors in Gleichung (3.8) absorbiert und ist konsi-
stent mit der Annahme, dass eine zusätzliche Elektron-Phonon-Kopplung die atomaren
Gleichgewichtspositionen, welche in die LDA eingehen, nicht verändert.

3.3 Experiment

Das folgende Experiment wurde an dem Peter Grünberg Institute in dem Forschungs-
zentrum Jülich von Taner Esat, Norman Fournier, Christian Wagner, Ruslan Temirov
und F. Stefan Tautz durchgeführt. Die Details sind in der gemeinsamen Publikati-
on [113] zu �nden und werden hier noch einmal kurz präsentiert.

3.3.1 Wahl der Probe

Die in Abschnitt 3.2.1 vorgestellte Herleitung des STM-Tunnelstroms wird auf eine Pro-
be angewandt, die sowohl eine starke Elektron-Elektron-Wechselwirkung als auch eine
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starke Elektron-Phonon-Kopplung beinhaltet und zusätzlich sehr gut mittels der Re-
stertunnelspektroskopie untersucht werden kann. Angesichts des HamiltonoperatorsHT

in Gleichung (3.36) aus Abschnitt 3.2.2, dessen rein elektronischen Freiheitsgrade durch
das Einstörstellen-Anderson-Modell modelliert werden, sollte ein Quantenstörstellen-
System, das den Kondo-E�ekt aufweist, vielversprechend sein. Tatsächlich wurden be-
reits einige Molekül-Metall-Komplexe untersucht, bei denen sowohl der Kondo-E�ekt
als auch inelastisches Tunneln durch Vibrationsmoden relevant ist [101�105].
Aus diesen Gründen wurde eine Probe, bestehend aus Naphthalin-tetracarbonsäure-
dianhydrid (NTCDA) auf einer Silber Ag(111) Ober�äche, ausgewählt, für die der
Kondo-E�ekt bereits postuliert wurde [126]. Auÿerdem besitzt die Kombination (NT-
CDA)/Ag(111) strukturelle Ähnlichkeit zu den Verbindungen (PTCDA)/Ag(111) und
AuPTCDA/Au(111), welche sich sehr gut durch einen Hamiltonoperator der Form Ĥe

aus Gleichung (3.37) modellieren lassen.

3.3.2 Struktur der Probe

bright

molecule

dark

molecule

Abbildung 3.2: STM-Aufnahme der vor-
liegenden Probe NTCDA/Ag(111). Zwei
Repräsentanten der NTCDA-Moleküle (in
der Gasphase) sind schematisch über die
hellen und dunklen Moleküle eingezeichnet
worden. Dabei stehen die weiÿen, grauen
und roten Punkte jeweils für ein Wasser-
sto�-, Kohlensto�- und Sauersto�atom des
NTCDA-Moleküls. Die Länge der einge-
zeichneten Skala beträgt 10 Å. Diese Ab-
bildung wurde aus Ref. [113] entnommen.

Die geometrische Struktur sowie die elektronischen Eigenschaften von NTCDA
auf Ag(111) wurden bereits analysiert [126�130]. Im Folgenden wird die Phase von
NTCDA/Ag(111) betrachtet, welche in der Literatur als 'relaxed phase' bezeichnet
wird [127�129]. In Abbildung 3.2 ist eine STM-Aufnahme dieser Phase zu sehen, wel-
che zwei Moleküle in der Einheitszelle der Gröÿe 11.57Å × 15.04Åenthält. Aufgrund
der unterschiedlichen Erscheinung der beiden Moleküle auf dem STM Bild, werden sie
im Folgenden als helles (engl.: bright) und dunkles (engl.: dark) Molekül bezeichnet.
Beide Moleküle sind mit ihrer Längsachse entlang der [011̄] Richtung des Substrates
ausgerichtet [129]. Da die Anordnung der Moleküle innerhalb der Einheitszelle mit der
Anordnung von zwei unterschiedlichen Symmetriepunkten, welche in der Literatur als
on-top und bridge bezeichnet werden [129], übereinstimmt, liegt es nahe, dass der Un-
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terschied der beiden Moleküle durch eine unterschiedliche Adsorption an den jeweiligen
Symmetriepunkten entsteht.

3.3.3 Kondo-E�ekt und Vibrationsmoden

Abbildung 3.3 zeigt STM-Spektren, die oberhalb der Probe, an vier verschiedenen
Positionen, aufgenommen wurden. Beide Moleküle wurden am Rand, in der Nähe
der Kohlensto�atome (Ch edge) und in der Mitte (Center) vermessen. Diese Posi-

CH edge CH edge

Center Center

Abbildung 3.3: dI/dV Spektren des
hellen und des dunklen Moleküls, auf-
genommen am Rand, in der Nähe der
Kohlensto�atome (oben), und in der
Mitte (unten) des hellen (links) und
dunklen (rechts) Moleküls. Die Span-
nungs-Achse der Spektren entspricht
der tatsächlich gemessenen, eine Ka-
librierung dieser Achse, um die in-
elastischen Peaks zu symmetrisieren,
würde eine Verschiebung der Spektren
um 2.25mV nach rechts erfordern. An-
gepasste Fano-Resonanzen nach Glei-
chung (3.50) sind in blau dargestellt,
die verwendeten Parameter lauten:
Helles Molekül, Ch-Rand: δ = 24.04,
q = 6.44. Helles Molekül, Mitte:
δ = 32.50, q = 1.74. Dunkles Mole-
kül, CH-Rand: δ = 25.42, q = 6.95.
Dunkles Molekül, Mitte: δ = 29.84,
q = 2.08. Gemittelte Werte sind in Ta-
belle 3.1 zu �nden. Diese Abbildung
wurde aus Ref. [113] entnommen.

tionen wurden gewählt, da die Wellenfunktion eines Elektrons für das niedrigste nicht-
besetzte molekulare Orbital (LUMO von engl.: lowest unoccupied molecular orbital)
des NTCDA-Moleküls am Rand ein Intensitätsmaximum besitzt, während sich in der
Mitte zwei Kontenpunkte schneiden. Eine graphische Veranschaulichung der Aufent-
haltswahrscheinlichkeit eines Elektrons für das LUMO des NTCDA-Moleküls ist in
Abbildung 3.4 zu sehen. In Abbildung 3.3 ist zu sehen, dass das Spektrum beider
Moleküle, in der Nähe der Kohlensto�atome, einen Peak bei etwa ≈ 0meV besitzt,
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Abbildung 3.4: Lokale Zustandsdichte (LDOS) des LUMO des NTCDA-Moleküls, berechnet
4Å oberhalb des Moleküls in der Gasphase (linkes Bild). Eine graphische Veranschaulichung
des NTCDA-Moleküls in seiner Gasphase wurde eingefügt. Das rechte Bild zeigt das LUMO
der Gasphase des NTCDA-Moleküls von oben. Die unterschiedlichen Farben kennzeichnen
positive (Ψ(r) > 0) und negative (Ψ(r) < 0) Beiträge zu der Wellenfunktion. Diese Abbildung
wurde aus Ref. [113] entnommen.

wenngleich der Peak des hellen Moleküls deutlich ausgeprägter ist. Dass es sich bei
diesen Resonanzen um einen Kondo-Peak handelt, legen folgende drei Feststellungen
nahe [113]: Die Halbwertsbreite (FWHM von engl.: full width at half maximum) des
hellen Moleküls folgt der, für den Kondo-E�ekt üblichen, Temperaturabhängigkeit
FWHM =

√
(αkBT )2 + (2kBTK)2 und die Resonanz wird in einem Magnetfeld von

2.5T, wie für den Kondo-E�ekt zu erwarten, deutlich in zwei Teile gesplittet. Durch
Anheben und Absenken der Moleküle wird die Hybridisierung Γ0 mit dem Substrat re-
duziert beziehungsweise verstärkt, so dass die Halbwertsbreite als Funktion von U/Γ0

vermessen werden kann. Für beide Moleküle ergeben sich auch hier die bekannten Ab-
hängigkeiten für einen Spin-1

2
Kondo-E�ekt.

Die Spektren in Abbildung 3.3 zeigen weitere Au�älligkeiten: In der Mitte der Mole-
küle ist anstelle des Peaks eine stufenartige Struktur zu sehen. Die Spektren des hellen
und des dunklen Moleküls sind nahezu identisch, unterscheiden sich aber leicht in der
Intensität der stufenartigen Struktur. Derartige Strukturen können durch die Quanten-
interferenz von mehreren Tunnelkanälen entstehen [80, 81], was zu einer sogenannten
Fano-Resonanz führt. Für den einfachsten Fall von zwei interferierenden Kanälen kann
die di�erentielle Leitfähigkeit durch

dI

dV
(V ) ∝ ρ0 +

(q + ε)2

1 + ε2
(3.50)

approximiert werden, wobei

ε =
eV − EK

(δ/2)
(3.51)
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und
q =

t2
πρ0Γt1

(3.52)

gilt. Hier bezeichnet EK die intrinsische Position der Resonanz, δ deren Halbwerts-
breite, Γ die Hybridisierung des Orbitals mit dem Substrat, t1 und t2 die Tunnelwahr-
scheinlichkeit zwischen STM-Spitze und Substrat beziehungsweise Molekül und ρ0 die
Zustandsdichte. q bestimmt letztendlich die Form und Struktur der Kondo-Resonanz.
Die blauen Linien über den Spektren in Abbildung 3.3 entsprechen Funktionen der
Form von Gleichung (3.50), welche an die experimentellen Daten angepasst wurden, so
dass sich die Parameter δ und q der Spektren ergeben. In Tabelle 3.1 be�nden sich die
auf diese Weise ermittelten Werte für δ und q, wobei über 10 verschiedene Datensätze
gemittelt wurde. Wie an den Spektren in Abbildung 3.3 bereits ersichtlich, ist δ für das

Molekül Position δ q

hell
CH Rand (28.5± 2.3)mV 15.5± 6.9
Mitte (29.4± 6.8)mV 1.2± 0.2

dunkel
CH Rand (52.1± 4.7)mV 21.4± 9.7
Mitte (48.5± 8.2)mV 0.9± 0.4

Tabelle 3.1: δ und q berechnet durch die Anpassung der Fano-Resonanzen, nach Gleichung
(3.50), an die dI/dV (V ) Spektren des hellen und des dunklen Moleküls. Die Werte wurden
über zehn verschiedene Datensätze gemittelt, einer dieser Datensätze ist in Abbildung 3.3 zu
sehen.

dunkle Molekül deutlich gröÿer als für das helle Molekül. Bemerkenswert ist dennoch,
dass die Halbwertsbreiten, welche in der Mitte der Moleküle gemessen wurden, nahe-
zu mit denen am jeweiligen Rand, nahe der Kohlensto�atome, übereinstimmen. Das
deutet darauf hin, dass sich sowohl die Resonanz als auch die stufenartige Struktur
durch dieselbe Energieskala ergeben, weshalb die stufenartige Struktur in der Mitte
der Moleküle ebenfalls eine O�enbarung des Kondo-E�ektes darstellt. Die Parameter
in Tabelle 3.1 zeigen ebenfalls, dass q in der Mitte der Moleküle signi�kant kleiner ist
als am Rand, was auf eine deutlich gröÿere Tunnelwahrscheinlichkeit in das Substrat
schlieÿen lässt. Der Grund für die gröÿere Tunnelwahrscheinlichkeit in das Substrat,
wenn die STM-Spitze über der Mitte des Moleküls platziert ist, ist eine direkte Folge
der räumlichen Verteilung der Wellenfunktion des LUMO des NTCDA-Moleküls, wel-
che einen Knoten in der Mitte und ein Maximum am Rand des Moleküls besitzt, wie
in Abbildung 3.4 zu sehen ist.
Neben den Eigenschaften um 0meV beinhalten die Spektren in Abbildung 3.3 auch
noch zwei deutlich ausgeprägte Resonanzen bei endlichen Spannungen. Die nahezu
symmetrische Lage dieser Peaks im Bezug auf die Kondo-Resonanz deutet auf inelasti-
sche Anregungen hin, welche während des Tunnelprozesses oder innerhalb der Probe
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Nr. Symmetrie ~ω
1 B3g 41.6meV (335.35 cm−1)
2 B1u 46.2meV (372.41 cm−1)
3 B3g 50.4meV (406.62 cm−1)
4 Ag 50.7meV (408.96 cm−1)
5 B1g 52.8meV (525.53 cm−1)

Tabelle 3.2: Vibrationsmoden der Gasphase des NTCDA-Moleküls in dem Energieintervall
40 to 50meV, berechnet durch DFT (entnommen aus Referenz [130]). Die Gasphase des
NTCDA-Moleküls gehört zu der Symmetriegruppe D2h.

statt�nden. Solche Anregungen können eine Folge von magnetischen oder vibrationsar-
tigen Freiheitsgraden sein. Da jedoch keine Abhängigkeit von einem äuÿeren Magnetfeld
bis zu einer Stärke von 3T festgestellt wurde, scheinen diese Resonanzen durch Vibra-
tionsmoden des Moleküls auf dem Substrat zu entstehen. Tatsächlich besitzt NTCDA
eine Reihe an Vibrationsmoden in dem relevanten Frequenzbereich [130], einige von
ihnen sind in Tabelle 3.2 aufgelistet.

Zusammengefasst suggerieren die experimentellen Daten, dass die Probe den Kondo-
E�ekt aufweist, wobei die Halbwertsbreite und damit die Kondo-Temperatur des hellen
Moleküls kleiner ist als die des dunklen. Bei den Spektren der Restertunnelspektrosko-
pie scheinen zwei Tunnelkanäle relevant zu sein: Zwischen STM-Spitze und Molekül
sowie zwischen STM-Spitze und Substrat. Die Tunnelwahrscheinlichkeit in das Sub-
strat ist in der Mitte der Moleküle deutlich gröÿer als am Rand. Auÿerdem scheinen
Vibrationsmoden des NTCDA-Moleküls relevant zu sein und zu inelastischen Beiträgen
in der di�erentiellen Leitfähigkeit zu führen.
Diese qualitative Analyse der STM-Spektren wird im Folgenden durch die im Abschnitt
3.2 hergeleiteten Tunneltheorie im Detail überprüft.

3.4 NRG-Ergebnisse

3.4.1 Anwendung der Tunneltheorie auf NTCDA/Ag(111)

In diesem Abschnitt wird die Theorie, welche benötigt wird, um die experimentell
gemessenen dI/dV Spektren in Abbildung 3.3 zu erklären und zu reproduzieren, auf der
Basis der Gleichungen (3.26), (3.29) und (3.32) Stück für Stück spezi�ziert. Dazu wird
die Näherung [21,61�63] verwendet, in der das Ergebnis der DFT+MBPT Rechnungen
auf den Hamiltonoperator Ĥe aus Gleichung 3.37 abgebildet wird. Eine detaillierte
Erklärung dieser Abbildung ist in dem Abschnitt 2.7 zu �nden.

Das e�ektive Einstörstellen-Anderson-Modell wird dann mithilfe der NRG gelöst, so
dass alle Spektralfunktionen, welche in die Transmissionsfunktionen aus den Gleichun-
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gen (3.26), (3.29) und (3.32) eingehen, berechnet werden können. Wie in Referenz [63]
gezeigt, ist es dabei notwendig, die vollständige Energieabhängigkeit der Hybridisie-
rungsfunktion, Γ(ω) = =∆(ω−i0+) = πΣ|Vk|2δ(ω−εk), für eine akkurate Beschreibung
des Experimentes zu berücksichtigen.

Die DFT-Rechnungen wurden von Thorsten Deilmann und Michael Rohl�ng an
dem Institut für Festkörpertheorie der Westfälischen Wilhelms-Universität in Münster
durchgeführt.

3.4.1.1 Input der Ab-initio-Rechnungen undModell ohne Elektron-Phonon-
Kopplung

Wie von den experimentellen Daten suggeriert, werden für die Rechnungen die beiden
Symmetriepunkte on-top und bridge innerhalb der Einheitszelle verwendet, auf denen
die NTCDA-Moleküle platziert sind. Die Rechnungen bestätigen eine stabile Chemi-
sorption der beiden Moleküle. Die Ab-initio-Rechnungen postulieren auÿerdem stark
separierte molekulare Orbitale für das NTCDA-Molekül, eine Besetzung des LUMO
aufgrund des Ladungstransfers von dem Substrat und eine substantielle intramole-
kulare Coulomb-Wechselwirkung U = 1.25 eV für das LUMO. Aufgrund der unter-
schiedlichen lokalen Umgebung der beiden Adsorptionsstellen ergibt sich eine leicht
unterschiedliche Position für die LUMOs der beiden Moleküle innerhalb der Einheits-
zelle. Wie an der projektierten Zustandsdichte in Abbildung 3.5 zu sehen ist, ist das
Gewicht des PDOS-Spektrums des bridge Moleküls im Vergleich zu dem des on-top
Moleküls etwas nach links verschoben. Ebenso unterscheiden sich die Hybridisierungs-
funktionen an dem chemischen Potential für beide Moleküle: Γbridge(0) = 190meV und
Γtop(0) = 165meV.

Da die intramolekulare Coulomb-Wechselwirkung substantiell im Vergleich zu der
Hybridisierungsstärke ist, wird eine Einfachbesetzung des LUMOs für beide Moleküle
erzwungen. Das führt zu einem freien Spin des Radikals, welcher durch den Kondo-
E�ekt für T → 0 abgeschirmt wird. Wie zu erwarten, sind beide PDOS-Spektren in
Abbildung 3.5 viel zu breit im Vergleich zu den experimentellen Daten in Abbildung
3.3, welche einen Peak mit einer Halbwertsbreite von etwa 30meV besitzen. Die Kor-
relationse�ekte sind entscheidend und müssen in die Rechnungen integriert werden,
um Theorie und Experiment in Einklang zu bringen. Eine Interpretation der PDOS
als Lösung einer Molekularfeldtheorie [21, 61�63] erlaubt es, die Einteilchenenergieen
εbridgedσ = −0.77 eV und εtopdσ = −0.67 eV sowie die vollständige Hybridisierungsfunktion
∆(z) zu bestimmen (siehe Abschnitt 2.7), welche im Folgenden als Input für eine NRG-
Rechnung verwendet werden, um das e�ektive SIAM ohne Elektron-Phonon-Kopplung
zu lösen. Um es möglichst einfach zu halten, wird das Tunnelmatrixelement tc0σ, von
der Spitze in das Substrat zunächst auf Null gesetzt und nur die Spektralfunktion
ρd0σ ,d

†
0σ

(ω) für die berechnete di�erentielle Leitfähigkeit in den Gleichungen (3.26) und
(3.27)) berücksichtigt, wobei d0σ den Vernichtungsoperator für ein Elektron in dem
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LUMO bezeichnet. Die Ergebnisse für das on-top und das bridge Molekül sind in
Abbildung 3.6 dargestellt und zeigen eine substantielle Verengung der Resonanz im
Vergleich zu den Ab-initio-Rechnungen.

In den NRG-Rechnungen weisen beide Moleküle, wie im Experiment, den Kondo-
E�ekt auf. Aufgrund der unterschiedlichen Hybridisierungsstärke am chemischen Po-
tential Γ(0) besitzen die beiden Moleküle in der NTCDA/Ag(111)-Einheitszelle jedoch
eine unterschiedliche Kondo-Temperatur: Die Kondo-Temperatur des bridge Moleküls
ist gröÿer als die des on-top Moleküls. Wenn die gröÿer gemessene mit der gröÿer berech-
neten Kondo-Temperatur identi�ziert wird, dann entspricht das dunkele dem bridge
Molekül und das helle dem on-top Molekül (wie in Abbildung 3.6 angenommen wur-
de). Diese Zuordnung ist konsistent mit den Erwartungen aufgrund von strukturellen
Argumenten, da das bridge Molekül näher an der Ober�äche adsorbiert wird und eine
gröÿere Krümmung besitzt. Das führt zu einer gröÿeren Hybridisierung und damit zu
einer gröÿeren Kondo-Temperatur. Während der experimentelle Trend T dark

K > T bright
K

demnach reproduziert werden kann, ist die Kondo-Resonanz in beiden Fällen breiter
als in dem Experiment, was auf eine zu groÿe Kondo-Temperatur schlieÿen lässt.

3.4.2 Die unkonventionelle Holstein-Kopplung

Das SIAM ohne Elektron-Phonon-Kopplung, wie im vorherigen Abschnitt diskutiert,
besitzt drei Mängel: (i) die Kondo-Temperatur TK beziehungsweise die Halbwertsbreite
des berechneten Spektrums ist zu groÿ, (ii)das berechnete Spektrum beinhaltet keinerlei
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Abbildung 3.6: Vergleich zwischen den experimentellen dI/dV -Spektren von NTC-
DA/Ag(111) (schwarze Linien) und den Ergebnissen der NRG-Rechnungen für das SIAM
unter Verwendung der PDOS aus Abbildung 3.5 als Input (blaue Linien). Die Spektren der
NRG wurden mit einem konstanten O�set verschoben (Einzelbild (a): ρo�set = 0.2 nS, Ein-
zelbild (b): ρo�set = 1.1 nS), um ein experimentelles Hintergrundsignal zu berücksichtigen, so
dass die Höhe der Resonanzen sowie der Hochfrequenzanteile mit den experimentellen dI/dV
Kurven übereinstimmen. Die Abbildung wurde aus Ref. [113] entnommen.

Anteile aufgrund von Vibrationsmoden, wie sie im Experiment beobachtet werden und
(iii) das exklusive Tunneln der Elektronen zwischen STM-Spitze und LUMO kann die
deutlichen Unterschiede zwischen den dI/dV -Spektren am Rand und denen in der
Mitte des Moleküls nicht beschreiben.

Die Mängel (ii) und (iii) können unter Berücksichtigung der allgemeinen Tunnel-
theorie aus Abschnitt 3.2, welche sowohl inelastische Beiträge als auch die quanten-
mechanische Interferenz mehrerer Tunnelkanäle beinhaltet, behoben werden. Es fehlt
jedoch noch ein Mechanismus, der die Kondo-Temperatur des SIAMs reduzieren kann.

In der allgemeinen Herleitung des STM-Tunnelstroms wurden drei verschiedene Me-
chanismen berücksichtigt, bei denen Vibrationsmoden einen Ein�uss auf die Spektren
nehmen: Eine Vibrationsmode kann den Abstand zwischen Molekül und STM-Spitze
und damit die Tunnelwahrscheinlichkeit verändern oder zu einer Elektron-Phonon-
Kopplung innerhalb der Probe führen, welche wiederum in eine konventionelle und
eine unkonventionelle Holstein-Kopplung unterteilt wird. Da im Experiment sowohl ei-
ne reduzierte Kondo-Temperatur, als auch deutliche Anzeichen von Vibrationsmoden
beobachtet werden, besteht die Möglichkeit, dass die reduzierte Kondo-Temperatur
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eine Folge einer starken Elektron-Phonon-Kopplung ist.
Beide Arten der Holstein-Kopplung haben einen unterschiedlichen Ein�uss auf die

Kondo-Temperatur. Eine endliche Elektron-Phonon-Kopplung |λd| > 0 (aus Gleichung
3.41), wie in dem konventionellen Holstein Modell, [44,125] generiert eine e�ektive Re-
duktion der Coulomb-Wechselwirkung U → Ud

eff = U−λ2
d/ω0 [98,99,117,125] und führt

daher zu einer Erhöhung der Kondo-Temperatur. Erst für Ud
eff < 0 wird die breite Reso-

nanz, bei weiterer Erhöhung von |λd|, reduziert [44]. Für den Fall von NTCDA/Ag(111)
schlieÿen die DFT-Rechnungen diese Art der Elektron-Phonon-Kopplung, welche die
Vibrationsmoden mit den elektronischen Freiheitsgraden des Moleküls koppelt, ohnehin
aus (λd ≈ 0). Diese konventionelle Holstein-Kopplung ist also weder der Grund für die
reduzierte Kondo-Temperatur, noch für die inelastischen Beiträge in der di�erentiellen
Leitfähigkeit.

Im Gegensatz dazu kann die Kondo-Temperatur durch einen unkonventionellen
Holstein-Term sehr wohl reduziert werden, welche die Vibrationsmoden und die elektro-
nischen Freiheitsgrade des Substrates koppelt. In Abschnitt 3.2.2 wurde eine derartige
Kopplung in Gleichung 3.41 berücksichtigt und durch λc parametrisiert. Die physika-
lische Idee hinter dieser Art der Kopplung ist, dass eine molekulare Vibrationsmode,
senkrecht zu dem Substrat, das lokale Potential der Substratorbitale unterhalb des
Moleküls als eine Funktion der Auslenkung verändert. Eine derartige unkonventionelle
Holstein-Kopplung wurde bereits in dem Kontext des periodischen Anderson-Modells
untersucht [124] und reduziert die Breite der Kondo-Resonanz durch einen einfachen
Prozess: In Analogie zu der konventionellen Holstein-Kopplung erzeugt λc einen attrak-
tiven Beitrag zu der lokalen Coulomb-Wechselwirkung U c, welche in einem unkorrelier-
ten, freien Leitungsband sonst Null ist. Dadurch wird der doppelt besetzte Zustand
des lokalen Substratorbitals c0σ, gegenüber der einfach besetzten Zustände und des
leeren Zustandes, bevorzugt, was die Ladungs�uktuationen mit dem LUMO reduziert.
Ein substantielles λc reduziert daher die Hybridisierung Γ → Γeff zwischen dem mo-
lekularen Orbital dσ und dem Substrat c0σ und führt somit zu einer Reduktion der
Kondo-Temperatur [124].

3.4.2.1 Analyse der unkonventionellen Holstein-Kopplung: Der Ein�uss
auf die Kondo-Temperatur

Im Hinblick auf eine realistische Beschreibung der Probe NTCDA/Ag(111) wird im
Folgenden zunächst der Ein�uss der unkonventionellen Holstein-Kopplung λc auf die
Kondo-Temperatur, im Rahmen des TL-symmetrischen SIAMs aus Gleichung (3.37),
untersucht. Es wird eine konstante Zustandsdichte ρ0 = 1/2D, ein Spinentartetes
Orbital d0σ mit Einteilchenenergie εd = −U/2 und eine einzige Vibrationsmode mit
Frequenz ω0 betrachtet. Der Imaginärteil der Hybridisierungsfunktion aus Gleichung
(3.39), Γ0 = =(∆(ω−i0+)) = πV 2ρ0, ist auf der gesamten Bandbreite ±D konstant und
dient als natürliche Einheit für alle Modellparameter. Um die Kondo-Temperatur als
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Abbildung 3.7: Verhältnis
TK(λc)/TK(λc = 0) für das TL�
symmetrische SIAM mit zusätzlicher
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zeigt die gleichen Daten, allerdings
aufgetragen als Funktion von der
Polaronenenergie Ep = λ2

c/ω0. Die
Abbildung wurde aus Ref. [113]
entnommen.

Funktion der Kopplung λc zu erhalten, wurde die di�erentielle Leitfähigkeit dI/dV (V =
0) mithilfe der NRG berechnet und an die empirische Formel von Goldhaber-Gordon
u.a. [131]

dI

dV
(V = 0) =

G0[
1 + (21/s − 1)( T

TK
)2
]0.22 (3.53)

angepasst. In Abbildung 3.7 ist das Verhältnis TK(λc)/TK(λc = 0) als Funktion der
Holstein-Kopplung λc für verschiedene Frequenzen der Phononen aufgetragen. Die zu-
sätzliche Kopplung der Vibrationsmoden an das Substrat führt tatsächlich zu einer
Reduktion der Kondo-Temperatur mit ansteigendem λc. Für eine feste Kopplungsstär-
ke λc sinkt die Reduktion von TK mit steigendem ω0. Für ein besseres Verständnis
des zugrundeliegenden Mechanismus sind im Inset die selben Daten zu sehen, aller-
dings aufgetragen als Funktion von der Polaronenenergie Ep = λ2

c/ω0. Für Frequenzen
ω0 > Γ0 hängt die Reduktion der Kondo-Temperatur ausschlieÿlich von der Polaronen-
energie Ep ab. In diesem antiadiabatischen Limes können die Phononen ausintegriert
werden und der hauptsächliche E�ekt ist die Erzeugung einer negativen, e�ektiven
Coulomb-Wechselwirkung U c in dem lokalen Substratorbital U c

eff ≈ −2Ep. Für kleinere
Frequenzen spielen Retardierungse�ekte eine Rolle und es entstehen kontinuierlich Ab-
weichungen zu dem antiadiabatischen Limes. Die attraktive Coulomb-Wechselwirkung
U c

eff , des lokalen Substratorbitals, führt hauptsächlich zu einer Unterdrückung der Hy-
bridisierung zwischen dem Molekül und dem Substrat Γ → Γe�, so dass die Kondo-
Temperatur verringert wird. Diese Vorstellung kann jedoch irreführend sein, da die
absolute Höhe des Kondo-Peaks normalerweise festgelegt ist. Zusätzliche Korrelatio-
nen führen zu einer Verengung der Resonanz, parametrisiert durch eine Reduktion der
Kondo-Temperatur, aber ändern deren Höhe bei ω = 0 nicht.
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Um zwischen einer reinen Verengung und einer e�ektiven Hybridisierung Γe� zu
unterscheiden, wird Letztere durch die orbitale Spektralfunktion bei ω = 0 für einen
TL-symmetrischen Hamiltonoperator de�niert

ρd0σ ,d
†
0σ

(0) ≡ 1

πΓe�
. (3.54)

Wird die Greensche Funktion Gd0σ ,d
†
0σ

(z) = [z−εdσ−∆(z)−Σσ(z)]−1 verwendet, wobei
die gesamte Selbstenergie des molekularen Orbitals, Σtot(z) = ∆σ(z) + Σσ(z), in die
Hybridisierungsfunktion ∆σ(z) des nichtwechselwirkenden Problems und einen durch
die Wechselwirkung induzierten Beitrag Σσ(z) aufgeteilt wurde, so ergibt sich für die
e�ektive Hybridisierung

Γe� = Γ0 + =[Σσ(−i0+)] . (3.55)

Dabei wurde ausgenutzt, dass der Realteil der Greenschen Funktion für einen TL-
symmetrischen Hamiltonoperator verschwinden muss. Weil der Imaginärteil der Selbst-
energie Σσ(z) einer Fermi-Flüssigkeit für den Fall eines nichtwechselwirkenden Lei-
tungsbandes und T,ω → 0 ebenfalls verschwindet, gilt normalerweise Γe� = Γ0, unab-
hängig von den Modellparametern [132�134].

Die Anwesenheit der unkonventionellen Holstein-Kopplung λc kann dieses Bild al-
lerdings verändern. In Appendix A wird der exakte, analytische Ausdruck der durch die
Korrelationen induzierten Selbstenergie Σσ(z), des molekularen Orbitals, durch Aus-
werten der exakten Bewegungsgleichung der Greenschen Funktion [58], hergeleitet. Das
Ergebnis lautet

Σσ(z) =
UFσ(z) + λdMσ(z) + λc

V0
∆(z)Nσ(z)

Gd0σ ,d
†
0σ

(z)
, (3.56)

mit den De�nitionen

Fσ(z) = Gd0σnd−σ ,d
†
0σ

(z), (3.57a)

Mσ(z) = GX̂0d0σ ,d
†
0σ

(z), (3.57b)

Nσ(z) = GX̂0c0σ ,d
†
0σ

(z). (3.57c)

Gleichung (3.56) wird für die Berechnung der Greenschen Funktion des molekularen
Orbitals explizit verwendet, die NRG liefert Fσ(z), Mσ(z), Nσ(z) und Gd0σ ,d

†
0σ

(z) [58].
Hewson und Meyer konnten zeigen [44], dass die Selbstenergie Σσ(z) = [UFσ(z) +

λdMσ(z)]/Gd0σ ,d
†
0σ

(z) Fermi-Flüssigkeitseigenschaften behält und ihr Imaginärteil ver-
schwindet für T,ω → 0, wenn das Orbital an ein freies Elektronengas koppelt. Diese
Eigenschaft ergibt sich aufgrund der Topologie der Feynman-Diagramme der Reihen-
entwicklung dieser Korrelationsfunktionen, unabhängig von der analytischen Form von
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Gd0σ ,d
†
0σ

(z). Für ein endliches λc gilt dieses Argument jedoch nicht mehr: Der Imagi-
närteil der Selbstenergie bekommt einen negativen O�set, welcher im Folgenden quan-
ti�ziert wird.

Durch Anwenden der Bewegungsgleichung auf Fσ(z) ergibt sich, dass diese zu-
sammengesetzte Greensche Funktion für eine endliche Kopplungskonstante λc eben-
falls zusätzliche Beiträge in der Selbstenergie enthält. Daher ist der Beitrag ΣU(z) =
UFσ(z)/Gdσ ,d

†
σ
(z) nicht durch die gleichen Skelett-Diagramme [135] gegeben wie für

den Fall λc = 0. Eine weitere Modi�kation stammt von dem dritten Term im Zähler
von Gleichung (3.56),

∆Σ(z) =
λc

V0|Gdσ ,d
†
σ
(z)|2 ∆(z)Nσ(z)G∗

dσ ,d
†
σ
(z). (3.58)

Aufgrund der TL-Symmetrie und T → 0 verschwindet sowohl der Realteil von Gdσ ,d
†
σ
(z)

als auch der von Nσ(−i0+), so dass sich

∆Σ(−i0+) = i
λcΓ0

V0πρd0σ ,d
†
0σ

(0)
=Nσ(−i0+) (3.59)

ergibt. Nσ(z) ist eine nichtdiagonale Greensche Funktion, weshalb das Integral über das
gesamte Spektrum verschwindet. Dennoch kann das Spektrum gleichermaÿen positives
und negatives, spektrales Gewicht in unterschiedlichen Frequenzbereichen besitzen. Die
NRG-Rechnungen ergeben =Nσ(−i0+) < 0 für λc > 0 und =Nσ(−i0+) ∝ λc in füh-
render Ordnung. Durch Einsetzen von Gd0σ ,d

†
0σ

(−i0+) = i/Γe� und Gleichung (3.56) in
Gleichung (3.55), zusammen mit λd = 0, ergibt sich

Γe� = Γ0 − Γe�

[
U<Fσ(−i0+)− λc

V0

Γ0=Nσ(−i0+)

]
, (3.60)

was zu

Γe�

Γ0

=
1

1 + U<F (−i0+)− λc
V0

Γ0=Nσ(−i0+)
(3.61)

umgeformt wird. Ein negativer Wert von =Nσ(−i0+) in Kombination mit einem posi-
tiven <F (−i0+) führt zu einer Reduktion von Γe�, was für kleine λc quadratisch von
dieser Kopplung abhängt, weil =Nσ(−i0+) dann proportional zu λc ist. Natürlich wird
die Reduktion nicht nur von λc beein�usst, sondern hängt ebenfalls von U ab.

Abbildung 3.8 zeigt die von der NRG berechnete Abhängigkeit der e�ektiven Hy-
bridisierung von der Kopplung λc, für zwei verschiedene Frequenzen ω0 der Vibra-
tionsmode und eine konstante Coulomb-Wechselwirkung U/Γ0 = 10. Für eine feste
Kopplungskonstante λc nimmt die Reduktion von Γe� mit abnehmender Polaronen-
energie ebenfalls ab, was aufgrund der Diskussion bezüglich Abbildung 3.7 zu erwarten
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Abbildung 3.8: TL-symmetrisches SIAM mit unkonventioneller Holstein-Kopplung λc ei-
ner einzigen Vibrationsmode ω0. Gezeigt ist die renormalisierte Hybridisierung Γ0 → Γe� als
Funktion der Kopplungsstärke λc für zwei verschiedene Werte für ω0 und U/Γ0 = 10. Der
Inset zeigt dieselbe Gröÿe für ω0/Γ0 = 0.2, λc/Γ0 = 0.35 als Funktion von der Coulomb�
Wechselwirkung U . Die Abbildung wurde aus Ref. [113] entnommen.

war und den mikroskopischen Mechanismus bestätigt: Je gröÿer Ep, desto stärker wird
die Hybridisierung unterdrückt und folglich die Kondo-Temperatur reduziert. Für ei-
ne schwache Elektron-Phonon-Kopplung bestätigen die NRG-Rechnungen die lineare
Abhängigkeit von =Nσ(−i0+) bezüglich λc. Da zusätzlich der Realteil von Fσ(z) mit
der Polaronenenergie skaliert und demnach quadratisch mit λc anwächst, ergibt Glei-
chung (3.61) die analytische Form 1/(1 + αλ2

c) für Γeff/Γ0, was gut mit den Daten
aus Abbildung 3.8 übereinstimmt. Für eine kleine Coulomb-Wechselwirkung U sollte
auÿerdem das Verhältnis Γe�/Γ0 linear mit zunehmendem U abnehmen, wie eine Ent-
wicklung von Gleichung (3.61) in U zeigt. Der Inset in Abbildung 3.8 bestätigt auch
diesen Zusammenhang.

Nach dieser Analyse kann jetzt noch die Frage gestellt werden, ob die Änderung der
Kondo-Temperatur TK auch unter Verwendung eines e�ektiven Einstörstellenmodells
verstanden werden kann, in dem die Phononen nicht mehr explizit berücksichtigt wer-
den, sondern nur indirekt durch die renormalisierte Hybridisierung Γe�. Es zeigt sich im
Folgenden, dass dies nicht möglich ist, sondern eine zusätzliche Renormalisierung der
intraorbitalen Coulomb-Wechselwirkung U → Ue�, des molekularen Orbitals, notwen-
dig ist. Weil jedes TK durch eine angepasste Kombination von U und Γ reproduziert
werden kann, sollten beide Parameter nicht unabhängig voneinander gewählt werden.
Daher wird angenommen, dass Ueff = Uf(x) nur über eine universelle Funktion f(x)
von dem Verhältnis x = Γ0/Γe� abhängt. Unter Verwendung der Standardformel für
die Kondo-Temperatur hängt das Verhältnis der Kondo-Temperaturen für den Fall ei-
ner feste Bandbreite aber unterschiedlicher Kopplungsstärken ausschlieÿlich von dem

68



3.4. NRG-ERGEBNISSE

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1 1.2 1.4 1.6 1.8 2 2.2 2.4
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1 1.2 1.4 1.6 1.8 2 2.2 2.4

T K
(λ

c)
/
T K

(0
)

Γ0/Γeff(λc)

T SIAM
K (U/Γ0 = 20,Γeff)

T SIAM
K (Ueff,Γeff)

U/Γ0 = 10

15

20

T K
(λ

c)
/
T K

(0
)

Γ0/Γeff(λc)

ω0/Γ0 = 0.2

0.3

0.4

0.5

0.6
U

ef
f/

U

Γ0/Γeff

f
(

Γ0
Γeff

)

0.85

0.9

0.95

1

1.2 1.6 2

Abbildung 3.9: TL�
symmetrisches SIAM mit
Holstein-Kopplung λc einer
einzigen Vibrationsmode
ω0. Geplottet ist TK gegen
die inverse, renormalisierte
Hybridisierung. Unterschied-
liche Werte für U sind durch
unterschiedliche Farben, un-
terschiedliche Frequenzen ω0

durch unterschiedliche Punkte
gekennzeichnet. Die Abbil-
dung wurde aus Ref. [113]
entnommen.

Verhältnis der Kopplungen ab, welches in diesem Fall mit x bezeichnet wird:

T SIAM
K (Ueff = Uf(x),Γe�)

T SIAM
K (U,Γ0)

=
1√
xf(x)

e
− πU

8Γ0
(xf(x)−1)

. (3.62)

In Abbildung 3.9 sind unter Anderem die Daten aus Abbildung 3.7 zu sehen, auf-
getragen als Funktion von Γ0/Γe�. Es ist tatsächlich eine Universalität zu erkennen,
alle Datenpunkte für verschiedene Phononen-Frequenzen liegen auf einer einzigen, U -
abhängigen Kurve. Dennoch würde eine konstante Funktion f(x) = 1, was äquivalent
zu Ue� = U ist, zu einer Diskrepanz zwischen den Ergebnissen der NRG und Glei-
chung (3.62) führen, wie anhand der gestrichelten Linie in Abbildung 3.9 für den Fall
U/Γ0 = 20 zu sehen ist. Erst unter Zuhilfenahme der phänomenologischen, universellen
Funktion f(x) = 1+0.21(x−2−1) ergibt sich eine exzellente Übereinstimmung (dünne,
durchgezogene Linien in Abbildung 3.9). Der Inset zeigt f(x) auf dem selben Intervall.

Zusammengefasst demonstrieren die Ergebnisse der NRG, dass eine unkonventio-
nelle Holstein-Kopplung λc zwischen den molekularen Vibrationsmoden und einem ef-
fektiven, lokalen Substratorbital zu einer Reduktion der Kondo-Temperatur führt. In
dem Rahmen eines TL-symmetrischen SIAMs kann dieser E�ekt durch eine Redu-
zierung der Hybridisierung zwischen dem molekularen Orbital und dem Substrat, bei
gleichzeitiger aber schwächerer Reduktion der intraorbitalen Coulomb-Wechselwirkung
U , parametrisiert werden. Der zugrundeliegende Mechanismus ist die Entstehung eines
attraktiven U c des e�ektiven, lokalen Substratorbitals. In dem antiadiabatischen Limes
ist dieses U c im Wesentlichen durch die Polaronenenergie gegeben.
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Abbildung 3.10: Beiträge
zu dem elastischen Spektrum
durch Tunneln in das moleku-
lare Orbital d0σ und das lokale
Substratorbital c0σ. In (a) ist
ρ
d0σ ,d

†
0σ

(ω), in (b) ρ
c0σ ,c

†
0σ

(ω)

und in (c) ρ
d0σ ,c

†
0σ

(ω) zu se-

hen, dabei wurde U/Γ0 = 10,
ω0/Γ0 = 0.1 gewählt und
unterschiedliche Farben kenn-
zeichnen verschiedene Kopp-
lungsstärken λc. Die Abbil-
dung wurde aus Ref. [113] ent-
nommen.

3.4.2.2 Analyse der unkonventionellen Holstein-Kopplung: Spektral- und
Transmissionsfunktionen

Um den Vergleich von Theorie und Experiment bezüglich der di�erentiellen Leitfähig-
keit von NTCDA/Ag(111) vorzubereiten, wird nun der Ein�uss der unkonventionellen
Holstein-Kopplung λc auf die verschiedenen Spektralfunktionen ρ(ω) untersucht, welche
in die elastischen und inelastischen Transmissionsfunktionen τ (0)

σ , τ (1)
σ und τ (2)

σ eingehen.
Wie in dem vorherigen Abschnitt wird dazu zunächst ein TL-symmetrisches System
betrachtet. In diesem Fall führt die Holstein-Kopplung λc nicht zu einer Auslenkung
des harmonischen Oszillators ν = 0 und 〈X̂0〉 = 0 ist somit immer erfüllt. Auÿerdem
wird sowohl ein Tunnelmatrixelement td zwischen STM-Spitze und molekularem Orbi-
tal d0σ als auch ein Tunnelmatrixelement tc zwischen STM-Spitze und dem e�ektiven,
lokalen Substratorbital c0σ betrachtet, wobei der Index für den Spin weggelassen wur-
de, da eine nichtmagnetische STM-Spitze angenommen wird (tdσ = td). Aufgrund der
zwei unterschiedlichen Tunnelkanäle ist eine Fano-Interferenz möglich [80] und wird
im Folgenden daher berücksichtigt. Der elastische Anteil der Transmissionsfunktion
beinhaltet drei verschiedene Beiträge

τ (0)
σ (ω) = t2d ρd0σ ,d

†
0σ

(ω) + t2cρc0σ ,c†0σ
(ω) + tdtc

[
ρc0σ ,d†0σ

(ω) + ρd0σ ,c
†
0σ

(ω)
]
, (3.63)

welche von dem Tunneln in das molekulare Orbital d0σ und das lokale Substratorbi-
tal c0σ aus Gleichung (3.42) stammen, so dass in der Notation von HT aus Gleichung
(3.9) d1σ = c0σ gilt. Die drei relevanten Spektralfunktionen sind in Abbildung 3.10
für drei verschiedene Kopplungsstärken λc und bei festem U/Γ0 = 10 als Funktion
der Frequenz geplottet. Für ρd0σ ,d

†
0σ

(ω), abgebildet in dem Einzelbild (a), ist die Ver-
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engung der Kondo-Resonanz mit steigendem λc deutlich erkennbar. Das Anwachsen
der Höhe der Resonanz ist verbunden mit der reduzierten Hybridisierung Γe�, wie in
dem vorherigen Abschnitt ausführlich untersucht wurde. Die zu der Kondo-Resonanz
gehörende Antiresonanz in ρc0σ ,c†0σ

(ω) ist in dem Einzelbild (b) von Abbildung 3.10
ebenfalls deutlich sichtbar. Diese Antiresonanz kann mit dem Beitrag der Elektronen
in dem lokalen Substratorbital zu dem Kondo-E�ekt assoziiert werden. Die gemischten
Beiträge ρc0σ ,d†0σ(ω) = ρd0σ ,c

†
0σ

(ω), welche in Einzelbild (c) zu sehen sind, sind antisym-
metrisch bezüglich ω = 0, weshalb das Integral über das spektrale Gewicht verschwin-
det. Dieser Beitrag beinhaltet die Interferenz der zwei verschiedenen Tunnelkanäle und
führt damit zu einer Fano-Resonanz in Gleichung (3.63). Es ist anzumerken, dass das
Niederenergie-Spektrum aller Spektralfunktionen in Abbildung 3.10 durch die selbe
Energieskala TK bestimmt ist, welche mit anwachsendem λc reduziert wird.

Die Bestandteile der inelastischen Transmissionsfunktionen

τ (1)
σ (ω) + τ (2)

σ (ω) = λtip
{
λtipt2dρX̂0d0σ ,X̂0d

†
0σ

(ω)

+ t2d
[
ρX̂0d0σ ,d

†
0σ

(ω) + ρd0σ ,X̂0d
†
0σ

(ω)
]

+ tdtc
[
ρX̂0d0σ ,c

†
0σ

(ω) + ρc0σ ,X̂0d
†
0σ

(ω)
]}

(3.64)

sind in Abbildung 3.11 zu sehen, wobei ausschlieÿlich die Kopplung λtip0,0 = λtip be-
trachtet wurde: Nur das molekulare Orbital d0σ koppelt durch die Auslenkung X̂0, der
Vibrationsmode, an die STM-Spitze.
Der Beitrag ρX̂0d0σ ,X̂0d

†
0σ

(ω), in Einzelbild (a) aus Abbildung 3.11, kann für den Grenz-
fall λc = 0 im Prinzip auch durch Gleichung (3.35) berechnet werden. Das Spektrum
besitzt zwei Peaks an den Stellen ±ω0, welche den Schwellenwert für die Anregung einer
Vibrationsmode durch ein tunnelndes Elektron kennzeichnen. Die geglättete Struktur
in dem NRG-Spektrum an diesen Schwellenwerten ist eine Konsequenz der Verbreite-
rungen im Rahmen der NRG [52,56,57].

Die Position der Resonanzen in ρX̂0d0σ ,X̂0d
†
0σ

(ω) verschiebt sich mit anwachsender
Holstein-Kopplung λc zu kleineren Frequenzen und folgt damit der etablierten Renor-
malisierung der Vibrationsmoden ω0 → ω′0(λc) im adiabatischen Limes [98]. Für eine
verschwindende Holstein-Kopplung λc = 0 ist ρX̂0d0σ ,X̂0d

†
0σ

(ω) der einzige Beitrag, der
nicht ebenfalls verschwindet. Die anderen Beiträge, welche linear in λtip sind, entstehen
erst, wenn die Anzahl der Phononen innerhalb der Probe keine Erhaltungsgröÿe ist,
was eine endliche Elektron-Phonon-Kopplung voraussetzt.

3.4.2.3 Vergleich zwischen Theorie und Experiment: Die di�erentielle Leit-
fähigkeit von NTCDA/Ag(111)

Um im Folgenden die experimentell gemessenen, di�erentiellen Leitfähigkeiten mit der
in Abschnitt 3.2 vorgestellten Theorie zu reproduzieren, müssen zunächst noch die
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Abbildung 3.11: Beiträge zu dem
inelastischen Spektrum durch Tun-
neln in das molekulare Orbital
d0σ und das lokale Substrator-
bital c0σ sowie einer Kopplung
λtipµν der Mode ω0 an die STM�
Spitze. In (a) ist ρ

X̂0d0σ ,X̂0d
†
0σ

(ω),

in (b) ρ
X̂0d0σ ,d

†
0σ

(ω) und in (c)

ρ
X̂0d0σ ,c

†
0σ

(ω) zu sehen. Dabei wur-

de U/Γ0 = 10, ω0/Γ0 = 0.1 gewählt
und unterschiedliche Farben kenn-
zeichnen verschiedene Kopplungs-
stärken λc. Die Abbildung wurde
aus Ref. [113] entnommen.

Modellparameter, welche sich nicht aus der PDOS der DFT im Rahmen einer Mole-
kularfeldtheorie ergeben, an das Experiment angepasst werden. Als erstes werden die
relevanten Vibrationsmoden identi�ziert, die an das lokale, e�ektive Substratorbital
koppeln können. Für diesen Zweck dienen die freien Vibrationsmoden der Gasphase
des NTCDA-Moleküls in Abwesenheit des Substrates als Richtlinie. Die Energien ων
der molekularen Eigenmoden in dem relevanten Energieintervall sind in Tabelle 3.2
aus Abschnitt 3.3.3 zusammen mit der jeweiligen irreduziblen Darstellung angegeben.
Zwei dieser Moden, die mit den Frequenzen ω = 50.4meV und ω = 41.6meV, haben
B3g-Charakter. Diese B3g-Eigenmoden beschreiben Auslenkungen aus der Ebene des
Moleküls heraus, während die B1u-, Ag- und B1g-Moden zu Auslenkungen innerhalb der
Molekül-Ebene gehören. Jede Mode, die zu der unkonventionellen Holstein-Kopplung
λc beiträgt, muss das lokale Potential des Substrates beein�ussen und damit die Ein-
teilchenenergien des lokalen Substratorbitals als Funktion der Auslenkung verschieben.
Aus diesem Grund werden im Folgenden nur die beiden Moden mit B3g-Charakter be-
trachtet, da diese senkrecht zu der Ober�äche schwingen. Es ist zu beachten, dass diese
Symmetrieargumente nur eine Richtlinie bieten, da die D2h-Punktgruppensymmetrie
des Moleküls in der Gasphase, in dem Molekül-Metall-Komplex, gebrochen ist.

Unter der Annahme, dass nur eine der beiden möglichen B3g-Moden an das Substrat
koppelt, wurde die Kondo-Temperatur als Funktion der Kopplungsstärke λc, mithilfe
der NRG-DFT Kombination, für beide Moden berechnet. Das Ergebnis ist in Abbil-
dung 3.12 für beide Moleküle und beide Vibrationsmoden dargestellt. Eine substantielle
Reduktion von TK wird ab λc > 100meV erreicht, wenn die Polaronenenergie in den
Bereich der Hybridisierungsstärke Γdark(0) = 190meV und Γbright(0) = 165meV an
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Abbildung 3.12: Ergebnisse
der NRG-DFT Kombinati-
on für die Kondo-Tempera-
tur TK des bright/on-top und
des dark/bridge Moleküls als
Funktion der unkonventionel-
len Holstein-Kopplung λc für
die zwei relevanten Vibrati-
onsmoden mit den Energi-
en ω0 = 41.6,meV, 50.4,meV.
Die Abbildung wurde aus
Ref. [113] entnommen.

der Fermi-Kante kommt. Daher kann die Kondo-Temperatur und damit die Breite der
Kondo-Resonanz des Experiments reproduziert werden, unabhängig davon, welche der
beiden B3g-Moden verwendet wird.

Die unkonventionelle Holstein-Kopplung λc kann zwar die Kondo-Temperatur sub-
stantiell reduzieren und damit zu der Übereinstimmung zwischen Theorie und Experi-
ment beitragen, jedoch können dadurch die zusätzlichen Eigenschaften der experimen-
tellen dI/dV Spektren bei endlichen Frequenzen, besonders bei +(47.0± 0.3)mV und
−(51.5± 0.3)mV, noch nicht erklärt oder reproduziert werden. Wie in Abschnitt 3.3.3
bereits beschrieben, wird angenommen, dass diese Peaks in den Spektren durch inelasti-
sche Tunnelprozesse entstehen, so dass bei ±ωe� halbe 'Kopien' der Kondo-Resonanz
zu sehen sind [100�106], wie anhand von Gleichung (3.35), welche für den Grenzfall
λc = 0 gilt, abgelesen werden kann. Die relevante Kopplung ist demnach das durch die
Vibrationsmode veränderte Tunnelmatrixelement. Keine Elektron-Phonon-Kopplung
innerhalb der Probe wird benötigt.

Es stellt sich also die Frage, welche elektronischen Zustände µ und welche Vibrati-
onsmoden ν zu dieser Kopplung beitragen. Die Anwesenheit der STM-Spitze an einer
beliebigen Stelle oberhalb der Probe sowie die vermutlich asymmetrische Form der
Spitze selbst bricht die Symmetrie des Moleküls, so dass prinzipiell alle vorhandenen
Moden an die STM-Spitze koppeln können. Die einzige Bedingung ist, dass die An-
regung der Vibrationsmode eine Veränderung des Tunnelmatrixelementes hervorruft.
Aller Voraussicht nach werden nur die Auslenkungen des molekularen Orbitals zu ei-
ner relevanten Veränderung des Tunnelmatrixelementes führen, weshalb λtipµν auf das
Tunneln zwischen STM-Spitze und dem molekularen Orbital beschränkt wird, also
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Abbildung 3.13:

Schematische Darstellung
der Auslenkungsamplitu-
den der einzelnen Atome
des NTCDA-Moleküls für
die B3g-Vibrationsmode
No. 3 (ω0 = 50.4meV) aus
Tabelle 3.2. Die Abbildung
wurde aus Ref. [113]
entnommen.

λtip
µν = λtip

0ν . Da die Tunnelwahrscheinlichkeit auÿerdem exponentiell von dem Abstand
zwischen Molekül und STM-Spitze abhängt, erscheint es plausibel, dass die gröÿten
Kopplungen λtip0ν durch Vibrationsmoden hervorgerufen werden, die senkrecht zu der
Ober�äche schwingen. Das bedeutet also, dass die selben Moden, welche zu einer un-
konventionellen Holstein-Kopplung innerhalb der Probe führen, ebenfalls stark an die
STM-Spitze koppeln und eine Änderung der Tunnelwahrscheinlichkeit als Funktion der
Auslenkung hervorrufen.

Abbildung 3.11 zeigt, dass eine starke Elektron-Phonon-Kopplung λc (welche not-
wendig ist um die Kondo-Temperatur zu reduzieren) zu einer deutlich renormalisierten
Frequenz ω0 → ωe�, mit ωe� < ω0, führt, an der die inelastischen Beiträge auftreten.
Weil diese inelastischen Beiträge auÿerdem durch ein substantielles λc verbreitert wer-
den, wird eine zweite Mode benötigt, die nur schwach an das Substrat koppelt und die
scharfen Sprünge bei +(47.0 ± 0.3)meV und −(51.5 ± 0.3)meV in dem Spektrum er-
zeugt. Aus diesem Grund werden im Folgenden zwei unterschiedliche Vibrationsmoden
berücksichtigt.

In Abbildung 3.13 sind die mittels der DFT berechneten Auslenkungsamplituden
der einzelnen Atome des NTCDA-Moleküls in der Gasphase für die Mode mit der
Energie ω0 = 50.4meV graphisch veranschaulicht. Am Rand, in der Nähe der Koh-
lensto�atome, ist eine deutliche Auslenkung zu erkennen, welche eine Kopplung λtip00

rechtfertigt. In der Mitte des Moleküls hingegen verschwindet die Auslenkung aus Sym-
metriegründen und trotzdem postulieren die DFT-Rechnungen dort eine substantielle
Änderung der Tunnelwahrscheinlichkeit durch eine Anregung der Vibrationsmode: Die
positiven und negativen Anteile der Wellenfunktion des LUMOs (grüne und rote An-
teile in Abbildung 3.4), welche im Gleichgewicht in der Mitte des Moleküls gleichgroÿ
sind und sich somit aufheben, werden durch die Anregung der Vibrationsmode unter-
schiedlich deformiert. Das führt zu einer nicht verschwindenden lokalen Zustandsdichte
(LDOS) des LUMOs in der Mitte des durch die Vibrationsmode deformierten Moleküls.
Ganz o�ensichtlich führt dies zu einer groÿen relativen Änderung der LDOS durch eine
Anregung der Vibrationsmode und rechtfertigt damit eine starke Kopplung λtip00 in der
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Mitte des Moleküls.

Zusammengefasst ergibt sich durch diese Argumente das folgende Modell für die
Berechnung der di�erentielle Leitfähigkeit von NTCDA/Ag(111): Alle Modellparame-
ter, welche in das reine Einstörstellen-Anderson-Modell aus Gleichung (3.37) eingehen,
werden durch die Ergebnisse einer Kombination aus DFT und MBPT und deren Inter-
pretation im Rahmen einer Molekularfeldtheorie ermittelt. In Übereinstimmung mit
den DFT-Rechnungen wird für alle Vibrationsmoden des NTCDA-Moleküls λd = 0
gewählt, während eine Mode (ω0 = 50.4meV) mit endlichem λc an das lokale Substra-
torbital c0σ koppelt und zwei Moden (ω0 = 50.4meV und ω1 = 41.6meV) über λtip

00 und
λtip

01 an die STM-Spitze koppeln. Der inelastische Beitrag, der durch die Mode ω1 ent-
steht, ergibt sich aus Gleichung (3.35) unter Verwendung des von der NRG berechneten
Spektrums ρd0σ ,d

†
0σ

(ω), wohingegen der Beitrag von ω0 mittels der Gleichungen (3.30)
und (3.33) berechnet wird. Für das helle (bright/on-top) Molekül wird λc = 200meV
und für das dunkle (dark/bridge) Molekül λc = 220meV gewählt. Da die DFT eine
gröÿere Hybridisierung Γbridge(0) = 190meV im Vergleich zu Γon-top(0) = 165meV vor-
hersagt, ist eine 10% gröÿere Elektron-Phonon-Kopplung ebenfalls gerechtfertigt. Es
werden zwei Tunnelkanäle zwischen STM-Spitze und der Probe, in das molekulare Or-
bital d0σ und das lokale Substratorbital c0σ, berücksichtigt, so dass in den Spektren (i)
die Kondo-Resonanz enthalten ist, (ii) die Möglichkeit einer Fano-Interferenz besteht
und (iii) es möglich ist, das dI/dV -Spektrum zu modi�zieren, wenn die STM-Spitze
von dem Rand in die Mitte des Moleküls gefahren wird. In diesem Fall wird das Ver-
hältnis der Tunnelwahrscheinlichkeiten der beiden Kanäle angepasst, ohne die Probe
selbst zu verändern.

In Abbildung 3.14 sind alle elastischen und inelastischen Beiträge des SIAMs für
NTCDA/Ag(111), welche sich für das helle (bright/on-top) Molekül ergeben, darge-
stellt. Werden diese Beiträge entsprechend der abgeleiteten Tunneltheorie aus Ab-
schnitt 3.2 kombiniert, so ergibt sich der Vergleich der experimentellen und theo-
retischen dI/dV -Spektren in Abbildung 3.15. Dabei werden zwei Positionen für die
STM-Spitze, am Rand und in der Mitte, jeweils für das helle (bright/on-top) und das
dunkle (dark/bridge) Molekül betrachtet. Wie der Vergleich zeigt, liefert dieses Mo-
dell eine sehr gute Übereinstimmung zwischen NRG und Experiment. Es ergeben sich
die Kondo-Temperaturen T bright

K = 103.6K und T dark
K = 140.4K. In Abbildung 3.15

wurden alle weiteren Beiträge, welche sich durch zusätzliche Tunnelkanäle zwischen
STM-Spitze und Probe ergeben, zu einem konstanten (Hintergrund-) Beitrag ρo�set
zusammengefasst, welcher zu dem mittels NRG berechneten dI/dV -Spektrum addiert
wurde. Der Wert von ρo�set ist durch die Bedingung gegeben, dass sowohl das Maxi-
mum bei ω ≈ 0 als auch die theoretischen und experimentellen Werte bei gröÿeren
Spannungen (≈ ±70mV) vergleichbar sind.

Es ist zu beachten, dass die NRG-Spektren in Abbildung 3.15 keine Fits im ma-
thematischen Sinne sind. Zusätzlich zu den elektronischen Ab-initio-Parametern wur-
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Abbildung 3.14: Einzelne Beiträge zu dem (a) elastischen und (b) inelastischen Spektrum
für das helle (bright/on-top) Molekül, die in Abbildung 3.15 kombiniert wurden um das expe-
rimentelle dI/dV -Spektrum zu reproduzieren. Am Rand, in der Nähe der Kohlensto�atome
(CH-edge), wurden dabei nur die Spektren verwendet, welche durch durchgezogene Linien
dargestellt sind. Die Fano-Interferenz in der Mitte des Moleküls führt zu weiteren Beiträgen,
die hier als gestrichelte Linien abgebildet sind. Die Ergebnisse für das dunkle (dark/bridge)
Molekül sind qualitativ identisch. Die Parameter stimmen mit denen in Abbildung 3.15 über-
ein. Die Abbildung wurde aus Ref. [113] entnommen.

de ein fester Satz an Modellparametern für Elektron-Phonon-Kopplung in den NRG-
Rechnungen verwendet. Diese zeigen, dass damit die grundsätzlichen Eigenschaften,
welche in den experimentellen Spektren beobachtet werden, vorhergesagt beziehungs-
weise erklärt werden können. Wenn die Rolle der beiden Moden ω0 und ω1 vertauscht
wird, so passen die resultierenden NRG-Spektren deutlich schlechter zu den experi-
mentell gemessenen als es in Abbildung 3.15 der Fall ist. Das liegt daran, dass die
Renormalisierung der Vibrationsmode durch die Kopplung λc zu einem signi�kant klei-
nerem ωe� führt und es daher vorteilhaft ist mit einer groÿen ungestörten Energie der
Vibrationsmode zu starten.

Im Bezug auf den Vergleich zwischen NRG und Experiment in Abbildung 3.15
ist noch anzumerken, dass die jeweiligen experimentellen Spektren zwangsläu�g mit
leicht unterschiedlichen STM-Spitzen aufgenommen wurden und unterschiedliche Spit-
zen grundsätzlich auch zu unterschiedlichen Spektren für ein und dasselbe Molekül
führen. Innerhalb der verwendeten Tunneltheorie kann diese Tatsache durch ein leicht
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Abbildung 3.15: Vergleich
zwischen theoretischen (blau)
und experimentellen (schwarz)
dI/dV -Spektren für beide Mo-
leküle, gemessen jeweils an dem
Rand (CH-edge) und in der
Mitte (center) des Moleküls. Es
wurden zwei Vibrationsmoden
verwendet, ω0 = 50.4meV und
ω1 = 41.6meV. Parameter: (a)
bright/on-top Molekül, CH-edge:
λc = 200meV for ω0, λc = 0
for ω1, λ

tip
00 = 0.25, λtip

01 = 0.35,
tc/td = 0, ρoffset = 0. (b)
bright/on-top Molekül, center:
λc = 200meV for ω0, λc = 0
for ω1, λ

tip
00 = 0.45, λtip

01 = 1.0,
tc/td = 0.5, ρoffset = 1.85 nS. (c)
dark/bridge Molekül, CH-edge:
λc = 220meV for ω0, λc = 0
for ω1, λ

tip
00 = 0.28, λtip

01 = 0.40,
tc/td = 0, ρoffset = 0.52 nS. (d)
dark/bridge Molekül, center:
λc = 220meV for ω0, λc = 0
for ω1, λ

tip
00 = 0.35, λtip

01 = 0.75,
tc/td = 0.5, ρoffset = 2.18 nS. Die
Abbildung wurde aus Ref. [113]
entnommen.

modi�ziertes �ktives STM-Orbital in Gleichung (3.5) berücksichtigt werden. Diese Mo-
di�kation verändert die jeweiligen Tunnelmatrixelemente tµσ({~Ri}) in der Näherung
aus Gleichung (3.9) und führt damit zu einem veränderten Hintergrund sowie zu einer
leicht veränderten Mischung der frequenzabhängigen Spektralfunktionen. Der Ein�uss
unterschiedlicher STM-Spitzen wird daher durch einen angepassten Hintergrund ρo�set
berücksichtigt. Darüber hinaus können die experimentellen Spektren einen kleinen O�-
set bezüglich der Spannungsachse besitzen, welcher in der Regel durch eine Kalibrierung
geeicht wird. In diesem Fall dient die Kondo-Resonanz als gemeinsame Eigenschaft von
Experiment und Theorie, dessen Position daher für die Eichung der Spannungsachse
verwendet wird. Die experimentellen dI/dV -Spektren wurden daher derart verscho-
ben, dass die Position des Kondo-Peaks mit der der NRG-Spektren übereinstimmt.
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Es wurden die experimentellen anstatt der theoretischen Kurven verschoben, da die
Kalibrierung der experimentellen Spannungsachse ohnehin eine gewisse Unsicherheit
besitzt, und die Position der NRG-Kondo-Resonanz aufgrund der Friedelschen Sum-
menregel [132�134] durch die Füllung des LUMOs und der Hybridisierungsfunktion,
welche sich aus DFT+MBPT Kombination ergeben, festliegt. Ein O�set der Kondo-
Resonanz bezüglich ω = 0 ist ein Resultat der Teilchen-Loch-Asymmetrie, weshalb der
O�set der NRG Spektren (+7.5mV für das helle (bright/on-top) Molekül und +3.8mV
für das dunkle (dark/bridge) Molekül in Abbildung 3.15) eine direkte Konsequenz der
mittels DFT+MBPT berechneten PDOS in Abbildung 3.5 ist. Die Position des Kondo-
Peaks der experimentellen Spektren, so wie sie gemessen wurden, liegt bei +1.9mV für
das helle (bright/on-top) Mulekül und bei −0.6mV für das dunkle (dark/bridge) Mo-
lekül. Da die inelastischen Beiträge in den dI/dV -Spektren symmetrisch um ω = 0
zentriert sein sollten, könnten auch diese für die Kalibrierung der experimentellen
Spannungsachse verwendet werden, was zu verschobenen Kondo-Resonanzen an den
Stellen +4.2mV / +1.7mV für das helle / dunkle Molekül führen würde. Obwohl die
NRG also eine stärkere Asymmetrie postuliert, stimmt die Richtung der Teilchen-Loch-
Asymmetrie für beide Moleküle mit dem Experiment überein und sowohl NRG als auch
Experiment zeigen eine gröÿere Asymmetrie für das helle (bright/on-top) Molekül.

In Abbildung 3.15 wurden die experimentellen Spektren, so wie sie gemessen wur-
den, um 5.6 / 4.4mV (helles und dunkles Molekül) nach rechts verschoben, um eine
Übereinstimmung der Kondo-Resonanzen mit denen der NRG-Rechnungen zu errei-
chen. Eine Verschiebung um 2.55mV würde zu einer Symmetrisierung der inelastischen
Anteile führen, so dass diese in Abbildung 3.15 asymmetrisch im Vergleich zu denen der
NRG-Spektren erscheinen, welche per Konstruktion symmetrisch sind. Nach der voran-
gegangenen Diskussion ist jedoch klar, dass diese Unstimmigkeit nicht an der Wahl der
Elektron-Phonon-Kopplung liegt, sondern an der zu starken Teilchen-Loch-Asymmetrie
in den NRG-Rechnungen beziehungsweise der DFT+MBPT-Kombination. Insgesamt
sind diese relativen Verschiebungen jedoch klein und zeigen in welchem Rahmen Unsi-
cherheiten angenommen werden müssen.

Zusammengefasst demonstriert Abbildung 3.15, dass alle generischen Eigenschaften
der experimentellen Spektren mittels des Einstörstellen-Anderson-Holstein Modells für
NTCDA/Ag(111) verstanden werden können:

1. Die unterschiedlichen Kondo-Temperaturen des hellen und dunklen Moleküls er-
geben sich aufgrund einer unterschiedlichen Hybridisierungsstärke.

2. Die Verschmälerung der Kondo-Resonanzen entsteht durch die unkonventionelle
Elektron-Phonon-Kopplung.

3. Die scharfen Sprünge bei etwa +(47.0± 0.3)mV und −(51.5± 0.3)mV mitsamt
ihrer asymmetrischen Peakstruktur werden durch die Kopplung der molekularen
Vibrationsmoden an die STM-Spitze verursacht.
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4. Die schwachen 'Schultern' der Kondo-Resonanz bei niedrigen Spannungen ent-
stehen durch Vibrationsmoden, deren Energie aufgrund der Elektron-Phonon-
Kopplung renormalisiert wird.

5. Der deutliche Unterschied zwischen den Spektren, die am Rand, in der Nähe
der Kohlensto�atome, und denen, die in der Mitte aufgenommen wurden, ist
durch ein unterschiedliches Verhältnis der Tunnelwahrscheinlichkeiten bezüglich
verschiedener Tunnelkanäle zu erklären.

6. Die besonders starke Ausprägung der inelastischen Anteile in der Mitte des Mo-
leküls entstehen durch eine besonders groÿe, relative Änderung der LDOS des
LUMOs aufgrund einer Anregung der Vibrationsmode.

7. Der O�set der Kondo-Resonanzen in den kalibrierten Spektren entsteht durch
eine Teilchen-Loch-Asymmetrie der PDOS des NTCDA LUMOs.

8. Die Tatsache, dass der Kondo-Peak des hellen Moleküls etwas stärker zu po-
sitiven Spannungen verschoben ist, ist eine Folge der gröÿeren Teilchen-Loch-
Asymmetrie.

3.4.3 Rastertunnelspektroskopie im antiadiabatischen Regime

In diesem Abschnitt wird das Anderson-Holstein Modell mit einer konventionellen
Holstein-Kopplung (λd > 0) [97�99] in dem antiadiabatischen Regime betrachtet und
die Kopplung der Vibrationsmode an das Substrat vernachlässigt (λc = 0). In dem
antiadiabatischen Regime ist die Polaronenenergie gröÿer als die Hybridisierungsstärke
Ep = λ2

d/ω0 > Γ(0). Um im Folgenden die reinen Vielteilchene�ekte zu untersuchen,
wird eine konstante Zustandsdichte ρ0 = 1/2D, mit D/Γ0 = 10, betrachtet. Auÿerdem
wird die Frequenz der Vibrationsmode auf ω0/Γ0 = 1 und die intramolekulare Coulomb-
Wechselwirkung sowie die Einteilchenenergie des Moleküls auf U/Γ0 = −2εd/Γ0 = 10
festgelegt. Um möglichst scharfe Spektralfunktionen mittels der NRG zu berechnen,
wird über Nz = 30 z-Werte gemittelt und die Verbreiterung bei den NRG-Rechnungen
auf b = 0.2 gesetzt � siehe [52,56,57,123] für die technischen Details.

3.4.3.1 Lokale Zustandsdichte des molekularen Orbitals

Zunächst wird die Entwicklung der lokalen Zustandsdichte des molekularen Orbitals
mit steigender Kopplung λd betrachtet [44]. Die Spektralfunktion ρdσ ,d†σ(ω) ist in Abbil-
dung 3.16, für verschiedene Werte von λd und ein TL-symmetrisches Setup, abgebildet.
Die Breite der Kondo-Resonanz ändert sich nicht monoton mit der Kopplungsstärke
λd, sondern nimmt erst bis zu einem maximalen Wert zu (nicht gezeigt), um dann mit
weiter ansteigendem λd wieder abzunehmen. Zusätzlich entwickeln sich symmetrisch
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Abbildung 3.16:

Spektralfunktion
ρ
dσ ,d

†
σ
(ω) des mole-

kularen Orbitals für
das antiadiabatische
Regime und Teil-
chen-Loch-Symmetrie.
(a) und (b) zeigen
die Entwicklung des
Spektrums an der
Fermi-Kante mit anstei-
gendem λd > λd,c. Das
Spektrum für λd = 0
wurde in beiden Fällen
für einen Vergleich
hinzugefügt. In (c) sind
die Spektren aus (b)
nochmals auf einem grö-
ÿeren Energieintervall
abgebildet. Parameter:
ρ = const, D/Γ0 = 10,
U/Γ0 = −2εd/Γ0 = 10.
Die Abbildung wurde
aus Ref. [113] entnom-
men.

um die Kondo-Resonanz kleine Schultern, welche sich mit zunehmendem λd zu zwei
separaten Peaks entwickeln, wie in Abbildung 3.16(b) zu sehen ist.

Die Elektron-Phonon-Kopplung erzeugt einen attraktiven Beitrag zu der Elektron-
Elektron-Wechselwirkung [45,117], welcher proportional zu der Polaronenenergie Ep ist
und die ursprüngliche Coulomb-Wechselwirkung renormalisiert U → Ueff = U − 2Ep =

U − 2λ2
d/ω0 [44, 136, 137]. An einem kritischen Wert λcd =

√
Uω0/2 verschwindet Ue�

und wechselt das Vorzeichen unter weiterer Erhöhung von λd, hin zu einer attraktiven
Wechselwirkung.

Die spektralen Eigenschaften können im Bezug auf diese renormalisierte Coulomb-
Wechselwirkung Ue� verstanden werden [44]. Ausgehend von dem rein elektronischen
Problem für λd = 0 (schwarze Kurve in Abbildung 3.16) führt ein abnehmendes Ue� zu
einer ansteigenden Kondo-Temperatur, so dass die Breite der Kondo-Resonanz mono-
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ton zunimmt. Die Breite der Resonanz erreicht ihr Maximum bei einer Kopplungsstärke
von etwa λd/Γ0 = 2.24 und ist damit ungefähr doppelt so breit wie für λd = 0, wie in
Abbildung 3.16 gezeigt wird.

Sobald die Kopplungsstärke den kritischen Wert λd > λcd überschritten hat, be-
�ndet sich das System bei kleinen Frequenzen in dem attraktiven Regime Ue� < 0,
welches durch die Bildung von Bipolaronen bestimmt ist [44, 136, 137]. Die spektralen
Eigenschaften für dieses Regime sind in Abbildung 3.16(b) und (c) zu sehen. Die Spin-
Kondo-Physik wird durch den Ladungs-Kondo-E�ekt ersetzt und besitzt eine schnell
abnehmende Tieftemperaturskala T cK unter weiterer Erhöhung von λd > λcd. In dem
Spektrum entwickeln sich bei etwa ±Ue�/2 zwei leichte Schultern, welche mit zuneh-
menden λd zwei echte Resonanzen werden, sobald |Ueff | die Energieskala des Ladungs-
Kondo-E�ekts erreicht hat, also T cK < |Ueff | gilt.

Weil die Frequenz ω0 der Phononen von der Gröÿenordnung der Ladungs�uk-
tuationsskala Γ0 und kleiner als U ist, ist das Konzept eines e�ektiven Ue� nur bei
kleinen Energien sinnvoll. Im Sinne der Renormalisierungsgruppe [38] wird U durch
die Elektron-Phonon-Kopplung selbst frequenzabhängig und entwickelt sich von dem
ursprünglichen Wert für hohe Energien zu dem Wert Ue� für |ω| � ω0. Aus die-
sem Grund sind die Spektren in Abbildung 3.16(c) für groÿe Kopplungsstärken λd
und bei hohen Energien nur leicht modi�ziert im Vergleich zu dem rein elektroni-
schen Spektrum für λd = 0: Die ursprünglichen Ladungsanregungen um ±U/2 werden
zu leicht kleineren Werten renormalisiert, was das Einsetzten der Renormalisierung
U → Ueff bei hohen Frequenzen ω ≈ U/2 andeutet. Für kleine Frequenzen, wenn
der Fluss U → Ueff bereits konvergiert ist, besitzt das Spektrum zusätzlich zu den
leicht renormalisierten Ladungsanregungen bei ω ≈ ±U/2 auch noch zwei Peaks bei
ω ≈ ±Ue�/2. Wie in Abbildung 3.16(b) zu sehen ist, verschieben sich diese Anregun-
gen daher mit Ue�. Die rapide Reduktion der Ladungs-Kondo-Temperatur T cK, welche
anhand der schmalen Ladungs-Kondo-Resonanz in den Abbildungen 3.16(b) und (c)
abgelesen werden kann, ist eine Folge der renormalisierten Ladungs�uktuationsskala
Γ0 → Γe� ∝ exp(−λ2

d/ω
2
0) [45, 98, 117], wie anhand einer Lang-Firsov-Transformation

ersichtlich wird.
Die spektralen Eigenschaften des Anderson-Holstein Modells wurden bereits von Paas-
ke und Flensberg [107] unter Zuhilfenahme eines zweischrittigen, störungstheoreti-
schen Ansatzes untersucht. Es wurde erst eine Lang-Firsov-Transformation [45, 117]
und anschlieÿend eine Schrie�er-Wol�-Transformation [43] durchgeführt, um ein ef-
fektives Kondo-Modell zu erhalten. Die Transmissionsfunktion wurde bis zur dritten
Ordnung in der Kopplung berechnet und zeigt Reminiszenzen der Vibrationsmoden.
In den dI/dV -Spektren ergeben sich kleine, stufenartige Eigenschaften an den Stel-
len ±nω0, welche erst in der zweiten Ableitung d2I/dV 2 deutlich ausgeprägt sind.
Aufgrund der störungstheoretischen Natur des Ansatzes kann das Kondo-Regime für
tiefe Temperaturen jedoch nicht erfasst werden, auÿerdem ist der Ansatz nur für ei-
ne sehr groÿe Coulomb-Wechselwirkung U und folglich Ue� � Γ0, anwendbar. Die
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Abbildung 3.17:

Spektralfunktionen für
lokale Teilchen-Loch-A-
symmetrie und ver-
schiedene Kopplungs-
stärken λd. (a) kleinere
∆ε/Γ0 = 0.004 und (b)
gröÿere ∆ε/Γ0 = 0.01
Asymmetrie. Alle anderen
Parameter sind wie in
Abbildung 3.16. Die Abbil-
dung wurde aus Ref. [113]
entnommen.

NRG-Rechnungen zeigen keine zusätzlichen Peaks in der orbitalen Spektralfunktion,
welche sich für das spinlose und nichtwechselwirkende Modell ergeben [99]. Auÿerdem
entfernt die Elektron-Elektron-Wechselwirkung bei tiefen Temperaturen die kleinen,
stufenartigen Eigenschaften in der Transmissionsfunktion [107].

Während die Resonanz für ein TL-symmetrisches System fest bei ω = 0 liegt, er-
laubt eine Teilchen-Loch-Asymmetrie eine kontinuierliche Änderung der Streuphase der
niederenergetischen Quasiteilchen [132, 133]. Um das Spektrum der lokalen Zustands-
dichte des molekularen Orbitals in diesem Regime für λd > λcd zu verstehen, wird eine
Teilchen-Loch-Transformation für nur eine der beiden Spinkomponenten durchgeführt.
Dadurch wird das attraktive U zu einem repulsiven U in dem transformierten Mo-
dell. Ausgehend von dem Störstellen-Hamiltonoperator in Abwesenheit eines externen
Magnetfeldes εdσ = εd und durch die Ersetzung n↑ = (1 − d↑d

†
↑) = 1 − n̄↑, mit dem

Teilchenzahloperator der Löcher n̄↑, ergibt sich

∑

σ

εdσn
d
σ + Und↑n

d
↓ =

∑

σ

(
U

2
− σ∆ε

)
n̄dσ − Un̄d↑n̄d↓ + εd , (3.65)

wobei ∆ε = εd + U/2 den Grad der Teilchen-Loch-Asymmetrie misst [42] und n̄d↓ = nd↓
gilt. Das Modell mit negativem U beschreibt die gleiche Physik wie das Modell mit
positivem U nach der Teilchen-Loch-Transformation, nur dass ein endliches ∆ε hier wie
ein e�ektives Magnetfeld wirkt. Ein gröÿeres λd führt durch die Renormalisierung der
Ladungs�uktuationsskala Γ0 → Γe� zu einer geringeren Ladungs-Kondo-Temperatur
T cK und somit zu einer Erhöhung des dimensionslosen Magnetfeldes ∆ε/TK(λd).

Diesen Mechanismus spiegeln auch die Spektren in Abbildung 3.17 wider, welche für

82



3.4. NRG-ERGEBNISSE

zwei Werte von ∆ε und verschiedene Kopplungsstärken λd dargestellt sind. Die Kondo-
Resonanz ist zu einem endlichen Wert ∆ε verschoben, was das e�ektive Magnetfeld
in dem transformierten Modell repräsentiert. Zusätzlich nimmt die Höhe der Reso-
nanz mit ansteigender Kopplungsstärke λd ab, da der Kondo-E�ekt in einem starken
Magnetfeld unterdrückt wird. Die Spektren in Abbildung 3.17 sind daher konsistent
mit der Vorstellung eines e�ektiven Anderson-Modells mit einer attraktiven Coulomb-
Wechselwirkung U .

3.4.3.2 Inelastische Beiträge

Nachdem die etablierten E�ekte der konventionellen Holstein-Kopplung in dem antia-
diabatischen Regime auf die lokale Zustandsdichte des Moleküls überprüft wurden [44],
werden im Folgenden auch die spektralen Eigenschaften der zusammengesetzten Green-
schen Funktionen untersucht, welche zu inelastischen Beiträgen bei einer potentiellen
Rastertunnelspektroskopie führen. Es wird angenommen, dass die Spitze des Raster-
tunnelmikroskops nur an das molekulare Orbital koppelt, so dass Fano-Interferenzen
ausgeschlossen sind. Um die Modellparameter zu eliminieren, welche für ein spezi�sches
Experiment entsprechend des Aufbaus angepasst werden müssen, werden die generi-
schen Spektralfunktionen

ρ̄(1)(ω) =
1

t2dλ
tip
τ (1)(ω) (3.66)

ρ̄(2)(ω) =
1

(tdλtip)2
τ (2)(ω) (3.67)

de�niert, welche beide inelastischen Beiträge beinhalten.
Die einzelnen Spektren, die zu der Rastertunnelspektroskopie beitragen, sind in

Abbildung 3.18 für verschiedene Kopplungsstärken im antiadiabatischen Bereich abge-
bildet. Einzelbild 3.18(a) beinhaltet die lokale Zustandsdichte des molekularen Orbitals,
welche im vorangegangenen Abschnitt bereits diskutiert wurde. In Einzelbild 3.18(b) ist
das Spektrum ρ̄(2)(ω) zu sehen. Die Erhöhung der Kopplungsstärke λd führt zu einem
kleineren Abstand zwischen den beiden Resonanzen, was bereits in Abbildung 3.11 be-
obachtet wurde. Es ist jedoch zu beachten, dass die Daten in Abbildung 3.11 für λd = 0
als Funktion von λc und einer zehnmal kleineren Phononenfrequenz von ω0 = 0.1Γ0

aufgenommen wurden. Während die Peaks für den Grenzfall einer verschwindenden
Elektron-Phonon-Kopplung, λd → 0, bei ±ω0 liegen, wird der Abstand zwischen die-
sen Resonanzen in dem antiadiabatischen Limes signi�kant reduziert. In beiden Fällen,
dem bereits diskutierten (i) λd = 0 und λc > 0 und dem hier betrachteten (ii) λd > 0
und λc = 0 liegt der Grund dafür in der Renormalisierung des Phononenpropagators
für tiefe Temperaturen. Die elektrische Suszeptibilität trägt zu dem Phononenpropaga-
tor bei, wie anhand des atomaren Limes [44,45,117] ersichtlich wird und ist der Grund
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Abbildung 3.18:

Beiträge zu ei-
nem potentiellen
dI/dV -Spektrum in
dem antiadiabatischen
Regime. (a) Spek-
tralfunktionen aus
Abbildung 3.16, (b)
ρ̄(2)(ω) für λd aus
Einzelbild (a) und (c)
ρ̄(1)(ω) für λd aus Ein-
zelbild (a). Alle anderen
Parameter sind wie in
Abbildung 3.16. Die
Abbildung wurde aus
Ref. [113] entnommen.

für den verkleinerten Abstand zwischen den Resonanzen, sowie die Entwicklung des
inelastischen Spektrums in Abbildung 3.18(c).

Die Kombination der einzelnen Spektren aus Abbildung 3.18 trägt dann zu dem ge-
samten Spektrum für eine potentielle Rastertunnelspektroskopie bei. In Abbildung 3.19
sind drei dieser zusammengesetzten Spektren für die Kopplungsstärke λd/Γ0 = 2.27
abgebildet. Für diesen Wert besitzt ρdσ ,d†σ(ω) deutlich ausgeprägte Seitenpeaks, deren
Position jedoch durch Ue� und nicht durch ±ω0 bestimmt wird. Mit anwachsender
Kopplung λtip zwischen der Vibrationsmode und der STM-Spitze wird das zusammen-
gesetzte Spektrum immer asymmetrischer aufgrund der ungeraden Spektralfunktion
ρ̄(1)(ω). Der Beitrag durch ρ̄(2)(ω) sorgt lediglich für einen inkohärenten Hintergrund
mit einem schmalen Gap bei ω = 0. In diesem Fall könnten die Seitenpeaks in ρdσ ,d†σ(ω)
fälschlicherweise einem inelastischen Beitrag durch ein ein �ktives Phonon mit der Fre-
quenz ω′0 = |Ueff/2| zugeordnet werden.

3.5 Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurde eine allgemeine Strategie vorgestellt, mit deren Hilfe der Tun-
nelstrom in stark korrelierten Systemen berechnet werden kann. Dabei wird zwischen
den Anregungsprozessen unterschieden, die innerhalb des physikalischen Systems ab-
laufen (vor oder nach dem Tunnelprozess) und denen bei denen eine Anregung während
des Tunnelprozesses statt�ndet. Die vorgestellte Herleitung des Tunnelstroms bietet ei-
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Beiträge aus Abbildung
3.18 für λd/Γ0 = 2.27
und zwei unterschied-
liche Werte von λtip.
Alle anderen NRG-Pa-
rameter sind wie in
Abbildung 3.16. Die
Abbildung wurde aus
Ref. [113] entnommen.

nige konzeptionelle Vorteile:
(1) In die Herleitung der Stromformel gehen nur die exakten Lösungen aller rele-

vanten Spektralfunktionen des physikalischen Systems ĤS in Abwesenheit der STM-
Spitze ein, was darauf beruht, dass die Kopplung des Restertunnelmikroskops an das
physikalische System als schwach angenommen wird. Eine Anwendung des Wickschen
Theorems ist dabei nicht notwendig. Aus diesem Grund kann die Stromformel auf
beliebige Systeme ĤS mit beliebig starken Kopplungen zwischen beliebig vielen Frei-
heitsgraden angewandt werden, es werden ausschlieÿlich die intrinsischen Greenschen
Funktionen dieses Systems als Input benötigt. Als ein mögliches Beispiel wurde die
Theorie auf das Einstörstellen-Anderson-Modell mit zusätzlichen Holstein-Kopplungen
angewandt, wobei alle relevanten Spektralfunktionen unter Verwendung der Numeri-
schen Renormalisierungsgruppen-Methode berechnet wurden.

(2) Nicht nur das physikalische System ĤS, sondern auch der Hamiltonoperator ĤT,
der die Tunnelmatrixelemente beinhaltet, kann frei gewählt werden. Die Theorie ba-
siert auf der systematischen Ableitung des Stromoperators aus der Ladungserhaltung
des gesamten Systems, welches sowohl die STM-Spitze als auch die Probe beinhaltet.
Die spezi�sche analytische Struktur des Stromoperators wird ausschlieÿlich durch den
Tunnel-Hamiltonoperator ĤT bestimmt, welcher die beiden Subsysteme verbindet und
frei wählbar ist. Bei dem in dieser Arbeit vorgestellten Fall wurden die Tunnelma-
trixelemente als Funktion der Auslenkung durch Vibrationsmoden entwickelt, so dass
es möglich ist, inelastische Tunnelprozesse, bei denen die Vibrationsmoden angeregt
werden, zu untersuchen. Alternativ können die Tunnelmatrixelemente aber auch als
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Funktion anderer Parameter, wie der Elektronendichte oder der Magnetisierungsdich-
te, entwickelt werden.

(3) Die separate Behandlung der physikalischen Probe ĤS und der des Tunnel-
Hamiltonoperators ĤT besitzt neben den genannten Vorteilen den Nachteil, dass die
Kopplung zwischen STM-Spitze und Probe klein sein muss. In dieser Arbeit wurden die
Tunnelmatrixelemente bis zur zweiten Ordnung entwickelt, im Prinzip ist die Ableitung
von Termen höherer Ordnung aber konzeptionell möglich.

Als Anwendung der Theorie wurde eine molekulare, Kondo-artige Störstelle auf
einer metallischen Ober�äche betrachtet und die inelastischen Beiträge zu dem Tun-
nelstrom, welche durch die Anregung von Vibrationsmoden entstehen, untersucht.

Weil alle Tunnelprozesse, sowohl elastische als auch inelastische, gleichberechtigt
behandelt werden, ist eine systematische und modellunabhängige Zuordnung der spek-
tralen Beiträge bezüglich elastischer und inelastischer Anteile möglich.

Eine unkonventionelle Holstein-Kopplung der Vibrationsmoden an das Substrat
führt zu einer Reduktion der Kondo-Temperatur und damit zu einer schmaleren Kondo-
Resonanz. Dieser Mechanismus, welcher auf einer durch Polaronen reduzierten Hybridi-
sierung des Moleküls und demMetall beruht, kann auch auftreten ohne dass inelastische
Beiträge in den Spektren der Rastertunnelspektroskopie zu sehen sind. Verantwortlich
ist die Elektron-Phonon-Kopplung innerhalb der Probe, die Vibrationsmoden müssen
für diesen E�ekt nicht an die STM-Spitze koppeln.

Als Test für die Anwendbarkeit der vorgestellten Theorie wurde die di�erentiel-
le Leitfähigkeit der Probe NTCDA/Ag(111) mittels Rastertunnelspektroskopie auf-
genommen. Atomistische DFT+MBPT-Rechnungen wurden als Ab-initio-Input für
NRG-Simulationen verwendet, so dass alle Eigenschaften der Spektren für unterschied-
liche Adsorptionsstellen der Moleküle auf dem Substrat und verschiedene Positionen
der STM-Spitze oberhalb des Moleküls mittels der abgeleiteten Tunneltheorie verstan-
den und reproduziert werden konnten.
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4. Das Zweistörstellenproblem

4.1 Einführung

In dem vorherigen Kapitel 3 wurden die physikalischen Eigenschaften eines einzelnen
Moleküls, das ein ausgeprägtes magnetisches Moment besitzt, in einer metallischen
Umgebung untersucht.

Koppeln mehrere solcher lokalen Momente an dieselben Zustände eines Leitungs-
bandes, so müssen neben den Substrat-Molekül Korrelationen auch Wechselwirkungen
zwischen den jeweiligen lokalen Momenten berücksichtigt werden, welche durch die so-
genannte Ruderman-Kittel-Kasuya-Yosida (RKKY) Kopplung [36,46,47] hervorgerufen
werden. Das Zweistörstellen-Anderson-Modell (TIAM von engl.: two-impurity Anderon
model) beschreibt eines der einfachsten Systeme mit zwei unabhängigen, lokalen Mo-
menten, welche indirekt über die Leitungsbandelektronen des Substrats gekoppelt sind.
Besonders interessant ist dabei die Konkurrenz zwischen zwei verschiedenen Mechanis-
men [138�153], die Ein�uss auf die magnetischen Eigenschaften des Grundzustandes
haben. Für eine ferromagnetische (FM) RKKY-Kopplung JRKKY richten sich beide
Störstellenspins parallel aus und werden durch die Leitungsbandelektronen mittels des
Kondo-E�ektes abgeschirmt, wohingegen eine starke antiferromagnetische (AF) Kopp-
lung zu der Bildung eines Singuletts zwischen den Störstellen führt, welches von dem
Leitungsband entkoppelt.

Der Übergang zwischen diesen beiden Singulett-Phasen in dem TIAM wird durch
das Verhältnis der SIAM Kondo-Temperatur TK und JRKKY getrieben [154�163]. Wäh-
rend ein quantenkritischer Punkt (QCP von engl.: quantum critical point) beide Pha-
sen trennt falls eine spezielle Art der Teilchen-Loch (TL) Symmetrie erhalten ist
[140, 160, 164], so entsteht ein kontinuierlicher Übergang, wenn diese Symmetrie ge-
brochen ist [165]. Da diese Symmetrie in dem vollständigen Modell in der Regel immer
gebrochen ist, stellte sich der ursprüngliche QCP von Varma und Jones [140, 157, 164]
nur als ein Artefakt der verwendeten Näherungen heraus [166].

In diesem Kapitel wird die Existenz eines weiteren quantenkritischen Punktes in
dem 1d TIAM demonstriert [167]. Dieser QCP trennt zwei orthogonale Grundzustände
mit einer unterschiedlichen Entartung und ist daher von anderer Natur als der QCP
nach Varma und Jones, welcher sich zwischen zwei Singulett-Grundzuständen be�ndet.
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Aufgrund der unterschiedlichen Entartung der Grundzustände ist dieser QCP stabil ge-
genüber jeglichen Symmetrie-Brechungen, solange sich das System in dem Regime mit
ausgeprägten lokalen Momenten be�ndet. Für den Spezialfall eines verschwindenden
Abstandes zwischen den beiden Störstellen wurde dieser QCP bereits experimentell
in einem PTCDA-Au-Komplex auf einer Au-Ober�äche beobachtet [21], wobei der
Phasenübergang durch ein direktes Tunnelmatrixelement zwischen den molekularen
Orbitalen, aufgrund überlappender Wellenfunktionen, getrieben wird.

In diesem Kapitel wird darüber hinaus gezeigt, dass ein derartiges Tunnelmatri-
xelement in dem TIAM auch dynamisch, mittels der Kopplung an das Substrat, er-
zeugt wird. Es wird ein analytischer Formalismus, basierend auf einer Analyse der
TL-Symmetrie, abgeleitet, welcher es erlaubt die aufgrund der TL-Asymmetrie ent-
stehenden Potentialstreuterme auf ein e�ektives Tunnelmatrixelement zwischen den
Störstellen abzubilden. Es werden vollständige NRG-Rechnungen [38, 41, 42, 52] prä-
sentiert, um die Äquivalenz des e�ektiven und des ursprünglichen Modells zu zeigen.

Die Konstruktion des e�ektiven Tunnelmatrixelementes te� ermöglicht eine neue
Sichtweise auf den AF Anteil der RKKY-Wechselwirkung, welcher in dem Weitbandli-
mes durch (te�)2/U gegeben ist, wobei U die Coulomb-Wechselwirkung der Störstellen
bezeichnet. Dieses Ergebnis ist konträr bezüglich eines zweistu�gen Verfahrens, bei
dem das TIAM zunächst mittels einer Schrie�er-Wol�-Transformation [43] auf das
Zweistörstellen-Kondo-Modell (TIKM) abbildet und die RKKY-Wechselwirkung an-
schlieÿend durch eine zweite-Ordnung Störungstheorie berechnet wird, was einen 1/U2

Zusammenhang vorhersagt. Die Abstandsabhängigkeit des e�ektiven Tunnelmatrix-
elementes erklärt den numerischen Befund, dass die Störstellen Spin-Spin-Korrelation
deutlich langsamer abfallen kann als die Lehrbuch-RKKY-Wechselwirkung, selbst wenn
die Störstellen einfach besetzt sind und ein lokales Moment besitzen. Die räumliche Ani-
sotropie des e�ektiven Tunnelmatrixelementes auf einem einfach kubischen Gitter wird
analysiert und es zeigt sich ein direkter Zusammenhang zwischen langsamen (schnel-
len) räumlichen Oszillationen und Teilchen (Loch) Dotierung, welche über die üblichen
2kF Oszillationen hinausgeht.

Unter Verwendung des e�ektiven Tunnelmatrixelementes ist es möglich, den quan-
tenkritischen Punkt nach Varma und Jones in dem vollständigen TIAM für beliebige
Abstände, für die sich im Allgemeinen ein kontinuierlicher Übergang ergibt, wieder her-
zustellen. Das gelingt selbst dann, wenn die Störstellen selbst keine TL-symmetrischen
Parameter besitzen, so dass immer Potentialstreuterme in dem Leitungsband generiert
werden.

Das Kapitel ist folgendermaÿen strukturiert: Zunächst wird in Abschnitt 5.2 das
Modell de�niert, in die energieabhängige Eigenbasis des Paritätsoperators transformiert
und die Tieftemperatur�xpunkte rekapituliert. In Abschnitt 4.3 werden die verschie-
denen Arten der TL-Asymmetrie wiederholt, woraus sich dann das e�ektive Modell,
basierend auf dem räumlich abhängigem Tunnelmatrixelement teff(~R), ableiten lässt.
Die Abbildung wird in Abschnitt 4.4 verwendet, um die TL-Symmetrie sowie den QCP
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nach Varma und Jones in dem vollständigen Modell wieder herzustellen. Auÿerdem
wird das e�ektive Tunnelmatrixelement in Abschnitt 4.4.3 benutzt, um den antifer-
romagnetischen Anteil der RKKY-Wechselwirkung in dem Weitbandlimes abzuleiten
und Korrekturen für endliche Bandbreiten werden diskutiert. In Abschnitt 4.4.4 wird
das e�ektive Tunnelmatrixelement und die damit in Verbindung stehende Spin-Spin-
Korrelation zwischen den lokalen Momenten auf einem einfach kubischen Gitter als
Funktion des chemischen Potentials untersucht. Anschlieÿend wird in Abschnitt 4.5
der Fokus auf eine eindimensionale Tight-Binding-Kette, auf der die beiden Störstel-
len platziert werden, gelegt. Es wird die Existenz eines unvollständig abgeschirmten
Kondo-Fixpunktes mit Dublett-Grundzustand abgeleitet und der Dublett-Singulett-
Phasenübergang in dem Modell untersucht. In Abschnitt 4.6 wird das Kapitel mit
einer kurzen Zusammenfassung abgeschlossen.

Die meisten der folgenden Ergebnisse und Abbildungen dieses Kapitels wurden be-
reits in [168] und [167] verö�entlicht. Diese Ergebnisse werden im Folgenden wiederholt
und teilweise erweitert.

4.2 Theoretische Grundlagen

Der Hamiltonoperator des TIAMs kann in drei Anteile unterteilt werden,

HTIAM = Himp +Hhost +Hhyb. (4.1)

Der Anteil der Störstellen wird durch

Himp =
∑

l∈{1,2},σ

εfl f
†
l,σfl,σ +

t

2

∑

l,σ

f †l,σfl̄,σ +
1

2

∑

l∈{1,2},σ

Ulf
†
l,σfl,σf

†
l,σ̄fl,σ̄ (4.2)

beschrieben, der Operator f (†)
l,σ vernichtet (erzeugt) dabei ein Elektron mit Spin σ = ±

auf der Störstelle l, deren Einteilchenenergie mit εfl bezeichnet wird. U bezeichnet die
intraorbitale Coulomb-Wechselwirkung und es wird auÿerdem ein Tunneln zwischen
den beiden Störstellen berücksichtigt. Ein derartiges Tunneln ist beispielsweise dann
relevant, wenn die lokalen Orbitale durch die niedrigsten unbesetzten molekularen Or-
bitale benachbarter Molekül-Komplexe realisiert werden und bei geringem Abstand
anfangen zu überlappen [21].

Das metallische Substrat (host von engl.: metallic host) wird durch ein freies Lei-
tungsband modelliert

Hhost =
∑

~k,σ

εc~kc
†
~k,σ
c~k,σ, (4.3)
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wobei c(†)
~k

den Vernichtungsoperator (Erzeugungsoperator) eines Elektrons des Lei-
tungsbandes mit Dispersion εc~k bezeichnet. Die Wechselwirkung zwischen den Störstel-
len und dem metallischen Substrat ist in

Hhyb =
1√
N

∑

l∈{1,2}
~k,σ

(
Vl~kc

†
~k,σ
ei
~k ~Rlfl,σ + h.c.

)
(4.4)

enthalten. Hier beschreibt Vl~k die Hybridisierung der Störstelle an dem Ort ~Rl mit dem
Leitungsbandzustand ~k und N entspricht der Anzahl an k-Punkten.

Falls nicht anders angegeben, wird im Folgenden zunächst der paritätssymmetrische
Fall V1~k = V2~k = V~k; ε

f
0 = εf1 = εf2 ; U1 = U2 betrachtet. Wenn die Störstellen jeweils

mit einem Elektron besetzt werden, so entsteht ein lokales Moment [43], welches für
T → 0 abgeschirmt wird [41, 138, 139]. Das ist der Fall für εf0 ≈ −U/2 < 0, worauf im
Folgenden der Fokus gelegt wird.

4.2.1 Energieabhängige Darstellung des Hamiltonoperators

Durch Lösen der Bewegungsgleichung der Greenschen Funktion, siehe Anhang B, ergibt
sich die komplexe Hybridisierungsmatrix des Problems zu

∆ij(z) =
1

N

∑

~k

|V~k|2ei
~k(~Ri−~Rj)

z − ε~k
. (4.5)

Sowohl die Diagonal- als auch die Nichtdiagonalelemente besitzen im Allgemeinen eine
Energieabhängigkeit. Werden die Nichtdiagonalelemente vernachlässigt, so wird durch
Gleichung (4.5) ein Problem beschrieben, bei dem die Störstellen jeweils an ein eigenes,
unabhängiges Leitungsband koppeln, so dass keine RKKY-Wechselwirkung zwischen
den Störstellen möglich ist. Damit der Imaginärteil der vollständigen, nichtdiagonalen
Hybridisierungsmatrix dennoch, wie in Gleichung (2.10), die energieabhängige Kopp-
lung an orthogonale Leitungsbänder beschreibt, muss zunächst ein Basiswechsel vor-
genommen werden, der die komplexe Hybridisierungsmatrix diagonalisiert.
Dafür werden die Orts- und energieabhängigen Operatoren

cl,σ(ε) =

√
π

Γ(ε)

1

N

∑

~k

V~kδ(ε− εc~k)e
i~k ~Rlc~k,σ (4.6)

de�niert [38, 165], wobei die Hybridisierungsfunktion

Γ(ε) = =∆ii(ε− i0+) =
π

N

∑

~k

|V~k|2δ(ε− εc~k) (4.7)
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durch die Antikommutatorrelation {cl,σ(ε),c†l,σ′(ε
′)} = δσσ′δ(ε − ε′) festgelegt ist. Die

Hybridisierung nimmt für den Kontinuumslimes die Form

Hhyb =
∑

l∈{1,2}

∫ D

−D
dε

√
Γ(ε)

π
f †l,σcl,σ(ε) + h.c (4.8)

an, mit der Bandbreite 2D des metallischen Substrates. Unter Verwendung des e�ek-
tiven Hybridisierungsmatrixelementes V , welches durch

∫ D

−D
dεΓ(ε) = V 2π (4.9)

gegeben ist, kann eine e�ektive Leitungsbandzustandsdichte ρ(ε) = Γ(ε)/(πV 2) de�-
niert werden.

Die Operatoren cl,σ(ε) stammen von dem selben Leitungsband ab und sind daher
nicht linear unabhängig. Aus diesem Grund werden sie zu Paritäts-Eigenzuständen
[21,138,140,164,165,169,170] mit gerader (e von engl.: even) und ungerader (o von engl.:
odd) Parität kombiniert, welche die Antikommutatorrelationen aufgrund der Paritäts-
Symmetrie des Leitungsbandes erfüllen. Die räumliche Abhängigkeit in dieser Basis ist
in den neuen, orthogonalen und energieabhängigen Feldoperatoren

cµ,σ(ε) =

√
π

Γµ(ε)

1

N

∑

~k

V~kδ(ε− εc~k)
(
ei
~k~R
2 + sµe

−i~k~R
2

)
c~k,σ (4.10)

enthalten, mit µ ∈ {e,o}, ~R = ~R1− ~R2 und se = 1, so = −1. Die e�ektiven Hybridisie-
rungsfunktionen

Γe(ε, ~R) =
2π

N

∑

~k

|V~k|2δ(ε− εc~k) cos
2(~k ~R/2), (4.11)

Γo(ε, ~R) =
2π

N

∑

~k

|V~k|2δ(ε− εc~k) sin
2(~k ~R/2), (4.12)

sind abermals über die Standard-Antikommutatorrelationen {cµ,σ(ε),c†µ′,σ′}(ε′) = δ(ε−
ε′)δµ,µ′δσ,σ′ de�niert und entsprechen den energieabhängigen Eigenwerten des Imaginär-
teils von ∆(z) aus Gleichung (4.5). Sie bestimmen die e�ektive Kopplung der geraden
und ungeraden Leitungsbandzustände an die Störstellen und erfüllen

Γ(ε) =
1

2

[
Γe(ε, ~R) + Γo(ε, ~R)

]
. (4.13)

Wenn nun auch noch die Operatoren der Störstellen in Anteile mit gerader und
ungerader Parität aufgeteilt werden,

fµ,σ =
1√
2

(f1,σ + sµf2,σ) , (4.14)
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so ergibt sich eine Hybridisierung, die diagonal bezüglich der Paritätsquantenzahl ist

Hhyb =
∑

µ∈{e,o},σ

∫ D

−D
dε

√
Γµ(ε, ~R)

2π
c†µ,σ(ε)fµ,σ + h.c. . (4.15)

Mithilfe der e�ektiven Kopplungskonstanten Vµ

V 2
µ (~R)π =

∫ D

−D
dεΓµ(ε, ~R) , (4.16)

kann für beide Leitungsbandanteile eine e�ektive Zustandsdichte durch Normalisierung
de�niert werden [52,54]

ρ̄µ(ε, ~R) =
1

V 2
µ (~R)π

Γµ(ε, ~R). (4.17)

Es ist immer möglich eine normalisierte Zustandsdichte ρ̄o(ε, ~R) für den Grenzfall ~R→ 0
zu de�nieren, da das Entkoppeln des ungeraden Leitungsbandes durch Vo → 0 berück-
sichtigt wird. Unter Verwendung dieser De�nitionen lautet die Hybridisierung nun

Hhyb =
∑

µσ

Vµ(~R)

∫ D

−D
dε

√
ρ̄µ(ε, ~R)c†µ,σ(ε)fµ,σ + h.c.

und trennt die Kopplungsstärke an die Störstellen von der Energieabhängigkeit ei-
nes normalisierten Leitungsbandes, welches verwendet wird, um die halbunendliche
Wilson-Kette zu berechnen [52,138,140,164,165,169,170]. Die RKKY-Wechselwirkung,
welche sich aus den Nichtdiagonalelementen der komplexen Hybridisierungsmatrix in
Gleichung (4.5) ergibt, ist vollständig in der Energieabhängigkeit von ρ̄µ(ε) enthalten.
Diese Energieabhängigkeit der e�ektiven Zustandsdichten zerstört im Allgemeinen die
TL-Symmetrie.

4.2.1.1 Benchmarkrechnungen für die Lösung des TIAMs unter Verwen-
dung der NRG

Um zu überprüfen, ob die NRG für das TIAM korrekt implementiert wurde und die
richtigen Ergebnisse liefert, wird in dem folgenden Abschnitt ein analytischer Ausdruck
mit dem Ergebnis einer NRG-Rechnung verglichen. Für diesen Zweck wird die Spin-
Spin-Korrelationsfunktion 〈~S1

~S2〉 für den nichtwechselwirkenden Grenzfall εfl = Ul = 0
betrachtet. Diese Gröÿe wird maÿgeblich von der RKKY beein�usst und ergibt sich
daher aus der vollständigen Energieabhängigkeit der e�ektiven Zustandsdichten ρ̄µ(ε)

in der NRG. Aus diesem Grund ist 〈~S1
~S2〉 besonders gut für eine Benchmarkrechnung

des TIAMs geeignet.
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Für den Fall eines isotropen Problems gilt 〈~S1
~S2〉 = 3〈~Sz1 ~Sz2〉, mit Szi = 1

2
(ni↑−ni↓)

und den spinabhängigen Besetzungszahloperatoren niσ = f †iσfiσ. Da der Hamiltonope-
rator für U = 0 nur bilineare Terme besitzt, kann das Wicksche Theorem verwendet
werden, um die Spin-Spin-Korrelationsfunktion zu

〈~S1
~S2〉U=0 = −3

8

[
〈no〉(~R)− 〈ne〉(~R)

]2

≤ 0 (4.18)

zu vereinfachen, wobei no(e) = 1
2
(no(e)↑ + no(e)↓) gilt. An dem absoluten Temperatur-

nullpunkt, T = 0, sind die Besetzungszahlen der Orbitale durch das Integral über
deren lokale Zustandsdichte gegeben, welche sich aus dem Imaginärteil der Greenschen
Funktion ergibt

〈nµσ〉(~R) = −
∫ 0

−∞
dω

1

π
=
{
Gfµσf

†
µσ

(ω − i0+)
}
. (4.19)

Auswerten der Bewegungsgleichung für die Greensche Funktion der lokalen Orbitale,
Gfµσf

†
µσ

(z) = (z − εfµ −∆µ(z))−1, liefert für die Eigenwerte der komplexen Hybridisie-
rungsmatrix

∆µ(z) =
1

π

∫
dω

Γµ(ω)

z − ω , (4.20)

mit Γµ(ω) aus Gleichung (4.11). Um einen Vergleich durchzuführen, wird ein konstantes
Hybridisierungsmatrixelement V~k = V und eine konstante Zustandsdichte ρ(ε) = ρ0 =

1/2D mit einer linearen, isotropen Dispersion εc~k = vF

(
|~k| − kF

)
in zwei Dimensionen

angenommen, wobei vF die Fermi-Geschwindigkeit und kF den Fermi-Wellenvektor be-
zeichnet. Damit kann Gleichung (4.11) analytisch ausgewertet werden [140,164,169,170]
und ergibt

Γµ(ω) = πV 2ρ0

{
1 + sµJ0

[
RkF

(
1 +

ω

D

)]}
, (4.21)

wobei J0 die nullte Besselfunktion der ersten Art bezeichnet. Die auftretenden Integra-
le in den Gleichungen (4.19) und (4.20) können nun numerisch ausgeführt werden, so
dass 〈~S1

~S2〉 durch Auswerten von Gleichung (4.18) berechnet werden kann. Für den
Vergleich zwischen dem analytischen Ergebnis und der NRG-Rechnungen in Abbildung
4.1 wurde D/V = 5 gewählt und der Diskretisierungsparameter der NRG auf λ = 2 ge-
setzt. In der Abbildung ist die Spin-Spin-Korrelation als Funktion des dimensionslosen
Abstandes RkF/π aufgetragen und um dem Zerfall der Amplituden entgegenzuwirken,
wurden alle Daten mit R2 skaliert. Abbildung 4.1 demonstriert eine hervorragende
Übereinstimmung der exakten Lösung und den NRG-Rechnungen für alle betrachteten
Abstände R zwischen den Störstellen.
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Abbildung 4.1: Spin-Spin-
Korrelationsfunktion des
nichtwechselwirkenden TI-
AMs unter Verwendung eines
Leitungsbandes mit einer
2d linearen Dispersion und
D/V = 5. Vergleich zwischen
der analytisch exakten Lö-
sung in Gl. (4.18) und der
NRG-Lösung für λ = 2.

4.2.2 Tieftemperatur�xpunkte

In diesem Abschnitt wird die bereits etablierte Struktur der Tieftemperatur�xpunkte
[52,138,140,164,165] kurz zusammengefasst. Da der Fokus auf die Konkurrenz zwischen
Kondo-E�ekt und der Bildung eines Singuletts aufgrund der RKKY-Wechselwirkung
gelegt wird, ist das Regime in dem die Störstellen jeweils einfach besetzt sind von
besonderem Interesse.

Ausgehend von dem SIAM, in dem Parameterregime in dem die Schrie�er-Wol�-
Transformation [43] angewandt werden kann, ist der Tieftemperatur�xpunkt durch
den sogenannten strong-coupling (SC) Fixpunkt gegeben, welcher auf dem Kondo-
E�ekt beruht. Der Übergang zu diesem Fixpunkt geschieht auf der nichtanalytischen
Energieskala TK, die exponentiell mit kleiner werdender Kopplung abnimmt. Das ma-
gnetische Moment der Störstelle wird dynamisch durch die Leitungsbandelektronen
abgeschirmt, und die verbleibenden Freiheitsgrade des Leitungsbandes entkoppeln von
der Störstelle. Aus diesem Grund entspricht der SC-Fixpunkt dem eines freien Elek-
tronengases, bei dem ein Elektron entfernt wurde und das Kondo-Singulett bildet. Die
Leitungsbandzustände nahe der Fermi-Energie erfahren einen Phasenshift δ, in Über-
einstimmung mit der Friedelschen Summenregel [132,134].
Während TL-Symmetrie diesen Phasenshift auf δ = π/2 festlegt, führt TL-Asymmetrie
zu Potentialstreutermen innerhalb des Leitungsbandes, welche den Phasenshift konti-
nuierlich ändern. Nach [41, 42] kann der SC-Fixpunkt durch einen TL-symmetrischen
Term HSC

PH zusammen mit einem zusätzlichen marginalen Operator beschrieben werden

HSC(K) = HSC
PH +K

∑

σ

(
c̄†0σ c̄0σ − 1

)
. (4.22)
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Dieser Operator bricht die TL-Symmetrie und ist durch die Konstante K parametri-
siert. Die Operatoren c̄0σ vernichten dabei ein Elektron mit Spin σ auf dem ersten
Glied der Wilson-Kette, alle anderen Streuterme sind irrelevant.

Um die Tieftemperatur�xpunkte des TIAMs zu verstehen, wird zunächst die Nä-
herung von Varma und Jones verwendet, welche die energieabhängigen, e�ektiven
Zustandsdichten durch eine Konstante approximierten ρ̄µ(ε) → ρ0 und dadurch die
TL-Symmetrie wieder herstellten. Weil durch diese Näherung ausschlieÿlich eine FM
RKKY-Wechselwirkung erzeugt wird, wurde eine künstliche Heisenberg-Wechselwirkung
J12

~S1
~S2 hinzugefügt. Für eine starke ferromagnetische Kopplung (−J12) � 0 bildet

sich ein lokales Triplett, welches durch beide Leitungsbandkanäle in einem zweistu�gen
Kondo-E�ekt abgeschirmt wird. Der Fixpunkt wird durch HSC

PH beschrieben und es gilt
δµ = π/2. Für eine starke antiferromagnetische Kopplung wird ein lokales Singulett
zwischen den Spins der Störstellen bevorzugt und der Fixpunkt entspricht dem eines
freien Elektronengases HFEG

PH , mit δµ = 0. Da aufgrund der TL-Symmetrie nur diese
beiden Streuphasen erlaubt sind, gibt es eine kritische AF Kopplungsstärke, bei der
der SC-Fixpunkt durch die Bildung eines lokalen Singuletts ersetzt wird [165]. Dieser
quantenkritische Punkt (QCP) tritt bei J12/TK ≈ 2.2 auf [140,164].
Sobald die vollständige Energieabhängigkeit von ρ̄µ(ε), welche für die korrekte Be-
schreibung der RKKY-Wechselwirkung notwendig ist, berücksichtigt wird, so wird der
Varma-Jones QCP durch einen kontinuierlichen Übergang ersetzt [154].

4.3 Potentialstreuterme und das e�ektive Tunnelma-

trixelement

In dem folgenden Abschnitt wird ein analytischer Ausdruck für einen zusätzlichen
Term in dem Hamiltonoperator des TIAMs hergeleitet, der den Varma-Jones QCP für
beliebige Abstände zwischen den Störstellen wiederherstellt. Die naive Strategie würde
darin bestehen, einen geeigneten Potentialstreuterm innerhalb des Leitungsbandes vom
Typ wie in Gl. (4.22) hinzuzufügen, so dass die TL-Symmetrie in dem Fixpunkt wieder
hergestellt wird [171]. Die Anwendungsmöglichkeiten, welche durch das numerische
extrahieren solcher Potentialstreuterme ermöglicht werden, sind jedoch begrenzt. Wie
sich zeigen wird, kann durch ein modi�ziertes Tunnelmatrixelement in Himp aus Gl.
(4.2) der gleiche E�ekt erzeugt werden, und das benötigte Matrixelement teff lässt sich
analytisch aus den energieabhängigen Kopplungsfunktionen Γµ(ε, ~R) berechnen.

Es gibt im Wesentlichen zwei Szenarien. (i) Wenn die beiden Störstellen selbst TL-
symmetrisch (εl = −U/2) sind, so ist aus Symmetriegründen nur eine bestimmte Art an
Potentialstreutermen erlaubt. In diesem Fall führt das Hinzufügen des geeigneten Tun-
nelmatrixelementes zu einem TL-symmetrischen Tieftemperatur�xpunkt und daher zu
δe = δo = π/2. (ii) Lokale TL-Asymmetrie der Störstellen führt, auch unter Verwen-
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dung des Tunnelmatrixelementes, immer zu Potentialstreutermen in mindestens einem
der beiden Kanäle. Auch wenn diese Streuterme so modi�ziert werden können, dass
δe = δo gilt und damit der Varma-Jones QCP wieder hergestellt wird [165,172], weicht
die Streuphase dennoch von π/2 ab.

Weil das e�ektive Tunnelmatrixelement, welches nötig ist, um den QCP wieder her-
zustellen, nur für das erste Szenario analytisch berechnet werden kann, wird zunächst
εl = −U/2 betrachtet und anschlieÿend der TL-asymmetrische Fall behandelt.

4.3.1 Teilchen-Loch-Symmetrie und Potentialstreuterme

A�eck et al. dekten in [165] den Zusammenhang zwischen TL-Symmetrie und den
auftretenden Potentialstreutermen auf, welcher im Folgenden dargestellt wird.

Das TIAM mit TL-symmetrischen Störstellen kann zwei unterschiedliche Arten von
TL-Symmetrie besitzen. Die erste Art der TL-Transformation lautet

cµ,σ(ε)→ c†µ,σ(−ε), (4.23)

und ist eine Symmetrietransformation, falls die e�ektiven Zustandsdichten der beiden
Kanäle die Relation

ρ̄µ(−ε, ~R) = ρ̄µ(ε, ~R) (4.24)

erfüllen. Das System kann aber genauso gut invariant unter der zweiten Art der TL-
Transformation

ce/o,σ(ε)→ c†o/e,σ(−ε) (4.25)

sein, dazu muss V 2
µ (~R)ρ̄µ(−ε, ~R) die Beziehung

V 2
e (~R)ρ̄e(−ε, ~R) = V 2

o (~R)ρ̄o(ε, ~R) (4.26)

erfüllen. Grundsätzlich besitzen die Potentialstreuterme, die in höherer Ordnung einer
Störungstheorie auftreten, die Form

Hs =
∑

µ∈{e,o}

∫ D

−D
dεdε′

[
Sµ(ε,ε′)c†µ(ε)cµ(ε′)

]
. (4.27)

Wenn das ursprüngliche Problem TL-symmetrisch ist, so müssen die e�ektiven Potenti-
alstreuterme ebenfalls die spezi�schen Symmetrietransformationen erfüllen. Abhängig
von der Art der TL-Symmetrie ergibt sich daher

erste Art −→ Se/o(ε,ε
′) = −Se/o(−ε,− ε′),

zweite Art −→ Se/o(ε,ε
′) = −So/e(−ε,− ε′), (4.28)
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so dass die Streufunktion Se/o(ε,ε′) an der Stelle ε = ε′ = 0 verschwinden muss, falls
die TL-Symmetrie der ersten Art vorliegt. Im Gegensatz dazu erzwingt die zweite
Art der TL-Symmetrie lediglich einen Zusammenhang zwischen dem geraden und dem
ungeraden Kanal:

erste Art −→ Se/o(0,0) = 0, (4.29)
zweite Art −→ Se/o(0,0) = −So/e(0,0). (4.30)

Weil die Null-Energie-Streuterme in dem geraden und dem ungeraden Kanal im Allge-
meinen zu unterschiedlichen Phasen δe/o führen und daher den QCP zerstören, sichert
nur die erste Art der TL-Symmetrie die Existenz des Varma-Jones QCPs in dem TIAM
automatisch.

4.3.2 Niedrigenergie-Hamiltonoperator und e�ektives Tunneln

Selbst für eine TL-symmetrische Dispersion εc~k des ursprünglichen Problems sind die

e�ektiven Zustandsdichten ρ̄µ(ε, ~R) aus Gl. (4.17) im Allgemeinen mit keiner der beiden
Arten an TL-Symmetrien verträglich. Es ist aber immer möglich ρ̄µ(ε, ~R) in zwei Anteile
zu zerlegen

ρ̄(±)
µ (ε, ~R) =

1

2

[
ρ̄µ(ε, ~R)± ρ̄µ(−ε, ~R)

]
, (4.31)

von denen ρ̄(+)
µ (ε, ~R) die Gleichung (4.24) erfüllt und normalisiert ist.

ρ̄
(−)
µ (ε, ~R) besitzt ein verschwindendes, integrales spektrales Gewicht und kann daher
nicht als e�ektive Zustandsdichte interpretiert werden. Dieser Term bricht die TL-
Symmetrie der ersten Art und trägt zu den Streutermen bei.

Der Hamiltonoperator für beide e�ektiven Leitungsbänder kann in

Hhost,µ = H+
host,µ + ∆H−host,µ (4.32)

unterteilt werden, wobei H+
host,µ ein �ktives Leitungsband mit TL-Symmetrie der ersten

Art bezeichnet, während ∆H−host,µ die Umverteilung des spektralen Gewichtes aufgrund

von ρ̄(−)
µ (ε, ~R) beinhaltet und durch eine geeignete Streufunktion Sµ(ε,ε′) in Gl. (4.27)

berücksichtigt werden kann.
Da das Brechen der TL-Symmetrie grundsätzlich zu einer Modi�kation des Fixpunkt-

Hamiltonoperators führt, welche durch einen einzigen Streuterm Kµ in jedem Leitungs-
band parametrisiert werden kann [41,42,171], ist es möglich, Gleichung (4.32) durch

Hhost,µ ≈ H+
host,µ +Kµ

∑

σ

(
c̄†0µσ c̄0µσ − 1

)
(4.33)
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zu approximieren.
Falls Γ(ε) aus Gleichung (4.7) invariant unter einer Inversion der Energie ist, also

Γ(ε) = Γ(−ε) erfüllt, so gilt auch die Beziehung V 2
e (~R)ρ̄

(−)
e (−ε, ~R) = −V 2

o (~R)ρ̄
(−)
o (ε, ~R)

und als Konsequenz Ke = −Ko oder Kµ = sµK. Das Problem reduziert sich dann
also auf einen einzigen freien Parameter, der den Tieftemperature�ekt von ρ̄

(−)
e (ε, ~R)

beschreibt.
Der vollständige Hamiltonoperator des TIAMs enthält zusätzlich zu dem metalli-

schen Substrat auch noch die lokalen Freiheitsgrade der Störstellen und die Kopplung
beider Subsysteme. Eine Wechselwirkung auf Ebene der Störstellen, die invariant unter
der Transformation

fe/o,σ → f †o/e,σ

⇔ f1,σ → f †1,σ ; f2,σ → −f †2,σ, (4.34)

aber nicht unter der Transformation

fe/o,σ → f †e/o,σ

⇔ f1/2,σ → f †1/2,σ (4.35)

ist, ist ausschlieÿlich mit der zweiten Art der TL-Symmetrie verträglich und führt
daher zwangsläu�g zu Potentialstreutermen der Form Ke = −Ko 6= 0 in dem Tief-
temperatur�xpunkt. Daher können die Streuterme in Gl. (4.33) durch eine derartige
Wechselwirkung He�

imp ersetzt werden, ohne den Tieftemperatur�xpunkt des gesam-
ten Hamiltonoperators zu verändern. Es ist anzumerken, dass die Invarianz von He�

imp

unter der Transformation in Gleichung (4.35) eine TL-Asymmetrie des vollständigen
Hamiltonoperators in Gl. (4.33) weiterhin sicherstellt, falls das ursprüngliche Problem
ebenfalls TL-asymmetrisch ist.

Der einzige paritätserhaltende Einteilchenterm, der nur Freiheitsgrade der Stör-
stellen beinhaltet und invariant unter der lokalen TL-Transformation der zweiten Art
(4.34) ist, nicht aber unter der Transformation (4.35), lautet

He�
imp =

te�

2

∑

σ

(
f †e,σfe,σ − f †o,σfo,σ

)

=
te�

2

∑

σ

(
f †1,σf2,σ + f †2,σf1,σ

)
. (4.36)

Dieser Term wird durch ein einziges Matrixelement te� parametrisiert, das eine ein-
fache physikalische Interpretation besitzt: Es beschreibt ein zusätzliches Tunneln der
Elektronen zwischen den Störstellen und kann vollständig in Himp integriert werden.

98



4.3. POTENTIALSTREUTERME UND DAS EFFEKTIVE TUNNELMATRIXELEMENT

4.3.3 Ableitung des e�ektiven Tunnelmatrixelementes

Ein Hauptergebnis dieses Kapitels ist, dass es immer möglich ist, den Varma-Jones
QCP des TIAMs wieder herzustellen, wenn ein geeigneter, lokaler Störstellenterm He�

imp

von dem vollständigen Hamiltonoperator abgezogen wird. Es ist bekannt [154, 165],
dass der QCP nur durch Streuterme zerstört wird, welche kompatibel mit der zweiten
Art an TL-Symmetrie sind und zu unterschiedlichen Streuphasen in dem geraden und
ungeraden Kanal führen. Das Ziel des zusätzlichen Terms He�

imp ist es daher, identische
Streuphasen δe = δo für T,ω → 0 zu erzeugen.

Um He�
imp beziehungsweise t

e� zu berechnen, wird im Folgenden angenommen, dass
der Tieftemperatur�xpunkt des vollständigen Modells zusammen mit dem zusätzlichen
Term He�

imp,

Heff
TIAM = HTIAM −He�

imp, (4.37)

identisch zu dem des e�ektiven Modells H+
TIAM

!
= He�

TIAM ist, bei dem die vollständige
Zustandsdichte ρ̄µ(ε, ~R) durch ρ̄(+)

µ (ε, ~R) aus Gl. (4.18) ersetzt wurde. Falls die Parame-
ter der Störstellen TL-symmetrisch sind, εfl +Ul/2 = 0, so ist die Streuphase von H+

TIAM

unabhängig von dem Abstand auf δe = δo = π/2 festgelegt, was daher als Bedingung
an He�

TIAM gestellt wird, um die freien Parameter zu �xieren.
Der Phasenshift an der Fermi-Energie kann aus der lokalen Einteilchen Greenschen

Funktion extrahiert werden. Für den Hamiltonoperator Heff
TIAM nimmt die Greensche

Funktion die folgende Form an

Gµ(z, ~R) =

(
z − εf0 −∆µ(z, ~R)− ΣU

µ (z) + sµ
te�

2

)−1

, (4.38)

wobei ΣU
µ (z) = ΣU

µ [G] die Korrelationsselbstenergie bezeichnet, die durch ein Funktio-
nal von der Greenschen Funktion gegeben ist [135] und

∆±µ (z, ~R) = V 2
µ (~R)

∫ D

−D
dω
ρ̄

(±)
µ (ω,~R)

z − ω (4.39)

∆µ(z, ~R) =

∫ D

−D

dω

π

Γµ(ω,~R)

z − ω
= ∆(+)

µ (z, ~R) + ∆(−)
µ (z, ~R) , (4.40)

gilt. Für T → 0 lässt sich die Spektralfunktion bei ω = 0 immer in der Form

ρfµ(0, ~R) = lim
δ→0

1

π
=Gµ(0− iδ, ~R)

=
1

πΓµ(0)
sin2 δµ (4.41)
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ausdrücken [132, 134], so dass die Streuphase δµ durch das Verhältnis des Real- und
des Imaginärteils der Greenschen Funktion gegeben ist

cot(δµ) =
εf0 + <∆µ(0) + <ΣU

µ (0)− sµ t
e�

2

Γµ(0)
. (4.42)

An dieser Stelle ist sowohl die Fermi-Flüssigkeitseigenschaft =ΣU(0± iδ) = 0 für T =
0 als auch die Annahme einer endlichen Kopplung an der Fermi-Energie Γµ(0) > 0
eingegangen.

Grundsätzlich führt Gl. (4.42) auf ein kompliziertes Problem, indem te� durch die
Bedingung δe = δo bestimmt werden muss. Aus diesem Grund werden zunächst TL-
symmetrische Störstellen (εfl +Ul/2 = 0) betrachtet, was einen Hartree-Term <ΣU(0) =
U/2 impliziert. Da δµ = π/2 unabhängig von Γµ(0) gilt, muss der Zähler verschwinden,
was auf die Bedingung

te�(~R) = 2sµV
2
µ (~R)

∫ D

−D
dω
ρ̄µ(ω,~R)

ω

= 2sµ<
(

∆µ(0, ~R)
)

= 2sµ<
(

∆(−)
µ (0, ~R)

)

= 2<
(

∆12(0, ~R)
)

(4.43)

führt, wobei ∆12(z) die Nichtdiagonalelemente der komplexen Hybridisierungsmatrix
in dem Realraum aus Gleichung (4.5) bezeichnet. Der E�ekt des Realteils der Nichtdia-
gonalelemente der komplexen Hybridisierungsmatrix ∆(z), ausgewertet an der Fermi-
Energie z = −i0+, entspricht demnach also dem eines Tunnelmatrixelementes zwischen
den beiden Störstellen: Die Hybridisierung der beiden Störstellen mit dem selben Lei-
tungsband generiert ein e�ektives Tunnelmatrixelement t∆12 = −te� zwischen den Orbi-
talen der Störstellen. Ein derartiges Tunnelmatrixelement führt zu Potentialstreuter-
men der Form von Gl. (4.30), welche durch Hinzufügen von te� ausgeglichen werden
können, da das resultierende Gesamttunnelelement, tges12 = t∆12 + te� = 0, in diesem Fall
verschwindet.

Um im nächsten Abschnitt vollständige NRG-Rechnungen durchzuführen, wird ein
konstantes Hybridisierungsmatrixelement V~k = V und eine konstante Zustandsdichte

ρ(ε) = ρ0 = 1/2D, mit einer linearen, isotropen Dispersion εc~k = vF

(
|~k| − kF

)
ange-

nommen, wobei vF die Fermi-Geschwindigkeit und kF den Fermi-Wellenvektor bezeich-
net. Das Auswerten von Gleichung (4.11) kann in diesem Fall analytisch durchgeführt
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wurde aus Ref. [168] entnom-
men.

werden [140,164,169,170] und ergibt für die unterschiedlichen räumlichen Dimensionen

1d : V 2
µ (~R)ρ̄µ(ε, ~R) = 2V 2ρ0

{
1 + sµcos

[
RkF

(
1 +

ε

D

)]}
, (4.44)

2d : V 2
µ (~R)ρ̄µ(ε, ~R) = 2V 2ρ0

{
1 + sµJ0

[
RkF

(
1 +

ε

D

)]}
, (4.45)

3d : V 2
µ (~R)ρ̄µ(ε, ~R) = 2V 2ρ0

{
1 + sµ

sin
[
RkF

(
1 + ε

D

)]

RkF
(
1 + ε

D

)
}
, (4.46)

wobei R = |~R| den absoluten Abstand zwischen den Störstellen bezeichnet und J0(x)
ist die nullte Besselfunktion der ersten Art.

In Abbildung 4.2 ist das e�ektive Tunnelmatrixelement als Funktion des dimensi-
onslosen Abstandes x = RkF/π in verschiedenen räumlichen Dimensionen abgebildet.
Dabei wurde die De�nition Γ0 = V 2πρ0 verwendet.

4.4 Anwendungen für das e�ektive Tunnelmatrixele-

ment

4.4.1 Analyse des Tieftemperatur�xpunktes

Die e�ektiven Streuterme, welche durch den TL-asymmetrischen Anteil der Zustands-
dichte ρ̄−µ (ε, ~R) erzeugt werden, beein�ussen das Fixpunktspektrum des vollständigen
Hamiltonoperators HTIAM aus Gl. (4.1). Für die Analyse der Abstandsabhängigkeit
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Abbildung 4.3: Tieftemperatur�xpunktspektrum für eine ungerade Anzahl an NRG-Ite-
rationen als Funktion des dimensionslosen Abstandes x = RkF/π unter Verwendung einer
isotropen linearen Dispersion εc~k in zwei Dimensionen. Vergleich zwischen dem vollständigen

Hamiltonoperator HTIAM (grüne Linien), des symmetrischen Anteils H+
TIAM (blaue Linien)

und des freien Elektronengases (gestrichelte Linien). In dem Kondo-Fixpunkt sind die Ener-
gielevel nach einer ungeraden Anzahl an NRG-Iterationen vergleichbar mit denen eines freien
Elektronengases nach einer geraden Anzahl, da ein Leitungsbandzustand einen Singulett-Zu-
stand mit dem Elektron der Störstelle bildet [140,164]. Für einen Vergleich ist zusätzlich der
Betrag des e�ektiven Tunnelmatrixelementes abgebildet (rote Linien). Die verwendeten Pa-
rameter der NRG lauten: Diskretisierung Λ = 1.5, Anzahl behaltener Zustände nach jeder
Iteration Ns = 4000, U/Γ0 = 10, εf/Γ0 = −5, t/Γ0 = 0, D/Γ0 = 10. Diese Abbildung wurde
aus Ref. [168] entnommen.

dieser Streuterme werden die Eigenschaften des Fixpunktes des vollen Hamiltonopera-
tors HTIAM aus Gl. (4.1), des TL-symmetrischen Anteils H+

TIAM aus Gl. (4.37) und des
freien Elektronengases (FEG) Hhost aus Gl. (4.3) mithilfe der NRG [38, 41, 42, 52] für
den lokal TL-symmetrischen Fall εfl + Ul/2 = 0 untersucht.

Abbildung 4.3 zeigt das Tieftemperatur�xpunktspektrum der NRG für ein zwei-
dimensionales Substrat als Funktion des dimensionslosen Abstandes x = RkF/π und
einer ungeraden Anzahl an Iterationen für die wechselwirkenden Hamiltonoperatoren
und einer geraden Anzahl für das FEG. Weil das ungerade Leitungsband für R→ 0 ent-
koppelt [21,143,156], stimmen die Energielevel vonHTIAM mit denen vonH+

TIAM überein
aber unterscheiden sich deutlich von dem FEG. In diesem Fixpunkt wird nur eine Hälf-
te des lokalen Triplett-Zustands durch Leitungselektronen abgeschirmt und das System
verbleibt in einem unvollständig abgeschirmten Kondo-Fixpunkt [21,143,156,167].
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Abbildung 4.4: Tieftemperatur-FP
der NRG als Funktion des dimensi-
onslosen Abstandes x = RkF/π un-
ter Verwendung einer isotropen li-
nearen Dispersion εc~k in zwei Dimen-
sionen. Vergleich zwischen dem voll-
ständigen Hamiltonoperator abzüg-
lich des e�ektiven Tunnelmatrixele-
mentes (rote Linien) und sem sym-
metrischen Anteil (blaue Linien). Die
NRG Parameter entsprechen denen
von Abb. 4.3. Diese Abbildung wur-
de aus Ref. [168] entnommen.

In dieser Arbeit wird der Fokus jedoch auf endliche Abstände zwischen den Stör-
stellen gelegt. Das Tieftemperatur�xpunktspektrum von H+

TIAM nach einer ungeraden
Anzahl an Iterationen stimmt mit dem des freien Elektronengases nach einer geraden
Anzahl an Iterationen überein, im Gegensatz zu dem vollständigen Hamiltonoperator,
bei dem der Ein�uss der e�ektiven Potentialstreuterme die Entartung der Energielevel
aufhebt.
Die periodische Struktur des Fixpunktspektrums des vollen Hamiltonoperators folgt
den Oszillationen von te�(~R) aus Gl. (4.43), das ebenfalls in Abbildung 4.3 abgebildet
ist. Besonders au�ällig ist, dass genau an den Abständen an denen te�(~R) verschwindet,
das FP-Spektrum des vollen Hamiltonoperators mit dem des TL-symmetrischen, freien
Elektronengases übereinstimmt.

Um die Genauigkeit des e�ektiven Tunnelmatrixelementes zu überprüfen, muss ge-
zeigt werden, dass te�(~R) in der Lage ist die Streuterme aufgrund des TL antisymme-
trischen Anteils ρ̄µ(ε, ~R) zu kompensieren, so dass das FP-Spektrum von HTIAM−He�

imp

und H+
TIAM übereinstimmt. Diese beiden FP-Spektren sind in Abbildung 4.4 abgebil-

det. Die Oszillationen der Energielevel verschwinden in HTIAM − He�
imp aufgrund des

zusätzlichen Terms He�
imp und beide FP-Spektren stimmen, bis auf numerische Fehler,

überein. Durch die Diskretisierung der NRG wäre eine kleine Korrektur des analytisch
berechneten teff nötig, um eine perfekte Aufhebung der Streuterme zu erzeugen.

Die Einteilchenspektralfunktion der Störstellen ist in Abbildung 4.5 zu sehen und
bestätigt die wiederhergestellte TL-Symmetrie an der Fermi-Energie, wenn das e�ek-
tive Tunnelmatrixelement berücksichtigt wird. Die Spektralfunktion des vollen Ha-
miltonoperators ohne dem zusätzlichen Term (schwarze Linien) ist asymmetrisch und
die Kondo-Resonanz ist gespalten [141, 156, 173], wie in dem Inset von Abbildung 4.5
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Abbildung 4.5: Spektralfunktion
der Störstellen für verschiedene Tun-
nelparameter und einen räumlichen
Abstand von RkF/π = 0.7 unter Ver-
wendung einer 2d linearen Dispersi-
on ε~k. Das e�ektive Tunnelmatrixele-
ment te�(RkF/π = 0.7) = −1.2954Γ0

führt zu einem TL-asymmetrischen
Spektrum um ω = 0, welches durch
ein zusätzliches Hüpfen t = −te� aus-
gelöscht werden kann. NRG-Parame-
ter: wie in Abb. 4.3 aber mit Λ = 2
und D/Γ0 = 30. Diese Abbildung
wurde aus Ref. [168] entnommen.

zu sehen ist. Durch Kompensieren des intrinsischen, e�ektiven Tunnelmatrixelementes
verschwindet diese Aufspaltung der Kondo-Resonanz (blaue Linie).

4.4.2 Wiederherstellung des quantenkritischen Punktes nach
Varma und Jones

4.4.2.1 Lokal TL-symmetrische Störstellen

Falls die TL-Symmetrie der ersten Art vorliegt, ist der quantenkritische Punkt nach
Varma und Jones (VJ) stabil. Das wird o�ensichtlich, wenn die Phase der Fermi-
Flüssigkeit durch die Phasenshifts in dem geraden und dem ungeraden Kanal an der
Fermi-Energie beschrieben wird [165]. Unter Verwendung der Symmetrietransformation
(4.23) in Kombination mit den Randbedingungen für die eingehenden und ausgehenden
Leitungsbandelektronen

c
(†) out
e/o (ε) = e(−)2iδe/oc

(†) in
e/o (−ε), (4.47)

ergeben sich zwei Möglichkeiten für den Phasenshift δe/o = 0 ∨ π/2. Daraus resultiert
ein QCP, der die Kondo-Phase (δe/o = π/2) von der Phase in der die lokalen Momente
der Störstellen selbst zu einem Singulett koppeln (δe/o = 0), trennt. Falls keine TL-
Symmetrie der ersten Art vorliegt, so ist der Phasenshift nicht auf diskrete Werte
beschränkt δe/o ∈ [0,π/2] und ein kontinuierlicher Übergang zwischen den Phasen ist
möglich.

In dem vorangegangenen Abschnitt 4.4.1 wurde demonstriert, dass ein zusätzliches
Tunneln in He�

imp verwendet werden kann, um die TL-Symmetrie der ersten Art wieder
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Abbildung 4.6: (a) Entwicklung des
Tieftemperatur-FPs mit ansteigender AF
Kopplung J12/Γ0 zwischen den Störstel-
len unter Verwendung einer 2d linearen
Dispersion ε~k. Ein kontinuierlicher Über-
gang ergibt sich für den allgemeinen Fall
eines TL-asymmetrischen Hamiltonope-
rators mit t = 0 und te�(R) 6= 0 (blaue
Linien) im Gegensatz zu einem QCP für
den Spezialfall t∗+ te�(R) = 0 (rote Lini-
en) oder t = 0 und te�(R∗) = 0 (schwar-
ze Linien). (b) Streuphase in dem gera-
den und ungeraden Kanal für TL-sym-
metrische Störstellen als Funktion des
dimensionslosen Abstandes RkF/π. Der
QCP existiert für δe = δo = π/2 at
R ≈ 1.30925. NRG-Parameter: wie in
Abb. 4.3 aber mit Λ = 2. Diese Abbil-
dung wurde aus Ref. [168] entnommen.

herzustellen. Darüber hinaus gibt es spezielle Abstände zwischen den Störstellen, für
die dieses e�ektive Tunnelmatrixelement teff verschwindet, und der vollständige Hamil-
tonoperator daher bereits ein TL-symmetrisches Spektrum der ersten Art besitzt.

Um die Existenz des QCPs zu prüfen, wird eine zusätzliche, direkte Heisenberg-
Wechselwirkung J12

~S1
~S2 zu dem Störstellenanteil des vollständigen Hamiltonoperators

addiert,

H ′TIAM(J12) = HTIAM + J12
~S1
~S2. (4.48)

Abbildung 4.6(a) beinhaltet drei verschiedene FP-Spektren als Funktion von J12: Für
RkF/π = 1.2 mit (rote gestrichelte Linie) und ohne (blaue Linie) dem zusätzlichen
Tunnelmatrixelement teff und für den speziellen Abstand RkF/π = 1.30925 (schwarze
Linie).
In Übereinstimmung mit der Literatur ist der Übergang von der Kondo-Phase (J12 → 0)
zu der Störstellen-Singulett-Phase (J12 →∞) kontinuierlich für einen generischen Ab-
stand wie RkF/π = 1.2 und ohne ein zusätzliches Tunnelmatrixelement (blaue Linien
in Abb. 4.6(a)).
Wie das FP-Spektrum demonstriert, kann der VJ QCP durch die Verwendung des zu-
sätzlichen Tunnelmatrixelementes t∗ = −te�(R) wieder hergestellt werden. Das Spek-
trum springt diskontinuierlich von einem zu dem anderen FP-Spektrum an einer kri-
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tischen Kopplung J c12 und o�enbart den QCP deutlich. Auswerten von Gl. (4.43) für
diesen Abstand ergibt t∗(RkF/π = 1.2)/Γ0 = −0.2915.
Alternativ kann auch der Abstand zwischen den Störstellen zu R∗ derart verändert
werden, dass te�(R∗) verschwindet und daher cot δe = cot δo gilt. Abb. 4.6(b) zeigt die
Abstandsabhängigkeit der Streuphasen unter Verwendung der Modellparameter von
Abb. 4.3(a). Der kleinste, endliche Abstand, für den die Bedingung erfüllt ist, ergibt
sich zu R∗kF/π ≈ 1.30925. Für diesen Abstand R∗ ist das FP-Spektrum als Funktion
von J12 ebenfalls in Abb. 4.6(a) zu sehen (schwarze Linie) und zeigt einen kritischen
Punkt an nahezu derselben Kopplungsstärke J12. Der Inset in Abb. 4.6(a) zeigt einen
kleineren Ausschnitt der FP-Spektren, so dass ein kleiner Unterschied zwischen den
kritischen Kopplungsstärken ersichtlich wird.

4.4.2.2 Lokal TL-asymmetrische Störstellen

In diesem Abschnitt wird nun der generische Fall von lokal TL-asymmetrischen Stör-
stellen besprochen, die Parität ist dagegen weiterhin erhalten. Für ein festes U ist die
Einteilchenenergie der Störstellen durch εf = −U/2+∆ε gegeben, wobei ∆ε die Abwei-
chung von dem TL-symmetrischen Punkt parametrisiert, so dass sich der zusätzliche
Term

H∆ε = ∆ε
∑

σ

(
f †e,σfe,σ + f †o,σfo,σ

)
(4.49)

in dem vollständigen Hamiltonoperator ergibt und im Allgemeinen zu Streutermen
der Form Ke 6= −Ko führt. Da der Betrag der Streuterme im geraden und ungeraden
Kanal nicht übereinstimmt, ist es nicht möglich, beide gleichzeitig durch ein zusätzliches
Tunnelmatrixelement oder einen speziellen Abstand auszulöschen.

Wie im Folgenden gezeigt wird, ist es dennoch möglich, den VJ QCP wieder herzu-
stellen, indem die e�ektiven Streuterme derart verändert werden, dass sie zu identischen
Streuphasen in den jeweiligen Kanälen führen δe = δo. Zhu und Varma [172] zeigten
bereits, dass die Streuphasen einen zusätzlichen Beiträg ∆δµ = tan−1(πρ0Kµ) in dem
SC-FP erfahren, der durch die TL-Asymmetrie erzeugt wird.

Da weder ∆δµ noch Kµ direkt, mittels der NRG, berechnet werden können, wird
ein alternatives Vorgehen gewählt, welches auf dem NRG-FP-Spektrum beruht. Nahe
an dem TL-symmetrischen Punkt ist die Di�erenz zwischen den niedrigsten Einteil-
chenanregungen E1

µ relativ zu dem NRG-Grundzustand mit einer geraden (µ = e) und
einer ungeraden Parität (µ = o),

∆ω0 = E1
e − E1

o , (4.50)

proportional zu der Di�erenz der Phasenshifts der jeweiligen Kanäle.
Wenn die direkte Heisenberg-Wechselwirkung J12 zwischen den Störstellen variiert

wird, �ndet im Allgemeinen ein kontinuierlicher Übergang von der Kondo-Phase in
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Abbildung 4.7: (a) Streuphase in
dem geraden und ungeraden Kanal
für TL-asymmetrische Störstellen
als Funktion des dimensionslosen
Abstandes RkF/π. (b) Tieftempera-
tur-FP als Funktion der AF Kopplung
J12/Γ0 zwischen den TL-asymmetri-
schen Störstellen mit ∆ε/Γ0 = −2
für die räumlichen Abstände
R∗(∆ε = 0)kF = 1.30925π (blaue Li-
nien) und R∗4(∆ε = −2)kF = 1.24049π
(schwarze Linien). Die NRG-Parame-
ter entsprechen denen aus Abb. 4.6.
Diese Abbildung wurde aus Ref. [168]
entnommen.

die Störstellen-Singulett-Phase statt und ∆ω0 ändert sich ebenfalls kontinuierlich. Für
einen scharfen Übergang muss ∆ω0 genau an dem kritischen Punkt J c12 verschwinden

J ′12 = lim
δ→0

(J c12 + δ). (4.51)

Es ist zu beachten, dass die Phasenshifts für J12 = J c12 nicht de�niert sind. Weil die
kritische Kopplungsstärke J c12 im Vorhinein nicht bekannt ist, führt das zu der Selbst-
konsistenzgleichung

∆ω0 (∆ε,R∗,t∗,U,J ′12) = 0, (4.52)

welche iterativ gelöst werden kann.
Für den Start wird die kritische Kopplungsstärke J c12 für den lokal TL-symmetrischen

Fall, ∆ε = 0, verwendet, ∆ω0 als Funktion von R (beziehungsweise t) berechnet und an-
schlieÿend die Nullstelle ∆ω0(J c12,R

∗
1) = 0 (∆ω0(J c12,t

∗
1) = 0) bestimmt. In dem nächsten

Schritt wird dann R∗1 (t
∗
1) verwendet und J

′2
12 an dem Mittelpunkt des Übergangsberei-

ches abgelesen. Durch Einsetzen von J ′212 in Gl. (4.52) ergibt sich ein neues R∗2 (t∗2) und
damit ein neuer Wert für J ′312. Diese Schritte werden dann wiederholt, bis Konvergenz
erreicht ist.

Unter Verwendung des kritischen Abstandes R∗0 = 1.30925π/kF , welcher sich für
∆ε = 0,U/Γ0 = 10, t/Γ0 = 0 in Abschnitt 4.4.2.1 ergibt, konvergiert diese Prozedur
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nach vier Iterationen zu R∗4kF = 1.24049π mit einer Genauigkeit von fünf Nachkom-
mastellen.

Abbildung 4.7(a) zeigt die Streuphasen des geraden und ungeraden Kanals für die
kritische Kopplungsstärke J c12 als Funktion des Abstandes und demonstriert die Kon-
sistenz des Verfahrens. Der Punkt, an dem die Streuphasen identisch sind, stimmt
mit dem kritischen Abstand R∗(∆ε/Γ0 = −2)kF = 1.24049π überein, der durch das
Iterative Verfahren ermittelt wurde.

Um die Existenz des QCPs für diese Wahl an Parametern zu überprüfen, ist in
Abb. 4.7(b) das FP-Spektrum als Funktion der Kopplung J12 zu sehen. Während unter
Verwendung des Start-Abstandes R∗0kF = 1.30925π (blaue Linien) ein kontinuierlicher
Übergang existiert, ergibt sich für den �nalen Abstand R∗4 (schwarze Linien) ein sehr
scharfer Übergang, was die Wiederherstellung des QCPs demonstriert.

4.4.3 Aufteilung der RKKY-Wechselwirkung in zwei Anteile

Die RKKY-Wechselwirkung zwischen zwei lokalen Momenten, welche durch den Ab-
stand R getrennt sind, wird durch das metallische Substrat vermittelt. Diese e�ektive
Kopplung JRKKY ist abhängig von dem Abstand und besitzt ein charakteristisch alter-
nierendes Vorzeichen mit 2kF Oszillationen, zumindest für eine vereinfachte, isotrope
Dispersion der Leitungsbandelektronen.

Folglich ist es möglich, die RKKY-Wechselwirkung in zwei Anteile mit unterschied-
lichem Vorzeichen zu unterteilen. Wie in [139, 169] gezeigt, kann durch die Approxi-
mation der e�ektiven Zustandsdichten durch einen konstanten Wert nur eine ferro-
magnetische RKKY-Wechselwirkung generiert werden. Diese Eigenschaft lässt sich auf
Zustandsdichten, die kompatibel mit der ersten Art der TL-Symmetrie sind, erweitern.
Der antiferromagnetische Beitrag entsteht durch die Brechung der TL-Symmetrie der
ersten Art und kann durch ein lokales te� parametrisiert werden.

Durch ein Entkoppeln der Störstellen von den Leitungsbandelektronen kann das
resultierende, e�ektive Zweistörstellenproblem exakt gelöst werden. Für te� = 0 sind
das lokale Triplett und das Singulett energetisch entartet. Ein endliches te� hebt diese
Entartung auf und führt zu einem Energiegewinn von Jex = 4(te�)2/U > 0 durch die
Bildung des Singulett-Zustandes, welcher als e�ektive Wechselwirkung zwischen den
lokalen Momenten interpretiert werden kann. Es ist klar, dass ein derartiger Mechanis-
mus immer zu einer antiferromagnetischen Wechselwirkung führt.

Der analytische Ausdruck in Gl. (4.43) ergibt te� ∝ ρ0V
2 und die Schrie�er-Wol�-

Transformation [43] erzeugt eine lokale Kondo-Kopplung JK ∝ V 2/U , so dass der lokale
Austauschterm

Jex =
4(te�)2

U
∝ U(ρ(0)JK)2 (4.53)

durch JK ausgedrückt werden kann. Das ist eine Verallgemeinerung der Analyse der
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Abbildung 4.8: Störstellen Spin�
Spin-Korrelation als Funktion des
Abstandes. Vergleich zwischen
dem vollständigen Hamiltonope-
rator des TIAMs, der e�ektiven
Modelle und den symmetrischen
Anteil H+

TIAM unter Verwendung
einer 2d linearen Dispersion ε~k und
TL-symmetrischen Parametern der
Störstellen. Parameter: U/Γ0 = 10,
D/Γ0 = 100, Ns = 4000, Λ = 2.
Diese Abbildung wurde aus
Ref. [168] entnommen.

FM RKKY-Wechselwirkung für ein Modell mit mehreren Störstellen und den Grenzfall
R → 0 [174]. Die Abschätzung Jex ∝ 1/U stimmt perfekt mit einer mühsamen Aus-
wertung einer Rayleigh-Schrödinger-Störungstheorie in vierter Ordnung überein [174].

Die gesamte RKKY-Wechselwirkung ergibt sich demnach aus der Summe des AF
und FM Anteils JRKKY = JFM

RKKY + Jex. Interessanterweise ist es demnach möglich,
das Vorzeichen der gesamten Kopplung JRKKY in beide Richtungen zu ändern, wenn
ein zusätzliches Tunneln t zwischen den Störstellen berücksichtigt wird. Typischerweise
führt ein Tunnelmatrixelement ausschlieÿlich zu einer AFWechselwirkung. Wird jedoch
ein Tunnelmatrixelement t zu dem intrinsischen te� addiert, so kann der Betrag der
Summe t̄e� = te� + t abnehmen, falls t und te� unterschiedliche Vorzeichen besitzen.
Falls der FM Anteil JFM

RKKY endlich ist, kann ein zusätzliches Tunnelmatrixelement so
einen Vorzeichenwechsel verursachen, hin zu einer FM RKKY-Wechselwirkung. Auf
der anderen Seite, wenn von te� = 0 und einem rein FM JRKKY ausgegangen wird, so
führt das Erhöhen von t zu einer beliebig starken AF Kopplung und damit zu einem
Vorzeichenwechsel der resultierenden Spin-Spin-Wechselwirkung.

Um zu illustrieren, dass der vollständige Hamiltonoperator tatsächlich auf ein e�ek-
tives Niedrigenergiemodell abgebildet werden kann, indem der FM Anteil der RKKY-
Wechselwirkung durch TL-symmetrische Leitungsbänder und der AF Anteil durch ein
lokales Tunnelmatrixelement zwischen den Störstellen erzeugt wird, ist in Abbildung
4.8 die Störstellen Spin-Spin-Korrelationsfunktion für beide Modelle abgebildet.

Die Korrelationsfunktion 〈~S1
~S2〉 für H+

TIAM ist ausschlieÿlich positiv und demon-
striert, dass die RKKY-Wechselwirkung für TL-symmetrische, e�ektive Leitungsbänder
nur ferromagnetisch sein kann [139].

Die Korrelationsfunktion des e�ektiven Modells H+
TIAM + He�

imp stimmt für kleine
Abstände hervorragend mit dem des vollständigen Hamiltonoperators überein. An den
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Abständen, an denen te� = 0 und daher JRKKY = JFMRKKY gilt, stimmen die Korrelations-
funktionen aller Modelle überein, und das vollständige Modell mit einer zusätzlichen
Spin-Spin-Wechselwirkung beinhaltet den VJ QCP.
Für gröÿere Abstände ergeben sich Korrekturen aufgrund einer endlichen Bandbrei-
te, welche in dem nächsten Abschnitt genauer diskutiert werden. Es ist jedoch zu
beachten, dass das e�ektive Tunnelmatrixelement te�, welches den TL-symmetrischen
FP in H+

TIAM = HTIAM − H(te�) wiederherstellt, nicht exakt identisch zu dem ist
welches den FP des vollständigen Hamiltonoperators aus dem symmetrischen Anteil
HTIAM = HTIAM + H(t′e�) erzeugt. Während für einen TL-symmetrischen FP nur der
Wert an der Fermi-Energie ω = 0 relevant ist, so dass Gl. (4.43) gilt, sind Korrekturen
notwendig, welche von der Energieabhängigkeit von ρ̄(−)µ(ε) stammen.

4.4.3.1 Korrekturen durch eine endliche Bandbreite

Wenn ein Leitungsband mit einer eindimensionalen, linearen Dispersion εk betrachtet
wird, so fällt auf, dass die Amplitude der Korrelationsfunktion des e�ektiven Modells
H+

TIAM +He�
imp nicht abfällt: Für die Abstände RnkF = (2n+1)π/2 besitzt der vollstän-

dige Hamiltonoperator die TL-Symmetrie der zweiten Art, weshalb der symmetrische
Anteil ρ̄+

µ (Rn,ε), unabhängig von dem Abstand, konstant ist. Auÿerdem ist das e�ektive
Tunnelmatrixelement durch den analytischen Ausdruck

te�1d(Rn) ∝
∫ 1

−1

sin(RnkFx)

x
dx = 2Si(RnkF) , (4.54)

gegeben, wobei Si(RnkF) den Integralsinus bezeichnet, welcher für groÿe Abstände
konstant ist, Si(∞) = π/2. O�ensichtlich kann das e�ektive Modell den Abfall der
Störstellen Spin-Spin-Korrelationsfunktion für groÿe Abstände nicht beschreiben, und
Korrekturen zu dem e�ektiven Tunnelmatrixelement werden relevant.

Wie an Gleichung (4.43) zu sehen ist, besteht die Näherung bei der Abbildung auf
einen e�ektiven Niedrigenergie-Hamiltonoperator im Wesentlichen aus der Approxima-
tion

<∆12(z) ≈ <∆12(0). (4.55)

Es ist bereits zu erwarten, dass diese Abbildung nur in dem Weitbandlimes, Γ0/D → 0,
exakt wird. In diesem Grenzfall kann die Energieabhängigkeit der komplexen Hybridi-
sierungsmatrix vernachlässigt werden. Je gröÿer der Abstand, desto gröÿer die Oszilla-
tionen in ∆12(z) in der Nähe der Fermi-Energie und desto gröÿere Abweichungen für
endliche Γ0/D sind zu erwarten.

Da diese Argumentation unabhängig von der Coulomb-Wechselwirkung U der Stör-
stellen ist und daher genauso für den nichtwechselwirkenden Grenzfall U = 0 gilt, kann
die Gröÿenordnung der Korrekturen durch eine Betrachtung dieses Limes abgeschätzt
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werden. Für diesen Grenzfall ist die Spin-Spin-Korrelationsfunktion durch den analy-
tischen Ausdruck in Gl. 4.18 gegeben und hängt ausschlieÿlich von der Energieabhän-
gigkeit der komplexen Hybridisierungsfunktion ∆µ(z) = ∆+

µ (z) + ∆−µ (z) ab. In dem
e�ektiven Modell wird der Anteil ∆+

µ (z) vollständig berücksichtigt, während ∆−µ (z)
nur bis zur nullten Ordnung enthalten ist. In einer Taylorreihe werden die führenden
Korrekturen daher durch die Ableitung dieses Anteils erzeugt. Da die Ableitung des
Realteils bei der Fermi-Energie verschwindet,

d

dω
<
(
∆−µ (z)

)∣∣
ω=0

∝ P

∫ 1

−1

Γ−(x)

x2
dx = 0 , (4.56)

mit x = ω/D, sind die führenden Korrekturen proportional zu d
dω

Γ−µ (ω)|ω=0, zumin-
dest für kleine Kopplungsstärken U/Γ0. In führender Ordnung muss also nicht das
Tunnelmatrixelement selbst angepasst werden, sondern die Renormalisierung durch die
Energieabhängigkeit von Γ−µ (ω) ist entscheidend und sorgt für eine schwächere RKKY-
Wechselwirkung Jex.

Die Abstandsabhängigkeit geht unterschiedlich in d
dω

Γ−µ (ω)|ω=0 für verschiedene
räumliche Dimensionen ein, ist aber immer proportional zu Γ0/D. Für eine lineare
Dispersion ergibt sich analytisch

1d :
d

dω
Γ−µ (ω)

∣∣
ω=0
∝ RkFΓ0

D
, (4.57)

2d :
d

dω
Γ−µ (ω)

∣∣
ω=0
∝
√
RkFΓ0

D
, (4.58)

3d :
d

dω
Γ−µ (ω)

∣∣
ω=0
∝ Γ0

D
. (4.59)

Für den Limes einer unendlichen Bandbreite Γ0/D → 0 bestimmt das e�ektive Tun-
nelmatrixelement den AF Anteil der RKKY-Wechselwirkung auf allen Längenskalen in
allen Dimensionen.

Diese theoretischen Betrachtungen werden durch einen Vergleich der analytischen
Rechnungen für den nichtwechselwirkenden Grenzfall (U = 0) in Abb. 4.9(a) und einer
NRG-Rechnung für U/Γ0 = 10 in Abb. 4.9(b) unterstützt. Abb. 4.9 zeigt die Spin-
Spin-Korrelation als Funktion von x = (RnkFΓ0)/(πD) ∝ dΓ−1d,µ/dω(ω = 0). Um das
Potenzgesetz der universellen Korrekturen zu extrahieren, ist die antiferromagnetische
Korrelationsfunktion logarithmisch geplottet und auf den maximal möglichen Wert
von −0.75 normalisiert. Einzelbild (a) beinhaltet die Auswertung von Gl. (4.18) für
den nichtwechselwirkenden Grenzfall, wohingegen Einzelbild (b) die Resultate für das
TIAM mit U/Γ0 = 10 zeigt, welche mittels der NRG berechnet wurden. Obwohl das
e�ektive Tunnelmatrixelement nahezu konstant ist, ist die Universalität bezüglich der
Variablen x deutlich sichtbar. Während die Korrelationsfunktion für kleine x konstant
ist, sind die Korrekturen deutlich erkennbar für 0.1 < x und es ergibt sich ein phänome-
nologischer Exponent von 1

4
für den Abfall der Korrelationen mit wachsendem x. Weil
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Abbildung 4.9: Störstellen Spin-Spin-Korrelation als Funktion des dimensionslosen Abstan-
des x = (RnkFΓ0)/(πD) mit RnkF = (2n + 1)π/2 unter Verwendung einer 1d linearen Di-
spersion und lokal TL-symmetrischen Störstellen. (a) Korrelationsfunktion für den nichtwech-
selwirkenden Grenzfall U = 0, berechnet mit der analytischen Gleichung (4.18). (b) Korre-
lationsfunktion für das TIAM mit U/Γ0 = 10,ε/Γ0 = −5, berechnet mithilfe der NRG mit
Ns = 4000 und Λ = 3. Diese Abbildung wurde aus Ref. [168] entnommen.

das e�ektive Tunnelmatrixelement nahezu konstant ist, führen nur die Korrekturen zu
einem Abfall und die Korrelation ist eine universelle Funktion von dem Parameter, der
die Stärke dieser Korrektur charakterisiert.

4.4.3.2 U-Abhängigkeit der RKKY-Wechselwirkung

Für d
dω

Γ−µ (ω)|ω=0 � 1 sind die Korrekturen für gröÿere Abstände klein und das e�ek-
tive Modell ist eine gute Approximation. Die Analyse JAFRKKY ∝ [teff ]2/U suggeriert,
dass die RKKY-Wechselwirkung proportional zu 1/U ist, anstelle von einer 1/U2 Ab-
hängigkeit, welche durch eine Schrie�er-Wol�-Transformation auf das Zweistörstellen-
Kondo-Modell und einer anschlieÿenden, störungstheoretischen Berechnung von JRKKY

vorhergesagt wird.
Abbildung 4.10(a) zeigt die lokale Entropie der Störstellen für eine eindimensionale

Dispersion als Funktion von der dimensionslosen Temperatur t = T · U/(te�)2 und für
verschiedene Abstände Rn, aber feste Verhältnisse RnkFΓ0/D, so dass immer eine rein
AF RKKY-Wechselwirkung generiert wird. Die unterschiedlichen Linien repräsentie-
ren verschiedene Kopplungsstärken U/Γ0 in dem Bereich von 1 < U/Γ0 < 60. An-
hand des NRG-FP-Spektrums können die Regime JRKKY > TK (schwarze Linien) und
JRKKY < TK (blaue Linien) unterschieden werden. In dem oberen Einzelbild von Abb.
4.10(a) können die Korrekturen für RkFΓ0/Dπ = 0.0075 vernachlässigt werden und der
universelle Übergang der Entropie bestätigt den Zusammenhang JRKKY ∝ (teff)2/U .
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Abbildung 4.10: (a) Lokale Entropie der Störstellen als Funktion der dimensionslosen Tem-
peratur t = TU/t2e� für zwei verschiedene e�ektive Abstände RnkFΓ0/D unter Verwendung
einer 1d linearen Dispersion ε~k. Die unterschiedlichen Linien entsprechen unterschiedlichen
Kopplungsstärken U/Γ0 aus dem Bereich 1 < U/Γ0 < 60. Die Übergangstemperatur von
dem vierfach entarteten LM-Regime zu einem Singulett-Zustand mit Entropie ln(1) ent-
spricht der Energieskala TRKKY der RKKY-Wechselwirkung. (b) Energieskala TRKKY res-
kaliert mit dem Quadrat der Kopplung U/Γ0, aufgetragen als Funktion dieser Kopplung für
eine 1d lineare Dispersion ε~k. Die unterschiedlichen Linien kennzeichnen verschiedene Wer-
te für d

dωΓ−µ (ω)|ω=0 ∝ RnkFΓ0
πD , welche die Anwendbarkeit des e�ektiven Hamiltonoperators

quanti�zieren. NRG-Parameter: Ns = 4000 und Λ = 3. Diese Abbildung wurde aus Ref. [168]
entnommen.

Für gröÿere Werte wie RkFΓ0/Dπ = 0.05 stimmt diese einfache Skalierung nicht mehr,
wie in dem unteren Einzelbild aus Abbildung 4.10(a) zu sehen ist. Weil der Übergang
zu einem lokalen Störstellen-Singulett dennoch auf der Skala von JRKKY auftritt, ist
eine Modi�kation von dem 1/U Verhalten zu erwarten.

Um die U -Abhängigkeit von JRKKY genauer zu analysieren, wird die Übergangstem-
peratur TRKKY als Funktion von U/Γ0 berechnet. TRKKY ist als die Temperatur de�-
niert, bei der die Entropie Simp den Wert Simp(TRKKY) = 1

2
ln(4) = ln(2) erreicht hat.

Dieser Wert entspricht dem Entropie-Mittelwert aus dem LM-Fixpunkt, der zwei unab-
hängige lokale Momente beinhaltet, und dem Grundzustand mit Simp = 0. Abbildung
4.10(b) zeigt TRKKY · (UΓ0)2 als Funktion der Kopplungsstärke U/Γ0, für verschiedene
Werte von RnkFΓ0

πD
. Der lineare Anstieg der Kurven für kleine Werte von U bestätigt die

1/U -Abhängigkeit. Für groÿe Werte von U nähern die Kurven sich einer Konstanten.
In diesem Regime gilt demnach JRKKY ∝ 1/U2, in Übereinstimmung mit der Schrie�er-
Wol�-Transformation auf das Zweistörstellen-Kondo-Modell. Der Übergang von einer
durch Ladungs�uktuationen getriebenen RKKY-Wechselwirkung JRKKY ∝ 1/U zu ei-
ner durch die Kondo-Kopplung getriebenen JRKKY ∝ J2 ∝ 1/U2, hängt nicht nur
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Abbildung 4.11: (a) Vergleich der üblichen RKKY-Wechselwirkung für das Zweistörstel-
len-Kondo-Modell und dem Quadrat des e�ektiven Tunnelmatrixelementes als Funktion des
dimensionslosen Abstandes RkF/π unter Verwendung einer 3d linearen Dispersion ε~k. (b)
Störstellen Spin-Spin-Korrelationsfunktion für das TIKM (schwarze durchgezogene Linie) und
das TIAM (Linien mit Punkten) als Funktion des Abstandes für eine 3d lineare Dispersion
ε~k. NRG-Parameter: D/Γ0 = 10,Ns = 4000,Λ = 2. Diese Abbildung wurde aus Ref. [168]
entnommen.

von U ab, sondern auch von dem Verhältnis RkFΓ0/Dπ. Ein mögliches Ersetzen des
Anderson-Modells durch das Kondo-Modell ist also abhängig von dem Abstand und es
kann nicht nur das lokale Regime der jeweiligen Störstellen betrachtet werden.

Für den Fall einer linearen Dispersion in drei Dimensionen sind die Korrekturen
(4.59) unabhängig von dem Abstand und die Amplitude von teff fällt als Funktion
von R ab. Abbildung 4.11(a) zeigt einen Vergleich zwischen JKondo

RKKY (schwarze Linie),
berechnet mittels des Standardausdruckes, welcher in dem Appendix von Referenz [169]
gefunden werden kann, und (te�)2 (blaue Linie). Während die einhüllende Funktion von
JKondoRKKY mit R−3abnimmt, steigt (te�)2 × R3 mit zunehmenden Abstand linear an. Das
bedeutet demnach, dass JAFRKKY ∝ (te�)2 für groÿe Bandbreiten und U/D � 1 mit R−2

abnimmt, im Gegensatz zu der erwarteten R-Abhängigkeit von JKondo
RKKY.

Während JRKKY eine e�ektive Spin-Spin-Wechselwirkung in einem e�ektiven Hamil-
tonoperator beschreibt, ist die Abstandsabhängigkeit der Spin-Spin-Korrelationsfunktion
eine andere Eigenschaft, die durch die Konkurrenz zwischen RKKY-Wechselwirkung
und dem Kondo-E�ekt bestimmt ist. Abbildung 4.11(b) zeigt 〈~S1

~S2〉R3 für das TIAM
und moderate Werte für U/Γ0 (blaue und graue Kurve mit Punkten). Für einen bes-
seren Vergleich des Abfalls der einhüllenden Funktionen sind alle Kurven an der Stelle
RkF = π auf den Wert 1 normiert, wo die Korrelationen AF sind, so dass positive
Werte zu AF Korrelationen gehören.

Die Abstandsabhängigkeit von te� beschreibt die Physik für groÿe Bandbreiten und
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kleine U/Γ0 (gestrichelte Linie in Abb. 4.11(b)). Für U → 0 zeigt die analytische
Gleichung (4.18), dass die Spin-Spin-Korrelationsfunktion rein AF ist, wohingegen das
Vorzeichen von JKondo

RKKY immer als Funktion des Abstandes oszilliert. Mit ansteigendem
U/Γ0 entstehen die FM Korrelationen kontinuierlich und das Potenzgesetz des Abfalls
der Korrelationsfunktionen geht von dem von (te�)2 zu dem von JKondo

RKKY, für U/Γ0 →∞,
über. Neben den Korrelationsfunktionen für das Anderson-Modell ist in Abbildung
4.11(b) auch 〈~S1

~S2〉Kondo, berechnet für das Zweistörstellen-Kondo-Modell mit einer
Kondo-Kopplung von ρJK = 0.25, abgebildet (schwarze Linie). Genau wie für kleine
Werte von U/Γ0 in dem Anderson-Modell, führen groÿe Kopplungen ρJK = 0.25 in
dem Kondo-Modell zu einer Unterdrückung der FM Korrelationen aufgrund des Kondo-
E�ekts [175] und einem langsameren Abfall als JKondo

RKKY, zumindest für kleine Abstände.

4.4.4 Einfach kubisches Gitter

Die RKKY-Wechselwirkung wird seit über 60 Jahren untersucht und es ist klar, dass
die Anisotropie des Kristallgitters einen starken Ein�uss auf die RKKY-Kopplungen
hat [176�181]. Für eine groÿe Kondo-Kopplung JK hat der Kondo-E�ekt jedoch einen
starken Ein�uss auf die Spin-Spin-Korrelationsfunktionen und der Standardausdruck
für die RKKY-Wechselwirkung ist nicht ausreichend, um die magnetische Ordnung zu
beschreiben [175]. Aus diesem Grund ist eine Analyse des e�ektiven Tunnelmatrixele-
mentes für eine nichtsphärische Dispersion des Leitungsbandes im Zusammenspiel mit
vollständigen NRG-Rechnungen sinnvoll und liefert Erkenntnisse die über das etablierte
Verständnis der RKKY-Wechselwirkung hinausgehen.

In diesem Abschnitt wird das häu�g verwendete einfach kubische (sc von engl.:
simple cubic) Gitter mit Gitterabstand a bei Halbfüllung untersucht. Die Dispersion ε~k,
unter Betrachtung von Hüpfen zwischen nächsten Nachbarn, besitzt in d Dimensionen
die Form

ε~k = −D
d

d∑

α=1

cos(kαa). (4.60)

Mithilfe der Vektoren ~Q und ~Gα des reziproken Gitters

~Q =
π

a

d∑

α=1

~eα, ~Gα =
2π

a
~eα, (4.61)

welche die Relationen ε~k± ~Q = −ε~k und ε~k± ~Gα = ε~k erfüllen, ist es immer möglich, eine

bijektive Abbildung f : 1.Bz.→ 1.Bz., ~k → ~k′ zu �nden, welche ε~k′ = −ε~k erfüllt:

f(~k) = ~k′ = ~k + ~Q+
d∑

α=1

z~k,α
~Gα, z~k,α ∈ {±1,0}. (4.62)
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Unter Verwendung dieser Abbildung können die e�ektiven Zustandsdichten in Bezug
auf Inversionssymmetrie beziehungsweise der TL-Symmetrie untersucht werden:

Γe(−ε, ~R) =
πV 2

N

∑

~k′

δ(ε− ε~k′) cos2
{
~k′ ~R/2− Φ/2

}
,

Γo(−ε, ~R) =
πV 2

N

∑

~k′

δ(ε− ε~k′) sin2
{
~k′ ~R/2− Φ/2

}
. (4.63)

Aufgrund der zusätzlichen Phase Φ/2,

Φ = ( ~Q+
d∑

α=1

z~k,α
~Gα)~R, (4.64)

ist das System nur fürRα/a ∈ Z TL-symmetrisch (φ = nπ) und es kann folgendermaÿen
zwischen der ersten und zweiten Art an TL-Symmetrie unterschieden werden [165]:

d∑

α=1

Rα = 2na −→ erste Art (4.65)

d∑

α=1

Rα = (2n+ 1)a −→ zweite Art (4.66)

Da die beiden unterschiedlichen Arten der TL-Symmetrie zu einem unterschiedlichen
Vorzeichen der RKKY-Wechselwirkung führen, ist dieses Ergebnis äquivalent zu der
allgemeinen Oszillation der RKKY-Wechselwirkung auf einem bipartiten Gitter bei
halber Füllung [182]. Auÿerdem existiert ein endliches e�ektives Tunnelmatrixelement
nur für die zweite Art an TL-Symmetrie, so dass es verschwindet, wenn beide Störstellen
auf demselben Untergitter platziert werden.

4.4.4.1 Zweidimensionales Gitter bei halber Füllung

Abbildung 4.12(a) zeigt das e�ektive Tunnelmatrixelement in zwei Dimensionen, farb-
codiert als Funktion des Abstandes ~R = (Rx, Ry) zwischen den Störstellen. Die peri-
odische Struktur in der zweidimensionalen Ebene deutet auf einzelne k-Punkte in dem
Impulsraum hin, welche die RKKY-Wechselwirkung in dem Realraum generieren.

Um die anisotrope Struktur genauer zu analysieren, wird das e�ektive Tunnelma-
trixelement aus Gleichung (4.43) als Summe über die Brillouin-Zone ausgedrückt

te�(~R) = γ ·
∑

~k 6∈FS

cos(~k ~R)

ε~k
, (4.67)
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Abbildung 4.12: (a) Quadrat des
e�ektiven Tunnelmatrixelementes
in 2d, farbcodiert als Funktion des
Abstandes ~R = (Rx, Ry) zwischen
den Störstellen. Die Schnittpunk-
te des eingezeichneten Gitters ent-
sprechen den Positionen der Sub-
stratatome. (b) E�ektives Tunnel-
matrixelement entlang der Rich-
tung der Basisvektoren und der
diagonalen Richtung als Funktion
des absoluten Abstandes. Der Be-
trag |~R| wurde entlang der Ba-
sisvektoren mit k~rFa/π = 1/2
und entlang der Diagonalen mit
k~rFa/π =

√
2/2 reskaliert. Diese

Abbildung wurde aus Ref. [168]
entnommen.

wobei die Fermi-Fläche (FS von engl.: Fermi surface) ausgeschlossen ist, da diese nicht
zu dem Hauptwertintegral beiträgt. Alle abstandsunabhängigen Konstanten wurden in
γ zusammengefasst.

Nun kann eine Fourier-Transformation in den k-Raum durchgeführt werden

te�(~q) = γ

∫
d2R

∑

~k 6∈FS

ei~q
~R cos(~k ~R)

ε~k

=

{
γ̃
ε~q
, ~q 6∈ FS

0, ~q ∈ FS
. (4.68)

Für eine inversionssymmetrische Dispersion, ε~k = ε−~k, erfüllt t
e�(~q) die Relation

te�(~q) = te�(−~q) (4.69)

und für ein TL-symmetrisches Leitungsband muss die Bedingung

te�(~R = 0) =

∫ ∞

−∞
te�(~q)d~q = 0 (4.70)
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Abbildung 4.13:

Spin-Spin-Korrelationsfunktion
der Störstellen im Vergleich mit
dem vollständigen e�ektiven
Tunnelmatrixelement te� und
den Beiträgen von den Antino-
dalpunkten zu te�anti-nodal in 2d,
aufgetragen als Funktion des
Abstandes entlang der Richtung
~r = 1√

65
(~e1 + 8~e2) mit D/Γ0 = 10

und U/Γ0 = 30. NRG Parameter:
Ns = 3000,Λ = 4. Dies Abbildung
wurde aus Ref. [168] entnommen.

erfüllt werden.
Die gröÿten Beiträge zu Gleichung (4.68) stammen von den Punkten ~p1/2 = ±(0,π/a)

und ~l1/2 = ±(π/a,0), welche in der Literatur häu�g als 'anti-nodal' bezeichnet werden,
so dass die Fourier-Transformation te�(~q) durch eine Summe an δ-Funktionen mit einem
geeigneten, ~q-unabhängigen Vorfaktor approximiert werden kann

te�anti-nodal(~q) ∝
∑

i∈{1,2}

[
δ(~q + ~pi)− δ(~q +~li)

]
. (4.71)

Dieser vereinfachte Ausdruck kann nun zurück in den Realraum transformiert wer-
den. Entlang der Richtung ~n = ~R/R, R = |~R|, ist te�anti-nodal(~R) durch ein Produkt an
Modulationen

te�anti-nodal(~R) ∝ sin(Rk~rF,+) sin(Rk~rF,−) (4.72)

mit den beiden charakteristischen räumlichen Frequenzen

k~rF,± =
π

2a
|nx ± ny| (4.73)

gegeben. Entlang der Basisvektoren ~n = ~eα sind beide Frequenzen gleich, und das
Vorzeichen des e�ektiven Tunnelmatrixelementes ist rein positiv.

Innerhalb der Näherung durch die Antinodalpunkte ~l und ~p bleibt die Amplitude
des oszillierenden Hüpfelementes konstant und erklärt, warum das vollständige te�(~R),
welches in Abb. 4.12(b) geplottet ist, nicht als Funktion des Abstandes R abnimmt.

Um die Qualität dieser Näherung zu illustrieren, ist in Abbildung 4.13 ein Ver-
gleich zwischen dem vollständigen te�(~R) und der approximierten Gröÿe te�anti-nodal(~R)
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aus Gleichung (4.72) für eine etwas allgemeinere Richtung, ~n = 1√
65

(~e1 + 8~e2), abge-
bildet. Der Plot demonstriert, dass die Oszillationen der AF Beiträge zu der RKKY-
Wechselwirkung durch k~rF,± bestimmt werden. Zusätzlich ist in Abbildung 4.13 auch
die Spin-Spin-Korrelationsfunktion der Störstellen entlang derselben Richtung als grau
gestrichelte Kurve zu sehen. Die Vorzeichenwechsel und das oszillatorische Verhalten
der Korrelationsfunktion stimmt mit der räumlichen Abhängigkeit von te� überein.

Da k~rF,− entlang der Diagonalen |rx| = |ry| verschwindet, kann der AF Beitrag in
diesem Fall nicht von den Antinodalpunkten stammen. Aus diesem Grund wird der
vollständige Ausdruck nochmals betrachtet. Die wesentlichen Beiträge zu der Summe
in Gl. (4.67) stammen von k-Punkten in der Nähe der Fermi-Fläche

~k′± = lim
δ→0

~k∈FS ± δ~nFS~k , (4.74)

wobei ~nFS~k den lokalen Normalenvektor der FS bezeichnet. Wenn die Oszillationen des

Zählers, cos(~k ~R), in der Umgebung der FS klein sind, in der Regel also für kleine Ab-
stände, so sollte die grundsätzliche räumliche Struktur reproduziert werden, wenn nur
eine kleine k-Schale um der FS berücksichtigt wird. Das e�ektive Tunnelmatrixelement
in dieser Näherung lautet

te�(~R) ≈ t̃e�(~R) ∝
∑

~k′+

cos(~k′+ ~R)

ε~k′+
+
∑

~k′−

cos(~k′− ~R)

ε~k′−
. (4.75)

Durch Einsetzen von ε~k′± = ±δ∇~nFS
~k
ε~k kann Gleichung (4.75) in eine Summe über die

FS und eine Richtungsableitung entlang ~nFS~k umgeschrieben werden:

t̃e�(~R) ∝
∑

~k∈FS

lim
δ→0

cos((~k + δ~nFS~k )~R)− cos((~k − δ~nFS~k )~R)

δ∇~nFS
~k
ε~k

=
∑

~k∈FS

∇~nFS
~k

cos(~k ~R)

∇~nFS
~k
ε~k

. (4.76)

Die FS des zweidimensionalen einfach kubischen Gitters ist durch ein Quadrat in
der ersten Brillouin-Zone gegeben, welches durch kx ± ky = ±π/a parametrisiert wer-
den kann, wobei die Eckpunkte den vier Antinodalpunkten entsprechen. Da, wie bereits
gezeigt wurde, diese Antinodalpunkte, an denen der Zähler und der Nenner von Gl.
(4.76) verschwindet, nicht zu te�(~R) entlang der Diagonalen beitragen, werden im Fol-
genden die Punkte zwischen den Antinodalpunkten (±π/2a,±π/2a) betrachtet, welche
in der Literatur häu�g als 'nodal' Punkte bezeichnet werden. Die Dispersion ist linear
um diese Punkte und es gilt ∇~nFS

~k
ε~k ≈ 2 in geeigneten Einheiten. Aus diesem Grund
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Abbildung 4.14: Störstellen
Spin-Spin-Korrelationsfunktion in
2d entlang der Richtung der Basis-
vektoren und der Diagonalen mit
D/Γ0 = 10 und U/Γ0 = 30. NR-
G-Parameter: Ns = 3000,Λ = 4.
Diese Abbildung wurde aus
Ref. [168] entnommen.

wird der Nenner in Gleichung (4.76) durch eine Konstante ersetzt und über einen klei-
nen Bereich um die Nodalpunkte integriert, was durch ein 1d Integral parametrisiert
werden kann

t̃e�nodal

(
~R
)
∝
(∫ π

2a
+τ

π
2a
−τ

dkx +

∫ − π
2a

+τ

− π
2a
−τ

dkx

)[(
~nFSkx

~R
)

sin
{(
Rxkx −Ry|kx|

)
+Ry

π

a

}]
.

(4.77)

Der Bereich um die Nodalpunkte, der hier berücksichtigt wird, ist durch τ parametri-
siert und die explizite Form der FS |ky| = π/a− |kx| wurde eingesetzt.

Für eine allgemeine Richtung führen die Oszillationen des Integranden zu einem
kleinen Beitrag, welcher nur entlang der Diagonalen verschwindet. Darüber hinaus gilt
Ryπ/a = Rk~rF,+, und es ergibt sich ein linearer Anstieg mit dem Abstand R

t̃e�nodal

(
R√

2

(
1
1

))
∝ R sin

(
Rk~rF,+

)
. (4.78)

Dieses Ergebnis liefert ein tieferes Verständnis für den überraschenden Anstieg der
Amplitude des vollständigen Tunnelmatrixelementes te�(~R), welches in Abb. 4.12(b)
gezeigt ist. Die analytische Rechnung führt diese Beobachtung auf die Eigenschaften der
Dispersion an den Nodalpunkten der TL-symmetrischen FS zurück. Es ist zu beachten,
dass die Oszillationen des Zählers von Gl. (4.75) in der Nähe der FS für groÿe Abstände
zunehmen und somit die Näherungen, welche in Gl. (4.76) eingingen, nicht mehr gelten.
Diese Abweichungen für groÿe R führen zu einer Dämpfung des linearen Anstiegs des
vollständigen Tunnelmatrixelementes.

Für gröÿere Abstände R ist die Amplitude des Tunnelmatrixelementes, als Folge
der perfekt parallelen Fermi-Flächen (FS-nesting), in allen Richtungen konstant. Der
lineare Anstieg entlang der Diagonalen hängt zwar stark von der Struktur der FS
ab, ist aber keine Konsequenz der parallelen FS, beziehungsweise der Divergenz der
Lindhard-Funktion in dem Impulsraum.
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Die Korrekturen aufgrund eines endlichen Verhältnisses V/D, welche in Abschnitt
4.4.3 diskutiert wurden, verursachen einen Zerfall der Korrelationsfunktion, selbst wenn
teff konstant ist.

Abb. 4.14 beinhaltet die Störstellen Spin-Spin-Korrelation als Funktion des Abstan-
des entlang der Basisvektoren und der diagonalen Richtung. Wie von dem anfänglich
linear ansteigenden und dann konstantem teff entlang der diagonalen Richtung zu er-
warten war, dominiert die Korrelationsfunktion in diese Richtung. Die Amplitude zeigt
einen leichten Abfall als Funktion des Abstandes, welcher durch die endliche Bandbreite
verursacht wird.

4.4.4.2 Teilchen- und Loch-Dotierung in zwei Dimensionen

Der starke Ein�uss der expliziten Form der FS auf das e�ektive Tunnelmatrixelement
beziehungsweise die RKKY-Wechselwirkung, kann durch das Hinzufügen eines chemi-
schen Potentials µ, welches die Einteilchenenergien der Leitungsbandelektronen und
der Störstellen beein�usst

ε~k → ε~k + µ ; εf → εf + µ , (4.79)

demonstriert werden. O�ensichtlich bricht das chemische Potential die TL-Symmetrie
des ursprünglichen Leitungsbandes, aber erhält die Parität. Die analytische Struktur
des e�ektiven Tunnelmatrixelementes bleibt dabei ebenfalls erhalten

te�(~R) = <(∆−e (0, ~R))−<(∆−o (0, ~R))

= γ ·
∑

~k 6∈FS

cos(~k ~R)

ε~k + µ
. (4.80)

Bei einem zweidimensionalen, einfach kubischen Gitter, mit Hüpfen zwischen näch-
sten Nachbarn, entscheidet das Vorzeichen des chemischen Potentials über die Topolo-
gie der FS: Ein negativer Wert von µ führt zu einer sphärischen Struktur der FS, wo-
hingegen ein positives Potential vier einzelne, nicht zusammenhängende Fermi-Flächen
erzeugt.

In Abschnitt 4.4.4.1 wurde gezeigt, dass entweder die Antinodal- oder die Nodal-
punkte der FS die wesentlichen Beiträge zu dem e�ektiven Tunnelmatrixelement er-
zeugen, abhängig von der räumlichen Anordnung der beiden Störstellen. Da eine kleine
Dotierung, ausgehend von Halbfüllung, nur die FS in der Nähe der Antinodalpunk-
te verformt, ist ein starker Ein�uss auf das e�ektive Tunnelmatrixelement nur in die
Richtung der Basisvektoren zu erwarten. Abbildung 4.15(a) beinhaltet das farb-codierte
e�ektive Tunnelmatrixelement für Teilchen und Loch Dotierung, das heiÿt sphärische
und nicht zusammenhängende FS. Während die grundsätzliche Struktur entlang der
diagonalen Richtung mit dem TL-symmetrischen Fall übereinstimmt, ändert sich die
räumliche Frequenz entlang der Richtung der Basisvektoren signi�kant.
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Abbildung 4.15: (a) Quadrat des e�ektiven Tunnelmatrixelementes in zwei Dimensionen
als Funktion des Abstandes zwischen den Störstellen ~R =< Rx/a,Ry/a >. Die räumliche
Frequenz entlang der Richtung der Basisvektoren hängt stark von dem Vorzeichen des che-
mischen Potentials beziehungsweise der Topologie der Fermi-Fläche ab. Die Schnittpunkte
des eingezeichneten Gitters entsprechen den Positionen der Substratorbitale. (b) NRG-Rech-
nungen für die Störstellen Spin-Spin-Korrelationsfunktion (blaue Linie) im Vergleich mit dem
Quadrat des e�ektiven Tunnelmatrixelementes (schwarze Linie), aufgetragen als Funktion
des Abstandes in der Richtung entlang der Basisvektoren. Der analytisch extrahierte Bei-
trag cos2(k∗x(µ)R) von den k∗x-Punkten wurde als gestrichelte Linie hinzugefügt. Parameter:
D/Γ0 = 10, U/Γ0 = 30, Ns = 3000,Λ = 4. Die Abbildung wurde aus Ref. [168] entnommen.

Um diese Änderung der Frequenz in der Richtung der Basisvektoren zu verstehen,
wird te�x (R) = te�(R~ex) betrachtet und eine eindimensionale Fourier-Transformation
von Gl. (4.80) durchgeführt

te�(q) = γ

∫ ∞

−∞
dR
∑

~k 6∈FS

eiqR cos(kxR)

ε~k

= −2πγ

D

∑

~k 6∈FS

δ(q − kx) + δ(q + kx)

cos(kxa) + cos(kya)− µ/D . (4.81)

Es muss eine ky Summation für jedes q durchgeführt werden, während kx durch die
δ-Funktionen fest ist. te�(q) besitzt die gröÿten Beiträge für die q-Werte, für die viele
k-Vektoren (±q,ky) nahe an der FS liegen. Es müssen also die Bereiche der FS ermittelt
werden, die, abhängig von dem Vorzeichen des chemischen Potentials, parallel zu der
ky-Achse verlaufen.

Für ein negatives µ entsteht eine sphärische FS und die Antinodalpunkte werden
zu kleineren Werten kx (ky) für ky = 0 (kx = 0) verschoben. Der Bereich der FS,
der parallel zu der ky-Achse verläuft, entspricht den Schnittpunkten der FS mit der

122



4.4. ANWENDUNGEN FÜR DAS EFFEKTIVE TUNNELMATRIXELEMENT

kx-Achse. Durch Lösen der Gleichung εky=0 = 0 für k∗x(µ) ergibt sich

k∗x(µ)a = arccos(|µ| − 1) . (4.82)

Die wesentlichen Beiträge stammen daher von den groÿen k∗x(µ), welche sich adiabatisch
aus kx = π entwickeln. Der Beitrag des zweiten Paares an Antinodalpunkten (0, ±
π/a) verschwindet schnell mit zunehmendem |µ| und µ < 0. Schlussendlich ergibt
sich für die Näherung des e�ektiven Tunnelmatrixelementes entlang der Richtung der
Basisvektoren demnach

te�(q,µ) ≈ δ(q + k∗x(µ)) + δ(q − k∗x(µ)) (4.83)

⇔ te�(R,µ) ∝ cos[Rk∗x(µ)] . (4.84)

Der fehlende Beitrag von kx = 0 führt zu einer Verdopplung der räumlichen Frequenz,
wie in Abbildung 4.15(a) entlang der x (y)-Achse zu sehen ist, im Vergleich zu Halb-
füllung in Abb. 4.12(a).

Die Situation ist qualitativ ähnlich, wenn ein positives chemisches Potential und
damit eine nicht zusammenhängende FS betrachtet wird. Die FS schneidet die kx-
Achse zwar nicht, jedoch verläuft sie an dem Rand der Brillouin-Zone, für kleine Werte
k∗x(µ),

k∗x(µ) = arccos(1− µ) , (4.85)

entlang der ky-Achse. k∗x(µ) entsteht aus kx = 0 bei Halbfüllung, während die Beiträge
von kx = π/a schnell mit zunehmendem |µ| und µ > 0 abnehmen. Folglich ergeben sich
sehr langsame räumliche Oszillationen entlang der x oder y-Achse, wie in Abbildung
4.15(a) für µ = 0.01D zu sehen ist.

Eine sphärische Deformation der Fermi-Fläche führt in der Richtung entlang der
Basisvektoren zu schnellen Oszillationen des e�ektiven Tunnelmatrixelementes mit
k∗x(µ) ≈ 2 · k~rF,±, im Gegensatz zu langsamen Oszillationen für eine nicht zusammen-
hängende FS. Dieses Ergebnis ist in Abbildung 4.15(b) für die beiden verschiedenen
Fälle illustriert, wo das vollständige te�(~R) (schwarze durchgezogene Linie) mit den
Beiträgen von k∗x(µ) (gestrichelte Linie) verglichen wird.

Diese Analyse von te�(~R) wird durch NRG-Rechnungen ergänzt. Die blauen Linien
in Abbildung 4.15(b) entsprechen der Störstellen Spin-Spin-Korrelation als Funktion
des Abstandes entlang der Richtung der Basisvektoren für einen positiven (unteres
Einzelbild) und einen negativen Wert (oberes Einzelbild) des chemischen Potentials µ.

Für ein negatives chemisches Potential und eine sphärische FS zeigt der antifer-
romagnetische Anteil der Korrelationsfunktion nahezu dieselben Oszillationen wie das
Quadrat des e�ektiven Tunnelmatrixelementes, wie in dem oberen Einzelbild von Abb.
4.15(b) zu sehen ist. Die kleinen Abweichungen der Korrelationsfunktion von dem Ver-
halten von (te�)2(~R) entstehen durch den FM Anteil der RKKY-Wechselwirkung, der
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Abbildung 4.16: Störstellen Spin�
Spin-Korrelationsfunktion für TL�
symmetrische Störstellen mit einer
Kopplung von U/Γ0 = 30 und
das Quadrat des e�ektiven Tun-
nelmatrixelementes, aufgetragen als
Funktion des dimensionslosen chemi-
schen Potentials µ/D. Die RKKY�
Wechselwirkung oszilliert als Funkti-
on von µ/D. Parameter: D/Γ0 = 10,
U/Γ0 = 30, Ns = 3000,Λ = 4. Diese
Abbildung wurde aus Ref. [168] ent-
nommen.

nicht mit dem e�ektiven Tunnelmatrixelement erfasst wird und für endliche U/Γ0 ent-
steht.

Bei einem positiven chemischen Potential, wie in dem unteren Einzelbild von Abbil-
dung 4.15(b), können die grundsätzlichen Charakteristiken der langsamen Oszillationen
des e�ektiven Tunnelmatrixelementes ebenfalls identi�ziert werden. In der Nähe eines
verschwindenden e�ektiven Tunnelmatrixelementes sind nur ferromagnetische Korrela-
tionen zu beobachten. Das Vorzeichen der Korrelationsfunktion oszilliert nur für einen
antiferromagnetischen Beitrag zu der RKKY-Wechselwirkung, welcher durch te�(~R)
erzeugt wird.

Abbildung 4.16 zeigt die Spin-Spin-Korrelationsfunktion (blaue Kurve) sowie [te�]2

(schwarze Kurve) als Funktion von µ für einen konstanten Abstand ~R zwischen den
Störstellen. Die Abbildung demonstriert die nichtlineare Abhängigkeit der Frequenz
der Spin-Spin-Korrelationsfunktion von dem chemischen Potential.

4.5 Zwei Störstellen auf einer Tight-Binding-Kette

Das Zweistörstellenproblem wurde lange Zeit als Paradigma für die Realisierung von
zwei verschiedenen Singulett-Phasen angesehen, welche durch einen quantenkritischen
Punkt voneinander getrennt sind. Auf der einen Seite ein Singulett-Zustand zwischen
den Störstellen, der durch die antiferromagnetische RKKY-Wechselwirkung stabilisiert
wird und auf der anderen Seite ein Kondo-Singulett aufgrund des Kondo-E�ekts der
lokalen Momente mit den Leitungsbandelektronen [158]. Wie in Abschnitt 4.4.2 bereits
geprüft wurde, ist der QCP nach Varma und Jones [183�185] jedoch instabil gegen-
über einer Brechung der ersten Art der Teilchen-Loch-Symmetrie [165] und die beiden
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Phasen sind im Allgemeinen adiabatisch miteinander verknüpft. Diese Tatsache führte
zu dem Schluss, dass das TIAM mit einem endlichen Abstand zwischen den lokalen
Momenten keinen QCP beinhaltet und der ursprüngliche Fund von Varma und Jones
nur eine Folge der unphysikalischen Näherungen ist [166], die Energieabhängigkeit der
e�ektiven Hybridisierungsfunktionen zu vernachlässigen.

In diesem Abschnitt wird gezeigt, dass das TIAM einen weiteren QCP beinhaltet,
wenn eine eindimensionale und inversionssymmetrische Dispersion für die Leitungs-
bandelektronen betrachtet wird. Für eine unendliche Anzahl an diskreten Abständen
zwischen den Störstellen verschwindet die Hybridisierungsfunktion des geraden oder
des ungeraden Anteils der Störstellen quadratisch, was zu einem entkoppeln von den
Leitungsbandelektronen und zu einem unvollständigen Kondo-E�ekt führt. Dieser un-
vollständige Kondo-Fixpunkt (USK FP von engl.: underscreened Kondo �xed point)
besitzt einen Dublett-Grundzustand und somit eine andere Spinquantenzahl als der
Singulett-Zustand für eine groÿe antiferromagnetische Wechselwirkung zwischen den lo-
kalen Momenten. Aufgrund dieser orthogonalen Grundzustände, mit unterschiedlicher
Entartung, ist der QCP gegenüber jeglicher lokaler Symmetriebrechungen geschützt
und ein kontinuierlicher Übergang ist ausgeschlossen.

Der QCP existiert trivialerweise für den Grenzfall R → 0 in allen Dimensio-
nen [143, 186] und wurde bereits für molekulare Dimere experimentell mithilfe der
Rastertunnelspektroskopie nachgewiesen [21].

In diesem Abschnitt wird der QCP für eine eindimensionale Dispersion auf endliche
Abstände verallgemeinert und die Stabilität gegenüber der Brechung der Parität sowie
TL-Symmetrie demonstriert.

Eine experimentelle Realisierung des QCPs sollte in pseudo-1d Nanostrukturen
[187�191] oder optischen Gittern [192�194] möglich sein.

4.5.1 Energieabhängigkeit der Hybridisierungsfunktionen

Da die Eigenschaften der energieabhängigen Hybridisierungsfunktionen essenziell für
die folgende Argumentation ist, werden diese, welche bereits in den Gleichungen (4.11)
und (4.12) angegeben wurden, hier nochmals explizit angegeben

Γe(ε, ~R) =
2π

N

∑

~k

|V~k|2δ(ε− εc~k) cos
2(~k ~R/2),

Γo(ε, ~R) =
2π

N

∑

~k

|V~k|2δ(ε− εc~k) sin
2(~k ~R/2). (4.86)

Eine vollständige Berücksichtigung der Energieabhängigkeit dieser Hybridisierungs-
funktionen bricht im Allgemeinen die TL-Symmetrie [165,166] und zerstört daher den
etablierten QCP nach Varma und Jones [139,183,184].
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Eine detaillierte Analyse der Energieabhängigkeit o�enbart jedoch eine fundamenta-
le Eigenschaft: Wenn alle Wellenvektoren innerhalb der Fermi-Fläche kF mit ε(~kF) = 0

ebenfalls die Bedingung ~kF ~Rn = πn erfüllen, wobei n eine ganze Zahl ist, so besitzt
eine der beiden Hybridisierungsfunktionen Γe/o(ε, ~R) ein Pseudogap ∝ |ε|2, da entweder
der Sinus oder der Kosinus für ε → 0 linear in ε verschwindet. Während diese Bedin-
gung für das TIAM, mit einer beliebigen Dispersion der Leitungsbandelektronen, im
Allgemeinen nicht erfüllt wird, so gibt es für den Spezialfall einer 1d inversionssymme-
trischen Dispersion unendlich viele äquidistante Abstände Rn, welche diese Bedingung
erfüllen1.

Für diese spezi�schen Abstände und TL-Symmetrie ist die RKKY-Wechselwirkung
zwischen den beiden Störstellen immer ferromagnetisch: Die e�ektiven Zustandsdichten
sind inversionssymmetrisch, ρ̄e/o(ε) = ρ̄e/o(−ε), sodass das e�ektive Tunnelmatrixele-
ment te�, welches in dem vorangegangenen Abschnitt 4.3 diskutiert wurde, verschwin-
det. Die unterschiedlichen Ankopplungen Γe(0) 6= Γo(0) generieren eine FM Kopplung
∝ (Γe(0)−Γo(0))2 [140] so dass die Bildung eines Singuletts zwischen den lokalen Mo-
menten der beiden Störstellen nicht möglich ist, ohne dass eine direkte Austauschwech-
selwirkung zwischen den lokalen Momenten berücksichtigt wird. Da das Abschirmen
dieser lokalen Momente durch Elektronen des Leitungsbandes für eine Hybridisierungs-
funktion Γ(ω) ∝ |ε|r und r > 1/2 bei kleinen Temperaturen und TL-Symmetrie immer
abbricht [54,195�205], verschwindet der Kondo-E�ekt in dem geraden oder ungeraden
Kanal für die spezi�schen Abstände kFRn = πn und führt zu einem USK FP mit einem
e�ektiven Spin-1/2 Freiheitsgrad.

Für R→ 0 verschwindet die ungerade Hybridisierungsfunktion vollständig auf allen
Energieskalen Γo(ε) = 0, so dass ein Einbandmodell entsteht, was somit, trivialerweise,
zu einem USK FP führt [143,186].

Für eine 1d Tight-Binding-Kette mit der Zustandsdichte ρ0
1d(ε) und Dispersion

εk = −D cos(ka), wobei D die Bandbreite und a den Gitterabstand bezeichnet, kann
Gleichung (4.86) ausgewertet werden und ergibt

Γ1d
e/o(ε,R) = πV 2ρ0

1d(ε)

(
1± cos

[
R

a
cos−1

{ ε
D

}])
. (4.87)

Für die Abstände Rn = 2na, wobei n eine ganze Zahl bezeichnet, verschwindet eine der
beiden Hybridisierungsfunktionen quadratisch für ε → 0. Es ist zu beachten, dass das
Gap mit zunehmendem Rn schmaler wird. Das Entkoppeln der Leitungsbandelektronen
beziehungsweise das Abbrechen des Abschirmen des lokalen Momentes �ndet mit an-
wachsendem Rn auf immer kleineren Energieskalen statt, so dass der stabile Fixpunkt
bei immer kleineren Temperaturen erreicht wird. Der residuelle Spin-1/2 Freiheits-
grad, bei T = 0, besitzt für Rn →∞ daher ausschlieÿlich Leitungsbandcharakter und

1In dem nachfolgenden Kapitel wird eine äquivalente Eigenschaft auch in höheren Dimensionen

abgeleitet, dazu müssen allerdings mehr als zwei Störstellen berücksichtigt werden.
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Abbildung 4.17:

Einteilchenspektralfunktion
der geraden (e) und unge-
raden (o) Kombination der
TL-symmetrischen f -Orbitale
mit Paritätssymmetrie für
einen Abstand von R = 2a
und unter Verwendung von
U/Γ0 = 10, D/Γ0 = 10.

ist daher räumlich ausgedehnt. Im Allgemeinen, für endliche Abstände Rn, besitzt das
magnetische Moment des Grundzustandes für V/D → 0 ausschlieÿlich f -Charakter,
während es für endliche V/D sowohl f - als auch c-Charakter besitzt, wie im Folgenden
gezeigt wird.

4.5.2 Der unvollständig abgeschirmte Kondo-Fixpunkt

Für die Behandlung des 1d Zweistörstellenproblems mittels der NRG, wird die voll-
ständige Energieabhängigkeit der Hybridisierungsfunktionen aus Gleichung (4.87) be-
rücksichtigt, um die Wilson-Ketten des geraden und ungeraden Kanals zu konstruie-
ren [52, 138, 140, 164, 165, 169, 170]. Für die Rechnungen wird eine Diskretisierung von
ΛNRG = 2 gewählt und es werdenNS = 4000 Zustände nach jedem Schritt der iterativen
Diagonalisierung behalten.

Die NRG bestätigt das Auftreten des USK-Fixpunktes in dem Grundzustand für
die Abstände Rn = 2na und jede Wahl von −εf = Ul/2 > 0 und |Vl| > 0. In Abbildung
4.17 sind die Spektralfunktionen

ρf,e/o(ω) = lim
δ→0

1

π
={〈〈fe/o,f †e/o〉〉(ω − iδ)} (4.88)

der geraden (e) und ungeraden (o) Kombination der Störstellenoperatoren, für R = 2a
abgebildet. Für die Berechnung wurde die vollständige Basis [122, 123] der Wilson-
Ketten verwendet und die Genauigkeit unter Verwendung der Bewegungsgleichung für
die Greensche Funktion erhöht [58], siehe Anhang B.

Die gerade (e) Kombination der f -Orbitale koppelt über die Hybridisierungsfunk-
tion Γe(ε) ∝ ε2 an den geraden Anteil der Leitungsbandelektronen: Das anfängliche
Einsetzen des Kondo-E�ektes bei endlichen Temperaturen stoppt in dem RG-Fluss zu
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keinen Frequenzen, so dass ein Pseudogap an der Fermi-Energie entsteht. Das Abschir-
men der korrelierten Störstellen durch den geraden Anteil der Leitungsbandelektronen
bricht ab und es verbleibt ein räumlich ausgedehntes, lokales Moment in dem Grund-
zustand.

Im Gegensatz dazu besitzt die ungerade Kombination der f -Orbitale eine ausge-
prägte Kondo-Resonanz an der Fermi-Energie, welche jedoch eine andere Form besitzt
als die eines gewöhnlichen Einstörstellenproblems. Die Resonanz ist signi�kant schma-
ler aufgrund der residuellen magnetischen Streuprozesse, die auf allen Energieskalen
verbleiben. Das ist typisch für die singuläre Fermi-Flüssigkeit in dem unvollständig
abgeschirmten Kondo-Fixpunkt [206]. Zusätzlich ist die Höhe der Kondo-Resonanz als
Konsequenz von V 2

o /V
2 = 2 reduziert und auf 1/(πΓ0,o) = 1/(2πΓ0) festgelegt.

Obwohl beide Spektralfunktionen die typischen Hubbard-Peaks bei etwa ω ≈ ±U/2
aufzeigen, so ist eine leichte Verschiebung zwischen den Positionen beider Spektralfunk-
tionen zu sehen. Die Hubbard-Peaks von ρf,o(ω) be�nden sich bei gröÿeren Energien
als die von ρf,e(ω). Das ist eine Konsequenz des Realteils <∆e/o(w ≈ ±U/2), welcher
sich aus einer Hilbert-Transformation der energieabhängigen Hybridisierungsfunktio-
nen ergibt und somit zu einer unterschiedlichen Verschiebung bei endlichen Frequenzen
führt.

4.5.2.1 Räumliche Verteilung des residuellen magnetischen Momentes für
paritätssymmetrische Störstellen

Da der Grundzustand bei TL-Symmetrie immer ein lokales Moment besitzt, stellt sich
die Frage, wie sich dieses lokale Moment auf die f - und c-Freiheitsgrade aufteilt. Im
Allgemeinen hängt das von den Einteilcheneigenschaften sowie der Stärke der lokalen
Coulomb-Wechselwirkung ab. Durch Erhöhen des lokalen Hybridisierungsmatrixele-
mentes wird das freie Moment immer mehr c-Charakter bekommen, da ein gröÿerer
Anteil der f -Momente abgeschirmt werden kann, bevor der Abschirmprozess abbricht.

Um diese Erwartung zu quanti�zieren, ist in Abbildung 4.18 das lokale Moment
der f -Orbitale der Störstellen µ2

loc = Tχloc sowie das durch die Störstellen induzierte,
magnetische Moment des gesamten Hamiltonoperators µ2

H = TχH als Funktion der
dimensionslosen Hybridisierungsstärke Γ′/Γ0 = (V ′/V )2 für U/Γ0 = 10, D/Γ0 = 10
und R = 2a bei einer konstanten Temperatur von T/Γ0 = 10−9 abgebildet. Um χloc

zu berechnen, wurde ein sehr kleines magnetisches Feld 2Hz/Γ0 = 10−10 an den f -
Orbitalen angelegt, HTIAM → HTIAM +Hmag mit

Hmag =
Hz

2

∑

l

(
nfl,↑ − nfl,↓

)
, (4.89)
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Abbildung 4.18: Lokales magnetisches
Moment der TL- und paritäts-symmetri-
schen f -Orbitale (schwarze Linie) sowie
das durch die Störstellen induzierte ma-
gnetische Moment des gesamten Systems
(blaue Linie) als Funktion von der Hy-
bridisierungsstärke Γ′/Γ0. Der Abstand
zwischen den Störstellen beträgt R = 2a
und die Bandbreite D sowie die Cou-
lomb-Wechselwirkung U sind konstant:
D/Γ0 = 10, U/Γ0 = 10.

wobei nfl,σ = f †l,σfl,σ gilt, so dass χloc über

χloc =
1

2Hz

∑

l

(〈
nfl,↑

〉
−
〈
nfl,↓

〉)
(4.90)

berechnet werden kann, solange die Temperatur gröÿer ist als das angelegte Feld (T >
2Hz). Das magnetische Moment µ2

H des gesamten Hamiltonoperators wird mithilfe der
De�nition von Wilson [38, 41] über die Di�erenz von 〈[Stotz ]2〉 bezüglich des Systems
mit und ohne der Störstellen berechnet.
Beide e�ektiven Momente sind in Abbildung 4.18 zu sehen. Das e�ektive Moment µ2

H

des Systems, welches aus der Anwesenheit der korrelierten Störstellen resultiert, ist
auf dem gesamten Intervall Γ′/Γ0 nahezu konstant und beträgt TχH ≈ 1/4. Es ist zu
beachten, dass die Kondo-Temperatur für kleine Kopplungen Γ′/U → 0 exponentiell
unterdrückt wird, so dass sich das System für eine feste Temperatur T > 2Hz und
kleine Kopplungen dem instabilen Fixpunkt annähert, der noch beide Spinmomente
der f -Orbitale enthält.
Gleichzeitig ist zu sehen, dass das e�ektive Moment für kleine Hybridisierungen Γ′/Γ0

nahezu vollständig durch µ2
loc gegeben ist und in diesem Regime daher gröÿtenteils f -

Charakter besitzt. Aufgrund der Paritätssymmetrie teilt sich das magnetische Moment
zusätzlich gleichermaÿen auf beide Störstellen auf. Eine groÿe Kopplung hingegen führt
zu einer starken Hybridisierung der lokalen f - und c-Orbitale, welche die Bildung eines
Singuletts bevorzugt. Das freie lokale Moment des Grundzustandes verschiebt sich mit
zunehmender Kopplung mehr und mehr auf die c-Orbitale in dem Bereich zwischen
den Störstellen, da die Itineranz dieser Zustände zunehmend reduziert wird. Für die
betrachteten Abstände Rn = 2na be�ndet sich eine ungerade Anzahl an c-Orbitalen
zwischen den Plätzen, an denen sich die Störstellen be�nden und jedes dieser Orbitale
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ist aufgrund der Halbfüllung mit einem Elektron besetzt. Die angrenzenden c-Orbitale
sind in die Bildung des Singuletts mit den lokalen Momenten involviert. Der Transfer
von c-Elektronen innerhalb des Bereiches zwischen den Störstellen nach auÿerhalb wird
unterdrückt, weil dafür das lokale Singulett aufgebrochen werden muss.

Der gleiche E�ekt ergibt sich, wenn anstelle der Hybridisierung V → V ′ der Ab-
stand Rn → R′n vergröÿert wird: Das Pseudogap in einer der e�ektiven Zustandsdichten
wird schmaler, so dass die Entkopplung des lokalen Momentes erst auf kleineren Ener-
gieskalen auftritt und somit ein gröÿerer Anteil des f -Spins abgeschirmt werden kann,
bevor das System in den Dublett-Grundzustand �ieÿt.

4.5.2.2 Räumliche Verteilung des residuellen magnetischen Momentes für
paritätsasymmetrische Störstellen

Der USK-Fixpunkt und der damit verbundene freie Spin-1/2 des Grundzustandes ist
eine Folge der Energieabhängigkeit der geraden und ungeraden Hybridisierungsfunktio-
nen, von denen eine quadratisch an der Fermi-Energie verschwindet. Diese Eigenschaft
wiederum wird ausschlieÿlich durch das Leitungsband Hhost und die Hybridisierung
Hhyb bestimmt und ist vollkommen unabhängig von den Modellparametern der Stör-
stellen.
Solange die TL-Symmetrie erhalten bleibt, tritt der USK-Fixpunkt aus diesem Grund
auch auf, wenn die beiden Störstellen unterschiedlich sind und die Paritätssymmetrie
damit gebrochen wird. Entscheidend für den Fixpunkt ist alleine die Tatsache, dass es
weniger Kanäle zum Abschirmen gibt, als lokale Momente: Der stabile Fixpunkt ist ei-
ne Konsequenz von einfacher Bandstrukturphysik und unabhängig von den Details der
Störstellen. Aus diesem Grund ist es möglich die relevanten Energieskalen der beiden
f -Orbitale adiabatisch zu separieren, so dass der USK-Fixpunkt durch eine Hinterein-
anderreihung an e�ektiven Einstörstellenproblemen rekonstruiert werden kann. Auch
wenn für diese Art des USK-Fixpunktes mindestens zwei Störstellen nötig sind, so ist
er keine Folge von Korrelationen zwischen den Störstellen und kann daher auch im
Rahmen der DMFT erfasst werden.

Die Kondo-Temperatur TK bestimmt die Niedrigenergieskala des Einstörstellenpro-
blems und ist für kleine Kopplungen Γ0/U durch TK/D =

√
πU
8Γ0

exp
(
−8Γ0

πU

)
gegeben.

Für groÿe Kopplungen nähert sich TK hingegen Γ0 an.
Im Folgenden werden die Kopplungen Γ0,i/Ui der jeweiligen Störstellen derart sepa-

riert, dass die Kondo-Temperatur TK,1 der ersten Störstelle sehr viel gröÿer ist als die
Hybridisierungsstärke der zweiten Störstelle TK,1 � Γ0,2. Für Temperaturen T � Γ0,2

'spürt' die erste Störstelle die Anwesenheit der zweiten Störstelle nicht, der Hamilton-
operator beschreibt in diesem Temperaturregime ein 'einfaches' Einstörstellenproblem.
Für TK,1 � T > Γ0,2 wird das lokale Moment der ersten Störstelle durch den Kondo-
E�ekt abgeschirmt, bevor Ladungs�uktuationen zwischen der zweiten Störstelle und
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Abbildung 4.19: Lokale DOS der
Leitungsbandelektronen: (i) DOS
ρ0

1d(ω) ohne Störstelle und (ii)
ρ̃Ri(ω) für ein nichtwechselwirken-
des Orbital bei R = 0 und zwei ver-
schiedene Abstände Ri = 2a,50a,
mit D/Γ0 = 10, V0/Γ0 =

√
D/Γ0.

dem Rest des Systems relevant werden. Der Kondo-E�ekt der ersten Störstelle modi�-
ziert jedoch die Eigenschaften der Leitungsbandelektronen, so dass die zweite Störstelle
eine modi�zierte, lokale Zustandsdichte der Leitungsbandelektronen wahrnimmt. Diese
lokale Zustandsdichte, an dem Ort Ri relativ zu der ersten Störstelle, ist durch

ρR2(ω) = − 1

π
={Gii(z)} (4.91)

gegeben, wobei die Diagonalkomponente der Greenschen Funktion der Leitungsband-
elektronen im Realraum,

Gii(z) = G0
ii(z) +G0

i0(z)V 2
0 G

U
1,imp(z)G0

0i(z), (4.92)

durch die exakte Bewegungsgleichung berechnet werden kann. G0
ij(z) bezeichnet dabei

den freien Propagator von Ri nach Rj,

G0
ij(z) =

1

N

∑

k

eik(Ri−Rj)

z − εk
=

∫ D

−D

ρ0
1d(ω) cos

{
(Ri −Rj)

1
a

cos−1
[
ω
D

]}

z − ε , (4.93)

und V 2
0 G

U
1,imp(z) die T-Matrix der ersten Störstelle an dem Ort R = 0. Für ein TL-

symmetrisches Band und Ri − Rj = 2na verschwindet der Realteil von G0
ij(z) für

kleine Frequenzen aus Symmetriegründen. Wenn die Lorentz-Kurve als Lösung für
={GU=0

imp (z)} eingesetzt wird, so ergibt sich

ρRi(ω) ≈ ρ̃Ri(ω) = ρ0
1d(ω)−

[
ρ0
1d(ω) cos

{
Ri

a
cos−1

[ ω
D

]}]2
π2V 4

0 ρ
0
1d(0)

ω2 + [πV 2
0 ρ

0
1d(0)]

2 (4.94)

für die lokale Zustandsdichte des Leitungsbandorbitals i an der Stelle Ri, welche in
Abbildung 4.19 für zwei unterschiedliche Orbitale Ri = 2a und Ri = 50a geplottet ist.

Für den wechselwirkenden Fall wird der Lorentz-Peak zu einer Kondo-Resonanz,
der Wert der T-Matrix an der Stelle ω = 0 ist bei TL-Symmetrie jedoch durch die Frie-
delsche Summenregel festgelegt und ändert sich gegenüber des nichtwechselwirkenden
Falls daher nicht.
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Abbildung 4.20:

Spektralfunktion der individuellen,
TL-symmetrischen f -Orbitale, für
R = 2a, D/Γ0 = 10, U1/Γ0 = 0
(blaue Linie) und U2/Γ0 = 10
(schwarze Linie). Für einen Ver-
gleich wurde die Lösung für
das nichtwechselwirkende SIAM
mit D/Γ0 = 10 hinzugefügt
(gestrichelte Linie).

Der Kondo-E�ekt der ersten Störstelle erzeugt bei allen unkorrelierten Gitteror-
bitalen des gleichen Untergitters eine lokale Zustandsdichte, welche um ω = 0 durch
ρ̄l(ω) ∝ (ω)α mit α > 1 approximiert werden kann und daher für ω → 0 verschwin-
det. Die Kopplung V der zweiten Störstelle an diese lokale Zustandsdichte ist im Sinne
einer RG irrelevant für den resultierenden Fixpunkt [198�200], so dass sich der USK-
Fixpunkt mit einem Dublett-Grundzustand ergibt.

Um die Verteilung des freien magnetischen Momentes für R = 2a und den allgemei-
nen Fall gebrochener Parität zu berechnen, wird im Folgenden Γ0,1 = Γ0,2 = Γ0 sowie
U2/Γ0 = 10 gewählt und konstant gehalten, während die Coulomb-Wechselwirkung U1

des ersten Orbitals variiert wird. In der Abbildung 4.20 sind die Spektralfunktionen
des f1- und des f2-Orbitals für den Fall maximaler Asymmetrie, U1 = 0, abgebildet.
Die Spektralfunktion ρf1(ω) (blaue Linie) ergibt nahezu eine Lorentz-Kurve mit Breite
Γ0, was der exakten Lösung für V2 = 0 entsprechen würde und in Abbildung 4.20 als
schwarze, gestrichelte Linie hinzugefügt wurde. Obwohl die Höhe der Resonanz an der
Fermi-Energie, wie für den Fall V2 = 0, genau 1/πΓ0 entspricht, so sind zwei kleine
Erhebungen um ω = 0 zu sehen, welche den E�ekt der endlichen Kopplung V2 und
des freien Spins der zweiten Störstelle widerspiegeln. Das Spektrum ρf2(ω) der zwei-
ten, korrelierten Störstelle besitzt ein deutlich ausgeprägtes Pseudogap für ω → 0. Die
beiden Hubbard-Peaks sind zu erkennen, doch die Kondo-Resonanz ist abwesend: Das
Pseudogap in der e�ektiven, lokalen Zustandsdichte ρ̃(ε) aus Gleichung (4.94), welches
die zweite Störstelle wahrnimmt, unterdrückt das Spektrum an der Fermi-Energie und
bestätigt das Abbrechen des Kondo-E�ektes.

Der freie Spin besitzt für den Fall U1 = 0 demnach nahezu ausschlieÿlich f2-
Charakter. Wird U1 nun eingeschaltet und erhöht, so sollte sich der freie Spin kon-
tinuierlich umverteilen, bis er für U1 � U2 nahezu ausschlieÿlich f1-Charakter besitzt.
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Abbildung 4.21: Lokales magne-
tisches Moment der individuellen,
TL-symmetrischen f -Orbitale als
Funktion von U1/U2 und unter
Verwendung von D/Γ0 = 10,
U2/Γ0 = 10, R = 2a. Für U1 = U2

ist das System paritäts-symme-
trisch, ansonsten ist die Parität ge-
brochen.

In Abbildung 4.21 sind die lokalen Momente µ2
i,loc

µ2
i,loc(T = 0) = lim

T→0
Tχi,loc(T ) , (4.95)

welche mittels der NRG berechnet wurden, als Funktion von U1/U2 abgebildet (Es gilt
U2/Γ0 = 10 und D/Γ0 = 10). Für U1 = 0 ergibt sich das Problem aus Abbildung 4.20
und das freie Moment ist, wie bereits diskutiert, nahezu vollständig auf dem f2-Orbital
lokalisiert. Durch Erhöhen von U1 verschiebt sich das lokale Moment kontinuierlich auf
das f1-Orbital, bis beide Orbitale für den symmetrischen Fall, U1 = U2, den gleichen
Anteil zu dem freien Moment beitragen. Für U1 � U2 wird die Kondo-Temperatur
TK,1 des ersten Orbitals unterdrückt und das lokale Moment der zweiten Störstelle
wird abgeschirmt, bevor das Abschirmen der ersten Störstelle begonnen hat.

4.5.3 Phasenübergang

Ausgehend von dem unvollständig abgeschirmten Kondo-Fixpunkt mit einem zwei-
fach entarteten Grundzustand, welcher in dem vorangegangenen Abschnitt diskutiert
wurde, kann das System nun mittels verschiedener Kontrollparameter in einen einfach
entarteten Singulett-Grundzustand getrieben werden. Der kritische Punkt, welcher die-
se beiden orthogonalen Grundzustände voneinander trennt, wird im Folgenden analy-
siert. Analog zu dem Dublett-Singulett-Übergang für den Fall eines verschwindenden
Abstandes R = 0 zwischen den Störstellen [143,186], wobei das ungerade Leitungsband
vollständig entkoppelt Γo(ε) = 0, wird zunächst zwischen einem paritäs-symmetrischen
und einem paritäts-asymmetrischen Setting unterschieden und anschlieÿend gezeigt,
dass der Phasenübergang durch experimentell leicht zugängliche Kontrollparameter
getrieben werden kann.
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Abbildung 4.22: Entropie (a) und Spin-Spin-Korrelation (b) als Funktion von der Stärke
des Tunnelmatrixelementes t/Γ0 für verschiedene Grade der Paritätsbrechung α. Der Abstand
zwischen den TL-symmetrischen f -Orbitalen beträgt R = 2a und auÿerdem wurde U/Γ0 = 10,
D/Γ0 = 10 verwendet.

4.5.3.1 Phasenübergang bei erhaltener und gebrochener Parität

Während die ferromagnetische RKKY-Wechselwirkung JRKKY einen lokalen Triplett-
Zustand begünstigt, welcher bei kleinen Temperaturen unvollständig von Leitungsban-
delektronen abgeschirmt wird, so führt ein zusätzlicher, antiferromagnetischer Aus-
tauschterm J12

~S1
~S2 zu einer energetischen Absenkung des Singulett-Zustandes zwi-

schen den Störstellen. Ein derartiger Austauschterm kann unter anderem durch ein
Tunnelmatrixelement zwischen den beiden f -Orbitalen erzeugt werden, wie in Ab-
schnitt 4.3 bereits demonstriert wurde. Auch wenn für die spezi�schen Abstände Rn

kein e�ektives Tunnelmatrixelement te� durch die Ankopplung an das Leitungsband
generiert wird, so entstehen derartige Hüpfelemente automatisch, falls die Wellenfunk-
tionen der korrelierten Orbitale überlappen, wie es beispielsweise bei molekularen Di-
meren der Fall ist [21].

Für die spezi�schen Abstände Rn ist demnach zu erwarten, dass es eine kritische
Kopplungsstärke tc gibt, an der der Grundzustand des Systems von einem Dublett zu
einem Singulett wechselt. Um die Rolle der Paritätssymmetrie zu untersuchen, wird
die Kopplung der zweiten Störstelle im Folgenden durch V2 = αV1 = αV parametri-
siert und weiterhin Γ0 = πV 2ρ(0) als natürliche Einheit gewählt. Für α = 1 ist der
Hamiltonoperator demnach paritäts-symmetrisch, für α 6= 1 ist die Paritätssymmetrie
gebrochen.

In Abbildung 4.22 (a) ist die Entropie Simp für einen Abstand von R1 = 2a als Funk-
tion von der Stärke des Tunnelmatrixelementes zwischen den Störstellen aufgetragen.
Unabhängig von der Paritätssymmetrie ist immer ein diskontinuierlicher Sprung zwi-
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schen einem zweifach entartetem Grundzustand mit Simp = ln(2) und einem Singulett
mit Simp = ln(1) = 0 zu sehen. Die kritische Kopplung tc hängt leicht von dem Grad
der Paritätsverletzung α ab: Je kleiner α ist desto kleiner ist auch tc. Dieser E�ekt
ist durch eine Reduktion der ferromagnetischen RKKY-Wechselwirkung zu erklären,
welche in dem Kondo-Regime proportional zu V 2

1 V
2

2 ist und daher quadratisch mit
α abnimmt. Für eine kleinere RKKY-Wechselwirkung wird ein kleinerer antiferroma-
gnetischer Austauschterm benötigt, um den lokalen Singulett-Zustand gegenüber des
Tripletts zu begünstigen.

Im Vergleich zu der Entropie ändert sich bei der Spin-Spin-Korrelation in Abbildung
4.22 (b) auch der qualitative Verlauf der Kurve, wenn die Parität gebrochen wird. Ist
die Parität erhalten, so besitzt die Korrelationsfunktion bei tc einen diskontinuierlichen
Sprung zwischen einer ferromagnetischen (positiv) und einer antiferromagnetischen (ne-
gativ) Korrelation. Dieser wird zu einem kontinuierlichen Übergang sobald die Symme-
trie gebrochen wird. Je stärker die Paritätsbrechung (kleineres α), desto gröÿer wird der
Übergangsbereich. Um dieses Verhalten zu erklären, wird der e�ektive Tieftemperatur-
Hamiltonoperator für den Limes einer groÿen Coulomb-Wechselwirkung U betrachtet.
Mittels einer Schrie�er-Wol�-Transformation [43,174], für den Fall erhaltener Parität,
ergibt sich das Zweistörstellen-Kondo-Modell [139,140,164,165] (TIKM von engl.: two
impurity Kondo model)

HTIKM =K~S1
~S2 +

J

8

∫ ∫
dε dε′

√
ρc(ε)ρc(ε′)

∑

α,σσ′

~σσσ′

×
[
(~S1 +~S2)

(
Nα(ε,R)Nα(ε′,R)c†εσ,αcε′σ′,α

)

+(~S1 −~S2)Ne(ε,R)No(ε
′,R)

(
c†εσ,ecε′σ′,o + h.c.

)]
. (4.96)

Dabei ergeben sich J = 8V 2

U
und K = t2

U
aus den Parametern des Anderson-Modells

und es gilt Nα(ε,R) = 2Γα(ε,R)/[πV 2ρ0(ε)]. Bei tiefen Temperaturen verschwindet der
letzte Term in Gl. (4.96) proportional zu (~S1 − ~S2) immer, da entweder Ne(ε,R) → 0
oder No(ε,R) → 0 für ε → 0 gilt. Dieser Term transferiert �Parität� von den Stör-
stellen in das Leitungsband, so dass sich 〈~S1

~S2〉 kontinuierlich von einem Triplett mit
Parität +1 zu einem Singulett mit Parität −1 entwickeln kann, solange dieser Term
existiert. Weil dieser Term jedoch auf kleinen Energieskalen verschwindet, muss sich
die Korrelationsfunktion für den Fall einer erhaltenen Parität diskontinuierlich ändern.
Die Diskontinuität ist demnach eine Folge der Paritätserhaltung wie in Abbildung 4.22
(b) zu erkennen ist.

Ebenso wie die Änderung der Spin-Spin-Korrelationsfunktion in der Nähe des kri-
tischen Punktes, hängt auch die Art des QCPs selbst stark davon ab, ob die Parität
erhalten ist oder nicht. In [143] wird für den Fall R = 0 (vollständiges Entkoppeln
des ungeraden Leitungsbandes auf allen Energieskalen) gezeigt, dass es sich bei dem
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Dublett-Singulett-Übergang um einen kontinuierlichen Übergang erster Ordnung han-
delt, solange die Parität erhalten ist und um einen Kosterlitz-Thouless Übergang, falls
diese gebrochen wird: Ist die Parität erhalten, so ist der Singulett-Zustand ein exakter
Eigenzustand von dem Hamiltonoperator und ein Dublett-Singulett-Übergang ist nur
in Form eines sogenannten level-crossings möglich.
Wird hingegen der Fall maximaler Paritätsbrechung α = 0 betrachtet, so entkop-
pelt das zweite lokale Moment vollständig von dem Problem. Werden die beiden Stör-
stellen nun mittels eines kleinen AF Austauschterms t2/U gekoppelt, so �ndet im-
mer ein zweistu�ger Abschirmungsprozess statt. Zunächst wird das erste Moment, auf
der Energieskala der Kondo-Temperatur TK,1, von den Leitungsbandelektronen abge-
schirmt, was eine lokale Fermi-Flüssigkeit erzeugt. Das zweite freie Moment koppelt
an diese Fermi-Flüssigkeit, dessen e�ektive Bandbreite durch TK abgeschätzt werden
kann. Aus diesem Grund �ndet der zweite Abschirmungsprozess auf der exponenti-
ell kleinen Energieskala T̃ ∝ exp(−TK,1U/t2) statt. Für kleine aber endliche Werte
von α ist eine analoge Ableitung der Energieskala T̃ möglich, jedoch muss aufgrund
der FM RKKY-Wechselwirkung, JRKKY ∝ α2, zunächst eine kritische Kopplungsstär-
ke tc überschritten werden, damit eine e�ektiv AF Kopplung des freien Moments an
die Fermi-Flüssigkeit entsteht. Für t < tc ist die resultierende Kopplung, bestehend
aus RKKY-Wechselwirkung und Tunnelmatrixelement t, ferromagnetisch und wird
im Sinne einer RG für kleine Temperaturen zu Null renormalisiert. Die Energieska-
la T̃ ∝ exp(−TK,1U/(t − tc)2) verschwindet demnach exponentiell an dem QCP, wie
üblich für einen KT-Übergang.

Diese Überlegungen werden auch für endliche Abstände Rn durch NRG-Rechnungen
bestätigt. In Abbildung 4.23 ist die Temperatur T0, welche über die Entropie mit
Simp(T0) = 1/2 ln(2) de�niert ist und am QCP verschwindet (T0(tc) = 0), als Funktion
von (t−tc) aufgetragen. Wie zu erwarten, ist für den Fall erhaltener Parität ein linearer
Zusammenhang T0 ∝ (t− tc) zu erkennen, während sich eine exponentielle Krümmung
für α < 1 ergibt.
Es sei darauf hingewiesen, dass die Energieskala T0 nur für t > tc existiert. Für t < tc

ist der Grundzustand zweifach entartet, so dass die Entropie den Wert Simp = ln(2)
nicht unterschreiten kann.

Für den Fall erhaltener Parität, α = 1, ist in Abbildung 4.24 das Spektrum der
geraden (a) und ungeraden (b) Orbitale, für beide Phasen und R = 2a, abgebildet.
Bei diesem Abstand entkoppelt das gerade Orbital auf kleinen Energieskalen von dem
Leitungsband, so dass die beiden Spektren die gleichen Eigenschaften wie für den Fall
R = 0 [21, 186] besitzen, wobei die Rollen der geraden und ungeraden Spektren ver-
tauscht sind. Das Spektrum des ungeraden Orbitals in Abb. 4.24 (a) zeigt eine unvoll-
ständig abgeschirmte Kondo-Resonanz [207] um ω = 0 für t < tc, welche zusammen-
bricht, sobald das Tunnelmatrixelement die kritische Gröÿe t > tc überschreitet. In
dieser Phase bilden die Spins der Störstellen ein lokales Singulett. Im Gegensatz dazu
besitzt ρe(ω) in Abb. 4.24 (b) für alle t 6= tc immer ein Gap an der Fermi Energie: Das
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Abbildung 4.23: Energieskala T0

auf der das System für t > tc in
den Singulett-Grundzustand über-
geht, für verschiedene Grade der
Paritätsbrechung α in der Nähe des
QCPs. Der Abstand zwischen den
TL-symmetrischen f -Orbitalen be-
trägt R = 2a und auÿerdem wurde
U/Γ0 = 10, D/Γ0 = 10 verwendet.

Pseudogap in der geraden Hybridisierungsfunktion unterdrückt den Kondo-E�ekt des
Spins in dem geraden Orbital. Die Resonanzen bei endlichen Frequenzen, in der Nähe
der Fermi Energie, entsprechen Anregungen, die einen Übergang von dem Dublett- in
den Singulett-Zustand für t < tc hervorrufen und einen Übergang von dem Singulett- in
den Dublett-Zustand für t > tc. Folglich ist die Breite des Gaps durch die Di�erenz der
Energien des Dubletts und des Singuletts gegeben und verschwindet an dem kritischen
Punkt t = tc.

4.5.3.2 Phasenübergang durch experimentell zugängliche Kontrollparame-
ter

Da das Tunnelmatrixelement t durch den Überlapp der orbitalen Wellenfunktionen
der Adsorptionsatome, oder der Moleküle, im Experiment für eine gegebene Probe
festliegt [21], ist eine Variation des Tunnelmatrixelementes experimentell schwierig zu
realisieren.

Der Fall verschiedener, diskreter t, welche durch unterschiedliche Geometrien der
Störstellen auf dem Substrat eingestellt werden können, wurde für den Extremfall R ≈
0 bereits experimentell nachgewiesen [21]. Dieses Vorgehen ist jedoch nicht geeignet,
wenn die Spinkon�guration ein und derselben Probe mittels äuÿerer Kontrollparameter
eingestellt werden soll.

Der Phasenübergang kann allerdings auch für ein festes t mittels einer Gatespan-
nung, welche die Einteilchenenergie εf der beiden korrelierten Orbitale verändert, ge-
trieben werden. In Abbildung 4.25 ist das Phasendiagramm des 1d Zweistörstellenpro-
blems für einen Abstand von R = 2a und unter Verwendung einer linearen Dispersi-
on für die Leitungsbandelektronen, abgebildet. Abb. 4.25 (a) zeigt die Entropie und
Abb. 4.25 (b) die Spin-Spin-Korrelation als Funktion von εf und t, bei konstantem
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Abbildung 4.24: Einteilchenspektralfunktion der (a) ungeraden und (b) geraden Kombinati-
on der Störstellen, bei erhaltener Parität als Funktion des Tunnelmatrixelementes t und unter
Verwendung von U/Γ0 = 10, εf/Γ0 = −5 und D/Γ0 = 10. Die durchgezogenen Linien kenn-
zeichnen die Dublett-Phase, wohingegen die gestrichelten Spektren zu der Singulett-Phase
gehören. Einzelbild (b) zeigt das Spektrum des geraden Orbitals auf einem kleinen Frequenz-
bereich um der Fermi-Energie. Der gesamte Frequenzbereich ist in dem kleinen Einschub
ebenfalls dargestellt.

U/Γ0 = 10, D/Γ0 = 10. Im Inneren der Röhre [rot in Abb. 4.25 (a) bzw. rot und
gelb in Abb. 4.25 (b] be�ndet sich das System in dem Dublett-Grundzustand mit einer
Entropie von Simp = ln(2) und es ergeben sich ferromagnetische Korrelationen zwi-
schen den lokalen Momenten der Störstellen. Wenn entweder das Tunnelmatrixelement
t oder die Einteilchenenergie εf ausreichend erhöht oder verringert wird, so be�ndet
sich das System in der Singulett-Phase. Für sehr groÿe, positive oder negative, Einteil-
chenenergien εf nimmt die Spin-Spin-Korrelation kontinuierlich ab (|〈~S1

~S2〉| → 0), da
die Orbitale entweder leer oder doppelt besetzt sind. Es ist zu beachten, dass in diesem
Fall der Kondo-E�ekt auch in der Dublett-Phase unterdrückt wird, da sich kein lokales
Moment ausbildet, welches von den Leitungsbandelektronen abgeschirmt werden kann.

Um die Asymmetrie des Phasendiagramms bezüglich εf und t zu verstehen, ist
es sinnvoll die Einteilchenenergien in der geraden/ungeraden (e/o) Paritäts-Basis zu
betrachten. In dieser Basis werden die beiden Energien εfe/o durch ein endliches t aufge-

spalten εfe/o = εf ± t/2, so dass die gerade/ungerade Einteilchenenergie mit zunehmen-
den t zunimmt/abnimmt. Be�ndet sich das System in der Singulett-Phase, so muss
die Einteilchenenergie des entkoppelten Orbitals in Richtung εf verschoben werden,
damit es einfach besetzt wird und ein Übergang in die Dublett-Phase statt�ndet. Wird
der Abstand R = 2a, welcher in Abbildung 4.25 verwendet wird, zu einem Abstand
verändert bei dem das ungerade anstelle des geraden Orbitals entkoppelt, so wird das
Phasendiagramm an der t = 0 Achse gespiegelt.
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Abbildung 4.25: (a) Entropie- und (b) Spin-Korrelations-Phasendiagramm für R = 2a und
den Fall erhaltener Parität (α = 1), aufgetragen als Funktion des Tunnelmatrixelementes t
und der Einteilchenenergie εf . Es wurde eine lineare Dispersion für das Leitungsband sowie
U/Γ0 = 10, D/Γ0 = 10 verwendet. Diese Abbildung wurde aus Ref. [167] entnommen.

Da ausschlieÿlich die Besetzung des entkoppelten Orbitals darüber entscheidet, in
welcher Phase sich das System be�ndet, können alle Modellparameter, die zu einer
Modi�kation dieser Besetzung führen, verwendet werden, um den Dublett-Singulett-
Phasenübergang zu treiben. Besitzen die beiden Störstellen eine lokale TL-Asymmetrie,
so kann anstelle der Gatespannung beispielsweise auch hydrostatischer Druck, welcher
die Kopplung zwischen Störstellen und Leitungsbandelektronen beein�usst, verwendet
werden. Für den realistischen Fall, U/2� −εf und εf < 0, sind die Störstellen für V →
0 nahezu halb besetzt und werden mit zunehmender Kopplungsstärke V entvölkert, so
dass ein Dublett-Singulett-Übergang realisiert werden kann. In Abbildung 4.26 (a) ist
die Entropie als Funktion von der Kopplung V ′/V =

√
Γ′/Γ0, unter Verwendung von

U/Γ0 = 50, εf/Γ0 = −3, D/Γ0 = 10 und t/Γ0 = 0 aufgetragen und demonstriert
die Existenz eines Dublett-Singulett-Phasenübergangs für unterschiedliche Grade der
Paritätsbrechung α. Für den Fall erhaltener Parität zeigt Abbildung 4.26 (b), dass auch
in diesem Fall ein Sprung in der Spin-Spin-Korrelationsfunktion entsteht, welcher zu
einem kontinuierlichen Verlauf bei gebrochener Parität wird. Für den Parametersatz
aus Abb. 4.26 bei erhaltener Parität (α = 1), ist in Abbildung 4.27 die Besetzung der
geraden und ungeraden Kombinationen ne/o = ne/o,↑ + ne/o,↓ sowie der Orbitale im
Realraum ntot = n1/2 abgebildet. Da für den Abstand R = 2a die gerade Kombination
von dem Leitungsband entkoppelt, ist dieses Orbital in der Dublett-Phase nahezu halb
besetzt und wird am kritischen Punkt abrupt entvölkert.
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Abbildung 4.26: Entropie (a) und Spin-Spin-Korrelation (b) als Funktion von der Stärke der
Hybridisierung V ′/V für verschiedene Grade der Paritätsbrechung α. Der Abstand zwischen
den TL-asymmetrischen f -Orbitalen beträgt R = 2a und es wurde U/Γ0 = 50, εf/Γ0 = −3,
D/Γ0 = 10, t/Γ0 = 0 für die NRG-Rechnungen verwendet.

4.6 Zusammenfassung

Wenn das Zweistörstellen-Anderson-Modell auf die Freiheitsgrade mit gerader und un-
gerader Parität abgebildet wird, entstehen zwei, im Allgemeinen TL-asymmetrische,
Hybridisierungsfunktionen. Beide dieser Hybridisierungsfunktionen können, bezüglich
der Frequenz, in einen symmetrischen/geraden und einen asymmetrischen/ungeraden
Anteil zerlegt werden. Während der gerade Anteil mittels einer normierten Zustands-
dichte ausgerückt werden kann, besitzt der ungerade Anteil ein verschwindendes spek-
trales Gewicht. Unter Vernachlässigung des ungeraden Anteils ergibt sich ausschlieÿ-
lich eine ferromagnetische RKKY-Wechselwirkung zwischen den Störstellen und der
quantenkritische Punkt nach Varma und Jones existiert, wenn zusätzlich eine direkte
Heisenberg-Austauschwechselwirkung betrachtet wird. Der asymmetrische Anteil er-
zeugt jedoch relevante Streuterme in dem Niedrigenergiesektor des Hamiltonoperators
und zerstört daher den QCP nach Varma und Jones in dem vollständige Modell.

In diesem Kapitel wurde gezeigt, dass der E�ekt des ungeraden Anteils der Hybri-
disierungsfunktionen äquivalent zu einem e�ektiven Tunnelmatrixelement te� zwischen
den beiden Störstellen ist. Das NRG-Fixpunktspektrum des vollständigen Modells kann
reproduziert werden, wenn anstelle der vollen Hybridisierungsfunktion nur der gerade
Anteil in Kombination mit einem entsprechenden Tunnelmatrixelement zwischen den
Störstellen verwendet wird. Der QCP nach Varma und Jones in dem vollständigen und
TL-asymmetrischen Modell kann wider hergestellt werden, wenn das durch den ungera-
den Anteil dynamisch generierte Tunnelmatrixelement durch ein zusätzliches, direktes
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Abbildung 4.27:

Besetzungszahl 〈ne/o〉 der
geraden (rote Linie mit Punk-
ten) und der ungeraden (blaue
Linie mit Punkten) Kombi-
nation sowie die Besetzung
〈ntot〉 = 〈n1/2〉 (schwarze
Linie) als Funktion von der
Stärke der Hybridisierung
V ′/V , für die Parameter aus
Abbildung 4.26 mit α = 1.

Tunnelmatrixelement t = −te� kompensiert oder der Abstand zwischen den Störstellen
derart angepasst wird, dass das dynamisch generierte Tunnelmatrixelement verschwin-
det (te� = 0). Während das Tunnelmatrixelement, welches benötigt wird um den QCP
wider herzustellen, für TL-symmetrische Störstellen analytisch vorhersagbar ist, muss
es für den TL-asymmetrischen Fall mittels einer numerischen Iteration bestimmt wer-
den. Erst wenn die niedrigsten Einteilchenanregungen in den beiden Kanälen mit un-
terschiedlicher Parität identisch sind, stimmt die Streuphase in diesen Kanälen überein
und der QCP kann realisiert werden.

Unter Verwendung des dynamisch generierten Tunnelmatrixelementes ist die Ab-
bildung auf ein e�ektives Niedrigenergiemodell möglich, welches nur den geraden An-
teil der Hybridisierungsfunktionen berücksichtigt. Der ungerade Anteil in dem e�ek-
tiven Modell wird dann durch ein entsprechendes Tunnelmatrixelement zwischen den
Störstellen approximiert. Da dieses Tunnelmatrixelement aus dem Realteil der kom-
plexen Hybridisierungsmatrix bei Frequenz ω = 0 resultiert, wird die Näherung für
den Weitbandlimes V/D → 0 exakt. Das Niedrigenergiemodell des Zweistörstellen-
Anderson-Modells ermöglicht eine neue Sichtweise auf den antiferromagnetischen An-
teil der RKKY-Wechselwirkung in dem Weitbandlimes, unabhängig von der Stärke
der Coulomb-Wechselwirkung U auf den Störstellen. Im Gegensatz zu der Lehrbuch-
RKKY-Wechselwirkung des Zweistörstellen-Kondo-Modells, welches aus einer Schrie�er-
Wol�-Transformation des TIAMs resultiert, ergibt sich JAFRKKY ∝ (teff)2/U . Dieses
Ergebnis ergibt sich für kleine bis mittlere U/D in dem vollständigen Modell und
erst für groÿe Werte von U/D ergibt sich ein Übergang zum etablierten Verhalten
JAFRKKY ∝ 1/U2. Darüber hinaus fällt der Wert von JAFRKKY langsamer mit dem Ab-
stand R zwischen den Störstellen ab, als von dem Lehrbuch-Ausdruck erwartet wird.
Die Abstandsabhängigkeit der resultierenden Spin-Spin-Korrelationsfunktion stimmt
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für kleine bis mittlere U/D jedoch mit (teff)2, so dass signi�kante Korrekturen zum
Lehrbuch-Ausdruck notwendig sind.

Die räumliche Anisotropie der RKKY-Wechselwirkung sowie die Störstellen Spin-
Spin-Korrelationsfunktion wurden für ein einfach kubisches Gitter in zwei Dimensio-
nen untersucht. Mittels einer Analyse des e�ektiven Tunnelmatrixelementes konnten
die entscheidenden Frequenzen bestimmt werden, die die räumlichen Oszillationen als
Funktion des chemischen Potentials bestimmen. Es wurde gezeigt, dass die Topologie
der Fermi-Fläche darüber entscheidet, ob schnelle oder langsame Oszillationen beob-
achtet werden.

Für eine eindimensionale Dispersion εk für die Leitungsbandelektronen wurde au-
ÿerdem gezeigt, dass das TIAM, für eine unendliche Anzahl an diskreten Abständen
Rn, einen stabilen Fixpunkt mit einem lokalen Moment, den unvollständig abgeschirm-
ten Kondo-Fixpunkt (USK FP), besitzt. Eine der beiden Hybridisierungsfunktionen in
der Eigenbasis der Parität besitzt dann ein quadratisches Pseudogap an der Fermi-
Energie, so dass in diesem Kanal kein Kondo-E�ekt möglich ist. Das lokale Moment
des Grundzustandes besitzt f -Charakter für kleine Kopplungen V/D → 0 und wird zu
einer reinen Eigenschaft der Leitungsbandelektronen für den entgegengesetzten Grenz-
fall V/D →∞. Für paritätssymmetrische Störstellen teilt sich das lokale Moment des
Grundzustandes gleichermaÿen auf die Störstellen auf, wohingegen es bei Paritätsasym-
metrie vorwiegend auf der Störstelle mit der kleineren Kondo-Temperatur lokalisiert
ist.

Wie für die diskreten Abstände Rn demonstriert wurde, besitzt das TIAM einen
weiteren QCP, der die Singulett- von der Dublett-Phase trennt. Der Phasenübergang
kann mittels verschiedener Modellparameter, wie einem Tunnelmatrixelement zwischen
den Störstellen oder deren Einteilchenenergie, getrieben werden. Für paritätssymme-
trische Störstellen handelt es sich dabei um einen Phasenübergang erster Ordnung,
wohingegen sich ein Kosterlitz-Thouless artiger QCP für ein paritätsasymmetrisches
Setting ergibt.
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5. Multistörstellenprobleme

5.1 Einführung

Eine verdünnte Konzentration an magnetischen Störstellen in Metallen führt übli-
cherweise zu dem Kondo-E�ekt [13], welcher im Rahmen des SIAMs verstanden wer-
den kann. Wie in Kapitel 4 für das TIAM bereits gezeigt wurde, führt die RKKY-
Wechselwirkungen zwischen einzelnen Störstellen an verschiedenen Orten zu einem
weitaus komplexeren Problem, mit einem komplizierteren Phasendiagramm.

Werden solche magnetischen Störstellen nun regelmäÿig in jeder Einheitszelle ei-
nes Gitters platziert, so wird aus dem SIAM das periodische-Anderson-Modell (PAM).
Der Hamiltonoperator wird translationsinvariant und die Streuprozesse müssen kohä-
rent werden. Mithilfe des PAMs werden metallische Verbindungen mit Seltenen Erden,
die partiell gefüllte f Schalen besitzen, modelliert. Diese Materialien gehören zu der
allgemeinen Klasse der Schwere-Fermionen-Verbindungen (HF von engl.: Heavy Fer-
mions) [34, 35] und zeigen eine groÿe Vielfalt an unterschiedlichen Phasen bei tiefen
Temperaturen.

Diese verschiedenen und konkurrierenden Phasen in Systemen mit stark korrelier-
ten Elektronen verursachten ein groÿes Interesse und bekamen in den letzten 50 Jahren
eine groÿe Aufmerksamkeit. HFs sind bekannt für die Bildung einer schweren Fermi-
Flüssigkeit (FL) und der Existenz von unkonventioneller Supraleitung [208]. Magne-
tisch geordnete Phasen [209] können entweder aus einer schweren Fermi-Flüssigkeit,
mit einem deutlich reduzierten magnetischen Moment pro Elementarzelle, entstehen,
oder aus einer Phase in der die Momente stark lokalisiert sind [34]. Weitere bedeutende
Beispiele sind die Hochtemperatursupraleiter, bei denen die supraleitende Phase häu�g
in Verbindung mit einem antiferromagnetischen QCP mit Mott-Hubbard Isolator arti-
gem Übergang beobachtet wird [210]. Externe Kontrollparameter wie hydrostatischer
oder chemischer Druck können verwendet werden, um die verschiedenen Phasen in Sy-
stemen mit stark korrelierten Elektronen zu realisieren. Seltsame Metalle, sogenannte
�strange-metals�, mit Nicht-Fermi-Flüssigkeits (NFL) Eigenschaften werden häu�g in
der Nähe eines quantenkritischen Punktes (QCP) detektiert [35, 209, 211, 212]. Solche
seltsamen Metalle sind aus theoretischer Sicht immer noch nicht ausreichend verstan-
den und Gegenstand intensiver Forschung.
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Die Materialien der Schwere-Fermionen-Verbindungen werden vor allem durch die
Konkurrenz zwischen der Bildung einer schweren Fermi-Flüssigkeit aufgrund des Kondo-
E�ekts [14] und einer magnetischen Ordnung der lokalisierten Spins durch die RKKY-
Wechselwirkung beein�usst [209]. Da diese beiden Phasen orthogonal zueinander sind,
lässt das Doniach-Szenario [158] vermuten, dass zwischen den Phasen ein quantenkri-
tischer Punkt existiert.

Dieses Szenario hat eine intensive Analyse des TIAMs [183] getriggert, um ein
mikroskopisches Verständnis bezüglich eines derartigen QCPs zwischen einer Kondo-
und einer magnetischen Phase zu erlangen. Ferromagnetische Kopplungen sind in die-
sem Fall jedoch irrelevant für den spinkompensierten Grundzustand und der anti-
ferromagnetische QCP ist instabil gegenüber der Brechung einer speziellen Symme-
trie [154,213].

Das Doniach-Szenario für das PAM und das Kondo-Gitter wurde bereits sehr früh
infrage gestellt. Grewe [214] zeigte auf, dass dieses lokale Bild die Rolle der indirek-
ten, über die Leitungsbandelektronen übermittelten Wechselwirkungen zwischen den
lokalen Momenten vernachlässigt. Diese beein�ussen sowohl die FL Phase als auch die
Bildung von magnetischer Ordnung aus einer schweren Fermi-Flüssigkeit heraus. Die
Theorie des Magnetismus in derartigen Materialien muss sowohl itinerante als auch
lokalisierte magnetische Ordnung beinhalten. Darüber hinaus widerspricht auch das
Nozieres' Erschöpfungsszenario (engl.: exhaustion scenario) [215, 216] der Vorstellung,
dass die Bildung der schweren Fermi-Flüssigkeit mit einem individuellen Kondo-E�ekt
der jeweiligen lokalen Momente in einem periodischen System erklärt werden kann,
wo der Kondo-E�ekt durch die lokale Zustandsdichte der Leitungsbandelektronen ge-
trieben wird. Trotz all dieser Kritik ist das Doniach-Szenario auch heute noch ein
Paradigma [209] und dient zur Veranschaulichung des Ursprungs komplexer Phasen-
diagramme [217] in HF Materialien.

Während die meisten HF Materialien eine antiferromagnetisch geordnete Phase
besitzen, wurden in den letzten Jahren immer mehr ferromagnetische HFs entdeckt
[218�231]. Jüngste Experimente an solchen HF Ferromagneten o�enbarten die Eigen-
schaften seltsamer Metalle, wenn die Curie Temperatur kontinuierlich mittels hydro-
statischem Druck [224, 230] oder chemischem Druck [231] unterdrückt wird. Während
Quanten Phasenübergänge in itineranten Ferromagneten, im Rahmen der Hertz-Millis-
Moriya Theorie [211,212], immer von erster Ordnung sind, so demonstrierten die Expe-
rimente [224,230,231] die Existenz von quantenkritischen Punkten mit NFL Verhalten
und der Zerstörung des Kondo-E�ektes in HF Ferromagneten. Dieses Ergebnis beweist,
dass die Unterdrückung von Antiferromagnetismus nicht essentiell für die vielen Eigen-
schaften seltsamer Metalle sind. Neue Theorien für derartige ferromagnetische QCPs,
welche über das erste Ordnung Spindichtewellen Szenario hinausgehen, werden daher
dringend benötigt und könnten einen neuen Zugang in dem Kontext der seltsamen
Metalle liefern. Störstellencluster mit einer endlichen Gröÿe, bei denen die Bildung
einer Spindichtewelle unterdrückt wird, sind daher vielversprechende Kandidaten um
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zu verstehen, warum ferromagnetische Korrelationen mit dem Kondo-E�ekt konkur-
rieren, obwohl eine derartige Konkurrenz in dem Zwei- und Dreistörstellen-Anderson-
Modell [139,168,232,233] bis heute nicht bekannt ist.

Dass das Zweistörstellenproblem der Komplexität der Phasen in echten HF Ma-
terialien nicht gerecht werden konnte, triggerte die Suche nach einem lösbaren Mul-
tistörstellenproblem mit echten QCPs und NFL Verhalten in frustrierten Drei-Spin-
Kondo-Modellen [232�237]. Die Verbindung derartiger Modelle zu realen Materialien
ist zwar unklar, jedoch ist es hilfreich zu verstehen, unter welchen Umständen derartig
komplexe Phasen entstehen können. Eine Schlüsselbeobachtung dieser Arbeiten ist die
zentrale Rolle von magnetischer Frustration, welche in der Lage ist exotische Phasen
in korrelierten Systemen zu stabilisieren.

In diesem Kapitel werden die Erkenntnisse aus Kapitel 4 für das TIAM und spe-
ziell die Abbildung auf ein e�ektives Niedrigenergiemodell, auf das konventionelle
Multistörstellen-Anderson-Modell (MIAM von engl.: multi impurity Anderson model)
übertragen, bei dem Nf korrelierte Störstellen mit den Wannier Orbitalen eines ein-
zigen Leitungsbandes hybridisieren. Das MIAM beinhaltet zwei etablierte Grenzfälle,
das SIAM für Nf = 1 und das PAM, bei dem Nf mit der Anzahl an Gitterplätzen NG

übereinstimmt. Modelle mit endlichem Nf > 1 zwischen diesen beiden Grenzfällen sind
relevant für Experimente mit Rastertunnelspektroskopie und werden bereits als verein-
fachte Systeme für die Analyse von magnetischer Frustration in Systemen mit stark
korrelierten Elektronen verwendet. Unabhängig von der AnzahlNf wird eine Abbildung
des ursprünglichen Modells auf ein e�ektives Niedrigenergiemodell für den Weitband-
limes vorgestellt. Das e�ektive Modell berücksichtigt die indirekt über die Leitungs-
bandelektronen übermittelte RKKY-Wechselwirkung, die damit zusammenhängenden
Potentialstreuterme in dem Leitungsband sowie die Delokalisierung der korrelierten
Orbitale durch e�ektive Tunnelmatrixelemente zwischen allen Störstellen. Auÿerdem
ermöglicht die Konstruktion e�ektiver Leitungsbandkanäle den Kondo-E�ekt innerhalb
des Systems. Magnetische Frustration tritt in dem abgebildeten Modell dann auf, wenn
die e�ektiven Tunnelmatrixelemente, welche die AF RKKY generieren, zwischen den
nächsten Nachbarn und den übernächsten Nachbarn gleich groÿ werden.

Das Kapitel ist folgendermaÿen gegliedert. Nachdem das Modell in Abschnitt 5.2.1
eingeführt wird, werden die Hauptergebnisse in Abschnitt 5.2.2 vorab kurz vorgestellt.
Während die Abbildung auf ein e�ektives Niedrigenergiemodell in Abschnitt 5.2.3 vor-
gestellt wird, wird der Rang der Ladungs�uktuationsmatrix in Abschnitt 5.2.4 dazu
verwendet um das Modell in Klassen erster und zweiter Art zu unterteilen, wobei ei-
nige explizite Kon�gurationen der Störstellen in unterschiedlichen Dimensionen des
zugrundeliegenden Gitters untersucht werden. Die Potentielle Stärke und die Gültig-
keit des e�ektiven Modells wird in Abschnitt 5.2.6 anhand von drei Ergebnissen aus
der Literatur demonstriert: (i) Der ferromagnetische Grundzustand in dem verdünn-
ten PAM [151, 238] bei Halbfüllung, (ii) der ferromagnetische Grundzustand in dem
1d Kondo-Gitter für den Grenzfall eines einzigen Leitungsbandelektrons und (iii) die
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Skalierung der kritischen Coulomb-Wechselwirkungsstärke Uc des Mott Übergangs in
dem PAM mit Nächster-Nachbar-Hybridisierung [239]. Die NRG Ergebnisse für drei,
vier und fünf Störstellen werden in Abschnitt 5.3 präsentiert. In Abschnitt 5.3.1 wird
ein Störstellen-Trimer mit C3 Symmetrie betrachtet und das durch magnetische Fru-
stration erzeugte NFL Regime [232,233] rekapituliert. Als eine weitere Anwendung der
Abbildung wird in Abschnitt 5.3.2 das MIAM mit bis zu Nf = 5 Störstellen auf ei-
ner 1d Tight-Binding-Kette betrachtet und einige Kosterlitz�Thouless artigen QCPs
als Funktion der Leitungsbandfüllung diskutiert. In Abschnitt 5.4 wird das Kapitel
anschlieÿend mit einer Zusammenfassung beendet.

Die meisten der folgenden Ergebnisse und Abbildungen dieses Kapitels wurden be-
reits in Referenz [240] verö�entlicht. Diese Ergebnisse werden im Folgenden wiederholt
und teilweise erweitert.

5.2 Theorie

5.2.1 Modell

Der Hamiltonoperator des TIAMs aus Kapitel 4 wird auf eine beliebige Anzahl Nf an
korrelierten Störstellen erweitert. Diese be�nden sich in einem metallischen Substrat,
welches durch ein nichtwechselwirkendes Elektronengas in Tight-Binding-Näherung
modelliert wird

Hhost = −
∑

i,jσ

tijc
†
i,σcj,σ =

∑

~kσ

ε~kc
†
~kσ
c~kσ (5.1)

und für ein periodisches Gitter in dem Impulsraum (k-Raum) Diagonalgestalt be-
kommt. i,j bezeichnen alle Gitterplätze an denen sich unkorrelierte Gitterorbitale be-
�nden, ~Ri ∈ G, wobei G die Menge aller Gitterplätze mit Dimension NG bezeichnet.
ε~k,σ ist die Dispersionsrelation, welche sich durch eine Fourier-Transformation der Ma-
trixelemente tij ergibt und in dem thermodynamischen Limes, NG →∞, zu einer kon-
tinuierlichen Funktion von ~k wird. Eine spinabhängige Zeeman-Aufspaltung, welche
beispielsweise von einem äuÿeren Magnetfeld erzeugt wird, kann in der Banddispersi-
on ε~k → ε~k,σ absorbiert werden, wird im Folgenden jedoch nicht verwendet, weshalb
der Spinindex der Dispersion vernachlässigt wird. Die Diagonalelemente tii entspre-
chen der lokalen Einteilchenenergie der einzelnen Gitterorbitale und verschieben den
Bandmittelpunkt von ε~k, was zu einer Veränderung der Füllung des Leitungsbandes
führt.

Die Nf Störstellen be�nden sich an den Positionen ~Rl ∈ I, mit I ⊂ G und werden,
wie üblich, durch einen atomaren Hubbard Hamiltonoperator modelliert

Himp =
∑

l,σ

εflσf
†
l,σfl,σ +

1

2

∑

l,σ

Ulf
†
l,σfl,σf

†
l,σ̄fl,σ̄, (5.2)
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wobei f (†)
lσ ein Elektron mit Spin σ in dem Orbital der Störstelle an dem Platz ~Rl ver-

nichtet (erzeugt). Die Einteilchenenergien der Störstellen sind durch εfl gegeben und Ul
bezeichnet die intraorbitale Coulomb-Wechselwirkung. Im Allgemeinen besitzen korre-
lierte 3d oder 4f -Schalen noch weitaus mehr Freiheitsgrade, hier werden jedoch nur die
essentiellen Eigenschaften berücksichtigt, um den Parameterraum klein zu halten. Die
wesentlichen Ergebnisse, wie die Klassi�zierung des MIAMs und die Abbildung auf ein
e�ektives Niedrigenergiemodell, welche im Folgenden abgeleitet werden, können jedoch
ohne weiteres auf beliebig komplizierte Systeme, mit beliebig vielen Freiheitsgraden,
übertragen werden.

Da im Folgenden nur das thermodynamische Gleichgewicht betrachtet wird, kann
das chemisches Potential µ in die De�nition von tii und ε

f
l absorbiert werden, so dass

µ = 0 die Fermi-Energie in dem System bezeichnet, bezüglich dessen die Füllung des
Leitungsbandes durch Verschieben des Bandmittelpunktes εc = tii eingestellt werden
kann. εc = 0 entspricht demnach einem halb gefülltem Leitungsband.

Eine allgemeine Kopplung zwischen diesen beiden orthogonalen Subsystemen ist
durch die spindiagonale Hybridisierung

Hhyb =
∑

l,mσ

Vm,lc
†
mσflσ + h.c. =

1√
NG

∑

~k,lσ

V~k,lc
†
~kσ
flσ + h.c. (5.3)

gegeben, wobei V~k,l durch die Fourier-Transformation der Leitungsbandzustände aus
Vm,l entsteht,

V~k,l =
∑

m

Vm,le
−i~k ~Rm . (5.4)

In diesem Kapitel wird lediglich eine lokale, Vm,l = δmlVl, V~k,l = Vl exp(−i~k ~Rl) und
eine Nächste-Nachbar-Hybridisierung Vm,l = Vl für die nächsten Nachbarn ~Rm und
~Rl und Vm,l = 0 andernfalls, was zu V~k,l = −(Vl/t)(ε~k − εc) exp(−i~k ~Rl) führt [239].
Die Stärke der Kopplung wird, wie in den vorangegangenen Kapiteln, durch Γ0,l =
πV 2

l ρ(0) gemessen, was die e�ektive Hybridisierung einer einzelnen Störstelle mit der
Zustandsdichte (DOS von engl.: density of states) ρ(ε) beschreibt.

Der gesamte Hamiltonoperator des Systems ist letztendlich durch

H = Hhost +Himp +Hhyb (5.5)

gegeben. Diese Beschreibung beinhaltet zwei etablierte Grenzfälle. Für I = G und
Nf = NG →∞, ergibt sich das PAM wohingegen das SIAM entsteht, falls I nur einen
einzigen Gitterplatz erfasst. Das PAM kann auch heute nur für einige Spezialfälle exakt
gelöst werden. Wenn die Anzahl der Störstellen 1 < Nf � NG endlich und klein ist,
so wird das Modell als Multistörstellen-Anderson-Modell (MIAM) bezeichnet, dessen
einfachste Realisierung das TIAM [139,168] darstellt.
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Abbildung 5.1: Schematische Darstellung der Unterteilung des MIAMs in vier Bereiche:
Die Grenzfälle I, einer einzelnen Störstelle (SIAM) und des periodischen Gitters (PAM) in
Bereich IV werden durch zwei unterschiedliche Arten an MIAMs in den Bereichen II und III
miteinander verknüpft.

5.2.2 Die Hauptergebnisse des Kapitels

Die Hauptergebnisse dieses Kapitels ergeben sich aus einer Erweiterung der Niedrig-
energieabbildung für das TIAM auf ein Modell mit beliebig vielen (Nf > 2) Störstellen.

In Abbildung 5.1 sind die vier Kategorien des MIAMs, welche mittels der Abbildung
mathematisch streng unterschieden werden können, abgebildet. Die zwei etablierten
Grenzfälle des MIAMs, das SIAM (Nf = 1) und das PAM (Nf = NG) be�nden sich an
dem linken beziehungsweise rechten Ende der Abbildung, bei der die horizontale Achse
die Anzahl Nf der Störstellen qualitativ angibt. Die beiden unterschiedlichen Farben
in der Abbildung bedeuten, dass die jeweiligen Modell zu unterschiedlichen Kategorien
gehören.

Das MIAM der ersten Art enthält alle Modelle, die auf ein e�ektives Niedrigener-
giemodell abgebildet werden können, in dem der Störstellencluster, bestehend aus Nf

lokalisierten Orbitalen, an Nb = Nf e�ektive Leitungsbänder koppelt. Die Anzahl
der e�ektiven Leitungsbänder Nb entspricht exakt der Anzahl an korrelierten Stör-
stellen, was die Entstehung eines Singuletts durch einen vollständig kompensierenden
Multikanal-Kondo-E�ekt ermöglicht [206]. Das einfachste Beispiel für ein derartiges
MIAM der ersten Art ist das etablierte TIAM [138,139,183,213,241,242] mit Nf = 2.
Weitere Beispiele für ein MIAM der ersten Art sind Trimer-Modelle [232,234] mit drei
unabhängigen Leitungsbändern.

Abhängig von den Details der Topologie des Gitters und der geometrischen An-
ordnung der Nf Störstellen gibt es einen kritischen Wert N c

f (G,I) oberhalb dessen das
MIAM auf ein e�ekives Niedrigenergiemodell abgebildet wird, bei dem der Störstellen-
cluster an eine reduzierte Anzahl an e�ektiven Leitungsbändern koppeltNb < Nf . Diese
Modelle werden im Folgenden als MIAMs zweiter Art bezeichnet und gehören zu der
Kategorie III in Abbildung 5.1. Die reduzierte Anzahl an e�ektiven Leitungsbändern
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hat bedeutende Konsequenzen für die magnetischen Eigenschaften des Systems: Ein
groÿes lokales Moment, welches sich bei tiefen Temperaturen ergibt, kann nicht voll-
ständig mittels eines mehrstu�gen Abschirmungsprozesses durch die Leitungsbänder
abgeschirmt werden. Es zeigt sich, dass das PAM ist ein Beispiel für ein solches MIAM
der zweiten Art ist: Das Abschirmen der lokalen Momente muss eine Folge der antifer-
romagnetischen RKKY-Wechselwirkung sein, welche mit der Bildung groÿer Momente
durch die ferromagnetische RKKY-Wechselwirkung konkurriert. Wie im Folgenden ge-
zeigt wird, führt diese Konkurrenz zu einer Reihe an QCPs in Multistörstellenmodellen
der zweiten Art.

Nozieres [215, 216] und andere [243] haben schon vor Jahren vermutet, dass nur
ein kleiner Teil TKρ(0) der Leitungsbandelektronen zu dem Kondo-E�ekt in dem PAM
beitragen können, wobei TK die Kondo-Temperatur und ρ(0) die Zustandsdichte des
Leitungsbandes an dem chemischen Potential bezeichnet. Aus diesem Grund gibt es
nicht genug Leitungsbandelektronen, um alle lokalen f -Momente separat abzuschirmen.
Der Singulett-Grundzustand in einer schweren Fermi�üssigkeit muss auf einem anderen
Mechanismus beruhen, welcher den Kondo-E�ekt auf periodische Strukturen erweitert.
Obwohl das PAM im Rahmen der dynamischen Molekularfeldtheorie (DMFT) [244]
selbstkonsistent auf ein e�ektives SIAM abgebildet wird [245�247], was einen einfachen
Zusammenhang beider Modell vermuten lässt, so interpretierten Pruschke, Bulla und
Jarrell [247] die auftretende Reduzierung der Zustandsdichte des e�ektiven Leitungs-
bandes an dem chemischen Potential als Folge von Nozieres' Erschöpfungsszenario.

Basierend auf der Abbildung auf ein e�ektives Niedrigenergiemodell, welche im Fol-
genden vorgestellt wird, ist eine andere Sichtweise auf die Entstehung einer schweren
Fermi�üssigkeit in dem PAM und dem Kondo-Gitter (KL) möglich. Das phänomenolo-
gische Erschöpfungsszenario wird durch ein strenges mathematisches Kriterium ersetzt
und der lokale Kondo-E�ekt sowie das Entstehen magnetischer Ordnung innerhalb der
DMFT wird durch den Mechanismus [248], welcher aus dem Hubbard-Modell bekannt
ist, ersetzt.

5.2.3 Abbildung auf ein e�ektives Niedrigenergiemodell

Da eine exakte Lösung solcher stark korrelierter Systeme in den meisten Fällen für
Nf > 2 nicht bekannt ist, besteht die Aufgabe darin, eine geeignete Näherung zu
�nden mittels derer es möglich ist die relevante Physik zu extrahieren. In periodischen
Systemen werden die Einteilcheneigenschaften in dem Impulsraum besonders einfach,
jedoch entsteht durch diese Transformation eine nicht lokale Coulomb-Wechselwirkung
welche das Problem wieder verkompliziert. Aus diesem Grund wird die dynamische
Molekularfeldtheorie (DMFT) verwendet [244, 245, 249], um ein e�ektives SIAM zu
konstruieren, welches die lokale Coulomb-Wechselwirkung korrekt beinhaltet und eine
lokale Näherung für die Selbstenergie verwendet um eine genäherte Lösung für die
Einteilchen Greensche Funktion des Gitterproblems zu erhalten. In dieser Näherung
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werden nicht lokale Korrelationen vernachlässigt und magnetische Ordnung kann daher
nur auf dem Level einer Molekularfeldtheorie erfasst werden.

In diesem Abschnitt wird die Abbildung des TIAMs auf ein e�ektives Niedrigener-
giemodell aus Abschnitt 4.3, auf Nf -Störstellen für das MIAM verallgemeinert.

Der E�ekt des Leitungsbandes auf die Dynamik der korrelierten Störstellen ist
vollständig durch die komplexe Hybridisierungsmatrix ∆(z) bestimmt [52, 173]. Diese
ergibt sich durch Auswerten der Bewegungsgleichung der Greenschen Funktion (siehe
Anhang B) mit ~Rij = ~Ri − ~Rj zu

∆ij(z) =
1

NG

∑

~k

Vi,~kV
∗
j,~k
ei
~k ~Rij

z − ε~k
. (5.6)

Für den nichtwechselwirkenden Grenzfall, U = 0, ist die exakte Greensche Funktion
im Realraum durch

G = [z − E −∆(z)]−1 (5.7)

gegeben, wobei die Matrix E die Einteilchenenergien der lokalisierten Orbitale bein-
haltet. In dem Limes des translationsinvarianten PAMs kann diese Greensche Funktion
durch eine Fourier-Transformation mit

∆~k(z) =
Vi,~kV

∗
j,~k

z − ε~k
(5.8)

diagonalisiert werden.
In dem Weitbandlimes, Vi/D → 0, kann die Energieabhängigkeit von ∆ij(z) vernach-
lässigt werden und der E�ekt der Leitungsbandelektronen auf die Dynamik der lokalen
Störstellen wird vollständig durch ∆lm(−i0+) bestimmt.
Es ist zu beachten, dass die Korrekturen, welche für eine endliche Bandbreite auftreten,
im Sinne einer Taylorreihe in der ersten Ordnung durch die Ableitung d/dω∆ij(z)|ω=0

gegeben sind. Wie in Abschnitt 4.4.3 gezeigt, können diese Ableitungen proportional
zu Rij sein, so dass der Grenzfall Nf →∞ im Allgemeinen nicht ohne weiteres durch-
geführt werden kann. Für jede endliche Anzahl Nf an Störstellen verschwinden diese
Terme jedoch für den Limes Vi/D → 0 und ebenso die Korrekturen. Die Approxima-
tion gilt demnach in dem Regime d/dω∆lm(ω + iδ)|ω=0 → 0. Wie später jedoch noch
gezeigt wird, ist der Fixpunkt des e�ektiven Modells im Allgemeinen auch für groÿe
Vi/D korrekt in dem e�ektiven Niedrigenergiemodell enthalten.

Um den Hamiltonoperator in dieser Näherung auf ein e�ektives Modell abzubilden,
wird ∆lm(−i0+) in Real- und Imaginärteil aufgeteilt ∆lm(−i0+) = <∆lm(−i0+) +
iΓlm und der Realteil in der Energiematrix E → Ẽ = E + <∆(−i0+) absorbiert.
Wenn nur die Dynamik der Störstellen betrachtet wird, dann kann das Problem auf
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ein e�ektives Modell abgebildet werden, in dem die Ladungs�uktuationsmatrix Γlm
durch einen �ktiven Satz an Leitungsbändern erzeugt wird. Dazu wird die symmetrische
Matrix Γlm zunächst diagonalisiert

Γ = UhΓdU , (5.9)

so dass die Nf Eigenwerte Γdn = π(V ′n)2ρ0(0) als Kopplung eines neuen Orbitals n an
ein e�ektives Leitungsband mit der Zustandsdichte ρ0(ε) des ursprünglichen Leitungs-
bandes und εc = 0 interpretiert werden können. Die Greensche Funktion lautet dann

G = U [z − E ′ − iΓd]−1Uh = U G′ Uh , (5.10)

wobei die Energiematrix E ′

E ′ = U [E + <∆(−i0+)]Uh (5.11)

die Einteilchenenergien und die e�ektiven Tunnelmatrixelemente zwischen allen korre-
lierten Orbitalen in der neuen Basis, welche Γ diagonalisiert, enthält. In dem Weitband-
limes, Vl/D → 0, wird dieselbe Greensche Funktion G′ demnach durch den e�ektiven
Einteilchen-Hamiltonoperator

H ′ = Hcl +Hb (5.12)

in der neuen Eigenbasis von Γ erzeugt,

∑

~k,σ

[
ε~kc
†
~kσ
c~kσ +

∑

l

Vl√
NG

ei
~k ~Rlc†~kσflσ + h.c.

]
+
∑

lσ

Elf
†
lσflσ

Vl
D
→0

≈
∑

~k,l,σ

[
(ε~k − εc)c

†
~klσ
c~klσ +

V ′l√
NG

c†~klσf
′
lσ

]

︸ ︷︷ ︸
Hb

+
∑

m,l,σ

E ′lmf
′†
lσf
′
mσ

︸ ︷︷ ︸
Hcl

. (5.13)

Hier ist die Kopplung V ′l über den korrespondierenden Eigenwert von Γ de�niert:
π(V ′l )

2ρ0(0) = Γdl , wobei ρ0(ε) der Leitungsbandzustandsdichte für εc = 0 entspricht.
Der Anteil Hcl entspricht dem Einteilchen-Hamiltonoperator der korrelierten Orbi-

tale in der neuen Basis, welcher zusätzliche Tunnelmatrixelemente zwischen den Stör-
stellen enthält. Diese Tunnelmatrixelemente werden in dem ursprünglichem Hamilton-
operator durch die Kopplung an dasselbe Leitungsband generiert und entsprechen dem
e�ektiven Tunnelmatrixelement teff aus Abschnitt 4.3.

Der zweite Anteil, Hb, beinhaltet die neuen Nf orthogonalen Leitungsbänder und
deren Kopplung an den Störstellencluster. Es ist zu beachten, dass die Teilchenzahl in
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jedem der Nf e�ektiven Kanäle keine Erhaltungsgröÿe ist, da dieser Operator nicht
mit dem Anteil Hcl kommutiert.

Es sei darauf hingewiesen, dass ein spinpolarisiertes Leitungsband, ε~k → ε~kσ, dazu
führt, dass sowohl die Kopplungen und die Einteilchenmatrixelemente als auch die
Basistransformationen selbst spinabhängig werden: Γdn → Γdn,σ, E

′
lm → E ′lm,σ, U → Uσ.

Während die Kopplungen V ′n in dem abgebildeten Modell ausschlieÿlich durch die
Fermi-Fläche bestimmt werden, so tragen alle Hochenergie-Leitungsbandelektronen zu
der lokalen Dynamik in dem Störstellencluster Hcl bei. Der Realteil der komplexen
Hybridisierungsfunktion, beziehungsweise die e�ektiven Tunnelmatrixelemente te�lm, er-
geben sich aus einer Hilbert-Transformation

te�lm = <∆lm(0) =
1

π
P
∫ ∞

−∞
dε

Γlm(ε)

ε
(5.14)

welche die gesamte Energieabhängigkeit der Hybridisierungsfunktionen berücksichtigt.
Diese Hüpfelemente erzeugen den AF Anteil der RKKY-Wechselwirkung und zerstören
gleichzeitig den QCP in dem TIAM [168, 213, 242] da sie eine relevante Störung des
Fixpunktes darstellen [213].

Für den relevanten Fall wechselwirkender Störstellen müssen die ursprünglichen
Matrixelemente der Coulomb-Wechselwirkung ebenfalls in die neue Basis transformiert
werden, was zu einem komplizierten und gekoppelten Multistörstellenproblem führt,
in dem jedoch alle räumlichen Korrelationen des ursprünglichen Hamiltonoperators
enthalten sind, im Gegensatz zu der lokalen Näherung bei der DMFT.

Die Abbildung erzeugt Nf �ktive Leitungsbänder und die dazugehörigen, ortho-
gonalen Orbitale, welche durch Tunnelmatrixelemente miteinander verknüpft sind.
Als Nebenprodukt der Abbildung wurde der antiferromagnetische Anteil der RKKY-
Wechselwirkung, welcher durch die Tunnelmatrixelemente inHcl entsteht, von den Kon-
do Abschirmkanälen getrennt. Da die Hybridisierungsstärken Γn in der Regel alle un-
terschiedlich sind, entsteht ein mehrstu�ger Abschirmungsprozess der lokalen Momen-
te. Die Unterschiedlichen Kopplungen erzeugen darüber hinaus den ferromagnetischen
Anteil der RKKY-Wechselwirkung [139,168]. Für eine groÿe Anzahl Nf an Störstellen
wird im Folgenden auÿerdem gezeigt, dass nur eine geringe Anzahl an Kopplungen Γn
ungleich Null ist, weshalb die Anzahl an verfügbaren Leitungsbändern typischer Weise
viel kleiner als Nf ist.

Diese Abbildung wurde in Kapitel 4 für das TIAM mit Nf = 2 bereits untersucht,
wobei die beiden e�ektiven Leitungsbänder den Zuständen mit gerader und ungera-
der Parität entsprechen. Da in diesem Fall die komplexe Hybridisierungsmatrix mittels
einer unitären Transformation für alle Frequenzen gleichzeitig diagonalisiert werden
kann, können NRG-Rechnungen für den Hamiltonoperator mit vollständiger Ener-
gieabhängigkeit der geraden und ungeraden Kopplungsfunktionen [169, 175, 213, 242]
mit denen für das e�ektive Niedrigenergiemodell mit TL-symmetrischen Leitungsbän-
dern verglichen werden. Beide Hamiltonoperatoren, der ursprüngliche und dessen Ab-
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Abbildung 5.2: Vergleich der Spin�
Spin-Korrelationsfunktion des vollstän-
digen TIAMs (schwarz) und verschie-
denen Näherungen. Es wurde eine iso-
trope, lineare Dispersion ε~k in 2d und
Ul/Γ0 = 10, εfl = −U/2 ver-
wendet. Einzelbilder (a) und (b) zei-
gen das Ergebniss für die Näherung
∆(z) ≈ ∆(−i0+) mit (a)D/Γ0 = 10 und
(b) D/Γ0 = 100 (hellblau). In Einzelbild
(c) sind die Ergebnisse für D/Γ0 = 100
mit ∆o�(−i0+) ≈ =∆o�(−i0+) (hell-
blau) und ∆o�(−i0+) ≈ <∆o�(−i0+)
(rot) zu sehen.

bildung, führen zu dem gleichen RG-Fixpunkt unter Verwendung eines ursprünglich
konstanten ρ(ω) und zu den gleichen Korrelationsfunktionen in dem Weitbandlimes.
In Abbildung 5.2 sind die Ergebnisse für die Spin-Spin-Korrelation als Funktion des
dimensionslosen Abstandes RkF/π für zwei verschiedene Werte von D/Γ0 und zwei
Arten an Näherungen, mit Ul/Γ0 = 10 und εfl = −U/2 und unter Verwendung ei-
ner 2d linearen Dispersion ε~k, dargestellt. Die Einzelbilder (a) und (b) vergleichen die
Ergebnisse des vollständigen Modells (schwarz) mit der Näherung ∆(z) ≈ ∆(−i0+)
für (a) D/Γ0 = 10 und (b) D/Γ0 = 100. Der qualitative Verlauf der Spin-Spin-
Korrelationsfunktion wird in beiden Fällen erfasst und zeigt die typischen Oszilla-
tionen zwischen FM (positiv) und AF (negativ) Korrelationen. Während jedoch Ab-
weichungen zwischen der vollständigen Lösung (schwarz) und der Näherung (hellblau)
für D/Γ0 = 10 zu sehen sind, so stimmen diese auf dem betrachteten Intervall für
D/Γ0 = 100 nahezu überein. In Abbildung 5.2 (c) wird für D/Γ0 = 100 zwischen den
Anteilen ∆o�(−i0+) ≈ =∆o�(−i0+) (hellblau) und ∆o�(−i0+) ≈ <∆o�(−i0+) (rot) un-
terschieden. Während für ∆o�(−i0+) ≈ =∆o�(−i0+) nur FM Korrelationen auftreten,
ergeben sich für ∆o�(−i0+) ≈ <∆o�(−i0+) ausschlieÿlich AF Korrelationen. Dieses Er-
gebnis demonstriert die Qualität des e�ektiven Modells für den Fall Nf = 2 und zeigt,
dass der antiferromagnetische Anteil der RKKY-Wechselwirkung durch die e�ektiven
Tunnelmatrixelemente (<∆) und der ferromagnetische Anteil durch die unterschiedli-
chen Kopplungen Γn (=∆) generiert wird.
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5.2.4 Klassi�zierung des Multistörstellenproblems durch den
Rang der Ladungs�uktuationsmatrix

Die Abbildung auf ein e�ektives Niedrigenergiemodell kann nun dazu verwendet wer-
den zwischen verschiedenen Klassen des MIAMs zu unterscheiden und vor allem die
Unterteilung von Multistörstellenproblemen der ersten und zweiten Art vorzunehmen.

Die Ladungs�uktuationsmatrix Γ besitzt genau dannNf Eigenwerte, wenn ihr Rang
der Anzahl an Störstellen entspricht, also rang(Γ) = Nf . Da in dem ursprünglichen
Modell jedoch alle korrelierten Orbitale an das gleiche Leitungsband koppeln, sorgt die
Phase zwischen unterschiedlichen Störstellen, welche in Gleichung (5.6) enthalten ist,
dafür, dass der Rang der Ladungs�uktuationsmatrix häu�g geringer ist als die Anzahl
der Störstellen: rang(Γ) < Nf . Aus diesem Grund wird rang(Γ) im Folgenden dazu
verwendet, um das MIAM in zwei Kategorien zu unterteilen: Ein MIAM der ersten
Art besitzt einen vollen Rang der Ladungs�uktuationsmatrix rang(Γ) = Nf , während
rang(Γ) < Nf ein MIAM der zweiten Art de�niert.

Das MIAM der ersten Art ist ein Beispiel für ein vollständig kompensiertes Multika-
nal Kondo-Problem [206]: In diesen Modellen existieren immer ausreichend Leitungs-
bandkanäle um alle lokalen Momente vollständig mittels eines mehrstu�gen Kondo-
E�ekts abzuschirmen. Mit abnehmender Temperatur de�nieren die Details der Eigen-
werte Γdn von Γ eine Kaskade an Tieftemperaturskalen, bei denen ein e�ektiver Spin-1/2
Freiheitsgrad kompensiert wird, bis der Singulett-Grundzustand erreicht ist. Obwohl
die Matrix E ′lm, welche Tunnelmatrixelemente zwischen den Störstellen enthält, zu an-
tiferromagnetischen Kopplungen zwischen den lokalen Momentan führt, ist eine gegen-
seitige Kompensation der lokalen Momente nicht nötig um einen Singulett-Zustand zu
erreichen. Aus diesem Grund sind ferromagnetische Austauschterme zwischen den Stör-
stellen in Modellen der ersten Art irrelevant im Bezug auf den Singulett-Grundzustand.
Dennoch können interessante E�ekte in derartigen Modellen beobachtet werden, wenn
Systeme mit magnetischer Frustration betrachtet werden, was mindestens drei korre-
lierte Orbitale verlangt [232, 234]. Die Abbildung auf das e�ektive Modell bietet ein
ideales Werkzeug, um zu untersuchen, welche physikalischen Umstände das ursprüngli-
che Problem erfüllen muss, damit die kritischen Regime in Störstellen-Trimern erreicht
werden können.

Das TIAM ist ein typischer Repräsentant für ein MIAM der ersten Art, welches
immer einen Singulett-Grundzustand besitzt, mit der Ausnahme von Spezialfällen
[21, 167, 168] für die rang(Γ) = 1 gilt. Das TIAM besitzt einen kontinuierlichen Über-
gang zwischen den beiden Singulett-Phasen [213, 242], welcher auch in dem e�ektiven
Niedrigenergiemodell enthalten ist. Wie in Abschnitt 4.4.2 gezeigt wurde, ist das von
den Leitungsbandelektronen induzierte Tunnelmatrixelement zwischen den Störstellen
eine relevante Störung und zerstört damit den QCP [168,213,242].

Das TIAM ist ein ideales Modell um den Ursprung der Reduzierung des Rangs der
Ladungs�uktuationsmatrix explizit zu verstehen. Für eine paritätssymmetrische An-
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ordnung der beiden Störstellen kann die komplexe Hybridisierungsmatrix mittels einer
einzigen unitären Transformation für alle Frequenzen diagonalisiert werden, so dass
zwei unabhängige Kopplungsfunktionen entstehen. Wie in Abschnitt 4.5 für bestimm-
te Dispersionen ε~k und relative Abstände ~Ri − ~Rj demonstriert wurde, verschwindet
eine der beiden resultierenden, energieabhängigen Hybridisierungsfunktionen mit |ε|α,
wobei α > 1 gilt. Für einen derartigen Exponent eines Pseudogaps in den Kopplungs-
funktionen, ist kein Kondo-E�ekt möglich und das lokale Moment existiert daher auch
in dem Grundzustand noch [152, 250, 251]. Aus diesem Grund ist die Näherung, die
Energieabhängigkeit der Hybridisierungsfunktionen in dem e�ektiven Niedrigenergie-
modell zu vernachlässigen, gerechtfertigt, da der Tieftemperatur�xpunkt unverändert
bleibt. Der Rang der Ladungs�uktuationsmatrix Γ bietet eine einfache Möglichkeit, die
Anzahl der möglichen, unabhängigen e�ektiven Leitungsbänder zu identi�zieren, wel-
che zum Abschirmen eines lokalen Momentes durch den Kondo-E�ekt führen können.

Eine interessante Konsequenz ergibt sich für groÿe Nf , zum Beispiel in dem peri-
odischen Anderson-Modell mit Nf = NG. Wird ein sehr groÿes aber endliches System
mit periodischen Randbedingungen betrachtet, so kann das Problem in dem Impuls-
raum diagonalisiert werden: Die neuen Operatoren der Störstellen werden ebenfalls
durch die Quantenzahl ~k unterschieden und es entsteht eine sehr komplizierte, nicht-
lokale Coulomb-Matrix. Die Einteilchenmatrix ∆(z) bekommt jedoch Diagonalgestalt
bezüglich ~k und die einzelnen Matrixelemente lauten

∆~k(z) =
|V~k|2
z − ε~k

, (5.15)

was der etablierten Selbstenergie der f -Greenschen Funktion in dem PAM entspricht.
Wie anhand von Gleichung (5.15) ersichtlich ist, führen nur die ~k-Werte mit ε~k = 0 zu
einem endlichen Γ~k im e�ektiven Modell. Daher gilt rang(Γ) � Nf für das PAM und
die Anzahl der e�ektiven Leitungsbänder entspricht der Menge an ~k-Punkten auf der
Fermi-Fläche und nicht der Anzahl an korrelierten Orbitalen. Da die Fermi-Fläche in
einer Dimension nur aus zwei diskreten Punkten besteht, kann an dieser Stelle bereits
rang(Γ1d) ≤ 2 gefolgert werden.

Das Vorgehen, das MIAM und das PAM mittels rang(Γ) zu klassi�zieren, erlaubt
eine weitaus präzisere De�nition des phänomenologischen Erschöpfungsprinzips der
Leitungsbandelektronen: Für ein Abschirmen der lokalen Momente stehen nur rang(Γ)
Leitungsbandkanäle zur Verfügung. O�ensichtlich hängt diese De�nition ausschlieÿlich
von den Einteilcheneigenschaften und von der geometrischen Anordnung der Störstellen
ab. Diese mathematisch präzise De�nition ersetzt die phänomenologische Vorstellung,
dass ein Anteil ρ(0)TK an Elektronen zu dem Kondo-E�ekt beitragen, was die De�ni-
tion von TK erfordert obwohl TK im PAM nicht klar de�niert ist.

Die Eigenschaft rang(Γ) � Nf ist ein starker Hinweis darauf, dass der Singulett-
Grundzustand in dem PAM durch einen anderen Mechanismus verursacht wird: Ver-
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antwortlich sind die Tunnelmatrixelemente <∆lm zwischen den Störstellen, welche zu
einer Delokalisierung der f -Elektronen führen und nicht Nf unabhängige Leitungsbän-
der, wie bereits von Grewe [214] vor mehr als 30 Jahren vermutet wurde. Für diese
zweite Art an Multistörstellenmodellen, konkurriert die Bildung von groÿen Momen-
ten, aufgrund von ferromagnetischer RKKY-Kopplungen, mit dem Selbstabschirmen
durch die e�ektiven Tunnelmatrixelemente. Wie im Verlauf dieses Kapitels noch gezeigt
wird, führt diese Konkurrenz zu der Existenz von einigen QCPs in dem Phasenraum
von MIAMs der zweiten Art. Interessante Physik entsteht ebenfalls aus der Konkur-
renz zwischen dem Selbstabschirmen der lokalen Momente in dem Störstellencluster
und magnetischer Frustration aufgrund von langreichweitigen Tunnelmatrixelementen
<∆lm. Für den Grenzfall d→∞ fallen diese Tunnelmatrixelemente sehr schnell ab, wie
anhand von Gleichung (5.6) ersichtlich wird, so dass in Übereinstimmung mit Metzner,
Vollhardt [252], Brandt und Mielsch [253] sowie Müller-Hartmann [254], keine magne-
tische Frustration zu erwarten ist.

5.2.4.1 Der Rang der Ladungs�uktuationsmatrix für endliche Störstellen-
cluster in verschiedenen räumlichen Dimensionen

In dem PAM stellt die Anzahl der ~k-Punkte auf der Fermi-Fläche die obere Grenze
für die Anzahl an unabhängigen Leitungsbändern dar, welche für einen Kondo-E�ekt
zur Verfügung stehen, unabhängig von der Struktur und der Dimension des zugrun-
deliegenden Gitters. Die Anzahl der entkoppelten f -Orbitale in dem PAM muss sich
kontinuierlich aus dem MIAM mit einer endlichen Anzahl an Nf korrelierten Orbi-
talen entwickeln. In diesem Abschnitt wird daher die Reduktion des Ranges der La-
dungs�uktuationsmatrix, rang(Γ), für endliche Störstellencluster mit unterschiedlichen
Geometrien und in unterschiedlichen Dimensionen untersucht. Dafür wird ein einfach
kubisches Gitter mit Nächstem-Nachbar-Hüpfen t berücksichtigt, so dass die Dispersion
ε~k in d Dimensionen durch ε~k = −2t

∑d
i cos(kia) + εc gegeben ist.

Im Folgenden werden nur dichte Störstellencluster betrachtet, bei denen die korre-
lierten Orbitale direkt nebeneinander platziert werden, ohne dass zwischen ihnen ein
freier Gitterplatz entsteht. Verdünnte Kon�gurationen ergeben sich aus den dichten,
indem die Einteilchenenergie εfl des freien Platzes l nach unendlich geschoben wird
εfl →∞, was die Eigenschaften der Hybridisierungsmatrix nicht beein�usst. Der Rang
der Ladungs�uktuationsmatrix des dichten Systems de�niert daher eine obere Grenze
für alle Modelle, die durch Entfernen von Störstellen aus dem dichten Modell konstru-
iert werden können.

In einer Dimension besteht die Fermi-Fläche aus einer diskreten Anzahl an zwei
Punkten, welche den Rang von Γ für das PAM festlegen: rang(Γ1d) = 2. Folglich kann
für jede endliche Anzahl an Nf Störstellen rang(Γ) ≤ 2 und N c

f = 3 geschlussfolgert
werden. Jedes MIAM in 1d mit Nf ≥ N c

f gehört zu einem MIAM der zweiten Art und
besitzt daher QCPs aufgrund ferromagnetischer Korrelationen in dem Parameterraum.
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Abbildung 5.3: MIAM auf einem 2d
einfach kubischen Gitter, welches unkor-
relierte Gitterorbitale (grün) und kor-
relierte Störstellen (blau) enthält. Die
jeweiligen Einzelbilder entsprechen ver-
schiedenen Geometrien des Störstellen-
clusters und führen zu einer unterschied-
lichen Anzahl an entkoppelten Orbitalen
Nfrei = Nf − rang(Γ) in dem abgebilde-
ten Modell. (a) Nfrei = 0, (b) Nfrei = 1,
(c) Nfrei = 1 und (d) Nfrei = 2. Entnom-
men aus Ref. [240].

In höheren Dimensionen wird die Fermi-Fläche in dem thermodynamischen Grenz-
fall NG → ∞ selbst zu einem Kontinuum, so dass eine Argumentation analog zu dem
1d Fall nicht möglich ist. Aus diesem Grund werden einige explizite Kon�gurationen
in 2d betrachtet, welche in Abbildung 5.3 schematisch abgebildet sind.

Wenn die Störstellen in einer Reihe entlang der x-Achse angeordnet werden, wie in
Abbildung 5.3 (a) zu sehen ist, kann die Ladungs�uktuationsmatrix für den Grenzfall
Nf →∞ mithilfe einer 1d Fourier-Transformation diagonalisiert werden

Γkx ∝
∑

ky

|V~k|2δ(ε~k). (5.16)

Für ein halb gefülltes Leitungsband, εc = 0, kann immer ein ky gefunden werden, so
dass ~k = (kx,ky)

T auf der Fermi-Fläche liegt und folglich Γkx 6= 0 gilt. Es ergibt sich
demnach ein MIAM der ersten Art mit rang(Γ) = Nf . Abweichungen von Halbfüllung,
εc 6= 0, führen zu einer kleiner Menge an kx-Punkten, für die kein derartiges ky gefunden
werden kann. Für Nf →∞ ergibt sich daher ein MIAM der zweiten Art. Dennoch ist
die Anzahl der entkoppelten Orbitale Nfrei = Nf − rang(Γ) klein, und für eine endliche
Anzahl Nf ≤ 50 ergibt eine numerische Auswertung rank(Γ) = Nf für verschiedene
Werte von εc 6= 0.

Für eine kleine Anzahl von Nf = 5 Störstellen, welche wie in Abbildung 5.3 (b)
angeordnet sind, kann der Rang von Γ unter Verwendung der irreduziblen Darstellung
der C4 Punktgruppe analytisch berechnet werden. In dieser Basis ergeben sich drei
eindimensionale Unterräume mit Γn 6= 0 und ein zweidimensionaler Unterraum. Der
2d Unterraum beinhaltet das korrelierte Orbital in dem Zentrum des Störstellenclusters
fc und die gerade Kombination fe = 1

2

∑
i fi,a, wobei fi,a die Vernichtungsoperatoren

der vier äuÿeren Störstellen bezeichnet. Die Ladungs�uktuationsmatrix von diesem 2d
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Unterraum lautet (in Anhang C be�ndet sich eine ausführliche Rechnung)

Γe =

(
Γea Γea/c

Γea/c Γec

)
= Γ0

(
(εc/2t)

2 εc/2t
εc/2t 1

)
, (5.17)

und besitzt einen unvollständigen Rang für jedes beliebige εc aufgrund von det(Γe) = 0.
Die Kon�guration in Abbildung 5.3 (b) besitzt also den Rang rang(Γ) = 4 = Nf−1 und
gehört damit zu dem MIAM der zweiten Art mit QCPs, aufgrund ferromagnetischer
Korrelationen, in dem Parameterraum.

Für eine beliebige Anordnung derNf Störstellen auf einem einfach kubischen Gitter,
kann die Ladungs�uktuationsmatrix Γ unter Verwendung von Gleichung (5.6) nume-
risch berechnet werden. Zum Beispiel ergibt sich für eine Anordnung wie in Einzelbild
(c) rank(Γ) = 8 = Nf − 1, wohingegen das Auswerten von rank(Γ) für eine Kon�gura-
tion wie in Einzelbild (d) zu rank(Γ) = 6 = Nf − 2 führt. Die analytischen und nume-
rischen Ergebnisse für den Rang der Ladungs�uktuationsmatrix Γ unter Verwendung
eines einfach kubischen Gitters mit Nächstem-Nachbar-Hüpfen in 2d und 3d deuten
an, dass die Anzahl der zur Verfügung stehenden Leitungsbänder proportional zu der
Anzahl der äuÿersten Störstellen (Rand des Störstellenclusters) einer bestimmten An-
ordnung sind. Dieser Fund ist im Einklang mit der Tatsache, dass rang(Γ) für das PAM
auf die Anzahl der Zustände auf der Fermi-Fläche limitiert ist, welche üblicherweise
proportional zu Nd−1

G ist.
Für STM Experimente sind Störstellencluster auf einer 2d Ober�äche eines 3d Kri-

stalls von besonderem Interesse. Um derartige Situationen qualitativ zu untersuchen,
wird die exakte Greensche Funktion G0

2d(
~k||,ω), wobei ~k|| = (kx,ky)

T gilt, eines halbu-
nendlichen 3d einfach kubischen Gitters, welche in den Referenzen [255,256] hergeleitet
wird, verwendet, um die komplexe Hybridisierungsmatrix ∆(z) zu konstruieren. Wenn
die Anzahl Nf der Störstellen klein ist, so ergibt sich im Allgemeinen ein MIAM der
ersten Art. Kon�gurationen, die in dem reinen 2d Gitter jedoch zu einem MIAM der
zweiten Art führen besitzen eine klare Hierarchie bezüglich der Nf Eigenwerte Γn in
dem abgebildeten Modell. Aus diesem Grund und wegen der endlichen Temperaturen,
wird der vollständig durch den Kondo-E�ekt spinkompensierte Zustand im Experiment
eventuell nicht erreicht, da die kleinste Kondo-Temperatur exponentiell unterdrückt ist.
Für eine groÿe Anzahl an Störstellen, welche in einem dichten Cluster angeordnet sind,
nähert sich die Verteilung der Eigenwerte von Γn kontinuierlich dem Grenzfall einer
vollständig bedeckten 2d Ober�äche für Nf → ∞ an. In diesem Fall kann die La-
dungs�uktuationsmatrix erneut mittels einer 2d Fourier-Transformation diagonalisiert
werden, was nach [255,256] zu

Γ~k|| ∝





√
1−

(
ε2d~k||
/2t
)2

für
∣∣∣ε2d~k||/2t

∣∣∣ ≤ 1

0 sonst
(5.18)

führt und o�ensichtlich einem MIAM der zweiten Art entspricht.
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5.2.5 Konstruktion e�ektiver Clustermodelle in dem Regime
lokaler Momente

Neben der Unterteilung in MIAMs der ersten und der zweiten Art kann die Abbildung
auf ein e�ektives Niedrigenergiemodell auch dafür verwendet werden, einen zweistu�gen
Prozess zu extrahieren, um einige Eigenschaften des ursprünglichen Hamiltonoperators
in bestimmten Parameterregimen besser zu verstehen. In einem ersten Schritt werden
die Kopplungen an die e�ektiven Leitungsbänder alle auf Null gesetzt und lediglich
die entkoppelte Dynamik des Störstellenclusters betrachtet, welche durch die Einteil-
chenmatrix E ′ in Gleichung (5.13) generiert wird. Nachdem der Grundzustand und die
elementaren Anregungen verstanden sind, werden die vernachlässigten Leitungsbänder
angekoppelt. Ein derartiges Vorgehen verlangt eine gewisse Hierarchie an Energieska-
len: die Coulomb-Wechselwirkung de�niert die gröÿte Energieskala und verursacht die
Bildung lokaler Momente, so dass der Hilbertraum in irreduzible Unterräume bezüg-
lich des Gesamtspins zerfällt. Die e�ektiven Tunnelmatrixelemente stellen die mittlere
Energieskala da und führen anschlieÿend zu einem Grundzustand-Multiplet des Stör-
stellenclusters. In dem letzten Schritt werden nun die e�ektiven Leitungsbänder ange-
koppelt und destabilisieren den Fixpunkt mit den lokalen Momenten des Cluster auf
der kleinsten Energieskala, der Kondo-Temperatur.

Für eine derartige Hierarchie an Energieskalen kann eine zweistu�ge, Schrie�er-
Wol� artige [43] Transformation angewandt werden. In einem ersten Schritt wird dies
auf den entkoppelten Cluster angewandt und führt zu einem endlich dimensionalen t-J
Modell für groÿe Nf , welches im Rahmen der Hochtemperatursupraleiter untersucht
wurde [210]. Abhängig vom Grad der TL-Asymmetrie entsteht eventuell ein reines Spin-
modell mit lokal antiferromagnetisch geordneten Spins, welche für Nf →∞ möglicher-
weise magnetisch ordnen, oder ein komplizierteres Modell mit Zwei- und Dreiteilchen-
Wechselwirkungen. Durch eine zweite Schrie�er-Wol� artige Transformation werden
anschlieÿend e�ektive Kondo-Kopplungen zwischen dem Grundzustands-Multiplet und
den e�ektiven Leitungsbändern generiert, welche diesen möglicherweise destabilisieren.

In dem SIAM [41,42,52] �ieÿt dass System unabhängig davon ob die Kopplung an
die Leitungsbandelektronen dominieren oder nicht zu dem selben SC-Fixpunkt. Für
eine dominierende Kopplung ist lediglich der instabile Fixpunkt, an dem sich lokale
Momente ausbilden, abwesend. Daher ist die in diesem Abschnitt beschriebene Hierar-
chie der Energieskalen nicht essentiell in einer vollständigen NRG-Rechnung und dient
nur einem besseren Verständnis. Die Abbildung auf das e�ektive Niedrigenergiemodell
beinhaltet die korrekte Physik auch für den Fall, dass die Kopplungen Γ̄n über die Aus-
tauschterme dominieren, welche durch die erste Schrie�er-Wol� artige Transformation
generiert werden würden. In diesem Fall werden die lokalen Momente teilweise von
den Leitungsbandelektronen abgeschirmt, bevor die Wechselwirkungen zwischen den
lokalen Momenten relevant werden.

159



5. MULTISTÖRSTELLENPROBLEME

Abbildung 5.4: Das verdünnte PAM in
1d. Die korrelierten Orbitale (blau) kop-
peln ausschlieÿlich an das B Untergitter.
(a) symmetrische Kopplungen Vl = V
und (b) asymmetrische Kopplungen: Für
V0 >> Vl mit l 6= 0, �spüren� die Stör-
stellen an den Plätzen l 6= 0 ein e�ektives
Medium (grau hinterlegt).

5.2.6 Anwenden der Abbildung auf einige Fälle, die in der Li-
teratur bereits diskutiert wurden

5.2.6.1 Das verdünnte periodische Anderson-Modell in 1d

Eine interessante Variante eines verdünnten PAMs in einer Dimension wurde von M.
Pottho� und dessen Mitarbeitern [151,238,257,258] bei halber Füllung untersucht. Die
korrelierten Orbitale koppeln lediglich an eines von zwei Untergittern, wie in Abbil-
dung 5.4(a) schematisch dargestellt ist. Die Autoren berechneten unter Verwendung
der Dichtematrix-Renormierungsgruppe, dass der Grundzustand unvollständig ferro-
magnetisch ist und der Gesamtspin S = (Nf − 1)/2 beinhaltet ein lokales Moment
weniger als die Anzahl Nf an Störstellen.

Dieses überraschende Ergebnis kann sehr einfach durch Anwenden der Abbildung
auf das e�ektive Niedrigenergiemodell verstanden werden. In den Referenzen [151,238,
257, 258] wurde eine 1d Kette in Tight-Binding-Näherung mit Hüpfen zwischen näch-
sten Nachbarn betrachtet, so dass die Bandstruktur des halb gefüllten metallischen
Substrates durch εk = −2t cos(ka) gegeben ist. Der Fermi-Wellenvektor des Leitungs-
bandes ist bei Halbfüllung durch kF = ±π/2a gegeben und der Real- und Imaginärteil
von ∆lm(0) lautet

=∆lm(−iδ) = πVlVmρ1d(0) cos

(
π

2

Rlm

a

)
, (5.19a)

<∆lm(−iδ) = VlVmP
∫ D

−D
dερ1d(ε)

cos
(
cos−1

(
ε
D

)
Rlm
a

)

ε
. (5.19b)

Wenn die Störstellen auf dem selben (unterschiedlichen) Untergitter platziert sind, also
Rlm = 2na (Rlm = [2n+ 1]a) mit n ∈ Z, dann verschwindet der Realteil (Imaginärteil)
von ∆lm(0). Für Vl = V ergibt sich

∆lm(−iδ) =

{
±iΓ0 gleiches Untergitter
Re∆lm(0) unterschiedliches Untergitter

(5.20)
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mit Γ0 = πV 2ρ1d(0). Die Hybridisierungsmatrix der korrelierten Orbitale auf dem B
Untergitter ist bei der Frequenz ω = 0 rein imaginär,

∆(0) = iΓ0




+1 −1 +1 · · ·
−1 +1 −1 · · ·
+1 −1 +1 · · ·
...

...
... . . .


 . (5.21)

Die Matrix ist für endliche Nf ebenfalls endlich dimensional und besitzt einen Rang
von rang(−i∆) = 1, so dass nur ein einziger Eigenwert Γ̄0 = NfΓ0 ungleich Null ist.
Nur eines der Nf neuen Orbitale koppelt an ein e�ektives Leitungsband und im Real-
raum wird ein Anteil von 1/Nf des lokalen Momentes von jedem korrelierten Orbital
durch den Kondo-E�ekt abgeschirmt. Die übrigen Nf − 1 orthogonalen Orbitale ent-
koppeln vollständig von dem Leitungsband und aufgrund von <[∆] = 0 verschwindet
auch der antiferromagnetische Anteil der RKKY-Wechselwirkung. Da die Asymmetrie
der verbleibenden Kopplungskonstanten für den ferromagnetischen Anteil der RKKY
verantwortlich sind [139, 168], werden die verbleibenden Nf − 1 Momente bei tiefen
Temperaturen ferromagnetisch gekoppelt, wie die DMRG Rechnungen und Störungs-
theorie in [151,238,257,258] bestätigen. Aus diesem Grund bietet das e�ektive Modell
eine einfache und intuitive Erklärung für ein derartiges komplexes System wie das
verdünnte PAM in 1d.

Da der unvollständig ferromagnetische Grundzustand im Rahmen des e�ektiven
Modells aufgrund von <∆lm(0) = 0 und rang(Γ) = 1 verstanden werden kann, stellt
sich die Frage ob der Grundzustand die Translationsinvarianz erfordert oder ob er
eine reine Konsequenz der Phasen-Beziehung in Gleichung (5.6) ist. Um dies Frage zu
klären, kann der Grenzfall betrachtet werden, in dem die Kopplung der Störstelle an
dem Ursprung sehr viel gröÿer ist als die der anderen, V0 � Vl,l 6= 0, wie in Abbildung
5.4(b) schematisch dargestellt ist. Dieses Problem kann in zwei Schritten gelöst werden:
Zunächst muss ein SIAM mit Vl = 0 für l 6= 0 gelöst werden und sobald der stabile SC-
Fixpunkt erreicht ist werden alle anderen Kopplungen Vl eingeschaltet. Diese Störstellen
spüren dann ein e�ektives Medium, welches sowohl aus dem Leitungsband als auch aus
der Störstelle am Ursprung besteht (grau hinterlegt in Abbildung 5.4(b)). Die Kopplung
V0 des Orbitals l = 0 modi�ziert die lokale Zustandsdichte des Leitungsbandorbitals
l 6= 0, welches das korrelierte Orbital l dann als e�ektives Medium wahrnimmt. Diese
lokale Zustandsdichte an dem Ort Rl ist durch

ρRl(ω) = − 1

π
={Gll(z)} (5.22)

gegeben, wobei die Diagonalkomponente der Greenschen Funktion der Leitungsband-
elektronen im Realraum,

Gll(z) = G0
ll(z) +G0

l0(z)V 2
0 G

U
imp(z)G0

0l(z), (5.23)
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durch die exakte Bewegungsgleichung berechnet werden kann. G0
ij(z) bezeichnet dabei

den freien Propagator von Ri nach Rj. Diese Gleichung wurde in Abschnitt 4.5.2.2
bereits im Rahmen des TIAMs auf einer 1d Kette betrachtet und für den Grenzfall
U0 = εf0 = 0 näherungsweise gelöst (exakt für ω = 0, siehe Abschnitt 4.5.2.2). Für die
lokale Zustandsdichte an dem Ort Rl ergibt sich der Ausdruck

ρRl(ω) ≈ ρ0
1d(ω)−

[
ρ0
1d(ω) cos

{
Rl

a
cos−1

[ ω
D

]}]2
π2V 4

0 ρ
0
1d(0)

ω2 + [πV 2
0 ρ

0
1d(0)]

2 . (5.24)

Eine genau Analyse dieser Zustandsdichte o�enbart ein Pseudogap an der Fermi-Kante
in dem Spektrum bei allen unkorrelierten B-Orbitalen: Je gröÿer die Distanz Rl desto
schneller die Oszillationen in der Zustandsdichte und desto schmaler das Energiein-
tervall des Pseudogaps. Da das Pseudogap jedoch immer quadratisch innerhalb dieses
Intervalls verschwindet, ρRl(ω) ∝ |ω|2, kann ein lokales Moment, welches an diese Zu-
standsdichte koppelt, nicht durch den Kondo-E�ekt abgeschirmt werden [152,250,251]
und existiert demnach auch für den Grenzfall T → 0.

Das Deformieren der Kopplungskonstanten Vl zugunsten von einer einzigen domi-
nierenden Hybridisierung erlaubt somit eine Interpretation der Eigenschaft rang(Γ) = 1
für das verdünnte PAM in 1d in dem Realraum. Das delokalisierte Orbital, welches für
Vl = V0 an das einzige Leitungsband in dem e�ektiven Modell koppelt, wird adiaba-
tisch deformiert bis es für Vl � V0 (l 6= 0) schlieÿlich am Ursprung lokalisiert. Diese
Deformation ändert jedoch den Rang der Ladungs�uktuationsmatrix nicht. In dem ef-
fektiven Modell ist die Ausdehnung dieses Orbitals im Realraum in dem Eigenvektor
von Γ, der zu dem einzigen endlichen Eigenwert gehört, verschlüsselt.

In einer Näherung, die die vollständige Energieabhängigkeit der Leitungsbänder in
einem e�ektiven Nf -Bänder Modell berücksichtigt, ergeben sich Nf − 1 Kanäle, die
quadratisch an dem chemischen Potential entkoppeln und daher kein lokales Moment
abschirmen können [152,250,251]. Der Rang von Γ ist unabhängig von Kopplungssym-
metrien und ausschlieÿlich durch die Dispersion εk und die Topologie der Geometrie der
Störstellen bestimmt. Der Fixpunkt des vollständigen Modells ist demnach selbst für
groÿe Werte von V/D, jenseits des Weitbandlimes, korrekt in dem e�ektiven Niedrig-
energiemodell enthalten. Für lokale Eigenschaften gilt das nicht: Wie die DMRG Rech-
nungen [151, 238] zeigen, ist die Gröÿe des Spins des Grundzustandes unabhängig von
V/D. Dennoch besitzt jenes freie Moment für V/D → 0 ausschlieÿlich f -Charakter,
während es für groÿe V/D zunehmend eine Eigenschaft der Leitungsbandelektronen
wird. Dieses Verschieben des freien Momentes, von f - nach c-Charakter, ist in dem
e�ektiven Modell für den Weitbandlimes, V/D → 0, nicht enthalten. Hier besitzt das
freie Moment immer ausschlieÿlich f -Charakter.
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5.2.6.2 Das PAM mit einem einzigen Elektron im Leitungsband

Das e�ektive Niedrigenergiemodell des vollständigen PAMs enthält zusätzliche Hüp-
felemente, welche in Gleichung (5.19b) de�niert sind. Bei Halbfüllung koppeln diese
Tunnelmatrixelemente die Störstellen auf den jeweiligen Untergittern miteinander und
erzeugen somit sowohl ein schweres Band innerhalb des korrelierten Subsystems, als
auch den antiferromagnetischen Anteil der RKKY-Wechselwirkung.

Sigrist u.a. [259] leiteten vor fast 30 Jahren ein exaktes Resultat für den Grundzu-
stand des Kondo-Gitters mit einem Elektron im Leitungsband her. Die Autoren zeigten,
dass der Grundzustand für eine antiferromagnetische Kondo-Kopplung eine unvollstän-
dige ferromagnetische Ordnung mit einem Gesamtspin S = (Nf − 1)/2 besitzt.

Dieses Ergebnis kann in einer Dimension, mit εk = −D cos(ka) + εc auch aus dem
e�ektiven Niedrigenergiemodell geschlossen werden. Um den Grenzfall eines einzigen
Elektrons im Leitungsband zu erreichen, muss das chemische Potential an die Band-
kante geschoben werden, also µ→ −D oder εc → D, wobei die Störstellen gleichzeitig
einfach besetzt bleiben. Der Fermi-Wellenvektor verschwindet in diesem Fall, kF → 0.
Die Gleichung (5.19) ergibt Γlm = Γ0 und als Konsequenz rang(Γ) = 1, was auch
für kF → π gilt. Aufgrund der Van Hove Singularität in der Zustandsdichte des Lei-
tungsbandes an der Bandkante gilt für εc → ±D auÿerdem <∆lm(0)/Γ0 → 0, so dass
die Hüpfelemente in dem e�ektiven Modell verschwinden. Damit besitzt der Grenzfall
des vollständigen PAMs mit einem Elektron in dem Leitungsband das gleiche e�ektive
Niedrigenergiemodell wie das verdünnte PAM bei halber Füllung aus dem Abschnitt
5.2.6.1. Da die Tunnelmatrixelemente verschwinden, ist die RKKY-Wechselwirkung fer-
romagnetisch, und aufgrund von rang(Γ) = 1 wird ein Spin-1/2 Freiheitsgrad durch den
Kondo-E�ekt abgeschirmt. Es resultiert demnach ein Gesamtspin von S = (Nf − 1)/2
in dem Grundzustand, wie von Sigrist u.a. [259] gezeigt.

Es ist leicht abzulesen, dass rang(Γ) = 1 für εc → ±D auch in beliebig höheren
Dimensionen gilt. Dennoch verschwinden die Tunnelmatrixelemente nicht zwangsläu-
�g, so dass weitere Rechnungen nötig sind, um den unvollständig ferromagnetischen
Grundzustand mittels des e�ektiven Modells zu zeigen.

5.2.6.3 Mott-Übergang in dem periodischen Anderson-Modell mit Nächster-
Nachbar-Hybridisierung

Als drittes und letztes Beispiel wird das periodische Anderson-Modell mit Nächster-
Nachbar-Hybridisierung [239] betrachtet. Die Hybridisierungsmatrix ∆(z) in dem Im-
pulsraum lautet

∆~k(z) =
V 2

t2
(ε~k − εc)2

z − ε~k
, (5.25)

und der Imaginärteil ∆~k(−i0+) verschwindet für ein halb gefülltes Leitungsband mit
εc = 0, so dass für alle ~k rang(Γ) = 0 gilt: Kein einziges e�ektives Leitungsband koppelt
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an die korrelierten Orbitale, und es verbleibt ein entkoppelter, unendlich dimensionaler
Störstellencluster.

Der Realteil von ∆~k(z) besitzt die Form

t̃~k = −V
2

t2
ε~k, (5.26)

und führt für U = 0 zu folgender e�ektiver Banddispersion der Störstellen im ~k-Raum:

εf~k = εf − |V |
2

t2
ε~k. (5.27)

Das e�ektive Niedrigenergiemodell des PAMs mit Nächster-Nachbar-Hybridisierung
entspricht demnach einem e�ektiven Einband-Hubbard-Modell. Die Banddispersion
von dem entkoppelten f -Elektron System entspricht der des ursprünglichen Leitungs-
bandes, wobei die e�ektive Bandbreite mit (V/t)2 reskaliert ist.

Ohne weitere Rechnungen vorzunehmen, kann an dieser Stelle bereits gefolgert wer-
den, dass dieses Modell einen Mott-Hubbard Metall-Isolator-Übergang besitzt, mit den
beiden kritischen Werten U f

c1,U
f
c2 für T → 0, je nachdem in welcher Phase sich das Sy-

stem am Startpunkt be�ndet [244,260]. Die Werte für U f
c können mittels der etablierten

Ergebnisse für das Einband-Hubbard-Modell und dem Skalierungsfaktor V 2/t2 berech-
net werden. Diese Vorhersage stimmt perfekt mit einer aufwändigen DMFT Rechnung
von Held und Bulla überein [239]. Sie zeigten, dass das PAM mit Nächster-Nachbar-
Hybridisierung einen Mott-Hubbard Metall-Isolator-Übergang besitzt und dass die Re-
lation U f

c = (V/t)2UHub
c für kleine Kopplungsstärken V/t erfüllt wird. Wie zu erwarten

muss der Skalierungsfaktor für gröÿere Werte V/t modi�ziert werden. Wie in Abschnitt
5.2.3 diskutiert, wird die Abbildung nur in demWeitbandlimes V/t→ 0 exakt und Kor-
rekturen für Abweichungen von diesem Grenzfall treten auf. Dieser Vergleich liefert eine
weitere Bestätigung dafür, dass die Näherung ∆(z) ≈ ∆(εc+ iδ) für V/D → 0 auch für
eine groÿe Anzahl an Störstellen Nf →∞ die relevante Physik beinhaltet und demon-
striert das Potential der Abbildung, ein qualitatives Verständnis komplexer korrelierter
Gittermodelle zu erlangen.

5.3 Ergebnisse der Numerischen Renormalisierungs-

gruppe für Multistörstellenprobleme

5.3.1 Trimer in dreieckiger Geometrie

In den letzten Jahrzehnten wurde die Rolle von magnetischer Frustration für Materiali-
en der Schwere-Fermionen-Verbindungen im Rahmen von stark korrelierten Multistör-
stellenmodellen diskutiert [209,232�237]. Es hat sich herausgestellt, dass das TIAM die
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komplexen physikalischen Eigenschaften der HF Materialien nicht erklären kann. Selbst
der vorerst entdeckte QCP entpuppte sich als ein Artefakt der verwendeten Näherun-
gen [154, 213]. Der Fokus liegt heutzutage auf Modellen mit mindestens drei lokalen
Momenten, die an eine beliebige Anzahl an Leitungsbänder koppeln [232�235,235�237].
Von besonderem Interesse sind die NFL-Fixpunkte, welche durch das Zusammenspiel
von magnetischer Frustration und dem Kondo-E�ekt entstehen und möglicherweise
in einem Zusammenhang mit den QCPs in reellen Materialien stehen. In diesem Ab-
schnitt werden diese Eigenschaften mittels des e�ektiven Niedrigenergiemodells für das
Dreistörstellenproblem untersucht.

Wenn die lokalen Eigenschaften der drei korrelierten Orbitale identisch sind redu-
ziert sich die Struktur des e�ektiven Niedrigenergiemodells auf vier freie Parameter: Die
Diagonalelemente ∆ll(−i0+) mit =∆ll(−i0+) = Γ0 und <∆ll(−i0+) = 0 sind für alle
drei Störstellen l identisch, wohingegen die Nichtdiagonalelemente ∆o�

lm(−i0+) von der
Anordnung der drei Störstellen sowie der Struktur und Füllung des zugrundeliegenden
Kristallgitters abhängen. Für Γo�

lm = =∆o�
lm(−i0+) = 0 koppelt jede der Störstellen an

ihr eigenes unabhängiges Leitungsband, wie es Beispielsweise in Referenz [234] ange-
nommen wurde. Im Allgemeinen koppeln die Störstellen jedoch an das selbe Leitungs-
band, was Γo�

lm 6= 0 impliziert, so dass zunächst eine Diagonalisierung von Γ notwendig
ist, um ein e�ektives Modell mit unabhängigen Leitungsbändern zu erhalten.

In Allgemeinen erhält der Hamiltonoperator nicht die Symmetrie der C3 Punkt-
gruppe, so dass zumindest entweder Γo�

12 6= Γo�
23 oder <∆o�

12(−i0+) = te�12 6= te�23 gilt. In
einer derartigen Situation ist es unwahrscheinlich eine stabile Phase mit magnetischer
Frustration zu �nden, da entweder die Kondo- oder die RKKY-Skala eine Inbalance
induziert, welche eine mögliche Frustration verhindert.

In speziellen Situation jedoch kann der Hamiltonoperator die Symmetrie der C3

Punktgruppe erhalten, wie es zum Beispiel in den Referenzen [232, 233] betrachtet
wurde, wo die drei lokalen Momente auf den Eckpunkten eines gleichschenkligen Drei-
ecks mit Seitenlänge ∆R platziert wurden. In diesem Fall �nden die Autoren drei
unterschiedliche Tieftemperatur�xpunkte.

Wenn der ferromagnetische Anteil der RKKY-Wechselwirkung dominiert wird das
groÿe lokale Moment, welches sich bei mittleren Temperaturen bildet, von den drei
unabhängigen Leitungsbändern abgeschirmt, was zu einem Singulett-Grundzustand
mit einem FL FP führt. Dieser Fixpunkt entspricht dem trivialen Fall individuel-
ler Kondo-Singuletts für ∆R → ∞ und wird daher auch als unabhängiger Kondo-
Fixpunkt bezeichnet. Für den Fall einer dominierenden antiferromagnetischen RKKY-
Wechselwirkung konnten die Autoren von [232,233] immer noch zwischen zwei frustrier-
ten Szenarien unterscheiden, welche Sie als �frustrated Kondo regime� (FK-Regime)
und �isospin Kondo-regime� (IK-Regime) bezeichneten. In beiden Fällen handelt es
sich um NFL-Fixpunkte, wobei das IK-Regime instabil und das FK-Regime stabil un-
ter einer Abweichung von der TL-Symmetrie ist. Für weitere Details sei an dieser Stelle
jedoch auf die Referenzen [232,233] verwiesen.

165



5. MULTISTÖRSTELLENPROBLEME

Um das Modell mit der C3 Symmetrie im Rahmen des e�ektiven Niedrigenergie-
modells zu untersuchen, wird die NRG mit einer Diskretisierung von λ = 4 und unter
Verwendung von Ns = 3000 Zuständen auf das Problem angewandt. Auch wenn es zu-
nächst bedenklich erscheint, thermodynamische Gröÿen in einem Dreikanalmodell unter
Verwendung von nur 3000 Zuständen zu berechnen, so konnten die Autoren von [232]
zu dem damaligen Zeitpunkt lediglich 1200 Zustände in ihren NRG-Rechnungen behan-
deln, was bereits ausreichte, um das Ergebnis einer Beschreibung mittels der �conformal
�eld theory� [233] zu reproduzieren.

Aufgrund der C3 Symmetrie beschreiben lediglich zwei Parameter den Ein�uss des
ursprünglichen Leitungsbandes auf die Dynamik der korrelierten Orbitale in dem e�ek-
tiven Niedrigenergiemodell, Γo� = Γo�

12 = Γo�
23 und te� = te�12 = te�23. In diesem Abschnitt

wird ausschlieÿlich das Parameterregime −0.5 < Γo�/Γ0 < 1 betrachtet, so dass immer
rang(Γ) = 3 gilt, und es sich damit um ein MIAM der ersten Art handelt.

Der Fall einer dominierenden ferromagnetischen RKKY-Wechselwirkung beziehungs-
weise ∆R → ∞ entspricht einem kleinen te� → 0 und resultiert in dem vollständig
abgeschirmten Kondo-Fixpunkt, unabhängig von der Wahl von Γo�.

Für eine dominierende antiferromagnetische RKKY-Wechselwirkung, was einem an-
gemessenen Wert von te� entspricht, so kann immer noch zwischen zwei unterschiedli-
chen Fällen unterschieden werden: Aufgrund der Eigenschaften der C3 Symmetrie sind
zwei der drei Eigenwerte von Γ identisch. Diese Eigenwerte können mit den beiden He-
lizitätszuständen, welche zueinander komplex konjugiert sind, identi�ziert werden. Für
Γo�/Γ0 < 0 de�nieren diese beiden Eigenwerte die gröÿeren Kopplungen, wohingegen
für Γo�/Γ0 > 0 der einzelne Eigenwert dominiert. Γo�/Γ0 = 0 impliziert unabhängi-
ge Leitungsbänder für jede Störstelle in dem Realraum und daher o�ensichtlich drei
gleiche Kopplungen Γn = Γ0.

Um künstlich die TL-Symmetrie wieder herzustellen, was notwendig ist, um beide
NFL-Fixpunkte aus [232,233] zu reproduzieren, wird das e�ektive Tunnelmatrixelement
te� durch eine e�ektive Heisenberg-Austauschwechselwirkung J = 4(te�)2/U zwischen
den korrelierten Orbitalen ersetzt.

∑

σ

∑

ij,i6=j

te�f †iσfjσ →
∑

ij,i6=j

J ~Si~Sj. (5.28)

Auf diese Art wird der AF Anteil der RKKY-Wechselwirkung korrekt berücksichtigt,
der die TL-Symmetrie brechende Term jedoch per Hand entfernt. Für dieses TL-
symmetrische Modell und J/TK � 1 kann das IK-Regime für Γo�/Γ0 ≤ 0 und das
FK-Regime für Γo�/Γ0 > 0 identi�ziert werden. Wohingegen das IK-Regime instabil
gegenüber einer kleinen Abweichung von dem TL-symmetrischen Punkt εf → εf ± δε
ist, so bleibt das FK-Regime stabil, in Übereinstimmung mit den Referenzen [232,233].
Dennoch zeigen die NRG-Rechnungen, dass selbst das FK-Regime instabil wird, sobald
ein Tunnelmatrixelement t zwischen den Störstellen oberhalb einer kritischen Gröÿe
t > tc hinzugefügt wird.
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Abbildung 5.5: Phasendiagramm des e�ektiven Niedrigenergiemodells mit C3 Symmetrie als
Funktion von te� und mit Γo�/Γ0 = 0.2, U/Γ0 = 20, εf/Γ0 = −10, D/Γ0 = 10. Kleine Werte
für te� führen zu einer FM oder schwach AF Wechselwirkung zwischen den Störstellen und
zu einem FL FP. Mittlere te�c,1 < te� < te�c,2 führen zu einer dominierenden AF Wechselwirkung
und zu dem NFL FP. Für groÿe te� > te�c,2 zerstört die TL-Asymmetrie den NFL FP auf
einer Skala (lila Linie mit Punkten), die exponentiell für (te�− te�c,2)→ 0+ verschwindet. Diese
Abbildung wurde aus Ref. [240] entnommen.

Dieser Fund hat weitreichende Konsequenzen für den FK-NFL-Fixpunkt, da ein
derartiges Tunnelmatrixelement immer dynamisch generiert wird, sobald die Störstel-
len an das gleiche Leitungsband koppeln [168]. Die Stärke der RKKY-Wechselwirkung
und die Stärke der Potentialstreuterme in den Leitungsbändern kann nicht durch un-
abhängige Parameter behandelt werden, wie es in den Referenzen [232, 233] der Fall
ist. In dem hier verwendeten e�ektiven Niedrigenergiemodell werden der AF Anteil der
RKKY-Wechselwirkung und die Potentialstreuterme durch den gleichen Parameter te�

generiert.
Um das Phasendiagramm des e�ektiven Niedrigenergiemodells mit einer C3 Sym-

metrie zu untersuchen, werden die beiden freien Parameter Γo� und te� betrachtet,
welche von dem Real- und dem Imaginärteil der Selbstenergiematrix ∆(z) stammen.
Die Verhältnisse U/Γ0 und Γo�/Γ0 > 0 werden festgelegt, so dass das FK-Regime für
eine AF Wechselwirkung zwischen den Störstellen erreicht werden kann. Die Tieftem-
peratur�xpunkte, welche sich für U/Γ0 = 20 und Γo�/Γ0 = 0.2 als Funktion des letzten
freien Parameters te� ergeben, sind in Abbildung 5.5 zusammengefasst.

Da ein endliches Γo� für eine FM RKKY-Wechselwirkung verantwortlich ist, ergibt
sich für kleine te� der unabhängige Kondo-Fixpunkt mit einem Singulett-Grundzustand.
Die Spin-Spin-Korrelationsfunktion startet mit FM ausgerichteten Spins für te� = 0
und wird mit anwachsendem te� reduziert. Kurz bevor der kritische Wert te�c,1 erreicht
wird, ändert diese Korrelationsfunktion ihr Vorzeichen und leichte AF Korrelationen
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entstehen. Ab dem kritischen Wert von te�c,1/Γ0 ≈ 0.18 dominiert der AF Anteil der
RKKY-Wechselwirkung und stabilisiert das FK-Regime mit einer irrationalen Entar-
tung des Grundzustandes, g = [1/2(5+

√
5)]0.5, in Übereinstimmung mit Referenz [233].

Nach weiterem Erhöhen von te� ergibt sich ein zweiter kritischer Wert te�c,2/Γ0 ≈ 0.41
an dem der NFL-Fixpunkt instabil wird: Für te� > te�c,2 �ieÿt dass System bei mittleren
Temperaturen zunächst zu dem instabilen NFL-Fixpunkt, geht aber auf der Tieftem-
peraturskala T0 (lila Linie mit Punkten in Abb. 5.5) in einen stabilen FL-Fixpunkt
über. Diese Skala T0 ist über den Punkt de�niert, an dem die Entropie den Mittelwert
zwischen beiden Fixpunkten erreicht, Simp(T0) = 1/2(SFLimp + SNFLimp ), und wird in der
Nähe des QCPs für (te� − te�c,2)→ 0+ exponentiell unterdrückt.

Um ein endliches Intervall für te� zu �nden, in dem das FK-Regime stabil ist, muss
die gesamte RKKY-Kopplung, welche sich aus dem FM und AF Anteil zusammensetzt,
KRKKY = KFM

RKKY +KAF
RKKY, zwei Bedingungen erfüllen: (i) Der AF Anteil der RKKY-

Wechselwirkung muss über den FM Anteil dominieren, KAF
RKKY > KFM

RKKY, und (ii)
KRKKY muss gröÿer als die Kondo-Temperatur sein aber darf einen oberen kritischen
Wert nicht überschreiten

TK < KRKKY < Kc
RKKY . (5.29)

Ein anwachsender Anteil von KAF
RKKY ist mit anwachsenden Potentialstreutermen in

den Leitungsbändern verbunden, welche das FK-Regime zerstören. Als Konsequenz
der oberen Schranke in Gleichung (5.29) ist das FK-Regime mit dem NFL-Fixpunkt
vollständig abwesend sobald die Kondo-Temperatur diese Grenze überschreitet, TK >
Kc

RKKY.
Die NRG-Rechnungen wurden für zwei weitere Verhältnisse von Γo�/Γ0 > 0 durch-

geführt und ergeben die gleiche Abfolge an Tieftemperatur�xpunkten. Die zwei kri-
tischen Werte te�c,1/2 sind in Tabelle 5.1 für alle drei Werte von Γo�/Γ0 und zwei ver-
schiedene Coulomb-Wechselwirkungsstärken U/Γ0, mit εf = −U/2, zusammengefasst.
Je gröÿer der Wert von Γo�/Γ0 desto gröÿer ist auch das Intervall (te�c,2 − te�c,1) des FK-
Regimes, wie anhand von U/Γ0 = 20 ersichtlich wird. Da groÿe Werte für Γo� die FM

Γo�/Γ0 = 0.2 Γo�/Γ0 = 0.4 Γo�/Γ0 = 0.6

U/Γ0 = 20
te�c,1/Γ0 ≈ 0.18 te�c,1/Γ0 ≈ 0.29 te�c,1/Γ0 ≈ 0.61
te�c,2/Γ0 ≈ 0.41 te�c,2/Γ0 ≈ 0.96 te�c,2/Γ0 ≈ 1.94

U/Γ0 = 10 - - -

Tabelle 5.1: Kritische Werte te�c,1 und te�c,2 des e�ektiven Niedrigenergiemodells mit C3 Sym-
metrie und TL-symmetrischen Störstellen, für drei verschiedene Werte von Γo�/Γ0 und zwei
verschiedene Coulomb-Wechselwirkungen U/Γ0. Für U/Γ0 = 10 ist das KF Regime mit dem
NFL-Fixpunkt für alle betrachteten Verhältnisse von Γo�/Γ0 abwesend.
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Abbildung 5.6: E�ektives Tunnel-
matrixelement te� = Re∆o�(−i0+)
(schwarze Linie) und
Γo� = Im∆o�(−i0+) (hellblaue
Linie) als Funktion des dimensi-
onslosen Abstandes RkF für eine
isotrope lineare Dispersion ε~k in
(a) 2d und (b) 3d. Es ist eine
deutliche Phasendi�erenz zwischen
den beiden Gröÿen zu erkennen.
Entnommen aus Ref. [240].

RKKY-Wechselwirkung erhöhen, wird ein gröÿeres te� > te�c,1 benötigt, um das stabile
FK-Regime zu erreichen.

Für den Fall U/Γ0 = 10 ist die Kondo-Temperatur bereits zu groÿ um Gleichung
(5.29) zu erfüllen und das FK-Regime verschwindet für alle Werte von Γo�/Γ0 aus Ta-
belle 5.1. Folglich stabilisiert eine kleine Kondo-Temperatur in Kombination mit einem
groÿen Γo� und te� das FK-Regime über eine groÿe Region in dem Parameterraum.

Allerdings können selbst Γo� und te� in realen Materialien nicht unabhängig von-
einander gewählt werden, da sie aus dem Real- und Imaginärteil der selben komplexen
Hybridisierungsmatrix ∆(−i0+) resultieren. In Abb. 5.6 ist sowohl Γo� (hellblaue Linie)
als auch te� (schwarze Linie) in (a) 2d und in (b) 3d als Funktion des dimensionslosen
Abstandes RkF und unter Verwendung einer isotropen, linearen Dispersion ε~k für das
Leitungsband abgebildet. Aufgrund der typischen Phasenverschiebung zwischen Γo�

und te� gehören groÿe Werte von te� in der Regel zu kleinen Werten von Γo�, welche
das FK-Regime destabilisieren.

Es ist demnach möglich das KF Regime aus den Referenzen [232,233] mittels des ef-
fektiven Niedrigenergiemodells zu realisieren. Dazu wird neben dem C3 symmetrischen
Modell jedoch auch eine kleine Kondo-Temperatur und ein kleiner Abstand RkF ≈ 1
zwischen den Störstellen benötigt, um eine geeignete Kombination an Γo�/Γ0 > 0 und
te�c,1 < te� < te�c,2 zu erreichen.

5.3.2 Multistörstellenmodelle auf einer 1d Kette

In diesem Abschnitt werden verschiedene Multistörstellenmodelle diskutiert, indem
die NRG auf das e�ektive Niedrigenergiemodell angewandt wird. Untersucht werden
die Tieftemperatur�xpunkte, die Übergangstemperaturen zwischen verschiedenen Fix-
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punkten und die Spin-Spin-Korrelationsfunktion für Nf = 3,4 und Nf = 5 Stör-
stellen. Als Funktion der Füllung des Leitungsbandes und der Stärke der Coulomb-
Wechselwirkung ergeben sich einige Kosterlitz-Thouless artige QCPs, die mit einer
Änderung in der Grundzustandsentartung einhergehen. Da die RKKY-Wechselwirkung
beziehungsweise die e�ektiven Tunnelmatrixelemente in einer Dimension am langsam-
sten mit zunehmender Störstellen-Störstellen Entfernung abfällt, wird ein 1d Substrat
betrachtet, so dass magnetische Frustration möglich ist. Es ist zu beachten, dass ei-
nes der Hauptergebnisse, nämlich die Existenz von QCPs aufgrund ferromagnetischer
Korrelationen zwischen den Störstellen nicht auf 1d beschränkt ist. Diese QCPs ent-
stehen aufgrund der Tatsache, dass MIAMs der zweiten Art mit rang(Γ) ≤ 2 < Nf

betrachtet werden, welche in höheren räumlichen Dimensionen ebenfalls existieren, wie
in Abschnitt 5.2.4.1 diskutiert wurde. Es wird eine einfache Tight-Binding-Näherung
mit Hüpfen zwischen nächsten Nachbarn verwendet, die Dispersion für das metallische
1d Substrat lautet dann εk = −2t cos(ka)+εc. Für eine ungerade Anzahl an Störstellen
wird die Bildung eines Singulett-Zustandes innerhalb des Störstellenclusters vermieden
und die Kopplung an die e�ektiven Leitungsbänder ist immer relevant.

Die Einteilcheneigenschaften sowie die Coulomb-Wechselwirkung der Störstellen
werden so gewählt, dass die lokalen Orbitale bei tiefen Temperaturen nahezu einfach
besetzt sind, und das induzierte lokale Moment ist den verbleibenden Wechselwirkun-
gen ausgesetzt.

Durch Verschieben des Bandittelpunktes εc von εc = 0 nach εc → D = 2t nimmt
die Füllung des Leitungsbandes ab und der Fermi-Wellenvektor kf wird reduziert. Dies
ändert die Matrixelemente ∆lm(−i0+), so dass die Spin-Spin-Korrelationen mit länge-
ren Wellenlängen verbunden sind. Während εc = 0 einem halb gefüllten Leitungsband
entspricht, ergibt sich der Grenzfall eines einzigen Elektrons für |εc| → 2t, welcher von
Sigrist u.a. [259] betrachtet und in Abschnitt 5.2.6.2 bereits qualitativ diskutiert wurde.
Für diese 1d Multistörstellenprobleme gilt im Allgemeinen rang(Γ) = 2, bis auf wenige
diskrete Werte von εc, für die rang(Γ) = 1 gilt.

Drei Punkte sind besonders anzumerken: (i) Derartige Probleme können aufgrund
von rang(Γ) ≤ 2 immer mittels einer Zweiband NRG-Rechnung behandelt werden
und sind lediglich durch die maximal handhabbare Dimension des Hilbertraums des
Störstellenclusters begrenzt. (ii) Der Beitrag des Störstellenclusters [38] zu der Entro-
pie Simp in dem Tieftemperatur�xpunkt ist für den Grenzfall |εc| → 2t durch Simp =
kB ln(Nf ) gegeben, in Übereinstimmung mit Sigrist u.a. [259]. (iii) Für Nf > 2 ent-
spricht das Modell immer einem MIAM der zweiten Art, welches zu dem Regime II in
Abbildung 5.1 gehört.

In diesem Abschnitt werden zunächst dichte Störstellen-Arrays betrachtet, bei de-
nen die korrelierten Orbitale direkt nebeneinander platziert sind, ohne dass ein freies
Gitterorbital zwischen ihnen liegt. Für ein nahezu halb gefülltes Leitungsband domi-
niert in diesem Fall der antiferromagnetische Anteil der RKKY-Wechselwirkung über
den ferromagnetischen. Es wird der E�ekt von magnetischer Frustration bei mittleren
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Bandfüllungen untersucht und QCPs aufgrund ferromagnetischer Korrelationen treten
als Funktion der Bandfüllung auf.

Solange nicht anders angemerkt, wird eine Diskretisierung von λ = 3 gewählt und
es werden NS = 5000 Zustände nach jeder Iteration in der NRG-Prozedur behalten.

5.3.2.1 Kosterlitz-Thouless artige quantenkritische Punkte und das Pha-
sendiagramm in dichten Störstellen-Arrays

Abbildung 5.7: (a) Beitrag der
Störstellen zu der Entropie für T → 0
als Funktion des Bandmittelpunktes
εc für Nf = 3 TL-symmetrische Stör-
stellen und U/Γ0 = 10, εfi = −U/2
und D/Γ0 = 10. Die Punkte auf
der x-Aschse kennzeichnen die Posi-
tion eines Kosterlitz-Thouless artigen
QCPs. (b) Die zwei Spin-Spin-Korre-
lationsfunktionen für das gleiche Pa-
rameterregime. Die mittlere Störstel-
le besitzt den Index i = 2, die lin-
ke und rechte die Indizes i = 1,3.
Aufgrund der Paritätssymmetrie gilt
〈~S1

~S2〉 = 〈~S3
~S2〉. Entnommen aus

Ref. [240].

Der Beitrag der Störstellen zu der Entropie Simp ist ein Maÿ für die Eigenschaften
des Fixpunktes und steht für einfache Tieftemperatur�xpunkte im Zusammenhang
mit der Entartung g des Grundzustandes, Simp = kB ln(g). Diese e�ektive Entartung
g = exp(Simp/kB) ist in Abbildung 5.7 (a) für Nf = 3 TL-symmetrische Störstellen
als Funktion von |εc| geplottet und zeigt das typische Verhalten für die Modelle, die in
diesem Abschnitt untersucht werden. Ausgehend von einem Singulett-Grundzustand
mit g = 1 erhöht sich die Entartung in ganzzahligen Schritten zu dem maximalen Wert
g = Nf , welcher für |εc|/D → 1 immer erreicht wird. Die Änderung der Entartung
geht mit einem Kosterlitz-Thouless artigen quantenkritischen Punkt einher, wie später
noch gezeigt wird.

In Abbildung 5.7 ist nur das Parameterregime nahe der Bandkanten, für die bei
diesem Modell die Änderungen in der Entropie auftreten, abgebildet. Um die Physik
der verschiedenen Quantenphasen in diesem Regime zu verstehen, sind in Abbildung
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5.7 (b) die beiden unterschiedlichen Spin-Spin-Korrelationsfunktionen geplottet (alle
anderen Spin-Spin-Korrelationsfunktionen ergeben sich aus der Paritätssymmetrie des
Modells).

In der Phase mit einem Singulett-Grundzustand, g = 1, sind die Spins der beiden
äuÿeren Störstellen antiparallel ausgerichtet und bilden ein Singulett, welches von dem
restlichen System entkoppelt. Der zentrale Spin ist mit den beiden äuÿeren unkorreliert
und wird mittels des Kondo-E�ektes von den Leitungsbandelektronen abgeschirmt. Die
Bildung eines Singuletts des gesamten Hamiltonoperators beinhaltet zwei Komponen-
ten, die AF RKKY-Wechselwirkung zwischen den beiden äuÿeren Störstellen in Form
der e�ektiven Tunnelmatrixelemente sowie den Kondo-E�ekt des zentralen korrelierten
Orbitals mit dem Leitungsband in dem geraden Unterraum.

Der QCP be�ndet sich an dem roten Punkt, der auf die horizontale Achse in Abbil-
dung 5.7(a) hinzugefügt wurde: An diesem Punkt springt die Entropie Simp(T → 0) auf
kB ln(2) und kennzeichnet damit einen zweifach entarteten Grundzustand in der Phase
rechts von dem roten Punkt. Die Spin-Spin-Korrelationsfunktion, welche die Physik
des neuen Grundzustandes veranschaulicht, besitzt an dieser Stelle einen kontinuierli-
chen Übergang. Die Spin-Spin-Korrelation zwischen nächsten Nachbarn (rot in Abb.
5.7(b)) steigt von unkorreliert zu einer endlichen ferromagnetischen Korrelation an.
Gleichzeitig ändert sich die Korrelation zwischen den übernächsten Nachbarn in der
gleichen Gröÿenordnung von antiferromagnetisch zu ferromagnetisch. Diese Beobach-
tung ist konsistent mit der Vorstellung, dass die Reduktion von kF zu einer veränder-
ten RKKY-Wechselwirkung führt und so eventuell das Vorzeichen von AF nach FM
wechselt. In dieser Phase sind demnach alle drei lokalen Momente des korrelierten Stör-
stellenclusters ferromagnetisch gekoppelt und bilden gemeinsam einen groÿen I = 3/2
Gesamtspin an dem instabilen LM-Fixpunkt. Da aufgrund von rang(Γ) = 2 lediglich
zwei Leitungsbänder zur Verfügung stehen, ergibt sich ein unvollständig abgeschirmter
Kondo-Fixpunkt. Es ist ein zweistu�ger Abschirmprozess zu beobachten, welcher den
I = 3/2 lokalen Spin auf I = 1/2 abschirmt. Das ist konsistent mit der residuellen
Entropie eines entkoppelten Dubletts in dem stabilen Tieftemperatur�xpunkt.

An der Stelle |εc|/D = 1 ändert sich der Rang der Γ-Matrix auf rang(Γ) = 1, so dass
nur noch ein e�ektives Leitungsband an den groÿen I = 3/2-Spin, der sich aufgrund
der ferromagnetischen Kopplung in dem instabilen LM-Fixpunkt ergibt, ankoppelt. Es
kann nur noch ein Spin-1/2 Freiheitsgrad durch den Kondo-E�ekt kompensiert werden,
was zu einer residuellen Entropie von Simp(T → 0)/kB = ln(3) führt.

Die schwarze Kurve in Abbildung 5.7 (a) lässt vermuten, dass dieser Übergang
bei einem Wert |εc|/D < 1 statt�ndet, was jedoch ein Artefakt der endlichen Tem-
peratur von T/Γ0 = 10−10 in den NRG-Rechnungen ist. Wird die Anzahl der NRG
Iterationen erhöht, was einer niedrigen Temperatur für das Endergebnis entspricht, so
verschiebt sich der Übergang in Richtung von |εc|/D = 1, wie die hellblaue Kurve in
Abbildung 5.7 (a) demonstriert. In der unmittelbaren Nähe des Punktes |εc|/D = 1, an
dem rang(Γ) = 1 gilt, ist einer der beiden Eigenwerte der Ladungs�uktuationsmatrix
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Abbildung 5.8: Simp als Funktion von |εc|/D für (a) Nf = 4 und (b) Nf = 5 TL-symmetri-
sche Störstellen mit U/Γ0 = 10 und eine Temperatur von T/Γ0 = 10−11. Für Nf = 4 ergeben
sich drei Regionen und drei quantenkritische Punkte, für Nf = 5 sind vier Regionen, die durch
einen Kosterlitz-Thouless artigen QCP getrennt sind, zu sehen. Entnommen aus Ref. [240]

sehr klein. Da dieser Eigenwert der Kopplung an eines der e�ektiven Leitungsbänder
entspricht, führt das zu einer exponentiell unterdrückten Kondo-Skala TL(εc), welche
den Übergang von dem instabilen Fixpunkt mit I = 1 zu dem stabilen Fixpunkt mit
I = 1/2 bestimmt. Um die Entropie des stabilen Tieftemperatur�xpunktes mit I = 1/2
und Simp = kB ln(2) zu erreichen muss T � TL(εc) gelten. Aufgrund dieser Argumen-
tation und der NRG-Ergebnisse kann geschlossen werden, dass

lim
|εc|→D

TL(εc) = 0 (5.30)

gilt. Der kritische Punkt liegt daher (i) an der Stelle |εc|/D = 1 und (ii) ist vom
Kosterlitz-Thouless Typ, weil die entsprechende Energieskala exponentiell wie TL(εc) ∝
exp(A/

√
D − |εc|), mit dem anzupassenden Parameter A, verschwindet.

Die Analyse der Tieftemperatur�xpunkte für die 1d Multistörstellenmodelle mit
Nf = 4 und Nf = 5 ergeben ein ähnliches Bild, wie in Abbildung 5.8 gezeigt wird. Für
ein halb gefülltes Leitungsband verschwindet die Entropie Simp(T → 0) in dem stabilen
Fixpunkt immer, was als Singulett-Zustand interpretiert werden kann. Für den Grenz-
fall |εc| → D wird die Vorhersage von Sigrist u.a. [259, 261] selbst für eine endliche
Anzahl an Störstellen erfüllt. Ein instabiler LM-Fixpunkt mit I = Nf/2-Spin entsteht
durch die FM RKKY-Wechselwirkung, welcher anschlieÿend mittels des Kondo-E�ekts
auf einen I = (Nf − 1)/2-Spin in dem stabilen Tieftemperatur�xpunkt reduziert wird.
Aufgrund von rank(Γ) = 1 für |εc|/D = 1 koppelt nur ein e�ektives Leitungsband an
den Störstellencluster und führt damit zu einer Entropie von Simp = kb ln(Nf ), unab-
hängig von Nf . Die Entartung g des Grundzustandes steigt in ganzzahligen Schritten
von g = 1 nach g = Nf und die korrespondierenden QCPs sind vom KT Typ.

In jeder der Phasen richtet sich ein weiterer e�ektiver Spin, der sich aus einer Li-
nearkombination der lokalen Momente im Realraum ergibt, ferromagnetisch mit den

173



5. MULTISTÖRSTELLENPROBLEME

Abbildung 5.9: (a) Tieftemperaturskala T0, auf der das System in den Singulett-Grundzu-
stand übergeht als Funktion des Bandittelpunktes εc, für Nf = 3 TL-asymmetrisch Störstel-
len mit U/Γ0 = 50, D/Γ0 = 10 und verschiedene Werte für εf . (b) Der kritische Wert ecc, mit
T0(εcc) = 0, als Funktion von εf . Entnommen aus Ref. [240]

übrigen aus. Das Selbstabschirmen der Störstellenspins mittels der RKKY vermittel-
ten Wechselwirkung wird immer weniger e�ektiv, da der ferromagnetische Anteil dieser
Wechselwirkung für geringe Bandfüllungen zu dominieren beginnt. Die e�ektiven Tun-
nelmatrixelemente <∆lm(εc) erreichen an den Bandkanten zwar selbst ihren maximalen
Wert, gleichzeitig divergiert in 1d jedoch die Zustandsdichte an den Bandkanten, so
dass die relative Stärke der Tunnelmatrixelemente gegen Null geht, <∆lm(εc)/Γ0 → 0
für |εc| → D. Da der ferromagnetische Anteil der RKKY-Wechselwirkung durch die
Asymmetrie der Eigenwerte der Ladungs�uktuationsmatrix getrieben wird [139, 168]
und somit unabhängig von dem Wert von Γ0 ist, verbleibt lediglich dieser Anteil.

Es gilt immer noch zu zeigen, dass es sich bei den Übergängen zwischen den ver-
schiedenen Phasen in den Abb. 5.7(a) und Abb. 5.8 tatsächlich um Kosterlitz-Thouless
artige QCPs handelt, welche als rote Punkte auf der x-Achse gekennzeichnet sind.

Stellvertretend für alle Modelle wird dazu das MIAM mit Nf = 3 Störstellen un-
tersucht. Die Energieskala T0(εc), auf der das System in den Singulett-Grundzustand
übergeht, wurde für verschiedene Werte von εf und festes U/Γ0 = 50, unter Verwen-
dung der NRG berechnet. Diese Parameter wurden gewählt, um zu demonstrieren, dass
der Phasenübergang nicht von der TL-Symmetrie abhängig ist, und dass der kritische
Wert εcc stark von dem Grad der TL-Asymmetrie des Störstellenclusters abhängt. In Ce
zum Beispiel, �uktuiert die Besetzung der 4f-Schale zwischen null und eins, so dass der
Limes U →∞ erfolgreich angewandt werden konnte [262�264], um die grundlegenden
Eigenschaften derartiger Systeme zu verstehen.
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Die Energieskala T0(εc) wird anhand des Übergangs von dem letzten instabilen LM-
Fixpunkt zu dem stabilen Singulett-Grundzustand de�niert, wenn Simp(T ) genau den
Mittelpunkt wischen beiden Werten der Entropie erreicht:

Simp(T0) =
1

2
(SLM

imp + Simp(T = 0)). (5.31)

Die auf diese Weise erhaltene Kurve für T0(εc) wurde, nahe an dem Phasenübergang,
an die exponentielle Funktion

T0(εc) = C1e
C2√
εcc−εc) (5.32)

angepasst, so dass der kritische Punkt εcc extrahiert werden konnte. Die NRG-Daten
für T0(εc)/C1 sind in Abbildung 5.9 (a) als Funktion von (εcc − εc)/D zusammen mit
den angepassten Kurven aus Gleichung (5.32) (schwarze dünne Linien) dargestellt. Die
hervorragende Übereinstimmung der NRG-Daten mit der analytischen Funktion für
einen KT QCP demonstriert, dass es sich bei den Punkten auf der horizontale Achse
in den Abbildungen 5.7 (a) und 5.8 tatsächlich um QCPs der KT Universalitätsklasse
handelt.

Die Abhängigkeit des kritischen Wertes εcc von dem Grad der TL-Asymmetrie ist
in Abbildung 5.9 (b) veranschaulicht. Mit zunehmendem εf , von εf/Γ0 = −5 nach
εf/Γ0 = −2, wird εcc signi�kant reduziert. In Systemen mit starker TL-Asymmetrie und
groÿen Nf kann ein derartiger QCP daher eine mögliche Ursache für die Realisierung
verschiedener Phasen darstellen.

5.3.2.2 Die Rolle von magnetischer Frustration in der Phase mit Singulett-
Grundzustand

Nachdem eine schrittweise Erhöhung der Entartung g des Grundzustandes für geringe
Elektronen- oder Loch-Füllungen |εc|/D → 1 untersucht wurde, wird nun der Fokus
auf das gröÿte Intervall in dem εc Parameterraum gerichtet. Dieses Regime ist durch
eine verschwindende Entropie Simp(T → 0) = 0 gekennzeichnet, was einem Singulett-
Grundzustand entspricht.

Die Vorstellung einer Konkurrenz zwischen dem Abschirmen aufgrund von der AF
RKKY-Wechselwirkung und dem Kondo-E�ekt wurde für das TIAM etabliert [139]. In
diesem MIAM der ersten Art gibt es immer ausreichend Leitungsbandkanäle, um alle
lokalen Momente vollständig mittels des Kondo-E�ekts abzuschirmen. Für Nf > 2 und
rang(Γ) < Nf ändert sich die Topologie des Modells und ein derartiges Szenario ist
nicht mehr möglich. Aufgrund der reduzierten Anzahl an e�ektiven Leitungsbändern,
wird die Konkurrenz zwischen dem Kondo-E�ekt und der RKKY-Kopplung weniger
wichtig, da ohnehin nicht alle lokalen Momente mittels des Kondo-E�ektes kompensiert
werden können. Für periodische Systeme zeigt Gleichung (5.15), dass der Rang der
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Abbildung 5.10: (a) Die zwei Energieskalen T0 und T1 als Funktion von εc für Nf = 3 Stör-
stellen. T1 (blau) kennzeichnet die Übergangstemperatur, auf der der letzte instabile LM-Fix-
punkt mit Gesamtspin S = 1/2 erreicht wird. T0 (rot) beschreibt die Übergangstemperatur
von dem letzten instabilen LM-Fixpunkt zu dem stabilen Singulett-Grundzustand. Die Über-
gangstemperatur T1 für das e�ektive Modell ohne Kopplungen an die e�ektiven Bäder ist
als schwarze Linie dargestellt. (b) Die Spin-Spin-Korrelationsfunktionen

〈
~S1
~S2

〉
und

〈
~S1
~S3

〉

aufgetragen gegen εc für eine Temperatur T < T0. Die Parameter der Störstellen sind TL�
symmetrisch gewählt, mit U/Γ0 = 30,εfl = −U/2 und D/Γ0 = 10. Entnommen aus Ref. [240]

Ladungs�uktuationsmartix Γ von der Ordnung der ~k-Punkte auf der Fermi-Fläche ist
und demnach viel kleiner als die Anzahl Nf an Störstellen.

Zunächst wird das MIAM mit Nf = 3 betrachtet und die beiden Tieftemperaturs-
kalen, welche den Übergang von den instabilen Fixpunkten zu dem stabilen Simp = 0
beschreiben, mittels der NRG berechnet. T1(εc) bezeichnet die Übergangstemperatur
zu dem letzten instabilen S = 1/2 LM-Fixpunkt und T0(ε0) charakterisiert den Über-
gang in den stabilen Tieftemperatur�xpunkt. Die Temperatur T0 ersetzt die Kondo-
Temperatur TK in dem SIAM, weil sie mit dem Kondo-E�ekt assoziiert werden kann.

Die Ergebnisse für T1 und T0 sind in Abbildung 5.10(a) als Funktion von |εc|/D und
unter Verwendung von TL-symmetrischen Störstellen mit U/Γ0 = 30 und D/Γ0 = 10
dargestellt. Beide Übergangstemperaturen ändern sich kontinuierlich mit εc, doch es
entsteht eine Spitze bei |εc|/D = 0.5. T0 bleibt über das gesamte Parameterregime bis
ungefähr |εc|/D ≈ 0.945 endlich, wo der KT artige Phasenübergang zu einem stabilen
Fixpunkt mit Simp/kB = ln(2) statt�ndet, welcher in dem vorangegangenen Abschnitt
diskutiert wurde. Die grundsätzliche Abnahme von T0(εc) mit anwachsendem |εc| ist auf
die Änderungen der e�ektiven Kopplungen Γn zurückzuführen: Die Kopplung an das
relevante Orbital, welches an dem Kondo-E�ekt beteiligt ist, nimmt mit anwachsendem
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1 2 3

Abbildung 5.11: Schematische
Darstellung des e�ektiven Modells
ohne Ankopplung an die e�ektiven
Leitungsbänder. Entnommen aus
Ref. [240]

|εc| ab.
Die Spin-Spin-Korrelationsfunktion in Abb. 5.10(b), welche für den stabilen Tief-

temperatur�xpunkt berechnet wurde, zeigt, dass sich zwei verschiedene Regionen er-
geben. Für kleine Werte |εc|/D sind die Spins nächster Nachbarn antiferromagnetisch
korreliert, während die beiden äuÿeren lokalen Momente FM ausgerichtet sind. Die
Spin-Spin-Korrelationsfunktion deutet an, dass die drei lokalen Momente aufgrund der
RKKY-Wechselwirkung zusammen immer einen Spin S = 1/2 Zustand bilden. Dieses
wird auf der Skala T1 erreicht. Eines der beiden e�ektiven Leitungsbänder ist ausrei-
chend, um den verbleibenden Spin S = 1/2, welcher über alle Störstellen verteilt ist,
abzuschirmen. Das geschieht auf der Skala T0, wo die von den Störstellen induzierte
Entropie verschwindet. Für 0.5 < |εc|/D bilden die beiden äuÿeren Spins ein Singulett,
während das mittlere lokale Moment durch den Kondo-E�ekt kompensiert wird.

Um die Spitzen der Energieskalen T0/1 bei etwa |εc|/D ≈ 0.5 zu verstehen, wur-
de der e�ektive, lokale Dreistörstellencluster, welcher sich durch Entkoppeln von den
Leitungsbändern Γn = 0 ergibt, mittels exakter Diagonalisierung gelöst. Die Übergang-
stemperatur die sich auf diese Weise aus der temperaturabhängigen Entropie Simp(T )
als Übergang zu dem stabilen Fixpunkt ergibt, ist in Abbildung 5.10 (a) als dünne
schwarze Linie hinzugefügt worden und stimmt mit der NRG-Skala T1 sehr gut über-
ein. An der Spitze verschwindet diese Übergangstemperatur des entkoppelten Clusters
jedoch: Ein Phasenübergang erster Ordnung zwischen zwei zweifach entarteten Cluster-
Grundzuständen entsteht und die jeweiligen Phasen sind durch unterschiedliche Spin-
Spin-Korrelationen charakterisiert. Der kritische Punkt, an dem der Phasenübergang
statt�ndet, de�niert den Punkt maximaler magnetischer Frustration in dem System.

Die Natur dieser lokalen Grundzustände kann unter Betrachtung der e�ektiven
Tunnelmatrixelemente in dem abgebildeten Modell verstanden werden. Der entkoppel-
te Störstellencluster, welcher sich durch das Vernachlässigen der Kopplungen an die
Leitungsbänder ergibt, ist in Abbildung 5.11 schematisch veranschaulicht.

Wenn nur <∆13(εc) berücksichtigt wird, entstehen aus den Orbitalen 1 und 3 zwei
neue, molekulare Orbitale mit gerader und ungerader Parität. Das e�ektive Orbital
mit gerader Parität koppelt nun zusätzlich über <∆12(εc) und <∆23(εc) an das Orbital
2, welches ausschlieÿlich in dem Unterraum mit gerader Parität lebt, so dass sich zwei
neue Orbitale mit gerader Parität ergeben. Nun werden diese Orbitale mit drei Elek-
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tronen befüllt. Für |εc|/D < 0.5 dominiert die Aufspaltung der geraden Orbitale durch
<∆12(εc) und <∆23(εc), woraufhin eines dieser Orbitale doppelt und das andere nicht
besetzt wird. Das dritte Elektron be�ndet sich in dem Orbital mit ungerader Parität,
weshalb das lokale Moment in dem Realraum auf den äuÿeren beiden Störstellen 1 und
3 lokalisiert ist. Für |εc|/D > 0.5 dominiert <∆13(εc) und das Orbital mit ungerader
Parität ist entweder doppelt oder nicht besetzt (abhängig von dem Vorzeichen von
<∆13(εc)). Dieser Singulett-Zustand entspricht einer starken AF Korrelation

〈
~S1
~S3

〉

in diesem Regime. Das lokale Moment be�ndet sich in diesem Fall in den Orbitalen
mit gerader Parität und ist daher mehr in der Mitte, auf dem Orbital 2, lokalisiert.

An dem Entartungspunkt sind alle e�ektiven Tunnelmatrixelemente in Abbildung
5.11 betragsmäÿig gleich groÿ und verursachen eine maximal magnetische Frustration.
Ein Phasenübergang zwischen den beiden Dublett-Grundzuständen mit unterschied-
licher Parität entsteht und genau an dem Entartungspunkt bildet sich ein vierfach-
entarteter Cluster-Grundzustand. Obwohl die Geometrie des Clusters in dem Realraum
einer kurzen Kette aus den drei Störstellen entspricht, verursachen die e�ektiven Tun-
nelmatrixelemente, welche die AF RKKY-Wechselwirkung generieren, einen Trimer
mit entarteten AF Heisenberg Kopplungen, welche in den Referenzen [232, 234, 265]
untersucht werden. Der Unterschied liegt in der Anzahl an Leitungsbändern die an den
Störstellencluster koppeln. Während in den Referenzen [232,234] ein MIAM erster Art
behandelt wird, wie in Abschnitt 5.3.1 diskutiert wurde, handelt es sich in diesem Fall
um ein MIAM der zweiten Art.

Dieses lokale Bild erklärt auch die Änderung der Spin-Spin-Korrelationsfunktion in
Abbildung 5.10 (b) für das vollständige Problem mit den Kopplungen an die e�ektiven
Bäder. Für |εc|/D > 0.5 wird das zentrale lokale Moment durch den Kondo-E�ekt ab-
geschirmt und die Spin-Spin-Korrelationen mit den nächsten Nachbarn ist unterdrückt.

Da in dem vollen Problem beide Dubletts, das mit gerader und das mit ungerader
Parität, an ein e�ektives Leitungsband koppeln (rang(Γ) = 2), können beide lokalen
Momente für T → 0 immer durch den Kondo-E�ekt vollständig abgeschirmt werden.
Wenn die Kopplungen der beiden entarteten Dubletts an die jeweiligen Bänder exakt
gleich groÿ sind, entsteht für ein TL-symmetrisches System ein zweifach entarteter,
spinkompensierter Grundzustand (Grundzustand mit Isospin). In Referenz [232] führt
die Ankopplung dieses Isospin-Zustandes an ein weiteres Leitungsband zu dem �Isospin-
Kondo-Regime� mit einem NFL-Fixpunkt. Wie in Referenz [232] und in Abschnitt 5.3.1
jedoch bereits diskutiert wurde, ist der Isospin-Zustand instabil gegenüber einer Bre-
chung der TL-Symmetrie, welche in dem hier betrachteten Fall aufgrund von <∆lm 6= 0
nie erhalten ist, so dass sich selbst für den Fall symmetrischer Kopplungen immer ein
Singulett-Grundzustand mit FL-Fixpunkt ergibt.

Im Allgemeinen besitzt das e�ektive Niedrigenergiemodell jedoch nicht mal die
C3 Symmetrie, was zu einer asymmetrischen Ankopplung der Dubletts mit unter-
schiedlicher Parität an die e�ektiven Leitungsbänder führt. Die Entartung des Cluster-
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Grundzustandes wird durch die asymmetrischen Kopplungen an die beiden Leitungs-
bänder aufgehoben. Die Aufspaltung der Energieniveaus wird jedoch dynamisch durch
den RG-Prozess generiert und ist klein. Aus diesem Grund wird kein zweistu�ger Ab-
schirmungsprozess beobachtet: An dem Entartungspunkt <∆12(εc) = <∆13(εc) gibt
es nur eine Energieskala T0 die den Übergang von dem instabilen LM-Fixpunkt mit
Simp = kB ln(4) zu dem stabilen Singulett-Fixpunkt mit Simp = 0 beschreibt. Sobald
die Temperatur T0 erreicht wird, wird die gröÿere der beiden Kopplungen an das Lei-
tungsband relevant, die Entartung der Dubletts wird aufgehoben und das energetisch
tieferliegende Dublett wird mittels des Kondo-E�ektes abgeschirmt. Auch wenn zwei
Leitungsbänder an den Störstellencluster ankoppeln, so reicht ein einziges (das mit dem
gröÿten Eigenwert Γn) aus, um den stabilen Singulett-Grundzustand zu erreichen.

Genau an dem Entartungspunkt ist die De�nition der Energieskala T1 obsolet,
da ein direkter Übergang von dem vierfach entarteten LM-Fixpunkt zu dem stabi-
len Singulett-Fixpunkt beobachtet wird. Aus diesem Grund gibt es keinen weiteren
QCP in dem Phasendiagramm des 1d Dreistörstellenproblems.

Während die Skala T0 aufgrund der sich ändernden Eigenwerte Γn mit zunehmen-
den |εc|/D selbst abnimmt, führen die zunehmenden magnetischen Fluktuationen in der
Nähe des Entartungspunktes zu einer ansteigenden Skala T0. Die Zunahme der magne-
tischen Fluktuationen ist durch die adiabatische Änderung der Spin-Spin-Korrelation
in Abbildung 5.10 (b) gekennzeichnet.

In Abbildung 5.12 sind die die Energieskalen (a) T1 und (b) T0 für den bereits
diskutierten lokal TL-symmetrischen Fall εf = −U/2 (schwarze Linien) und für lokal
TL-asymmetrische Störstellen U/Γ0 = 50, εfΓ0 = −15 (hellblaue Linien) abgebildet.
Während die Skalen T1/0(εc) für TL-symmetrische Störstellen ebenfalls symmetrisch
bezüglich der Elektronen- und Lochfüllung des Leitungsbandes sind, so verschieben
sich diese Energieskalen für TL-asymmetrische Störstellen. Die lokale TL-Asymmetrie
generiert zusätzliche Potentialstreuterme in dem Leitungsband, welche die RKKY-
Wechselwirkung modi�zieren und damit den Punkt der maximalen magnetischen Fru-
stration verschieben.

Ein ähnliches Bild ergibt sich für Nf = 5 Störstellen in dem Simp = 0 Regime, wie in
Abbildung 5.13 zu sehen ist. Für eine gerade AnzahlNf ist eine Singulett-Bildung inner-
halb des Störstellenclusters möglich, ohne dass dieser an die e�ektiven Leitungsbänder
koppelt. Für ungerade Nf hingegen ist das Zusammenspiel von RKKY-Wechselwirkung
und Kondo-E�ekt immer nötig, um den stabilen Fixpunkt zu erreichen. Die kontinu-
ierliche Änderung in den Energieskalen T0(εc) und T1(εc) ist gut zu erkennen, jetzt
allerdings mit vier Spitzen anstelle einer einzigen für Nf = 3.

Da der Gesamtspin in dem Modell eine Erhaltungsgröÿe de�niert, können die Ei-
genzustände des e�ektiven Störstellenclusters durch den Gesamtdrehimpuls klassi�ziert
werden. Die Tunnelmatrixelemente <∆ij(εc) erzeugen eine AF Wechselwirkung zwi-
schen den Spins, so dass sich der Cluster-Grundzustand in dem Unterraum mit dem ge-
ringsten Gesamtdrehimpuls be�ndet. Werden dieNf = 5 lokalen Spin-1/2 Momente ad-
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Abbildung 5.12:

Tieftemperaturskalen (a)
T1 und (b) T0 für Nf = 3
Störstellen als Funktion von
εc. Die schwarzen Kurven ent-
sprechen der blauen und roten
Kurve aus Abb. 5.10 für TL�
symmetrische Störstellen mit
U/Γ0 = 30 und εf/Γ0 = −15.
Die blauen Kurven wurden
für TL-asymmetrische Stör-
stellen mit U/Γ0 = 50 und
εf/Γ0 = −15 berechnet.

diert, so ergeben sich fünf J = 1/2 Multiplets. Durch eine Veränderung der Bandfüllung
εc ändern sich die e�ektiven Tunnelmatrixelemente und damit das Energiespektrum der
fünf J = 1/2 Eigenzustände, so dass sich die Natur des Cluster-Grundzustandes in-
nerhalb des J = 1/2 Unterraumes ebenfalls ändern kann. Die schwarze Linie für T1,
welche in Abb. 5.13 ebenfalls zu sehen ist, wurde mittels des e�ektiven Störstellenclu-
sters berechnet, welcher die Coulomb-Wechselwirkung beinhaltet, die Ankopplung an
die e�ektiven Bänder jedoch vernachlässigt.

Die Berechnung von T1 für den e�ektiven Störstellencluster demonstriert, dass die
Spitzen in dem vollen Modell mit einer Änderung des Cluster-Grundzustandes in dem
instabilen LM-Regime assoziiert werden können. Es ist jedoch zu beachten, dass die
Skala T1 für den Störstellencluster an den Entartungspunkten vollständig verschwindet
und ein Phasenübergang erster Ordnung statt�ndet. Dieses vollständige Verschwinden
der Skala ist in Abbildung 5.13 nicht sichtbar, weil dafür aufgrund der logarithmischen
Skalierung eine extrem hohe Au�ösung in der nähe des Entartungspunktes nötig ist.

Durch die fünf unterschiedlichen J = 1/2 Multiplets entstehen vier Entartungs-
punkte innerhalb des e�ektiven Störstellenclusters. An jedem dieser Entartungspunkte
koppeln die zwei Dubletts mit der niedrigsten Energie asymmetrisch an die zwei e�ek-
tiven Leitungsbänder, was zu einer dynamischen Aufhebung dieser Entartung führt,
wie für den Fall Nf = 3 bereits diskutiert wurde. Auch in diesem Fall ist ein einziges
Leitungsband ausreichend, um das Cluster-Multiplet mit Entropie Simp = kB ln(4) auf
der Übergangstemperatur T0 abzuschirmen und die De�nition von T1 exakt an dem
Entartungspunkt ist obsolet. Auch in diesem Fall führen Quanten�uktuationen in der
Nähe des Entartungspunktes zu einer Erhöhung von T0.
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Abbildung 5.13: Die beiden Ener-
gieskalen T0 und T1 als Funktion
von εc für Nf = 5 Störstellen. T1

(blau) kennzeichnet die Übergang-
stemperatur auf der der letzte insta-
bile LM-Fixpunkt erreicht wird. T0

(rot) die Übergangstemperatur von
dem letzten instabilen LM-Fixpunkt
zu dem stabilen Singulett-Grundzu-
stand. Die Übergangstemperatur T1

für das Modell ohne Kopplung an die
e�ektiven Bäder ist als schwarze Li-
nie dargestellt. Die Parameter ent-
sprechen denen aus Abb. 5.10. Ent-
nommen aus Ref. [240].

5.3.2.3 Kosterlitz-Thouless artige quantenkritische Punkte und das Pha-
sendiagramm in verdünnten Störstellen-Arrays

In dichten Störstellen-Arrays, bei denen die korrelierten Orbitale direkt nebeneinan-
der platziert sind, dominiert typischerweise der AF Anteil der RKKY-Wechselwirkung
zwischen den Störstellen, wenn das Leitungsband nahezu halb gefüllt ist. Um quali-
tativ das Verhalten von ferromagnetischen HF Materialien [218�226, 230, 231] zu mo-
dellieren, werden in diesem Abschnitt daher verdünnte Kon�gurationen der Störstellen
betrachtet, welche bereits in Abschnitt 5.2.6.2 diskutiert wurden und schematisch in
Abbildung 5.4 dargestellt sind. In diesem Fall hybridisieren die korrelierten Orbitale
ausschlieÿlich mit den Wannier Orbitalen eines der beiden Untergitter. In Abschnitt
5.2.6.2 wurde der ferromagnetische Grundzustand bei Halbfüllung, εc = 0, welcher mit-
tels der DMRG berechnet wurde [151,238,257,258], auf die Abwesenheit der e�ektiven
Tunnelmatrixelemente, <∆(εc = 0) = 0, und rang(Γ) < Nf zurückgeführt.

Im nichtwechselwirkenden Grenzfall, U = 0, kann das verdünnte, d-dimensionale
PAM exakt diagonalisiert werden und enthält drei Bänder. Für ein TL-symmetrisches
Modell, was einer Halbfüllung entspricht, ist eines dieser drei Bänder vollständig �ach,
liegt bei ε~k = 0 und verursacht daher eine hohe Entartung des Grundzustandes. Mittels
einer Störungstheorie erster Ordnung in U [257] kann dann gezeigt werden, dass schwa-
che Korrelationen der Störstellen zu einer vollständigen Polarisation des �achen Bandes
führen. In einer und zwei Dimensionen wurde darüber hinaus gezeigt, dass diese Po-
larisation auch für starke Korrelationen beziehungsweise Coulomb-Wechselwirkungen
U bestehen bleibt [151,238,257,258]. Der ferromagnetische Grundzustand in dem ver-
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Abbildung 5.14: exp(Simp/kB) Phasendiagramm für (a) Nf = 3 und (b) Nf = 4 korrelierte
Störstellen, welche sich im Abstand von ∆R = 2a auf einer 1d Tight-Binding-Kette be�nden,
aufgetragen als Funktion von εc/D und U/Γ0 bei einer konstanten Temperatur T/Γ0 = 10−15,
εfl /Γ0 = −3 und D/Γ0 = 10. Entnommen aus Ref. [240].

dünnten PAM entsteht also adiabatisch aus dem �achen, nichtwechselwirkenden Band.
Aus der Perspektive des e�ektiven Niedrigenergiemodells ist dieses �ache Band und

der Ferromagnetismus eine Folge von der Abwesenheit der e�ektiven Tunnelmatrixele-
mente, <∆ij(εc = 0) = 0, in Kombination mit einer extremen Reduzierung der verfüg-
baren Leitungsbänder aufgrund von rang(Γ) = 1. Für eine beliebig kleine Abweichung
von Halbfüllung, εc 6= 0, wird das ursprünglich �ache Band jedoch dispersiv und in
dem e�ektiven Niedrigenergiemodell entstehen delokalisierende Tunnelmatrixelemente
zwischen den korrelierten Orbitalen. Diese delokalisierenden Terme können einen loka-
lisiert/delokalisiert Mott-Hubbard-Isolator-Übergang in dem stark wechselwirkenden
Grenzfall des verdünnten PAMs verursachen, mit einer möglichen Verbindung zu dem
NFL Verhalten an dem QCP von HF Ferromagneten [221,224,230].

Um diese Konkurrenz zwischen dem (delokalisierenden) AF und (lokalisierdenden)
FM Anteil der RKKY-Wechselwirkung qualitativ zu untersuchen, wird im Folgenden
das verdünnte Anderson-Modell für eine endliche Anzahl an Nf = 3 und Nf = 4
korrelierten Orbitalen in 1d, den einfachsten Multistörstellenmodellen der zweiten Art,
untersucht. Wie jedoch schon häu�ger angemerkt treten derartige QCPs grundsätzlich
in MIAMs der zweiten Art auf und sind demnach nicht auf eine Dimension beschränkt.

In Abbildung 5.14 be�ndet sich ein 2d Farbplot der Entartung g = exp(Simp/kB) für
das verdünnte MIAM mit (a) Nf = 3 und (b) Nf = 4 Störstellen, bei einer konstanten
Temperatur T/Γ0 = 10−15 als Funktion von der Füllung des Leitungsbandes εc und
der Stärke der Coulomb-Wechselwirkung U . Die Einteilchenenergie beträgt εf/Γ0 =
−3 und die Bandbreite D/Γ0 = 10. Das Phasendiagramm für Nf = 3 und Nf = 4
korrelierte Orbitale ist qualitativ identisch, eine spinkompensierte Singulett-Phase bei
endlichem εc (schwarz) ist von einer Phase mit endlicher Entartung in der Umgebung
von εc = 0 getrennt (gelb rot blau).
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Die maximale Entartung in der Nähe von εc = 0 (gelb) beträgt exp(Simp/kB) = 3
für Nf = 3 in Abb. 5.14 (a) und exp(Simp/kB) = 4 für Nf = 4 in Abb. 5.14 (b). Exakt
am absoluten Temperaturnullpunkt, T = 0, verbleibt dieser Wert, farbcodiert in gelb,
jedoch nur bei genau εc = 0, wo rang(Γ) = 1 gilt. Für jede kleine aber endliche Ab-
weichung, |εc| > 0, gilt rang(Γ) = 2 und damit gmax = 2 für Nf = 3 und gmax = 3 für
Nf = 4. Da eine der beiden Kopplungen Γn für kleine Abweichungen von Halbfüllung,
εc 6= 0, ebenfalls sehr klein ist, wird die mit diesem Kanal assoziierte Kondo-Temperatur
exponentiell unterdrückt. Folglich ist die erweiterte gelbe Region der maximalen Ent-
artung eine Folge der endlichen Temperatur in den NRG-Rechnungen und g wird um
1 reduziert sobald die Temperatur unterhalb der exponentiell unterdrückten Kondo-
Temperatur liegt. Dennoch verbleiben auch für T = 0 zwei/drei Regionen mit einer
unterschiedlichen Entartung für Nf = 3/Nf = 4 Störstellen.

Wie in Abschnitt 5.3.2.1 bereits diskutiert wurde, sind die Phasen mit einer un-
terschiedlichen Entartung des Grundzustandes durch einen Kosterlitz-Thouless artigen
QCP voneinander getrennt, an dem ein e�ektiver Spin-1/2 Freiheitsgrad von dem Kon-
tinuum entkoppelt. Ausgehend von der Singulett-Phase ändert die Kopplung zwischen
diesem Spin und dem Kontinuum das Vorzeichen von antiferromagnetisch zu ferroma-
gnetisch, so dass der Abschirmungsprozess abbricht.

Für TL-symmetrische Störstellen (U = −2εf = 6Γ0 in Abb. 5.14) ist das Phasen-
diagramm symmetrisch bezüglich εc. In dem Fall von U < −2εf verschiebt sich die
entartete Phase in die Seite mit εc/D < 0 des Phasendiagramms, wohingegen es sich
für U > −2εf genau andersherum verschiebt.

In dem TIAM wird für jedes endliche εc immer ein Grundzustand mit Singulett
generiert, da genug Leitungsbänder für einen Kondo-E�ekt zur Verfügung stehen. Das
Auftreten von QCPs aufgrund ferromagnetischer Korrelationen, wie sie in diesem und
den vorherigen Abschnitten berichtet wurden, sind jedoch eine grundsätzliche Eigen-
schaft von Multistörstellenproblemen der zweiten Art. Da das Phasendiagramm für
Nf = 3 und Nf = 4, welches in Abb. 5.14 zu sehen ist, für Nf = 5 ebenfalls qualitativ
identisch ist (nicht gezeigt) und die physikalische Ursache lediglich auf die Konkur-
renz zwischen dem AF und FM Anteil der RKKY-Wechselwirkung zurückzuführen
ist, wird das Phasendiagramm für Nf > 5 ebenfalls qualitativ identisch aussehen. Die
geometrische Anordnung der korrelierten Orbitale auf dem Gitter bestimmt die Hy-
bridisierungsmatrix ∆(z). Während die FM QCPs in dichten Störstellen-Arrays nahe
der Bandkanten auftreten, �nden diese Phasenübergänge in verdünnten Kon�guratio-
nen in Nähe der Halbfüllung statt. Störungstheorie erster Ordnung in U demonstriert,
dass der FM Grundzustand in dem verdünnten PAM bei Halbfüllung auch in höhe-
ren Dimensionen des Gitters existiert [257] und kein Artefakt der 1d Geometrie ist.
Alles zusammen deuten diese Ergebnisse an, dass ein Phasenübergang von einer de-
lokalisierten paramagnetischen zu einer lokalisierten ferromagnetischen Phase, welcher
jenseits des Hertz�Millis�Moriya Spindichtewellen-Szenarios ist, möglicherweise in dem
verdünnten PAM mit εc 6= 0 realisiert werden kann.
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5.4 Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurde die Abbildung des TIAMs auf ein e�ektives Niedrigenergiemo-
dell, welches in Kapitel 4 vorgestellt wurde, auf das MIAM mit einer beliebigen Anzahl
Nf an Störstellen erweitert. Das MIAM wird auf einen e�ektiven Störstellencluster ab-
gebildet, welcher an eine bestimmte Anzahl an e�ektive Leitungsbänder koppelt. Der
AF Anteil der RKKY-Wechselwirkung ist in e�ektiven Tunnelmatrixelementen zwi-
schen den Störstellen enthalten, wohingegen der FM Anteil und der konkurrierende
Kondo-E�ekt durch die Ankopplung an die verbleibenden e�ektiven Leitungsbänder
erzeugt wird. Durch diese Aufteilung ist es möglich das kollektive Abschirmen der
lokalen Momente untereinander sowie das Entstehen von instabilen LM-Fixpunkten
innerhalb des Störstellenclusters mittels exakter Diagonalisierung zu untersuchen, be-
vor das vollständige Problem mit den Ankopplungen an die Leitungsbänder betrachtet
wird.

Eine Analyse der analytischen Struktur des e�ektiven Niedrigenergiemodells er-
möglichte es, die physikalischen Eigenschaften von drei komplexen Systemen, welche
in der Literatur bereits untersucht wurden, vorherzusagen: (i) Der unvollständig fer-
romagnetischer Grundzustand mit Gesamtspin S = (Nf − 1)/2 in dem regelmäÿig
verdünnten 1d PAM bei Halbfüllung [151, 238]. (ii) Der unvollständig ferromagneti-
scher Grundzustand mit Gesamtspin S = (Nf − 1)/2 in dem 1d Kondo-Gitter für den
Grenzfall eines einzigen Elektrons in dem Leitungsband [259]. (ii) Der Mott-Übergang
und die Skalierung der kritischen Coulomb-Wechselwirkungsstärken in dem PAM mit
Nächster-Nachbar-Hybridisierung bei Halbfüllung [239].

Eine der Stärken des e�ektiven Modells ist, dass die RKKY-Wechselwirkung und
die Potentialstreuterme in dem Leitungsband gleichermaÿen berücksichtigt werden.
Eine künstliche Heisenberg-Austauschwechselwirkung zwischen den lokalen Momenten,
welche zu unphysikalischen Fixpunkten führen kann, wie beispielsweise von dem TIAM
bekannt ist [154,168,213], ist nicht nötig um die konkurrierenden Phasen zu realisieren.

Die Abbildung ermöglicht es e�zient zu ermitteln unter welchen Umständen es zu
einer magnetischen Frustration im MIAM mit Nf > 2 kommen kann. Unter Verwen-
dung der NRG konnte gezeigt werden, dass das durch magnetische Frustration indu-
zierte NFL-Regime in einem Störstellen-Trimer mit C3 Symmetrie [232, 233] auf ein
endliches Regime der RKKY-Energieskala beschränkt ist. Um magnetische Frustration
zu ermöglichen muss die RKKY-Kopplung immer über die Kondo-Temperatur domi-
nieren, so dass der NFL-Fixpunkt vollständig aus dem Phasendiagramm verschwindet
sobald die Kondo-Temperatur die obere Grenze der RKKY-Energieskala überschreitet.

Mithilfe des e�ektiven Modells kann das MIAM in zwei verschiedene Kategorien, in
MIAMs erster und zweiter Art, unterteilt werden. Für eine groÿe Anzahl Nf an Stör-
stellen gehören die MIAMs typischerweise zu der Klasse der zweiten Art, bei denen
die Anzahl an lokalen Momenten die Anzahl an unabhängigen e�ektiven Leitungsbän-
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dern überschreitet. Das bekannteste MIAM der zweiten Art ist das PAM. Die Anzahl
an k-Punkten auf der Fermi-Fläche de�niert eine obere Schranke für die Anzahl an
unabhängigen Leitungsbandkanälen die für den Kondo-E�ekt infrage kommen. Das
widerspricht dem Doniach-Szenario beziehungsweise der Vorstellung, dass alle lokalen
Momente in einem periodischen Gitter durch ein einziges Leitungsband mittels des
Kondo-E�ektes abgeschirmt werden können. Als Konsequenz der Abbildung muss so-
wohl die magnetische Ordnung, die Bildung der schweren Fermi-Flüssigkeit als auch
das Abschirmen der lokalen Momente ein kollektives Phänomen sein, welches eine ge-
ringe Anzahl an Kondo-Abschirmkanälen und die über das Leitungsband vermittelten
Wechselwirkungen zwischen den lokalen Momenten enthält.

Die physikalischen Eigenschaften der stark korrelierten Multistörstellensysteme hän-
gen sehr stark davon ab ob sie zu der ersten oder der zweiten Art an MIAMs gehören.
Zum Beispiel sind FM Korrelationen zwischen den lokalen Momenten irrelevant für den
spinkompensierten Grundzustand in MIAMs der ersten Art wie das TIAM, wohingegen
sie zu KT artigen QCPs und der Unterdrückung der Abschirmung e�ektiver Spin-1/2
Freiheitsgrade in Modellen der zweiten Art führen.

Für eine 1d Tight-Binding-Kette wurde gezeigt wie die Matrixelemente des e�ek-
tiven Modells von der Füllung des zugrundeliegenden Leitungsbandes abhängen. Mit
zunehmender TL-Asymmetrie deutet sich ein Vorläufer einer Spindichtewelle in den
Spin-Spin-Korrelationen an. Phasenübergänge erster Ordnung innerhalb des Störstel-
lenclusters endlicher Gröÿe entstehen aufgrund von magnetischer Frustration. Durch
die Ankopplung des Clusters an die e�ektiven Bänder wird der Phasenübergang je-
doch zerstört und es resultiert immer ein FL-Fixpunkt. Die niedrigste Energieskala
des Systems, welche die Rolle der Kondo-Temperatur einnimmt, ist in der Nähe des
frustrierten Punktes erhöht, wohingegen die magnetische Energieskala dort ihr Mini-
mum erreicht und verschwindet, falls die Kopplungen an die e�ektiven Leitungsbänder
vernachlässigt werden.

An den Bandkanten kann der unvollständig ferromagnetische Grundzustand [259]
selbst für eine endliche Anzahl an Störstellen reproduziert werden und das System weist
eine Reihe an KT artigen QCPs auf, wenn sich die Entartung des Grundzustandes um
eins ändert. Koppeln die lokalen Momente nur an eines der beiden Untergitter so do-
miniert der FM Anteil der RKKY-Wechselwirkung für ein halb gefülltes Leitungsband
und die KT artigen QCPs treten bei kleinen bis mittleren Abweichungen von Halbfül-
lung auf.

In der Literatur [230,266] wurde der paramagnetisch-ferromagnetisch Phasenüber-
gang in dem Kondo-Gitter mittels einer Näherung behandelt, in der jedes lokale Mo-
ment an sein eigenes, unabhängiges Leitungsband koppelt und zusätzlich mittels einer
FM Heisenberg-Wechselwirkung an die nächsten Nachbarn. In diesem Fall kann die
Unterdrückung der Kondo-Temperatur mit dem etablierten E�ekt der Verschmälerung
der Kondo-Resonanz in FM gekoppelten Einstörstellenmodellen [267] in Kombinati-
on mit einer unendlichen Anzahl an gekoppelten Momenten erklärt werden. Aufgrund
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der Näherung unabhängiger Leitungsbänder ist in derartigen Modellen das Nozieresche
Erschöpfungsszenario jedoch ausgeschlossen und wird vernachlässigt.

Mittels der in diesem Kapitel vorgestellten Klassi�zierung wird ein anderer Mecha-
nismus für kritische Punkte aufgrund FM Korrelationen nahegelegt, welcher direkt auf
der reduzierten Anzahl an Kondo-Abschirmkanälen basiert. Aus dem Zwei- und Drei-
störstellenproblem [139,168,232,233] ist bekannt, dass FM Korrelationen nicht mit dem
Kondo-E�ekt konkurrieren und höchstens zu einer Reduktion der Kondo-Temperatur
führen. Wenn die Anzahl an lokalen Momenten jedoch groÿ ist, so dass das Noziere-
sche Erschöpfungsszenario relevant wird, kann ein Singulett-Grundzustand nicht mehr
im Rahmen des Kondo-E�ektes interpretiert werden und kollektive Abschirmprozesse
sind entscheidend. Wie in diesem Kapitel gezeigt wurde, sind es genau diese kollektiven
Mechanismen die mit den FM Korrelationen in Konkurrenz stehen.

Sowohl die Delokalisierung als auch das kollektive Abschirmen der individuellen
lokalen Momente wird in dem e�ektiven Modell durch die selben Operatoren reali-
siert die auch den AF Anteil der RKKY-Wechselwirkung erzeugen. Der FM Anteil
führt daher zu einer Konkurrenz zwischen (lokalisierter) magnetischer Ordnung und
der (delokalisierten) schweren Fermi-Flüssigkeit. Für das PAM bedeutet das also, dass
die Konkurrenz eher zwischen der (delokalisierenden) AF und (lokalisierenden) FM
RKKY-Wechselwirkung besteht als zwischen der (delokalisierenden) Kondo und (loka-
lisierenden) RKKY-Kopplung, wie es üblicherweise angenommen wird [230,266].
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Kondo-E�ekt

Bei den Materialien der Schwere-Fermionen-Verbindungen be�nden sich die lokalen Mo-
mente regelmäÿig in jeder Einheitszelle des Kristallgitters, so dass diese Periodizität
zu einer Kohärenz bei tiefen Temperaturen führt: Der Gesamtimpuls des periodischen
Anderson-Modells ist eine Erhaltungsgröÿe. Werden einzelne magnetische Atome in
diesen Materialien durch ihr nicht magnetisches Gegenstück ersetzt entstehen soge-
nannte Kondo-Löcher, was zu neuartigen Eigenschaften der korrelierten Materialien
führen kann.

In den letzten Jahren war die Physik von Kondo-Löchern in Schwere-Fermionen-
Verbindungen für zahlreiche Experimente von groÿer Bedeutung [268�275] und wurde
daher mittels perturbativer und verschiedener numerischer Techniken wie der DMRG,
DFT und selbstkonsistenter Molekularfeldtheorie [276�286] untersucht.
Sollie und Schlottmann [276, 277] betrachteten Kondo-Löcher in dem halb gefüllten
PAM unter Verwendung von Störungstheorie zweiter Ordnung in U . Die Analyse der
lokalen Zustandsdichte der f -Elektronen demonstrierte die Existenz von scharfen Zu-
ständen in der Nähe der Fermi-Energie, welche auf den Störstellen in der unmittelbaren
Umgebung der Kondo-Löcher lokalisiert sind. Darüber hinaus konnten sie zeigen, dass
diese Zustände magnetische Eigenschaften besitzen, welche in einer Curie Suszeptibili-
tät resultieren und eine Schottky Anomalie in der spezi�schen Wärme hervorrufen.

Clare C. Yu war die erste, die die Eigenschaften eines einzelnen Kondo-Loches
in einem eindimensionalen Kondo-Isolator mittels der DMRG untersuchte [278]. Sie
bestätigte das Entstehen einer lokalen Spindichte, die für kleine Kondo-Kopplungen,
JK/D → 0, hauptsächlich auf den nächsten Nachbarn des Kondo-Loches lokalisiert
ist, während sie in dem entgegengesetzten Grenzfall JK/D → ∞ auf dem unkorrelier-
ten Gitterorbital an der Stelle des Kondo-Loches lokalisiert. Eine Molekularfeldtheo-
rie [279, 280] und neuere DMRG Rechnungen [281] ergaben starke räumliche Oszilla-
tionen der lokalen Hybridisierung und der elektronischen sowie magnetischen Struktur
in der direkten Umgebung des Kondo-Loches. Diese Oszillationen, aufgrund einzelner
Kondo-Löcher, wurden vor wenigen Jahren in Experimenten nachgewiesen [270].

Auch wenn die existierende Theorie in sehr guter Übereinstimmung mit den Ex-
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perimenten ist, gibt es immer noch einige ungeklärte Fragen: Was geschieht mit dem
Kondo-E�ekt der unabgeschirmten lokalen Momente, welche zu der Spindichte und
dem Curie Verhalten beitragen? Kann sich diese Spindichte, die durch ein Kondo-Loch
erzeugt wird, wie eine magnetische Störstelle in einem Metall verhalten?

CePd3 ist beispielsweise ein typisches Schwere-Fermionen-Material und besitzt bei
tiefen Temperaturen Fermi-Flüssigkeitseigenschaften. Wird jedoch eine sehr geringe
Menge an magnetischem Cer in Ce1−xLaxPd3 durch nicht magnetisches Lanthan er-
setzt, so steigt der elektrische Widerstand unterhalb von 50 Kelvin mit abnehmender
Temperatur logarithmisch an [268,269], charakteristisch für den Kondo-E�ekt magne-
tischer Störstellen in Metallen. Die mit dem Anstieg assoziierte Kondo-Temperatur ist
darüber hinaus um ein vielfaches kleiner als die von isoliertem Ce in LaPd3, was einen
gewöhnlichen Kondo-E�ekt einzelner Ce-Momente ausschlieÿt.

In diesem Kapitel werden einige der o�enen Fragen für ein vereinfachtes Kondo-
Loch-Modell, bestehend aus einer endlichen Anzahl an Störstellen auf einer 1d Tight-
Binding-Kette, beantwortet. Nachdem das Modell in Abschnitt 6.1 de�niert wurde,
wird in Abschnitt 6.1.1 zunächst der nichtwechselwirkende Grenzfall betrachtet, mit-
tels dessen bereits einige Vorhersagen für das wechselwirkende System möglich sind.
Danach wird in Abschnitt 6.1.2 die Abbildung auf ein e�ektives Niedrigenergiemodell
aus Abschnitt 5.2.3 verwendet, um das stark korrelierte Multistörstellenproblem un-
ter Verwendung der NRG zu lösen. Das Kapitel wird in Abschnitt 6.2 anschlieÿend
mit einer kurzen Zusammenfassung und einer Diskussion mit Bezug auf Ce1−xLaxPd3

abgeschlossen.

6.1 Drei Störstellen auf einer Tight-Binding-Kette

In Experimenten werden Kondo-Löcher in einem dichten Kondo-Gitter typischerweise
durch eine Substitution von magnetischen Atomen wie Ce or Yb durch ihr nicht ma-
gnetisches Gegenstück Th oder La realisiert. In theoretischen Modellierungen [258,276�
278,287] solcher Experimente dagegen werden die Kondo-Loch-Orbitale vollständig von
dem System entfernt, da die äuÿerste Schale von Th oder La im wesentlichen nicht be-
setzt ist. Um zu verstehen, wie sich die Eigenschaften von Modellen mit Kondo-Löchern
aus dem jeweiligen Modell ohne derartiger Löcher entwickeln, wird das Loch-Orbital
in diesem Abschnitt explizit mitberücksichtigt, so dass beide Modelle, ohne und mit
Kondo-Loch, durch die Variation verschiedener Parameter kontinuierlich ineinander
überführt werden können.

Die einfachste Modellierung für ein derartiges Kondo-Loch in einem Störstellen-
Array besteht aus drei Orbitalen auf einer Tight-Binding-Kette, wie es schematisch
in Abbildung 6.1 dargestellt ist. Im Gegensatz zu Abschnitt 5.3.2 unterscheiden sich
die Eigenschaften der zentralen Störstelle / des Kondo-Loches (rot in Abbildung 6.1)
in diesem Fall von denen der beiden äuÿeren Orbitale (blau in Abbildung 6.1). Da
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Abbildung 6.1: Schematische
Darstellung des vereinfachten
Kondo-Loch-Modells. Das nicht
magnetische Kondo-Loch (rot) ist
von zwei korrelierten Orbitalen
(blau) umgeben.

das Kondo-Loch typischerweise keine magnetischen Eigenschaften besitzt wird es im
Folgenden als unkorreliert betrachtet und nur dessen Einteilchenenergie und Kopplung
an das Substrat berücksichtigt.

Der Hamiltonoperator H = Hhost + Himp + Hhyb, des vereinfachten Kondo-Loch-
Modells, beinhaltet neben dem freien Leitungsband, εk = −2t cos(ka) + εc in Hhost, die
Parameter der Störstellen in Himp

Himp =
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∑
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und die Hybridisierung beider Subsysteme

Hhyb =
1√
N

∑

~k

[
c†~k(V e

i~k ~Rf1 + V e−i
~k ~Rf2 + Vhfh) + h.c.

]
. (6.2)

Der Index h kennzeichnet dabei das Kondo-Loch (h von engl.: hole) an der Stelle
Rh = 0, Vh die Kopplung des Kondo-Loches an das Substrat und εfh dessen Einteilchen-
energie. Die beiden äuÿeren Störstellen sind aufgrund der Coulomb-Wechselwirkung Ul
korreliert und besitzen für Ul � Γ0, ε

f
l � 0 und bei kleinen Temperaturen ein lokales

Moment.

6.1.1 Der nichtwechselwirkende Grenzfall

Bevor das wechselwirkende Dreistörstellenmodell mittels des e�ektiven Niedrigenergie-
modells aus Abschnitt 5.2.3 unter Verwendung der NRG behandelt wird, ist es sinnvoll
zunächst den analytisch exakt lösbaren Grenzfall des nichtwechselwirkenden Systems,
Ul = 0, zu betrachten.

Um die Symmetrie des Hamiltonoperators auszunutzen, wird ein Basiswechsel in
die Eigenbasis des Paritätsoperators vorgenommen: f± = 1/

√
2(f1 ± f2). Da sich das

Kondo-Loch an dem Ursprung be�ndet, koppelt dieses Orbital ausschlieÿlich an die
Leitungsbandzustände mit gerader Parität und die komplexe Hybridisierungsmatrix
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∆(z) aus Gleichung 5.6 (siehe auch Anhang B) ist Blockdiagonal in dieser Basis

∆(z) =


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
 , (6.3)

wobei a den Abstand zwischen benachbarten Störstellen bezeichnet und gleichzeitig
dem Gitterabstand entspricht. Die Orbitale f+ und fh bilden den 2 × 2 Block des
geraden Unterraumes, während das Orbital f− ausschlieÿlich an den ungeraden Anteil
der Leitungsbandzustände koppelt. Die Greenschen Funktionen Ghh(z) und G++(z)
des Unterraumes mit gerader Parität ergeben sich aus den Diagonalelementen von
(z − εi −∆(z))−1 und lauten

Ghh(z) =
1

z − εfh −∆hh(z)− ∆2
h+(z)

z−εf+−∆++(z)

, (6.4a)

G++(z) =
1

z − εf+ −∆++(z)− ∆2
h+(z)

z−εfh−∆hh(z)

. (6.4b)

Für Vh = 0 und V 6= 0 entkoppelt das Kondo-Loch vollständig, die Nichtdiago-
nalelemente von ∆(z) aus Gl. (6.3) verschwinden, und es ergibt sich das Zweistör-
stellenproblem aus Abschnitt 4.5. Bei Halbfüllung, εc = 0, entkoppelt die gerade (+)
Kombination der beiden Störstellen für tiefe Temperaturen von dem Leitungsband, da
=∆++(ω) ∝ ω2 ein quadratisches Pseudogap an der Fermi-Energie besitzt. In diesem
Fall besitzt selbst das nichtwechselwirkende Modell einen vierfach entarteten Grundzu-
stand. Abweichungen von Halbfüllung, εc 6= 0, führen zu einer endlichen Ankopplung
=∆++(ω = 0) ∝ ε2c und ein zweistu�ger Kondo-E�ekt in dem wechselwirkenden Modell
ist möglich, so dass immer ein Singulett-Grundzustand resultiert.

In dem entgegengesetzten Grenzfall, Vh 6= 0 und V = 0, koppelt nur das Kondo-Loch
an das Leitungsband und die resultierende Spektralfunktion in dem Weitbandlimes mit
<∆hh(0)→ 0 lautet

ρV=0
fh

(εfh,ω) =
Γh

0

π
(

[ω − εfh]2 + [Γh
0]2
) , (6.5)

wobei Γh
0 = πV 2

h ρ(0) gilt.

190



6.1. DREI STÖRSTELLEN AUF EINER TIGHT-BINDING-KETTE

In dem e�ektiven Niedrigenergiemodell für den Weitbandlimes aus Abschnitt 5.2.3
wird die Energieabhängigkeit der komplexen Hybridisierungsmatrix ∆(z) vernachläs-
sigt. Wird zunächst der Fall eines halb gefüllten Leitungsbandes, εc = 0, angenommen,
so ergibt sich in dem Unterraum mit gerader Parität

∆
+

(−i0+) =

(
iΓh0 th+

th+ 0

)
. (6.6)

Die Nichtdiagonalelemente sind rein reell, was zu einem e�ektiven Tunneln zwischen
den beiden Orbitalen führt, und nur das Kondo-Loch koppelt an das Leitungsband.

Es ist zu beachten, dass für εc 6= 0 zusätzlich auch imaginäre Nichtdiagonalelemente,
=∆h+(−i0+) 6= 0, entstehen. In diesem Fall ist ein weiterer Basiswechsel, welcher den
Imaginärteil von ∆(z) diagonalisiert, sinnvoll, um eine Beschreibung des Modells mit
unabhängigen Leitungsbändern zu ermöglichen (siehe Abschnitt 5.2.3). Ein derartiges
Szenario erschwert allerdings die Interpretation, da die Einteilcheneigenschaften des
Kondo-Loches in der neuen Basis mit denen der anderen Störstellen vermischen würden.
Aus diesem Grund wird im Folgenden zunächst εc = 0 betrachtet und εc 6= 0 später
behandelt.

Der resultierende e�ektive Einteilchen-Hamiltonoperator,

H̃ =
∑

~k

[
εkc
†
~k
c~k + Vh(c

†
~k
fh + f †hc~k)

]
+
∑

σ

[
th+(f †hf+ + f †+fh) + εf+n+,σ + εfhnh,σ

]
,(6.7)

beinhaltet die Kopplung Vh des Kondo-Loches an das Leitungsband und die Kopplung
th+ an ein freies Orbital mit Einteilchenenergie εf+ = 1/2(εf1 + εf2). Es ist zu beach-
ten, dass die Kopplung th+ von der ursprünglichen Kopplung V der äuÿeren Orbitale
abhängt, so dass diese in führender Ordnung berücksichtigt wird.

Durch Einsetzten von Gl. (6.6) in die Gleichungen (6.4a) und (6.4b) ergibt sich die
nichtwechselwirkende Spektralfunktion des Kondo-Loches und der geraden Kombina-
tion zu

ρ̃fh(εfh,ω) =
Γh

0

π



{
ω − εfh −

t2h+

ω − εf+

}2

+ [Γh0 ]2



−1

, (6.8)

ρ̃f+(εfh,ω) =
Γ̃+

0 (ω)

π

({
ω − εf+ −∆εf+(ω)

}2

+
{

Γ̃+
0 (ω)

}2
) , (6.9)

wobei ∆εf+(ω) durch

∆εf+(ω) = −t2h+

ω − εfh
(ω − εfh)2 + [Γh0 ]2

(6.10)
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Abbildung 6.2: Nicht wchselwir-
kende Spektralfunktionen des (a)
Kondo-Lochs und (b) der geraden
(+) Kombination der äuÿeren Stör-
stellen für εc = 0, D/Γh

0 = 100,
Vh = 10V , V1 = V2 = V ,
εfh/Γ

h
0 = −0.5 und εfl = 0. Die

durchgezogenen Linien ergeben sich
aus dem vollständigen Hamiltonope-
rator und entsprechen den Gleichun-
gen (6.4a) und (6.4b), die gestrichelte
Linie in (a) ergibt sich aus Gl. (6.5)
für V = 0 und die gestrichelte Linie
in (b) entspricht Gl. (6.9). Der Inset
zeigt einen Ausschnitt aus (a) an der
Fermi-Energie.

gegeben ist und die e�ektive Breite des f+-Orbitals lautet

Γ̃+
0 (ω) = t2h+

Γh0

(ω − εfh)2 + [Γh0 ]2
. (6.11)

∆εf+(ω) und Γ̃+
0 (ω) entsprechen dem Real- und Imaginärteil der Selbstenergie des freien

Orbitals durch Ankopplung an das Kondo-Loch. Diese Terme werden üblicherweise
vernachlässigt aber verschwinden vollständig nur in dem Limes |εfh| → ∞. In diesem
Limes entsteht bei Halbfüllung, εc = 0, dann ein entkoppeltes, lokales Moment für
endliche Ul, wie in dem Abschnitt 4.5 diskutiert wurde. Für ein endliches |εfh| � Γh0
kann Γ̃+

0 (ω) jedoch durch

Γ̃+
0 (ω) ≈ Γh0

t2h+

(εfh)
2

(6.12)

approximiert werden und das freie Orbital f+ koppelt über die von dem Leitungsband
mediierte RKKY-Kopplung th+ an das Kondo-Loch, so dass ein Kondo-E�ekt mittels
der RKKY-Kopplung möglich ist. Dieser Mechanismus wird vernachlässigt wenn das
Kondo-Loch durch ein vollständiges Entfernen des Orbitals realisiert wird.

Für jedes endliche e�ektive Tunnelmatrixelement th+ besitzt ρfh(ω) ein Gap bei εf+,
wie anhand von Gl. (6.8) ersichtlich wird. In Abbildung 6.2 sind die nichtwechselwir-
kenden Spektralfunktionen für das Kondo-Loch und das f+-Orbital für ε

f
h/Γ

h
0 = −0.5,

D/Γh
0 = 100 und εc = 0 abgebildet. Um das Parameterregime des wechselwirkenden
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Modells mit T h
K ≈ Γ0,h � TK,l zu simulieren, wurde die Kopplung Vh = 10V des

Kondo-Loches gröÿer gewählt als die der äuÿeren Orbitale V1 = V2 = V .
Abbildung 6.2 (a) beinhaltet die vollständige Spektralfunktion ρfh(ω) des Kondo-

Loches (hellblaue Linie), welche sich aus Gl. (6.4a) ergibt und die Approximation
ρV=0
fh

(ω) aus Gl. (6.5) für V = 0 ist als gestrichelte Linie dargestellt. Das durch das
Leitungsband vermittelte, e�ektive Tunnelmatrixelement th+ erzeugt eine scharfe Anti-
Resonanz an der Stelle ω = εf+ in der Spektralfunktion des Kondo-Loches. Diese Anti-
Resonanz spiegelt das Abschirmen des freien Orbitals f+ über das Kondo-Loch wieder.

Abbildung 6.2 (b) zeigt das korrespondierende Spektrum ρf+(ω) (orangene Linie)
im Vergleich mit der Lösung für den Weitbandlimes aus Gl. (6.9) (schwarze gestrichelte
Linie). Die relevante Energieskala, die das Abschirmen des f+-Orbitals beschreibt und
daher die Höhe und Breite der Resonanz bestimmt, ist durch Γ̃+

0 gegeben und hängt
von der Einteilchenenergie εfh des Kondo-Loches ab.

6.1.2 Endliche Coulomb-Wechselwirkungen

Wenn nun die Coulomb-Wechselwirkung Ul/2 = −εfl > 0 auf den äuÿeren Orbitalen
f1/2, angrenzend an das Kondo-Loch-Orbital mit Uh = 0, eingeschaltet wird, entstehen
bei tiefen Temperaturen zwei lokale Momente. Wie in Abschnitt 4.5 für das Zweistör-
stellenproblem gezeigt wurde, sind diese beiden lokalen Momente in einem Abstand
von R = 2a, für ein halb gefülltes Leitungsband, εc = 0, ferromagnetisch mittels der
RKKY-Wechselwirkung gekoppelt. Für ein entkoppeltes Kondo-Loch Vh = 0 bezie-
hungsweise εfh → ±∞, wird nur die ungerade Kombination der lokalen Momente durch
das halb gefüllte Leitungsband abgeschirmt und ein Dublett-Grundzustand entsteht,
wie in Abschnitt 4.5 diskutiert.

Für jedes endliche Vh und ε
f
h koppelt der freie Spin in dem geraden Unterraum jedoch

antiferromagnetisch an ein �ktives Kontinuum, dessen Zustandsdichte durch ρfh(ω) ge-
geben ist. Das e�ektive Modell der Tieftemperaturphysik besteht aus einem SIAM für
das f+-Orbital mit einer reduzierten Hybridisierungsstärke Γ̃+

0 (0), welche letztendlich
zu einem Abschirmen des lokalen Momentes führt. Die korrespondierende Tieftempe-
raturskala T̃K+ kann durch T̃K+ ∝ exp

(
−α(εfh/Γ

h
0)2
)
approximiert werden, wobei die

Konstante α auf eine unbekannte Art von dem e�ektiven Tunnelmatrixelement th+ und
der Coulomb-Wechselwirkung Ul abhängt (aufgrund der Basistransformation entstehen
in dem e�ektiven Modell komplizierte Terme durch die Coulomb-Wechselwirkung und
das ursprüngliche Ul entspricht nicht U+). Die Tieftemperaturskala nimmt demnach
exponentiell mit (εfh)

2 ab und verschwindet in dem Limes εfh →∞.
Um diese Hypothese zu prüfen, wurde das vereinfachte Kondo-Loch-Modell mittels

der Abbildung auf ein e�ektives Niedrigenergiemodell aus Abschnitt 5.2.3 abgebildet
und unter Verwendung der NRG, mit einer Diskretisierung λ = 3 und Ns = 5000
Zuständen, gelöst. Für die Parameter gilt fortan: Vh = Vl = V , Γ0 = πV 2ρ(0), Uh = 0,
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Abbildung 6.3: Dimensionslose Energieskala T0(εfh)/T0(εfh = 0), auf der das System in den
Singulett-Grundzustand übergeht als Funktion von (εfh/Γ0)2 für Uh = 0, Ul/Γ0 = 10 und
εfl = −U/2. Einzelbild (a) zeigt einen Vergleich der NRG Ergebnisse für εc = 0 mit der

exponentiellen Form ∝ exp
(
−α(εfh/Γ0)2

)
und α = 1.5309. Einzelbild (b) zeigt drei Kurven

für verschiedene εc, unter anderem εc = 0 aus (a).

Ul/Γ0 = 10 und εfl = −U/2. Die Tieftemperaturskala T0 ist über den Wert der Entropie
kBSimp(T0) = 1/2 ln(2) de�niert. Dieser Wert entspricht dem Entropie-Mittelwert des
letzten instabilen LM-Fixpunktes und des Singulett-Grundzustandes.

In Abbildung 6.3 ist die dimensionslose Tieftemperaturskala T0(εfh)/T0(εfh = 0) ge-
gen das Quadrat der Einteilchenenergie (εfh/Γ

h
0)2 des Kondo-Loches aufgetragen.

Für den Fall eines halb gefüllten Leitungsbandes, εc = 0, in Abbildung 6.3(a), bestä-
tigt sich die Hypothese T̃K+ ∝ exp

(
−α(εfh/Γ

h
0)2
)
, wie anhand der schwarzen dünnen

Linie in Abbildung 6.3 (a), welche der Funktion F (εfh) = 200 exp
(
−1.5309(εfh/Γ

h
0)2
)

entspricht, zu sehen ist. Der Kondo-E�ekt des Spins in dem geraden Unterraum wird
durch die RKKY artige Kopplung th+ an die lokale Zustandsdichte des Kondo-Loches
getrieben. Mit zunehmendem εfh verschwindet diese Zustandsdichte an der Fermi-Energie
und der RKKY-Kondo-E�ekt wird unterdrückt.

In Abbildung 6.3 (b) ist die Tieftemperaturskala T0 für die Werte εc/D = 0,0.1
und εc/D = 0.2 abgebildet. Im Vergleich zu εc = 0 (hellblaue Linie mit Punkten)
besitzen die Kurven für endliche εc eine kompliziertere Form und können nicht an eine
einfache Exponentialform angepasst werden. Für endliche εc fällt T0 mit wachsendem εfh
zunächst ab, aber strebt in dem Limes εfh →∞ gegen einen endlichen und konstanten
Wert. Je stärker die Abweichung von Halbfüllung beziehungsweise je gröÿer εc desto
gröÿer ist der Wert von T0(εfh →∞).

Um dieses Verhalten für endliche εc zu verstehen, wird der Grenzfall εfh →∞ oder
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Abbildung 6.4: (a) Besetzung 〈nh,σ〉 des Kondo-Loch-Orbitals für die Parameter aus Ab-
bildung 6.3 (b) mit εc/D = 0.2 als Funktion von (εfh/Γ0)2. (b) Verhältnis T0(εfh)/T0(εfh =∞)

der Tieftemperaturskalen T0 für die gleichen Parameter und für das gleiche Intervall von εfh
wie in (a).

alternativ Vh = 0 betrachtet, so dass das Kondo-Loch-Orbital vollständig entkoppelt.
Die energieabhängige Hybridisierungsfunktion der geraden Kombination der äuÿeren
f -Orbitale lautet

Γe(ε) =
πV 2

N

∑

k

δ(ε− εk) cos2(ka) =
πV 2

N

∑

k

δ(ε− εk)
(
εk − εc
D

)2

(6.13)

und die Tieftemperaturskala wird für εfh →∞ maÿgeblich durch Γe(0) ∝ ε2c bestimmt.
Während das f+-Orbital für εc = 0 auf kleinen Energieskalen entkoppelt, entsteht für
endliche εc eine endliche Hybridisierung und die damit verbundene Kondo-Temperatur.
Diese Kondo-Temperatur de�niert die untere Grenze für die Energieskala T0 in dem
vereinfachten Kondo-Loch-Modell.

Während der Spin des f+-Orbitals für kleine Werte von εfh auf der Temperaturskala
T̃ durch den RKKY-Kondo-E�ekt, mittels der e�ektiven Hybridisierung Γ̃+

0 mit dem
Kondo-Loch-Orbital, abgeschirmt wird, so dominiert für sehr groÿe Werte von εfh der
konventionelle Kondo-E�ekt TK > T̃ aufgrund einer endlichen Hybridisierung Γe(0).

Es ist zu beachten, dass der Ein�uss des Kondo-Loches auf dem gesamten Intervall
T̃ > TK nicht vernachlässigt werden sollte. In Abbildung 6.4 (a) ist die Besetzung
〈nh,σ〉, des Kondo-Loch-Orbitals, für die Kurve aus Abbildung 6.3 (b) mit εc/D =

0.2, zu sehen. Für (εfh/Γ0)2 > 40 gilt 〈nh,σ〉 < 0.05 und das Kondo-Loch-Orbital ist
somit nahezu unbesetzt. Dennoch besitzt dieses Orbital einen immensen Ein�uss auf
die Tieftemperaturskala T0, wie anhand von Abbildung 6.4 (b) deutlich wird. Hier
sind erneut die Werte der Kurve aus Abbildung 6.3 (b) mit εc/D = 0.2 aufgetragen,
dieses Mal ist jedoch das Verhältnis T0(εfh)/T0(εfh =∞) als Funktion von εfh abgebildet.
An diesem Verhältnis ist der Ein�uss des Kondo-Loches auf die Tieftemperaturskala
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T0 zu erkennen: Für T0(εfh)/T0(εfh = ∞) � 1 besitzt das Kondo-Loch einen groÿen
Ein�uss und das Abschirmen des lokalen Momentes geschieht vorwiegend aufgrund
des RKKY-Kondo-E�ektes, während das Kondo-Loch für T0(εfh)/T0(εfh = ∞) ≈ 1
vernachlässigt werden kann. Demnach ist das Kondo-Loch für εc/D = 0.2, Uh = 0,
Ul/Γ0 = 10 und εfl = −U/2 auf dem gesamten Intervall εfh/Γ0 ∈ {0,10} relevant und
sollte in der Modellierung berücksichtigt werden. Es reicht nicht aus nur die Besetzung
zu betrachten, um den Ein�uss des Kondo-Loch-Orbitals auf das System abzuschätzen.

6.2 Diskussion mit Bezug auf Ce1−xLaxPd3

Die Auswirkungen eines Kondo-Loches in dem periodischen Anderon-Modell beschrän-
ken sich auf die unmittelbare Umgebung des entfernten Orbitals [276�278], so dass eine
vereinfachte Modellierung des Systems durch eine kleine Anzahl an Störstellen sinn-
voll erscheint. Die Analyse des vereinfachten Kondo-Loch-Modells, basierend auf drei
Störstellen auf einer Tight-Binding-Kette, zeigt, dass die Eigenschaften eines Kondo-
Loches auch in der stark vereinfachten Modellierung qualitativ erfasst werden können:
Wird die zentrale Störstelle in dem 1d Dreistörstellenmodell entkoppelt, so entsteht bei
Halbfüllung eine Spindichte um das entfernte Orbital herum, typisch für ein Kondo-
Loch.

Das Auftreten dieser Spindichte bei Halbfüllung, εc = 0, ist mit einer neuen Ener-
gieskala T̃ verknüpft, welche das Abschirmen des freien Momentes mittels des RKKY-
Kondo-E�ektes beschreibt. Die lokalen Momente hybridisieren aufgrund der RKKY-
Kopplung mit der lokalen Zustandsdichte des Kondo-Loch-Orbitals, welche in einem
e�ektiven Modell als �ktives Elektronen-Kontinuum betrachtet werden kann. Die Ener-
gieskala T̃ verschwindet daher vollständig wenn das Kondo-Loch-Orbital entkoppelt
oder die orbitale Einteilchenenergie gegen unendlich geschoben wird.

Ob das Kondo-Loch-Orbital in der theoretischen Modellierung explizit berücksich-
tigt werden muss hängt von unterschiedlichen Aspekten ab. In Experimenten ist die
äuÿerste Schale der nicht magnetischen Kondo-Löcher nicht besetzt, was eine sub-
stantielle Einteilchenenergie εfh/Γ0 � 1 der Orbitale impliziert. Für ein halb gefülltes
Leitungsband, εc = 0, führt diese Einteilchenenergie zu einer exponentiell unterdrück-
ten Tieftemperaturskala T̃ , jenseits experimentell realisierbarer Temperaturen, so dass
das Kondo-Loch-Orbital in diesem Fall vollständig vernachlässigt werden kann.

Abweichungen von εc = 0 führen dazu, dass die Energieskala des RKKY-Kondo-
E�ektes langsamer mit anwachsendem εfh abfällt, so dass das Kondo-Loch-Orbital auch
für gröÿere Werte von εfh, für die das Orbital nahezu unbesetzt ist, starken Ein�uss be-
sitzen kann. Gleichzeitig entsteht mit einem endlichen εc eine weitere Energieskala TK
aufgrund einer endlichen Hybridisierung des freien Momentes mit dem Leitungsband,
Γe(0) ∝ ε2c . Für sehr groÿe Werte εc > ε′c dominiert diese Hybridisierung gegenüber
der Hybridisierung mit dem Kondo-Loch-Orbital, so dass dieses vernachlässigt wer-
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den kann. In dem Rahmen des vereinfachten Kondo-Loch-Modells gibt es demnach ein
endliches Regime 0 < εc < ε′c in dem das Kondo-Loch-Orbital in einer theoretischen
Modellierung nicht vernachlässigt werden kann und für das Abschirmen des freien Mo-
mentes auf der Energieskala T̃ verantwortlich ist.

Im Prinzip kann der RKKY-Kondo-E�ekt und die damit verknüpfte Energieskala T̃
das Auftreten einer neuen Tieftemperaturskala in Ce1−xLaxPd3, welche deutlich kleiner
ist als die Kondo-Temperatur von Ce in LaPd3 [268,269], erklären. CePd3 besitzt eine
sehr geringe Ladungsträgerdichte und wird in der Literatur daher auch als �nahezu
Kondo-Isolator� bezeichnet [268, 269]. In der theoretischen Modellierung des PAMs
ergibt sich der Kondo-Isolator bei Halbfüllung, also εc ≈ 0. Da CePd3 für T → 0
jedoch immer noch metallisch ist, scheint ein kleiner aber endlicher Wert für εc in einer
theoretischen Beschreibung angebracht. Die kleine Energieskala, die entsteht wenn ein
kleiner Teil des magnetischen Cers durch nicht magnetisches Lanthan ersetzt wird, wird
demnach möglicherweise durch den RKKY-Kondo-E�ekt erzeugt.

Auch wenn die Ergebnisse qualitativ vielversprechend sind, so beruhen sie auf ei-
ner sehr extremen Vereinfachung des Kondo-Loch-Modells. Um zu überprüfen, ob ein
derartiger E�ekt auch für das vollständige PAM zu erwarten ist, muss das vereinfachte
Modell durch die Berücksichtigung weiterer korrelierter Orbitale erweitert werden.
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Der in Kapitel 3 hergeleitete Tunnelstrom für die Analyse stark korrelierter Systemen
mittels der Rastertunnelspektroskopie kann auf verschiedene Arten erweitert werden.
In dieser Arbeit wurden die Tunnelmatrixelemente zwischen STM-Spitze und Probe
als Funktion der Auslenkung durch Vibrationsmoden entwickelt. Alternativ können
die Tunnelmatrixelemente zum Beispiel aber auch durch die Elektronendichte modu-
liert werden, so dass die tunnelnden Elektronen an Anregungen wie Plasmonen und
Exzitonen koppeln. Der Zerfall derartiger Anregungen führt zu einer Lumineszenz in
unterschiedlichen anorganischen und organischen Halbleitern [288�290], welche mit-
hilfe eines entsprechenden Rastertunnelmikroskops detektiert werden können. Für die
Modellierung eines Experimentes mit einer spinpolarisierten STM-Spitze können die
Tunnelmatrixelemente darüber hinaus auch als Funktion der Magnetisierungsdichte
entwickelt werden. Auf diese Weise werden dann auch inelastische Beiträge aufgrund
magnetischer Anregungen erfasst.

Auch die Abbildung des MIAMs aus den Kapiteln 4 und 5 kann auf komplizier-
tere Modelle angewandt werden. Wird beispielsweise ein spinpolarisiertes Leitungs-
band betrachtet, so werden unter anderem die e�ektiven Tunnelmatrixelemente des
Niedrigenergiemodells selbst spinabhängig und zusätzliche E�ekte in dem korrelierten
Subsystem sind möglich. Die Abbildung kann auÿerdem dazu verwendet werden, die
Komplexität der theoretischen Modellierung von verdünnten magnetischen Halbleitern
zu reduzieren. Aufgrund der Abwesenheit einer Fermi-Fläche verschwinden die e�ekti-
ven Leitungsbänder in dem Niedrigenergiemodell immer und es ergibt sich ein e�ektives
Hubbard-Modell. Beinhaltet die Einheitszelle eines derartigen Materials Ne korrelier-
te Orbitale, dann ergibt die Abbildung ein Hubbard-Modell mit Ne Bändern, welches
mittels geeigneter Methoden, wie zum Beispiel der DMFT, gelöst werden kann.

Die analytische Struktur des e�ektiven Niedrigenergiemodells ermöglicht auÿer-
dem einen Ausgangspunkt für zukünftige theoretische Konzepte. Bei den Schwere-
Fermionen-Verbindungen gibt es eine andauernde Debatte über einen möglichen lo-
kalisiert/delokalisiert Phasenübergang, wobei die magnetische Ordnung die Anzahl an
Elektronen auf der Fermi-Fläche reduziert. Bei einer schweren Fermi-Flüssigkeit sind
die Elektronen der Störstellen delokalisiert und tragen zu der Fermi-Fläche bei, wo-
hingegen sie bei einem magnetischen Metall mit lokalen Momenten von der Fermi-
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Fläche ausgeschlossen sind [209]. Eine derartige Vorstellung einer geteilten Fermi-
Flüssigkeit [291] benötigt ein Zwei�üssigkeitenmodell, bei dem die wohlde�nierten,
leichten Quasiteilchen von einer Spin�üssigkeit entkoppelt sind. Das e�ektive Nied-
rigenergiemodell lässt nun vermuten, dass ein derartiges Szenario möglicherweise mit-
tels eines Mott-Hubbard-Übergangs innerhalb des korrelierten Subsystems realisiert
werden kann. Die verbleibenden Spin-Spin-Wechselwirkungen erzeugen eine Spin�üs-
sigkeit, welche aufgrund der stark reduzierten Anzahl an Ladungs�uktuationskanälen
bei tiefen Temperaturen von den leichten Quasiteilchen entkoppelt.

In Kapitel 6 wurde die Physik eines Kondo-Loches im Rahmen eines sehr stark ver-
einfachten Modells, bestehend aus drei Störstellen auf einer 1d Tight-Binding-Kette,
untersucht. Um zu überprüfen ob die Eigenschaften, welche sich ergeben wenn eine der
Störstellen entkoppelt wird, auch für das vollständige PAM zu erwarten sind, muss das
vereinfachte Modell durch die Berücksichtigung weiterer korrelierter Orbitale erweitert
werden. Mittels der Abbildung auf ein e�ektives Niedrigenergiemodell können in 1d bis
zu Nf = 7 Orbitale mittels der NRG behandelt werden. Das vereinfachte Kondo-Loch-
Modell mit Nf = 7 anstelle von Nf = 3 Orbitalen ist Gegenstand aktueller Unter-
suchungen. Zusätzlich zu den Nf = 7 korrelierten Störstellen können auÿerdem noch
weitere unkorrelierte Orbitale hinzugefügt werden. Ausgehend von der exakten Lösung
des nichtwechselwirkenden Problems mit N0

f Störstellen kann die komplexe Nf × Nf

Hybridisierungsmatrix ∆(z), die den Unterraum von Nf der Orbitale in dem Realraum
beschreibt, berechnet werden. Diese Hybridisierungsmatrix wird dann anschlieÿend für
die Konstruktion des e�ektiven Niedrigenergiemodells, in dem die Korrelationen der Nf

Orbitale nun berücksichtigt wird, genutzt und enthält bereits den Ein�uss der N0
f −Nf

restlichen, unkorrelierten Störstellen.
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A. Selbstenergie für das modi�zierte
Anderson-Holstein-Modell

Es wird der Hamiltonoperator HS des modi�zierten Anderson-Holstein-Modells aus
Abschnitt 3.2.2 betrachtet

HS =
∑

~kσ

ε~kσc
†
~kσ
c~kσ + ω0b

†
0b0 +

∑

σ

εdσn
d
σ + Und↑n

d
↓

+
∑

~kσ

V~k(c
†
~kσ
dσ + d†σc~kσ) (A.1)

+λdX̂0(
∑

σ

ndσ − nd0) + λcX̂0(
∑

σ

c†0σc0σ − nc0)

wobei

c0σ =
1

V0

∑

~k

V~kc~kσ (A.2)

V 2
0 =

∑

~k

|V~k|2 (A.3)

de�niert wurde. Zunächst müssen die Kommutatoren ausgewertet werden

[dσ,HS] = εdσdσ + Und−σdσ + V0c0σ + λdX̂0dσ (A.4)

[ckσ,HS] = ε~kσc~kσ + λcX̂0
Vk
V0

c0σ + Vkdσ (A.5)

welche dann in die Bewegungsgleichung (EOM von engl.: equation of motion) eingesetzt
werden können, so dass sich

(z − εd)Gdσ ,d
†
σ
(z) = 1 + UFσ(z) + λdMσ(z) +

∑

k

VkGc~kσ ,d
†
σ
(z) (A.6)

ergibt, wobei die Notation

Fσ(z) = Gdσn−σ ,d
†
σ
(z) (A.7)

Mσ(z) = GX̂0dσ ,d
†
σ
(z) (A.8)
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ANHANG A. SELBSTENERGIE FÜR DAS MODIFIZIERTE
ANDERSON-HOLSTEIN-MODELL

eingeführt wurde. Während die komplexe Funktion Fσ(z) die Informationen über die
lokalen Korrelationen zwischen Elektronen mit unterschiedlichem Spin σ enthält, ist
der Ein�uss der molekularen Vibrationen in Mσ(z) enthalten. Um die Bewegungsglei-
chungen zu schlieÿen, wird der Kommutator aus Gleichung (A.5) verwendet, um

(z − ε~kσ)Gc~kσ ,d
†
σ
(z) = VkGdσ ,d

†
σ
(z) + λc

Vk
V0

Nσ(z) (A.9)

zu erhalten. Die nichtdiagonale zusammengesetzte Korrelationsfunktion

Nσ(z) = GX̂0c0σ ,d
†
σ
(z) (A.10)

beinhaltet die Korrelationen zwischen dem Hybridisierungsprozess und der Auslenkung
durch die Vibrationsmode X̂0. Der Ein�uss dieser Gröÿe wird vor allem in der Renor-
malisierung der Hybridisierungsstärke, in Gleichung (3.59), sichtbar. Mit der De�nition

∆σ(z) =
∑

k

V 2
k

z − ε~kσ
(A.11)

und unter der Verwendung der standardmäÿigen Parametrisierung der Greenschen
Funktion in Anteilen der Selbstenergiekorrekturen Σσ,

Gdσ ,d
†
σ
(z) =

1

z − εd −∆σ(z)− Σσ(z)
(A.12)

kann Selbstenergie [58] durch

Σσ(z) =
UFσ(z) + λdMσ(z) + λc

V0
∆(z)Nσ(z)

Gdσ ,d
†
σ
(z)

(A.13)

ausgedrückt werden.
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B. Selbstenergie für das MIAM

Die Greensche Funktion des MIAMs besitzt die Gestalt

G(z) =
(
z1−∆(z)− Σ(z)

)−1
. (B.1)

In diesem Abschnitt wird die komplexe Hybridisierungsmatrix ∆(z) des nichtwechsel-
wirkenden MIAMs sowie ein Ausdruck der Selbstenergie Σ(z), welche aufgrund von
echten Vielteilchen-Wechselwirkungen entsteht, hergeleitet. Der Hamiltonoperator ei-
nes allgemeinen Multistörstellen-Anderson-Modells lautet

HMIAM = H0 +HU

H0 =
∑

~k,σ

εkc
†
kσckσ +

∑

l,m,σ

Elmf
†
l,σfm,σ +

1√
N

∑

l,~k,σ

(
Vlc
†
kσe

i~k ~Rlfl,σ + h.c.
)

(B.2)

HU =
1

2

∑

a,b,c,d
σ,σ′

Uabcdf
†
a,σf

†
b,σ′fc,σ′fd,σ . (B.3)

Die Bewegungsgleichung für die Greensche Funktion lautet:

z Gσ
ij(z) + 〈〈[H,fiσ],f †jσ〉〉 = δij . (B.4)

Die Aufgabe besteht also in der Berechnung der Kommutatoren. Für H0 ergibt sich

[H0,fiσ] = −
∑

l

Eilflσ −
1√
N

∑

~k

Vie
−i~k ~Rickσ. (B.5)

Es ist zu sehen, dass nun weitere Korrelationsfunktionen 〈〈ckσ,f †jσ〉〉 in B.4 entstehen.
Diese müssen die Bewegungsgleichung ebenfalls erfüllen, so dass die Kommutatoren

[H0,ckσ] = −εkckσ −
1√
N

∑

l

Vle
i~k ~Rlflσ (B.6)
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ANHANG B. SELBSTENERGIE FÜR DAS MIAM

entstehen. Damit können die zusätzlichen Korrelationsfunktionen wieder durch die ur-
sprüngliche ausgedrückt werden:

〈〈ckσ,f †jσ〉〉 =
1√
N

∑

l

Vle
i~k ~Rl

z − εk
Gσ,U=0
lj (z) . (B.7)

Schlussendlich ergibt sich aus der Bewegungsgleichung B.4 für den Hybridisierungsan-
teil:

∑

l

(
zδil − Eil −

1

N

∑

k

VlVie
i~k(~Rl−~Ri)

z − εk

)
Gσ,U=0
lj (z) = δij. (B.8)

Daraus lässt sich die Greensche Funktion des nichtwechselwirkenden Anteils nun able-
sen

Gσ,U=0(z) =
(
z1− E −∆(z)

)−1
, (B.9)

wobei die Matrixelemente der komplexen Hybridisierungsmatrix ∆(z) durch

∆ij(z) =
1

N

∑

~k

ViVje
i~k(~Ri−~Rj)

z − ε~k
(B.10)

gegeben sind. Um den Selbstenergiebeitrag aufgrund von weiteren Wechselwirkungen
zu berechnen, muss Gleichung B.4 auch noch für den Anteil HU ausgewertet werden.
Der Kommutator ergibt

[HU ,fi,σ] =
1

2

∑

a,b,c,d
σ′,σ′′

Ũabcd[f
†
aσ′f

†
b,σ′′fc,σ′′fd,σ′ ,fi,σ] (B.11)

= −1

2

∑

b,c,d
σ′′

Ũibcd f
†
b,σ′′fc,σ′′fd,σ +

1

2

∑

a,c,d
σ′

Ũaicd f
†
a,σ′fc,σfd,σ′ (B.12)

= −1

2

∑

a,b,c
σ′

Ũiabc f
†
a,σ′fb,σ′fc,σ +

1

2

∑

a,b,c
σ′

Ũaibc f
†
a,σ′fb,σfc,σ′ (B.13)

= −1

2

∑

a,b,c
σ′

(Ũiabc + Ũaicb) f
†
a,σ′fb,σ′fc,σ . (B.14)

Da die Coulombmatrix Spin unabhängig ist, gilt Ũiabc = Ũaicb, so dass sich unter Be-
rücksichtigung des vollständigen Hamiltonoperators folgender Ausdruck aus der Bewe-
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gungsgleichung ergibt:
∑

l

(Gσ,U=0(z))−1
il G

σ
lj(z) = δij +

∑

a,b,c
σ′

Ũiabc 〈〈f †a,σ′fb,σ′fc,σ,f †j,σ〉〉z (B.15)

⇔ Gσ
ij(z) = Gσ,U=0

ij (z) +
∑

l

Gσ,U=0
il (z)Mσ

lj(z) . (B.16)

Mit der MatrixMσ
lj(z), welche die Korrelationsfunktionen höherer Ordnung beinhaltet,

kann nun durch einen Vergleich mit der Dysonreihe

Gσ
ij(z) = Gσ,U=0

ij (z) +
∑

l

Gσ,U=0
il (z)

(∑

m

Σσ
lm(z)Gσ

mj(z)

)
(B.17)

die Selbstenergie Σσ
ij(z) abgelesen werden:

Σσ
ij(z) =

∑

l

Mσ
il (z)(Gσ(z))−1

lj . (B.18)

Die Berechnung der Greenschen Funktion mithilfe der Selbstenergie hat im Fall einer
numerischen Behandlung Vorteile. Jede numerisch berechnete Korrelationsfunktion be-
sitzt einen gewissen Fehler. Der Weg über die Selbstenergie sichert nun, dass der An-
teil von Gσ,U=0(z) beziehungsweise die gesamte Greensche Funktion für den Grenzfall
U → 0 exakt berechnet wird.
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C. Rang der Ladungs�uktuationsma-
trix für ein explizites Modell

Abbildung C.1: Schematische Abbil-
dung der C4-symmetrischen MIAMs die
in diesem Abschnitt behandelt wer-
den, mit unkorrelierten Gitterorbita-
len (grün) und korrelierten Störstellen
(blau). Einzelbild (b) entspricht der Ab-
bildung 5.3(b), bei Einzelbild (a) wurde
die zentrale Störstelle entfernt.

In diesem Teil des Anhanges wird der Rang der Ladungs�uktuationsmatrix für das
Modell, welches in Abbildung 5.3(b) aus Abschnitt 5.2.4.1 schematisch dargestellt ist,
berechnet. Darüber hinaus wird die gesamte Energieabhängigkeit der Hybridisierungs-
funktion betrachtet und diskutiert.

Zunächst wird eine etwas vereinfachte Variante des Modells betrachtet, bei dem
die zentrale Störstelle entfernt ist. Diese Situation ist in Abbildung C.1(a) schematisch
veranschaulicht. Die vier Störstellen be�nden sich an den Positionen ~R1/2 = (±a,0)T

und ~R3/4 = (0,± a)T . Der Hamiltonoperator des nichtwechselwirkenden Modells setzt
sich aus dem freien Leitungsband in Hhost und der Hybridisierung Hhyb zusammen. Die
Dispersion ε~k = −2t

∑d
i cos(kia) + εc des 2d einfach kubischen Gitters kann durch die

Positionen ~Ri der vier Störstellen ausgedrückt werden

ε~k = −t
∑

l

ei
~k ~Rl + εc = −tγ(~k) + εc (C.1)

und die Hybridisierung der Störstellen mit diesem Leitungsband lautet

Hhyb =
1√
Nc

∑

~kσ

c†~k,σ

∑

l

V e−i
~k ~Rlfl,σ + h.c. . (C.2)
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MODELL

Aufgrund der C4-symmetrischen Anordnung der Störstellen auf einem einfach kubi-
schen Gitter werden die Orbitale nun in die Basis der irreduziblen Darstellung der
C4-Punktgruppe transformiert

fl,σ =
1

2

3∑

ν=0

[ei
π
2
ν ]lf ′ν,σ , (C.3)

wobei ν die vier 1d Unterräume der irreduziblen Darstellung kennzeichnet. Die Hybri-
disierung H ′hyb in dieser Basis lautet

H ′hyb =
1√
Nc

∑

~kσ

c†~k,σ

∑

ν

V~k,νf
′
ν,σ + h.c. , (C.4)

mit den energieabhängigen Kopplungsfunktionen

V~k,ν =
V

2

∑

l

ei
π
2
νle−i

~k ~Rl , (C.5)

wobei die Kopplungsfunktion V~k,0 des trivialen Unterraums ν = 0

V~k,0 =
V

2
γ(~k) = −V

2t
(εk − εc) (C.6)

immer durch die Dispersion εk und den Bandmittelpunkt εc ausgedrückt werden kann.
Die komplexe Hybridisierungsmatrix ist diagonal in der Basis der irreduziblen Dar-

stellung und die Diagonalelemente lauten

∆′ν(z) =
1

Nc

∑

~k

∣∣∣V~k,ν
∣∣∣
2

z − εc~k
, (C.7)

so dass die Diagonalelemente der energieabhängigen Ladungs�uktuationsmatrix durch

Γ′ν(ε) = =∆(ε− i0+) =
π

Nc

∑

~k

δ(ε− ε~k)
∣∣∣V~k,ν

∣∣∣
2

(C.8)

gegeben sind. Im Allgemeinen gilt VkF ,ν 6= 0, so dass Γ′ν(0) nicht verschwindet und das
Modell daher einen vollen Rang besitzt. Für ν = 0 ergibt sich jedoch

Γ′0(ε) =
πV 2

4

1

Nc

∑

~k

δ(ε− ε~k)
∣∣∣∣
ε~k − εc
t

∣∣∣∣
2

(C.9)

208



und Γ′0(ε) besitzt für εc = 0 ein Pseudogap an der Fermi-Kante. Für den Spezialfall
εc = 0 gilt demnach rang(Γ) = 3 = Nf − 1.

Nun wird wieder das vollständige Modell mit einem weiteren Orbital fc,σ in dem Zen-
trum des Störstellen-Arrays, wie in Abbildung C.1(b) und 5.3(b) dargestellt, betrachtet.
Das zusätzliche Orbital be�ndet sich an dem Ursprung und trägt daher nur zu dem
trivialen Unterraum der irreduziblen Darstellung, ν = 0, bei. Die Hybridisierung in
diesem Unterraum lautet mit V~k,c = V nun

H ′hyb(ν = 0) =
1√
Nc

∑

~kσ

c†~k,σ

(
V~k,0f

′
0,σ + V~k,cfc,σ

)
+ h.c. , (C.10)

so dass die Matrixelemente der 2d Ladungs�uktuationsmatrix durch

Γ′α,β(ε) =
π

Nc

∑

~k

δ(ε− ε~k)V~k,αV~k,β (C.11)

gegeben sind, wobei α,β ∈ {0,c} gilt. Durch einsetzen der Kopplungsfunktionen V~k,0
aus Gleichung (C.6) und V~k,c = V sowie Γ0 = πV 2ρ(0), ergibt Γ′(ε) des 2d Unterraumes
ausgewertet an der Fermi-Kante, ε = 0,

Γ′(ε = 0) = Γ0

(
(εc/2t)

2 εc/2t
εc/2t 1

)
. (C.12)

Diese Matrix besitzt für ein beliebiges εc einen unvollständigen Rang aufgrund von
det(Γ′) = 0. Wohingegen das Modell in Abbildung C.1(a) für ein beliebiges εc im
Allgemeinen ein MIAM der ersten Art, mit vollständigem Rang, ist, handelt es sich bei
dem Modell aus Abbildung C.1(b) immer um ein MIAM der zweiten Art.
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