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1 Einfiihrung

Das einleitende Kapitel soll die Aufgabenstellung des Themas Maximum Cycle
Packing - Obere Schranken an Kreispackungszahlen in speziellen polyhedralen
Graphen kompakt motivieren und in den Rahmen des Operations Research einord-
nen ohne dabei explizit und formal graphentheoretische Konzepte im Detail zu er-
lautern und Definitionen anzufiihren. Dazu werden ausgehend von der Relevanz von
graphentheoretischen Konzepten und Kennzahlen ein Maximum Cycle Packing und
die zugehorigen Kennzahlen beschrieben und iiber die bestehenden Anwendungsge-
biete motiviert. Ferner wird auf die Bedeutung der Graphenklasse der polyhedralen
Graphen sowie die Betrachtung von Halin- und Fulleren-Graphen als Unterklassen

polyhedraler Graphen eingegangen.

1.1 Motivation und Einordnung

In vielen Bereichen des Operations Research wie beispielsweise der Optimierung
von Produktionsfliissen [1], [59], der Planung von Netzwerken [34] wie beispielsweise
Infrastruktur, Telekommunikations- oder Energieverteil-Netzwerke sowie der Tou-
renplanung [42], [49], [53] sind graphentheoretische Konzepte bei der Modellierung

von Optimierungsproblemen von grundlegender Bedeutung.

Ein weites Forschungsinteresse liegt in der Bestimmung graphentheoretischer Kenn-
zahlen, die 6konomische Aspekte beschreiben und einordnen. Sehr bekannte Bei-
spiele sind die sog. Unabhéngigkeitszahl sowie die sog. Farbungszahl von Graphen,
um bspw. Sendefrequenzen von verschiedenen Rundfunksendern bzw. Mobilfunk-
masten so in einem Gebiet zu verteilen, dass diese sich nicht gegenseitig storen und

gleichzeitig eine gute Serviceversorgung der Nutzer gewéhrleisten (vgl. [18]).
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Zwei weitere in dieser Arbeit speziell behandelte Kennzahlen sind durch die sog.
Kreispackungszahlen eines Graphen gegeben. Hierbei beschreiben v(G) die maxi-
male Anzahl an knotendisjunkten Kreisen bzw. v/(G) die maximale Anzahl an kan-
tendisjunkten Kreisen eines Graphen (. Innerhalb von Abbildung 1.1 werden drei
Graphen und jeweils mindestens eine knoten- bzw. kantendisjunkte Kreispackung

gezeigt.

(a) (b) (c)

Abbildung 1.1: Beispielhafte Darstellung von drei Graphen zur Visualisierung von
knoten- und kantendisjunkten Kreispackungen. Bemerke, in (a) ist eine
knotendisjunkte Kreispackung sowohl durch den griin bzw. blau darge-
stellten Kreis gegeben. In (b) und (c¢) ist eine knotendisjunkte Kreispa-
ckung durch die zwei blau dargestellten Kreise gegeben. Die griin und
blau skizzierten Kreise in (@) und die zwei blau dargestellten Kreise in

(b) und (c) sind kantendisjunkt.

Da offensichtlich jede knotendisjunkte Kreispackung auch immer kantendisjunkt ist,
gilt
v(G) <V(QG).

Nach Abbildung 1.1(a) ist offenbar nicht jede kantendisjunkte Kreispackung (hier
gegeben durch sowohl den griin als auch blau gekennzeichneten Kreis) auch knoten-
disjunkt. Dieser Zusammenhang gilt allerdings in (b) und (c). Dies liegt daran, dass
die in (b) und (c) dargestellten Graphen kubisch sind, d.h. das sdmtliche Knoten

den Knotengrad von drei besitzen.

Bezeichnet n die Ordnung von einem Graphen G, d.h. die Anzahl an Knoten in G

und m die Grofe von G, d.h. die Anzahl an Kanten in (G, dann kann mit

v(G) < {%J und V' (G) < L%J
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jeweils eine ober Schranke fiir sog. schlichte, ungerichtete Graphen G angegeben
werden. Das liegt daran, dass jeder Kreis in G mindestens die Lénge 3 besitzt.
Die Beispiele in Abbildung 1.1 zeigen, dass die so abgeleitete obere Schranke an
v(G) in den Graphen aus (a) und (b) aber nicht in (¢) mit Gleichheit angenommen
wird. Zudem wird die obere Schranke an v/(G) fiir den in (a) dargestellten Graphen

angenommen, nicht aber in den Graphen aus (b) und (c).

Anwendungsbeispiele, die die praktische Relevanz der Kreispackungszahlen bzw. der
maximalen Kreispackungen zeigen, bilden u.a. das Genom Rearrangement [4] und
Sorting by Reversals [13] in der Biologie sowie die Ausgestaltung optischer Netzwerke

[3], [19] oder die Rundgangsplanung [58|.

- Beim Genom Rearrangement und Sorting by Reversals wird der Verwand-
schaftsgrad zweier Spezies {iber den Abstand ihrer Gensequenzen gemessen.
In diesem Zusammenhang sei Abstand als minimal notwendige Anzahl an Re-
versals (Gensequenzumkehrungen) verstanden, um die eine Gensequenz in die
andere zu iiberfithren. In [13] wurde die Bestimmung des Abstands der gegebe-
nen Gensequenzen auf das Auffinden einer Kreispackungszahl in einem speziell

gewahlten sog. Euler-Graphen zuriickgefiihrt.

- Optische Netzwerke sind Fiberkabelnetze, deren Dateniibertragung auf Licht-
wellenkandlen unterschiedlicher Wellenldnge basiert. Innerhalb des optischen
Netzwerks sollen Datensétze ausgehend von einer Quelle (einem Knoten in-
nerhalb des Netzwerks) zu einer Senke (einem anderen Knoten des Netzwerks)
iibertragen werden. Da das Ubertragen einzelner Daten iiber einzelne Licht-
wellenkanéle sich hdufig als ineffizient bzgl. der Auslastung der maximalen
Bandbreite der Lichtwellenkanéle erweist, wird die Dateniibertragung im Netz-
werk durch eine geeignete Biindelung von Datenpaketen, dem sog. traffic groo-
ming, auf speziellen Intervallen effizient realisiert. Dazu werden innerhalb der
Netzwerkgestaltung sog. Light-Paths festgelegt, die es ermdoglichen, dass im
Netzwerk jeder zu iibertragende Datensatz ausgehend von seiner Quelle iiber
eine Folge von Light-Paths zu seiner Senke iibermittelt wird. Da mit Anzahl
der Light-Paths innerhalb eines Netzwerks auch die Kosten ansteigen, leitet

sich die Frage nach der Minimierung der Light-Paths unter Beriicksichtigung
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der zu libertragenden Datenséitze ab, dem sog. Light-Path-Minimization Pro-
blem. Fiir den Spezialfall des Light-Path-Minimization Problems mit Halb-
Wellenléngen Volumen, also einem konstanten Datensatzvolumen mit halbier-
ter Bandbreite, kann die minimale Anzahl an benétigten Light-Paths {iber die
Anzahl an zu versendenden Datenséatzen abziiglich der Kreispackungszahl fiir
kantendisjunkte Kreise in einem konstruierten Nachfrage-Graphen abgeleitet
werden. Der Nachfrage-Graph besteht hierbei aus den Knoten des Netzwerks
und Kanten gegeben durch die Quellen und Senken der zu {ibertragenden Da-

tensétze ([3], [19]).

- Ein spezielles Postbotenproblem bzw. Rundgangsproblem ist durch das sog.
Spontaneous Postman Problem gegeben. Dieses Problem ist dadurch charak-
terisiert, dass die Reihenfolge der Tour, die der Postbote wéhlt bzw. der Rund-
gang, den ein Kunde nutzt, a priori unbekannt ist. Der Postbote bzw. Kunde
entscheidet an jeder Strakenkreuzung spontan, welchen der noch nicht durch-
schrittenen Straften er als néchstes nutzen wird und beendet seine Tour an
einer Kreuzung, an der keine noch nicht durchschrittene Strafse mehr vorliegt.

Daraus abgeleitet ergeben sich u.a. die folgenden drei Fragestellungen:

(1) Wie muss ein Rundgang bzw. Postbotendistrikt konzipiert sein, um es ei-
nem sich nach einer solchen Strategie verhaltenden Postboten bzw. Kun-
den zu ermoglichen, den gesamten Distrikt bzw. Rundgang zu durch-

schreiten und am Ende der Tour wieder am Startort auszukommen?

(17) Was ist ein moglichst grofes Teilgebiet - ein Gebiet maximal in der Anzahl
an Strafsen - eines gegebenen Straflennetzes, das durch einen Postboten,
der nach obiger Strategie handelt und am Ende seiner Tour wieder am

Startort auskommen mochte, abgedeckt werden kann?

(731) Wie kann ein gegebenes Strafennetz in s Distrikte aufgeteilt werden, so
dass s Postboten, die nach obiger Strategie handeln und in s unterschied-
lichen Standorten ihre Tour starten und wieder beenden mochten, das
gegebene Strakennetz vollstandig abdecken, also jede Strafke des Strafsen-

netzes mindestens durch einen der Postboten durchlaufen wird?

Die Fragestellungen (7i) und (7i7) lassen sich auf das Auffinden einer maximalen
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Kreispackung in speziell gewéhlten sog. Euler-Graphen zuriickfiihren. Dabei
konnen die Rundgéinge bzw. die Postbotendistrikte durch planare Graphen

modelliert werden.

Eine detaillierte Ubersicht zu den drei an dieser Stelle skizzierten Anwendungsge-

bieten der maximalen Kreispackungen ist in [64] aufgelistet.

Im Allgemeinen ist die Bestimmung einer maximalen Kreispackung sowie der zuge-
horigen Kreispackungszahl ein NP-schweres Problem [14]. Demnach werden Heuris-
tiken zur Anndherung der Kennzahlen herangezogen bzw. spezielle Struktureigen-
schaften der betrachteten Graphen gefordert, um exakte Resultate fiir bzw. gute
Schranken an die Kreispackungszahlen anzugeben. Hierbei kann die Forderung wei-
terer Struktureigenschaften an einen Graphen genutzt werden, um auch Zusammen-
hénge zwischen Kreispackungszahlen in Graphen mit diesen Struktureigenschaften
und weiteren Kennzahlen abzuleiten, die fiir Graphen ohne diese Struktureigen-
schaften nicht zwangslaufig gelten. Beispielsweise wird in [39] ein Zusammenhang
von v/'(G) und der sog. zyklomatischen Zahl in sog. Kaktusgraphen beschrieben. Zu-
dem kann so ggf. auch die Ableitung bestmoglicher oberer Schranken an v(G) und
V(@) erfolgen, die fiir Graphen ohne diese Struktureigenschaften nicht zwangslaufig
gelten (vgl. [60] und [65]). Dies wird u.a. in Kapitel 2 und Kapitel 3 fiir polyhedrale
Graphen, in Kapitel 4 fiir Halin-Graphen und in Kapitel 5 fiir Fulleren-Graphen

erfolgen.

Bevor innerhalb des folgenden Abschnittes der weitere Aufbau dieser Arbeit skizziert
wird, sei vorab kurz die Relevanz der innerhalb dieser Arbeit betrachteten speziel-
len polyhedralen Graphen verdeutlicht und es sei auf ein Anwendungsgebiet in der
Chemie eingegangen. Zudem wird motiviert, weshalb die Herleitung oberer Schran-
ken an die konten- bzw. kantendisjunkte Kreispackungszahl fiir diese Graphen von

Forschungsinteresse ist.

Ein grofes Anwendungsgebiet sog. polyhedraler Graphen liegt in der Modellierung
anorganischer Strukturen in der Chemie. Hier werden die sog. Koordinationspolyeder
und die Koordinationszahl von Molekiilen genutzt, um die Gréfsenverhéltnisse der
Atome des Molekiils und die Bindungskréfte innerhalb der kristallinen Struktur
zu charakterisieren (vgl. [50]). Koordinationspolyeder sind daher Modelle, die die
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Umgebung eines Atoms darstellen. Die Koordinationszahl entspricht der Anzahl an
benachbarten Atomen bzw. Ecken des konvexen Koordinationspolyeders und das
Koordinationspolyeder den gedanklich durch Linien verbundenen Mittelpunkte der
benachbarten Atome. Als ein Beispiel sei Natriumchlorid angefiihrt. Dazu ist in

Abbildung 1.2 eine sog. Elementarzelle des Natriumchlorids visualisiert.

Abbildung 1.2: Beispielhafte strukturelle Darstellung von Natriumchlorid NaCl. Be-
merke, die grau gekennzeichneten Knoten entsprechen Na-Atomen und
die schwarz gekennzeichneten Knoten Cl-Atomen. Die gestrichelt ge-
kennzeichneten Kanten entsprechen den Kanten des oktaedrischen Ko-

ordinationspolyeders des sich im Zentrum befindenden Cl-Atoms.

Beispiele zu weiteren Koordinationspolyedern sind in [50] gegeben und veranschau-
licht. Es sei bemerkt, dass Koordinationspolyeder héufig ein hohes Mafs an Sym-
metrie aufweisen und konvexe Polyeder als Modelle dienen, an denen beispielsweise
Material- und Symmetrieeigenschaften chemischer Strukturen visualisiert werden

koénnen.

Die durch stereographische Projektion konvexer Polyeder in eine Ebene charakte-
risierten Graphen werden als sog. polyhedrale Graphen bezeichnet. Hierzu seien
beispielhaft in Abbildung 1.3 ausgehend von drei Polyedern, die jeweils zugehorigen
polyhedalen Graphen dargestellt. So wird in (d) der polyhedrale Graph zugehorig
zum Tetraeder (3-dimensional in (a) dargestellt) veranschaulicht. Selbiges gilt fiir
die polyhedralen Graphen (in (e), (f)) des Oktaeders (in (b)) sowie Dodekaeders (in
(¢)). Bemerke, in (e) wird also der polyhedrale Graph zugehorig zum 3-dimensionalen

Oktaeder (dem Koordinationspolyeder von Natriumchlorid NaCl) skizziert.

Zu polyhedralen Graphen sei angefiihrt, dass eine allgemeine Formel fiir die Anzahl
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(a) Tetraeder (b) Oktaeder ) Dodekaeder
(d) Tetraedergraph (e) Oktaedergraph f) Dodekaedergraph

Abbildung 1.3: Beispielhafte Darstellung von drei Polyedern sowie den zugehérigen po-
lyhedralen Graphen. Der in (d) dargestellte polyhedrale Graph (inner-
halb dieser Abbildung verkiirzt als Tetraedergraph bezeichnet) zugeho-
rig zum in (a) 3-dimensional dargestellten Tetraeder. Der in (e) dar-
gestellte polyhedrale Graph (innerhalb dieser Abbildung verkiirzt als
Oktaedergraph bezeichnet) zugehdrig zum in (b) 3-dimensional darge-
stellten Oktaeder. Der in (f) dargestellte polyhedrale Graph (innerhalb
dieser Abbildung verkiirzt als Dodekaedergraph bezeichnet) zugehérig

zum in (c¢) 3-dimensional dargestellten Dodekaeder.

der nicht-isomorphen polyhedralen Graphen mit fest gewahlter Ordnung, Grofe bzw.
sog. Anzahl an Gebieten unbekannt ist. Fiir polyhedrale Graphen mit geringer Grofe
(kleiner 22) sind die Anzahlen an nicht-isomorphen Graphen in den Arbeiten von
Duijvestijn [24] und Federico [25] angegeben. Fiir polyhedrale Graphen der Grofe
22 ist die Anzahl an nicht-isomorphen polyhedralen Graphen gleich 485.704. Fiir die
Grofe 26 ist die Anzahl 67.017.765 eine untere Schranke fiir die Anzahl an nicht-
isomorphen polyhedralen Graphen.

Dieses Wachstum an nicht-isomorphen polyhedralen Graphen geringer Grofe zeigt,
dass schon die exakte algorithmische Bestimmung der Anzahlen an nicht-isomorphen

polyhedralen Graphen nur fiir geringe Grofe bzw. Ordnung realisierbar ist. Betrach-



FEinfiihrung 8

tet man nun eine spezielle Graphenklasse polyhedraler Graphen bspw. mit fester
Ordnung bzw. Grofe, so stellt sich die Frage, ob eine obere bzw. auch untere Schran-
ke an die knoten- bzw. kantendisjunkte Kreispackungszahl eines beliebig gewéhlten

Graphen innerhalb dieser Graphenklasse angegeben werden kann.

Genau dies erfolgt in [60] und [65]. Hier werden erstmalig bestmdgliche obere und
untere Schranken an die knoten- und kantendisjunkte Kreispackungszahl in speziell
gewahlten polyhedralen Graphen beschrieben und eine Konstruktionssystematik von
Graphen G vorgestellt, derart, dass zusétzlich zu der Kreispackungszahl auch immer
eine maximale Kreispackung in G' angegeben werden kann. Dabei wird eine Schranke
in Abhéngigkeit von der Ordnung, von der Grofe bzw. von der Anzahl an Gebieten
hergeleitet. Motiviert durch die Eulersche Polyederformel, die den Zusammenhang
zwischen der Ordnung, Grofse und Anzahl an Gebieten des zugehorigen planaren
Graphen beschreibt, stellt sich offensichtlich die Frage, ob die in [60]| angegebenen
Schranken verallgemeinert werden kénnen, also eine Schranke an die knoten- und
kantendisjunkte Kreispackungszahl abgeleitet werden kann, falls sowohl die Ordnung
als auch Grofse und somit auch die Anzahl an Gebieten eines Graphen gegeben sind.
Ferner ist eine natiirliche Fragestellung aufbauend auf den Ergebnissen aus [60],
ob das Fordern von weiteren Struktureigenschaften erneut bestmogliche Schranken
an die knoten- bzw. kantendisjunkte Kreispackungszahl in den Graphen mit diesen
Eigenschaften liefert. Genau hier wird der Fokus der Betrachtung innerhalb dieser

Arbeit liegen.

Zwei spezielle Unterklassen der polyhedralen Graphen bilden sog. Halin-Graphen

sowie Fulleren-Graphen.

- Halin-Graphen zeichnen sich u.a. durch ihre geringe sog. Baumweite von héchs-
tens 3 aus (vgl. [8]). Hierbei ist die Baumweite des Graphen ein Maf dafiir wie
“baum-ahnlich“ dieser Graph ist und entspricht formal der minimalen Weite
aller Baumzerlegungen des Graphen. Durch die geringe Baumweite von Ha-
lin-Graphen koénnen viele Anwendungen bzw. Algorithmen, die im Allgemei-
nen in nicht akzeptabler Rechenzeit terminieren, effizient gelost werden. So
sind Anwendungen wie beispielsweise das Handlungsreisendenproblem oder

das Bottleneck Handlungsreisendenproblem fiir Halin-Graphen im Detail ana-
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lysiert worden und lassen sich in polynomieller Zeit 16sen [53].

- Fulleren-Graphen sind iiber spezielle 3-dimensionale Kohlenstoffmolekiile, so-
genannte Fullerene, definiert. Diese Molekiile sind 1985 erstmalig experimen-
tell hergestellt worden und weisen seitdem ein interdisziplindres Forschungs-
gebiet auf. Beispiele fiir Anwendungen von Fullerenen liegen in der Krebsfor-
schung [48], der HIV-Forschung [5], der Solarzellenforschung [21] und der Was-
serstoffspeicherung [72]. Graphentheoretische Kennzahlen unterstiitzen dabei,
diese molekularen Strukturen besser zu charakterisieren [32] und bzgl. che-
mischer Eigenschaften - wie beispielsweise der Stabilitidt - einzuordnen [29],

[23].

Abbildung 1.3 zeigt in (d) mit dem polyhedralen Graphen zugehorig zum Tetraeder
bzw. in (f) mit dem polyhedralen Graphen zugehorig zum Dodekaeder den bzgl.
der Ordnung kleinsten Halin- bzw. Fulleren-Graphen. Detaillierte Ubersichten zum
aktuellen Forschungsstand in Bezug auf Halin-Graphen sowie Fulleren-Graphen und
relevante bekannte graphentheoretische Kennzahlen werden in den jeweiligen Kapi-

teln dieser Arbeit ausgefiihrt.

Heutige Datenbanksysteme erlauben die Speicherung und Analyse grofer Daten-
mengen (vgl. [16]). Demzufolge sind im Rahmen der chemischen Informatik Al-
gorithmen zur Bestimmung graphentheoretischer Kennzahlen von Forschungsinter-
esse, die es ermoglichen Material- und Struktureigenschaften chemischer Stoffe zu
simulieren und dadurch Materialien zu klassifizieren (vgl. [30], [31], [63]). Inner-
halb dieser Arbeit wird die Kreispackungszahl fiir alle Fulleren-Graphen von der
Ordnung kleiner oder gleich 70 bestimmt. Allerdings wéchst genau wie fiir poly-
hedrale Graphen auch die Anzahl an Halin- und Fulleren-Graphen mit fester Ord-
nung stark an. So existieren bspw. fiir Fulleren-Graphen der Ordnung 60 insgesamt
1.812 nicht-isomorphe Graphen, hingegen schon 14.059.174 nicht-isomorphe Gra-
phen fiir Fulleren-Graphen der Ordnung 150 (vgl. dazu [10]). Nach [11] existieren
132.247.999.328 nicht-isomorphe Fulleren-Graphen der Ordnung 400. Demnach sind
in Abhéngigkeit von der Ordnung definierte gute obere und untere Schranken an
Kennzahlen im Allgemeinen und im Speziellen an Kreispackungszahlen von Interes-

se fiir Auswertungen und Anwendungen dieser Graphenklassen.
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Ziel dieser Arbeit soll es sein, die Kreispackungszahlen fiir Graphenklassen polyhe-
draler Graphen und hierbei speziell der Halin- und Fulleren-Graphen zu beschreiben,
obere Schranken anzugeben und eine Aussage iiber die Giite der Schranken, also
deren Abweichung zu der jeweiligen Kreispackungszahl, zu treffen. Zudem soll fiir
Halin- und Fulleren-Graphen ein Zusammenhang zwischen den Kreispackungszahlen

und weiteren Kennzahlen untersucht werden.

1.2 Aufbau

Zu Beginn werden in Kapitel 2 Definitionen aus dem Bereich der Graphentheorie ge-
geben, die innerhalb dieser Arbeit Verwendung finden. Im Anschluss werden die De-
finition einer maximalen knoten- bzw. kantendisjunkten Kreispackung und Kreispa-
ckungszahl angegeben und auf einen Literaturiiberblick fiir maximale Kreispackun-
gen bzw. die Kreispackungszahl eines Graphen eingegangen. Ferner wird auf die
Graphenklasse der planaren und polyhedralen Graphen sowie grundlegende Theore-
me wie bspw. die Eulersche Polyederformel eingegangen. Zudem werden platonische
und archimedische Kérper sowie deren zugehorige polyhedralen Graphen eingefiihrt,
die zugehorigen Kreispackungszahlen angegeben und somit die Betrachtung der Auf-

gabenstellung fiir weitere Unterklassen polyhedraler Graphen motiviert.

In Kapitel 3 wird durch Betrachtung polyhedraler Graphen mit fest gewéhlter Ord-
nung und Groke eine Verallgemeinerung der Resultate in [60] bzgl. oberer Schranken
an Kreispackungszahlen untersucht. Es wird innerhalb des Kapitels analysiert, ob die
abgeleiteten oberen Schranken fiir knoten- und kantendisjunkte Kreispackungszah-
len bei polyhedralen Graphen mit fest gewédhlter Ordnung und Grofe bestmoglich
sind, also ein Graph angegeben werden kann, dessen Kreispackungszahl den iiber
die Schranke angegebenen Wert annimmt. Dazu wird jeweils ausgehend von speziell
gewéhlten polyhedralen Graphen mit bestimmten Eigenschaften eine Konstruktions-
systematik weiterer polyhedraler Graphen vorgestellt, die erneut diese Eigenschaft

besitzen.

In Kapitel 4 werden Halin-Graphen, eine Unterklasse polyhedraler Graphen, be-

schrieben und definiert. Es wird auf die speziellen Struktureigenschaften dieser po-
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lyhedralen Graphenklasse eingegangen mit dem Ziel, Schranken abzuleiten. Obe-
re Schranken an Kreispackungszahlen fiir knoten- sowie kantendisjunkte maximale
Kreispackungen werden analysiert. Die Herangehensweise ist dabei dhnlich zu der
fiir polyhedrale Graphen. Es wird eine obere Schranke definiert und es werden Halin-
Graphen mit speziellen Eigenschaften konstruiert, derart, dass innerhalb dieser Gra-
phen eine Kreispackung angegeben werden kann, welche die obere Schranke an die

knoten- bzw. kantendisjunkte Kreispackungszahl des Halin-Graphen annehmen.

In Kaptiel 5 werden die zentralen Fragen der Arbeit in Bezug auf Kreispackun-
gen und deren Kreispackungszahlen fiir Fulleren-Graphen behandelt. Dabei wird
der Zusammenhang zwischen der Kreispackungszahl eines Fulleren-Graphen und
der Unabhéangigkeitszahl des zugehorigen Dualgraphen untersucht. Ferner wird zur
vollstandigen Ubersicht an obere Schranken fiir die maximale Kreispackungszahl in
Fulleren-Graphen ein spezielles sog. Maximum Independent-Set Problem gel6st wer-
den. Des Weiteren sollen die so erzielten Ergebnisse genutzt werden, um die Giite
einer unteren Schranke fiir polyhedrale Graphen aus [60] ins Verhéltnis zu Fulleren-
Graphen zu setzen. Abschlieffend werden Fulleren-Graphen mit einer in Abhéngig-
keit von der Ordnung des Graphen geringen Kreispackungszahl konstruiert. Hierzu
sei bemerkt, dass in [31] gezeigt wird, dass fiir spezielle Fulleren-Graphen die Un-
abhéngigkeitszahl des Dualgraphen proportional zur Ordnung des Fulleren-Graphen

1st.

In Kapitel 6 werden die erzielten Ergebnisse zusammengefasst, interpretiert und in

den Kontext zum aktuellen Stand der Forschung gesetzt.



2 Grundlagen

Dieses Kapitel befasst sich zum einen mit der Einfiihrung graphentheoretischer Defi-
nitionen und zum anderen mit der Beschreibung planarer und polyhedraler Graphen
sowie deren speziellen Eigenschaften. In Abschnitt 2.1 dieses Kapitels werden grund-
legende graphentheoretische Definitionen gegeben, die zum weiteren Verstindnis der
Arbeit notwendig sind. In Abschnitt 2.2 wird detailliert auf die Graphenklasse der
planaren Graphen eingegangen. Es werden ferner zentrale Resultate planarer Gra-
phen formuliert, die fiir die Bestimmung der Schranken an die Kreispackungzahlen
in den néchsten Kapiteln von zentraler Bedeutung sein werden. Abschlieftend werden

in Abschnitt 2.3 polyhedrale Graphen definiert.

2.1 Graphen und Kreispackungen

Ein endlicher Graph G ist ein Paar G = (V(G), E(G)) bestehend aus einer endlichen
Menge an Knoten V(G) und einer endlichen Multimenge an Kanten E(G) C V(G) x
V(G). Eine Kante e € E(G) sei mit e = (u,v) bezeichnet. Die Knoten u, v heifen
Endpunkte von e. Wird nicht zwischen (u,v) und (v, ) unterschieden, so heifst G
ungerichtet. Fir e = (u,v) € F(G) heift u adjazent zu v, e inzident zu u, v und u, v
inzident zu e. Die Méachtigkeit n = |V (G)| der Knotenmenge V(G) heikt Ordnung
von G. Die Méchtigkeit m = |E(G)| der Kantenmenge E(G) heift Grifie von G.
Eine Kante e = (u,v) mit u = v heifit Schlinge. Falls es zwei verschiedene Kanten
e;,e; € E(G) gibt mit e; = (u,v) und e; = (u,v), so heikt (u,v) € E(G) Multikante
in G. Enthélt G weder Schlingen noch Multikanten, so heifst G' schlicht. Im Folgenden
werden ausschlielich schlichte, ungerichtete, endliche Graphen betrachtet.

Die Anzahl §(v) der zu v € V(G) inzidenten Kanten heift Grad von v. Ein Knoten

12
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v € V(G) mit 6(v) = 0, heifst isolierter Knoten. Ein Graph G heifst r-reguldr, falls
d(v) = r fir alle v € V(G). Ein 3-reguldrer Graph heifst kubisch.

Ein Graph H = (V(H), E(H)) mit V(H) C V(G) und E(H) C E(G) heifst Teilgraph
von G. Fir V' C V(G) sei G — V' := (V(G)\V', {(u,v) € E(Q) | u,v € V(G)\V'})
und fiir F' C E(G) sei G — E' .= (V(G),E\E'). Ist V(H) C V(G) und E(H) =
EG)N(V(H)xV(H)),soheit H = (V(H),E(H)) der von V(H) knoten-induzierte
Teilgraph von G. Ist E(H) C E(G) und V(H) = {v € V(G) | v Endpunkt von e €
E(H)}, so heist H = (V(H), E(H)) der von E(H) kanten-induzierte Teilgraph von
G.

Sei (vig, €1,Vi, €2, ..., Vi,_,, €, v;,) eine endliche Folge mit v;, € V(G) und paarweise
verschiedenen Kanten e; = (v;,_,,v;;) € E(G) und sei W (vy,,v;,) ein Teilgraph von
G mit V(W) = {v;; € V(G) | j € {0,...,s}} und E(W) = {¢; € E(G) | j €
{1,...,s}}. Dann heift W Kantenzug der Linge (W) = s mit Anfangsknoten vy,
und Endknoten v;,. Ein Kantenzug W mit 6(v) < 2 fiir alle v € V(W) heift Pfad.
Ein Pfad W (v, v;,) sei verkiirzt durch die Knotenfolge (v;,,...,v;,) beschrieben.
Ein Pfad C = W(v;,,v;,) mit v;, = v;_ heit Kreis der Lange {(C) = s.

Fiir einen Graphen G sei girth(G) die Léange eines kiirzesten Kreises C' in G, d.h.
girth(G) = mingce I(C). Existiert kein Kreis in G, so heift G' zyklenfrei. In diesem
Fall sei formal girth(G) := oco. Es gilt girth(G) > 3.

Ein Graph G heifst zusammenhdngend, falls fiir jedes Paar u,v € V(G) ein Pfad
W(u,v) in G existiert. Ein Teilgraph G von G heift Zusammenhangskomponente,
falls V(é) £ ), G zusammenhingend ist und G maximal bzgl. dieser Eigenschaft
ist, d.h. falls G Teilgraph eines zusammenhéngenden Graphen G mit G Teilgraph
von G ist, so gilt G = G. Ein zusammenhingender, zyklenfreier Graph G heifit
Baum. Ein Graph G heilt k-fach knotenzusammenhdngend, falls fiir jedes Paar
u,v € V(G) k Pfade W;(u,v), mit ¢ € {1,...,k} in G existieren, so dass fiir
i # g gilts (V(Wi(u,v)\{u,v}) N (V(W;(u,v))\{u,v}) = 0. Eine Knotenmenge
V' c V der Kardinalitat n’ heifst n'-Knoten-Separator von G, falls G — V' nicht
zusammenhangend ist. Bemerke, G ist k-fach knotenzusammenhéngend, falls kein

k — 1-Knoten-Separator existiert.

Zwei Graphen G, = (V(G1), E(Gy)),Gs = (V(Gs), E(G2)) heifen isomorph, wenn
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eine bijektive Abbildung ¢ : V(G;) = V(G>) existiert, mit der Eigenschaft (v;, v;) €
E(G1) & (¢(vi), ¢(v;)) € E(G2). Ein Graph Gy := (V(G)U{v}, E(G)U{er, e2}\{e})
mit e = (u,w) € E(G), e1 = (u,v), ea = (v,w) heilt einfache Unterteilung von
G und die Kante e € E(G) heikt unterteilt durch den Pfad (u,v,w) in G;. Ein
Graph G’ heiltt Unterteilung von G, falls es eine endliche Folge von Graphen G;
mit ¢ € {0,...,s} und Gy = G sowie G; = G’ gibt, derart, dass G; eine einfache
Unterteilung von G;_; fiir alle i € {1,..., s} ist. Zwei Graphen heifsen homéomorph,

falls sie isomorphe Unterteilungen besitzen (zur Veranschaulichung sieche Abbildung

[ S

(a) Gy (b) G2 (c) G3 (d) Ga

Abbildung 2.1: Grafische Veranschaulichung der Homdomorphie zweier Graphen. Der
Graph G ist isomorph zu G5, aber nicht zu G3. Der Graph Gj ist
homéomorph zu G; und zu Gs. Der Graph G3 ist Teilgraph von Gjy.

Der Graph G4 ist weder hom6omorph zu G noch zu Gs.

Eine Menge U C V(G) mit E(G) N (U x U) = ) heifst unabhdngige Menge von G.
Eine unabhéngige Menge maximaler Kardinalitat o(G) heilt mazimale unabhdngige

Menge von G und «o(G) heilt Unabhingigkeitszahl.

Bevor nun eine maximale Kreispackung formal definiert wird sei ein kurzer Uberblick
zu Resultaten in Bezug auf maximale Kreispackungen in Graphen gegeben. Dazu
sei w.a. auf [27], [38], [39], [41], [54], [55], [56], [57], [58] und [64] verwiesen. Hier-
bei sei vorab bemerkt, dass eine “maximale Kreispackung” innerhalb dieser Quellen
teils unterschiedlich definiert wird. So werden beispielsweise in [54] knotendisjunkte
Kreispackungen in ungerichteten (und gerichteten) Graphen betrachtet und diese
heifen maximal, wenn es keine Kreispackung gibt, mit groferer Anzahl an Knoten
innerhalb der Kreispackung. Es wird gezeigt, dass ein Knoten in der Knotenmenge
des Graphen existiert, der in jeder maximalen Kreispackung enthalten ist. In [41]

wird die maximale Anzahl an sog. kantendisjunkten Kopien isomorpher, zyklischer,
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planarer Teilgraphen (u.a. Kreise) eines gegebenen planaren Graphen (zur Defini-
tion planarer Graphen siehe Abschnitt 2.2) analysiert. In [27] wird gefordert, dass
alle Kreise der Kreispackung die gleiche (aber ungerade) Lénge besitzen. Es werden
maximale kantendisjunkte Kreispackungen in einem speziell konstruierten Graphen
ausgehend von dem vollstéandigen Graphen der Ordnung n (zur Definition siehe Ab-
schnitt 2.2) analysiert. Sowohl in [41] als auch [27] eine Kreispackung maximal, wenn
es keine Kreispackung gibt, mit groferer Anzahl an Kreisen innerhalb der Kreispa-
ckung. Es wird in beiden Referenzen gefordert, dass die Kreise einer Kreispackung

alle die gleiche Lange besitzen.

Die in dieser Arbeit verwendete Defintion von Kreispackungen sei im Gegensatz zu
den obig angegebenen Definitionen nun wie folgt: Es seien C,...,C, Kreise in G
mit der Eigenschaft V(C;) N V(C;) = 0 fiir i # j. Dann heift Z(G) = {C4,...,Cy}
knotendisjunkte Kreispackung in G. Eine knotendisjunkte Kreispackung Z*(G) ma-
ximaler Kardinalitdt v(G) heilt mazimale knotendisjunkte Kreispackung von G und
v(G) heift knotendisjunkte Kreispackungszahl. Es seien Cf, ..., C; Kreise in G mit
der Eigenschaft E(Cj) N E(Cj) = 0 fiir i # j. Dann heikt Z(G) = {C1,...,Cy}
kantendisjunkte Kreispackung in G. Eine kantendisjunkte Kreispackung Z*(G) ma-
ximaler Kardinalitdt v/(G) heift mazimale kantendisjunkte Kreispackung von G
und v/ (G) heikt kantendisjunkte Kreispackungszahl. Die Knotenmenge einer Kreispa-
ckung Z(G) sei mit V(Z(G)) und die Kantenmenge mit F(Z(G)) bezeichnet. Somit
induziert jede Kreispackung einen Graphen G' = (V(Z(Q)), E(Z(Q))).

Nach dieser Definition ist also eine knoten- bzw. kantendisjunkte Kreispackung maxi-
mal, wenn es keine knoten- bzw. kantendisjunkte Kreispackung mit grofserer Anzahl
an Kreisen innerhalb des Graphen gibt. Hierbei kdnnen die Kreise der Kreispackung
im Gegensatz zu [41] und [27]| auch unterschiedliche Lange aufweisen. Diese “Defi-
nition einer Kreispackung* und der “Maximalitit der Kreispackung” wird u.a. auch

in den folgenden Quellen verwendet:

- In [38] wird ein Zusammenhang zwischen v/(G) und der zyklomatischen Zahl
u(G) == m — n + k(G) untersucht, wobei m die Grofe, n die Ordnung und
k(G) die Anzahl an Zusammenhangskomponenten innerhalb des Graphen G

beschreibt. Allgemein gilt v/(G) < p(G) und in [38] wird fir jedes £k > 0
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nachgewiesen, dass jeder zweifach knotenzusammenhéngende Graph, fiir den
w(G)—v'(G) = k gilt, das Ergebnis einer speziellen Erweiterung einer endlichen
Anzahl an Graphen ist. Zudem wird gezeigt, dass fiir sog. Kaktusgraphen G
gilt: V'(G) = u(G).

- In [56], [55] sowie in [64] wird v/(G) in sog. Euler-Graphen G tiber den minima-
len Knotengrad der Knoten in G nach unten abgeschétzt. Zudem werden Gra-
phen charakterisiert, deren kantendisjunkte Kreispackungszahl v/(G) genau

um eins geringer ist als deren zyklomatische Zahl p(G) (also v'(G) = pu(G)—1).

- In [39] werden sog. Knotenseparatoren S(G) verwendet, um v(G) bzw. V/(QG)
zu bestimmen. Dabei ist S(G) ein Knotenseparator von G, falls sich dessen
Knotenmenge in drei nicht leere Mengen S(G), Vi(G) und Va(G) unterteilen
lasst, mit der Eigenschaft, dass in E(G) keine Kante (u,v) existiert mit u €
V1(G) und v € V4(G). Ziel ist es dann einen Graphen G geschickt in Graphen G’
mit geringerer Ordnung n' = |V(G’)| mit n’ < max{|V1(G)|, |Va(G)|} +|S(G)|
zu iberfithren, um so v(G) bzw. V/(G) ausgehend von v(G') bzw. V'(G') zu

bestimmen.

- In [57] wird /(G) sowie eine zugehorige maximale Kreispackung fiir sog. verall-
gemeinerte Petersen-Graphen G angegeben. Hier wird die spezielle Struktur
der verallgemeinerten Petersen-Graphen genutzt, um »/(G) in Abhéngigkeit

von der Ordnung des Graphen anzugeben.

- In [58] wird gezeigt, dass ausgehend von einer maximalen Kreispackung fiir
jeden Knoten in einem sog. Euler-Graphen ein sog. maximaler Trace zugehorig

zu diesem Knoten hergeleitet werden kann.

Es sei an dieser Stelle angefiihrt, dass alle angegebenen Referenzen konzeptionell
gemein haben, dass iiber spezielle Eigenschaften der in den jeweiligen Quellen be-
trachteten Graphen (bspw. sog. Euler- und sog. Petersen-Graphen) entweder eine
maximale Kreispackung bzw. Kreispackungszahl bestimmt werden kann oder ein
Zusammenhang zwischen einer maximalen Kreispackung bzw. der Kreispackungs-
zahl der betrachteten Graphen und weiteren graphentheoretischen Kennzahlen (wie
bspw. der zyklomatischen Zahl) des Graphen abgeleitet werden kann. In dieser Ar-

beit wird ein Zusammenhang zwischen der Kreispackungszahl fiir sog. Halin- und
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Fulleren-Graphen G sowie der Unabhéngigkeitszahl des zu G gehorigen sog. Dual-
graphen (zur Definition siehe Abschnitt 2.2) erfolgen. Zudem werden fiir speziell
konstruierte Graphen G eine knoten- bzw. kantendisjunkte maximale Kreispackung

und daraus abgeleitet v(G) bzw. v/(G) bestimmt.

Aufbauend auf den grundlegenden Definitionen, die im Zusammenhang mit den
in dieser Arbeit betrachteten Graphen notwendig sind, werden nun im néchsten
Abschnitt planare Graphen in den Blick genommen. Hierzu sei vorab bemerkt, dass
in [14] gezeigt werden konnte, dass auch die Bestimmung von v(G) in planaren

Graphen ein NP-schweres Problem ist.

2.2 Planare Graphen und deren Eigenschaften

Im anschlieftenden Abschnitt werden sog. polyhedrale Graphen definiert, dabei wird
sich herausstellen, dass jeder polyhedrale Graph auch planar ist. Deshalb wird vorab
innerhalb dieses Abschnittes die Klasse der planaren Graphen definiert und wesentli-
che Resultate fiir die weitere Betrachtung in den nachfolgenden Kapiteln formuliert.
Dazu wird zunichst auf die Reprisentation eines Graphen in der Ebene R? einge-
gangen. Eine Teilmenge J C R? heifit Jordankurve, wenn eine stetige Abbildung
f:1]0,1] — R? existiert, wobei f injektiv auf [0, 1) und Bild(f) = J ist. Die Punkte
f(0) und f(1) heifen Randpunkte von J. Ist zudem f(0) = f(1), so heifit J geschlos-
sen. Eine Teilmenge A C R? ist bogenzusammenhdingend, falls fiir je zwei Punkte
pi,p; € A eine Jordankurve J mit J C A und Randpunkten p;,p; existiert. Eine

offene, bogenzusammenhingende Teilmenge A C R? heiflt Gebiet.

Satz 2.1. (Jordan, 1893) Sei J C R? eine geschlossene Jordankurve. Dann besteht

R2\J aus genau zwei bogenzusammenhdingenden Teilmengen.
Beweis. Vgl. [12], Seite 169-175. O

Die durch eine geschlossene Jordankurve induzierten beschréankten und unbeschréank-

ten bogenzusammenhéngenden Teilmengen werden als inneres bzw. dufferes Gebiet
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(kurz: Das Innere bzw. das Aufere) von J definiert und mit I(J) bzw. A(J) bezeich-

net.

Ein Graph G heifst eben, falls
- eine injektive Abbildung g : V(G) — R? existiert,

- die Kantenmenge E(G) einer Menge von Jordankurven {Ji, ..., J,, } entspricht
mit Randpunkten J;(0), J;(1) € Bild(g) sowie J;(t) ¢ Bild(g) fur alle 0 <t <
lund i€ {1,...,m},

- fiir e;,e; € E(G) mit i # j gilt, dass J;(s) # J;(t) fiir alle s,z mit 0 < s < 1

und 0 < t < 1.

Anschaulich ist ein Graph G eben, falls die Knoten V(G) und Kanten E(G) des
Graphen G derart in der Ebene gezeichnet werden konnen, dass sich zwei paarweise
verschiedene Kanten ausschliefslich in den Randpunkten der Kanten (Knoten inzi-
dent zu der Kante) beriihren diirfen. Ein Graph G heift planar, falls G isomorph zu

einem ebenen Graphen G’ ist. Der ebene Graph G’ heiftt dann Finbettung von G im
R2.

Im folgenden kurzen Einschub sei an dieser Stelle der Satz von Kuratowski, ein we-
sentliches Resultat zur Charakterisierung der Struktur der planaren Graphen, an-
gegeben (Vergleiche dazu [15]). Dazu werden vorab zwei Graphenklassen formuliert.
Ein Graph G heifit vollstindig, falls fiir jeden Knoten v € V(G) gilt: §(v) =n — 1.
Ein vollstéandiger Graph der Ordnung n wird mit K,, bezeichnet. Ein Graph G heifst
vollstindig bipartit, falls V(G) = V4 U Vy, mit Vi NV, = 0 und fiir jeden Knoten
v e W gilt: 6(v) = |Vs], fiir jeden Knoten v € V5 gilt: 6(v) = |V4] und fiir jede Kante
e = {u,v} € E(G) gilt: w € V} & v € V5. Dieser wird mit Ky, |1, bezeichnet. Der
Graph G, aus Abbildung 2.1 entspricht dem Kj 3.

Satz 2.2. Ein Graph G st genau dann planar, wenn G keinen Teilgraphen homoo-

morph zu Ky oder Ks 3 enthdilt.
Beweis. Siehe [15], S. 139-141. O

Der Graph G4 aus Abbildung 2.1 ist eine Darstellung des sog. Petersen Graphen
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P(5,2). Zur exakten Definition des P(5,2) bzw. der sog. verallgemeinerten Peter-
sen Graphen wird auf [57| verwiesen. Es folgt aus dem Satz von Kuratowski (Satz
2.2), dass P(5,2) nicht zur Klasse der planaren Graphen gehort, da dieser einen
Teilgraphen homéomorph zu K33 enthalt.

Ist G ein ebener Graph, so wird die Ebene durch die Jordankurven Ji,...J,, in
endlich viele zusammenhéngende Gebiete zerlegt. Dann gibt es genau ein Gebiet,
das unbeschrankt ist. Dieses Gebiet heifst dufieres Gebiet. Die Menge der Gebiete von
G sei F'(G) und deren Anzahl f = |F(G)|. Beispielsweise gilt f = 1 fiir einen Baum.
Ein Punkt z, der auf einer Jordankurve J; mit ¢ € {1,...,m} liegt, heiftt Randpunkt
des Gebietes A, wenn eine Jordankurve J existiert mit J(0) = x und J(s) € F fiir
0 < s < 1. Die Gesamtheit aller Randpunkte eines Gebietes A heifst Rand von
A (kurz: Rand(A)). Dann bezeichne V(4;) := {v € V(G) | g(v) € Rand(A;)},
E(A;) == {e; € E(G) | J; € Rand(A;)}. Zwei verschiedene Gebiete A;, Ay heifen
adjazent, wenn es eine Jordankurve J; gibt mit J; € Rand(A;) N Rand(As). Eine
Kante e € E(G) ist entweder im Rand eines Gebietes oder im Rand von genau zwei

Gebieten enthalten, diese Gebiete seien mit Af, AS bezeichnet.

Das von Euler bewiesene Resultat stellt den Zusammenhang zwischen der Ordnung
n, der Grofe m und der Anzahl an Gebieten f eines zusammenhéngenden plana-
ren Graphen dar. Es wird als eines der zentralen Werkzeuge zur Bestimmung von

Schranken an v(G) und v/(G) herangezogen.

Satz 2.3. (Eulersche Polyederformel) Es sei G ein zusammenhdngender plana-

rer Graph der Ordnung n, Groffe m und Anzahl an Gebieten f. Dann gilt:

n—m+ f=2.
Beweis. Siehe [28]. O

Zur Formulierung der folgenden zwei Resultate, die wesentlich fiir die Bestimmung
einer unteren Schranke an v(G) bzw. /(@) in Kapitel 4 und 5 sein werden, werden
weitere Definitionen benétigt. Es sei k& € N. Eine k-Farbung eines Graphen G ist
eine Abbildung ¢ : V' — {1,...,k} mit der Eigenschaft, dass fiir je zwei adjazente
Knoten v; und v; in G gilt: ¢(v;) # ¥(v;). Ist ¢ eine k-Féarbung von G, so heift
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G k-farbbar. Als Beispiel seien an dieser Stelle der vollstindige Graph K, sowie
der vollstandig bipartite Graph K, ,, angefiihrt. Fir K, gibt es Féarbungen mit
n Farben, aber keine mit (n — 1) Farben. Fiir K,,, ,, gibt es Farbungen mit zwei

Farben. Im Falle von Planaritat gilt:
Satz 2.4. Jeder planare Graph ist 4-firbbar.
Beweis. Siehe [61], S. 52-99. O

Die Aussage dieses ‘Vier-Farben-Satzes’ wird spéter genutzt werden, um untere
Schranken an /(G) fiir spezielle planare Graphen abzuleiten. Ein Graph G heift
aufenplanar, wenn eine Einbettung G’ von G im R? existiert mit V(G') = V(F?),

wobei F'* dem adufieren Gebiet von G’ entspricht.
Satz 2.5. Jeder aufSenplanare Graph ist 3-fdarbbar.
Beweis. Siehe [52], S. 132. O

Diese Aussage wird in Kapitel 4 herangezogen, um eine bestmogliche untere Schranke

an v/'(G) in speziellen polyhedralen Graphen - den sog. Halin-Graphen - anzugeben.

Abschliefsend sei der Dualgraph eines planaren Graphen G definiert. Ein Graph
G* = (F(G), £") mit B* = {(Af, A5) | e € E(G)} heikt Dualgraph von G und
wird mit G* bezeichnet. Der Dualgraph eines planaren Graphen ist planar, aber im

Allgemeinen weder schlicht noch eindeutig.

Die in Abbildung 2.2 skizzierten kubischen planaren Graphen G, G5 sind isomorph
zueinander, hingegen nicht die zugehorigen Dualgraphen G7, G3. Dies wird sofort
deutlich, da d(v;) < 7 fiir alle v; € V(G%) gilt (sieche (b)) und in V(G7) ein Knoten
v mit §(v) = 8 (siehe in (a) rot skizzierter Knoten) existiert. In den Kapiteln 4 und

5 wird v/(G) in Relation zu a(G*) gesetzt.
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wloba e b

(a) G, G (b) G2,G3

Abbildung 2.2: Darstellung von zwei isomorphen kubischen planaren Graphen G1,Go
(in schwarz) sowie von zwei zugehorigen nicht-isomorphen Dualgraphen
G%,G5 (in griin). Fir den in (a) rot dargestellten Knoten v € V(GY)
gilt d(v) = 8.

2.3 Polyeder, Schlegeldiagramme und polyhedrale
Graphen

Aufgabe dieses Abschnittes ist die Einfithrung der polyhedralen Graphen. Ein Graph
G heilst polyhedral oder polyedrisch, falls dieser isomorph zu einem sog. Schlegel-
Diagramm eines konvexen Polyeders ist. Es wird im Folgenden auf Polyeder einge-
gangen, die Schlegel-Diagramm Darstellung eines solchen Polyeders im R? eingefiihrt
und somit die Definition eines polyhedralen Graphen verdeutlicht. Im Weiteren wird

die Klasse der polyhedralen Graphen mit P bezeichnet.

Unter einem konvezen Polytop (verkiirzt im Folgenden Polytop) versteht man die

konvexe Hiille einer endlichen nicht-leeren Menge M C R?®, d.h.

P = conv(M) := {Z Az)x | Z Az) =1 und N(z) >0,V € M}.

zeM zeM
Polytope der Dimension k£ < s werden k-Polytope genannt und deren Menge mit
P* bezeichnet. Ein 0-Polytop heifit Ecke, ein 1-Polytop ist die konvexe Hiille zweier
Ecken und heifit Polytop-Kante. Ist die Menge M, minimal bzgl. der Kardinalitét
aller Mengen M mit P = conv(My) = conv(M) gewéihlt, so besteht M, aus aus-
schlieflich Ecken von P. Beispiele derartig minimaler Mengen bilden das s-Simplex
ds = conv{0,ey,...,es}, der Hyperwiirfel Cs := [—1,1]° oder das Kreuzpolytop
O = {z € R* | X0, foul < 1} (vl. [62]).
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Im R? bilden konvexe 2-Polytope P = conv{M,} die konvexe Hiille ihrer Ecken-
menge My = {x1,...,2;}, d.h. ein konvexes [—Eck. Sind dabei alle Polytop-Kanten
gleichlang und alle Innenwinkel des 2-Polytops gleich, so heilst P reguldr.

Ein konvexes 3-Polytop P wird auch konvezes Polyeder genannt. Ist P € P23, so
besteht dessen Rand aus endlich vielen konvexen 2-Polytopen, den sog. Facetten
oder Seitenflichen. Dabei enthélt jede Polytop-Kante genau zwei Ecken und ist in

genau zwei Facetten enthalten. Jede Ecke ist in mindestens drei Facetten enthalten.

Ein Schlegel-Diagramm dient zur Reprisentation eines konvexen Polyeders P € P? in
der Ebene R?. Fiir eine solche Repriisentation wihle zunichst eine beliebige Facette
Fy(P) des zugrunde liegenden Polyeders P € P3. Die zu Fy gehorige Ebene Ej
teilt den R?® in zwei offene Halbriume Hy(Fy), H,(Fy), wobei Hy N P = () und
H,N P = P\Fy. Dies gilt analog fiir alle Facetten F; und die Halbrdume Hy(F;) und
H,(F;). Bezeichne I die Menge von Indizes der Facetten und wéhle einen Punkt

v € Ho(Fy)n () Hi(F), (2.1)

ien\{0}

so ist die Projektion von P unter x auf Fy eindeutig und wird als Schlegel-Diagramm
bezeichnet. Das Schlegel-Diagramm eines Polyeders ordnet der Eckenmenge des Po-
lyeders einer Punktmenge V' in Ejy und die Menge an Polytop-Kanten des Polyeders
einer Menge E an Jordankurven in Fj zu. Die Randpunkte der Jordankurven aus
E sind dann jeweils aus V. Somit kann ein ebener Graphen G = (V) E) in der Ebe-
ne Fjy definiert werden. Dabei ist die Darstellung des Polyeders abhéangig von der
Wahl der Facette F und somit nicht eindeutig. Der in (2.1) gewédhlte Punkt z ist
wohldefiniert, da I endlich, P konvex und Fj eine Facette von P ist. Bemerke, dass
der Rand des dufleren Gebietes des ebenen Graphen des Schlegel-Diagramms der
Facette Fy(P) entspricht. Diese sei im Folgenden mit F® bezeichnet. Die Facetten
des Polyeders F;(P) # Fy(P) entsprechen jeweils dem Rand eines beschriankten kon-
vexen Gebietes. Demnach sei im Weiteren der Rand eines Gebietes innerhalb des
gewéhlten Schlegel-Diagramms zugehorig zur Facette F;(P) mit Facette F; € F(G)
bezeichnet. Eine Kante e € F(G) heifst inzident zur Facette F' € F(G), falls die zu
e gehorige Polytop-Kante in F'(P) enthalten ist. Ebenso fiir die Knoten aus V(G)
deren zugehorige Ecke in F(P) liegt. Jede Kante e € E(G) ist somit inzident zu ge-

nau zwei Facetten aus F(G). Ferner bilden die zu F' inzidenten Kanten und Knoten
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einen Kreis in GG. Ein solcher Kreis sei im Folgenden als Facettenkreis bezeichnet.

Alle weiteren Kreise in G heillen Nicht-Facettenkreise.

Ein zentrales Resultat, das den Zusammenhang zwischen konvexen Polyedern, Schle-
gel-Diagramm-Darstellung und daraus abgeleiteten polyhedralen Graphen sowie pla-

naren Graphen herstellt, wurde von Steinitz formuliert.

Satz 2.6. Ein Graph G ist polyhedral genau dann, wenn G planar und 3-fach kno-

tenzusammenhdngend ist.

Beweis. Siehe [35], Kapitel 13. O

Mit Hilfe dieses Satzes von Steinitz (Satz 2.6) lassen sich die in Abschnitt 2.2 angege-
benen Aussagen fiir planare Graphen nutzen, um Schranken an v(G) und v/(G) fur
polyhedrale Graphen herzuleiten. Offenbar gibt es planare Graphen, wie beispiels-
weise den vollstandigen Graphen K3, die nicht 3-fach knotenzusammenhéngend, d.h.

nicht polyhedral, sind.

Bevor spéter auf die Eigenschaften von polyhedralen Graphen im Allgemeinen ein-
gegangen wird, wird im folgenden Exkurs auf zwei Klassen konvexer Polyeder ein-
gegangen, die platonischen sowie archimedischen Korper. Dabei soll deren spezielle
Struktur aufgezeigt sowie veranschaulicht werden und somit die allgemeine Betrach-
tung polyhedraler Graphen mit speziellen Eigenschaften motivieren. Zudem werden
Resultate zu knoten- bzw. kantendisjunkten Kreispackungszahlen fiir diese speziellen

Graphen aufgelistet, die in [65] bewiesen wurden.

Sei P ein konvexes Polyeder, bei dem jede Facette F;(P) aus sog. kongruenten Viel-
ecken, d.h. den gleichen Vielecken, besteht und jede Ecke in der gleichen Anzahl an
Facetten enthalten ist, dann heiflt P platonischer Kérper. Platonische Korper wur-
den zuerst durch Platon ca. 427-347 v. Chr. beschrieben und untersucht. Das in Satz
2.3 aufgefiihrte Resultat ist haufig unter der Bezeichnung ‘Eulersche Polyederformel’
zu finden. Es verkniipft die Anzahl an Facetten (2-Polytope), Ecken (0-Polytope)
und Polytop-Kanten (1-Polytope) eines konvexen Polyeders und kann zur Bestim-
mung der fiinf platonischen Korper herangezogen werden (vgl. [47], Kapitel 22 und
Abbildung 2.3).
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(a) Tetraeder (b) Hexaeder (c) Oktaeder

(d) Dodekaeder (e) Isokaeder

Abbildung 2.3: Eine dreidimensionale Darstellung der fiinf platonischen Korper mit
4,6,8,12 und 20 Facetten (Quelle: [65]).

Zudem gilt fiir den zugehorigen Graphen G eines platonischen Korpers, dass der
zugehorige Dualgraph G* selbst wieder der Graph eines platonischen Koérpers ist.
Der Graph des Tetraeders ist selbst-dual, der Graph des Hexaeders ist dual zum
Graphen des Oktaeders und der Graph des Dodekaeders ist dual zu dem Graphen

des Isokaeders.

Es sei an dieser Stelle angefiihrt, dass der zugehorige polyhedrale Graph zum Do-
dekaeder der kleinste sog. Fulleren-Graph ist. Diese Graphen werden innerhalb des
Kapitels 5 genauer betrachtet. Zu den Eigenschaften des Dodekaeders zéhlen die sog.
Isokaeder-Symmetrie, da der polyhedrale Graph des Isokaeders dual zum polyhedra-
len Graph G - zugehorig zum Dodekaeder - ist. Ferner besteht die Facettenmenge
von G ausschliefslich aus Fiinfecksfacetten und G besitzt Ordnung 20. Daraus lisst
sich mit der Eulerschen Polyederformel (Satz 2.3) direkt ableiten, dass G Grofke 30
hat. Da zudem G kubisch ist, folgt automatisch v(G) = v/(G). Dieser Zusammen-
hang gilt offensichtlich auch fiir den polyhedralen Graph des Tetraeders und des

Hexaeders.

Halbregulére konvexe Polyeder wurden zuerst von Archimedes von Syrakus, ca. 287-
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212 v. Chr., charakterisiert und erhielten demnach die Bezeichnung der archimedi-
schen Korper. Diese sind definiert als konvexe Polyeder mit regelméfsigen Facetten,
die die sog. ‘globale Uniformitat der Ecken’ erfiillen, d.h. an jeder Ecke liegen regulére
Vielecke in der gleichen Kombination vor, so dass jede Ecke mittels Symmetrieope-

rationen auf jede andere Ecke abgebildet werden kann.

Diese Bedingung wird unter anderem durch die Klassen der platonischen Kérper, der
Prismen und Antiprismen erfiillt. Ein Korper, der nicht zu diesen drei Klassen von

Polyedern gehort, aber die globale Uniformitét der Ecken erfiillt, heifst archimedisch.

(a) Hexaeder (b) Wiirfelstumpf

Abbildung 2.4: Eine dreidimensionale Darstellung eines Hexaeders und des zugehori-
gen Wiirfelstumpfes, der durch Abstumpfen der Ecken des zugrunde
liegenden Polyeders erzeugt wird (Quelle: [65]).

Die Abbildung 2.4 skizziert ein Beispiel, wie ein archimedischer Korper aus einem
platonischen Korper durch das sog. ‘Abstumpfen’ aller Ecken des Polyeders her-
vorgeht. Die zugehorige Transformation 7'r(-) fiir polyhedrale Graphen G erzeugt
einen polyhedralen Graphen Tr(G) mit [V(Tr(G))| = 2|E(G)| = 3_,.cve 0(vi),
|E(Tr(G))] = 3[E(G)| = |[E(G)| + [V(Tr(G))| und [F(Tr(G))| = [F(G)] + [V(G)].

Auf diese Weise werden elf der dreizehn archimedischen Korper gebildet.

Es sei bemerkt, dass diese Transformation angewendet auf den Dualgraph (7r(G*))
eines Fulleren-Graphen erneut einen speziellen Fulleren-Graph - den sog. Leapfrog-
Fulleren-Graph des zugrundeliegenden Fulleren-Graph - erzeugt. Details zu der sog.
Leapfrog-Transformation von Fulleren-Graphen werden in Kapitel 5 erldutert. Au-
fserdem werden die Leagfrog-Fulleren-Graphen herangezogen, um oberen Schranken

an (@) in Fulleren-Graphen bestmoglich abzuschétzen.
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Die archimedischen Korper des Cubus Sinus und Dodecaedron Simum stellen die
zwei weiteren archimedischen Korper dar. Diese konnen durch ein zugrunde liegendes

Oktaeder bzw. ein Ikosaeder konstruiert werden.

Abschliefsend seien innerhalb dieses Exkurses in Tabelle 2.1 die Kreispackungszahlen
fiir knoten- sowie kantendisjunkte Kreispackungen in polyhedralen Graphen abgelei-
tet aus platonischen sowie archimedischen Korpern aufgelistet. Fiir die Bestimmung

von v(G) und V/(G) sei auf [65] verwiesen.

Platonische Kérper — v(G) v/(G) Archimedische Kérper v(G) V(G)

Tetraeder 1 1 Tetraederstumpf 4 4
Hexaeder 2 2 Wiirfelstumpf 8 8
Oktaeder 2 4 Kuboktaeder 4 4
Pentagondodekaeder 3 3 Oktaederstumpf 8 8
Isokaeder 4 8 Rhombenkuboktaeder 8 8
Kuboktaederstumpf 12 12
Cubus Simus 8 16
Dodekaederstumpf 20 20
Ikosidodekaeder 10 10
Ikosaederstumpf 12 20

Rhombenikosidodekaeder 20 30
Ikosidodekaederstumpf 30 30
Dodecaedron Simum 20 38

Tabelle 2.1: Ubersicht zu v(G) und /(G) in platonischen und archimedischen Korpern.

Im Folgenden wird das Eindeutigkeitstheorem von Whitney (Satz 2.7) fiir polyhe-
drale Graphen angegeben. Dies beschreibt den eindeutigen Zusammenhang zwischen
einem polyhedralen Graphen G und dem zugehorigen Dual-Graphen G*. Durch die-
ses Resultat kann dann im Anschluss eine erste untere Schranke an v/(G) iiber die
Unabhéngigkeitszahl o(G*) des Dual-Graphen G* bestimmt werden und wird fiir die
zwei in Kapitel 4 bzw. 5 analysierten Klassen polyhedraler Graphen, den sog. Halin-
und Fulleren-Graphen, von zentraler Bedeutung sein, um /(&) eines polyhedralen

Graphen G bzw. v(G’) eines kubisch polyhedralen Graphen G’ abzuschétzen bzw.
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zu bestimmen.

Satz 2.7. Sei G ein polyhedraler Graph. Dann ist G* unabhdngig von der Einbettung

von G im R? eindeutig.
Beweis. Siehe [68]. O

Es sei angemerkt, dass der in Abbildung 2.2 dargestellte planare Graph, in Ab-
hingigkeit von gewihlten Einbettung von G im R? unterschiedliche Dual-Graphen
besitzt und somit G* von der Einbettung von G im R? abhiingig und somit nicht
eindeutig ist. Folglich ist die Eigenschaft eines polyhedralen Graphen G, dass G

3-fach knotenzusammenhéangend ist, wesentlich fiir den Beweis des Satzes 2.7.

Mit Satz 2.7 kann nun fiir polyhedrale Graphen G eine untere Schranke an die
kantendisjunkte Kreipackungszahl v/(G) durch die Unabhéngigkeitszahl a(G*) des

eindeutig bestimmten Dualgraphen G* angegeben werden.
Lemma 2.8. Sei G ein polyhedraler Graph, dann gilt: o(G*) < V' (G).

Beweis. Sei U(G*) eine maximale unabhéngige Menge in G*. Dann induziert U(G*)
eine Menge von Facetten F'(U(G*)) C F(G). Fir F; € F(U(G*)) bilden die Kanten-
menge F(F;) und die Knotenmenge V' (F;) einen Facettenkreis C(F;). Fir F;, F; €
F(U(G*)) und F; # F; sind C(F;) und C(F;) kantendisjunkt, da U(G*) eine un-
abhéingige Menge in G* ist. Folglich ist Z(G) = {C(F;) | Fi € F(U(G*))} eine
kantendisjunkte Kreispackung in G und somit a(G*) = |Z(G)| < V'(G). O

Zudem lassen sich fiir polyhedrale Graphen diese weiteren Aussagen formulieren:

Lemma 2.9. Es sei G ein polyhedraler Graph der Ordnung n und der Griffe m.
Dann gilt:

(1) 2m = gil{v € V(G) [ 0(v) =i} = X g i{F € F(G) | [V(F)| = i},
(i) [2] <m <3(n—2).

(131) Es ezistiert ein polyhedraler Graph der Ordnung n, wenn n > 4 ist.



Grundlagen 28

(iv) Es existiert ein polyhedraler Graph mit f Facetten, wenn f > 4.

(v) Es existiert ein polyhedraler Graph der Grifle m, wenn m = 6 oder m > 8.

Beweis. Die Aussage (i) folgt nach [34] und wird als Handschlaglemma bezeichnet.

Die weiteren Aussagen folgen direkt mit dem Handschlaglemma und Satz 2.3. [

Beispiele fiir polyhedrale Graphen der Ordnung n > 4 sind die Schlegel-Diagramme
der Pyramiden iiber einem konvexen n — 1-Eck mit genau n Ecken und f = n
Facetten sowie 2(n—1)-Polytop-Kanten. Der zugehorige Graph wird als Wheel-Graph
W, der Ordnung n bezeichnet. Wird eine der Ecken mit Grad 3 dieser Pyramiden
“abgestumpft”, so hat das zugehorige Polyeder 2(n — 1) + 3 Polytop-Kanten.



3 Obere Schranken an v(G) und
V/(G) in polyhedralen Graphen
Pln, m]

In [60] werden obere Schranken an v(G) bzw. v/(G) fiir Graphen G € PV,, := {G |
G polyhedral und Ordnung n}, G € PE,, :== {G | G polyhedral und Groke m} und
G € PFy := {G | G polyhedral und Anzahl an Facetten f} angegeben. Es wird
gezeigt, dass fir G € PV, gilt: 1 < v(G) < [%J und (”T“] < V(G) < n-—2.
Es gilt fir G € P&, : 1 < v(G) < [2| und [2E8] < V/(G) < n — 2. Sowie fiir
G e PFygit: 1 <v(G) < {@J und {ﬂ < V(G) < L@J Zudem wird
gezeigt, dass diese Schranken mit zwei Ausnahmen bestmoglich sind, es werden
also Graphen konstruiert und Kreispackungen innerhalb dieser Graphen angegeben,
die die Schranken an v(G) und v/(G) mit Gleichheit erfiillen. Eine Ausnahme ist
gegeben durch die untere Schranke an v(G) fiir Graphen aus G € PE,,, wobei m
eine ungerade Zahl ist. Hier gilt 2 < v(G). Die andere Ausnahme bildet die obere
Schranke an /(@) fiir Graphen aus G € PV,, mit n = 7 und Graphen aus G € PE,,

mit m = 15, hier gilt v/(G) = 4.

Motiviert durch die in [60] erzielten Ergebnisse wird innerhalb dieses Kapitels auf

die Unterklassen

Pln,m] :={G |G € PV, NPE,.}

eingegangen. Ziel der folgenden Betrachtungen ist es, fiir G € P[n, m| spezielle obere
Schranken an v(G) bzw. V/(G) anzugeben und deren Giite, d.h. deren Abweichung
von v(G) bzw. V/(G) zu untersuchen. Es wird sich dabei herausstellen, dass die

angegebenen Schranken bestmoglich fiir die jeweilige Unterklasse P[n, m] sind.

29
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3.1 Obere Schranken an v(G) in Pn,m]

Neben oberen Schranken fiir v(G) werden in diesem Abschnitt Graphen G angege-
ben, fiir die diese oberen Schranken bestmoglich sind. Die Angabe entsprechender

Graphen erfolgt dabei konstruktiv. Genauer:

Satz 3.1. Es sei [n,m] € N x N mit P[n,m| # 0.
(i) Fir alle G € Pln,m] gilt: v(G) < | %].

(it) Es existiert G € Pln,m] mit v(Gppm) = | 2] .

Beweis. Zu (i) : Sei G € P[n,m| und C ein Kreis in G, dann gilt [(C) > 3, da G
schlicht ist. Damit folgt v(G) < [ﬂj .

3
Der Beweis von (i7) erfolgt in zwei Schritten. Zunéchst wird die Giiltigkeit der Aus-
sage fiir Graphen G, ,, € Pln,m] mit n > 4 und m = {32—”] gezeigt. Das Ergeb-

nis wird benutzt, um die Aussage dann fiir alle Paare [n, m] nachzuweisen, fiir die

Pln,m] # 0.
Essei4 <n <9 und
M, :={[4,6],1]5,8],16,9], [7,11],[8,12],[9, 14] }
Fiir [n,m] € Mg zeigt Abbildung 3.1 sechs Graphen Gj, ) € P[n, m].
Ein solcher Graph G, erfiillt die Eigenschaft (1) :

(1) Esgilt m = [2] und v(Gpm) = | 2] . In Gy gibt es eine maximale Kreispa-
ckung Z(Gp, ), eine Facette F' und zwei voneinander verschiedene Kanten
e1 = (u1,v1), €2 = (ug,v2) € E(F), die nicht zu Kreisen von Z(Gj, ) gehéren

und hochstens einen gemeinsamen Knoten haben (siche Abbildung 3.1).
Ausgehend von G, wird nun folgendermafen ein Graph Gfmm] konstruiert:

- Die Kanten e; = (uy,v;) bzw. es = (ug,vy) werden durch (ug, $1,t1,v1) bzw.

(ug, sg, ta, v9) unterteilt,

- anschlieffend werden zwei verschiedene Knoten w; in das zu F' gehorige Gebiet
sowie die Kanten (s;, w;), (t;,w;) mit ¢ € {1,2} und (wy, ws) in die Facette F

eingebettet.
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€1 €2 €1 €2
€1 €2
(a) G[4,6] (b) G[s,s] (c) G[6,9]
€1 €2 €1 €2
(d) G[7,11] (‘5‘) G[8,12] (f) G[9,14]

Abbildung 3.1: Polyhedrale Graphen G, ,,,) mit [n,m] € My aus Satz 3.1. Die blau
gekennzeichneten Kanten visualisieren jeweils eine maximale knoten-
disjunkte Kreispackung Z (G, m]). Anmerkung: Z(G, ) besteht aus-
schlieklich aus Facettenkreisen und ist mit Ausnahme des Falls [5, §]
auch eine maximale kantendisjunkte Kreispackung. Eine maximale kan-
tendisjunkte Kreispackung in G5 g ist durch den blau sowie griin ge-
kennzeichneten Kreis gegeben. Die Kanten eq, e zeigen direkt, dass die
angegebenen Graphen Eigenschaft (1) aus Satz 3.1 sowie Eigenschaft

(2) aus Lemma 3.3 erfiillen.

In Abbildung 3.2 ist diese Konstruktionssystematik, ausgehend von der Facette F

aus Gy, m, skizziert.

Es gilt:
|V( /[n,m])| = |V(G[n7m])| + 0, |E( ’[n’m}” = |E(G[n7m])| +9,
3IV(GY,, oyl

Zudem ist G’[n m] nach Konstruktion planar. Der Nachweis, dass G’[n m] 3-fach knoten-
zusammenhangend ist, wird durch verschiedene Fallunterscheidungen sehr technisch
und ist daher separat im Anhang als Lemma A.1 aufgefiihrt. Insgesamt ergibt sich,

dass G|, € P[n+6,m+9].
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V1 V9 U1 9 V1 O V9
t t2 t t2
€1 F €2 F } ‘
51 52 51 52
Ul u9 Ul Uu9 Ul (%)

W (uy, ug) W (uy, ug) W (uy, ug)
(a) F' € F(Gpp ) mit (b) Unterteilung von (c) Teilgraph  von
e1,es € E(F) e1 und es Gfmm]

Abbildung 3.2: Konstruktion von G’[mm] in Satz 3.1. Hierbei entsprechen die schwarz
skizzierten Knoten den zu e; bzw. ey inzidenten Knoten aus V (F) und
W (u1,ug) einem Pfad in Gy, ) mit E(W (ur,uz)) \E(F) = 0 in (a)
(bzw. einem Pfad in G, .\ mit E(W (uy,uz) \E(F") =0 in (c)).

Offenbar ist Z(G’[mm]) = Z(Gpm) U {C1,Co} mit Cy = (s1,t1,w1,51), und Cy =

(S2,t9,ws,52) eine Kreispackung in G/[n,m]‘ Es gilt:

|1 Z(Glom))| = v(Glaam) +2 = bJ e {T ,

also ist Z(GY, ,,) maximal nach (i). Zudem existiert in G, , eine Facette F’ mit
einer der folgenden Eigenschaften:
- Falls Uy = Ug iSt, SO ist V(F’) = {sl,wl,wg, 82,u1}.

- Ansonsten hat V(F”) die Darstellung V(F") = {s1, wy, wa, so} UV (W (uq, us)),
wobei W (uy,uz) ein Pfad in G, mit E(W (uy,ug))\E(F) = 0 ist (nach

Konstruktion existiert in &, ein solcher Pfad).

Damit enthélt F’ zwei voneinander verschiedene Kanten e = (uy, s1) bzw. e}, =

(u2, s2), die nicht zu Kreisen der Packung Z(G, ) gehoren.

Jeder der sechs Graphen G[mm]’[n, m] € My induziert also einen Graphen Gnm) €
Pln,m|, [n,m] € My := {[10,15],[11,17],[12, 18],[13, 20],[14, 21],[15, 23] }, fiir den die
Eigenschaft (1) gilt.

Diese Tatsache erlaubt nun ein induktives Vorgehen zur Bestimmung von Graphen



Obere Schranken an v(G) und V'(G) in polyhedralen Graphen P[n,m] 33

Glpm) mit n > 4 und m = FZ—”] , welche die Eigenschaft (1) erfiillen. Fiir £ > 1 sei

My :={[4 + 6k, 6 + 9k], [5 + 6k, 8 + 9K], [6 + 6k, 9 + 9k],

7+ 6k, 11+ Ok], [8 + 6k, 12 + 9K], [0 + 6k, 14 + 9]}

Nach Induktionsannahme gibt es fiir jedes [n,m] € M jeweils einen Graphen
Gim) € Pln,m], welcher die Eigenschaft (1) erfiillt. Nach derselben Konstrukti-
onssystematik wie vorher induziert G, n,; dann einen Graphen G/[n,m] mit der Eigen-

schaft:

Gl € Pln+6,m+9],

[B(Glp)| =m+9 = 220

UGl ) = V(Glom)) +2 = ["5°].

Damit induziert jeder der sechs Graphen G, ), [n, m] € M, einen Graphen G’[mm] €
Pln+ 6,m + 9] mit [n 4+ 6,m + 9] € My, fir den Eigenschaft (1) gilt. Auf diese
3n
2

Weise ist (i4) induktiv fiir alle Paare [n, m] mit n > 4 und m = [%] gezeigt.

Sei nun [n,m| derart, dass Pln,m] # 0 und sei m' = [2]. Da Pln,m] # 0,
gilt nach Lemma 2.9(ii), dass m’ < m < 3(n — 2). Ist m = m/, so gilt (i)
nach dem Vorherigen. Sei also m’ < m < 3(n — 2). Betrachte nun die Graphen
G G +11: Gnmi42) - -+ Ggm—2)- Fiir 1 < s < 3(n — 2) — m’ wird der
Graph G mits aus Gmqs—1) € Pln,m' + s — 1] folgendermaken konstruiert:
Wahle in Gy pys—1) eine Facette Fy_; mit |E(F)| > 4. Bemerke, F,_; existiert
in F(Gpmits—1));, dam' +s—1 < 3(n —2)). Dann gibt es in V(F,_;) zwei nicht

adjazente Knoten v,_1,ws_1. Setze
G[n,murs] = (V(G[n,mq»sfl])a E(G[n,mursfl]) U {(Us—la ws—l)})-

Offenbar ist G prys) € Pln,m' + 8], v(Gpss) = V(Gim) = \_%J und wegen (1)
gilt dann V(G pys) = L%J . Fiir s =m — m’ ergibt sich v(Gp,m)) = L%J )

]

Zur Veranschaulichung der Ergbnisse und Visualisierung der strukturellen Vorge-

hensweise innerhalb des Beweises aus Satz 3.1 ist fiir n < 14 und m < 21 in Tabelle
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4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

—_ =

—_
NeJ
w w w w

Tabelle 3.1: Ubersicht zu oberen Schranken an v(G) fiir polyhedrale Graphen G €
Pln,m] mit (n < 14, m < 21).

3.1 die fiir das zugehorige [n, m|-Paar jeweils die knotendisjunkte Kreispackungszahl
v(Gppm)) des innerhalb des Beweises konstruierten Graphen GY, ,,, aufgelistet. Dabei
sind die farblich blau hinterlegten Kreispackungszahlen zugehorig zu den Graphen
Glnm)s [n,m] € My aus Abbildung 3.1. Die griin hinterlegten Kreispackungszahlen

gehéren zu den Graphen G, ), [0, m] € M.

Abschliefsend sei bemerkt, dass auch polyhedrale Graphen mit sehr geringer Kreispa-
ckungszahl existieren. Ein Beispiel bilden die Wheel-Graphen G,, € W, mit G,, €
Pln,2(n —1)] und v(G,) = 1.
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3.2 Obere Schranken an V/(G) in Pn,m]

In Analogie zur Giite der oberen Schranken an v(G) wird nun auf die Giite der oberen
Schranken an +/(G) fiir Graphen G € P[n, m| eingegangen. Es wird sich auch fiir
V(@) herausstellen, dass die oberen Schranken in diesem Sinne - mit Ausnahme von
genau einem Paar, ndmlich [7,15] - bestmdglich fiir G € Pln, m| sind. Auch hier

erfolgt die Angabe entsprechender Graphen Gy, ).

Dazu sei [n,m] € N x N mit P[n,m]| # 0. Dann gilt nach [60] fur alle G € P[n, m],
dass ¥/(G) <n—2mit G € PV, ¥/(G) < |3 mit G € PEy und 1/(G) < | 2052
mlt G - me,n+2.

Damit ist

V/(G) < min {n —9, L%J , {@J } .

Zudem gilt m < 3(n — 2) nach Lemma 2.9(ii) sowie n —m + f = 2 nach Satz 2.3

V/(G) < min { L%J , {MJ } . (3.1)

Fiir G € P[7,15] ergibt sich nach Lemma 5.10 aus [65]

u’(G)gn—3:4<5:min{gJ,f(mg—_”)J}.

und folglich:

Es stellt sich allerdings heraus, dass ausschlieklich fiir P[7,15] kein Graph G €
P[7,15] existiert, der die Ungleichung (3.1) mit Gleichheit erfiillt. Es lasst sich zeigen:

Satz 3.2. Es sei [n,m] € N x N mit [n,m] # [7,15] und P[n,m] # 0, dann existiert
ein Graph G € Pln, m| mit

-5 [

Um diesen Satz zu beweisen, werden zwei Lemmata benotigt. Zundchst werden in

Lemma 3.3 die Fille [n,m] mit m € {2, 3 4 1}, falls n eine gerade Zahl ist, und

3n+1
2 )

LMJ < |%]. Daraufhin werden in Lemma 3.4 die Félle [n, m] mit 3(n—2) —2 <

m = falls n eine ungerade Zahl ist, betrachtet. In beiden Situationen gilt

m < 3(n—2) betrachtet. Aufbauend auf den Resultaten aus Lemma 3.3 und Lemma

3.4 werden dann konstruktiv Graphen G, ,,) angegeben, die den Aussagen von Satz
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3.2 entsprechen. Die Beweisidee der nachfolgenden zwei Lemmata verlauft analog zu
der aus Satz 3.1(ii). Der Unterschied liegt jeweils in der Wahl der Menge M, und
der Kardinalitat der bzgl. der Konstruktionssystematik erzeugten Mengen M.
Lemma 3.3. Es sei [n,m] € N x N mit P[n,m| # 0 und m € {2, 2* + 1}, falls n
eine gerade Zahl ist, bzw. m = 3”—;1, falls n eine ungerade Zahl ist. Dann existiert
Gpnm) € Pln,m] mit

3

/(G = |22

Beweis. Es sei 4 <n <10 und

Mo == {[4,6],5.8],[6,9], 6, 10], [7, 11], [8, 12], [8, 13], [9, 14], [10, 16]}.

Fiir [n, m] € M, zeigen die Abbildung 3.1 und Abbildung 3.3 insgesamt neun Gra-
phen G, ) € Pln, m).

€1 €2
€1 €9 — e1
€2
(a) G[G,lo] (b) G[8,13] (c) G[IO,IG]

Abbildung 3.3: Drei polyhedrale Graphen G, ) mit [n,m] € M, aus Lemma 3.3.
Die farblich gekennzeichneten Kanten visualisieren jeweils Kreise einer
maximalen kantendisjunkten Kreispackung Z (G, ). Anmerkung: Die
Graphen Gy, erfiillen die Eigenschaft (2) aus Lemma 3.3 (siehe die
jeweils skizzierten Kanten eq,e2) und die Eigenschaft (4) aus Satz 3.2

(da Z(Gp,m)) aus Facettenkreisen besteht).

Ein solcher Graph Gy, erfiillt die Eigenschaft (2) :

(2) Es gilt m € {2, 3 + 1}, falls n eine gerade Zahl ist, sowie m = 2t falls
n eine ungerade Zahl ist. Es gilt v/(Gjpm)) = LMJ . In Gy gibt es
eine maximale Kreispackung Z(G\, ), eine Facette ' und zwei voneinander

verschiedene Kanten e;,e; € E(F'), welche nicht zu Kreisen von Z(Gp, )
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gehoren und e; und ey hochstens einen gemeinsamen Knoten haben (siehe

Abbildung 3.1 und Abbildung 3.3).

Genauso wie in dem Beweis von Satz 3.1(44) wird aus GJ, ,,) nun folgendermafen ein

Graph G konstruiert:

[n,m]

- Die Kanten e; = (uy,v1) bzw. es = (ug,vy) werden durch (ug, s1,t1,v1) bzw.

(ug, 82, ta, v2) unterteilt,

- anschliefend werden zwei Knoten w; in das zu F' gehorige Gebiet sowie die

Kanten (s;, w;), (t;, w;) mit ¢ € {1,2} und (w;, ws) in die Facette F eingebettet.

Ausgehend von der Facette I aus Gy ist diese Konstruktionssystematik in Ab-

bildung 3.2 skizziert.

Es gilt:|V(Gp, )l = V(G| + 6, [E(G, )| = [E(Glm)| + 9, [F(G, )l =
|F(Glngmy)| + 3. Zudem ist Gy, , nach Konstruktion planar. Dass G, 3-fach zu-
sammenhéngend ist, folgt analog zu dem Beweis von Satz 3.1(7i) mit Lemma A.1.

Insgesamt ergibt sich, dass G, ,, € P[n+6,m +9].
Dann ist Z( /[mm]) = Z(G[n,m]) U {01,02}, mit Cl = (sl,tl,wl,sl), und CQ =

(89,t9,ws,82) eine Kreispackung in Gfmm]. Es gilt:

2G| =G+ 2= |2 | 4

_ rﬂE(Gfm]ﬂ — [V (G)])
3 9

also ist Z(G,, ,,)) maximal nach (3.1). Ferner existiert in G, eine Facette F” mit

einer der folgenden Eigenschaften:
- Falls uy = uy ist, so ist V(F') = {s1, w1, wa, S2,us }.

- Ansonsten hat V(F") die Darstellung V (F") = {s1, wy, wa, so} UV (W (u1,usz)),
wobei W (uy,us) ein Pfad in G, mit E(W(up,ue))\E(F) = 0 ist (nach

Konstruktion existiert in G, ein solcher Pfad).

n,m|

Damit enthélt F” zwei voneinander verschiedene Kanten €] = (ug, s1) bzw. e}, =

(ug, $2), die nicht zu Kreisen der Packung Z (G

nm)) gehoren.

Jeder der neun Graphen Gj, ,,,,[n, m] € M induziert also nach Konstruktion einen
Graphen G, ., € Pln,m],[n,m] € M, := {[10,15],[11,17],[12, 18],[12, 19],[13, 20],
[14,21],[14, 22],[15, 23] [16,25]}, fiir den die Eigenschaft (2) gilt.
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Diese Tatsache erlaubt genauso wie in Satz 3.1(i7) nun ein induktives Vorgehen zur

3n 3n

50> 5 1+ 1}, falls n eine gerade

2(nr—n)J
3

Bestimmung von Graphen Gf, ,,) mit n > 4 und m € {

3n+1

5, falls n eine ungerade Zahl ist, welche v/ (G, m)) = L

Zahl ist, sowie m =

erfilllen. Fir & > 1 sei

My, :={[4 + 6k, 6 + 9K], [5 + 6k, 8 + 9k], [6 + 6k, 9 + 9K],
[6 + 6k, 10 + 9K], [7 + 6k, 11 + Ok], [8 + 6k, 12 + 9k],

[8 + 6k, 13 + 9k], [9 + 6k, 14 + 9K], [10 + 6k, 16 + 9k]}.

Nach Induktionsannahme gibt es fiir jedes [n,m] € M, jeweils einen Graphen
Gpm € P[n,m], welcher die Eigenschaft (2) erfiillt. Nach der Konstruktionssys-

tematik von Graphen wie vorher induziert G, ) einen Graphen G mit der Ei-

n,m|

genschaft:

Gl € PIn+6,m+9],

2

Bl )l =m+9 = | 259

(Gl ) =V (Glm) +2 = LWJ |

Damit induziert jeder der neun Graphen Gi, ), [, m| € M, einen Graphen Gl €
Pln+6,m+ 9] mit [n+6,m+ 9] € My, fiir den die Eigenschaft (2) gilt. Es folgt
die Behauptung. O

Betrachte nun die Félle [n, m] # [7,15] und 3(n —2) —2 < m < 3(n — 2). Dann gilt:

Lemma 3.4. Es sei [n,m] € Nx N mit P[n,m|] # 0, [n,m] # [7,15] und 3(n —2) —
2 <m < 3(n—2). Dann gibt es Graphen Gy, ,m € Pln, m| mit

G = 5], (222}

Beweis. Fur [n,m] € {[4,6],[5,9],[6,10]} gilt: LMJ < [%2], ansonsten gilt

|12 < {MJ fir [n,m] € NxNmit P[n,m] # @ und 3(n—2)—2 < m < 3(n—2).
Fiir [n,m] € {[4,6],[5,9],[6,10]} ist die Behauptung fiir den in Abbildung 3.1(a)
skizzierten Graphen Gy, den in Abbildung 3.3(a) skizzierten Graphen Gig 1) sowie

dem in Abbildung 3.4(a) skizzierten Graphen G5 g erfiillt.
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Essei 5 <n <9 und
M, = {[5,8],1[6,11],[6,12],[7,13], [8, 16], [9, 21]}.

Abbildung 3.1(b) und Abbildung 3.4(b) — (f) zeigen sechs Graphen G, ) € Pln, m]

mit [n, m] € M.

(a) Gs,9 (b) Gis11) (¢) Geaz

(d) Gpr.a3) (e) Gs,16] (f) Gro,21

Abbildung 3.4: Polyhedrale Graphen G, ,,) mit [n,m] € Mg aus Lemma 3.4. Die farb-
lich gekennzeichneten Kanten visualisieren jeweils Kreise eine maxima-
le kantendisjunkte Kreispackung Z(G[y,,). Anmerkung: Die Graphen
Gin,m) mit [n,m] € My erfiillen, die Eigenschaft (3) aus Lemma 3.4
und die Eigenschaft (4) aus Satz 3.2, da Z(GY, ) ausschlieblich aus

Facettenkreisen besteht.

Ein solcher Graph G, erfiillt die Eigenschaft (3) :

(3) Esgilt 3(n—2)—2 <m < 3(n—2) und v'(Gppm)) = | %] . In Gjmy gibt es eine
maximale Kreispackung Z(GY, ) sowie eine Facette F' mit C(F) € Z(Gpm))
(sieche Abbildung 3.1(b) und Abbildung 3.4(b) — (f)).

Aus Gy, ) wird nun folgendermafen ein Graph G,[n,m] konstruiert:

- Wibhle eine beliebige Kante e = (uy,v1) € E(F). Da e in der Kantenmenge von

genau zwei Facetten enthalten ist, gibt es genau eine Facette F’ mit e € F(F")
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und F’ # F. Ferner existieren zwei Knoten v € V(F)\{uy,v1} sowie v’ €

V(F")\{u1,v1}, da Gy schlicht ist und somit keine Multikanten enthélt.
- Die Kante e = (uy,v1) wird durch (uq, s1,t1, v1) unterteilt,

- anschliefslend werden zwei Kanten (s1,v), (¢1,v) in das zugehorige Gebiet der

Facette F' und zwei Kanten (s1,v"), (t1,v") in die Facette F’ eingebettet.

Ausgehend von den Facetten F' und F’ aus G|, ist diese Konstruktionssystematik

in Abbildung 3.5 skizziert.

Uy ° ® V1

(a) F,F" € F(Gpm) mit C(F) € (b) Unterteilung von e
Z(Gppm)

ul U1

U/

(c) Teilgraph von G'n’m]

Abbildung 3.5: Konstruktion von Gin,m] in Lemma 3.4. Anmerkung: Da C(F) €
Z(Gnym)), ist C(F') & Z (G my)- Die Knoten v € V(F) und v" € V(F')

existieren, da G, ) schlicht ist.

Somit ist nach Konstruktion [V(GY, )| = [V(Gpm) |42, [E(G, )] = [E(Gpm) [+

[n,m]

6, [F(Gl, )| = [F(Gpm))| +4. Ferner ist G, offensichtlich planar. Der Nachweis,
dass G, ,,, 3-fach zusammenhéngend ist, wird analog zu dem Beweis von Satz 3.1(iz)
im Anhang A.1 in Lemma A.2 aufgefiihrt. Insgesamt ergibt sich, dass G/[n,m] €

Pln+ 2, m + 6].
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Dann ist Z(G/[n,m]) = (Z(G[n,m])\{C(F)}) U {01702,03} mit Cl = (sl,tl,v’,sl),
Cy = (v,81,W(u1,v)), wobei E(W(uy,v))\E(F) = § und C5 = (v,t;,W(vy1,v)),

wobeil E(W (vy,v))\E(F) = 0 eine Kreispackung in G

[n,m]"
Es gilt fiir [n,m] # [7,15]:

/ / m |E<G/[n,m])|

also ist Z(G, ,,)) maximal nach (3.1). Zudem existiert mit C; ein Facettenkreis in

Z(GY, ;) und somit eine Facette F' € F(G, ;) mit Kantenmenge E(F) = E(Ch).
Somit induziert jeder der sechs Graphen Gy, [n,m| € M, also einen Graphen

tnm € Pln,m| mit

[n,m
[n,m] € M, == {[7,14],]8,17], [8, 18], 9, 19], [9, 20], [11, 27]},
fir den die Eigenschaft (3) gilt.

Diese Tatsache erlaubt nun ein induktives Vorgehen zur Bestimmung von Graphen
Gnm) mit [0, m] # [7,15],n > 4 und 3(n—2) -2 < m < 3(n—2), welche V(G ) =

L%J erfillen. Fir £ > 1 sei

My, :={[5+ 2k,8 + 6k], [6 + 2k, 11 + 6K], [6 + 2k, 12 + 6K],

[T+ 2k, 13 + 6k], [8 + 2k, 16 + 6K], [9 + 2k, 21 + 6k]}.

Nach Induktionsannahme gibt es fiir jedes [n,m] € M, jeweils einen Graphen
Gm) € Pln,m], welcher die Eigenschaft (3) erfiillt. Somit induziert nach dersel-
ben Konstruktionssystematik wie vorher Gy, ;) dann einen Graphen G/[n,m] mit der

Eigenschaft:
G,[n,m] = P[n + 27 m+ 6]7

V(Glym) =V (Glm) +2 = [M58]

[n,m]
Damit induziert jeder der sechs Graphen G, ), [, m] € M}, einen Graphen Gin,m] €

Pln+2,m+ 6] mit [n+2,m+ 6] € My, fiir den die Eigenschaft (3) gilt. Es folgt
die Behauptung. O]

Zusammen mit Lemma 3.3 und Lemma 3.4 kann nun der Beweis des Satzes 3.2

gefiihrt werden. Die Beweisidee fiir die iibrigen Félle ist ahnlich der aus dem ersten



Obere Schranken an v(G) und V'(G) in polyhedralen Graphen P[n,m] 42

Schritt im Beweis zu Satz 3.1(ii). Der wesentliche Unterschied liegt in der Kon-
struktionssystematik zur Bestimmung der Menge My, da diese anders als dort und
den vorausgegangenen Lemmata 3.3 und 3.4 keine konstante Kardinalitit besitzt.

Genauer:

3n 3n
27 2

+1}, falls n eine gerade Zahl ist, bzw. m = 32

Beweis. Firn >4 und m € 5

falls n eine ungerade Zahl ist, ergibt sich die Behauptung bereits aus Lemma 3.3.
Fiir [n,m] # [7,15],n > 4 und 3(n — 2) — 2 < m < 3(n — 2) ist die Behauptung die
Aussage von Lemma 3.4. Die in Lemma 3.3 und Lemma 3.4 konstruierten Graphen

besitzen Eigenschaft (4):

(4) Es gilt v (Gjpm)) = mm{t%J 7 LMJ } In G, gibt es eine maximale

Kreispackung Z(G|n,m)) und eine Facette F' mit C'(F) € Z(Gpmy))-
Dies gilt fiir die betrachteten Graphen in Lemma 3.3, da nach der dortigen Konstruk-
tionssystematik eine Facette F' mit E(F') = E(C}) existiert sowie die in Abbildung
3.1 und Abbildung 3.3 skizzierten maximalen Kreispackungen Z(G/, ) ausschliek-
lich aus Facettenkreisen bestehen. Fiir die in Lemma 3.4 betrachteten Graphen gilt
dies offensichtlich, da diese Eigenschaft (3) erfiillen und die in Abbildung 3.1(a), in
Abbildung 3.3(a) und in Abbildung 3.4(a) skizzierten maximalen Kreispackungen

ausschliefflich aus Facettenkreisen bestehen.

Fiir [n,m] € My := {[4,6],5,8],[5,9].[6, 91,6, 10],[6, 11],[6,12]} existiert G}, . €
P[n, m] mit der Eigenschaft (4).

Aus Gy, ) wird nun folgendermafen ein Graph G,[n,m] konstruiert:

- Wahle drei beliebige verschiedene Kanten e; = (uy,v1), ea = (ug,v9), €3 =
(us,v3) aus E(F). Diese Kanten e; existieren, da Gf,,,y,) schlicht ist und somit

keine Multikanten enthalt.
- Die Kanten e;, mit i € {1,2,3} werden durch die Pfade (u;, s;, v;) unterteilt.

- Anschliefend werden drei Kanten (sq, $2),(s1, 83),(S2, $3) in die Facette F' ein-

gebettet.

Ausgehend von der Facette F' aus Gy, ) ist diese Konstruktionssystematik in Ab-

bildung 3.6 skizziert.
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(a) C(F) € Z(Gnym)) (b) Unterteilung von ey, eq, €3

(c) Teilgraph von Gf

n,m|

Abbildung 3.6: Konstruktion von G/ in Satz 3.2. Anmerkung: Die drei hier skizzier-

n,m|
ten Pfade W (u;y1,v;) sowie W (uq,v3) konnen jeweils auch ein Knoten
in V(F) (falls u;41 = v; bzw. ug = vp gilt) oder jeweils eine Kante in

E(F) sein (falls (u;,viy1) € E(F) bzw. (u1,vs3) € E(F)).

Hier gilt nach Konstruktionssystematik von G{, ., : [V(G|, )| = [V(Gpm)| + 3,
|E(G, )| = |E(Glm)| +6, [F(GY, )| = [F (G| + 3. Zudem ist G, planar.
Dass G’[mm] 3-fach zusammenhéngend ist, wird analog zu dem ersten Schritt aus

Satz 3.1(7i) separat im Anhang A.1 in Lemma A.3 aufgefiihrt. Insgesamt ergibt sich
somit, dass G, ., € P[n+3,m+6].
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Offenbar ist
Z(Glmy) = (Z(Gpamy) U{C1, Co, C3N\{C(F)}

[n,m]
mit Cl = (Sl, SQ,W(UQ,Sl)) mit E(W(UQ,UI)) C E(C(F)), CQ = (SQ,Sg,W(Ug,SQ))
mit E(W(uz,v)) C E(C(F)) und C3 = (s3,51,W (u1,s3)) mit E(W (uy,v3)) C
E(C(F)), eine Kreispackung in G, , . Es gilt fir [n, m] # [7, 15]:

’Z( /[n,m]>| = V/(G[n,m]> +2

2] 2222

ﬁm{W@Wﬂ{%ﬂ%WFW@WWH

3 3
also ist Z(G,, ) maximal nach (3.1). Zudem existiert in G, , eine Facette I mit

E(F') = E(Cs). Jeder der sieben Graphen G, ), [, m] € Mg induziert also einen

Y

Graphen G, ,, € P[n+3,m + €],
[n+3,m+ 6] € My :={[7,12],[8,14], [8, 15],[9, 15], 9, 16], [9, 17], (9, 18]},
fiir den die Eigenschaft (4) gilt.

Definiere fiir ¢ € {4,5,6} die Mengen M, := {[n,m| € My | n = i} sowie zudem
My = {[n,m] € My | n =i+ 3}. Dann gilt M;, = {[i,m] | P[i,m] # 0}.

Zudem definiere fiir i € {4,5,6} die drei Mengen

Mi,l = ;'70
UA{[i +3,m] | Gliysm) € Pn,m] erfiillt (2)}

U{li +3,m] | Glizsm) € P[n,m| erfiillt (3)}.

Mit Lemma 3.3 und Lemma 3.4 gilt [M; 1| = [M] | +3 fiir i = 4, [M; 1| = M| +5
fiir i = 5 und [M;,| = [Mj,| + 4 fiir i = 6 und damit My, = {[7,m] | P[7,m] #
OI\{[7,15]} sowie M, = {[i +3,m] | Pli + 3,m| # 0} mit i € {5,6}. Nach Lemma
3.3 und 3.4 existiert - mit Ausnahme des Paares [7, 15] - ein Graph G/[n,m] € Pln+3,m+6]
mit [n + 3,m + 6] € M, ;, der Eigenschaft (4) erfiillt.

Bemerke, dass fiir den Fall [10,21] der Graph G2 aus Abbildung 3.7 die Eigen-
schaft (4) erfiillt. Fiige somit dieses [n, m]-Paar zu der Menge M | hinzu. Dann gilt

| M) 1| = |[M 4| +4. Dies erlaubt nun ein induktives Vorgehen zur Bestimmung von
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Abbildung 3.7: Polyhedraler Graph GE10,21] mit /(G) = 7. Die farblich gekennzeich-
neten Kanten visualisieren Kreise einer maximalen kantendisjunkten
Kreispackung Z(G10,21)). Anmerkung: Offensichtlich erfiillt GE10,21] die
Eigenschaft (4), da die gewéhlte Kreispackung ausschlieflich aus Facet-

tenkreisen besteht.

Graphen G, ) mit [n,m] # [7,15], n > 4 und [22] < m < 3(n — 2), welche die
Eigenschaft (4) erfiillen.

Fiir i € {5,6} und k > 1 sowie i =4 und k > 2 sei

/
My = ik—1

U {[i + 3k, m]|Giyan,m) erfiillt (3)}.
Nach Induktionsannahme gibt es fiir jedes [n,m] € M, jeweils einen Graphen
Gnm) € Pln, m], welcher die Eigenschaft (4) erfiillt. Nach derselben Konstruktions-

systematik wie vorher induziert G|, ,,; dann einen Graphen G’[n m] fiir den zuséatzlich

zur Eigenschaft (4) noch die Eigenschaften gelten:
Gl € Pln+3,m+6],

V/(G/[n,m]) = V/(G[n,m]) + 2 = min { LWS—GJ ) {2((m+6)3—(n+3))J } .

Das zu G, ,, gehérige [n, m]-Paar ist dann in M; , enthalten und es gilt [M;,| =

Definiere nun
Mi,kJrl 1:/\/1271C
U {[Z + 3(]€ + 1), m]|G[i+3(k+1)7m] erfiillt (2)}

@) {[Z + 3(]{7 + 1), m] |G[i+3(kz+1),m] erfillt (3)}
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Nach Lemma 3.3 und Lemma 3.4 existiert ein Graph G’[n’m} € Pintsm+g mit [n +

3,m + 6] € M, .1, der Eigenschaft (4) erfillt.

Sei i € {4,5,6} und k > 0. Falls nun n = i + 3(k + 1) eine ungerade Zahl ist, so
existieren 3(n — 2) — [2] + 1 [n, m}-Paare mit P[n,m| # 0. Zudem gilt fiir n # 7
mit Lemma 3.3 und 3.4, dass

3(n—3)
2

3n

(Migsr| = Mgl +4=3((n—3) —2) - 5= 3n—2)— H .

Falls n =i+ 3(k + 1) eine gerade Zahl ist, so gibt es 3(n — 2) — 3 + 1 [n, m]-Paare

mit Pln, m] # (). Zudem gilt zusammen mit Lemma 3.3 und 3.4, dass

3
-‘+6:3(n—2)—7n~|—1.

Mig| =M, _1|+5=3((n—3)—2) — [w

Somit existiert nach der Konstruktionssystematik fiir jedes [n, m]-Paar - mit Aus-

nahme von [7,15] - ein Graph G, m) € Plp,m) mit

- 5] [ 252

]

Es sei an dieser Stelle bemerkt, dass fiir den polyhedralen Graphen G abgeleitet aus
der Schlegel-Diagramm-Darstellung des Pentagondodekaeders mit n = 20, m = 30
und v'(G) = 3 < min { 12, {MJ } gilt, was offensichtlich zeigt, dass nicht fiir

jeden Graph G € P[n,m]| folgt: v/(G)) = min { L%J : LMJ } _

Es folgt somit auch fiir v/(G), dass die obere Schranke mit der Ausnahme des Paares
[7,15] bestmoglich ist. Fiir n < 14, m < 21 sind die Kreispackungszahlen v/(G, )
in Tabelle 3.2 aufgelistet.

Die blau hinterlegten Kreispackungszahlen entsprechen v/'(Gp, m)) fiir G, m € Pln, m]
aus Lemma 3.3. Die griin hinterlegten Kreispackungszahlen entsprechen v/(Giy, m)

fiir Gp,m) € P[n, m] aus Lemma 3.4.

Das Paar [7, 15] mit v/(G[z15) < min { 2], L@J } —1 und das Paar [10, 21] mit

V'(Gho,z21) < min { \_%J , F(L;O)J } sind rot hinterlegt. Die Kreispackungszahlen zu
Graphen G|, € P[n, m] zu Paaren aus M, sind gelb und zu Graphen G, ) €

Pn,m] zu Paaren aus M;, fiir i € {4,5,6} sind orangefarbig hinterlegt.
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N O O O

Tabelle 3.2: Ubersicht zu bestmoglichen oberen Schranken an v/(G) fiir polyhedrale
Graphen G € P[n,m] (mit n < 14, m < 21).

Innerhalb der konstruierten Graphen G existiert eine maximale Kreispackung Z(G),
die ausschliefslich aus Facettenkreisen in GG besteht. Somit gilt fiir die entsprechenden
Graphen

V(G) = a(GY).
Was direkt zu folgender Aussage tiber die Unabhéngigkeitszahl o(G*) des Dualgra-

phen G* fiir G € P[n, m| fiihrt.

Korollar 3.5. Es sei [n,m] € N x N mit [n,m] # [7,15] und Pln,m] # 0, dann

ezistiert ein Graph G € P[n,m] mit

=2 2.
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3.3 Polyhedrale Graphen mit v(G) > a(G*)

Abschliefsend werden innerhalb dieses Abschnittes kubische, polyhedrale Graphen

konstruiert, die eine maximale Kreispackung mit
v(G) =V(G) > a(G¥)

besitzen. Fiir derartige Graphen G kann es also keine maximale Kreispackung ge-
ben, die ausschlieflich aus Facettenkreisen besteht. Zur Illustration ist in Abbil-
dung 3.8(a) ein kubischer, polyhedraler Graph angegeben, fiir den v(G) = 3 und
a(G*) = 2 gilt. Die blau gekennzeichneten Kanten in G entsprechen der Kantenmen-
ge der maximalen Kreispackung. Sein zugehoriger Dualgraph G* ist in Abbildung
3.8(b) mit einer 4-Farbung dargestellt. Offensichtlich ist a(G*) = 2.

(a) G (b) G*

Abbildung 3.8: Darstellung eines kubisch, polyhedralen Graphen G mit v(G) =3 > 2 =
a(G*). Die blau skizzierten Kanten entsprechen dabei der Kantenmenge
einer maximalen Kreispackung in G. Zudem ist in G* ein 4-Farbung

skizziert.

Zudem kann die Differenz v(G) —a(G*) im Allgemeinen fiir einen kubischen, polyhe-

dralen Graphen G und seinen zugehorigen Dualgraphen G* beliebig grof ausfallen.

Lemma 3.6. Sei k € Ny. Dann existiert ein kubischer, polyhedraler Graph Gy mit
v(Gy) — a(G}) = k.

Beweis. Der Beweis wird iiber vollstandige Induktion nach k gefiihrt. Fiir £ = 0 sei

dazu der in Abbildung 3.9(a) dargestellte kubische, polyhedrale Graph G gewéhlt.
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Abbildung 3.9: Darstellung von zwei kubischen, polyhedralen Graphen Gy und G;. Es
gilt v(Go) = a(G§) = 8 sowie v(G1) = 15 und a(G7) = 14. Hier-
bei wird G; ausgehend von Gg konstruiert. Die in (b) schwarz darge-
stellten Knoten entsprechen der Knotenmenge V(Gy) in (a) und die
schwarz dargestellten Kanten der Kantenmenge E(Go)\E(D}) in Gy.
Die rot dargestellten Knoten vi,v? und v$ entsprechen der Untertei-
lung der Kanten aus E(D}) in G). Zudem entsprechen die rot dar-
gestellten Knoten der Knotemenge V(Gj) sowie die rot dargestellten
Kanten (Kantenmenge F(Gy)) sind in D§ von Gy eingebettet. Der blau
skizzierte Kreis C(FS(G))) = (vi', v}, vh? 02, 05° 03, v5') (der Linge
6) ist in einer maximalen Kreispackung von G; enthalten. Hierbei ist

F(Gy) = F*(Gy) = D
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Hierbei ist F?(Gy) = {F € F(Gy) | |E(F)| = 3}, d.h. F3(Gy) ist die Menge
an Dreiecksfacetten in Gg. Offenbar ist |F3(Gg)| = 8. Sei ferner F¥(Gy) := {F €
F(Gy) | |E(F)| = 8} die Menge an Achtecksfacetten in Gy. Hier gilt |F®(Go)| = 6.
Dann ergibt sich F(Gy) = F3(Gy) U F3(Gy) in Gy.

Zunéchst wird nun v(Gy) — a(Gf) bestimmt.

Offensichtlich sind die 8 Facettenkreise aus Cy := {C(F) | F € F3(Gy)} paarweise
knotendisjunkt. Damit ist Z3(Gy) := C3 eine Kreispackung in Gy mit |Z3(Gy)| = 8.
Da |V (Gy)| = 24 und v(Gy) < {MJ = 8 ist, muss Z3(Gy) maximal sein.

3
Zudem ist U° := {v € V(G}) | dg:(v) = 3} eine unabhéngige Menge in Gf mit
|U°| = 8. Da G kubisch ist, ist v(Gy) = V/(Gy). Nach Lemma 2.8 folgt also v(Gy) >
a(Gg). Somit ist UY maximal. Es gilt

v(Goy) — a(Gp) = 0.

Aus Abbildung 3.9(a) wird deutlich, dass in G zwei Dreiecksfacetten D{', DI €
F3(Go) mit D = (v),v2,v3,v)) = FU(Gy) und D} = (vi', 052, v5®, v5") existieren.
Sei Gy der durch E(Go)\E(Dg') kanteninduzierte Teilgraph von Gy. In Abbildung
3.9(b) ist die Knoten und Kantenmenge von Gy in rot als Teilgraph von Gy skizziert.

Dann gibt es genau 3 Knoten in v € V(Go) mit é, (v)) = 1.
Aus Gy wird nun ein Graph G, (skizziert in Abbildung 3.9(b)) konstruiert:

(1) Fiir j € {1,2} unterteile die Kanten (v§,v57"") durch den Knoten v! sowie
die Kante (v5®, vg") durch den Knoten v¥. Auf diese Weise entsteht ein Graph
G". Bs gilt (v]) = 2 in G. Zudem gibt es in G| eine Sechseckfacette FO(G")
mit

O(FG(Gll)> = ('U(iflv v%, U(i)’2> U%? 0337 Uil))a U(ifl)'

(2) Bette Gy in FO(G) ein, derart, dass v in V(G}) und v in V(Gy) zusammen-

fallen.

Fiir den Induktionsanker (k = 1) betrachten wir den Graphen G;. Dieser hat die

folgenden Eigenschaften:

- Es gilt V(Gy) = V(Go) UV(Gy), [V(Gh)| = 48 und E(Gy) = E(G}) U E(Gy).
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- Nach Konstruktion ist G; offenbar kubisch und polyhedral.

Es gllt Fa(G1> = FG(GO) = D64

(G enthélt genau 14 Dreiecksfacetten, 6 Achtecksfacetten und 6 Neunecksfa-
cetten F?(Gy) :={F € F(Gy) | |[E(F)| = 9}. Es gilt

F(G)) = F3(G,) UF3(Gy) U F(Gy).

Mit DI € F3(G1)\{D{'} ist in G, (genau wie zuvor in Gy) eine Dreiecksfacette
enthalten, derart, dass drei Achtecksfacetten FP mit i € {1,2,3} und E(FF)N
E(D{) # 0 in G, existieren (sieche Abbildung 3.9(b)). Bemerke, die Kanten der
Kantenmenge E(DY) kénnen somit in der selben Weise wie die Kantenmenge

E(D}) unterteilt und anschliefend Gy in D! eingebettet werden.

Die 14 Facettenkreise aus C3 := {C'(F) | F € F3(G,)} sind paarweise knoten-
disjunkt in G; und jeweils knotendisjunkt zu C'(F®(GY})). Dann ist also

Z%(Gh) =€ U{C(F*(GY))}

eine Kreispackung in G; mit |Z?(G;)| = 15. Da |V (G;)| = 48 und G, genau
14 knotendisjunkte Kreise der Lange [ mit [ = 3 enthélt, ist v(G;) < 15 und
folglich Z3(G;) maximal.

- (G1 enthélt keinen Kreis der Lange [ mit [ < 5 mit Ausnahme von den 14

Facettenkreisen aus C3 := {C(F) | F € F3(G))}.

- Zudem ist U' := {v € V(G}) | d¢: (v) = 3} eine unabhéngige Menge in G} mit
|U'| = 14. Fiir jeden Knoten w € V(G7) mit dg:(w) > 3, existieren drei zu
w adjazente Knoten w; € V(G7),i € {1,2,3}, welche die Eigenschaft haben
da: (w;) = 3. Jeder zu w; in G} adjazente Knoten v (v # w) ist auch adjazent
zu w in G5. Ist w in einer unabhéngigen Menge U" in V(GY) enthalten, so
ist U™ nicht maximal, da mit U" := U\{w} U {wy,ws, w3} eine unabhéngige

Menge in V(G?) existiert mit |U*| = [U®| + 2. Folglich ist U maximal.

Somit gilt
v(Gy) —a(G]) = 1.
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Da in Gy eine Dreiecksfacette D! enthalten ist, derart, dass drei Achtecksfacetten
F? mit i € {1,2,3} und E(F®) N E(D}) # 0 in Gy (siche Abbildung 3.9(b), rot
skizzierter Teilgraph von Gp) existieren, kann nun fiir & > 2 ausgehend von Gj_4
ein Graph G}, konstruiert werden. Hierzu wird durch Unterteilung der Kanten von
E(DL_,) in Gy, der Graph G} erzeugt wird. Sowie durch die Einbettung von Gy

in F9(G},) der Graph G}, bestimmt werden.

Nach Induktionsannahme gibt es mit G5, einen kubisch, polyhedralen Graph, der die
folgenden Eigenschaften (5) erfiillt:

Es gilt V(Gy) = V(Gee1) UV (Go), [V(Gr)| = 24(k+1) und E(G},) = E(G})U
E(Gy).

- Es gilt F(G},) = F*(Gy) = D

- G enthélt genau 8 + 6k Dreiecksfacetten, 6 Achtecksfacetten und 6k Neun-
ecksfacetten F?(Gy) := {F € F(Gy) | |E(F)| = 9}. Es gilt F(Gy) = F3(Gy) U
F3(Gy) U F°(Gy).

- G, enthélt k£ paarweise knotendisjunkte Kreise der Lange 6

C(F%(GY)),...,C(F5(aGY)).

- Die 8 + 6k Facettenkreise aus C} := {C(F) | F € F3(G)} sind paarweise

knotendisjunkt in GG}, und jeweils paarweise knotendisjunkt zu den Kreisen

C(F%(GY)),...,C(F5(GY)).

- Mit D} € F3(G)\{Dg'} ist in Gy eine Dreiecksfacette enthalten, derart, dass
drei Achtecksfacetten FP mit ¢ € {1,2,3} und E(F?) N E(Di) # 0 in Gy
existieren. Die Kanten der Kantenmenge E(D?) kiénnen folglich analog zu D}

unterteilt und Gy in D} eingebettet werden.

- Gy enthélt keinen Kreis der Lange [ mit [ < 5 mit Ausnahme von den 8 + 6k
Facettenkreisen aus C} := {C(F) | F € F3(Gy)}.

- Zudem gibt es mit U* := {v € V(G}) | dg: (v) = 3} eine unabhéngige Menge in
G mit [U*| = 8+6k. Fiir jeden Knoten w € V(G}) mit g (w) > 3, existieren
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drei zu w adjazente Knoten w; € V(Gy),i € {1,2,3} mit dg: (w;) = 3 sowie
jeder zu w; in G}, adjazente Knoten (ungleich w) ist auch adjazent zu w in Gj.
Es gilt

v(Gg) — a(Gy) = k.

Also erfiillt G offenbar genau diese Eigenschaften (5).

Nun wird durch Unterteilung der Kanten von E(D}) der Graph G, ; erzeugt. Sowie

durch die Einbettung von Gy in F%(G", +1) der Graph Gy bestimmt. Dann besitzt

G+1 die Eigenschaften:

Es gilt V(Gi) = V(Gy) UV(Go), [V(Grr)| = 24(k + 2) und E(Gysr) =
E(Gjy1) U B(Go).

Nach Konstruktion ist Gy offenbar kubisch und polyhedral.
Es gllt Fa(Gk-Jrl) = Fa(Go) = D64

Gr4+1 enthilt genau 8 + 6(k + 1) Dreiecksfacetten, 6 Achtecksfacetten und
6(k + 1) Neunecksfacetten F°(Gy11) := {F € F(Gj11) | |E(F)| = 9}. Es gilt
F(Grs1) = FP(Gra1) U F¥(Gor) U F?(Grpa).

Mit Df,, € F3(Gry1)\{Dg'} ist in G4 eine Dreiecksfacette enthalten, derart,
dass drei Achtecksfacetten F® mit i € {1,2,3} und E(Ff) N E(D},,) # 0 in

G411 existieren.

Gr+1 enthdlt (k4 1) paarweise knotendisjunkte Kreise der Lénge 6
C(F(GY)), - C(F(Ghan)),
da D} jeweils paarweise knotendisjunkt zu den Kreisen
C(FY(GY)), ... C(F(GY))

in Gk ist.

Die 8 + 6(k + 1) Facettenkreise aus Cp,, = {C(F) | F € F?*(Gj41)} sind

paarweise knotendisjunkt in G, und jeweils paarweise knotendisjunkt zu

C(F(GY), .., C(F(Glpr))-
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Dann ist
ZY(Grr) 1= Clyy UC(FY(G) g € {1, . k+1}}

eine Kreispackung in Gy11 mit |Z%(Gy11)| = 84+ 7(k + 1). Nach Konstruktion
besitzt G keinen Kreis der Lange [ mit [ < 5, der nicht einer der 8+6(k+1)

Kreise der Lénge [ mit [ = 3 in Gyyq ist, also ist Z3(Gyy1) maximal.

- Zudem ist UM := {v € V(G},,) | b=

k+1

(v) = 3} eine unabhéngige Menge in
Ghyy mit [UFH] = 84-6(k+1). Fiir jeden Knoten w € V/(Gj,,) mit d¢;  (w) >
3, existieren drei zu w adjazente Knoten w; € V(Gy,,),7 € {1,2,3}, welche
die Eigenschaft haben d¢; | (w;) = 3. Jeder zu w; in G} adjazente Knoten v
(v # w) ist auch adjazent zu w in Gj, . Folglich ist U*" maximal. Es ergibt

sich

V(Grst) — a(Glyy) = 8+ T(k+1)) — 8+ 6(k+1)) =k + 1.

Somit erfiillt Gy, die Eigenschaften (5) und Lemma 3.6 ist bewiesen.



4 Schranken an v(G) und V/(G) in
Halin-Graphen

Der Schwerpunkt dieses Kapitels liegt in der Bestimmung von oberen Schranken
an v(G) bzw. V/(G) fiir eine Unterklasse polyhedraler Graphen, den sogenannten
Halin-Graphen. Konvexe Polyeder, deren zugehorige Graphen Halin-Graphen sind,
werden Domes oder Roofless Polyhedra genannt (vgl. [17], [20]).

Ein Halin-Graph ist ein planarer Graph G = (V(G), E(G)) mit der Kantenmenge
E(G) = E1UE, derart, dass der von E; kanten-induzierte Teilgraph B ein Baum mit
d(v;) # 2 fiir alle v; € V(B) ist, |[V(B)| > 4 gilt und der von E, kanten-induzierte
Teilgraph C? ein Kreis mit V(C*) = {v € V(B) | é(v) = 1} und E(C*) = E, ist.
Abbildung 4.1 zeigt zwei Beispiele fiir Halin-Graphen.

(a) (b)

Abbildung 4.1: Beispiele zu Halin-Graphen. Die blau skizzierten Kanten entsprechen
jeweils der Kantenmenge von C'* und die schwarz skizzierten Kanten

jeweils der Kantenmenge von B.

Die beiden in Abbildung 4.1 dargestellten Halin-Graphen sind nicht isomorph, im

Gegensatz zu den jeweils von F; kanten-induzierten Teilgraphen B.
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Halin-Graphen wurden erstmalig durch Rudolf Halin in [37] als sog. minimal 3-fach-
knotenzusammenhéngende planare Graphen beschrieben. Hierbei bedeutet minimal
3-fach-knotenzusammenhéangend, dass jeder Halin-Graph G 3-fach knotenzusam-
menhéngend und planar also polyhedral ist, aber jeder kanteninduzierte Teilgraph

G — e mit e € E(G) nicht 3-fach knotenzusammenhéngend ist.

Beispielhaft seien an dieser Stelle einige Eigenschaften von Halin-Graphen G aufge-

listet:

- G ist hamiltonsch. D.h. es existiert ein Kreis C' in G mit V(C) = V(G).
Zudem existiert fiir jedes e € FE(G) ein sog. hamiltonscher Kreis C, (mit

V(C,) = V(G)) mit e € E(C,) (vel. [17)).

- In F(G) existiert eine Dreiecksfacette, also eine Facette mit einem Facetten-
kreis der Lénge 3 (vgl. [70]). Somit ist G nicht 2-farbbar. Bemerke, da G
planar ist, ist G 4-farbbar nach Satz 2.4. Da K, ein Halin-Graph ist, gibt es
offensichtlich nicht 3-farbbare Halin-Graphen.

- G besitzt eine Baumweite von hochstens 3 (vgl. [8]). Die Baumweite von G ent-
spricht der minimalen Baumweite aller Baumzerlegungen von G. Eine Baum-
zerlegung von G ist dabei definiert als Tupel (X, T"), wobei X := {Xy,..., Xi}
mit X; C V(G) ist und T' ein Baum ist, dessen & Knoten die Teilmengen X;

sind. Dabei seien die folgenden Eigenschaften fiir (X, T) erfiillt:

(b) Fiir jedes e = (u,v) € E(G) existiert ein X; mit u,v € X,

(c) Fallsv € X; und v € X, dann gilt fiir alle Knoten X; mit X; € W (X;, X))

in T, dass v € X;.

Die Baumweite einer Baumzerlegung (X, T') ist die maximale Kardinalitat aller

in der Baumzerlegung enthaltenen Teilmengen X; (max;e(i,. &y | Xi)-

Die Definition der Baumweite eines Graphen wird im weiteren Verlauf dieser Ar-
beit nicht verwendet werden, ist allerdings elementar fiir die Bedeutung von Halin-
Graphen, da teilweise NP-schwere Probleme fiir Graphen mit beliebiger Baumwei-

te fiir Graphen mit beschréankter Baumweite in polynomialer Zeit gelost werden
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konnen. So gewann die Klasse der Halin-Graphen u.a. dadurch an Bedeutung, da
Problemstellungen - wie etwa das Handlungsreisendenproblem - die fiir Graphen im
Allgemeinen nicht effizient 16sbar sind [53], fiir Graphen dieser Unterklasse effizient,
d.h. in polynomieller Zeit, gelost werden konnen [17]. Zudem konnte in |7] beispiels-
weise gezeigt werden, dass eine maximale unabhéngige Menge von der Knotenmenge

eines Halin-Graphen in linearer Zeit bestimmt werden kann.

Es wird sich zeigen, dass auch die Bestimmung von v/(G) fiir G € H in polynomiel-
ler Zeit erfolgen kann, da dies dquivalent zur Bestimmung der Unabhéngigkeitszahl
a(G*) des zugehorigen Dualgraphen G* ist. Diese Bestimmung lésst sich in polyno-

mieller Zeit durchfiihren [73].

Die Menge der Halin-Graphen sei im Folgenden mit H bezeichnet. Ohne Einschran-
kung sei die gewihlte Einbettung von G € H in die Ebene R? innerhalb dieses
Kapitels derart, dass die Kantenmenge F(C®) der Kantenmenge der duferen Fa-
cette F(F) entspricht (analog zu den beiden Darstellungen in Abbildung 4.1). Die
Knoten v € V(B),d(v) > 3 in B seien dabei in das innere Gebiet I(J(C%)) einge-
bettet. Fiir die Kantenmenge F(G)\E(C?) gilt (E(G)\E(C*))NI(J(C*)) # 0.

Das folgende Lemma fasst vorab fiinf elementare Aussagen zusammen:

Lemma 4.1. Sei G € H, dann gilt:
(i) Fiir jeden Kreis C' in G ist E(C) N E(C*) # 0,
(i) [E(CY)] = |V(CY)] = [ -1,
(iii) 1 <v(G) <min{2n—m —1,[5]},
(iv) [ <f<nund f=n&GeW,,
(v) n+2Z2(V(C).
Beweis. (i) Angenommen es gibt C' mit F(C) N E(C*) = (. Dann gilt E(C) C

E(G)\E(C*) = E;. Dies liefert einen Widerspruch, da der kanten-induzierte

Teilgraph von E; ein Baum ist.

(17) Da C® ein Kreis ist, gilt |[E(C*)| = |[V(C?)|. Sei e € E(C®), dann existiert
genau eine von F® verschiedene Facette F, mit e € E(F.) und E(F.) N
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E(C*)\{e} = 0, da G dreifach knotenzusammenhéngend ist. Somit gilt fir
E(C®), dass

E(C*)| = |{F. € F(G) | e € B(C)}| = |[F(G)| ~ |{F*}| = f — 1.

(17i) Da C* ein Kreis ist, folgt 1 < v(G). Zudem ist girth(G) > 3, da G € H.
Sei C' ein von C° verschiedener Kreis in G, dann existiert ein Knoten v €

V(C)\V(C%). Also ist
v(G)<n—|V(C)|=n—-(f-1)=2n—m— 1.

n—(f—1)=2n—m —1 folgt mit (:4) und der Eulerschen Polyederformel
(siehe Satz 2.3). Ferner existieren zwei Knoten u,v € V(C) NV (C®) nach (7).

Somit folgt mit (i¢), dass v(G) < {W(QﬂJ = L%J :

(tv) Nach Lemma 2.9(ii) und Satz 2.3 ist [2F*] < f und nach (i) gilt 1 <
n—(f—1). Firl=n—(f —1) existiert genau ein v € V(G)\V(C®). Nach
Definition eines Wheel-Graphen folgt f = n fiir G € W,,.

(v) Nach (¢7) und (iv) gilt: n+2 <2(f — 1) = 2|V(C?)|.

O

Der folgende Satz beschreibt die Beziehung zwischen +/(G) und «(G*) fir Halin-
Graphen G.

Satz 4.2. Sei G € H, dann gilt V'(G) = a(G*).

Beweis. Mit Lemma 2.8 gilt /(G) > a(G*). Angenommen, es sei v'(G) > a(G*).
Dann existiert eine maximale kantendisjunkte Kreispackung Z(G) = {C4, ..., C}
Cit1, -, Cue}- Es sei die Nummerierung der Kreise in Z(G) so gewéhlt, dass C;
fir i < j < a(G*) ein Facettenkreis in G und somit C}; ein Nicht-Facettenkreis in
Z(G) ist. Ferner sei Z(G) so gewdhlt, dass unter allen maximalen kantendisjunkten

Kreispackungen j maximal ist.

Da Cj41 ein Kreis in G ist, gibt es mit Lemma 4.1(7) eine Kante e = (u,v) €
E(C*) N E(Cjt1). Zudem gibt es nach Lemma 4.1(i7) genau eine Facette F # F°
mit e € E(F).
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Betrachte nun diese Kantenmenge F(F') genauer. In E(F') existiert dann eine Kante
e mit e’ € E(Z(G))\E(Cj;1), da sonst die kantendisjunkte Kreispackung Z'(G) :=
Z(G)\{Cjs1} U{C(F)} maximal ist und somit j nicht maximal gewéhlt wére.

Angenommen es sei ¢ = (v/,v) € E(F) mit ¢ € E(Z(G))\E(Cj4+1). Dae € E(C%),
folgt ¢’ ¢ E(C*) und somit ¢’ € E(B) nach Lemma 4.1 (i) und (¢7). Dann sind zwei

Falle zu unterscheiden:

Genau einer der beiden Knoten «';v" ist in V(C*) enthalten. Sei v’ € V(C?),
dann ist §(u’) = 3. Zudem sind die beiden von €’ verschiedenen zu u' inzidenten
Kanten in E(C®) N E(Cj4+1) enthalten, da v’ inzident zu e ist. Da §(v’) = 3
und Cj1 € Z(G), ergibt sich der Widerspruch zu ¢’ € E(Z(G))\E(Cj11).
Seien u/, v ¢ V(C®), dann existiert genau eine Facette F' # F mit ¢’ € E(F)
und nach Lemma 4.1(#i) genau eine Kante é = (@, 9) € E(C*) N E(F) sowie
4,0 ¢ {u,v}. Da ¢ € E(B) und G € H gilt, besteht der kanten-induzierte
Teilgraph E(G)\{e, ¢/, é} dann aus zwei Zusammenhangskomponenten. Sei die
Bezeichnung der Knoten {u,u’,v,v'} ohne Einschrankung in G so gewihlt,
dass die Knotenmenge genau einer der beiden Zusammenhangskomponenten
u und u' sowie die Knotenmenge anderen Zusammenhangskomponente v und
v" enthélt. Somit existiert weder ein Pfad W (u,v) noch ein Pfad W (u/,v') in
dem kanten-induzierten Teilgraphen E(G)\{e,¢',é}. Da C;;; ein Kreis in G
ist und ¢’ ¢ E(Cj41), ist folglich é € E(Cj41). Dann existiert kein Kreis C' mit
¢ € E(C)und C € Z(G), da Cj41 € Z(G).

Somit gilt E(F)N(E(Z(G))\E(Cj41)) = 0 im Widerspruch zur Wahl von Z(G). O

Es sei F' € F(G), dann seien die zugehorigen Knoten in G* mit v(F') bezeich-
net. Nach Satz 4.2 kann das Problem der Bestimmung der Kreispackungszahl v/'(G)
fiir kantendisjunkte Kreise auf die Bestimmung der Unabhéngigkeitszahl a(G*) des
Dualgraphen G* zuriickgefiihrt werden. Genauer: Die Bestimmung der Kreispa-
ckungszahl fiir kantendisjunkte Kreise kann sogar auf die Bestimmung der Unab-
hangigkeitszahl des sog. schwachen Dualgraphen zuriickgefithrt werden. Der kno-
teninduzierte Teilgraph von G* mit V(G**) = V(G*)\{v(F*)}, heilst schwacher
Dualgraph G** von G. Dies gilt, da fiir den Fall a(G*) = 1 ein beliebiger Knoten
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v(EF;) # v(F®) in V(G*) gewihlt werden kann bzw. fiir o(G*) > 2 der Knoten v(F%)
in keiner unabhéngigen Menge von G* enthalten sein kann, da v(F*) adjazent zu
allen iibrigen Knoten in G* ist. Der Graph G™*" ist aulsenplanar, da jede Facette
F € F(G) eine gemeinsame Kante mit F'* in G besitzt. In [73] wird ein Algorith-
mus zur Bestimmung einer bzgl. der Knotengewichtung maximalen unabhangigen
Menge fiir aukenplanare knotengewichtete Graphen mit polynomialer Ordnung (von
O(n*%7)) angegeben. Offensichtlich kann dieser Algorithmus fiir die Bestimmung ei-
ner maximalen unabhéngigen Menge sowie o(G*") in G** und folglich nach Satz 4.2
auch fiir die Bestimmung einer maximalen Kreispackung sowie v/(G) in G verwendet

werden.

Korollar 4.3. Sei G € H, dann ldsst sich eine mazximale kantendisjunkte Kreispa-
ckung Z(G) und somit V' (G) mit einem Algorithmus von polynomialer Ordnung

ermitteln.
Da G** aufenplanar ist, gilt nach Theorem 1 aus [52] zudem:

Korollar 4.4. Sei G € H, dann ist G** 3-farbbar.

4.1 Schranken an v(G) und v/(G) in Halin-Graphen
HV,, HE,, und HF;

Im folgenden Abschnitt werden Schranken an v(G) und v/(G) fiir spezielle Unterklas-
sen von H betrachtet. Es bezeichne HV,, := {G € H | G hat Ordnung n}, HF; :=
{G € H | G hat Facettenanzahl f} und HE,, ;== {G € H | G hat Groke m}. Dazu
sei bemerkt, dass HV,, C PV,,, HE,, C PE,, und HFy C PFy.
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Satz 4.5. FEs gilt

(4)

(i)

Gewnﬂgy(c)gm,

3
1, m gerade 1
G eHE, : v(G) > und v(@) < L%J
2,  m ungerade
f—1
GeHF;:1<v(G)< |
Gean:[”+ﬂ§u’(G)§V_lJ,
6 2
m+3 m
N S Iy e I
Ge?—[ﬁm.[ - W_V(G)_MJ,
—1 —1
GGH}_’[:PCT—‘SI/(G)SVCTJ'

Sei m # 10, dann sind die Schranken aus (i) an v(G) bestmdglich,

Seim # 13, dann sind die Schranken aus (ii) an V'(G) bestmdglich.

Beweis. (i) Seien Fy,..., Fy_y Facetten aus G mit F; # F*. Falls nun ﬂ V(F;) #

0 gilt, so ist G € HFyNHY, N W,. Somit ist G € HEyn_1) und G besitzt
eine gerade Anzahl an Kanten sowie v(G) = 1. Andernfalls existieren zwei
knotendisjunkte Facetten in G, was v(G) > 2 impliziert. Somit ergeben sich

die unteren Schranken an v(G).

Fir G € HFy ergibt sich mit Lemma 4.1(4i7), dass v(G) < L%J . Ferner gilt
fir G € HV,, dass v(G) < %], da girth(G) > 3. Demnach folgt 5v(G) <
@ + 2% und mit der Eulerschen Polyederformel erhélt man v(G) < |7 |

fir G € HE.

Die unteren Schranken an v/(G) folgen mit Satz 4.2 und Korollar 4.4. Es gilt
V'(G) = a(G¥) = a(G*) > [LF] fiir G € HF;. Ferner gilt f — 1 =m —
n+l1>in+1="2sowie f-1=m—-n+1>im+1=" und somit

’—%-‘ fir G € HV,, sowie V' (G) > ’—mTJr?’-‘ fir G € HE,,.

Nach Lemma 4.1 gilt fiir die oberen Schranken v/(G) < LEJ < |22 fir
G € HF;und G € HV, sowie V'(G) < | 2] fiir G € HE,, mit der Eulerschen
Polyederformel und 4v/(G) < 2 [%J +2]21.
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(77i) Die in Tabelle 4.1 skizzierten Halin-Graphen werden herangezogen, um zu
zeigen, dass die drei in Abhéngigkeit von HV,,, HE,, und HF s in (i) und (i)
beschriebenen unteren Schranken an v(G) bzw. an v/(G) (mit Ausnahme von

m = 13) bestmoglich sind.

An dieser Stelle wird basierend auf den in Tabelle 4.1 visualisierten Graphen

die Struktur der iterativ zu konstruierenden Halin-Graphen verdeutlicht.

In Zeile 1 werden ausgehend von G (mit f = 4) vier Halin-Graphen G mit
j € {1,...,4} konstruiert, die v(G}) = 1 erfiillen. Der Halin-Graph G} kann
demnach ausgehend von G;_l durch Hinzufiigen eines Knotens und zweier
Kanten erzeugt werden. Analog gilt dies fiir Zeile 2, ausgehend von G% (mit
f = 5), hier gilt ¥(G7) = 2. Der bzw. die in G} zu G%_; mit i € {1,2}

hinzugefiigte Knoten bzw. zwei Kanten sind in hierbei blau dargestellt.

Ausgehend von G§ (mit f = 5) werden in Zeile 3 drei Halin-Graphen G mit
j € {1,...,3} dargestellt, die /(G3) = |5*] erfiillen. Der Halin-Graph G?
kann demnach ausgehend von G;'?_l durch Hinzufiigen von zwei Knoten und
drei Kanten erzeugt werden. Analog gilt dies fiir Zeile 4, ausgehend von G§
(mit f = 7) und fiir Zeile 5, ausgehend von G (mit f = 9). Die in G zu G’_,
mit ¢ € {3,4,5} hinzugefiigten zwei Knoten und drei Kanten sind in hierbei

blau dargestellt.

Der Beweis wird formal innerhalb des Anhangs A.2 gefiithrt. Ausgehend von
den in Tabelle 4.1 dargestellten Halin-Graphen werden die Halin-Graphen Gé
mit denen fiir alle f > 4 ein G € HFy existiert mit v'(G) = [%-‘ , fiir alle
m > 6,m # {7,13} ein G € HE,, existiert mit v/'(G) = [2E2] sowie fiir alle
n > 4 ein Graph G € HV,, existiert mit /(G) = [%£2] konstruiert.

Da HE7 = (), verbleibt noch HE 3 zu diskutieren. Sei G € HE3, dann ist
[V(C*)| =6, |V(B)| = 8, nach Lemma 4.1(v). Folglich existieren genau zwei
Knoten vy,v5 € V(B)\V(C*). Es sei ohne Einschrankung die Bezeichnung

derart gewdhlt, dass d(v;) < d(vy). Dann sind zwei Fille zu unterscheiden:

d(v1) = d(ve) = 4 oder 6(v1) = 3 und 6(vy) = 5.

Bezeichne die Knoten vf € V(C?), mit ¢ € {1,...,6} derart, dass v{ adja-
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zent zu v}, ; und vg adjazent zu v{. Falls 6(v1) = d(v2) = 4, so seien v mit
i €{1,2,3} adjazent zu v; und v¢ mit ¢ € {4,5,6} adjazent zu ve. Dann exis-
tieren mit Cy = (vy,v{,v5,v1), Cy = (va, vZ, V3, v2), C3 = (va, vy, 0§, v§, V) drei
kantendisjunkte Kreise in G. Falls 6(v1) = 3 und §(vy) = 5, so seien die Kno-
ten v¢ mit ¢ € {1,2} adjazent zu v; und v{ mit i € {3,...,6} adjazent zu v,.
So existieren mit C = (v, v}, v5,v1), Co = (v2, 05, v§, v2), C3 = (va, VE, v, V2)
drei kantendisjunkte Kreise in G. Demnach gilt fiir G € HE 3 : (WTJF?’W =2<
3=0(G).

Die in den ersten drei Zeilen von Tabelle 4.2 skizzierten Halin-Graphen wer-
den herangezogen, um zu zeigen, dass die (mit Ausnahme von m = 10) obe-
ren Schranken an v(G) bestmdglich sind. Basierend auf den gewéhlten Gra-
phen wird auch hier die Struktur weiterer formal iterativ zu konstruierender
Halin-Graphen im Rahmen einer Beweisskizze verdeutlicht. Die fiinf Graphen
Giie {1,...,5} aus Zeile 1 (mit f € {5,6}), Zeile 2 (mit f = 6) und Zei-
le 3 (mit f = 7) nehmen die oberen Schranken an v(G) an. Ausgehend von
éé,i € {1,...,5} werden durch Einfiigen von drei Knoten und fiinf Kanten
die jeweiligen Graphen G mit |F(G%)| = |F(G%)| 4 2 erzeugt, die erneut die
obere Schranke mit Gleichheit annehmen. Analog wird dann ausgehend von
é;;l der Graph éz konstruktiv gebildet. Die genaue technische Konstruktions-
systematik dieser Halin-Graphen wird innerhalb des Anhangs A.2 beschrieben

und somit dieser Teil der Behauptung bewiesen.

Die Graphen C:’; mit i € {6, 7}, die die oberen Schranken an »/(G) annehmen,
sind ausgehend von den Graphen 08 in Zeile 4 (mit f = 4) und Gg in Zeile
5 (mit f = 5) konstruiert. Bemerke, nach Konsturktion ist G} = G¢ und

G2 =@,

Sei HF ¢ # (0, dann existiert nach obig beschriebener Konstruktionssystematik
ein Graph G € HF; mit v/(G) = v(G) = | 5] . Sei HE,, # 0, dann existiert
ein Graph G € HE,, mit V'(G) = |%]| sowie fiir alle m # 10 ein Graph
G € HEn, mit v(G) = |2, Fiir den Wheel-Graphen G € HEyq gilt:
V(G)=1<2= 2] Sei HV, # 0, dann existiert ein Graph G € HV,, mit

V'(G) = | %5 | sowie ein Graph G € HV,, mit v(G) = |%].
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Somit ist gezeigt, dass die Schranken an v(G) und v/(G) mit Ausnahme von ge-
nau zwei Fallen bestmoglich gewahlt sind. Ausnahmen bilden die obere Schran-
ke fiir den Fall G € HE 1o, hier gilt v(G) = 1, und die untere Schranke fiir den
Fall G € HE,3, hier gilt V/(G) = 3.

]

Das Resultat liefert eine vollstéindige Ubersicht zu oberen und unteren Schranken an
v(G) und V/(G) fiir die Unterklassen HV,,, HE,,, HF ¢ der Halin-Graphen H. Somit
wurden in Analogie zur Fragestellung aus [60] auch fiir Halin-Graphen bestmégliche
Schranken an v(G) bzw. v/(G) konstruiert. Ob die Ubertragung weiterer fiir polyhe-
drale Graphen in Kapitel 3 erzielter Ergebnisse auf Halin-Graphen moglich ist, wird

im folgenden Abschnitt untersucht.

4.2 Obere Schranken an v(G) und V/'(G) in
Halin-Graphen H[n, m]

Sei, in Anlogie zu P[n, m], nun H[n,m] fiir Halin-Graphen definiert:
Hin,m] :={G |G e HV, NHE,,}.

Mit der Eulerschen Polyederformel gilt: Falls H[n,m] # 0, so ist die Anzahl an
Facetten eines Graphen G € H[n,m| eindeutig mit f = m — n + 2 bestimmt, d.h.
G e HFp—nia-

Satz 4.6. Es sei [n,m] € N x N mit H[n,m] # 0.

(1) Fiir alle G € H[n,m] gilt: V'(G) < menHJ '

2

(it) Fiir alle G € H[n,m] gilt: v(G) < min {|™=24L] 2n —m —1}.

(iti) Es existiert G € Hln,m] mit v(G) = min{|2=2*] 2n —m — 1} und es

2
existiert G € H[n,m] mit v'(G) = | 2=t .

Beweis. Sei G € H[n, m|, dann gilt mit Satz 4.5 und der Eulerschen Polyederformel

I e N R P s
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Die letzte Gleichheit folgt nach Lemma 4.1(iv) mit f < n und somit 4 | 2=+ | =
4 L%J <2 L%J +2 L”T’IJ < m. Nach Lemma 4.1(i7i) gilt zudem

(i4) V(G)gminﬂm_TMJ ,2n—m—1}.

(77i) Die in Tabelle 4.3 skizzierten Halin-Graphen werden genutzt, um jeweils einen
Halin-Graphen G € H[n,m| zu erzeugen, der die obere Schranke an v(G)
bzw. v/(G) mit Gleichheit erfiillt. Als Ausgangsgraph sei der Wheel-Graph
Gro € H(f,2(f — 1)) fiir festes f > 4 gewihlt. Die konzeptionelle Idee zur
Bildung eines Graphen G ; wird im Folgenden verbal skizziert und detailliert

im Anhang A.3 ausgefiihrt.

Sei j > 1, dann werden die Graphen Gy ; ausgehend von Gy ;_; wie folgt

iterativ gebildet:

- Fir j < (%W wird der Knoten vy € V(G)\V(C?) (jeweils der blau
skizzierte Knoten innerhalb des Wheel-Graphen) sukzessive in G ; durch
einen im inneren Gebiet von C* liegenden Pfad der Lénge j (im fol-
genden verkiirzt als innerer Pfad bezeichnet) ersetzt. Die Knoten und
Kanten des inneren Pfades sind in Abbildung 4.3 innerhalb der Graphen
blau dargestellt. Dabei ist jeder Knoten des so erzeugten Pfades in der
Knotenmenge einer Dreiecksfacette (Facette mit Facettenkreis der Lén-
ge 3) in Gy, enthalten. Die Kantenmenge dieser Dreiecksfacette ist in
Abbildung 4.3 rot dargestellt. Dabei gilt |V(Gy;)| = |V(Gyfj-1)] + 1,
|E(Grj)l = [E(G i)l + 1 sowie v(Gyj) = v(Gpja) +1=2n—m —1
und v/(Gpy) = V' (Gpym) = [ 157 ] = [ 257

- Fir j > [%w werden interativ weitere Knoten auf dem inneren Pfad
eingefiigt. Hierbei wird sukzessive ein Knoten des inneren Pfades (un-
gleich dem Anfangs- bzw. Endknoten des Pfades) in Gy ;_1 durch zwei
Knoten und eine Kante in G ; ersetzt. Beispielhaft sind die zwei Knoten
des inneren Pfades innerhalb des Graphs mit n = 10 und f = 7 sowie des
Graphen mit n = 12 und f = 8 in Abbildung 4.3 rot dargestellt. Die zwei
Knoten sind ist dann in der Knotenmenge einer Vierecksfacette (Facette
mit Facettenkreis der Lange 4) von Gy ; enthalten. Dabei bleiben v(Gy ;)
und /(Gy;) konstant mit v(Gy;) = v/(Gy;) = | 224 .
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Nach Konstruktion gilt Gy; € H(f+j,2(f—1)+7)NHF ;. Fir j € {0,. .., (%W —2}:
-1 — 1
v(Gy)=1+j=2n—-m—-1< =1 _ |zt
’ 2 2
und fiir j € {[£] = 1,...,n—4}:

v(Gy;) = {%J <2n-—m—1.

Ferner gilt v'(Gy;) = L%J = | =2+ || Somit sind die oberen Schranken an v(G)

und '(G) mit G € H[n, m| bestmdglich. O



5 Schranken an v(G) in

Fulleren-Graphen

Innerhalb dieses Kapitels werden nun Kreispackungszahlen bzw. maximale Kreispa-
ckungen in sog. Fulleren-Graphen betrachtet. Bevor ein solcher Fulleren-Graph for-
mal definiert wird, soll ein Bezug zu Anwendungen in der Chemie hergestellt werden.
Hier haben sog. Fullerene in den letzten 30 Jahren eine zunehmende wirtschaftliche

Bedeutung erfahren (vgl. [46]).

Zum besseren Verstandnis der folgenden chemischen Definition von Fullerenen sei
kurz bemerkt, dass das Element ‘Kohlenstoft’ im Periodensystem der Elemente mit
C bezeichnet wird, sechs Protonen und Elektronen besitzt sowie der vierten Haupt-
gruppe zugeordnet wird, das heifst, dass das Kohlenstoffatom besitzt auf der d&uferen
Schale vier ungepaarte Elektronen, die Bindungen zu weiteren Atomen eingehen kon-
nen, um eine Edelgas-Elektronenanordnung mit acht Elektronen zu erhalten. Dazu
bilden Kohlenstoffatome Bindungen mit weiteren Atomen, welche selbst ungepaarte

Elektronen in das so entstehende Molekiil bzw. die Verbindung mit einbringen.

In [50] sind als Beispiele fiir solche Molekiile angegeben: Kohlenstoffdioxid (C'O,),
Kohlenwasserstoffe wie Methan (C'Hy), Ethan (CyHg) oder n-Hexan (C,, Hap12) so-
wie Benzol (CgHg). Innerhalb des Benzol-Molekiils gehen sechs Kohlenstoffatome
eine zweidimensionale ringférmige Verbindung ein, die aus drei Doppel- und drei Ein-
fachbindungen bestehen. Die seckseckige Ringstruktur des Benzols wird als Sechsring

bezeichnet. Beispielhaft ist ein solcher Sechsring in Abbildung 5.1 dargestellt.

Kohlenwasserstoffe und Benzol zeigen, dass Kohlenstoffatome auch Bindungen mit

weiteren Kohlenstoffatomen eingehen. Die Fahigkeit von Kohlenstoffatomen, eine

70
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Abbildung 5.1: Seckseckige Ringstruktur des Benzols CgHg. Bemerke, die 6 Kohlen-
stoffatome sind innerhalb der Darstellung mit C, die Wasserstoffatome
mit H bezeichnet. Die Ringstruktur des Benzols ist durch den Kreis

visualisiert.

Vielzahl an Bindungen mit weiteren Atomen einzugehen, wird in der organischen

Chemie beschrieben.

Neben Grafit und Diamant bilden die sog. Fullerene eine weitere Klasse von Koh-
lenstoffmolekiilen (Molekiile bestehend aus ausschliefslich Kohlenstoffatomen). Sie
zeichnen sich durch ihre kugelférmige Anordnung aus [51|. Fullerene sind dreidi-
mensionale Molekiile, die ausschlieflich aus Kohlenstoffatomen bestehen, die sym-
metrisch auf einer Kugel oder einem Ellipsoid angeordnet seien konnen und dabei
fiinfeckige und sechseckige Kohlenstoffringe (kurz: Finf- bzw. Sechsringe) bilden.
Das wohl bekannteste Fulleren ist das Molekiil Cgy - auch bekannt als Buckyball
-, das aus sechzig Kohlenstoffatomen besteht. Es hat die Form eines historischen
Lederfufsballs mit 20 Sechsringen und 12 Fiinfringen. Schematisch wird eine dreidi-

mensionale Darstellung des Cgo in Abbildung 5.2 dargestellt. In dieser Abbildung

Abbildung 5.2: Schematische Darstellung des Fullerens Cgy bzw. Buckyballs.

sind die Kohlenstoffatome jeweils durch eine Ecke und die Bindungen zwischen den

Kohlenstoffatomen jeweils durch Polyederkanten repréasentiert.
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Benannt wurden Fullerene nach Richard Buckminster Fuller, einem amerikanischen
Architekten, der durch seine Umsetzung von geodétischen Kuppelkonstruktionen be-
kannt wurde (vgl. [22]). Diese Kuppelkonstruktionen zeichnen sich u.a. dadurch aus,
dass sie aus einfachen geometrischen Grundkorpern (meistens Dreiecken) bestehen,

materialsparend sind und eine hohe Stabilitéit aufweisen.

Experimentell nachgewiesen wurde die Existenz von Fullerenen erstmals durch die
Forschergruppe um Sir Harold Kroto im Jahr 1985 [44]. Die Forschergruppe erhielt
im Jahr 1996 den Nobelpreis in Chemie [45] fiir den Nachweis der Fullerene. Fullerene
konnen durch die Verdampfung von Grafit im Lichtbogen hergestellt werden.

Das Fulleren Cgy hat einen Durchmesser von ca. 7 - 1071 Meter [69]. Somit ent-
spricht das Grofenverhéltnis des Durchmessers eines Cygg relativ zum Durchmesser
eines Fuftballs mit ca. 22 cm dem eines Fufsballs relativ zum fiinffachen Durchmesser
der Erde (ca. 12.750 km). Zudem ist das Cgy Fulleren das kleinste sog. IPR-Fulleren,
welches die sog. Independent Pentagon Rule erfiillt. Diese bedeutet, dass jeder Fiin-

fring des Fullerenes benachbart zu fiinf Sechsringen ist.

Die Untersuchung von Fullerenen bildet seit ihrer Entdeckung ein weites, inter-
disziplindres Forschungsgebiet. Anwendung finden sich beispielsweise in folgenden

Bereichen:

- Medizintechnik und Biologie: In [5] wird ein Uberblick iiber medizinische An-
wendungsgebiete von Fullerenen ausgefiihrt. Beispielsweise sind Cgy Derivate
mit ihren antiviralen Aktivitdten von Interesse zur Bekdmpfung von AIDS bzw.
HIV und werden dariiberhinaus aufgrund ihrer geringen Grofe als potentieller
Tréger von Arzneimitteln angesehen. In [48] wird gezeigt, dass sog. Fullerende-
rivate mit funktionalen Gruppen als Photosensibilisator in der Krebsforschung
bzw. Behandlung von boésartigen Tumoren angewendet werden konnen. Ein
Vorteil dieser Fullerenderivate liegt im Gegensatz zur Chemotherapie in der

geringeren Toxiditat.

- Photovoltaik: Die ersten organischen Solarzellen bestanden sowohl aus orga-
nischen Makromolekiilen (konjugierten Polymeren) als auch aus Fullerenen,
wobei die Polymere als Elektronendonatoren und die Fullerene als Elektro-

nenakzeptoren verwendet wurden. Diese fiigten sich aus zwei diinnen Schichten
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des Polymers sowie der Fullerene zusammen. Unter Lichteinstrahlung werden
Elektronen des Polymers an die Fullerene abgegeben. Vorteile im Vergleich
zu anorganischen Solarzellen liegen u.a. in den geringen Herstellungs- und
Materialkosten, der flexiblen Einsatzmoglichkeiten und der energieeffizienten
Herstellung ohne Hochtemperaturverfahren. Nachteile hingegen liegen in dem
aktuell relativ geringen Wirkungsgrad im Vergleich zu anorganischen Werk-
stoffen, dem daraus resultierenden grofseren Flachenbedarf sowie der Zerset-
zung bzw. dem Langzeitstabilitdtsverlust in Verbindung mit Sonnenlicht. Eine
Ubersicht zu der historischen Entwicklung von organischen Solarzellen ist in

[21] ausgefiihrt.

- Energietechnik: Wasserstoff gilt als saubere alternative Energiequelle zu fossi-
len Brennstoffen. Die effiziente Speicherung von Wasserstoffmolekiilen ist dabei
von zentraler Bedeutung. Nach Einschétzung der amerikanischen Energiebe-
hoérde DoE wird ein Massenanteil des Wasserstoffs oberhalb von 9% als Brenn-
stoffzelle benotigt, um eine geeignete Alternative zu herkommlichen Verbren-
nungsmotoren in Personenkraftwagen zu bieten. Dieser Schwellenwert kann
theoretisch auch fiir metallorganische Molekiile basierend auf dem Cygq erzielt
werden |72]. Zusétzlich haben metallorganische Molekiile den Vorteil, dass sie
im Vergleich zu festen Materialien eine geringe Temperatur zur reversiblen

Reaktion benotigen.

Weitere Anwendungsgebiete von Fullerenen ergeben sich im Zusammenhang mit
der Herstellung von Diamanten, Sensoren oder Katalysatoren sowie die Hartung

von Metallen [67].

Basierend auf oben beschriebenen Struktureigenschaften (und unter Vernachléssi-
gung von Doppelbindungen) lassen sich Fullerene mathematisch als kubische kon-
vexe Polyeder auffassen, deren Facetten aus ausschliefslich Fiinf- bzw. Sechsecken
bestehen. Nach Satz 2.6 konnen Fullerene also als kubische dreifach knotenzusam-
menhéngende planare Graphen G = (V(G), E(G)) dargestellt werden, deren Fa-
cetten F' ausschliefslich fiinf oder sechs Knoten besitzen. Ein solcher Graph heifst
Fulleren-Graph. Als Beispiel sei ein zum Schlegel-Diagramm isomorpher Fulleren-

Graph Gy des Polyeders Cgy in Abbildung 5.3 skizziert. Verkiirzt bezeichnet sei ein
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Fulleren-Graph ‘abgeleitet’ aus dem zugrundeliegenden Fulleren.

Abbildung 5.3: Schematische Darstellung des IPR-Fullerens Cgy und des abgeleiteten

(b) Fulleren-Graph Ggo

IPR-Fulleren-Graphen Ggg. Die farblich skizzierten Kanten in (b) ent-

sprechen der Kantenmenge der 12 Fiinfecksfacetten in Ggg.

Facetten mit fiinf Knoten seien dann als Fiinfecksfacetten und Facetten mit sechs

Knoten als Sechsecksfacetten bezeichnet. Die Menge der Fiinfecksfacetten sei mit

F?(G) und die Menge der Sechsecksfacetten mit F°(G) bezeichnet. Ein Fulleren-

Graph abgeleitet aus einem [PR-Fulleren heifst IPR-Fulleren-Graph. Im Folgenden

bezeichne F, die Menge aller nicht-isomorphen Fulleren-Graphen der Ordnung n

und I PR, die der IPR-Fulleren-Graphen der Ordnung n.

n | |Fal |l n | |Fal | [ ZPRL] || n | o IZPR,|
20 1 |42 45 62 2,385

241 1 | 44| 89 64 3,465

26| 1 | 46| 116 66 4,478

28 2 | 48] 199 68 6,332

30| 3 |50 2711 70 8,149 1
32| 6 | 52| 437 72 11,190 1
34| 6 | 54| 580 74 14,246 1
36| 15 || 56| 924 76 19,151 2
38| 17 | 58| 1,205 :

40 | 40 | 60 | 1,812 1 190 | 131,561,744 | 8,187,581

Tabelle 5.1: Anzahlen nicht-isomorphen Fulleren-Graphen F, (und IPR Fulleren-
Graphen, bezeichnet als ZPR,,) in F,, mit n < 76 und n = 190 aus [10].
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Graphentheoretische Konzepte und Methoden kénnen fiir Fulleren-Graphen benutzt

werden und unterstiitzen die chemische Grundlagenforschung in Bezug auf diese

Molekiilklasse.

Folgende Ergebnisse konnten so zum Beispiel unter verschiedenen Forschungsaspek-

ten erzielt werden:

(a)

Uberblick iiber die kombinatorische Vielfalt: In [10] wird ein Algorithmus be-
schrieben, der alle nicht-isomorphen Fulleren-Graphen mit bis zu 300 Knoten
erzeugt. Die konzeptionelle Idee zur systematischen Konstruktion von Fulleren-

Graphen wird spéater in Abschnitt 5.3 skizziert.

Strukturelle Eigenschaften: In [2] wird ein ausfiihrlicher Uberblick der struk-
turellen Eigenschaften in Fulleren-Graphen dargestellt. Dabei wird u.a. der
sog. zyklische Zusammenhang, der sog. graphentheoretische Durchmesser so-
wie die Unabhéangigkeitszahl von Fulleren-Graphen angegeben. Wesentliche
Resultate werden dazu ausgefiihrt. Ein Fulleren-Graph G ist zyklisch 5-Kanten
zusammenhdngend, d.h. es miissen mindestens fiinf Kanten aus der Kanten-
menge E(G) entfernt werden, damit der auf diese Weise induzierte Teilgraph
G' so in Zusammenhangskomponenten zerfillt, dass sie jeweils einen Kreis
enthalten. Der graphentheoretische Durchmesser sei definiert als diam(G) :=
max{|W (u,v)| | u,v € V(G)}, dabei sei W(u,v) ein Pfad minimaler Lénge
von u nach v in G. Fir G € F, ist der graphentheoretische Durchmesser
von der Ordnung O(y/n). Fir G € F, gilt, dass o(G) > 2 — (/2 sowie
a(G) > 2(diam(G) — 1) (vergleiche fir weitere Ergebnisse zu «(G) in einem
Fulleren-Graphen auch [32]).

Stabilitatsuntersuchungen: Stabilitéit von dreidimensionalen Molekiilen wird in
[6] dadurch charakterisiert, dass die Stabilitat des Molekiils mit ‘zunehmender
Kugelformigkeit’ steigt. Nach [43] besitzen [PR-Fullerene eine hohere Stabilitét
als vergleichbare Fullerene, die nicht die Independent Pentagon Rule erfiillen.
Als Indikatoren fiir die Stabilitdt von Molekiilen kénnen graphentheoretische
Invarianten auf Graphen, abgeleitet aus chemischen Molekiilen, herangezogen
werden. Ein Beispiel hierfiir ist die Kekulé-Zahl k(G) [63]. Diese ist durch die

Anzahl an verschiedenen sog. Kekulé-Strukturen beschrieben. Eine Kekulé-
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Struktur zugehorig zu einem Molekiil entspricht dabei einem perfekten Mat-
ching auf dem aus dem Molekiil abgeleiteten Graph, wobei die Matchingkan-
ten zu Doppelbindungen des Molekiils korrespondieren. Tendenziell gilt die
Aussage, dass die Stabilitdt des Molekiils mit der Anzahl an verschiedenen
Kekulé-Strukturen ansteigt. Dies gilt durch die sog. Mesomerie-Stabilisierung,
wodurch die Ladungsverteilung im Molekiil gleichméfiger ist. Mit [71] gilt fiir
Fulleren-Graphen G, dass F)(”T”)W < k(G). Ferner ist fiir die Fulleren-Graphen
Ggo bzw. Grg, abgeleitet aus den Fulleren Cgy bzw. Cry, die Anzahl an perfek-
ten Matchings mit 12.500 bzw. 52.168 angegeben.

In [63] wird bemerkt, dass die Kekulé-Zahl fiir Fullerene kein ausreichender
Indikator fiir Stabilitét ist und weitere Kennzahlen herangezogen werden miis-
sen, um eine bessere Aussage iiber die Stabilitdt von Fullerenen abzuleiten.
Eine dieser Invarianten ist die sog. Fries-Zahl kp,. Diese misst die maxima-
le Anzahl an sog. bezenartigen Sechsringen iiber alle Kekulé-Strukturen, also
Sechsecksfacetten mit drei Matchingkanten des perfekten Matchings innerhalb
des aus dem Molekiil abgeleiteten Graphen. Beispielsweise ist kp.(Ggo) = 20

fiir Gy abgeleitet aus dem Buckyball Cg.

In [31] wird «(G*) in Zusammenhang mit kg, (G) gesetzt. Hier gilt: a(G*) >
W. Abschliefend sei die Clar-Zahl v(G) als Kardinalitdt der grofiten
Menge paarweise resonanter bezenartiger Sechsringe iiber alle Kekulé-Struk-
turen genannt und als Indikator fiir Fulleren Stabilitét angefiihrt [40]. Gra-
phentheoretisch bedeutet dies: Fiir jedes perfekte Matching auf G wird eine
maximale unabhéangige Menge des Dual-Graphen bestehend aus ausschliefs-
lich Sechsecksfacetten bestimmt, die jeweils drei Matchingkanten des perfekten
Matchings besitzen. Das Maximum iiber alle perfekten Matchings liefert dann

v(G). Beispielsweise ist v(Ggo) = 8 fiir Go abgeleitet aus dem Buckyball Cgp.

Weitere graphentheoretische Kennzahlen zur Beschreibung der Stabilitat von

Fullerenen sind u.a. in [29] und [23] ausgefiihrt.

Nun werden erste Resultate zur Grofe m, und Anzahl an Facetten f in Abhéngigkeit
von der Ordnung n eines Fulleren-Graphen angegeben. Sei G € F, ein Fulleren-

Graph der Ordnung n. Ferner bezeichne f; = |F5(G)| und fs = |F%(G)|, dann
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gilt:
(i) 2m = 3n, (da G kubisch ist)
(ii) f =5 +2, (nach (i) sowie Satz 2.3)

(i17) fs =12, f¢ = 3n — 10, da nach Definition, (7) und (i) gilt:
n
s+ fe = 512
5f5 + 6f6 = 3n.

(iv) Nach (ii) ist n € 2Ny, nach (i27) ist n > 20. Nach [36] ist n # 22.

Aufgrund von (iv) ist fiir G € F,, dessen Grofe m sowie die zugehorige Anzahl f an

Facetten eindeutig festgelegt.

Untersuchungen zu maximalen knoten- bzw. kantendisjunkten Kreispackungen bzw.
den zugehorigen knoten- bzw. kantendisjunkten Kreispackungszahlen in Fulleren-
Graphen sind aktuell nicht bekannt. Da Fulleren-Graphen nach Definition kubisch
sind, gilt offensichtlich v(G) = V'(G).

Ein wesentliches Hilfsmittel zur Untersuchung von Fulleren-Graphen in dieser Ar-
beit stellen die in [33] definierten sog. Fulleren-Patches (spezielle Teilgraphen eines
Fulleren-Graphen) dar. Sie erméglichen einerseits in Kapitel 5.1 die Beschreibung
bestimmter , Transformationen”, mit denen Fulleren-Graphen in andere Fulleren-
Graphen tiberfithrt werden kénnen. Andererseits konnen Fulleren-Patches in Kapitel
5.2 mit kombinatorischen Methoden hinsichtlich der Existenz von Nicht-Facetten-
kreisen analysiert werden und so Aufschluss iiber einen moglichen Zusammenhang

zwischen v(G) und a(G*) geben.

Sei G ein in der Ebene R? eingebetteter Fulleren-Graph und C' ein Kreis in G,
so wird der von den Knotenmenge {v € V(G) | v € I(J(C))} knoteninduzierte
Teilgraph P(C) der von C' induzierte Fulleren-Patch von G genannt. Ein Beispiel
fiir einen Fulleren-Patch in dem aus dem Cy, (Fulleren mit geringster Anzahl an

Kohlenstoffatomen) abgeleiteten Fulleren-Graph Gg ist in Abbildung 5.4 gegeben.

Sei G in die Ebene R? eingebettet, dann kann analog zum Patch P(C') auch ein Patch
PA(C) bestehend aus Facetten des dufieren Gebietes A(J(C)) definiert werden. In
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el

Abbildung 5.4: Schematische Darstellung eines Fulleren-Patches P(C) in Gag. Hierbei

entsprechen die blau dargestellten Kanten der Kantenmenge des Krei-
ses C. Die schwarz dargestellten Knoten entsprechen der Knotenmenge
des Patches P(C) und die rot dargestellten Knoten bzw. Kanten den
Knoten bzw. Kanten aus Gag, die nicht in dem Patch P(C) enthalten

sind.

dem in Abbildung 5.4 skizzierten Patch P(C') des Gy ist C' blau gekennzeichnet. Die
Kantenmenge der in Abbildung 5.4 schwarz und blau dargestellten Kanten entspricht

der Kantenmenge E(P(C)) und die Kantenmenge, die rot und blau dargestellt ist,
entspricht E(P4(C)).

Wesentlich fiir die algorithmische Bestimmung der Kreispackungszahlen ist die in
[10] vorgestellte Konstruktionsmethodik fiir Fulleren-Graphen. Sie basiert unter an-
derem auf dem Auffinden von spezieller Pfade und dadurch abgeleiteter Patches.
Der Quelltext des von Brinkmann und McKay in C implementierten Algorithmus
Fulgen zur vollstdndigen Erzeugung von Inzidenzlisten der Graphen G € F,, ist in
[9] beschrieben. Die mit Fulgen erzeugten Inzidenzlisten dienen als Daten-Input fiir
die in Abschnitt 5.3 beschriebene Analyse von Kreispackungen in Fulleren-Graphen

G e F, mit n < 72.

In Abschnitt 5.3 wird ein Verfahren zur Bestimmung fiir von v(G) in Fulleren-
Graphen G € F,, mit n < 72 beschrieben. Wesentlich innerhalb des Verfahrens ist
das in Abschnitt 5.2 bewiesene Resultat, das den Zusammenhang zwischen a(G*)

und v(G) in Fulleren-Graphen beschreibt.

Nach [11] gibt es 132.247.999.328 nicht-isomorphe Fulleren-Graphen G € Fq. Diese

Anzahl an Fulleren-Graphen mit geringer Ordnung (n = 400) motiviert erneut (in
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Analogie zu polyhedralen Graphen bzw. Halin-Graphen), dass es auch fiir Fulleren-
Graphen von Interesse ist, ‘gute’ obere Schranken an v(G) zu bestimmen sowie
dartiber hinaus ein Verfahren zur Bestimmung einer maximalen Kreispackung fiir
G € F,, zu beschreiben. Ziel der Abschnitte 5.1 und 5.3 ist es nun, eine bestmogliche
obere Schranke an v(G) fir G € F,, anzugeben. Abschliefsend wird in Abschnitt 5.4
auf die Konstruktion von Fulleren-Graphen G mit einem - relativ zur Ordnung -

geringen v(G) eingegangen.

5.1 Obere Schranken an v(G) mit G € F, fiir n > 72

Bestreben dieses Abschnittes ist es, in einem ersten Schritt obere Schranken an v(G)
fiir Fulleren-Graphen G € F,, herzuleiten und im zweiten Schritt zu untersuchen,
ob diese Schranken angenommen werden. Dazu sind Fulleren-Graphen G € F,, iiber
geeignete Transformationen zu konstruieren, die eine moglichst grofse Anzahl kno-

tendisjunkter Kreise aufweisen.

Eine intuitive obere Schranke an v(G) in Fulleren-Graphen G ergibt sich als:

105 ] 12

Ein Fulleren-Graph besitzt nach (iii) genau zwolf Kreise der Lénge fiinf und alle
weiteren Kreise besitzen mindestens die Lange sechs. Somit folgt:

V(@) < VEHJ - L%J 4o (5.1)

Abbildung 5.3(b) zeigt eine schematische Darstellung des IPR-Fulleren-Graphen
kleinster Ordnung (vgl. dazu Tabelle 5.1) mit n = 60 und v(G) = [%] +2 =
L%J +2 = 12. Fiir diesen Graphen ist also die Schranke (5.1) mit Gleichheit erfiillt

und somit in Fgo bestmoglich. Die zugehdrige maximale Kreispackung ist eindeutig

durch die 12 Facettenkreise gegeben, die die zwolf Fiinfecksfacetten beranden.

Im weiteren Verlauf dieses Abschnittes wird analysiert werden, ob die Schranke (5.1)
fiir n > 72 analog zu n = 60 bestmoglich ist, also ob es fiir jedes n > 72 mit F,, # ()
ein Graph G, € F, existiert fiir den (5.1) gilt. Lemma 5.2 wird dies widerlegen.
Trotzdem wird in Satz 5.4 eine in n nicht monoton wachsende bestmogliche Schranke

angegeben werden konnen.
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Um diese Analyse durchzufiihren wird vorab das folgende Lemma formuliert, um
Eigenschaften von Kreisen in Fulleren-Graphen besser zu verstehen. Dazu wird die
Struktur eines Kreises C' eines Fulleren-Patches P(C') ndher analysiert werden. Sei
ko == {v € V(P(C)) | 6(v) = 2}| und k; = |V(C)| — k,. Das heift, k, entspricht
der Anzahl an Knoten von C, die in G adjazent zu einem Knoten aus A(J(C')) und
k; der Anzahl an Knoten von C, die in G adjazent zu einem Knoten aus I(J(C))
sind. Es bezeichne f5(C) die Anzahl der Fiinfecksfacetten in I(.J(C)). In dem in
Abbildung 5.4 skizzierten Patch des Gy gilt: k; = k, = 5 und f5(C) = 6. Es gilt:

Lemma 5.1. Sei C ein Kreis in einem Fulleren-Graphen G und P(C) der durch C
mduzierte Patch, dann gilt:
(Z) ka - k’l - 6 - f5<0),

(ii) f5(C) <6 =k, > 5.

Beweis. Betrachte den Patch P(C') € G der Ordnung n,, Groke m, und mit f,
Gebieten. Ist v € V(P(C)) und existiert eine Kante (v, w) € E(G) mit w € A(J(C))
dann gilt 6,(v) = 2, sonst gilt J,(v) = 3 in P(C). Somit gilt 2m,, = 3n, — k,.

Ebenso gilt fiir F' € F(P(C))\{F*(P(C))}, dass F € F°UF® und |E(F*(P(C)))| =
|E(C)| = kq + k;. Demnach ergibt sich 2m, = 6(f, — 1) — f5(C) + ko + k;. Durch
Anwendung der Eulerschen Polyederformel fiir planare Graphen folgt fiir P(C):

ny —my+ fp =2

2 2 —k, — k;
o mp3+ ke —m, + my + f5(06) ko — k; L1—2
2mp 2mp k‘a f5(0) — k?a — k?z
— — =1
5 Tt TR 6
N Yo+ f3(C) — ko — i = 6
= ka—klZG—f5<C)

Der Beweis zu (ii) wird induktiv nach f, = |F(P(C))| gefiihrt. Fiir f, = 2 gilt die
Aussage per definitionem. Angenommen die Aussage gilt fiir jeden durch einen Kreis
C induzierten Patch P(C) mit der Eigenschaft: 2 < [F(P(C))| < i. Sei P(C) ein
durch C induzierter Patch in G mit f, = |F(P(C))| =i+ 1.
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- Falls eine Facette F' # F*(P(C)) in P(C) mit |E(F) N E(C)| > 3 existiert,
so besteht der aus E(P(C))\(E(F)N E(C)) kanteninduzierte Teilgraph G aus
einer, zwei oder drei Zusammenhangskomponenten (vgl. Abbildung 5.5). Diese
sel mit K bezeichnet, falls G eine Zusammenhangskomponente ist und sonst
mit K!, K2 bzw. K', K2, K* bezeichnet, falls G aus zwei bzw. drei Zusam-

menhangskomponenten besteht.

(4] vy
)

(a) K (b) K', K> (c) K', K2 K3

Abbildung 5.5: Beispiclhafte Darstellung von G bestehend aus einer (in (a)), zwei (in
(b)) bzw. drei Zusammenhangskomponenten in (¢) sowie der Facette F’
innerhalb des Patches P(C). Bemerke, innerhalb der Darstellung ist der
Kreis C blau dargestellt, die Kanten der Facette F mit |[E(F)NE(C)| >
3 fett markiert, dabei sind die schwarzen Kanten aus E(F)\E(C) und
die blau skizzierten Kanten aus E(F)NE(C). Die weiteren Facetten aus
P(C) sind in der Darstellung nicht beriicksichtigt und F' ist innerhalb
der gewihlten Darstellung (a), (b) eine Fiinfsecksfacette in P(C').

Da P(C) ein Patch in G ist, sind in der Facettenmenge der Zusammenhangs-
komponenten von G mit Ausnahme der duferen Facette jeweils ausschliek-
lich Fiinf- bzw. Sechsecksfacetten enthalten. Zudem existieren in G entwe-
der zwei Knoten (falls G eine Zusammenhangskomponente ist), vier Knoten
(falls G aus zwei Zusammenhangskomponenten besteht) oder sechs Knoten

(falls G aus drei Zusammenhangskomponenten besteht) mit d5(v;) = 2 und

v; € {v € V(C)NV(F) | 6(v) = 3} in P(C). Da v; € V(C) in P(C), ist
v; € V(F(@)). Fiir alle weiteren Knoten aus V(G) ist der Knotengrad gleich
dem Knotengrad des zugehorigen Knotens in P(C'). Somit sind die Zusam-

menhangskomponenten von G jeweils Patches von G mit jeweils geringerer

Facettenanzahl als P(C). Fiir die Knoten v;, v; € V(K*)NV(C) in Abbildung
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5.5 gilt: 6(v;) = 6(v}) = 2in G und §(v;) = 6(v]) = 3 in P(C). Sei C; der Kreis
in K mit F(C;) = E(F*(K")).

Im Falle einer Zusammenhangskomponente K gilt:
f5(C) <6 = f5(C1) <6.

Da K' ein Patch in G mit 2 < f, < ¢ ist, gilt nach Induktionsannahme
f5(C1) < 6 = ko(C1) > 5. Falls |[E(C) N E(F)| = 3 ist, so folgt k,(C) =
(ko(C1) —2) + 2 bzw. falls |[E(C) N E(F)| > 3 ist, so folgt k,(C) > (k.(C1) —
2) + 3. Folglich gilt:

ko(C) > (ko(Cy) — 2) + 2.

Bemerke, in Abbildung 5.5(a) gilt beispielhaft fiir eine Fiinfecksfacette F:
d(v1) = 0(v)) = 3 und 6(vy) = 6(v3) = 2 in P(C') sowie 65(v1) = 05(v)) =2 in
K

Analog gilt im Falle zweier Zusammenhangskomponenten K!, K?:

f5(C) <6 = f5(C1) + f5(C2) < 6= f5(C1) <6, f5(C2) <6.

Da K' und K? jeweils ein Patch in G mit 2 < f, < ist, gilt nach Induktionsan-
nahme f5(C1) < 6 = k,(Cy) > 5 und f5(Cy) < 6 = k,(Cq) > 5. Dazu sei be-
merkt, falls |E(C)NE(F)| = 3 ist, so folgt k,(C) = (ko(C1)—2)+(ko(C2)—2)+1
bzw. falls |[E(C)NE(F)| > 3 ist, so folgt k,(C) > (ka(C1)—2)+ (ko (Co) —2)+2.
Folglich gilt:

ka(C) > 1+ ka(C1) + ka(Co) — 4> 7> 5.

In Abbildung 5.5(b) gilt beispielhaft fiir eine Fiinfecksfacette F: 6(v;) = §(v}) =
3und §(v3) = 21in P(C) sowie 65(v;) = da(v)) = 2in K i € {1,2} und folglich
ka(C) = 1+ ko(C1) + ka(Cy) — 4.

Im Falle dreier Zusammenhangskomponenten K, K2, K3 gilt:

f5(C) <6 = f5(C1) + f5(C2) + f5(C3) <6
= f5(C1) <6, f5(Cs) <6, f5(C3) < 6.

Da K',K? und K? jeweils ein Patch in G mit 2 < f, < i ist, gilt nach
Induktionsannahme f5(C1) < 6 = k (Cy) > 5, f5(Cy) < 6 = k(Cy) > 5,
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und f5(C3) < 6 = k,(C3) > 5. Bemerke, dieser Fall tritt nur auf, wenn F
eine Sechsecksfacette ist und ist in Abbildung 5.5(c) visualisiert. Hier gilt:
§(v;) = 6(v)) = 3 in P(C) sowie d5(v;) = 0a(v]) = 2 in K',i € {1,2,3} und
folglich

ko(C) = ko(Cy) 4 ko(Co) + ko(C3) —6 > 9 > 5.

- Sonst gilt |E(Fy) N E(C)| < 2 fiir jede Facette Fy # F*(P(C)) in P(C) und
somit k, < k;. Da nach Voraussetzung f5(C) < 6 ist, folgt aber nach (i) :
ko > k;. Also ist k, = k;, folglich |V (C)| = 2k; und mit (i) : f;(C) = 6. Daher
existiert fiir jede Facette F; # F*(P(C)) mit E(F) N E(C) # 0 ein Knoten
v € V(F) mit 6(v;) = 2 in P(C). Deshalb gilt |E(F;) N E(C)| = 2 sowie
{F € F(P(C)\{F(P(C)} | E(F) N E(C) # 0} = k.

Betrachte nun den durch V(P(C))\V(C) knoten-induzierten Teilgraphen G’
von P(C'). Bemerke, falls G’ nicht zusammenhéngend wiére, so gibe es eine
Facette F' in P(C) mit |E(F)NE(C)| =2, |[V(F)NV(C)| =4 und fir v; €
V(F) gilt in P(C): §(v;) = 3. Somit ist G’ zusammenhéngend. Ist G’ ein Patch
und C' = C(F*(G")), so folgt nach Induktionsannahme k, = k; = k,(C") > 5.

Angenommen G’ ist kein Patch. Da G’ zusammenhéngend ist und k, = k; in
P(C) gilt, gibt es zwei Facetten F; und F; mit ¢ # j sowie |E(F;) N E(C)| =
|E(F;)NE(C)| = 2 und eine Kante e € E(G’) mit e € E(F;)NE(F;). Dann be-
steht der durch E(P(C))\{e, E(F;) N E(C), E(F;) N E(C)} kanten-induzierte
Teilgraph G aus zwei Zusammenhangskomponenten. Da P(C) ein Patch in
G ist, bestehen die Facettenmengen der Zusammenhangskomponenten von G
mit Ausnahme der duferen Facette jeweils aus ausschlieflich Fiinf- bzw. Sechs-
ecksfacetten. Zudem existieren in G dann sechs Knoten mit 6(v;) = 2 wobei
zwel dieser sechs Knoten aus {v € V(C) NV (F;) | 6(v) = 3}, zwei Knoten aus
{v e V(C)NV(F;) | é(v) = 3} und zwei Knoten inzident zu e mit d(vy) = 3
(da e ¢ E(C)) in P(C) sind. Da v, aus V(C) bzw. inzident zu e in P(C')
ist, ist vy in V(F*(G)) enthalten. Fiir alle weiteren Knoten aus V(G) ist der
Knotengrad gleich dem Knotengrad des zugehorigen Knotens in P(C'). Somit

sind die zwei Zusammenhangskomponenten jeweils Patches P(C'), P(C?) in
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G mit geringerer Facettenanzahl als P(C). Somit gilt:
f5(C) <6 = f5(C) + [5(C?) < 6= f(C") <6, f5(C?) <6.

Da P(C') und P(C?) jeweils ein Patch in G mit 2 < f, < i ist, gilt nach

Induktionsannahme f°(C) < 6 = k,(C') > 5 und f5(C?) < 6 = k,(C?) > 5
und folglich k, = ko(P(C1)) — 3+ ko(P(C?)) —3+2>24+2+42>5.

]

Mit Lemma 5.1 kénnen nun die Léngen I(C) = k, + k; fir Kreise C' in einem
Fulleren-Graphen G abgeschétzt werden. Ein Kreis C' in einem Fulleren-Graph, des-
sen Knoten alternierend adjazent zu einem Knoten aus A(J(C)) bzw. zu einem
Knoten aus I(J(C)) sind, heifst Petriekreis. Aufgrund von Lemma 5.1(i7) hat also

ein Petriekreis mindestens die Lénge zehn.

Ferner sei bemerkt, dass Kreise der Lédngen fiinf bzw. sechs in Fulleren-Graphen
G nach Lemma 5.1 immer Facettenkreise sind. Zudem besitzt der kiirzeste Nicht-
Facettenkreis eines Fulleren-Graphen G mindestens die Lange acht und in einem
IPR-Fulleren-Graphen die Lange neun. Dies gilt fiir k; = 2, da dann genau zwei
Facetten in I(.J(C)) enthalten sind und damit I(C) > 8 bzw. I(C') > 9 fiir IPR-
Fulleren-Graphen, in denen keine zwei verschiedenen Fiinfecksfacetten eine gemein-
same Kante besitzen, folgt. Im Fall k; > 3 ist I(C) = k, + k; > 8 nach Lemma
5.1. Fiir IPR-Fulleren-Graphen ist k; = 3 noch zu betrachten. Hier sind genau drei
Facetten in 1(J(C)) enthalten und somit I(C') > 11.

Zur Untersuchung, wann (5.1) mit Gleichheit erfiillt werden kann, werden drei Falle

betrachtet, fiir die nach Lemma 5.1 folgendes gilt:

- Falls n € {44 6k | k > 4} ist, so kann (5.1) nur dann mit Gleichheit ange-
nommen werden, wenn alle Kreise mit Ausnahme von hochstens zwei Kreisen
der zugehorigen maximalen knotendisjunkten Kreispackung ausschliefslich Fa-

cettenkreise sind,

- falls n € {2+ 6k | k£ > 3} ist, wenn alle Kreise mit Ausnahme von hochstens
einem Kreis der zugehorigen maximalen Kreispackung ausschliefllich Facetten-

kreise sind,
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fallsn € {6k | k > 4} ist, wenn alle Kreise der zugehorigen maximalen Kreispa-
ckung ausschlieflich Facettenkreise eines IPR-Fulleren-Graphen sind. Somit

kann (5.1) in diesem Fall ausschlieflich fiir n > 60 gelten.

Lemma 5.2. Sei k € Ny, G € F,, mit n =62+ 6k. Dann gilt:

n

v(G) < {6

|+2

Beweis. Angenommen, es sei v(G) = | %] 42. Sei Z(G) eine maximale Kreispackung

in G.

Sei die Menge an Facettenkreisen zugehorig zu den zwolf Fiinfecksfacetten aus

F® bezeichnet mit

Z(F®):={C(F)e G| F € F°}.

Dann folgt 10 < |Z(F®) N Z(G)| < 12, da fiir |Z(F®) N Z(G)] < 9 gilt: |Z(G)| <
9+ |22 = |22 ] +2 < | 2] +2 fiir n = 624 6k. Also muss Z(G) zwischen 10 und

12 Facettenkreise der Lange 5 enthalten und demnach werden im Folgenden diese

drei Falle unterschieden:

(7)

Im Fall |Z(F®) N Z(G)| = 10 sind alle Kreise in Z(G) Facettenkreise, da ein
Nicht-Facettenkreis mindestens die Lénge acht besitzt und somit |Z(G)| <
10+ 1+ [2=308] = |24 | 42 < [2] + 2 wére. Zudem ist n = |V(Z(G))],
da |Z(G)| = [ %] 4+ 2 und n = 62 + 6k. Es gibt also genau zwei Facettenkreise

C1,Cy € Z(FIN\Z(G).

Da Z(G) aus ausschlieklich Facettenkreisen besteht und genau finf Facetten-
kreise genau eine Kante in E(C}) besitzen, kénnen hochstens zwei dieser fiinf
Facettenkreise in Z(G) enthalten sein und somit hochstens vier der fiinf Kno-

ten aus V' (C}). Dann existiert ein Knoten v € V(G) mit v € V(Cy)\V(Z(Q)).
Dies ist ein Widerspruch.

Im Fall |Z(F%) N Z(G)| = 11 sind alle Kreise in Z(G) Facettenkreise, da ein
Nicht-Facettenkreis auch in diesem Fall mindestens die Lange acht besitzt und
somit [Z(G)| < 11414 2358 | = |23 | 4+ 9 < | 2] +2 wiire. Demnach gilt in
diesem Fall n — |V (Z(G))| = 1. Also existiert genau ein Fiinfecksfacettenkreis
C mit C ¢ Z(G) und damit analog zur Argumentation im Fall (i) genau
ein Knoten v mit v € V(G)\V(Z(G)). Zudem ist v € V(F)\V(Z(G)),i €
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{1,2}, d.h. v ist in der Knotenmenge von zwei Sechsecksfacetten enthalten, da

1Z(F%) N Z(G)| = 11.

Da G kubisch ist, existieren genau drei Knoten v; € V(Z(G)),j € {3,4,5}
die adjazent zu v sind. Dann existieren drei Facetten F; mit v; € V(Fj) N
V(Z(G)), da v der einzige Knoten in V(G)\V(Z(G)) ist. Da Z(G) aus aus-
schlieRlich Facettenkreisen besteht, gilt [{u € V(F?) |u € V(Z(G))}| < 4 fiir
die Sechsecksfacetten FP und FY. Dann existieren aber zwei weitere Knoten
v; € V(Z(G)),i € {1,2} und v; € V(FP) im Widerspruch zu |V (Z(G))| =
|V(G)| — 1. Abbildung 5.6 zeigt einen Teilgraphen eines Fulleren-Graphen, der

den Widerspruch visualisiert.

V4 U3

Vs
Fy

Abbildung 5.6: Teilgraph eines Fulleren-Graphen mit |Z(F®) N Z(G)| = 11. Falls der
rot dargestellte Knoten v nicht in der Knotenmenge V(Z(G)) enthalten
ist, so sind auch die zwei rot dargestellten Knoten v; € V(Ff) im Fall
|Z(F°)N Z(G)| = 11 nicht in V(Z(G)) enthalten. Die blau dargestell-
ten Kanten sind in E(Z(G)) enthalten, falls vs,v4 und vs in V(Z(G))

enthalten sind.

(i17) Im Fall |Z(F°) N Z(G)| = 12 ist G ein IPR-Fulleren-Graph, da alle 12 Fiinf-
ecksfacettenkreise C'(F?) in Z(G) enthalten und somit die Fiinfecksfacetten F
jeweils paarweise kantendisjunkt sind. Da kein Kreis der Lénge acht in einem
[PR-Fulleren-Graphen existiert, besteht Z(G) aus ausschliefslich Facettenkrei-
sen, da sonst |Z(G)| < 12+ 1+ [2=0=2] = |222] + 2 < | 2] + 2 wiire. Weil
nun n = 62 + 6k ist, gibt es genau zwei Knoten v; ¢ V(Z(G)),i € {0,1}.

Nun werden zwei Fallen unterschieden: Entweder v; ist adjazent zu vy oder es

sind alle drei zu vy adjazenten Knoten v;, j € {2,3,4} in V(Z(GQ)).



Schranken an v(G) in Fulleren-Graphen 87

Im ersten Fall existieren genau vier Knoten v; € V(Z(G)),7 € {2,...,5}
und vier Facetten F; mit v; € V(F;) N V(Z(G)) und v, vs sind zu v, sowie
vy, v5 zu vy adjazent. Zusitzlich ist vy € V(FP)\V(Z(G)),l € {1,2,3}. Ohne
Einschrinkung sei v; € V(FP) NV (FY). Da vy € V(EFP) ist, ist C(FP) ¢ Z(G).
Da Z(G) aus ausschlieklich Facettenkreisen besteht, gilt |[{v € V(F)) | v €
V(Z(G))}| < 4 fiir I € {1,2,3}. Dann existiert ein v, € V(FS)\V(Z(G)) mit
vy & {vo,v1} im Widerspruch zu n — |V(Z(G))| = 2. Abbildung 5.7(a) zeigt

einen Teilgraphen eines Fulleren-Graphen, der den Widerspruch visualisiert.

Im zweiten Fall existieren drei Sechsecksfacetten F 1 € {5,6,7} mit vy €
V(FP). Da vy € V(FP) ist, ist C(FP) ¢ Z(G). Da Z(G) aus ausschlieRlich
Facettenkreisen besteht, gilt [{u € V(F}) |u € V(Z(G))}| <4firl e {5,6,7}.
Somit existiert ein Knoten v; € V(F}) mit v; # vy und v; € V(F)\V(Z(G)) im
Widerspruch zu n — |V(Z(G))| = 2. Abbildung 5.7(b) zeigt einen Teilgraphen

eines Fulleren-Graphen, der den Widerspruch visualisiert.

U3 () U3 (%)

(N Vs

(a) (b)

Abbildung 5.7: Zwei Teilgraphen eines Fulleren-Graphen mit | Z(F?)NZ(G)| = 12. Falls
der rot dargstellte Knoten vy (und v; in (a)) nicht in der Knotenmenge
V(Z(G)) enthalten ist, so sind auch die rot dargestellten Knoten v{, in
(a) und v; € V(F?) in (b) im Fall |Z(F5)NZ(G)| = 12 nicht in V(Z(G))
enthalten. Die blau dargestellten Kanten sind in F(Z(G)) enthalten,
falls in (a) die Knoten vy, vs,vs und vs bzw. in (b) die Knoten vy, vs

und vy in V(Z(G)) enthalten sind.
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Bevor im Weiteren das Hauptresultat dieses Abschnittes mit Satz 5.4 formuliert und
bewiesen wird, werden vorab fiir den Beweis notwendige Graphen-Transformationen
eingefiihrt, mit deren Hilfe spezielle Fulleren-Graphen aus anderen Fulleren-Graphen
erzeugt werden konnen. Ziel hierbei ist es, Graphen G € Fj zu konstruieren, fiir die
v(G) maximal in Fy ist, d.h. fiir einen solchen Graphen G existiert kein G’ € Fj

mit v(G’) > v(G).
Leapfrog-Transformation

Als erstes wird mit der Leapfrog-Transformation eine Transforamtion vorgestellt,
mit der ua einem Fulleren-Graphen G € Fj, ein Fulleren-Graph G' € F; erzeugt
werden kann. Es wird sich zeigen, dass v(G') maximal unter allen Graphen aus Fay,

ist.
Sei GG ein Fulleren-Graph, dann heift
leap : Fj, — Fap mit leap(G) = (St(G))*

Leapfrog-Transformation von G. Dabei ist St(-) eine Transformation, die im Inneren
jeder Facette F; € F(G) einen Knoten v; einfiigt. Die Kantenmenge von G wird dann
so ergénzt, dass v; adjazent zu jedem Knoten aus V' (F;) ist. Nach [2] ist St(G) eine
sternférmige Triangulation aus Psj, mit ds;(v;) = 5, falls F; eine Fiinfecksfacette und
ansonsten dg;(v;) = 6. Nach Satz 2.7 ist der zugehorige Dualgraph (St(G))* aus Fsy

eindeutig bestimmt.

Ein schematischer Teilgraph zur Visualisierung der Leapfrog-Transformation ist in
Abbildung 5.8 skizziert. Dabei wird ausgehend von dem Teilgraphen in (a) der zu-
gehorige Graph St(G) in (b) erzeugt und ausgehend von dem Graphen St(G) der
zugehorige Dual-Graph in (¢) konstruiert. Innerhalb der Abbildung 5.8(¢) entspre-
chen die schwarz dargestellten Knoten bzw. Kanten der Knoten- bzw. Kantenmen-
ge des Leapfrog-Fulleren-Graphen und die blau bzw. grau markierten Knoten der
Knotenmenge des Teilgraphens aus (b). Die Leapfrog-Transformation definiert einen

Fulleren-Graphen G! = leap(G) (siehe [2]), mit
[F(G)] = [V(SHG)| = [V(G)] + [F(G)].

V(GY] = 2(|F(GY)] - 2) =3|V(G)], da f = 2 +2in G € F, und
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Abbildung 5.8: Teilgraph eines (a) Fulleren-Graphen G, des (b) zugehorigen Graphen
St(G) sowie des (c) Leapfrog-Fulleren-Graphen G'.

|E(GY| = 2N — WO\ B(@)| 4+ 3]V(G)|, dam =32 in G € F,.

Der Graph G' heikt dann Leapfrog-Fulleren-Graph von G. Aufgrund der Konstrukti-
onssystematik von G' bilden Leapfrog-Fulleren-Graphen eine Unterklasse der IPR-
Fulleren-Graphen. Zudem gibt es nach Konstruktion eine unabhingige Menge in
St(G) der Kardinalitdt F'(G) und folglich |F(G)| knotendisjunkte Facettenkreise in
G'. Somit folgt fiir einen Leapfrog-Fulleren-Graph G' direkt: v(G') > |F(G)| = | 2|+
2 und mit (5.1) folglich: v(G') = | % |+2. Somit erfiillt jeder Leapfrog-Fulleren-Graph
(5.1) mit Gleichheit. Aufgrund der Konstruktion von Leapfrog-Fulleren-Graphen G*
gilt: n = 60 oder n > 72 und n = 0(modulo 6).

Demnach ist die Untersuchung von v(G) fiir G € F,, mit n > 72, n = 2(modulo 6)
bzw. n = 4(modulo 6) noch von Interesse. Idee dazu ist es, spezielle Leapfrog-
Fulleren-Graphen durch weitere Transformationen “lokal zu verédndern und somit

die Kreispackungszahl dieser transformierten Fulleren-Graphen dann zu analysieren.

Neben der Leapfrog-Transformation, die auf einer Transformation des gesamten Gra-
phen G € Fj basiert, gibt es auch Transformationen, die nur einen Patch P(C)
innerhalb eines bestehenden Fulleren-Graphen G durch einen anderen Patch P(C)
austauschen und dadurch einen neuen Fulleren-Graph G erzeugen. Ohne Einschrén-
kung sei dies im Folgenden ein innerer Patch bzgl. der gewahlten Projektion von G.

Wesentlich ist dabei, dass F*(P(C)) = F*(P(C)) ist, also die dufsere Facette durch

die Transformation unverandert bleibt.

Einfache-Endo-Kroto-Transformation
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Sei G € F,, mit der Eigenschaft, dass zwei knotendisjunkte Fiinfecksfacetten F}, F}
und eine Sechsecksfacette FP in G existieren mit E(F?) N E(FS) # 0 fiir i € {1,2}.
Die Kante aus F(F?) N E(F?) sei mit (u;, v;) bezeichnet. Ferner gelte fiir jeden Pfad
W(u,v) mit v € {uy,v;} und v € {us, v}, dass |E(W (u,v))| > 2. Dann heifit die
Unterteilung der Kante (u;,v;) durch den Pfad (u;,s;, v;) sowie das Einfiigen der
Kante (s, s2) in F¢ einfache Endo-Kroto-Transformation |26]. Fiir den so konstru-

ierten Graphen G’ gilt: G’ € F,, 2.
Zweifache-Endo-Kroto-Transformation

Sei G € F,, mit der Eigenschaft, dass zwei knotendisjunkte Fiinfecksfacetten F}, Fy
und zwei adjazente Sechsecksfacetten FP, FY in G existieren mit E(FY)NE(FY) = 0,
E(F))NE(FP) = (0 und fiir i € {1,2} gilt: E(FP)NE(FP) # 0, E(FY)NE(FS) # 0.
Die Kante aus E(F?) N E(F?) sei mit (u;,v;) und die Kante aus E(FY) N E(FY)
sei mit (us,vs) bezeichnet. Ferner gelte fiir jeden Pfad W(w,v) mit v € {uy, v}
und v € {ug, v}, dass |[E(W (u,v))| > 3. Dann heift die Unterteilung der Kanten
(u;,v;) durch die Pfade (u;, s;,v;) sowie die Unterteilung der Kante (ug,v3) durch
den Pfad (us, s3,t3,v3) sowie das Einfligen zweier Kanten zweifache Endo-Kroto-

Transformation [26]. Fiir das Einfiigen dieser Kanten seien zwei Félle unterschieden:

- ist w3 adjazent zu u; bzw. v adjazent zu vy, so fiige die Kante (s,t3) in FP

und die Kante (s, s3) in FY ein,
- sonst fiige die Kante (s, s3) in F und die Kante (s,t3) in F? ein.

Fiir den so erzeugten Graphen G’ gilt: G’ € F,, ;4. Anzumerken sei an dieser Stelle,
dass die Notation der Knoten derart gewéhlt sei, dass ein Pfad W (uy,us) existiert

mit uz € W(uy, uz) und vy, ve, vz & Wuy, ug).
Stone-Wales-Transformation

Abschliefend wird an dieser Stelle zusétzlich zu den Endo-Kroto-Transformationen
die Stone-Wales-Transformation erlautert [66]. Hierbei sei G € F,, mit der Eigen-
schaft, dass zwei knotendisjunkte Fiinfecksfacetten F}, Fy und zwei Sechsecksfacet-
ten FP, FY in G existieren, derart, dass es eine Kante e = (uy, us) gibt mit e € E(FY)
und u; € V(F?). Dann bette jeweils einen Knoten v; in das Innere von F? ein und

entferne die Knoten wu; sowie die zu w; inzidenten Kanten aus G. Dann sei v; ad-
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jazent zu den zwei Knoten v; € V(FF), mit §(v;) = 2 und v, adjazent zu den zwei

Knoten v; € V(F?), mit §(v;) = 2 sowie v; adjazent zu vy. Diese Transformation

heilt Stone- Wales- Transformation und fiir den so konstruierten Graphen G’ gilt:

G e F,.

Die Endo-Kroto-Transformationen sowie die Stone-Wales-Transformation werden in

Abbildung 5.9 ausgehend von dem zugrundeliegenden Patch veranschaulicht.

& o G

(a) Patch als Grundla-
ge fiir die einfache Endo-

Kroto-Transformation

(d) Patch als Ergebnis
der einfachen Endo-

Kroto-Transformation

(b) Patch als Grundlage fiir
die zweifache Endo-Kroto-

Transformation

(e) Patch als Ergebnis der
zweifachen Endo-Kroto-

Transformation

) Patch als Grundla-
ge fiir die Stone-Wales-

Transformation

(f) Patch als Ergeb-
nis der Stones-Wales-

Transformation

Abbildung 5.9: Visualisierung der einfachen und zweifachen Endo-Kroto- und Stone-

Wales-Transformation. Abbildung (d) zeigt ausgehend von dem in

(a) dargestellten Patch die einfache Endo-Kroto-Transformation, Ab-

bildung (e) zeigt ausgehend von (b) die zweifache Endo-Kroto-

Transformation und Abbildung (f) zeigt ausgehend von (¢) die Stone-

Wales-Transformation. Hierbei werden die rot skizzierten Knoten und

Kanten in den zugrundeliegenden Patch eingefiigt. Bemerke bei der

Darstellung der Stone-Wales-Transformation werden die grau skizzier-

ten Knoten und Kanten aus dem zugrundeliegenden Patch (dargestellt

in (¢)) entfernt.

Die einfache Endo-Kroto-Transformation ist in (d) ausgehend von einem Patch aus

(a) skizziert. Ein Beispiel fiir eine der drei potenziell moglichen zweifachen Endo-
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Kroto-Transformationen ist in (e) ausgehend von einem Patch aus (b) skizziert.
Die Stone-Wales-Transformation ist in (f) ausgehend von einem Patch aus (c) skiz-
ziert. Bemerke, die rot skizzierten Knoten und Kanten wurden durch die Trans-
formation dem zugrundeliegenden Patch hinzugefiigt und die grau skizzierten Kno-
ten und Kanten aus dem zugrundeliegenden Patch entfernt. Zusammenfassend lasst
sich fiir diese drei Transformationen festhalten, dass ausgehend von einem Fulleren-
Graphen G € F,, durch die Stone-Wales-Transformation ein weiterer Fulleren-Graph
in F,,, durch die einfache Endo-Kroto-Transformation ein Fulleren-Graph in F, -
und durch die zweifache Endo-Kroto-Transformation ein Fulleren-Graph in F,, .4

erzeugt wird.

Diese Eigenschaft der beschriebenen Transformationen lasst sich in Satz 5.4 ver-
wenden, um Graphen ausgehend von speziellen Leapfrog-Fulleren Graphen zu kon-
struieren, die die dort angefiihrte obere Schranke mit Gleichheit erfiillen. Ferner sei

bemerkt, dass P4(C') = PA(C) bei diesen drei Transformationen gilt.

Ausgehend von den im folgenden Lemma konstruierten Fulleren-Graphen G kann
dann mit Hilfe der Leapfrog-Transformation leap(G) ein Leapfrog-Fulleren-Graph
erzeugt werden. Basierend auf diesem speziellen Leapfrog-Fulleren-Graph kann dann
mit Hilfe der Endo-Kroto- sowie Stone-Wales-Transformation eine Aussage iiber die

Giite der in (5.1) formulierten oberen Schranke an v(G) getroffen werden.

Lemma 5.3. Es sei k # 1,k € No. Dann existiert fir jedes n > 20 + 2k ein Graph
G, € F, mit Fy, F?, Fy € F° sowie E(F))NE(F?) # 0, E(Fy) N E(Fy) # 0 und
E(FP)NE(Fy) = 0.

Beweis. Der Beweis wird mittels vollstandiger Induktion nach n gefiihrt. Die Aus-
sage ist offensichtlich erfiillt fiir n = 20, da F®(Gy) = F(Gy) (Vergleiche dazu auch
Abbildung 5.4). Sei M, := {24,26,...,34}. Fiir n € M, gilt die Aussage mit den
in Abbildung 5.10 skizzierten Fulleren-Graphen G,,.

Ein solcher Graph erfiillt die folgenden Eigenschaften:

(¥) In G, existiert ein Petriekreis C' der Lénge 12 mit der Eigenschaft, dass drei
Fiinfecksfacetten Fy, FP und Fy mit E(FQ) N E(FY) # 0, E(FY)NE(Fy) # 0
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Abbildung 5.10: Sechs Fulleren-Graphen G;, i € {24, 26, ...,34} die Eigenschaft () aus
Lemma 5.3 erfiillen. Anmerkung: Die jeweils 11 rot skizzierten Knoten
entsprechen der Knotenmenge der drei speziell gewéhlten Fiinfsecks-
facetten aus F°. Die jeweils sechs griin skizzierten Kanten innerhalb
der Graphen sind in der Kantenmenge von P4(C) enthalten und sind
inzident zu den k, Knoten des jeweiligen Petriekreises C' der Lange 12.
Die Kantenmenge E(C) ist jeweils in blau dargestellt. Durch die zwei
grau skizzierten Knoten und die grau skizzierte Kante, unterscheidet

sich PA(C) in Gsy von PA(C) in G,, mit n € {24,26,28,30,34}.
und E(FP) N E(FY) = 0 in dem inneren Patch P’(C') enthalten sind (die rot
skizzierten Knoten entsprechen dabei der Knotenmenge von Fy, FP und Fy).

Ohne Einschrankung seien die Einbettungen der Graphen G,,,n € M, so gewahlt,
dass sechs Kanten e; = (u;,v;) fur i € {1,...,6} inzident zu jeweils einem Knoten
v; € V(C) und einem Knoten u; € A(J(C)) sind. Diese Kanten seien in mathema-

tisch positiver Drehrichtung nummeriert (und sind in Abbildung 5.10 griin skizziert).
Ausgehend von G, sei G, wie folgt konstruiert:

Unterteile die Kanten e; = (u;, v;) jeweils durch einen Pfad (uy, s;, t;, v;).
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Fiige die Kanten (s;,t;11), fir i € {1,...,5} und (s¢,t1) zu der Kantenmenge

hinzu.

Bemerke, da die sechs Kanten e¢; = (u;,v;) in der Kantenmenge des duferen Pat-
ches PA(C) enthalten sind, bleibt innerhalb der Konstruktionssystmatik von G’,
der innere Patch P!(C') unveréndert. Es gilt P/(C) in G,, ist gleich P/(C’) in G.,.
Somit erfillt G/, die Eigenschaft (x). In Abbildung 5.11 ist zur Visualisierung der
Konstruktionssystematik ein Teilgraph von G!, in (b), der dem &ufseren Patch von

PA(C) in G', entspricht, ausgehend von PA(C) in G,, skizziert.

v2

® (%) ®
13
ug
Uy
) U\t
® ®
(a) G (b) G,

n

Abbildung 5.11: Schematische Darstellung des dukeren Patches P4(C) in G,,,n € M
in (a) und des duferen Patches P(C) in G, in (b). Bemerke, dass
innerhalb der Darstellung die zwei grau skizzierten Knoten sowie die

grau skizzierte Kante fiir n = 32 + 12k existieren, nicht aber fiir n #

32+ 12k, k € No.

Fiir den so erzeugten Graphen G/ gilt folglich: V(G,) = V(G,) + 12, E(G)) =
E(G,) + 18, F(G],) = F(G,) + 6 und G;, € F,412. Ferner existieren die Facetten
F), FP und Fy mit E(F)NE(FY) # 0, E(FQ)NE(FY) # 0 und E(F))NE(Fy) =0
nach Konstruktion auch in G’,. Durch die Kanten (v;,t;) weiterhin sechs Kanten
und ein Petriekreis C” der Linge 12, wobei diese sechs Kanten inzident zu jeweils
einem Knoten v, € V/(C’) und u; € A(J(C)) bzgl. der gewéhlten Einbettung von G,
sind. Jeder der sechs Graphen G, mit n € M, induziert demnach einen Graphen

G, € Fpni12, der Eigenschaft (x) erfiillt.

Diese Tatsache erlaubt nun ein induktives Vorgehen zur Bestimmung von Graphen,
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die die Eigenschaft (x) erfiillen. Fiir & > 1 sei My, := {24 + 12k, 26 + 12k,...,34 +
12k}. Angenommen, fiir alle n € My, gibt es einen Graphen G,, € F,, welcher die
Eigenschaft (x) erfiillt. Nach derselben Konstruktionssystematik wie vorher induziert
G, dann einen Graphen G/, mit der Eigenschaft: V(G!) = V(G,) + 12, E(G)) =
E(G,) + 18, F(G]) = F(G,) + 6 und G|, € F,412. Somit induziert ein Graph G,
mit n € M, einen Graphen G/, mit n € My, fiir den Eigenschaft (x) gilt. O

Basierend auf den in Lemma 5.3 konstruierten Fulleren-Graphen werden nun als
Hauptresultat dieses Abschnittes Fulleren-Graphen mit Hilfe der eingefiihrten Ful-
leren-Graph Transformationen konstruiert, die die obere Schranke an v(G) aus Un-

gleichung (5.1) bzw. Satz 5.2 bestméglich erfiillen. Genauer:

Satz 5.4. Sei k € Ny und k # 1. Dann existiert ein Graph G, € F,, mit
(i) v(Gn) = |2] +2,  falls n =60+ 6k
(it) v(Gy) = |%] +1, falls n =62+ 6k

(iti) v(Gy) = | %] +2, falls n =64 + 6k.

Beweis. Es sei k € Ny und k # 1.

(1) Betrachte den Fall n = 60 + 6k : Nach Lemma 5.3 existiert ein Fulleren-
Graph Gn. Fiir den Leapfrog-Fulleren-Graph Glg = leap(Gz) € F, von
G'» gibt es folglich eine knotendisjunkte Kreispackung Z (Glg) mit |2 (Gl% )=
|[F(Gn)| = 5 +2=§ + 2. Wegen Ungleichung (5.1) ist |Z(G%)| dann ma-
ximal. Damit ist (i) gezeigt. Bemerke, da |Z(G%)\ = & + 2 gilt, besteht
Z (G%) aus 12 Fiinfecksfacettenkreisen sowie ¢ — 10 Secksecksfacettenkrei-
sen und jede Kreispackung, die einen Nicht-Facettenkreis enthélt, ist nicht

maximal in GY, .
3

Um (ii) und (#4i) zu zeigen, sind noch weitere Voriiberlegungen notwendig. Sei da-
zu weiterhin n = 60 4 6k. Nach Konstruktion der Fulleren-Graphen in Lemma 5.3
existieren drei Fiinfecksfacetten Fy), F und Fy derart, dass E(Fy) N E(F?) # () mit
i € {1,2} und E(F?) N E(F3) = (. Der ausgehend von G'» konstruierte Leapfrog-
Fulleren-Graph Glg besitzt einen Patch P(C) bestehend aus den zwei Fiinfecks-
facetten Fi', Fo"' sowie den beiden Sechsecksfacetten FS mit E(FS) N E(FS) # 0,
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E(FP)NE(E?) # 0 und E(FY)NE(E?) # 0 auf den die Stone-Wales-Transformation

angewendet werden kann.

Der Graph resultierend aus dieser Stone-Wales Transformation von G% sei mit G
und der Stone-Wales transformierte Patch mit P(C) bezeichnet. Ohne Einschréin-
kung sei die Bezeichnung der Facetten in G%" so gewihlt, dass Fy*" die Sechs-
ecksfacette in G} korrespondierend zu der Fiinfecksfacette F} tin Gl% ist (genauer
soll korrespondierend hierbei bedeuten, dass vier Knoten v; € V(C) existieren mit
ie{l,...,4} und v; € V(F&*") in G5 sowie v; € V(F3') in Glg) Zudem sei F*"
korrespondierend zu Fi'', F*" korrespondierend zu F$ und Fj"*" korrespondierend
zu FY. Zusitzlich bezeichne FP eine Sechsecksfacette in G&* mit den Eigenschaften
E(ES) N E(FPYY # 0 sowie E(ES) N E(Fy*™™) # 0. Visualisiert wird dies fiir einen
jeweiligen Teilgraphen aus Gz, Glg und G5 in Abbildung 5.12.

Hierbei seien die grau skizzierten Knoten und Kanten in (b) und (c) weder in G%
noch in G5 enthalten, sondern visualisieren lediglich die Knoten und Kanten des
Teilgraphen aus (a). Die blau skizzierten Kanten in (b) bzw. (c) entsprechen der
Kantenmenge aus P(C) in Gl% bzw. aus P(C) in G5*. Da C(F3') e Z(Gl%), folgt
in GO

E(Fy™") NE(Z(G)\{C(F), O(F")}) = 0.

In G gibt es somit eine knotendisjunkte Kreispackung bestehend aus ausschliefslich

Facettenkreisen
2(Gy) = Z(Gu)\{C(F5"), C(F")} U{C(Fy")},

wobei C(F'1), C(F2"), C(Fy*") die entsprechenden Facettenkreise in Glg bzw. G&*

bezeichnen. Es gilt:

V(@) 2 |2(G)] 2 |26l = 1= 5 + 1.

Der so konstruierte Graph G;* sowie dessen Eigenschaften werden nun benutzt, um
(74) mit Hilfe der einfachen Endo-Kroto- und (7i7) mit Hilfe der zweifachen Endo-

Kroto-Transformation zu beweisen.

(77) Fiir n = 62+ 6k, k # 1 wird nun die einfache Endo-Kroto-Transformation

auf den Patch bestehend aus den Facetten F', Fp" und FS in G,
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(c) G

Abbildung 5.12: In (a) ist ein Teilgraph eines Fulleren-Graphen G'» nach Lemma 5.3,
in (b) ein Teilgraph des zu G'» gehdrigen Leapfrog-Fulleren-Graph
Gl% und in (c¢) ein Teilgraph des iiber die Stone-Wales Transformation

erzeugte Fulleren-Graph GJ* skizziert.

angewendet. Fiir den so konstruierten Fulleren-Graphen G¢* gilt:

WG 21265 2 2k 1= T = | 22

3
Mit Lemma 5.2 folgt v(G&¥) = |22 + 1.

Basierend auf einem Teilgraphen von G;*, aus Abbildung 5.12(¢) wird die
oben beschriebene Konstruktion von G¢* in Abbildung 5.13 visualisiert.
Bemerke, erneut sind die grau skizzierten Knoten und Kanten nicht in dem
Graphen G%* enthalten sondern entsprechen den zugehérigen Knoten und
Kanten des Fulleren-Graphen G nz. Die griin skizzierte Kante entspricht

der im Rahmen der einfachen Endo-Kodo Transformation hinzugefiigten
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Abbildung 5.13: Schematische Darstellung der einfachen Endo-Kroto-Transformation
angewendet auf P(C) in G,%,.

Kante. Die blau skizzierten Kanten der Kantenmengen des Patches P(C)

auf den die Einfache-Endo-Kroto Transformation angewendet wurde.

(17i) Fir n = 64 + 6k, k # 1 wird die zweifache Endo-Kroto-Transformation
auf den Patch bestehend aus den Facetten FU', FS FO" FD" in G,

angewendet und erzeugt einen Graphen G¢*. Dann existiert in G* eine

Kreispackung bestehend aus ausschliefslich Facettenkreisen
Z(GY) = 2(Gy) U{C(Fy )},

wobei C(F7*") dem Facettenkreis zugehorig zu der Fiinfecksfacette F*

in ézk entspricht. Diese ist in Abbildung 5.14 visualisiert.

Abbildung 5.14: Schematische Darstellung der zweifachen Endo-Kroto-Transformation

angewendet auf einen Patch P(C) in GJ,.

Bemerke, da C(Fy*") € Z(GS",), ist C(F®") ¢ Z(G%",). Ferner kor-

respondiert C'(F*") in G**, nach Konstruktion zu dem Fiinfecksfacet-
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tenkreis C(Fy') € Z(G'_,) in G'_,. Somit gilt fiir die Facettenkreise
C(F,) mit F; € F( ;’104),35 # FQG’S?“’ sowie E(F;) N E(FY*") # (), dass
C(F) ¢ Z(G",). Somit folgt: E(F>“") N E(Z(G%",)) = 0 und folglich
gilt:

n
6
Mit (5.1) folgt v(G*) = | %] + 2. Basierend auf cinem Teilgraphen von

G,Y, wird die oben beschriebene Konstruktion von é’flk in Abbildung 5.14

i 4
V(G 212G +12 e 2 = | 2] 42

visualisiert. Dazu sei erneut bemerkt, dass die grau skizzierten Knoten
und Kanten nicht zu dem Fulleren-Graph éf{k gehoren, sondern zu dem
Fulleren-Graph G ni. Zudem entsprechen die griin skizzierten Kanten den
Kanten, die durch die zweifache Endo-Kroto-Tranformation zu G}, hin-
zugefiigt werden sowie die blau skizzierten Kanten der Kantenmengen des
Patches P(C') auf den die Zweifache-Endo-Kroto Transformation angewen-

det wurde.

O

Demnach kann nun mit Lemma 5.2 und Satz 5.4 sowie der beschriebenen Leapfrog-
Fulleren-Graphen und der bzgl. der Stones-Wales und Endo-Kroto-transformierten
Leapfrog-Fulleren-Graphen eine bestmogliche obere Schranke fiir v(G) in Fulleren-
Graphen aus F,, mit n € {60,62,64} bzw. n > 72 angegeben werden. Zudem lassen
sich aus der Konstruktion der Graphen GZ’_’L bzw. éi’_@ maximale Kreispackungen
bestehend aus ausschlieflich Facettenkreisen Z (GZf_Q) = Z(G5") und Z (G’ZL) =
Z(G5") U {C(FS™)} ausgehend von einer maximalen Kreispackung Z (Gl%) in Glg
angeben. Anzumerken bleibt, dass v(F,) := max{v(G)|G € F,} nicht monoton in
n wéchst. Hierdurch unterscheidet sich v(F,) strukturell von polyhedralen Graphen
bzw. Halin-Graphen.

Auf Basis der Ergebnisse dieses Abschnitts bleiben zur vollstdndigen Angabe der

oberen Schranken an v(G) nur noch die Graphen G € F,, mit n < 70 zu untersuchen.

Bemerkung 5.5. Fiir die in Satz 5.4 konstruierten Graphen G € F,, gilt:

a(GY) = v(G).
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Nun wird im Folgenden der Zusammenhang von «(G*) und v(G) fiir Fulleren-

Graphen analysiert.

5.2 Zusammenhang von «o(G*) und v(G) in

Fulleren-Graphen

Fiir polyhedrale Graphen G ist der jeweils zugehorige Dual-Graph G* nach dem
Theorem von Whitney [68] eindeutig bestimmt. Eine maximale unabhéngige Menge
U(G*) induziert daher eine Kreispackung in G, die aus Facettenkreisen in G besteht.
Somit gilt

a(G*) < v(G).

In Satz 4.2 wurde gezeigt, dass fiir Halin-Graphen die Beziehung o(G*) = v/(G) Giil-
tigkeit hat und daher insbesondere auch fiir kubische Halin-Graphen gilt. Folglich
ist die Existenz kubischer polyhedraler Graphen G mit a(G*) = v(G) sicherge-
stellt. Die Eigenschaft a(G*) = v(G) gilt aber nicht notwendigerweise fiir beliebige
kubische Graphen G. In Abbildung 3.8 ist ein kubischer polyhedraler Graph ange-
geben, fir den v(G) = a(G*) + 1 gilt. Ferner wurde in Lemma 3.6 gezeigt, dass
fiir einen kubischen polyhedralen Graphen im Allgemeinen eine Abschétzung von
v(G) durch a(G*) beliebig schlecht ausfallen kann. Somit wird die spezielle Struktur
der Fulleren-Graphen (bestehend aus exakt zwolf Fiinfecksfacetten und sonst aus-
schlieflich Sechsecksfacetten) von entscheidender Bedeutung fiir die Untersuchung

des Zusammenhangs zwischen «(G*) und v(G) sein.

Es sei als kurzer Einschub vorab bemerkt, dass es einen Fulleren-Graph G und
maximale Kreispackungen Z(G) gibt, die nicht ausschliefslich aus Facettenkreisen
bestehen. Wobei der Fulleren-Graph Gog ein Beispiel zu dieser Aussage liefert. Ab-
bildung 5.15 skizziert durch die blau visualisierten Kreise eine Kreispackung Z(Gy),

die einen Kreis der Léange zehn beinhaltet.

Allerdings existiert offensichtlich auch eine Kreispackung aus ausschlieflich Facet-
tenkreisen iiber die in Abbildung 5.15 mit Fyj, F? und F; bezeichneten knotendis-

junkten Facetten. Die Aussage, dass v(Gy) = 3 ist, wird an dieser Stelle nicht
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FY

Abbildung 5.15: Darstellung einer maximalen Kreispackung in Gy mit einem Kreis der
Lange zehn. Die Kantenmenge der farblich skizzierten Kanten entspre-
chen drei kantendisjunkten Kreisen, wobei einer die Lange 10 (in blau
dargestellt) und zwei die Lénge 5 (in rot und griin dargestellt) besit-
zen. Bemerke, die Kantenmenge der drei Fiinfecksfacetten bezeichnet

mit FJ, FP und FJ sind ebenfalls kantendisjunkt.

explizit bewiesen, folgt aber als Teilergebnis aus den Ergebnissen dieses und des

Abschnittes 5.3.

Nach Lemma 5.1 enthalten Petriekreise in Fulleren-Graphen genau sechs Fiinfecks-
facetten in ihrem Inneren und weisen folglich mindestens die Lénge 10 auf. Dies lasst
vermuten, dass Beispiele in Analogie zu Abbildung 3.8 fiir Fulleren-Graphen nicht
moglich sind. Dieser Vermutung wird im Folgenden nachgegangen. Dazu wird bewie-
sen, dass die Gleichheit zwischen v(G) und «(G*) wie fiir kubischen Halin-Graphen
auch fiir Fulleren-Graphen gilt.

Satz 5.6. Sei G ein Fulleren-Graph. Dann gilt

v(G) = a(GY).

Der Beweis der Aussage wird iiber einen Widerspruch zur Annahme der Existenz
einer maximalen Kreispackung Z(G) mit v(G) > «a(G*) gefiihrt. Da dieser Wi-
derspruchsbeweis in teilweise sehr technische Fallunterscheidungen strukturiert ist,
werden vorab zur Gliederung des Beweises an dieser Stelle die zu beweisenden Aus-
sagen verbal zusammengefasst, die Beweisidee veranschaulicht und anschliefsend die

einzelnen Teilschritte formal und detailliert ausgefithrt. Wesentlich fiir die Beweise
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sind die Eigenschaften eines Fulleren-Graphen (kubisch, polyhedral, 12 Fiinfecksfa-

cetten und sonst ausschlieflich Sechsecksfacetten).

Es sei G ein Fulleren-Graph und es sei Z/(G) eine maximale Kreispackung von

G, welche die zusétzliche Eigenschaft besitzen soll, dass die Anzahl der in Z'(G)

enthaltenen Nicht-Facettenkreise minimal ist (Minimalititseigenschaft).

Wenn angenommen wird, dass v(G) > a(G*), dann enthélt Z’(G) mindestens einen

Nicht-Facettenkreis C. Ein solcher Kreis C werde fiir das Weitere zunachst fixiert

und der zugehorige innere (bzw. dufere) Patch P(C) genauer untersucht.

(4)

(i)

(iid)

Als Erstes wird in Lemma 5.7 gezeigt, dass eine Facette von G entweder keine
gemeinsame Kante mit C' besitzt oder die gemeinsamen Kanten einen Pfad

beschreiben, der aus hochstens 3 Kanten besteht.

Als Zweites wird in Lemma 5.8 gezeigt, dass die Knoten im inneren Patch
P(C), die nicht auch Knoten in C sind, selbst wieder einen Patch P(CT)
induzieren. Dessen #ufere Facette ist durch einen Kreis C induziert. Analoges

gilt dann fiir die Knoten im #uferen Patch P4(C).

Die Eigenschaften von P(C') sowie P(C') erlauben es nun mindestens eine

Facette F' zu identifizieren mit den beiden Eigenschaften:
- Der zugehorige Facettenkreis C'(F') gehort nicht zu Z'(G).

- Der Kreis C'(F') hat keine gemeinsame Kante mit irgendeinem der Kreise

aus Z'(G)\{C}.

Damit kann der Nicht-Facettenkreis C' durch den Facettenkreis C'(F) in Z'(G)

“ersetzt” werden, im Widerspruch zur Minimalitédtseigenschaft von Z'(G).

Im Folgenden werden die Beweisschritte fiir die skizzierte Beweisidee formal ausge-

fihrt.

Lemma 5.7. Angenommen es sei v(G) > a(G*). Dann gibt es eine mazimale
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Kreispackung Z'(G) mit den folgenden beiden Figenschaften:

Minimalititseigenschaft: Unter allen mazimalen Kreispackungen hat Z'(G)  (5.2)

etne minimale Anzahl an Nicht-Facettenkreisen.

Fir jeden Nicht-Facettenkreis C € Z'(G) und jeden Facettenkreis C(F)
mit E(C) N E(C(F)) # 0 ist der durch E(C) N E(C(F)) kanteninduzierte — (5.3)

Teilgraph von G ein Pfad der Linge | < 3.

Beweis. Wegen v(G) > a(G*) enthélt jede maximale Kreispackung von G mindes-
tens einen Nicht-Facettenkreis. Da die Anzahl an maximalen Kreispackungen in G
endlich ist, muss es daher eine solche maximale Kreispackung geben, die (5.2) erfiillt.

Diese sei mit Z'(G) bezeichnet.

Fiir das Folgende sei Z’'(G) und ein Nicht-Facettenkreis C' € Z'(G) fixiert sowie F
eine Facette in G mit C(F) ¢ Z'(G).
Dann ist |[E(F) N E(C)| <3 und |V (F)NV(C)| <4, da anderenfalls

Z(G) = Z(G)\{CU{C(F)} (5.4)
eine maximale Kreispackung von G wire, die eine geringere Anzahl an Nicht-Facet-
tenkreisen als Z'(G) enthélt. Damit wiirde Z'(G) aber nicht (5.2) erfiillen.

Ist E(F)N E(C) zusammenhéngend, so ist E(F) N E(C) ein Pfad der Lange | < 3.

Angenommen, E(F)NE(C) wére nicht zusammenhéngend, dann muss aber |E(F)N
E(C)| < 2 sein, da anderenfalls |V (F) N V(C)| > 5. Dann wére wie in (5.4) aber

Z*(@) eine maximale Kreispackung.

Es bleibt also der Fall zu betrachten, dass |E(F) N E(C)| = 2 und E(F) N E(C)
nicht zusammenhéngend ist. Es sei dazu e; = (u1,v1), e2 = (ug,v2) und {eg, e} =

E(F)N E(C). Dann sind drei Unterfélle zu betrachten:

(i) Falls F € F°, dann ist aber Z*(G) in (5.4) eine maximale Kreispackung (zur
[lustration vergleiche dazu Abbildung 5.16(a)).

(ii) Falls F' € F® und es keine Kante in E(G)\{ey, €2} gibt, deren beide Endknoten
in {uy, us, v1,v9} liegen, dann ist wiederum die Kreispackung Z*(G) aus (5.4)

maximal. (Zur Ilustration vergleiche dazu Abbildung 5.16(b)).
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Abbildung 5.16: Darstellung der drei Fallunterscheidungen fiir die Situation |E(F) N
E(C)] = 2 und E(F) N E(C) nicht zusammenhéngend. Hierbei ist
jeweils der Kreis C' blau und die Kanten eq,e2 € E(F) N E(C) in fett

skizziert.

(iii) Falls F' € F% und es eine Kante in e € E(G)\{e1, ea} gibt, deren beide End-
knoten aus {u, us,v1,v2} sind, dann gibt eine Facette F; mit e € F(F}) und
zwei Kanten €, €, mit é1,é; € E(F;) N E(C). Ohne Einschréankung sei é; die
Kante, die einen gemeinsamen Knoten mit e; und e hat. Offenbar ist F ¢ F®,
da sonst fiir F} der Unterfall (i) zutrifft. Somit ist F; € F. Dann muss es aber
eine Facette Fy mit ey, € € E(Fy) und |V (F2) NV(C)| > 5 geben (vergleiche
dazu Abbildung 5.16(c)). Dann wére diesmal

2(G) == Z(G)\{C} U{C(F)}

eine maximale Kreispackung mit (wiederum) einer gringeren Anzahl an Nicht-

Facettenkreisen als Z'(G).

]

Somit ist mit Lemma 5.7 nachgewiesen, dass eine Facette F' € F/(G) entweder keine
gemeinsame Kante mit C besitzt oder die gemeinsamen Kanten einen Pfad der
Léange kleiner oder gleich drei beschreiben. Im Folgenden werden nun die Menge der
Facetten F mit E(F) N E(C) # (), d.h. die Facetten mit einer gemeinsamen Kante
mit C néher untersucht. Der (fixierte) Nicht-Facettenkreis C' € Z'(G) erzeugt sowohl

einen inneren Patch P(C') als auch einen duferen Patch P4(C).
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Die Menge der Facetten in P(C) lisst sich in drei Teilmengen {F*(C)}, FI(C) und
F1(C) zerlegen.

Hierbei ist F'*(C) die aufere Facette von P(C),
FI(C):={F c P(C) | E(F)n E(C) # 0}

(d.h. die Menge der Facetten aus P(C), die eine gemeinsame Kante mit C' haben)

und

FI(C):={F c P(C)| E(F)nE(C) =0}

(d.h. die Menge an Facetten aus P(C'), die keine gemeinsame Kante mit C' haben).
Da P(C) (und analog PA(C)) ein Patch ist, ist sichergestellt, dass F(C) # 0.
Analog kann eine entsprechende Zerlegung fiir die Menge der Facetten in P4(C)

angegeben werden.

Sei G! der von

{e|ee E(FI(C)) und e € E(F'(C))}

kanteninduzierte Teilgraph. Analog sei G* der von
{e|e e E(FA(C)) und e € E(FA(C))}

kanteninduzierte Teilgraph. In Abbildung 5.17 seien G' und G* exemplarisch fiir
einen Kreis C in G € Fa, verdeutlicht. Die kanteninduzierten Teilgraphen G? und
G4 sind in Abbildung 5.17 jeweils Kreise in G.

Beachte bereits hier: Falls es eine Facette F; € FI(C) gibe mit E(F;) N E(G') =0
(oder eine Facette F* € FA4(C) gibe mit E(F') N E(G*) = 0), so wiirde durch
Z4(G) = Z/(G)\{C} U{C(F)} (oder Z*(G) = Z/(G)\{C} U {C(F/)}) eine maxi
male Kreispackung festgelegt, die eine geringere Anzahl an Nicht-Facettenkreisen als

Z'(@) beséke. Daher kann diese Situation nicht auftreten und somit ist sichergestellt,

dass FT(C) # 0.
Die Tatsache, dass C' ein Nicht-Facettenkreis von Z’(G) ist, hat nun zur Folge:
Lemma 5.8. Angenommen es sei v(G) > a(G*), C' ein Nicht-Facettenkreis einer

mazimalen Kreispackung Z'(G), die (5.2) erfillt. Dann ist GI (bzw. G*) ein Kreis
in G und |[F1(C)| = k;i(C) (bzw. |[FA(C)| = k.(C)).
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(a) Gaa

Abbildung 5.17: Darstellung des Fulleren-Graphen Gs4 mit Eigenschaft (x) aus Lem-
ma 5.3 zur Illustration der kanteninduzierten Teilgraphen G' und G4
sowie einem Kreis C. Anmerkung: Die blau skizzierte Kantenmenge
entspricht beispielhaft der Kantenmenge von C' (die auch P4(C) bzw.
PI(C) erzeugt), die griin skizzierte Kantenmenge der Kantenmenge

von G! und die rot skizzierte Kantenmenge der Kantenmenge von

GA.

Beweis. Der Beweis wird fiir den Teilgraphen G’ gefiihrt. In analoger Weise lisst

sich die Behauptung fiir G* zeigen.

Fiir w € V(G?) gilt §(w) = 2, da P(C) ein Patch ist und somit w entweder in den
Knotenmengen von genau zwei Facetten aus F!(C) und einer Facette aus F!(C)
oder in den Knotenmengen von genau einer Facette aus F!(C) und genau zwei
Facetten aus F’(C) enthalten ist. Die Zusammenhangskomponenten von G sind

also Kreise.

Angenommen G’ sei nicht zusammenhingend. Dann besteht G aus mindestens zwei
Kreisen. Jede Facette F' € F!(C) besitzt eine gemeinsame Kante mit C, somit kann

F héchstens mit zwei Kreisen aus G7 eine gemeinsame Kante haben.

Angenommen es existiert eine Facette F; € F'(C) mit gemeinsamer Kante zu genau
zwei Kreisen Cf,CI aus GI. Dann gibt es eine weitere Facette F}, € FI(C) mit
E(Fy) N E(Cl) # 0, E(F,) N E(C]) # 0 und E(Fy) N E(F;) # 0. Andernfalls
existiert eine Facetten F) mit der Eigenschaft F; € F(C) mit E(F) N E(F}),) # 0
und E(F) N E(F;) # 0. Somit ware |V(F;)| > 7 im Widerpruch zur Eigenschalft,
dass G ein Fulleren-Graph ist (vergleiche dazu Abbildung 5.18(a)).

Dann gibt es zwei Facetten H; € F(P(C})) in G derart, dass F(H;) N E(F;) # 0
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(b)
Aln
\Oal On®
NI

() (d)

Abbildung 5.18: Schematische Darstellung eines Teilgraphen des Patches P(C). Die
schematisch blau skizzierten Kanten entsprechen der Kantenmenge
aus C. In (a) ist F; eine Siebenecksfacette. In (b) wird der Fall A; # A,
und E(A;) N E(A3) =0, in (¢) wird der Fall A; = A5 und in (d) der
Fall Ay # Ay und E(A;) N E(Ay) # 0 visualisiert.

und E(H;) N E(F)) # 0 mit 7 € {1,2}.

Beachte hier: Fiir jeden Kreis C' € Z/(G) mit E(C) N E(F;) N E(H,) # 0 gilt
V(C)NV(H,)| > 5. Analog gilt dies fiir H,. Somit ist mindestens einer der beiden
Facettenkreise C'(H;) bzw. C(H;) ein Facettenkreis der Kreispackung Z'(G), da

sonst

Z2(G) = Z(G)\{C} U{C(F})}
eine maximale Kreispackung wére, die einen Facettenkreis mehr als Z’(G) enthélt.

Sei ohne Einschrinkung C(H,) € Z'(G) und A, die Facette aus F'(C) mit F(A;)N
E(H,) # 0 sowie E(A;) N E(F;) # 0 und A, die Facette aus F/(C) mit E(Ay) N
E(Hy) # () sowie E(As) N E(F}) # () (vergleiche dazu Abbildung 5.18(b)). Beachte,
dass es einen Knoten v; € V(A;) mit 6(v;) = 2 in P(C') geben muss, da C sonst einen
Pfad der Lénge [ > 3 mit einer Facette aus P#(C) enthilt und dies im Widerspruch

zu Lemma 5.7 stande.
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Zudem ist E(A;) N E(Ay) = 0, da andernfalls

- sofern Ay = A,, so wére |V(H;)| = 3 oder eine der Facetten F}, F}, bzw.
Ay wire keine Fiinf- bzw. Sechsecksfacette, d.h. G wére kein Fulleren-Graph

(vergleiche dazu Abbildung 5.18(c)),

- oder sofern A; # Ay und e € E(A;) N E(A,) existiert, so wire k,(P(Cl)) = 4
und k;(P(CT)) < 2. Nach Lemma 5.1() wiirde dann aber f5(Cf) > 4 im
Widerspruch zu k;(P(C{)) < 2 folgen (vergleiche dazu Abbildung 5.18(d)).

Fir E(A;) N E(Ay) = 0 ist dann aber
[V (A) 0 {V(C(H)) UV(C)} =5

und

V(A)NV(Z'(G)\{C,C(Hy)}) =0,i € {1,2}.

Die Kreispackung
Z(G) = Z'(G)\{C,C(H1)} U{C(A1),C(A)},i € {1,2}

mit einem Facettenkreis mehr als Z’(G) wére dann maximal. Folglich besitzt jede

Facette F; zu genau einem Kreis aus G! eine gemeinsame Kante.

In analoger Weise zeigt man, dass jede Facette F]A mit genau einem Kreis aus G4

eine gemeinsame Kante besitzt.

Nach Annahme besteht G UG4 aus mindestens drei Zusammenhangskomponenten.
Da G genau 12 Fiinfecksfacetten besitzt, folgt, dass einer dieser drei Kreise - etwa der
Kreis C - hochstens vier Fiinfecksfacetten in P(C) enthilt. D.h. f5(C') < 4 und somit
folgt nach Lemma 5.1(ii), dass ko(C') > 5. Ohne Einschréinkung sei angenommen

C liegt im Inneren von C' (anderenfalls wird die folgende Argumentation fiir das

Aufere von C durchgefiihrt). Betrachte die Menge an Facetten

FI(C) = {F. € FI(C) | E(F) N E(C) £ 0}.
Da jedes F; € F!(C) nur mit genau einem Kreis aus G' eine gemeinsame Kante be-
sitzt, existieren L@J > 2 kantendisjunkte Facetten F; € F1(C),j € {1,..., @}
mit den zugehorigen Facettenkreisen C' (FJ) Seien

ka(C)
2

E;:{ﬁ}|j€{1,..., }}



Schranken an v(G) in Fulleren-Graphen 109

und

¢:={C e Z/(G)| E(C)N E(C) # 0}.

2

Ist C' ¢ Z(G), dann gilt |C| < V"(O)J und die Menge
Z4(G) = Z'(G)\({Cc}yul)ucC (5.5)

beschreibt eine Kreispackung in G. Es gilt nach Lemma 5.1, dass k,(C) > k;i(C) +2.
Somit ergibt sich fiir die Kardinalitdt von Z*(G) aus (5.5):

2°(6)] = |2/(@)) -1 — || + | {MJ |

2
> |z1@) -1 | MO |y k“<20>J|
> |z1@) -1 |2 |y k"(f)Jm
~12/@))

Ist C € Z'(G), so ist C = {C'} und ebenfalls k,(C) > 5 nach Lemma 5.1. Damit
gilt auch in diesem Fall |Z*(G)| > |Z'(G)|. Also ist Z*(G) in (5.5) eine maximale
Kreispackung, allerdings mit geringerer Anzahl an Nicht-Facettenkreisen als Z'(G).
Dies kann nicht sein. Folglich sind G' und G* Kreise in G. O

Zur besseren Wiedererkennung, dass es sich bei den induzierten Teilgraphen G bzw.
G4 um Kreise handelt, seien diese zukiinftig mit C! bzw. C4 und die zugehorigen
Patches mit P(C!) bzw. P(C#) bezeichnet. Ferner seien abkiirzend k; := k;(C) =
|FI(C)| und k, := k,(C) = |FA(C)| von nun an verwendet.

Nach Lemma 5.8 kann die Einbettung von G so gewihlt werden, dass f5(CT) <
f5(C4) und damit f5(CT) < 6 gilt. Durch Anwendung von Lemma 5.1(i7) auf Cf
ergibt sich dann k,(C7) > 5 und somit k; > 5.

Falls f5(C4) < 6 ist, gilt analog mit Lemma 5.1(i4) angewendet auf C#, dass
k. (C*) > 5 und somit k, > 5 ist. Ist f5(C%) > 6, so gilt nach Lemma 5.1(i4)
angewendet auf C' ebenso k, > 5. Da k; > 5 gilt, kann C7 nicht in Z'(G) enthalten

sein. Ansonsten gibe es nimlich zwei knotendisjunkte Facetten Fy, Fy € F(C), so
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dass Z*(G) := Z'(G)\{C,C!'} U{C(F}), C(Fy} mehr Facettenkreise als Z'(G) ent-
halten wiirde aber ebenfalls maximal wiire. Analog kann auch C4 nicht in Z’(G)

enthalten sein.

Im Folgenden seien die Facetten F; € F’(C) in mathematisch negativer Drehrich-

tung fortlaufend nummeriert und
C:={CeZ(G)|EC)nEC #0}.

Falls f5(CT) < 4 wire oder falls f5(C7) = 5 und k; eine gerade Zahl wiren, wiirde

IC| < L%CI)J < L%J . Dann wére aber

ZX(G) = Z'(G)\({CYUC) U {C(F;) | i ist eine gerade Zahl}
eine maximale Kreispackung im Widerspruch zur Wahl von Z'(G).
Demnach bleiben noch die folgenden drei Fille zu analysieren:
(I) f5(CT) =5 und k; ist eine ungerade Zahl,
(IT) f5(CT) =6 und k; ist eine ungerade Zahl,
(III) f5(CT) =6 und k; ist eine gerade Zahl.

Innerhalb des Beweises der nun betrachteten Falle (1), (/1) und (I11) werden sog.
Sequenzen, die in einer speziellen zyklischen Folge enthalten sind, betrachtet. Fiir je-
den Fall wird gezeigt, dass fiir alle pot. moglichen Sequenzen der Folge eine Kreispa-
ckung angegeben werden kann, derart, dass Z’(G) nicht die Minimalitatseigenschaft
besitzen wiirde und diese folglich nicht innerhalb der Folge auftreten konnen. Sei nun

eine zyklischen Folge sowie eine Sequenz enthalten in dieser Folge wie folgt definiert:
Sei RI(C) bzw. RA(C) der von E(F!(C)) bzw. E(F4(C)) kanteninduzierte Teilgraph
von G und
I(Fy) = {v € V(F;) NV(C') | dpi (v) = 2 in RY(C)}
bzw.
VHFN = [{v e VIFH NV(CY) | 6ga(v) =2 in RY(C)}.

Die Grofe J(F}) beschreibt also die Anzahl der inneren Knoten auf dem Pfad C'NFE}.
Nach Lemma 5.7 und Lemma 5.8 gilt fiir jedes F; € F/(C), dass 9(F}) € {0,1,2}.
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Analog gilt dies fiir 19A(FJA). Aufgrund von Lemma 5.7 und Lemma 5.8 induziert die
Menge
{weV(G") | FeF(C) mit we I(F)}

einen Kreis C* := (wy,...,wg,w;) mit C* C G* der Lénge k; im Dualgraphen
G*. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei dabei die Indizierung der Knoten
w; € V(C*) so erfolgt, dass w; der Facette F; € F'(C') entspricht. Im Folgenden
wird

(W(C7)) := (W(F), ..., 0(F,), 9(F1))

zyklische {0,1,2}-Folge bzgl. C* genannt. Ist P* = (wj,,...,w;) C C* ein Pfad in
C*, so heifst
(W(P7)) == (0(F}), -, O(Fy))

eine Sequenz der Lénge [ auf C* (hierbei sind die Indizes der Facetten ggf. modulo
k; zu lesen). Wir schreiben verkiirzt (9(P*)) C (¥(C*)) und sagen (J(C*)) enthélt
die Sequenz des Typs (J(P*)), Fj,,...,F}, werden die zu P* gehdrigen Facetten
genannt. Analoges lisst sich fiir den zu F4(C) gehorigen Kreis C** definieren. Hier

seien die Bezeichnungen (9(C*4)) und (J(P*4)) gewihlt.

Beispielhaft ist in Abbildung 5.19 die Situation fiir k£; = 6 angegeben und hierbei sei
F) so festgelegt, dass ¥(F)) = 0 ist. Dann ist (¢(C*)) = (0,1,2,0,1,2,0). Das j-te
Element von (J(C*)) ist innerhalb der Facette F; dargestellt.

Es sei bemerkt, dass fir F; € FI(C) gilt: |E(F;) N E(C)| = |E(F;)| — 3 — 9(F)).
Zudem existiert zu jeder Facette F; mit J(F;) = 2 eine Facette Fi! € FA(C) mit
I(FY) =0 und E(F)) N E(C)NE(FA) # 0.

Innerhalb des Beispiels aus Abbildung 5.19 gibt es eine Sequenz der Lénge 3 mit
(9(P*)) = (0,1,2) aber keine Sequenz der Lange 2 mit (J(P*)) = (2,2). Die bei-
spielhaft beschriebene Visualisierung wird im Folgenden innerhalb der Abbildungen
verwendet, um die betrachteten Sequenzen und die abgeleiteten Widerspriiche zur

Wahl von Z'(G) zu verdeutlichen.

Das Ziel besteht nun darin, Pfade P* C C* systematisch zu analysieren. Dabei
wird sich herausstellen, dass jede mogliche Sequenz (J(P*)) C (J(C*)) - sofern

sie existieren wiirde - eine maximale Kreispackung Z*(G) in G induzieren wiirde,
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Abbildung 5.19: Ausschnitt eines Patches P(C) mit Facetten F; € F/(C) und
(¥(C*)) = (0,1,2,0,1,2,0). Bemerke, blau skizzierte Kreis visuali-
siert C' und der griin skizzierte Kreis C!. Die Knoten aus V(C) mit
Knotengrad 2 sind innerhalb dieser Darstellung nicht beriicksichtigt.
Zudem ist ¥(F}) innerhalb der Facette F; dargestellt. Die gestrichelt
gekennzeichneten Kanten entsprechen innerhalb der Darstellung der
Kantenmenge aus V (P(CT))\V(C?) inzident zu den inneren Knoten
auf dem Pfad C1 N Fj.

derart, dass Z'(G) die Eigenschaft (5.2) verletzt. Dies heift dann, dass C' nicht in

einer Kreispackung enthalten sein kann, die die Minimalitétseigenschaft (5.2) erfiillt.

In den nachfolgenden beiden Lemma bzw. Korollaren werden zunéchst Sequenzen
einer bestimmten Struktur betrachtet. Es stellt sich heraus, dass diese fiir keinen
der noch zu betrachtenden Félle (I), (/) und (/1]) vorkommen konnen. Es gilt

namlich:

Lemma 5.9. Angenommen es sei v(G) > a(G*), C' ein Nichl-Facettenkreis einer
mazimalen Kreispackung Z'(G), die (5.2) erfillt. Dann enthdlt (9(C*)) keine Se-
quenz des folgenden Typs: (0,0,0), (0,1,0), (0,0,1), (1,0,0), (1,0,1), (0,1,1,0),
(1,1,1,0) und (0,1,1,1).

Beweis. Angenommen es sei (0,0,0) C (¢(C*)) mit zugehorigen Facetten Fy, Fy und
F3 (vergleiche hierzu Abbildung 5.20).
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Abbildung 5.20: Schematische Darstellung einer Sequenz des Typs (0,0,0) in (¢(C*)).
Hierbei visualisiert der blau skizzierte Kreis dem Kreis C' und der
griin skizzierte Kreis den Kreis C!. Es sind ausschlieglich die Facet-
ten der betrachteten Sequenz innerhalb der Darstellung (ohne Bertick-
sichtigung der Knoten aus V(C) mit Knotengrad 2). Die gestrichelt

gezeichnete Kante gehort zu dem Facettenkreis C'(F”).

Dann existiert eine Facette IV € P(CT) mit
E(FYNE(F;) #0

und F' # F¢(C). Falls nun E(Fy)NE(Z'(G)\{C}) = 0 gilt, so besitzt die maximale
Kreispackung

2(G) == Z(G)\{C} U{C(F)}
offenbar mehr Facettenkreise als Z’(G). Andernfalls ist C(F') € Z'(G) wegen der
Minimalitétseigenschaft (5.2) und somit besitzt die maximale Kreispackung

Z2(G) = Z'(G)\{C(F), C} u{C(F), C(F3)}

offenbar mehr Facettenkreise als Z'(G). Beide Situationen fiihren also zu einem

Widerspruch zur Minimalitétseigenschaft von Z'(G).

Angenommen es sei (0,1,0) C (J(C*)) mit zugehorigen Facetten Fiy, F; und Fj
(vergleiche Abbildung 5.21(a)).

Dann ist entweder
E(F) N E(Z'(G)\{C}) =0

fir mindestens ein ¢ € {1,2, 3} oder fiir alle i gilt E(F;) N E(Z'(G)\{C}) # 0. Dann
gibt es aber ein C’ € Z'(G) mit €’ # C und E(F;) N E(C") # 0. Im ersten Fall

besitzt die maximale Kreispackung

Z(G) = Z(G)\{CU{C(F)}
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G 7]

(a) (0,1,0)-Sequenz (b) (1,0,1)-Sequenz

ponc 2

(c) (0,1,1,0)-Sequenz (d) (1,1,1,0)-Sequenz

Abbildung 5.21: Schematische Darstellung von Sequenzen in (¢(C*)). Hierbei visua-
lisiert der blau skizzierte Kreis C' und der griin skizzierte Kreis C.
Es sind ausschlieflich die Facetten F); der betrachteten Sequenz in-
nerhalb der Darstellung (ohne Berticksichtigung der Knoten aus V(C')
mit Knotengrad 2) dargestellt. Die rot skizzierten Kanten sind aus

E(C’) in (a), (b) bzw. E(C") und E(C") in (c), (d).

offenbar mehr Facettenkreise als Z’(G). Im zweiten Fall besitzt die maximale Kreispa-

ckung

Z(G) = Z'(G\{C", CY U{C(F), C(F3)}

offenbar mehr Facettenkreise als Z'(G). Bemerke, E(Fy) N E(F3) =0, da k; > 5. In
beiden Féllen ist auch hier die Minimalitétseigenschaft (5.2) von Z'(G) verletzt.

Angenommen es sei (1,0,1) C (J(C*)) mit zugehorigen Facetten Fiy, Fy und Fj
(vergleiche Abbildung 5.21(b)). Dann ist entweder

E(Fy) N E(Z(G)\{C}) =0

oder fiir alle i € {1,2,3} gilt E(F;) N E(Z'(G)\{C}) # 0. Dann es gibt genau einen
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Kreis C" # C aus Z'(G) mit E(C") N E(F;) # (). Im ersten Fall besitzt die maximale
Kreispackung
Z2(G) = Z'(G)\{C} U{C(F2)}

offenbar mehr Facettenkreise als Z’(G). Im zweiten Fall besitzt die maximale Kreispa-
ckung
Z(G) = Z'(G\{C",CYu{C(F), C(F3)}

offenbar mehr Facettenkreise als Z'(G). Bemerke, E(F;) N E(F3) = 0, da k; > 5.
Beides kann nicht vorkommen. Mit der gleichen Argumentation ergibt sich, dass auch

die Squenzen (1,0,0) C (J(C*)) bzw. (0,0,1) C (J(C*)) nicht auftreten kénnen.
Angenommen es sei (0,1,1,0) C (J(C*)) mit zugehorigen Facetten Fi, Fy, F5 und
Fy (Vergleiche dazu Abbildung 5.21(c)). Falls fiir ein ¢ € {1,...,4}

B(F) N B(Z/(G\CY) =0,
so ist Z(G) := Z'(G)\{C} U{C(F;)} eine maximale Kreispackung in G. Ansonsten
gilt fiir alle 7 € {1,2,3,4}, dass E(F;) N E(Z'(G)\{C}) # 0.
Dann existiert entweder genau ein Kreis C' # C aus Z'(G) mit E(C") N E(F;) # 0
fiir = 1,...,4 und folglich ist

Z2(G) == Z(G)\{C, ¢y U{C(F), C(F3)}

eine maximale Kreispackung in G.

Oder es existieren zwei Kreise C', C” € Z'(G), derart dass C’,C” und C paarweise
verschieden sind und fiir i € {1,2,3,4} gilt E(F;)NE(Z'(G)\{C,C’,C"} = (). Dann
kann die Bezeichnung von C’ und C” ohne Einschréankung so gewéhlt sein, dass
E(C") N E(Fy) # 0 sowie E(C”) N E(Fy) # 0. Dann ist E(C") N E(Fy) # 0 und
E(C")N E(F3) # (. Somit ist

Z(GQ) :=Z'(G)\{C,C",C"} U{C(F,),C(Fy)}

eine Kreispackung mit |Z(G)| = |Z'(G)|—1. Bemerke, E(Fy)NE(Fy) = 0, da k; > 5.
Allerdings existiert damit auch eine Facette F' mit E(F') N E(Fy) # 0, E(F') N
E(Fs) # 0, E(F")NE(C") #0, E(F)NE(C") # 0 und E(F')NE(Z(G)) = 0. Somit
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ist Z(G) U{C(F’)} eine maximale Kreispackung in G, die mehr Facettenkreise als
Z'(Q) besitzt.

Eine analoge Argumentation zeigt, dass auch weder (1,1,1,0) C (¢(C*)) noch
(0,1,1,1) C (9(C*)) (Vergleiche dazu Abbildung 5.21(d)) auftreten kénnen. Be-
merke, gilt in diesem Fall: E(C") N E(F;) # 0,1 € {2,3,4}, so ist

2(G) = Z(G)\{C,C"} U{C(F), C(Fu)}

eine maximale Kreispackung in G.

Aus Lemma 5.9 ergibt sich fiir Sequenzen auf (9(C*%)) sofort:

Korollar 5.10. Angenommen es sei v(G) > a(G*), C' ein Nicht-Facettenkreis ei-
ner mazimalen Kreispackung Z'(G), die (5.2) erfiillt. Dann enthdlt (9(C**4)) keine
Sequenz des folgenden Typs: (0,0,0), (0,1,0), (0,0,1), (1,0,0), (1,0,1), (0,1,1,0),
(1,1,1,0) bzw. (0,1,1,1).

Beweis. Da k, = |[FA(C)| > 5 ist, folgt die Behauptung direkt durch Anwendung
der Argumentation aus Lemma 5.9 auf (J(C*%)). O

Dariiberhinaus gibt es noch Sequenzen, die ebenfalls in keinem der noch zu betrach-

tenden Falle (1), (/1) und (/II) vorkommen konnen:

Lemma 5.11. Angenommen es sei v(G) > a(G*), C' ein Nicht-Facettenkreis ei-
ner mazximalen Kreispackung Z'(G), die (5.2) erfillt. Dann enthdlt (9(C*)) keine
Sequenz des folgenden Typs: (2,2), (1,2,1) bzw. (2,1,1,2).

Beweis. - Angenommen es sei (2,2) C (9(C™)) (vergleiche Abbildung 5.22(a)).

Dann muss es eine Facette F* € F4(C') geben. Fiir die gilt offenbar |[E(C) N
E(F")| > 4. Dies steht im Widerspruch zu Lemma 5.7.

- Angenommen es sei (1,2,1) € (J(C*)) (vergleiche Abbildung 5.22(b)). Da G
als Fulleren-Graph nur Fiinf- bzw. Sechsecksfacetten enthilt, miisste (9(C*4))
eine Sequenz des Typs (1,0,1),(0,0,1),(1,0,0) oder (0,0,0) enthalten. Eine

solche Situation kann nach Korollar 5.10 in (9(C*#4)) aber nicht auftreten.
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(a) (2,2)-Sequenz (b) (1,2,1)-Sequenz (¢) (2,1,1,2)-Sequenz

Abbildung 5.22: Schematische Darstellung von Sequenzen in (9(C*)) zugehorigen Se-
quenzen auf (9(C*#4)). Der blaue Kreis visualisiert C, der rote Kreis
den Kreis C4 in (b), (c) und der griine Kreis den Kreis C. Bemerke,
falls eine Sequenz des Typs (2,2) in (J(C*)) existiert, gibt es eine Fa-
cette F JA (visualiert durch die den gestrichelt gekennzeichneten Pfad
der Lénge [ mit [ = 1, falls F;* € F*(G) und | = 2, falls F}* € F%(G)),
wobei der kanteninduzierte Teilgraph E(C) N E(FJ-A) ein Pfad der
Lénge 4 ist. Falls eine (1,2,1)-Sequenz in (J(C*)) existiert, so gibt
es in (9(C*4)) eine Sequenz des Typs (1,0,1),(0,0,1),(1,0,0) oder
(0,0,0), hier in (b) beispielhaft fiir den Fall (1,0, 1) visualisiert. Falls
eine (2,1,1,2)-Sequenz in (9(C*)) existiert, so gibt es in (J(C*4))
eine Sequenz des Typs (0,0,0) oder (0,1,0), hier in (¢) beispielhaft
fiir den Fall (0, 1,0) visualisiert.

- Angenommen es sei (2,1,1,2) C (9(C*)), dann miisste es in (J(C*4)) eine
Sequenz des Typs (0, 1,0) oder eine Sequenz des Typs (0, 0, 0) geben (vergleiche
Abbildung 5.22(c)). Diese Situation kann aber nach Korollar 5.10 in (J(C*4))

nicht auftreten.

0
Unmittelbar gilt natiirlich dann das folgende Korrolar fiir Sequenzen in (J(C*4)) :

Korollar 5.12. Angenommen es sei v(G) > a(G*), C' ein Nicht-Facettenkreis ei-
ner mazimalen Kreispackung Z'(G), die (5.2) erfiillt. Dann enthdlt (9(C**)) keine
Sequenz des folgenden Typs: (2,2), (1,2,1) bzw. (2,1,1,2).
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Beweis. Die Behauptung folgt direkt durch Anwendung der Argumentation aus

Lemma 5.11 auf (9(C*4)). O

Im Folgenden werden zusétzlich spezielle Situationen fiir die Falle (1), (/1) und (/1)
betrachtet. Speziell fiir den Fall (1) gilt:

Lemma 5.13. Angenommen es sei v(G) > a(G*), C' ein Nicht-Facettenkreis einer
mazximalen Kreispackung Z'(G), die (5.2) erfillt. Es sei f5(C') = 5 und k; eine
ungerade Zahl. Dann enthdlt (9(C*)) weder eine Sequenz des Typs (2,1), des Typs
(1,2) noch des Typs (1,1,1).

Beweis. Da f5(C') = 5 und k; eine ungerade Zahl ist, ergibt sich fir C = {C €

Z'(Q) | E(CT)n E(C) # 0}, dass

ki —1
< .
o)< =

Falls [C| < 521 so ist
Z(G) = Z'(G)\(CU{C}H) U{C(F;) | F; € F'(C) und j eine gerade Zahl}

eine maximale Kreispackung in G mit einer geringeren Anzahl an Nicht-Facetten-
kreisen als Z'(G). Dies kann aber nicht sein. Demnach muss [C| = %% gelten. Dann

gilt fiir die Kantenmenge
E:={ec E(P(CY)|e=(u,v),ucV(CHve¢V(ChH},

dass |E| = ki(CT) = ko(CT) =1 = ki — 1 (ki(C") = ko(CT) — 1 nach Lemma 5.1
und F5(C') = 5) und E C E(C). Die Kantenmenge jedes Kreises aus C enthilt also

genau zwei Kanten aus FE.

Angenommen es existiert eine Sequenz des Typs (2,1) C (J(C*)) mit zugehorigen
Facetten Fy, F (in Abbildung 5.23 ist diese Situation skizziert). Zwei der drei Kanten
e1,62,e5 € E (in Abbildung 5.23(b) gestrichelt gekennzeichnet) sind dann in der
Kantenmenge eines Kreises C' € C enthalten (dies seien ohne Einschrinkung e; und

es). Dann ist die Kreispackung

Z(G) =Z"(G)\(Cu{C})
U{C}YU{C(F,) | F, € FI(C),i > 3,i ist eine ungerade Zahl}}
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(a) (2,1)-Sequenz (b) (1,1,1)-Sequenz

Abbildung 5.23: Schematische Darstellung von Sequenzen in (¥(C*)). Der blaue Kreis
visualisiert C, und der griine Kreis den Kreis C/. Bemerke, in (a) (bzw.
in (b)) gibt es drei Kanten e; € E.ie€ {1,2,3} mit ey, ey inzident zu
einem Knoten aus V' (F7) und e3 inzident zu einem Knoten aus V(F5)
(bzw. e; inzident zu einem Knoten aus V(F;)). Diese seien durch die

drei gestrichelt gekennzeichneten Kanten visualisiert.

maximal in G, in der mindestens ein Facettenkreis mehr enthalten ist als in Z'(G).

Angenommen es existiert eine Sequenz des Typs (1,1,1) C (¢(C*)) und ey, e sind

in C' enthalten. Dann ist die Kreispackung

Z2(G) =Z'(G)\(Cu{C})
U{C}YU{C(F,) | F, € FI(C),i > 3,i ist eine ungerade Zahl}}
maximal in G, in der mindestens ein Facettenkreis mehr enthalten ist als in Z'(G).

Angenommen es existiert eine Sequenz des Typs (1,1,1) C (J(C*)) sowie ey und es

sind in C enthalten, dann ist die Kreispackung

Z2(G) :=Z"(G\(Cu{c})
U{C}U{C(F) | F; € FI(C),j =1 oder j > 4, ist eine gerade Zahl}}
maximal in GG, und enthélt mindestens einen Facettenkreis mehr als Z'(G).

Es sei bemerkt, dass e;, e in C nicht enthalten seien kénnen, da sonst e, ¢ E(C)

und somit [C| < % ist. O
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Bemerkt werden sollte ebenfalls, dass sich die Argumentation hier nicht ohne weite-

res auf F4(C') iibertragen lisst, da im Fall (1) gef. f5(C4) # 5 ist.

Mit den bisherigen Resultaten lassen sich die Typen der moglichen Sequenzen nun

fiir den Fall (1) weiter untersuchen:

Wiire eine Sequenz der Lange fiinf des Typs
(ﬁ(P}—Q)’ 19<Fj—1)7 L, 19(}7]'-&-1)7 ﬁ(Fj-i—Q))

(also ¥(F;) = 1) in (¥(C*)) entalten, so miisste es auch mindestens eine der folgenden
fiinf Sequenzen, ndmlich des Typs (0, 1,0), (0,1,1,0), (1,1,1) oder (2,1), (1,2) in
(9(C*)) geben. Nach Lemma 5.9 und Lemma 5.13 konnen diese nicht auftreten
(vergleiche dazu die Tabelle A.1 aus Anhang A.5). Somit kann es im Fall (/) keine
Facette F; mit J(F;) = 1 geben.

Betrachte im Folgenden die vier noch méglichen Sequenzen der Lange 2 in (9(C*))
vom Typ
(O(F,), 9(Fy11)) mit 9(Fy), 0(Fy) € {0,2}.

Nach Lemma 5.11 kann keine Sequenz des Typs (2,2) auftreten. Bleiben also noch
die Sequenzen vom Typ (0,2), vom Typ (2,0) und vom Typ (0,0) zu untersuchen.
Da f5(C) =5 ist, ist k; = 1+ Zf;l Y(F;) (nach Lemma 5.1). Demnach miissen zwei
Facetten F}, Fj;; existieren mit 9(F;) = ¥(F;41 = 0). Sei die Nummerierung der

Facetten ohne Einschrankung so gewéhlt, dass 9(F;) = ¥(Fy = 0) gilt.

Da nach Lemma 5.11 keine (2,2)-Sequenz bzw. nach Lemma 5.9 keine (0,0, 0)-
Sequenz auftreten kann und da zudem k; eine ungerade Zahl ist, kann, wenn iiber-

haupt, nur eine Sequenz der Lénge k; des Typs
(0,0,2,0,...,2)

auftreten mit J(Fy) = 9(Fy;) = 0 sowie J(Fy;1) = 2 fiir j € {1,..., 521}

Zur weiteren Betrachtung von Fall (I) sei Z'(G) im Folgenden unter allen maxima-
len Kreispackungen Z(G) die Eigenschaft (5.2) erfiillen so gewéhlt, dass der Nicht-
Facettenkreis C' € Z'(G) und der von C' induzierte Patch P(C) die Eigenschaften
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besitzen:

P(C) enthélt keinen weiteren Nicht-Facettenkreis von Z'(G). (5.6)

Die Anzahl der in P(C) enthaltenen Facettenkreise aus Z'(G) ist minimal
bzgl. aller Patches P(C'), die Eigenschaft (5.6) erfiillen, mit k;(C') = 5 (5.7)
und C € Z(G).

Fiir die weitere Betrachtung sei fiir j € {1,..., %1} die Kante ey; := E(CT) N
E(Fy;). Zu jeder Kante ey; existiert eine weitere Facette Fy; # Fy, mit Fy; €
F(P(C)) und der Eigenschaft, ey; € E(Fy;). Es sei bemerkt, dass fiir alle Kanten
eg; gilt:

esj € E(C),
dasonst Z(G) := Z'(G)\{C}U{C(F3;)} eine maximale Kreispackung in G mit einer

geringeren Anzahl an Facettenkreisen als Z'(G) wére.

Damit lasst sich nun Folgendes zeigen:

Lemma 5.14. Angenommen es sei v(G) > a(G*), C' ein Nicht-Facettenkreis einer
mazximalen Kreispackung Z'(G), die (5.6) und (5.7) erfiillt, sowie fs(CT) =5 und k;
eine ungerade Zahl. Dann existiert in (9(C™)) keine Sequenz der Linge k; des Typs

(0,0,2,0,...,2).

Beweis. Die Kreispackung

ki —1
2

Z2(G) == Z(GN\CU{CH U{C(Fy) [j {1,. .., H

besitzt die Kardinalitit |Z'(G)| — 1. Die Kantenmengen E(F3;)\E(C') induzieren
Pfade W5;. Die Pfade Wy; sind paarweise kantendisjunkt, weil sich die Facettenkreise
C(Fy;) in Z'(G) befinden und somit paarweise kantendisjunkt sind. Diese Pfade
sollen nun zu einem Kreis “verbunden® werden. Dazu sei vy; := V(Fyjy1) N V/(Wa;)
und vgj41 := V(Fyp1) NV (Wajte) (mit WQ$+2 = Ws) sowie egjy1 := (V2), V2j11)-
Dann ist

1. __
C = (WQ, €3, W4, €5y..., Wkifl, eki)
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offenbar ein Kreis. Fiir C* gilt: F(C') N E(Z(G)) = 0. Somit ist Z1(G) := Z(G) U
{C"'} eine maximale Kreispackung (vergleiche Abbildung 5.24). Dann erfiillt Z’(G)
aber nicht Eigenschaft (5.7).

Abbildung 5.24: Beispielhafte Darstellung einer Sequenz des Typs (0,0,2,0,...,2) in
(3(C*)) mit |V(C*)| = 9. Die farblich skizzierten Kanten in (a) ent-

sprechen der Kantenmenge der Kreisen aus C und C. Die farblich
skizzierten Kanten in (b) entsprechen der Kantenmenge der Facetten-

kreise C(Fy;) sowie dem Kreis C' (blau) in einem Teilgraphen von

G.
[
Da kein ¥(Fj) = 1 und keine Sequenz des Typs (J(F}), (Fj11) mit 9(F;), I (Fj €
{0,2} in (¢¥(C*)) vorkommen kann, folgt die Behauptung fiir den Fall (I).

In den Fillern (I7) und (I11) ist f5(C!) = 6. Analog muss f5(C*) = 6 und folglich
f5(C) = 6 gelten. Anzumerken bleibt, dass f5(RI(C)) = f5(RA(C)) = 0 ist und
somit folgt:

fo(RI(C)) = fs(RYC)) = ki

ki
ka = Z 19(17])
j=1

Zur Betrachtung der Félle (/1) und (I11) sei Z'(G) im Folgenden unter allen ma-
ximalen Kreispackungen, die (5.2) erfillen, so gewéhlt, dass f;(C) = 6 fir den
betrachteten Nicht-Facettenkreis C' € Z'(G) gilt. Sowie Z'(G) die Eigenschaft 5.6
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sowie die folgende Eigenschaft besitzt:

Die Anzahl der in P(C) enthaltenen Facettenkreise aus Z'(G) ist minimal
bzgl. aller Patches P(C), die Eigenschaft (5.6) erfiillen, mit k;(C) = 6 (5.8)
und C € Z(G).

Dann enthélt P(C') offenbar mindestens zwei Facettenkreise aus Z’(G). Es wird nun
gezeigt, dass auch fiir den Fall (/1) bestimmte Sequenzen nicht vorkommen kénnen.

Die Beweisideen orientieren sich an denen des Falls (7).

Lemma 5.15. Angenommen es sei v(G) > a(G*), C' ein Nicht-Facettenkreis einer
mazimalen Kreispackung Z'(Q), die (5.6) und (5.8) erfillt, sowie f5(CT) = 6 und
k; eine ungerade Zahl. Dann ezistiert in (9(C*)) keine Sequenz des Typs (1,1, 1),
(1,2) oder (2,1).

Beweis. - Angenommen es sei (1,1,1) C (J(C*)) mit zugehorigen Facetten
Fy, Fy und Fj3 (betrachte zur Illustration Abbildung 5.23(b)). Genau zwei der
drei Kanten e, ey, e3 € E (in Abbildung 5.23(b) gestrichelt gekennzeichnet)
sind dann in den Kantenmenge eines Facettenkreises C'(F') € Z'(G) enthal-

ten. Falls e; und ey in E(C(F")) enthalten sind, dann ist die Kreispackung

ZN(G) =Z"(G)\(Cu{C})
U{C(F"YU{C(F;) | F; € F/(C),j > 3,j ist eine ungerade Zahl}}

eine maximale Kreispackung in G mit einer geringeren Anzahl an Facetten-
kreisen als Z’(G). Falls e und e3 in E(C(F")) enthalten sind, dann ist aber
die Kreispackung

Z*(G) =Z'(G)\(C u{C}H) u{C(F)}U

{C(F;) | F; € FI(C),j =1 oder j > 4, ist eine gerade Zahl}}

maximal in G mit einer geringeren Anzahl an Facettenkreisen als Z’(G). Der
Fall, dass e; und e3 in E(C(F")) enthalten sind, kann nicht vorkommen, da
Z'(@Q) die Eigenschaft (5.8) erfiillt, P(C') keinen weiteren Nicht-Facettenkreis
aus Z'(G) enthélt und k; > 5 gilt.
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- Angenommen es sei (2,1) C (¢(C*)) mit zugehorigen Facetten F; und Fb.

Betrachte nun die Sequenz
(V(Fi,), O(F1), 9(F2)).

Da nach Lemma 5.11 keine Sequenz des Typs (1,2, 1) oder (2, 2) in der Sequenz
(I(Fy,), V(F1),9(F3)) enthalten sein kann, muss demnach 9(Fj,) = 0 sein.

Betrachte nun

(0,2,1,9(F3),9(Fy)).

Angenommen es wére ¥(F3) = 2, dann wére ¥(Fy) ¢ {1,2} nach Lemma 5.11.
Somit ist ¥(Fy) = 0. Wenn also die Sequenz (0,2, 1,2,0) existiert, dann gibt
es eine Facette F' mit C(F') € Z'(G) mit E(F') N E(Fy) # 0, (andernfalls
ersetze C' durch C(Fy)). Falls E(F') N E(Fy) # (), dann ist die Kreispackung
ZY(G) maximal in G. Falls E(F') N E(F3) # 0, dann ist die Kreispackung
Z?*(G) maximal in G. Somit ist J(F3) # 2.

Angenommen es sei ¥(F3) = 1, so ist ¥(Fy) # 2 nach Lemma 5.11 und 9(F}) #
1, da sonst eine Sequenz des Typs (1,1, 1) existieren wiirde. Also gébe es dann

eine Sequenz des Typs (0,2,1,1,0) in (9(C*)). Wegen J(Fy) = ¥(Fy,) = 0 und

IC| = %L muss es einen Facettenkreis C(F’) geben mit der Eigenschaft, dass

C(F") e Z'(GQ), E(F')NE(F,) # 0 und E(F')N E(F,) # (). Dann ist aber die
Kreispackung Z'(G) maximal in G. Somit ist J(F3) # 1.

Angenommen es sei ¥(F3) = 0, dann kann die Sequenz des Typs (0,2, 1,0)
hochstens einmal in (9(C*)) auftreten. Fiir die Kante e; (in Abbildung 5.23,
mittlere gestrichelt gekennzeichnete Kante) gilt: es ¢ E(Z'(G)) und somit folgt

IC| < %L, falls mehr als eine Sequenz des Typs (0,2, 1,0) in (9(C*)) existiert.
Falls die Sequenz des Typs (0,2,1,0) haufiger als einmal in (J(C*)) wére, so
die Kreispackung
Z%(G) =Z'(G)\(Cu{C})
U{C(F;) | F; € F'(C),j > 3,j ist eine ungerade Zahl}}

maximal in G mit einer geringeren Anzahl an Facettenkreisen als Z'(G).
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Es bleibt somit das einmalige Auftreten der Sequenz des Typs (0,2,1,0) ge-
nauer zu betrachten. Es stellt sich heraus, dass Fj die einzige Facette mit
Y(F;) = 1 ist. Denn angenommen es existiert eine weitere Facette F; # F, mit
Y(F;) = 1, dann sind 9(F;_1) # 2 sowie ¥(F;y1) # 2, da nur eine Sequenz
des Typs (0,2,1,0) existiert. Zudem wére falls 9(F;_1) = 1 und J(F;;1) = 1
eine Sequenz des Typs (1,1,1) in (J(C*)) enthalten. Der Fall J(F;—;) = 0
und J(F;;;) = 0 kann nach Lemma 5.9 nicht auftreten. Falls J(F,_1) = 0
und J(F;41) = 1 sind, so ergibe sich ¥(F;42) = 0. Die Sequenz des Typs
(0,1,1,0) in (¥(C*)) ist nach Lemma 5.9 nicht moglich. Demnach ist F, die
einzige Facette in F(C) mit J(Fy) = 1.

Da nach Lemma 5.11 keine Sequenz des Typs (2,2) in (9(C*)) existiert und
{F; € FI(C) | 9(F;) =2} = [{F; € F(C) | 9(F) = 0},

ist die einzig mogliche Sequenz der Lénge k; des Typs (2,1,0,2,0,2,...,0)
(vergleiche Abbildung 5.25). Seien ohne Einschrénkung 9(F}) = 2 und 9(F) =
1 sowie J(Fyjp1) = 0 fiir j € {1,..., 52 und O(Fy;) = 2 fiir j € {2,..., 52}

Dann lésst sich ein Nicht-Facettenkreis C' und eine Kreispackung Z*(G) kon-

struieren, derart, dass in P(C') weniger Facettenkreise aus Z*(G) als Patch

P(C) Facettenkreise aus Z'(G) enthélt.

Beweis: Es existieren ¥ Facetten Fyjq € F'(C) mit 9(Fyj41) = 0, die genau

bl Facetten Fy, ., € F(P(CY)) mit

’ ) ki —1
E(Fy ) NE(Fya) #0,5€{1,..., 5 b

Es gilt C(Fy;,,) € Z'(G), da 9(Fzj41) = 0. Zudem sind die Facetten Fy,
paarweise kantendisjunkt, da C(Fy;, ) € Z'(G). Fiir j = 1,. .., k;—1 bezeichne
W41 den durch

E(F3;,1)\E(CT)

zusammenhéangenden kanteninduzierten Pfad der Lange grofer oder gleich
zwei. Die Anfangs- bzw. Endknoten des Pfades seien mit vg;41 bzw. vgj19

bezeichnet. Dann ist vg;11 € V(Fy;) und vgjpe € V(Fyjy2). Zudem ist

eaj12 := (V2j12, Voj43)
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Abbildung 5.25: Beispielhafte Darstellung einer Sequenz des Typs (2,1,0,2,...,0) in
(9(C*)) mit |V(C*)| = 9. Die farblich skizzierten Kanten in (a) ent-

sprechen der Kantenmenge der Kreisen aus C und C. Die farblich
skizzierten Kanten in (b) entsprechen der Kantenmenge der Facetten-
kreise C'(Faj41),j > 1 sowie dem Kreis C' (blau) in einem Teilgraphen

von G.

fiir j € {1,..., % — 1} eine Kante in E(C") N E(Fyj2). Sowie
W = W(Uk,-+1yv3)

ein Pfad mit EF(W (vg,41,v3)) C E(CT) N E(Fy) N E(F). Damit ist

C = (W3,€4, .. .,Wki,W)

ein Kreis. Nach Konstruktion gilt fiir die Kantenmenge F(C) offenbar E(C)N
E(Z3(G)) = 0. Somit ist

Z(G) =Z'(G)\(Cu{C})
U{CYU{C(F;)| F; € FI(C),j > 3,7 ist eine ungerade Zahl}}
eine Kreispackung mit |Z4(G)| = |Z'(G)| (vergleiche Abbildung 5.25). Fer-
ner besitzt Z4(G) mit C einen Kreis, dessen Patch P(C) genau £ weniger

Facettenkreise als C enthalt.
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Im Fall (IT), in dem k; > 5 eine ungerade Zahl ist und fI(C) = 6 gilt, muss es
wenn iiberhaupt eine ungerade Anzahl an Facetten F; mit 9(F;) = 1 geben. Ange-
nommen es existiert eine solche Facette F;. Betrachte dann die Sequenzen des Typs
(W Fi—2),0(Fi—1),1,9(Fi41),9(Fi42)), so fiihren sdmtliche Moglichkeiten zu Sequen-
zen, die durch Lemma 5.9 und 5.15 ausgeschlossen wurden (vergleiche dazu die

Tabelle A.2 aus Anhang A.5). Der Fall (/) kann somit nicht vorkommen.

Demnach bleibt abschliefend noch der Fall (I17) zu diskutieren, also, dass f5(C?) =
6 und k; eine gerade Zahl ist. Nach Lemma 5.1 gilt dann k; = k;(C?) > 6.

Da Z'(G) minimal bzgl. der Anzahl an Nicht-Facettenkreisen ist und Eigenschaft
(5.6) und (5.8) besitzt, existiert in P(C') keinen Nicht-Facettenkreis aus Z'(G)\{C'}.
Somit besteht C aus ausschlieklich Facettenkreisen. Zudem gilt in diesem Fall |C| =
%CI) = M. Zusétzlich miissen % Kreise C{* mit E(C{") N E(C*) # 0 in der maxi-

malen Kreispackung Z'(G) enthalten sein, weil k; = k, ist. Ebenso gilt wie in Fall

(1) wieder f5(FI(C)) = f5(FA(C)) = 0.

Lemma 5.16. Angenommen es sei v(G) > a(G*), C' ein Nicht-Facettenkreis einer
mazimalen Kreispackung Z'(Q), die (5.6) und (5.8) erfillt, sowie f5(CT) = 6 und
k; eine gerade Zahl. Dann existiert in (V(C*)) keine Sequenz des Typs (0,2,1,0),
(0,1,2,0) bzw. (0,2,1,2,0).

Beweis. (i) Angenommen es existiere in (¢(C*)) eine Sequenz des Typs
(0,2,1,0)

mit zugehorigen Facetten Fi,...,F;. Dann gibt es eine Kante es = (u,v)
mit u € V(CT) NV (F,) und ey ¢ E(C) (vergleiche Abbildung 5.23, mittlere
gestrichelt gekennzeichnete Kante e), dies hieke aber das |C| < %, was fiir

9
Fall (I17) nicht sein kann.

(#7) Angenommen es existiere in (J(C*)) eine Sequenz des Typs
(0,2,1,2,0)

mit zugehorigen Facetten F,...,F5 und Knoten uy,...,us € V(C!) mit
Spi(u;) = 2 in RI(C). Da 9(F;) = J(F5) = 0 giibe es eine Kante ¢; = (uy,v;)
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und eine Kante e5 = (us, vs) mit uy € V(Fy) NV (CY), us € V(Fy)NV(CT) und
e1,e5 € E(Z'(G))\E(CT). Zudem existieren drei Kanten e; = (u;,v;) ¢ E(CT)
mit ¢ € {2,3,4} und w; € V(F;). Da P(C) ausschlieblich Facettenkreise aus
Z'(GQ) enthalt, konnen hochstens zwei dieser drei Kanten dann aber in der

Kantenmenge F(Z'(G)) enthalten sein. Somit wire |C| < %.

]

Fiir das nachfolgende Lemma wird eine andere Beweisidee als die vom Beweis des

Lemmas 5.16 benotigt. Es wird iiber die Existenz einer speziellen Sequenz auf

(9(C**1)) argumentiert, genauer:

Lemma 5.17. Angenommen es sei v(G) > a(G*), C' ein Nicht-Facettenkreis einer
maximalen Kreispackung Z'(G), die (5.6) und (5.8) erfiillt, sowie f5(C')) =6 und
k; eine gerade Zahl. Dann existiert in (V(C*)) keine Sequenz des Typs (2,1,1,1,2)
oder (2,1,1,1,1).

Beweis. (i) Angenommen es existiere in (¢J(C*)) eine Sequenz des Typs

(2,1,1,1,2).

Dann wire eine Sequenz des Typs (0,1, 1,0) in (J(C*4)) enthalten, da Fiinf-
ecksfacetten weder in F/(C) noch in F'4(C) enthalten sind. Nach Korollar 5.10

kann aber eine solche Sequenz in (¢(C*4)) nicht vorkommen.

Angenommen es existiere in (¢(C*)) eine Sequenz des Typs
(2,1,1,1,1).

Dann wire eine Sequenz des Typs (0,1,1,1) in (J(C**)) enthalten, da Fiinf-
ecksfacetten weder in F/(C) noch in F4(C') enthalten sind. Nach Korollar 5.10

kann aber eine solche Sequenz in (¢(C*4)) nicht vorkommen.

]

Fiir den Fall (I17) lésst sich nach Lemma 5.9, Lemma 5.11, Lemma 5.16 und Lemma
5.17 nun folgendes noch fiir (9(C*)) schliefsen:



Schranken an v(G) in Fulleren-Graphen 129

(i) Eine Sequenz vom Typ (1,1,1) in (J(C*)) impliziert, dass ¥(F;) = 1 fur
j € {1,...,k;}. Dies wird klar, wenn sdmtliche mogliche Kombinationen von

Sequenzen des Typs
(ﬂ(Fl)a 17 17 17 7‘9(F’L+4))

betrachtet werden. Dabei stellt sich heraus, dass fiir derartige Kombinationen

hochstens (1,1,1,1,1) aufgrund der vorherigen Lemma auftreten kann (ver-

gleiche dazu die Tabelle A.3 aus Anhang A.5).

(71) Aufgrund der Lemma konnen alle méglichen Kombinationen von Sequenzen
des Typs (9(F;),1,9(Fi42)) mit 9(F;),I(Fire) € {0,2} nicht auftreten (ver-
gleiche dazu die Tabelle A.3 aus Anhang A.5).

Existiert kein F' € F/(C) mit 9(F) = 1, so gibt es in (J(C*)) eine Sequenz
der Lénge k; des Typs (2,0,...,2,0), da nach Lemma 5.11 keine Sequenz des
Typs (2,2) auftreten kann und Zf;l V(F;) = k;.

117) Gibt es in *)) eine Sequenz der Lange 6 des Typs
Gib I(C S d d
(V(Fi—1), 9(F5), 1,1, 9(Fiys), (Fisa)),

mit V(F;),9(Fiy3) € {0,2}, so kénnen nach Lemma 5.9 und 5.11 hochstens
die Sequenzen des Typs (0,2,1,1,0,2) bzw. (2,0,1,1,2,0) auftreten. Also gibt
es ohne Einschriinkung eine Nummerierung der Facetten F; € F!(C) (modulo
ki), derart dass (V(Faj—1), ¥(Fs;)) € {(0,2),(1,1)} baw. (I(Fpj_1),0(F;)) €
{(2,0),(1,1)} fiir j € {1,...,%}. Dies liegt daran, dass nach Lemma 5.11
keine Sequenz des Typs (2,2) sowie nach Korollar 5.10 keine Sequenz des
Typs (2,1,1,2) und wegen Zle V(F;) = k; auch keine Sequenz des Typs
(0,0) in (¥(C*)) existiert. Falls 9(F;) = 1 ist, so ist entweder nach (i) entweder
Y(F;_1) = 1 oder ¥(F;;1) = 1 (Index modulo k;). Existiert eine Facette J(F;) =
1 und ¥(F;_1) = 1, so wahle die Nummerierung derart, dass F;_; mit Fy
bezeichnet wird, falls 9(F;) = 1 und J(Fi11) = 1, so wihle die Nummerierung
derart, dass F; mit F} bezeichnet wird. Ohne Einschriankung sei im Folgenden

diese Nummerierung der Facetten betrachtet.

Die Beweisidee ist nun wie in Lemma 5.14 und Lemma 5.15. Wie dort werden hier

wieder % Facettenkreise C durch % Facettenkreise aus F’(C') sowie der Nicht-Fa-
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cettenkreis C' durch einen weiteren Kreis C' ¢ P(C') ersetzt. Der Kreis C' ist dabei
so konstruiert, dass der Patch P(C') weniger Facettenkreise aus Z'(G) enthilt als
P(C). Damit wiirde der Kreis C' aber nicht die Eigenschaft (5.8) besitzen. Diese
Idee wird nun in den folgenden drei Lemma formal angewendet. In Lemma 5.18 und

Lemma 5.19 werden dazu zwei Spezialfille aus Lemma 5.20 betrachtet.

Lemma 5.18. Angenommen es sei v(G) > a(G*), C' ein Nicht-Facettenkreis einer
mazimalen Kreispackung Z'(Q), die (5.6) und (5.8) erfillt, sowie f5(CT) = 6 und
k; eine gerade Zahl. Dann ezistiert in (9(C*)) keine Sequenz der Linge k; des Typs

(1,1,...,1,1).

Beweis. Da f5(C) = 6 und k; eine gerade Zahl ist, so ist [C| = & > 3. Es ist

2(C) = Z(ONC.CYU{O(Ry) [ € (1. 5}
eine Kreispackung mit |Z(G)| = |Z'(G)| — 1.

Dann gibt es zu jedem F; € F/(C) ein Fj C P(C") die Facette mit der Eigenschaft
E(Fj)NE(F;) # 0 und E(Fj) N E(F;_;) # 0 (Index modulo k;). Offenbar existieren
(uj,v;) € BE(Z'(Q)), 5 ={1,...,k} mit u; € V(F;) und v; ¢ V(CT). Weiterhin gibt
es Pfade W; = W (v;,vj11) C E(F}) (sowie Wy, = W (vy,,v1)) mit [(W;) < 2.

Dann gilt entweder C = {C(Fy;) | j € {1,...,%}} oder C = {C(F};.,) | j €
{0,...,% —1}}. Ohne Einschréinkung sei C = {C(F};) | j € {1,..., %1}, Dann sind
die Pfade Wo; fiir j € {1,...,%} paarweise kantendisjunkt, da C(F};) € C. Da G
kubisch ist und die Facetten Fj’ entweder Fiinf- oder Sechsecksfacetten sind, sind die
Pfade Wy;41 paarweise kantendisjunkt und zudem gilt E(Ws,41) N E(Z'(G)) = 0.
Somit ist der durch W7, ..., W;, kanteninduzierte Teilgraph von P(CT) ein Kreis

C = (Wl,...,Wk.)

7

und E(C)NE(Z'(G)\C) = 0. Dann ist Z'(G) := Z(G)U{C} eine maximale Kreispa-
ckung in G mit |Z'(G)| = |Z'(G)| allerdings mit geringerer Facettenkreisen aus

ZY (@) in P(C) als Facettenkreisen aus Z’(G) in P(C') (vergleiche dazu Abbildung
5.26). Dies kann aber nach Wahl von Z'(G) nicht sein. O
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Abbildung 5.26: Beispielhafte Darstellung einer Sequenz des Typs (1,1,1,1,...,1) in
(9(C*)) mit |V(C*)| = 10. Die farblich skizzierten Kanten in (a) ent-

sprechen der Kantenmenge der Kreisen aus C und C (in blau). Die
farblich skizzierten Kanten in (b) entsprechen der Kantenmenge der
Facettenkreise C'(Fy;) sowie dem Kreis C' (in blau) in einem Teilgra-
phen von G. Bemerke, innerhalb der Darstellung gibt es zu jedem F
einen grau skizzierten Knoten aus V (F}). Falls F/ eine Sechsecksfacet-

te ist, so existiere dieser Knoten in V(P(C')) und sonst nicht.

Lemma 5.19. Angenommen es sei v(G) > a(G*), C' ein Nicht-Facettenkreis einer
mazimalen Kreispackung Z'(G), die (5.6) und (5.8) erfiillt, sowie F5(C') = 6 und
k; eine gerade Zahl. Dann ezistiert in (9(C*)) keine Sequenz der Linge k; des Typs

(2,0,...,2,0).
Beweis. Da f5(C) = 6 und k; eine gerade Zahl ist, ist |C| = & > 3. Der Beweis wird
analog zu dem aus Lemma 5.14 gefiihrt (vergleiche Abbildung 5.27 mit Abbildung
5.24). Es ist

ki —1
2

2(G) = Z'(G\{C,CYU{C(Fy) | j € {L,..., H

eine Kreispackung mit |Z(G)| = |Z'(G)| — 1. Die Kantenmengen E(F3;)\E(C') in-
duzieren Pfade Ws;. Die Pfade W5; sind paarweise kantendisjunkt, weil die Facetten
Fy; paarweise kantendisjunkt sind. Diese Pfade sollen nun zu einem Kreis C verbun-

den werden. Dazu sei vyj := V (Fyp1) NV (Way) und vgj41 1= V (Fajq1) NV (Wajio)
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Abbildung 5.27: Beispielhafte Darstellung einer Sequenz des Typs (2,0,...,2,0) in
(9(C*)) mit |V(C*)| = 10. Die farblich skizzierten Kanten in (a) ent-

sprechen der Kantenmenge der Kreisen aus C und C' (in blau). Die
farblich skizzierten Kanten in (b) entsprechen der Kantenmenge der
Facettenkreise C'(Fy;) sowie dem Kreis C' (in blau) in einem Teilgra-

phen von G.

(mit W, kit

ol = = W,) sowie eg;41 1= (vg;, V2j+1). Dann ist

C = (e1,Wa,e3, Wy, e5,..., Wi, o, €p,—1, Wi,)

offenbar ein Kreis. Fiir C gilt: E(C) N E(Z'(G)) = §. Somit ist Z'(G) := Z(G) U
{C} eine maximale Kreispackung mit |Z*(G)| = |Z'(G)| allerdings mit geringerer
Facettenkreisen aus Z'(G) in P(C) als Facettenkreisen aus Z'(G) in P(C). Dies
kann aber nach Wahl von Z’(G) nicht sein. O

Lemma 5.20. Angenommen es sei v(G) > a(G*), C' ein Nicht-Facettenkreis einer
mazimalen Kreispackung Z'(Q), die (5.6) und (5.8) erfillt, sowie f5(CT) = 6 und
k; eine gerade Zahl. Dann existiert in (9(C*)) keine Sequenz des Typs

(O(F1), ..., 9(F,))

der Linge k; mit (9(Fy1),9(Fy)) € {(0,2), (1,1),(2,0)} fir j € {1,..., 5 }.

Beweis. Da f5(C) = 6 und k; eine gerade Zahl ist, ist |C| = % > 3. Betrachte
eine beliebige Sequenz der Lange k; in (9(C*)) mit (J(F;),9(Fj+1)) € {(0,2), (2,0),
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(1,1)} und j € {1,...,%}, die nicht unter die Fille aus Lemma 5.18 und Lemma
5.19 fallt.

Nach den Voriiberlegungen aus (iii) existiert eine Sequenz des Typs (0,2,1,1,0,2)
oder des Typs (2,0,1,1,2,0) in (J(C*)). In (9(C*)) kann weder eine Sequenz des
Typs (0,1,1,0) noch des Typs (2,1,1,2) enthalten sein. Ebenso kann keine Se-
quenz des Typs (2,0,0,2) auftreten, da sonst auch eine Sequenz des Typs (2,2)
oder (2,1,1,2) in (J(C*)) enthalten wére.

Demnach sei ohne Einschrénkung die Sequenz des Typs (J(F1),...,0(Fy,)) derart,
dass fiir j € {1,..., %}

(V(Foj-1), 9(Fyy)) € {(0,2), (1,1)}.

Aus Lemma 5.17 folgt, dass hochstens L%J Sequenzen des Typs (1, 1) in der Sequenz

der Lange k; auftreten konnen.
In Abbildung 5.28 ist der Fall einer solchen Sequenz beispielhaft skizziert.

Hierzu wird eine Kreispackung Z'(G) konsturiert, derart, dass Z’(G) die Eigenschaft
(5.8) nicht erfiillt. Es ist

2(6) = Z(@\C.CYU{C(Bry) | € (L., )

eine Kreispackung mit |Z(G)| = |Z'(G)| — 1. Die Beweisfiihrung aus Lemma 5.18 fir
(1,1)-Sequenzen bzw. aus Lemma 5.19 fiir (0, 2)-Sequenzen wird auch hier benutzt,
um einen Kreis C' mit E(C) N E(Z(G)) = § zu konstruieren (vergleiche dazu Abbil-
dung 5.28). Der Kreis C wird durch das Verbinden von speziellen Pfaden erzeugt.
Hierbei bestehen die Pfade aus drei unterschiedlichen Typen:

- Falls 9(F;) = 2, so withle die Kante W; = ¢; mit ¢; € E(F;) N E(CT) und
e ¢ E(Z'(G)).

- Falls (9(F;_1),9(F;),9(F;11)) = (2,0,2), so withle den von E(F/)\E(C") kan-
teninduzierten Pfad W;.

- Falls (V(F;), ¥(Fit1), V(Fii2), 9(Fiys)) = (2,1,1,0), so wahle fiir j € {i+1,i+
2,1+ 3} den von

E(F)\{E(CT)} U {(uis1, vig1), (Wira, via) }
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Abbildung 5.28: Beispielhafte Darstellung einer Sequenz des Typs
(2,1,1,0,2,0,...,2,0) in (H(C*)) mit |V(C*)] = 10. Die farb-

lich skizzierten Kanten in (a) entsprechen der Kantenmenge der
Kreisen aus C und C (in blau). Die farblich skizzierten Kanten in (b)
entsprechen der Kantenmenge der Facettenkreise C'(Fj;) sowie dem
Kreis C' (in blau) in einem Teilgraphen von G. Bemerke, innerhalb
der Darstellung gibt es grau skizzierte Knoten aus V(F}). Falls F/
eine Sechsecksfacette ist, so existiere dieser grau skizzierte Knoten in

V(P(C)) und sonst nicht.

(mit w;y; € V(CT N Fpy),v0 € V(P(CH\V(CH) und ue € V(CT N
Fiy2),vip9 € V(P(CT))\V(CT)) kanteninduzierten Pfad W;. Da die Facet-
ten I} jeweils Fiinf- bzw. Sechsecksfacetten sind, werden in diesem Fall fiir
j € {i+ 2,i+ 3} ein Pfad der Linge [ < 2 und fiir j = i + 1 ein Pfad der
Lange | < 3 definiert. Fiir j € {i +1,i+ 3} gilt E(W,) C E(C). Fiir j =1+ 2
ist E(Wit2) := (Vit1,...,vi+2). Da G kubisch ist, v;1,vi40 € V(Z'(G)) sowie
| <2 gilt, folgt E(W;)NE(Z'(G)) = 0.

Dann ist

C .= (WI,...,Wki)

offenbar ein Kreis mit £(C) N E(Z(G)) = §. Somit ist Z'(G) := Z(G) U {C} eine
maximale Kreispackung mit |Z(G)| = |Z/(G)| allerdings mit geringerer Facetten-
kreisen aus Z'(G) in P(C) als Facettenkreisen aus Z'(G) in P(C). Dies kann aber
nach Wahl von Z’(G) nicht sein. O
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Aufgrund der Vielzahl behandelter Fallunterscheidungen wird der Vollstéandigkeit
halber an dieser Stelle zusammenfassend auf Tabelle A.4 in Anhang A.5 verwiesen, in
der alle behandelten Fille in Abhéingigkeit von f5(C7), k;(C) sowie der untersuchten
Sequenzen auflistet sind. Dabei wird zu jeder Kombination aus f5(C?), k;(C?) und
Sequenz auf das Lemma verwiesen, in dem der jeweilige Widerspruchsbeweis gefiihrt

wird.

Mit Hilfe der angefiihrten Widerspruchsargumentation aus den in den jeweiligen
Aussagen erlduterten Fallunterscheidungen aus Lemma 5.7 bis Lemma 5.20 folgt,

dass es keine maximale Kreispackung Z'(G) in einem Fulleren-Graph G gibt mit

1Z2'(G)] > a(GY).

Damit gilt analog zu Halin-Graphen auch fiir Fulleren-Graphen G:

v(G) = a(G),

also gilt die Aussage des Satzes 5.6.

Mit Hilfe des Satzes 5.6 kann v(G) in einem Fulleren-Graphen G offenbar auf die
Bestimmung von a(G*) im Dual-Graphen G* des Fulleren-Graphen G zuriickgefiihrt
werden. Dies wird im folgenden Abschnitt genutzt werden, um v(G) fiir Fulleren-

Graphen G € F,, mit n < 70 zu berechnen.

5.3 Obere Schranken an v(G) mit G € F,, und

n <70

Zur vollsténdigen Angabe der oberen Schranken an v(G) bleiben auf Basis der Er-
gebnisse aus Abschnitt 5.1 noch die Fulleren-Graphen G' € F,, mit n < 70 zu unter-

suchen. Innerhalb dieses Abschnittes wird dazu auf zwei Algorithmen eingegangen:

(I) Erzeugung der Adjazenzlisten der Dualgraphen G* aller nicht isomorphen
Fulleren-Graphen G € F,, mit n < 70.

(/1) Bestimmung maximaler unabhéngiger Mengen in G* sowie der zugehorigen

Unabhéngigkeitszahl o(G*).
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Zur Betrachtung von (/) beschreiben Brinkmann und Dress [10] einen Algorithmus
zur Erzeugung sdmtlicher nicht-isomorpher Fulleren-Graphen einer vorgegebenen
Ordnung und bilden damit die Grundlage und den Daten-Input fiir die weitere Un-
tersuchung. Die konzeptionelle Idee des Algorithmus’ ist in [10] detailliert beschrie-
ben und basiert auf der Zerlegbarkeit der Fulleren-Graphen iiber speziell gewéhlte
sog. Petrie Pfade in zwei oder drei spezielle Patches. Der Algorithmus besteht dann

im Wesentlichen aus vier Schritten:

- Auffinden aller unterschiedlichen Petrie Pfade. Diese lassen sich auf drei Pfad-
strukturen beschranken und werden mit Jordan-Kurven-Pfad oder auch Closed
Petrie-Pfad, Sandwich-Ptad sowie Dumb-bell-Pfad bezeichnet und unterteilen

den Fulleren-Graphen in zwei bzw. drei sog. Marked Patches.
- Vollstandige Auflistung aller Marked Patches zu einem gegebenen Petrie Pfad
- Kombination der erzeugten Marked Patches zu Fulleren-Graphen
- Isomorphiepriifung der so erzeugten Fulleren-Graphen.

Das von Brinkmann und McKay in C implementierte Programm Fullgen bietet iiber
acht verschiedene Ausgabemdglichkeiten eine Vielfalt zur Darstellung der zu be-
trachtenden Fulleren-Graphen. Eine Ausgabemdglichkeit von Fullgen ist die Wahl
der Adjazenzliste des Dual-Graphen, {iber den der zugehorige Fulleren-Graph ein-
deutig beschrieben ist. Unter Fullgen CODE 7 kénnen die jeweiligen Dual-Graphen
G* erzeugt und in ein bindres Output-File geschrieben werden, das als Schnittstelle
fiir die weitere Verarbeitung in (I7) dient. Als Ergebnis liefert (1) eine Datei der Ad-
jazenzlisten der 30.579 Graphen G* mit G € F,, und n < 70. Fiir technische Details
zu dem Algorithmus sowie die Ein- und Ausgabemdglichkeiten sei auf Brinkmann

und McKay verwiesen [9)].

Nach Satz 5.6 kann v(G) iiber a(G*) bestimmt werden. In Schritt (/1) werden die
oberen Schranken an v(G) fiir Fulleren-Graphen mit n < 70 durch die Bestimmung
einer maximalen unabhéngigen Menge innerhalb des Dual-Graphs G* (der in Schritt

(I) erzeugt wurde) ermittelt.

Eine maximale unabhéngige Menge U(G*) von V(G*) (mit |V(G*)| = n*) kann
bestimmt werden, indem das sog. Mazimum Independent-Set (MIS) Problem (ein
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Optimierungsproblem mit n* bindren Entscheidungsvariablen) gelost wird. Hierbei

ist die Entscheidungsvariable z; = 1, falls v; € U(G*) und z; = 0, falls v; ¢ U(G*).

Das Optimierungsproblem kann dann wie folgt definiert werden:

max Zfz*l Li
u.d.N.
i+, < 1 V(vi,v;) € E(GY)
r, € {0,1} Vied{l,...,n"}

Beispielsweise stellt matlab mit dem Mized Integer Linear Program (MILP)- Solver
ein Werkzeug zur Verfiigung, welches das MIS Problem fiir die zugehorigen Dual-
Graphen der Fulleren-Graphen mit n < 70 16st.

Fir n < 70 und j € {3,...,13} wird {G € F, | v(G) = j}|, also die Anzahl
an nicht-isomorphen Fulleren-Graphen mit n Knoten und Kreispackungszahl j, in-
nerhalb der Tabelle 5.2 aufgelistet. Ebenso ist fiir n < 70 die von Brinkmann und
MacKay ermittelte Anzahl |F,| an nicht-isomorphen Fulleren-Graphen in Tabelle
5.2 angefiihrt. Offensichtlich gilt: |F,| = >0 s [{G € F, | v(G) = j}|. Zudem ist
die obere Schranke an v(G) < L%J + 2 aus 5.1 hellgriin ausgewiesen. Diese wird fiir
n = 60 (den IPR-Fulleren-Graphen zugehérig zum Cgy - Buckyball) angenommen.
Die untere Schranke an v(G) mit v(G) > [£], gegeben durch die Vier-Féirbbarkeit
von G* (G* ist planar) wird in hellrot ausgewiesen. Ebenso sei angefiihrt, dass fiir
die in Satz 5.4 unberiicksichtigten Félle n € {66, 68,70} gilt: Die Schranke aus Satz

5.4 ist bestmdglich fiir n = 68 und n = 70. Fiir n = 66 hingegen gilt: v(G) = § + 1.

Zusammen mit den Resultaten aus Abschnitt 5.1 fiir die oberen Schranken an v(G)
mit G € F, und n > 70 besteht somit eine vollstindige Ubersicht iiber bestmogliche

obere Schranken an v(G).
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MG sy s 6 7 s 9 10 11 12 13| |F)
n
20 1 1
24 1 1
26 1 1
28 2 2
30 3 3
R 5 1 6
34 3 3 6
36 1 14 15
38 7 17
40 34 6 40
T S S 2 VT
44 1 85 3 89
46 08 18 116
48 79 120 199
50 2 263 6 271
R S 00 37 | 437
54 339 240 1 580
56 87 820 17 924
58 1,118 87 1,205
60 1234 575 2 1 1,812
e 433 1926 26 ¢ 2,385
64 6 3282 175 2 3,465
66 3450 1,014 5 4,478
68 2234 4,022 76 6,332
70 136 7,636 375 2 | 8149

Tabelle 5.2: Anzahlen an Fulleren-Graphen der Ordnung n sowie maximaler Kreispa-
ckungszahl v(G) fir n < 70. Fir die hellgriin markierten Zellen gilt
v(G) = | %] + 2. Die hellrot markierten Zellen gilt v(G) = [i-‘ = [24].
Bemerke, die obere Schranke an v(G) mit | %] + 2 wird bspw. fiir n = 60
angenommen. Die untere Schranke v(G) = (%1 wird bspw. fiir n = 52

nicht angenommen.
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5.4 Fulleren-Graphen mit “geringer’* maximaler

Kreispackungszahl

Die untere Schranke (ﬂ an v(G) resultiert aus der Planaritdt des betrachteten
Graphen und basiert auf dem Vier-Farben Satz. Sie ist fiir kubisch, dreifach knoten-
zusammenhéngende, planare Graphen bestmoglich. Beispielhaft gewéhlte kubische,
polyhedrale Graphen Gy mit v(Gy) = (ﬂ die aus genau zwei Vierecksfacetten,
acht Fiinfecksfacetten und 4k Sechsecksfacetten bestehen sind in Abbildung 5.29 fiir

k € {0,1} skizziert.

TN TN

— —

(a) (b)

Abbildung 5.29: Zwei kubisch, polyhedrale Graphen Gy mit £ =0 (in (a)) und k =1
(in (b)). Es gilt v(Gy) = M—‘ Eine jeweils maximale Kreispackung ist
in farblich dargestellt. Zudem besitzen beide Graphen Gy und G eine
Facette F'*(Go) und F*(G1).

Dabei ist die knotendisjunkte Kreispackung Z(Gy) bestehend aus den farblich skiz-
zierten Kreisen maximal in Gy. Fur k € {0, 1} gilt: v(G) = 3+ k. Fir £ > 2 werden
dann iterativ Graphen G} ausgehend aus dem kubisch, polyhedralen Graphen G,
konstruiert, die die Eigenschaft v(Gy_;) = 3 + (k — 1) erfiillen. Die Konstruktion

erfolgt derart, dass

- die vier Kanten (u;, u;11), mit i € {1,2,3} sowie (uy,uy) der Vierecksfacette
FYGy_1) € F(Gr_1) jeweils durch den Pfad (u,s;, uiy1) sowie (u1, S4,us)

unterteilt werden
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- sowie ein Kreis (¢y,t9,t3,14,11) sowie die Kanten (s;,%;) mit i € {1,...,4} in

I(J(F*(G)_1))) eingebettet wird.

Der so konstruierte Graph G, ist kubisch und polyhedral. In [65] wird gezeigt (dort
als Lemma 5.20, Seite 71-72):

v(Gp)=3+(k—1)+1=3+k=

12 +4k [ i -‘
4 4
Eine derartige Gleichheit gilt fiir Fulleren-Graphen allerdings im Allgemeinen nicht:
aus der Tabelle 5.2 geht hervor, dass fiir n < 50 und F,, # () ein G € F, existiert,
derart, dass v(G) = (ﬂ . Fiir n = 52 gilt Fsp # 0 und v(G) > %] fiir alle G € Fsa.
Auch fiir
n € {58,60,66,68,72,...,80}

kann mit Hilfe der Losung des MIS Problems in G* nachgewiesen werden, dass kein

Fulleren-Graph G € F,, existiert mit v(G) = (ﬂ .

In [31] wird bewiesen, dass a(G*) und somit v(G) fir Fulleren-Graphen G mit

speziellen Symmetrieeigenschaften asymptotisch proportional zu § ist, d.h. fiir eine

v(Gy)
|F (G

1
3

Folge G\, von Fulleren-Graphen mit diesen Symmetrieeigenschaften gilt: —
Ferner wird dort die Frage aufgeworfen, ob diese Eigenschaft fiir Fulleren-Graphen
im Allgemeinen zutreffend ist. Die Fragestellung wird dadurch motiviert, dass die

Gebiete eines jeden Patches P(C'), welcher mit Ausnahme des duferen Gebietes

ausschlieflich aus Sechsecksfacetten besteht, mit drei Farben gefarbt werden kénnen.

Das Ziel des nachfolgenden Abschnittes ist es, aufzuzeigen, dass es Fulleren-Graphen
gilt, die - bezogen auf die Anzahl f an Gebiete - eine “geringe* Kreispackungszahl
besitzen. Dazu wird eine Folge Gy, k = 1,2,..., von Fulleren-Graphen konsturiert

mit der Eigenschaft
——— — T, mit 7 - =1
|F(G)l 4°3

Im nachfolgenden Lemma 5.21 wird eine Folge von Fulleren-Graphen angegeben,

3

welche die Eigenschaft besitzt: 7 = 5.

Lemma 5.21. Sei k € Ny. Dann existiert ein Fulleren-Graph G, € Fogpo0r mit

|F(Gr)| — 12)

TARECAD

+ 3.
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|

A4
FO

(a) Go (b) Z(GO)

Abbildung 5.30: Die Darstellung zeigt den Fulleren-Graphen Gy. Die blau skizzierte
Kantenmenge in (a) ist die Kantenmenge eines Petriekreises der Linge
10 in Gy. Die farblich skizzierte Kantemenge in (b) visualisiert eine

kanten- und knotendisjunkte Kreispackung Z(Gy) in Gp.

Beweis. Fiir k = 0 sei Gy der in Abbildung 5.30(a) skizzierte Graph.
Dann erfiillt G offenbar die folgenden Eigenschaften:
- Gy € Fy und somit |V (Gy)| = 20, |E(Go)| = 30 und |F(Gy)| = 12.

- G enthélt einen Petriekreis Cy der Lange 10 (blau skizzierter Kreis in Abbil-
dung 5.30(a)).

- In Gy gibt es fiinf Fiinfecksfacetten Fy? € F(P'(Cy)), j € {1,...,5}, und
E(FY N E(Cy) # 0 sowie fiinf Fiinfecksfacetten Fil e F(PA(Cy)), j €
{1,...,5} und E(F;*) N E(Cy) # 0. Dabei sei die Bezeichnung der Facet-
ten Fi7 und Fi* so gewshlt, dass E(F7) N E(Fi7) # 0 und E(FH ) 0
E(F;™) # 0 (modulo 5). Vergleiche hierzu die in Abbildung 5.30(b) mit Fj"

bezeichneten Facetten.

- Die Kreispackung
Z(Go) = {C(Fy™), C(Fy ™), C(F5")}
(farblich skizzierte Kreise in Abbildung 5.30(b)) ist knotendisjunkt.

- Aus Tabelle 5.2 ergibt sich, dass v(Gy) =3 = w + 3.
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Ausgehend vom Fulleren-Graph Go wird nun wie folgt der Fulleren-Graph G, kon-

struiert:

(1)

Betrachte die durch Cy bestimmten Patches P!(Cy) und P4(Cp) in Gy. Da Cy

)
ein Petriekreis ist, existieren in P/(Cy) und P4(Cp)

J
vl € V(PI(Cy)) und vt € V(PA(Cy)) mit d(v)) = §(v) =

jeweils genau fiinf Knoten

Sei nun (] ein in der Ebene eingebetter Kreis der Lénge 10 und seien dessen
Knoten {vy,...,v10} derart, dass (v;,vj11) € E(Ch) bzw. (v1,v10) € E(CY).
Dann gilt 6(v;) = 2.

Nun wird P4(Cp) in A(J(C})) und P!(Cp) in I(J(C})) eingebettet. Anschlie-
Rend fiige jeweils 5 Kanten (v}, vo;) sowie (v, vo;_1) in I(J(Cy)) bzw. A(J(C))
ein. Bezeichne die so erzeugten 10 Sechsecksfacetten in F(Gy) mit Fy/ und
FM. j e {1,...,5}. Hierbei sei F{¥ e F(P'(Cy)) und F* e F(PA(CY))
sowie E(F{)yn B(F) £ 0 und E(FH™Y 0 E(FA7) £ 0 (modulo 5).

(a) Gy (b) Z(Gh)

Abbildung 5.31: Die Darstellung zeigt den Fulleren-Graphen G;. Hierbei ist die rot,

griin und blau dargestellte Kantenmenge jeweils die Kantenmenge ei-
nes Petriekreises der Lénge 10 in (a). Der innere Patch des griin dar-
gestellten Petriekreises in (a) entspricht dem inneren Patch des blau
dargestellten Petriekreises in Abbildung 5.30(a). Der dufere Patch des
rot dargestellten Petriekreises in (a) entspricht dem dufieren Patch des
blau dargestellten Petriekreises in Abbildung 5.30(a). In (b) ist farblich

eine Kreispackung Z(G1) visualisiert.

Dann erfiillt G; die folgenden Eigenschaften:
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- G ist ein Fulleren-Graph mit |V (Gy)| = 40, |E(G1)| = 60 und |F(G,)| =
|F(Go)| + 10 = 22.

- (1 enthélt mit C; einen Petriekreis der Lange 10 (blau dargestellter Kreis in
Abbildung 5.31(a)). Zudem gibt es nach Konstruktion von G; zwei weitere
Petriekreise CZ' (in Abbildung 5.31(a) rot dargestellt) und C{ (in Abbildung
5.31(a) griin dargestellt) der Lange 10. Somit enthélt G drei Petriekreise der
Lénge 10. Dabei ist der Petriekreis CJ im Patch P(C;) und der Petriekreis
C4' im Patch P4(C}) enthalten.

- Die Patches P!(Cl) bzw. PA(C§') in Gy waren auch in Gy enthalten. Nach Kon-
struktion entspricht P!(CI) bzw. PA(C4') genau dem inneren Patch P!(Cp)
bzw. duferen Patch P4(Cy) in Gy. Vergleiche dazu Abbildung 5.30(a) und
5.31(a).

- Fiir Z'(Gy) = {C € PA(CH U PLCL) | C € Z(Gy) in Gy} in G ist

Z(Gh) 1= 2(Go) U{C(F™), C(F™), C(F{ )}
eine knotendisjunkte Kreispackung in G;. Es gilt |Z(G;)| =6 = %}}'712)%—3
in G (vergleiche dazu die farblich skizzierten Kreise in Abblidung 5.31(b)).

Nach Konstruktion von G, gilt, P/(C}) = PA(C}) und P!(C)) ist homéomorph zu
Go. Somit ist v(Gy) = v(P!(C})) = v(PA(C))). Folglich ist

v(Gy) < v(PY(CY)) + v(PH(CY)) = 2v(Gy) = 6.
Somit Z((G4) eine maximale knotendisjunkte Kreispackung in G.

Nachdem fiir den Graphen G, € Fy verdeutlicht wurde, wie sich dieser aus Gy
ergibt, und welche Eigenschaften GGy besitzt, soll diese Konstruktionssystematik nun
induktiv angewendet werden. Es sei dazu angenommen, dass fiir es £ > 1 einen
Fulleren-Graphen Gy € Fagio0r gibt, der die nachfolgenden Eigenschaften (6) be-

sitzt.
- [V(GR)| = 20(k + 1), |E(Gg)| = 30(k + 1) und |F(G)| = |F(Go)| + 10k.

- Es existiert ein Petriekreis C) der Lange 10 in Gy, derart, dass k Petriekreise
der Linge 10 sowohl in P/(C},) als auch k Petriekreise der Lénge 10 in P4(Cy)
enthalten sind. G}, enthéalt somit 2k + 1 Petriekreise.
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- Es existiert ein Petriekreis C¢ (bzw. C§') und der innere Patch P!(C%) (bzw.

der duRere Patch PA(Cg')) in G}, entspricht dem inneren Patch P!(Cp) (bzw.
duReren Patch P4(Cj)) in Gy. Vergleiche dazu Abbildung 5.30(a).

- Es gilt v(Gg) = 2v(Go) +3(k—1) = %’6)‘_12) + 3.

Nach Konstruktion erfiillt G; die Eigenschaften (6). Die Tatsache, dass Gy die Ei-

genschaft (6) besitzt, wird nun zur Konstruktion von Gy genutzt. Es sei nun G4

der wie folgt ausgehend von G, konstruierte Graph:

(1)

Betrachte die zwei Patches P!(Cy) und P#(C},) in Gy. Da Cy, ein Petriekreis ist,
existieren in P/(C}) und PA(C}) jeweils genau fiinf Knoten v! € V(P1(Cy))
und vt € V(PA(Cy)) mit §(v]) = 6(vf) = 2.

Sei nun Cy,4 ein in der Ebene eingebetter Kreis der Lange 10 und seien des-
sen Knoten {vq,...,vi0} derart, dass (v;,vj+1) € E(Cit1) bzw. (v1,v19) €

E(Cji41). Dann gilt 6(v;) = 2.

Bette nun PA(Cy) in A(J(Ciy1)) und PH(Cy) in I(J(Cryq)) ein und fiige
jeweils 5 Kanten (v, vy;) sowie (v, vg;_1) in I(J(Chy1)) bzw. A(J(Chyy)) ein.
Bezeichne die so erzeugten 10 Sechsecksfacetten in F'(Gy1) mit F, ,ifl und F, kA Jﬂ,
j€{1,...,5}. Hierbeisei Fi/, € F(P!(Cyy1)) und FY) € F(PA(Cyy1)) sowie

E(FY) N E(FA) # 0 und (LY 0 B(FA) # 0 (modulo 5).

Dann erfiillt Gy, die folgenden Eigenschaften:

Gl41 ist ein Fulleren-Graph mit [V (Gyi1)| = 20(k +2), | E(Grs1)| = 30(k + 2)
und |F(Gi)| = |F(Gy)| +10 = |F(Go)| + 10(k + 1)

Gry1 enthilt (genau wie auch in Gy) 2k Petriekreise, die ungleich C}, sind,
nicht aber Cj,. Somit auch die Petriekreise Cf, Cg'. Zudem enthilt Gy, drei
Petriekreise Cf, C4 und Oy, der Linge 10 die nach Konstruktion aber nicht
in Gy, enthalten sind. Folglich enthélt Gy, 1 dann 2(k + 1) + 1 Petriekreise der
Lange 10.

In Gy entsprechen die Patches PY(C{) bzw. PA(C4') (genau wie auch in Gy)
dem inneren Patch P!(Cy) bzw. duReren Patch P4(Cj) in Gy.
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- Sei Z(Gy) maximal in Gy und Z'(Gy) = {C € PACH UPLCL) | C €
Z(Gy) in Gy} in Giyq. Falls k eine gerade Zahl ist, dann ist

Z(Gri) = Z'(Gy,) U{C(FLY), C(F), C(EL )Y

eine knotendisjunkte Kreispackung mit |Z (G 1)| = Mw +3in Ggqq.

Sonst ist
/ 11 13 Ad
Z(Grya) = Z'(Gr) U{C(F 1), C(F. 1), C(Fh)}

eine knotendisjunkte Kreispackung mit |Z (G 1)| = w +3in Ggyq.

Da Cjy ein Petriekreis der Léange 10 ist, gilt fiir jede Kreispackung Z*(Ggy1) in
GJy1, dass hochstens 3 Kreise C! € Z*(Gr11),1 € {1,...,3} die Eigenschaft besitzen,
dass E(C!) N E(Cyy1) # 0. Dies gilt auch fiir die 2(k + 1) Petriekreise der Lange 10
ungleich Cy11 in Giyq. Sel Zpg(Gry1) die Kreispackung bestehend aus den 2(k +
1) + 1 knotendisjunkten Petriekreisen der Lénge 10 in Gyi1. Sei Zpy(Gri1) =
Zpr(Gr1)\{CG, Cg'}- Sei

Vek = {v € V(Gry1) | v € V(Zpx(Gryr))}-

Zudem sei nun

PAHCO\PA(CT)
der von Vpg knoteninduzierte Teilgraph von Gy, 1. Nach Konstruktion von Gy, be-
steht F(PA(CIH\PA(C{)) aus genau zwei Facetten, deren Facettenkreise die Linge

10 besitzen, und sonst ausschlieflich aus Sechsecksfacetten. Die Anzahl der Sechs-

ecksfacetten in F(PA(CI)\PA(C{Y)) ist 10k.
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Dann gilt fir Ggq:

v(Grar) < v(PH(CY)) +v(PA(CY))
< v(P'(CY)) + v(PA(C)) + v(PHCH\PA(CT))
= 2v(Go) + v(PH(C)\PA(CT))
< 2v(Gyp) + 3k
(

ZQI/G()) ( —1)+3

= v(Gr) +
<|F<Gf(>)| 1) L.
_ 3(|F(GITS)| —12) 4
Da mit Z(Gy.1) eine Kreispackung in Giyq mit |Z(Grir)| = W + 3

existiert, ist Z(Gy41) maximal und es gilt

3(1F(Gr1)| —12)

3.
10 -

V(Gry1) =

Folglich erfiillt G die Eigenschaften (6) und Lemma 5.21 ist bewiesen.

]

Betrachtet man nun die Folge G,k = 1,2, ... von Fulleren-Graphen so ergibt sich

fiir £ — oo, dass

v(Gr) _ 3(|F(Gk)| +12) 3 . _3
[F(Gy)l  10[F(Gy)] [F(Gy) 10

Dieser Quotient kann sogar noch verkleinert werden, wenn an Stelle der Graphen G},
andere Fulleren-Graphen @k aus Fserosr heranzieht. Auch hier werden die Graphen

induktiv erzeugt. Es lasst sich zeigen:

Lemma 5.22. Sei k € Ny. Dann existiert ein Fulleren-Graph Gy, € Fsgiosr mit

5\ A(IF(GY)] - 6)

V(Gk) = 14 + 2.

Beweis. Fiir k = 0 sei G der in Abbildung 5.32(a) skizzierte Graph.

Dann besitzt Gy die folgenden Eigenschaften:
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(a) Go

Abbildung 5.32: Die Darstellung zeigt den Fulleren-Graphen Go. Die blau skizzierte
Kantenmenge in (a) ist die Kantenmenge eines Petriekreises der Lange
14 in Gy. Die farblich skizzierte Kantemenge in (b) visualisiert eine

kanten- und knotendisjunkte Kreispackung Z(Go) in Gy.

- Gy € Fag, |V(Go)| = 36, |E(Gy)| = 54 und |F(Go)| = |F(Go)| =

- G enthilt mit Cy (blau skizzierter Kreis in Abbildung 5.32(a)) einen Petrie-

kreis der Lange 14.

- In Gy gibt es sieben Facetten Fi”7 € F(P'(Cy)), j € {1,...,7} und E(Fy7)n
E(Cy) # 0 sowie sieben Facetten Fi/ e F(PA(Cp)), j € {1,...,7} und
E(F) N E(Cy) # 0. Dabei sei die Bezeichnung der Facetten Fi” und Fj™
so gewdhlt, dass E(F17) N E(FM) # 0 und E(F7 )N E(FM) # 0 (modulo
7). Vergleiche hierzu die in Abbildung 5.32(b) mit F;"/ bezeichneten Facetten.

- In P(Cy) existiert ein Kreis C' mit E(CT)NE(Cy) = 0, E(CHNE(C(F]?)) =
0 und E(CT) N E(C(F°®)) = 0. Zudem gibt es in PA(C,
E(CYNE(Cy) =0, E(CYNEC(FM) =0 und E(CY) N E(C(FM)) = 0.
In Abbildung 5.32(b) ist C! orangefarbig und C* blau dargestellt.

0) einen Kreis C mit

- Dann ist die Kreispackung
Z(Go) == {C(F*), C(F®), C(F), C(FM)} u{CT, CY

(vergleiche dazu die farblich skizzierten Kreise in Abbildung 5.32(b)) knoten-
disjunkt in Gy. Es gilt |Z(Gp)| = 6.
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Aufgrund der Symmetrie von Gy ist v(P!(Cy)) = v(P4(Cy)). Es gilt
v(P'(Cy)) = 3.

Aus Tabelle 5.2 ergibt sich, dass v(Gy) < 6. Da |Z(Gy)| = 6 ist, folgt:

(G = PGl =0

+ 2.

Ausgehend von Gy wird nun wie folgt der Fulleren-Graph G konstruiert:

(1)

Betrachte die zwei Patches P'(Cy) und P4(Cp) in Gy. Da Cy ein Petriekreis ist,
existieren in P’(Cy) und PA(Cy) jeweils genau sieben Knoten v! € V(P1(Cy))
und v € V(PA(Cy)) mit §(v!) = §(vt) = 2.

Sei nun C) ein in der Ebene eingebetter Kreis der Lange 14 und seien dessen
Knoten {vy,...,v14} derart, dass (vj,vj11) € E(C}) sowie (vy,v14) € E(Ch).
Offensichtlich gilt §(v;) = 2.

Sei nun PA(Cy) in A(J(Cy)) und P(Cy) in I(J(Cy)) eingebettet. Dann seien
jeweils 7 Kanten (v, vy;) sowie (v, vg;_1) in I(J(C4)) bzw. A(J(C})) eingefiigt.
Bezeichne die so erzeugten 14 Sechsecksfacetten in F(Gy) mit Ff 7 und FlA 7,
j € {1,...,7}. Hierbei sei F} e F(P/(C})) und F* e F(PA(Cy)) sowie
E(FYn E(F*) 40 und E(FP™Y 0 E(F™) # 0 (modulo 7).

Dann erfiillt G; die folgenden Eigenschaften:

- Gy ist ein Fulleren-Graph mit [V (G1)| = 64,|E(G1)] = 96 und |F(G1)| =

|F(Go)| + 14 = 34.

- G enthilt mit C; einen Petriekreis der Linge 14. Vergleiche dazu den blau

dargestellten Kreis in Abbildung 5.33(a). Zudem existieren nach Konstruktion
von Gy mit C¢' (in Abbildung 5.33(a) rot dargestellt) und C{ (in Abbildung
5.33(a) griin dargestellt) zwei weitere Petriekreise der Lange 14. Somit enthélt
Gy drei Petriekreise der Lénge 14. Hierbei ist C} in P'(Cy) und C¢ in PA(CY)

enthalten.

In G, gibt es mit P/(CL) baw. PA(C{') zwei Patches, die genau dem inneren
Patch P!(Cy) bzw. dukeren Patch P*4(Cy) in Gy entsprechen. Vergleiche dazu
Abbildung 5.32(a) und 5.33(a).
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oo

()

N

(a) Gy (b) Z(Gh)

Abbildung 5.33: Die Darstellung zeigt den Fulleren-Graphen G;. Hierbei ist die rot,
griin und blau dargestellte Kantenmenge jeweils die Kantenmenge ei-
nes Petriekreises der Linge 14 in (a). Der innere Patch des griin dar-
gestellten Petriekreises in (a) entspricht dem inneren Patch des blau
dargestellten Petriekreises in Abbildung 5.32(a). Der dufere Patch des
rot dargestellten Petriekreises in (a) entspricht dem dufieren Patch des
blau dargestellten Petriekreises in Abbildung 5.32(a). In (b) ist farblich
eine Kreispackung Z (Gl) visualisiert. Anzumerken ist hierbei, dass in

Z(G1) ein Kreis der Linge 10 enthalten ist (hier griin gekennzeichnet).

- Ferner gibt es in Gy mit C(F/*", F{*?) einen Kreis der Lénge 10, derart, dass
PH(C(F* F*?)) ausschlieRlich die beiden Sechsecksfacetten Fj™' und F*?
enthélt. Vergleiche dazu den in Abbildung 5.33(b) griin skizzierten Kreis.

- Sei Z'(Gy) := {C € PACHUPI(CL) | C e Z(Gy) in Gy} in Gi.
Dann ist die Kreispackung
Z(Gh) = Z'(Go) U{C(F{™, F{*), C(F{""), C(F*), C(F{"")}

(vergleiche die farblich skizzierten Kreise in Abbildung 5.33(b)) knotendisjunkt
in Gy, Es gilt |2(Gy)| = 10 = AWEE0 4 o

Da C) ein Petrickreis der Lénge 14 ist, gilt fiir jede Kreispackung Z*(él) in Gy,
dass hochstens 4 Kreise C! € Z*(G1),i € {1,...,4} die Eigenschaft besitzen, dass
E(C!)N E(C}) # 0. Dann gilt aber nach Konstruktion von G4 :

v(Gy) < v(P(C1y)) 4 v(PA(CAy)) + 4 = 20(P(Cy)) + 4 = 10.

Somit st v(Gy) = HWEEDIZ0 4 9 — .
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Da fiir den Graphen G, € Fgy verdeutlicht wurde, wie sich dieser aus Gy ergibt, und

welche Eigenschaften Gy besitzt, soll diese Konstruktionssystematik nun induktiv

angewendet werden. Es sei dazu angenommen, dass fiir es £ > 1 einen Fulleren-

Graphen G}, € Fse108k gibt, der die nachfolgenden Eigenschaften (7) besitzt.

[V (G)| = 36 + 28k, |E(G)| = 54 4 42k und |F(Gy)| = |F(Go)| + 14k.

In G’k existiert ein Petriekreis é’k der Lange 14 in ék, derart, dass k Petriekreise
der Lénge 14 sowohl in P?(C}) als auch k Petriekreise der Lange 14 in PA(Cy,)
enthalten sind. Dann enthéalt 2k 4 1 Petriekreise der Lange 14.

Es existiert ein Petriekreis C! (bzw. C{') und der innere Patch P!(C!) (bzw.
der dufere Patch PA(C¢')) in Gy, entspricht dem inneren Patch P!(Cy) (bzw.
dukeren Patch PA(Cy)) in Gy. Vergleiche dazu Abbildung 5.32(a).

Sowie v(Gy) = 20(P!(Cy)) + 4k = LUECIIZ0 4 o

Nach Konstruktion erfiillt Gy die Eigenschaften (7). Da G}, die Eigenschaften (7)

erfiillt, kann nun ék+1 wie folgt aus ék konstruiert werden:

(1)

Betrachte die zwei Patches P!(Cy) und P*(Cy) in G. Da Cy, ein Petriekreis ist,
existieren in P’(Cy) und P4(C},) jeweils genau sieben Knoten v! € V(P!(C}))
und v € V(PA(Cy)) mit 6(v]) = 5(v) =

Sei nun C’Hl ein in der Ebene eingebetter Kreis der Lange 14 und seien dessen

Knoten {vy, ..., v14} derart, dass (vj,v;41), (V1,14 ) € E(Cyy1. Es gilt 6(v;) = 2.

Bette nun PA(Cy) in A(J(Ciy1)) und P'(Cy) in I(J(Cii1)) ein und fiige
jeweils 7 Kanten (v!,vy;) sowie (v, vg;_1) in I(J(Chi1)) bzw. A(J(Chyy)) ein.
Bezeichne die so erzeugten 14 Sechsecksfacetten in F(G k+1) mit F) k[jl und F;! +]1,
j€{1,...,7}. Hierbeisei F{/, € F(P!(Cy1)) und F{Y, € F(PA(Cyy1)) sowie
E<Fk+1) NE( k;+1) # 0 und E(Fk{ﬁfl) NE( k;+1) # () (modulo 7).

Die Konstruktionssystematik von ékH ausgehend von ék ist folglich identisch zu

der Konstruktion von G ausgehend von G.

Dann erfiillt Gy, die folgenden Eigenschaften:

- Gy ist ein Fulleren-Graph mit |V(Gp1)| = 36 + 28(k + 1), |E(Gry1)| =

54 4 42(k + 1) und |F(Gry1)| = |F(Gi)| + 14 = |F(Go)| + 14(k + 1).
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- Nach der Konstruktion von ékH enthalt é’kH (genau wie auch in ék) 2k Pe-
triekreise, die ungleich Cj, sind, nicht aber Cj. Somit auch CI C§'. Zudem ent-
hilt Gy drei Petriekreise Cf, C{ und Cyyy der Linge 14, die nach Konstruk-
tion aber nicht in Gy enthalten sind. Folglich enthilt ék—i—l dann 2(k +1)+1
Petriekreise der Lange 14.

- In Gy entspricht P1(CY) bzw. PA(C{) (genau wie auch in G) dem inneren

Patch P’(Cy) bzw. duferen Patch P*(Cy) in G.

- Sei Z(G},) maximal in Gy und sei Z'(Gy) := {C € PACHUPI(C]) | C e
Z(Gy) in Gy} in Gjpq. Falls k eine gerade Zahl ist, dann ist

Z(Grar) = Z'(Gr) U{C(FL, Fild), C(FLS), C(Fily), C(FL)}

(|F(Gk)| 6)

eine knotendisjunkte Kreispackung mit |Z(Gjy1)| = +2in Gy

Sonst ist

Z(Grnr) = Z'(Gy) U{C(FE . C(FL). C(FLL). C(FL). C(FAD)}

eine knotendisjunkte Kreispackung mit |Z(Gji1)| = w +2in Gyt

Da C~’k+1 ein Petriekreis der Lange 14 ist, gilt fiir jede Kreispackung Z*(é—'kH) in
Gry1, dass hochstens 4 Kreise C! € Z*(Gry1),i € {1,...,4} die Eigenschaft besitzen,
dass E(C") N E(Chy1) # 0. Dies gilt auch fiir die 2(k + 1) Petriekreise der Linge 14
ungleich C~’k+1 in ék+1. Sei ZPK(ék+1) die Kreispackung bestehend aus den 2(k +
1) + 1 knotendisjunkten Petriekreisen der Lange 14 in ék—H- Sei

VPK = {’U - V(ék+1) | v E V(ZPK(ékJrl))}

Zudem sei nun

PACH\PACH)
der von Vpg knoteninduzierte Teilgraph von CN}’kH. Nach Konstruktion von Gk+1 be-
steht F(PA(CH\PA(CE)) aus genau zwei Facetten, deren Facettenkreise die Linge

14 besitzen, und sonst ausschlieflich aus Sechsecksfacetten. Die Anzahl der Sechs-

ecksfacetten in F(PA(CH\PA(C&)) ist 14(k + 1).
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Dann gilt fiir Gy1:
v(Gry1) < v(P1(CY)) +
< v(P1(Cy)) + v(PHC) + v(PHCH\PH(Cy))
P'(Co)) + v(PHCH\PH(Cy))
)
)

(
< 20(P1(Cy)) + 4(k + 1)
(

v(PA(C5))

/\A

2v

= 2(PH(Cy)) + 4k + 4

= l/(ék> +4

RECYELIRY

RENSTEI
Da mit Z(Gjy1) eine Kreispackung in Gy mit |Z(Gry1)| = W + 2 exis-
tiert, ist Z(Gy1) maximal und es gilt

Grn) = WG] =0)
Folglich erfiillt G} die Eigenschaften (7) und Lemma 5.22 ist bewiesen.
[

Betrachtet man nun die Folge Gy, k =1,2,... von Fulleren-Graphen so ergibt sich

fiir £ — oo, dass

V((%k) _ 4(|F(ék)~’ -6 2 . _2
|F(Gh) 14| F(Gy)l |F(Gh) 7

AbschlieBend sei zu bemerken, dass mit Hilfe der Fulleren-Graphen Gy mit f €
{204 14k | k > 1} gezeigt wird, dass fiir jedes k ein Fulleren-Graph G, existiert, der
eine maximale Kreispackung Z (Gk) besitzt, die k Nicht-Facettenkreise der Lange 10
enthalt.

Korollar 5.23. Sei k € Ny. Dann ezistiert ein Fulleren-Graph Gy, der eine mazi-

male Kreispackung Z(Gy) besitzt, die k Nicht-Facettenkreise enthilt.

Beweis. Im Beweis zu Lemma 5.22 wird mit Z(G},) fiir die dort konstruierten Gra-
phen Gj, eine maximale Kreispackung angegeben, die k Kreise der Lénge 10 ent-

halt. U



6 Resultate und Fazit

Abschliefsend werden nun die in den vorausgegangenen Kapiteln erzielten Ergeb-
nisse in den Kontext zum aktuellen Stand der Forschung gesetzt, zusammengefasst
und interpretiert. Diverse, einleitend skizzierte Anwendungsbeispiele aus den For-
schungsgebieten der Genforschung, der Netzwerkoptimierung und der Rundgangs-
planung motivieren die Fragestellung nach dem Auffinden von maximalen knoten-
bzw. kantendisjunkten Kreispackungen bzw. Kreispackungszahlen in Graphen. Diese
Problemstellung ist im Allgemeinen fiir Graphen ohne weitere Forderung an Struk-
tureigenschaften NP-schwer (vgl. [14]), was die Berechnungen der Kreispackungs-
zahlen mittels Computern nur fiir eine sehr geringe Anzahl an Knoten ermdglicht.
Der Schwerpunkt dieser Arbeit wurde auf die Bestimmung oberer Schranken an
Kreispackungszahlen in speziellen polyhedralen Graphen gelegt. Anwendungsfelder
dieser Graphen liegen in der anorganischen sowie organischen Chemie, der Nano-

technologie oder Energietechnik.
In Bezug auf polyhedrale Graphen konnten folgende Ergebnisse erzielt werden:

e Es gelang fiir Graphen G € P[n, m| mit fester Ordnung n und Gréfe m, obere
Schranken an v(G) bzw. V/(G) anzugeben. Dazu konnte zu jedem zuldssigen
Paar [n, m] jeweils ein Graph G € P[n, m] konstruiert werden, der die Schranke
an v(G) bzw. V(@) mit Gleichheit annimmt. Wodurch eine Verallgemeinerung

der Resultate aus [60] und [65] erzielt wurde.

e Es wurde gezeigt, dass es kubische polyhedrale Graphen gibt, derart, dass die
Differenz v(G) — a(G*) bzw. V'(G) — a(G*) beliebig grofs sein kann.

In Bezug auf Halin-Graphen konnten die folgenden Ergebnisse erzielt werden:

e In Analogie zu Fragestellung aus [60] wurden auch fir die Unterklassen HV,,,

153
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HEn, HF ; von Halin-Graphen obere und untere Schranken an Kreispackungs-
zahlen bestimmt. Auch hier gelang es, Graphen G zu konstruieren, die die

Schranken an v/(G) bzw. v(G) mit Gleichheit annehmen.
e Zudem wurde fiir Halin-Graphen G bewiesen, dass v'(G) = a(G*) gilt.

e Obere Schranken an v/(G) bzw. v(G) fiir Halin-Graphen aus #H[n, m] wurden
hergeleitet. Auch hier gelang es, zu jedem zuléssigen Paar [n,m| jeweils einen
Halin-Graphen G' € H[n,m] anzugeben, der die oberen Schranken an v/(G)
bzw. v(G) mit Gleichheit erfiillt.

Aufgrund der vielfdltigen Anwendungsgebiete stellten Fulleren-Graphen einen we-
sentlichen Untersuchungsschwerpunkt dieser Arbeit dar. Folgende Ergebnisse konn-

ten erzielt werden:

e Es wurde fiir Fulleren-Graphen G € F,, eine in der Ordnung n nicht mono-
ton wachsende bestmogliche obere Schranke an v(G) abgeleitet. Diese nicht-
monoton wachsende bestmogliche obere Schranke an v(G) verallgemeinert
das in [31] formulierte Resultat a(G*) < & + 2 und o(G*) = § +2 &

G ist Leapfrog-Fulleren-Graph.

e Fiir Fulleren-Graphen gelang es, die Gleichheit zwischen v(G) und a(G*) zu

beweisen.

e Es wurde ein Zusammenhang zwischen der Kreispackungszahl v(G) und der
Fries-Zahl k(G) durch v(G) = a(G*) > @ + 2 hergestellt (Vergleiche dazu
[31]). Die Ungleichung ist mit Gleichheit fiir Leapfrog-Fullerene erfiillt. Hier-
durch wird nach [40] und [63] eine Verbindung der Struktureigenschaften mit
physikalischen und chemischen Eigenschaften wie der Stabilitat hergestellt und
unterstiitzt damit die Grundlagenforschung im Bereich der Untersuchungen

von Nanopartikeln und Carbonfasern.

e Durch die Gleichheit von v(G) und «(G*) in Fulleren-Graphen konnten v(G)
sowie maximale Kreispackungen fiir sémtliche Fulleren-Graphen mit einer Ord-
nung von bis zu 70 in akzeptabler Rechenzeit bestimmt werden. Dazu wurde
ein Maximum Independent-Set Problem mit Hilfe eines Mixed Integer Linear

Program - Solvers in matlab geldst.
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a(G*)
[F(G)]

e In [31] konnte ~ % fiir Fulleren-Graphen mit sog. Ikosaedersymmetrie

gezeigt werden. Innerhalb dieser Arbeit, wurde nachgewiesen, dass Fulleren-

Graphen mit sog. C5-Symmetrie und % ~ 13—0 sowie weitere Fulleren-Gra-
phen mit % ~ % existieren. Folglich existieren Fulleren-Graphen, die eine

geringere Kreispackungszahl als die Fulleren-Graphen mit Isokaedersymmetrie

aus [31] aufweisen. Ob ‘;(G) 2

oy~ f im Allgemeinen fiir Fulleren-Graphen eine

bestmdgliche untere Schranke ist, bleibt offen.

Es sei bemerkt, dass fiir den Nachweis der Giite der Schranken an die Kreispackungs-
zahlen ein Konstruktionsverfahren angewendet wird, mit Hilfe dessen Graphen kon-
struiert und eine maximale Kreispackung innerhalb dieser Graphen angegeben wer-

den kann, die die oberen Schranken an die Kreispackungszahl mit Gleichheit erfiillt.

Abschliefsend lésst sich festhalten, dass iiber die erzielten Ergebnisse neue und best-

mogliche Schranken zu speziellen polyhedralen Graphen abgeleitet wurden.
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A.1 Polyhedrale Graphen

Innerhalb dieses Abschnittes werden die in den Beweisen zu Satz 3.1 und 3.2 so-
wie den Lemmata 3.3 und 3.4 ausgelassenen technischen Fallunterscheidungen zum
Nachweis des 3-fachen Knotenzusammenhangs der Graphen G’[n’m] ausgefiithrt. Dazu
werden bzgl. der gewahlten Konstruktionssystematiken indirekte Beweise durchge-

fiihrt.

Die fiir die folgenden Beweise wesentlichen Definitionen des k-fachen Kontenzusam-
menhangs und eines k£ — 1-Knoten-Separators aus Kapitel 2 seien an dieser Stelle
wiederholend eingefiihrt. Ein Graph G heiflt k-fach knotenzusammenhdngend, falls
fir jedes Paar u,v € V(G) k Pfade W;(u,v), mit ¢« € {1,...,k} in G existieren, so
dass fiir i # j gilt: (V(Wi(u,v))\{u,v}) N (V(W;(u,v))\{u,v}) = 0. Eine Knoten-
menge V' C V der Kardinalitat n’ heilt n’-Knoten-Separator von G, falls G — V'
nicht zusammenhéngend ist. Bemerke, GG ist somit k-fach knotenzusammenhéngend,

falls kein £ — 1-Knoten-Separator aber ein k-Knoten-Separator von G existiert.

Da der Graph Gy,,, 3-fach kontenzusammenhéingend ist, werden innerhalb der

drei folgenden Lemmata ausschlieklich Knoten von V(G| ) als pot. 2-Knoten-

[n,m]
Separatoren von G/[n,m] betrachtet, die entweder innerhalb der jeweiligen Konstruk-
tionssystematik zu der Knotenmenge von V(Gj, ) hinzugefiigt wurden oder aber
Knoten die adjazent zu einem solchen ‘hinzugefiigten” Knoten sind. Innerhalb der je-
weiligen Konstruktionssystematik gibt es mindestens drei Knoten aus V (G, ), die
adjazent zu einem ‘hinzugefiigten’ Knoten sind. Folglich gibt es in V(G ,; —{u,v})

mindestens einen Knoten w € V(Gp,m) NV (G, ) — {u,v}), der adjazent zu einem

‘hinzugefiigten” Knoten ist. Da G|, ) aber 3-fach knotenzusammenhangend ist, gibt

156
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es dann fiir jeden Knoten @; mit o; € V(G m)) \({v, v, w} NV (Gl my)) jeweils einen
Pfad W (w, ;). Somit bleibt innerhalb der folgenden Lemmata noch zu zeigen, dass
fiir jeden der ‘hinzugefiigten” Knoten immer auch ein Pfad zu einem solchen Knoten

w existiert.

Fiir Satz 3.1 und Lemma 3.3 gilt:

Lemma A.1. Sei an,m] ein nach der Konstruktionssystematik aus Satz 3.1 bzw.

Lemma 3.3 konstruierter Graph. Dann ist G’[n m] 3-fach knotenzusammenhdngend.

Beweis. Angenommen, der Graph G|, [n,m] € M, sei nicht 3-fach knotenzu-
sammenhdngend, dann existiert nach Konstruktion von G/[n,m} und der Eigenschatft,
dass Gpm) 3-fach zusammenhéngend ist, ein 2-Knoten-Separator {u,v} mit u,v €
{si,ti,ui, v, w;} und @ € {1,2}. Es werden unter Beriicksichtigung der Symmetrie

von ty zu 81, S2, to ohne Einschrankung die Félle u = t; und v € {s;, to, u;, v, w;},i €

{1,2}, u = wy und v = wq, u = uy und v = uy betrachtet (vgl. Abbildung 3.2).

(a) Sei v = ti1,v € {s1,wy,wz}. Dann ist G|, ) — {€1} zusammenhéngend. Falls
v = s1, so gibt es einen Pfad W (ug, sq,ta, wo, wy). Falls v = wy, so gibt es

eine Kante (up,s1) und ein Pfad W (v, te, wo, So,us). Falls v = wsy, so gibt

es zwei Pfade W (uy, s1,w;) und W(vg, ta, so, us) in G/[n,m] — {u,v}. Somit ist
G, — {4, v} zusammenhéngend und folglich {u, v} kein 2-Knoten-Separator
in G/[n,m]'

(b) Sei u = t1,v € {s2,t2}. Dann ist G, — {€1,€2} zusammenhéngend. Falls
v = 9, S0 gibt es einen Pfad W (uy, 1, w1, we, ta, v9) bzw. falls v = t, so gibt
es einen Pfad W (uy, s1, wy, ws, s9, us) in G/[n,m} —{u,v}. Somit ist G/[n,m} —{u,v}

zusammenhéngend und {u,v} kein 2-Knoten-Separator in GEnvm]'

(c) Sei u = ty,v € {uy,us,v1,v2}. Dann ist (Gpm) — {v}) — {€1} zusammenhén-
gend. Falls v = vy oder v = v, so gibt es einen Pfad W (uy, s1, w1, wa, ta, So, us).
Falls v = wug, so gibt es einen Pfad W(uy,s1,wy, we, So,ta,v9). Falls v =
uy, so gibt es einen Pfad W (v, ta, $2, ws, wq, 1) in G’[n m ~ {u,v}. Somit ist

!
Glamy

in G/[

—{u, v} zusammenhéngend und folglich {u, v} kein 2-Knoten-Separator

n,m]"
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(d) Seien u = vy und v = uy. Dann ist Gy, ) — {u, v} zusammenhéngend. Da zu-
dem ein Pfad (vy, t1, s1, wy, wa, Se, ta, vo) existiert, ist an,m] —{u, v} zusammen-
héangend. Somit ist {u,v} kein 2-Knoten-Separator in G’[n m]" Analog folgt die

Behauptung fiir u = v; und v = vy mit dem Pfad (uy, 1,1, wy, wa, ta, So, us).

e) Seien u = w; und v = wy. Dann ist G| ., — {u,v} homéomorph zu Gy, ,, und
n,m| [n,m]

somit zusammenhéngend. Somit ist {u,v} kein 2-Knoten-Separator in G/[n,m]'

(f) Seien u € {wi,ws} und v = {uy,us,v1,v2}. Dann ist G, — {v} zusam-
menhéngend. Falls u = w; und v = wy, so gibt es zwei Pfade W (vq,ty, $1)
und W(vy, to, we, So,usz). Falls u = w; und v = wuy, so gibt es zwei Pfade
W vy, t1, S2,u1) und W (v, ta, ws, s2). Falls u = w; und v = vy, so gibt es zwei
Pfade W (uy, s1,t1) und W(vg, ta, we, 2, uz). Falls u = w; und v = vq, so gibt
es zwei Pfade W (vy,t1, s1,u1) und W (tg, wa, S9, us). Falls u = wy, konnen fiir
die vier Falle jeweils zwei Pfade angegeben werden. Somit ist G’[mm] —A{u,v}

zusammenhéngend und folglich {u, v} kein 2-Knoten-Separator in G,[n,m]'

!

nm) [, m] € My 3-fach knotenzusammenhéngend ist.

Somit folgt, dass ein Graph G
Innerhalb des iterativen Vorgehens zur Bildung von Graphen Gj, ), [n,m] € M,

bleibt die indirekte Argumentation unveradndert. O
Fiir Lemma 3.4 gilt:

Lemma A.2. Sei G/[n,m] ein nach der Konstruktionssystematik aus Lemma 3.4 kon-

struierter Graph. Dann ist G/[n,m} 3-fach knotenzusammenhdngend.

Beweis. Angenommen, der Graph Gl[n,m]’ [n,m] € M, sei nicht 3-fach knotenzu-
sammenhéangend, dann existiert nach Konstruktion von an,m] und der Eigenschaft,
dass G, m) 3-fach zusammenhéngend ist, ein 2-Knoten-Separator {u, @} mit u, @ €

{s1,t1,u1,v1,v", v} (vgl. Abbildung 3.5).

(a) Seiu = t;,u=s;. Dannist Gy, | — {u, i} zusammenhéngend, da G, — {€}

zusammenhéngend ist. Somit ist {u, @} kein 2-Knoten-Separator von G’n’m}.

(b) Seiw € {t1,s1},% € {vi,u1}. Dann ist G, ;) — {v1, 11} zusammenhéngend. Da

zudem in G|, eine Kante (s1,v) fiir v = ¢; und eine Kante (¢, v) fiir u = s;
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existiert ist auch G, —{u, @} zusammenhéngend und folglich ist {u, @} kein

2-Knoten-Separator von G/[n,m]’

(c) Seiw € {t1,s1},u € {v,v'}. Dann ist sowohl G, ;) — {v1, 4} als auch Gy, ) —
{ur, @} zusammenhéngend. Da zudem in Gi, , eine Kante (s1,wu1) fiir u = ¢,
und eine Kante (¢1,v1) fiir u = s, existiert, ist G|, — {u, 4} zusammenhén-

gend. Somit ist {u,a} kein 2-Knoten-Separator von G/, .

(d) Seien u, % € {uy,v1,v",v} mit u # 4. Dann ist Gp, ) — {u, @} zusammen-
hédngend. Zudem existiert ein Pfad W(tq, s1,v) fiir u # v, # v, ein Pfad
W (tq,s1,v") fir u # v/, 4 # v und ein Pfad W (sy,t1,v1) fir u # vy, 0 # vy.
Somit ist Gi,,, — {u, 4} zusammenhéngend und folglich ist {u,u} kein 2-

Knoten-Separator von G/n,m}-

Somit folgt, dass ein Graph G’[mm], [n,m] € M; nach Konstruktion 3-fach knoten-

zusammenhéngend ist. Auch hier bleibt durch das iterative Vorgehens zur Bildung

von Graphen Gf, ), [n, m] € M, die indirekte Argumentation unveréndert. n
Fiir Satz 3.2 gilt:

Lemma A.3. Se: G/[n,m] ein nach der Konstruktionssystematik aus Satz 3.2 kon-
struterter Graph. Dann ist G’[n m] 3-fach knotenzusammenhdngend.

Beweis. Angenommen, der konstruierte Graph G/[n,m]’ [n,m| € M sei nicht 3-fach
knotenzusammenhingend, dann existiert nach Konstruktion von G’[n m] und der FEi-
genschaft, dass G, 3-fach zusammenhéngend ist, ein 2-Knoten-Separator {u,v}

mit u,v € {s;,u;,v; | i € {1,2,3}} (vgl. Abbildung 3.6).

(a) Seiw = s1,v € {s2,s3}. Dannist G|, —{u, v} homdomorph zu Gy —{e1, €}

!
[n,m]®

mit ¢ € {2,3}. Somit ist {u, v} kein 2-Knoten-Separator von G

(b) Sei u = s1,v € {u;,v;} mit i € {1,2,3}. Da entweder ein Pfad W (s, s3, u)
mit k& # ¢ oder ein Pfad W (s3, s, uy) mit k # 4 existiert und G, ) —{v} —{e1}

!

inm — {u,v} zusammenhéngend. Somit ist

zusammenhéngend ist, ist auch G
{u,v} kein 2-Knoten-Separator von an,m]- Analog gilt dies fiir u = so und

U = S3.
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(c) Seiu,v € {uj,v,;} mit j € {1,2,3}. Da entwerder ein Pfad W (s, s2, s3, u,) mit
u # w und ug # v oder ein Pfad W (sy, s3, 2, ux) mit uy # w und uy, # v oder

ein Pfad W (ss, s2, 51, ug) mit uy # u und uy # v existiert und G, ) — {u, v}

/

nm] {u,v} zusammenhéngend. Somit ist

zusammenhéangend ist, ist auch G

!/

{u, v} kein 2-Knoten-Separator von G}, .

Somit folgt, dass ein Graph G, ., [n, m] € M; nach Konstruktion 3-fach knotenzu-
sammenhédngend ist. Innerhalb des iterativen Vorgehens zur Bildung von Graphen

Gnm), [, m] € Mj, bleibt die indirekte Argumentation unverdndert. O

A.2 Halin-Graphen aus HV,,HE&,,, und HF;

In Ergénzung zu den konzeptionell beschriebenen Graphen aus Abschnitt 4.1 werden
innerhalb dieses Abschnittes Halin-Graphen G aus HV,,,HE,,, und HF; formal
angegeben, deren Kreispackungszahl die unteren bzw. oberen Schranken an v(G)
bzw. /(G) annehmen. Die Graphen aus Tabelle 4.1 und Tabelle 4.2 vervollsténdigen
jeweils die Aussagen. In Abbildung A.1 werden sieben Halin-Graphen skizziert, die
als G} der zu definierenden Graphen G% bzw. G der zu definierenden Graphen G

verwendet werden.

Sei G} der in Abbildung A.1(a) skizzierte Halin-Graph. Sei vy € V(G)\V(C*) so
wie in Abbildung A.1(a) dargestellt. Fiir j > 1 sei

G} = (V(G)), E(G])) mit
V(G)) = V(Gj_,) u{vf,} und

E(G}) = E(Gj_1) U{(f14,v0), (v710,00), (04, 074 2) L (0] 1, 01) -

Dann gilt fiir G} mit 7 > 0, dass Gjl- € HVuy; N HEp 125 N HF 44 j sowie V(G}) =1

md V(G = |15 = |25 = |3,

Sei G2 der in Abbildung A.1(b) skizzierte Halin-Graph. Fiir j > 1 sei
G? = (V(G3), B(G?)) mit
V(G§> = V(Gﬁ_l) U{vf4} und

E(GJQ) = E(Gi—l) U {(U?+4> o), (U?+47 ), (U?+4a v?+3)}\{(v?+3, vf)}.
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/1 V)
n Yo ¢

vg v 4 v
(a) (b)
o o o
) u ) vo ) u
vg vg vg v§ vl v§
(c) (d) (e)
v} vy off vff off vf
a (/) () U(’) R ) U
vl vy vl vy vl vy
() (g) (h)

Abbildung A.1: Sieben spezielle Halin-Graphen, die jeweils als G ((a),(b),(c),(d)) bzw.
G ((b),(€),(f),(g),(h)) innerhalb der Konstruktionssystematik verwen-

det werden.

Dann gilt fiir G3 mit j > 0, dass G € HVey; N HEo 125 N HF 545 sowie v(G5) = 2
und /(G?) = | 2] . Somit nehmen die Graphen G7 aufbauend auf den in Abbildung
A.1(a) und (b) skizzierten Halin-Graphen die unteren Schranken fiir #(G) und die
oberen Schranken ¢/(G) (in Kapitel 4 definiert als G? bzw. é;) bzgl. Halin-Graphen
aus HV,,,HE,, und HF; an. Somit sind die angegebenen Schranken bestmoglich.
Sei G einer der in Abbildung A.1(b) fiir i = 1,(e) fiir 7 = 2,(f) fiir i = 3,(g) fiir
i = 4,(h) fir ¢ = 5 skizzierten Halin-Graphen. Fiir j > 1 sei

C;’; = (V((N};),E(Gé)) mit

V(G:) = V(Gi_y) U {085,054, v} und

E(é;) = E(G;—ﬂ U {(Ugj+37 Ugj+4)(”§j+37 v;), (Ugj+47 V), (Ugj+47 ), (Ugj+3= Ugj+2)7

(05, 05-1), (05, v0) P\ (V5549, v1), (01, ) }-

Dann gilt fiir G} mit j > 0 und G} gemi® Abbildung A.1(b), dass G} € HVgi3; N
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HEg 57 N HF 542, sowie u(é’}) = L%J = |2| = |2 . Dann gilt fiir C;‘? mit
j > 0 und é(l) geméiﬁ Abbildung A.l(e), dass é? S HV8+3j M 7‘[512_4_5]' N H.F6+2j
sowie i/(éf) = L%J = L%J = LmTHJ . Dann gilt fiir ég’ mit 7 > 0 und éf’) gemaf

Abbildung A.1(f), dass G;’ € HV713; N HE 1145 N HF 649, sowie 1/(@3’) = Lﬂj =

2

|2] = |22 . Dann gilt fiir G4 mit j > 0 und G§ geméR Abbildung A.1(g), dass

Gl € HVsi5 N HE 3455 N HF r49; sowie v(Gh) = | L2] = | 2| = [ =] . Dann gilt
fiir G2 mit j > 0 und G§ geméR Abbildung A.1(h), dass G2 € HV1gs5; N HE 15455 N
Wy sovie G = | 52] = [2] = [222]

Somit nehmen die Halin-Graphen CNJ; aufbauend auf den in Abbildung A.1(b),(e),(f),(g)
und (h) skizzierte Halin-Graphen die oberen Schranken fiir v(G) bzgl. Halin-Graphen
aus HV,, HE,,, und HF ; an. Somit sind die abgegebenen Schranken mit Ausnahme

von HE1p - hier gilt v(G) = 1 - bestmdglich.

Sei G} einer der in Abbildung A.1(b) fiir ¢ = 3,(c) fiir ¢ = 4,(d) fiir i = 5 skizzierten

Halin-Graphen. Fiir 7 > 1 und j eine ungerade Zahl sei

G; = (V(G;),E(G;)) mit
V(Gj') = V<G;'—1) UA{vj4, v} und
E(G}) = E(G5_1) U{(v]14,95), (V14, V42), (V745 07), (07,051, (v, 00) }

(0510, v3), (vj-1,v9) }-

Fiir 7 > 1 und j eine gerade Zahl sei

G; = (V(G;), E(G;)) mit
V(G =V(G_y) U{v},,} und
E(G;) = E(G;‘?l) U (0145 v1)s (Vs 0540), (0544, 05)

(042, 01), (vh, v5-1)}

Dann gilt fiir G mit j > 0 und G§ geméf Abbildung A.1(b), dass G3 € HVg 95 N

HEgy3; N HF 545 sowie V/(G?) = {%W = P%ﬂ = (mT”] . Dann gilt fir G? mit

7 > 0 und G geméR Abbildung A.1(c), dass G? € HVg12; NHE 1443 NHF 74, sowie

V(GY) = [#2] = [2£]. Dann gilt fiir G2 mit j > 0 und G§ gemif Abbildung

A1(d), dass G2 € HV1219;NHE 1943; " HFys; sowie v/(G5) = [2£2] . Somit nehmen

die Halin-Graphen G% aufbauend auf den in Abbilung A.1(b),(c) und (d) skizzierten
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Halin-Graphen die unteren Schranken fiir v/(G) bzgl. Halin-Graphen aus HV,,,HE ,,
und HF; an. Somit sind die abgegebenen Schranken mit Ausnahme von HE& 3 - hier

gilt v'(G) = 3 - bestmoglich.

A.3 Obere Schranken an v(G) und V/(G) in
G € H[n,m]

In Ergénzung zu den konzeptionell beschriebenen Halin-Graphen aus Abschnitt 4.2
werden innerhalb dieses Abschnittes die Halin-Graphen G € H[n,m| formal ange-
geben, die die oberen Schranken an v(G) bzw. V/(G) annehmen. Die Graphen aus
Tabelle 4.3, die nicht durch die im Folgenden konstruierten Graphen G, ; erzeugt
wurden, vervollstdndigen jeweils die Aussagen. Es sei G, 0 € H(n,2(n—1)) fiir festes
n > 4 gewahlt. Bemerke, G, o € W,. Dann bezeichne die Knoten v¢ € V(C?) mit
i €{l,...,n— 1} derart, dass v adjazent zu vy ; und v2_, adjazent zu v{. Zudem

sei vg € V(G)\V(C?). Definiere fiir n > 5:
Gn,l = (V(Gn,1)7 E(Gn,l)) mit
V(Gp1) = V(Gno) U{vr} und

E(Gn1) = E(Gro) U {(vo, v1), (v1,v7), (01, v3) }\{(vo, v1), (v, v3) }.

Fiir den Fall, dass n > 8 eine gerade Zahl ist, definiere fiir j € {2,...,% — 2} :

Grj = (V(Gny), E(Gny)) mit
V<Gn,j) = V(Gn’jfl) U {Uj} und
E(Gyj) = E(Gnj-1) U{(vj,v5;_1), (vj,03;), (vj,v5-1), (v, v0) }

Vv, v51), (vo, 0554, (vo, v5,)},
firj=45—1:

G = (V(Gn;), E(Gn;)) mit
V(Gnj) =V(Gy -1) U{v;} und

E(Gj) = E(Grj—1) U{(vj,v3;_1), (v, v5-1), (v7, v0) F\{ (v0, vj-1), (vo, v3;_1) },
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und fiir j € {5,...,n —4}:

Gnj = (V(Gny), E(Gh,;)) mit

V(Gn,j) = V(Gn’jfl) U {Uj} und

E(Gh;) = E(Gn,j-1) U{(), 03 ya)s (v, vj-242), (v, 0j-243) )
M(vjmz 2, vj-243), (Vj—z 42,05, 0) -

Fir n = 6 sel

G2 = (V(G,2), E(G,2)) mit

V(Gp2) = V(Gp1)U{ve} und

E(Gnpz) = E(Gna) U{(v2,05), (v2, v1), (02,00)}
\{(v1, v0), (vo, v5)}-

Fiir den Fall, dass n > 9 eine ungerade Zahl ist, definiere fir j € {2,..., ”T’l —1}:
Gnj = (V(Gnj), E(Gr;)) mit

V(Gn,j) = V(Gn,j—l) U {Uj} und

E(Gy ) = E(Ghj-1) U{(vj,v5;_1), (vj,03;), (vj,v5-1), (v, v0) }

\{(U07 Uj—l)v ('UOv Ugj—l)’ (UOv Ugj)}a

fir j e {%*,...,n—5}:

Gnj = (V(Gn;j), E(Gr ) mit

V(Gn’j) = V(Gn’j_l) U {Uj} und

E(Gn,]) = E(Gn,j71> U {(Uj7 Ug(j,anl+2))a (Uj7 ,Uj—%-FQ)J (Uja Uj—”T_lJ,_S)}
\{<Uj—"771+2’ Uj—"T*l—i-?))? (Uj—"T*lﬁ-z’ U(Ql(j_"T—l+2))}

und fir j =n—4:

Gnj = (V(Gny), E(Gn;)) mit

V(Gn,j) = V(Gn’jfl) U {Uj} und

E(GTLJ) = E(Gn,j*1> U {(Uj7 Ug(j_"Tfl+2))a (vj7 Uj—”T_l+2)a (Uja Uo)}

\{(Uj—”T_l+27 UO)? (Uj—"T_H-Qa Ug(j,anlJrQ))}'
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Firn =17 sei

Gn’g == (V(Gn,g), E(Gmg)) mit
V(Gp2) = V(Gpn1)U{ve} und

E(Gnﬂ) = E(Gml) U {(UZng)v (U27 UZ), (UQv UO)’ (UQ’ Ul)}\{(U17UU)7 (U()?Ug)? (U0>'UZ)}'

und

Gz = (V(Gna), E(Gy3)) mit
V(Gr3) =V (Gpa2)U{vs} und
E(Ghs) = E(Gns) U{(vs,0%), (vs, v2), (v3, 00) \\{ (02, v0), (v, v%) }.

Nach Konstruktion gilt G, ; € H[n+7,2(n—1)+

iia
gerade Zahl ist, gilt fir j € {0,... %—2} : V( j)=14+j=2n—-m—-1< L%J =

‘HF,. Fiir den Fall, dass n eine

| 2=t | und fiir j € {2,...,n—4} :v = L IJ < 2n—m—1. Fiir den Fall, dass
n eine ungerade Zahl ist, gilt fiir j € {O Tl 1} :v(Gy,)) =14+j=2n—m—-1<
L%J:Lm*TWJ,undfﬁrje il on—4} i v(G w)z{%JS?ﬂ—m—l.

Ferner gilt Vj > 0: v/ (G, ;) = L%J = |2=2+l] | Somit sind die oberen Schranken
fir v(G) und V/(G) mit G € H[n, m| bestmoglich.

A.4 Fulleren-Graphen mit n < 70

Innerhalb dieses Abschnittes werden Adjanzenzlisten des Dualgraphen eines Fulleren-
Graphen G € F,, angegeben, die die oberen Schranken an v(G) annehmen. Somit
existiert in Analogie zu Halin-Graphen und polyhedralen Graphen auch fiir Fulleren-
Graphen eine vollstindige Ubersicht an bestmdglichen oberen Schranken an v(G).
Es wird im Folgenden jeweils zu jedem 20 < n < 70 ein Fulleren-Graph angegeben,
der die ober Schranke annimmt und aus dem direkt eine maximale Kreispackung
abgeleitet werden kann. Beispielsweise ist fiir n = 20 eine maximale Kreispackung
tiber die Wahl der Facettenkreise Z(G) = {C(F}),C(F7),C(Fio)} gegeben. Zudem
ist die Adjazenzliste so dargestellt, dass die in der Liste enthaltenen Kommata da-
zu dienen, die Listen der zu dem Knoten i adjazenten Knoten von den Listen der

weiteren Knoten in der Darstellung zu separieren. Beispielsweise ist der Knoten 1
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des Dualgraphen adjazent zu Knoten 2 3 4 5 6 und der Knoten 2 adjazent zu den
Knoten 1 6 12 11 3.

n=20,7(G) ={1,7,10}
23456,1612113,1211104,131085,14876,157122,589126,54
1097,81011127,843119,1032129,679 11 2

n=24,7(G) ={1,7,10,13}
23456,1614133,1213124,13121085,14876,157142,589146,5
41097,81011147,8412119,101213149,1043 13 11,1232 1411, 6 79 11
13 2

n=26,7(G) ={1,7,10,13}
23456,1614133,1213124,13121085,14876,15715142,589 156,
541097,81011157,841211 910121314 159,104 3 13 11,1232 14 11,6
151113214679 11

n=28,7(G) ={1,7,10,13}
23456,1614133,1213124,13121085,14876,15716142,589 166,
541097,8101115167, 841211 9,10 1213 159,104 3 13 11, 1232 14 15 11,
6161513214169 11 13,1514 6 79

n=30,7(G) = {1,7,10,12, 14}
23456,161213113,1211104,131085,14876,15716122,589 15
166,541097,8101114157,843119,103213 149, 6 16 17 13 2,12 17 14
1121317159 11,14 1716 79, 15 17 12 6 7,16 15 14 13 12
n=32,7(G)={24,6,11,14,18}
234567,1717163,1216154,1315135,14131196,15987,168 18
172,6910187,6511 108,911 12188, 95 13 12 10, 11 13 14 17 18 10,11 5 4
1514 12,13 15 16 17 12,13 4 3 16 14,153 2 17 14, 7 18 12 14 16 2,17 7 8 10 12
n=34,7(G) ={2,5,9,12,15,18}
23456,1614133,1213124,13121085,14876,15718142,589 17
186,541097,8101116177,84 12119, 1012131516 9,104 3 13 11,12 3 2
1415 11, 6 18 19 15 13 2,14 19 16 11 13, 15 19 17 9 11,16 19 18 7 9,17 19 14 6 7,18
17 16 15 14

n=36,7(G) ={1,7,10,13,14,17}
23456,161415133,1213124,13121085,14876,15719142,589
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18196,541097,8101117187,8412119,1012 1316 179,104 3 13 11,12 3
21516 11, 6 19 20 15 2,14 20 16 13 2, 1520 17 11 13,16 20 18 9 11,17 20 19 7 9,18
20 14 6 7,19 18 17 16 15 14

n =238, Z(G) ={1,7,10,13,14,17}
23456,161415133,1213124,13121085,14876,15719142,589
18196,541097,8101117187,8412119,1012 1316 179,104 3 13 11,12 3
215 16 11, 6 19 20 15 2,14 20 16 13 2, 15 20 21 17 11 13,16 21 18 9 11,17 21 19 7
9,18 21 20 14 6 7,19 21 16 15 14, 20 19 18 17 16

n =40, Z(G) = {2,4,6,10,13,16, 19}
234567,1715143,121413224,1322215,142196,15987,1681915
2,691018197, 652111108, 911 12 17 18 8, 9 21 22 13 12 10,11 13 14 16 17
10,1122 314 12,1332 15 16 12, 7 19 20 16 14 2, 15 20 17 12 14,16 20 18 10 12,17
20 19 8 10,18 20 15 78,19 18 17 16 15, 542211 9, 21 4 3 13 11

n =42, Z2(G) = {1,7,10,13, 14,17, 21}
23456,161415133,1213124,13121085,14876,15719142,589
18196,541097,8101117 187,84 1211 9,10 121316 179,104 3 13 11,12 3 2
1516 11, 6 19 20 15 2,14 20 21 16 13 2,15 21 22 17 11 13,16 22 18 9 11,17 22 23 19
79,18 23 20 14 6 7,19 23 21 15 14,20 23 22 16 15,21 23 18 17 16,22 21 20 19 18

n =44, Z(G) = {2,4,6,10,13, 16,19, 21}
234567,1715143,121413234,1323245,14242196,15987,168
19152,691018 197, 6521 11 10 8,9 11 12 17 18 8, 9 21 22 13 12 10,11 13 14
16 17 10,11 22 23 3 14 12,133 2 15 16 12, 7 19 20 16 14 2,15 20 17 12 14,16 20 18
10 12,17 20 19 8 10,18 20 15 7 8,19 18 17 16 15, 5 24 22 11 9,21 24 23 13 11,22 24 4
313,42322215

n =46, Z(G) = {1,7,10,13,14,17, 21,24}
23456,161415133,1213124,13121085,14876,15719142,589
18196,541097,8101117 187,84 1211 9,10 1213 16 179,104 3 13 11,12 3 2
1516 11, 6 19 20 15 2,14 20 21 16 13 2,15 21 22 17 11 13,16 22 23 18 9 11,17 23 24
19 79,18 24 20 14 6 7,19 24 25 21 15 14,20 25 22 16 15,21 25 23 17 16,22 25 24 18
17,23 25 20 19 18,24 23 22 21 20

n=48,7(G) = {1,7,10,13,14,17, 22,25}
23456,161415133,1213124,13121085,14876,15719142,589



Anhang 168

18196,541097,8101117 187,84 1211 9,10 1213 16 179,104 3 13 11,12 3 2
1516 11, 6 19 20 21 15 2,14 21 22 16 13 2,15 22 23 17 11 13,16 23 24 18 9 11,17 24
2519 7 9,18 25 20 14 6 7,19 25 26 21 14,20 26 22 15 14,21 26 23 16 15,22 26 24 17
16,23 26 25 18 17,24 26 20 19 18,25 24 23 22 21 20

n=>50,2(G) = {2,4,6,11,14, 17,20, 22, 24}

234567, 1719183,121817274,1327265,14261196,15987,16
824192,691023247,6511108,9 11 1222238, 95 26 13 12 10,11 13 14
21 22 10,11 26 27 15 14 12,13 15 16 21 12,13 27 17 16 14,15 17 18 20 21 14,15 27
318 16,17 3219 20 16, 7 24 25 20 18 2,19 25 21 16 18,20 25 22 12 14 16,21 25 23
10 12,22 25 24 8 10,23 25 19 7 8,24 23 22 21 20 19, 5 4 27 13 11,26 4 3 17 15 13
n=>52,7(G) ={1,7,10,13,14,17,21,24,27}
23456,161415133,121312274,1327285,1428876,15719142,58
918196,528261097, 81011 1718 7,8 26 12 11 9,10 12 13 16 17 9,10 26 27 3
13 11,123 2 15 16 11, 6 19 20 15 2,14 20 21 16 13 2,15 21 22 17 11 13,16 22 23 18
911,17 2324 19 7 9,18 24 20 14 6 7,19 24 25 21 15 14,20 25 22 16 15,21 25 23 17
16,22 25 24 18 17,23 25 20 19 18,24 23 22 21 20, 8 28 27 12 10,26 28 4 3 12, 4 27 26
85

n=>54,7(G) = {2,4,6,11,14,17, 20, 22, 24, 27}
234567,1719183,121817284,1328295,14292696,15987,1638
24192,691023247,652611108,9111222238,9 2613 12 10,11 13 14 21
22 10,11 26 27 15 14 12,13 15 16 21 12,13 27 28 17 16 14,15 17 18 20 21 14,15 28 3
18 16,17 32 19 20 16, 7 24 25 20 18 2,19 25 21 16 18,20 25 22 12 14 16,21 25 23 10
12,22 25 24 8 10,23 25 19 7 8,24 23 22 21 20 19, 5 29 27 13 11 9,26 29 28 15 13,27
294317 15,428 2726 5

n=>56,7(G) ={1,8,11,14, 15,18, 22, 25, 28, 29}

234567, 171516143,121413284,1328305,1430296,15299087,16
820152,691019207,6292711108,9 111218 198,927 13 12 10,11 13 14 17
18 10,11 27 28 3 14 12,13 32 16 17 12, 7 20 21 16 2,15 21 22 17 14 2,16 22 23 18 12
14,17 23 24 19 10 12,18 24 25 20 8 10,19 25 21 15 7 8,20 25 26 22 16 15,21 26 23 17
16,22 26 24 18 17,23 26 25 19 18,24 26 21 20 19,25 24 23 22 21, 9 29 30 28 13 11,27
304313,5302796,295 4 28 27

n=>58,7(G) = {3,6,8,11, 15,18, 20, 23, 27, 30}
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23456,161415133,1213124,13121085,14876,15719142,589
18196,541097,8101117187,8412119,101213 16 179,10 4 3 13 11,12 3 2
1516 11, 6 19 20 21 15 2,14 21 22 16 13 2,15 22 23 17 11 13,16 23 24 18 9 11,17 24
2519 7 9,18 25 20 14 6 7,19 25 26 21 14,20 26 27 22 15 14,21 27 28 23 16 15,22 28
29 24 17 16,23 29 30 25 18 17,24 30 26 20 19 18,25 30 31 27 21 20,26 31 28 22 21,27
31 29 23 22,28 31 30 24 23,29 31 26 25 24,30 29 28 27 26

n =60, Z(G) = {2,4,6,10,13,16, 19, 22, 24, 26, 28, 30}
234567,1721203,122019314,1331325,14322896,15987,16826
212,691025267, 652811108, 911 12258, 9 28 29 13 12 10,11 13 14 24 25
10,11 29 15 14 12,13 15 16 23 24 12,13 29 30 17 16 14, 15 17 18 23 14, 15 30 31 19
18 16,17 19 20 22 23 16, 17 31 3 20 18, 19 3 2 21 22 18, 7 26 27 22 20 2, 21 27 23 18
20, 22 27 24 14 16 18, 23 27 25 12 14, 24 27 26 8 10 12,25 27 21 7 8, 26 25 24 23 22
21,53229 119,28 3230 15 13 11,29 32 31 17 15, 30 32 4 3 19 17, 4 31 30 29 28 5
n=62,7(G)={2,4,6,11,14, 17,20, 23,25, 27, 31}
234567,1719183,121817324,1332335,14333096,15987,168
25192,691024257,653011108,9 111223 248,930 1312 10,11 13 14 22
23 10,11 30 31 15 14 12,13 15 16 21 22 12,13 31 32 17 16 14, 15 17 18 20 21 14,15
32318 16,17 3 2 19 20 16, 7 25 26 20 18 2,19 26 21 16 18,20 26 27 22 14 16,21 27
28 23 12 14,22 28 24 10 12,23 28 29 25 8 10,24 29 26 19 7 8,25 29 27 21 20 19,26 29
28 22 21,27 29 24 23 22,28 27 26 25 24, 5 33 31 13 11 9,30 33 32 15 13,31 33 4 3 17
15,4 3231305

n =64, Z(G) = {2,4,6,10, 13,16, 19, 22, 24, 26, 30, 32}
234567,1721203,122019334,1333345,14343096,15987,16826
212,691025267, 653011108, 911 12258, 9 30 31 13 12 10,11 13 14 24 25
10,11 31 15 14 12,13 15 16 23 24 12,13 31 32 17 16 14,15 17 18 23 14,15 32 33 19 18
16,17 19 20 22 23 16,17 33 3 20 18,19 3 2 21 22 18, 7 26 27 22 20 2,21 27 28 23 18
20,22 28 24 14 1618,23 28 29 25 12 14,24 29 26 8 10 12,25 29 27 21 7 8,26 29 28 22
21,27 20 24 23 22,28 27 26 25 24, 5 34 31 11 9,30 34 32 15 13 11,31 34 33 17 15,32
34431917,4333231305

n =66, Z(G) = {2,4,6,10,13,16, 19, 22, 24,27, 31, 33}
234567,1721203,122019344,1334355,14353196,15987,168
27212,691026277,6531 11108, 9111225268, 9 31 32 13 1210,11 13 14
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24 2510,11 32 15 14 12,13 15 16 23 2412,13 32 33 17 16 14,15 17 18 23 14,15 33 34
19 18 16,17 19 20 22 23 16,17 34 3 20 18,19 3 2 21 22 18, 7 27 28 22 20 2,21 28 29
23 18 20,22 29 24 14 16 18,23 29 30 25 12 14,24 30 26 10 12,25 30 27 8 10,26 30 28
217 8,27 30 29 22 21,28 30 24 23 22,29 28 27 26 25 24, 5 35 32 11 9,31 35 33 15 13
11,3235 34 17 15,33 354 3 19 17, 4 34 33 32 31 5

n =68, Z(G) = {3,5,7,9,12,16,19, 21, 24, 28, 31, 34}

234567, 171516143,121413354,1335365,1436336,1533987,16
820152,691019207, 63311108, 9 11 1218198, 9 33 34 13 12 10,11 13 14
17 18 10,11 34 35 3 14 12,13 32 16 17 12, 7 20 21 22 16 2,15 22 23 17 14 2,16 23 24
18 12 14,17 24 25 19 10 12,18 25 26 20 8 10,19 26 21 15 7 8,20 26 27 22 15,21 27 28
23 16 15,22 28 20 24 17 16,23 29 30 25 18 17,24 30 31 26 19 18,25 31 27 21 20 19,26
31 32 28 22 21,27 32 29 23 22,28 32 30 24 23,29 32 31 25 24,30 32 27 26 25,31 30 29
28 27,6536 34 11 9,33 36 35 13 11,34 36 4 3 13, 5 4 35 34 33

n=170,2(G) = {2,4,6,10,13, 16, 19, 22, 25, 28, 30, 33, 35}

234567, 1721203,122019364,1336375,14373396,15987,16
828212 691027287, 653311108, 911 1226278, 93334 13 12 10,11 13
14 25 26 10,11 34 15 14 12,13 15 16 24 25 12,13 34 35 17 16 14,15 17 18 23 24 14,15
35 36 19 18 16,17 19 20 22 23 16,17 36 3 20 18,19 3 2 21 22 18, 7 28 29 22 20 2,21
29 23 18 20,22 29 30 24 16 18,23 30 31 25 14 16,24 31 26 12 14,25 31 27 10 12,26 31
3228 8 10,27 32 29 21 7 8,28 32 30 23 22 21,29 32 31 24 23,30 32 27 26 25 24,31 30
2928 27,53734119,33373515 13 11,34 3736 17 15,35 374319 17,436 3534 33 5

A.5 Ubersichtstabellen zum Beweis von Satz 5.6

Die im folgenden angefiihrten Tabellen A.1, A.2 und A.3 zeigen fiir die Fille f5(C!) =
5 und k; ist eine ungerade Zahl, f5(C?) = 6 und k; ist eine ungerade Zahl und
f5(CT) = 6 und k; ist eine gerade Zahl jeweils eine Auflistung von Sequenzen sowie
die zugehorigen Lemmata, die jeweils beweisen, dass eine solche Sequenz innerhalb
des betrachteten Falls nicht existieren kann. In Tabelle A.4 werden alle Fille be-

trachtet.
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Tabelle A.1: Ubersicht zu Fall f5(C!) = 5 und k; ist eine ungerade Zahl aus Satz 5.6.

Tabelle A.2: Ubersicht zu Fall f5(CT) = 6 und k; ist eine ungerade Zahl aus Satz 5.6.

Sequenz, Lemma
(9(Fj_3),0,1,0,0(Fj12)) | 5.9
(0,1,1,0,9(Fj2)) 5.9
(1,1,1,0,9(F}j42)) 5.13
(2,1,1,0,9(Fj.2)) 5.13
(9(F;_5),0,1,1,0) 5.9
(9(F;_s),0,1,1,1) 5.13
(9(Fj_5),0,1,1,2) 5.13
(V(Fj-2),1,1,1,9(F}42)) | 5.13
(V(Fj—2),2,1,0,9(Fj2)) | 5.13
(9(Fj_5),2,1,1,0(Fj0)) | 5.13
(9(Fj_3),2,1,2,0(Fj0)) | 5.13
(9(Fj-2),0,1,2,9(F}42)) | 5.13
(V(Fj-2),1,1,2,9(Fj42)) | 5.13

Sequenz Lemma
(9(Fj2).0,1,0,9(Fjs2)) | 5.9
(9(F;-2),0,1,1,0) 5.9
(¥(Fj_2),0,1,1,1) 5.15
(9(Fj_2),0,1,1,2) 5.15
(0,1,1,0,9(Fj+2)) 5.9
(1,1,1,0,9(Fj12)) 5.15
(2,1,1,0,9(Fj12)) 5.15
(O(Fj2), 1, 1,1,0(Fy12)) | 5.1
(9(F)2).2,1,0,0(F;1)) | 515
(O(Fy-2), 2, LLV(Fys2)) | 5.5
(0(F-2),2.1,2,0(F)) | 5.15
(V(Fj—2),0,1,2,9(Fj42)) | 5.15
(V(Fj—2),1,1,2,9(Fj42)) | 515
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Tabelle A.3: Ubersicht zu Fall f5(C7) = 6 und k; ist eine gerade Zahl aus Satz 5.6.

Sequenz Lemma
(0,1,1,1,0) 5.9
(1,1,1,1,0) 5.9
(2,1,1,1,0) 5.9
(0,1,1,1,1) 5.9
(2,1,1,1,1) 5.17
(0,1,1,1,2) 5.9
(1,1,1,1,2) 5.17
(2,1,1,1,2) 5.17

(¥(Fj-2),0,1,0,9(Fj12)) 5.9
(0,2,1,0,9(Fj12)) 5.16
(1,2,1,0,9(Fj12)) 5.11
(2,2,1,0,9(Fj12)) 5.11
(¥(Fj_2),0,1,2,0) 5.16
(¥(Fj-2),0,1,2,1) 5.11
(9(Fj-2),0,1,2,2) 5.11

(0,2,1,2,0) 5.16
(1,2,1,2,0) 5.11
(2,2,1,2,0) 5.11
(1,2,1,2,1) 5.11
(2,2,1,2,1) 5.11
(1,2,1,2,2) 5.11
(2,2,1,2,2) 5.11
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f5(C1) | k; (modulo 2) | Sequenz | Widerspruch zur Wahl von Z’(G)
1 {0,1}
2 {0,1}
3 {0,1} mit |87 41 < |
4 {0,1}
5 0
5 1 (1) mit Tabelle A.1
s | ey | mit Lemma 511 |
s | ey ]
5 1 (0,2) mit Lemma 5.14
5 1 0,0)
6 1 (1) mit Tabelle A.2
6 | ey ]
6 1 (2,0) mit k; (modulo 2) =1
6 1 (0,2)
6 1 0,0)
6 0 (1,1,1) | mit Tabelle A.3 und Lemma 5.18
6 | o | ovo | ]
6 0 (0,1,2) mit Tabelle A.3
6 0 (2,1,0)
6 0 (0,1,0)
6 | o | w2 ]
6 0 (2,1,1) mit Lemma 5.20
6 0 (1,1,0)
6 0 (0,1,1)
6 | o | ey | - mit Lemma 5.11 |
6 | o | oo |
6 0 (2,0) mit Lemma 5.19
6 0 0,2)

Tabelle A.4: Ubersicht aller bestrachteten Fille zum Beweis von Satz 5.6.
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