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Kapitel 1

Einleitung

1.1. Motivation

Lebensversicherungen haben eine grofie Bedeutung fiir die Alters- und Hinterbliebenenvor-
sorge. Die Absicherung von wirtschaftlichen Risiken aus unsicheren Lebensumsténden war
in den letzten Jahrzehnten und ist heute noch ein wesentlicher Antrieb fiir den Abschluss
von Lebensversicherungen. So zéhlt der Gesamtverband der Deutschen Versicherungswirt-
schaft (GDV) im Jahr 2019 insgesamt 82,8 Millionen Lebensversicherungsvertrige [Ges20].
Ein Grofiteil dieser Vertriage sind Rentenversicherungen, die fiir viele ein wichtiges Element
der privaten Altersvorsorge darstellen.

Solche Versicherungsvertriage werden in der Regel mit sehr langen Laufzeiten, oft meh-
rere Jahrzehnte, abgeschlossen. Dabei wird typischerweise schon zu Vertragsbeginn ein
Garantiezins lber die gesamte Laufzeit festgelegt. Gerade in den 80er und 90er Jahren
garantierte der Abschluss einer Lebensversicherungen einen hohen Zins iiber die gesamte
Laufzeit, wodurch Lebensversicherungen attraktive und sichere Finanzprodukte waren.

Die Hohe der Zinssétze hat dabei einen wesentlichen Einfluss auf die Berechnungen
der Pramien- und Leistungskalkulation. Insbesondere bei Vertrédgen mit langen Laufzeiten
beeinflussen die garantierten Zinssétze die konkreten Werte der Priamien bzw. Leistun-
gen. Neben diesen Werten beeinflussen die angenommenen Zinssdtze auch die Hohe des
Deckungskapitals, d.h. das Guthaben des Versicherungsnehmers, innerhalb der Vertrags-
laufzeit. Wahrend Préamien bzw. Leistungen vertraglich fest vereinbart werden, wird die
Hohe des Deckungskapitals (auch) durch die tatséchlich erzielten Zinsertrage bestimmt.

Aufgrund der Volatilitdt der Finanzmérkte lassen sich zukiinftige Zinssdtze nur schwer
vorhersagen. Schwankungen in den Zinssédtzen wirken sich damit auf die kalkulierten Gro-
Ben wie z.B. die Hohe des Deckungskapitals aus. Sind die Zinsertrage niedriger als ange-
nommen, reicht das angesparte Guthaben nicht aus, um allen vertraglichen Verpflichtun-
gen nachzukommen. Es miissen daher zusétzliche Riickstellungen gebildet werden, wodurch
fiir Versicherungsunternehmen ein erhéhter Kapitalbedarf entsteht.

Somit stellen Auswirkungen, die sich aus Anderungen der bei Vertragsabschluss ange-
nommenen Zinssitze ergeben, fiir Versicherungsunternehmen ein Risiko dar. Dieses Risiko
wird als Zinsdnderungsrisiko bezeichnet. Die Identifizierung, Messung und Steuerung des

Zinsanderungsrisikos ist eine wesentliche Aufgabe des Risikomanagements [BH95; FMCO03;
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Ho92]. Insbesondere auf Finanzméarkten mit hoher Zinsvolatilitét ist es zwingend erforder-

lich, die Auswirkungen von Zinsénderungen zu untersuchen.

Auch aufgrund von Solvabilitdtsanforderungen durch Solvency II ist es fir Versicher-
ungsunternehmen erforderlich derartige Risiken zu beriicksichtigen. Ein Kernpunkt der
Regelungen von Solvency II ist u.a. die Anforderung an die Bestimmung von risikoad-
dquaten und angemessenen Eigenkapitalanforderungen an Versicherungsunternehmen. Es
soll Solvenzkapital, d.h. eine sogenannte Solvabilitdtsspanne gebildet werden, das als Si-
cherheitspolster Verluste durch ,ungiinstige Geschéaftsschwankungen“ [Eur02, Ziffer (39)]
ausgleichen kann, um alle vertraglichen Verpflichtungen zu erfiillen [Eur02; Eur09; HPO7;
RBO5].

Dabei soll nach Art des Risikos unterschieden werden und entsprechend unterschiedlich
hohe Riicklagen gebildet werden. Fiir Lebensversicherungsunternehmen ist demnach zu
beriicksichtigen, wie sich Anderungen der angenommenen Zinssitze, aber auch weiterer bei
der Kalkulation verwendeter, risikobehafteter Gréflen, auswirken. Neben den Zinssédtzen
sind hierbei insbesondere die biometrischen Daten, wie Sterbewahrscheinlichkeiten oder
Invalidisierungswahrscheinlichkeiten zu nennen.

Sterbewahrscheinlichkeiten werden bei der Pramien- und Leistungskalkulation von Le-
bensversicherungen verwendet, um die Unsicherheit des Eintritts von Erlebens- und To-
desfallleistungen zu beriicksichtigen. Die Werte der Sterbewahrscheinlichkeiten &ndern sich
allerdings im Laufe der Zeit. Stetig steigende Langlebigkeit durch medizinischen Fortschritt
und steigendes Gesundheitsbewusstsein steht kurzfristigen Schwankungen durch Pande-
mien, Naturkatastrophen, Zuwanderung etc. entgegen. Auch die langfristigen Folgen des
Klimawandels beeinflussen die Sterblichkeiten in noch nicht quantifizierbarem Ausmaf.
Solche Entwicklungen zu beriicksichtigen ist bei Versicherungsvertriagen aufgrund der lan-
gen Vertragslaufzeiten oft nicht moglich.

Zukiinftige Sterblichkeitsverbesserungen kénnen zu einem erheblichen Anstieg der Ver-
sicherungsleistungen im Bereich der Pensions- und Altersversicherung fithren. Daher ist
es insbesondere fiir Rentenversicherungen von essentieller Bedeutung, derartige Trends zu
erfassen [Ort16].

Neben dem Zinsédnderungsrisiko ist somit auch das Risiko zu beachten, das sich aus
den Auswirkungen von Schwankungen in den biometrischen Daten ergibt. Dieses Risiko
wird als biometrisches Anderungsrisiko bezeichnet. Fiihrt der Anstieg der Sterbewahr-
scheinlichkeiten zu einem Anstieg des Werts der Versicherungsverbindlichkeiten, spricht
man vom sogenannten Sterblichkeitsrisiko. Fiihrt der Riickgang der Sterblichkeitsraten zu
einem Anstieg des Werts der Versicherungsverbindlichkeiten, spricht man hingegen vom
sogenannten Langlebigkeitsrisiko [Bec+16; Eur09; Hull4; Kahl18; KV17; Wagl7].

Es ist allgemein anerkannt, dass auch das biometrische Risiko in der Lebensversiche-
rung eine wesentliche Rolle spielt, da es die Hohe der erwarteten Pramien und Leistungen,
sowie die Entwicklung des Deckungskapitals beeinflusst [Bau+08; CBD06; GW14]. Damit

wird das Ausmafl der notwendigen Kapitalanforderungen eines Versicherungsunterneh-
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mens auch durch dieses Risiko beeinflusst.

Fiir das Risikomanagement von Versicherungsunternehmen ist es nun eine zentrale Auf-
gabe, die Auswirkungen der Verinderungen sédmtlicher bei der Kalkulation verwendeter
Groflen zu kennen. Es besteht die Notwendigkeit einer angemessenen Quantifizierung und
Berticksichtigung des Zinsédnderungsrisikos, sowie des biometrischen Risikos (siehe z.B.
[CBDO06; Chr07; Plall)).

1.2. Literaturuberblick

In der Literatur existieren bereits seit vielen Jahren zahlreiche Arbeiten, die sich mit der
Messung des Zinsdnderungsrisikos befassen. Viele Resultate dieser Arbeiten gehéren zur
gangigen Lehrpraxis und sind in Lehrbiichern zur Finanzmathematik und zum Risikoma-
nagement aufgefiihrt.

Im Risikomanagement der Praxis sind die wohl am héufigsten verwendeten Mafle fiir
das Zinsdnderungsrisiko die Durationsmafle. Sie sind weitverbreitet und stellen das Stan-
dardkonzept zur Analyse des Zinséanderungsrisikos dar [BH95; Ell0la; Hull4]. Das erste
Durationsmafl wurde von Frederick R. Macaulay im Jahre 1938 in [Mac38] eingefiihrt.
Es ist definiert als die durchschnittliche Restlaufzeit einer Zahlungsreihe. Diese Macaulay-
Duration wurde von Hicks modifiziert, um sie fiir die Messung der Zinssensitivitdt, d.h. die
relative Anderung des Barwerts einer Zahlungsreihe im Bezug auf Anderungen einer Zinss-
trukturkurve, anwenden zu kénnen [Hic39]. Diese modifizierte Duration néhert den relati-
ven Wert an, um den sich der Barwert d&ndert, wenn sich der zugrundeliegende konstante
Zinssatz um einen Prozentpunkt dndert. Da somit das Ausmafl einer Zinsénderung auf den
Barwert quantifiziert wird, kann diese Groéfle direkt als Mafl fiir das Zinsdnderungsrisiko
verwendet werden. Macaulay und Hicks gehen dabei von einer flachen Zinsstrukturkurve,
d.h. einem iiber die gesamte Laufzeit konstanten Zinssatz aus. Die modifizierte Durati-
on stellt somit ein Maf fiir das Zinsdnderungsrisiko bzgl. einer Parallelverschiebung einer
flachen Zinsstrukturkurve dar.

Um die durchschnittliche Restlaufzeit einer Zahlungsreihe auf Grundlage einer nicht-
flachen Spot Rate Zinsstrukturkurve berechnen zu kénnen, kann die von Fisher und Weil
definierte, sogenannte effektive Duration (auch Fisher-Weil-Duration genannt) verwendet
werden [FWT71]. Darauf aufbauend misst die sogenannte modifizierte effektive Duration
die Zinssensitivitdt eines Barwerts beziiglich einer Parallelverschiebung einer Spot Rate
Zinsstrukturkurve.

Thomas Ho beschreibt in [Ho92] ein Durationsmafl zur Messung der Zinssensitivitét
bzgl. der Anderung einer einzelnen Key Rate. Mit Hilfe dieser sogenannten Key Rate Du-
ration kann die Zinssensitivitdt auch bzgl. einer nicht-parallelen Verschiebung der Zinss-

trukturkurve quantifiziert werden [Ho92].

Mit all diesen Durationsmafien wird die relative Barwertinderung aufgrund einer An-
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derung der zugrundeliegenden Zinsstrukturkurve durch eine lineare Approximation ange-
nidhert. Da die Barwertfunktion in der Regel keine lineare Funktion ist, nimmt man einen
Approximationsfehler in Kauf. Um diesen Fehler zu verringern, kann die sogenannte Kon-
vexititsgrofie verwendet werden, die die Kriimmung der Barwertfunktion beriicksichtigt
[Tra07].

Neben den Durationsmaflen, stellen Konvexitdtsgrofien somit ein ergénzendes Instru-
ment bei der Analyse des Zinsdnderungsrisikos dar. Die Kombination von Durationsmafien
und Konvexitdtsmaflen fithrt zu einer verbesserten Risikokennzahl. Analog zur Entwick-
lung der Durationsmafe, existiert neben der Konvexitdtsgrofle zur Betrachtung einer Par-
allelverschiebung einer flachen Zinsstrukturkurve, die effektive Konvexitét fiir die Anwen-
dung einer Parallelverschiebung einer nicht-flachen Spot Rate Zinsstrukturkurve. Passend
zur Key Rate Duration lasst sich schliefflich auch eine Key Rate Konvexitéit definieren und

anwenden.

Typischerweise wird in géngigen Lehrwerken lediglich die Moglichkeit der Analyse des
Zinsdnderungsrisikos bei flachen Zinsstrukturkurven und entsprechenden Parallelverschie-
bungen vorgestellt. Bei der Pramien- und Leistungskalkulation von Lebensversicherungen
wird héufig mit einem iiber die gesamte Laufzeit konstantem Zinssatz gerechnet. In der Le-
bensversicherungsmathematik finden sich dementsprechend auch (nur) Ansétze zur Ana-
lyse des Zinsénderungsrisiko bzgl. Parallelverschiebungen einer flachen Zinsstrukturkurve
[Miill12; Ort16].

Gerade im Bereich der Lebensversicherung ist aufgrund der angesprochenen Solvabi-
litdtsanforderungen durch das Regelwerk von Solvency II eine angemessene Beriticksich-
tigung des Zinsédnderungsrisikos notwendig. Bei langen Laufzeiten von bspw. Rentenver-
sicherungen ist schlicht nicht von einem {iber die gesamte Laufzeit konstantem Zinssatz
auszugehen, sowie von einer konstanten Anderung dieses Zinssatzes iiber viele Jahre.

Um fiir versicherungsmathematische Berechnungen nicht mehr einen iiber die gesamte
Laufzeit konstanten Zinssatz zu verwenden, ist es sinnvoll, anfallende Zahlungen, wie er-
wartete Leistungen und Pramien mit jahrlichen Forward Rate Zinssédtzen zu diskontieren.

Im Gegensatz zu Spot Rates, passt die Verwendung von Forward Rates zur typischer-
weise jahrlichen Betrachtung bei versicherungsmathematischen Berechnungen. Hier findet
eine solche jahrliche Betrachtung aller Zahlungen statt, um die jahrlichen Eintrittswahr-
scheinlichkeiten der Leistungsfille beriicksichtigen zu kénnen. So ist auch im Rahmen der
Bewertung kiinftiger Zahlungen in der Solvenzbilanz gemafl Solvency II die Verwendung
von Forward Rate Zinssitzen vorgesehen [Eur09; Grii+17].

Mit den bisher in der Literatur vorgestellten (Durations-)Grofien ist es Versicherungsun-
ternehmen allerdings nicht moglich, das Zinsanderungsrisiko angemessen zu quantifizieren,
da diese Grofien keine Anwendung von Forward Rate Zinssétzen ermoglichen. Hier besteht
Bedarf an Instrumenten, mit denen das Zinsinderungsrisiko aufgrund von Anderungen in
einer Forward Rate Zinsstrukturkurve gemessen werden kann. Fiir die Praxis ist es ins-

besondere wiinschenswert, dass diese Instrumente mit den dort angewandten mathemati-
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schen Methoden kompatibel sind. Es ist somit zwingend notwendig derartig anwendbare
Risikokennzahlen zu entwickeln und die Anwendung von Forward Rates im Risikomana-

gement von Versicherungsunternehmen zu ermoglichen.

Wie bereits erwéhnt, ist ein weiterer zentraler Bestandteil des Risikomanagements im
Bereich der Lebensversicherung die Beriicksichtigung biometrischer Risiken. Da auch die
Verwendung der biometrischen Daten die Berechnung versicherungstechnischer Gréfien
beeinflusst, besteht Bedarf an einer angemessenen Berticksichtigung der Auswirkungen
dieser Risiken [Bau+08; CBD06; GW14; Plall].

Eine Moglichkeit mit biometrischen Risiken umzugehen, besteht in der Modellierung
der Sterbewahrscheinlichkeiten mittels stochastischer Prozesse. Dieser Ansatz konzentriert
sich auf eine moglichst genaue Vorhersage zukiinftiger Trends in den biometrischen Daten.
Dadurch werden Abweichungen der prognostizierten Daten von den tatsédchlichen Daten
weniger wahrscheinlich und das Ausmafl des biometrischen Risikos ist entsprechend ge-
ring. Viele der fiir die Biometrie verwendeten Modelle orientieren sich in ihrer Struktur
an stochastischen Prozessen fiir die Vorhersagen von Zinsstrukturkurvenverldufen, um die
Sterbewahrscheinlichkeiten zu bestimmen [Bau+08; Bif05; CBD06; Dah04; LRV12; Sch06].

Fin alternativer Ansatz befasst sich nicht mit der unmittelbaren Vorhersage von Sterb-
lichkeitsinderungen, sondern untersucht die Auswirkungen von Anderungen in den biome-
trischen Daten. Wird eine (simulierte) Anderung der biometrischen Daten angenommen,
lassen sich die unmittelbaren Auswirkungen quantifizieren. Wie schon bei der Untersu-
chung des Zinsénderungsrisikos, kann iiber das Ausmafl der Barwertdnderung das biome-
trische Risiko bemessen werden.

Inspiriert durch die Methoden zur Messung des Zinsdnderungsrisikos wurde in [Cou+07]
der Begriff der q-Duration eingefiihrt. Analog zur Zins-Duration beschreibt die ¢g-Duration
die Verinderung des Barwerts einer Zahlungsreihe bedingt durch die Anderungen der Ster-
bewahrscheinlichkeiten ,,um eine Einheit“ [Cou+07]. Damit misst dieses Durationsmaf die
sogenannte Sterblichkeitssensitivitit, d.h. die relative Anderung des erwarteten Barwerts
aufgrund einer Anderung der Sterbewahrscheinlichkeiten.

Das Ziel bei der Anwendung dieser g-Duration ist es, den Wert der Verpflichtungen
(bspw. eines Versicherungsunternehmens) gegeniiber Sterblichkeitsverbesserungen und da-
mit gegeniiber Anderungen in der Sterbetafel abzusichern [Cou09].

Um die Auswirkungen des biometrischen Risikos gering zu halten, kann die Gegen-
sitzlichkeit des Langlebigkeits- und Sterblichkeitsrisikos ausgenutzt werden, da sich diese
beiden Risiken bis zu einem gewissen Grad ,ausgleichen“ [Hull4; Wan+10]. So soll ein
Portfolio von Renten- und Risikolebensversicherungsvertriagen derart zusammengestellt
werden, dass Anderungen in der Sterbetafel nicht den Wert der Verpflichtungen beein-
flussen. In diesem Fall nimmt die g-Duration dieser Verpflichtungen den Wert Null an.

Man spricht dann von einer optimalen, risikoneutralen (oder auch immunisierten) Zusam-
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mensetzung der Verpflichtungen (,Hedging“) [GW14; Wan+10]. Gleichen sich die Risiken
der Renten- und Risikolebensversicherungen innerhalb des Bestands eines Versicherungs-

unternehmens aus, spricht man auch von einer ,natiirlichen Hedging Strategie [Wan+10].

Der Begriff der g-Duration wird zwar in [Cou+07] bzw. [Cou09] eingefiihrt, wird al-
lerdings ohne formale Definitionen angegeben [LT13]. Erst Wang et al. [Wan+10] be-
schreiben eine konkrete Sterblichkeitsduration, mit dem Ziel eine Immunisierungsstrategie
fir das Langlebigkeitsrisiko anzugeben. Ausgehend von der Annahme einer konstanten
Sterblichkeit orientieren sie sich an der modifizierten Macaulay Duration zur Messung des
Zinsianderungsrisikos und leiten ein entsprechendes Durationsmafl her [Wan-+10]. Mithilfe
dieser Sterblichkeitsduration kann die Auswirkung einer Anderung der Sterblichkeit auf
den Wert der Verpflichtungen eines Versicherungsunternehmens approximiert werden. Ei-
ne Schwiche dieses Ansatzes zeigt sich in der Annahme einer konstanten Sterblichkeit,
da Sterbewahrscheinlichkeiten fiir verschiedene Altersjahre typischerweise unterschiedlich
sind [LL12; Plall; Wan+10].

Um diese Dynamik in den Sterblichkeiten besser abbilden zu koénnen, beschreiben so-
wohl Wang et al. [Wan+10] als auch Plat [Plall] mit der effektiven Sterblichkeitsduration
bzw. effektiven ¢-Duration eine Grofle, die nicht-konstante Sterblichkeiten beriicksichtigt.
Dabei adaptieren sie die modifizierte effektive Duration zur Messung der Zinssensitivitat
bzgl. einer Parallelverschiebung einer Zinsstrukturkurve zur Messung des biometrischen
Risikos [Plall; Wan+10]. Analog wird auch die effektive Konvexitit adaptiert und als
Sterblichkeitskonvexitit bzw. ¢g-Konvexitdt verwendet, um die Approximation des Werts
der Verpflichtungen nach einer Anderung der Sterblichkeiten verbessern zu kénnen.

Sowohl die in [Cou09], als auch in [Plall] oder [Wan+10] beschriebenen Grofien ermogli-
chen lediglich die Betrachtung einer konstanten Anderung der Sterbewahrscheinlichkeiten
und damit einer Parallelverschiebung der zugrundeliegenden Sterbetafel. Eine Schwéche in
der Messung des biometrischen Risikos liegt dadurch in der Bestimmung des Ausmafles der
angenommenen Anderung, da sich Sterbewahrscheinlichkeiten in der Regel unterschiedlich
fir unterschiedliche Altersgruppen und zukiinftige Jahre dndern [LL12; Plall].

Um diese Schwéiche zu beseitigen, orientieren sich auch Li und Luo an Maflen zur Mes-
sung des Zinsdnderungsrisikos. Analog zu Ho’s Key Rate Duration beschreiben sie in
[LL12] mit der Key g-Duration ein Ma8, das die Schétzung der Sterblichkeitssensitivitét
bei Anderung einzelner Sterbewahrscheinlichkeiten ermdglicht. Damit erweitern sie die
effektive ¢-Duration und stellen eine Moglichkeit dar, das biometrische Risiko zu mes-
sen, wenn nicht-parallele Anderungen einer Sterbetafel vorliegen. Um optimale Hedging
Strategien zur Absicherung des Langlebigkeitsrisikos zu wéihlen, verwenden Sie jedoch nur
spezielle g-Forward Vertrége, fiir die die Key g-Durationen leicht berechnet werden kénnen.
Dazu ist die Berechnung der Key ¢-Duration nicht von einem bestimmten Sterblichkeits-
modell abhéngig. Im Allgemeinen ist es daher in den ,meisten Fallen“ nicht moglich, die
Key g-Duration analytisch zu berechnen [LH11; LL12].
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Bei all diesen Ansétzen zur Bestimmung von Durationsmafien zur Quantifizierung des
AusmaBes von Anderungen in einer Sterbetafel werden stark vereinfachende Annahmen
getroffen. So wird grundsétzlich von einem konstanten Zinssatz ausgegangen [LH11; LL12;
Plall; Wan+10], es werden nur Anderungen einzelner Sterbewahrscheinlichkeiten [LL12;
LH11] oder Parallelverschiebungen [LT13; Plall; Wan+10] betrachtet. Da diese Ansétze
das Ziel verfolgen optimale Hedging Strategien zur Absicherung des Langlebigkeitsrisikos
zu beschreiben, werden die Durationsmafle stets fiir die gesamten Verpflichtungen eines
Versicherungsunternehmens und nicht fiir einzelne Versicherungsvertrige betrachtet. Die-
se ganzheitliche Betrachtungsweise ist nicht geeignet, um einzelne, konkrete Zahlungsrei-
hen, die in der Versicherungsmathematik einen Versicherungsvertrag charakterisieren, zu
untersuchen. Fiir die versicherungsmathematische Praxis ist es somit nicht méglich, Aus-
wirkungen von Anderungen in der zugrundeliegenden Sterbetafel mit den beschriebenen
Durationsmafien zu quantifizieren.

Im Sinne des praktischen Risikomanagements ist es allerdings erforderlich und wiin-
schenswert, Risikomafle zu kennen, die mit der Methodik der Versicherungsmathematik
kompatibel und unmittelbar anwendbar sind. Die Anforderungen, die das Regelwerk von
Solvency II an die standige Uberwachung der Risiken stellt, erfordern ,einfach anwendba-

re“ Instrumente fiir das Zinsdnderungsrisiko, sowie fiir das biometrische Anderungsrisiko.

Mithilfe von Durationsmaflen kénnen Zinsrisiken auf einfache Weise analytisch identi-
fiziert und interpretiert werden. Das grundlegende Konzept dieser Durationsmafle wurde
bereits auf biometrische Risiken ibertragen. Fiir die Praxis von Versicherungsunterneh-
men lassen sich diese Grofien aber nur eingeschrankt zur Messung der Risiken verwenden.
Zum einen findet sich bislang kein Durationsmaf}, das die Berticksichtigung von Forward
Rates ermoglicht, die fiir die Betrachtung versicherungsmathematischer Zahlungen not-
wendig sind. Zum anderen sind die g-Durationsmafle bei der Beurteilung biometrischer
Risiken fiir die versicherungsmathematische Praxis ungeeignet.

Das Ziel dieser Arbeit ist es daher diese Liicken zu schlieen und zunéchst ein Durations-
maf fiir die Anwendung einer Forward Rate Zinsstrukturkurve zu entwickeln. Auflerdem
soll auch ein Durationskonzept vorgestellt werden, das als Risikokennzahl fiir das bio-
metrische Risiko anwendbar ist. Vor allem sollen so Instrumente zur Verfliigung gestellt
werden, welche direkt fiir das praktische, versicherungsmathematische Risikomanagement

anwendbar und interpretierbar sind.

1.3. Aufbau der Arbeit

In Kapitel 2 werden Begrifflichkeiten aus der Finanzmathematik wiederholt. Sie bilden eine
formale Grundlagen fiir die vorliegende Arbeit darstellen. Insbesondere werden die unter-
schiedlichen Typen von Zinsstrukturkurven und die jeweils daraus resultierende Bewertung
von Zahlungsreihen beschrieben. Der Begriff des Zinsénderungsrisiko wird in Abschnitt 2.2

formal eingefiihrt.



8 Kapitel 1. Einleitung

Kapitel 3 stellt eine Ubersicht iiber die bestehenden Durationsmafie zusammen, die
als Risikokennzahlen fiir das Zinsénderungsrisiko verwendet werden kénnen. Durch die
genaue Betrachtung dieser Gréfien, soll die grundsétzliche Idee des Durationskonzepts
offengelegt werden, um analytische Gemeinsamkeiten erkennen zu kénnen. Dies erlaubt es
in Kapitel 4 die sogenannte Forward Rate Duration zur Messung des Zinsanderungsrisikos
herzuleiten. Neben der Forward Rate Duration wird auch die sogenannte Forward Rate
Konvexitéat definiert und analysiert. Es wird sich herausstellen, dass die Forward Rate
Duration als Verallgemeinerung der bestehenden Durationsmafle verstanden werden kann.
Dariiber hinaus werden Eigenschaften der neu definierten Gréflen untersucht.

Kapitel 5 beschéftigt sich mit Durationsmafen fiir die Lebensversicherungsmathematik.
Zunéchst werden dazu in Abschnitt 5.1 die Grundlagen der Pramien- und Leistungskalku-
lation von Lebensversicherungen beschrieben. In Abschnitt 5.2 werden die Resultate aus
Kapitel 4 auf versicherungsmathematische Zahlungsreihen angewendet, um das Zinsén-
derungsrisiko von erwarteten Barwerten in der Lebensversicherungsmathematik bemessen
zu koénnen.

Weiterhin wird in Abschnitt 5.3 der Begriff des biometrischen Risikos definiert und
erlautert. Abschnitt 5.3.2 beschreibt den strukturellen Zusammenhang zwischen Sterbe-
wahrscheinlichkeiten und Zinssdtzen. Dieser Abschnitt ist insofern von grofier Bedeutung
fiir die weitere Arbeit, da der Zusammenhang es auf einfache Art und Weise ermdglicht,
die Ideen der Forward Rate Duration aus Abschnitt 4 auf biometrische Gréfien zu iiber-
tragen und fiir die Messung des biometrischen Risikos anzuwenden. Diese Herleitung und
Beschreibung der biometrischen Duration ist in Abschnitt 5.4 enthalten. Auch hier wird
analog zu Abschnitt 4 eine sogenannte biometrische Konvexitét definiert und Eigenschaften
der definierten Groflen betrachtet. In Abschnitt 5.6 werden die Konzepte der Forward Rate
Duration und der biometrischen Duration kombiniert, um gleichzeitig die Auswirkungen
von Anderungen in der Zinsstrukturkurve und der Sterbetafel zu bestimmen. Abschliefend
zu Kapitel 5 wird in Abschnitt 5.7 die Anwendbarkeit der entwickelten Durationsmafle dar-
gestellt. Die biometrische Duration wird auf das Deckungskapital, als zentrale Gréfle der
Lebensversicherungsmathematik, angewendet.

Dartber hinaus wird auch die Anwendbarkeit des Konzepts der biometrischen Duration
auf weitere risikobehaftete Grofien verdeutlicht. Dazu wird in Kapitel 6 das Konzept auf
die biometrische Grélen erweitert, die fiir die Kalkulation von Berufsunfahigkeitsversiche-
rungen benétigt werden, d.h. Invalidisierungs- und Reaktivierungswahrscheinlichkeiten.
Schliellich wird das Konzept auch auf Inflationsraten als nicht-biometrische Gréfien ange-
wendet.

Die Arbeit schliefft mit einem Fazit in Kapitel 7.



Kapitel 2
Finanzmathematische Grundlagen

In diesem Kapitel werden die finanzmathematischen Grundlagen vorgestellt, die im weite-
ren Verlauf der Arbeit benotigt werden. Dabei werden insbesondere drei unterschiedliche
Arten von Zinsstrukturkurven, d.h. eine flache Zinsstrukturkurve, eine Spot Rate Zinss-
trukturkurve, sowie eine Forward Rate Zinsstrukturkurve, eingefiihrt, sowie die sich jeweils
daraus ergebende Bewertung von Zahlungsreihen. Aulerdem wird der Begriff des Zinsan-

derungsrisiko definiert und eingefiihrt.

2.1. Bewertung von Zahlungsreihen

Die Finanzmathematik stellt quantitative Methoden bereit, mit deren Hilfe der Wert ei-
nes Kapitalbetrags zu verschiedenen Zeitpunkten dargestellt werden kann. Ebenso lassen
sich mit diesen finanzmathematischen Instrumenten zu verschiedenen Zeitpunkten falli-
ge Kapitalbetrige miteinander vergleichen oder zusammenfassen [Tiel5]. In dieser Arbeit
wird grundsétzlich ein Zeithorizont von n Perioden betrachtet, wobei fiir die Lénge einer
Periode {iblicherweise ein Jahr angesehen wird. Zahlungen kénnen zu den n 4 1 diskreten
Zeitpunkten innerhalb des Zeithorizonts [0,n] anfallen. Um den Wert eines Kapitalbe-
trags auf einen anderen Zeitpunkt zu tibertragen, wird die Zinseszinsrechnung angewandst.
Der Zins kann hierbei als Nutzungsentgelt fiir zeitweilige Kapitaliiberlassung verstanden
werden [Tiel5].

Fiir das Verhéltnis eines Anfangswerts Ky und eines Endwerts K, gilt der Zusammen-
hang [Ort16]:

K, =Ky-(1+14)".

Der Zinssatz ¢ kann dadurch als Anderungsrate einer Periode verstanden werden, mit der
das Kapital Ky in n Perioden auf den Wert K, anwéchst:

i= =2 (2.1)

Sind die Werte Ko und K, gegeben, so lisst sich auf diese Weise die Anderungsrate
bestimmen, mit der das Anfangskapital Ky in einer Periode anwéchst. Mit dieser peri-

odischen Anderungsrate i lassen sich, neben dem Anfangs- und dem Endwert, auch die
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Kapitalwerte K; zu Zeitpunkten ¢ € {1,2,...,n — 1} angeben. Insgesamt gilt dann:

K;=Kq-(1+4), firt=1,...,n. (2.2)

Bemerkung 2.1

Es wird in der gesamten Arbeit nicht unterstellt, dass |K;| monoton steigend sein muss,
allerdings, dass keine vollstédndige Kapitalvernichtung vorliegt, d.h. es gilt |K;| > 0, fiir alle
0 < t < n. Damit lasst sich fir den Zins ¢ der Wertebereich durch ¢ > —1 einschrénken.
Insbesondere ist so auch ein negativer Zinssatz —1 < ¢ < 0 moglich, was einem negativen
Wachstum von K auf K; < K| entspricht.

Weiterhin ldsst sich mit (2.2) auch der Wert des Kapitals K; zum Zeitpunkt 0 durch
Ko=K;-(144)7"
ausdriicken oder allgemeiner auch auf vergangene Zeitpunkte 0 < ¢t <t + m:
Ki=Kpm-(1+i)7™,  mit m > 0. (2.3)

Durch die Verwendung des Aufzinsungsfaktors (1 + i) bzw. Diskontierungsfaktors (oder
Abzinsungsfaktor) v = (1 4+ i)~! ist es moglich, das Kapital zu beliebigen Zeitpunkten zu

bewerten. Die Bewertung K¢ zum Zeitpunkt ¢ = 0 bezeichnet man als Barwert [Ort16].

Sei Z; eine Zahlung, die zu einem festen Zeitpunkt ¢ féllig ist, d.h. zu diesem Zeitpunkt
geleistet bzw. gezahlt wird. Beschreibt Z; beispielsweise die Auszahlung bzw. Riickzahlung
einer Anleihe, so wird der Zeitpunkt ¢ dabei auch Falligkeitszeitpunkt genannt. Dieser Zeit-
punkt wird hier synonym mit der Fristigkeit, also der Laufzeit der Anleihe verwendet, da
die Betrachtung stets im Zeitpunkt ¢ = 0 stattfindet.

Héufig werden in der Realitdt Zahlungen mit unterschiedlichen Félligkeitszeitpunkten
auch mit unterschiedlichen Zinsséitzen bewertet [SU01]. Damit ist die Anderungsrate i vom
betrachteten Zeitpunkt ¢ und damit von der Laufzeit einer Anleihe abhéngig.

Es liegen somit n Zinssdtze vor, die abhingig vom Falligkeitstermin ¢ fir den Zeit-
raum [0, t| angewendet werden. Daher spricht man in diesem Fall auch von fristgerechten
Kassazinssitzen oder auch Spot Rates ijg [SUO1].

Der Barwert Ky einer Zahlung Z; ergibt sich dann aus der Diskontierung mit dem

Zinssatz i[ ) iiber ¢ Perioden auf den Zeitpunkt 0:
Ko=2Zi- (1+igy) ", firt=1,...,n

Fasst man die n Spot Rates in einem Vektor I° € R"™ zusammen, so spricht man im
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Allgemeinen von einer (Frist-) Zinsstrukturkurve oder Spot Rate Kurve
I = (i[0,1]7i[0,2]7 .. 7i[0,n}) € R".

Gilt wiederum 7o = ¢ fir alle ¢ = 1,..., n, so spricht man von einer flachen Zinsstruk-
turkurve I [SB17], mit
I=(ii,...,i)€R"

Wird eine solche flache Zinsstrukturkurve betrachtet, lasst sich, anstelle von (2.1), der
Zinssatz i auch als Anderungsrate zwischen zwei aufeinander folgenden Zeitpunkten dar-

stellen. Dafiir kann Gleichung (2.3) fiir m = 1 umgestellt werden zu

i Ky
K,

—1, firallet=0,...,n—1.

Der Zinssatz i wird damit direkt als Anderungsrate des Kapitals in einer Periode [t,t + 1]
definiert. Sind die Kapitalwerte Ky, K1, ..., K, gegeben, so lasst sich auf diese Weise fiir
jede Periode ein unterschiedlicher Zinssatz i[; ;1) bestimmen, der nicht notwendigerweise
fiir alle Perioden identisch sein muss und damit von der ¢ + 1-ten Periode abhéngt. Es ist

K
Ut,t41] = It{:l -1, flirt=0,...,n—1. (2.4)

Diese Zinssatze i[;;4.1) sind fir die zugehorige Periode [t,t 4+ 1] definiert und damit - im
Gegensatz zu Spot Rates - unabhéngig von der Fristigkeit einer Zahlung. Solche Zinssatze

werden als periodenadidquate Terminzinssitze oder Forward Rates bezeichnet [Ort17].

Fiir eine Zahlung Z; zum Zeitpunkt ¢ ergibt sich die Bewertung zum Zeitpunkt 0 aus

-1
dem Produkt der jéhrlichen Diskontierungsfaktoren v; = (1 + i[j—l,j]) fur j <t
Ko=2Zy-v1-vp-...-v, furt=1,...,n.
Fir t=1,...,n ergeben sich daraus die Diskontierungsfaktoren

t t _
U(t) = H v; = H (1 + z[j*Lj]) ' . (25)
7j=1 7j=1

Der 0-jahrige Diskontierungsfaktor sei durch v(9) = ngl v; := 1 definiert. Fiir die Forward
Rates ij;_1 4 wird im Folgenden die Kurzschreibweise i, := i;_1 4 verwendet.
Den Vektor
IF = (iy,i9,...,ip) € R®

bezeichnet man als Termin-Zinsstrukturkurve oder auch Forward Rate Zinsstrukturkurve
[SB17].



12 Kapitel 2. Finanzmathematische Grundlagen

Definition 2.2 (Zinsstrukturkurven)

1. Liegt ein konstanter Zinssatz ¢ vor, so nennt man

I=(ii,...,10)
eine flache Zinsstrukturkurve.
2. Liegen n Spot Rates i 1),%[0,2]; - - - » {[0,] VOT, SO nennt man
19 = (10,1, i), - -+ o))

eine (Frist-) Zinsstrukturkurve oder auch Spot Rate Zinsstrukturkurve.

3. Liegen n Forward Rates 71,2, ...,%, vor, so nennt man
B .. .
I = (1,09, ...,1p)

eine (Termin-) Zinsstrukturkurve oder auch Forward Rate Zinsstrukturkurve.

Hiufig wird anstelle einer Zinsstrukturkurve! abkiirzend auch von einer Zinskurve ge-

sprochen.

Die Anwendung einer flachen Zinsstrukturkurve kann als Spezialfall der beiden weiteren
vorgestellten Zinsarten betrachtet werden. Werden fiir eine Zinsstrukturkurve I'° Spot Ra-
tes ijgy = ¢ fur alle t = 1,...,n gewéhlt, so entspricht I 9 einer flachen Zinsstrukturkurve
1. Ebenso erhélt man eine flache Zinskurve I, falls Forward Rates ¢; = ¢ fiir alle Perioden
t=1,...,n gewihlt werden.

Neben diesen Zusammenhédngen zu einer flachen Zinskurve, ldsst sich auch ein forma-
ler Zusammenhang zwischen einer Spot Rate- und einer Forward Rate Zinsstrukturkurve

formulieren.

Bemerkung 2.3
Sind Spot Rates iy fiir alle £ = 1,...,n gegeben, lasst sich aus diesen - formal - eine
Zinsstrukturkurve ermitteln, die aus Forward Rates i; besteht und die Eigenschaft besitzt,

dass der Barwert einer Zahlung in beiden Zinsmodellen identisch ist. Es soll also gelten:

— t —
(1+i00) " = H1 (1 +i-10) g
j:

Aufgrund dieser Forderung lésst sich fiir Forward Rates i die folgende Vorschrift angeben,

mit der aus gegebenen Spot Rates ij ), auf eindeutige Art und Weise Forward Rates i;

"Wird in der Literatur von einer Zinsstrukturkurve gesprochen, so ist iiblicherweise eine Spot Rate Zins-
kurve gemeint.
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ermittelt werden konnen:

. i[0’1]7 fur t = 1, (2 6)
= t —(t-1 :
(1+ipg) - (1+i04-y) V1 fiwe=2...n

Umgekehrt lédsst sich ebenso angeben, wie sich Spot Rates durch gegebene Forward Rates

ausdriicken lassen:

i, fiir ¢t = 1,

1'0, = t
(0.4 Il (141¢)—1, furt=2,...,n

Eine Zahlungsreihe Z = (Zy, Z1,...,Z,) € R™"! besteht aus mehreren Zahlungen Z;,
die zu unterschiedlichen Zeitpunkten ¢ = 0,1,...,n fillig sind. Um den Wert einer Zah-
lungsreihe angeben zu kénnen, werden alle Zahlungen zu einem gemeinsamem Zeitpunkt
to bewertet, d.h. auf diesen Zeitpunkt auf- bzw. abgezinst. Die Summe dieser Bewertungen
wird auch als Kapitalwert zum Zeitpunkt ¢g bezeichnet und mit KW, bezeichnet. Fiir

eine flache Zinsstrukturkurve gilt fiir den Kapitalwert KW, (I):

n

KWy, (I Z (1)o7,

Werden die Zahlungen zum Zeitpunkt ¢y = 0 bewertet, so spricht man vom (finanzma-
thematischen) Barwert der Zahlungsreihe [Ort16; SUO1].

Die Berechnung des Barwerts ist abhéngig von den Zinssétzen, die fiir die Bewertung der
Zahlungen herangezogen werden. Ist eine flache Zinsstrukturkurve I gegeben, so bezeichnet
man den Barwert mit BW (Z,I). Er berechnet sich durch [SUO01]:

[)=> 7 (1+i)7. (2.7)
§=0

Der Barwert BWg(Z, I%) einer Zahlungsreihe Z = (Zy, Z1, ..., Z,) bei gegebener Zinss-
trukturkurve I berechnet sich durch (vgl. [SU01]):

n —

BWs(Z,1%) :Z (1) - (2.8)

Eine sofort fillige Zahlung wird nicht abgezinst, wodurch die Héhe des Zinssatzes den

0
Barwert nicht verdndert. Fir ¢ = 0 kann daher wegen (1 +i[0,0]> = 1 der Zinssatz
i[0,0) = 0 angenommen werden. Auf diese Weise kann in (2.8) auch die Zahlung t = 0 be-

riicksichtigt werden, wenn die Spot Rates ij 4 erst fiir ¢ > 1 durch die Zinsstrukturkurve
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S gegeben sind.

Wird schliefflich eine periodenadidquate Verzinsung mittels einer Forward Rate Zinss-
trukturkurve I betrachtet, bezeichnet man den Barwert einer Zahlungsreihe Z mit
BWg(Z,IF), mit (s. [SUO1])

BWg(Z,1") = Z (2.9)

Fiir die drei in Definition 2.2 dargestellten Zinsstrukturkurven werden die entsprechen-

den Barwertfunktionen einer Zahlungsreihe Z noch einmal festgehalten.

Definition 2.4 (Barwerte)
1. Ist eine flache Zinsstrukturkurve I = (i,4,...,4) mit 4 > —1 gegeben, so ist der
Barwert BW (Z,I) einer Zahlungsreihe Z = (Zy, Z1, ..., Zy,) gegeben durch

[)=> Z;j-(1+4)7.
j=0

2. Liegt eine (Frist-) Zinsstrukturkurve I° = (i[o,l];i[o,Q}a e 72.[0,71])? mit i, > —1,
fir t = 1,...,n, vor, so ist der Barwert einer Zahlungsreihe Z = (Zy, Z1,...,Zy)

gegeben durch

n —

BWs(Z,1%) =3 2;- (1+ipy)
=0

3. Liegt eine Forward Rate Kurve I = (iy,is,...,i,) vor, mit 4; > —1, fiir t =

1,...,n,soist der Barwert einer Zahlungsreihe Z = (Zy, Z1, ..., Z,) gegeben durch

J _
BWp(Z,17) = ZZ o, mit o0 = [T (1 + ip—1.) '
k=1

Haufig werden Zahlungsreihen der Form Z = (7, Zs, . .., Z;,) verwendet. Eine Zahlung
Zy in t = 0 wird demnach nicht betrachtet. In diesen Féllen werden fir den Barwert nur
die diskontierten Zahlungen fiir ¢ > 1 aufsummiert. Da iiber Zy = 0 dieser Fall auch be-
trachtet werden kann, wird in dieser Arbeit die allgemeinere Variante geméafl Definition

2.4 verwendet und die Zahlung Zj beriicksichtigt.

Die erwdhnten Zusammenhénge zwischen den Zinsstrukturkurven lassen sich leicht auf
die Barwerte aus Definition 2.4 iibertragen. Ist eine Zahlungsreihe Z gegeben, so gilt fur

Spot Rates iy =4, fuirt =1,...,n

BWs(Z,1%) = BW(Z,1).
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Ebenso gilt fiir Forward Rates iy, =4, furt =1,...,n:
BWg(Z,I") = BW(Z,1).

AuBerdem gilt BWp(Z, 1) = BWs(Z, I°), wenn Forward Rates I entsprechend Bemer-
kung 2.3 bei gegeben Spot Rates I° gewihlt werden. Umgekehrt gilt dies analog, wenn

Forward Rates gegeben sind.

Notation 2.5

Die Bezeichnung der Barwerte mit BW (Z, I), BWg(Z, I°) bzw. BWg(Z, IT') verdeutlicht,
dass diese Grofien von der Zahlungsreihe und der Art der Zinsstrukturkurve abhéngig sind.
Da der Barwert in jedem Fall fiir eine Zahlungsreihe Z bestimmt wird, wird im weiteren
Verlauf der Arbeit auf der Beriicksichtigung der Gréfle Z als Input in der Bezeichnung der
Barwerte verzichtet. Vielmehr steht dann die Art der Zinsstrukturkurve im Vordergrund,
sodass iiber BW (I), BWg(I®) bzw. BWp(IT') deutlich wird, dass die entsprechende Ver-
zinsung Anwendung findet.

Wird jedoch der Barwert einer speziellen Zahlungsreihe betrachtet, so wird dies an der

jeweiligen Stelle durch explizite Angabe in der Notation deutlich gemacht.

2.2. Zinsanderungsrisiko

Die Zinsstrukturkurve ist fiir die Bewertung einer Zahlungsreihe von grofler Bedeutung,
da die Hohe der Zinssdtze einen wesentlichen Einfluss auf die Hohe des Barwerts einer

Zahlungsreihe hat.

Aufgrund der hohen Zinsvolatilitdt auf den Finanzmérkten unterliegen die Zinssétze

allerdings Schwankungen, sodass sie sich hdufig im Zeitverlauf verdndern.

Insbesondere bei der Bewertung von Zahlungsreihen mit langen Laufzeiten sind solche
Schwankungen von Bedeutung. Dies betrifft nicht nur Anleihen oder Kredite mit langen
Laufzeiten, sondern auch Versicherungsvertréige, wie Rentenversicherungen, die typischer-
weise iiber einen Zeitraum von mehr als 30 oder 40 Jahren abgeschlossen werden. Progno-
sen Uber den Verlauf einer Zinsstrukturkurve lassen sich fiir solche Zeitrdume nicht prézise
treffen. Somit sind Verdnderungen in der Zinsstrukturkurve zu erwarten, die den Barwert

einer Zahlungsreihe beeinflussen.

Die daraus resultierende Anderung des Barwerts impliziert ein Risiko, welches allge-
mein Zinsdnderungsrisiko genannt wird. Aufgrund des hohen Einflusses der Zinssédtze auf
die Hohe des Barwerts einer gegebenen Zahlungsreihe, ist die Untersuchung des Zinsan-
derungsrisikos von groflem Interesse. Dieses Risiko zu identifizieren, zu bemessen und zu

kontrollieren ist eine wesentliche Aufgabe des Risikomanagements [BH95; Fab07; Ho92].
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2.2.1. Definition Zinsanderungsrisiko

Der Begriff des Risikos wird im Bereich der Finanzwirtschaft fiir die Moglichkeit des
Eintretens eines negativen Ereignisses oder einer adversen Entwicklung verwendet [Wag17].
Das Eintreten giinstiger Ereignisse wird als Chance bezeichnet. Das Eintreten solcher
Ereignisse lisst sich auch als Anderung oder Abweichung von erwarteten Werten verstehen.
Solche Abweichungen liegen in der unvollstdndigen Information {iber zukiinftige Ereignisse
und in der Unsicherheit iiber den Verlauf zukiinftiger Entwicklungen begriindet [Reu08;
Wagl7].

Treten Abweichungen aufgrund von Anderungen in der Zinsstrukturkurve ein, z.B. Ab-
weichungen in der Bewertung einer Zahlungsreihe, so fiihrt dies zum Begriff des Zinsdn-
derungsrisikos (oder auch kurz Zinsrisiko?).

Der Begriff des Zinsanderungsrisikos wird in der Regel sehr allgemein definiert (s. bspw.
[Garl7; SUO1; Wagl7]). Durch die Fokussierung der Auswirkungen auf den Barwert einer
Zahlungsreihe lasst sich das Risiko mit der Ergénzung als barwertiges Zinsanderungsrisiko

konkretisieren [Reu08].

Definition 2.6 (Zinsanderungsrisiko)
Das Zinsdnderungsrisiko liegt in der Unsicherheit, die sich aus Anderungen in der Zinss-
trukturkurve ergibt.

Das barwertige Zinsdnderungsrisiko versteht man als das Risiko, das sich aus den Aus-

wirkungen einer Zinsdnderung auf den Barwert einer Zahlungsreihe ergibt.

Die Anderung in der Zinsstrukturkurve wirkt sich gegenliufig auf den Barwert und den
Endwert einer Zahlungsreihe aus. Ein im Zeitverlauf steigender Zinssatz fithrt zu hohe-
ren Zinsertragen und folglich zu einem héheren Endwert. Gleichzeitig fiihrt ein Zinsanstieg
aber auch zu niedrigeren Diskontierungsfaktoren und damit zu einem niedrigeren Barwert.
Fiir festverzinsliche Wertpapiere entsteht hierdurch ein Wertverlust, da der Verkaufspreis
des Papier sinkt. Daher bezeichnet man das Risiko eines niedrigeren Barwerts als Barwer-
trisiko oder Kurswertrisiko bezeichnet [Ort17; PS12].

Sinkt hingegen ein Zinssatz, so fiihrt das zu einem héheren Barwert. Gleichzeitig sinkt
aber auch der Endwert der Zahlungsreihe. Betrachtet man die Zahlungen Z; als Riickzah-
lungen einer Anleihe, bspw. Riickfliisse aus Zins- oder Tilgungsleistungen, so konnen diese
Zahlungen nur zu einem geringeren Zinssatz angelegt werden. Damit sinken die Zinser-
trage und folglich auch der Endwert. Daher wird das Risiko, das aus einer Zinssenkung
entsteht auch als Wiederanlagerisiko oder Endwertrisiko bezeichnet [Ort17; PS12].

Der Begriff des Zinsénderungsrisikos fasst diese beiden Risikobegriffe zusammen, da als

Zinsénderungsrisiko sowohl Anderungen resultierend aus Zinsanstiegen, als auch aus Zins-

2Die Begriffe Zinsanderungsrisiko und Zinsrisiko werden in dieser Arbeit synonym verwendet.
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senkungen verstanden werden [Bie02; Kar01; SB17].

Als Zinsschwankung wird grundsétzlich die Abweichung einer zum Zeitpunkt ¢ = 0
unterstellten von einer (expost) tatsichlichen Zinsstrukturkurve verstanden. Als mogliche
Zinsschwankung wird dazu in den meisten Werken eine Parallelverschiebung einer flachen
Zinsstrukturkurve betrachtet. Eine solche Parallelverschiebung unterstellt, dass sich alle
Zinssétze einer flachen Zinsstrukturkurve in gleicher Hohe dndern.

So forderte beispielsweise 2011 die Bundesanstalt fiir Finanzdienstleistungsaufsicht (Ba-
Fin) in einem Rundschreiben, dass Kreditinstitute ,festgelegte Zinsinderungen als ad hoc
eintretende parallele Verschiebung der Zinsstrukturkurve* anzuwenden haben [Bafl1]. Al-
lerdings sind durchaus auch nicht-parallele Anderungen denkbar. Hiufig wird beschrieben,
dass kurzfristige Zinssitze starker schwanken als langfristige Zinssétze [Sch97; SLK08] und
sogenannte Drehungen einer Zinsstrukturkurve auftreten, d.h. dass kurzfristige Zinssétze
steigen, wahrend bei langfristigen Zinssatzen fallende Werte beobachtet werden [SLKOS].

Insbesondere bei der Kalkulation von Lebensversicherungsprodukten wird typischer-
weise mit dem sogenannten Garantiezins ein konstanter Zinssatz, d.h. eine flache Zinss-
trukturkurve zugrunde gelegt. Die Wahl dieses Kalkulationszinssatzes, sowie alle weiteren
Rechnungsgrundlagen, diirfen geméfl §163 VVG nur unter sehr strengen Voraussetzungen
nachtréglich gedndert werden. Daher muss die Wahl zum Zeitpunkt des Vertragsabschlus-
ses iiber einen sehr langen Zeitraum getroffen werden. Bei der Kalkulation wird dabei das
sogenannte Vorsichtsprinzip® angewandt, das Versicherungsunternehmen dazu zwingt, so
yvorsichtige“ Rechnungsgrundlagen zu verwenden, um allen Verpflichtungen sicher nach-
kommen zu koénnen (,,dauernde Erfiillbarkeit*)[FG10]. Zukiinftige Zinsentwicklungen auf
den Finanzmérkten kénnen aufgrund dieser Einschréinkungen bei der Bewertung versiche-
rungsspezifischer Zahlungen, wie Beitrdge oder Leistungen, nicht addquat abgebildet und
beriicksichtigt werden. Somit tritt auch bei der Kalkulation von Lebensversicherungsver-
tragen das Zinsdnderungsrisiko auf.

Fiir risikobewusste Investoren ist es also wichtig, den Einfluss von Zinsdnderungen und
damit das Ausmafl des Zinsdnderungsrisikos zu kennen. Dabei wird es als hilfreich ange-
sehen, das Risiko durch geeignete Kennzahlen darzustellen. Die Quantifizierung dient der
Kontrolle, Uberwachung und Limitierung des Risikos [Bie02; Tra07].

2.2.2. Kennzahlen fiir das Zinsanderungsrisiko

Entsprechend der Definition des barwertigen Zinsédnderungsrisikos, folgen die meisten Me-
thoden zur Messung dieses Risikos dem sogenannten Barwertansatz [Bie02; Gra02]. Wah-
rend die Definition des Zinsdnderungsrisikos die Art der Auswirkungen von Zinsdnderun-
gen offen ldsst, werden bei diesem Ansatz die Auswirkungen auf den Barwert untersucht.

Fiir die Bemessung des Zinsinderungsrisikos ist es also entscheidend, die Anderung des

3Die Grundlage fiir dieses Vorsichtsprinzip ist gesetzlich in §11 Absatz 1 VAG des Versicherungsaufsichts-
gesetzes geregelt.
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Barwerts bei einer Anderung der Zinsstrukturkurve zu berechnen [TS11]. Diese Berech-
nung ist grundsétzlich abhingig von der verwendeten Zinsstrukturkurve. Daher soll im
Folgenden ein Uberblick iiber verschiedene Ansitze zur Messung des Zinséinderungsrisikos

gegeben werden.

Sensitivitdtsansatz

Die Zinssensitivitit ist definiert als relative Anderung des Barwerts einer Zahlungsrei-
he gegeniiber einer Anderung der Zinsstrukturkurve und liefert damit ein relatives Ma8
fiir das Zinsdnderungsrisiko. Sensitivitdtsmafle erkliren, wie stark ein Barwert auf eine
bestimmte Zinsverdnderung reagiert [SLKO0S].

Diese Betrachtung wird héufig auch als Sensitivitdtsanalyse einer Zahlungsreihe bzgl.
Zinsschwankungen bezeichnet [Mill12; Ort17; Tiel5; Tra07].

Die giingigste Kennzahl zur Schitzung des Zinsdnderungsrisikos sind sogenannte Dura-
tionsmafle [BFHO3]. Mit ihnen lésst sich die Zinssensitivitat abschatzen, da sie die relative
Anderung eines Barwerts aufgrund einer Zinsinderung angeben. Hiufig wird hierbei eine
Parallelverschiebung einer flachen Zinsstrukturkurve betrachtet. Analytisch ergeben sie
sich in diesem Fall aus der ersten Ableitung des Barwerts nach dem Zinssatz, dividiert
durch den Barwert [SLKOS8]. Das Durationsmaf$} stellt damit die relative Anderung des
Barwerts bei einer Anderung des Zinssatzes von einem Prozentpunkt dar.

Durationsmafe sind einfach und schnell zu berechnen, sowie leicht verstandlich [T'S11;
FMCO03], weswegen sie haufig als Risikokennzahlen fiir das Zinsdnderungsrisiko verwendet
werden und sich so in der Praxis durchgesetzt haben [Bie02; Ort17; SLKO08; Tra07; TS11].

Basispoint Value

Eine weitere Risikokennzahl liefert der Price-Value-of-a-Basispoint (kurz PVBP) oder auch
Basispoint Value (kurz BPV). Dieser spiegelt die absolute Barwerténderung wider, wenn
sich ein einzelner Zinssatz um einen Basispunkt dndert. Analytisch ergeben sich Basispoint
Values aus den partiellen Ableitungen des Barwerts nach den einzelnen Zinssétzen, sowie
der Multiplikation mit einem Basispunkt [SLKO0S].

Oft wird auch hier von einer flachen Zinsstrukturkurve ausgegangen, sowie eine Paral-
lelverschiebung unterstellt [Bie02]. In diesem Fall gibt der Basispoint Value die absolute
Anderung des Barwerts an, wenn sich der konstante Zinssatz um einen Basispunkt dndert.

Im Gegensatz zu Durationsmaflen, die relative Risikokennzahlen liefern, gibt der Ba-
sispoint Value ein absolutes Risikomafl an. Beide Ansétze sind offenbar eng miteinander
verwandt [Ell01b]. Ublicherweise wird fiir einen Basispunkt ein Hundertstel Prozentpunkt
angenommen. Wird die absolute Anderung des Barwerts betrachtet, wenn sich ein Zins-

satz um 100 Basispunkte &ndert, so spricht man von der sogenannten Dollar-Duration.
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Analytisch entspricht diese folglich dem 100-fachen Wert des Basispoint Values [Ell01b;
Fab07].

Value-at-Risk

Die bisher betrachteten Risikomafle stellen Kennzahlen dar, die das Zinsrisiko aufgrund
von deterministisch unterstellten Zusammenhéngen (,erwartete* Zinssatzentwicklung) be-
schreiben. Im Gegensatz dazu schitzt der sogenannte Value at Risk (kurz VaR) den Verlust
aufgrund einer Zinsédnderung mithilfe von statistischen Verfahren. Damit wird die Quantifi-
zierung der negativen Abweichung mit einer Wahrscheinlichkeitsaussage verkniipft [SLKO0S;
Bie02].

Der Value at Risk ist definiert als der maximal zu erwartende Verlust, der innerhalb ei-
nes festgelegten Zeitraums mit einer bestimmten Wahrscheinlichkeit eintreten kann [Hul14;
SB17; SLKO08]. Im Sinne der Barwertbetrachtung des Zinsdnderungsrisikos wird der Ver-
lust dabei — wie oben beschrieben — als die negative Abweichung des Barwerts verstanden.
Fiir den Verlauf des Barwerts werden Verteilungsannahmen getroffen, die auf statistischen
Werten der Vergangenheit beruhen und auf Anderungen in der Zinsstrukturkurve zuriick-
zufiihren sind [Bie02; Garl7].

Der Value at Risk lésst sich fiir viele verschiedene Finanzinstrumente und Risiken ab-
bilden. Daher wird er haufig dazu verwendet, um einzelne Risiken zu spezifizieren und zu
einem Gesamtrisiko zusammenzufiihren. Damit ist es im Banken- und Versicherungsbe-
reich moglich, das gesamte Risikopotential zu messen und im Hinblick auf regulatorische
Anforderungen das (Mindest-)Risikokapital von Bestédnden an Versicherungen zu bestim-
men [SLK08; Wagl7].

Simulationen

Bei der Anwendung der bisher beschriebenen Risikokennzahlen werden stets Annahmen
getroffen, die die Modellierung des Risikos einschrinken. So wird bei Durationsmaflen eine
vorgegebene Zinsidnderung angenommen, und der VaR trifft Aussagen iiber den Verlust
unter Vorgabe einer Irrtumswahrscheinlichkeit. Gerade die Beriicksichtigung von Beobach-
tungen aus der Vergangenheit stellt eine Unsicherheit in Bezug auf die Einflussgrofien des
Risikos dar. Damit bleibt bei diesen Modellansétzen ein ,,Restrisiko“, das durch die An-
wendung geeigneter Simulationen weiter minimiert werden kann. Dabei werden aufgrund
von Annahmen iiber die zukiinftige Zinssatzentwicklung verschiedene Szenarien von Zins-
dnderungen erstellt und deren Auswirkungen simuliert. Durch die Veranschaulichung der
Auswirkungen vieler Zinsszenarien kénnen Simulationsrechnungen zu einer verstdndlichen
Gesamtschau des Zinsrisikos beitragen und eine sinnvolle Ergénzung der beschriebenen
Instrumentarien darstellen [Bie02; HWPW15].
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Die wichtigste Kennzahl im Umgang mit dem Zinsdnderungsrisiko stellen Durationsma-
e dar. Durch die Interpretation als Zinssensitivitéit lassen sie sich direkt fiir die Quantifi-
zierung des Zinsdnderungsrisikos anwenden. Zuséatzlich ist es moglich fiir Durationsmafle
eine einfache, direkt anwendbare Darstellung anzugeben. Diese Moglichkeit der praktisch
anwendbaren Darstellung, sowie die einfache Interpretierbarkeit ermdoglichen es, das Risi-
ko verschiedener Wertpapiere oder Anleihen leicht miteinander zu vergleichen. Dadurch
finden Durationsmafe in der Praxis hdufig Anwendung und sind fiir die Risikoanalyse von
grofler Bedeutung [BFHO03; Bie02; SLKO08; TS11].



Kapitel 3

Durationsmalle

Durch die praktische Anwendbarkeit und die Moglichkeit der direkten Interpretation be-
sitzen Durationsmafle hohe Relevanz fiir das Risikomanagement in der Praxis. Sie werden
daher in dieser Arbeit als zentrale Risikokennzahl betrachtet. Im folgenden Kapitel wer-
den dazu die (modifizierte) Macaulay-Duration, die (modifizierte) effektive Duration, sowie
die Key Rate Duration hergeleitet und diskutiert. Diese Gréflen sind anwendbar, falls eine
flache Zinsstrukturkurve I oder eine Spot Rate Zinsstrukturkurve I vorliegt. Durch die
Betrachtung dieser Grofien sollen analytische Gemeinsamkeiten, sowie die zugrunde liegen-
de Struktur des Durationskonzepts erkannt und herausgearbeitet werden. Dieses Konzept
dient dann als Grundlage, um ein Durationsmaf} fiir die Anwendung von Forward Rates

entwickeln zu konnen.

3.1. Macaulay-Durationsmale

In diesem Abschnitt liegt eine Zahlungsreihe Z = (Zy, Z1, ..., Zy,) vor, die mittels einer
flachen Zinsstrukturkurve I = (i,i,...,4) durch BW(Z,I) gemif (2.7) bewertet wird:

BW(Z,I)=BW(I)=> Z;j-(1+1i)7. (2.7)
§=0
Wird eine nicht ndher charakterisierte Zahlungsreihe Z = (Zy, 71, ..., Z,) betrachtet, so

wird, wie bereits in Bemerkung 2.5 erwdhnt, auf die Angabe von Z verzichtet und die
Notation BW (I) verwendet.

3.1.1. Macaulay-Duration

Fir den Fall einer flachen Zinsstrukturkurve hat Frederic R. Macaulay im Jahr 1938,
die nach ihm benannte Macaulay-Duration in [Mac38] vorgestellt. Dieses erste bekannte
Durationsmafl wurde urspriinglich als durchschnittliche Restlaufzeit von Zahlungsreihen
eingefiihrt und spéter modifiziert, um es, als modifizierte Macaulay-Duration, im Rahmen
der Sensitivitdtsanalyse anwenden zu koénnen.

Die Macaulay-Duration ist wie folgt definiert (vgl. [Mac38]):
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Definition 3.1 (Macaulay-Duration)
Sei eine Zahlungsreihe Z = (Zy,Z1,...,7Z,) und eine flache Zinsstrukturkurve

I = (i,i,...,i) gegeben. Dann ist die Macaulay-Duration Dysqc(I) gegeben durch:

i]"zj‘(lﬂ')ﬁ'
DMac(f) - ]:11 (31)
Zo Zj @ (1 I ’i)_j
j=

In vielen Publikationen (siehe bspw. [KH12; PS12; SB17; SU01; Tra07]) wird die Macaulay-
Duration zur Beschreibung des Schwerpunkts einer Zahlungsreihe herangezogen. Bei dieser
héufig verwendeten Deutung beschreibt der Schwerpunkt den ,, gewichteten Mittelwert der
Zahlungszeitpunkte j Die Macaulay-Duration kann als ein solcher Schwerpunkt interpre-

tiert werden.

— — i—=1
DMaC(I) =1 n
E Zj . (1 + 2)_J
7=0
> - Zj-(1L+4)™
_J=l
B BW (I)
- Zi-(14+1i)~
-] ( JB(WI) ) (3.2
P @)
=g;
7. (1+4)7
Die Gewichte g; = JB(Y/I;E—IZ)) fiir j =0,...,n, entsprechen den Anteilen der diskontier-

ten Zahlungen am Gesamtbarwert. Stellen die Zahlungen Z; die Riickfliisse einer Festgeld-
anlage dar, so entsprechen die Zeitpunkte j den Auszahlungs- bzw. Falligkeitszeitpunkten
des eingesetzten Kapitals und damit der Dauer, die das jeweilige Kapital gebunden ist.
So gibt die Macaulay-Duration den Zeitpunkt an, der auch als ,durchschnittliche Rest-
laufzeit“ bzw. ,durchschnittliche Bindungsdauer® des eingesetzten Kapitals [PS12; SB17]
oder als ,durchschnittlich gewichtete Falligkeit“ der Kapitalanlage [Tiel5] interpretiert
werden kann. Vor diesem Hintergrund erklért sich auch der Begriff ,Duration®, der sich
als Synonym fiir Laufzeit oder Dauer fiir das von Macaulay eingefithrte Durationsmafl
durchgesetzt hat [Tiel5].

Die Macaulay-Duration kann auch fiir die Analyse von Barwertdnderungen bei kleinen

Anderungen der flachen Zinsstrukturkurve angewendet werden. Dafiir wird die relative

dBW (I . A
Barwertdnderung BV[VE/((I_)) bei einer relativen Anderung des Aufzinsungsfaktors d(11++iz)
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untersucht. Die Zinselastizitat gy, des Barwerts BW(f ) in Bezug auf den Aufzinsungs-
faktor r = 11 ist definiert als das Verhiltnis der relativen Anderungen des Barwerts und

des Aufzinsungsfaktors [Tiel5]:

dBW(f)
_ BW(I) _dBW() 1+i
CBWir = ( i) d(l+4) BW()
141
_dBW(I) 1+i
T A BW(f)
1+
—(1+41i)” Z] Zj-(1+14)” ‘BW(f)
S G Z - (140)
= = *DMac(I_)

=1

n

S Zi-(1414)7J
7=0
Die Macaulay-Duration entspricht also der negativen Zinselastizitit bzgl. des Aufzinsungs-
faktors (1 + ). Damit stellt sie niherungsweise die relative Anderung des Barwerts bei
einer relativen Verdnderung des Aufzinsungsfaktors dar und liefert somit eine Sensitivi-

tatsgroBe fiir Zinsanderungen [KH12].

Weiterhin gibt die Macaulay-Duration Disac auch den Zeitpunkt an, bei der sich die
gegenldufigen Effekte des Barwertrisikos und Endwertrisikos ausgleichen [SB17]. In Ab-
bildung 3.1 erkennt man, dass bei einem niedrigeren Zinssatz der Barwert hoher ist und
der Endwert geringer, wahrend bei einem héheren Zinssatz der Barwert geringer und der
Endwert hoher ist (vgl. auch Abschnitt 2.2.1). Dazu ist in Abbildung 3.1 der Verlauf des
Kapitalwerts der Zahlungsreihe Z = 11; = (1,1,...,1,1) € R dargestellt, die mit den
flachen Zinsstrukturkurven I(©) mit Zinssatz i(®) = 0,09, 7™ mit ¢ = 0,11 und I® mit
i) = 0,07 bewertet wird. Im Schnittpunkt der Kurven KW;(I(®)) und KW;(I"Y) bzw.

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 ¢
Abbildung 3.1.: Darstellung des Kapitalwerts im Zeitverlauf bei Bewertung mit i) = 0, 09,
i) = 0,11 und i{® = 0,07, in Anlehnung an [Tra07].
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KWy (I©) und KW;(I®) gleicht sich das Barwert- und das Endwertrisiko aus, da trotz
einer Zinsdnderung die Kapitalwerte identisch sind. Fiir jede Zahlungsreihe existiert ein
solcher Zeitpunkt, in dem fiir eine angenommene Zinsédnderung die Kapitalwerte iiberein-
stimmen [SUO1]. Der Wert der Macaulay-Duration D jz..(I(?)) stellt den Zeitpunkt dar, bei
dem sich die Kapitalwertkurven bei einer infinitesimal kleinen Anderung des konstanten

Zinssatzes i(©) schneiden.

Es lasst sich auch zeigen, dass der Kapitalwert K WDMM( I-(o))(f (0)) zum Zeitpunkt t =
Dirac(I9) bei Bewertung mit Zinssatz i(9) geringer ist, als der Kapitalwert bei Bewertung
mit einem beliebigem anderen Zinssatz. D.h. die Funktion KWp I—(()))(I_ ) in Abhéngig-
keit des Zinssatzes 4 ist minimal fiir i = i(®) [Ort17; SUO1].

Fiir die Zahlungsreihe Z = (1,1,...,1,1) € R bei Bewertung mit der flachen Zinss-
trukturkurve mit Zinssatz i(¥) = 0,09 ergibt sich fiir die Macaulay-Duration der Wert
DMac(f(o)) = 4,15. Der Kapitalwert KW;(I) zum Zeitpunkt ¢ = DMM(I_(O)) als Funktion
des Zinssatzes ¢ ist in Abbildung 3.2 dargestellt.

11,2 | _KWDJVIaC(ﬂO))(I)
11 +
10,8

10,6 |

0 002 004 006 008 01 012 014 016 018 ¢

Abbildung 3.2.: Darstellung des Kapitalwerts als Funktion in Abhéngigkeit des Zinssatzes,
in Anlehnung an [Tra07].

Zum Zeitpunkt t = Dysae(I?) lisst sich also fiir den Kapitalwert KWp,,. (I) einer
Zahlungsreihe eine Mindesthohe bestimmen. Eine beliebige Zinsénderung in ¢ = 0 wiirde
nur zu einem héheren Kapitalwert in ¢t = Dyqc(I) fithren. Eine Zinsédnderung hiitte somit
keine (negativen) Auswirkungen auf den Kapitalwert, sodass in dieser Zinsdnderung kein
Risiko liegt. Damit entspricht Dyzq.(I) auch dem Zeitpunkt, bei dem ,vollstindige Immu-
nisierung® gegeniiber dem Zinsanderungsrisiko eintritt. Der Zeitpunkt der Duration wird
daher auch als ,Immunisierungszeitpunkt“ bezeichnet [BK77; Ort17; SU01; Tiel5; Tra07].
Fiir einen Investor, der ein Portfolio aus festverzinslichen Wertpapieren hélt, kann dieser
Zeitpunkt der Duration der Zahlungsreihe des Portfolios als ,,optimale Haltedauer* genutzt
werden, da bei Verkauf des Portfolios im Zeitpunkt ¢ = D Mac(lr ) ein Mindest-Kapitalwert

und damit eine Mindest-Rendite realisiert werden kann [Tiel5; Tra07].
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3.1.2. Modifizierte Macaulay-Duration

Es soll nun im Zeitpunkt ¢ = 0 eine Anderung der Zinsstrukturkurve und damit eine
Anderung des Zinssatzes i angenommen werden. Dieser Zinssatz #ndere sich um den Wert
Ai zu i 4+ Ai. Damit liegt eine Parallelverschiebung einer flachen Zinsstrukturkurve I um
AT = (Ai, A, ..., Ai) vor, d.h.

T+ AT=(i4 Niji+ Ai,... i+ Ad).

Das Ziel ist es nun, die Auswirkungen einer solchen Parallelverschiebung der flachen Zinss-

trukturkurve I und damit das AusmaBe des Zinsianderungsrisikos zu untersuchen.

Es werde angenommen, dass fiir den gednderten Zinssatz i + Ai > —1 gilt. Ein Beispiel

fiir eine Parallelverschiebung ist in Abbildung 3.3 dargestellt.

—17
I+AJ

Zinssatz

)

9 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Zeitpunkt ¢

Abbildung 3.3.: Beispiel einer Parallelverschiebung einer flachen Zinsstrukturkurve zum
Zinssatz 1 = 2%.

Ein absolutes MaB fiir das Zinsinderungsrisiko ist die Anderung des Barwerts
ABW(I) := BW (I + AI) — BW(I).
Der Barwert BW (I+AI), der also die Zinsinderung AT beriicksichtigt, lisst sich mittels

der Taylorreihenentwicklung in Abhéngigkeit der Anderung Ai ausdriicken. Fiir kleine An-
derungen Ai ergibt sich die Taylorreihenentwicklung der Barwertfunktion durch [Miill2]:

BW(I + AT) i ]1 )+ (AQ) (3.3)

— BW(I) + BW'(I) AZ—I—Z— BWU(I) - (Ad) . (3.4)
j= 2

=R

Hierbei wird mit BW ) (I) die j-te Ableitung des Barwerts nach dem Zinssatz i bezeichnet.
Vernachléssigt man in (3.4) die Summanden fiir j > 2, also das Restglied R;, so erhélt
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man eine Approximation fiir BW (I + AI). Es gilt:
BW (I + AI) =~ BW(I)+ BW'(I) - Ai. (3.5)

Die Anderung des Barwerts ABW (I) als Riskoma$ fiir das Zinséinderungsrisiko lisst sich

dann berechnen durch:
ABW (I) = BW(I + AI) — BW(I) = BW (I) - Ai. (3.6)

Um daraus ein relatives Maf} fiir das Zinsdnderungsrisiko zu erhalten, lasst sich Approxi-

mation (3.6) leicht fiir die Zinssensitivitiat des Barwerts umformen:

ABW(I) _BW'(I)
BW(I

v S v A (3.7)

~—

Fiir Ai = 0,0001 erhilt man aus (3.6) den Basispoint Value des Barwerts BW (I) (vgl.
Abschnitt 2.2.2). Die Darstellung fiir die Zinssensitivitat (3.7) zdhlt zu den Sensitivitéts-
ansitzen und fithrt zum Durationsmafi D Mac(l_ ), das als modifizierte Macaulay-Duration

(oder auch kurz modifizierte Duration) bekannt ist!.

Definition 3.2 (Modifizierte Macaulay-Duration)
Sei eine Zahlungsrethe Z = (Zy,Z1,...,%,) und eine flache Zinsstrukturkurve

I =(ii,...,i) gegeben. Dann ist die modifizierte Macaulay-Duration Dyr..(I) gegeben
durch:

Darao(D) : = -2V 1) (3.8)

Die modifizierte Macaulay-Duration geht auf Hicks [Hic46] zuriick und néhert die Zins-
sensitivitdt des Barwerts bei einer Parallelverschiebung der Zinsstrukturkurve um Ai =1
an, d.h. (vgl. (3.7)):

( BW'(I) .. =
v~ Bwn ST D) ’é%‘

Q

Hieraus ergibt sich die folgende, hidufig verwendete Interpretation der modifizierten Dura-
tion als prozentuale Barwertinderung bei Anderung des Zinssatzes um einen Prozentpunkt
(s. z.B. [PS12]):

Sinkt der Zinssatz um einen Prozentpunkt, so steigt der Barwert um DMac(f)

Prozentpunkte.

! Die Bezeichnung modifizierte Macaulay-Duration resultiert aus einem Zusammenhang zwischen den Gro-

Ben DMCLC(I) und D[y[ac(f), der in Abschnitt 3.1.3 beschrieben wird.




3.1. Macaulay-Durationsmafe 27

Uber den Ansatz der Taylorreihenentwicklung (3.3) ldsst sich die modifizierte Duration
ebenso fiir die (direkte) Approximation des Barwerts nach Verdnderung der Zinsstruktur-

kurve I in I + AT verwenden:

BW (I + AI) =~ BW(I)+ BW'(I) - Ai
- _ _ BW'(I) .
& BW(I + Al ~ BW(I)+BW(I) - ——=2 -Ai.
(I + AI) () + ()BW(I) i

—

:_DMG.E(I)

~—

Insgesamt folgt so die lineare Approximation des Barwerts unter Verwendung der modifi-

zierten Duration:
BW(I + AD) ~ BW(I) — BW(I) - Daae(I) - Ai = BW (I + AI),  (3.9)

bzw. die lineare Approximation der Zinssensitivitat:

ABW(_I) _ BW(I + AI)_— BW(I) ~ —DgaelD) - A (3.10)
BW(I BW(I)

Bemerkung 3.3

In der Literatur findet man oft explizit Einschrankungen an den Zinssatz ¢ und die Zahlun-
gen Z;. So wird héufig ein positiver Zinssatz ¢ > 0 angenommen (s. bspw. [CD09; Jor-+03;
MPP; PS12; SB17; SUO1; Sun09]). Sundaresan hélt es sogar fiir notwendig, sicherzustellen,
dass ein positiver Zinssatz vorliegt [Sun09].

Auch fur die Zahlungen Z; findet man die Annahme der Nichtnegativitit, siehe ([CDO09;
KH12; PS12; SB17; SU01]). Garcia merkt an, dass der Wert des Durationsmaf stets positiv
ist [Gar17]. Dies lasst sich nur sicherstellen, falls nur positive Zahlungen bzw. nur negative
Zahlungen vorliegen.

Insbesondere die Annahme nicht-negativer Zinssétze ist sehr restriktiv. Seit Beginn der
Finanzkrise im Jahr 2008 und der damit verbundenen ladngeren Niedrigzinsphase sind
negative Zinssdtze haufiger zu beobachten. So haben beispielsweise mehrere européische
Zentralbanken, sowie die japanische Zentralbank die Leitzinsen in den vergangenen Jahren
unter Null gesenkt.

Tatsachlich ist es nicht notwendig solche Einschrdnkungen an den Zinssatz und die
Zahlungsreihe zu fordern. Sowohl die Herleitung des Durationsmafles, als auch die Inter-

pretation dieser Grofle gelten auch fiir negative Zinssétze und Zahlungen.

Bemerkung 3.4
Fiir positive Zahlungen Z;, t = 0,1,...,n, ist der Wert der Ableitung BW' (I) in (3.6)
negativ. Ublicherweise wird es in der Literatur als niitzlich angesehen, finanzmathemati-

sche Kennzahlen durch positive Groflen darzustellen. Dass DMac(f ) fiir positive Inputs
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Z und I auch eine positive Kennzahl liefert, wird iiber das negative Vorzeichen in (3.8)

sichergestellt.

Im Folgenden soll eine geschlossene Form fir Djyy,.(I) angegeben werden, um eine prak-

tisch anwendbare Darstellung zu erhalten.

Satz 3.5 (Modifizierte Macaulay-Duration)
Fiir eine gegebene Zahlungsreihe Z = (Zy, Z1, ..., Z,) und eine flache Zinsstrukturkurve

I = (i,i,...,4) mit i > —1 gilt fiir die modifizierte Macaulay-Duration Dyac(1):

DMac(I_) = BV;(I) ((1 +i)_1 ]gl] ’ Zj ’ (1 +i)_j) : (311)

Beweis Es wird die Ableitung BW'(I) betrachtet:

Zusammen mit (3.8) folgt die zu zeigende Darstellung der modifizierten Duration D psq.(1)
in (3.11). O

Durch die Approximation des Barwerts in (3.9) wird mittels der modifizierten Duration
eine lineare Naherung an den Barwert bei einer Parallelverschiebung der flachen Zins-
strukturkurve um Ai beschrieben. Die Barwertfunktion BW (I) hat als Funktion in der

Variablen i fiir nicht-negative Zahlungsreihen Z einen konvexen Verlauf [KH12].

Bemerkung 3.6
Die Barwertfunktion BW (I) ist fiir nicht-negative Zahlungsreihen Z mit Z; > 0, fiir alle
t =0,1,...,n konvex, da die zweite Ableitung BW"(I) nach dem Zinssatz i positiv fiir
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alle 7 > —1 ist:

=1+ j-(G+1)-Z-(1+49)~7  >0. (3.12)
§=0
Dementsprechend ist die Barwertfunktion fiir Zahlungsreihen mit Zahlungen Z; < 0 kon-

kav.

Auch fiir Zahlungsreihen, die nicht nur nicht-negative Zahlungen beinhalten, ist der Bar-
wert BW (I) aufgrund der vorkommenden Diskontierungsfaktoren (1+i)7%, fiirt = 2,...,n,
eine nichtlineare Funktion. Durch die lineare Approximation der Barwertfunktion entsteht
somit ein Fehler, der umso groBer wird, je grofler die Anderungsgrofie Ai ist [Tiel5]. Daher
gilt, wie bei der allgemeinen Taylorreihenentwicklung, auch hier, dass die Approximation
der Barwertéinderung mittels des Durationsmafl nur fiir ,kleine® Anderungen Ai ,gute®
Ergebnisse liefert.

In Abbildung 3.4 wird der Fehler dargestellt, der durch die lineare Approximation an
die Barwertfunktion entsteht. Durch die Approximation von ABW (I) wird mit der Né-
herungsformel (3.9) der Einfluss sinkender Zinsen auf den Barwert unterschitzt und der
Einfluss steigender Zinsen tiberschétzt [CD09].

— BW(I + AI)
— BWp(I + AI)

Approximationsfehler R

Zinsinderung Ai in %

Abbildung 3.4.: Darstellung des Approximationsfehlers Ry

Bemerkung 3.7
Der Approximationsfehler ist durch die Differenz des approximierten Barwerts BW (I) +
BW'(I) und des Barwerts BW (I + AI) definiert. Dieser ist gerade durch das Restglied
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Ry in (3.4) gegeben (vgl. [Forl6))
> 1 N .
Ri=> R BWY(I) - (Ad).
j=2"

Mit der Lagrangeschen Form des Restglieds lasst sich Ry darstellen durch
1 ", = N2
Ri= 5 BW'(Ig) - (8,

wobei fg = (§,&, ..., &) die flache Zinsstrukturkurve bezeichnet mit Zinssatz £ € i, + A,
fur Ai > 0 bzw. £ € i + Ad, 4] fiir Ai < 0.
Damit gilt fiir £ €i,7 + Ai[ mit Ai > 0 die Abschitzung

1 1" -
Ry = 5 BW' (I¢) - (Ai)?
<5 BW'(D)- (80

bzw. fiir £ € ]i + Ad,i[ mit Ai < 0 gilt:

1 " =
Ry = 5 BW (I¢) - (Ai)?

1 ", = f
<5 BW (I+AI)- (AQ)?.

Da der Barwert fiir nicht-negative Zahlungsreihen eine monoton fallende Funktion dar-
stellt, d.h. dBW(I: ) < 0 fir Ai > 0, wird durch die Barwertapproximation mittels des
Durationsma$ der tatsichliche Wert fiir BW (I + AI) fiir nicht-negative Zahlungsreihen
stets unterschatzt.

Fiir negative Zahlungsreihen gilt umgekehrt dBW (I) > 0, sodass die Barwertapproxi-

mation den tatsichlichen Wert fiir BW (I + AT) fiir negative Zahlungsreihen iiberschitzt.

Eine Moglichkeit den Approximationsfehler zu verringern ist es, in der Taylorreihenent-

wicklung (3.3) den zweiten Summanden und damit die zweite Ableitung zu beriicksichti-

gen:
BW(I+AD =Y ]1, BWOT) - (Ad)
j=0/"
= BW(I)+BW (I)- Ai+ % - BW'(I) - (Ai)? + Ry. (3.13)

Man erhilt anstelle von (3.5) die Approximation fiir BW (I + AI):

BW (I + Al ~ BW(I)+ BW (I) - Ai + é -BW'(I) - (Ai)? (3.14)



3.1. Macaulay-Durationsmafe 31

und anstelle von (3.7) die Approximation fiir die Zinssensitivitét:

CAi A+ = = (A)2. (3.15)

Aus Approximation (3.15) ldsst sich nun die Definition der sogenannten Konvexitatsgro-
Be? Crac(I) ableiten [Miil12]:

Definition 3.8 (Konvexitat)
Sei eine Zahlungsreihe Z = (Zy,Z1,...,Z,) und eine flache Zinsstrukturkurve
I = (i,i,...,i) gegeben. Dann ist die Konvewitit Cpra(I) definiert durch:

BW"(I)

Crac(I) : = WD (3.16)

Mit den Definitionen (3.8) fiir Dyqc(1) und (3.16) fiir Cyq0(1) lassen sich die Approxi-
mationen (3.14) und (3.15) entsprechend darstellen. Es ist

BW(T + AT) ~ BW(T) ~ BW(I) - DataelT) - 8i 4 5 - BW(I) - Ourae(1)- A% (3.17)
=: éﬁ/C(f+ AI)
bzw.

W (I) - 1 = .
BW(D ~ —Dutac(l) - Ai+ 5 - Crrae(1) - (i), (3.18)

Weiterhin lisst sich mit der zweiten Ableitung des Barwerts BW" (I), analog zur Dar-
stellung (3.11) fir die modifizierte Duration, auch eine geschlossene Darstellung fiir die

KonvexititsgroBe Chrqc(I) angeben.

Satz 3.9 (Konvexitat)
Sei eine Zahlungsreihe Z = (Zy,Z1,...,Z,) und eine flache Zinsstrukturkurve
I =(i,i,...,i) gegeben. Dann lisst sich die Konvexitit Cyzqc(I) berechnen durch:

n

CMac(I_) = #(I_) ((1+i)_2'zj'(j+1)'zj ’ (1+i)_j> 0

j=0

Beweis Die zu zeigende Darstellung ergibt sich direkt aus (3.16) in Definition 3.8 unter
Verwendung von (3.12) aus Bemerkung 3.6. O

2Der Name der GréBe C' MaC(I_ ) ergibt sich aus der Konvexitatseigenschaft des Barwerts BW(I_ ) fiir nicht-
negative Zahlungsreihen Z.
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Bemerkung 3.10
Mit der Lagrangeschen Form des Restglieds ldsst der Approximationsfehler Re der Appro-
ximation (3.13) darstellen mittels (vgl. [Forl6])

=1

Ry =Y = BWYI(I)- (Ai)
j=37"
]. ", =
=g BW (L) (Ai)?,

fir ein § €i,i + Ai[ (bzw. £ € i + A, [, falls Ai < 0).

Durch die Verwendung dieser Konvexitétsgrofie ist es moglich die Barwertdnderung
durch eine quadratische Funktion anzunahern [Tiel5]. Der Approximationsfehler fallt so-

mit geringer aus und bessere Ndaherungen sind moglich (siehe dazu auch Abbildung 3.5).

— BW(I + AI)
— BW (I +Al)
- BW (I + AD

Zinsanderung A: in %

Abbildung 3.5.: Darstellung des Approximationsfehlers Ro

Das folgende Beispiel verdeutlicht die Bedeutung der Approximationen BW D(f + AI)
und Eﬁ/c(f—i— Al).
Beispiel 3.11
Fiir das Beispiel wird die Zahlungsreihe Z = (0, 1.000, 1.000, . ..,1.000) mit n» = 30 und
einer flachen Zinsstrukturkurve I zum Niveau von 1%, d.h. mit einem konstanten Zinssatz

i = 0,01, bewertet. Fiir den Barwert BW (I) der Zahlungsreihe Z ergibt sich der Wert

30
BW(I)=> Z;-(1+i)~/
j=0
30 i
000 ;(1701) 5.807,7

Es soll nun untersucht werden, wie sich eine Zinsdnderung von i zu ¢ + Ai auf die Hohe
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des Barwerts auswirkt. Dazu wird die exakte Berechnung des Barwerts BW (I + AI) mit
den Werten verglichen, die sich aus den Approximationen BW D(I_ + AT) aus (3.9) und
gﬁ/c(f+ ATI) aus (3.17) ergeben.

Fiir Ai = 0,01 ergibt sich bei exakter Berechnung der Barwert BW (I+AT) = 22.396,46.
Die Approximation mittels der Macaulay-Duration fithrt zum Wert BW D(f + Al =
22.037,31. Wird die Konvexitatsgrofle beriicksichtigt, so erhilt man die Approximation
BW C(I: + AT) = 22.425,74. Die Abweichung zum exakten Wert kann also deutlich verrin-

gert werden:
\BW" (I + AI) — BW(I + A)| = 359,15 > 29,28 = |BW (I + AI) — BW(I + A

Dies zeigt sich auch, wenn weitere Parallelverschiebungen der Zinskurve unterstellt werden.
Die Parallelverschiebungen fir Ai € {—0,015, —0,005, 0,01, 0,015, 0,03} sind in Abbildung
3.6 dargestellt.

S
]

Zinssatz in %
[\

O,,
29 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 ¢
A =3%- Ni=15% -~ Ai—=1%
— ANi=0%  ANi=—05% - Ai=—15%

Abbildung 3.6.: Verwendete Zinsstrukturkurven in Beispiel 3.11.

Die aus diesen Zinsinderungen resultierenden Barwerte BW(IU) + AIW),
BW" (10 + AT®) und BW(I0) + AID) fir j = 1,...,5 sind in Tabelle 3.1 ange-
geben.

| AID | —15% | -05% | 0% | 1% | 15% | 3% |

BW

32.454,29

27.794,05

25.807,71

22.396,46

20.930,29

17.292,03

Bw”

31.463,30

27.692,91

25.807,71

22.037,31

20.152,12

14.496,53

B

32.337,27

27.790,01

25.807,71

22.425,74

21.026,08

17.992,39

Tabelle 3.1.: Vergleich der Barwertapproximationen in Beispiel 3.11

Abbildung 3.7 zeigt die Verliufe der Barwertfunktion BW (I 4+ AI), sowie der approxi-
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mierten Barwertfunktionen BW " (I + AI) und BW C(f + AI) in Abhéngigkeit der Zins-
anderung Ai fir Ai € [—0,06, 0,9]. Neben dem konvexen Verlauf der Barwertfunktion
ist hier der Fehler, der durch die lineare Approximation mittels der Macaulay-Duration
Dirac(I) entsteht, gut zu erkennen. Ebenso sieht man, dass dieser Fehler unter Verwendung
der Konvexitit Cprq.(I) zwar verringert werden kann, aber auch fiir groBere Anderungen

Ai < —4% und Ai > 4% hohe Abweichungen entstehen.

— BW(I + Al)
60.000 - BW (I + Al
—C - -
N BW (I +AI
40.000 | W (I +AI)
20000 | o TTTSee
0 1 \\7“ =
4 =2 0 2 4 6 8-

Zinsanderung Ai in %

Abbildung 3.7.: Verlauf der Barwertfunktionen aus Beispiel 3.11.

In Abbildung 3.7 erkennt man dazu auch deutlich den konvexen Verlauf der Barwert-
funktion BW (I) (schwarze Kurve). Auerdem ist zu erkennen, dass die lineare Approxi-
mation (3.10) (rote, gestrichelte Kurve) unterhalb des Barwerts verlduft und das Zinsén-

derungsrisiko somit unterschétzt wird. <O

3.1.3. Eigenschaften der modifizierten Macaulay-Duration

In diesem Abschnitt werden einige Eigenschaften der modifizierten Macaulay-Duration
Diac(I) diskutiert, die typischerweise fiir die Anwendung zur Risikoanalyse in der Praxis

von Bedeutung sind.

Zunichst wird ein Zusammenhang der modifizierten Macaulay-Duration Djza.(I) zur

Macaulay-Duration Djsa.(I) beschrieben. Es gilt

S G2y (14i)
Datae(I) = (1 +4)7" - =
Z Zj . (1 + ’L')fl
§=0
= (144~ Dasac(D). (3.19)

Aus diesem Zusammenhang wird die Bezeichnung ,,modifizierte“ Macaulay-Duration fir
Dijac(I) ersichtlich, da Dysqc(I) aus der Modifikation der Macaulay-Duration Dysac(I),
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d.h. der Multiplikation mit dem Diskontierungsfaktor (1 + i)~!, hervorgeht.

Man erkennt, dass auch die Macaulay-Duration Djsqc(I) zur Messung der Sensitivitit
einer Zahlungsreihe gegentiber Zinsschwankungen eingesetzt werden kann. Aus (3.7) folgt:
dBW (I) 1

BW(I)  BW(I) B A

> jZp- (L4477
- _(1 N1 7=0 _ A
(1+1) B () i
::D]\/Iac(f)
= —(1+0)"" Darae(l) - Ai.

Mithilfe des Zusammenhangs (3.19) ist es hdufig moglich formulierte Eigenschaften fiir
die Macaulay-Duration auf die modifizierte Duration zu iibertragen. Viele dieser Eigen-
schaften gelten allerdings oft nur unter speziellen Einschriankungen an die Zinsstruktur-

kurve I und die Zahlungsreihe Z (vgl. Bemerkung 3.3).

Dazu wird eine Zahlungsreihe Z = (Zy, Z1, ..., Zy) nicht-negativ genannt, falls Z; > 0
fir t =0,1,...,n gilt. Analog liegt eine negative Zahlungsreihe Z = (Zy, Z1, ..., Zy) vor,
falls Z; <0 firt =0,1,...,n gilt.

Fiir nicht-negative Zahlungsreihen Z = (Zy, ..., Z,) lisst sich das Ausmaf} des Zinsén-

derungsrisikos abschétzen, falls ein positiver Zinssatz ¢ > 0 angenommen wird.

Satz 3.12
Fiir eine nicht-negative Zahlungsreihe Z = (Zy,...,Z,) mit mindestens einer Zahlung
Zr > 0, sowie ¢ > 0 gilt

Datac(Z, 1) € [0,n).

Beweis Es gilt

Jjrv-Zj<n-Zj, firalle j=0,...,n

n n
:>Zj-Zj-v-v]<Zn-Zj-v]
§=0 J=0

& Daae(Z,1) < n.

Fiir nicht-negative Zahlungsreihen Z ist offensichtlich Dysq.(Z, I) > 0, sodass die Behaup-
tung folgt. O

Wird ein negativer Zinssatz ¢ < 0 betrachtet, so ist fiir nicht-negative Zahlungsreihen

auch  Dyrac(Z,1) > n moglich bzw. flir negative Zahlungsreihen auch
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Difac(Z,I) < —n. Falls ein negativer Zinssatz vorliegt, lassen sich daher keine allge-

meingiiltigen Aussagen fiir den Wertebereich treffen.

Satz 3.13
Fir eine nicht-negative Zahlungsreihe Z ist die modifizierte Macaulay-Duration

Dirac(Z, I) monoton fallend im Zinssatz .

Beweis Sei Dy € R beliebig, aber fest. Es gilt fiir die Ableitung der Macaulay-Duration
(DMac<27 j))/ (Vgl [Mu112])

(DMac(Za j))/ = % (DMac(Zv f)) = g (DMac<Z7 j) - DO)

ds
> (j— Do) Zj-v
_d]s=0
de S Z; - vi
§=0
i (j — Do) - Z; vi=Po
_d =0 (3.20)
di 2": Z; - vi=Do
7=0

Fiir Dy := Dprqc(Z, I ), den Wert der modifizierten Duration fiir einen festen Zinssatz i,
/
n .
ist die Ableitung des Nenners in (3.20) = 0, d.h. <Z Z; 'U]_D()) = 0. Dadurch muss
=0

fiir die Ableitung von (Dpsac(Z, 1)) nur die Ableitung des Zahlers in (3.20) beriicksichtigt

werden und man erhélt nach Anwendung der Quotientenregel (vgl. [Miill2])

n .
) 4_0(J' — Do)?- Zj -/

(Datac(Z,1)) = —v -2

n .
Z Z] vl
J=0

Dann gilt zusammen mit (3.19):

- dDprec(Z, 1)  d - _
(D7D = LD = T (147 Do)
DERRY > (= Do) ;!
=+ | P [+ )7 v
Z Zj . Uj Z Z] VI
Jj=0 j=0

N~~~ — ——
<o 2 Zi-v) \g=0T3] >0
Jj=0 _
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und somit die Monotonie-Aussage fir Dysqee(Z, ). O

Durch die Monotonie-Aussage in Satz 3.13 wird deutlich, dass eine Zinsinderung weniger
Auswirkung auf den Barwert BW (I+AT) hat, je héher der konstante Zinssatz i der flachen
Zinsstrukturkurve 7 ist.

Fiir negative Zahlungsreihen mit nicht-positiven Zahlungen Z; < 0, firallet =0,1,...,n
und mindestens einer Zahlung Zj, < 0 gilt offensichtlich auch Dj..(Z,I) € [0,n), sowie
die Monotonie-Aussage. Allerdings sind fiir Zahlungsreihen mit sowohl positiven, als auch
negativen Zahlungen auch negative Werte fiir Djsq0(Z, I) méglich, sowie Dysae(Z,I) > n.
Auch ldsst sich bei Zahlungsreihen mit sowohl positiven, als auch negativen Zahlungen

keine Aussage tiber monotones Verhalten treffen.

Hat die Zahlungsreihe die spezielle Form Z (t) = (0,...,0,Z4,0,...,0), so ist der Barwert
BW (Z®",I) der Wert der diskontierten Zahlung Z;:

BW(ZW . I)=2, - (1+i)"

Damit ergibt sich fiir die modifizierte Duration Dyre(Z®), I):

_ 1 _
Puec 200 = Gigo gy PV D
o . -
=t (144)7L.

Das Ausmaf des Zinsdnderungsrisiko einer einzelnen Zahlung héngt somit nicht der Hohe
der Zahlung selbst ab, sondern lediglich vom Zeitpunkt der Zahlung, sowie der Hohe des

konstanten Zinssatzes 3.

Satz 3.14
Es seien m Zahlungsreihen Z', Z2, ..., Z™ mit Z* = (Z(’f,Z{“,...,Z,’f), firk=1,....m
gegeben, sowie eine flache Zinsstrukturkurve I. Fiir Z = ey ZF gilt:

= BW(Z*, 1)

Dijac(Z,1) = =
Mac(Z, 1) ,;BW(Z,I)

- Darac(Z5, ).

m
Beweis Fiir den Barwert der Zahlungsreihe Z = > ZF gilt:

BW(Z,1) = zn: i Z8- A+ =3 Y78 (14497 = iBW(Z’f,I‘).

7=0k=1 k=13=0 k=1
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Fiir die modifizierte Macaulay-Duration Dysq.(Z, I ) der Zahlungsreihe Z erhalt man aus
(3.8):

—-BW'(Z,1)
BW(Z,1I)
-1 m —
=———— > BW/(zZ" 1)
BW(Z,1) = =
" BW(Z*,I)

- kz::l BW(Z,1)

DMac(Zv I_) =

" BW(zF,I) BW'(zZ*I)
2 - BW(Z,I) BW(Z* 1)

- Dirac( 25, 1). 0

m
Analog ergibt sich die Konvexitit der Zahlungsreihe Z = Y Z* (s. [Tra07]).
k=1

Satz 3.15
Es seien m Zahlungsreihen Z!, Z2,...,Z™ mit Z* = (Z{f,Z{“,...,Zﬁ), firk=1,...,m
gegeben, sowie eine flache Zinsstrukturkurve I. Fiir Z = Y0, Z¥ gilt:

- & BW(Zk 1) -
CMac(Zy I) - e —— CMac(Z ,I)
,; BW (z,1)
Beweis Mit (3.16) gilt:
- BW"(z,I)
Criae(Z,]) = ————~
vael 2 D) = D
m m k7 nezk 1
= ; . ZBW”(Zk,f) — Z BW(Z 7_I) BW (Zk 7_-[)
BW(Z,1) = ~ BW(z,1) BW(z*1I)
- i M . CMac(Zk,f)- O
= BW(Z,I)

Die modifizierte Duration der Zahlungsreihe Z ldsst sich also als gewichtete Summe
der modifizierten Durationen der m einzelnen Zahlungsreihen Z* ausdriicken. (Vgl. bspw.
[Mil12; TS11]). Diese Aussage ist von besonderem praktischen Interesse, wenn mehrere
Zahlungsreihen vorliegen. Liegt bspw. ein Portfolio von Zinsanleihen oder ein Bestand von
Versicherungsvertragen vor, so ist nicht nur das Ausmaf} des Zinsdnderungsrisikos einzelner
Zahlungsreihen von Interesse. Vielmehr soll das gesamte Zinsdnderungsrisiko quantifiziert

werden. Mit der Anwendung der Summenregeln aus Satz 3.14 und 3.15 ist dies moglich.

Aus diesen Summenregeln wird auch deutlich, wie sich die Gréflen berechnen lassen, falls
die einzelnen Zahlungsreihen Z* mit unterschiedlichen, flachen Zinskurven I* bewertet

werden. In diesem Fall ergibt sich der Barwert von Z durch

BW(Z, IV, ... I™) =" BW(Z* I*).

WE

k=1
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Fiir das zugehorige Durationsmaf gilt dann
_ _ m
D(z, 1M, ..., I™)=%"
und fiir die Konvexitétsgrofie
C(z, 1M, ... 1)

Mittels dieser Groflen kann nun das Zinsdnderungsrisiko der Summe der Zahlungsreihen
bemessen werden, falls sich die unterschiedlich flachen Zinskurven in identischer Héhe ver-

andern.

Fiir die spezielle Zahlungsreihe Z = z-1,, = (2, 2, ..., z), z # 0, lasst sich die modifizierte
Duration in Abhingigkeit des Diskontierungsfaktors v = (1 4 4)~! und der Laufzeit n
ausdriicken. Fiir Dysq.(Z,I) ergibt sich die Form:

_ 1 n . 1 n .
DMQC(Z,I):7,-2(1+Z’)—1.j.2.(1+¢)—9:7,2332_@3—%1
BW(Z.1) DY
Jj=0
1—v n-v"? —(n4+1) 0" 4o
= -’l).
1 —pntl (1—1})2

o n-v"tl—(n+1)-0m 41
]y — gl g2

=

Solche Zahlungsreihen sind typisch fiir Rentenversicherungen, bei denen Rentenzahlun-
gen in gleicher Hohe vereinbart werden. In diesem Fall hiangt der Wert der modifizierten
Macaulay-Duration und damit das Zinsdnderungsrisiko nicht von der Hohe der Renten-

zahlungen ab, sondern nur von der Laufzeit n und dem Zinssatz .

Betrachtet man eine Zahlungsreihe unendlicher Lénge mit Zahlungen in konstanter Héhe
(bspw. Zahlungen einer ,ewigen Rente®), also Zo = (z,2,2,...), dh. Z = 2z - 1, so

ergibt sich die modifizierte Duration aus

DMac(ZomI_) = DMac(]lomI_) = nlLHgO DMac(ﬂmI_)

o n-v"tl—(n+1)-0m+1
oo 1 — o —pntl 4 gynt2
, 1 1

I T R

Fiir konstante Zahlungsreihen ist es somit moglich, die modifizierte Macaulay Duration

in einer Form darzustellen, die lediglich vom Zinssatz ¢ abhéingt.
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3.2. Effektive Durationen

Die Betrachtung flacher Zinsstrukturkurven I, sowie deren Parallelverschiebungen stel-
len eine stark einschrankende Annahme dar. Es ist nicht realistisch, von einer flachen
Zinsstrukturkurve und damit von einem iiber viele Jahre konstanten Zinssatz auszugehen.
Héngt ein nicht-konstant angenommener Zinssatz, mit dem eine Zahlung Z; bewertet wird,
vom Zeitpunkt ¢ ab, so fiihrt dies anstelle von I zur Betrachtung einer (Frist-) Zinsstruk-
turkurve I°, die aus n Spot Rates ijo, fiir t =1,...,n, besteht [Tra07].

Fiir eine Zahlungsreihe Z = (Zy, Z1, ..., Zy,) ist damit der Barwert BWg(I°) gemiB
(2.8) aus Abschnitt 2.1 gegeben durch:

BWs(I%) =" 7;- (1 +i[o,j}) ’

-

0

J

Fiir ¢ = 0 sei der Zinssatz i[g q) weiterhin durch 4jg o = 0 definiert.

In Abschnitt 3.2.1, sowie 3.2.2 wird zunéchst eine Parallelverschiebung der Spot Rate
Kurve I° betrachtet, bei der sich jede Spot Rate um den gleichen Betrag Ai dndert. Der
Vektor AT enthilt diese Anderungen Aidjg g = Ai fiir alle t = 1,...,n, sodass sich die

veranderte Zinsstrukturkurve durch
IS + Af = (7:[0’1] + AZ, 7;[072] + Al, .. 7i[0,n] + AZ)

ergibt. Abbildung 3.8 zeigt beispielhaft eine Spot Rate Kurve I°, sowie eine Parallelver-
schiebung um Ai = 0,01.

—IS

_6 IS + AI
SN
R=
N 4
=
a
k=
N 2+

0 t t t t t >

5 10 15 20 25 30

Zeitpunkt ¢

Abbildung 3.8.: Beispiel einer Parallelverschiebung einer Spot Rate Zinskurve.

3.2.1. Effektive Duration

Die effektive Duration ist fiir eine nicht-flache Spot Rate Zinsstrukturkurve I° und eine
Zahlungsreihe Z wie folgt definiert (vgl. bspw. [HWPW15]):
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Definition 3.16 (Effektive Duration)

Fiir eine gegebene Spot Rate Kurve I° = (i ifo
t=1,...,n ist die effektive Duration DEff(I ) der Zahlungsreihe Z = (Zy, Z1, ..., Zy)
definiert durch:

A]59[0,2]5 - - -+ I[o,n]) Mt dfgg > —1 fiir alle

i S5 Zi-(L+ipy) ™7
Dpgy(I%) ="*

(3.21)

=1
> Zj - (1+ 7/[0]])
7=0

Die effektive Duration stellt das Analogon zur Macaulay-Duration (3.1) dar. Sie lasst sich
daher ebenfalls als Schwerpunkt einer Zahlungsreihe interpretieren (vgl. Kap. 3.1.1 oder
[HWPW15]). Vergleicht man Dg s (I°) und Dpsac(I), so stellt man fest, dass formal gilt:

Deff(l_) = Dtac(1).

3.2.2. Moadifizierte Effektive Duration

Fiir eine Niherung der Zinssensitivitit bei Parallelverschiebung AI = (Ad, Ai, ..., Ai)
einer nicht-flachen Spot Rate Kurve I° kann erneut der Ansatz iiber die Taylorreihenent-
wicklung gewéhlt werden, wie dies bereits mit (3.6) bzw. (3.7) in Abschnitt 3.1.2 geschehen
ist. Da eine nicht-flache Zinsstrukturkurve I° moglicherweise n verschiedene, von ¢ abhén-
gige Spot Rates ijgs), t = 1,...,n, enthils, liegt hier jedoch nicht, wie in Abschnitt 3.1.2,
eine Funktion in einer Variablen vor. Fiir die Betrachtung einer Parallelverschiebung ist
es allerdings méglich, den Barwert in Abhingigkeit der Anderungsrate Ai auszudriicken

und somit nur eine variable Grofle zu betrachten.

Die Barwertfunktion in Abhéngigkeit von Ai wird mit BW5 (Ai) bezeichnet und lisst
sich fiir eine gegebene Zahlungsreihe Z, sowie eine gegebene Zinsstrukturkurve I° aus-

driicken durch: .

BW§ (A) :Z L+ ) + Ad)™

Es ist klar, dass fir Ai = 0 die Identitit BW&(0) = BWg(I°) gilt, sowie mit

AT = (Ai, ..., Ai) der allgemeinere Zusammenhang
BWE(Ai) = BWs(I® + AI).

Analog zu Definition 3.2 aus Abschnitt 3.1.2 wird nun iiber die negative Ableitung der
Barwertfunktion (BW&(Ai)') die sogenannte modifizierte effektive Duration Dgyr(17)
definiert (vgl. [Tra07]).
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Definition 3.17 (Modifizierte Effektive Duration)
Fiir eine gegebene Zahlungsreihe Z = (Zy, Z1, ..., Zy), eine Spot Rate Zinsstrukturkurve
IS = (410,115 %[0,2)» - - - » U[o,n]) Mt G[o g > —1fiirallet = 1,...,n ist die modifizierte effektive
Duration Dgs(I°) definiert durch:
BW&)(0
1 dBW25(0)
BW&(0)  d(Ad)

(3.22)

Uber die Ableltung ( Ws )(0) lasst sich aus (3.22) eine geschlossene Darstellung fiir die

modifizierte effektive Duration angeben:

dBWZ£(0 d & .
d(ASz')( - aray 2= Zi i)™

Mit BWg(I°) = Z Zi-(141ij94) " erhilt man schlielich die folgende Form fiir Dpy ¢ (I%).

Satz 3.18 (Modifizierte Effektive Duration)
Fiir eine Spot Rate Kurve I° = (40,1, %0,2]» - - - » I[0,n)) Mit d[g ) > —1fiirallet = 1,...,n gilt
fiir die modifizierte effektive Duration Dgyp(I%) der Zahlungsreihe Z = (Zo, Z1, . .., Zn):

. —(t+1)
DEff(IS) BWS IS Zt Ly - (1 +Z[07t]) . (323)

Mithilfe von Definition 3.17 lésst sich eine Approximation der absoluten Barwertin-
derung aufgrund einer Parallelverschiebung der Spot Rate Kurve im Zeitpunkt ¢ = 0

darstellen, um das Zinsdnderungsrisiko zu bemessen [Tra07]:

dBW42(0)
d(Aq)

= —BW?2(0) - Dgss(I7) - Ai. (3.24)

ABWs(I¥) = BW2(Ai) — BW2(0) ~ - Ai

Analog zur modifizierten Macaulay-Duration beschreibt die modifizierte effektive Duration
auch hier die relative Anderung des Barwerts BWg(I°) bei einer Parallelverschiebung
der Spot Rate Kurve um Ai = 1 [Tra07]. So liefert die modifizierte effektive Duration

D¢ ¢(I°) eine lineare Niherung der Zinssensitivitit:

ABWg(I)

— 2~ —Dgys(I%) - Ad.
BWS(IS) Eff( ) t
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Um wiederum den aufgrund der Linearitat entstehenden Approximationsfehler zu redu-
zieren, kann auch hier, analog zur Konvexitdt C(I), die sogenannte effektive Konvexitit
definiert werden [Tra07].

Definition 3.19 (Effektive Konvexitat)
Fiir eine Spot Rate Kurve I° = (410,115 %[0,2)> - - - » [o,n]) Mt d[o ) > —1fiivallet = 1,...,n ist
die effektive Konvexitdit C’Eff(IS) der Zahlungsreihe Z = (Zy, Z1, ..., Z,) definiert durch:

1 d2BW£(0)

Crrp(I%) = : 3.25
eri0) = Bse) T dai? &28),
Der folgende Satz formuliert eine explizite Darstellung fiir Cryp(19).
Satz 3.20 (Effektive Konvexitat)
Sei eine Spot Rate Kurve I¥ = (410,115 %[0,2)> - - - » Y[o,n]) Mt dpg ) > —1 flir allet =1,...,n

gegeben, dann ldsst sich die effektive Konvexitat Cgyr(f %) der Zahlungsreihe Z =
(Zo, Z1, ..., Zy) darstellen durch:

1 n

S\ . . ' . —(j+2
Crrr(1°) = BWs(I5) ‘jz::l] (G+1)-Zj- (T+ipy) G+2).,
Beweis Die zweite Ableitung des Barwerts, dm(/VTZ)(M hat die Darstellung
d*BWg (Ai) _ —j—1
(A2 = Z -7 (1+ZOJ]+A2)
- , N —i—2
Z (G +1) (1 +if ) + Az)
Aus (3.25) folgt die Darstellung fiir Cpyp(I°). O

Unter Beriticksichtigung der effektiven Konvexitét ldsst sich die Approximation (3.24)
der Barwertéinderung aufgrund einer Parallelverschiebung der Spot Rate Kurve um Aj

erweitern zu
1
ABWs(I®) ~ —BWE(0) - Dss(I%) - Ai + 5 BWE(0) - Crypp(I®) - (AD)2. (3.26)

Fir die Approximation der Zinssensitivitit folgt entsprechend:

ABWg(I%)

1
sbWsU™) Sy A; L S\ (A2
B S(Is) DEff(I) AZ—I—2 CEff(I) (AQ)=.
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Diese Approximationen liefern durch die Verwendung der Konvexitédtsgrofle auch fiir gro-

fere Zinsanderungen gute Ergebnisse [Tra07].

Die modifizierte effektive Duration stellt eine Verallgemeinerung der modifizierten Macau-

lay-Duration dar, wie in folgender Bemerkung festgehalten wird.

Bemerkung 3.21

Es ist leicht ersichtlich, dass bei Wahl identischer Spot Rates ijg;) = ¢ fir t=1,...,n
eine flache Zinsstrukturkurve I = (i,4,...,i) beschrieben wird (s. auch Abschnitt 2.1).
Dementsprechend erhélt man fiir diesen Fall die beschriebenen Gréflen aus Abschnitt 3.1.
Es gilt:

_ 1 n ) —(t+1)
DEff(I) = W . ;t - Ly - (1 + Z[Qﬂ)

1 n
= . Nt 7, (1+i)_(t+1)
BW(I) ;

= Drac(I).

Ebenso gilt im Fall einer flachen Spot Rate Kurve fiir die effektive Konvexitit Cpy(I):

_ 1 n

Cers) = Beasy Z;j (1) Zi (L) U2
J:
1 n 4
= — N GG+ Z (407U
BW (I) ]Zl J
= Chrac(I).

Die modifizierte effektive Duration (3.23) entspricht demnach fiir eine flache Spot Rate
Kurve der modifizierten Macaulay-Duration (3.11) und die effektive Konvexitét entspricht
der Macaulay-Konvexitdtsgrofie. In diesem Sinne kann das Konzept der effektiven Dura-

tion als eine Verallgemeinerung des Konzepts der Macaulay-Duration angesehen werden.

Beispiel 3.22

Fir das folgende Beispiel werden die in Abbildung 3.9 gezeigten Spot Rate Kurven ver-
wendet3. Die schwarz dargestellte Kurve fiir Ai = 0 dient dabei als Ausgangskurve, die
parallel verschoben wird. Zu jedem Zeitpunkt der Laufzeit, n = 30, wird eine Zahlung
Z; = 1.000, fiir ¢t = 1,...,30 betrachtet. Der Barwert dieser Zahlungsreihe unter der
dargestellten Spot Rate Kurve betragt B WSA (0) = 18.604,13. GeméB der Approximation
der Barwertédnderung (3.24) bzw. (3.26) unter Beriicksichtigung der Konvexitét, lasst sich

3Die Werte der verwendeten Spot Rate Zinsstrukturkurven sind in Tabelle A.1 in Anhang A.1.1 aufge-
fiihrt.
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BW£&(A4) annéhern mittels

BW§ (Ai) ~ BW§(0) — BWE(0) - Dgyp(I%) - Ai
D
=: BW& (Aid),

bzw.

BW2(Ai) ~ BW2(0) — BW2(0) - Dgyp(I°%) - Ai + % - BW2(0) - Cgpp(I°) - (A0)?

C
=: BW& (Ai).

Der Wert des Barwerts nach der Parallelverschiebung der Spot Rate Kurve wird weiterhin
mit BW2(Ai) bezeichnet.

......................... - Ni=3%
6 T AP =15%
PR S B b EEEICE /¢
R A 0%
g [ Ai=—05%
g2 Ai = —1,5%
N
0 1 : : : : : : : : ; ; ; }
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30

Zeitpunkt ¢

Abbildung 3.9.: Verwendete Spot Rate Kurven in Beispiel 3.22.

Fiir die Anderungen Ai) = —15%, Ai® = —0,5%, Ai® = 0,5%, Ai®Y = 1% und

Ai®) = 3% wird der Barwert unter der verinderten Spot Rate Kurve BW& (Ai¢7)) berech-
D

C
net, sowie die approximierten Barwerte BW& (Ail)) und BWE (AiV), j=1,...,5.
Die Werte werden in Tabelle 3.2 dargestellt.

| Ai0) [ -15% | -05% | 0% | 1% | 15% | 3% |
BWE(AiY) | 22.573,08 | 19.803,65 | 18.604,13 | 16.512,06 | 15.598,53 | 13.286,11
BWE& (A1) | 22.037,72 | 19.748,66 | 18.604,13 | 16.315,06 | 15.170,53 | 11.736,94
BWE& (Ail)) | 22.514,36 | 19.801,62 | 18.604.13 | 16.526,90 | 15.647,17 | 13.643,50

Tabelle 3.2.: Vergleich der Barwertapproximationen in Beispiel 3.22

Abbildung 3.10 stellt den Verlauf der Barwertfunktion BWSA(AZ'), sowie der approxi-
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mierten Barwertfunktionen BW§ (Ai) und BW% (Aid) in Abhéngigkeit der Zinséinde-

rung A dar. Erneut lasst sich der konvexe Verlauf, sowie die lineare und die quadratische

Approximation gut erkennen.

40.000 | — BWE&(AQ)
D
"7 BWES (Ai)
20.000 |
0

Zinsanderungssatz A7 in %

Abbildung 3.10.: Verlauf der Barwertfunktionen aus Beispiel 3.22.

Sowohl durch die Werte in Tabelle 3.2 als auch durch Abbildung 3.10 ist ersichtlich, dass
die Approximationen fiir kleinere Abweichungen nahezu zum exakten Wert fiir den Barwert

fithren, withrend fiir groere Anderungen die Werte stark voneinander abweichen. <&

3.2.3. Key Rate Duration

Bis hierhin wurde eine einmalige, im Zeitpunkt ¢ = 0 auftretende Anderung Al =
(Ai, A, ..., A7) der Zinsstrukturkurve unterstellt, die sich auf alle Zinssétze in gleichem
MafBe auswirkt. Solche Parallelverschiebungen von Zinsstrukturkurven sind im Allgemei-
nen keine realistische Annahme an zukiinftige Zinsentwicklungen. Vielmehr sind unter-
schiedliche Entwicklungen von zukiinftigen Zinssétzen anzunehmen. So lassen sich kurz-
fristige Anderungen typischerweise genauer abschétzen als langfristige Anderungen. Kurz-
fristige Zinssétze schwanken stdrker und nehmen héhere Abweichungen an, als langfristige
Zinssétze [Sch97]. Auch gehen hiufig Anstiege zeitnaher Zinssétze mit Zinssenkungen fiir
spatere Zeitpunkte einher. Es ist daher grundsétzlich nicht sinnvoll davon auszugehen, dass
sich alle betrachteten Zinssétze in gleicher Hohe dndern. Daher wird in diesem Abschnitt

eine nicht-parallele Anderung
AT = (i, Aifg ), - Aifg )

einer Spot Rate Zinsstrukturkurve I = (i[o,”, i0,2]5 - - - ,i[om]) angenommen.

Zu nicht-parallelen Anderungen einer Zinsstrukturkurve zihlen auch beispielsweise An-
derungen nur einzelner oder weniger Zinssatze, sowie Drehungen der Zinsstrukturkurve.
In Abbildung 3.11 sind solche Anderungen beispielhaft dargestellt.
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(a) Beispiel einer Verdnderung einer Spot (b) Beispiel einer Drehung einer Spot Rate
Rate Kurve

Abbildung 3.11.: Beispiele nicht-paralleler Verschiebungen einer Spot Rate Kurve.

Mit dem Konzept der effektiven Duration ist es nicht mdoglich die Auswirkungen von
nicht-parallelen Anderungen AT® einer Zinsstrukturkurve zu untersuchen [PS12]. Reitano
schlagt daher in [Rei92] vor, ein Durationsmafl zu verwenden, bei dem nur eine Spot
Rate verdndert wird, wiahrend die anderen Raten unverdndert bleiben. Auch Thomas S.Y.
Ho hat in diesem Zusammenhang Anderungen einzelner Spot Rates untersucht, um die
Auswirkungen von nicht-parallelen Verdnderungen auf den Barwert bestimmen zu kénnen
[Ho92].

Die Verdnderung der Zinsstrukturkurve wird dabei durch die Variation einzelner Spot
Rates erreicht. Die variablen Groflen werden dabei als sogenannte Key Rates bezeichnet.
Welche Zinssétze als Key Rates in Frage kommen, ldsst sich nach subjektivem Ermessen
festlegen [SB17]. Im Folgenden wird der Fall betrachtet, bei dem die gewéhlten Key Rates
den zugrundeliegenden Spot Rates entsprechen.

Die Betrachtung der Anderung einer Key Rate fiir die Ermittlung des zugehérigen Zins-
anderungsrisikos fithrt zur sogenannten Key Rate Duration. Die t-te Key Rate Duration
ist durch die negative relative Anderung des Barwerts bei einer marginalen Anderung der
t-ten Key Rate definiert [Ho92; SB17].

Definition 3.23 (t-te Key Rate Duration)

Fiir eine Spot Rate Kurve I° = (30,15 %0,2]» - - - » [o,n])) Mt Gjo g > —1 fiir allet =1,...,n
ist die t-te Key Rate Duration DS;?R(IS) der Zahlungsreihe Z = (Zy, Z1, . .., Z,) definiert
durch:

-1 dBWs(I%)
D(t) IS _ . S
Kr(l”) BWgs(I5) dijo

Ct-Zy - (L)Y

> Zj - (L+ip )™
7=0
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Fiir die Untersuchung der Auswirkungen einzelner Anderungen der ¢t-ten Key Rate auf
den Barwert BWg(I°) sei Aify) die Anderung der Spot Rate i[0,4]-

Die Approximation der Barwertdnderung erhélt man dann aus der Taylorreihenentwick-
lung, analog zu Abschnitt 3.1.2, Gleichung (3.9) durch (vgl. [SB17]):

ABWs(I%) ~ —BWs(I%) - DYR(I5) - Aijg .

Fir die Approximation der Zinssensitivitat folgt entsprechend

ABWs(I%)

~ ) (78 .
BWs(rs) ~ Perl) Ao

Hierbei wird nur die Anderung der ¢-ten Spot Rate beriicksichtigt. Mittels der Key Rate
Durationen kann aber auch die Anderung des Barwerts ABWs(I°) angenihert werden,
falls eine beliebige Anderung der gegebenen Spot Rate Kurve angenommen wird. Die

moglichen Anderungen Adjg g, fiir alle t = 1,...,n seien im Vektor
AIS = (Az’[m], Nijgg], - - ,Ai[om])
gegeben, sodass sich die verdnderte Spot Rate Kurve I° + AT® ergibt, mit
15+ A1 = (i, i o) + (Dioy Aigos -, Aifon) -

Die Anderung des Barwerts ABWg(I®) bei einer Anderung der Zinsstrukturkurve um

ATS lisst sich dann iiber die Summe der einzelnen Anderungen annihern [Tra07):
n
ABWs(I®) = —~BWs(I%) - 3" DL (I%) - Aigg -
7j=1

Die Approximation der Sensitivitdt ergibt sich aus:

=3 DRI - Aigy -

Jj=1

ABWS(IS
BWg(I5)

Durch diese Betrachtung lassen sich nun die unterschiedlichen Anderungen Ay 4 gleich-
zeitig anwenden, um das Zinsdnderungsrisiko bei nicht-parallelen Verdnderungen einer

Spot Rate Kurve zu quantifizieren.
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Definition 3.24 ((Totale) Key Rate Duration)

Fiir eine Spot Rate Kurve I° = (40,15 4[0,2]» - - - » I[0,n]) Mt Gjo g > —1 fiir allet =1,...,n
und Anderungsgrofen AIS = (Ai[m], Aifg gy, - - - Ai[mn]) ist die (totale) Key Rate Du-
ration Dgr(I°, AI®) der Zahlungsreihe Z = (Zy, Z1, . .., Z,) definiert durch:

Drr(I%,AI%) = 3" DL (I%) - A
7=1

BWS BWs(I5) (ZJ Z; - 1“[0,;'})_”“)&[041)-

Die Key Rate Durationen kénnen dazu verwendet werden, um die modifizierte effektive

Duration Dgsg(f 9) zu berechnen. Es gilt der einfache Zusammenhang:
n
-DEff _[S _ Z D(]) IS
7j=1

Fiir den Fall einer Parallelverschiebung der Spot Rate Kurve erhilt man die modifizier-
te effektive Duration. Daher kann die GroBe D r(I°, AIS) als Verallgemeinerung von
Dgsr(1 9) angesehen werden, mit der auch nicht-parallele Anderungen betrachtet werden
kénnen.

Diese Verallgemeinerung lisst sich auch auf die effektive Konvexitit Cpgyp(I°) iibertra-

gen und fithrt zur Definition der Key Rate Konvexitét.

Definition 3.25 (Key Rate Konvexitat)
Fiir eine Spot Rate Kurve I = (i[O,l]ai[O,Q}’ e »i[o,n]) mit g > —1 firallet =1,...,n
und Anderungsgrofen AIS = (Ai[[)’l],Ai[og],...,Ai[07n]> ist die Key Rate Konvezitit
KRCg (I, AI®) der Zahlungsreihe Z = (Zy, Z1, . .., Zy,) definiert durch:

1 n

NG G AL Z - L+ i) I (Adp )2

KRCp(I°,AI%) = B (S
J

=1

Unter Verwendung der Key Rate Konvexitét erhédlt man die Approximation der Bar-
wertanderung ABWs (%) mit

1
ABWs(I%) = —BWs(I%) - Dxr(I%, AI%) + 5 - BWs(I%) - KRCpyy (I, AT%),

woraus sich die folgende Approximation fiir die Sensitivitdt ergibt:

ABWg(I5)

1
= 0 o~ Dpp(I°, AI°) + = - KRCg (15, AT®).
BWS(IS) KR( ) ) + 9 Eff( ) )
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Bemerkung 3.26
Wird eine flache Spot Rate Zinsstrukturkurve I betrachtet, so lisst sich mittels der Key
Rate Duration und der Key Rate Konvexitit auch das Zinsénderungsrisiko bemessen,

wenn eine nicht-parallele Anderung einer flachen Zinsstrukturkurve vorliegt.

Durch die Moglichkeit zum einen eine Spot Rate Kurve und zum anderen eine beliebige
Verénderung dieser Kurve betrachten zu kénnen, zeigt sich in der grofleren Flexibilitét ein
Vorteil der (totalen) Key Rate Duration gegeniiber anderen Durationsmafen. Es ist aller-
dings auch ersichtlich, dass im Gegensatz zu diesen anderen Durationsmafien ein groflierer
Aufwand in den einzelnen Berechnungsschritten notwendig ist (s. z.B. [Elt4+09; SB17)).



Kapitel 4
Forward Rate Duration

Neben der flachen Zinsstrukturkurve I und der Spot Rate Zinsstrukturkurve I° wurde
in Abschnitt 2.1 auch das Zinsmodell vorgestellt, das periodenadidquate Forward Rates
beinhaltet. Dabei liegt weiterhin eine Zahlungsreihe Z = (Zy, Z1,...,Z,) vor, die nun

anhand der Zinsstrukturkurve I = (iy,4s,...,1,) mit periodenadiquaten Forward Rates
iy > —1, fiir t = 1,...,n bewertet wird. Der zugehorige Barwert ist geméaf (2.9) durch
n J
BWp(I")=>"Z; [ @ +ir)~" (2.9)
7=0 k=1
gegeben.

Fiir die Bewertung einer Zahlungsreihe mittels Forward Rates findet sich in der Literatur
kein geeigneter Ansatz zur Messung des Zinsénderungsrisikos mittels des Durationskon-
zepts. In der Praxis der Lebensversicherungen haben Forward Rates allerdings eine grofle
Bedeutung. Vor allem fiir versicherungsmathematische Berechnungen ist eine jahrliche
Betrachtung wesentlich, weswegen es geboten ist, bei der Anwendung von nicht-flachen
Zinsstrukturkurven auf Forward Rate Zinsstrukturkurven zuriickzugreifen.

Dartiber hinaus stellt das Forward Rate-Zinsmodell einen Zugang zur Betrachtung von
weiteren Risiken dar. Es liefert vor allem die theoretische Grundlage und damit einen
Ansatz fiir die Bemessung von biometrischen Risiken in Kapitel 5.

Aufgrund dieser theoretischen und praktischen Anwendungsméglichkeiten sollen auch
fiir das Forward Rate-Zinsmodell die Auswirkungen einer Anderung der Zinskurve quan-
tifiziert werden. Dazu wird zunéchst in Analogie zur Betrachtung der DurationsmafBe
Dirac(I) und Dgyp(I°) ein Durationsmaf angegeben, das wiederum als ,Schwerpunkt
einer Zahlungsreihe“ interpretiert werden kann. Anschlieend soll analog zur Herleitung
der modifizierten DurationsmaBe Dysqc(I) und Dpgp(I°) eine Grofie hergeleitet werden,

mit der das Zinsdnderungsrisiko gemessen und die Zinssensitivitat berechnet werden kann.

4.1. Forward Rate Duration als ,,Restlaufzeit"

Ist eine Forward Rate Zinsstrukturkurve I = (iy,ia,...,i,) gegeben, lisst sich die For-
ward Rate Duration der Zahlungsreihe Z definieren (siche auch [FW71]).
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Definition 4.1 (Forward Rate Duration)
Sei eine Forward Rate Zinsstrukturkurve I*" = (i, i, ..., i,) gegeben. Fiir eine Zahlungs-
reihe Z = (Zy, Z1,...,Zy) ist die Forward Rate Duration der Zahlungsreihe Z definiert
durch:
(49)
Dp(z,1F) =

w .
>3- Zj-v
j=1
n .
> Zj ()
7=0

Die GroBen Dasae(I) und D s (I°) wurden als ,Schwerpunkt“ oder ,,durchschnittliche
Restlaufzeit“ einer Zahlungsreihe interpretiert. Im Allgemeinen ergibt sich dieser Schwer-
punkt einer Zahlungsreihe als gewichteter Mittelwert der Zahlungszeitpunkte. Die Gewich-
te werden entsprechend der Anteile der jeweiligen diskontierten Zahlungen am Barwert der
gesamten Zahlungsreihe gewihlt [SLKOS].

Mit diesen Gewichten

p®
gt—<nZtv(.)>,fiirt—1,...,n
j=02j vV

gilt:

n
Dp(I")y=>"j-g;.
=1

Damit kann auch die Forward Rate Duration Dp(I¥) als ,Schwerpunkt der Zahlungs-
reihe“, d.h. als gewichteter Mittelwert der Zahlungszeitpunkte, interpretiert werden (vgl.
Abschnitt 3.1.1).

Es ist leicht ersichtlich, dass man, sofern eine flache Zinsstrukturkurve I = I vorliegt,

die Macaulay-Duration aus (3.2) erhalt. Fiir [ = (4, ..., 1) gilt:

n . n .
Zj.Zj.v(]) S - Z v
— — i=1 i=1 — —
Dp(I) = Z n N ’ n - = Dtac().
EZJ"U(J) EZJ"U]
§=0 §=0

Ist eine Spot Rate Kurve I° gegeben und ermittelt man die Forward Rates 1€l F gemiB
Transformation (2.6) aus Bemerkung 2.3, so gilt vU) = (1 + i[gjj])’j, j=0,...,nund

Dp(I7) == L — o Dy (I°).
Z Z‘7 . fu(]) Z Z] ’ (]' + i[ovj])_J
=0 =0

Aus diesem Grund kann Dp(IF) als Verallgemeinerung der Macaulay-Duration Dyzqc(I),
sowie der effektiven Duration D¢ (I°) (vgl. (3.21) aus Abschnitt 3.2.1) angesehen werden.
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4.2. Modifizierte Forward Rate Duration

Ahnlich wie in Kapitel 3 wird nun eine Verinderung der Forward Rate Zinsstrukturkurve
I™ in I + AIF unterstellt, um die Auswirkung einer solchen Anderung untersuchen und
das Zinsinderungsrisiko bestimmen zu kénnen. Diese Verinderung sei durch den Ande-
rungsvektor

ATF = (Aiy, Ay, . .., Aiy)

induziert, der die absoluten Anderungen Ai; der einzelnen Zinssitze beschreibt. Dabei
soll iy + Ai; > —1 fiir alle t = 1,...,n gelten, sodass auch die Anderungen nicht zu
vollstandigem Kapitalverlust fiihren. Der Barwert nach dieser Verédnderung der Forward
Rate Zinsstrukturkurve ist dann BWg(IF + AIF).

Abbildung 4.1 zeigt ein Beispiel einer Zinsstrukturkurve, sowie einer nicht-parallelen

Verdanderung der Zinsstrukturkurve.

10 + —IF
IF + ATV
X |
A=
N
g 0 ;/; ; 1 1 1 1 : ¢
§ 5 10 15 20 25 30 35 40
_5 1

Abbildung 4.1.: Nicht-parallele Verdnderung einer Forward Rate Zinsstrukturkurve.

In Kapitel 3 wurde die Herleitung des Durationsmafl als Sensitivitdtskennzahl deut-
lich. Mithilfe der Taylorreihenentwicklung wurde der Barwert nach einer Verédnderung der
Zinsstrukturkurve approximiert und die absolute bzw. relative Barwertdnderung als Risi-
komafle fir das Zinsdnderungsrisiko betrachtet.

Im Gegensatz zu den Ansétzen in Kapitel 3 liegt hier weder eine flache Zinsstruktur-
kurve vor, noch soll eine Parallelverschiebung angenommen werden. Die Barwertfunktion
BWg(I') kann somit nicht mehr in nur einer variablen Gréfie ausgedriickt werden. Statt-
dessen wird hier jeder Eintrag der Zinskurve I” = (iy,4s,...,i,) als Variable betrachtet.
Fiir festes Z wird BWg(IT') als Funktion von I aufgefasst, BWp :] — 1, 00["— R. Fiir
eine Approximation des Barwerts BWp(I¥ + AI'") muss daher nun die mehrdimensionale

Taylorreihenentwicklung verwendet werden.

Fir ein n-Tupel @ = (a1,...,a,) € N" sei |a] == a1 + a2 + ... + a, und
al:=ap!-agl- .. -l Ist f 1 R™ — R eine |a|-mal stetig differenzierbare Funktion, setzt
man D*f := D" D3* ... Do f = 88% Damit gilt der Satz von Taylor [Forl7]:

Ql «
x0Ty
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Satz 4.2 (Satz von Taylor)

Sei U C R" offen, £ € U ein Punkt und h € R" ein Vektor derart, dass die Strecke & + 0h,
0 <0 <1 ganzin U liegt. Weiter sei f : U — R eine (m + 1)-mal stetig differenzierbare
Funktion. Dann existiert ein 6 € (0,1), so dass

fa+é) =) %@&”Rm (4.1)
la|<m i
mit
_ Df(x+0€) o _ (4D1+...+E&Dp)™ ! f(a +6€)
B = _z: a! &= (m+1)! i
|a|=m~+1
Beweis s. [Forl7]. O

Der Barwert BWg(I) in (2.9) ist als Funktion BWg : ] — 1, 00["— R in den Zinssétzen

i1, ..., 1y offensichtlich beliebig oft stetig differenzierbar. Insbesondere existieren daher die
0

partiellen Ableitungen erster Ordnung i (BWF(I F )) fir j = 1,...,n, sowie die parti-
]

2
ellen Ableitungen zweiter Ordnung

(BWF(IF)) fir k0 =1,...,n.
107

Somit lisst sich der Satz von Taylor fiir die Barwertfunktion anwenden und BWg (It +
ATIT) ausdriicken durch:

1< 9 9
BWg(IF + ATFY = BWp(IF) + dBWg(IF) + = —
WlI” + AIF) = BW(I") £ dBWE(") £ 5 3 Gt

(BWr(I")) A
4. 4Ry (42)

Hierbei gilt fiir das Restglied R,,: Es gibt ein 6 €]0,1]:

1 BW (I + 0ATF)

1 Fya
= 2. ao g o)
|a|l=m+1 1 2
= o(|[AI"|™).
Aus (4.2) erhélt man fir m = 1 die folgende Approximation der Barwertfunktion

BWr(I¥ + AIT) bei Verdinderung der Zinsstrukturkurve I*":
BWr(I" + AI") =~ BWp(I') + dBWp(IT). (4.3)

Hier beschreibt dBWg(IF') das totale Differential von BWg(I). Es ist definiert als die
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Summe der partiellen Ableitungen des Barwerts

dBWp(IT) = znjaa(BWF ")) A

und beinhaltet somit auch die AnderungsgroBen Ai;, t = 1,...,n [Wal90]. Dieser Ansatz
iiber die Betrachtung der mehrdimensionalen Taylorreihenentwicklung ermoglicht die Er-
mittlung eines Maf} fiir das Zinsénderungsrisiko bei einer Anderung der Forward Rate
Zinsstrukturkurve It'. Hierbei ist es insbesondere auch moglich nicht-parallele Anderun-

gen der Zinsstrukturkurve zu betrachten.

Als Ma3 fiir das Zinsinderungsrisiko wird weiterhin die absolute Anderung des Barwerts

aufgrund einer Anderung der Zinsstrukturkurve verwendet:
ABWp(IF) = BWp(I' + AIT") — BWp(I') ~ dBWp(IT)

Als relative Kennzahl fiir das Zinsdnderungsrisiko dient wie bisher die Zinssensitivitdt des

Barwerts. Man erhélt die Approximation:

ABWEp(IF)  dBWp(IF)
BWgp(IF) = BWp(IF) "

Diese Approximation fiihrt zur Definition der Forward Rate Duration Dp(IF, AIT).

Definition 4.3 ((modifizierte) Forward Rate Duration)

BEs sei I =(iy,i2,...,in) eine Forward Rate Zinsstrukturkurve und
AIT = (Aiy, Adg, ..., Ai,) der Vektor der zugehérigen Anderungsgrofien. Fiir eine
Zahlungsreihe Z = (Zy, Z1, . .., Zy) bezeichnet

Dp(Z, 1", AIT) = Bwt) dBWr(I")
04
i S s
g=1""

die (modifizierte) Forward Rate Duration.

Bemerkung 4.4
Analog zu Notation 2.5 wird im weiteren Verlauf der Arbeit in der Bezeichnung Dr(Z, I*", ATT')
auf die Angabe der Zahlungsreihe Z verzichtet. Liegt jedoch eine spezielle Zahlungsreihe

vor, wird dies in der Notation deutlich gemacht.

Die Bezeichnung modifizierte Forward Rate Duration fiir D (I¥, AI'") wurde in Analo-
gie zur modifizierten Macaulay-Duration Dj/q.(I) und modifizierten effektiven Duration

D f(I%), sowie zur Abgrenzung von der Forward Rate Duration Dp(IF") gewiéhlt. Im
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weiteren Verlauf der Arbeit ist der Begriff Forward Rate Duration stets als Zinssensitivi-
tit Dp(IF, AIT) zu verstehen.

Mit Definition 4.3 erhilt man die Approximation fiir den Barwert BWg (I + AIT):

—~~—D
BWr(IF + AI"Y =~ BWp(I¥) = BWp(IF) - Dp(I¥, AI") = BWr . (4.5)

Fiir die Zinssensitivitat folgt die Darstellung;:

ABWgp(IF)  BWp(IF + AI") — BWp(IF)

- ~ —Dp(IF, ATF).
BWp(IF) BWg(IT) (17, AL

Fiir die praktische Verwendbarkeit der Forward Rate Duration Dp(I¥, AIT) als Ma8

flir das Zinsédnderungsrisiko ist eine explizite Darstellung wesentlich. Es ist dazu:

Satz 4.5 ((modifizierte) Forward Rate Duration)

Es sei eine Forward Rate Zinsstrukturkurve I = (iy,is,...,i,) und zugehérige An-
derungsgrofen AIY = (Aiy, Ads,...,Ai,) gegeben. Fiir eine Zahlungsreihe Z =
(Zo, Z1, Za, ..., Zy) hat Dp(I¥, AIT) die Darstellung:

1 n o fd .
Dp(I¥,ATF) = ——— -} v - Ay | - Z; -0, (4.6)
BWr(IF) j=1 \k=1
Beweis Fiir die partiellen Ableitungen ag;: ,fur k=1,...,nund j =0,...,n der Diskon-

tierungsfaktoren v®) (s. (2.5)) gilt:
0
v | b

dir Q(ﬁ(lﬂ'z)—l), fiir j # 0,
dig \y

=1

fir j =0,

07 fﬁI‘ J == O,
j
= —(1+iap) - TT(+4)7 Y, fiir k <3, (4.7)
=1
0, fiir j < k.

Unter Verwendung von (4.7) ergibt sich aus (4.4):

DF([F,A[F):W-Z
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1 n " (ol )
~ BWr(IF) 'szkzl ( Bir ) Ay

J=0 =
(457)7_1 -Xn:Z zj: 1+4ig)” f[1+ll 1'Aik
BWr(I") j=1 jk:l =1
s z]: )
A’Lk ~Zj-’l)] .
BWF BWg(IF) =\

Bei der Approximation von BWg(I* 4+ AIF) in (4.3) entsteht durch die Betrachtung
der Taylorreihenentwicklung erster Ordnung der Approximationsfehler Ry (vgl. (4.2) oder
auch Abschnitt 3.1).

Fiir ein 6 €]0, 1] gilt fiir den Fehler R; ([Forl7)):

O?’BW (IF + 0ATTF)
9i; i,

1 n
Ry=3- > AijAiy (4.8)

4 k=1
= o([|AT"|?).

Fiir groBe Zinsinderungen AIT ist auch der Approximationsfehler Ry groB, sodass die
Approximation zu ungenau ist, um die Auswirkungen der Zinsdnderungen zu berechnen.
Durch die Beriicksichtigung weiterer Glieder in der Taylorreihe, ldsst sich auch hier der

Approximationsfehler verringern und die Approximation fiir BWp(IF + AIF) verbessern.

Fiir m = 2 erhédlt man aus (4.2) die Anwendung der mehrdimensionalen Taylorreihen-
entwicklung zweiter Ordnung auf die Barwertfunktion BWy(IF):

"9
B I+ AI"Y=B ¥ B I
Wp(IF + AITY = BWp(IF) + dBWp(IF) + Z % 9

kll

(BWF(IF )) Nip i + Ro.

Es gelten die folgenden Abschitzungen fiir ABWg(IT) = BWg(IF + AIF) — BWg(IF),

bzw. die Zinssensitivitat:

1 n
ABWr(I") ~ dBWr(I") + 5 3 o (BWr(I")) Mg

und

ABWp(I¥)  dBWp(IF) N 1 1 t 92
BWr(IF) =~ BWgp(IF) ' 2 BWgp(IF iy 0y

) (BWF(IF)> AipAi;.
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Definition 4.6 (Forward Rate Konvexitat)

BEs sei I' =(iy,i2,...,in) eine Forward Rate Zinsstrukturkurve und
AIF = (Aiy, Adg, ..., Aiy) zugehérige Anderungsgrofien. Fiir eine Zahlungsreihe
Z = (Zy,Z1,...,%Zy) bezeichnet

F F F . .
Cp(IF, AIF) = BWF o) g:l 8% = (BWF(I )) Aig . (4.9)

die Forward Rate Konvexitdt.

Mit den Definitionen 4.3 und 4.6 lisst sich die Approximation des Barwerts nach An-

derung der Forward Rate Kurve darstellen durch:

n 62
BWr(IF + ATT) ~ BWp(IF) + dBWr(IT) BWr(IT)) AigAi
Wi (I" + AT") ~ BWp(IF) + dBWp(I7) + 5 k;la%ail( Wr(I")) AigAiy
~ BWrp(I") = BWp(I¥) - Dp(I", ATT) + % - BWrp(IF) - Cr(I¥, ATF)
C
= BWp . (4.10)

Fiir die Sensitivitat als relatives Maf fiir das Zinsdnderungsrisiko ergibt sich dann:

ABWg(IT) _

1
D F F - a F

Fiir den Approximationsfehler Rg, der bei Anwendung von (4.10) entsteht, gilt fiir ein
0 €]0,1[:

S 1 9lIBW(IF 4+ 0AI")
e =, 6 01710152 .. i

(ATT)e, (4.12)
= o([|AT"]%).

Auch fiir die Forward Rate Konvexitit Cr(I¥, AI™) kann fiir praktische Berechnungen

eine Darstellung explizit angegeben werden.

Satz 4.7 (Forward Rate Konvexitat)

Es sei eine Forward Rate Zinsstrukturkurve I = (iy,is,...,i,) und zugehérige An-
derungsgrofen AIY = (Aiy, Ads,...,Ai,) gegeben. Fiir eine Zahlungsreihe Z =
(Zo, Z1, Za, . .., Zy) gilt dann:

n

C (IF AIF) Z ]) 2- ZZU[A’L[ UkAlk (4.13)
BWF BWr(I7) j=1 1=1 k=l

Beweis Betrachte die Funktionen der Diskontierungsfaktoren v¥) :] — 1, 00[—]0, oc], j =




4.2. Modifizierte Forward Rate Duration 59

1,...,n. Fir 1 <k <j <ngilt:

020 9 L2 .
O _ 9 1t H 14+4,)"

v=1
) J
=2 I i)
Uk v=1,v#k
J
=2-(1+ip) 2 JJA+d)7"
v=1
und fiir £ > j gilt
&20(9)
o
024y,
Da der Barwert BWg(I*") als Funktion der Zinssitze (i1, g, ... ,i,) zweimal stetig dif-

920 52y
Di0i; 00y,
k < l. Fir diese Ableitungen erhdlt man, fir k <[ < j:

ferenzierbar ist, gilt fiir die partiellen Ableitungen Jfur k,l=1,...,n mit

82U(j) 0 <_@l . U(j)>

Dirdi; iy,
P vk . Ul . U(]).
Fiir k > j oder | > j gilt 3252 =0
Zusammengefasst erhélt man fir £,/ = 1,...,nund j = 1,...,n die partiellen Ablei-

tungen zweiter Ordnung;:

Uk;‘vl'v(j), 1§k‘<l§j,
2@ 2.0l 1<k=1<j,
01,01

v v -0, 1< <k <4,

0, sonst,

bzw. als Matrixdarstellung in der Form

20200 w0 vy v 0@ vy o™
viovg- 0@ 200 wyeuge0® L vy o™
(3%@)) | v vy 0@
Dirdin ),y : :
i vy g ) s Uney U 0D

vl.vn-v(]) ’()2-/1)”-’()(]) e e 2-1)721/.’[}(])
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Insgesamt folgt damit:

non. 92
k=11=1 90U
= ; Zj"U] - Adg - Adg
i1 9o \ i
noon o g2,0)
:ZZJZZ - Azk AZ[
o S e
Da 52 — 0 fij ——
011,01 ur k0> J gﬂt-
" I 924W) )
=D 733 oo A Aig
=0 k=11=1 U
n j=1 j 2. (5) i a2..(j)
<oV 0“v
=X Z > D> aa Ak Aty ir,)?
=0 =12 00 = 02
k<l k=l
7L I 52,0)
> oo ik Ay
I=1 k=111 ZtkOU
k>l
= I 92y0) izl J 920)
=D Zi | > Qi) 2. Y e A - Ay
7=0 (’f=1 a =112 Ok
:ZZJ ZQ Uk '[}]) Alk +2- Z Z V- UL - Alk A’Ll
J=0 k=11=k+1

:2.22 ol (ka (Aig) —1—2 Z v - vy - Ay - Azl)

k=11=k+1

Jj o J
=2 ZZ U (Z Vg - U1 - Alk A’Ll)
=k

Mit (4.9) ergibt sich dann die Darstellung fiir Cp(I¥, AIF) in (4.13). O

Das folgende Beispiel verdeutlicht die Verwendung der Forward Rate Duration
Drp(IF, AIT), sowie der Forward Rate Konvexitit Cp(IF, AIT).
Beispiel 4.8
Die Zahlungsreihe Z = (Zy, Z1,...,Zy,) mit n = 40 Zahlungen der Hohe Z; = 1.000,
fir t = 0,...,n wird geméaB der Zinsstrukturkurve I bewertet, die in Abbildung 4.2
dargestellt ist'. Der Barwert dieser Zahlungsreihe ist BWp (1) = 22.443,26.

L Alle in diesem Beispiel verwendeten Werte sind in Tabelle A.2 in Anhang A.1.2 aufgefiihrt.
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Es werden drei unterschiedliche Szenarien fiir Anderungen der Zinsstrukturkurve be-
trachtet, um das Zinsdnderungsrisiko beurteilen zu kénnen. Das erste Szenario beinhaltet
eine moderate Steigung der Zinskurve, bei der der wesentliche Verlauf der Kurve unver-
dndert bleibt.

Im zweiten Szenario wird eine positive Steigung der Zinsstrukturkurve unterstellt, die im
Zeitverlauf groBer wird und die Zinsstrukturkurve stark ansteigen lisst. Die Anderungen
des dritten Szenarios sind durch die negativen Werten des zweiten Szenarios gewéhlt,
sodass eine stark fallende Zinskurve entsteht.

Die verwendeten Zinskurven I + AT U ), j = 1,2,3 sind ebenfalls in Abbildung 4.2
dargestellt.

Zinssatz in %

5 10 15 20 25 30 35 40

— Zinskurve IF --- F 4 A7FM oo 7+ ATF® IF L ATF®)

Abbildung 4.2.: Verwendete Zinsstrukturkurven in Beispiel 4.8.

Fiir jedes dieser drei Szenarien wird der Barwert BWg(I¥ +AIF G )), j=1,2,3, berech-
net, sowie die Approximationen BWr mit (4.5) und BWp mit (4.10). Die Werte fiir die
Forward Rate Duration, die Forward Rate Konvexitéit, sowie die sich daraus berechneten

D C
Werte BWr und BWpr sind in Tabelle 4.1 dargestellt.

Ausgangswert | Szenario 1 | Szenario 2 | Szenario 3
BWgr(IF) 22.443,26
BWe(IF + ATFY) 20.978,34 | 19.507,89 | 26.743,61
Dp(IF, ATFY) 0,0703 0,1562 —0,1562
By 20.865,33 | 18.937,13 | 25.949,39
Cr(IF, AIFD) 0,0107 0,0594 0,0594
By 20.985,62 | 19.603,84 | 26.616,11

Tabelle 4.1.: Vergleich der Barwertapproximationen in Beispiel 4.8

Durch die unterstellten Anderungen der Zinsstrukturkurve reduziert sich der Barwert im
ersten Szenario zu BWF(IF—i—AIF(l)) = 20.978,34 und im zweiten Szenario zu BWp(I¥ +
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ATF (2)) = 19.507,89. Die Zinssenkung im dritten Szenario fiihrt zu einem héheren Bar-
wert mit BWp(I¥ + AT (3)) = 26.743,61. Fiir die Forward Rate Durationen ergeben sich
die Werte Dp(IF, ATFW) = 0,0703, Dp(IF, ATF?) = 0,1562 und Dp(IF, AIF®) =
—0,1562 und fur die Forward Rate Konvexitaten CF(IF,AIF(I)) = 0,0107, sowie
Cp(IF, AIF?) = Cp(IF, AIF®) = 0,0504.

Aus diesen Werten kann mit ABWp(IF)0) = BWg(IF + AIF(j)) — BWp(IF) ein
absolutes Maf} fiir das Zinsdnderungsrisiko der jeweiligen Szenarien angegeben werden.
Ebenso wird das absolute Mafl mittels der Forward Rate Duration bzw. Forward Rate

Konvexitat approximiert.
ABW(IF)0)

BWR(IF) berechneten Zinssensitivitiaten sind in Tabelle

Diese Werte, sowie die mit

4.2 dargestellt.

‘ ‘ Szenario 1 ‘ Szenario 2 | Szenario 3

ABWp(IT)0) | —1.464,92 | —2.935,37 4.300,35
ABWp(IF)Y | —1577,93 | —3.506,13 | 3.506,13
ABWp(IF)% | —1.45764 | —2.83942 | 4.172,85
ABWEIT | -653% | -13.08% | 19,16%
% ~703% | —1562% | 15,62%
% —6,49% —12,65% 18,59%

Tabelle 4.2.: Vergleich der Approximationen der Barwertdnderungen und Sensitivitdten in
Beispiel 4.8

Zunéchst erkennt man, dass das Zinsdnderungsrisiko fiir die Szenarien 2 und 3 aufgrund
der stérkeren Zinsdnderungen deutlich grofler ist, als fiir Szenario 1. Auch ist das Aus-

maf des Zinsdnderungsrisikos fiir Szenario 3 deutlich gréfer (% = 19,16%), als
ABWg(IF)®)
BWr(IF)

unterstellt wurde (AIF(?’) = —AIF(Q)).

An den dargestellten Werte erkennt man auch, dass in allen Szenarien durch die Ap-
proximation ABWp(IF )g), d.h. durch die Verwendung der Forward Rate Konvexitét,
das Zinsdnderungsrisiko besser approximiert werden kann, als durch die Approximatio-
nen ABWF(IF)g). So liefert bspw. die Approximation ABWF(IF)g) fiir Szenario 2 den
Wert ABWp(IF)%) = —2.839,42, der niiher an ABWg(IF)® = 293537 liegt, als
ABWF(IF)g) = —3.506,13. Ebenso liegt auch der mittels (4.11) approximierte Wert fiir
die Zinssensitivitdt in Szenario 2 mit —6,49% nahe am exakten Wert von —6,53%.

Am Vergleich der Werte fiir die Forward Rate Duration Dp(I¥, AI* (j)) bzw. die For-
ward Rate Konvexitit Cp (17 AIF(j)) und ABWF(IF)g) in den Szenarien 2 und 3 wird
aber auch eine Schwiche der Forward Rate Duration deutlich:

Durch die spezielle Wahl der Anderungsgréfien AIF @ — _AIF® im gweiten und

in Szenario 2 ( = —13,08%), obwohl betragsméaBig die gleiche Zinsdnderung
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dritten Szenario gilt:
Dp(1F, ATF®) = —Dp(1¥, AT"®) und Cp(1F, APy = 0p (17, ATFP).
Damit ergibt sich betragsméflig das gleiche Maf fiir das Zinsdnderungsrisiko:
IABWE(IT)?| = |ABWR(IT))| = 3.506,13.

Dies ist intuitiv durchaus nachvollziehbar, da es bei einer linearen Betrachtung fir das
Ausmaf der Zinsdnderung keine Rolle spielt, ob positive oder negative Zinsénderungen vor-
liegen. Allerdings zeigt der Vergleich der Berechnung der Barwertinderungen BWp(IF +
AIF (2)) und BWg(IF + AIF (3)) fiir die Szenarien 2 und 3, sowie die Approximation

C
BWpr  mittels der Konvexitdt, dass sich die Werte, auch betragsméflig, deutlich unter-

scheiden konnen.
O

4.3. Forward Rate Duration als Verallgemeinerung des

Durationskonzepts

Eine flache Zinsstrukturkurve I ldsst sich sowohl als Spezialfall einer Spot Rate Zinss-
trukturkurve I° als auch einer Forward Rate I Zinsstrukturkurve auffassen. Gegebene
Forward Rates I implizieren (formal) auf eindeutige Weise eine Spot Rate Zinsstruktur-
kurve I® und umgekehrt (s. Bemerkung 2.3). Diese bereits bekannten Zusammenhinge
sollen in diesem Abschnitt genutzt werden, um sie auf die Durationsmafle zu iibertragen.
Damit kénnen auch dann die Forward Rate Duration, sowie die Forward Rate Konvexitéat
genutzt werden, um das Zinsdnderungsrisiko zu quantifizieren, falls eine flache Zinsstruk-

turkurve I oder eine Spot Rate Zinsstrukturkurve I vorliegen.

Zunichst wird der Fall einer flachen Zinsstrukturkurve I betrachtet.

Satz 4.9 (Verallgemeinerung der modifizierten Macaulay-Duration)
Gegeben sei eine flache Zinsstrukturkurve I = (i,i,...,i), sowie zugehorige Ande-
rungsgrofen AI = (Ai,...,Aq). Dann gilt fiir eine beliebige Zahlungsreihe Z =
(Zo, Z1,Za, ..., Zp):

Dr(I,AI) = Dyrac(I) - Ai.

_ ) J .
Beweis Fiir eine flache Zinsstrukturkurve I gilt v) = [[(1 4+ 4)~' = (1 +4)77. Damit
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folgt aus der Definition der Forward Rate Duration (4.6):

n

_ 1 g NP L
DF(I,AI):BVW(I_)-Z:I(];(LH) Pm) Zj-(L+4)7

<

1 - ;
= — . (1 '_1~A'-§ 7 (1 44)
BW(I) 1+9) ' j:lj 3 (1)
= Dgac(I) - Ai.

a

Damit kann die Forward Rate Duration Dp(I¥, AT) genutzt werden, um im Falle einer
flachen Zinsstrukturkurve die modifizierte Macaulay-Duration zu berechnen.

Analog zu Satz 4.9, gilt dieser Zusammenhang ebenso fiir die Forward Rate Konvexitét
(4.13).

Satz 4.10 (Verallgemeinerung der Konvexitat)

Gegeben sei eine flache Zinsstrukturkurve I = (i,i,...,1), sowie zugehérige Ande-
rungsgroBen Al = (Ai,...,Ai). Dann gilt fiir eine beliebige Zahlungsreihe Z =
(Zo, Z1, Za, . .., Zn):

Cp(I,AI) = Cprac(I) - (A7)

. J ,
Beweis Es gilt erneut v0) = [[ (1 44)~! = (1 +i)~7. Aus Definition (4.13) folgt:

a

GemiB Satz 4.9 und Satz 4.10 kénnen die GréBen Dp(I, AT) und Cp(I, AI) verwendet

werden, um iiber

BW (I + AI)~ BW(I) — BW(I)- Dp(I,AI) + % -BW(I) - Cp(I,Al)
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den Barwert BW (I+AT) nach einer Parallelverschiebung der flachen Zinsstrukturkurve zu

approximieren. Wird hier anstatt einer Parallelverschiebung AT eine beliebige Anderung

AIF = (Aiy, Ais. ..., Aiy,) unterstellt, kann ebenso das Zinsdnderungsrisiko quantifiziert
werden, wenn eine nicht-parallele Anderung der flachen Zinsstrukturkurve I = (i,4,. .., 1)
vorliegt.

Auch fiir den Fall, dass eine Spot Rate Zinsstrukturkurve I vorliegt, lisst sich iiber die
Forward Rate Duration Dp(I¥, AIT") die (totale) Key Rate Duration berechnen.

Satz 4.11 (Verallgemeinerung totale Key Rate Duration)

Gegeben sei eine Spot Rate Kurve 15 = (410,115 %[0,2)> - - - » [o,n]) und zugehdri-
ge Anderungsgrofen AIS = (Aif,1), Aifog), - - -, Adfg ), sowie eine Zahlungsreihe
Z = (Zo, 21, 2o, ... Zn).

Dann existieren Grofien IF = (i1,12,...,1,) und ATF = (Aiy, Ady, ..., Aiy), sodass gilt:

Dp(IF,AIF) = Dgp(I®, AI®).

Beweis Definiere die Gréfen 7; des Vektors IF = (i1,%2, . ..,1,) gemaB Transformation
(2.6) wie folgt:

I fiir t = 1,
i = {Z[O’” " (2.6)
(

L+ Z.[O,t—l})i(til) (T+ i[o7t})t -1, firt=2,...,n

und setze i) := 0. Es sei o = (1 + i¢)~! und o H ¥;. Dann gilt:
7=1

M =1 +41) =1+ 7"

sowie fir t = 2,...,n:

1+2]

t

1T

t . .
H(”ZOJ )Y (i)
=

=1+

i0.0) "Y1 +ij0) " = (1 +ipy) "
=1
Damit erhalt man:

BWF Z f} = ZZt . (1 + Z'[OJ])_t = BWS(IS).
t=0 t=0
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Aufgrund der Transformation (2.6) kann 4; als Funktion zweier Variablen

Et(i[o,tflbi[o,t]) - 1700[2—>] —1,00],

interpretiert werden, die die Grofien i, und 4|y, auf das Intervall | — 1, oo[ abbildet.

Die AnderungsgroBe Ai; stellt sich daher fiir t = 1, ..., n jeweils als Differential in den

Groflen Aipg g dar:

~ 8it . ait .
JAVIRES - A — - A g-
it Dipr 1 o,t—1] T Do 200,4]
Fir die hierzu bendétigten partiellen Ableitungen 8i[§it_1] - Aifgy_q), t = 1,...,n rechnet
man aus:
iy ‘ _ . . ot A
. iy =~ =1) - (T +ip—1) " - (L +ipg)" - Adjo—1),
82[0,15,1]
di
bzw. fir 3@'[0;] i, t=1,...,mn
5%,5 . Al‘[o,l] firt =1,
o, Stoy =
Difo, t- (i) (L4t Adpgy  fir2<t<n.

Aiy = — Al i1+ = - Ad
t aZ[O,t—l] [0,t—1] 8Z[07t} [0,]
. t . t—1
1+Z[Ot] . 1+7’[Ot] .
=—(t-1)- | —————— ) A1+t | ———— VAV IS 4.14
(t—1) (1 A [0,t—1] [ (0,4 (4.14)

Fiir das Differential dBWF(fF) ist mit (4.7) und nach Satz 4.5 aus Abschnitt 4.2:

j=1 j=1k=1
RS | (g po)F! o
=L T | i)
=0,
(1+i[0 k]) . (1+i[0 k})k_l )
—(k—-1 — ANigr_n+ k- — A1
( (1+ Z[O,kfl])k 10,511 (1+ Z[o,kA])'“_l [0:¢]
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n J
== (Z ko (1t i) ™" Adjo g
i=1 \k=1
‘7 .
Z — 1) (L4 1)~ " Aijg 1) i (L +i0,)
n J
A k(T i) Ay
=1
—Zk 1+ ijo,k)) AZ[M) (L) ™
:—Zj 1+Z[0] AZ[O]] Z (1+Z[OJ])
- ZJ' Zj - (L4 i)~ UHY Adgg .

Und somit gilt insgesamt die Identitét:

~ ~ 1 ~
Dp(IF,AIF) = ———— . dBWgp(IF) = Dgr(I°, AT®). O
F( ) B (IF) F(I") KR( )

Mittels der in (2.6) und (4.14) beschriebenen Transformationen ist es also méglich, auch
bei gegebenen Spot Rates I° und zugehorigen Anderungsgrofen AI°, die Forward Rate
Duration D fiir die Bestimmung des Zinsénderungsrisikos zu verwenden. Die Anwendung
des Forward Rate Konzepts auf eine Spot Rate Zinsstrukturkurve léasst sich auch fiir das

entsprechende Konvexitdtsmaf3 formulieren.

Satz 4.12 (Verallgemeinerung Key Rate Konvexitat)

Gegeben sei eine Spot Rate Kurve I° = (410,115 %[0,2)> - - - » ¥[o,n]) und zugehdri-
ge Anderungsgrofen AIS = (Aif,1), Aifog), - - -, Adjg ), sowie eine Zahlungsreihe
Z =(Zy,Z1,Z2,...,2y).

Dann existieren Grofen IF = (i1,%2, ... ,in) und AIF = (Aiy, Adg, ..., Aly,), sodass gilt:

Cp(IF,AIT) = KRCgs(I°, AI®).

Beweis Definiere die Grofien 7; der Kurve IF = (21,%2, e ,%n) gemifl Transformation
(2.6):

N {2‘[071], firt =1, (2.6)

1t =
(1 + Z‘[O’tfl])_(t_l) : (1 + Z‘[O’t])t - 1, fir t = 2, Loy n.

Wie im Beweis zu Satz 4.11 ist also BWF(IAF) = BWs(I°).
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Wihle die Gréfen A7y der Kurve AIF = (Afl, Ao, . .. ,A%n) geméaf
Aiy = Aifg ],

sowie iterativ fir ¢t = 2,...,n:

A 1 1 /! A 1 1 /1 N2
Ay = —=.—. B Ans ) £ | = .= 5: - Ads
it 5%, <;vj Z]) P (4(;1@ zj>
1
Ly -1+ 2. A 1) - (1+ipq) 2 Ai2 2
— 5t (=1 i) 2 Ay — (4 1) (L4 i) > Aifyy)
(4.15)
Nun zeigt man induktiv:
t ot
L AS A AR t-(t+1 . _ ,
ZZUZAZZ-UkAZk = (2)'(1+Z[0,t}) 2-(AZ[0¢])2. (4.16)
=1 k=l
Induktionsanfang fiir ¢ = 1:
1 1
AA':‘AAA. o AZ'A/:Q . 1 . ,QIA. 2 v
ZZUZ -tk Ay = 0p-Aip = (I+ipy) (Aif,1))”-

=1 k=l

Induktionsschritt ¢t — 1 — ¢:

Aty ist Losung der quadratischen Gleichung

T = S A (VR , o Al
AZ% + A/Lt - Z/Ul . All + 72 . <(2) . (1 + Z[Oﬂt—l}) 2 . A/L[Z()’til]
vt = vt

—t-(t4 1) (L+ipg) 2 Aifyy) = 0.

Hieraus folgt weiter:

t—1

~ ~ A o] ~ e t - 1 : t . — .

oF - NI+ Dy - Ay - E 0y - Ay + (2) (1 +j0,-1)) 2. AZ[20¢_1]
=1

—t-(t+1) - (14ipg) 2 Qi = 0
(t—1)-t G

- 5 . (1 + Z'[O’t_”)_Q . Ai[QO,tfl] + Oy - A%t . ;f}l . A%l + (@t . A%t)Q
= t-(t+1)-(1+ i[O,t])_Z : Ai[QO,t]
(4.16) (] A AS A A ~ A ! ~ 4 . _92 .2
& ZZU; YAV TRE) Azk—i—vt-Athful'Azl = t-(t+1)-(1+ipy) -Az[()’t]

=1 k=l =1
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t t
= ;;@l Ai -0 A, = t- (t -+ 1) . (1 + i[oﬂ)i? . Ai[QO’t].

Damit gilt (4.16) und man erhélt:

t
Zy 002 3N o Al o Ay =t (EH 1) Z (L) (A )%
=1 k=l
Somit folgt insgesamt: CF(IAF,AIF) = KRCps(I°, AI9). O

Bemerkung 4.13
Sollte der Ausdruck unter der Wurzel in (4.15) fiir spezielle Zinsstrukturkurven ¥ und
AT® negativ werden, so ist eine reelle Darstellung fiir Az, nicht méglich. Die Transforma-
tion kann daher in diesen Féllen nicht angewendet werden, um die Key Rate Konvexitét
KRCpy(I°, AI¥) mittels der Forward Rate Konvexitit C’F(IAF, AIAF) zu berechnen.
Um quantitativ herauszufinden, in welchen Féllen die Transformation durchfiihrbar ist,
wurden mehrere Szenarien im Rahmen numerischer Berechnungen betrachtet. Unter Be-
riicksichtigung von Wertebereich und Monotonieverhalten wurden Spot Rate Zinsstruk-
turkurven I°, sowie die Anderungsgréfien AT erzeugt und die entsprechenden Forward
Rate Kurven, sofern moglich, berechnet?.
Folgende Beobachtungen zur Existenz von reellen Losungen der Transformation kénnen

festgehalten werden:

« Die Werte der Zinsstrukturkurve I haben keinen erkennbaren Einfluss auf die An-
wendbarkeit der Transformation (4.15). Auch fur flache Zinsstrukturkurven ist die
Anwendbarkeit der Transformation nicht fiir beliebige AnderungsgroBen AT sicher-

gestellt.

o Transformation (4.15) kann in jedem Fall angewendet werden, wenn Parallelverschie-
bungen der Spot Rate Zinsstrukturkurve verwendet werden. Auflerdem kann die
Transformation durchgefiihrt werden, wenn monotone steigende Anderungsgréfien
Aijg g > Aifg¢—1) > 0 bzw. monoton fallende Anderungsgrofen Adjg g < Aifgy_1) <0

fir alle t = 2,...,n vorliegen.

e Werden monotone Anderungsgréfien |Aigq| > |Aifgy—1)| mit sowohl positiven, als
auch negativen Werten gewéhlt, so sind reelle Losungen der Transformation nicht
garantiert. Tritt hier der Fall auf, dass der Ausdruck unter der Wurzel in (4.15)

negativ ist, so konnen die Anderungsgréfen Az, durch

. 11 (& .
Ay~ —— - — - GERWANE 4.17
2 2 %, ;U] L ( )

2Fiir jedes Szenario wurden jeweils 500 Kurven erzeugt.
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approximiert werden. In diesen Féllen betrdgt die Abweichung der resultierenden
KonvexititsgroBe Cp (I, AIF) von der Key Rate Konvexitit K RCp (I, AI®) oft
deutlich weniger als 0,1%.

« Fiir nicht monotone Anderungen schwankt die Erfolgsquote bei den untersuchten
Zinsstrukturkurven-Szenarien zu sehr, um allgemeingiiltige Aussagen treffen zu kén-

nermn.

Mithilfe von Approximation (4.17) kann daher in einigen Fillen, in denen die Transfor-
mation nicht durchgefiihrt werden kann, dennoch die Forward Rate-Konvexitidt genutzt

werden, um die Key Rate Konvexitit zu berechnen.

Die Resultate der Sdtze dieses Kapitels verdeutlichen die Bedeutung der Forward Rate
Duration Dp(I¥, AI¥) als Verallgemeinerung der Durationskonzepte. Unabhingig da-
von, welches Zinsmodell vorliegt, kann die Forward Rate Duration fiir die Risikoanalyse
angewendet werden, um das Zinsédnderungsrisiko zu bestimmen. Auch die Forward Ra-
te Konvexitdt kann in vielen Félle angewendet werden, um die bestehenden Groéfien zu
berechnen.

Fiir die Analyse des Zinsdnderungsrisikos der in Abschnitt 2.1 vorgestellten Barwerte
(2.7), (2.8), (2.9) ist somit nur das Forward Rate Durationsmafi Dp(I¥, AI*) und die
Forward Rate KonvexititsgroBe Cp(IF, AIT) notwendig. Aus diesem Grund kann das
Forward Rate Durationskonzept als Verallgemeinerung der bereits in der Literatur beste-

henden und hier beschriebenen Gréflen angesehen werden.

4.4. Eigenschaften der Forward Rate Duration

Da die (modifizierte) Forward Rate Duration Dp(I¥, AI¥) als Verallgemeinerung der
modifizierten Macaulay-Duration Djsq.(I) angesehen werden kann, stellt sich die Frage,
welche der Eigenschaften aus Abschnitt 3.1.3 auch fiir die Forward Rate Duration Giiltig-
keit haben.

Aufgrund der Verwendung periodenaddquater Forward Rates, die nicht notwendiger-
weise identisch sein miissen, lasst sich kein direkter Zusammenhang zur verallgemeinerten
Macaulay-Duration Dp(IF) herstellen, dhnlich, wie es mit (3.19) bei Anwendung einer
flachen Zinsstrukturkurve der Fall war.

Fiir nicht-negative Forward Rates i; > 0, fir alle t = 1,...,n ldsst sich allerdings der
Wertebereich des DurationsmaB Dp(I¥, AIT) einschrinken. Analog zu Abschnitt 3.1.3
gilt folgendes Resultat:
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Satz 4.14

Ist eine Zinsstrukturkurve I mit nicht-negativen Forward Rates i; > 0, fiir alle ¢t =
1,...,nund 0 < Ai; <1, fir alle t = 1,...,n gegeben, so gilt fiir eine nicht-negative
Zahlungsreihe Z = (Zy, ..., Zy):

Dp(IF, AIT) € [0,n).

Beweis Es gilt fiir alle j =0,...,n:

J
Z'Uk'Aik'Zj Sj'kII}aX A{’Uk-Aik}-Zj Sn-Zj
]{)21 = 7"'7]

Daraus folgt:

j=1 \k=1 §=0
n J n
=1 Z ZUkAZk Z U(]) <Zn ZJ U(J)
j=1 \k=1 j=0
& Dp(IF, AIT) < n.

Fiir nicht-negative Zahlungsreihen Z mit Z; > 0 fiir alle ¢ gilt auBerdem Dp(IF', AT*) > 0.
Damit folgt die Behauptung.

Durch dieses Resultat zeigt, dass fiir nicht-negative Zahlungsreihen Z eine Zinssteige-
rung stets zu einer Verringerung des Barwerts fiihrt. Auerdem wird durch Dp(I7, AIT) <

n eine obere Schranke fiir das Ausmafl des Zinsdnderungsrisikos deutlich.

Satz 4.15
Fiir eine nicht-negative Zahlungsreihe Z = (Zy, Z1,...,Z,) und Ai; > 0, fir j = 1,...,n,

ist die Forward Rate Duration Dg(I¥, AI*") monoton fallend in Werten von ;.

Beweis Die Forward Rate Duration wird hier als Funktion Dp : | — 1, 00["— R in 4 fiir
t€{1,2,...,n} aufgefasst. Sei Dy € R beliebig, aber fest.
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Damit gilt:
= (S5 0 Ay | 75 -0 S (S5 - Ay ) 7o)
VE (3 Y VU 3 )
i =1 \k=1 g B _i j=1 \k=1 g B vt’DO
Oy S Z; - 0l) Ot Y Z; -0l v 0
7=0 Jj=0

Um diese Ableitung mit der Quotientenregel bestimmen zu konnen, werden die Ablei-
tungen des Zéhlers und des Nenners in (4.18) benétigt. Fiir die Ableitung des Nenners in
(4.18) gilt:

n t—1 n
ai S 75 o :g S 7 oD P £ 3 7y )
1t =0 Ut =0

J=t

~+
—_

(Do . U;D0+1) - Z; o) 4 zn: ((Do —1) -vt_DOH) A

j=0 j=t
vy Dottt (D ZZ v -3z v(j)> : (4.19)
J=t
Und fiir die Ableitung des Zahlers in (4.18) folgt:
0 (v Air | Z: - 00 Do
7 Z ka “Ady | Zj ooV g
=1 \k<j
0 ,
:%(Z(ka-Azk>ZJ o). vtD°+Z<ka Azk)Z @)y )
<t \k<j >t \k<j
— ZDO . ka A |- Z] . U(J) . v;DO+1
i<t k<j
+ {(—vt Ait> - Z; v\ . Do
Jj=t
+ (ka Aik> - Z; -9 (Dy—1) v DO“”
k<j

=Dy - U;Do+1 . Z (Z vk - Aik) -7 W) 4 U;DoJrl . Z (=g - ANiy) - Zj - @)

j<t \k<j >t

Jjz2t \k<j

+ Dy - vy Dot Z (Z Vg - Aik) - Z; - @)
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+ U;Do+1 . Z(_l) . (Z v - Aik) -7 o)

j=t k<j

=Dy - U;Doﬂ . Z (Z v - Aik) -7 e

21 \k<j

—U{DOH'Z (ka-Aik—l—vt-Ait) -Zj-v(j)

Jjzt \k<j

i>1 \k<j k<j

,DOH [D Z(ka’ A%) ZU(J Z(ka AZk)'Zj"U(j)

_ Z (vg - Niy) - Z; - U(i)] ) (4.20)

j=t

Wahle nun

NgE

N
<
>

.
Il
&

D(] = D()(t) =

<.
3
I
N
4
S

Damit erhalt man fiir die Ableitung des Nenners aus (4.19):

5 (ZZ U ) — o Do+l DO’ZZj’U(j)_ZZj'U(j)>
t \izo - :

Jj=0 Jj=t
n .
Z Z; W) .
= U;D0+1 B Z Z ZJ 'U(]) =0
Z ZJ . 7} j=t
=0

Fiir die Ableitung des Zéahlers folgt, unter Umbenennung der Indizes, weiter aus (4.20):

0 [ : N
G (Z (ka'mk) Z; -0 -y DO)
j=1

k<j

3 Zj’U(‘i)
= vt_DO+1 . ‘]zti . Z ka . Azk ZI’U Z Z Vg AZk . Z] . ’U(])
> Zpwl) 121 \k<1 >t \k<j
j=0

_Z vp - Aiy) - (J)]

j>t

Zl21 (Zkgl Vg - A’Lk) . Zlv( (

7=0

= ’U;D0+1 . Z Z‘7 . 'U(]) Z 'Uk AZk) vt Alt)
j=t

k<j
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2> (Zkgz g, - Aik) Zw" Ysg (Zkéj U - Aik) Zyl
ZjZO Zj @) ZZZO Zlv(l)

=Dp(I¥ ,AIT), d.h. konstant mon. wachsend in j bzw. t

n
_ ,,—Do+1 . J
= v; . Z Z; @)
j=t

=0, fir t=0 und monoton fallend in ¢, d.h. <0 fiir alle ¢
n
— Dol Z Z; O] [(Ut . Ait):|
j=t

>0, fiir Aiz>0

< 0.

n :
Mit BWg(I") = Y Z; -0V -v; P9 > 0 fiir nicht-negative Zahlungsreihen folgt aus (4.18)
§=0

und Anwendung der Quotientenregel schlieflich:

n J . n J )
E Z Vg - Alk Zj : ’U(J) % Vg - Aik Zj : U(J) : Ut_DO
0 | j=1 \k=1 b\ j=1 \k=1

- 7 = n <0
Oiy 3 Z; -0l Z; ) gy Do
j=0 §=0
und damit die Monotonie-Aussage. O
Korollar 4.16

Die Monotonie-Aussage aus Satz 4.15 gilt auch fiir negative Zahlungsreihen
Z = (2, 21,...,Zy,) mit Z; <0, fiir alle j =0,...,n.

Korollar 4.17
Gilt 17" < IF 2 komponentenweise, dann gilt fiir nicht-negative Zahlungsreihen

Z = (Zy,Z1,...,2y,), sowie positive Anderungsgrofen Ai; > 0, fir t = 1,...,n:

Dr(IF', ATF) > Dp(IF?, AIT).

Diese Monotonie-Aussagen verdeutlichen auf eine formale Art und Weise, dass eine
Anderung der Zinsstrukturkurve weniger Auswirkungen auf den Barwert und damit auf
das Zinsdnderungsrisiko hat, je grofler die Werte der zugrundeliegenden Zinsstrukturkurve
sind. Es ist intuitiv schnell klar, dass relativ kleine Anderungen der Zinsstrukturkurve

damit auch kleiner Auswirkungen auf den Barwert einer Zahlungsreihe haben.
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Satz 4.18
Die Forward Rate Duration Dp(IF, AI™) ist invariant gegeniiber einer Skalierung der
Zahlungsreihe.
Beweis Fiir die Zahlungsreihe Z¢ mit Z¢ = (a - Zy, a0 - 21, . . ., ), a # 0, gilt
F A7F 1 i zj: )
Dp(Z*,I" ,AI") = v - Al -a- Zj v
Z" 0 Zj- i j:l =
1 - ) F A F
= > wp-Aig - Z5 -0V = Dp(Z, 1", AI"). O
0 Zj -0V j=1k=1

Satz 4.19

Die Forward Rate Konvexitit Cp(IF, AIT) ist invariant gegeniiber einer Skalierung der
Zahlungsreihe.

Beweis Fiir die Zahlungsreihe Z¢ mit Z¢ = (a- Zo, - Z1, ..., Zy), a # 0 , gilt

Jj J
CF(ZQ,IF,AIF) = Z; o0 Za Zj - @) . 2. ZZ’U[ Ay - v Aty
j=0 @ Zjv =1 k=l

Jj J
:ZT ZZJ 1) -2 ZZUlAil‘UkAik
7=0

=1 k=l
= Cr(Z, IF,AIF). m

Hier zeigt sich, dass das relative Ausmafl des Zinsdnderungsrisikos nicht unmittelbar von
der Hohe der Zahlungen abhéngt. Fiir zwei Zahlungsreihen, deren jeweilige Zahlungen sich
lediglich um den gleichen Faktor unterscheiden, ist der Wert der Zinssensitivitat gleich.
Liegt also bspw. eine Zahlungsreihe mit konstanten Zahlungen vor, so ist das Zinsénde-
rungsrisiko unabhéngig von der Hohe der konstanten Zahlung. Fiir Versicherungsvertrége
werden typischerweise Beitridge und Leistungen mit konstanter Héhe vereinbart. In diesem
Fall ist das Zinsédnderungsrisiko der Barwerte der Beitrdge bzw. Leistungen unabhingig

von der Hohe des konstanten Beitrags, bzw. der konstanten Leistung.

Wird eine Zahlungsreihe der Form

Z® =(0,...,0,2,0,...,0)
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betrachtet, so ergibt sich die Forward Rate Duration Dp(Z O 1 AIF ) aus:

Dp(Z® 17 AIT) =

Die Zinssensitivitit einer Zahlungsreihe der Form Z(t) =

~1
BWp(Z®), IT)

1 t
= . Uk . Aik‘ . Z . /l)
Zt . ’U(t) kgl ¢

-3

k=1

A ABWE(Z2®, 17

(®)

vy - Ay,

(0,...,0,74,0,...,0) hiangt so-

mit nur von den Diskontierungsfaktoren und Anderungsraten der Perioden j < t ab.

Weiterhin  wird die
7Zk = (ng,zf,..

Summe

k) fiir k =

Zahlungsreihe Z = Z ZF st BWF(Z IF)

Z wvon m Zahlungsreihen 21,22, ...,2™
,m betrachtet. Der Barwert BWp(Z, I*") dieser

mit

Z BWg(Z*, IF). Fiir die Forward Rate

Duration der Zahlungsre1he Z gilt dann der folgende Satz:

Satz 4.20

Es seien m Zahlungsreihen Z', Z2, ..

gegeben, sowie eine Zinsstrukturkurve I und zugehérige AnderungsgroBen AIT. Fiir
m

Z =75 ZF gilt:
k=1

Dp(z,1F, ATT)

Z

,Z™ mit Z% = (ZE,ZF,...,ZF), firk=1,...,m

BWg(Z*,1")

. Dp(ZF 1T ATF).
BWg(Z,1F) (2515, A7)

(4.21)

Beweis Es gilt:

Dp(Z, 1", AI") = -1

-1

~ BWp(Z,1F)
BWg(ZF, IT)

BWp(Z,IF)

-dBWp(Z,IF)

—1

—Z
Z

BWp(Z,IF)

BWp(Z*, IF)
BWr(Z, IF)

: (BWF(Z,C’IF) -dBWF(Zk,IF)>

- Dp(ZF, 17, ATF).

Eine entsprechende Summenregel kann auch fiir die Berechnung der Forward Rate Kon-
vexitit Cp(Z, IT, AIT) der Zahlungsreihe Z = Y"1, Z* formuliert werden.
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Satz 4.21
Es seien m Zahlungsreihen Z1', 7% ... Z™ mit Z¥ = (Z§, Z%,...,ZF), fir k = 1,...,m

gegeben, sowie eine Zinsstrukturkurve It und zugehoérige AnderungsgréBen AIT. Fiir

m
Z=3 A gilt:
k=1
Cr(Z, 17, A1) = i (251 (2% 17, ATT)
F\4, ; 2 Z IF) o ’ : '
Beweis Es gilt:
Co(Z, 17, ATT) 1 'ZH:EQW(ZI)A@AZ
BWp(Z,17) 4= 0i; 0iy jAY
- ! ~ 0 0 [ k pF Cn
~ BWp(Z,1F) 'j%laijail (g_:lBWF(Z vy )) AijAiy

BWrg(ZF, IT) " 92 E +F o
B VAN Ai; A
Z BWr(Z, IF (BWF Zk, IF El 8ijail ( Wr(Z", )) (ZTAY]

Z %V;ZZZ IIF)) -Cp(ZF, 17, ATY). O
Sind die Gréfen Dp(Z%, 1T AIT) baw. Cp(Zk, I, AIT) fiir einzelne Zahlungsreihen be-
kannt, so kann mit den Summenregeln aus Satz 4.20 und Satz 4.21 auch die Forward Rate
Duration Dp(Z, I, AT*) bzw. die Forward Rate Konvexitit Cr(Z, I, AI™) berechnet
werden, wenn mehrere Zahlungsreihen vorliegen. In praktischen Situationen werden meist
nicht nur wenige, einzelne Zahlungsreihen betrachtet, sondern mehrere unterschiedliche
Zahlungsreihen. Fiir Lebensversicherungen ist dies beispielsweise der Fall, wenn Teilbe-
stande von Versicherungsvertragen oder auch der gesamte Bestand betrachtet wird.

In solchen Féllen kann durch die gezeigten Resultate das Zinsédnderungsrisiko der ku-

mulierten Zahlungsreihen quantifiziert werden.
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In der Personen- bzw. Lebensversicherungsmathematik bestehen Zahlungsreihen aus er-
warteten Beitrags- bzw. erwarteten Leistungszahlungen. Die vertraglich vereinbarten Zah-
lungen sind typischerweise abhéngig vom Erleben bzw. Sterben einer versicherten Person
und auch die Beitragszahlungen sind an das Uberleben des Versicherungsnehmers ge-
kniipft. Dadurch ist das Eintreten der Zahlungen unsicher oder der Zeitpunkt noch nicht
bekannt [Wagl7]. Aus diesem Grund sind fir die Kalkulation von Lebensversicherungen
neben den vertragsrelevanten Details, wie bspw. Informationen iiber die versicherte Per-
son oder die Zahlungsweise der Beitrdge und Leistungen, auch eine Zinsstrukturkurve,
sowie biometrische Daten von grofler Bedeutung. Zu den biometrischen Daten zéhlen die
Wahrscheinlichkeiten, die diese Unsicherheiten abbilden, d.h. z.B. Sterbe- bzw. Uberle-
benswahrscheinlichkeiten oder Invalidisierungswahrscheinlichkeiten [Wagl7].

Sémtliche dieser Parameter, die im Rahmen der Kalkulation zur Berechnung versi-
cherungsmathematischer Grofien verwendet werden, werden als Rechnungsgrundlagen be-
zeichnet [Kah18; Ort16; Wagl7]. Dazu zdhlen neben einer Zinsstrukturkurve und den bio-
metrischen Daten auch Kostensétze, die fiir die jeweiligen Versicherungsprodukte festgelegt
werden. Fiir diese Rechnungsgrundlagen sind innerhalb der Vertragslaufzeit keine Anpas-
sungsmoglichkeiten erlaubt. Da Versicherungsvertrige hiufig mit langen Vertragslaufzei-
ten abgeschlossen werden, miissen schon zum Kalkulationszeitpunkt Annahmen iiber den
Zinsverlauf und die biometrischen Daten getroffen werden.

Wie auch die Zinssétze, verdndern sich die biometrischen Daten im Laufe der Zeit. Ge-
rade fiir die Kalkulation von Versicherungsvertragen mit langen Laufzeiten ist es nicht
moglich, den Verlauf dieser Gréfien prézise zu schitzen. Die Bewertung von versicherungs-
mathematischen Zahlungsreihen unterliegt daher den Risiken, die sich aus Anderungen
dieser Groflen ergeben. Neben dem Zinsdnderungsrisiko ist das bei Lebensversicherungs-
produkten auch das Risiko, das sich aus Abweichungen von den angenommenen biometri-
schen Rechnungsgrundlagen ergibt. Dieses Risiko wird hier auch als biometrisches Risiko
bezeichnet [Bec+16; Eur09; Kah18; Ort16].

Um im Rahmen einer Risikoanalyse die Auswirkungen von Anderungen in der Zinss-
trukturkurve bzw. der Sterbetafel auf die Bewertung von versicherungsmathematischen

Zahlungsreihen untersuchen zu koénnen, werden in diesem Kapitel zunachst einige ver-
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sicherungsmathematische Grundlagen beschrieben. Anschlieflend soll das Forward Rate
Durationskonzept fiir solche Zahlungsreihen angewendet und erweitert werden, um sowohl

das Zinsdnderungsrisiko als auch das biometrische Anderungsrisiko bemessen zu kénnen.

5.1. Versicherungsmathematische Grundlagen

Die Zinsstrukturkurve dient der finanzmathematischen Bewertung der vereinbarten Leis-
tungen bzw. Pramien. Hierfiir existieren aufsichtsrechtliche Vorgaben, die die Verwendung
von Zinssétzen einschranken.

In §2 der Deckungsriickstellungsverordnung (DeckRV) wird die Verwendung eines Hochst-
rechnungszinssatzes geregelt. Fiir die Berechnung der Deckungsriickstellung ist dieser ak-
tuell auf 0,9% festgesetzt. Der zum Zeitpunkt des Vertragsabschlusses verwendete Rech-
nungszins ist fir die gesamte Vertragslaufzeit giiltig (s. §2 Absatz 1 DeckRV).

Die hierdurch festgelegte Verwendung einer flachen Zinsstrukturkurve bezieht sich ledig-
lich auf die Kalkulation der Deckungsriickstellung und nicht auf die Berechnung konkreter
Beitrige, Leistungen oder anderer Grofien. Auch wenn fiir die praktische Berechnung dieser
Groflen typischerweise ein konstanter Zinssatz, d.h. eine flache Zinsstrukturkurve verwen-
det wird, besteht rechtlich die Moglichkeit dies mit einer nicht-flachen Zinsstrukturkurve
durchzufiihren.

Fiir die Erstellung unterschiedlicher Szenarien fiir die sogenannte Uberschussberechnung
oder fiir Solvency II, ist die Verwendung nicht-flacher Zinsstrukturkurven sogar notwen-
dig, um hier verschiedene Entwicklungen der Zinsverldufe annehmen zu kdnnen. Auch
im Rahmen der Nachkalkulation von Versicherungsvertragen ist es sinnvoll, nicht-flache
Zinsstrukturkurven zu verwenden, um die tatsichlich beobachteten Zinsverldufe abbilden
zu koénnen.

Da fiir die Lebensversicherung haufig die Betrachtung einzelner Versicherungsjahre re-

levant ist, bietet es sich an, im Folgenden periodenabhingige Forward Rates zu verwenden.

Als weitere Rechnungsgrundlagen werden Kosten angesehen, die sich iiblicherweise in
der Praxis in Abschluss-, Verwaltungs- und Stiickkosten unterteilen [Kah18; Ort16]. Im
Wesentlichen kénnen Kosten als zusdtzliche Leistungen interpretiert werden, weswegen es
fir die weitere Arbeit ausreicht, Kosten zu vernachléassigen und nicht zu betrachten.

Fiir die biometrischen Rechnungsgrundlagen werden Sterbe- bzw. Uberlebenswahrschein-
lichkeiten verwendet. Durch diese Groflen lésst sich die Unsicherheit des Eintretens der
Ereignisse ,,Uberleben® und ,, Tod“ beriicksichtigen [Ort16; Wag17]. Diese GroBlen werden

im néchsten Abschnitt vorgestellt.

5.1.1. Biometrische Rechnungsgrundlagen

Fiir die Bewertung der (unsicheren) Zahlungen eines Versicherungsvertrags werden die

Eintrittswahrscheinlichkeiten der jeweiligen Zahlungen beriicksichtigt. In der Praxis sind
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derartige biometrische Rechnungsgrundlagen durch sogenannte Ausscheideordnungen ge-
geben, die den Abbau einer Personengesamtheit im zeitlichen Verlauf aufgrund von fest-
gelegten Ausscheideursachen beschreiben. In der klassischen Lebensversicherung wird als
Ausscheideursache in erster Linie der Tod betrachtet. In diesem Fall nennt man die Aus-
scheideordnung auch Sterbetafel.

Als weitere Ausscheideursache tritt in der Pensionsversicherungsmathematik fiir die
Kalkulation von Produkten der betrieblichen Altersvorsorge, Berufsunfidhigkeits- bzw. Er-
werbsunfidhigkeitsversicherungen auch die Invaliditdt auf. Daher werden neben den Ster-
bewahrscheinlichkeiten weitere biometrische Daten verwendet [FG10]. Dazu gehoren z.B.
Invalidisierungs-, Storno- und Reaktivierungswahrscheinlichkeiten, die auch zu den bio-
metrischen Rechnungsgrundlagen gezihlt werden [Bec+16]. Diese sind durch sogenannte
Invaliditdts- oder Pflegefalltafeln gegeben (z.B. Heubeck‘sche Richttafeln 2005G, DAV-
Sterbetafel 2006HUR) [Wagl7].

In diesem Kapitel wird nur die Ausscheideursache ,,Tod“ untersucht. Die Beriicksichti-

gung der Ausscheideursache ,Invaliditdt“ wird in Abschnitt 6.1 aufgegriffen’.

Eine Sterbetafel Q = (qo,q1,---,quw—1,qw) enthélt die einjahrigen Sterbewahrscheinlich-
keiten g, fiir alle ganzzahligen Altersjahre x = 0,1,...,w [Ort16; Sch05]. Die Sterbewahr-
scheinlichkeit g, driickt die Wahrscheinlichkeit aus, im Alter von x Jahren zu sterben. Es
gilt 0 < g, <1 fiirallez = 0,1,...,w. Hierbei wird mit w das sogenannte Schlussalter
bezeichnet, welches das in einer Sterbetafel letzte Lebensalter angibt, d.h. es gilt ¢, = 1.

Wird eine z-jahrige Person betrachtet, reicht es aus, nur zukiinftige Sterbewahrschein-
lichkeiten gy, ¢z+1, - - - usw. zu verwenden. In der abgekiirzten Sterbetafel (), sollen daher

die Sterbewahrscheinlichkeiten

QCE = (qgc, dx+1,9z+2, - - )

zusammengefasst werden.

Fiir die Praxis werden Sterbetafeln tiblicherweise vom statistischen Bundesamt zur Ver-
fiigung gestellt und von der deutschen Aktuarvereinigung (DAV) fiir versicherungsmathe-
matische Zwecke angepasst. Aktuell werden die Tafeln DAV2004R fir Rentenversicherun-
gen und DAV2008T fiir Todesfallversicherungen verwendet [DAV05; DAV(9a].

Zur Festlegung der Wahrscheinlichkeiten ¢, fir x = 0,1,2,... ist die Anzahl ¢, der
lebenden Personen des Alters x in einem ausgewédhlten Kollektiv fiir x = 0,1,2,... ge-
geben. Ausgehend von der Anfangsgrofie ¢y wird iiber die Sterbewahrscheinlichkeiten g,

der Abbau dieses Kollektivs beschrieben, bis ¢,41 = 0 gilt. Fiir die Anfangsgrofie £y wird

In dieser Arbeit werden nur die Ausscheideursachen , Tod“ und ,Invaliditét“ exemplarisch untersucht.
Weitere mogliche Ausscheideursachen, wie z.B. der Eintritt in die Pflegebediirftigkeit, werden nicht
betrachtet.
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tiblicherweise ¢y = 100.000 gewéhlt [Kah18; Ort16].

Die Sterbewahrscheinlichkeit g, einer x-jahrigen Person ldsst sich iiber die Anzahl der

im Alter x gestorbenen Personen d, = ¢, — {,11 ableiten. Es ist

d _ 61: _E:c—s—l

qwzg—x— 7 , fir x =0,...,w, mit £, = 0. (5.1)
X xX

Uber die GroBen /£, lisst sich weiterhin auch die einjihrige Uberlebenswahrscheinlichkeit
eines x-Jahrigen, d.h. die Wahrscheinlichkeit als z-Jdhriger x + 1 Jahre alt zu werden,
bestimmen. Diese einjihrige Uberlebenswahrscheinlichkeit wird mit p, bezeichnet und
beschreibt die Gegenwahrscheinlichkeit der einjdhrigen Sterbewahrscheinlichkeit g, eines
z-Jéhrigen [Kah18; Ort16]:

o g:r—l—l _ Em - (gm - £x+1)

= =1-gq,.
Dz ‘. ‘. qx

Die t-jihrige Uberlebenswahrscheinlichkeit eines z-Jihrigen, d.h. die Wahrscheinlichkeit
als z-Jahriger noch mindestens ¢ Jahre zu erleben, wird mit ;p, bezeichnet [Kah18; Ort16].

Es gilt:
t—1

tPr = Do Dat1 Pet2 - Pott-1 = | | Pty (5.2)
7=0

5.1.2. Erwarteter Barwert

Im weiteren Verlauf der Arbeit werden Zahlungsreihen betrachtet, die Lebensversiche-
rungsvertrige charakterisieren. Dafiir sei stets angenommen, dass die versicherte Person
einer Versicherung bei Vertragsbeginn x Jahre alt sei und die Laufzeit n Perioden betrage.
Typischerweise wird fiir die Dauer einer Periode ein Jahr angenommen. Dementsprechend
wird die Dauer einer Versicherung durch n < w — x + 1 begrenzt, da spétestens dann das
Schlussalter der versicherten Person erreicht wird. Fiir n = w— x4 1 spricht man von einer

lebenslangen Versicherungsdauer.

Aufgrund der periodischen Betrachtung wird fiir die Bewertung von derartigen Zah-

lungsreihen eine Forward Rate Zinsstrukturkurve I = (iy,...,4,) verwendet. AuBerdem
sei fiir die Bewertung einer Lebensversicherung eine Sterbetafel Q, = (¢z, Gut1, - - - s Grtn—1)
gegeben.

Mithilfe der dargestellten Uberlebens- bzw. Sterbewahrscheinlichkeiten lassen sich nun
die Barwerte der (ungewissen) Beitrags- und Leistungszahlungen einer Lebensversicherung
als ,erwartete Barwerte“ angeben [Kah18; MHO08; Sch05].

Dies fithrt zur folgenden Definition des erwarteten Barwerts (oder auch versicherungs-

mathematischen Barwerts).
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Definition 5.1 (Erwarteter Barwert)

Fiir die Zahlungsreihe Z = (Zy, Z1,. .., Zy) des Versicherungsvertrags einer z-jahrigen
Person ist der erwarteter Barwert (oder auch aktuarieller Barwert) der Zahlungsreihe Z
definiert durch:

aBW(Z,17,Q.) =" jps - Zj - 0. (5.3)
j=0

Die Zahlungsreihe Z besteht in der Regel aus Beitrags- oder Leistungszahlungen. Im
Allgemeinen koénnen (Lebens-) Versicherungsleistungen abhéngig vom Erlebens- bzw. To-
desfall vereinbart werden.

Die Erlebensfallleistung der (t + 1)-ten Periode [t,¢t + 1], fiur ¢ € {0,1,...,n — 1}, ist
zum Zeitpunkt ¢ fallig, falls die versicherte x-jdhrige Person den Zeitpunkt ¢ erlebt, d.h.
das Alter x +t erreicht. Eine solche Erlebensfallleistung zum Zeitpunkt ¢ sei hier mit L§°)
bezeichnet. Der Vektor L(®) = (L(()O),Lgo), e ,L&O)) beschreibt sdmtliche Erlebensfallleis-
tungen eines Versicherungsvertrags.

Die vereinbarte Todesfallleistung der t + 1-ten Periode [t,t+ 1], fir t € {0,1,...,n—1},
ist zum Zeitpunkt t+41 fallig, falls die versicherte z-jahrige Person innerhalb dieser Periode,
d.h. im Alter x+t, stirbt. Die Auszahlung dieser Leistung findet am Ende der Periode statt.
Diese Todesfallleistung sei hier mit Lgl) bezeichnet. Der Vektor L(1) = (L(()l), Lgl), NN L%l))

beschreibt die Todesfallleistungen eines Versicherungsvertrags.

Die Zahlungen einer Periode werden stets zu Beginn der Periode bewertet. Daher werden

die erwarteten Versicherungsleistungen L; der Periode [t,¢ + 1] durch
Lt = LEO) + qr+t * Lgl) * Ut+1, fir t = 0, o, (54)

beschrieben. Hierbei wird beriicksichtigt, dass Todesfallleistungen am Ende der Periode
geleistet werden, in der der Tod eingetreten ist. Die (erwarteten) Versicherungsleistungen

werden im Vektor L = (Lo, L1, ..., L,) zusammengefasst.

Bemerkung 5.2

Der letzte Zeitpunkt zu dem eine Versicherungsleistung gezahlt werden kann, ist zum Zeit-
punkt n, d.h. zum Ende der Vertragslaufzeit. Eine Erlebensfallleistung L%O), die fir diesen
Zeitpunkt vereinbart ist, wird Ablaufleistung genannt. Da die Versicherung spétestens zu
diesem Zeitpunkt beendet wird, ist fiir die dann folgende Periode keine Todesfallleistung
vereinbart, d.h. in (5.4) gilt L,, = LY. Daher setzt man L = 0. Fiir den (technischen)

Zinssatz der Periode [n,n + 1] kann daher bspw. i,,41 := —1 gewéhlt werden.

Klar ist, dass man sowohl den Vektor der (erwarteten) Erlebensfallleistungen L) als
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auch den Vektor der (erwarteten) Todesfallleistungen L™, sowie den Vektor der Versiche-
rungsleistungen L als Zahlungsreihe auffassen kann. Der Barwert der Versicherungsleis-

tungen wird auch Leistungsbarwert genannt und ist gegeben durch

n

aBW (L7, Qu) = 3 ipa - (L + oy - LY - 0j41) -0,
j=0

Beispiel 5.3
1. Sei 7y der zum Zeitpunkt ¢ zu zahlende Beitrag fiir einen Versicherungsvertrag einer
x-jéhrigen Person. Dann wird mit = = (mg, 71, ...,7m—1,0) der Beitragsvektor (oder
Pramienvektor) dieses Vertrags bezeichnet.
Durch

n—1

aBW(r,17.Q0) = 3 jpa - ;- 00
j=0

ist der sogenannte Beitragsbarwert gegeben.

2. Fiir eine um m Jahre aufgeschobene, temporére Leibrente beginnen die Rentenzah-
lungen im Zeitpunkt m. Hier sei R; die vereinbarte Rentenzahlung zum Zeitpunkt

t. Wahlt man die Leistungen geméaf

0, fiirt=0,1,...,m—1,
70 _
D=

Ry, furt=m,m+1,...,n—1,

so ergibt sich L = L(® und der Leistungsbarwert der aufgeschobenen Rentenversi-
cherung wird durch
n—1 ]
QBW(Lv IFa Qa:) = Z jDz * Rj : U(J)
j=m
gegeben. Fir n = w — x entspricht dies dem Rentenbarwert einer um m Jahre auf-

geschobenen, lebenslangen Leibrente.

Fiir m = 0 wird eine sogenannte sofortbeginnende Rentenversicherung beschrieben.

3. Sind die Leistungen durch Lgo) = 0 und Lgl) =G5, firt=0,1,...,n — 1 gegeben,
dann beschreibt a BW (L, I F , Q) den Leistungsbarwert einer n jéhrigen Risikole-
bensversicherung mit Versicherungssumme S

w—x

aBW (L, IFa Qz) = Z jPz  Qatj " S Uty (5.5)
=0
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Fiir n = w — x erhélt man den Barwert einer lebenslangen Todesfallversicherung.

4. Bei einer Kapitallebensversicherung wird eine als konstant angenommene Versiche-
rungssumme S entweder bei Tod der versicherten Person innerhalb der Vertragslauf-
zeit oder im Erlebensfall bei Ablauf der Versicherung ausbezahlt. Damit ist diese
Versicherung eine Kombination aus einer Risikolebensversicherung und einer Erle-
bensfallversicherung.

Fiir den Leistungsvektor L = (Lo, L1, ..., Ly,) mit L; = Lgo) + Qutt Lgl) - Vg1 und

0, firt=0,1,....,n—1,
L =
, firt=mn,

sowie

S, fiirt=0,1,...,n—1,
m”:{

0, firt=mn,

erhalt man den Barwert einer Kapitallebensversicherung mit Laufzeit n:

n—1

j=0

Versicherungsunternehmen sind gesetzlich dazu verpflichtet ausreichend hohe Reserven
anzulegen, um die dauernde Erfiillbarkeit der Vertrage sicherzustellen [Kah18; Ort16]. Mit
dem Vorhandensein einer Reserve soll zu jedem Zeitpunkt ¢ garantiert werden, dass alle
zukiinftig zu erwartenden Leistungen finanziert werden konnen. Diese Reserve wird als

Deckungskapital oder Deckungsriickstellung bezeichnet.

Das Deckungskapital ;V,, ist fiir jeden Zeitpunkt ¢ definiert als die Differenz der zukiinf-
tig zu erwartenden Versicherungsleistungen und der zukiinftig zu erwartenden Beitrage
[Ort16]. Es kann als ,Guthaben des Versicherungsnehmers“ zum Zeitpunkt ¢ interpretiert
werden, das sich aus den Beitrdgen ergibt, die in der Vergangenheit gezahlt wurden und

fiir noch nicht erbrachte Leistungen ,reserviert® sind.

l
Mit den Diskontierungsfaktoren vt(l) = [] vymitl <t+1<I[<n,sowie den Zu-
k=t+1
(4)

sammenhéngen ) = vy und jpy = Py - j—tPe+t fiir 7 > t kann das Deckungskapital
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Ve firt=0,...,n — 1 ausgedriickt werden durch
n—t (t47) n—t (t+)
Ve =D Dot Lovg v =D et Mg vp 0
j=0 Jj=0

n
= jtPate - (Lj — 7)) - v
J=t

n_. (9)
jPx v
— we po oy
; P ( J ]) ’U(t)
n L. — 1 .
= pe (—2 2\,
i tPz U(t)
Jj=t ﬁ,’v_/
=:L;
- = Lj—m .. . . .
Mithilfe der Zahlungen ;L; := —0 fiur j = t,...,n kann somit das Deckungskapital
tPz - U

zum Zeitpunkt ¢ auch als erwarteter Barwert der Zahlungsreihe
t-i - (O) ceey Oatitutitﬁ-lv cee 7tin)
dargestellt werden, d.h. es ist

Ve = aBW (L, IV, Q). (5.6)

5.2. Forward Rate Duration fiir Lebensversicherungen

Da auch der erwartete Barwert aBW (L, 1", Q,) von der Zinsstrukturkurkurve I* ab-
hingt, ist klar, dass auch der erwartete Barwert von Anderungen in der Forward Rate
Zinsstrukturkurve beeinflusst wird. Damit tritt auch bei der Bewertung von Zahlungs-
reihen, die Lebensversicherungen charakterisieren, das Zinsédnderungsrisiko auf, d.h. das
Risiko, dass sich der erwartete Barwert einer Zahlungsreihe aufgrund einer Anderung AIF

der Zinsstrukturkurve dndert.

In diesem Abschnitt soll beschrieben werden, wie das Zinsdnderungsrisiko mittels des
Forward Rate Durationskonzepts bemessen werden kann, wenn Zahlungsreihen der Le-

bensversicherungsmathematik vorliegen. Dazu seien erneut die Anderungen
AIF = (Aiy, Ay, . .., Aiy)

der Forward Rate Zinsstrukturkurve mit i; + Ai; > —1 gegeben.

Durch die Zahlungsreihe L = (Lo, L1, ..., L,) der Versicherungsleistungen wird die dis-
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krete Zahlungsreihe

ZY = (opw - Lo, 192 - L1,2p2 - Loy - .« s - L)

der erwarteten Versicherungsleistungen induziert. Der erwartete Barwert der Zahlungsrei-
he L ergibt sich offenbar als Spezialfall des finanzmathematischen Barwerts der Zahlungs-

reihe Z1 (vgl. Definition 2.4). Es besteht also der formale Zusammenhang:

aBW (L, 1", Q,) = BWg(ZL, IT). (5.7)

Durch diesen formalen Zusammenhang kann das Forward Rate Durationskonzept auch
fiir die Quantifizierung des Zinsénderungsrisikos fiir Lebensversicherungen verwendet wer-

den. Hierbei ist hierbei allerdings zu beachten, dass die Versicherungsleistungen
0 1
Lt:L§ )+Qa;+t'L§ )'Ut+1

selbst vom Zinssatz i;y+1 abhingen.

Daher kann formal zunéchst nur fiir den Fall, dass Lgl) = 0ist, fir alle t =0,...,n der
Zusammenhang (5.7) genutzt werden, um die eingefiihrten Durationsmafe als Ma8 fiir das

Zinsanderungsrisiko direkt anzugeben.

Beispiel 5.4

Fiir eine Forward Rate Zinsstrukturkurve I = (i1,12,...,1p), lasst sich die Forward Rate
Duration DF(ZL(O),IF,AIF) der Zahlungsreihe ZX gemif (4.6) als relatives Maf fiir
das Zinsinderungsrisiko des erwarteten Barwerts der Zahlungsreihe L(®) bei gegebener

Anderungen AIF verwenden:

O L F A F 1 Ee g : ©) . G)
Dp(ZV7 17 ATY) = : v - Ay, | - jpe - LY -0l
BWg(ZM7,IT) =\ (= ’

Mit Definition 4.3 ist die Forward Rate Duration Dp(Z%, I¥, AIT') fiir die Zahlungsreihe
Z% der erwarteten Versicherungsleistungen definiert. Aufgrund der Abhéingigkeit der Leis-
tungen L; vom Zinssatz 4; 1 kann die Darstellung aus Satz 4.5 nicht fiir Dp(Z%, 17, ATT)

verwendet werden.

Fiir die Zahlungsreihe Z* mit Lgl) # 0 fiir mindestens ein t € {0,...,n— 1}, erhélt man
hingegen das folgende Resultat.
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Satz 5.5 (Forward Rate Duration fiir Versicherungsleistungen)
Es seien die AnderungsgroBen AI™ = (Aiy, Ais, ..., Ai,) der Forward Rate Zinsstruk-
turkurve I angenommen. Fiir den Leistungsvektor L eines Versicherungsvertrags der
Laufzeit n, der fiir eine z-jahrige Person abgeschlossen wird, gilt:

—1
BWg(Z%,17)

1 :
~ BWp(ZL,IF) (Z (Z ”kmk> iPa - Lj - v

Dp(ZE, 17, ATF) = -dBWp (2%, 1T

(5.8)

n—1
+ > vi1Aij - P - L§-1) ot 'U(JH)) :
=0

Beweis Fiir Lgl) # 0 fur mindestens ein ¢ € {0,...,n — 1}, gilt fiir den Leistungsbarwert
BWg(Z", IT) unter Beriicksichtigung von L; = L§°) + Qo+t - L§” RIARE

BWg(ZE, 17 = Z]p$-

=S e (B0 4 - ) o

7=0
N O, . . )
Z P+ Ly TL Z jPx qgﬁJrJ U]+1)
7=0 7=0
= BWp(ZY" 17+ BWp(ZYY,I7). (5.9)

Hierbei bezeichnet IT(T) = (qw . Lél) S U1, Qo1 Lgl) SV, ey Qrtn L,(zl) . Un+1) die Zahlungs-

reihe der erwarteten Todesfallleistungen, die die Zahlungsreihe

1)

I10)
z* = (Opz'Qw'L(()

(1)

1
* V1, 1Pz - qz+1 - L1 V2,..-yn—1Px * Qr4n—1 " Lgf)l * Un, O)

induziert.

Fiir die Forward Rate Duration Dp(Z%, I¥, AI*) der Zahlungsreihe Z% gilt mit (5.9)
nach Definition 4.3:

-1
L 7F A7F ) L rF
Dp(Z%, 17 AIT) = BWeZE T d BWp(Z", 1F)
-t LO L(l) o )
= BT (dBWF(Z 1Y+ d BWg(Z"V, 17
o -1 0 O g .
= BT (Z i (BWF(Z T )) Aiy,
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Die Forward Rate Duration der Zahlungsreihe 759 wurde bereits in Beispiel 5.4 be-
trachtet, sodass es aufgrund der Linearitdt der Ableitung im Folgenden ausreicht, das
Differential d BWp(ZL"  IF) zu untersuchen.

Firk=1,...,nund j=1,...,n gilt:

1
i+l —(14dz)" - 1+4) b [ E<j+1,
ai' (H(l ~|—z'z)_1) = (1+%) zl;[1( % =/
% \i=1 0 , sonst
—(L4dp) " -0t E<j41
0 , sonst.
Damit ist
$ 8 B ZL(l) Ai ) - 8 ]+1 Ai
Z 87 WF( ) i = Z]px qx+j - L Z 87 1
k=1 7"k §=0 k=1
j+1

Il
M:

P Qo - L(l) ( —v - U+ | Aik)

0 k

.
Il
Il
—

Il
M:

0 k=1

.
Il

J
Pz oty - L( ) Ut (Z —vpAiy — Uj+1Aij+1)

Il
INgE

J
(Z UkAik) “jPz  Qa+j - Lg-l) Ut

1 \k=1

J
n—1

o Ada A

- Z Vj+1 - Rj+1 * jPx " Quj - Ly
J=0

) U+

Insgesamt ergibt sich d BWg(ZE, IT):

dBWp(Z", 17) =" (Z vaik) o - L 00

=1 \k=1

k=1

n—1
: 1
=D U1 Aiji1 - Pe - Gat - L;- )
Jj=0

Z (Z UkAik) - ipe - L @)

=1 \k=1

(3+1)

n—1
. N
— > i1 Dy P o Lg' URHCARN
J=0

Mit (5.10) folgt die Darstellung fiir Dp(Z%, I, ATT). O
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Wegen aBW (L, IF,Q,) = BWp(Z, I") erhilt man aus der Taylorreihenentwicklung
(4.5) fiir BWg(IT 4+ AIT) auch die Approximation fiir aBW (L, I + A", Q,):

aBW (L, I¥ + AIT,Q,) ~ aBW (L, 1", Q,) — aBW (L, I, Q,) - Dp(Z*, IV, AIT).

Damit kann die Forward Rate Duration Dp(Z% I AIT) der Zahlungsreihe der Ver-
sicherungsleistungen als relatives Maf} fiir das Zinsénderungsrisiko der Zahlungsreihe L

verwendet werden. Fiir die absolute Barwertdnderung gilt
aBW (L, I" + AI" Q) — aBW (L, 1", Q) ~ —aBW (L, 17, Q,) - Dp(Z", 17, AIT),

und fir die Zinssensitivitat:

AaBW (L, IF,Q,)
aBW (L, 1", Q)

~ —Dp(ZY, 17, ATT).

Diese Approximationen kénnen durch die Verwendung der Forward Rate Konvexitét
verbessert werden. Die Forward Rate Konvexitit Cp(Z%, I AIT) fiir die Zahlungsrei-
he ZL ist durch Definition 4.6 definiert. Sind Todesfallleistungen vereinbart, wirkt sich
die Abhéngigkeit der Zahlungen L; von 4411 auch auf die Darstellung der Forward Rate
Konvexitit Cp(Z%, I¥, AI') aus und Satz 4.7 kann nicht verwendet werden.

Fiir die Darstellung der Forward Rate Konvexitit Cp(ZL, I, AT*) der Zahlungsreihe

der erwarteten Versicherungsleistungen resultiert der folgende Satz.

Satz 5.6 (Forward Rate Konvexitdt fiir Versicherungsleistungen)
Es seien die AnderungsgroBen AIT = (Aiy, Ais, ..., Ai,) der Forward Rate Zinsstruk-
turkurve I¥ angenommen. Fiir den Leistungsvektor L eines Versicherungsvertrags der
Laufzeit n, der fiir eine z-jdhrige Person abgeschlossen wird, gilt:
1 g : J
Cr(ZE, IF ATF) = —— . (ijm L - @ 9.

J
BWF(ZLy IF) j=1 1 Z OO

1 k=l

n—1 j+1
A Z jqx - Lgl) o ’U(]+1) -2 Z UkAZk 0 Uj+1Aij+1 0

7=0 k=1
(5.11)

Beweis Mit jq, = jps - quyj gilt:
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da 52 ( <J+1>) =0 fiir k,1 > j + 1 gilt weiter:

n J+1]+1 82 -
S - L Zz<&k8”(w+>).mk-ml>

7=0 k=11=1

n j o J+1 N Jj+1 92 D )
— (J+ Ain - Ai G+ (A7
jZZE] kz:ll zk;d 8%311 ( ) e B Z 0%y, ( ) (Adr)
k<l k=l

Jj o+l o2

> >

( (]H)) Aiy - Ay

=1 ket Ok
k>l
N (1) - o (j+1) )2 o S (G+1)
_JZ:(:J]qx Lj (I; 5%, (U ) (Aig)*+2- kz:ll > Birdin ( ) Aiy - Ajg
n J Jj g+l
= quz . L§-1) . (Z 2.0} -0l L ( 249. Z Z vg - vy - v L AG A’il)
§=0 k=1 k=11=k+1
n Jj+1 J J+l
=2 qux . L;l) LUt Z v Azk + Z Z v - vy - Ay, - Azl)
§=0 k=11=k+1
n j+17+1
=23 g L;l) LU+ > o v - A - Ail)
j=0 k=11=k
i 3 j+1
=2- qum - L ]—H) Z ka v - Ay - Adg + Z vy - Ady, - Vjt1 A’ij+1> .
k=11=k k=1

Zusammen mit der Darstellung fiir Cp(Z, I¥, AIT) fiir Z = 7% in (4.13), sowie (5.9)
erhilt man die Darstellung fiir die Forward Rate Konvexitit Cp(Z%, IF, AIT). O

Schliefllich erhélt man als Maf fiir das Zinsdnderungsrisiko die folgende Approximation:
AaBW (L, I1F,Q,) =~ —aBW (L, 1", Q,) - Dp(Z%, 1T, AIT)
1
+3 aBW (L, I¥ Q,) - Cp(Z*, IF, AIT),
sowie die Darstellung der Zinssensitivitét

AaBW (L, 17,Q.) _
aBW(L, I, Q)

1
—Dp(ZE 17, AIT) + o Cp(ZE, 1Y, ATF).
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Beispiel 5.7

In diesem Beispiel sollen die Zinssensitivitdten von Versicherungen mit verschiedenen Leis-
tungen berechnet werden. Die versicherte Person dieser Versicherungen sei eine 29-jahrige
Frau, die Laufzeit betrage jeweils n = 40 Jahre. Fiir die Bewertung der jeweiligen Zah-

lungsreihen wird eine flache Zinsstrukturkurkve I = (i,...,4) mit i = 0,02, sowie die
Sterbetafel DAV2004RF verwendet.

Es sei eine Anderung der zugrundeliegenden Zinsstrukturkurve I zu einer nicht-flachen
Forward Rate Zinsstrukturkurve I angenommen. Fiir die nicht-flache Zinsstrukturkurve
I seien die Werte der aus Beispiel 4.8 bekannten, stark fallenden Zinsstrukturkurve des
dritten Szenarios (I + ATF® i Abb. 4.2) angenommen?. Die Anderungen AI' sind
entsprechend durch AI¥ = I — I gegeben. Durch die hier unterstellte Zinséinderung ist
fir die ersten 15 Jahre eine Zinssteigerung (Aid; > 0 fur ¢ < 15) und fiir die weiteren Jahre

eine Zinssenkung (Ad; < 0 fiir ¢ > 16) gegeben.

1. Fiir eine um m = 15 Jahre aufgeschobene temporire Leibrente der Hohe R =
12.000 € mit Laufzeit n = 40 sei ein konstanter Jahresbeitrag 7y innerhalb der Auf-
schubzeit zu zahlen. Fiir die Zahlungen des Beitragsvektors m = (mg, 71, ..., mh—1,0)

bzw. die Zahlungen des Leistungsvektors L = (Lo, L1, ..., L) gilt daher

my, furt=20,1,...,14, 0, firt=0,1,...,14,
U und L; =
0, fir t =15,...,40 R, firt=15,...,40.

Der Beitrag dieser Versicherung berechnet sich iiber das sogenannte versicherungs-
mathematische Aquivalenzprinzip. Dieses verlangt, dass der erwartete Barwert der
Versicherungsleistungen dem erwarteten Beitragsbarwert entspricht [Kah18; Ort16].
D.h. es soll gelten

aBW (7,1,Q.) = aBW (L, 1,Qy).

Fiir diese Versicherung folgt hieraus fiir den konstanten Jahresbeitrag m:

14 40
ijx.ﬂo.vj = ijx.R.fUJ
j=0 j=15

& mo = 13.198,93 €.

Mit AIF =T — I¥ erhilt man fiir die Zinssensitivitit des Beitrags- bzw. Leistungs-

barwerts:

AaBW (m,I") F Py, L F F
-~ -D 17, AT — - 17, AT
GBW(TF, IF) F(Tra ; ) + 2 CF(ﬂ-v ) )

1
= —0,0957 + 3 -0,0133 = —0,0891

2Die genauen Werte der Zinsstrukturkurve I sind in Tabelle A.2 in Anhang A.1.2 zu finden.



5.2. Forward Rate Duration fiir Lebensversicherungen 93

bzw.

AaBW (L, IF)

1
0 J  —Dp(L, IV AT+ = L.IY AP
CLBW(L,IF) F( ) ) )+2 CF( ) ) )

1
= —0,0492 + 3 -0,0180 = —0,0402.

Die Zinssensitivitdten beider Barwerte sind negativ. Aufgrund der Anderungen der
Zinsstrukturkurve sinkt der Beitragsbarwert um ca. 9% und der Leistungsbarwert
um 4%.

2. Eine temporare Risikolebensversicherung iiber n = 40 Jahre mit Versicherungss-
umme S = 100.000€ werde mit jahrlichen konstanten Beitragen iiber die gesamte

Laufzeit versichert. D.h. es ist

70, fﬁrtzO,l,...,40, QQ9+t‘S’Ut+1, fﬁrt:O,l,...,39,
T = und L; =
0, fir ¢t =40 0, fiir t = 40.

Uber das versicherungsmathematische Aquivalenzprinzip erhéilt man die zu zahlende
Prémie in Hohe von 7y = 157,52€. Wieder sei die Anderung der flachen Zinsstruk-

turkurve I mit 4 = 0,02 zu einer Zinsstrukturkurve I angenommen. Dann ist

AaBW (r, IF)

1
- J  Dp(m, IF AT + = 7 AIT
CLBW(TF, IF) F(Trv ) ) + 2 CF(ﬂ-v ) )

1
= —~0.0713 + 5 - 0,0158 = ~0,0635

bzw.

AaBW (L, IT)

1
= o Dp(L TP AT+ = L. I7 AT
CLBW(L,IF) F( ’ ) )+2 CF( ; P )

1
= —0.0158 + 5 - 0,0232 = 0,019.

3. Fiir eine Kapitallebensversicherung iiber n = 40 Jahre mit Versicherungssumme

S = 100.000 € seien die Beitrége ebenfalls iiber die gesamte Laufzeit zu zahlen,

my, firt=20,1,...,40, Q20+t S - vgy1, firt=0,1,...,39,
T = und L; =
0, flir t = 40 S, fir t = 40.

Der Beitrag dieser Versicherung betriigt my = 2.271,07€. Bei Anderung der fla-

chen Zinsstrukturkurve I zu der nicht-flachen Zinsstrukturkurve I erhilt man mit
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AIF = IF — I die Approximationen fiir die Zinssensitivitét

AaBW (m, IT)

1
= 0"~ Dp(r, IV, AT + = 7 ATF
CLBW(T(', IF) F(Tra ) ) + 2 CF(ﬂ-v ) )

1
= —~0.0713 + 5 - 0,0158 = ~0,0635

bzw.

AaBW (L, IT)

1
= o _Dp(L TP AT 4+ = L. I7 AT
CLBW(L,IF) F( ; ) )+2 CF( 3 3 )

1
= 0,2204 + 3 0,0652 = 0,2530.

Die Zinssensitivitat des Beitragsbarwerts der Risikolebensversicherung ist identisch zur
Zinssensitivitat des Beitragsbarwerts der Kapitallebensversicherung. Beide Barwerte sin-
ken aufgrund der unterstellten Zinsdnderung um 6,35%, obwohl sich der konstanten Jah-
resbeitrag der beiden Versicherungen unterscheidet. Allerdings ist die Beitragszahlweise
bei beiden Versicherungen identisch. Hieran wird die Invarianzeigenschaft der Forward
Rate Duration bzw. Forward Rate Konvexitit (Satz 4.18 bzw. 4.19) deutlich.

Die Bewertung zeigt, dass die unterstellte Zinsdnderung ein unterschiedlich hohes Zins-
anderungsrisiko birgt. So steigt der Leistungsbarwert der Kapitallebensversicherung durch
die Zinsinderung um 25%. Fir die Risikolebensversicherung ist hingegen eine Steigerung
von (lediglich) 1,9% erkennbar.

Hieran erkennt man auch den Einfluss der Erlebensfallleistung LE;%), in der sich die
Kapitallebensversicherung von der Risikolebensversicherung unterscheidet. Durch diese
Leistung steigt die Zinssensitivitdt um ca. 23 Prozentpunkte. Dieser grofle Einfluss ist in
der periodenadidquaten Diskontierung begriindet. Durch die jahrliche Verzinsung ist die
Bewertung der letzten Zahlung von allen Zinsdnderungen abhéngig und in besonderem
Ausmaf} den unterstellten Zinsschwankungen ausgesetzt.

Wiéhrend der Beitragsbarwert aufgrund der unterstellten Zinsdnderung sinkt, steigt der
Leistungsbarwert durch die unterstellte Zinssenkung in den spateren Jahren. Insbesondere
durch diese Zinssenkungen steigt damit der finanzielle Aufwand fiir die Erbringung der er-
warteten Leistungen. Fiir Versicherungsunternehmen duflert sich das Zinsénderungsrisiko

daher in diesem finanziellem Aufwand.
&

Da in der Lebensversicherung die Beitrdge und Leistungen eines Versicherungsvertrags
vertraglich fest vereinbart werden, betreffen Anderungen in der Zinsstrukturkurve vor
allem das angesparte Guthaben des Versicherungsnehmers, d.h. das Deckungskapital.

Neben der Bedeutung des Deckungskapitals als ,,Guthaben®, dient es oft als Grundla-
ge fiir die Berechnungen weiterer versicherungstechnischer Groéfien wie etwa Uberschiis-

sen oder Riickkaufswerten. Daher ist es von besonderem Interesse, die Entwicklung des
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Deckungskapitals auch bei Anderungen in der Zinsstrukturkurve abzuschitzen, um zu-
kiinftige Zahlungsverpflichtungen zu kennen. Fiir diese Abschitzung des Deckungskapitals
fiir einen festen Zeitpunkt ¢ und damit einhergehend fiir die Quantifizierung des Zinséan-
derungsrisikos des Deckungskapitals lasst sich das Konzept der Forward Rate Duration

anwenden.

Um das Zinsénderungsrisiko dieser Groflen (oVy, ..., n—1Vz) zu quantifizieren, kann das
Deckungskapital ;V, zum Zeitpunkt ¢ als erwarteter Barwert der Zahlungsreihe L =
(0,...,0,¢L¢,1Lyy1, .., ¢Ln) beschrieben werden (s. (5.6)). Hierbei sind die Zahlungen
titﬂ- fir j =0,...,n —t gegeben durch

Liyj—my; 1 ,((Lm)

T 1

Somit liegt eine Darstellung von .V, als erwarteter Barwert vor:
Ve = aBW (L, 1", Q,)

n—t
0 1 t+j
= jPu+t- ((Ll(f-i-)J - 7Tt+j) + Qutts - L§+)j ' U“j*l) ot

I
<
(]
o

j—tPa+t - ((Lﬁo’ - Wj) + Qutj L§” : Uj+1) ‘Uzgj)
t

BWp(20D), 7).

<.
Il

Fir die Betrachtung des Zinsdnderungsrisikos seien ausgehend von einer Forward Rate
Zinsstrukturkurve I die Zinsdnderungssitze durch AIF = (Aiy, ..., Adg, Adgyq, ..., Aiy)
gegeben. Die Forward Rate Duration Dp(ZL) IF | ATF) ergibt sich dann geméf (5.8) aus

~ 1 n Jj—t ] .
Dp(ZWD) 17 ATT) = A ( Z (Z Ut+kA2t+k) " j—tDa+t (Lﬁo) - Wj) 'Ugj)

j=t+1 \k=1

n—1

. 1 j+1
+ 3 v Aijyrjapege LS gy o )) (5.13)
i=t

und die Forward Rate Konvexitit Cr(Z (tz), IF ATF) gemaB (5.11) aus

AN N

1 S 0 j e . .
=5 Z j—tDa+t - (Lg - 7Tj) : Ugj) -2 Z thH Aidpyg - vpp Aty
tve \ j=t+1 =1 k=l

n—1

Jj+1
1 +1 . .
+ 2'Zj7th+t-L§ ).U§J+ ). th+k'AZt+k'Uj+1'AZj+1) . (5.14)

Jj=t k=1
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Beispiel 5.8 (Approximation des Deckungskapitals 19V5)
Gegeben sei eine Erlebensfallversicherung mit Versicherungssumme 100.000€ fiir eine
x = 29-jahrige Frau mit 25-jahriger Laufzeit. Bei Anwendung der Forward Rate Kurve
I aus Beispiel 4.8 und der Sterbetafel DAV2004RF ist fiir diese Versicherung der Netto-
Jahresbeitrag
mj = 2.532,60€, fir j =0,...,24.
Mit
{—2.532,60 € j=0,1,...24
Ly —7j=
100.000 €, j=25

lasst sich das Deckungskapital 4V, fiir alle ¢ = 0,...,25 berechnen. Beispielsweise ergibt
sich fiir ¢ = 10 das Deckungskapital in Héhe von 19V, = 31.317,88€. Soll nun fiir die
restliche Vertragslaufzeit anstelle der angenommenen Zinsstrukturkurve ein konstanter
Zinssatz von i = 0,02 verwendet werden, so kann die Auswirkung dieser Zinsénderung
mittels der Forward Rate Duration bzw. der Forward Rate Konvexitat quantifiziert werden.
Fiir ATF = (Ady, ..., Aigs) mit Aij = 0 fiir 7 < 10 und Ai; = 0,02 —4; fiir j > 11 gilt:

- 1 15 J ‘ .
Dp(Z0ob) ¥ AIF) = L (Z (Z 7110+kA210+k> - iPet10 * (L104j — T1045) 'Ug(l)oﬂ))
x =1 \k=1
— _0,2496
und
Cp(Z00D) F ATF)
1 15 (1044) Jj J
= > Pet10 - (Liogj — Tio4g) V19 -2 Y V1041 Adros - viopk Dirosk
0V 5= =1 k=l
= 0,0486.

Fiir das Deckungskapital bei Bewertung mit der flachen Zinsstrukturkurve I erhélt man
damit die Approximationen 19V;”(I) aus (4.5) bzw. 10V, (I) aus (4.10). Es gilt:

10V,P (1) = 10Vz - (1 - DF(Z(“)Z),IF, AIF)>
= 39.134,49€,
bzw.

- ~ 1 ~
WwVEI) ~ 10V, - <1 — Dp(Z20ol) 7 ATFY + 5CF(Z<10L>, 17, AIF))

= 39.895,50 €.

Der exakte Wert fiir das Deckungskapital betrigt 10V, (I) = 39.948,35€. Die relative
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Abweichung der Approximationen 10V,” (I) bzw. 19V,¢ (I) zum exakten Wert 19V, (I) liegt
somit bei 2,04% bzw. 0,13%.
<&

Auch in der Literatur finden sich Ansétze fiir die Approximation der Auswirkungen von
Zinsdnderungen auf versicherungstechnische Grofien, wie dem Deckungskapital, mittels
Durationsmaflen. Die dort vorgestellten Konzepte unterstellen jedoch flache Zinsstruk-
turkurven bzw. Parallelverschiebungen flacher Zinsstrukturkurven [Mull2; Ort16]. In der
Praxis tauchen allerdings durchaus Verdnderungen nicht-flacher Zinsstrukturkurven auf.
Im Rahmen von Solvency II werden beispielsweise Simulationen nicht-flacher Zinsstruktur-
kurven durchgefiihrt, um notwendige Kapitalanforderungen zu berechnen [Eur02; Eur09].
Ebenso wird eine nicht-flache Zinsstrukturkurve bei der Berechnung der sogenannten Zins-
zusatzreserve benotigt [Kahl8; Ort16].

Von Versicherungsunternehmen wird verlangt, die dauernde Erfiillbarkeit der im Rah-
men der Versicherungsvertrige eingegangenen Verpflichtungen sicherzustellen. Da sich bei
dndernden Zinsertrdgen auch das Deckungskapital dndert, ist regelméfig zu iiberpriifen,
ob das Deckungskapital noch ausreicht, um allen Verpflichtungen nachkommen zu kénnen
[Kah18]. Fur den Fall, dass aufgrund einer ungiinstigen Entwicklung der fiir die Rechnungs-
grundlagen verwendeten Daten, das gebildete Deckungskapital nicht ausreichend ist, wird
eine sogenannte Nachreservierung durchgefithrt. Da die vereinbarte Pramie nachtréglich
nicht angepasst werden darf, muss das Versicherungsunternehmen im Rahmen der Nachre-
servierung zusétzlich Kapital bereitstellen, um das Deckungskapital aufzufiillen [Ort16].

Der Nachreservierungsbedarf, der sich aus einer ungiinstigen Entwicklung in den Zinssét-
zen ergibt, wird Zinszusatzreserve (kurz: ZZR) genannt [Kahl8; Ort16]. Die Zinszusatz-
reserve muss jahrlich fiir jeden Versicherungsvertrag gemiafi der Deckungsriickstellungs-
verordnung (DeckRV) gebildet werden. Die Methodik zur Bildung der ZZR ist durch §5,
Absatz 4 DeckRV festgelegt. In der aktuellen Form ist diese zusétzliche Reserve seit 2011

gesetzlich verankert.

Zu jedem Bilanzstichtag wird zunéchst ein Referenz-Deckungskapital bestimmt, das sich
aus der gegebenen Versicherung, aber unter Verwendung einer bestimmten Zinsstruktur-
kurve ergibt. Dabei wird fir den Zeitraum der néchsten 15 Jahre jeweils das Minimum
aus dem bei der Kalkulation verwendeten Rechnungszinssatz ¢ und einem Referenzzinsatz
iref und fiir den Zeitraum nach Ablauf von 15 Jahren der jeweilige Rechnungszinssatz
verwendet3. Der Referenzzinsatz i,. ¢ errechnet sich dabei jahrlich als arithmetisches Mit-
tel von Euro-Zinsswapsétzen, die liber einen Referenzzeitraum von zehn Kalenderjahren
herangezogen werden.

Die Zinszusatzreserve fiir einen Zeitpunkt ¢ ergibt sich nun aus der Differenz zwischen

3Bei einer Restlaufzeit von weniger als 15 Jahren, wird fiir jedes Jahr das Minimum aus dem Rechnungs-
zinssatz ¢ und Referenzzinssatz i,y verwendet.
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dem zu Vertragsbeginn kalkulierten Deckungskapital zum Zeitpunkt ¢, sowie dem beschrie-
benen Referenz-Deckungskapital [Kah18; Ort16].

Wird also fiir die Kalkulation des Deckungskapitals .V, die flache Zinsstrukturkurve I=
(i,...,4) mit Rechnungszins ¢ verwendet, so ergibt sich entsprechend fiir die Berechnung

des Referenzdeckungskapitals die Forward Rate Zinsstrukturkurve

I+ AIF = (i,...,i,min{iyes, i}, ..., min{iyes, i}, i, ..., 1),

t—mal 15—mal

bzw. die Zinsdnderungssétze
A" =(0,...,0,min{i ep, i} —4,...,min{ies, i} —4,0,...,0).

Beispiel 5.9 (Zinszusatzreserve)

Betrachtet wird nun eine sofortbeginnende, lebenslange Rentenversicherung, die vor 20
Jahren mit konstantem Ho6chstrechnungszins ¢ = 0,0325 fiir eine x = 65-jahrige Frau
abgeschlossen wurde. Die Rente betrage R = 12.000 € jahrlich iiber die gesamte Laufzeit
von n = w — x = 56 Jahren. Das kalkulierte Deckungskapital o0V, als erwarteter Barwert
der Zahlungsreihe 9L = 0,... ,O,tit,tiHl, .. ,tf/n) mit tij geméaB (5.12) fir j > ¢ und

mo = 196.152,05€, fiir j =0, R, firj=0,1,...,n—1,
T = und L; =

0, firj=1,...,n 0, fiirj =n,

betragt
20Vy = aBW (5oL, I, Q) = 87.405,31 €.

Wird nun anstelle der flachen Zinsstrukturkurve I = (4,4,...,1) € R} mit i = 0,0325,

die (technische) Referenz-Zinsstrukturkurve

20-[ :(7’7"'717/LTef7Z7“ef)'"aZTEfalu"'vl)ER
——

20-mal 15—mal

mit i,.r = 0,0254 verwendet, so ergeben sich die Zinsdnderungssétze

oo lF — I = ATF = (0,...,0,iref — iyiref — iy ipes —1i,0,...,0)
N——
20-mal
=(0,...,0,-0,0071,...,—0,0071,0,...,0).

Fir das Referenz-Deckungskapital erhdlt man die Approximationen

20V (1) ~90.233,42€,  bzw. 9V (1) ~ 90.321,93€.

Fiir das Versicherungsunternehmen besteht in diesem Fall ein approximierter Nachre-
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servierungsbedarf in Hohe der Zinszusatzreserve von
ZZRE = 5oVP(IT) — 90V, = 2.828,11 €,
bzw.
ZZRS) = 90VE(IF) — 50V, = 2.916,62 €.
Der Wert der Zinszusatzreserve liegt fiir dieses Beispiel bei
ZZRay = 20V (IF) — 99V = 2.919,06 €.

Der Betrag, der aufgrund der zu hoch kalkulierten Zinsséatze fiir diesen Vertrag nachre-
serviert werden muss, wird durch die Approximation mittels der Forward Rate Duration

bzw. der Forward Rate Konvexitét somit (leicht) unterschétzt. <

5.3. Biometrisches Anderungsrisiko

Neben den finanzmathematischen Parametern werden bei der Kalkulation von Lebensver-
sicherungen auch biometrische Daten berticksichtigt. Wie bereits beschrieben, wird in der
praktischen Lebensversicherungsmathematik fiir die Sterbe- und Uberlebenswahrschein-
lichkeiten ein deterministisches Modell verwendet. Die Werte dieser Groflien gehen aus
statistischen Schitzungen hervor, die geméafl des Vorsichtsprinzips mit ausreichenden Si-
cherheitszuschligen modifiziert werden [Ort16].

Auch die Werte fiir die angenommenen Sterbewahrscheinlichkeiten @, verdndern sich
im Laufe der Zeit. Insbesondere fiir Vertrage mit langen Laufzeiten ist es nicht moglich al-
le GroBlen zum Zeitpunkt der Kalkulation vorherzubestimmen. Demographischer Wandel,
Epidemien oder Pandemien (z.B. COVID-19-Pandemie), Naturkatastrophen, Klimawan-
del, Kriege, Migration usw. sind nur einige beispielhafte Faktoren, die relevante Daten,
wie bspw. Todesfallzahlen, beeinflussen und standigen Verédnderungen unterziehen [Hull4;
Kah18; Ort16]. Im Allgemeinen verstirken - umgekehrt - medizinischer Fortschritt, neue
Behandlungsmethoden, Aufklarung und steigendes Gesundheitsbewusstsein den Trend zu
Sterblichkeitsverbesserungen, der insbesondere die Lebenserwartung von Neugeborenen,
sowie die Restlebenszeit bei élteren Menschen positiv beeinflusst [Hull4; Ort16].

Es ist also davon auszugehen, dass die tatséchlichen Sterbewahrscheinlichkeiten nicht
mit den bei der Erstkalkulation angenommenen Daten iibereinstimmen [Lee56]. Versiche-
rungsunternehmen miissen daher immer wieder die urspriinglichen Rechnungsgrundlagen
iiberpriifen und die zu verwendenden Sterbetafeln anpassen.

Sich dndernde Sterbewahrscheinlichkeiten beeinflussen die Berechnung der erwarteten
Leistungen und Riickstellungen. Erhoht sich die Lebenserwartung der versicherten Per-

sonen, d.h. die Sterbewahrscheinlichkeiten sinken, muss fiir Rentenversicherungen mehr
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Kapital bereitgestellt werden, da fiir einen ldngeren Zeitraum Rentenleistungen erwar-
tet werden konnen. Dadurch, dass die Rente (statistisch gesehen) langer gezahlt werden
muss, liegen aus Sicht des Versicherungsunternehmens ,héhere Ausgaben® vor. Gleich-
zeitig werden wahrend der Rentenbezugszeit typischerweise keine Betragszahlungen, d.h.
keine ,Einnahmen“ erwartet, sodass die Profitabilitdt von Rentenversicherungen negativ
beeinflusst wird [Hull4].

Fiir Todesfallversicherungen wird hingegen der Leistungszeitpunkt aufgeschoben bzw.
weniger wahrscheinlich. Wird die Leistung erst spéter oder sogar gar nicht fillig, kon-
nen lber einen ldngeren Zeitraum Einnahmen durch Beitrage oder Zinsertrige generiert
werden und die Profitabilitdt wird entsprechend positiv beeinflusst [Hull4].

Steigen im umgekehrten Fall die Sterbewahrscheinlichkeiten, muss fiir Todesfallleistun-
gen mehr Kapital reserviert werden, da die Leistungen erwartungsgeméafl eher gezahlt
werden miissen bzw. wahrscheinlicher werden. Die Profitabilitdt von Rentenversicherungen
steigt hingegen, da Rentenzahlungen (statistisch gesehen) nicht so lange gezahlt werden
miissen, wie kalkuliert wurde [Hull4].

Das Risiko, dass durch die Abweichung AQ), von den urspriinglich verwendeten Sterbe-
wahrscheinlichkeiten @, entsteht, ist also gegensatzlich fiir Versicherungen mit Todesfall-

leistungen im Vergleich zu Versicherungen mit Erlebensfallleistungen.

Unterscheiden sich die tatsichlichen Sterbewahrscheinlichkeiten von den bei der Kal-
kulation angenommenen, hat dies daher zwangslaufig Auswirkungen auf die Beurteilung
zukiinftiger Verpflichtungen. Versicherungsunternehmen sind in diesem Fall gezwungen zu-
kiinftige Leistungsversprechen zu iiberpriifen und neu zu bewerten. Das betrifft vor allem
auch die Hohe des Deckungskapitals. Werden bei der Erstkalkulation die Sterbewahr-
scheinlichkeiten zu vorsichtig gewihlt, entstehen versicherungstechnische Uberschiisse, da
mehr Geld als notwendig fiir zukiinftige Leistungen reserviert wurde. Diese Uberschiis-
se miissen im Rahmen der Uberschussrechnung den Versicherungsnehmer gutgeschrieben
werden [Ort16; Kah18]. Auf der anderen Seite, wenn also die Rechnungsgrundlagen nicht
vorsichtig genug gewéhlt wurden, kann es notwendig werden, zuséatzliche Riickstellungen zu
bilden, d.h. eine Nachreservierung durchzufithren (vgl. Beispiel 5.9), um alle zukiinftigen
Leistungen abzudecken [Ort16].

Solche Auswirkungen, die sich aus Anderungen der biometrischen Daten ergeben, werden
hier als biometrisches Anderungsrisiko definiert [Bec+16; Kah18; Wagl7].

Definition 5.10 (Biometrisches Anderungsrisiko)
Das biometrische Anderungsrisiko (oder auch kurz biometrisches Risiko) liegt in der fi-
nanziellen Unsicherheit, die sich aus Anderungen der biometrischen Daten ergibt.

Das barwertige biometrische Risiko versteht man als das Risiko, welches sich aus den
Auswirkungen einer Anderung in den biometrischen Daten auf den erwarteten Barwert

einer Zahlungsreihe ergibt.
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Durch die Konkretisierung des biometrischen Risikos auf die Auswirkungen auf den
Barwert einer Zahlungsreihe, 1asst sich direkt ein Maf fiir das biometrische Risiko angeben.

Dazu sei die hier beschriebene Anderung der biometrischen Daten fiir eine Sterbetafel
durch eine (nicht-parallele) additive Anderung gegeben. Die zugrundeliegende Sterbetafel
Q. andere sich zu Q; + AQ,, mit

AQZ‘ = (AQxa Aq$+17 cey ACIx-i—n—l) .

Damit ldsst sich das (barwertige) biometrische Anderungsrisiko durch die
Anderung AaBW (Q,) des erwarteten Barwerts aufgrund einer Anderung der Sterbetafel

quantifizieren. Es ist
AaBW (Qy) := aBW(Z,1", Qs + AQ.) — aBW(Z, 1", Q).

Ebenso kann die sogenannte Sterblichkeitssensitivitit als relatives Maf fiir das biome-
trische Anderungsrisiko verwendet werden. Die Sterblichkeitssensitivitit ist definiert als
relative Anderung des erwarteten Barwerts aBW (Z, I”', Q) einer Zahlungsreihe aufgrund

einer Anderung AQ, der Sterbetafel @, d.h.

AaBW(Qz) _ aBW(Z,I",Qu + AQy) — aBW(Z, 1", Qx)

aBW(Z,IF,Qy) aBW(Z,IF,Qy)

In der Literatur wird héufig zwischen dem Langlebigkeitsrisiko und dem Sterblichkeits-
risiko unterschieden [Hull4; Kah18; Wagl7; Eur09]. Das Langlebigkeitsrisiko beschreibt
dabei das Risiko resultierend aus einer Erhohung der Lebenserwartung, wahrend der Be-
griff des Sterblichkeitsrisikos den Fall beschreibt, dass Menschen kiirzer leben als erwartet
[Hul14; Eur09]. Der in Definition 5.10 festgelegte Begriff des biometrischen Risikos schliefit
beide Fille ein.

Unter dem Begriff des biometrischen Risikos sind neben den Auswirkungen durch Ande-
rungen in der Sterbetafel auch die Auswirkungen durch Anderungen weiterer biometrischer
Daten zu verstehen (vgl. S. 81). Wird anstelle der Ausscheideursache ,,Tod* bspw. auch die
Ausscheideursache ,Invaliditit“ zugrunde gelegt, so ist auch das Risiko aus Anderungen
in einer Invalidentafel inbegriffen.

Das folgende Beispiel beschéftigt sich mit dem biometrischen Risiko fiir diverse Versi-

cherungsprodukte aus Sicht von Versicherungsunternehmen.

Beispiel 5.11
Aus Sicht von Versicherungsunternehmen liegt ein finanzielles Risiko darin, dass aufgrund
von Anderungen in den biometrischen Daten mehr (finanzielle) Leistungen erbracht wer-

den miissen, als bei der Erstkalkulation angenommen.
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o FErlebensfallversicherung

Bei der Erlebensfallversicherung wird die vereinbarte Versicherungssumme am Ende
des Vertrags (Zeitpunkt n) ausgezahlt, sofern die versicherte Person diesen Zeitpunkt
erlebt.

Das biometrische Risiko tritt hier dann auf, wenn sich die Sterbewahrscheinlichkeiten

der versicherten Person verringern.

Todesfallversicherung

Bei einer Todesfallversicherung ist die vereinbarte Versicherungssumme zum Zeit-
punkt t+1 fallig, falls die versicherte Person innerhalb der t+1-ten Periode gestorben
ist.

Steigen die Sterbewahrscheinlichkeiten der versicherten Person, so entsteht bei dieser

Versicherung ein biometrisches Risiko durch die hohere Eintrittswahrscheinlichkeit
des Todesfalls.

Leibrentenversicherung
Die Leistungen einer Leibrentenversicherung bestehen aus mehreren wiederkehren-
den Zahlungen, die davon abhéngig sind, ob die versicherte Person die vorab festge-

legten Zeitpunkte erlebt.

Da die Leibrentenversicherung aus mehreren Erlebensfallleistungen bestehen, tritt
das biometrische Risiko hier auch dann auf, wenn die Sterbewahrscheinlichkeiten

geringer ausfallen, als bei der Erstkalkulation angenommen.

Leibrentenversicherung mit Hinterbliebenenversorqung (Hinterbliebenenversicherung)
Zusétzlich zu den Erlebensfallleistungen einer Leibrentenversicherung wird bei der
Hinterbliebenenversicherung auch der Todesfall der versicherten Person abgesichert.
Stirbt die versicherte Person wahrend der (¢ 4 1)-ten Periode, so erhilt eine zweite
Person ab dem Zeitpunkt t+1 zu jedem Zeitpunkt j > t+1 eine Erlebensfallleistung.
Fiir die Kalkulation dieser Versicherung ist also eine zweite Sterbetafel notwendig,

die die Sterbewahrscheinlichkeiten der zweiten Person enthalt.

Zusétzlich zu dem bereits erwidhnten Risiko geringerer Sterbewahrscheinlichkeiten
einer Leibrentenversicherung, treten hier zwei weitere Risiken auf. Zum einen ber-
gen auch steigende Sterbewahrscheinlichkeiten (der versicherten Person) ein Risiko,
da hierdurch der Leistungsfall der Hinterbliebenenversorgung wahrscheinlicher wird.
Die Leistungen dieser Hinterbliebenenversorgung sind von den Sterbewahrschein-
lichkeiten der zweiten Person abhéngig, die die Zahlungen empfiangt. Daher entsteht

auch hier ein Risiko durch sinkende Sterbewahrscheinlichkeiten (der zweiten Person).

Leibrentenversicherung mit Berufsunfihigkeitsabsicherung

Die versicherte Person erhélt die vereinbarten Leibrentenzahlungen solange sie die
Zahlungszeitpunkte erlebt und gleichzeitig nicht berufsunfihig, d.h. invalide gewor-
den ist. Im Falle des Eintritts der Invaliditat innerhalb der (t+1)-ten Periode, wird zu
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jedem Zeitpunkt j > ¢t + 1 die vereinbarte Berufsunfédhigkeitsrente geleistet, solange

die versicherte Person als Invalider tiberlebt.

Hier werden die Ausscheideursachen ,, Tod“ und ,Invaliditdt“ unterschieden. Auch
hier ist zundchst das biometrische Risiko aufgrund sinkender Sterbewahrscheinlich-
keiten relevant. Zusétzlich entsteht ein Risiko, falls durch hoéhere Invalidisierungs-
wahrscheinlichkeiten eine hohere Eintrittswahrscheinlichkeit des Falls der Berufsun-

fahigkeit vorliegt, als bei der Erstkalkulation angenommen wurde. <&

5.3.1. Arten von Sterblichkeitsanderungen

Bei der Pramien- bzw. Leistungskalkulation von Lebensversicherungsvertrigen werden die
Rechnungsgrundlagen geméfl des Vorsichtsprinzips gewahlt. Dabei wird in der Praxis oft
nur nach den Risikomerkmalen Alter und Geschlecht unterschieden. Das versicherte Risi-
ko ist in der Realitét allerdings von vielen weiteren Einflussfaktoren abhéngig, wie bspw.
Rauchverhalten, Vorerkrankungen, dem Gesundheitszustand bei Vertragsabschluss, Ge-
wicht, ausgeiibten Sportarten oder dem ausgewéhlten Beruf. So existieren beispielsweise
auch Sterbetafeln, die nach ,Rauchern“ (DAV2008T R) und ,Nichtrauchern“ (DAV2008T
NR) differenzieren [DAV09b]. Aulerdem werden bei Todesfallversicherungen Gesundheits-
priifungen gefordert, die die Erkennung und Quantifizierung erhéhter Risiken erméglichen
sollen. Fine systematische Berticksichtigung sdmtlicher Einflussfaktoren findet bei der Erst-
kalkulation aber dennoch nicht statt, da hdufig nicht genug Daten vorliegen. Um dennoch
medizinisch erhohte Risiken einzubeziehen, werden in der Praxis oft einfache, einparamet-

rige Transformationen angenommen [MHO0S|.

Derartige Modifikationen kénnen als Beispiele fiir die verdnderten, ,realitdtsndheren
Sterbewahrscheinlichkeiten in konkreten praktischen Situationen aufgefasst werden, aus
denen das biometrische Risiko resultiert. Sie konnen somit hier fiir die Sterbewahrschein-
lichkeiten der Sterbetafel @, + AQ, angenommen werden. Die gegeniiber der bei der Erst-
kalkulation verwendete Sterbetafel (), verdnderte, ,realitdtsnahere” Sterbewahrscheinlich-
keit fiir eine x + t-jahrige Person wird im Folgenden mit ¢, bezeichnet. Auch fiir die

Sterbewahrscheinlichkeiten ¢, soll 0 < g7, < 1firt=0,...,w — x gelten.

Fiir die Betrachtung von Sterblichkeitserhéhungen lassen sich im Wesentlichen die multi-
plikative und die additive Sterblichkeitserh6hung, sowie die Altersverschiebung auffithren.
Die multiplikative Sterblichkeitserhohung wird in der Praxis am héaufigsten angewendet
[Ort16]. Diese Transformation bietet sich fiir die Betrachtung altersunabhéngiger Krank-
heitsbilder an [MHO8]. Hier wird das Verhéltnis zwischen der verdnderten Sterblichkeiten

und der Normalsterblichkeit als konstant angenommen. Fiir einen zu schétzenden Faktor
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o > 0 ergibt sich die verdnderte Sterbewahrscheinlichkeit g, durch
q;+t:(1+a)~qm+t, o> 0.

Fiir die Messung des biometrischen Risikos und die damit betrachtete Anderung der
Sterbetafel @, zu Q. + AQ; kann Aq,4+, dann gewdhlt werden als

AQac+t =0 * Qg4t-

Bei einer additiven Sterblichkeitserhohung verdndert sich die Sterbewahrscheinlichkeit um
eine konstante Zahl 3 > 0. Die relative Anderung sinkt hierbei mit zunehmendem Alter
aufgrund der steigenden Sterbewahrscheinlichkeiten. Daher wird diese Form der Sterblich-
keitserhohung typischerweise bei der Beriicksichtigung von Krankheiten mit abnehmender

Gefihrlichkeit und nur fiir einen begrenzten Zeitraum verwendet [MHOS8].

Qort = Gyt + 6, B>0

Es ergeben sich konstante Anderungsgrofien Ag, ¢, mit

Aggpir = B.

Schliellich wird bei der ,,Methode der Alterserhohung® fiir die verdnderte Sterbewahr-
scheinlichkeit ¢j,; das Alter x + ¢ um eine natiirliche Zahl v € IN erhoht. Durch die
Betrachtung eines erhéhten Alters ist hier die Verdnderung der Sterbewahrscheinlichkeit

fiir dltere Personen ausgepragter als fiir jiingere [MHO08; Ort16]. Es ist

Qort = Qotitys 7V EN

In diesem Fall kénnen die Anderungsgréfien durch

AQx+t = Qet+t+y — G+t

gewéhlt werden.

In [MHO8] und [Ort16] werden ausschlieflich Erhthungen der Sterbewahrscheinlichkei-
ten betrachtet. Hier fithren die o, 5 > 0 und v € N zu positiven Sterblichkeitséinderungen
Agz+: > 0. Analog zu einer derartigen Erhéhung der Sterbewahrscheinlichkeiten, ist es
mit «, f < 0 bzw. v € Z ¢ aber auch moglich, durch die beschriebenen Transformationen
verringerte Sterbewahrscheinlichkeiten, d.h. ¢}, < ¢z4++ und damit Ag,4+ < 0, zu model-

lieren.

Um bei der Pramien- bzw. Leistungskalkulation von Erlebensfallversicherungen den
generell beobachtbaren Trend zu Sterblichkeitsverbesserungen zu beriicksichtigen, werden

zudem sogenannte Generationensterbetafeln verwendet. Die dort beinhalteten Sterbewahr-
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scheinlichkeiten beriicksichtigen zusatzlich das Geburtsjahr der versicherten Person, wo-
durch die verringerten Sterbewahrscheinlichkeiten fiir Personen aus jiingeren Generationen
abgebildet werden koénnen.

Die Sterbewahrscheinlichkeit eines x + ¢-Jahrigen mit Geburtsjahr 7 werde mit qu;)t
bezeichnet. Diese Groflen werden typischerweise modelliert als

Upyt = Q:(Qt = qiﬁfz -exp(F(x) . (7‘0 —(r+x+ t)))

Hierbei wird mit 7y ein ,,Basisjahr“, sowie mit F'(x) eine altersabhéingige Trendfunktion
verwendet [DAVO05].

Auch diese Transformation dient als Beispiel, um im Rahmen einer Nachkalkulation
realistischere Wahrscheinlichkeiten ¢, ;, zu erhalten. Die Anderungsgrofie Aq,; kann dann
durch die Differenz der verdnderten Sterblichkeiten ¢;,, zu den gegeben Sterblichkeiten

Qz++ ausgedriickt werden:

Aggit = Q;th — qz+t-

Beispiel 5.12

Im Jahr 2005 wurde von der DAV die Sterbetafel DAV2004R fiir Rentenversicherungen ver-
offentlicht, die die bis dahin verwendete Sterbetafel DAV1994R abloste [DAV05]. Beobach-
tungen und Erkenntnisse aus Versichertenbestédnden, sowie aktuelle Sterblichkeitstrends
gaben den Anlass zur Festlegung einer neuen Sterbetafel, da insbesondere Sterblichkeits-
verbesserungen festgestellt werden konnten [DAV05]. Ebenso verhielt es sich mit der Tafel
DAV1994T fiir Todesfallversicherungen, die im Jahr 2008 durch die Tafel DAV2008T er-
setzt wurde [DAV09a].

Der Vergleich dieser Tafeln liefert ein Beispiel fiir die Anderung von Sterbewahrschein-
lichkeiten. Die Werte der beiden Sterbetafeln fiir Todesfallversicherungen, DAV1994T und
DAV2008T, sind fiir die Jahre 40 bis 80 in Abbildung 5.1 dargestellt?. Die schwarzen Kur-
ven zeigen die Sterbewahrscheinlichkeiten g, fiir Ménner, die griilnen Kurven die Werte ¢,
fiir Frauen. Durch die gestrichelten Linien sind die niedrigeren Sterbewahrscheinlichkeiten
in der neueren Tafel erkennbar.

<&

Zur Quantifizierung des Sterblichkeits- bzw. Langlebigkeitsrisikos nutzen einige Auto-
ren Ahnlichkeiten zur Modellierung von Zinsstrukturkurvenverldufen aus (s. z.B. [Bif05;
CBDO06; Dah04; MP01]). Insbesondere werden dabei die Beobachtungen genutzt, dass so-
wohl Zinssédtze als auch Sterbewahrscheinlichkeiten ,als positive Prozesse modelliert wer-

den konnen, Laufzeitstruktur haben und grundsétzlich stochastischer Natur sind*“ [CBDO06].

4Die Werte der Sterbetafeln sind in Tabelle A.5, Anhang A.2 zu finden.
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Altersjahre x, y

Abbildung 5.1.: Vergleich der Sterbetafeln DAV1994T und DAV2008T [Loe94; DAV09a].

Aufgrund dieser Ahnlichkeiten werden stochastische Prozesse fiir die Prognose zukiinfti-
ger Sterbewahrscheinlichkeiten und die Modellierung des Sterblichkeitsrisikos verwendet,
die auf Arbeiten zur Modellierung positiver Zinssétze basieren (siehe z.B. auch [Bau+08;
CBDO06; LRV12; Sch06]).

Diese Beobachtungen zwischen Zinssitzen und Sterbewahrscheinlichkeiten sind fiir das
praktische Risikomanagement allerdings nicht niitzlich. So werden in der Lebensversi-
cherungsmathematik diskrete Modelle verwendet. Vor allem bei der Kalkulation von Le-
bensversicherungen werden die Eintrittswahrscheinlichkeiten der ungewissen Beitrags- und
Leistungszahlungen durch die diskreten Sterbewahrscheinlichkeiten berechnet und sind da-
her nicht stochastischer Natur [Kah18; LRV12; Ort16]. Auch sind Zinssétze nicht dauerhaft
positiv. Ebenso wird sich im folgenden Abschnitt zeigen, dass Sterbewahrscheinlichkeiten
sogar als negative Zinssatze interpretiert werden kénnen und es somit nicht sinnvoll ist,
beide Groflen durch positive Prozesse darzustellen.

Die Anwendung stochastischer Methoden l&sst sich daher nicht mit den Kalkulationsme-
thoden der Lebensversicherungsmathematik vereinen. Die Modellierung zukiinftiger Ster-
bewahrscheinlichkeiten mittels stochastischer Prozesse ist fir die Praxis somit nicht ge-
eignet. In der Praxis haben sich bereits Durationsmafle zur Quantifizierung des Zinséande-
rungsrisikos aufgrund der Moglichkeit der einfachen und schnellen Berechnung, sowie der
leichten Interpretierbarkeit durchgesetzt [Bie02; Ort17; SLKO08; Tra07; TS11]. Mit dem
Ziel, ebenso einfache und leicht interpretierbare Instrumente fiir die Quantifizierung des
biometrischen Anderungsrisikos zu erhalten, ist es sinnvoll das Durationskonzept aus der
Finanzmathematik fiir die Versicherungsmathematik zu iibertragen. Ein solches Durati-
onskonzept ist, im Gegensatz zur Anwendung stochastischer Prozesse, auch fiir Risikoana-

lysen in der Praxis geeignet.

Um hier Methoden aus der Finanzmathematik auf die Versicherungsmathematik zu
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iibertragen, ist eine Modellierung der Sterbewahrscheinlichkeiten mittels stochastischer
Methoden allerdings auch nicht notwendig. Im folgenden Abschnitt wird eine Analogie
zwischen Zinssitzen und Sterbewahrscheinlichkeit vorgestellt, die sich durch eine sehr ein-
fache und verstindliche Struktur auszeichnet. Diese Ahnlichkeit erlaubt es direkt und
nachvollziehbar das Durationskonzept auf die Anwendung biometrischer Daten zu iiber-
tragen und ermoglicht damit die Quantifizierung des biometrischen Risikos mit in der Pra-
xis anwendbaren Instrumenten. Da die Anforderungen von Solvency II eine angemessene
Beriicksichtigung biometrischer Risiken verlangen, ist die Bestimmung des biometrischen
Risikos mit diesen einfach zu handhabenden Instrumenten besonders bedeutsam fiir das

praktische Risikomanagement.

5.3.2. Sterblichkeit als ,negativer Zins"

Aus (5.1) ist bekannt, wie sich die Sterbewahrscheinlichkeiten ¢, iiber die Anzahl der
Lebenden ¢, berechnen lassen. Es ist
em - gax .
qxziﬂ, firz=0,...,w. (5.1)
ly
Hieraus lasst sich auch der Abbau des Kollektivs der Lebenden mittels der Sterblichkeiten

q: beschreiben:
Em—i—l = g:c . (1 — q:v>

Fir die zugehorige Folge ({g, {1, ..., 4y) der Anzahl ¢, der lebenden Personen des Alters
x lasst sich wegen g, > 0 erkennen, dass es sich um eine monoton fallende Folge handelt.
Die Werte fir die Anzahl der Lebenden ¢, geméafl der Sterbefafel ADSt2014/16 [Stal8]
sind in Abbildung 5.2 dargestellt®.

Weiterhin ist der Verlauf der einjédhrigen Sterbewahrscheinlichkeiten der allgemeinen
Sterbetafel des statistischen Bundesamtes im Beobachtungszeitraum 2014 bis 2016 (ADSt
2014/16) in Abbildung 5.3 fir die Altersjahre z = 1,...,40 dargestellt [Stal§].

Am Verlauf der einjdhrigen Sterbewahrscheinlichkeiten (), erkennt man hier, dass diese
Wahrscheinlichkeiten zufélligen Schwankungen unterliegen und mit dem Alter x variieren.
So weist der Polygonzug der Werte der Sterbewahrscheinlichkeiten fir aufeinander folgende
Lebensalter im Allgemeinen sowohl Anstiege als auch Abstiege sowie sprunghafte Verén-
derungen auf [Ort16]. Beispielsweise ist die Sterbewahrscheinlichkeit fiir Sduglinge (z < 1)
relativ hoch im Vergleich zu den niedrigen Wahrscheinlichkeiten fiir Kinder (2 < z < 14).

Fir 15 < a2 < 20 ldsst sich weiterhin ein starker Anstieg der Sterbewahrscheinlichkeiten

®Die Werte der Sterbetafel ADSt2014/16 fiir die Sterbewahrscheinlichkeiten g, fiir Ménner und g, fiir
Frauen, sowie die Anzahlen lebender Ménner ¢, und lebender Frauen ¢, sind in Tabelle A.4, Anhang
A.2.1 aufgefiihrt.



108 Kapitel 5. Durationsmafe fiir die Lebensversicherung
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Abbildung 5.2.: Anzahl lebender Personen eines Kollektivs im Zeitverlauf nach Mannern
und Frauen getrennt (entnommen aus [Stal§8]).
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Abbildung 5.3.: Auszug der Sterblichkeiten fiir Manner und Frauen anhand der Allgemei-
nen deutschen Sterbetafel des statistischen Bundesamtes ADSt 2014/16 (entnommen
aus [Stal8])

beobachten, der fiir 21 < x < 25 abflacht. Fiir z > 30 steigen die Sterbewahrscheinlichkei-

ten monoton an. Dieses Wachstum hélt auch fiur die Jahre x > 40 an.

Fiir ein festes Alter x ldsst sich die Sterbewahrscheinlichkeit g1+, t =0,...,w—x gemif

(5.1) in folgender Darstellung schreiben:

14 14
Qoit = 1— r+t+1 _ ( r+t+1 _ 1) )

gw—l—t gm—o—t

Es wird deutlich, dass die einjihrigen Sterbewahrscheinlichkeiten als negative Anderungs-

raten des Kollektivs der Lebenden aufgefasst werden kénnen. Diese Anderungsraten

(% — 1) sind, entsprechend des monoton fallenden Verlaufs der Folge ¢, fir x =
0,1,...,w, negativ fiur alle = + ¢.

Interpretiert man das Kollektiv als fiktives Kapital, so lassen sich diese jihrlichen Ande-
rungsraten ¢, als jihrliche negative ., Zinssiatze“ auffassen (vgl. dazu die Darstellung von

it in (2.4) in Abschnitt 2.1). Durch die jahrliche ,Verzinsung des Kapitals“ mit den nega-
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tiven Zinssatzen, wird der Abbau des Kapitals beschrieben, das zum Zeitpunkt ¢t = w + 1
den Wert 0 erreicht (,,Kapitalverzehr®).

Die Groéflen —g,4¢ konnen daher als Zinssétze interpretiert werden, fiir die
1< —qet <0 firt =0,...,w—2—1und —q, = —1 fir t = w — z gilt. Da es
sich hierbei um eine jahrliche, bzw. periodische Betrachtungsweise handelt, ldsst sich der
Zinssatz —qz1¢ als Forward Rate der Periode [t,t + 1] interpretieren.

Dementsprechend kann aus der Anzahl der Lebenden £, im Alter x mittels eines ,, Auf-
zinsungsvorgangs” iiber ¢ Perioden die Anzahl der Lebenden £, im Alter x+t beschrieben

werden:

boyt =Ly H 14 (—qats)- (5.15)

Der , Aufzinsungsfaktor® in (5.15) entspricht dabei gerade der t-jihrigen Uberlebens-
wahrscheinlichkeit ¢p, eines z-Jahrigen (vgl. (5.2)):

t—1
tPzx = H Pa+tj = H 1+ (—gztj—1)-
7=0
Versteht man also die Sterbewahrscheinlichkeiten —q, ¢ fiir ¢ = 0,...,n —1 als Forward
Rates, so ist durch —Q; = — (¢z, @u+1,- - -, u+n—1) €ine Zinsstrukturkurve definiert. Der

Bewertung der Zahlungsreihe Z mittels a BW (Z, I, Q,) liegt somit nicht mehr nur eine
Zinsstrukturkurve I zugrunde. Stattdessen wird die Zahlungsreihe mit einer weiteren,
d.h. mit zwei Zinsstrukturkurven I und —Q, bewertet.

Wihrend durch die Zinsstrukturkurve I ein Abzinsungsvorgang beschrieben wird,
dient die Zinsstrukturkurve —(@Q), einem Aufzinsungsvorgang. Damit besteht also der er-
wartete Barwert aBW (Z, IF', Q,) in (5.3) sowohl aus einem finanztechnischen Abzinsungs-
vorgang mittels der Zinssétze i;41, als auch aus einem , Aufzinsungsvorgang“ mittels der

biometrischen ,Forward Rates —g,y¢+“

Neben der gemeinsamen Interpretation, die Vektoren I und —@Q, als Zinsstrukturkur-
ven aufzufassen, lassen sich auch Unterschiede zwischen der Zinsstrukturkurve I und
der Sterbetafel @, festhalten. Fiir Zinsstrukturkurven kann es im Allgemeinen durchaus
sinnvoll, sowie praktisch relevant sein, flache Kurven zu betrachten, bspw. bei der Be-
wertung von festverzinslichen Wertpapieren. Als ,normale“ Zinsstrukturkurven werden
monoton steigende Kurven angesehen [Ort17]. Solche Annahmen sind fiir eine Sterbetafel
offensichtlich nicht geeignet. Wie bereits beschrieben, variieren Sterbewahrscheinlichkeiten
mit dem Alter z. Sie steigen fiir héhere Altersjahre, sind aber nicht monoton fiir jlingere
Altersjahre (siehe Abbildung 5.3).

Weiterhin sind fiir Zinssédtze ;411 sowohl positive als auch negative Werte realistisch,
wahrend fiir Sterbewahrscheinlichkeiten ¢,1; nur positive Werte in Frage kommen. Auch
ist die Annahme einer Parallelverschiebung fiir Sterbetafeln nicht geeignet, da in der Regel

Sterblichkeitsdnderungen verschiedene Altersgruppen unterschiedlich betreffen.
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Diese Unterschiede sind jedoch ausschliefflich inhaltlicher Natur und betreffen die Aus-
priagungen der Kurven, nicht aber die strukturellen Gemeinsamkeiten. Somit widerspre-

chen sie nicht der Interpretation von Sterbewahrscheinlichkeiten als negative Zinssétze.

Diesem strukturellen Zusammenhang zwischen Zinsstrukturkurven I*" und Sterbewahr-
scheinlichkeiten @, folgend, d.h. der Interpretation von —(@Q, als Zinsstrukturkurve, hat
eine Anderung AQ, der Sterbetafel Q, die gleiche Auswirkung auf den Barwert aBW (Q..),
wie eine Anderung ATF der Zinsstrukturkurve I auf den Barwert BWg(IF).

Fiir die Untersuchung der Auswirkungen solcher Anderungen in der Sterbetafel ist es da-
her strukturell sinnvoll, den Ansatz aus Kapitel 4 fiir die Betrachtung des Zinsdnderungsri-

siko mittels Durationsmaflen auf die Betrachtung des biometrischen Risikos zu iibertragen.

5.4. Biometrische Duration

Der strukturelle Zusammenhang zwischen Sterbewahrscheinlichkeiten und Zinssédtzen aus
Abschnitt 5.3.2 erlaubt es das Konzept der Forward Rate Duration zur Quantifizierung
des biometrischen Risikos zu adaptieren. In diesem Abschnitt soll nun ein Durationskon-
zept zur Quantifizierung des biometrischen Risikos, d.h. zur Bemessung der Anderung
des erwarteten Barwerts aufgrund einer Anderung der Sterbetafel hergeleitet werden. Die-
ses Konzept soll ebenso leicht interpretierbar und handhabbar sein, wie das Konzept der
Forward Rate Duration. Durch die Verwendung der gleichen diskreten Mathematik, die
auch bei der Produktkalkulation von Lebensversicherungen verwendet wird, kann so ein
Risikomaf§ definiert werden, das fiir praktische Risikoanalysen geeignet und unmittelbar

anwendbar ist.

Der erwartete Barwert aBW (Z, I, Q,) einer Zahlungsreihe Z = (Zy, Z1,...,Zy) ist
bei Bewertung mittels einer Forward Rate Zinsstrukturkurve I*" und einer Sterbetafel @,
gegeben durch (5.3), d.h.

aBW(Z,1",Qy) = jpo - Zj - v\
§=0

n j—1

=S OTLO = qusr) - 2 - 09,

j=0k=0

Notation 5.13

Der erwartete Barwert aBW (Z,IF,Q,) ist von den Inputgrofen Z, I und Q,, sowie
der Laufzeit n abhéngig. Im weiteren Verlauf der Arbeit wird fiir den erwarteten Barwert
die verkiirzte Notation aBW (Q,) verwendet, um die in diesem Abschnitt betrachtete

Untersuchung der risikobehafteten Sterbetafel (), zu verdeutlichen. Fiir die Untersuchung
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des daraus resultierenden biometrischen Risikos seien die Zahlungen Z;, sowie die Zinssatze
i der Zinsstrukturkurve I als fest angenommen.
Wird eine spezielle Zahlungsreihe betrachtet, so wird dies - wie bereits im bisherigen

Verlauf der Arbeit - durch explizite Angabe in der Notation deutlich gemacht.

Aufgrund der bereits beschriebenen strukturellen Interpretation der Sterbetafel als Zinss-
trukturkurve, ist es grundséatzlich naheliegend und sinnvoll das Konzept der Forward Rate
Duration fiir die Messung des biometrischen Risikos zu adaptieren und fiir Anderung in

der Sterbetafel anzuwenden.

In Analogie zur Macaulay-Duration wurde bereits in [Cou+4-07] zur Messung der Sterb-
lichkeitssensitivitdat die ¢-Duration, als ,Wertdnderung eines Portfolios aufgrund einer ein-
heitlichen, relativen Anderung der Sterblichkeitsraten® definiert [Cou+07; Cou09].

Hierbei soll zur Berechnung der g-Duration die Anderung des Werts aller Verbindlich-
keiten aufgrund einer Sterblichkeitsverbesserung von zunéachst 0,1% pro Jahr bestmoglich
abgeschiitzt werden [Cou09]. Diese Anderung wird dann ins Verhéltnis zu einer angenom-
menen, einheitlichen Anderung Ag, der Sterblichkeitsraten gesetzt.

Hierbei ist es allerdings oftmals schwierig den Gesamtwert der Verpflichtungen analy-
tisch zu bestimmen und damit die g-Duration zu berechnen [LH11; LL12]. Auch ist es durch
die Betrachtung des Gesamtwerts aller Verpflichtungen nicht mdéglich, die unterschiedli-
chen Auswirkungen der Sterblichkeitsénderungen differenziert zu erfassen. Sterblichkeits-
anderungen wirken sich unterschiedlich fiir jedes Alter und Geschlecht aus und sind oft
vom versicherten Risiko abhéngig [Wagl7; Hull4; Plall]. So ist es in der Praxis sinnvoll
fiir Versicherungen mit Todesfallleistungen und Versicherungen mit Erlebensfallleistungen
unterschiedliche Sterbewahrscheinlichkeiten zu verwenden und damit auch sinnvoll das
Anderungsrisiko getrennt voneinander zu betrachten [DAV05; Ort16; RB05]. Durch die
Betrachtung des Gesamtwerts aller Verpflichtungen, sowie der Annahme einer einheitli-
chen Anderung der Sterblichkeiten, ist eine differenzierte Betrachtung des biometrischen
Anderungsrisikos nicht méoglich.

Daher soll in dieser Arbeit die Betrachtung des biometrischen Anderungsrisikos ein-
zelner Zahlungsreihen verschiedener Versicherungsleistungen ermoglicht werden, um un-
terschiedliche Sterblichkeitsénderungen angemessen beriicksichtigen zu kénnen. Dazu wird
die Sterblichkeitssensitivitét, als relative Anderung des erwarteten Barwerts einzelner Zah-
lungsreihen aufgrund einer beliebigen Anderung der Sterbetafel bemessen (s. Abschnitt
5.3). Durch diese Herangehensweise soll ein Instrument entwickelt werden, das in der Pra-
xis der Lebensversicherungen unmittelbar anwendbar ist und mit dem das biometrische

Anderungsrisiko angemessen erfasst werden kann.

Es wird nun eine Anderung der gegebenen Sterbetafel 0, angenommen. Die Sterbetafel
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andere sich um AQ, = (Agz, AGut1,- -+, AGyin—1) ZU

Qm + AQJ: = (q:c + A%, qx+1 + AQx-l—ly vy fQr4n—1 + AQx—l—n—l) .

Um ein Ma8 fiir das biometrische Risiko zu definieren, wird der Ansatz der Forward Rate
Duration zur Bemessung des Zinsanderungsrisikos genutzt. Die Anderung des erwarteten

Barwerts
AaBW (Qy) == aBW(Qu + AQ,) — aBW (Qy)

aufgrund einer Verdnderung AQ, der Sterbetafel (), wird hier — analog zur Bemessung
des Zinsinderungsrisikos — als absolutes MaS8 fiir die Bemessung des biometrischen Ande-

rungsrisikos verwendet.

Wegen (5.3) ist der erwartete Barwert aBW (@) als Funktion aBW :]0,1["— R in den
Grofen qg, Qr41, - - - Qz+n—1 beliebig oft stetig differenzierbar. D.h. fiir j = 0,...,n—1 exis-

(aBW(Qx)), sowie

tieren insbesondere die partiellen Ableitungen erster Ordnung 3
qz+j
2

die partiellen Ableitungen zweiter Ordnung 888 (aBW(QQ) firk,1=0,...,n—1.
dz+kOdz+1

Es ist daher moglich Satz 4.2 (Satz von Taylor) auch auf die Barwertfunktion a BW (Q,+
AQ;) anzuwenden. Analog zu Abschnitt 4.2 erhdlt man aus (4.1):

aBW(Qz + AQ.) = aBW(Qyz) + daBW (Q,)
1! 92
o % (aBW(Q.))Age At + -+ R (5.16
2 k,lzo 0u4+10Gz+1 (a @ )) otk 2ot (5.16)

Fiir das Restglied R, der Taylorreihenentwicklung gilt fiir ein 6 €]0, 1] (vgl. [For16]):

1 9lMaBW (Q, + 0AQ,)

Ry, = Z aamaaz o
aj=m+1 @ 9l et atn—1

= o([AQz[™).

(AQ)"

Zunéchst sei in (5.16) m = 1 angenommen, sodass man die folgende Approximation fiir
aBW(Qy + AQ) erhélt:

aBW (Qz + AQ,) ~ aBW(Q,) + daBW(Q,). (5.17)

Die Anderung AaBW (Q,) des Barwerts, die sich durch eine Anderung der Sterbetafel
ergibt, kann dann durch die Verwendung des Differentials d aBW (Q,) mittels

AaBW(Qz) ~ daBW (Qy).

approximiert werden.
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Als relatives Maf fiir das biometrische Risiko wird die Sterblichkeitssensitivitat betrach-
tet, d.h. die relative Anderung des erwarteten Barwerts bei einer Anderung der Sterbe-

wahrscheinlichkeiten:

AaBW(Q.)  daBW(Q,)
aBW (Qz) - aBW(Q.)

Diese Approximation fiihrt zur Definition der biometrischen Duration aD(Q., AQ.):

Definition 5.14 (Biometrische Duration)

Es seien eine Zinsstrukturkurve I = (i1,12,...,1in), eine  Sterbe-
tafel Qg = (QeyQusty- -+ Quin_1) und  zugehdrige  Anderungsgréfen
AQr = (Aqy, AQuyi, .-y AQyin—1) mit © + n < w gegeben. Fiir eine Zahlungsrei-
he Z = (Zy,Z1,...,2Zy) ist die biometrische Duration der Zahlungsreihe Z definiert
durch:

aD(Qz, AQg) == Cm[_/@ -daBW(Qx)
1 1 9aBW(Q,)
_ . A .
aBW(Qm) k=0 01k et

Analog zu Notation 5.13 wird in der Bezeichnung aD(Q., AQ,) auf die Nennung der Zah-
lungsreihe Z und der Zinsstrukturkurve I verzichtet. Wird eine spezielle Zahlungsreihe

betrachtet, wird dies durch die Bezeichnung deutlich gemacht.

Fiir die relative Anderung des erwarteten Barwerts aufgrund einer Anderung AQ, des

erwarteten Barwerts gilt mit Definition 5.14:

AaBW(Q,)

Die biometrische Duration aD(Q., AQ,) kann somit unmittelbar als Sterblichkeitssen-
sitivitdt interpretiert werden. Andert sich die Sterbetafel um AQ,, so dndert sich der
erwartete Barwert aBW (Q,) um den Wert der biometrischen Duration —aD(Q., AQ.).

Fiir das in Definition 5.14 verwendete totale Differential daBW (Q,) konnen die be-
notigten partiellen Ableitungen explizit berechnet werden, was zu folgender Darstellung
fiihrt.
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Satz 5.15 (Biometrische Duration)
Es seien die Anderungsgréfien AQ, = (Aqe, Agust, - - ., Agein_1) der Sterbetafel Q. ge-
geben. Fur die Zahlungsreihe Z = (Zy, ..., Z,) eines Versicherungsvertrags der Laufzeit

n, der fiir eine z-jahrige Person abgeschlossen wird, gilt:

j_]- 1

S S < STt .
D(Qm;AQm)—aBW(Qz) jz::l]pz Zj -l ,§1+(—qz+k) Aguir | . (5.18)

Beweis Es gilt:

B .
8Qx+k (jpa:) anJrk g] 1 - qgc-i-l

7j—1
— I (Q—=gqpy), fir0<k<j
= 1=0, Ik
0, firj<k<n-1
_ _(1_Qx+k)_1 " jPz, fir0<k<j
0, fir j <k<n-—1.

Fiir das totale Differential d aBW (Q;) gilt damit:

daBW(Q,) = Z 8 (aBW(Q2)Au+k)
qz+k
0 )
= Do+ Zj v | Agpik
n—1 n
0
— ()
= ZZ Pz ) etk Zj v
n 7—1
-1 ()
=> 1> 1_7Aqm+k < ipe - Zj oY), (5.19)
j:1 k=0 qu-‘rk
Mit (5.19) folgt die Darstellung der biometrischen Duration aD(Qg, AQy). O

Liegt als Zahlungsreihe Z speziell die Zahlungsreihe L = (Lo, L1,..., L,) der Versiche-
rungsleistungen vor, so muss berticksichtigt werden, dass die einzelnen Zahlungen L; auch

von ¢4+ abhéngig sind (s. (5.4)):
Ly = L,(j()) + Quit L,(gl) “UVpg1-

Fiir eine Darstellung der biometrischen Duration der Zahlungsreihe der Versicherungsleis-

tungen fiir die praktische Verwendbarkeit, lasst sich das folgende Resultat zeigen.
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Satz 5.16 (Biometrische Duration fiir Versicherungsleistungen)
Es seien die Anderungsgrofen AQ, = (Aqe, Agei1, - -, Aqein_1) der Sterbetafel Q. ge-
geben. Fiir den Leistungsvektor L eines Versicherungsvertrags der Laufzeit n, der fiir eine

z-jahrige Person abgeschlossen wird, gilt:

1 n 71 ~ '
aD(L, Qz, AQ:) = aBW(L.00) (Jz::l (kz:%(l ~ Qo+k) 1AQx+k) - jPe - Lj - v
(5.20)

- Zj—lpw : L§1_)1 o). AQz+j—1) .
j=1

Beweis Es sei I//(\l) = (qx . Lgl) “ V1, Q1 Lgl) “V2y ey Qo Lg) . vn+1) die Zahlungsrei-

he der erwarteten Todesfallleistungen. Analog zur Forward Rate Duration Dp(Z, I, ATT)
gilt mit (s. (5.10)):

-1

CLD(L, Qx» AQx) = m : daBW(L, Qx)
__ -1 ) -
= EWLgy (1B, Q)+ daBW(LD, Q)
-1  9aBW (L), Q)
I S Aq,
aBW(L, Q) (;0 Itk otk

1 g

L 9aBW (LD, Q)

+ Ag, .
kz:;) 8Qm+k Garth

(0)

Die Darstellung fiir den ersten Summanden ist bereits durch (5.18) fir Z; = L;,

j=0,1,...,n — 1 bekannt.

Mit
9 _(1 - qgc+k)_1 * Pz Qx+j, fir k < J
m (jpz : Qx+j) =9 Pz flir k=7
0, fir k > 7,

e~

fir k=0,1,...,n—1und j = 1,...,n—1 erhilt man fiir das Differential d a BW (L(}), Q):

—

~1
— n B LM -
daBW (LD, Q,) = 3 2 Vg( Qa) pg
n—1 8 n 1) (41)
= D Qe L Ut Agy
= 0tk ]Z%Jp R it

n n—1 a |
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n j—1
a .
B2 Oy (jpfc ' qx""j)Aqgc—i-k : L§.1> RCESY:
j:l k=0 T
5 i 1) . (G+1)
Pz Qutj - INCES!
+ P a%m—j (Jpac q$+j>Aqx+‘7 Lj e
n j—1
-1 1 |
B> 1o Aotk | P Gatj L§. ) . G+
~ (5.21)
+ 30 pe - L 00t L Ag,y
j=0

Mit (5.18) und (5.21) folgt die Darstellung fiir aD(L, Q, AQz) aus Definition (5.14).0

Der Fehler Ry, der durch die Approximation in (5.17) entsteht, l4sst sich analog zu (4.8)
angeben. Fiur ein 6 €]0, 1] gilt (vgl. [Forl6]):

1 1 92aBW(Qqy + 0AQ,)

372

= o( AQx?).

Ry

AQJ:+I<:AQ:E+]'

Mit m = 2 erhélt man aus (5.16) die Darstellung fiir AaBW (Q5) = aBW (Qz +AQy) —
aBW (Q,):
1 &= 0

AaBW(Q,) = daBW (Qa) + 5 Y

2 ke l=0 8qx+k8qx+l< (Q )) Gtk NGzl )

Der Approximationsfehler Ry ldsst sich hier, wie in (4.12), fur ein 6 €]0, 1] beschreiben
durch:

191aBW(Q, + 0AQ,)
Ry = ~ a « a A z “
’ }::3 6 5qx16qxil cee qwinfl ( Q )

= o(AQ. ).

Am Vergleich der Approximationsfehler R; und Rs erkennt man, dass fiir ||[AQ.|| < 1
durch die Hinzunahme der quadratischen Terme die Approximation von aBW (Q, + AQ.)
und damit die Approximation von AaBW(Q,) verbessert werden kann. Dabei stellt
|AQ.|| < 1 ein praktisches Kriterium dar, um zu {iberpriifen, ob fiir die gegebenen An-
derungen AQ, durch die Verwendung der Konvexitit eine Verbesserung erzielt werden

kann.
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Die resultierenden Approximationen

1 92
AaBW(Qy) ~ daBW(Qz) + = Y ————(aBW(Q4) ) AgesrAa
Q) @)+5 3% e 9a s (@BW(Q2)) Ao
bzw.
AaBW(Q,) _daBW(Q,) | 1 1 s 92

WBW(Q,) ~ aBW(Q,) 2'aBW(Qx)g_:oaqx+kaqx+z (aBW (Q2)) A1

konnen als Maf3 fiir das biometrische Risiko verwendet werden.
Analog zur Forward Rate Konvexitiit Cp(I¥, AI) aus Abschnitt 4.2 (Definition 4.6),

ergibt sich aus den partiellen Ableitungen zweiter Ordnung die Definition der biometri-
schen Konvexitit aC(Qz, AQy).

Definition 5.17 (Biometrische Konvexitat)
Es seien eine Sterbetafel Q, = (q¢u, @ut1, - -, Grin—1) und zugehorige Anderungsgréfien
AQr = (Aqy, Aquit, - -y AQyin—1) mit £ +n < w, sowie eine Forward Rate Zinsstruk-
turkurve I = (iy,4s,...,i,) gegeben. Fiir eine Zahlungsreihe Z = (Zy, Z1, ..., Zy) ist
die biometrische Konvexitdt definiert durch:

1 n—1 82

°CQer2Q0) = B 2, Bt (aBW Q) Adur kAo

Der erwartete Barwert nach Anderung der Sterbetafel lisst sich dann darstellen durch:

aBW(Q. + AQ,) ~ aBW(Q,) + daBW(Q.)

+ (aBW(Qx)) Ay 4k AGati

1

~ aBW(Q) ~ aBW(Qx) - aD(Qe, AQs) + 5 - aBW(Qu) - aC(Qr, AQy)

~ aBW(Qy) - (1 — aD(Qy, AQ) + %  aC(Qs, AQz)) (5.22)

Fir die Sterblichkeitssensitivitiat erhédlt man:

AaBW (Qz)

1
W(Qa:) ~ —aD(Qz AQy) + 3 aC(Qz, AQy).

Fiir konkrete Berechnungen ldsst sich fir die Zahlungsreihe Z = (Zy, Z1, ..., Z,) eine

explizite Darstellung der biometrischen Konvexitéit angeben.
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Satz 5.18 (Biometrische Konvexitat)
Es seien die Anderungsgréfien AQ, = (Aqe, Agust, - - ., Agein_1) der Sterbetafel Q. ge-
geben. Fur die Zahlungsreihe Z = (Zy, ..., Z,) eines Versicherungsvertrags der Laufzeit

n, der fiir eine z-jahrige Person abgeschlossen wird, gilt:

Agr k- Agyti-
1_Qx+ ’ l;ﬂl—qﬁ ¢
(5.23)

1 n
C(Qz, AQz) = W';ﬂ?x-% e Z

Beweis Wieder werden zunéchst die partiellen Ableitungen zweiter Ordnung
82
8q1+k8(JI+l
lung fiir die biometrische Konvexitat zu erhalten.

(ﬂ)x), fir k,] = 0,...,n—1 und j = 1,...,n betrachtet, um eine Darstel-

Fir 0 <k < j <ngilt:
> ] =
s (ipe) = 50— | - 1= o) | =0
ek (J ) Gz v ngl;gk( +)

und fir k > j folgt ebenso:

62
Py iPe) =0

Da der Barwert a BW (();) als Funktion in den Sterbewahrscheinlichkeiten zweimal stetig
. . . . 52 _ 92 . _ .

differenzierbar ist, gilt m(ﬂ%) = m(ﬂ%), fir k,l=0,...,n—1mit k <.
Fiir diese Ableitungen folgt mit k& < [ < j:

92 52 Jj—1
S a5 \jPzx) — 53— %57 1—qutr
a(h—i—kaqg:-i-l (]p ) aqgﬁ+kaQI+l (H( ot )

v=0
) =
= a - H (1 - q.’E+V)
Qo+k v=0,v#l
j—1
= H (1= go+v)
v=0,v#k,l
1 1

l_q:p+k l_q:r+l I

. . . 2
Fiir k > j oder [ > j gilt m(]px) —0.

Zusammengefasst erhdlt man also fiir die partiellen Ableitungen zweiter Ordnung fiir

k,l=0,....n—1und j=1,...,n:

(1 - Qx-i-k:)il : (1 - qgc—i-l)il * jPx, 0<k<l<y

62
| = -1 -1 .

0, sonst.
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Und somit:

n—1ln—1

D> g A

k=0 =0 an—‘rkaQ:c—i—l

n—1n—1 82 n )
Yy (zjm 7 M) Agen Ao
T_L B n—1n—1
= Z <Z Z (jpz> “AGpik - AQm+l>

k‘ Ol 0 aQ;r+k8Q:v+l

(aBW(2,Qu)) - Aot - Ao

n . n—2 n—1 52
) jz%)Zj . kzz%)lzzk;l o+ k0t sz) Aotk Aot
k<l
n—1 82
+ 1;) Parir (jpx) Ay - Agay
k=l
n—2 n—1 52

22 G e

Dz ) - Aok - Azt

k>1

n ) j—2 5—1 82
— Z Zj . 'U(]) . Z Z 7(]‘1735) : Aqyc+k : AQerl

7% (jpz) : AQJ:+I<: : Aqgc-i-l

=0

92
+ Z Z (jpx) WA/ AQQ:—H)

l Ok‘ l+1 an+kan l

]) 2. Z Z <a2(]px) 'Aqyc+k'AQ:v+l>

I M: T M:

]) 2: (Z Z ( 1 B Qz+k (1 - Qerl)il *jPx - A%Hrk : A%Hrl))

k=01l=k+1

k=01=k+1

- Z]pl’ Z ’U (Z Z ( 1 - qy:+k (1 - qg:Jrl)il : AQ:Jchk . A%Hrl))

Mit Definition 5.17 folgt die Behauptung.

Fiir die Zahlungsreihe L = (Lg, L1, . .., Ly) der Versicherungsleistungen mit L; = Lgo) +
Q-+t - Lgl) - g1 resultiert aus Definition 5.17 der folgende Satz.
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Satz 5.19 (Biometrische Konvexitat fiir Versicherungsleistungen)
Es seien die Anderungsgrofen AQ, = (Aqe, Agei1, - -, Aqein_1) der Sterbetafel Q. ge-
geben. Fiir den Leistungsvektor L eines Versicherungsvertrags der Laufzeit n, der fiir eine

z-jahrige Person abgeschlossen wird, gilt:

n 712

L, Qe AQ) = oo (D e 2 Z foan, (s Bon
PR aBW (L, Qy) = 47 01— Gork (57 1~ Genl

1 1) N Aok
- Z jPz ] 2. ( E —Aqx+]’> . (5.24)
k=0

— (1 - qgchk)

Beweis Es gilt:

n—1n—1 ag

>

O 10011 CLBWL(D’ T Aw Am
k=0 1=0 aq$+ka%+z( ( Q )> Qu+k * DGzl

n—1ln—1 n 1) (41)
= D Qo - L7 - 0UTY | Aguir - Agua
;;) % 8Q:p+kaqgc+l jZ:;]] Lo " .

n ) n—1n—1 62
D OCAREH D0 PR RVSIEYa

n—2 n—1

=S| 3 Y

Dz - q +') Agpik - Agpy
7=0 k=0 I=k+1 8%”@8%” (] Y ' '

k<l

7k (jpa: : qgc—i-j) : AQ:EJrk : AQ:HI

k=l

n—2 n—1 2

DY

(p q +')-Aq +h - Dt
=0 St 0D T ' '

k>l

(jp;r : Q:c—‘rj) : Aqgchk : Aq;r+l

e (£ 5

J 2
0
+ Z:%) m (jpm : Qerj) ) Aqgc—i-k : A%c—i—l

=0, weil jp; linear in p,p ist

Xy

2
(jp:r : qy:+j) “AGuik - AQJJ-H)
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n j=1 j 2
Z Lg.l Ut 9. Z Z ( (jp:c : qgc—i-j) “AQpik - Aqm+l>

i=1 0151 \9%+£08z+1
j .
= Z]px i (j+1 2 (Z Z ( 1 - (Jz+k 1(1 - Qm+l)7IQI+jAQm+kAQ$+l>
k=01=k+1

j—1
+ (Z _(1 - Q$+k)_1 ’ A%:—i—k : Aq$+j)>
k=0

1=j

n j—2 j—-1
Z “atj U 2 (Z Z (1*Q:v+k (1Qm+l)_1AQ:v+chQx+l>)

k=0Il=k+1

j—1
- ija: ] (J—H) 2- (Z(l - Qm—l—k)_l ’ A‘h-ﬁ-k ’ AQerj)

k=0

Zusammen mit (5.23) erhdlt man die Darstellung fir aC(L, Q, AQy). O

Das folgende Beispiel verdeutlicht die Verwendung der biometrischen Duration und der
biometrischen Konvexitit fiir Zahlungsreihen verschiedener typischer Lebensversicherun-

gen.

Beispiel 5.20

In diesem Beispiel soll das biometrische Risiko der bereits in Beispiel 5.7 betrachteten
Versicherungen berechnet und miteinander verglichen werden. Fiir die Bewertung der
jeweiligen Barwerte wird erneut eine x = 29-jahrige Frau betrachtet, die Laufzeit der
Versicherungen ist jeweils n = 40. Die verwendete Zinsstrukturkurve I entspricht der
Zinsstrukturkurve I aus Beispiel 4.8%. Fiir die Sterbetafel Q9 wurden die Werte der
Sterbetafel DAV2004RF entnommen.

Fiir die Anderungen AQa9 = (Aqag, Agso, - - -, Ages) der Sterbetafel Qa9 sei nun ange-

nommen, dass gilt:
Agogrt = 0,5 qogyy, furt=0,1....,n—1.

1. Der konstante Jahresbeitrag my einer um m = 15 Jahre aufgeschobenen temporaren
Leibrente der Hohe R = 12.000€ mit Laufzeit n = 40 betragt mp = 10.537,55€. Es

ist

m, furt=0,1,...,14, 0, firt=0,1,...,14,
T = und L; =
0, fur t =15,...,40 R, firt=15,...,40.

Durch die angenommene Anderung der Sterbetafel AQag erhélt man fiir die biome-

5Die Werte sind in Tabelle A.2 in Anhang A.1.2 zu finden.
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trische Duration der Zahlungsreihe 7 der Beitrdge den Wert
aD(m, Qa9, AQ29) = 0,00124
und fiir die biometrische Konvexitiat den Wert
aC(m, Qa9, AQ29) = 0,00000236.
Fiir die Zahlungsreihe L der Leistungen folgen die berechneten Werte
aD(L,Q29, AQ29) = 0,0139 und aC(L, Q29, AQ29) = 0,00026.

Damit ldsst sich die Sterblichkeitssensitivitdt des Beitrags- bzw. Leistungsbarwerts

approximieren durch:

AaBW (1, Q29)
aBW(’JT, ng)

1
~ —aD(m,Qa29, AQ29) + B -aC(m, Q29, AQ29)
1
= —0,00124 + 3 0,0000 = —0,0012

bzw.

ACLBW(L, Qgg)
aBW(L, Qgg)

1
~ —aD(L,Q29, AQ29) + 3 aC (L, Q29, AQ29)
1
= —0,0139 + 3 0,00026 = —0,0137.

Durch erhéhte Sterbewahrscheinlichkeiten wird der Leistungseintritt der Rentenzah-
lungen weniger wahrscheinlich, was somit zu einem geringeren erwarteten Leistungs-
barwert fiihrt. Dementsprechend ist die Approximation der relativen Anderung des

Barwerts negativ.

Ebenso ist auch die biometrische Duration aD(w, Q29, AQ29) der Zahlungsreihe der
Beitrige negativ. Da auch die Beitrdge nur im Erlebensfall gezahlt werden, sinkt der

Beitragsbarwert durch steigende Sterbewahrscheinlichkeiten.

. Fiir die temporare Risikolebensversicherung {iber n = 40 Jahre mit Versicherungs-

summe S = 100.000 € und konstanten Jahresbeitrag my = 141,05<€ ist

mg, furt=20,1,...,39, Q29+t S vy, firt=0,1,...,39,
T = und L; =
0, fiir t = 40 0, fiir ¢ = 40.

Mit diesen Werten lésst sich fir die Zahlungsreihe der Beitrdge m die biometrische
Duration aD(7, Q29, AQ29) und die biometrische Konvexitat aC(m, Qa9, AQ29) be-
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rechnen. Man erhélt
aD(7,Q29, AQ29) = 0,0071 und aC(7,Q29, AQ29) = 0,0001.
Fiir die Zahlungsreihe der Leistungen L berechnen sich die Werte
aD(L,Qa9, AQ29) = —0,4842 und aC(L,Q29, AQ29) = 0,0168.

Fiir die Sterblichkeitssensitivitdten ergibt sich damit

ACLBW(T(, Qgg)
QBW(TF, Qgg)

1
~ —aD(m,Q29, AQ29) + 3 aC (7, Q29, AQ29)
1
= —0,0071 + B -0,0001 = —0,0071

bzw.

ACLBW(L, QQQ)
aBW (L, Qa9)

1
~ —aD(L,Q29, AQ2) + 3 aC(L, Q29, AQ29)
1
=0,4842 — 3 -0,0168 = 0,4758.

Im Gegensatz zur Rentenversicherung ist die Sterblichkeitssensitivitdt des Leistungs-
barwerts der Risikolebensversicherung positiv. In diesem Fall fiithrt einer Erhéhung
der Sterbewahrscheinlichkeiten zu einem erhohten Leistungsbarwert, da die Eintritts-

wahrscheinlichkeit des Leistungsfalls steigt.

Erneut wird hieran die Gegensétzlichkeit des biometrischen Risikos fiir Versicherun-

gen mit Todesfallleistungen (d.h. L§°) = 0 Vt) im Vergleich zu Versicherungen mit

Erlebensfallleistungen (d.h. L,ﬁ” = 0 Vt) deutlich.

3. Fiir die Kapitallebensversicherung iiber n = 40 Jahre mit Versicherungssumme
S = 100.000€ und Jahresbeitrag mg = 1.398,46 € ist

my, furt=20,1,...,39, q29+4¢ * S - vgp1, firt=20,1,...,39,
T = und L; =
0, fir t = 40 S, fir t = 40.

Fiir diese Kapitallebensversicherung lassen sich die folgenden Werte berechnen:
aD(m, Q29, AQ29) = 0,0071 und aC'(m, Q29, AQ29) = 0,0001,

sowie

aD(L, Qgg, AQQQ) = —0,0133 und aC(L, ng, AQQQ) = 0,0004.
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Bei Anderung der Sterbetafel erhélt man damit die Approximationen

ACLBW(TF, QQQ)
CLBW(T(‘, QQQ)

1
~ —aD(m,Qa29, AQ29) + 5 -aC(m, Q29, AQ29)

1
= —0,0071 + - 0,0001 = ~0,0071

bzw.

ACLBW(L, QQQ)
CLBW(L, Qgg)

1
~ —aD(L,Q29, AQ29) + 3 aC(L, Q29, AQ29)

= 0,0133 — % -0,0004 = 0,0131.

Es féllt auf, dass die Sterblichkeitssensitivitdt und damit das biometrische Risiko fiir die
Kapitallebensversicherung deutlich geringer ausfillt, als dies bei der Risikolebensversiche-
rung der Fall ist. Da bei Kapitallebensversicherungen sowohl der Todesfall als auch der
Erlebensfall versichert ist, fihrt eine Erhohung der Sterbewahrscheinlichkeiten (AQ, > 0),
zu einer Erhéhung des Barwerts der Todesfallleistungen und zu einer Verringerung des Bar-
werts der Erlebensfallleistungen. Diese Effekte gleichen sich somit in gewissem Mafle aus.
Hier fiihrt selbst eine relativ grofe Anderung der Sterbewahrscheinlichkeiten nur zu einem

geringen biometrischen Risiko.

Es ist daher auch moglich eine Kapitallebensversicherung zu konstruieren, die immun

gegeniiber der angenommenen Anderung der Sterbetafel ist. Es sei

mp, furt=0,1,...,39, @4t - SV vy, firt=0,1,...,39,
T = und L; =
0, fiir t =40 SO fiir ¢t = 40.

Fir S© = 137.500€ und S = 100.000€ ergibt sich ein Beitrag in Hohe von
7o = 1.869,98. Fiir die oben angenommene Anderung der Sterbetafel ergibt sich fiir diese
Versicherung die biometrische Duration aD(L, Q29, AQ29), sowie die biometrische Konve-
xitdt mit aD(L, Q29, AQ29) mit

CLD(L, Qgg, AQQQ) = 0,0000023 und CLC(L, Qgg, Ang) = 0,0001.

Die Anderung der Sterbetafel hat in diesem Fall (nahezu) keine Auswirkungen auf den Bar-
wert der Versicherungsleistungen, da sich das Langlebigkeits- und das Sterblichkeitsrisiko

ausgleichen. &
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5.5. Eigenschaften der biometrischen Duration

Passend zur strukturellen Analogie zwischen der Forward Rate Duration Dp(I*", AT*) und
der biometrischen Duration aD(Q,, AQ.) konnen einige der Eigenschaften aus Abschnitt
4.4 auch fiur die biometrische Duration aD(Q., AQ;) bzw. die biometrische Konvexitit
aC(Qqy, AQ,) formuliert werden.

Satz 5.21

Fiir nicht-negative Zahlungsreihen Z = (Zy,...,Z,) mit Z; > 0 fur j = 0,...,n und
Agp+; > 0, fiir j = 0,...,n — 1, ist die biometrische Duration aD(Qz, AQ;) monoton
fallend in Werten von g4, fir t € {0,1,2,...,n — 1}.

Beweis Die biometrische Duration wird hierfiir als Funktion aD :]0,1[— R in g,y fiir

t € {0,1,2,...,n — 1} aufgefasst. Der Beweis verliuft analog zum Beweis von Satz 4.15.
Der vollstdndige Beweis kann in Anhang A.4 nachgelesen werden. O
Korollar 5.22

Die Monotonie-Aussage aus Satz 5.21 gilt auch fiir negative Zahlungsreihen
Z = (2, Z1,...,Zy) mit Z; <0, fir alle j =0,...,n.

Korollar 5.23
Ist QL < Q> komponentenweise, dann gilt fiir nicht-negative Zahlungsreihen

Z = (2o, Z1, ..., 2Zy), sowie positive AnderungsgréBen Aq, ., fiir t =0,...,n — 1:

aD( ;,AQI)ZQD( iaAQaz)-

Das biometrische Anderungsrisiko, dhnlich wie das Zinséinderungsrisiko, fillt umso ge-
ringer aus, je grofler die Sterbewahrscheinlichkeiten ¢, sind. Dadurch, dass Sterbewahr-
scheinlichkeiten grundsétzlich fiir hohere Altersjahre steigen, sinkt damit das biometrische

Risiko auch mit dem Alter der versicherten Person.

Satz 5.24
Die biometrische Duration aD(Q,, AQ,) ist invariant gegeniiber einer Skalierung der Zah-

lungsreihe.
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Beweis Fiir die Zahlungsreihe Z¢ mit Z% = (a- Zo, - Z1,...,a - Zy) und « # 0 gilt:

1 n fim )
> Pz Zj- o) j=1 k=0 + (—a+k)

Jj=0

1 n j—1 1

- o) I

T DR DY " Agyik
Z Pz Ly - o) =1 k=0 1+ (=Gutk)

7=0
:aD(Z>Qx7AQx)' U

Satz 5.25

Die biometrische Konvexitidt aC(Qgy, AQ,) ist invariant gegeniiber einer Skalierung der
Zahlungsreihe.

Beweis Analog zu Beweis von Satz 5.24. O

Satz 5.24 und Satz 5.25 verdeutlichen, dass das Maf fiir das biometrische Risiko identisch
ist, wenn unterschiedliche Zahlungsreihen betrachtet werden, deren Zahlungen sich jeweils
nur um den gleichen Faktor unterscheiden. Die relative Anderung des erwarteten Barwerts
ist somit auch unabhingig von der Hohe von Beitrags- oder Rentenzahlungen. Dies ist
beispielsweise bei Versicherungen der Fall, fiir die konstante Zahlungen vereinbart sind,
oder auch Versicherungen, deren Beitrags- bzw. Leistungszahlweisen identisch sind. Damit
ist das biometrische Risiko unabhéngig von der tatsédchlichen Hohe der Beitrdge oder auch

der Leistungen.

Dies wird auch am Vergleich der Kapitallebensversicherung mit der Risikolebensversi-
cherung in Beispiel 5.20 deutlich. Hier erkennt man, dass sich fiir die Approximationen
der Sterblichkeitssensitivitdten des Beitragsbarwerts die gleichen Werte ergeben, obwohl
die Hohe der Beitrage unterschiedlich sind. Allerdings ist die Beitragszahlweise bei beiden
Versicherungen identisch, sodass die biometrische Duration aD(Q,, AQ.) und die biome-
trische Konvexitét aC(Q,, AQ,) in beiden Fallen die gleichen Werte annehmen.

Die Summenregel (4.21) fiir die Berechnung der Forward Rate Duration der Summe
mehrerer Zahlungsreihen, ldsst sich analog auch fiir die biometrische Duration und die
biometrische Konvexitdt formulieren. Im Kontext der Lebensversicherung lasst sich mit
den beiden folgenden Resultaten das biometrische Risiko mehrerer (unterschiedlicher) Le-

bensversicherungen untersuchen.
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Satz 5.26

Es seien m Zahlungsreihen Z1, Z2 ... Z™ mit ZF = (Z§, ZF,..., Z8), fir k=1,...,m
gegeben, sowie eine Forward Rate Zinsstrukturkurve 17, eine Sterbetafel Q, und zuge-
hérige Anderungsgréfien AQ,. Fiir Z = kin:l ZF gilt:

m Zk Qz) »
- L hwizes

D(Z,Qz,AQz) = D(Z*, @z, AQy).

Beweis Fiir 7 — fj Z* lasst sich der Barwert durch aBW (Z, Q,) = z aBW(Z*%,Q,)
beschreiben. Damlt gllt fiir die biometrische Duration aD(Z, Q, AQ;C)

D%, Qe 8Q0) = Lz gy BV (£,Q2)
_ -1 m .
~ aBW(Z,Q,) Z 0qgc+] (I; aBW (Z an)) Aduir
—1 m n—1 )

CLBW(Zk, QI)AQI-Hc

~ aBW(Z,Q,) 2.2 )

k=1 j=0 Qo+-k
_ = aBW(Z*,Q.) -1
B ,; W(Z,Qx) (aBW(Z’“,Qm)

m k
Z BW ZZ gﬂﬂ)) 'aD(ZkanaAQz)~ O

-daBW (Z*, Qx))

Auch fiir die biometrische Konvexitit aC(Z, Q,, AQ,) der speziellen Zahlungsreihe

m
Z = Y ZF lasst sich analog eine Summenregel formulieren.
k=1

Satz 5.27

Es seien m Zahlungsreihen Z1, Z2,... 2™ mit ZF = (Zk, ZF,... ZF), fir k=1,....m
gegeben, sowie eine Zinsstrukturkurve IF, eine Sterbetafel @, und zugehérige Ande-
rungsgrofen AQ,. Fir Z = kgl ZF gilt:

C(Z,Qqs, AQ,) = Z (—Zzgz)) - aC(Z%,Qqu, AQy).
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Beweis Es gilt:

1 n—1ln—1 82

CLC(Z, QxaAQl?) - BW<Z7 QZ‘)Aqa}+qum+l

1 n—1 82 m .
- - N BW(Z*.Q.) | AguriAg,
BW(Za Q:):) j,lzzo 3qx+j8qx+l (Z ( Q )) qr+jRdx+1

m k n—1 82
_ Z BW(Z 7Q:B) (BW( 1 Z BW(Zka Qx)AQI+jAQx+l>

~ BW(Z,Q.) Z¥, Qz) A=) 09210y
& BW(Z%,Qa) k
=X Bwizq, 70 -

Auf diese Weise ldsst sich das biometrische Risiko quantifizieren, falls mehrere, unter-
schiedliche Zahlungsreihen der gleichen versicherten Person (oder gleichartiger versicherter
Personen) untersuchen, wenn identische Rechnungsgrundlagen verwendet werden, d.h. falls

z, I¥ und Q, iibereinstimmen.

Auch bei der Quantifizierung des biometrischen Risikos ist es, wie auch beim Zinsén-
derungsrisiko, in der Praxis héufig interessanter, nicht nur das Risiko einzelner Position
abzuschétzen, sondern mehrere Zahlungsreihen zu betrachten. Fir Versicherungsunter-
nehmen ist es relevant das gesamte Ausmafl der Anderungen der Sterbetafel zu bemessen
und damit den verinderten Kapitalbedarf aufgrund der Anderung der Sterblichkeiten zu
kennen. Dafiir sind natiirlich nicht nur die Bewertungen der erwarteten Leistungen eines
Versicherungsvertrags ausschlaggebend, sondern die Bewertung aller vertraglich eingegan-
genen Leistungsversprechen.

Fiir die Bestimmung des tatséchlichen Kapitalbedarfs, der fiir die Erfiillung aller Leis-
tungen ausreicht, ist es fiir Versicherungsunternehmen in der Regel aber nicht entschei-
dend, wodurch ein erhohter Kapitalbedarf entsteht. D.h. neben den Auswirkungen, die
sich aus einer Anderung der Sterbewahrscheinlichkeiten ergeben, sind gleichzeitig auch
die Auswirkungen einer Anderung der Zinsstrukturkurve zu quantifizieren. Im folgenden
Abschnitt wird daher ein Instrument vorgestellt, mit dem sowohl die Auswirkungen von
Anderungen in der Sterbetafel, als auch aus Anderungen der Zinsstrukturkurve bemessen

werden konnen.

5.6. Kombinierte Duration

Bisher wurden Auswirkungen von Anderungen in der Zinsstrukturkurve bzw. der Sterbeta-
fel separat und unabhingig voneinander betrachtet. So wird auch im Rahmen von Solvency
IT gefordert, nach Art des Risikos unterschiedliche Riickstellungen zu bilden, um auch bei

ungiinstiger Entwicklung der Kalkulationsgrundlagen allen vertraglichen Verpflichtungen
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nachkommen zu kénnen [Eur02; RB05].

Allerdings #ndern sich Zinsstrukturkurven und Sterbetafeln simultan, sodass Anderun-
gen in diesen Grofien den erwarteten Barwert gleichzeitig beeinflussen. Fiir Versicherungs-
unternehmen kann es daher besonders relevant sein, das Risiko zu kennen, das durch
Anderungen in simtlichen Kalkulationsgrundlagen entsteht. Dazu ist es notwendig, die
Auswirkungen der Anderungen sowohl in der Zinsstrukturkurve, als auch in der Sterbetafel

zu bemessen und damit die Kombination mehrerer Risikofaktoren simultan zu betrachten.

Es ist hierbei durchaus méglich, dass Anderungen in der Zinsstrukturkurve, Anderungen
in der Sterbetafel entgegenwirken oder sogar verstirken. Fiir Versicherungsunternehmen
ist es daher also auch interessant, die Kombination der Anderungsrisiken in Zins und Bio-

metrie zu betrachten und den gesamten Kapitalbedarf realistisch abzuschétzen.

Dafiir werden in diesem Abschnitt nun sowohl Anderungen in der Zinsstrukturkurve
AIT, als auch Anderungen in der Sterbetafel AQ, betrachtet. Um den Barwert a BW (L, I+
AT Q. + AQ,) der Zahlungsreihe L nach Anderungen der Kalkulationsgrundlagen zu
approximieren, werden nun sowohl die Zinssitze der Zinsstrukturkurve I als auch die

Sterbewahrscheinlichkeiten der Sterbetafel @), als variable Inputgréfien angesehen werden.

Es wird nun also eine Anderung AIT = (Aiy, Ads, ..., Ad,) der gegebenen Zinsstruk-
turkurve I, sowie eine Anderung AQ, = (Aqy, Agei1, ..., Agein_1) der Sterbetafel Q,
angenommen. Als Maf$ fiir das Risiko, das aus diesen Anderungen resultiert, wird die

Anderung des erwarteten Barwerts
AaBW(L,I",Q,) = aBW (L, I” + AI",Q, + AQ,) — aBW (L, 17, Q.)

angesehen.

In den Definitionen 4.3 und 5.14 wurden die DurationsmaBe Dp(I¥, AT*) und
aD(Qz, AQz) iiber das totale Differential definiert. Wird nun sowohl nach den Forward

Rates i1, . ..,1, und den Sterbewahrscheinlichkeiten qg, ..., qz1n—1 differenziert, so gilt:

" 9aBW (L, I, Q. "1 9aBW (L, IF, Q,
daBW (L, 1", Q) = ) OaBW( & @ )Az‘k—i— > QaBWIL,I",Q )Aqurk. (5.25)
k=1 O k=0 O+

Das Durationsmaf, dass sich iiber das totale Differential aus (5.25) definiert, werde als

kombinierte Duration bezeichnet.
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Definition 5.28 (Kombinierte Duration)

Es seien eine Zinsstrukturkurve I = (iy,4,...,i,), eine Sterbetafel Q, =
(QesQeily- -1 Qein_1) Mit z + n < w und zugehorige Anderungsgrofen AIF
(Aiq, Adg, ..., Ady), sowie AQy = (Aqy, Agu+1, -, A¢uin—1) gegeben. Fiir eine Zah-
lungsreihe L = (Lo, L1, ..., L) ist die kombinierte Duration definiert durch:

—1 b
Dx = aBW (L, IF,Q,) RS0
B -1 z": 8aBW(L,IF,Qx)AZ,
- aBW(LalFaQZ) k=1 8Zk *

1 9aBW (L, IF, Q)

+ 2

Aqq:+k> .

Fiir den Leistungsvektor L eines Versicherungsvertrags kann auch fir die kombinierte
Duration eine explizite Darstellung angegeben werden. Dabei kann die Linearitat der Ab-
leitungen ausgenutzt werden, um die kombinierte Duration durch die bereits bekannten
Durationsmafie Dp(Z%, I, AI") und aD(L,Q,, AQ,) auszudriicken. Dabei bezeichnet
Dp(Z%, IF | AIT) die Forward Rate Duration der Zahlungsreihe Z% = (Lg, 1ps-L1, - . . , npa-
L,) (s. (5.8) in Satz 5.5) und aD(L, Qg, AQ.) bezeichnet die biometrische Duration der
Zahlungsreihe L = (Lo, L1, ..., Ly) (s. (5.20) in Satz 5.16).

Korollar 5.29 (Kombinierte Duration)
Fiir die kombinierte Duration Dy gilt:

Di = Dp(ZE, 17, AIY) + aD(L, Q., AQ,). (5.26)

Analog erhilt man die kombinierte Konvexitat aus der Kombination der partiellen Ab-

leitungen zweiten Ordnung nach den Zinssétzen, sowie den Sterbewahrscheinlichkeiten.

Definition 5.30 (Kombinierte Konvexitat)

Es seien eine Zinsstrukturkurve IF = (i1,i2,...,1in), eine Sterbetafel
Q:r = (Guyquil,---,qein—1) mMit © + n < w und zugehérige Anderungsgrofen
AIF = (Aiy, Aig, ..., Aiy), sowie AQ, = (Aqe, Aguit, ... Agrin_1) gegeben. Fiir
eine Zahlungsreihe Z = (Zy, Z1, ..., Zy,) bezeichnet

1 n 9
K= aBW (L, IF, Qy) (gzllaik(%la (L. 17, 0,) Air iy
n—1 9
lg::o e+ 50z +1 ( Q2)Ady+£AGz1

die kombinierte Konvezitdt.
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Auch hier setzt sich die kombinierte Konvexitiat Ci aus den bereits bekannten Gro-
Ben C(ZL, I¥, AIT) (s. (5.11) in Satz 5.6) und aC(L, Q., AQ) (s. (5.24) in Satz 5.19)

zusaminen.

Korollar 5.31

Fiir die kombinierte Konvexitiat Cx gilt:

Cr = C(ZL 17, AIY) + aC(L, Qr, AQ,). (5.27)

Analog zur Approximation des Barwerts BWg(I¥ + AIT) nach Anderung AIF der
Zinsstrukturkurve (s. (4.10)) und der Approximation der Anderung des erwarteten Bar-

werts aBW (Q. + AQ,) nach Anderung AQ, der Sterbetafel (s. (5.22)) kann mithilfe der
kombinierten Grofien der erwartete Barwert aBW (L, IT 4+ AT, Q. + AQ.) approximiert

werden:
aBW (L, I" + AI" Q. + AQ,) ~ aBW (L, I, Q,) - (1 — Dy + % : CK> .
Uber die Anderung des erwarteten Barwerts
AaBW (L, I¥,Q,) = aBW (L, I" + AT¥,Q, + AQ,) — aBW (L, IV, Q)

lisst sich entsprechend auch die Sensitivitit, d.h. die relative Anderung des erwarteten

Barwerts aufgrund der Anderungen AI" und AQ, darstellen:

AaBW (L, 1", Q)
aBW (L, IF,Qy)

1

Die Interpretation der Sterbewahrscheinlichkeiten als negative Forward Rates hat die
Ubertragung des Forward Rate Durationskonzepts fiir die Quantifizierung des biometri-
schen Risikos ermoglicht. Dadurch, dass beide Konzepte strukturell identisch sind, ist es
auch direkt und auf leichte Art und Weise moglich, die Konzepte zu vereinen und Ande-
rungen in der Zinsstrukturkurve und der Sterbetafel gleichzeitig zu unterstellen. Auf diese
Weise kénnen die beiden Konzepte zur Quantifizierung des Zinsédnderungsrisikos und des
biometrischen Risikos vereint werden, um in der Risikoanalyse das Ausmafl des Risikos,

resultierend aus Anderungen in Zins und Biometrie zu bestimmen.

5.7. Approximation des Deckungskapitals

In Abschnitt 5.2 wurde gezeigt, wie das Konzept der Forward Rate Duration fiir die
Bestimmung des Zinsdnderungsrisikos des Deckungskapitals ;V, bestimmt werden kann.

Ergénzend zu diesem Abschnitt wird hier nun auch das biometrische Risiko des Deckungs-
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kapitals betrachtet. Damit wird die Anwendung zur Risikoanalyse der Deckungskapital-

verldufe ermoglicht.

Ist eine Forward Rate Zinsstrukturkurve I, sowie eine Sterbetafel @, gegeben, so kann
geméf (5.6) das Deckungskapital ;V, einer n-jihrigen Versicherung mit Leistungsvektor L
und Préamienvektor m als erwarteter Barwert der Zahlungsreihe
L= 0,...,0, tINLt, tf/t+1, e ,tin) geschrieben werden. Es ist

Vi = aBW (L, 17, Q,)

n—t
0 1 "
- ijert ) <<L§+)j - 7Tt+j> + r+t+j - LEJF)J . Ut+j+1> . U,g +7)

j=0
= zn:j—tpx+t : ((Lgm - ”j) + Quyj Lgl) ' ”j+1) ' ”'gj)’
J=t

mit I
z _ Lj—m; ..
tL]_ith'/U(t)’ fir j=t,...,n.
Der Leistungsvektor setzt sich dabei aus Erlebensfall-, sowie Todesfallleistungen zusammen

(s. (5.4)):

L =LY 4 gy - LY cvjpr,  fir j=0,...,n.

Bei einer gegebenen Anderung

AQJ} = (A%c, Aqgc—i—h ) AQx—i—n—l)

der Sterbetafel @, soll nun die daraus resultierende Anderung des Deckungskapitals be-
stimmt werden. Fasst man dafiir, wie eben beschrieben, das Deckungskapital ;V, zum

Zeitpunkt t nach Anderung der Sterbetafel als erwarteter Barwert
Va(Qu + AQy) = aBW (L, 1", Qu + AQy)

der Zahlungsreihe L auf, kann das Konzept der biometrischen Duration verwendet werden,
um das verdnderte Deckungskapital zum Zeitpunkt ¢ zu bestimmen und das biometrische

Risiko zu quantifizieren.

Fiir die biometrische Duration aD(tf/, Q) ergibt sich aus Satz 5.20 die folgende Dar-

stellung:

~ 1 " o) (I -

aD(tLaQJHAQx) = 7 : ( Z =L (Lj - 7Tj) : NO) : Z (1 - Qx+t+k) 1A(];p+t+k
tVe  \ jop P v k=0

o)

n
i—1Px (1)
- Z ]t? ) Lj_l IO AQa:thJrjl)
j=t+1
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1 o [j-t-1 )
A7 ( Z j—tPaz+t ;) - Ut(])' ( Z (1 = qutt+k) 1ACIm+t+k)

j=t+1 k=0

- Z j—t=1Pz+t L( )1 UE)'A%HJ)'
Jj=t+1

Fir die biometrische Konvexitiat aC (tl~}, Qz, AQ,) der Zahlungsreihe oL erhilt man hier
nach Satz 5.19 die Darstellung;:

C(:L, Qu, AQy) = — - L Ly =)
(L, Qu: AQ2) = < (j:Zt;Q o (LT
Jj—t—2 Jj—t—1 1
9. - A . — A
Z 1= Gorrrn Qo+t+k l—zk;-l 1 — ot ottt
n—1 (G+1) Il 1
b 1) v
-3 § ) — 2 ( (1_)AQx+t+kAQx+j)>
j=t+1 tPz v k=0 Qr-t+k
1 - (7)
=5 Z j—tPott - (Lj —75) - v
tVe j=t+2
j—t—2 1 j—t—1 1
9. ———— NQupttk ————Agpil
kE::o T lzk;rl [
n—1 1) n Jt1 1
D L; SRR ( > 1Aqgc+t+kAQ$+j)>'
et = (1= qoiitr)

Fiir ein festes t kann mit diesen Groéflen das Deckungskapital ;V,, zum Zeitpunkt ¢ nach

Anderung der Sterbetafel als erwarteter Barwert

approximiert werden. Fiir die Approximationen mittels der biometrischen Duration bzw.

der biometrischen Konvexitat erhalt man

VP (Qu+ AQu) = Ve (1 - aD(L, Qs AQy))

und

VO(Qu + AQ,) = (1 —aD(L, Qe AQ.) + 5 -aC( L Qx,AQm)) .

In Abschnitt 5.2 wurde bereits beschrieben, wie das Deckungskapital nach einer Ande-
rung AIY der Zinsstrukturkurve I bestimmt werden kann. Dafiir wurde das Deckungs-
kapital ;V, als Barwert BWp(Z (tz),l F) der Zahlungsreihe Z (L) aufgefasst. Daraus re-
sultierten die Groflen DF(Z(tZ),IF, AT und CF(Z(tz),IF,AIF), fiir die in (5.13) bzw.
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(5.14) in Abschnitt 5.2) eine Darstellung angegeben wurde.
Mit diesen Groflen erhélt man die Approximationen fiir die Werte des Deckungskapitals

zum Zeitpunkt ¢, fiir t = 0,...,w — = unter Verwendung der Zinsstrukturkurve I:
VPUF 4 AITY =4V, - (1 AN AIF))
bzw.

VOUIF £ AIFY =V, - (1 — Dp(2UD) [T AIF) 4 % Cp(Z4D) IF, AIF)) .

Die Grofien DF(Z(tE),IF, AIF) und C’F(Z(tz),IF, AIT) kénnen auch genutzt werden,
um gemeinsam mit den Grofen aD (L, Qz, AQ,) und aC(,L, Q, AQ,), das Risiko zu
quantifizieren, falls sowohl eine Anderung der Sterbetafel @, als auch eine Anderung
der Zinsstrukturkurve It" vorliegt. Dazu kann mithilfe der kombinierten Duration bzw.
kombinierten Konvexitdt dann die Situation betrachtet werden, dass zusétzlich zu einer
Anderung der Sterbetafel auch eine Anderung der bei der Kalkulation verwendeten Zinss-

trukturkurve vorliegt.

Wendet man die Ergebnisse aus Korollar 5.29 und Korollar 5.31 an, erhdlt man dafiir

die kombinierte Duration

Dy = Dp(Z15), 17, AI™) + aD( L, Qu, AQw),
bzw. die kombinierte Konvexitat

C = Cr(ZWD), 17, ATF) + aC (L, Qu, AQ,).

Damit lisst sich die Approximation des Deckungskapitals zum Zeitpunkt ¢ nach Anderung
der Zinsstrukturkurve um AI* und Anderung der Sterbetafel um AQ, bestimmen. Man

erhélt die Approximationen
thD(IF + AIFa Qm + AQm) = th ' (1 - DK)
und

1
tVa:C(IF +AIFan +AQm) = tV:Jc : (1 —DK + 5 . CK> .

Beispiel 5.32
Seit 2012 darf in européischen Léndern fiir Neuabschliisse von Versicherungsvertrégen
das Geschlecht der versicherten Person nicht mehr als Risikomerkmal bei der Berech-

nung von Prémien und Versicherungsleistungen beriicksichtigt werden [Wagl7]. Daher
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miissen fiir die Kalkulation von Lebensversicherungen sogenannte Unisex-Sterbetafeln ver-
wendet werden. Die unterschiedliche Lebenserwartung, sowie die unterschiedlichen Sterbe-
wahrscheinlichkeiten von Ménnern und Frauen konnen mit diesen Tafeln allerdings nicht
mehr addquat berticksichtigt werden. Daher ist bereits bei der Kalkulation der Beitrége
bzw. Leistungen von Abweichungen der angenommenen Kalkulationsgrundlagen, d.h. der
Unisex-Sterbetafel, zu den realistischen Sterbewahrscheinlichkeiten, d.h. den geschlechts-
spezifischen Sterbetafeln, auszugehen. Damit ist auch direkt die Notwendigkeit gegeben,
das biometrische Anderungsrisiko zu quantifizieren, dass durch die (unrealistische) Kalku-
lation mit einer Unisex-Sterbetafel entsteht.

Da solche Sterbetafeln bislang noch nicht vertffentlicht wurden, ist jedes Versicherungs-
unternehmen in der Verantwortung, aus den Sterbetafeln fiir Manner und fiir Frauen eigene
geeignete Unisex-Tafeln abzuleiten [Ort16].

Um aus der Sterbetafel QS/I = (qéw @t gM) fiir Manner und der Sterbetafel Q{f =
(gf,qf,...,qf) fiir Frauen eine Unisex-Sterbetafel QY = (¢, qV,...,qY) zu erstellen,
wird hierflir hdufig ein gewichteter Mittelwert der geschlechtsspezifischen Wahrscheinlich-
keiten betrachtet. An dieser Stelle wird dafiir das Verhéltnis zwischen Mannern und Frau-
en im Bestand beriicksichtigt und die Anteile der jeweiligen Geschlechter am Bestand fiir
die verschiedenen Altersjahre werden als Gewichte verwendet (vgl. [Ort16]). Die Unisex-

Sterbewahrscheinlichkeiten ¢U fiir 2 = 0, ..., w berechnen sich dann iiber:

U o M o F
R A 7 I

Abbildung 5.4 zeigt die Sterbewahrscheinlichkeiten ¢ und ¢f der Sterbetafel DAV2004R
[DAV05], sowie die daraus gemif (5.28) erstellten Unisex-Sterbewahrscheinlichkeiten ¢
fir z =0,...,40.

0,0015 |

b§ 0,001 |
" ----- Méanner
e Frauen
Ec% —— Unisex
0,0005 |

10 20 30 10
Alter z

Abbildung 5.4.: Vergleich der geschlechtsspezifischen Sterbewahrscheinlichkeiten geméafl
der Sterbetafel DAV2004R [DAV05].

Durch die Verwendung einer solchen (kiinstlichen) Unisex-Tafel ergeben sich Abwei-
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chungen Ag,+; zu den geschlechtsspezifischen, realistischeren Wahrscheinlichkeiten. Fiir
einen ménnlichen Versicherten lassen sich die Abweichungen AQM = (A¢Y,..., A¢M)

iber
qu+t+Aq%t:qﬁt, firallet=0,...,w—x

ausdriicken. Es gilt:

M M U
Ang_t =4y — 4

M o' M o P
= _<€M+€F'Q:v +€£]C\4+€£'QLE>

T T

(M - )
Se)
Analog gilt die Abweichung AQE = (Aql,..., Aql)) zur Sterbetafel einer weiblichen

versicherten Person:
qg+t+Aq5+t:q5+t, fir alle t =0,...,w — x.

Fir diesen Fall folgt:

F F U
Aqx-i—t =4q; — 4z

EM EF
=q5—<x-q£4+x-qf>
M+ ek M+ eF

M
Z(qf—qiw)'%\ff%-

Nun soll exemplarisch eine um 35 Jahre aufgeschobene, 30-jahrige Rentenversicherung
fiir eine x = 32-jahrige versicherte Person betrachtet werden. Dabei sei die Beitragszah-
lungsdauer auf 35 Jahre bis zum Renteneintritt festgelegt. Die Rentenhéhe betragt 1.000€
pro Jahr und die Gesamtlaufzeit n = 65 Jahre.

Im Folgenden wird exemplarisch die Auswirkung der Verwendung der Unisex-Sterbetafel
untersucht. Dazu wird der Verlauf des Deckungskapitals bei Verwendung der geschlechts-
spezifischen Sterbetafeln fiir Manner bzw. Frauen mit Hilfe der biometrischen Duration,
sowie der biometrischen Konvexitat approximiert und mit dem Deckungskapital bei Ver-

wendung der Unisex-Sterbetafel verglichen.

Dariiber hinaus wird auch eine Anderung der Zinsstrukturkurve unterstellt und mithilfe
der kombinierten Duration bzw. der kombinierten Konvexitéat der Fall betrachtet, bei dem
sowohl die geschlechtsspezifischen Sterbetafeln, als auch die verédnderte Zinsstrukturkurve

vorliegt.
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Fiir die Beitragskalkulation werde die Unisex-Sterbetafel Q, = QY verwendet, sowie
der Hochstrechnungszinssatz geméfl §2 DeckRV in Hohe von ¢ = 0,9%. D.h. es werde die
flache Zinsstrukturkurve I = (0,009, 0,009, ..., 0,009) angenommen.

Der Jahresbeitrag betrigt dann, unabhingig vom Geschlecht der versicherten Person,
m = 412,26€ fur t = 0,...,34. Mit der Zahlungsreihe

35Z = (0,...,0, 35l~lt, 35Et+17 ce 735En),

mit 35I~L]~ = -1000 fir j = 35, ..., 64 kann das Deckungskapital zum Zeitpunkt

35p32 - 0(3) ~
t als erwarteter Barwert 35V3a = aBW (;L, I", Q) dargestellt werden (s. (5.6)). Fiir t = 35

ergibt sich so ein Deckungskapital in Hohe von 35V35 = 18.193€.

Um das biometrische Risiko zu quantifizieren, welches sich aus der Verwendung der
Unisex-Sterbetafel QU ergibt, wird zuniichst die oben beschriebene Anderung AQM zu

einer Sterbetafel fiir Minner QY betrachtet. Fiir die entsprechende Anderung

AQy =@ —Qf

betrégt die biometrische Duration aD(35E, QY, AQM) =0,0712. D.h., aufgrund der An-
derung der Sterbetafel AQM sinkt das Deckungskapital zum Zeitpunkt ¢ = 35 um ca.
%.

Fiir die Anderung AQZL" der Unisex-Sterbetafel QU zu der geschlechtsspezifischen Ster-
betafel fiir Frauen Q£ mit

AQE =@ - QY

betragt die biometrische Duration aD(35f/, QY, AQL) = —0,0591. Im Gegensatz zur Ver-
wendung der Sterbetafel fiir Manner, steigt das Deckungskapital um ca. 6% an, falls die
versicherte Person weiblich ist. Damit ist erkennbar, dass das biometrische Risiko gegen-

satzlich ist fir Manner und Frauen.

Weiterhin  betrdgt flir die jeweiligen Félle die biometrische Konvexitéit
aC(35E, QY, AQM) = 0,00001746, bzw. aC(35E, QY, AQL) = 0,00001695. Man erkennt hier-
bei, dass der Einfluss der Konvexitdt auf die Approximation gering ist und fiir die Appro-

ximation des Deckungskapital keine signifikante Verbesserung darstellt.

Diese Werte kénnen nun genutzt werden, um die folgenden Approximationen fiir das
Deckungskapital zum Zeitpunkt t = 35 unter Verwendung der geschlechtsspezifischen Ster-

betafeln zu erhalten. Fiir Méanner erhélt man fiir das Deckungskapital 35V, zum Zeitpunkt
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t = 35 die Approximation

35V.L(QY + AQM) = 35V, - (1 — aD(35L, Q%AQ%))
= 16.897,49

bzw.

- 1 -
V(@Y + AQY) = sV - (1~ aDesL. QY AQY) + 5 - aClssL, QY. AQ))

= 16.897,65.

Auch am Vergleich der beiden Approximationen erkennt man, dass die biometrische Kon-

vexitit aC (351?, QY, AQM) die Approximation des Deckungskapitals kaum verindert.

Dies ist ebenso erkennbar, wenn die Approximationen des Deckungskapitals betrachtet

werden, falls die Sterbetafel fiir Frauen verwendet wird:

3V2(QY +AQE) = 53Ve - (1 - aD (5L, QY, AQE))
=19.267,70

bzw.

~ 1 -
VY +AQE) =5V (1- aDGsL QYL AQE) + 5 - aClisL QY. 200

= 19267,85.

Der gesamte Verlauf der Approximationen des Deckungskapitals ¢V,” fiir ¢t = 0,...,65
bei Verwendung der geschlechtsspezifischen Sterbetafeln ist in Abbildung 5.5 dargestellt
(Die rot gepunktete Kurve zeigt jeweils die Approximation ;V,”(QY + AQ,) fiir Ménner
bzw. fiir Frauen. Die griin gestrichelte Kurve zeigt jeweils die Approximation ;V.¢(QY +
AQ;) fir Ménner bzw. fiir Frauen.). Ebenso ist der Verlauf des Deckungskapitals ;V,, fiir
t=0,...,65 bei Verwendung der Unisex-Sterbetafel dargestellt (schwarze Kurve).

Zunichst fillt auf, dass der Verlauf der Approximationen ;V,” und ;V,¢ in beiden Féllen
(Ménner bzw. Frauen) nahezu identisch ist. Die zusétzliche Berticksichtigung der Konve-

xitdtsgrofe fiihrt hier zu keiner sichtbaren Verbesserung der Approximationen.

AuBerdem zeigt sich, dass das Deckungskapital, das sich aus der Approximation ;V,” (QY+
AQM) mit den geschlechtsspezifischen Sterbewahrscheinlichkeiten fiir Ménner ergibt, fiir
alle Zeitpunkte kleiner ist, als das kalkulierte Deckungskapital ;V,. Ebenso ist die Appro-
ximation ;V,” (QY + AQZL) mit den geschlechtsspezifischen Sterbewahrscheinlichkeiten fiir
Frauen grofler als das mit der Unisex-Sterbetafel kalkulierte Deckungskapital. Der Grund

dafiir liegt darin, dass die Sterbewahrscheinlichkeiten fiir Manner grundsétzlich grofler als
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Sterbetafel fiir Manner Sterbetafel fir Frauen
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Abbildung 5.5.: Verlauf des Deckungskapitals im Vergleich bei Verwendung einer Unisex-
Sterbetafel und den geschlechtsspezifischen Sterbetafeln.

die entsprechenden Wahrscheinlichkeiten fiir Frauen sind (s. Abbildung 5.4). Damit geht
auch eine hohere Lebenserwartung fiir Frauen im Vergleich zu Mannern einher. Dadurch
muss fiir Rentenversicherungen von Frauen grundsétzlich mehr Kapital reserviert werden,
um alle zukiinftigen Rentenzahlungen finanzieren zu kénnen [Ort16]. Dies zeigt sich auch
im hoéheren Verlauf des Deckungskapitals, wenn die Sterbetafel fiir Frauen verwendet wird.

Im Gegensatz dazu wird durch die bei der Kalkulation verwendete Unisex-Sterbetafel
die Sterbewahrscheinlichkeit fiir Ménner unterschitzt, da die Daten durch die niedrige-
ren Sterbewahrscheinlichkeiten fiir Frauen beeinflusst sind. Fiir eine ménnliche versicherte
Person wird daher eine hohere Reserve aufgebaut, da erwartet wird, dass mehr Rentenzah-
lungen finanziert werden miissen, als dies bei Kalkulation mit der Sterbetafel fiir Manner
der Fall ware.

Fiir diese Versicherung ist also das biometrische Risiko gegensétzlich fiir Ménner und
Frauen. Wahrend fiir Manner durch die Unisex-Kalkulation ,,zu viel“ Geld reserviert wird,

wird der Kapitalbedarf fiir Frauen unterschétzt.

Weiterhin  wird nun anstelle der verwendeten flachen Zinsstrukturkurve
I = (0,009, 0,009, ..., 0,009) eine nicht-flache Forward Rate Zinsstrukturkurve I an-

genommen. Das heifit die flache Zinsstrukturkurve dndere sich um

AIF =17 1.

Hierfiir sei die Zinsstrukturkurve I angenommen, die in Abbildung 5.6 dargestellt ist”.
Mit dem Konzept der Forward Rate Duration lésst sich nun der Verlauf des Deckungska-

pitals ¢V, nach Anderung AT F = ¥ — T der Zinsstrukturkurve I annihern. Beispielsweise

ist fur den Zeitpunkt ¢t = 35 das Deckungskapital 35V, = BWF(Z(35Z), I) = 18.193€. Fiir

"Die verwendeten Werte sind in Anhang A.1.2, Tabelle A.3 zu finden.
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Abbildung 5.6.: Darstellung der Zinsstrukturkurven I und I 4+ AITF

t = 35 betrigt die Forward Rate Duration DF(Z(35Z), I, AI") = 0,0621 und die Forward
Rate Konvexitit Cp(Z51) I, AT") = 0,0824. Der Wert der Forward Rate Duration zeigt,

dass das Deckungskapital aufgrund der unterstellten Zinsdnderung um ca. 6% sinkt.

Mit diesen Werten erhélt man fiir die Approximationen des Deckungskapitals zum Zeit-
punkt t =35 :

3s VP (I + ATF) = 35V, - <1 — DF(Z(35Z), I, AIF))

= 17.062,38
bzw.

35V (I + ATF) = 35V, - (1 ~ Dp(Z25D) I ATF) + % Cp(2®D) T, AIF)>

= 17.812,26.

Die Werte fiir das mit der flachen Zinsstrukturkurve I kalkulierte Deckungskapital ;V,
fiir alle Zeitpunkte ¢ = 0,...,65, im Vergleich mit den Approximationen ;V,”(I 4+ AIF)
und (V¢ (I 4+ AIT) des Deckungskapitals nach Anderung der Zinsstrukturkurve sind in
Abbildung 5.7 dargestellt.

An der Abbildung 5.7 wird deutlich, dass in der ersten Hélfte (¢t < 35) der Vertragslauf-
zeit die Anderung der Zinsstrukturkurve zu einer sichtbaren Verinderung des Deckungska-
pitals fiihrt. Auch ist erkennbar, dass die Approximationen ;V,” (I + AI™) (griine Kurve)
und V.¢ (I + AIF) (rote Kurve) unterschieden werden konnen. Allerdings werden die Un-
terschiede in der zweiten Halfte (¢ > 35) geringer und die Kurven lassen sich kaum noch
unterscheiden. Hier fithrt die angenommene Anderung der Zinsstrukturkurve nur zu einer
geringen Anderung des Deckungskapitals. Das Zinsinderungsrisiko nimmt damit im Zeit-

verlauf ab, da die Abweichungen zum kalkulierten Deckungskapital geringer werden.

Schlieflich lassen sich auch mittels der kombinierten Duration bzw. der kombinierten

Konvexitit beide Szenarien simultan untersuchen. D.h., es wird sowohl die Anderung
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Abbildung 5.7.: Vergleich des Verlaufs des Deckungskapitals bei Anderung AIF der flachen
flachen Zinsstrukturkurve 1.

AIF = I¥ — T der flachen Zinsstrukturkurve I unterstellt, als auch die Anderungen der

Unisex-Sterbetafel QU zu geschlechtsspezifischen Sterbetafeln fiir Méanner QY bzw. Frau-

en QF.

Fiir die Anderung zur Sterbetafel fiir Ménner AQM = QM — QU sowie die Anderung

der Zinsstrukturkurve AT erhilt man fiir die kombinierte Duration

Dy = DF(Z(3SZ), I_, AIF) + aD(35f/, QxU, AQQ/[)
= 0,0621 40,0712 = 0,1333.

Die unterstellten Anderungen bewirken, dass das Deckungskapital zum Zeitpunkt ¢ = 35
um ca. 13% sinkt. Fiir die Anderung zur Sterbetafel fiir Frauen AQL = QF — QU bei
gleichzeitiger Anderung der Zinsstrukturkurve AIF gilt hingegen fiir die kombinierte Du-

ration:

Dic = Dp(ZD, I, AIT) + aD(35L, QY AQE)
= 0,0621 — 0,0591 = 0,003.
In diesem Fall wirkt das Zinsénderungsrisiko dem biometrischen Risiko entgegen, sodass
sich das Deckungskapital 35V, um lediglich 0,3% é&ndert.

Fiir die kombinierte Konvexitiat C'x der jeweiligen Félle betragen die Werte

C = Cp(Z5D) T, ATF) + aC(35L, QU, AQM)
= 0,0824 + 0,00001746 = 0,08242
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bzw.

Cx = Op(Z265D) T AIF) + aC(35L, QU , AQT)
— 0,0824 + 0,00001695 = 0,08241.

Schliefflich kénnen mit diesen Werten die Approximationen des Deckungskapitals 35V,
nach Anderung der Zinsstrukturkurve und der Sterbetafel berechnet werden. Fiir den Fall

einer mannlichen versicherten Person gilt

VEI+ AT, QY + AQY) =V, - (1 - D)
= 15.766,80

und

- 1
VO + AT, QY + AQM) =V, - (1 — Dg + 3 CK>

= 16.516,84.
Analog errechnet man fiir eine weibliche versicherte Person:

VP +ATF,QY + AQEY) =V, - (1 - Dg)
= 18.137,01

und

- 1
VO +ATF, QU+ AQF) = Vi, - (1 ~Dit g CK)

= 18.887,04.

Abbildung 5.8 stellt den Verlauf des mit einer flachen Zinsstrukturkurve und der Unisex-
Sterbetafel kalkulierten Deckungskapitals (schwarze Kurve) im Vergleich zum Verlauf des
Deckungskapital nach Anderung der Zinsstrukturkurve und der Sterbetafel dar. Dabei
zeigt die Abbildung auf der linken Seite die Approximationen ;V,” (I + AT, QY 4+ AQM)
(griin, gestrichelte Kurve) und (V. (I + AIT, QYU + AQM) (rot, gepunktete Kurve) nach
Anderung der Zinsstrukturkurve und Verwendung der Sterbetafel fiir Ménner dar. Ent-
sprechend sind auf der rechten Seite die Approximationen VP (I + AT, QY + AQL)
(griin, gestrichelte Kurve) und (V.2 (I + AI*, QU + AQL) (rot, gepunktete Kurve) bei

Verwendung der geschlechtsspezifischen Sterbetafel fiir Frauen zu sehen.

Am Vergleich der beiden Darstellungen erkennt man den unterschiedlichen Verlauf des
Deckungskapitals bei der Verwendung der geschlechtsspezifischen Sterbetafeln. Fiir Mén-
ner ergeben sich deutlichere Abweichungen von dem urspriinglich kalkulierten Verlauf des
Deckungskapitals. Hier ist zu erkennen, dass das Deckungskapital aufgrund der Anderun-

gen geringer ausfillt, als kalkuliert wurde. In diesem Fall fiihrt das Zinsdnderungsrisiko
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Abbildung 5.8.: Verlauf des Deckungskapitals im Vergleich bei Anderung der Zinsstruk-
turkurve, sowie der Verwendung der geschlechtsspezifischen Sterbetafeln.

in Kombination mit dem biometrischen Risiko dazu, dass das Versicherungsunternehmen
weniger Kapital reservieren muss, um alle erwarteten Rentenleistungen finanzieren zu kon-
nen.

Bei Verwendung der Sterbetafel fiir Frauen und gleichzeitiger Anderung der flachen
Zinsstrukturkurve ergibt sich nur in den ersten Jahren ein geringeres Deckungskapital.
Fir ¢ > 35 liegt der Verlauf des verinderten Deckungskapitals oberhalb des Verlauf des
kalkulierten, sodass aufgrund der Anderungen mehr Kapital reserviert werden muss. Das
kombinierte Anderungsrisiko fillt hier allerdings deutlich geringer aus, da das approxi-

mierte Deckungskapital weniger stark vom kalkulierten Deckungskapital abweicht.






Kapitel 6

Weitere Anwendungen des

Durationskonzepts

Das Konzept der biometrischen Duration wurde bisher nur verwendet, um das Anderungs-
risiko resultierend aus einer Anderung der Sterbetafel Q. zu quantifizieren. Der Begriff des
biometrischen Risikos umfasst allerdings auch das Risiko resultierend aus Anderungen wei-
terer biometrischer Daten, wie z.B. Invalidisierungswahrscheinlichkeiten (s. Abschnitt 5.3).
In diesem Kapitel wird aufgezeigt, wie derartige Anderungsrisiken auch mit dem Konzept
der biometrischen Duration bemessen werden kénnen. Dazu wird gezeigt, wie sich typische
Barwerte, die zur Kalkulation von Berufsunfihigkeitsversicherungen benétigt werden, als
erwartete Barwerte der Form aBW (Z, I¥,Q,) darstellen lassen. Mithilfe dieser Darstel-
lungen kénnen die Gréflen der biometrischen Duration und der biometrischen Konvexitét

direkt formuliert und zur Quantifizierung der Anderungsrisiken genutzt werden.

Weiterhin wird auch am Beispiel des inflationsbereinigten Barwerts gezeigt, dass die
Konzepte zur Quantifizierung von Anderungsrisiken auch angewendet werden konnen,
wenn Anderungen nicht-biometrischer Daten vorliegen. Dabei wird das Anderungsrisi-
ko bemessen, das durch die Anderung von Inflationsraten entsteht. Diese Untersuchung
verdeutlicht die Moglichkeit der Anwendung der biometrischen Duration fiir die Risikoana-
lyse, wenn Anderungsrisiken auBerhalb der Lebensversicherungsmathematik quantifiziert

werden sollen.

Dieses Kapitel zeigt somit erweiterte Anwendungsmaoglichkeiten des Konzepts der bio-

metrischen Duration auf.

6.1. Durationsmale fiir Berufsunfahigkeitsversicherungen

Fir die Kalkulation von Versicherungsprodukten der betrieblichen Altersvorsorge wer-
den, neben einer Zinsstrukturkurve und Sterbewahrscheinlichkeiten, weitere Rechnungs-
grundlagen benétigt, mit denen die Eintrittswahrscheinlichkeiten der Berufsunfahigkeit
bestimmt werden kénnen. In diesem Abschnitt wird gezeigt, wie mithilfe des Konzepts

der biometrischen Duration, die Auswirkungen von Anderungen der fiir die Kalkulation
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von Berufsunfahigkeitsversicherungen benétigten Daten bestimmt werden kénnen. Dazu
werden Beitrags- und Leistungsbarwerte betrachtet, die bei der Kalkulation von Versiche-

rungsprodukten der betrieblichen Altersvorsorge verwendet werden.

Die Leistungen eines Versicherungsvertrags orientieren sich am Verbleiben oder Aus-
scheiden aus einem Kollektiv. Bisher wurde als Ausscheideursache ausschliellich der Tod
betrachtet und damit nur das Kollektiv der ,Lebenden® In der betrieblichen Altersvor-
sorge tritt als Ausscheideursache zusétzlich die Invaliditdt auf. Damit wird die versicherte
Person mehreren Risiko gleichzeitig ausgesetzt. Das Kollektiv wird dafiir in die Gruppen
der sogenannten , Aktiven®, ,Invaliden® und ,, Toten“ unterteilt. Ein Aktiver ist dabei eine
nicht-invalide lebende Person.

Scheidet eine Person aus dem Kollektiv der ,,Aktiven* aufgrund der Ausscheideursache
SInvaliditat“ aus, so wechselt die Person in das Kollektiv der ,Invaliden®. Scheidet hin-
gegen ein Aktiver oder ein Invalider aufgrund von Tod aus dem jeweiligen Kollektiv aus,
so wechselt die Person in das Kollektiv der , Toten®. Dabei ist es auch moglich, dass die
Ursache der Berufsunfdhigkeit nicht mehr vorliegt, d.h. dass die invalide Person gesundet
und wieder einer Arbeitstatigkeit nachgehen kann. In diesem Fall spricht man von der Re-
aktivierung der versicherten Person, die dann in das Kollektiv der ,, Aktiven“ zuriickkehrt
[Kah18].

Fiir die Kalkulation von Berufsunfihigkeitsversicherungen werden zur Bestimmung der
Eintrittswahrscheinlichkeiten der Leistungsfille sogenannte Invalidisierungswahrschein-
lichkeiten beriicksichtigt. Sie geben die Wahrscheinlichkeit an, mit der eine versichte Per-
son z.B. aufgrund von Berufsunfihigkeit, Erwerbsunfihigkeit der Arbeitsunfahigkeit aus
einem dem Kollektiv der ,Aktiven“ ausscheidet [Wagl7].

Wie auch Sterbewahrscheinlichkeiten werden Invalidisierungswahrscheinlichkeiten nach
verschiedenen Risikomerkmalen differenziert. Dabei wird hier neben den Merkmalen Alter
und Geschlecht auch nach dem Beruf (bzw. der Berufsgruppe) der versicherten Person
unterschieden. Damit sind die Invalidisierungswahrscheinlichkeiten, ebenso wie die Ster-
bewahrscheinlichkeiten ,von dufleren Rahmenbedingungen beeinflussbar und dndern sich
im Zeitablauf, z.B. in Abhéngigkeit von Konjunkturzyklen oder der jeweiligen Praxis von
Frithverrentungen in der Sozialversicherung“ [Wagl7].

Das Invaliditdtsrisiko ist besonders durch den Beruf und das Mafl der Eignung fiir die
ausgeiibte Berufstétigkeit beeinflusst [Rue64]. Es ist klar, dass nicht jeder Beruf die glei-
chen Invalidisierungswahrscheinlichkeiten mit sich bringt und auch nicht jede Krankheit
bzw. nicht jeder Gesundheitsschaden die gleichen Auswirkungen auf die Ausiibung des Be-
rufs hat [Neu64]. Ein Berufswechsel oder auch bereits eine Anderung der Titigkeit kann
daher Anderungen der Invalidisierungswahrscheinlichkeiten nach sich ziehen.

Auch technische Fortschritte im Bereich der Arbeitssicherheit, neuere gesetzliche Anfor-

derungen, sowie ein allgemein gestiegenes Bewusstsein fiir Gefahrenquellen fithren zu sich
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dndernden Invalidisierungswahrscheinlichkeiten. Auch ist in den letzten Jahren die Sensi-
bilisierung fiir psychische Krankheiten, sowie deren Anerkennung angestiegen. So stellten
im Jahr 2017 psychische und Nervenkrankheiten die haufigste Ursache fiir Berufs- und
Erwerbsunfahigkeit dar (laut dem Gesamtverband der Deutschen Versicherungswirtschaft
e.V. und der Deutschen Rentenversicherung Bund, s. [Wic19a; Wicl9b]).

Trends und Verdnderungen in den Ursachen fiir Berufsunfihigkeit und damit auch in
den Eintrittswahrscheinlichkeiten lassen sich bei der Kalkulation von Berufsunfdhigkeits-
versicherungen nur schwer beriicksichtigen. Damit fithren Invalidisierungswahrscheinlich-
keiten auch zu einem biometrischen Risiko, da sich &ndernde Wahrscheinlichkeiten auf
die Bewertung von Zahlungsreihen der betrieblichen Altersversorgung auswirken. Um das
biometrische Risiko gleichermaflen mit dem Konzept der biometrischen Duration messen
zu koénnen, werden im folgenden klassische Barwerte der Pensionsversicherungsmathema-
tik vorgestellt und die Anwendung der biometrischen Duration fiir die betriebliche Al-
tersvorsorge diskutiert. Zunéchst werden dazu die Wahrscheinlichkeiten eingefiithrt und
beschrieben, die fiir die Berechnung der Eintrittswahrscheinlichkeiten der Beitrags- und

Leistungszahlungen von Produkten der betrieblichen Altersversorgung notwendig sind.

Durch die Ausscheideursache ,, Tod“ scheidet eine x-jahrige aktive Person aus dem Kol-
lektiv der Aktiven mit Wahrscheinlichkeit ¢2* in das Kollektiv der Toten aus. Dabei
bezeichnet ¢3* die sogenannte Aktivensterbewahrscheinlichkeit, d.h. die einjahrige Wahr-

scheinlichkeit als z-jdhrige aktive Person zu sterben. Die Aktivensterbewahrscheinlichkei-

a
T

ten ¢33, fiir t = 0,1,...,w — o werden in der Aktivensterbetafel Q3 zusammengefasst,

Qi«a = (q;a’qgilv <o 7q2a) .

Der Ubergang in das Kollektiv der Invaliden erfolgt fiir eine x-jihrige aktive Person
mit der Invalidisierungswahrscheinlichkeit i, d.h. der einjahrigen Wahrscheinlichkeit als
z-jahrige aktive Person invalide zu werden [Kahl18]. Fir die Invalidentafel, die die einjéh-
rigen Invalidisierungswahrscheinlichkeiten einer z-jahrigen Person enthélt, wird hier die

Bezeichnung

Ix = (iz7 iz-‘,—la R iw)
verwendet.

Umgekehrt beschreibt die Grofle r, , die Wahrscheinlichkeit, dass eine z-jahrige Person,
die mit Alter z < x invalide geworden ist, in das Kollektiv der Aktiven zuriickkehrt. Die
Grofe r,, wird als Reaktivierungswahrscheinlichkeit bezeichnet [Kahl8]. Fiir die Tafel
der entsprechenden Reaktivierungswahrscheinlichkeiten einer z-jahrigen Person wird die

Bezeichnung R, ; verwendet, mit

Rz,:c = (rz,z7 lzx+1y-- -5 rz,w) .
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Eine invalide Person scheidet aufgrund der Ausscheideursache ,,Tod“ aus dem Kollektiv
der Invaliden mit der Wahrscheinlichkeit ¢} , in das Kollektiv der , Toten* aus [Kah18].
D.h. qiz’x bezeichnet die einjahrige Sterbewahrscheinlichkeit einer x-Jéhrigen Person, die
im Alter z < a Jahren invalide geworden ist. Fiir eine z-jahrige Person, die im Alter von
z < x Jahren invalide geworden ist, sind die Sterbewahrscheinlichkeiten in der Invaliden-
Sterbetafel

— i i i
Z,x T (qZ7x7 qZ7x+17 e 7qz,w)

zusammengefasst.

Die moglichen Uberginge zwischen den Kollektiven sind in Abbildung 6.1 visualisiert.

aa i

e

Abbildung 6.1.: Ubergéinge bei Berufsunfihigkeitsversicherungen mit den Ausscheideursa-
chen ,Invaliditat“ und ,,Tod“ [Kah18].

Weiterhin bezeichnet ;p3? die ¢-jdhrige Wahrscheinlichkeit, dass eine z-jahrige aktive
Person nach ¢ Jahren noch zum Aktiven-Kollektiv gehért [Kah18]. Es gilt!

t—1

w2 =] =) - (1 —izgs)-
k=0

Auflerdem bezeichnet tpiz,x die t-jahrige Wahrscheinlichkeit, dass eine z-jahrige invalide
Person nach ¢ Jahren noch zum Invaliden-Kollektiv gehért [Kah18]. Es gilt?

t—1

r = L (= dhis) - (o).
k=0

Fiir eine Versicherung mit Berufsunfidhigkeitsschutz endet die Beitragszahlung typischer-
weise, sobald der Fall der Berufsunfiahigkeit eintritt. Die Beitrdge werden daher nur gezahlt,

solange die versicherte Person zum Kollektiv der Aktiven zdhlt.

'Hierbei wurde der multiplikative Ansatz zur Beschreibung der Entwicklung der Anzahl £22 der aktiven
Lebenden im Kollektiv berticksichtigt (s. [Kahl18]), d.h. €32, =637 - (1 —¢3) - (1 — iz).

2Hierbei wurde der multiplikative Ansatz zur Beschreibung der Entwicklung der Anzahl éizyr der Lebenden
im Invalidenkollektiv beriicksichtigt (s. [Kah18]), d.h. £, . 1 = £, , - (1 — gL o) - (1 —r20).
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Der Beitragsbarwert einer Versicherung mit n-jahriger Beitragszahlungsdauer héngt
daher von den GroBen Q3, |, und einer Zinsstrukturkurve, hier I, ab. Die zu zah-
lenden Beitriage seien durch den Beitragsvektor m = (mg, 71,...,m—1,0) gegeben. Der
Beitragsbarwert kann damit als erwarteter Barwert aBW (Z, I, Q3?) der Zahlungsreihe
Z =(Zo,Z1y...,Zn—1,0) mit

j—1
Zi=]] (A —iosr) 7,5 =0,....n—1
k=0

aufgefasst werden. Es gilt (vgl. bspw. [Kah18])

n—1 j—1 i
CLBW(Z’ IF7Q;a) = (1 - q:):+k) Z H(l +Z’k)71
7j=0 k=0 k=1
n—1 j—1 7j—1 .
= H (1=q2) - TT (0 —iegr) - 75 - 0V
j=0 k=0 k=0
n—1 )
= ]p;a . 7‘("7 . U(]).
7=0

Dieser Beitragsbarwert ist nun von drei (moglicherweise) risikobehafteten Groflen ab-
héngig. Die entsprechenden Terme im Barwert, d.h. die mehrjahrige Wahrscheinlichkeit
als Aktiver zu iiberleben, sowie die mehrjahrige Wahrscheinlichkeit nicht invalide zu wer-
den, lassen sich analog zur mehrjiahrigen Uberlebenswahrscheinlichkeit als Produkt der
korrespondierenden einjahrigen Wahrscheinlichkeiten darstellen (Vgl.(5.2)). Damit kann
auch die Grofle Hi;g (1 —igyx) geméaB Abschnitt 5.3.2 als Aufzinsungsfaktor interpretiert
werden.

Es ist offensichtlich, dass die Faktoren Hi;%) (1 — q;ik> und Hi;}] (1 —iz4g) in ihrer
multiplikativen Struktur mit der Struktur der j-jahrigen Uberlebenswahrscheinlichkeit ;p,
identisch sind, und sich lediglich in den konkreten Werten der verwendeten Groflen von jp,
unterscheiden. Das bedeutet auch, dass die Ausscheideursachen ,Invaliditat* und ,, Tod*
formal nicht unterschieden werden kénnen und somit der Beitragsbarwert als erwarteter
Barwert aBW (Z',1,, I') der Zahlungsreihe Z’ mit

j—1
Z;-:H(l—qgik)-ﬂ'j, fir j=0,...,n—1
k=0
dargestellt werden kann:
1 - j—1 J
aBW(Z', 17 ,1,) Z H (1 —igs) - [T (1 — %) H 1+i,) "
j=0 k=0 k=0 k=1

Sowohl fiir die Bemessung des biometrischen Risikos, resultierend aus Anderungen in
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der Aktivensterbetafel als auch aus Anderungen in der Invalidentafel, kann somit das Kon-

zept der biometrischen Duration angewendet werden.

Die biometrische Duration fiir die Betrachtung des biometrischen Risiko bei einer gege-

benen Anderung

AQT = (A A, ..., AT

der Aktivensterbetafel Q3 ergibt sich direkt aus Anwendung von Definition 5.14 bzw. Satz
5.15 fiir die Zahlungsreihe Z = (Zy, Z1, ..., Zp—1,0), mit

j—1
Zj=m;- [] (1= iatn)
k=0
fir j =0,...,n—1 und @, := Q3. Fiir die Approximation des erwarteten Barwerts

aBW(Z, 1", Q2 + AQ3) nach Anderung der Aktivensterbetafel erhilt man fiir die bio-
metrische Duration aD(Z, Q3?, AQ3?) der Zahlungsreihe Z:

-1 1 9aBW (Z,1F,Q22)
D(Z. 0% A0O¥@) = 2 : YT a
¢ ( T Qx) CLBW(Z, IF7Q?03) k=0 aqx-ﬁ-k Lotk
j_l 1
Py T U —_— Aq;a .
" aBW(Z, IF ,Q22) Zﬂ ! k; 1+ (—¢2,) th

(6.1)

Ebenso erhélt man aus (5.23) in Satz 5.18 die KonvexitétsgroBe aC(Z, Q32, AQ3?) der
Zahlungsreihe Z

C(2,Q3%, AQ7)

1 n 1 i1 1
pot T v @) . 2. ——Ag¢H g2,
CLBW(Z Ir Qaa z::j ! ’ Z - ;‘j—kz vk l%—%—l 1- qa;-H o

Der erwartete Barwert a BW (Z, I, Q3 + AQ3?) nach Anderung der Aktivensterbetafel

kann damit geméf (5.22) approximiert werden durch

aBW(Z, 17, Q% + AQ®) — aBW (2, IF, Q%) - (1 —aD(Z,Q%, AQ®)

1
45 aC(Z,Q2,008) ).

Zur Approximation des erwarteten Barwerts aBW (Z', I*, I, +Al,) nach einer Anderung

in der Invalidentafel kann mit @, := |, die biometrische Duration der Zahlungsreihe Z’
j—1
mit Z]’- = - kljo (1 — qgik>, j =0,....,n — 1, bzw. die biometrische Konvexitit der
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Zahlungsreihe Z’ verwendet werden. Mit den Anderungsgrofien
Aly = (Aig, Aigy1, ..., Aiy)

erhélt man fiir die biometrische Duration aD(Z’,1,, Al,) der Zahlungsreihe Z" aus Defini-
tion 5.14 bzw. Satz 5.15:

—1 "i daBW (Z,IF1,)
aBW(Z',1F1,) =, Dyt h

n j—1
! a2 6. (3 1 i
CLBW(Z, IF, Im) ]Zlﬂpx T U ];) 11 (—ll._‘_k) o4k

Entsprechend folgt fiir die biometrische Konvexitiat aC(Z’, 1., Al,) der Zahlungsreihe Z’
aus Satz 5.18:

CLD(Z/,II,AII) = AL/L:_A'_]C

aC(Z’, I, Aly)
j_2 1 j_l 1
Dy Ty U -2 7A| +k - Ai +1-
aBW(Z IF 1) ZJ J %1—.x+k v 12;1 T

Fiir den erwarteten Barwert aBW (Z’, I¥ |, + Al,) nach Anderung der Invalidentafel gilt
dann geméaf (5.22) die Approximation

1
aBW(Z' 17 I, + Al,) = aBW(Z', 17 1,) - (1 —aD(Z' 1., Aly) + 5 aC(Z' Ny, Algg)) .

Hieraus wird deutlich, dass der Beitragsbarwert einer Versicherung mit Berufsunfihig-
keitsschutz auch als erwarteter Barwert geméfl Definition 5.1 dargestellt werden kann,
um dadurch das Konzept der biometrischen Duration zu verwenden und biometrische
Anderungsrisiken zu quantifizieren. Hierbei kann das biometrische Anderungsrisiko auf-
grund einer Anderung der Aktivensterbetafel Q32 bzw. einer Anderung der Invalidentafel
|, quantifiziert werden, indem mit den dargestellten GroBen die Anderung des erwarteten

Barwerts approximiert wird.

Weiterhin kann der betrachtete Beitragsbarwert auch als Barwert BWg(Z, I der Zah-
lungsreihe Z = (Zy, Z1,. .., Zyp—1,0) mit Z; = jp3*-m;,j = 0,...,n—1 interpretiert werden,
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d.h.
— — j—l
aBW (Z,IF, Q) :Z H 1-¢2) ] (1 —igsn) - mj - 0@
7=0 k=0 k=0
n—1
=3 Z; 09 = BWp(Z,1F).
=0

Diese Interpretation erlaubt es, das Konzept der Forward Rate Duration direkt anzuwen-
den, um das Zinsianderungsrisiko zu quantifizieren, falls eine Anderung AI* der Forward
Rate Zinsstrukturkurve untersucht werden soll. Daher kann mithilfe der Forward Rate
Duration Dp(Z,IF, AI") bzw. der Forward Rate Konvexitit Cp(Z, IF, AI') der Zah-
lungsreihe Z = (Zo, Z1,. .., Zn-1,0) mit Z; = jp@ -m;, j = 0,...,n — 1 die Anderung
des Beitragsbarwerts aufgrund einer Anderung AIF der Zinsstrukturkurve I berechnet

werden (analog zu Abschnitt 5.2).

Auch Leistungsbarwerte von Produkten der betrieblichen Altersversorgung, kénnen als
erwartete Barwerte der Form aBW (Z, I, Q) dargestellt werden, sodass das Konzept der
biometrischen Duration verwendet werden kann, um hier das biometrische Risiko zu quan-

tifizieren.

Dazu sei zunéchst der Barwert einer noch maximal n Jahre zu zahlenden Invalidenrente
fiir eine z-jahrige Person betrachtet, bei der bereits im Alter von z < x die Invaliditét
eingetreten ist. Die Leistung dieser Versicherung endet vor Ablauf von n Jahren, falls die
versicherte, invalide Person stirbt oder wieder in die Berufsfahigkeit eintritt, also reakti-
viert wird. Die Rentenzahlung zum Zeitpunkt j sei mit R; fiir j = 0,...,n bezeichnet.

Der zugehorige Leistungsbarwert kann als erwarteter Barwert aBW (Z, I¥ ,Qiz’z) der
Zahlungsreihe Z = (Zy, Z1, ..., Zy,) mit

j—1

ZJZH(l_rz,z‘-i-k‘)R]? furij,,n
k=0

aufgefasst werden. Es gilt (vgl. bspw. [Kah18])
j—1

H (1 - qiz,a:-I—k) ’ H (1 - rz,erk) : Rj ’ U(j)

k=0

"
M|

aBW(Z, 17, Q!

3 .
I
— o

szz' )

Im spéteren Verlauf dieses Abschnitts wird, aus Griinden der Ubersichtlichkeit, fiir den

Barwert aBW (Z, 1", Q1 ) die in der Literatur géingige Kurzschreibweise az e verwendet
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[HHDO06; Kah18], d.h.

) n—17—1 . j—1 '
d!z,x:n = Z H (1 B qu,x—l—k:) ’ H (1 - rz,x+k) : Rj : ’U(])
J=0 k=0 k=0
n—1
= ipl, Ry o, 62)
j=0

Wird eine lebenslang zahlbare Invalidenrente betrachtet, d.h. n = w — x, so wird fiir den
Barwert der Invalidenrente die Bezeichnung a'zx verwendet®. Diese Bezeichnung wird be-
notigt, um spater den Anwartschaftsbarwert auf eine lebenslange Berufsunfihigkeitsrente

ubersichtlicher darstellen zu kénnen.

Bei dem Leistungsbarwert einer Invalidenrente lédsst sich fiir eine Risikobetrachtung
wéahrend der Zeit der Berufsunféhigkeit die biometrische Duration direkt anwenden. Fir

eine gegebene Anderung
AQ!Z,% = (qlz,x’ qlz,w—l-lv ce )qlz,w)

der Invaliden-Sterbetafel Q! , eines a-jéhrigen Invaliden erhélt man die biometrische Du-
ration aD(Z, Q. ,, AQ. ) aus Anwendung von Definition 5.14 bzw. Satz 5.15 fiir die Zah-
lungsreihe Z = (Zo, Z1, ..., Zn—1,0), mit Z; = Hi;%) (1—=r.po4k) - Rj, j=0,...,n und
QJI = Iz7x:

. : -1 "1 9aBW(Z,I7, Q1) .
D(Z,Q. ., AQL ) = — AV
a ( 7Qz,x7 Qz,m) CLBW(Z, IF) ,Z’x) ];) aqlz’m—i_k 4z u+k
1 n : G 7j—1 1 .
= . i ,R.,UJ)_ —.Aql .
aBW(Z,1F,QL ) J;J s (;) Lt (=gl ) "

Aus Satz 5.18 folgt fiir die Zahlungsreihe Z die Konvexitétsgrofe aC(Z, in:):

aC(Z,Q. ., AQ: )

W 1 i - v j§ : - ]il : .

— | . J 1 1

= — ) Dy RjvY) -2 ——AG : AV
aBW(Z, Ir, IZ,UC) j=2 - k=0 1= qlz,x—i-k o I=k+1 1- qlz,m—&-l o

Analog kann der Leistungsbarwert auch als erwarteter Barwert aBW (Z',R; 5, I Y der
Zahlungsreihe Z' = (Z{, Z1, ..., Z]) mit

j—1

Z]/':kl_[(1_QL,x+k)'Rj7j:0""’n
=0

3In der Literatur werden die Bezeichnungen G, 4.7y DZW. d , stets unter Anwendung einer flachen Zinss-
trukturkurve verwendet (s. z.B. [HHDO06; Kah18]).
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dargestellt werden:

n—1j—1 j—1
aBW(Z', 1" R..) => ] 0= reosr) - [1 (1 - qL7x+k) R o),
Jj=0 k=0 k=0

Fiir Q. := R, erhélt man daher die biometrische Duration, bzw. die biometrische Kon-

vexitét der Zahlungsreihe Z’ mit Z} = ch;%) (1 — qizw +k) - R;, wenn eine Anderung
AR,z = (Arg, Argy1, ..., Ary)

der Reaktivierungswahrscheinlichkeiten angenommen wird. Fiir die Approximation des

erwarteten Barwerts nach Anderung

-1 1 9aBW(Z',IF R.,)
D(Z'\R.2,AR. ;) = : L BPEA
a ( y Nz xy z,:c) CLBW(ZI, IF, Rz,z) kz::o 8rz7a;+k M2x+k

1 o N 1
— : D VR0 - Ar,
aBW (Z', 17 R...) ;Jpw i v (,;) T4 (—foggr) 7 *’“)

und

aC(Z' Ry, AR, 1)

1

j—2
~ aBW(Z', 17 R.,) z_:/p”R o kz

———Ar ke Z —Ar
1- M2 a4k = k+1 — Mz a4+l

Fiir die Quantifizierung des Zinsanderungsrisikos, d.h. fiir die Bemessung der Auswir-
kung einer Anderung der Forward Rate Zinsstrukturkurve auf den erwarteten Barwert
der Invalidenrente, kann auch hier das Konzept der Forward Rate Duration angewen-
det werden. Dazu wird der Barwert der Invalidenrente als Barwert BWp(Z, IF) der der
Zahlungsreihe Z = (Zy, Z1, ..., Z,) mit Z; = jpizw -Rj;, j =0,...,n interpretiert, d.h.

j—1

aBW(2,1",Q. ) = Z H ( Q,iz,erk) I Q= rapin) - Ry -0V

7=0k k=0

1
=" z; -0 = BWg(zZ,17).
§=0

Dadurch konnen zur Messung des Zinsdnderungsrisikos die Forward Rate Duration
Dp(Z, 17, AT, sowie die Forward Rate Konvexitit Cp(Z, I¥, AIT) der Zahlungsreihe
Z = (2o, 21,...,2Zy) mit Z; = jpfm “Rj, 7 =0,...,n verwendet werden.
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Ein weiterer typischer Leistungsbarwert der betrieblichen Altersversorgung ist der An-
wartschaftsbarwert einer aktiven z-jahrigen Person auf eine lebenslange Berufsunfihig-
keitsrente. Hierbei beginnt eine lebenslang zahlbare Rente, sobald der Fall der Berufsun-
fahigkeit, d.h. der Invaliditét einsetzt. Die Zahlungen beginnen am Ende des Jahres, in
dem die Invaliditét eingesetzt hat [HHD06; Kah18].

Die Ausscheideleistung aufgrund der Ausscheideursache ,Invaliditat“ entspricht also ei-
ner lebenslangen Invalidenrente. D.h. fiir eine bei Vertragsabschluss z-jahrige versicher-
te Person, betrdgt der Wert der Ausscheideleistung der Periode [j,j + 1] dem Barwert
al, +ja+j+1 einer vorschiissig, lebenslanglich zahlbaren Invalidenrente einer x+j+1-jahrigen
Person, die seit dem Alter = + j invalide ist (vgl. (6.2)).

Es wird hierbei die Gleichverteilungsannahme der Leistungsfélle getroffen, d.h. die An-
nahme, dass der Leistungsfall in der Mitte des Jahres eintritt [Kah18]. Die erste Auszah-
lung der Invalidenrente beginnt am Ende der Periode, in der der Leistungsfall eingetreten
ist. Daher muss bei der Barwertberechnung die Wahrscheinlichkeit beriicksichtigt werden,
dass der Invalide nach dem Leistungsfall im Alter z als z + 1/2-Jahriger noch das restliche
Halbjahr bis zum Beginn der Rentenbezugszeit iiberlebt. Fiir die Darstellung dieser Wahr-
scheinlichkeit 1 piz ! wird die Beziehung (1 — 1 q)-(1— 1 qiz ! ) =1—¢. und die Annahme
der Linearitdt der unterjédhrigen Sterblichkeit (vgl. [Ger86]) verwendet. Es gilt:

. 1— qi
| _ X
3Pl = 1-1.q.
Fiir die erwartete Leistung Lij der j 4 1-ten Periode dieser Versicherung folgt dann:

R gl T
L =izt Ppt L Catjatjrl " Ui+l
1—q . . .
T+] i . .
; 'ax+j7x+j+1'vj+1, furj—O,...,n—l.

SENp

— 1.
2

Damit kann der Anwartschaftsbarwert auf eine lebenslange Invalidenrente als erwarteter
Barwert a BW (Z,Q322, I") der Zahlungsreihe Z = (Zy, Z1, ..., Zn_1,0) mit

J—1

Zi=] A —igsp)- L}, fiirj=0,...,n—1
k=0

formuliert werden (s.[HHDOG6]):

F
aBW(Z,I",Q3%3)
n—17—1 7—1 1 —qi+- - '
. . xT .

= Z H (1 - qzik) ) H (1 —igqk) atj 1_17|] 'alac+j,z+j+1 " U541 -yl
j=0 k=0 k=0 7 " Gytj
n—1 1— i

. Qi .

§=0 9 gy
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Z Jp:r: I

Fiir die Betrachtung einer Anderung der Aktivensterbetafel Q32 um

AQY = (A AGY ..., AGY)

erhilt man, analog zu (6.1), das Durationsmafl aD(Z, Q3?, AQ?3?) der Zahlungsreihe Z

J=1

1 n—1 ] ) 7j—1 1
aD(Z,Q3,AQ%) = Do Ly oD [ 3 e A ]
( T T ) aBW(L,IF,Q:aEa) ZJ T 7 ];)1+(_qgik) z+k

sowie die Konvexitét aC'(Z, Q3?) der Zahlungsreihe Z

aC(Z, Q3% AQSY)

1 n—1 as . jfl 1
= . T 09 9. A +k 7Aqail-
(IBW(Z, IF7 an) j;] ; ! Z :(;+k ’ l;—&-l 1— Qi ’

Der Anwartschaftsbarwert auf eine lebenslange Invalidenrente kann auch als erwarteter
Barwert aBW (Z',1,, I*") der Zahlungsreihe Z' = (Z}, Z}, ..., Z!) mit

7j—1
Zi=1[Q-d¢3,) Ly, j=0,....n—1
k=0
verstanden werden:
aBW (Z', 17 ,1,)
= F ; = aa 1- q;H-J i ()
= Z H (1= igtk) “ g - H (1—q2%) - 17 “Opjati+l | Vil U
=0 k=0 k=0 T2 Qaty

Hk 0(1 qac+k) Li

Im Vergleich dieser Darstellung des Anwartschaftsbarwerts aBW (Z', I*",1,) mit dem
erwarteten Barwert a BW (L, I, Q,.) (s. (5.5)) einer lebenslangen Todesfallleistung fillt
auf, dass die Grofle

t—1 i
1-— . .
(1) QZ‘+J ..
z3 =11 (1= aia) - T T Gwtjetn
k=0 2 " Qaty

als Ausscheideleistung der j + 1-ten Periode bzgl. der Ausscheideursache ,Invaliditét®

verstanden werden kann, d.h es ist (vgl. (5.4))

1 1(1)
Zj =lgtj - Zj - Vjq1,
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und damit

aBW (L, I7.1,) ZH L ipir) - iotg - 20 vy -0l

Um ein Durationsmaf8 zur Approximation der Auswirkungen von Anderungen Al, in
der Invalidentafel zu erhalten, bietet es sich daher an, die Darstellung der biometri-

schen Duration fiir Versicherungsleistungen (s. Satz 5.16) fir die Zahlungsreihe Z =
Jj=1 .
(Zo, Z1, -y Zn—1,0) mit Z]’- = kH (1 — qx+k) - L; zu adaptieren.

Fiir eine Anderung der Invalidentafel I, u
Aly = (Aig, Aigt1, ..., Aly)

ergibt sich fir Q, := I,

1 =¥ £ =N G
aD(Z' s, Al) = aBW(Z',I,, IF) (Z (1;) 1 —ipyr) A'w+k> p3 - Ly o)

j=1

1- q +i—1 ; .
_ZJ P2 .A aIHj_LHj.U(J).A,ijl .
2 “pyj1

Aus Satz 5.19 folgt die biometrische Konvexitat aC(Z’,1,) der Zahlungsreihe Z' mit

1 n—1 ) j—1 1
aC(Z' ), Aly) = . p32.Lv P —A R —— Aigyy
x z CLBW(Z/,IF7 |$) (;J x g Z 1 —igyn z+ l—%—%—l 1—izp x+
oy (G+1) j_l 1 , ,
- Z iPa 7. “Opqjatjt1 "V "2 Z 17-A'x+’“A'”j '
3 "y iz (L —iapn)

Bemerkung 6.1

Aufgrund der Abhingigkeit des Barwerts d' +jatj+1 von den GroBen QL@ und R, (vgl.
(6.2)) ist auch der Barwert a BW (Z, I, Q3?) von diesen GréBen abhingig. Die Betrachtung
der Risiken durch Anderungen von @)}, , und R, wurde bereits fiir diesen Barwert der
Invalidenrente aBW (Z, 1%, Q) = P Oljpz .- Rj - vV dargestellt.

AbschlieBend kann auch die Anderung des Anwartschaftsbarwert auf eine lebenslan-
ge Invalidenrente aufgrund einer Anderung der Zinsstrukturkurve ¥ bemessen werden.
Dazu wird der Anwartschaftsbarwert als Barwert BWg(Z, I¥') der Zahlungsreihe Z =
(Zo, Z1y -y Zn—1,0) mit

. 1)i
Z; = 92 gy - L " v

1—-q . )
aa . 96+j . .
= Dy oty - (1 COpijatitl | Ui+
-2 qa:-i—j
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fiir alle j = 0,...,n — 1, interpretiert, d.h.:

aBW (2,17, Q%)

n

|
—

1—q,.;

aa .
Jpx '<I‘T+j‘1_1, i
2 qm+j

gl iy o)
Atjz+5+1 UJH) v

3 .
I
_ O

Z; -V = BWp(Z, 7).

<.
I
o

Durch diese Darstellung als Barwert BWg(Z, I'') ergeben sich die Forward Rate Durati-
on Dp(Z, IF, AIT) bzw. die Forward Rate Konvexitidt Cr(Z, IT, AT") der Zahlungsreihe
Z = (Zo,Z1,-..,Zn-1,0) mit Z; = ;p3? - ipyj - L;l)l ~vj4 fir alle j = 0,...,n — 1 zur

Quantifizierung des Zinsdnderungsrisikos.

Dieser Abschnitt zeigt, dass die Barwerte, die in der betrieblichen Altersvorsorge zur Be-
wertung von Beitrags- und Leistungszahlungen auch als Barwerte der Form BWp(Z, IF)
bzw. erwartete Barwerte der Form aBW (Z,IF,Q,) dargestellt werden konnen. Es ist
damit direkt moglich, das Konzept der Forward Rate Duration bzw. das Konzept der bio-
metrischen Duration fiir Risikoanalysen im Bereich der betrieblichen Altersvorsorge an-

zuwenden, um die hier auftretenden, unterschiedlichen Anderungsrisiken zu quantifizieren.

6.2. DurationsmaRe fiir Anderungen von Inflationsraten

In diesem Abschnitt werden die Auswirkungen von Anderungen einer Zinsstrukturkurve
I7 sowie von Inflationsraten I'™ auf den inflationsbereinigten Barwert einer Zahlungsrei-
he Z betrachtet. Diese Untersuchung soll aufzeigen, dass das Konzept der Forward Rate
Duration bzw. das Konzept der biometrischen Duration auch fiir Zahlungsreihen aufer-

halb der Lebensversicherungsmathematik fiir Risikoanalysen angewendet werden kann.

Der Begriff der Inflation bezeichnet allgemein die Anderung des Preisniveaus im Zeitver-
lauf. Die Inflationsrate ;,q ist dabei definiert als der Prozentsatz, der die Verdnderung des
Preisniveaus gegentiber dem jeweiligen Vorjahr angibt [Tiel5]. Hiufig spricht man bei der
Inflationsrate auch von der sogenannten Teuerungsrate, wenn die Preise im Wert steigen,
d.h. 4ng > 0. Im Gegensatz dazu bezeichnet der Begriff der Deflation im Wert fallende
Preise, d.h. 4j,q < 0.

Legt man jahrliche Inflationsraten #inq 1, %inf,2, - - - , Zugrunde, so veréndert sich der Wert
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einer zukiinftigen Zahlung Z; durch den Faktor (s. [Tiel5])

t
i = (14 iman) - (14 dinga) -+ - (1 + dine) H (1 + dinak) (6.3)

Der Wert 11(21 - Zy wird auch inflationsbereinigter Wert einer Zahlung Z; im Zeitpunkt ¢
genannt. Er beschreibt den Betrag, der zum Zeitpunkt ¢, die gleiche Kaufkraft besitzt wie
der Wert Z; heute [Tiel5].

Der inflationsbereinigte Barwert einer Zahlungsreihe Z = (Zy, Z1, ..., Z,) ist dann der

Barwert der inflationsbereinigten Zahlungsreihe Z = (Zo, L1y, Zn> mit

Z;=i9 .z, firj=0,...,n

Es gilt (vgl. [Tiel5]):

Sei nun eine Anderung der Zinsstrukturkurve um
AIT = (Aiy, Ny, ..., Aiy)

angenommen. Aufgrund der Darstellung des inflationsbereinigten Barwerts als Barwert
BWg(Z,IF) kénnen die Grofen Dp(Z, 17, AIF) aus Satz 4.5 und Cp(Z, IF, AIT) aus
Satz 4.7 fiir die Bemessung des resultierenden Zinsdnderungsrisikos angewendet werden
(vgl. Kapital 4). Eine Approximation des inflationsbereinigten Barwerts nach Anderung

der Zinsstrukturkurve ist dann durch
~ ~ ~ 1 N
BWg(Z, 1" + AI") ~ BWp(Z,17) - (1 — Dp(Z, 17, AI") + 5 Cr(Z, IF)>

moglich.

Neben einer Anderung der Zinsstrukturkurve AIF" kann ebenso eine Anderung der In-
flationsraten iina ¢ 2u Zina s + Adinae fir t = 1,..., 7 angenommen werden. Um die Auswir-
kungen einer solchen Anderungen untersuchen zu kénnen, wird zuniichst der Faktor der

mehrjéhrigen Inflationsraten aus (6.3) nidher betrachtet:

t
mﬂ H 1 + 'Lmﬂ k

Es fallt auf, dass der Faktor 11(21 und die mehrjihrige Uberlebenswahrscheinlichkeit ;p,
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(5.2) mit
t—1

e =[] 1+ (=guty))

J=0

strukturell identisch sind.

Im Fall einer Deflation, d.h. fiir negative Inflationsraten 7,5 < 0, verliert eine zukiinf-
tige Zahlung an Wert, d.h. Zl(fl)ﬂ - Zy < Zy. Dieselbe Auswirkung tritt auch fiir den Wert
einer zuklnftig erwarteten Zahlungen ;p, - Z; auf. Fir ;1 > 0 ist der Wert der erwarteten

Zahlung geringer als der Auszahlungsbetrag, d.h. es gilt yp, - Z; < Zj.

Aufgrund dieses formalen Zusammenhangs zwischen Inflationsraten und Sterbewahr-
scheinlichkeiten ldsst sich der inflationsbereinigte Barwert auch als erwarteter Barwert
darstellen. Dafiir sei

a .
Im (Zlnﬂ 1 Zlnﬂ )29 e 7'Linﬂ,n)

der Vektor, der die einjahrigen Inflationsraten 4i,q ¢ enthalt.

Fir Q, = —I'™ entspricht der inflationsbereinigte Barwert B WF(Z ,IF) der Zahlungs-
reihe Z dem erwarteten Barwert aBW (Z, —I™ ¥} der Zahlungsreihe Z:

n j—1 J
aBW (Z, -1 %) :ZH (1= (=map+1)) - Zi - [J(A+i)!

=3 i 750 = BW(Z,17).
j=0

Das Konzept der biometrischen Duration, welches die Auswirkungen von Sterblichkeits-
dnderungen auf den Barwert untersucht, kann somit auch fiir den inflationsbereinigten
Barwert in (6.4) angewendet werden, um die Auswirkungen von Anderungen der Inflati-

onsraten zu bestimmen.

Fiir gegebene Anderungen der Inflationsraten
AImﬁ (Allnﬂ 1 AZ1nﬁ 2500 AZ.inﬂ,n)
erhilt man mit Q, = —I™" aus Satz 5.15 das DurationsmaB aD(Z, —I™) mit

1 J 1
D(Z, -1 AT : — A
a ( ) CLBW( Ilnﬂ,[F Zzlnﬂ (Iczzzl 1 + iinﬂ,k 2lnf‘l,k’) 3
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bzw. aus Satz 5.18 die Konvexitit aC(Z, —1'"1) mit

aC(Z, —1m8 AT =

1 n ) ) -1 1 J 1
: Nz 02 ST Ay Ny
aBW (Z, Il TF) ]2 J infl ;Hzmﬁ,k i lgllﬂinﬂ,l i

Mit diesen Groflen kann dann der inflationsbereinigte Barwert approximiert werden,

wenn die veranderten Inflationsraten
infl infl . . . . . .
"™+ AT™ = (Gin,1 + Ading,1, tinf,2 + Adinfl,2, - - -, linfi,n + Alinfip)

vorliegen:

aBW (Z,— (1" 4 AT 1)

. . . 1 . )
~ aBW (Z, -1 1F) . (1 —aD(Z, -1 AT™) 4 50C(Z, —infl, mmﬂ)) ,

Ebenso lisst sich fiir Q, = —I'™ die kombinierte Duration der Zahlungsreihe Z (s.
(5.26)) mit
Dy = Dp(Z, 17, AI") + aD(Z, -1 17" AT,

sowie die kombinierte Konvexitiat der Zahlungsreihe Z (s. (5.27)) mit
Cx = Cp(Z, 17, AT") + aC(Z, -1 17 AT

verwenden, um simultan Anderungen in der Zinsstrukturkurve und in den Inflationsraten

betrachten zu konnen.

Beispiel 6.2

Es seien die Kapitalmarktzinsen und die Inflationsraten der Jahre 1992 bis 2019, sowie
die prognostizierte Entwicklung der Inflationsraten von 2020 bis 2021 (entnommen aus
[CES20; 0s20; Sta20]) gegeben. Die Kapitalmarktzinsen fiir die Jahre 2020 bis 2021 sei-
en igg = —0,0072, und iz0 = —0,0104 (eigene Werte). Die verwendeten Werte sind in
Abbildung 6.2 dargestellt und in Tabelle A.6, Anhang A.3 zu finden.

Der Barwert der konstanten Zahlungsreihe der Héhe Z; = 1.000 fir ¢ = 0,..., 30,
betrégt ohne Beriicksichtigung der Inflation

30 J
BWp(Z,1%) =Y "1000- [J(1414) " = 16.534,29.
j=0 =1

Beriticksichtigt man hingegen die gegebenen Inflationsraten, so erhélt man den inflations-
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0,08 1 Kapitalmarktzins
—— Inflationsrate
0,06 +
0,04 |
0,02 |
0 1 1 1 1 1
1997 2002 2007 2012 2017 Jahr

Abbildung 6.2.: Darstellung der Kapitalmarktzinsen und Inflationsraten von 1992 bis 2019,
sowie prognostizierte Werte von 2020 bis 2021, Quelle: [CES20; Os20; Sta20].

bereinigten Barwert BW (Z, I¥) durch

1
BWp(Z,1F) = 21000 H Il 91 303,76,

Durch die Beriicksichtigung der Inflationsraten steigt der Barwert um 4.769,46 €.

Im Folgenden werden zwei unterschiedliche Szenarien fiir die Entwicklung der Kapi-
talmarktzinsen bzw. der Inflationsrate betrachtet. Der Einfluss aller Anderungen zu den
Ausgangswerten soll dabei untersucht werden. Im ersten Szenario werden die (tatséchlich)
vergangenen Werte fiir die Jahre 1992 bis 2019 als unverinderbar angenommen. Die An-
derungsraten fiir die Jahre 1992 bis 2019 seien demnach AGDG, = A(Sl)iinﬁﬂj = 0, fir
t € {1,...,28}. Lediglich fiirr den Zeitraum 2020 bis 2021 wird durch A(SDiyq = 0,01
und AGY4q0 = 0,012, sowie A(Sl)iinﬁ,gg = 0,015 und A(Sl)iinﬁﬁo = 0,02 eine Anderung

angenommen.

Fiir das zweite Szenario wird ein geglétteter Verlauf der beiden Kurven angenommen.
Die AnderungsgréBen seien durch A(52)4, = (0,04—ir)/2, fiir t = 1,...,30 bzw. A(S2)7:inﬂ’t =
(0,02—iinn)/2, fiir t = 1, ..., 30 bestimmt. Die Werte dieser Szenarien sind in Abbildung 6.3
dargestellt.

Fiir das erste Szenario ergeben sich die Werte

Dg = Dp(Z, 1", ABVIF) 4 aD(Z, 1", AT
= 0,00093 + 0,00143 = 0,00236

und

Cx = Cp(Z,IF, ABVIT) 4 aC(2, 18 ASDinfl)
= 0,000027 + 0,000017 = 0,000044.
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Szenario 1 Szenario 2
0,08 1 0,08 1
0,06 | 0,06 |
0,04 | 0,04 |
0,02 | 0,02 |
" Tloos 2005 2015 . A " Tloos 2005 2015 . A

N IF R IF 4 AIF _Iinﬂ ....... Iinﬂ 4 AIinﬁ

Abbildung 6.3.: Darstellung der Szenarien fiir die Entwicklung des Kapitalmarktzinses und
der Inflation seit 1992. Quelle: [CES20; 0s20; Sta20] und eigene Werte.

Bei einer Steigung der Inflationsrate und des Kapitalmarktzinses der Jahre 2020 und 2021

andert der Barwert somit zu:

CLBW(Z, IF + A(SI)IF, _(Iinﬁ + A(Sl):[inﬂ))
- 1
~ aBW (Z, If, —Imﬂ) . (1 — Dg + 3 CK> = 21.253,88.
Zum Vergleich betrigt der Barwert unter den verinderten Rechnungsgrundlagen a BW (Z, I+
AGDTF (el L AGSDTinfl)) — 97 314,32, Fiir dieses Szenario ist die Differenz zur Appro-
ximation sehr gering, was auch an der geringen Anzahl verdnderter Werte liegt.

Fiir das zweite Szenario liegen die Anderungskurven A2 ¥ und AG2TM yor wodurch
sich die Werte

Dy = DF(Z,IF,A(S2)IF) + (ID(Z, _Iinﬂ,A(SZ)Iinﬂ)
= —0,0446 + 0,0023 = —0,0424

und

Dg = Cp(Z, 17, A IFY  qC(z, 1%, A52)7infl)
= 0,0062 + 0,0001 = 0,0062

ergeben. Approximativ dndert sich der inflationsbereinigte Barwert a BW (Z, I, —1™) im

zweiten Szenario zu

aBW (Z, IF + ASDF _(pinfl | A(S2)pinfl))

. 1
~ aBW (2,1, -1 (1 ~Di+ 5 CK> = 22.272 81.

Der vergleichbare Wert des Barwerts aBW (Z, I + A2 1F — (10l A(S2)1infl)) betrigt
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22.355,12. Dies entspricht einer prozentualen Abweichung des approximierten Wertes um
ca. 0,37%. &

Dieses Beispiel verdeutlicht die Moglichkeit der Ubertragung des Zusammenhangs zwi-
schen Zinssatzen und Sterblichkeiten auch auf Anwendungen fiir die Risikoanalyse aufler-
halb der Lebensversicherungsmathematik. Findet die Kombination aus einem ,,Aufzinsungs-
“ sowie einem , Abzinsungsvorgang“ statt, lassen sich die beschriebenen Durationsmafie
fiir spezielle Zahlungsreihen anwenden. Entscheidend ist dabei die Moglichkeit der Dar-
stellung als Barwert BWg(Z, I") bzw. erwarteter Barwert aBW (Z, I¥,Q,.), um die ent-
wickelten Durationskonzepte anwenden zu kénnen. Neben der Anwendung fiir Berufsunfé-
higkeitsversicherungen, stellt das Durationskonzept zur Quantifizierung der Auswirkungen
von Andeurngen in den Inflationsraten somit auch ein Beispiel fiir die Verwendung der

biometrischen Duration dar, wenn nicht-biometrische Daten vorliegen.
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Fazit

Die vorliegende Arbeit hat sich mit DurationsmaBen fiir die Quantifizierung von Ande-
rungsrisiken in der Lebensversicherung beschéftigt. Bei der Kalkulation von Lebensver-
sicherungen werden Rechnungsgrundlagen verwendet, die der Bewertung der erwarteten
Beitrags- bzw. Leistungszahlungen dienen. Sie bestehen dabei aus einer Zinsstrukturkurve,
sowie biometrischen Daten, typischerweise eine Sterbetafel. Die Zinsstrukturkurve dient
der finanzmathematischen Bewertung der erwarteten Zahlungen, wiahrend die biometri-
schen Daten der Berechnung der Eintrittswahrscheinlichkeiten der unsicheren Zahlungen
dienen.

Diese Rechnungsgrundlagen werden zu Beginn der Vertragslaufzeit fiir die gesamte Ver-
sicherungsdauer verbindlich festgelegt. Aufgrund der typischerweise langen Laufzeiten von
Lebensversicherungen, ist es notwendig die Auswirkungen von Anderungen in den Zins-
satzen, sowie den biometrischen Daten zu analysieren und das daraus resultierende Zins-
dnderungsrisiko bzw. das biometrische Anderungsrisiko zu quantifizieren. Fiir das Risi-
komanagement von Lebensversicherungen ist es eine zentrale Aufgabe, die Auswirkungen
der Veranderungen sédmtlicher bei der Kalkulation verwendeter Gréflen zu kennen und das

Zinsédnderungsrisiko, sowie das biometrische Risiko angemessen zu beriicksichtigen.

Als zentrales Instrument zur Quantifizierung des Zinsédnderungsrisikos werden in der
Finanzmathematik oftmals Durationsmafle verwendet. Sie konnen als Zinssensitivitat in-
terpretiert und damit einfach und direkt anwendbar dargestellt werden. Durch diese Mog-
lichkeit der Interpretation, sowie der Moglichkeit einer anwendbaren Darstellung, sind
Durationsmafle fiir praktische Risikoanalysen von grofler Bedeutung.

In dieser Arbeit ist es gelungen, das weit verbreitete Durationskonzept zu erweitern und
ein DurationsmaB fiir die Anwendung einer Forward Rate Zinsstrukturkurve zu entwickeln.
Die Verwendung einer solchen Zinsstrukturkurve ist fiir versicherungsmathematische Be-
rechnungen tiblich und auch fiir die Bewertung kiinftiger Zahlungen in der Solvenzbilanz
geméafl Solvency II vorgesehen. Daher ist es besonders niitzlich ein Durationskonzept zu,
dass die Anwendung eine Forward Rate Zinsstrukturkurve erméoglicht. Hierfiir wurden
die Forward Rate Duration und die Forward Rate Konvexitidt hergeleitet und definiert.
Fir Zahlungsreihen, die Lebensversicherungen charakterisieren, konnten konkrete Dar-

stellungen dieser Groflen angegeben werden, die sich der gleichen ,einfachen* Mathematik
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bedienen, die bereits fiir die Kalkulation von Lebensversicherungen Anwendung findet.
Damit kénnen diese Groflen in konkreten praktischen Situation direkt verwendet werden,
um das Zinsanderungsrisiko zu bestimmen. Die entwickelten Instrumente sind daher fir
die versicherungsmathematische Praxis von wertvoller Bedeutung.

Es konnte auflerdem gezeigt werden, dass sich die in der Literatur bereits bekannten
Durationsmafle, wie die (modifizierte) Macaulay-Duration, die (modifizierte) effektive Du-
ration und die Key-Rate Duration als Spezialfille der Forward Rate Duration ergeben.
Damit ist das Forward Rate Durationskonzept eine Verallgemeinerung der bekannten Du-
rationskonzepte und stellt somit ein einheitliches, methodisches Konzept zur Quantifizie-

rung aller Zinsanderungsrisiken dar.

Aufgrund der hohen praktischen Bedeutung von Durationsmaflen fiir das Zinsénderungs-
risiko, war ein weiteres Ziel dieser Arbeit, das Durationskonzept aus der Finanzmathematik
fiir die Quantifizierung des biometrischen Anderungsrisikos zu iibertragen. Dabei sollen die
Instrumenten ebenso leicht zu interpretieren und fiir die Anwendung in der Praxis geeignet
sein.

Um dieses Ziel zu erreichen, wurden zunéchst strukturelle Gemeinsamkeiten zwischen
einer Zinsstrukturkurve und einer Sterbetafel untersucht. Dabei konnte festgestellt wer-
den, dass die Sterbewahrscheinlichkeit g,4; grundsétzlich als negative Forward Rate —is4
interpretiert werden kann. Damit wird fiir die Bewertung einer Zahlungsreihe in der Le-
bensversicherung eine weitere ,,Zinsstrukturkurve“, nédmlich @),, verwendet. Durch diese
Auffassung wird deutlich, dass sich das Zinsédnderungsrisiko und das biometrische Risiko
strukturell nicht unterscheiden und das Konzept der Forward Rate Duration auch fiir die
Behandlung des biometrischen Risikos geeignet ist. Es ist also moglich, beide Anderungs-
risiken mit dem gleichen methodischen Konzept zu quantifizieren. Die Verwendung dieses
Zusammenhangs zwischen Zinssitzen und Sterbewahrscheinlichkeiten hat die Ubertragung
des entwickelten Forward Rate Durationskonzepts zur Quantifizierung der Auswirkungen

von Anderungen in den biometrischen Daten erméglicht.

Dementsprechend wurden, analog zur Herleitung der Forward Rate Duration bzw. For-
ward Rate Konvexitdt, die Groflen der biometrischen Duration und der biometrischen
Konvexitat hergeleitet und definiert. Die biometrische Duration kann dabei direkt als
Sterblichkeitssensitivitit interpretiert und als Ma8 fiir das biometrische Anderungsrisiko
verwendet werden. AuBerdem kann mit den definierten Gréflen die absolute Anderung ei-
nes erwarteten Barwerts aufgrund einer Anderung der Sterbetafel bestimmt werden. Daher
eignen sich diese Grofien, um den tatsdchlichen Kapitalbedarf zu bestimmen, der fiir die
Erbringung der vertraglich vereinbarten Leistungen benétigt wird. Damit kann das Kon-
zept der biometrischen Duration auch fiir Berechnungen risikoadédquater und angemessener
Eigenkapitalanforderungen im Rahmen von Solvency II verwendet werden.

Auch fir die biometrische Duration bzw. die biometrische Konvexitdt von Zahlungs-
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reihen, die in der Lebensversicherung verwendet werden, um bspw. Beitrige, Leistungen
oder das Deckungskapital zu beschreiben, konnten konkrete Darstellungen angegeben wer-
den. Auch hier sind diese Darstellungen durch die Verwendung der gleichen ,einfachen*
Mathematik, die bei der Kalkulation von Lebensversicherungen {iblich ist, in der Praxis

unmittelbar fiir die addquate Quantifizierung des biometrischen Risikos anwendbar.

Durch die Verwendung des strukturellen Zusammenhangs zwischen Sterblichkeiten und
negativen Zinssatzen, beschreiben diese beiden Konzepte einheitliche Instrumente, die sich
auf die gleiche Art und Weise anwenden lassen. So ist es auch unmittelbar moglich, die
Durationsmafe zu kombinieren, um gleichzeitig die Auswirkungen von Anderungen in Zins
und Biometrie zu bestimmen. Diese Arbeit liefert damit nicht nur unabhéngig einsetzbare
Instrumente, sondern vor allem ein einheitliches Konzept fiir das praktische Risikomana-
gement.

Die Konzepte der Forward Rate Duration, sowie der biometrischen Duration stellen
einfach handhabbare Instrumente bereit, die sich aufgrund der leichten Interpretierbarkeit
und der Moglichkeit der angemessenen Risikoquantifizierung fiir die Anwendung in der
Praxis anbieten. Durch die Vereinheitlichung der beiden Konzepte, eroffnet diese Arbeit
neue Moglichkeiten zur addquaten Risikobestimmung und liefert damit einen wesentlichen

Beitrag fiir das praktische Risikomanagement.






Kapitel A

Anhang

A.l. Zinsstrukturkurven

A.1.1. Spot Rate Zinsstrukturkurven

In der folgenden Tabelle sind die Daten der Spot Rate Zinsstrukturkurven angegeben, die
in Abbildung 3.8, Beispiel 3.22 (15, ..., 159} und Abbildung 3.11 (15V, 157 wnd
IS (8))

verwendet wurden.

Tabelle A.1.: Daten Spot Rate Zinsstrukturkurven, Zinssitze in % angegeben

t ‘ IS(l) 15(2) 15(3) 15(4) 15(5) 15(6) IS(7) IS(S)

1| 15 0 1 2,5 3 45 | 05 15
2119 04 14 29 34 49 | 09 19
31215 065 165 3,15 365 515 | 1,55 215
4124 09 1,9 34 39 54 2 2,4
5126 1,1 21 36 41 56 | 23 26
6 | 2,75 1,25 225 375 425 575 | 255 2,75
7129 14 24 39 44 59 | 28 29
8 | 305 155 255 405 455 6,05 | 2,95 3,45
9 | 315 1,65 265 4,15 465 6,15 | 3,15 3,15
0] 32 1,7 27 42 47 62 | 33 32
11325 1,75 275 425 475 6,25 | 345 3,25
12 33 1,8 28 43 48 63 | 36 33
13| 335 185 28 435 485 635 | 3,75 3,35
14 | 3,375 1,875 2875 4,375 4,875 6,375 | 3,925 3,375
15| 34 19 29 44 49 64 4 3.4
16 | 3,425 1,925 2925 4,425 4,925 6,425 | 4,125 3,425
17 | 345 1,95 295 445 495 645 | 425 345
18 | 3475 1,975 2,975 4,475 4,975 6,475 | 4,325 3,475
19| 35 2 3 4,5 5 65 | 44 35
20 | 3,525 2,025 3,025 4,525 5,025 6,525 | 4,525 3,525
21| 355 2,05 3,05 455 505 655 | 46 3,55
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Tabelle A.1.: Daten Spot Rate Zinsstrukturkurven (Fortsetzung)
t IS(l) 15(2) 15(3) 15(4) 15(5) IS(6) ‘ IS(7) IS(S)

22 | 3575 2,075 3,075 4,575 5,075 6,575 | 4,675 3,575
23] 36 21 31 46 51 66 | 47 3.6
24 | 3,625 2,125 3,125 4,625 5,125 6,625 | 4,775 3,625
25| 3,65 2,15 3,15 465 515 6,65 | 485 3,65
26 | 3,675 2,175 3,175 4,675 5,175 6,675 | 4,925 3,675
27| 37 22 32 47 52 6,7 | 505 37
28 | 3,725 2,225 3,225 4,725 5225 6,725 | 5,125 3,725
29 | 3,75 2,25 325 475 525 6,75 | 525 3,75
30| 38 23 33 48 53 68 | 535 38

A.1.2. Forward Rate Zinsstrukturkurven

In der folgenden Tabelle sind die Daten der Forward Rate Zinsstrukturkurven angegeben,
die in Abbildung 4.1 (IF™ 17®), Beispiel 4.8 (IF® ... 17 und Beispiel 5.7 (I7®)

verwendet wurden.

Tabelle A.2.: Daten Forward Rate Zinsstrukturkurven
IF(l) IF(2) ‘ IF(3) ‘ AIF(4) IF(4) AIF(S) IF(5) AIF(6) IF(6)

~

1| 0,002 -0,0348 | 0,041 | 0,0008 0,0418 | 0,0002 0,0412 | -0,0002  0,0408
2 10,0057 -0,0249 | 0,0404 | 0,0012 0,0416 | 0,0012 0,0416 | -0,0012  0,0392
3 10,0091 -0,0158 | 0,0399 | 0,0014 0,0413 | 0,002 0,0419 | -0,002  0,0379
4 |0,0123 -0,0075 | 0,0393 | 0,0017 0,041 | 0,003 0,0423 | -0,003  0,0363
5 10,0153 0 0,0388 | 0,002  0,0408 | 0,0038 0,0426 | -0,0038 0,035
6 | 0,018 0,0069 | 0,0383 | 0,0024 0,0407 | 0,0046 0,0429 | -0,0046  0,0337
7 10,0205 0,0131 | 0,0378 | 0,0027 0,0405 | 0,0055 0,0433 | -0,0055  0,0323
8 | 0,0229 0,0188 | 0,0373 | 0,0031 0,0404 | 0,0063 0,0436 | -0,0063 0,031
9 | 0,025 0,0239 | 0,0367 | 0,0035 0,0402 | 0,0071 0,0438 | -0,0071  0,0296
10 | 0,027 0,0285 | 0,036 | 0,0041 0,0401 | 0,0081 0,0441 | -0,0081  0,0279
11 | 0,028% 0,0327 | 0,0354 | 0,0045 0,0399 | 0,009 0,0444 | -0,009  0,0264
12 [ 0,0305 0,0365 | 0,0348 | 0,0049 0,0397 | 0,0099 0,0447 | -0,0099  0,0249
13 10,0321  0,0399 | 0,0342 | 0,0054 0,0396 | 0,0107 0,0449 | -0,0107  0,0235
14 | 0,0335 0,0429 | 0,0336 | 0,0057 0,0393 | 0,0116 0,0452 | -0,0116 0,022
15 | 0,0348  0,0456 | 0,0329 | 0,0062 0,0391 | 0,0125 0,0454 | -0,0125  0,0204
16 | 0,0359 0,048 | 0,0324 | 0,0064 0,0388 | 0,0133 0,0457 | -0,0133  0,0191
17 | 0,037 0,0502 | 0,0318 | 0,0068 0,0386 | 0,0141 0,0459 | -0,0141  0,0177
18 | 0,038 0,0521 | 0,0312 | 0,0071 0,0383 | 0,0149 0,0461 | -0,0149  0,0163
19 | 0,0389 0,0538 | 0,0307 | 0,0073 0,038 | 0,0157 0,0464 | -0,0157 0,015
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Tabelle A.2.: Daten Forward Rate Zinsstrukturkurven (Fortsetzung)

e | F® @ ‘ 7F® ‘ ATF@W  F@ | A6 FG) ‘ ATF©  F©)

20 | 0,0397 0,0553 | 0,0302 | 0,0075 0,0377 | 0,0164 0,0466 | -0,0164 0,0138
21 | 0,0405 0,0566 | 0,0297 | 0,0077 0,0374 | 0,0172 0,0469 | -0,0172  0,0125
22 | 0,0411 0,0577 | 0,0293 | 0,0078 0,0371 | 0,0179 0,0472 | -0,0179  0,0114
23 10,0417 0,0586 | 0,0289 | 0,008 0,0369 | 0,0186 0,0475 | -0,0186  0,0103
24 | 0,0423 0,0595 | 0,0284 | 0,0082 0,0366 | 0,0194 0,0478 | -0,0194 0,009

25 10,0427 0,0602 | 0,028 | 0,0083 0,0363 | 0,0202 0,0482 | -0,0202  0,0078
26 | 0,0432 0,0608 | 0,0276 | 0,0085 0,0361 | 0,0211 0,0487 | -0,0211  0,0065
27 10,0436 0,0612 | 0,0272 | 0,0086 0,0358 | 0,022 0,0492 | -0,022  0,0052
28 | 0,0439 0,0616 | 0,0269 | 0,0086 0,0355 | 0,0228 0,0497 | -0,0228  0,0041
29 | 0,0442 0,0619 | 0,0265 | 0,0087 0,0352 | 0,0237 0,0502 | -0,0237  0,0028
30 | 0,0444 0,0622 | 0,0261 | 0,0088 0,0349 | 0,0247 0,0508 | -0,0247  0,0014
31| 0,0447 0,0623 | 0,0258 | 0,0088 0,0346 | 0,0256 0,0514 | -0,0256  0,0002
32 | 0,0448 0,0624 | 0,0255 | 0,0088 0,0343 | 0,0266 0,0521 | -0,0266 -0,0011
33| 0,045 0,0625 | 0,0252 | 0,0088 0,034 | 0,0277 0,0529 | -0,0277 -0,0025
34 | 0,0451 0,0625 | 0,0249 | 0,0088 0,0337 | 0,0286 0,0535 | -0,0286 -0,0037
35 | 0,0452  0,0624 | 0,0245 | 0,0088 0,0333 | 0,0297 0,0542 | -0,0297  -0,0052
36 | 0,0453 0,0623 | 0,024 | 0,009 0,033 | 0,0309 0,0549 | -0,0309 -0,0069
37 | 0,0454 0,0622 | 0,0236 | 0,009 0,0326 | 0,0319 0,0555 | -0,0319  -0,0083
38 | 0,0454 0,0621 | 0,0232 | 0,0091 0,0323 | 0,033 0,0562 | -0,033 -0,0098
39 | 0,0455 0,0619 | 0,0228 | 0,0091 0,0319 | 0,034 0,0568 | -0,034 -0,0112
40 | 0,0455 0,0617 | 0,0224 | 0,0091 0,0315 | 0,035 0,0574 | -0,035 -0,0126
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In der folgenden Tabelle ist die Forward Rate Zinsstrukturkurve angegeben, die in Bei-

spiel 5.32 verwendet wurde und in Abbildung 5.6 dargestellt ist.

Tabelle A.3.: Daten Zinsstrukturkurve in Beispiel 5.32

AR R R R R R
1 |0,0344 || 12 | 0,0301 || 23 | 0,0235 || 34 | 0,0175 || 45 | 0,0147 || 56 | 0,0112
2 10,0341 || 13 | 0,0296 | 24 | 0,0229 || 35 | 0,0172 || 46 | 0,0144 || 57 | 0,0109
3 10,0337 || 14 | 0,0201 || 25 | 0,0221 || 36 | 0,0169 | 47 | 0,0141 || 58 | 0,0105
4 10,0334 | 15| 0,0285 || 26 | 0,0214 || 37 | 0,0166 | 48 | 0,0138 || 59 | 0,0102
5 10,0330 || 16 | 0,0280 | 27 | 0,0208 || 38 | 0,0164 || 49 | 0,0136 || 60 | 0,0098
6 | 0,0327 || 17 | 0,0274 || 28 | 0,0202 || 39 | 0,0161 || 50 | 0,0133 || 61 | 0,0093
7 10,0323 || 18 | 0,0268 || 29 | 0,0197 || 40 | 0,0159 || 51 | 0,0129 || 62 | 0,0089
8 |0,0319 || 19 | 0,0262 || 30 | 0,0192 || 41 | 0,0157 || 52 | 0,0126 || 63 | 0,0085
9 | 0,0315 || 20 | 0,0255 || 31 | 0,0187 || 42 | 0,0154 || 53 | 0,0123 || 64 | 0,0082
10 | 0,0310 || 21 | 0,0249 || 32 | 0,0182 || 43 | 0,0152 || 54 | 0,0119 | 65 | 0,0077
11 | 0,0306 || 22 | 0,0242 || 33 | 0,0178 || 44 | 0,0149 || 55 | 0,0116

A.2. Sterbetafeln

A.2.1. Allgemeine deutsche Sterbetafel (ADSt) 2014/16

Dargestellt sind Sterbewahrscheinlichkeiten des statistischen Bundesamtes, die durch die
Allgemeine deutsche Sterbetafel 2014/16 [Stal8] gegeben sind. Neben den Sterbewahr-
scheinlichkeiten g, fiir Manner und g, fiir Frauen sind die Anzahlen lebender Ménner /,
und lebender Frauen /¢, angegeben.

Die Daten wurden in Abbildung 5.2 und 5.3 verwendet.

Tabelle A.4.: Allgemeine deutsche Sterbetafel (ADSt) 2014/16

Alter z/y ‘ ly l, qx Qy

100.000 100.000 | 0,003547 0,003064
99.645  99.694 | 0,000272 0,000231
99.618  99.671 | 0,000156 0,000119
99.603  99.659 | 0,000129 0,000119
99.590  99.647 | 0,000116 0,000091
99.578  99.638 | 0,000094 0,000075
99.569  99.630 | 0,000104 0,000066
99.559  99.624 | 0,000084  0,000049
99.550  99.619 | 0,000081 0,000062
99.542  99.613 | 0,000080  0,000065
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Tabelle A.4.: ADSt 2014/16 (Fortsetzung)

Alter z/y ‘

ly £y Qo Qy
10 99.534  99.606 | 0,000077  0,000059
11 99.526  99.600 | 0,000089 0,000074
12 99.518  99.593 | 0,000078  0,000079
13 99.510  99.585 | 0,000096 0,000086
14 99.500  99.576 | 0,000121  0,000105
15 99.488  99.566 | 0,000150 0,000125
16 99.473  99.554 | 0,000258 0,000141
17 99.448  99.540 | 0,000293 0,000146
18 99.418  99.525 | 0,000383  0,000204
19 99.380  99.505 | 0,000418 0,000193
20 99.339  99.485 | 0,000451 0,000185
21 99.294  99.467 | 0,000447 0,000166
22 99.250  99.451 | 0,000451 0,000173
23 99.205  99.433 | 0,000459 0,000217
24 99.159  99.412 | 0,000483 0,000170
25 99.111  99.395 | 0,000481 0,000186
26 99.064  99.376 | 0,000474 0,000195
27 99.017  99.357 | 0,000528 0,000218
28 98.965  99.335 | 0,000515 0,000249
29 98.914  99.311 | 0,000573  0,000259
30 98.857  99.285 | 0,000576  0,000297
31 98.800  99.255 | 0,000688 0,000319
32 98.732  99.224 | 0,000701  0,000347
33 98.663  99.189 | 0,000710  0,000356
34 98.593  99.154 | 0,000805 0,000391
35 98.513  99.115 | 0,000888  0,000402
36 98.426  99.075 | 0,000887  0,000469
37 98.339  99.029 | 0,000937  0,000460
38 98.246  98.983 | 0,001049 0,000586
39 98.143  98.925 | 0,001091  0,000596
40 98.036  98.866 | 0,001257 0,000679
41 97.913  98.799 | 0,001325 0,000763
42 97.783  98.724 | 0,001490  0,000830
43 97.638  98.642 | 0,001638  0,000900
44 97.478  98.553 | 0,001796 0,001020
45 97.303  98.453 | 0,002044 0,001112
46 97.104  98.343 | 0,002185 0,001270
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Tabelle A.4.: ADSt 2014/16 (Fortsetzung)

Alter z/y ‘

ly £y Qo Qy
47 96.892  98.218 | 0,002486  0,001434
48 96.651  98.078 | 0,002785 0,001600
49 96.382  97.921 | 0,003147 0,001811
50 96.078  97.743 | 0,003518 0,001971
51 95.740  97.551 | 0,003861 0,002209
52 95.371  97.335 | 0,004425 0,002455
53 94.949  97.096 | 0,004986 0,002733
54 94.475  96.831 | 0,005574 0,003010
55 93.949  96.539 | 0,006148 0,003313
56 93.371  96.220 | 0,006830 0,003619
57 92.733  95.871 | 0,007540 0,003992
58 92.034  95.489 | 0,008440 0,004411
59 91.257  95.067 | 0,009250 0,004830
60 90.413  94.608 | 0,010041 0,005391
61 89.505  94.098 | 0,010988  0,005595
62 88.522  93.572 | 0,012127 0,006077
63 87.448  93.003 | 0,013068 0,006584
64 86.305  92.391 | 0,014277 0,007287
65 85.073  91.717 | 0,015367 0,008012
66 83.766  90.983 | 0,016346 0,008735
67 82.397  90.188 | 0,017954  0,009694
68 80.917  89.314 | 0,018703 0,010215
69 79.404  88.401 | 0,020635 0,011172
70 77765  87.414 | 0,022404 0,012184
71 76.023  86.349 | 0,024391 0,013390
72 74.169  85.192 | 0,026149  0,014409
73 72.229  83.965 | 0,028296 0,015483
74 70.186  82.665 | 0,030919 0,017108
75 68.016  81.251 | 0,034032 0,019068
76 65.701  79.701 | 0,037642 0,021826
77 63.228  77.962 | 0,041255 0,024452
78 60.619  76.055 | 0,046242 0,028100
79 57.816  73.918 | 0,052277 0,032923
80 54.794  71.485 | 0,058585  0,038408
81 51.583  68.739 | 0,066533 0,044063
82 48.151  65.710 | 0,074771  0,050342
83 44.551  62.402 | 0,084802 0,058082
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Tabelle A.4.: ADSt 2014/16 (Fortsetzung)

Alter z/y ‘ Ly ?, ‘ Qe qy
84 40.773  58.778 | 0,095323  0,067221
85 36.886  54.827 | 0,107514 0,077221
86 32.921 50.593 | 0,120021  0,088908
87 28.969  46.095 | 0,132989 0,101190
88 25.117  41.430 | 0,147534 0,114825
89 21.411 36.673 | 0,162444 0,130918
90 17.933  31.872 | 0,179555 0,147937
91 14.713  27.157 | 0,202404 0,167335
92 11.735  22.613 | 0,224232 0,187558
93 9.104 18.371 | 0,243834 0,209198
94 6.884 14.528 | 0,273501 0,235173
95 5.001 11.112 | 0,285932  0,249033
96 3.571 8.344 | 0,312609 0,269486
97 2.455 6.096 0,338019 0,277056
98 1.625 4.407 | 0,361584 0,304730
99 1.037 3.064 | 0,384722 0,330527
100 638 2.051 | 0,407181 0,358605

A.2.2. Ausgewahlte Sterbetafeln der DAV

Dargestellt sind die Sterbetafeln DAV2004R fiir Rentenversicherungen, DAV1994T und
DAV2008T fiir Todesfallversicherungen, die von der deutschen Aktuarvereinigung zur Ver-
fiigung gestellt werden [DAV05; Loe94; DAV(9a).

Fiir die Tafel DAV2004R sind die Sterbewahrscheinlichkeiten der Basistafel 1. Ordnung
fiir Ménner und Frauen angegeben. Diese wurden in Beispiel 5.9, Beispiel 5.7 und Beispiel
5.32 verwendet.

Die Daten der Tafeln DAV1994T und DAV2008T wurden in Abbildung 5.1 dargestellt.

Tabelle A.5.: Ausgewéhlte Sterbetafeln der DAV

Alter DAV2004R DAV1994T DAV2008T
DAV0O4RM DAVO4RF | DAV94TM DAVI94TF | DAVOSTM DAVOSTF
=/ qz dy qz qy 4z ay
0 0,003439 0,002694 0,011687 0,009003 0,006113 0,005088
1 0,000317 0,000280 0,001008 0,000867 0,000423 0,000387
2 0,000214 0,000160 0,000728 0,000624 0,000343 0,000318
3 0,000158 0,000124 0,000542 0,000444 0,000275 0,000255
4 0,000122 0,000101 0,000473 0,000345 0,000220 0,000202
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Tabelle A.5.: Ausgewéhlte Sterbetafeln der DAV (Fortsetzung)
Alter DAV2004R DAV1994T DAV2008T
:L'/ Yy qx qy qx Qy ‘ qz Qy

) 0,000108 0,000078 0,000452 0,000307 0,000182 0,000163
6 0,000102 0,000081 0,000433 0,000293 0,000155 0,000134
7 0,000087 0,000080 0,000408 0,000283 0,000139 0,000115
8
9

0,000099 0,000069 0,000379 0,000275 0,000129 0,000105
0,000084 0,000068 0,000352 0,000268 0,000125 0,000099
10 0,000083 0,000066 0,000334 0,000261 0,000129 0,000102
11 0,000098 0,000071 0,000331 0,000260 0,000143 0,000111
12 0,000104 0,000075 0,000340 0,000267 0,000173 0,000127
13 0,000114 0,000079 0,000371 0,000281 0,000222 0,000153
14 0,000140 0,000092 0,000451 0,000307 0,000303 0,000188
15 0,000192 0,000120 0,000593 0,000353 0,000417 0,000228
16 0,000276 0,000144 0,000792 0,000416 0,000557 0,000271
17 0,000364 0,000166 0,001040 0,000480 0,000709 0,000310
18 0,000596 0,000235 0,001298 0,000537 0,000850 0,000324
19 0,000630 0,000238 0,001437 0,000560 0,000953 0,000330
20 0,000627 0,000230 0,001476 0,000560 0,001012 0,000328
21 0,000636 0,000211 0,001476 0,000560 0,001022 0,000322
22 0,000625 0,000215 0,001476 0,000560 0,001004 0,000314
23 0,000642 0,000201 0,001476 0,000560 0,000963 0,000304
24 0,000622 0,000222 0,001476 0,000560 0,000911 0,000297
25 0,000617 0,000225 0,001476 0,000560 0,000856 0,000293
26 0,000616 0,000225 0,001476 0,000560 0,000808 0,000292
27 0,000627 0,000235 0,001476 0,000581 0,000772 0,000292
28 0,000613 0,000258 0,001476 0,000612 0,000752 0,000296
29 0,000603 0,000280 0,001476 0,000645 0,000745 0,000302
30 0,000598 0,000291 0,001476 0,000689 0,000752 0,000311
31 0,000605 0,000302 0,001476 0,000735 0,000768 0,000327
32 0,000626 0,000318 0,001489 0,000783 0,000791 0,000351
33 0,000663 0,000344 0,001551 0,000833 0,000820 0,000386
34 0,000713 0,000385 0,001641 0,000897 0,000855 0,000433
35 0,000775 0,000434 0,001747 0,000971 0,000895 0,000490
36 0,000850 0,000488 0,001869 0,001057 0,000945 0,000555
37 0,000944 0,000547 0,002007 0,001156 0,001005 0,000624
38 0,001047 0,000605 0,002167 0,001267 0,001083 0,000701
39 0,001153 0,000666 0,002354 0,001390 0,001181 0,000783
40 0,001261 0,000735 0,002569 0,001524 0,001301 0,000872
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Tabelle A.5.: Ausgewéhlte Sterbetafeln der DAV (Fortsetzung)
Alter DAV2004R DAV1994T DAV2008T
z/y e %y Qe ay Qe Gy
41 0,001372 0,000809 0,002823 0,001672 0,001447 0,000972
42 0,001483 0,000885 0,003087 0,001812 0,001623 0,001084
43 0,001603 0,000959 0,003387 0,001964 0,001833 0,001213
44 0,001732 0,001033 0,003726 0,002126 0,002082 0,001359
45 0,001871 0,001113 0,004100 0,002295 0,002364 0,001524
46 0,002025 0,001203 0,004522 0,002480 0,002669 0,001706
47 0,002194 0,001301 0,004983 0,002676 0,002983 0,001903
48 0,002373 0,001406 0,005508 0,002902 0,003302 0,002109
49 0,002563 0,001512 0,006094 0,003151 0,003630 0,002324
50 0,002762 0,001616 0,006751 0,003425 0,003981 0,002546
51 0,002981 0,001720 0,007485 0,003728 0,004371 0,002782
52 0,003212 0,001822 0,008302 0,004066 0,004812 0,003035
53 0,003449 0,001931 0,009215 0,004450 0,005308 0,003306
o4 0,003684 0,002052 0,010195 0,004862 0,005857 0,003593
55 0,003911 0,002186 0,011236 0,005303 0,006460 0,003898
56 0,004134 0,002340 0,012340 0,005777 0,007117 0,004228
57 0,004370 0,002516 0,013519 0,006302 0,007831 0,004585
o8 0,004627 0,002706 0,014784 0,006884 0,008604 0,004974
59 0,004932 0,002914 0,016150 0,007530 0,009454 0,005402
60 0,005299 0,003145 0,017625 0,008240 0,010404 0,005884
61 0,005777 0,003402 0,019223 0,009022 0,011504 0,006449
62 0,006383 0,003692 0,020956 0,009884 0,012818 0,007126
63 0,007119 0,004021 0,022833 0,010839 0,014429 0,007935
64 0,007963 0,004384 0,024858 0,011889 0,016415 0,008898
65 0,008886 0,004830 0,027073 0,013054 0,018832 0,010025
66 0,009938 0,005278 0,029552 0,014371 0,021704 0,011323
67 0,011253 0,005905 0,032350 0,015874 0,025016 0,012797
68 0,012687 0,006674 0,035632 0,017667 0,028738 0,014460
69 0,014231 0,007548 0,039224 0,019657 0,032822 0,016332
70 0,015887 0,008525 0,043127 0,021861 0,037219 0,018440
71 0,017663 0,009679 0,047400 0,024344 0,041880 0,020813
72 0,019598 0,010965 0,052110 0,027191 0,046597 0,023475
73 0,021698 0,012341 0,057472 0,030576 0,051181 0,027035
74 0,023990 0,013909 0,063440 0,034504 0,056110 0,030413
75 0,026610 0,015706 0,070039 0,039030 0,061477 0,034287
76 0,029533 0,017672 0,077248 0,044184 0,067433 0,038749
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Tabelle A.5.: Ausgewihlte Sterbetafeln der DAV (Fortsetzung)
Alter DAV2004R DAV1994T DAV2008T
z/y Gz Qy i Ty Gz Qy
77 0,032873 0,019722 0,085073 0,050014 0,074160 0,043937
78 0,036696 0,022102 0,093534 0,056574 0,081806 0,049993
79 0,041106 0,024975 0,102662 0,063921 0,090478 0,057024
80 0,046239 0,028535 0,112477 0,072101 0,100261 0,065113
81 0,052094 0,032947 0,122995 0,081151 0,111193 0,074288
82 0,058742 0,038340 0,134231 0,091096 0,123283 0,084590
83 0,066209 0,044665 0,146212 0,101970 0,136498 0,096095
84 0,074583 0,051737 0,158964 0,113798 0,150887 0,109028
85 0,083899 0,059541 0,172512 0,126628 0,166500 0,123611
86 0,094103 0,068187 0,186896 0,140479 0,183344 0,140022
87 0,105171 0,077684 0,202185 0,155379 0,201323 0,158257
88 0,116929 0,087911 0,218413 0,171325 0,220284 0,178185
89 0,129206 0,098662 0,235597 0,188318 0,240073 0,199669
90 0,141850 0,109614 0,253691 0,206375 0,260556 0,222504
91 0,154860 0,120510 0,272891 0,225558 0,281602 0,246453
92 0,168157 0,131383 0,293142 0,245839 0,303079 0,271195
93 0,181737 0,142265 0,314638 0,267270 0,324872 0,295584
94 0,195567 0,153185 0,337739 0,289983 0,346887 0,319362
95 0,209614 0,164128 0,362060 0,314007 0,369051 0,343441
96 0,223854 0,175065 0,388732 0,340119 0,391305 0,367818
97 0,238280 0,185958 0,419166 0,367388 0,413938 0,392493
98 0,252858 0,196824 0,452008 0,397027 0,437313 0,417460
99 0,267526 0,207667 0,486400 0,428748 0,461101 0,442716
100 0,278816 0,229739 0,527137 0,462967 0,485304 0,468258
101 0,293701 0,243350 0,509924 0,494075
102 0,308850 0,257319 0,534957 0,520164
103 0,324261 0,271655 0,560407 0,546514
104 0,339936 0,286368 0,586265 0,573114
105 0,355873 0,301467 0,612529 0,599953
106 0,372069 0,316962 0,639188 0,627014
107 0,388523 0,332860 0,666233 0,654283
108 0,405229 0,349169 0,693651 0,681741
109 0,422180 0,365896 0,721425 0,709364
110 0,439368 0,383046 0,749533 0,737130
111 0,456782 0,400622 0,777950 0,765011
112 0,474411 0,418626 0,806647 0,792974
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Tabelle A.5.: Ausgewihlte Sterbetafeln der DAV (Fortsetzung)

Alter DAV2004R DAV1994T DAV2008T

z/y G Qy s Gy \ Gz ay
113 0,492237 0,437055 0,835585 0,820987
114 0,510241 0,455906 0,864722 0,849009
115 0,528401 0,475170 0,894008 0,876998
116 0,546689 0,494832 0,923382 0,904905
117 0,565074 0,514872 0,952778 0,932675
118 0,583517 0,535264 0,982113 0,960249
119 0,601976 0,555969 1 0,987564
120 0,620400 0,576942 1 1
121 1 1 1 1

A.3. Daten Beispiel Inflation

Die in Abschnitt 6.2 verwendeten Werte fiir die Kapitalmarktzinsstrukturkurven, sowie

die Inflationsraten sind in folgender Tabelle angegeben.

Tabelle A.6.: Verwendete Werte in Beispiel 6.2

Ausgangswerte Szenario 1 Szenario 2
Jahr it iy | AWi AWipgy | A@Gq A@iyg,
1992 | 0,0791 0,050 | 0,0791 0,050 0,05955  0,0350
1993 | 0,0651 0,045 | 0,0651 0,045 0,05255  0,0325
1994 | 0,0687 0,026 | 0,0687 0,026 0,05435  0,0230
1995 | 0,0685 0,018 | 0,0685 0,018 0,05425  0,0190
1996 | 0,0622 0,013 | 0,0622 0,013 0,05110  0,0165
1997 | 0,0564 0,020 | 0,0564 0,020 0,04820  0,0200
1998 | 0,0457 0,009 | 0,0457 0,009 0,04285  0,0145
1999 | 0,0449 0,006 | 0,0449 0,006 0,04245  0,0130
2000 | 0,0526 0,014 | 0,0526 0,014 0,04630  0,0170
2001 | 0,0480 0,020 | 0,0480 0,020 0,04400  0,0200
2002 | 0,0478 0,013 | 0,0478 0,013 0,04390  0,0165
2003 | 0,0407 0,011 | 0,0407 0,011 0,04035  0,0155
2004 | 0,0404 0,017 | 0,0404 0,017 0,04020  0,0185
2005 | 0,0335 0,015 | 0,0335 0,015 0,03675  0,0175
2006 | 0,0376 0,016 | 0,0376 0,016 0,03880  0,0180
2007 | 0,0422 0,023 | 0,0422 0,023 0,04110  0,0215
2008 | 0,0398 0,026 | 0,0398 0,026 0,03990  0,0230
2009 | 0,0322 0,003 | 0,0322 0,003 0,03610  0,0115
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Tabelle A.6.: Verwendete Werte in Beispiel 6.2 (Fortsetzung)

Ausgangswerte Szenario 1 Szenario 2
Jahr | iy e | AW AWdng, | A®i APy,

2010 | 0,0274 0,011 | 0,0274 0,011 0,03370  0,0155
2011 | 0,0261 0,021 | 0,0261 0,021 0,03305  0,0205
2012 | 0,0150 0,020 | 0,0150 0,020 0,02750  0,0200
2013 | 0,0157 0,014 | 0,0157 0,014 0,02785  0,0170
2014 | 0,0116 0,010 | 0,0116 0,010 0,02580  0,0150
2015 | 0,0050 0,005 | 0,0050 0,005 0,02250  0,0125
2016 | 0,0009 0,005 | 0,0009 0,005 0,02045  0,0125
2017 | 0,0032 0,015 | 0,0032 0,015 0,02160  0,0175
2018 | 0,0040 0,018 | 0,0040 0,018 0,02200  0,0190
2019 | -0,0025 0,014 | -0,0025 0,014 0,01875  0,0170
2020 | -0,0072 0,006 | 0,0028 0,021 0,0164 0,0130
2021 | -0,0104 0,012 | 0,0016 0,032 0,0148  0,0160

A.4. Beweis zu Monotonie-Aussagen

A.4.1. Beweis zu Satz 5.21

7 zeigen ist:
Falls Z; > 0 fir j = 0,...,n und Agyq; > 0, fir j = 0,...,n — 1, dann ist fiir
t€{0,1,2,...,n— 1} die GréBle aD(Qz, AQ,) monoton fallend in Werten von ¢,.;.

Beweis Sei Dy € R beliebig, aber fest. Damit gilt:

n 7j—1 '
2 (Z (1= goyw) " Aqﬁk) P Zj -V

04z -+t S ipe - Z - 00)

j=0

RS 1A )
1= quag)™t Age g Zi -0l

Z Z( q +k) qz+k | P j U (1—Qm+t)D0

- Hase S ipe - Zj - 0l) (1 = goye) "0
§=0

(A.1)

1)(]

n 7j—1 . I
Z <Z (1 - Q:v+k)71 : Aqgchk jPz Zj : U(j) : (1 - Q$+t) 0
Zj - i) .

(1 - qgc-i-t)DO
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Fiir die Ableitung des Nenners in (A.1) gilt:

8 n
iPx * Z U( 7. 1—qx Do
8Qx+t (]z:oj ( +t)

_ 9 zt: @) (1 Z; o9 (1 = gpar)™

) jPx i v ( %c—i—t 0+ Z jPx - v ( Qx-i-t)
qz+t =0 Jj=t+1
t
Z ( (1 — gose)®@ 0—1)) ipe - Zy -0V

+ Z ( (Do +1) - (l_qm—i-t)(DO_l))'jpz'Zj'U(j)
Jj=t+1

= (1 — quyy) P01 (—Do ) ijm - Z; - o) — Z e Zj - U(J’)) _ (A.2)

j=0 j=t+1

Weiterhin gilt fir die Ableitung des Zéhlers aus (A.1):

0 (Z ( Z (1- qurk)_l ’ A%:Hc) Pz Zj - i) (1- qaf+t)D0)
qz+t

k<j—1

0 (Z ( Z (1 - qgﬁ+k)_1 ) AQerk) jPx - Z U( 2 (1 — qm+t)D°

an-i-t j<t \k<j—1

+ Z ( Z (1 - Q:E+k)_l : AQerk) jDx - Z 'U( 2 (1 - Qx—i-t)DO)

>t \k<j—1

= > (=Do)- ( Yo (Il =guyr)™"- AQ:r+k) cjpa - Zj 0D - (1= gpyg) PV

i<t K<L
(0= 0000 D) e 20 (1= )
>t
+ Z (1 - Q:c+k)_1 : A%:—I—k *jPzx - Zj : 'U(j)
k<j—1

A(=1) - (Dg+1) - (1— qz+t)(D°1)H

= —Dop- (1 - Qert)(DO_l) ’ Z ( Z (1 - Qx-l-k)_l ’ AQ:B—HC) “jPz - Zj ’ U(j)

521 \k<j-1
- (1 - Qert)(DO_l) : Z Z (1 - QJ:—HC)_I : Aqgc—i-k - (1 - qgv+t)_1 ' Aqgv+t
Jj>t \k<j—1

i 7 e
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= (1= gey) 7Y [—Do Do 2 o)™ Ao | - jpe - Z5 -0V
§>1 \k<j—1
- Z Z (1- Qx+k)_1 A/ I Pz Ly vl
j>t \k<j-1
3 (= gee) ™ Adars) i 7 vU)]
j>t
(A.3)
Wiéhle nun .
> pa 7y o)
D() = Do(t) = —]::j_l .
7=0
Damit erhélt man fir die Ableitung des Nenners aus (A.2):
9 ijpx -7 0 (1 = quyg)P0
8qgc+t §=0
j=0 j=t+1
S peZpo@ .
= (1 = gp)PoD) . | 2 S pe ZioD = 3 pe- 200
> jpr - Zj vl =0 j=t+1
7=0

Fiir die Ableitung des Zahlers folgt, unter Umbenennung der Indizes, weiter aus (A.3):

’ (Z ( Z (1= qen) - A%M) P Zj- o9 (1 - Qz+t)D°>

0
Qu+t =1 \ k<1

n .
> ipe - Z @
_ j=t+1 _
= (1 - qurt)(DO RENE n 0 . Z (1 — qm+k) L. AQerk 1Pz - Z]’U(l)
> jpw - Zy -0l 1>1 \k<I-1
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n

Z Dz - Zj L)
7=0

[ ZlZl (Zkgz—l(l - qz+k)71 ) Aqac+k> 1Pz 2 o0

=aD(Q.), d.h. konstant

- ( > 0= qer)™ 'A(h+k) + (1= gose) ™ Agare)

k<j—1

<0, fir alle j>t+1

=0, fiir t=0 und monoton fallend in ¢, d.h. <0 fiir alle ¢

< 0.

n .
Mit aBW (Qz) = > jpz - Zj -0 . (1 = guye)~P0 > 0 fiir nicht-negative Zahlungsreihen

folgt aus (A.1) schlieBlich

n 7j—1 .
Z (Z (1 - Q:p—l—k)_l : Aqm_k) Pz - Zj . U(J)

0 j=1 \k=0
n

0quyt S b Z )
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und damit die Monotonie-Aussage. O
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