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Kapitel 1

Einleitung

Die Suche nach einer Packung, Uberdeckung oder Zerlegung eines Graphen durch klei-
nere Strukturen oder kleinere Graphen gehort zu den klassischen Fragestellungen der
kombinatorischen Optimierung. Da es sich bei diesen Problemen im Allgemeinen um
NP-schwere Probleme handelt, gibt es unzahlige Forschungsarbeiten, die verschiedene
Auspriagungen des Problems, verschiedene Eigenschaften von Graphen und spezielle klei-
nere Strukturen betrachten. So wird speziell bei den Packungsproblemen unter anderem
zwischen knotendisjunkten und kantendisjunkten Packungsproblemen unterschieden, ge-
richtete und ungerichtete Graphen betrachtet und die kleineren Strukturen, aus welchen
die Packung des Graphen bestehen soll, auf besonders schéne oder symmetrische Struk-
turen wie Dreiecke, Kreise, Wege etc. beschriankt. Frithe Arbeiten zu solchen Problem-
stellungen lassen sich laut Yuster [Yus07], der 2007 eine Ubersicht zu diesen Themenbe-
reichen veréffentlich hat, bereits 1847 von Kirkman [Kir47] finden. Dieser zeigte, dass K,
genau dann in Kreise der Lange 3 zerlegt werden kann, wenn n = 1,3 (mod 6). Im Jahr
1892 beschreibt Lucas eine Konstruktion von Walecki, die zu einer Zerlegung des K,
in Hamiltonkreise fithrt [Luc92]. Erste Forschungsarbeiten zur Matchingtheorie lassen
sich laut einer Ubersicht im gleichnahmigen Buch von Plummer und Lovész [PL86] in
den Arbeiten von Petersen [Pet91] 1891 zu reguldren Graphen und Kénig [K6n15] 1915
zu bipartiten Graphen finden. Deutlich spéter, im Jahr 1947, liefert Tutte [Tut47] eine
notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Existenz eines perfekten Matchings in
beliebigen Graphen. Eine der bekanntesten bisher nicht bewiesenen Fragestellungen ist
die 1959 aufgestellte Vermutung von Erdés und Gallai [EG59], dass die Kantenmenge
eines jeden Graphen mit n Knoten in O(n) Kreise und Kanten zerlegt werden kann.
In den folgenden Jahren verdffentliche Erdos zusammen mit Pdsa und Dirac weitere

Forschungsarbeiten zu knoten- und kantendisjunkten Kreisen in Graphen [DE63; EP62;
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EPG65], wobei diese in den Arbeiten als unabhdingige bzw. kantenunabhéingige Kreise be-
zeichnet wurden. Eine deutliche Steigerung der Anzahl an Forschungsergebnissen findet
dann im letzten Drittel des 20. Jahrhunderts statt, insbesondere durch die Entwicklungen
in der Informatik. Das bereits genannte Buch Matching Theory [PL86] wird beispielswei-
se 1986 veroffentlicht, auflerdem entwickeln sich verschiedene Themenbereiche innerhalb
der kombinatorischen Optimierung wie die kombinatorische Designtheorie (siche zum
Beispiel [CM87]), in welcher die Forschung sich ebenfalls mit Packungsproblemen in
Graphen befasst.

In dieser Arbeit soll ein bestimmter Typ von Packungsproblemen betrachtet werden:
die Packung eines Graphen mit einer maximalen Anzahl kantendisjunkter Kreise. Die-
ser Problemtyp wird auch maximales Kreispackungsproblem genannt, wobei hierunter
im Grunde zwei Fragestellungen zusammengefasst werden. Zum einen die Frage nach
der maximalen Anzahl an kantendisjunkten Kreisen in einem Graphen, zum anderen
die Frage nach der tatsédchlichen Kreispackung, die eine maximale Anzahl an kanten-
disjunkten Kreisen beschreibt. Beide Probleme zéhlen zu den NP-schweren Problemen
[CPRO3; DT92; Kri+07] und sind bisher noch nicht allzu stark erforscht. Begriffliche Ver-
wechselungsgefahr besteht mit einem anderen Problemtyp, der in der deutschsprachigen
Literatur ebenfalls Kreispackungsproblem genannt wird aber zu den geometrischen Pa-
ckungsproblemen gehort. In der englischsprachigen Literatur wird daher zwischen Cycle
Packing und Circle Packing unterschieden. Das Circle Packing beschreibt die geometri-
sche Problemstellung der Anordnung von Kreisen innerhalb eines vorgegebenen Gebietes,
sodass keine zwei Kreise einander iiberlappen und die Kreise sich gegenseitig beriihren.
Das Cycle Packing bezieht sich auf die fiir diese Arbeit relevante graphentheoretische

Problemstellung, der Packung von Kreisen in Graphen.

Die grundlegende Idee dieser Arbeit besteht darin, einen Graphen G auf bestimmte
Weise in , kleinere Graphen“ G; zu zerlegen, maximale Kreispackungen dieser G; zu be-
stimmen und daraufhin einen Bezug zur maximalen Kreispackung von G zu finden. Die
Art der Zerlegung von G hingt dabei davon ab, wie ,stark“ G ,zusammenhéngend*
ist. Dass ein solches Vorgehen sinnvoll sein kann, zeigen einfache Schlussfolgerungen fiir
nicht zusammenhéngende und einfach zusammenhéngende Graphen sowie die Ergebnis-
se aus [Ottl4] fiir 2-zusammenhéngende Graphen. Weiterhin haben Heinrich et al. in
[Hei+20] eine Zerlegung, welche eng verwandt mit der in [Ott14] verwendeten Zerlegung
ist, fiir sogenannte 2, 5-zusammenhangende Graphen modifiziert und auf Grundlage die-
ser Zerlegung Aussagen zur Kreispackungszahl und zu Kreiszerlegungen von eulerschen

Graphen entwickelt. Dariiber hinaus gibt es zahlreiche NP-schwere Probleme, welche auf
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Graphen mit beschrankter Baumweite in Polynomialzeit gelost werden kénnen, indem
die zugehorige Baumzerlegung genutzt wird (siehe beispielsweise [Arn85], [ALS91] oder
[Bod94]). In einer Baumzerlegung wird die Knotenmenge eines Graphen in Teilbdume
(also ,kleinere Graphen“) zerlegt, deren Adjazenzen wiederum durch einen Baum abge-
bildet werden.

Einen Einblick in die Umsetzung der Idee, die dieser Arbeit zugrunde liegt, soll die fol-
gende Ubersicht iiber die Struktur der Arbeit geben. Im Anschluss an das aktuelle einlei-
tende Kapitel 1 werden in Kapitel 2 zunéchst die graphentheoretischen und forschungs-
bezogenen Grundlagen dieser Arbeit erliutert. Dazu gehért neben dem Uberblick iiber
bisherige Arbeiten zu maximalen Kreispackungen auch ein Uberblick iiber die Literatur,
die sich mit Zerlegungen von 3-zusammenhéngenden Graphen beschéftigt. In Kapitel 3
werden drei praktische Anwendungsbeispiele vorgestellt, deren formale Behandlung zu
Kreispackungsproblemen fithrt. Zum einen spielen Kreispackungen eine Rolle bei der
Bindelung von Daten in drahtlosen Netzwerken. Beim Losungsverfahren fiir das soge-
nannte Index Coding Problem wird die Bestimmung einer maximalen kantendisjunkten
Kreispackung verwendet, um Einsparungen bei der Ubermittlung von Datenpaketen zu
finden. Das daraufhin vorgestellte Traffic Grooming Problem weist Parallelen zum Index
Coding Problem auf, da es die gebiindelte Ubertragung von Daten in optischen Netz-
werken behandelt. Bei einem Spezialfall dieses Problems wird die Bestimmung einer ma-
ximalen Kreispackung zur Losung verwendet. Ein hiufig genannter Anwendungsfall fiir
Kreispackungsprobleme sind sogenannte Genome Rearrangement Probleme, da Caprara
die Beziehung zur maximalen Anzahl an kantendisjunkten alternierenden Kreisen in spe-
ziellen Graphen und einem speziellen Genome Rearrangement Problem genutzt hat, um
zu zeigen, dass dieses NP-schwer ist [Cap97]. Hier wird ein anderes spezielles Genome
Rearrangement Problem, das sogenannte Minimum Local Scenario Problem vorgestellt

fiir dessen Losung maximale kantendisjunkte Kreispackungen bestimmt werden.

Die weitere Struktur der Arbeit folgt der Eigenschaft des Zusammenhangs eines Gra-
phen G (vergleiche Tabelle 1.1). In Kapitel 4 werden Grundlagen hinsichtlich sogenannter
Separatoren und Zerlegungen von Graphen vertieft und insbesondere Schlussfolgerun-
gen zu Kreispackungen fiir nicht zusammenhédngende, 1-zusammenhédngende und 2-zu-
sammenhéingende Graphen nédher betrachtet. Nach der Erlduterung wie sich Aussagen
zu Kreispackungen mithilfe einer Zerlegung von nicht zusammenhéngenden Graphen
in Komponenten sowie von einfach zusammenhdngenden Graphen in héher zusammen-
héngende Teilgraphen herleiten lassen, werden ab Abschnitt 4.3 ,néchst hoher zusam-

menhéngende“ Graphen betrachtet, genauer 2-zusammenhéngende Graphen. Fiir diese



Kapitel 1 Einleitung

Grad des Zusam- Zerlegung von G

Kapitel menhangs von G in Teilgraphen G; Kreispackung
G nicht v(G) =) v(G))
Kap. 4 . G; 1-Komponenten
zusammenhangend Z5@) = U Z5(G5)
) ) v(G) =) v(Gy)
Kap. 4 G 1-zusammenhdngend  G; Blocke
zv@) = Jz* @)
Alg
. seri G G;
Kap. 4 G 2-zusammenhéangend Gl .Zemf;ue/ parallile/ v(G) (::) v(Gi)
rigide Komponenten zx¢) &% 27
G minimal ) G; Wheel/T\yirl/zykl. (@) Al W(G)
Kap. 5&6  3-zusammenhédngend 4-zusammenhéngende Al
(speziell Halin) Komponenten ZHG) B ZH(G))

Tabelle 1.1: Aufbau der Arbeit.

wurde in [Ott14] ein auf SPQR-Baumen basierender Algorithmus zur Bestimmung ei-
ner unteren Schranke fiir die Grofle einer maximalen Kreispackung entwickelt, sowie
fiir spezielle 2-zusammenhéngende Graphen (genauer serienparallele Graphen) gezeigt,
dass dieser Algorithmus eine maximale Kreispackung liefert. In Vorbereitung auf das
folgende Kapitel 5 werden die in [Ott14] erarbeiteten Ergebnisse noch einmal erldau-
tert. Ziel der Arbeit ist es, eine Erkenntnis zu Kreispackungen in Graphen der nédchsten
»,Zusammenhangsstufe“, also 3-zusammenhéingenden Graphen, zu gewinnen. Dariiber
hinaus wird in Abschnitt 4.5 die Implementierung des Kreispackungsalgorithmus fiir
serienparallele Graphen mithilfe des Open Graph Drawing Frameworks [Chi+13] vorge-
stellt und ausgewertet. Die Zerlegung von 3-zusammenhéngenden Graphen erweist sich
hinsichtlich der Mo6glichkeit Riickschliisse von Kreispackungen in den Komponenten der
Zerlegung auf Kreispackungen im Ausgangsgraphen zu ziehen als deutlich uniibersicht-
licher als bei den zuvor betrachteten 2-zusammenhéngenden Graphen. Daher werden
in dieser Arbeit verschiedene Zwischenschritte betrachtet: Halin-Graphen sind minimal
3-zusammenhédngende Graphen und besitzen &hnlich wie serienparallele Graphen einige
besonders schone Eigenschaften, auf deren Grundlage in Kapitel 5 Ergebnisse zur Be-
stimmung der Kreispackungszahl und zur Bestimmung von maximalen Kreispackungen

in Halin-Graphen entwickelt werden.



Kapitel 2

Grundlagen

In diesem Kapitel wird die graphentheoretische Grundlage fiir die folgenden Kapitel
geschaffen, indem die fiir die Arbeit wesentlichen Definitionen und Notationen erldutert
werden. Dariiber hinaus wird der Stand der Forschung in Bezug auf Kreispackungen und

Graphzerlegungen skizziert.

2.1 Graphentheoretische Grundlagen

Sei G = (V(G), E(G)) ein endlicher, einfacher und ungerichteter Graph mit Knotenmen-
ge V(G) und Kantenmenge F(G). Sofern keine Missverstédndnisse entstehen konnen, wird
die Notation in manchen Féllen auf V' = V(G) bzw. E = E(G) verkiirzt. Die Kardi-
nalitdt der Knotenmenge |V'| bestimmt die Ordnung des Graphen, die Kardinalitiat der
Kantenmenge |E| bestimmt die Grifle des Graphen. Ein Graph G’ = (V' E’) heifit
Teilgraph von G (G' € G), falls V! € V und E' € E. Zwei Teilgraphen G’ = (V', E’)
und G” = (V" E") werden kantendisjunkt genannt, falls E' n E” = . Ein Teilgraph
G' = (V',E') < G heiit durch E' ¢ E (G' = G|g) induziert, falls V' aus allen Kno-
ten besteht, die inzident mit Kanten in E’ sind. Analog wird G’ = (V',E’) ¢ G durch
V' <V (G' = G|y) induziert, falls E' aus allen Kanten e € E besteht, deren Endkno-
ten beide in V' enthalten sind. Die Notation ist G\V' := G|y\y» bzw. G\E' := G|p\pr.
Auflerdem wird die Notation V(E(G)) := V(G|g) verwendet. Fiir u € V entspricht der

Knotengrad dc(u) der Anzahl seiner inzidenten Kanten in G.

Ein Kantenzug ist eine Folge von Kanten (e, ..., e,) mit e; = (v;—1,v;) € E(G). Handelt
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es sich um eine Folge paarweise verschiedener Kanten (e1,...,e,) mit e; = (v;_1,v;) €
E(G) und paarweise verschiedenen Knoten vy, ..., v, € V(G) heiit W Weg und hat die
Léange r = 0. In manchen Féllen wird W auch vg-v,.-Weg genannt, um den Anfangs-
und Endknoten des Weges hervorzuheben. Ein Kreis C der Liange r > 2 ist eine Folge
(e1,...,€r—_1,€.),s0dass (e1,...,e.—1) ein Weg der Lange r—1 ist und e, = (v,_1,v9). Da
W als Teilgraph von G interpretiert werden kann, wird in manchen Fallen W als induziert
durch seine Kantenmenge F(W) beschrieben. Der Umfang eines Graphen G bezeichnet
die Léange eines kiirzestens Kreises in G. Ein Graph G heiflt zusammenhdngend, falls fiir
jedes Knotenpaar v, w € V ein v-w-Weg in G exisitert. Ein kreisfreier Graph heifit Wald,
ein zusammenhéngender und kreisfreier Graph (eine Zusammenhangskomponente eines
Waldes) heifit Baum.

Ein Kantenzug in einem zusammenhédngenden Graphen, der jede Kante genau einmal
enthélt, heiflit Fulerzug. Ein zusammenhéngender Graph, in welchem ein geschlossener

Eulerzug existiert, wird eulersch genannt.

Eine Kreispackung der Kardinalitét z in G ist eine Menge Z = {C}, ..., C,} von paarwei-
se kantendisjunkten Kreisen. Eine Kreispackung Z* mit maximaler Kardinalitdt wird
mazximale Kreispackung genannt. Die Kardinalitat | Z2*| wird mit v(G) bezeichnet, wobei

v(G) Kreispackungszahl genannt wird.

Eine Menge K < V mit |K| = k und k£ > 0 wird k-Separator von G genannt, falls
G|V\K nicht zusammenhéngend ist. Ein Graph G heifit k-zusammenhdngend, falls kein
(k — 1)-Separator in G existiert. Ein Teilgraph G’ heifit maximal k-zusammenhéngend,
wenn G’ = G” fiir jeden k-zusammenhéngenden Teilgraph G” € G mit G' € G” gilt. Die
maximal 1-zusammenhédngenden Teilgraphen von G werden 1-Komponenten genannt.
Die maximal 2-zusammenhéngenden Teilgraphen von G werden Bldcke genannt. Gibt
es Teilgraphen G1, G2 von G, sodass G = G u Gy mit |V(G1) n V(G2)| = k, E(G1) n
E(G2) = & und |E(G1)| = k, |E(G2)| = k, so heifit G k-separabel und {G1, G2} wird k-
Separation von G genannt. Ein Graph G heifit minimal k-zusammenhdngend, falls dieser
Graph k-zusammenhéngend ist aber G|p\. fiir jede Kante e € E(G) (k — 1)-separabel

ist.

Ein Graph G heifit planar, falls er kreuzungsfrei in der Ebene gezeichnet werden kann.
Eine solche Darstellung wird planare Einbettung genannt. Die in der Ebene maxima-
len zusammenhéngenden Flichen der planaren Einbettung eines planaren Graphen G

ohne Kanten und Knoten heiflen Fucetten. Die eine Facette B begrenzenden Kanten
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werden auch als Rand dieser Facette bezeichnet und durch R(B) beschrieben. Weiterhin

induziert der Rand einer Facette einen Kreis, dieser wird als Facettenkreis bezeichnet.

2.2 Stand der Forschung - Kreispackungen

Wie bereits in Kapitel 1 fiir allgemeine (Kreis-)Packungsprobleme erldutert, wird unter
anderem zwischen knotendisjunkten und kantendisjunkten Packungsproblemen, gerich-
teten und ungerichteten Graphen und speziellen Strukturen, mit welchen eine Kreispa-
ckung gefunden werden soll, unterschieden. Der folgende Abschnitt soll einen Uberblick

einiger Arbeiten zu verschiedenen Ausprigungen des Kreispackungsproblems liefern.

Ein grofler Teil der Forschungsarbeiten zu Kreispackungsproblemen bezieht sich auf kno-
tendisjunkte Kreispackungen. Einen wesentlichen Anteil daran hat unter anderem das
bekannte Theorem von Erdos und Poésa, welches besagt, dass eine Funktion f(k) =
O(klog k) existiert, sodass fiir jedes k € N jeder ungerichtete Graph entweder mindestens
k knotendisjunkte Kreise enthélt oder eine Knotenmenge X mit | X| > f(k), sodass G\X
ein Wald ist [EP65]. Die Vielzahl von Arbeiten, die auf dieses Theorem folgen und ver-
schiedenste Variationen wie beispielsweise Kreispackungen mit kiirzesten Kreisen oder
Kreisen ungerader Lange in gerichteten und ungerichteten Graphen betrachten, kann
hier nicht vollstindig zusammengefasst werden. Arbeiten aus den letzten zwei Jahren
wéaren exemplarisch [BHJ20; Kaw+20; Lok+19]. Dariiber hinaus sind knotendisjunkte
Kreispackungen auch in Bezug auf die praktische Anwendung im Rahmen von Nieren-
austauschprogrammen vermehrt untersucht worden. Der Austausch von Spenderorganen
zwischen zwei, drei oder mehr verschiedenen Spender-/Empféangerpaaren lasst sich auf
ein Kreispackungsproblem mit knotendisjunkten Kreisen zuriickfithren. So befassen sich
einige Arbeiten mit verschiedenen Modellformulierungen und Algorithmen, zum Beispiel
[Bir+21; BMR09; Car+20; Con+13; Dic+16; KAV14; Lin+19; LM20; Ped14; XW18].

Kantendisjunkte Kreispackungen wurden in der jiingeren Literatur aus verschiedenen
Perspektiven betrachtet. In [Hor11] hat Horsley die maximale Anzahl kantendisjunkter
Kreise der Liénge m in einem vollstdndigen Graphen gezeigt. Weiterhin haben Bryant
et al. [BHP14] gezeigt, wann genau ein vollstdndiger Graph in kantendisjunkte Kreise
mit festen Langen my, ..., m; zerlegt werden kann. Im Falle eines Multigraphen haben
Bryant et al. [Bry+15] notwendige und hinreichende Bedingungen fiir die Existenz einer

solchen Zerlegung formuliert. Darauf aufbauend hat Cameron [Caml7] eine vollstin-



Kapitel 2 Grundlagen

dige Charakterisierung fiir die Existenz einer kantendisjunkten Kreispackung in einem
vollstandigen Multigraphen mit Kreisen mit festen Langen my, ..., m; formuliert. Wei-
tere Ergebnisse zu maximalen kantendisjunkten Kreispackungen in speziellen Graphen
gibt es beispielsweise fiir Petersen Graphen [Sprl5] oder polyhedrale Graphen [NS18;
RS14; Ste21]. In [Har+10b] wurden maximale kantendisjunkte Kreispackungen eines
Graphen auf maximale kantendisjunkte Kreispackungen in Teilgraphen zuriickgefiihrt:
Falls der Graph einen k-Separator enthélt, kann die Kreispackungszahl des Graphen mit-
hilfe der Kreispackungszahlen von héchstens Q(S)H Teilgraphen mit geringerer Ordnung
bestimmt werden. Die zyklomatische Zahl r(G) beschreibt die minimale Anzahl von Kan-
ten, die aus einem Graphen G entfernt werden miissen, um einen Wald zu erzeugen und
kann tber die Formel r(G) = |E(G)| — |V(G)| + k(G) berechnet werden, wobei (G) die
Anzahl der Zusammenhangskomponenten in G beschreibt. In [Har+10a] wird gezeigt,
dass fiir jedes k = r(G) — v(G) = 0 eine endliche Menge an Graphen existiert, sodass
G mithilfe einfacher Graphoperationen aus einem dieser Graphen konstruiert werden
kann. Fur Graphen mit geradem Knotengrad wird in [Rec+16] ein Kriterium formuliert,
welches die Maximalitit einer Kreispackung indiziert. Dieses Kriterium fithrt zur Be-
trachtung des Problems als Kiirzeste-Wege-Problem, fiir dessen Lésung ein Ansatz mit
dynamischer Programmierung vorgestellt wird. Verwendet wird ein A*-Kiirzeste-Wege-
Algorithmus auf einem speziellen Netzwerk. In den letzten Jahren wurden auflerdem eine
Reihe von Ergebnissen zu kantendisjunkten Kreispackungen in sogenannten Turniergra-
phen veroffentlicht. Ein Turniergraph ist ein gerichteter Graph é, der genau eine Kante
zwischen jedem Knotenpaar enthélt. Zunéchst wurden von Yuster und Akaria Schranken
fiir die maximale Zahl von kantendisjunkten Kreisen der Lange drei in reguldren und na-
hezu reguléren Turniergraphen entwickelt [Akal4; AY15; Yus13]. Bessy et al. zeigen, dass
die Bestimmung maximaler kantendisjunkter Kreispackungen auch fiir Packungen mit
Kreisen der Lange drei NP-schwer ist [BBT18]. Die zeitlich folgenden Arbeiten beschéf-
tigen sich dann mit der parametrisierten Komplexitét dieser Problemstellung [Bes+19;
Kri+18; SS20]. Jacob und Krithika untersuchten kantendisjunkte Kreise in bipartiten
Turniergraphen und zeigten, dass die Frage nach k£ kantendisjunkten Kreisen in solchen
Graphen in 20 10gk)pO(1) Zeit beantwortet werden kann [JK20]. Zuletzt haben Heinrich
et al. in [Hei+20] eine Zerlegung von [HT73a] modifiziert, welche eng verwandt mit der
in [Ott14] verwendeten SPQR-Zerlegung ist. Analog zu den 3-Zusammenhangskompo-
nenten in [HT73a] wurden in [Hei+20] eine Zerlegung von 2-zusammenhéngenden Gra-
phen in sogenannte 2,5-zusammenhéngende Komponenten definiert und auf Grundlage
dieser Zerlegung Aussagen zur Kreispackungszahl und zu Kreiszerlegungen von euler-
schen Graphen entwickelt. Heinrich et al. nennen einen 2-zusammenhéngenden Graphen
G = (V,E) 2,5-zusammenhingend, wenn G\{v} und G\{e} fir jeden beliebigen Kno-
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ten v € V und jede beliebige Kante e € E zusammenhédngend sind. Die Modifikation
der verwendeten Zerlegung von [HT73a] bezieht sich auf eine Farbung sogenannter vir-
tueller Kanten, mit der die 2-Separatoren von Separatoren, welche aus einem Knoten
und einer Kante bestehen, unterschieden werden kénnen. Ahnlich zu den Ergebnissen
fiir serienparallele Graphen in [Ott14] fihren Heinrich et al. die Kreispackungszahl ei-
nes eulerschen Graphen G auf die Kreispackungszahlen der Komponenten der Zerlegung

zurick.

In Bezug auf die Approximierbarkeit der Kreispackungszahl wurden ebenfalls einige we-
sentliche Ergebnisse veroffentlicht. Zunachst wurde in [CR02] gezeigt, dass die maximale
Anzahl kantendisjunkter Kreise der Linge 3 in Polynomialzeit gefunden werden kann,
wenn der Knotengrad des Graphen hochstens 4 betrigt. Fiir Graphen G mit einem
maximalen Knotengrad gréfler als 4 ist das Problem jedoch APX-schwer und fiir pla-
nare Graphen mit einem maximalen Knotengrad gréfler als 4 ist es NP-schwer. Diese
Ergebnisse greifen Rautenbach und Regen in [RR09] auf und zeigen, dass fiir Graphen
mit einem Umfang von g = 4 (bzw. g = 5) die Kreispackungszahl fiir kantendisjunk-
te Packungen mit Kreisen der Lange 4 (bzw. 5) in Polynomialzeit bestimmt werden
kann, aber dass die Bestimmung maximaler kantendisjunkter Kreise der Lange ¢ fiir
Graphen mit einem Umfang von g > 6 APX-schwer ist, sogar dann, wenn der maxi-
male Knotengrad des Graphen mit 3 beschrankt wird. In [CPRO3] wurde eine Greedy-
Heuristik fiir das allgemeine kantendisjunkte Kreispackungsproblem auf einem Graphen
G = (V, E) mit |V| = n vorgestellt und gezeigt, dass es sich bei dieser um einen O(log n)-
Approximationsalgorithmus handelt. In [Kri+07] wurde gezeigt, dass eine Variante dieses
Algorithmus eine Approximationsrate von O(4/logn) hat. Dass diese Approximations-
rate das nahezu bestmogliche ist, wurde in [FS11] gezeigt. Approximationsalgorithmen
fiir einige verwandte Probleme wurden in [NY04] (gerichtete Graphen) und [CTWO09]
(Kreise der Lange 3) vorgestellt.

2.3 Stand der Forschung - Graphzerlegungen

Wie in der Einleitung beschrieben besteht die grundlegende Idee dieser Arbeit darin,
einen Graphen G auf bestimmte Weise in ,kleinere Graphen“ G; zu zerlegen, maximale
Kreispackungen Z*(G;) dieser G; zu bestimmen und daraufhin einen Bezug zur maxima-
len Kreispackung Z*(G) von G zu finden. Entsprechend der Tabelle 1.1 gibt es bereits Er-

gebnisse fiir nicht zusammenhéngende, 1-zusammenhingende und 2-zusammenhingende
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Graphen, sodass im folgenden Schritt 3-zusammenhéngende Graphen betrachtet werden
sollten. Aus diesem Grund folgt nun ein Uberblick zum Stand der Forschung zu Zerle-

gungen fiir 3-zusammenhédngende Graphen.

Seit den 80er Jahren wurden einige Ergebnisse zu derartigen Zerlegungen verdffentlicht.
Cornuéjols et al. zeigten, dass Halin-Graphen, welche (minimal) 3-zusammenhéngend
sind, eindeutig zerlegt werden koénnen, sodass jede Komponente der Zerlegung ein spe-
zieller  kleinerer“ Halin-Graph, ein sogenanntes Wheel ist [CNP83]. Auf Basis dieser
Zerlegung entwickelten sie einen Algorithmus, der das Traveling Salesman Problem auf
Halin-Graphen in Polynomialzeit 16st. In [CNP85] weiten sie dieses Ergebnis auf weitere
3-zusammenhingende Graphen mit speziellen Eigenschaften aus. Eine Zerlegung von mi-
nimal 3-zusammenhangenden Graphen, deren Komponenten drei verschiedenen, speziel-
len Graphen entsprechen (Wheels, sogenannten Twirls und zyklisch 4-zusammenhdngen-
de Graphen), wurde von Gardner 1989 in [Gar89] publiziert (siehe auch [CGW93]).
Dabei heifit ein minimal 3-zusammenhéngender Graph zyklisch 4-zusammenhdngend,
wenn keine 3-Separation {G1, G2} existiert, sodass sowohl G; als auch G2 einen Kreis
enthalten. Diese Zerlegung wurde in Anlehnung an [CE80] entwickelt, wobei Cunning-
ham und Edmonds in [CE80] erwihnt, dass seine Arbeit und die von Tutte [Tut66]
zur gleichen kanonischen Zerlegung eines 2-zusammenhéngenden Graphen fithren, auch
wenn die Herangehensweise eine andere ist. Da die zu Tutte dquivalenten Ergebnisse
von Hopcroft und Tarjan [HT73a] auch Grundlage der von Battista und Tamassia in
Di Battista und Tamassia vorgestellten SPQR-Zerlegung fiir 2-zusammenhéngende Gra-
phen waren, bestehen auch einige Ahnlichkeiten zwischen der SPQR-Zerlegung fiir 2-
zusammenhéngende Graphen und der von Gardner vorgestellten Zerlegung fiir minimal
3-zusammenhéingende Graphen. Auflerdem sind beide Zerlegungen eindeutig. 1991 haben
Kanevsky, Tamassia, Di Battista und Chen unabhéngig von Gardner selbst eine Zerle-
gung von 3-zusammenhingenden Graphen in Anlehnung an die SPQR-Zerlegung entwi-
ckelt und diese FWRT-Zerlegung genannt [Kan+91]. Die FWRT-Zerlegung beschreibt
eine Zerlegung eines 3-zusammenhédngenden Graphen, deren Komponenten ebenfalls drei
verschiedenen, speziellen Graphen entsprechen (Wheels, sogenannten Flowers und ri-
giden Komponenten entsprechend der SPQR-Zerlegung). Einige der dort beschrieben
Ergebnisse konnen laut [Kan+91] auf k-zusammenhéngende Graphen erweitert werden.
Bereits 1989 haben Fouquet und Thuillier Ergebnisse zu einer eindeutigen Zerlegung
3-zusammenhéngender kubischer Graphen zur Publikation eingereicht, diese wurden al-
lerdings erst 1993 in [FT93| veroffentlicht. Auch diese Zerlegung wurde in Anlehnung an
[CE80] entwickelt und stellt einen Spezialfall der Zerlegung von Gardner dar. D’souza

verdffentlicht 2016 in [Dsol6] eine Zerlegung von 3-zusammenhéngenden Graphen in
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quasi-4-zusammenhdngende Komponenten. Ein 3-zusammenhéngender Graph G wird in
[Dso16] quasi-4-zusammenhdngend genannt, wenn fiir jede 3-Separation {G1, G2} von G
entweder G1 oder GG genau vier Knoten besitzt. Hierbei konnen jedoch zwei verschiede-
ne Graphen zur gleichen Zerlegung fithren, dementsprechend ist eine Rekonstruktion des
Ursprungsgraphen nicht eindeutig moéglich. Insbesondere in Bezug auf die enthaltenen
Kreise ist die Zerlegung nicht eindeutig. Durch die Operationen zur Erzeugung der quasi
4-zusammenhéngenden Komponenten wird die Anzahl der Kreise vervielfacht und kann
nicht eindeutig auf die Anzahl der Kreise im Ursprungsgraphen zuriickgefiihrt werden.
Im gleichen Jahr wird die Arbeit von Grohe zur Zerlegung eines Graphen in quasi-4-zu-
sammenhéngende Komponenten verdffentlicht, wobei diese Komponenten zwar identisch
zu D’souza benannt aber anders definiert wurden [Grol6]. Ein 3-zusammenhéngender
Graph G wird in [Grol6] quasi-4-zusammenhdingend genannt, wenn fiir jede 3-Separation
{G1,G2} von G entweder G oder Gy aus einem einzigen Knoten bestehen. Grohe zeigt
auflerdem, dass die quasi-4-zusammenhidngenden Komponenten den von Robertson und
Seymour vorgestellten ,hoch zusammenhingenden Regionen“ (der Ordnung 4) eines
Graphen, sogenannten Tangles, entsprechen [RS91]. Diese Art der Graphzerlegung wird
insbesondere fiir Theorien zur Struktur von Graphen mit ausgeschlossenen Minoren be-
nutzt. Unabhingig von den vorangegangenen Ergebnissen haben Karpov und Pastor ab
2003 (zum Teil einzeln, zum Teil gemeinsam) eine ganze Reihe von Ergebnissen zur Struk-
tur und Zerlegung von k-zusammenhingenden Graphen verdffentlicht [Kar05; Karl6;
Kar20; KP03; KP12; Pas18]. In [KP12] beschreiben Karpov und Pastor eine Zerlegung
von 3-zusammenhéingenden Graphen durch 3-Separatoren in kleinere Strukturen, die sie
Komplexe nennen. Die Autoren selbst bezeichnen diese Zerlegung jedoch als sehr kom-
pliziert und versuchen in den darauffolgenden Verdffentlichungen diese zu vereinfachen.
Karpov stellt in [Karl6] eine vereinfachte Zerlegung von minimal k-zusammenhéngen-
den Graphen durch paarweise unabhéngige k-Separatoren vor, wobei ein k-Separator
in [Karl6] aus Kanten und Knoten besteht und mindestens eine Kante enthéilt. Da-
mit erinnert die Wahl der Separatoren an die von [Kan+91] verwendeten Separatoren.
Pastor wiederum beschreibt in [Pas18] abweichend von den bisherigen Ergebnissen eine
Zerlegung von 3-zusammenhéngenden Graphen in zyklisch 4-Kanten-zusammenhdngen-
de Graphen, wobei die Definition solcher zyklisch 4-Kanten-zusammenhéngenden Gra-
phen nicht identisch zu der Definition von zyklisch 4-zusammenhéngenden Graphen von
Gardner ist. Pastor nennt einen 3-zusammenhangenden Graphen zyklisch 4-Kanten-zu-
sammenhdngend, falls bei Entfernung von drei beliebigen Kanten des Graphen mindes-
tens eine zusammenhdngende Komponente einen Kreis enthélt. Weiterhin heifit ein 3-
zusammenhédngender Graph genau dann 4-Kanten-zusammenhdngend, wenn der Graph

trotz Entfernen von drei beliebigen Kanten zusammenhingend bleibt oder ein Graph
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mit zwei zusammenhéngenden Komponenten entsteht, von denen eine aus einem ein-
zigen Knoten besteht. Karpov hingegen stellt in [Kar20] weitere Vereinfachungen der
Ergebnisse aus [KP12] vor. Eine fiir 3-zusammenhéngende planare Graphen entwickelte
Zerlegung ist die Zerlegung von Eppstein und Reed [ER19], die eine spezielle Teilmenge
von 3-Separatoren nutzt. Sie zeigen aufferdem, dass diese speziellen Teilmengen mithilfe
der SPQR-Zerlegung auch fiir die Menge von 2-Separatoren eines 2-zusammenhédngenden

Graphen bestimmt werden konnen.

Aufgrund der gréfleren Parallelen zur SPQR-Zerlegung wird in dieser Arbeit bei Betrach-
tung von 3-zusammenhingenden Graphen in Kapitel 5 auf die Zerlegung von Gardner
zuriickgegriffen. Zunéchst folgt jedoch eine Einfiihrung zu Kreispackungen in nicht zu-
sammenhéangenden, 1-zusammenhingenden und 2-zusammenhéngenden Graphen, siehe
Kapitel 4. In Kapitel 4 wird dazu jedoch zunéchst die Situation fir k-zusammenhédngende
Graphen G mit k < 2 rekapituliert.
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Kapitel 3

Kreispackungsproblem in den

Anwendungen

In diesem Kapitel werden praktische Problemstellungen betrachtet, deren Modellierung
zur Bestimmung maximaler kantendisjunkter Kreispackungen fithrt. Zunéchst werden
zwei Probleme in Netzwerken vorgestellt. In Abschnitt 3.1 wird die Ubertragung von
Daten in drahtlosen Netzwerken betrachtet und in Abschnitt 3.2 wird die Ubertragung
von Daten in optischen Netzwerken betrachtet. Abschnitt 3.3 erldutert die haufig in
Verbindung mit Kreispackungsproblemen angegebene Anwendung des Genome Rear-

rangement und Sorting by Reversals.

3.1 Das Index Coding Problem

Fine Problemstellung, in welcher die Bestimmung einer maximalen kantendisjunkten
Kreispackung Teil eines Losungsverfahrens ist, ist das sogenannte Index Coding Problem.
Diese Problemstellung wurde von Birk und Kol [BK98] formuliert und ist ein spezielles
sogenanntes Network Coding Problem. Eine Instanz dieser Problemstellung besteht aus
einem drahtlosen Netzwerk mit einem Sender und mehreren Empféangern, in welchem
Daten ausschliellich vom Sender zum Empfinger weitergegeben werden koénnen. Ein
Datenaustausch zwischen den Empfangern ist nicht moglich. Bei einer gegebenen Menge
von Datenblécken, sogenannten Paketen, bendtigt jeder Empfanger nun ein einzelnes
dieser Pakete, welches der Sender iiber das drahtlose Netzwerk an den jeweiligen Emp-

finger senden muss. Uber dieses benotigte Paket hinaus ist dem Sender aber bekannt,
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dass die Empfénger andere Pakete bereits erhalten und zwischengespeichert haben und
diese damit vom benétigten Paket unterscheiden kénnen. Mit dieser Zusatzinformati-
on besteht die Moglichkeit in einer Sendung mehrere Pakete zusammenzufassen. Dieser
Schritt nennt sich Kodierung. Im Schritt der Dekodierung kann der Empfanger nun das
benétigte Paket unter Nutzung seiner ihm bereits bekannten Pakete aus der Sendung
herausfiltern. Das Problem besteht nun in der Bestimmung einer mdoglichst geringen An-
zahl von Sendungen, sodass jeder Empfianger sein bendtigtes Paket erhdlt und aus der
Sendung herausfiltern kann. Wie in [Bar+06; ECS07] gezeigt, gehort das Index Coding
Problem zur Klasse der NP-schweren Probleme und ist dariiber hinaus auch schwer zu

approximieren [LSO08].

Abbildung 3.1 zeigt ein Beispiel eines Index Coding Problems mit einem Sender und vier
Empfingern. Jeder Empfanger benétigt ein Paket und hat aus vorherigen Sendungen die
unter ,Kennt*“ angegeben Pakete bereits zwischengespeichert und kann sie daher von den

bendétigten Paketen unterscheiden.

Y ~ e 4
N ~ o - 4
~ == e
Empfinger 1 Empfinger 2 Empfinger 3 Empfinger 4
Benotigt: p; Benotigt: py Benotigt: p3 Benotigt: ps
Kennt: p3 Kennt: py, pa Kennt: py, pa Kennt: p2, p3

Abbildung 3.1: Instanz eines Index Coding Problems mit vier Empfingern.

In diesem Beispiel ist leicht zu erkennen, dass zwei Ubertragungsrunden geniigen, um alle
Empfianger mit ihren bendtigten Paketen zu versorgen. In der ersten Sendung werden die
Pakete p; und ps zusammen versendet (p1 +p3), in der zweiten Sendung werden die Pa-
kete p2 und p4 zusammen versendet. Mit der Sendung p; + ps erhalten Empfinger 1 und
Empfinger 3 ihre bendtigten Pakete. Empfanger 1 hat das Paket p3 bereits zwischenge-
speichert und kann Paket p; damit herausfiltern. Im Vergleich zur Sendungsvariante, bei
der alle Pakete einzeln gesendet werden ohne die Zusatzinformation im Zwischenspeicher

der Empfanger zu nutzen, konnen also zwei Sendungen eingespart werden.

Das hier beschriebene Index Coding Problem enthélt eine Einschrinkung, die jedoch vor

dem Hintergrund eines drahtlosen Netzwerkes einfach umzusetzen ist. Jeder Empfanger
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darf in dieser Problemstellung nur ein einziges Paket nachfragen. Angenommen ein Emp-
fanger benotigt mehrere Pakete, so kann dieser Empfanger in der Problemformulierung
einfach durch mehrere Empfanger ersetzt werden, welche nur ein Paket nachfragen und
die gleichen Pakete als Zusatzinformation besitzen wie der urspriingliche Empfanger
[Bar+06].

Das Index Coding Problem lésst sich entsprechend [Cha+11] nun wie folgt formalisieren.
Gegeben sei ein Sender, eine Menge R = {rq,...,7,} von Empfingern in einem drahtlo-
sen Netzwerk und eine Menge von Paketen P = {py,...,p,} mit p; € GF(q)", welche vom
Sender an die Empfinger tibermittelt werden miissen. Unter einem Galois field GF(q)
versteht man einen endlichen Korper der Restklassen ganzer Zahlen modulo ¢ mit ¢ Ele-
menten. Jedem Empfianger r; € R ist ein Tupel (w;, H (r;)) zugeordnet, wobei w; € P das
von r; benotigte Paket beschreibt und die Menge H(r;) € P die bereits vom Empfénger
r; zwischengespeicherten Pakete enthilt. In jeder der insgesamt p Ubertragungsrunden
iibermittelt der Sender eine Sendung x; mit 1 < j < u, wobei die Sendung x; das Er-
gebnis einer Kodierung einer Teilmenge der Pakete aus P ist mit z; = > ; gé -p;. Dabei
entspricht g; einer linearen Kodierungsfunktion fir Ubertragungsrunde j bzw. gi dem
Kodierungskoeffizienten fiir Ubertragungsrunde j und Paket p; mit g; = { g;} e GF(q)"™.
Die Dekodierung vom benétigten Paket w; von Empfanger r; erfolgt dann mit einer
ebenfalls linearen Dekodierungsfunktion ¢; mit w; = g;i(z1,...,z,, H(r;)) fir 1 <i < n.
Ziel des Index Coding Problems ist es eine Menge von Kodierungsfunktionen g1, ..., g,
und Dekodierungsfunktionen ¢i,...,q, zu finden, sodass die Anzahl an Sendungen u

minimal ist.

Empfénger 1 Empfinger 2 . v
Benotigt: p; Benotigt: py
Kennt: p3 Kennt: p1, pa

G
Empfinger 4 Empfinger 3
Benotigt: py Bendtigt: p3
Kennt: ps, p3 Kennt: p1, pa V4 V3

(a) (b)

Abbildung 3.2: Instanz eines Index Coding Problems mit vier Empfiangern (a) und der
dazu gehorige Abhéngigkeitsgraph G (b).

Ublicherweise wird zur Lésung dieser Problemstellung ein Graph modelliert, welcher die
Beziehung zwischen dem benétigten Paket w; seines Empfingers r; und den vorhan-
denen Paketen H(r;) eines Empféngers r; beschreibt. Dieser Graph G = (V,E) heiBt
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Abhingigkeitsgraph, wobei V' = {v1,...,v,} ist und der Knoten v; den Empfinger r; re-
prasentiert. Die Kantenmenge E beschreibt dann entsprechend die Beziehung zwischen
den Empfingern mit E = {(i, ) | w; € H(r;)}, das heifit G enthilt eine Kante (4, j)
genau dann, wenn Empfanger r; das von Empfanger r; benotigte Paket w; bereits zwi-
schengespeichert hat [Cha+11]. Abbildung 3.2(b) zeigt den zur Beispielinstanz aus 3.2(a)
gehorenden Abhéingigkeitsgraphen G.

Eine komplementéire Formulierung zum Index Coding Problem ergibt sich aus der Beob-
achtung, dass ohne Kodierung alle n Pakete in einzelnen Sendungen {ibermittelt werden
miissen. Anstatt also die Anzahl benétigter Sendungen g zu minimieren, kann &aqui-
valent die durch Kodierung eingesparte Anzahl an Sendungen n — p maximiert wer-
den [Cha+11]. Diese Problemstellung wird als Complementary Index Coding Problem
bezeichnet. Der spéater vorgestellte Approximationsalgorithmus basiert auf einem Be-
zug zwischen der Einsparung von Sendungen entsprechend dem Entscheidungsziel beim
Complementary Index Coding Problem und Kreisen im zugehorigen Abhéngigkeitsgra-
phen. Betrachte hierzu erneut Abbildung 3.2. Wie zuvor beschrieben besteht die Lésung
ohne Index Coding in der einzelnen Ubermittlung aller Pakete. Mithilfe einer Kodie-
rung konnen stattdessen die Pakete p; und ps sowie die Pakete ps und p4 in jeweils
einer Sendung iibermittelt werden. Diese Losung kann mithilfe des Abhéngigkeitsgra-
phen G bestimmt werden. Betrachte hierzu alle Kreise in G. G enthilt die vier Kreise
C, = (v1,v3,0v1), Cy = (vg, Vg, v2), 63 = (v2,v3,v4,v2) und C, = (vg,v3,v1,v2). Dass
durch das Zusammenfassen der Pakete der Empfénger in den Kreisen C und Cs jeweils
eine Sendung eingespart werden kann, ist bereits bekannt. Der Kreis Cs kann jedoch
ebenso eine Einsparung implizieren. Bendtigt werden die Pakete po, p3 und p4. Der je-
weilige Nachfolger eines Empféngers (bezogen auf den Kreis) besitzt das benétigte Paket
bereits. Anstatt diese drei Pakete nun einzeln zu iibermitteln, geniigt es zwei Sendungen
mit z1 = po + p3 und xz2 = p3 + p4 zu senden. Mit der Sendung z; kann Empfanger rg
das bendétigte Paket dekodieren, mit der Sendung xo kann Empfinger r4 das bendtigte
Paket dekodieren. Empfanger ry wiederum erhélt sein Paket aus der Summe beider Sen-
dungen. Da p; € GF(q)" ist, gilt ps + p3 + p3 + ps = p2 + ps. Die Anzahl der Sendungen
kann so auf zwei Sendungen fiir drei Empfénger reduziert werden. Insgesamt wiirden
bei dieser Variante drei Sendungen fiir vier Empfianger benétigt werden, da Paket pg
fiir Empfénger 71 einzeln iibermittelt werden muss. Diese Losung ist also schlechter als
die Losung, welche durch die Kreise C; und Cs impliziert wird. Die Idee zur Losung
des Complementary Index Coding Problems besteht daher zunéchst in der Bestimmung

einer maximalen knotendisjunkten Kreispackung im Abhéngigkeitsgraphen G.
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Lemma 3.1 [Cha+11]
Sei o eine Menge von knotendisjunkten Kreisen im Abhéngigkeitsgraph G = (V, E)
Dann kann eine zuldssige Losung des Complementary Index Coding Problems mit Ziel-

funktionswert |a| konstruiert werden.

Das Problem eine maximale knotendisjunkte Kreispackung zu bestimmen gehort al-
lerdings selbst zu den NP-schweren Problemen [SV05]. Aquivalent dazu ist jedoch die
Bestimmung einer kantendisjunkten Kreispackung im sogenannten Verter Split Graph.
Zu einem gegebenen Graphen G = (V, E) wird der entsprechende Vertex Split Graph
G' = (V', E') wie folgt konstruiert: Fiir jeden Knoten v € V werden zwei Knoten v;y,, Voyt
in V' und eine (ungerichtete) Kante (vin,vout) in B’ eingefiigt. Weiterhin wird fiir jede
Kante (u,v) € E eine (ungerichtete) Kante (uoyt, vin) in E' erginzt. Fiir das kanten-
disjunkte Kreispackungsproblem existiert ein einfacher Approximationsalgorithmus von
Krivelevich et al. [Kri407], welcher spater in Kapitel 4 nidher erlautert wird. Daher ist
dieser Approximationsalgorithmus ein wesentlicher Teil des Verfahrens fiir das Comple-
mentary Index Coding Problem [Cha+11].

Nun kann der Approximationsalgorithmus von Chaudhry et al. [Cha+11] fiir das Com-
plementary Index Coding Problem entsprechend in Algorithmus 3.1 formuliert werden.

Wie oben entwickelt, wird zu einem gegebenen Complementary Index Coding Problem

Algorithmus 3.1 Berechnung einer Losung des Complementary Index Coding Problems
[Cha+11]
Eingabe: Instanz des Complementary Index Coding Problems.

Ausgabe: Kodierung X = {x1,...,Tn_s}-
1: X «—{p1,...,0n}

2: Bestimme Abhéangigkeitsgraph G zur Instanz des Complementary Index Coding Problems.

3: Bestimme Vertex Split Graph G’ zu G.

4: Bestimme kantendisjunkte Kreispackung {C1,...,Cs} in G'.

5: Uberfiihre die kantendisjunkte Kreispackung {C1,...,Cs} in G’ in eine gerichtete, knotendisjunkte
Kreispackung {C1,...,C} in G.

6: for all C; € {61, .. .,és} do

7 Sei C; = (Viy, ..., 05,04 ) fiir ein ke N.

8: X« (X\{piN' .. 7pi1c}) v {pil + Piss s Pigy +pik}

9: end for

10: return X

der zugehorige Abhéngigkeitsgraph G und darauffolgend der Vertex Split Graph G’ be-
stimmt. Mithilfe des Approximationsalgorithmus von Krivelevich et al. wird dann eine
kantendisjunkte Kreispackung in G’ bestimmt, die im Anschluss wiederum in eine ge-

richtete, knotendisjunkte Kreispackung in G iiberfithrt wird. Fiir jeden der gefundenen
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Kreise werden die den Empfangern entsprechenden Pakete zu Sendungen mit einer Er-

sparnis von einer Sendung zusammengefasst.

Satz 3.2 [Cha+11]
Algorithmus 3.1 bestimmt eine Losung des Complementary Index Coding Problems mit

Approximationsgiite von Q(4/n - logn - loglogn).

Das Problem der maximalen Kreispackungen wird hier also zur Bestimmung von Einspa-
rungen bei der Ubermittlung der Datenpakete verwendet. Die Approximationsgiite von
Algorithmus 3.1 ist mit dem Faktor 4/n dabei im Wesentlichen abhéngig von der Ap-
proximationsgiite des Algorithmus zur Bestimmung einer maximalen Kreispackung. Eine
Verbesserung dieser Approximationsgiite wire daher wesentlich fiir die Verbesserung der

Approximationsgiite von Algorithmus 3.1.

Dariiber hinaus gibt es Ansédtze spezielle Graphen fiir das Index Coding Problem zu
betrachten, in der Hoffnung das Problem auf diesen Graphen besser 16sen zu kénnen. So
wurde beispielsweise in [BL11] festgestellt, dass das Index Coding Problem mit einem
auBlenplanaren Abhéngigkeitsgraphen effizient gelost werden kann. Auflenplanare Gra-
phen wiederum sind spezielle serienparallele Graphen, fir welche das maximale Kreispa-

ckungsproblem, wie in [OR19] gezeigt, ebenfalls effizient gelost werden kann.

3.2 Das Traffic Grooming Problem

Ein weiteres Problem, bei dessen Losung maximale Kreispackungen eine Rolle spielen,
ist das Traffic Grooming Problem in optischen Netzwerken. Auch hier geht es im Kern
um die gebiindelte Ubertragung von Daten, dhnlich wie beim Index Coding Problem.
Allerdings handelt es sich beim betrachteten Netzwerk um ein optisches und kein draht-
loses Netzwerk. Um das Traffic Grooming in optischen Netzwerken zu verstehen, muss
zunéchst die Art der Dateniibertragung genauer betrachtet werden. In optischen Netz-
werken werden sogenannte Lichtwellenleiter zur Ubertragung genutzt. Ein solcher Licht-
wellenleiter ist beispielsweise das in diesem Kontext bekannte Glasfaserkabel, mit dem
Daten mittels Lichtwellen tibertragen werden kénnen. Um nun nicht jeden Datensatz
einzeln mithilfe eines Lichtwellenleiters tibertragen zu miissen, wurden weitere Verfah-

ren zur Steigerung der Kapazitdt eines Lichtwellenleiters, sogenannte Multiplexverfah-
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ren, entwickelt. Hierbei wird ein gemeinsames Ubertragungsmedium (in diesem Fall ein
einzelner Lichtwellenleiter) verwendet, um mehrere verschiedene Signale zu tibermitteln
[Jah09]. Beim Wellenlingenmultiplexsystem (WDM) werden unterschiedliche Wellenlén-
gen innerhalb eines Lichtwellenleiters zur Ubertragung verschiedener Daten genutzt. So
entstehen innerhalb eines Lichtwellenleiters wiederum verschiedene (virtuelle) Lichtwel-
lenkandle. Werden sehr viele dicht beieinander liegende Wellenldngen innerhalb eines
Lichtwellenleiters verwendet, spricht man vom sogenannten Dichten Wellenlingenmul-
tiplexsystem (DWDM). Dieses stellt eine Weiterentwicklung des WDM-Verfahrens dar.
Die Bauteile, die eine solche Einspeisung verschiedener Wellenléngen und spéter auch
die Extraktion dieser ermoglichen, nennen sich Multiplexer bzw. Demultiplexer. Abbil-
dung 3.3 zeigt verschiedene farbig markierte Signale (verschiedene Wellenldngen), die

gleichzeitig durch den Lichtwellenleiter iibertragen werden.

Signal 1 Lichtwellenlei Signal 1

Signal 2 ————§ ichtwellen‘eiter Signal 2

Signal n ——— Signal n
Multiplexer Demultiplexer

Abbildung 3.3: Lichtwellenleiter, welcher Signale verschiedener Wellenldngen {ibertragt.

Ein optisches Netzwerk besteht nun aus verschiedenen Stationen, welche mit Lichtwel-
lenleitern untereinander verbunden sind. Uber jeden Lichtwellenleiter kénnen dabei un-
ter Nutzung des WDM-Systems N verschiedene Wellenldngen tibertragen werden. Die
Multiplexer an den Stationen erlauben es Signale hinzuzufiigen, zu extrahieren oder
weiterzuleiten (vgl. Abbildung 3.4).

Empfinger Sender

] ]

Signal 1 Signal 1
Signal 2 -F------4 - + Signal 2
Signal n -k ----- -4 = + Signal n

Demultiplexer Multiplexer

Abbildung 3.4: Station zum Hinzufiigen, Extrahieren und Weiteleiten von Signalen.
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Nun gibt es eine weitere Art von Multiplexverfahren, mit welchem die Kapazitdt des
Netzwerks abermals erhoht werden kann. Die Kapazitéit eines (virtuellen) Lichtwellen-
kanals innerhalb eines Lichtwellenleiters ist in der Regel deutlich grofler als die Kapazitét,
die ein einzelnes Signal belegt. Um die Kapazitit eines Lichtwellenkanals besser auszu-
nutzen, wurde das Verfahren des Traffic Groomings entwickelt, welches mehrere Signale

gebiindelt tiber einen gemeinsamen Lichtwellenkanal iibertriagt [AZ11].

FEine Instanz des Traffic Grooming Problems besteht nun aus einem optischen Netzwerk
mit einer Menge von Stationen, welche {iber Lichtwellenleiter miteinander verbunden
sind, und einer Menge von Signalen, welche von einer Station zu einer anderen {ibermit-
telt werden sollen. Ein Signal wird dabei iiber eine Sequenz von sogenannten Lichtwegen
geleitet. Ein Lichtweg beschreibt eine Zuordnung eines (virtuellen) Lichtwellenkanals
zu einer Sequenz von Lichtwellenleitern [AZ11]. An der Start- und Endstation eines je-
den Lichtwegs konnen iiber entsprechende Multiplexer Signale extrahiert oder gebiindelt

werden.

Abbildung 3.5 zeigt ein Beispielnetzwerk mit einem gelb markierten Lichtweg, welcher
einer Zuordnung eines Lichtwellenkanals zu den Lichtwellenleitern zwischen Station 1
und Station 2 sowie Station 2 und Station 4 entspricht. Der blau markierte Lichtweg
entspricht einer Zuordnung eines Lichtwellenkanals zum Lichtwellenleiter zwischen Sta-
tion 4 und Station 5. Der griin markierte Lichtweg entspricht einer Zuordnung eines
Lichtwellenkanals zu den Lichtwellenleitern zwischen Station 3 und Station 2 sowie Sta-

tion 2 und Station 4. Gegeben seien nun zwei Signale dy, ds, wobei d; von Station 1 zu

113

e

2 F——14

Abbildung 3.5: Netzwerk mit farbig markierten Lichtwegen.

Station 4 gesendet werden soll und dy von Station 1 zu Station 5. Mithilfe des Traffic
Grooming-Verfahrens werden die Signale nun gebiindelt iiber den gelben Lichtweg von
Station 1 zu Station 4 iibertragen und das Signal ds wird iiber den blauen Lichtweg

weiter zu Station 5 Ubermittelt.
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Bei gegebener Instanz beschreibt das Traffic Grooming Problem nun die Bestimmung
einer zuldssigen Menge von Lichtwegen und die Zuordnung der gegebenen Signale zu
einer Sequenz von Lichtwegen unter Beriicksichtigung der Kapazitéiten bei Minimierung

der Netzwerkkosten. Eine Menge von Lichtwegen heifit zulédssig, wenn

e jeder Lichtweg unabhéingig vom Lichtwellenleiter den gleichen Lichtwellenkanal

(die gleiche Wellenlédnge, also in den Abbildungen die gleiche Farbe) verwendet,

o jeweils zwei Lichtwege, welche den selben Lichtwellenleiter nutzen, unterschiedli-

chen Lichtwellenkanélen zugeordnet sind und

o fiir jedes Signal eine Sequenz von Lichtwegen existiert, mit welcher dieses von der

Start- zur Endstation tibermittelt werden kann.

Die Netzwerkkosten setzen sich aus Kosten fiir die benotigte Technik an der Start- und
Endstation eines jeden Lichtwegs und Nutzungskosten der Lichtwellenkanéle zusam-
men.[AZ11] Das Traffic Grooming Problem ist NP-vollstandig [CMO00].

Offensichtlich kann das Traffic Grooming Problem auf einem Graphen formuliert werden
(vgl. [AZ11]). Gegeben sei ein ungerichteter Graph G = (V, E, ¢) und eine Menge D von
zu Ubermittelnden Signalen. Die Knotenmenge V' beschreibt die Stationen des optischen
Netzwerks, die Kantenmenge E die Verbindungen dieser Stationen mit Lichtwellenlei-
tern. Die Kostenfunktion ¢: £ — N beschreibt die Nutzungskosten der Lichtwellenkanéle
eines Lichtwellenleiters. Jedes Signal d € D wird durch ein Knotenpaar d = (u,v) € VxV
beschrieben, welches dem Start- und Endknoten des Signals entspricht. Jedes Signal d hat
einen Kapazitiatsbedarf von by € N an der Gesamtkapazitit B eines Lichtwellenkanals.
Die zu tibermittelnden Signale kénnen iiber einen Bedarfsgraphen G4 = (V, D) beschrie-
ben werden. Da mehrere Signale denselben Start- und Endknoten besitzen kénnen, ist
G4 ein Multigraph. Gesucht ist nun eine Menge von Wegen P in GG, welche den einzel-
nen Lichtwegen im Netzwerk entsprechen, und eine bindre Relation R € P x D, welche
die Zuordnung der Lichtwege zu den Signalen beschreibt. Sei nun G, = (V, E,) analog
zum Bedarfsgraph der sogenannte Lichtweggraph, wobei E,, fiir jeden Lichtweg p € P mit
Startknoten u und Endknoten v eine Kante e = (u, v) enthélt. Sei weiterhin P,,, die Men-
ge aller Lichtwege mit Startknoten v und Endknoten v sowie Dy, := {d | pRd,p € Puv}
die Menge aller Signale, welche iiber einen Lichtweg p € P,, iibermittelt werden. Dann

muss die binéire Relation R die folgenden Eigenschaften erfiillen:
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1. Fiir jede Kante (u,v) € G}, muss die Kapazitétsbeschrankung > ;cp g < B+ [Pyy|

eingehalten werden.

2. Fir jedes Signal d = (u,v) € D miissen die Kanten, welche in G, einen Lichtweg

mit pRd reprasentieren, einen Weg in G, bilden.

Die Netzwerkkosten |P|+ > .5 c(e)p(e) mit p(e) := |{p € P | e € p}| sollen minimiert
werden. Diese Kosten setzen sich zusammen aus Kosten von einer Einheit fiir jeden
Lichtweg p € P, welche die Kosten der benotigten Technik an Start- und Endstation eines

jeden Lichtwegs beschreiben und Nutzungskosten c(e) fiir jeden Lichtwellenkanal.

Relevant wird das maximale Kreispackungsproblem in Bezug auf eine Losung des Traffic
Grooming Problems nun beim Betrachten eines Spezialfalls. Gegeben sei ein Netzwerk
und eine Menge von zu iibermittelnden Signalen D, wobei jedes Signal d einen Kapa-
zitdtsbedarf von by = g hat. Weiterhin wird die Zielfunktion angepasst. Im Folgenden
wird nur die Anzahl der Lichtwege |P| minimiert, welche die Kosten fiir die benotigte
Technik an Start- und Endstation eines jeden Lichtwegs repréasentieren. Selbst fiir dieses
vereinfachte Problem wurde in [AZ11] gezeigt, dass es APX-schwer ist.Nun kann jedoch
fiir dieses Problem mithilfe der Kreispackungszahl des Bedarfsgraphen eine minimale
Anzahl von Lichtwegen bestimmt werden, welche fiir die optimale Losung des beschrie-
benen Problems benétigt werden. Sei D = |D| die Anzahl der unterschiedlichen Signale,
welche iibermittelt werden sollen, und v(Gy) die Kreispackungszahl des Bedarfsgraphen

(4, dann werden in der optimalen Losung des Traffic Grooming Problems genau
OPT =D —v(Gy)

Lichtwege benétigt [AZ11].

Gegeben sei ein Netzwerk mit 5 Stationen wie beispielsweise in Abbildung 3.5. Zu diesem
Netzwerk sei der Bedarfsgraph G4 aus Abbildung 3.6 mit der Signalmenge D = {d; =
(1,3),d2 = (1,4),ds = (1,5),ds = (3,4)} und by, = & gegeben. Offensichtlich gilt fiir die-
sen Graphen v(Gy) = 1 mit dem Kreis C' = {1, 3,4, 1}, sodass eine optimale Losung mit
OPT = D —v(Gg4) = 4 — 1 = 3 Lichtwegen auskommen miisste. Zunéchst ist anzumer-
ken, dass die Einsparung eines Lichtwegs durch einen Kreis im Bedarfsgraphen einfach
nachzuvollziehen ist. Gegeben sei ein Kreis C' = {(v1, v2), (v2,v3), ..., (Vn=1,Un), (n,v1)}
in einem Bedarfsgraphen. Jede Kante (v;,v;) entspricht einem Signal, welches von Sta-

tion v; zu Station v; {ibermittelt werden muss. Fiir jede der ersten n — 1 Verbindungen
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Vi V3

Vs
[ ) Gy
%) V4

Abbildung 3.6: Bedarfsgraph G4 mit vier zu iibermittelnden Signalen.

muss ein einzelner Lichtweg genutzt werden, da die Signale weder an einer gemeinsamen
Station starten noch an einer gemeinsamen Station enden. Die einzige Ausnahme ist das
n-te Signal, welches zwischen Station v; und Station v,, iibermittelt werden soll. Anstatt
einen eigenen Lichtweg zur Ubermittlung zu verwenden, kann es mithilfe einer Sequenz
der n — 1 anderen Lichtwege iibertragen werden. Fiir das Beispiel aus Abbildung 3.6
kann das Signal, welches von 1 zu 4 iibertragen werden soll, also iiber einen Lichtweg
von 1 zu 3 und im Anschluss gebiindelt mit einem weiteren Signal iiber einen Lichtweg

von 3 zu 4 ubermittelt werden.

Nun stellt sich jedoch die Frage, ob die Lichtwege so konstruiert werden kénnen, dass
die Kapazitdat der Lichtwellenkanéle eingehalten wird. Wie zuvor beschrieben hat jedes
Signal einen Kapazitdtsbedarf von b; = g, was gleichbedeutend damit ist, dass jeder
Lichtwellenkanal genau zwei gebiindelte Signale gleichzeitig iibertragen kann. Betrachte
hierfiir Abbildung 3.7 mit den Bedarfen aus Abbildung 3.6.

1 3

SN

Abbildung 3.7: Minimale Auswahl von Lichtwegen fiir die Signaliibermittlung entspre-
chend des Bedarfsgraphen Gg.

Zu sehen sind, wie zuvor berechnet, drei verschiedenfarbige Lichtwege. Die Sequenzen
aus Lichtwegen fiir die einzelnen Signale lassen sich einfach wie in Tabelle 3.1 {iber die

Farben beschreiben. Dabei werden offensichtlich zwei Signale iiber den gelben Lichtweg
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iibermittelt und ebenfalls zwei Signale iiber den grinen Lichtweg. Der blaue Lichtweg
iibermittelt nur ein Signal. Bei einer Kapazitidt von B je Lichtweg und einem Kapazi-
téatsbedarf von by, = g fiir jedes Signal d;,i = 1,...,4 wird die Kapazitdtsbeschrankung
damit eingehalten. Die Einhaltung der Kapazitdtsbeschrankung ist ebenfalls iiber die Be-

Signal ‘ Lichtwegsequenz
=(1,3) | gelb

dg = (1,4) | gelb, griin

d3 = (1,5) | blau
= (3,4) | grin

Tabelle 3.1: Zuordnung der Lichtwegsequenzen zu den zu iibermittelnden Signalen ent-
sprechend Gj.

trachtung der kantendisjunkten Kreise zu erklaren. Wird jedes Signal einzeln iiber einen
eigenen Lichtweg tibermittelt, wird die Kapazitiatsbeschrinkung offensichtlich eingehal-
ten. Enthélt G4 einen Kreis, kann, wie zuvor beschrieben, genau ein Lichtweg eingespart
werden, sodass ein zuséatzliches Signal {iber die anderen Lichtwege des Kreises iiber-
mittelt werden muss. Diese Lichtwege sind beziiglich ihrer Kapazitit nun ausgelastet.
Enthilt G4 einen weiteren kantendisjunkten Kreis, wird ebenfalls ein Signal mit den
anderen Signalen des Kreises gebiindelt, die aber keine Lichtwege eines anderen Signals
(auBer der dem Kreis zugehorigen) verwenden. So werden immer hochstens zwei Signale

auf einem Lichtweg gebiindelt.

3.3 Das Minimum Local Scenario Problem

Das Anwendungsgebiet, welches héufig im Kontext mit Untersuchungen zu maxima-
len Kreispackungen in Graphen genannt wird, sind Genome Rearrangement Probleme.
Dieser Problemtyp soll eine Schétzung fiir die evolutiondre Distanz zweier gegebener Ge-
nome liefern, indem eine minimale Anzahl von Umordnungen bestimmt wird, mit denen
das eine Genom in das andere {iberfithrt werden kann. Als Genom wird die Gesamtheit
aller vererbbaren Informationen einer Zelle, das heifit die gesamte DNA eines Lebewe-
sens bezeichnet. Die DNA liegt in der Zelle in ein oder mehreren Chromosomen vor,
daher wird zwischen unichromosomalen und multichromosomalen Genomen unterschie-
den. Es gibt sowohl lineare Chromosomen, deren Enden Telomere genannt werden, als
auch zirkuldre Chromosomen. Begrenzte Abschnitte der DNA innerhalb eines Chromo-

soms werden Gene genannt. Da sich die Bausteine der DNA, die Nukleotide, nur in einem

24



Kapitel 3 Kreispackungsproblem in den Anwendungen

Bestandteil unterscheiden und es von diesem auch nur vier verschiedene Varianten gibt,
kann mit einem Alphabet von vier Buchstaben entsprechend der Variante des Nukleotids
die DNA-Sequenz eindeutig beschrieben werden. Die unterschiedlichen Bestandteile der
Nukleotide sind Adenin (A), Guanin (G), Thymin (T) und Cytosin (C). Eine Folge von
Nukleotiden bildet also ein Gen und eine Folge von Genen wiederum den DNA-Strang.
In einer Zelle verbinden sich komplementdire DNA-Strange zu einer Doppelheliz. Dabei
ergibt sich der komplementdre DNA-Strang aus den jeweiligen Komplementen der un-
terschiedlichen Nukleotid-Bestandteile. Adenin verbindet sich mit Thymin und Guanin
verbindet sich mit Cytosin. Die durch bestimmte Anfangs- und Endgruppen definierte
Leserichtung beider DNA-Einzelstrange ist dabei gegenlaufig zueinander. [Sch17]

Umordnungen und Mutationen bezeichnen Arten von Verdnderungen des Erbguts. Da-
bei beschreiben Mutationen ausschliefllich lokale Verdnderungen der DN A auf Nukleotid-
Ebene. Der Vergleich einzelner Gene auf Nukleotid-Ebene ist daher eine Problemstellung
aus dem Bereich der Sequenzanalyse, bei welcher die minimale Zahl an lokalen Muta-
tionen bestimmt werden soll, um ein Gen in ein anderes zu iiberfithren. Hierfiir wird
die oben beschriebene Darstellung eines Gens als Zeichenkette genutzt und fiir zwei
gegebene Zeichenketten die minimale Anzahl lokaler Operationen wie das Einfiigen, Lo-
schen oder Ersetzen einzelner Zeichen gesucht, um die eine Zeichenkette in die andere

zu Uberfiuhren.

Umordnungen bezeichnen dagegen globale Verdnderungen wie beispielsweise Vertau-
schungen von ganzen Abschnitten eines oder mehrerer Chromosome, Inversionen ver-
schiedener Abschnitte und einige weitere und entstehen, wenn ein Chromosom an meh-
reren Stellen zerbricht. Beim Genome Rearrangement Problem wird nun versucht die
Unterschiede, die durch solche Umordnungen zwischen zwei Genomen entstanden sind,
zu bestimmen und zu messen. Hierfiir wird fiir Genome eine Folge von bestimmten
Abschnitten betrachtet, welche in beiden Genomen vorhanden sind. Zur Vereinfachung
wird in den weiteren Erlduterungen angenommen, dass es sich bei den betrachteten Ab-
schnitten um Gene handelt und im Fall von multichromosomalen Genomen die Folge
der Gene einer zuvor festgelegten Reihenfolge der Chromosomen folgt. Da weiterhin
angenommen wird, dass die Gene unterscheidbar sind, kénnen die Gene eines Genoms
durch eine Folge von Ziffern [Gus97] oder alternativ auch Buchstaben beschrieben wer-
den [BMS06]. Zusétzlich kann die Orientierung bzw. Leserichtung der Gene iiber ein
entsprechendes Vorzeichen beschrieben werden. Ist die Orientierung fiir alle Gene be-
kannt, wird auch von signierten Genomen gesprochen, im anderen Fall heifit ein Genom

unsigniert. Im Folgenden werden ausschlielich signierte Genome betrachtet. Ein Chro-

25



Kapitel 3 Kreispackungsproblem in den Anwendungen

mosom bestehend aus benachbarten Genen a, b und ¢ (in dieser Reihenfolge) kénnte
also tiiber die Folge (a,—b,c) beschrieben werden, wobei das negative Vorzeichen vor
Gen b bedeutet, dass dieses Gen eine gegensétzliche Leserichtung besitzt. Die Menge
A = {(a,-b,c),(d,e,d),(—f,—g,h)} beschreibt dann beispielsweise ein Genom beste-
hend aus einer Menge von drei Chromosomen. Eine Instanz des Genome Rearrangement
Problems besteht in diesem Kontext aus zwei signierten, unichromosomalen oder mul-
tichromosomalen Genomen A, B, welche aus derselben Menge von Genen bestehen, und
einer Menge von sogenannten Umordnungsoperationen. Gesucht ist dann eine Folge mit
einer minimalen Anzahl von Umordnungsoperationen, welche ein Genom in das andere

uberfiihrt. Diese minimale Anzahl beschreibt dann die Distanz zweier Genome.

In der Forschung wird das Genome Rearrangement Problem héufig auf Probleme mit nur
einem Typ von Umordnungsoperationen beschrankt. Das liegt unter anderem daran, dass
einzelne solcher Probleme bereits NP-schwer sind, wie beispielsweise Genome Rearran-
gement Probleme fiir unsignierte Genome, bei welchen ausschlielich der Typ Inversion
als Umordnungsoperation zuléssig sind (Sorting by Reversals) [Cap97]. Im entsprechen-
den Beweis nutzt Caprara die Beziehung zur maximalen Anzahl an kantendisjunkten
alternierenden Kreisen in speziellen Graphen, daher wird dieses spezielle Genome Rear-
rangement Problem haufig im Rahmen von Anwendungen fiir Kreispackungsprobleme
erwiahnt [Bal03; CPRO3; Sprl5).

Im Folgenden soll ein Genome Rearrangement Problem mit anderen Typen von Umord-
nungsoperationen vorgestellt werden, fiir welches es ebenfalls Aussagen gibt, die die An-
zahl kantendisjunkter Kreise in bestimmten Graphen verwenden. Dafiir muss zunéchst
jedoch erlautert werden, wie ein Genom mithilfe eines Graphen dargestellt werden kann.
In [BMSO06] stellen Bergeron et al. einen vereinheitlichten Ansatz zur Notation eines
Genoms und einer Modellierung als Graph vor, der im Folgenden auch unter Verwen-
dung von [Zak08] erldautert werden soll. Gegeben sei ein beliebiges multichromosomales,
signiertes Genom bestehend aus linearen und zirkuldren Chromosomen. Sei weiterhin a
ein beliebiges Gen dieses Genoms. Da hier nur signierte Genome betrachtet werden, hat
jedes Gen eine Orientierung. Diese startet am Schwanz (engl. tail) und endet am Kopf
(engl. head). Dies sind die Extremitdten eines Gens. Entsprechend wird der Schwanz des
Gens a mit a; bezeichnet und der Kopf mit ap. Die Lage der Gene auf einem Chromosom
wird liber ein- und zweielementige Mengen der Extremitéten, Telomere und Adjazenzen
genannt, beschrieben. Ist eine Extremitédt des Gens a nicht benachbart zu einer Ex-
tremitét eines anderen Gens, wird dies durch das Telomer {a:} bzw. {ap} beschrieben.

Ist das Gen a benachbart zu einem Gen b, kann dies je nach Signatur der Gene durch
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die Adjazenzen {ay, b}, {as,bp}, {an, b} und {ap, by} dargestellt werden. In dieser Form
der Darstellung wird ein Genom mit n Genen dann durch eine Menge von Telomeren
und Adjazenzen beschrieben, sodass jeder Schwanz und jeder Kopf eines jeden Gens ge-
nau einmal in dieser Menge enthalten sind. Aus dieser Notation kann ein Genomgraph

konstruiert werden.

Sei A ein Genom und A die Darstellung von A durch Telomere und Adjazenzen. Sei
weiterhin Agene = {{as,an} | a ist Gen} die Menge aller Gene beschrieben durch ihre
Extremitdten. Dann heift G = (V, E) mit V = A und (u,v) € E < Ja € Agene mit
la N (u v )| =2 Genomgraph zu A. Jede Kante des Genomgraphen entspricht somit
einem Gen, da jede Extremitéit eines Gens in genau einem Telomer oder einer Adjazenz
enthalten ist. Auf diese Weise erhélt man einen Graph mit Knoten, die ausschliellich
Knotengrad eins oder zwei besitzen, und Zusammenhangskomponenten (Wege und Krei-

se), die die linearen und zirkuldren Chromosomen représentieren.

Beispiel 3.3
Sei A = {(a,—-b,c),(d,e,d),(—f,—g,h)} ein Genom mit den Genen {a,b,c,d,e, f,qg,h}.

Uberfiihrt man A in die Darstellung durch Adjazenzen und Telomere ergibt sich

A = {{at}v {ahv bh}v {bt7 ct}7 {ch}) {dhv et}’ {ehv dt}a {fh}7 {ft7gh}’ {gtu ht}7 {hh}}

Der Graph G in Abbildung 3.8 ist der Genomgraph zu A mit zwei linearen und einem

zirkularen Chromosom.

@ apbp by Ch

dhet
G
Jn fign g hy, end,

o L L L
Abbildung 3.8: Genomgraph G des Genoms A.

Das Genome Rearrangement Problem, welches nun betrachtet werden soll, fasst ver-
schiedene Typen von Umordnungen in einer Operation zusammen. Die Operation heifit
Double Cut and Join-Operation (kurz DCJ-Operation). Sie kann allgemein auf Graphen
mit Knoten, die ausschliellich einen Knotengrad von eins oder zwei besitzen angewendet
werden. In Bezug auf die hier betrachteten Genomgraphen trennt diese Operation héchs-

tens zwei Adjazenzen und fligt die entstehenden oder bestehende Telomere zu héchstens
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zwei Adjazenzen zusammen. Wie in [SS17] seien p, ¢, r, s die Extremititen verschiedener
Gene eines Genoms. Dann ist eine DCJ-Operation eine Umordnung der Adjazenzen und

Telomere entsprechend der folgenden Regeln:

Ap g} {r, s} — {p, 7}, {q, s} oder {p, s}, {q, 7}
- Ap, gk {r} = {p, v}, {q} oder {q, 7}, {p}
~Ap.at = {p}: g}

Ak {d} - {p. ¢}

I R

Abhéngig davon, ob die DCJ-Operation auf verschiedenen, demselben, linearen oder
zirkuldren Chromosomen angewendet wird, werden durch diese Regeln unterschiedliche

Genomumordnungen beschrieben.

Regel 1: Fall 1.1 Es werden zwei Adjazenzen auf verschiedenen linearen Chromosomen
verwendet und neu kombiniert. In diesem Fall findet ein Austausch der Gen-
folgen zwischen der jeweiligen Adjazenz und dem Telomer des Chromosoms
statt (Translokation).

Fall 1.2 Es werden zwei Adjazenzen auf denselben Chromosomen verwendet und
neu kombiniert. In diesem Fall findet eine Inversion der Genfolge zwischen
den Adjazenzen statt (Inversion) oder eine neu kombinierte Adjazenz bildet

ein neues zirkuldres Chromosom (Exzision).

Fall 1.3 Es werden zwei Adjazenzen eines linearen und eines zirkuldren Chromo-
soms bzw. verschiedener zirkularer Chromosomen verwendet und neu kombi-
niert. In diesem Fall wird das zirkulare Chromosom in das lineare bzw. das

andere zirkuldre Chromosom integriert (Integration).

Regel 2: Fall 2.1 Es werden eine Adjazenz und ein Telomer auf verschiedenen linearen
Chromosomen verwendet und neu kombiniert. In diesem Fall findet ein Aus-
tausch der Genfolge zwischen der Adjazenz und dem Telomer des Chromosoms

und dem Gen des Telomers statt (Translokation).

Fall 2.2 Es werden eine Adjazenz und ein Telomer auf demselben linearen Chromo-
somen verwendet und neu kombiniert. In diesem Fall findet eine Inversion der
Genfolge zwischen der Adjazenz und dem Telomer statt (Inversion) oder die

Genfolge zwischen der Adjazenz und dem Telomer bildet ein neues zirkuldres
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Chromosom (Exzision).

Fall 2.3 Es werden eine Adjazenz eines zirkuldren Chromosoms und ein Telomer
eines linearen Chromosoms verwendet und neu kombiniert. In diesem Fall
wird das zirkuldre Chromosom linearisiert und an das Telomer angehéngt

(Fusion).

Regel 3: Fall 3.1 Es wird eine Adjazenz eines linearen Chromosoms verwendet und ge-

trennt. In diesem Fall entstehen zwei neue lineare Chromosomen (Fission).

Fall 3.2 Es wird eine Adjazenz eines zirkuldren Chromosoms verwendet und ge-

trennt. In diesem Fall entsteht ein lineares Chromosom (Linearisierung).

Regel 4: Fall 4.1 Es werden zwei Telomere verschiedener linearer Chromosomen verwen-
det und neu kombiniert. In diesem Fall werden die beiden Telomere zu einem

neuen linearen Chromosom verschmolzen (Fusion).

Fall 4.2 Es werden zwei Telomere desselben linearen Chromosoms verwendet und
verschmolzen. In diesem Fall wird das lineare Chromosom zu einem zirkularen

Chromosom verschmolzen (Zirkularisierung).

Wird nun der Genomgraph G eines Genoms A mit dem Genomgraph G’ nach Anwendung

einer DCJ-Operation verglichen, ldsst sich die folgende Aussage formulieren.

Lemma 3.4 [Zak08]
Die Anwendung einer DCJ-Operation auf die Adjazenzen und Telomere eines Genoms A
andert die Anzahl von Kreisen oder Wegen (und die Anzahl der Zusammenhangskom-

ponenten) im Genomgraph G um héchstens eins.

Eine Instanz des Genome Rearrangement Problems mit DCJ-Operation besteht aus
zwei signierten, unichromosomalen oder multichromosomalen Genomen A und B mit
der gleichen Menge von n Genen. Als Umordnungsoperation ist die DCJ-Operation er-
laubt. Gesucht ist dann eine Folge mit einer minimalen Anzahl von DCJ-Operationen,
welche Genom A in Genom B iiberfithrt. Diese minimale Anzahl beschreibt dann die
DCJ-Distanz dpc ](A, B ) zweier Genome A, B. Zur Berechnung der DCJ-Distanz stellen

Bergeron et al. in [BMS06] eine einfache Datenstruktur vor: Seien A, B zwei Genome

29



Kapitel 3 Kreispackungsproblem in den Anwendungen

mit der gleichen Menge von n Genen. Es sei Vi = A und V5 = B. Dann nennt man den
Multigraphen AG(A, B) = (Vi U Vo, E) mit (u,v) € E < unv # & Adjazenzgraph.

Bemerkung 3.5
Der Graph AG(A, B) ist bipartit.

Beispiel 3.6

Seien A, B zwei Genome.

A= {{ae}, {an, b}, (brs e {ends {dns ee {ens de}, {fa}s {fes 9} (9o B}, {hn})
B= {{at}v {ah? dh}v {dt7 eh}7 {et}7 {bhv Ct}7 {Chv bt}: {gh}? {gh fh}? {ft> hh}: {ht}}

Der Graph AG(A, B) in Abbildung 3.9 ist der Adjazenzgraph zu A und B.

az apby b dpe; end; Jn fign 8ihy
a apdp,  dpey, bycy cnby &h &fn  fihy hy

Abbildung 3.9: Adjazenzgraph AG(A, B) der Genome A, B.

Da jede Extremitéit in genau zwei Knoten enthalten ist, haben alle Knoten des bipar-
titen Graphen Knotengrad eins oder zwei. Auch bei diesem Graphen entsprechen die
Zusammenhangskomponenten also Kreisen und Wegen. Kreise in bipartiten Graphen
enthalten eine gerade Anzahl an Kanten. Auf Grundlage dieser Eigenschaften wurden
in [Zak08] zwei Aussagen formuliert, welche zur Entwicklung einer unteren Schranke fiir

die DCJ-Distanz zweier Genome beitragen:

Lemma 3.7 [ZakO08]

Seien A und B zwei Genome, welche jedes der n Gene genau einmal enthalten. Sei
¢(AG(A, B) die Anzahl der Kreise im Adjazenzgraph und ung(AG(A, B)) die Anzahl
ungerader Wege. Dann gilt

A=B o n=c(AG(AB))+ Jung(AG(A.B))
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Offensichtlich besteht ein Adjazenzgraph zweier identischer Genome A und B aus Kreisen
der Lange 2, welche die identischen Adjazenzen représentieren, und ungeraden Wegen
der Léange 1, welche die identischen Telomere repriasentieren. Analog zu Lemma 3.4 kann
eine Aussage iiber Auswirkungen der DCJ-Operation auf die Anzahl der ungeraden Wege

im Adjazenzgraph getroffen werden.

Lemma 3.8 [Zak08]
Die Anwendung einer DCJ-Operation auf die Adjazenzen und Telomere eines Genoms
A dndert die Anzahl von ungeraden Wegen im Adjazenzgraph AG(A, B) um —2,0, 2.

Aus Lemma 3.4, 3.7 und 3.8 konnten Zakotnik in [Zak08] eine untere Schranke fiir die
DCJ-Distanz auf Basis der Kreise und ungeraden Wege im Adjazenzgraph entwickeln.
Zusammen mit einem Greedy-Algorithmus, welcher das Genome Rearrangement Pro-
blem mit DCJ-Operation 16st und die untere Schranke realisiert, ergibt sich die folgende

Aussage.

Satz 3.9 [Zak08]

Seien A und B zwei Genome, welche jedes der n Gene genau einmal enthalten. Sei
¢(AG(A, B) die Anzahl der Kreise im Adjazenzgraph und ung(AG(A, B)) die Anzahl
ungerader Wege. Dann gilt

dpey (A, B) = n— (C(AG(A, B)) + %ung(AG(fl, B)))

Die in Satz 3.9 verwendeten Kreise sind aufgrund der Definition von AG(A, B) kanten-
disjunkt, da AG(A, B) bipartit ist und §(v) < 2 fiir alle v € V(AG(A, B)). Erst in einer
Weiterentwicklung des Genome Rearrangement Problems mit DCJ-Operation werden
explizit kantendisjunkte Kreise benotigt. In [SS17] bzw. [SS18] stellen Simonaitis und
Swenson ein Genome Rearrangement Problem vor, bei welchem aus biologischen Griin-
den unwahrscheinliche DCJ-Operationen minimiert werden sollen. Hierfiir wird eine Ge-
wichtung von DCJ-Operationen eingefithrt, welche Adjazenzen und Telomere markiert,
die mit hoherer Wahrscheinlichkeit Teil einer Umordnungsoperation sind als andere. Ver-
wendet wird eine Farbung der Adjazenzen und Telomere, welche eine bindre Gewichtung
dieser reprisentieren soll. Sei A ein Genom. Eine Féirbung von A mit einer Menge von

Farben A ist eine Funktion col: A — A, welche die Adjazenzen und Telomere von A in
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Teilmengen verschiedener Farben aufteilt, und wird fiir p € A als Paar (p, col(p)) dar-
gestellt. Die Farbung definiert die Kosten einer DCJ-Operation: Eine DCJ-Operation
heifit lokal und hat Kosten Null, falls sie auf Adjazenzen und Telomere mit der gleichen
Farbe angewendet wird. Ist die Farbe der verwendeten Adjazenzen und Telomere nicht
identisch, heifit die DCJ-Operation nicht lokal und hat Kosten von Eins. Die Gesamtkos-
ten einer Folge von DCJ-Operationen ergeben sich aus der Summe der einzelnen Kosten.

Eine DCJ-Operation gefarbter Adjazenzen und Telomere ist wie folgt definiert.

Seien p, q,r,s die Extremitéten verschiedener Gene eines Genoms und seien x,y, z drei
verschiedene Farben. Dann ist eine DCJ-Operation mit Fdirbung eine Umordnung ge-

farbter Adjazenzen und Telomere entsprechend der folgenden Regeln:

»({rshy) = (porh @), ({0, s}, 9) oder ({p, 7}, y), ({g, s}, 2)

({rty) = (p, 7} 2), ({g}, y) oder ({p,7},y), ({a}, 2)
— ({p}, x), ({¢}, z) oder ({p}, 2), ({q}, =) fir irgendeine Farbe z

{¢},y) = ({p, ¢}, ) oder ({p, q},y)

{p.q},z
{p.q},z
{p.q},z
{p}, 2),

G SUI NC R
NN N S
N N

Analog zur Berechnung der DCJ-Distanz in polynomieller Zeit in [BMS06] wurde in
[SSB16] gezeigt, dass auch die DCJ-Distanz mit Farbung (dort Minimum Local Scenario

Parsimonious Problem (MLPS) genannt) in polynomieller Zeit bestimmt werden kann.

Zur Vereinfachung der folgenden Erlduterungen werden nun ausschliellich signierte Ge-
nome mit zirkuliren Chromosomen betrachtet. Die Menge A besteht in diesem Fall dann

ausschlieBlich aus einer Menge von Adjazenzen (die Menge der Telomere ist leer).

Eine Instanz des Minimum Local Scenario Problems (MLS-Problem) besteht nun aus
zwei signierten, unichromosomalen oder multichromosomalen Genomen A und B, welche
ausschlieflich aus Adjazenzen bestehen, einer Farbung von A und der DCJ-Operation
mit Farbung. Gesucht ist nun eine kostenminimale Folge von DCJ-Operationen mit
Farbung, welche A in B iiberfithrt. Im Folgenden wird nur noch von DCJ-Distanz ge-
sprochen. Fiir die Entwicklung von Aussagen zur Losung des MLS-Problems wird in

[SS17] neben dem Adjazenzgraph ein weiterer Graph genutzt.

Seien A, B zwei Genome mit der gleichen Menge von n Genen. Sei col: A = A eine
Farbung von A. Der Féirbungsgraph J(A, B, col) = (A, E) ist ein Multigraph, dessen
Knotenmenge der Menge der Farben entspricht. Fiir jedes p € B enthilt der Graph eine

Kante (x,y) € E, sodass = und y die Farben der zu p adjazenten Knoten von A im
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Adjazenzgraphen AG(A, B) sind.

Beispiel 3.10

Seien A und B zwei Genome. Sei col: A = A eine Farbung von A.

A ={({aha bh}a 1‘1), ({bta Ct}a 132), ({Cha at}a 1:3)7 ({dhv et}a $4)7 ({eh7 dt}a 1‘4), ({ft7 gh}, $2)7
({gtvht}axl)v ({hh,fh}’xQ)}
B :{{ah7 dh}v {dtv eh}v {et’ at}a {bh’ Ct}7 {Cha bt}v {gt’ fh}v {fta hh}’ {ht,gh}}

Der Graph AG(A, B) in Abbildung 3.10 ist der Adjazenzgraph zu A und B. Der Graph
J(A, B, col) ist ein zugehériger Farbungsgraph. Die Anwendung einer DCJ-Operation

anby, b Chat dpe; end; Ji&n g hifn

X1 X X3 X4 X, X2 X X2 X1 : X2
[ ; { % : : E : X4 X3

apdy,  diey eay by cpby gfn  fihn g

AG(A,B) J(A,B,col)
Abbildung 3.10: Adjazenzgraph AG(A, B) und Firbungsgraph J(A, B, col) der Geno-
me A, B.

auf ({ap, by}, 1) und ({dp, e:}, z4) fithrt zur Umordnung ({an, dp}, z1) und ({bn, e:}, z4)
und iiberfithrt das Genom A in ein Genom A’. Der neue Adjazenzgraph AG(A’, B) und
der neue Fiarbungsgraph J(A', B, col) ist in Abbildung 3.11 dargestellt.

apdy  bicy chay  bper  epdr  fign &l hufn

X] X2% xz zi xlg % xfz i jl xz
X4 X3

apdy,  diey ey by cpb; gfn  fihn Mgy

AG(A,B) J(A,B,col)

Abbildung 3.11: Adjazenzgraph AG(A’, B) und Farbungsgraph J(A’, B, col) der Geno-
me A’ B.
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Wird eine DCJ-Operation auf ein Genom A angewandt, &ndert sich natiirlich nicht nur
der zugehorige Adjazenzgraph, sondern auch der entsprechende Farbungsgraph. Gilt
in Folge einer Sequenz von DCJ-Operationen A = B, so besteht der Adjazenzgraph
AG(A, B) wie oben beschrieben aus Kreisen der Linge zwei (und fiir allgemeine Geno-
me ungeraden Wegen der Lange 1). Der Farbungsgraph J (A, B, col) wiederum besteht
dann ausschliefllich aus einer Menge von Knoten mit je einer Schlaufe. Ein solcher Fér-

bungsgraph wird terminal genannt. [SS17]

Wie im Beispiel 3.10 erkennbar, verursachen DCJ-Operationen ohne Kosten keine An-
derungen im Férbungsgraph. Aus dieser Beobachtung heraus konnte in [SS17] gezeigt
werden, dass die Gesamtkosten des MLS-Problems direkt mit der Uberfiihrung des Fér-

bungsgraphs in einen terminalen Graph zusammenhéngen.

Lemma 3.11 [SS17]

Seien A, B zwei Genome mit der gleichen Menge von n Genen. Sei col: A — A eine
Farbung von A. Fiir jede Folge von DCJ-Operationen mit Gesamtkosten w, welche A in
B iiberfiithrt, gibt es eine Folge von hochstens w DCJ-Operationen, welche J(A, B, col)

in einen terminalen Graph tberfiihrt.

Nun gilt es unter Verwendung dieser Aussage eine Abschitzung fiir die Gesamtkosten
w zu finden, mit denen A in B iiberfithrt werden kann. An dieser Stelle werden erneut
maximale kantendisjunkte Kreispackungen bzw. die Kreispackungszahl eines Graphen
relevant. Bezeichne w(.J) die minimale Anzahl von DCJ-Operationen, die benétigt wer-

den, um einen Farbungsgraph in einen terminalen Graph zu tiberfithren.

Satz 3.12 [SS17]
Sei J(A, B, col) = (A, E) ein Farbungsgraph. Dann gilt w(.J) = [E| — v(J).

Da A, B ausschlielich Adjazenzen und keine Telomere enthalten, bestehen die Zusam-
menhangskomponenten des Adjazenzgraphs aus Kreisen gerader Lange. Da im Farbungs-
graph die Knoten den Farben entsprechen und iiber Kanten miteinander verbunden wer-
den, falls im Adjazenzgraphen zwei gefirbte Adjazenzen aus A iiber einen Weg miteinan-
der verbunden sind, fithrt ein Kreis im Adjazenzgraph zu einem Kreis im Farbungsgraph.
Wenn man die Schlingen im Farbungsgraph, die aus Kreisen der Lénge zwei im Adja-

zenzgraph resultieren, nicht berticksichtigt, ist ein Farbungsgraph offensichtlich eulersch.
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Fiir die Uberfiihrung eines Kreises C' der Linge [ > 1 im Farbungsgraph in eine Schlaufe,
werden [—1 DCJ-Operationen benétigt. Da im Eulergraphen die Anzahl der Kanten aller
Kreise gleich der Anzahl aller Kanten im Graphen ist, sind |E| —v(J) DCJ-Operationen

zur Uberfiihrung eines Firbungsgraphen in einen terminalen Graphen notwendig.
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Kapitel 4

Kreispackungen und Graphzerlegungen

Dieses Kapitel dient als Einstieg in das Thema Graphzerlegungen und Kreispackun-
gen. Anhand von nicht zusammenhéngenden, 1-zusammenhingenden und 2-zusammen-
hingenden Graphen kénnen wesentliche Uberlegungen zur Beziehung zwischen einer
Zerlegung dieser Graphen und der Bestimmung einer maximalen Kreispackung bzw. der
Bestimmung der Kreispackungszahl erldutert werden. Die hier erarbeiteten Ergebnisse
sind die Motivation fiir die in dieser Arbeit in Kapitel 5 folgenden Ausarbeitungen zu

3-zusammenhéngenden Graphen.

4.1 Kreispackungen in nicht zusammenhingenden Graphen

Sei G = (V, E) ein (nicht notwendigerweise zusammenhéngender) Graph. Falls G nicht
zusammenhéngend ist, kann G in 1-zusammenhingende Teilgraphen G; zerlegt werden
und es gilt entsprechend der Motivation aus Kapitel 1 fiir die Kreispackungszahl v(G)

und die maximale Kreispackung Z*(G), dass

v(G) =Y w(G) und 2*(G) = | | 2*(G)

Die Zerlegung von G in solche einfach zusammenhéngenden Komponenten G; kann mit
effizienten Algorithmen bestimmt werden. So entwickelten Hopcroft und Tarjan [HT73b]
1973 einen auf Tiefensuche basierenden Algorithmus zur Bestimmung aller Zusammen-
hangskomponten eines Graphen, welcher in diesem Abschnitt erldutert werden soll. Zu-

nachst wird hierfur die Tiefensuche beschrieben.
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Die Tiefensuche ist ein Verfahren, welches mit einer Laufzeit von O(|V| + |E|) syste-
matisch einen Graphen inspiziert und jeden Knoten bei seinem ersten Besuch markiert.
Dabei setzt der Algorithmus die Erforschung noch nicht markierter Knoten immer aus-
gehend vom gerade markierten Knoten fort, arbeitet in diesem Sinne zunéchst in die
Tiefe. Algorithmus 4.1 beschreibt das Verfahren formal. Sei G = (V, E) ein zusammen-
héangender, ungerichteter Graph. Fiir einen Knoten v € V' gibt der Wert Besucht(v) an,
ob der Knoten bereits besucht wurde (Besucht(v) = 1) oder nicht (Besucht(v) = 0).
Die Tiefensuchenummer Nummer(v) ist ein Zahler, der eine Reihenfolge induziert, in
welcher die Knoten des Graphen zum ersten Mal besucht werden. Durch Festlegung ei-
ner solchen Reihenfolge wird wéhrend des Verfahrens fiir jede ungerichtete Kante eine
Richtung bestimmt und so ein gerichteter Graph G = (V, E) konstruiert. Die Kanten
werden dabei in zwei Typen aufgeteilt, sogenannte Baumkanten und sogenannte Riick-
wirtskanten. Eine Kante {u,v} € E wird im Verfahren zur Baumkante (u,v) € E, falls
Nummer(u) < Nummer(v). Eine Kante {u, v} € E wird zur Riickwéirtskante (u,v) € E,
falls ein gerichteter Weg aus Baumkanten von v nach u in G = (V, E) existiert. Die
ungerichteten Baumkanten induzieren einen Spannbaum von G. Eine Arboreszenz mit
Wurzel w ist ein gerichteter Graph, welcher aus einem (ungerichteten) Baum entsteht,
indem man fiir jede Kante eine Orientierung wahlt, sodass fiir jeden Knoten v € V' ein
gerichteter Weg von w nach v existiert. Ist der zugrunde liegende Baum der Arbores-
zenz ein Spannbaum, spricht man von einer aufspannenden Arboreszenz. Die gerichteten

Baumkanten induzieren eine aufspannende Arboreszenz.

Algorithmus 4.1 Tiefensuche (DFS=Depth-first search)

Eingabe: Graph G = (V, E).
Ausgabe: Information je Knoten: besucht/nicht besucht und Tiefensuchenummer
10
for allve V do
Besucht(v) « 0 und Nummer(v) « 0
end for
for allve V do
if Besucht(v) = 0 then
DFS(v)
end if
end for

procedure DFS(v)
i < i+ 1, Besucht(v) « 1 und Nummer(v) « i
for all w mit {v,w} € E do
if Besucht(w) =0 then
DFS(w)
end if
end for
end procedure
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Abbildung 4.1(a) zeigt einen Graphen, auf welchem eine Tiefensuche bereits durchgefiihrt
wurde. Die Knotenbezeichnungen entsprechen der Reihenfolge, in welcher die Knoten
zuerst besucht wurden. Die zugehérige durch die Baumkanten induzierte aufspannende
Arboreszenz, der sogenannte Tiefensuchebaum T = (V, E*), wird in Abbildung 4.1(b)
dargestellt. Zu diesem Tiefensuchebaum gehoren die gestrichelt dargestellten Riickwérts-

kanten, auch wenn es sich nun streng genommen nicht mehr um einen Baum handelt.

Abbildung 4.1: Ein Graph (a) und der zugehorige Tiefensuchebaum (b).

Der in [HT73b] formulierte Algorithmus zur Bestimmung der Zusammenhangskompo-
nenten eines Graphen nutzt nun diese Tiefensuche und hat ebenfalls eine Laufzeit von
O(|V| + |E|). Beginnend bei einem beliebigen Knoten werden alle von diesem Knoten
mittels Tiefensuche erreichbaren Knoten besucht und mit dem Wert des aktuellen Zah-
lers ¢ markiert (Komponente(v) « i). Kann kein weiterer Knoten mehr erreicht werden,
ist eine Zusammenhangskomponente (mit der Nummer i) bestimmt, der Zahler wird
erhoht und der Algorithmus beginnt erneut bei einem noch nicht markierten Knoten.
Das Verfahren wird so lange fortgefiihrt, bis alle Knoten des Graphen markiert sind. Der
jedem Knoten zugeordnete Zahlenwert gibt an, zu welcher Komponente dieser Knoten
gehort. Das Maximum dieser Werte bestimmt dann die Anzahl der Zusammenhangs-

komponenten des Graphen. Algorithmus 4.2 beschreibt das Verfahren formal.
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Algorithmus 4.2 Zusammenhangskomponenten eines Graphen (DFS-ZSHG)

Eingabe: Graph G = (V, E).
Ausgabe: Information je Knoten: Komponentenzugehorigkeit
10
for allve V do
Komponente(v) « 0
end for
for allve V do
if Komponente(v) =0 then
1e—1+1
DFS-ZSHG(v)
end if
end for

procedure DFS-ZSHG(v)
Komponente(v) « i
for all w mit {v,w} € E do
if Komponente(w) = 0 then
DFS-ZSHG (w)
end if
end for
end procedure

4.2 Kreispackungen in l1-zusammenhingenden Graphen

Mit dem Wissen, dass ein Graph G effizient in seine 1-zusammenhéngenden Kompo-
nenten G; zerlegt werden kann, kann nun eine Zerlegung dieser 1-zusammenhédngenden
Komponenten G; naher betrachtet und hinsichtlich ihrer Kreispackungen Z(G;) unter-
sucht werden. Sei G ein 1-zusammenhingender Graph. Wie in der Motivation aus Kapi-
tel 1 propagiert, kann auch hier die Zerlegung von GG in maximal 2-zusammenhéngende
Komponenten G;, die sogenannten Bldcke, genutzt werden, um von einer maximalen
Kreispackung und der Kreispackungszahl dieser Blocke G; Riickschliisse auf eine maxi-
male Kreispackung und die Kreispackungszahl von G zu ziehen. Zur Erlduterung eines
solchen Vorgehens soll zundchst die Blockzerlegung von G genauer betrachtet werden.
Die 1-Separatoren, welche G in seine Blocke G; zerfallen lassen, werden in der Literatur
auch als Schnittknoten oder Artikulationspunkte bezeichnet. Ein Schnittknoten gehort zu
mindestens zwei verschiedenen Blocken. Jede Kante e € F gehort genau wie jeder Knoten
v € V, welcher kein 1-Separator ist, zu genau einem Block. Weiterhin enthalten zwei Bl6-
cke G, G maximal einen gemeinsamen Knoten v, welches dann der 1-Separator von G
ist. Aufgrund dieser Eigenschaften lasst sich die Zerlegung eines 1-zusammenhéngenden
Graphen G in seine Blocke G; mithilfe eines sogenannten Block-Graphen Gp = (Vp, Ep)
darstellen (vergleiche Abbildung 4.2(b)). Es sei Vg = V. u B, wobei V. die Menge der
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1-Separatoren ist und B = {b1,...,b;} die Knotenmenge, in welcher jeder Knoten b;
einen Block G; repréisentiert. Weiterhin sei genau dann eine Kante (¢, b) € Eg, wenn der
1-Separator ¢ in Block b enthalten ist. Da G 1-zusammenhéngend ist, ist Gp ein Baum.
Eine weitere Darstellungsvariante der Zerlegung ist der BC-Baum Gp = (Vg, Ep) (ver-
gleiche Abbildung 4.2(c)). Der BC-Baum ist eine Arboreszenz, welche aus dem Block-
Graphen G mit einem beliebigen Block b € B als Wurzel entsteht.

o—9o Blb2
‘ ‘ €s by ci a3 ©c
‘1 S ci 2 bs ¢
/ by [Blbz [Blbs
c3® Cc3
by bg ? C4 ? (&)
>—©0
4 b3 Cq by by b
G Gp éB

(a) (b) (c)

Abbildung 4.2: Ein Graph (a), sein Block-Graph (b) und sein BC-Baum (c).

Jeder der kantendisjunkten Kreise einer maximalen Kreispackung enthélt jeweils nur

Kanten eines einzigen Blocks:

Lemma 4.1

Sei G ein l-zusammenhédngender Graph und seien G1,...,Gg die Blocke von G. Sei
weiterhin Z*(G) eine maximale kantendisjunkte Kreispackung von G. Dann gilt C < G;
fir einen Kreis C' € Z*(G) und einen Block G; € {G1,...,Gi}.

Beweis: Scien G; und G; zwei Blocke mit gemeinsamem Schnittknoten v. Angenommen
es existiert ein C' € Z*(G), sodass C n E(G;) # & und C n E(G;) # ¢ ist. Dann

ist C' ein geschlossener Kantenzug der Form C' = (ey,...,ep,€p41,...,€,) mit 0 € e
fir h = 1,4, + 1,n und kann in Z*(G) durch zwei Kreise C' = (ey,...,es) und C” =
(epy1,---,en) ersetzt werden. Das ist ein Widerspruch zur Maximalitdt von Z*(G). [
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Nach Lemma 4.1 gilt nun die folgende Beziehung.

v(G) =Y w(Gy) und 2*(G) = | | 2*(G)

Auch fiir die Bestimmung aller Blocke G; eines 1-zusammenhédngenden Graphen G ent-
wickelten Tarjan [Tar71] bzw. Hopcroft und Tarjan [HT73b] bereits in den 70ern einen
effizienten, auf Tiefensuche basierenden Algorithmus mit einer Laufzeit von O(|V|+|E]).
Die diesem Algorithmus zugrunde liegende Idee wie 1-Separatoren mittels Tiefensuche
bestimmt werden kénnen, beschreibt das folgende Lemma 4.2. Sei T = (V, E) eine Ar-
boreszenz. Dann heifit ein Knoten v € V' genau dann Nachfolger eines Knotens w € V,

wenn ein w-v-Weg in T existiert. Umgekehrt ist w dann Vorgdnger von v.

Lemma 4.2 [Tur96]
Sei T der Tiefensuchebaum eines zusammenhédngenden Graphen G. Die Wurzel w von
T ist genau dann ein 1-Separator in G, falls [{u € V | Ju —w — Weg W € T}| > 2 gilt.

Ein Knoten v # w von T ist genau dann ein 1-Separator in G, falls gilt

e v hat einen Nachfolger in T ,
e weder v noch ein Nachfolger von v € T sind durch eine Riickwirtskante mit einem

Vorgénger von v verbunden.

Um diese Charakterisierungen fiir die Bestimmung von 1-Separatoren bei einer Tiefen-
suche zu integrieren, muss fiir jeden Knoten v € G wahrend des Verfahrens ein weiterer
Wert, die sogenannte Tiefensuchenummer, bestimmt werden. Sei T der Tiefensuchebaum
eines zusammenhéngenden Graphen G. Dann wird die Tiefensuchenummer eines Kno-
tens v € T wie folgt bestimmt. Sei V' die Menge aller Knoten u € T fiir die ein v-u-Weg
W existiert, welcher aus einer Folge von Baumkanten und einer einzigen Riickwértskante
besteht. Dann sei MinNummer(v) := min{ Nummer(u) | u € V}, das heiit die kleinste
Nummer eines Knotens u, fiir den ein solcher Weg W existiert. Falls ein solcher Knoten
nicht existiert, sei MinNummer(v) = Nummer(v). Mithilfe dieser Werte kann dann

fir jeden Knoten tiberpriift werden, ob es sich um einen 1-Separator handelt.

Lemma 4.3 [Tar71]
Sei T der Tiefensuchebaum eines zusammenhdngenden Graphen G. Seien weiterhin
¢, v,u Knoten von G, sodass (c,v) € T gilt und u kein Nachfolger von v € T ist. Falls

MinNummer(v) = Nummer(c), dann ist ¢ ein 1-Separator von G und v und u liegen
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in unterschiedlichen Blocken G; und G mit ¢ # j von G.

Algorithmus 4.3 2-Zusammenhangskomponenten eines Graphen (DFS-2-ZSHG)
[Gut10]

Eingabe: Graph G = (V, E).
Ausgabe: #Blocke und Blécke Gj fiir j =1, ..., #Blocke
1: 9«—0und j <0

2: for allve V do

3: Nummer(v) « 0 und MinNummer(v) < 0

4 Vorganger(v) « &
5: end for
6: for allv eV do
7.
8

if Nummer(v) =0 then
: DFS-2-ZSHG(v)
9: end if

10: end for
11:

12: procedure DFS-2-ZSHG(v)

13: te—1+1

14: Nummer(v) « i und MinNummer(v) « i
15: Fiige v zu Stapel hinzu

16: for all w mit {v,w} € E do

17: if Nummer(w) = 0 then

18: Vorganger(w) < v

19: DFS-2-ZSHG (w)

20: MinNummer(v) < min{ MinNummer(v), MinNummer(w)}
21: else if Nummer(w) < Nummer(v) then

22: MinNummer(v) < min{ MinNummer(v), Nummer(w)}

23: end if

24: end for
25: if Vorgéanger(v) # & und MinNummer(v) = Nummer(Vorginger(v)) then
26: repeat

27: w <« oberstes Element von Stapel

28: for all v mit {w,u} € E do

29: if Nummer(w) > Nummer(u) then

30: Fiige Kante {w,u} zum Block G; hinzu
31: end if

32: end for

33: until v =w

34: j=j+1

35: end if

36: end procedure

Die Uberpriifung dieser Eigenschaften erfolgt nun entsprechend [Gutl10] in Algorith-
mus 4.3. Mit der zugrunde liegenden Tiefensuche wird wie zuvor die Tiefesuchennum-
mer Nummer(v) eines jeden Knotens v € G bestimmt. Der Wert MinNummer(v) wird
nach der Initialisierung an drei Stellen im Algorithmus aktualisiert. Bei jedem rekursiven
Aufruf der Tiefensuche DFS-2-ZSHG(v) fiir einen Knoten v erhélt MinNummer(v) zu-
néachst den gleichen Wert wie Nummer(v) (siehe Zeile 14). Wird wéhrend dieser Tiefen-

suche eine Riickwértskante (v, u) gefunden, wird MinNummer(v) in Zeile 22 aktualisiert
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und erhélt, falls sich MinNummer(v) dadurch verkleinert, den Wert Nummer(u). So
andern sich im Verlauf der Rekursion woméglich auch die Werte MinNummer(v) und
MinNummer(u) einer Vorwértskante (v, u): In Zeile 20 wird MinNummer(v) aktua-
lisiert, falls sich der Wert MinNummer(u) ihres Nachfolgers u verkleinert hat. Die zur
Menge G; fir j = 1,..., #Blocke hinzugefiigten Kanten induzieren dann alle Blocke des
Graphen G.

Im néchsten Schritt sollen nun 2-zusammenhingende Graphen untersucht werden. Dazu
werden in den folgenden Abschnitten die Ergebnisse aus [Ott14] bzw. [OR19] zu maxi-

malen Kreispackungen in 2-zusammenhiangenden Graphen zusammengefasst.

4.3 Kreispackungen in 2-zusammenhingenden Graphen

Ein bereits bekannter Approximationsalgorithmus zur Bestimmung einer Kreispackung
in ungerichteten Graphen ist der in [CPRO03| vorgestellte Greedy-Algorithmus sowie die
entsprechende Modifikation in [Kri+07], der auf einer iterativen Suche nach kiirzesten

Kreisen in einem gegebenen Graphen G = (V, E) basiert (siehe Algorithmus 4.4). In

Algorithmus 4.4 Greedy-Algorithmus zur Berechnung einer Kreispackung

Eingabe: Graph G = (V, E).
Ausgabe: Kreispackung Z der Grofe v(G).
1: Z e« Jund v(G) <0
2: while G # ¢ do
: for all v € V mit §(v) <1 do

3

4: 16sche v € G

5: end for

6: for all v € V mit §(v) = 2 do

7 ersetze ¢’ = (u,v) und e” = (v, w) durch e = (u,w)
8 end for

9: suche einen kiirzesten Kreis C € G

10: Z—ZulC

11: v(G) «v(G)+1

12: for all ee C do

13: l6sche e € GG

14: end for

15: end while

16: return Kreispackung Z und untere Schranke v(G) von v(G).

jedem Durchlauf des Algorithmus werden zunéchst alle Knoten geléscht, welche nicht in
einem Kreis enthalten sein konnen (Zeile 4), und der Graph weiter vereinfacht, indem

fiir alle Knoten mit Knotengrad 2 die inzidenten Kanten zu einer Kante verschmolzen
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werden (Zeile 6 bis 8). In dem so modifizierten Graphen wird ein kleinster Kreis gesucht,
zur Packung hinzugefiigt und dann aus G geloscht (Zeile 9 bis 14). Dieses Vorgehen wird
wiederholt, solange der Graph noch Kreise enthélt. Die Menge der geldschten kiirzesten
Kreise entspricht dann einer Kreispackung im Graphen. Dieser Algorithmus hat eine
Approximationsrate von O(logn) [CPR03]. Die Laufzeit kann durch O(|V||E|? + |[V]?)
abgeschatzt werden: Im schlechtesten Fall werden zum Loéschen aller Knoten mit Knoten-
grad 1 und Verschmelzen aller Knoten mit Knotengrad 2 in jeder Iteration alle Knoten
durchlaufen und ein kiirzester Kreis kann in jeder Iteration in O(|V||E|) Zeit bestimmt
werden [IR78].

Der in [Ott14] entwickelte Algorithmus behélt die Idee der Suche nach kiirzesten Krei-
sen bei und nutzt zusitzlich die Struktur 2-zusammenhéngender Graphen. So wurde
im Beginn durch S. MacLane [Mac37] und spéater durch W. T. Tutte [Tut66] ein Ver-
fahren zur eindeutigen Zerlegung von 2-zusammenhéngenden Graphen in sogenannte 3-
Zusammenhangskomponenten entwickelt. Diese Zerlegung nennt sich SPQR-Zerlegung
[DT89] und kann in linearer Zeit bestimmt werden [Gutl0; HT73a]. Fiir einen 2-zu-
sammenhéngenden Graphen G und seine SPQR-Zerlegung sucht der Algorithmus Krei-
se in bestimmten Komponenten der Zerlegung und definiert, wie komponenteniibergrei-
fende Kreise gefunden werden konnen. Letzteres ist ein entscheidender Unterschied im
Vergleich zur Nutzung einer Zerlegung von nicht zusammenhangenden und 1-zusammen-
héngenden Graphen in Bezug auf maximale Kreispackungen. Fin Kreis C' einer ma-
ximalen kantendisjunkten Kreispackung Z* eines nicht zusammenhédngenden Graphen
bzw. eines 1-zusammenhédngenden Graphen ist Teilmenge einer einzigen 1-Komponente
bzw. eines einzigen Blocks. Es existiert kein Kreis in einer maximalen Kreispackung, der
Kanten mehrerer 1-Komponenten bzw. mehrerer Blocke enthélt. Im Fall des nicht zu-
sammenhéngenden Graphen existiert ein solcher Kreis nicht, da es keinen Weg von einer
1-Komponente in eine andere 1-Komponente gibt. Im Fall des 1-zusammenhédngenden
Graphen wire eine Kreispackung mit einem Kreis, welcher Kanten aus zwei Blocken ent-
hélt nicht maximal, da dieser Kreis einen Schnittknoten enthélt und so in zwei kleinere
Kreise aufgeteilt werden kénnte. Dank dieser Eigenschaft gilt fiir G nicht zusammen-

héngend ebenso wie im Fall G 1-zusammenhéngend

v(G) =) v(Gi) und 2*(G) = ] 2*(G))

fiir die 1-Komponenten bzw. die Blocke G; von G. Fiir einen 2-zusammenhéngenden
Graphen G wird nun zunéchst die zuvor angekiindigte SPQR-Zerlegung vorgestellt und

damit eine Zerlegung von G in kleinere Graphen G;. Im Anschluss daran wird der Algo-
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rithmus zur Berechnung einer Kreispackung auf Basis der SPQR-Zerlegung mit Erlau-

terung der Beziehung zwischen

Alg

V(G) <% 1(Gy) und Z*(G) <% Z*(G))

beschrieben.

4.3.1 SPQR-Zerlegung eines 2-zusammenhingenden Graphen

Sei G ein 2-zusammenhéngender Graph, {G1, G2} eine 2-Separation von G und {u, v} =
V(G1)nV(G2). Bei Betrachtung einer 2-Separation wie zum Beispiel in Abbildung 4.3(a)
und 4.3(b) wird deutlich, dass sich bei einer Zerlegung von 2-zusammenhéngenden Gra-
phen nicht, wie womdoglich aufgrund der Ergebnisse zuvor erwartet, kleinere 3-zusammen-
hiangende Graphen ergeben. Aus diesem Grund hat Tutte [Tut66] das Konzept sogenann-
ter virtueller Kanten entwickelt. Es handelt sich hierbei um eine Kante (u,v), welche
jedem Teilgraphen einer 2-Separation {G1, G2} mit {u,v} = V(G1) n V(G2) hinzugefiigt
wird, um den jeweils anderen Teilgraphen zu reprisentieren. In Abbildung 4.3(c) sind

die jeweiligen virtuellen Kanten gestrichelt dargestellt. Wie in Abbildung 4.3(c) erkenn-

v vV v vV v
(a) (b) (c)

Abbildung 4.3: Ein 2-zusammenhéngender Graph (a), eine 2-Separation (b) und das
Konzept der virtuellen Kanten (c).

bar, entstehen durch die virtuellen Kanten unter anderem auch Graphen mit parallelen
Kanten. Um eine Zerlegung mithilfe dieser virtuellen Kanten zu definieren, werden daher

im Folgenden ausschliefllich Multigraphen ohne Schleifen betrachtet.

Sei G = (V, E) ein 2-zusammenhingender Multigraph ohne Schleifen. Da G parallele
Kanten enthalten kann, wird neben dem Begriff eines 2-Separators nun eine weitere De-
finition benotigt. Zwei Knoten {u,v} < V heiBen Splitpaar, falls {u,v} ein 2-Separator
von G ist oder eine Kante (u,v) € E existiert. Sei {u,v} ein solches Splitpaar. Dann

kann die Kantenmenge F in sogenannte Splitklassen F1, ..., Ey partitioniert werden,
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wobei sdmtliche Kanten (u,v) € E in einer Splitklasse Ey fiir ¢/ = 1,...,k enthalten
sind und zwei Kanten e, f € E genau dann in einer Splitklasse FE; fiir ¢ = 1,...,k mit
i # i’ enthalten sind, wenn ein u-v-Weg W < G mit e, f € W existiert. Jede Splitklasse
FE;,i =1,...,k, induziert einen Teilgraphen G;, wobei (G; entweder aus einer einzelnen
Kante (u,v) besteht oder ein maximal zusammenhéngender Teilgraph G’ € G ist mit

(u,v) ¢ G’ und {u,v} ist kein 2-Separator von G’. Sei G ein 2-zusammenhéngender Mul-

14 v 1%
u u u
E; E; E;3

Abbildung 4.4: Splitklassen Fy, E9, F5 zum Splitpaar (u,v) fir G = (V, Ey u Ey u E3).

tigraph und {u,v} ein Splitpaar mit Splitklassen Ej, ..., E; in G. Sei e = (u,v) eine
virtuelle Kante. Seien weiterhin ' := Fy U ... u Ej und E' := E\E', sodass |E'| > 2
und |E’| > 2. Die Kantenmengen E’, E' fassen also die Splitklassen Ei, ..., Ej zu zwei
Mengen zusammen, sodass jede dieser Mengen mindestens zwei Kanten enthélt. Dann
induzieren E’ U e und E' U e zwei sogenannte Splitgraphen G = GlEogey, Gy = Gl oge
und {G], G4} heifit Split von G. Die farbigen Kanten in Abbildung 4.5 zeigen die unter-
schiedlichen Splitklassen und die entstehenden Splitgraphen werden in Abbildung 4.5(c)

dargestellt. Da G und G% wiederum 2-zusammenhéngende Graphen sind, kénnen auch

1% . :V . :\V
IE;>'Q o;>'o d,;>'

u u
(a) (b) (c)

Abbildung 4.5: Ein 2-zusammenhéngender Graph (a), die Zusammenfassung der Split-
klassen (b) und die durch den Split entstehenden Splitgraphen (c).

diese mithilfe von Splits iterativ weiter zerlegt werden bis keiner der entstehenden Split-
graphen ein Splitpaar mehr enthélt. Die auf diese Weise erzeugten Graphen {G1, ..., G}}
werden Splitkomponenten von G genannt. Dabei ist jede Kanten aus E in genau einer
Splitkomponente enthalten und jede virtuelle Kante ist in genau zwei Splitkomponenten

enthalten.
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Bei den zuvor betrachteten nicht zusammenhéngenden bzw. 1-zusammenhéngenden Gra-
phen war die jeweilige Zerlegung in 1-zusammenhédngende Komponenten bzw. 2-zu-
sammenhéngende Blocke eindeutig. Dies ist entsprechend der Definition eines Splits
eines 2-zusammenhéngenden Multigraphen G offensichtlich nicht der Fall, da nicht ge-
nauer spezifiziert wird, welches Splitpaar in welcher Reihenfolge fiir einen Split verwendet
wird und wie die Splitklassen zu den beiden Teilmengen zusammengefasst werden sol-
len. Um eine eindeutige Zerlegung zu erhalten, wird ein spezieller Split bendtigt: Ein
Split {G1, G5} mit G = G|profey G = Gl und e = (u,v) heifit Tutte-Split, falls
E’ oder E' nur eine Splitklasse E+ € {Ei,...,Ey} enthédlt und G|g oder G|z kei-
nen 1-Separator enthélt. Ein Tutte-Split ist in Abbildung 4.6(c) und tatsichlich auch
in Abbildung 4.5(c) dargestellt. Die Abbildungen 4.6(a) und 4.6(b) zeigen zwei Splits,
welche kein Tutte-Split sind. In Abbildung 4.6(a) enthalten beide Teilgraphen einen 1-
Separator und in Abbildung 4.6(b) enthalten beide Teilgraphen mehr als eine Splitklasse.

Wird G nun wie oben beschrieben mithilfe von Tutte-Splits sukzessive in seine Split-

Abbildung 4.6: Kein Tutte-Split (a), kein Tutte-Split (b), Tutte-Split (c).

komponenten zerlegt, werden diese in der Literatur auch (manchmal missverstandlich)
3-Zusammenhangskomponenten genannt, obwohl es sich wie im Folgenden erkennbar

offensichtlich nicht unbedingt um 3-zusammenhéngende Graphen handelt:

Satz 4.4 [Tut66]
Sei G ein 2-zusammenhéngender Multigraph ohne Schleifen. Dann ist jede 3-Zusammen-

hangskomponente von G ein Graph des folgenden Typs:
e ein Kreis mit mindestens drei Kanten,

e ein Knotenpaar mit mindestens drei parallelen Kanten oder

e ein einfacher 3-zusammenhéngender Graph.
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Satz 4.5 [Tut66]
Sei G ein 2-zusammenhéngender Multigraph ohne Schleifen. Dann sind die 3-Zusammen-

hangskomponenten von G eindeutig.

Tutte hat ebenfalls festgestellt, dass sich die Zerlegung von G in 3-Zusammenhangskom-
ponenten entsprechend der BC-Béume fir 1-zusammenhéngende Graphen als Baum
repransentieren lidsst [Tut66]. Diesen Ansatz haben Di Battista und Tamassia weiter
verfolgt und in [DT89] sogenannte SPQR-Bdaume verwendet. Hier wird eine geringfiigige
Abwandlung dieser SPQR-Bédume entsprechend [Chi09] verwendet und vorgestellt. Ein
SPR-Baum 7 (G) = (M, A) eines 2-zusammenhéngenden Multigraphen G ohne Schleifen

ist der kleinste Baum mit den folgenden Eigenschaften:

1. Jedem Knoten p € M wird ein Multigraph G, (V,,, E,,) zugeordnet, welcher Skelett

von p genannt wird.

2. Jeder Knoten pu € M gehort entsprechend dem jeweils zugeordneten Skelett zu

einem der folgenden drei Knotentypen:

o u ist ein S-Knoten, falls G, ein Kreis mit Linge > 3 ist,
e v ist ein P-Knoten, falls G, ein Biindel paralleler Kanten ist,

o u ist ein R-Knoten, falls G, ein einfacher 3-zusammenhéngender Graph ist.

3. Es gibt genau dann eine Kante (u, ') € A, wenn G, und Gy eine gemeinsame

virtuelle Kante e(,, ) := (u,v) besitzen mit u,v € V.

4. Durch Verschmelzen der Knoten p,p’ fir eine Kante (u, ') € A zu einem ein-

zigen Knoten und durch Verschmelzen der zugehorigen Skelette zu G, ) :

(Gu\euuy) v (Gr\eu ) kann der Graph G wieder hergestellt werden.

Beispiel 4.6

Ein Beispiel fiir einen 2-zusammenhéngenden Graph ist der in Abbildung 4.7(a) dar-
gestellte Graph G. Durch sukzessive Anwendung von Tutte-Splits entstehen die in Ab-
bildung 4.7(c) gezeigten 3-Zusammenhangskomponenten von G. Entsprechend des Typs

der jeweiligen 3-Zusammenhangskomponente und der durch die virtuellen Kanten repra-
sentierten Splits ergibt sich der SPR-Baum 7 (G) in Abbildung 4.7(b).
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G|

Abbildung 4.7: Ein 2-zusammenhéngender Graph G (a), die 3-Zusammenhangskompo-
nenten von G (c) und der zugehérige SPR-Baum 7 (G) (b).

Da sowohl die maximal 1-zusammenhéngenden Komponenten (siehe Abschnitt 4.1) als
auch die maximal 2-zusammenhéngenden Komponenten (siche Abschnitt 4.2) sehr ein-
fach bestimmt werden kénnen, ist nun natiirlich das Verfahren zur Bestimmung der
3-Zusammenhangskomponenten und des SPR-Baums von Interesse. Es werden nun ein-
zelne wesentliche Teile dieses Verfahrens entsprechend [Gut10] erldutert. Die Idee des von
[HT73a] entwickelten und von [Gut10] verbesserten Algorithmus zur Bestimmung der 3-
Zusammenhangskomponenten besteht darin, den Graphen durch irgendwelche Splits zu

zerlegen und daraus die Tutte-Splits durch Verschmelzen zu erzeugen. Zwei Splitgraphen
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G1 = (V1, Ey), Gy = (Va, E) mit gemeinsamer virtueller Kante werden zu einem Gra-
phen G wverschmolzen, indem G und Gy durch G := (V; u Va, (B U Es)\{e}) ersetzt

werden.

Satz 4.7 [Gut10]

Sei G ein 2-zusammenhéngender Multigraph mit Splitkomponenten {G7,...,G}}. Es
beschreibe {Gi,...,Gn} die Menge von Graphen, welche aus den Splitkomponenten
von G durch Verschmelzen von Kantenbiindeln mit gemeinsamen virtuellen Kanten und
Verschmelzen von Kreisen mit gemeinsamen virtuellen Kanten entstehen, bis kein solches
Verschmelzen mehr moglich ist. Dann sind die Graphen Gjy,...,Gy die 3-Zusammen-

hangskomponenten von G.

Auf diese Art und Weise werden Splits, welche kein Tutte-Split waren, riickgédngig ge-
macht, sodass das Verfahren zur Bestimmung von 3-Zusammenhangskomponenten und
des zugehorigen SPR-Baums entsprechend [Gut10] in seiner Grobstruktur wie folgt zu-

sammengefasst werden kann.

Sei G = (V, E) ein 2-zusammenhingender Multigraph ohne Schleifen. Dann wird der
SPR-Baum 7 (G) in den folgenden Schritten bestimmt.

1. Ersetze jedes Biindel von Multikanten in G durch eine virtuelle Kante und er-
zeuge damit fir die Biindel von Multikanten die Splitgraphen G7,..., G}, wobei
jeder Splitgraph einem solchen Biindel mit virtueller Kante entspricht. Sei G’ der
entstehende einfache Graph.

2. Bestimme die Splitkomponenten Gy, 1, ...,G} von G'.
3. Verschmelze die Kantenbiindel der Splitgraphen G, ..., G}, mit gemeinsamer vir-
tueller Kante und verschmelze die Kreise der Splitgraphen G, ..., G/ mit gemein-

samer virtueller Kante bis kein solches Verschmelzen mehr moglich ist. Erhalte als

Ergebnis die 3-Zusammenhangskomponenten G1,...,Gy von G.

4. Konstruiere den SPR-Baum 7T, wobei die 3-Zusammenhangskomponenten die Ske-

lette der Knoten p € 7 sind.
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Beispiel 4.8
Ein Beispiel fiir die Bestimmung eines SPR-Baums 7 (G) eines 2-zusammenhéngenden

Graph G entsprechend dem zuvor beschriebenen Verfahren ist in Abbildung 4.8 darge-
stellt.

(d)

Abbildung 4.8: Die Bestimmung der 3-Zusammenhangskomponenten Gy, ...,Gs von G
in vier Schritten.
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Im Graph G (a) wird entsprechend Schritt 1 zunichst das Biindel von Multikanten
durch eine virtuelle Kante ersetzt, sodass die Graphen G’ und G} in (b) entstehen.
Entsprechend Schritt 2 werden in (¢) dann die Splitkomponenten G, ..., G% bestimmt.
In (d) werden die Kreise G§, G, G% miteinander verschmolzen. Es entstehen die 3-Zu-
sammenhangskomponenten Gy, ...,G5. Zuletzt wird in (e) der zugehorige SPR-Baum
T (G) konstruiert.

4.3.2 Kreispackungsalgorithmus fiir 2-zusammenhingende Graphen

Der nachfolgend dargestellte Algorithmus 4.5 zur Bestimmung einer Kreispackung fiir
einen 2-zusammenhingenden Graphen G nutzt nun die zuvor definierte SPR-Zerlegung
von G und den zugehorigen SPR-Baum 7. Dabei bestimmt der SPR-Baum T die Ite-
ration, das heiflit die Bearbeitungsreihenfolge innerhalb des Algorithmus. Iterativ wird
dann eine Kreispackung von G bestimmt, deren Kreise aus Pfaden P, fiir die Knoten
w € T konstruiert werden. Hierfiir werden virtuelle Kanten von nicht virtuellen, realen
Kanten unterschieden und die Mengen P, = {P(e) | e ist eine reale Kante in £,} und
P(e) := e initialisiert. Die Menge Z beschreibt die Kreispackung und ist zu Beginn
leer, der Wert v(G) beschreibt die untere Schranke der Kreispackungszahl v(G) und
hat zu Beginn den Wert null. Es werden nun sukzessive alle Blatter u € 7 bearbeitet
und im Anschluss an die Bearbeitung geloscht. Ein Blatt p € 7, welches ein S-Knoten,
R-Knoten bzw. P-Knoten ist, wird S-Blatt, R-Blatt bzw. P-Blatt genannt. S-Blatter wer-
den im Algorithmus stets zuerst bearbeitet. Daraufhin erst werden sdmtliche R-Bléatter
inspiziert und, sobald weder weitere S- noch R-Bléatter ausgewahlt werden kénnen, wer-
den P-Blétter bearbeitet. Durch die einzige inzidente Kante (u, ') € T wird fiir jedes
Blatt © € T ein eindeutiger Vorgénger p' € 7 bestimmt. Dieser wird im Algorithmus
durch Vorgénger(p) addressiert. Die Kantenmenge E,, enthélt genau eine virtuelle Kante
() = (u,v), welche den Teilgraphen von G représentiert, der nicht in G, enthalten
ist. Der Algorithmus bestimmt nun kantendisjunkte Kreise bestehend aus realen Kanten
in E,, da diese kantendisjunkten Kreisen in G entsprechen. Falls E, dariiber hinaus
einen u-v-Pfad aus realen Kanten enthélt, wird die virtuelle Kante é(, ) in £, durch
eine reale Kante (u,v) ersetzt und der Pfad P,, wird in P((u,v)) gespeichert, da solche
Pfade wie auch die Kreise einem u-v-Pfad P,, in G entsprechend. Existiert kein solcher

u-v-Pfad in E,, wird die virtuelle Kante () in E,/ ersetzt.

Abhéngig vom Typ des betrachteten Blattes p variiert die Bearbeitung der Kantenmenge
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E,; des Vorgéngers ' in 7"

s

3p

Das Blatt p ist ein S-Blatt. Falls die realen Kanten in E,, einen w-v-Pfad in E,
induzieren, wird e, ) € E,y durch die reale Kante (u,v) ersetzt. Der u-v-Pfad,
der durch | J{E(P) | P € P,} induziert wird, wird in P((u,v)) gespeichert. Mit
Py=P, u P((u,v)) wird die Menge der Pfade in p ergénzt und zuletzt p aus 7
geloscht.

Das Blatt p ist ein R-Blatt. Der Algorithmus bestimmt die Kreispackungen Z; und
2, fiir die durch Ej, und Ey\e(, sy induzierten Graphen. Es wird v, = | 23| gesetzt,
die entsprechenden kantendisjunkten Kreise in G werden zu Z hinzugefiigt und
die dazugehérigen Pfade aus P, geloscht. Falls | 21| = |2 gilt, wird e, /) € E
geloscht. Falls |Z1| > |2,] gilt, existiert ein u-v-Pfad in E,, der nicht in einem
der Kreise aus Zo enthalten ist. Daher wird ey € Ew durch die reale Kante
(u,v) ersetzt. Der u-v-Pfad, der durch | J{E(P) | P € P,} induziert wird, wird
in P((u,v)) gespeichert. Mit P,y=P, u P((u,v)) wird die Menge der Pfade in p

erginzt und zuletzt p aus T geloscht.
Das Blatt p ist ein P-Blatt.

(¢) Falls |E,| eine gerade Zahl ist, gibt es eine Kreispackung Zp mit v,, = ‘ET”' -
Kreisen der Lange 2. Die entsprechenden kantendisjunkten Kreise in G werden
zu Z hinzugefiigt und die dazugehorigen Pfade aus P, geloscht. Dann gibt es
eine Kante e in F,,, die nicht in einem der Kreise von Zp enthalten ist. Die
Kante é(, /) € E,s wird durch die reale Kante (u,v) ersetzt und der u-v-Pfad,
der durch e induziert wird, in P((u,v)) gespeichert. Mit P,,=P,, U P((u,v))
wird die Menge der Pfade in p ergénzt und zuletzt p aus 7 geldscht.

(i1) Falls |E,| eine ungerade Zahl ist, gibt es eine Kreispackung Zp mit v, =

% Kreisen der Léange 2. Die entsprechenden kantendisjunkten Kreise in

G werden zu Z hinzugefiigt, €, /) € £,y sowie p aus T gel6scht.

Bei der so erfolgten Abarbeitung des SPR-Baums 7 wird der letzte Knoten des SPR-
Baums T gesondert behandelt: Falls u der letzte Knoten in T ist, wird eine Kreispackung

in G,

bestimmt und die kantendisjunkten Kreise in G werden zu Z hinzugefiigt.
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Algorithmus 4.5 Kreispackungsalgorithmus fiir 2-zusammenhédngende Graphen

Eingabe: SPR-Zerlegung eines 2-zusammenhéngenden Graphen G und SPR-Baum 7g.
Ausgabe: Kreispackung Z und untere Schranke v(G) fir die Kreispackungszahl v(QG).
1 2« F,v(G)«—0und P, — F VueM

2: while 3 SPR-Knoten p in 7 do

3 for all S-Blétter 4 do

4: u' := Vorgénger(u)

5: if 6(v) =2 Yv €V, then

6: ersetze €, /) € I, durch eine reale Kante

7 Pur = Puro P un)

8: end if

9: T« T\p

10: end for

11: for all R-Blatter 1 do

12: u' := Vorgénger(u)

13: Z, « Algorithmus 4.4(G,,)

14: 2y « Algorithmus 4.4(G.\e(,, 1))
15: if |Z1 == |ZQ| then

16: 16sche €(u,u’) € K,

17: else if | Z1| > |Z2| then

18: ersetze €, /) € I/, durch eine reale Kante
19: P = Puro PEguu)

20: end if

21: vy — |Z2] und T «— T\p

22: v(G) «—v(G)+v,und Z «— Z U 2

23: end for
24: for all P-Blatter u do

25: u' := Vorgénger(u)

26: if |E,| ist nicht gerade then

27: Vy %

28: 16sche e, vy in B,

29: else if |E,| ist gerade then

30: Vy % -1

31: ersetze €, .y in B, durch eine reale Kante

32: P = Pur v PEuu)

33: end if

34: V(G) «—v(G)+v,und T « T\u

35: Z e Zo{{P®H D PR PO ePVi=1,...,1,}
36: end for

37: if p ist letzter Knoten then

38: if p ist S-Blatt und 6(v) = 2 Vv € V,, then

39: Vy < lund Z2 <« Z u P|E(UeeE“ P(e))

40: else if u ist R-Blatt then

41: Zy « Algorithmus 4.4(G), v, « |21 und Z « Z U Z;
42: else if p ist P-Blatt then

43: Vy — [@J und 2 « Z2 o {{P*-D pCHY I PO ep vi=1,... v}
44: end if

45: V(@) —v(G)+v,und T « T\u

46: end if

47: end while
48: return v(G) und Z
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Satz 4.9
Algorithmus 4.5 bestimmt eine Kreispackung Z von G mit Kardinalitat

1Zl= D v

neT

Beweis: Sei 7 der SPR-Baum von G.

Beim Bearbeiten eines S-Knotens gilt stets v, = 0, da die realen Kanten in £, ohne die
virtuellen Kanten keinen Kreis induzieren. Falls die realen Kanten aber einen u-v-Weg in
E,, induzieren, kann dieser u-v-Weg Py, in G zu einem zusétzlichen Kreis C' in Z fiihren.
Aus diesem Grund wird die virtuelle Kante é(, ,y in £, durch eine reale Kante (u,v)
ersetzt, der u-v-Weg Py, in P((u,v)) gespeichert und u aus 7 geloscht. Der mogliche

zusitzliche Kreis C' wird bestimmt, sobald der Knoten u' bearbeitet wird.

Beim Bearbeiten eines R-Knotens p werden zwei Kreispackungen Z1 und 2, fiir £, und
E,\é(, ) bestimmt. Dabei induziert Ej, mindestens eine Kreispackung der Kardinalitéit
vy = | 22| in G. Falls | 21| > | 2] fithrt P((u,v)) moglicherweise zu einem zusétzlichen
Kreis C in Z. Aus diesem Grund wird die virtuelle Kante €, ,y in E,/ durch eine reale
Kante (u,v) ersetzt und der mogliche zusatzliche Kreis C' wird bestimmt, sobald der

Knoten p’ bearbeitet wird.

Beim Bearbeiten eines P-Knotens p bildet ein Paar realer Kanten in E), einen kanten-
disjunkten Kreis in G. Falls |E,| gerade ist, gibt es v, = @ — 1 solcher Paare. Der
Weg P,.,, welcher durch die iibrig bleibende reale Kante induziert wird, fithrt moglicher-
weise zu einem zusétzlichen Kreis C in Z. Aus diesem Grund wird die virtuelle Kante
€(u) iIn B,y durch eine reale Kante (u,v) ersetzt und der mégliche zusitzliche Kreis C
wird bestimmt, sobald der Knoten p’ bearbeitet wird. Falls |E,| ungerade ist, gibt es

BE,|—-1 . oy 1 L
v, = % Paare realer Kanten, welche eine ebensolche Anzahl zusétzlicher Kreise in

Z induzieren. O]

Da bei Bearbeitung der R-Blatter Algorithmus 4.4 zur Bestimmung der Kreispackungen
Z1 und Z5 verwendet wird, hat Algorithmus 4.5 die entsprechende Approximationsgite
O(logn). Auch die Laufzeit von Algorithmus 4.5 wird von Algorithmus 4.4 dominiert
und ist daher O(|V||E|? + |V ]?).
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4.4 Optimalitat des Verfahrens fiir serienparallele Graphen

Wie zuvor festgestellt, liefert die SPR-Zerlegung drei Typen von Komponenten (Typ
S, Typ P, Typ R). Bei den Komponenten vom Typ R handelt es sich um 3-zusammen-
héngende Graphen und fiir diese nutzt Algorithmus 4.5 den in Abschnitt 4.3 vorgestellten
Algorithmus 4.4. Aus diesem Grund liefert Algorithmus 4.5 eine untere Schranke v(G)
an die Kreispackungszahl v(G). Fiir spezielle 2-zusammenhéngende Graphen ist diese

Schranke optimal.

Sei G ein Multigraph ohne Schleifen. G heift generalisierter serienparalleler Graph
[Kor94], wenn er durch die sequentielle Anwendung der folgenden drei Operationen auf

den K5 reduziert werden kann:

1. Ersetze alle parallelen Kanten e; = (u,v),i = 1,...,k, durch eine einzelne Kante

e = (u,v).

2. Verschmelze fiir jeden Knoten v € G mit §(v) = 2 den Kantenzug (u,v), (v, w) in

G zur Kante (u,w).
3. Losche alle Knoten v € G mit §(v) = 1.

Enthélt G keinen Knoten mit Knotengrad 1 und kann ausschlielich durch die Schritte

1 und 2 bereits auf den Ky reduziert werden, heifit G serienparalleler Graph.

Lemma 4.10 [Kor94]

FEin auflenplanarer Graph ist generalisiert serienparallel.

Satz 4.11

Sei G ein 2-zusammenhéngender, generalisierter serienparalleler Multigraph ohne Schlei-

fen. Dann ist

v(G) = Z Vs

neT

das heifit Algorithmus 4.5 bestimmt eine maximale Kreispackung Z* von G.
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Beweis: Der Beweis erfolgt durch Induktion iiber die Anzahl N von Knoten im SPR-
Baum 7(G) von G.

Sei N = 1. Dann ist T entweder ein P-Knoten oder ein S-Knoten und G ist entsprechend
entweder ein Biindel von r parallelen Kanten (r > 3) oder ein Kreis der Liange > 3. Im
ersten Fall ist v(G) = [5], im zweiten Fall ist (G) = 1. Dies entspricht der Ausgabe von
Algorithmus 4.5 (Schritt F).

Sei N > 2. Angenommen Algorithmus 4.5 bestimmt v(G’) fiir alle generalisiert seri-
enparallelen Multigraphen G’ fiir die 7(G’) hochstens N — 1 Knoten hat. Sei nun G
ein generalisiert serienparalleler Multigraph, sodass 7 (G) N Knoten besitzt. Nun wird
Algorithmus 4.5 angewendet. Beim Betrachten des ersten Knotens p € 7(G) koénnen die

folgenden Fille auftreten.

(a) p ist ein S-Knoten. Dann bearbeitet Algorithmus 4.5 den Knoten p entsprechend
(1s). Der Multigraph G" = G\(E}\é(,,,.)) © (u, v) ist ebenfalls generalisiert serien-
parallel, da er durch Anwendung von Operation 2 auf G erzeugt werden kann, und
T(G") = T(G)\n, das heifit T(G’) hat N — 1 Knoten. Da die realen Kanten in E,
einen u-v-Pfad in E, induzieren, gilt v(G’) = v(G). Nach Induktionsannahme gilt
V(G') = Yper(cry v und damit ist 3 ey Vi = Dner(an Va + v = v(G) + 0 =
v(Q).

(b) p ist ein P-Knoten in 7(G), das bedeutet alle Blatter sind P-Knoten.

(b1) Es existiert mindestens ein Blatt 4 mit einer ungeraden Anzahl realer Kan-
ten, das heifit |E,| ist gerade. Der Vorgénger ' ist ein S-Knoten. Algo-
rithmus 4.5 bearbeitet den Knoten p entsprechend (3p(i)). Der Multigraph
G’ = G\(E,\é(y,w)) v (u, v) ist generalisiert serienparallel, da er durch Anwen-
dung von Operation 1 auf G erzeugt werden kann, und 7(G’) = T(G)\u, das
heifit 7(G’) hat N —1 Knoten. AuBlerdem gilt v(G') = v(G)— (@ —1),da E,
eine ungerade Anzahl realer Kanten besitzt und jedes Paar realer Kanten ei-

nem Kreis in G entspricht. Nach Induktionsannahme gilt v(G') = > ;o) Vi
o E
und damit ist >y Vi = 2per(an Va + v = v(G') + (% —1) =v(G).

(b2) Alle P-Knoten haben eine gerade Anzahl realer Kanten. Dann bearbeitet Al-
gorithmus 4.5 ein Blatt p entsprechend (3p(it)). Sei ' = Vorganger(u). Der
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Knoten ' ist ein S-Knoten. Angenommen p ist adjazent zu k > 1 P-Bléttern
[i1, - -, g (sei g = p). Sei E die Menge realer Kanten in Uieg1,... 1 B VEw.
Fir den durch £ induzierten Teilgraphen G gilt dann v(G) = Xieqy gy Vs
Falls E\E: = @ ist, gilt 7(G) = T(G) und l/(Cj) = Dief1, ..k} Vi = 2iaeT () Vii-
Falls F\F # & ist, gilt fiir den durch E\E induzierten Graphen G’ dass
v(G') = v(G) = Xieq1.... k} Va1t Nun bleibt noch zu zeigen, dass G’ generali-
siert serienparallel ist. In T(G)\(Ujeq1,. 5y 1 U p') muss der Knoten p’ einen
Vorganger p” = Vorganger(u) haben. Dieser Vorgénger u” ist ein P-Knoten
und enthélt mindestens zwei parallele Kanten mit Endknoten «”, v”. Eine die-
ser Kanten reprasentiert den Teilgraph G.DaG generalisiert serienparallel ist,
ist auch G” = G' U (u”,v") generalisiert serienparallel, da G” durch Anwen-
dung von Operation 1 und 2 auf G erzeugt werden kann. Da es mindestens eine
weitere virtuelle, zu (u”,v") parallele Kante in E,» gibt, muss es einen Teil-
graph G' c G geben, sodass G zu einer parallelen Kante von (u”,v”) reduziert
werden kann und E(G) n E(G) = & gilt. Entsprechend der Definition eines
generalisiert serienparallelen Graphen ist G"\(u”,v") = G’ also generalisiert
serienparallel. Offensichtlich gilt 7(G") = T(G)\(Ujeq1,.. k3 i n')- T(G') hat
N —(k+1) Knoten. Nach der Induktionsannahme gilt v(G’) = > aeT (G viund

v(G) = deT(G') Vi + Zie{l,...,k} Vg = Z,aeT(G) Vi L]

Der SPQR-Baum eines 2-zusammenhéngenden Multigraphen kann in linearer Zeit be-
stimmt werden [GMO1]. Gleiches gilt dann fir den SPR-Baum [Chi09], sodass sich an
obigen Satz 4.11 direkt die folgende Aussage anschliefit.

Korollar 4.12
Falls G ein 2-zusammenhéngender, generalisiert serienparalleler Graph ohne Schleifen

ist, kann eine maximale Kreispackung von G in linearer Zeit bestimmt werden.

4.5 Implementierung und Auswertung

In diesem Abschnitt wird die Implementierung und Evaluation von praktischen Experi-
menten mit Algorithmus 4.5 beschrieben. Es soll getestet werden, wie sich die tatséchli-
chen Laufzeiten fiir Graphen unterschiedlicher Ordnung verhalten und ob der Algorith-

mus in der Praxis anwendbar ist. Der Algorithmus 4.5 wurde mithilfe des Open Graph al-
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gorithms and Data structures Framework (OGDF) [Chi+13] implementiert (Stand 2015).
Der Quellcode des Frameworks ist unter https://ogdf .uos.de/ verfiighar. Es handelt
sich hierbei um eine C++-Bibliothek, welche verschiedene Graphalgorithmen und Da-
tenstrukturen enthélt. Insbesondere stellt diese Bibliothek eine Linearzeitimplementie-
rung der SPQR-Zerlegung bereit, die fiir Algorithmus 4.5 ben&tigt wird. Dariiber hinaus
umfasst die Bibliothek Algorithmen zum Bestimmen des Zusammenhangsgrads eines

Graphen und Verfahren zur Graphgenerierung.

(8) p=T70%

Abbildung 4.9: Generierte serienparallele Graphen mit m = 50 Kanten und einer Wahr-
scheinlichkeit von p fiir eine serielle Komposition.

99


https://ogdf.uos.de/

Kapitel 4 Kreispackungen und Graphzerlegungen

Zur Auswertung des Algorithmus 4.5 wurden zunéchst serienparallele Graphen gene-
riert. Der Graphgenerator erzeugt einen serienparallen Graphen durch eine zuféllige Fol-
ge serieller und paralleler Kompositionen. Dabei flieen in die Auswertungen Graphen
der Grolen m = 500, 1.000,...,142.500 Kanten ein. Fiir einzelne Auswertungen wur-
den auch Graphen der Grofie m = 1.000.000 Kanten herangezogen. Weiterhin kann die
Wahrscheinlichkeit fiir eine serielle Komposition gesteuert werden. Je Kantenzahl wurden
daher wiederum 9 Graphen mit einer Wahrscheinlichkeit von p = 10%,20%, ...,90%
fiir eine serielle Komposition generiert. Insgesamt beinhaltet das Testset daher 2.556
verschiedene Graphen. In Abbildung 4.9 sind exemplarisch alle generierten serienparal-
lelen Graphen mit 50 Kanten dargestellt. Fiir die Zeichnung der mit OGDF erzeugten
GraphML-Dateien wurde die Desktop-Version des Graph Editors yED genutzt.

Die Experimente wurden auf einem Computer ausgefithrt, der mit einer Intel Core
i7-4810MQ CPU (Taktfrequenz: 2,8 GHz-3,8 GHz, 4 CPU-Kerne/8 Hyperthreads und
L1/L2-Cache: 64 KB/256 KB), 16 GB RAM ausgestattet ist. Bei dem verwendeten Be-
triebssystem handelt es sich um Windows 10. Der gesamte Code wurde mit dem Micro-
soft C/C++-Optimierungscompiler Version 19.28.29334 fiir x86 kompiliert.

Zur Evaluation und Laufzeitanalyse der Implementierung wurden fir jeden Graph ver-
schiedene Zeiten gemessen und protokolliert: die Dauer der Graphgenerierung, die Dauer
der Erzeugung bzw. des Schreibens einer GraphML-Datei fiir den Graphen und die Dauer
der Berechnung einer Kreispackung. In Tabelle 4.1 sind die jeweiligen Durchschnittswer-
te aller Graphen mit Kantenzahl m (unabhingig von der Kompositionswahrscheinlich-
keit p) dargestellt. Bereits die durchschnittlichen Berechnungsdauern zeigen, dass die
Kreispackungszahl fiir serienparallele Graphen mit Algorithmus 4.5 in wenigen Sekun-

den bestimmt werden kann.

Die grafische Auswertung der Messdaten zeigt, dass die Laufzeit den theoretischen Resul-
taten entspricht. Abbildung 4.10(a) zeigt eine annéhernd lineare Laufzeit (in Sekunden)
fiir die Bestimmung der Kreispackungszahl mit Algorithmus 4.5 bei steigender Anzahl
von Kanten. Die Berechnungsdauer héangt offensichtlich auch nicht davon ab, ob der
generierte Graph mit einer héheren Wahrscheinlichkeit durch serielle Kompositionen
generiert wurde (siehe Abbildung 4.10(b)). Die Abweichungen, wie in dem vergréfer-
ten Ausschnitt von Abbildung 4.10(b) zu sehen, sind im Rahmen der Messgenauigkeit
marginal. Interessant ist, dass die Anzahl kantendisjunkter Kreise bei den untersuch-
ten serienparallelen Graphen gegen einen Wert von 247/248 Kreisen je tausend Kanten

in G zu konvergieren scheint (vergleiche Abbildung 4.11(a)). Dartiber hinaus sinkt die
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durchschnittliche Anzahl der von Algorithmus 4.5 in einer Sekunde berechneten Kreise
von circa 15.000 Kreisen bei 60.000 Kanten auf circa 13.000 Kreise bei 140.000 Kanten
(vergleiche Abbildung 4.11(b)).

|E| @ Generieren [s] @ Schreiben [s] @ Berechnen [s] @ v(G)
5000 0.1 0.0 0.1 1236.2
10000 0.5 0.0 0.1 2473.6
15000 14 0.1 0.2 3708.8
20000 2.8 0.1 0.3 4947.6
25000 4.8 0.1 0.4 6189.3
30000 7.2 0.1 0.5 7408.3
35000 10.1 0.2 0.5 8658.1
40000 13.6 0.2 0.6 9891.0
45000 17.7 0.2 0.7 11121.0
50000 22.5 0.2 0.8 12364.2
55000 28.1 0.3 0.9 13610.6
60000 34.5 0.3 1.0 14849.2
65000 42.1 0.3 1.1 16087.0
70000 50.6 0.3 1.2 17310.7
75000 60.5 0.4 1.3 18554.1
80000 71.0 0.4 14 19790.1
85000 83.4 0.4 1.5 21027.9
90000 97.1 0.4 1.6 22261.0
95000 113.7 0.5 1.7 23492.7
100000 130.5 0.5 1.8 24759.0
105000 148.8 0.5 1.9 25978.9
110000 171.6 0.5 2.0 27201.7
115000 196.1 0.6 2.1 28464.4
120000 226.5 0.6 2.2 29700.1
125000 255.2 0.6 2.3 30922.4
130000 289.8 0.6 2.4 32159.6
135000 326.7 0.7 2.5 33398.8
140000 368.7 0.7 2.6 34628.3

1000000 25934.0 5.0 17.8 247466.1

Tabelle 4.1: Durchschnittliche Laufzeiten und durchschnittliche Kreispackungszahl iiber
alle Wahrscheinlichkeiten p € {10 %,20 %, ...,90 %}.
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Abbildung 4.10: Laufzeit zur Bestimmung der Kreispackungszahl iiber alle Graphen (a)
und je Wahrscheinlichkeit p (b).
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Abbildung 4.11: Durchschnittliche Anzahl kantendisjunkter Kreise je tausend Kanten
(a) und durchschnittliche Anzahl gefundener Kreise je Sekunde (b).
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Zerlegung von Halin-Graphen

In diesem Kapitel werden nun spezielle 3-zusammenhéngende Graphen betrachtet, die
Halin-Graphen. Ein Graph G heifit minimal 3-zusammenhdngend, falls G 3-zusammen-
hiingend ist aber G|p\ fiir jede Kante e € F(G) nicht 3-zusammenhéngend ist. Ein
Graph G heifit Halin-Graph, falls |V(G)| = 4, 6(v) > 3 fir alle Knoten v € V(G) und G
aus der planaren Darstellung eines Baums 7' durch Verbinden seiner Blatter zu einem
Kreis C' konstruiert werden kann (vgl. Abbildung 5.1). Daher wird auch die Notation
G =T u C verwendet.

Abbildung 5.1: Ein Halin-Graph G = T u C. Der Kreis C' wird durch die gestrichelten
Kanten dargestellt, die {ibrigen Kanten induzieren den Baum 7.

Ein einfaches Beispiel eines Halin-Graphen ist ein sogenanntes Wheel. Ein Wheel W, ist
ein Graph mit n > 4 Knoten vy,...,v, mit 6(v1) = n — 1 und §(v;) = 3,i = 2,...,n.
Der Knoten vy (auch Zentrum genannt) ist adjazent zu allen Knoten, der Knoten v; ist
adjazent zu v;41 fiir i € {2,...,n — 1} und v, ist adjazent zu ve. Die Kanten (v, v;) fiir
i = 2,...,n heilen Speichen. In der Notation fiir Halin-Graphen W,, = T u C beschreibt
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T einen Stern bestehend aus einem Zentrum und zugehorigen Speichen. Ein Wheel W,
heifit gerade, falls n—1 eine gerade Zahl ist, und ungerade im anderen Fall. Halin-Graphen
(also auch Wheels) gehoren zu den planaren Graphen. Ein Wheel W,, besitzt weiterhin
exakt n — 1 innere Facetten, die von genau drei Kanten umrandet werden und Dreiecke
genannt werden. Ausschliellich die &uflere Facette ist unbeschrankt. Abbildung 5.2 zeigt
das gerade Wheel W7 mit Zentrum v; und Speichen (vq,v;) fiir i = 2,...,7 sowie sechs
Dreiecken, jeweils umrandet von zwei Speichen und einer weiteren zu C' gehorenden
Kante.

4 W7

Abbildung 5.2: Beispiel eines Wheel-Graphen.

Einige ansonsten N P-schwere Probleme auf Graphen konnen auf Halin-Graphen in po-
lynomieller Zeit gelost werden ([BPTO05]), wie beispielsweise das Traveling Salesman
Problem [CNP83|, die Bestimmung eines gewichtsmaximalen Matchings [YYDO07] und
der chromatischen Zahl [ZL97]. Auch hinsichtlich des Problems der maximalen Kreispa-
ckungen haben Halin-Graphen eine Eigenschaft, die fiir die Entwicklung eines Losungs-
algorithmus genutzt werden soll. So haben Cornuéjols et al. zur Losung eines TSP auf
gewichteten Halin-Graphen ausgenutzt, dass ein Halin-Graph auf eine spezielle Weise
in Wheels zerlegt werden kann [CNP83]. Mithilfe einer derartigen Wheel-Zerlegung soll
nun im Rahmen dieser Arbeit ein Algorithmus zur Bestimmung der Kreispackungszahl
eines Halin-Graphen entwickelt werden. Hierzu werden Resultate aus der Arbeit von
Gardner genutzt, in welcher eine eindeutige Zerlegung minimal 3-zusammenhéngender
Graphen in Wheels, sogenannte Twirls und zyklisch 4-zusammenhdngende Graphen ent-
wickelt wurde [Gar89]. Ein Twirl ist ein vollstandiger bipartiter Graph K3, mit n > 3.
Abbildung 5.3 zeigt den Twirl K34. Ein minimal 3-zusammenhangender Graph heifit
zyklisch 4-zusammenhdngend, wenn keine 3-Separation {G1, Ga} existiert, sodass sowohl

(1 als auch G4 einen Kreis enthalten.
Mit diesem Zerlegungsansatz konnen speziell Halin-Graphen, dhnlich wie in [CNP83],

in Wheels zerlegt werden. Weiterhin bietet sich aber damit auch eine Moglichkeit, die

Klasse der minimal 3-zusammenhéngenden Graphen zu untersuchen und die gewonnenen
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Abbildung 5.3: Beispiel eines Twirl-Graphen.

Zerlegungen fiir die Betrachtung von Kreispackungen nutzbar zu machen. Details dazu
liefert der folgende Abschnitt.

5.1 Wheel-Zerlegung eines Halin-Graphen

Ahnlich wie die SPQR-Zerlegung im Fall eines 2-zusammenhéngenden Graphen G soll
nun eine Zerlegung fiir Halin-Graphen erldutert werden. Im Falle der 2-zusammen-
hiangenden Graphen wurde dazu das Konzept der virtuellen Kanten entwickelt, um im
zugehorigen Baum 7T darzustellen, auf welche Weise G zerlegt wurde und wie die so
entstandenen Komponenten urspriinglich miteinander in Beziehung standen (siche Ab-
schnitt 4.3). Ein dhnliches Konzept soll zur Zerlegung minimal 3-zusammenhéngender

Graphen vorgestellt werden.

Es sei G ein 3-zusammenhiingender Graph und es gebe in G eine 3-Separation {G1, G2}.!
Es sei {s1,s2,83} = V(G1) n V(G2). Ein Paar {G), G} heiit einfache 3-Zerlegung
[CGW93, S. 8], falls es sich aus {G1, G2} auf folgende Weise ergibt:

1. Fur ¢ = 1,2 sei V(G}) = V(G;) u {z}. Der Knoten z € V(G}) heiit virtueller
Knoten.

2. Furi=1,2sei E(G}) = E(G;) v {(sj,z) |j=1,...,3}

3. Falls 6 (s;) = 2, kontrahiere in G; die beiden adjazenten Kanten (v, s;), (s}, z)
zur Kante (v, ).

4. Eine Kante e € E(G}) heiit virtuelle Kante, falls e = (s;,z) € E(G}) fur i = 1,2.

Beispiel 5.1
Abbildung 5.4 zeigt die Konstruktion einer einfachen 3-Zerlegung {G', G4} anhand eines

!Erinnerung: {G1, G2} heiit k-Separation von G, falls G = G1 U G2 mit [V (G1) nV(G2)| = k, E(G1) n
E(G2) = & und |E(G1)| = k,|E(G2)| = k.
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Beispielgraphen G' mit 3-Separation {G1, G2} und Separator {si, s2, s3}. Die virtuellen

SI
51
53
I Gy

Kanten sind gestrichelt dargestellt.

VANVAVA

G G s
BN
‘ 53 X ‘ X
—0 G} N
X X
O
\
51 V
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83 2

Abbildung 5.4: Konstruktion der einfachen 3-Zerlegung.

Wie man in Abschnitt 4.3 gesehen hat, mussten bei der Zerlegung von 2-zusammen-
hiangenden Graphen G spezielle 2-Separationen (Splits) verwendet werden. Unter Ver-
wendung derartiger Splits ergab sich dann eine eindeutige Zerlegung von G, deren Kom-
ponenten eine parallele oder serielle Struktur haben oder aber 3-zusammenhéngend sind.
Vor dem Hintergrund der Bestimmung einer maximalen Kreispackung zeigt sich, dass
es fur 3-zusammenhéngende Graphen G notwendig wird, eine 3-Separation {G, G5}
so durchzufithren, dass G} und G% bestimmte zusitzliche Eigenschaften erfiillen (siehe
[CGW93] oder [Gar89, S. 26]). Die Forderung zusétzlicher Eigenschaften machen die
beiden folgenden Beispiele deutlich.

Beispiel 5.2

Abbildung 5.5 zeigt eine 3-Separation {Gi,G2} eines minimal 3-zusammenhédngenden
Graphen G, bei welcher G9 einem sogenannten Claw-Graph, dem vollstdndigen bipartiten
Graph K 3, entspricht. Daraus ergibt sich die ebenfalls in Abbildung 5.5 dargestellte
einfache 3-Zerlegung {G, G4} von G. Vor dem Hintergrund mithilfe einer Zerlegung von
G kleinere Teilgraphen zu erzeugen (und diese dann einzeln weiter zu untersuchen) ist

diese Art der 3-Separation offensichtlich nicht zielfiihrend: So fiihrt die 3-Separation in
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diesem Beispiel zu einem Teilgraph G, welcher zum urspriinglichen Graphen G isomorph

ist, und somit nicht zu einer gewiinschten Verkleinerung.

G

% % 7 7/£]
Gy E G, Gl] =G / Glz

Abbildung 5.5: Auswirkungen einer (nicht zyklischen) 3-Separation.

Um zu verhindern, dass bei einer 3-Separation eines minimal 3-zusammenhéngenden
Graphen Claw-Graphen entstehen, werden nun zunéchst sogenannte zyklische 3-Sepa-
rationen betrachtet. Eine 3-Separation {G,Gs} eines minimal 3-zusammenhiingenden
Graphen G wird zyklische 3-Separation genannt, falls sowohl Gy als auch G5 einen Kreis
enthalten (siehe Abbildung 5.6). Minimal 3-zusammenhéngende Graphen, die keine zy-

klische 3-Separation besitzen, werden als zyklisch 4-zusammenhdngend bezeichnet. Dass

G

S1

S1 S1 S1
<] - > gz sz
G I » Gy G "o " Gy
Abbildung 5.6: Graph G mit 3-Separation {G1, G2} und zyklischer 3-Separation {G1, Ga}.

aber auch durch zyklische 3-Separationen noch keine Verkleinerung von G garantiert

wird, wird in folgendem Beispiel deutlich.
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Beispiel 5.3

Abbildung 5.7 zeigt einen Graphen G mit der einfachen 3-Zerlegung {G, G5}. Der durch
{s1, s2, s3} induzierte Teilgraph ist offenbar isomorph zu K3. Die Konstruktion der einfa-
chen 3-Zerlegung fiihrt zu drei virtuellen Kanten in G} und G5, sodass die Kantenanzahl
des Teilgraphen G der Kantenanzahl des Ausgangsgraphen G entspricht. So sind auch

durch diese Zerlegung keine kleineren Komponenten G/ entstanden.

Abbildung 5.7: 3-Separatoren induzieren K3 [Gar89.

Um Verkleinerungen zu garantieren, werden weitere Bedingungen an eine 3-Separation
gestellt. Diese weiteren Einschrénkungen sollen nun entsprechend [Gar89] eingefiihrt
werden. Sei dafiir {G1,G2} eine zyklische 3-Separation beziiglich der 3-Separatoren
{s1, s2, s3} eines minimal 3-zusammenhéngenden Graphen G. Sei weiterhin S3 die Menge
aller Kanten, welche in G; oder G2 inzident zu einem Knoten mit Knotengrad 1 sind,
und seien S, S die Mengen, welche sich durch E(G1\S3) bzw. E(G2\S3) ergeben. Dann
wird das geordnete Tripel S = (S, So;S3) fir S; € E(G) 3-Split von G genannt.

Beispiel 5.4

Abbildung 5.8 illustriert diesen Sachverhalt: Dort sind zwei 3-Separationen dargestellt.
Die 3-Separationen {G1, Go} (beziiglich des Separators {31, 32, 33}) und {G1, G2} (beziig-
lich des Separators {51, 52, 53}) fithren zu 3-Splits S = (57, 52; 53) und S = (57, 523 53).
Zur besseren Kenntlichmachung sind die Kantenmengen farbig gekennzeichnet: Die Men-

ge S| enthilt die blauen Kanten aus Gy, die Menge S5 enthilt die griinen Kanten
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aus Gy und die Menge S5 enthilt die roten Kanten. Die Menge C(S) mit C(S) :=
({31, 32, 33}, 53) heift Kontaktmenge. Der zweite 3-Split S mit C(S) ergibt sich analog.

oo LN
e v BT

Abbildung 5.8: 3-Separation {G1,Go} bzw. {G1, G2} und 3-Split S bzw. S von G.

Die in Beispiel 5.4 gezeigten 3-Separationen von G fiihren trotz unterschiedlicher 3-
Separatoren offensichtlich zum gleichen 3-Split. Dariiber hinaus induziert ein 3-Split eine
eindeutige einfache 3-Zerlegung. Anhand der Anzahl von Kanten in der Kontaktmenge
kann der 3-Split zusétzlich typisiert werden. Ein 3-Split ist vom Typ 14, falls |Ss| = ¢ fiir
i€ {0,1,2,3} gilt (siche Abbildung 5.9).

S Typ 0 R R Typ 1 L
Ge nE-ea Glx,ﬂ E/:Gz
-. ‘ p \\. : :. ‘ y \\. .:

Typ 2 . .' : Typ 3

Abbildung 5.9: Die vier verschiedenen 3-Split-Typen.

Nun werden bestimmte Eigenschaften von 3-Splits definiert. Zwei 3-Splits S = (S, S2; S3)
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und S" = (57,55;5%) heifilen verschieden, falls S; # S; und S; # Sj. Falls gilt, dass
Si\S} # & und S{\S; # O fiir alle 4,5 € {1,2}, heiBen S und S’ kreuzend. Erfiillen
zwei 3-Splits die Eigenschaften verschieden und nicht kreuzend zu sein, werden sie kom-
patibel genannt. Ein 3-Split, welcher mit jedem anderen kompatibel ist, wird dann ein
guter 3-Split genannt. Die Betrachtung guter Splits verhindert die bereits beschriebenen

3-Kreise, welche zu Teilgraphen ohne verringerte Kantenanzahl fiihren.

Beispiel 5.5

Die beiden 3-Splits S, S aus Abbildung 5.8 sind offenbar nicht verschieden. Zwei sich
kreuzende 3-Splits S bzw. S werden beispielsweise durch die zyklischen 3-Separation
{G1,G2} (Abbildung 5.10(b)) bzw. {G1, G2} (Abbildung 5.10(d)) induziert. Der durch
{G1,G>} (Abbildung 5.10(c)) induzierte 3-Split S ist hingegen nicht mit allen anderen
3-Splits kompatibel. Er kreuzt sich mit dem durch {Gy,Go} induzierten 3-Split S (Ab-
bildung 5.10(e)). Die 3-Separation {G1, G2} in Abbildung 5.10(a) induziert einen guten
3-Split.

@) o
<:S2 Szo\
«

G G [ S o Gy

T - o_
Sn kY] .< V S1
.53 53.\. N _ 53 _
Gy Ba— 2 1 ® o .E Gy
3
$1

Abbildung 5.10: Verdeutlichung der FEigenschaften unterschiedlicher 3-Splits.

Vor dem Hintergrund einen minimal 3-zusammenhéngenden Graphen G iterativ durch

gute 3-Splits zu zerlegen, erhalten die folgenden Aussagen besondere Bedeutung.
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Lemma 5.6 [CGW93]
Es sei G = (V,E) ein minimal 3-zusammenhéngender Graph. Die beiden folgenden

Aussagen sind dquivalent
(i) G enthalt keinen guten 3-Split

(ii) G ~ K3, (n > 3) oder G ~ W, (n > 4) oder G ist zyklisch 4-zusammenhéngend

Die grundlegende Idee besteht nun darin, fir G eine zyklische 3-Separation {G1, G2}
anzugeben, derart, dass der induzierte 3-Split S = {Sj,S3; 53} ein guter 3-Split ist.
Da Teilgraphen G, G% der induzierten einfachen 3-Zerlegung nach [CGW93, S. 12] nun
ebenfalls (minimal) 3-zusammenhéngend sind, kann der Splitprozess fir G} bzw. G
fortgesetzt werden, bis kein Teilgraph einen weiteren guten 3-Split erlaubt. Die im Lau-
fe eines solchen Zerlegungsprozesses entstehenden Teilgraphen G’ werden Splitkompo-
nenten genannt. Die Zerlegung in Splitkomponenten ist nach Satz 5.7 von [CGW93]

eindeutig.

Satz 5.7 [CGW93]
Es sei G = (V, F) minimal 3-zusammenhéngend. Dann gibt es eine eindeutige minimale

Zerlegung G := {G, G5, ..., Gy} mit der Eigenschaft

Gie G < G, ~ K3, oder G, ~ W, oder G zyklisch 4-zusammenhéingend.

Dabei ist eine Zerlegung G minimal beziiglich einer Eigenschaft, wenn es keine Zerlegung
G’ mit |G'| < |G|, die diese Eigenschaft ebenfalls erfiillt. Im Folgenden wird eine solche
Zerlegung verkiirzt die zu G zugehérige Zerlegung G genannt. Fiir einen Halin-Graphen

G kann Satz 5.7 noch spezifiziert werden.

Korollar 5.8
Es sei G = (V, E) ein Halin-Graph und G die zu G zugehérige Zerlegung. Dann gilt

GleGe G ~W,

Beispiel 5.9
Abbildung 5.11(a) zeigt einen Halin-Graph G. Die Zerlegung G von G resultiert in Kom-
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ponenten G%,i = 1,...,7, entsprechend der Abbildung 5.11(b).

Z

(b)

Abbildung 5.11: Halin-Graph G (a) und die zugehorige Zerlegung (b) mit Splitkompo-
nenten G, i =1,...,7.

Durch die eindeutige Zerlegung G := {G,G5,...,G\} von G entsprechend Satz 5.7
wird ein weiterer Graph 7 (G) = (M, A) induziert. Hierbei entspricht ein Knoten p € M
einer Splitkomponente G} und (u, 1') ist eine Kante in A, wenn die zu p und p' geho-
renden Splitkomponenten einen gemeinsamen virtuellen Knoten besitzen. Entsprechend
des Typs der jeweiligen Splitkomponente kann jedem Knoten p € M ein Knotentyp

zugeordnet werden:

o 1 ist ein W-Knoten, falls G} ein Wheel ist,
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e u ist ein T-Knoten, falls G} ein Twirl (K3, n > 3) ist,
o u ist ein R-Knoten, falls G} ein zyklisch 4-zusammenhéngender Graph ist.

Fiir eine solche Zerlegung G und den induzierten Graphen T (G) kann nun folgendes

festgestellt werden:

Satz 5.10
Sei G = (V, E) ein minimal 3-zusammenhéngender Graph und G := {G}, G5, ..., G\}
die zugehorige Zerlegung von G. Dann ist T(G) = (M, A) ein Baum.

Beweis: Da die Zerlegung G := {G, G5, ..., Gy} aus N Komponenten besteht und jede
Komponente durch genau einen Knoten in 7 (G) représentiert wird, besitzt 7 (G) genau
N Knoten. Nach Satz 5.7 ist die Zerlegung G eindeutig und keine der Komponenten
G’ € G besitzt einen guten 3-Split. Der iterative Prozess, der zur Zerlegung G gefiihrt
hat, kann daher ohne Beschrankung der Allgemeinheit wie folgt beschrieben werden:
Ein erster guter 3-Split von G fiihrte zur Zerlegung {G), H1}, der zweite gute 3-Split
von H; fihrte zur Zerlegung {G', G5, Ha}, der i-te gute 3-Split von H;_; fithrte zur
Zerlegung {G},G5, ..., G}, H;} und der N — 1-te gute 3-Split von Hy_o fithrte zur Zer-
legung {G', G5, ..., G'y}. Die Zerlegung G := {G), G, ..., Gy} ist daher iterativ durch
N — 1 gute 3-Splits entstanden. Nach Konstruktion besitzt 7(G) genau dann eine Kan-
te (u, 1) € A, wenn die zu p und g/ gehérenden Splitkomponenten G} und G, einen
gemeinsamen virtuellen Knoten besitzen. Das ist dann der Fall, wenn G} und G, die
Splitkomponenten eines guten 3-Splits sind. Da G iterativ durch N — 1 gute 3-Splits
entstanden ist, enthdlt 7(G) N — 1 Kanten und ist zusammenhéngend. Also ist 7(G)

ein Baum. O]

Analog zum SPQR-Baum fiir 2-zusammenhéngende Graphen wird dieser Baum WTR-

!
ITEREE

Splitkomponenten der Zerlegung G und den Knoten von 7 zu verdeutlichen. Da eine

Baum genannt. Aulerdem sei nun G = {G , Gy}, um den Bezug zwischen den

solche Zerlegung G und der dazu gehérende WTR-Baum 7 spéter zur Bestimmung von

Kreispackungen in G genutzt werden sollen, ist auch die Rekonstruktion von G aus der

Zerlegung G von Bedeutung.
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Satz 5.11
Sei G = {G), ,..., G}, } die zugehérige Zerlegung eines minimal 3-zusammenhéngenden
Graphen G und T(G) = (M, A) der zugehorige Baum. Der Graph G kann wie folgt

iterativ rekonstruiert werden:
1. Wihle eine Kante (p, ') € A und kontrahiere sie.

2. Verschmelze die Komponenten G, G, zum Graphen G, 1y = (V(y, ), Eu,pry) mit
E(M7MI) = E(G;l)\{(sj’x(ll»/l')) | j = 1,2,3} (@) E(Gly')\{(vk’?x(u,u’)) | k= 1,2,3}
V{(sj,vk) | €5 = (85, () € E(G),) und e = (vg, x(,,,0)) € E(G),) Vi, k} und

Vi) = V(G @} v V(G;ﬂ)\{x(u#’)}

3. Kontrahiere die Kante (s;,vx) € G, ), falls (55, (1)) b2w. (vk, 2(,,0)) virtuelle

Kanten in G, bzw. Gu’ waren.

4. Losche den virtuellen Knoten z(,, /. Starte dann erneut mit Schritt 1, falls A # .

Beweis: Nach Konstruktion besitzt 7(G) genau dann eine Kante (u, ') € A, wenn die
zu p und p' gehdrenden Splitkomponenten G, und G/, einen gemeinsamen virtuellen
Knoten besitzen. Das ist dann der Fall, wenn GL und G;/ die Splitkomponenten eines gu-
ten 3-Splits sind. Die Splitkomponenten GL und G;u eines guten 3-Splits entstehen durch
Konstruktion der einfachen 3-Zerlegung {G},, GL,} aus einer 3-Separation {G,, G/} Der
Ursprungsgraph G/, ) einer 3-Separation {G},, Gy} kann durch Zusammenfiihren der

Graphen G, und Gy an den Knoten des 3-Separators rekonstruiert werden.

Die Zerlegung G = {G),,, ..., G}, } ist iterativ durch N—1 gute 3-Splits entstanden. Jeder
dieser N — 1 guten 3-Splits kann iterativ durch Revertierung der einfachen 3-Zerlegung
auf eine 3-Separation und damit auf den Ausgangsgraphen der jeweiligen 3-Separation
zuriickgefiihrt werden: Durch Schritt 1 der Rekonstruktion wird jeder gute 3-Split ein-
mal bearbeitet. Schritt 2 vereint Kanten- und Knotenmengen beider Komponenten GL
und GL,, 16scht die mit dem virtuellen Knoten z(,, .y inzidenten Kanten, welche bei der
Konstruktion der einfachen 3-Zerlegung ergénzt wurden, und verschmilzt die Kompo-
nenten an den Kanten e; € GL und e; € G;u- In Schritt 3 werden alle virtuellen Kanten
ej € G,y kontrahiert. Schritt 4 16scht den in der einfachen 3-Zerlegung hinzugefiigten
virtuellen Knoten z(,, . Der so entstandene Graph G, ) besitzt einen guten 3-Split,

welcher zu den Splitkomponten G, G fiihrt. |
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Bemerkung 5.12
Da nach Korollar 5.8 fiir einen Halin-Graphen G und die zugehérige Zerlegung G

GieGesGi~W,

gilt, besteht T (G) ausschliefllich aus W-Knoten. 7 (G) wird dann auch W-Baum genannt.

Die Abbildung 5.12(b) zeigt nun den W-Baum zum bereits bekannten Halin-Graphen

und der zugehorigen Zerlegung.

Z

()

Abbildung 5.12: Halin-Graph G (a), die zugehérige Zerlegung (c) und der zugehoriger
W-Baum (b).
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In [Gar89] und [CGW93] wird ein Polynomialzeitalgorithmus zur Ermittlung der eindeu-
tigen Zerlegung G eines minimal 3-zusammenhdngenden Graphen entsprechend Satz 5.7
formuliert. Algorithmus 5.1 bestimmt sukzessive gute 3-Splits solange bis kein solcher

mehr gefunden werden kann. Da nach [CGWO93| die Zerlegung eines minimal 3-zu-

Algorithmus 5.1 Zerlegung eines minimal 3-zusammenhéngenden Graphen [Gar89]

Eingabe: Ein minimal 3-zusammenhingenden Graph G.

Ausgabe: Zerlegung G von G entsprechend Satz 5.7.

1 G {G} ~

while 3G € G mit G besitzt einen guten 3-Split do
Konstruiere die zugehérige einfache 3-Zerlegung {G1, G2}
G < G\{G} v {G1,Ga}

end while

: G ist die Zerlegung von G

—_

sammenhéngenden Graphen G héchstens N > max{1,2|V(G)| — 10} Elemente besitzt,
muss in Algorithmus 5.1 hochstens O(|V(G)|)-mal ein guter 3-Split bestimmt werden.
Fiir die Bestimmung eines guten 3-Splits wird in [CGW93] ebenfalls ein Verfahren an-
gegeben (siehe Algorithmus 5.2). Fiir den Algorithmus wird eine weitere Version der
Definition eines 3-Splits benétigt, die die Knotenmengen der Kanten in S; verwendet.
Sei S = (51, S2; 53) ein 3-Split. Fir i = 1,2 sei X; := V(Gg, ), das heifit die Knotenmen-
ge des durch S; induzierten Graphen. Entsprechend [CGW93] gilt dann G|x, = G, fiir
i = 1,2, sodass ein 3-Split S eindeutig durch {X;, X2} bestimmt wird. Daher wird nun
{X1, X5} ebenfalls als 3-Split bezeichnet. Die Menge C'(X;) bezeichne wiederum die Kon-
taktmenge, das heiBt die Knotenmenge, die sich aus dem Schnitt X; N V(G| E(é)\E(é‘Xi))
ergibt.

Mithilfe von Algorithmus 5.2 wird zunéchst nach guten 3-Splits gesucht, die zu Wheel-
oder Twirl-Komponenten fiithren, da nach Satz 5.7 eine Zerlegung aus Wheels, Twirls
oder zyklisch 4-zusammenhéngenden Graphen besteht. Zur Identifikation einer Wheel-
Komponente werden alle Kanten im Graphen G untersucht, die moglicherweise der Spei-
che eines Wheels in der Zerlegung entsprechen kénnten. Falls eine solche Kante existiert,
wird in Zeile 4-6 untersucht, ob weitere adjazente Kanten existieren, die diese Kante so
erginzen kénnen, dass sie einen Teilgraph eines Wheels induzieren. Die Menge X eines
potenziellen 3-Splits {X7, X2} wird dann aus dem potenziellen Zentrum w eines Wheels
und den adjazenten Knoten in W gebildet, die Menge X» aus den iibrigen Knoten. Falls
|W| > 1 und der 3-Split vom Typ 3 ist, ist {X7, X2} ein guter 3-Split. Ist aber |WW| > 1
und der 3-Split vom Typ 2, gibt es gegebenenfalls einen kreuzenden 3-Split. Dann ist
{X1, X5} kein guter 3-Split. Falls [IW| = 1 ist, ist {X1, X2} kein 3-Split. Existiert aber fir

G|x, ein 2-Separator {w,y}, sodass y kein Element der Kontaktmenge ist, kann ein guter
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Algorithmus 5.2 Bestimmung eines guten 3-Splits [Gar89]

Eingabe: Ein Graph G mit G # Ksn (n = 3) und GzW, (n=4).
Ausgabe: Ein guter 3-Split von G.

©

—_
—_

12:
13:
14:
15:
16:
17:
18:

19:
20:
21:
22:
23:
24:

25:
26:
27:
28:
29:
30:
31:
32:
33:
34:
35:
36:
37:
38:
39:

,_.
= e

> Finde guten 3-Split, der eine Wheel-Komponente erzeugt:
for (v,w) € E(G) mit §(v) = 3 und §(w) > 4 do
W« {v}
for u e V(G)\(W u {w}) do
if 6(u) = 3 und wu ist adjazent zu w und mindestens einem weiteren Knoten aus W then
end if
end for
X1« W U {w} und Xz « V(G)\W
if |W|> 1 und {X,, X2} ist Typ 3 then
return {X, X5} ist ein guter 3-Split.
else if (|W|> 1 und {X1, X2} ist Typ 2) oder |IW| = 1 then
if G|x, besitzt einen 2-Separator {w, y} fiir y € X2\C(X2) then
Wiéhle y so, dass fiir die zugehdrige 2-Separation {G|E1,C~¥|E2} die Zahl |F;| minimal ist.
Sei {Y1, Y2} der von {G|E1,C~¥|57§1} induzierte 3-Split.
return {Y1,Y>} ist ein guter 3-Split.
end if
end if
end for
> Finde guten 3-Split, der eine Twirl-Komponente erzeugt:
for u,v € V(G) mit {(u, h;) |i=1,2,3} < E(G) und {(v, h:) |i=1,2,3} < E(G) do
Wihle Komponente H von G\{h1, h2, hs} mit |V (H)| > 1.
Ey — EH) u{(z,y) € E(G) | z€ V(H) und y € {h1, h2, h3}}
Sei {Xl, XQ} der von {G|E1 s G'E(@)\El} induzierte 3-Split.
return {X1, X} ist ein guter 3-Split.
end for
> Finde irgendeinen 3-Split:

for v € V(G) mit 6(v) = 3 do
if u,we V(G) mit 6(u) = §(w) = 3 und (u,v), (w,v), (u,w) € E(G) then
X1 « {u,v,w} und Xz « V(G)\X1
return {X, X5} ist ein guter 3-Split.
end if
end for
for v e V(G) do
Bestimme, falls moglich, einen Tutte-Split {G}, G5} in G\{v}.
Sei {u,w} der 2-Separator zu {G%, G5}.
if {u,w} # & then
Sei {G1, G2} die durch den 3-Separator {u,v,w} erzeugte 3-Separation.
Sei {X1, X2} der von {@1, ég} induzierte 3-Split.
return {X1, X} ist ein guter 3-Split.
end if
end for
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3-Split konstruiert werden. Enthilt G |xx, mehrere solcher 2-Separatoren, wird derjenige
gesucht, fiir den die Kantenmenge E; bei zugehériger 3-Separation {G| El,é’| £, } mini-
mal ist. Nach Konstruktion von W enthélt G|z aufer w und y noch mindestens einen
weiteren Knoten. Da G 3-zusammenhéngend ist, enthélt |E;| mindestens drei Kanten.
Daher ist {G] E‘lvé| p_f, ) eine 3-Separation und der induzierte 3-Split {Y7, Y2} ist ein
guter 3-Split. Konnte entsprechend Zeile 1-18 kein guter 3-Split gefunden werden, der zu
einer Wheel-Komponente in der Zerlegung G fiihrt, wird als néchstes nach einem guten

3-Split gesucht, der zu einem Twirl fihrt.

In den Zeilen 19-24 wird ein Teilgraph eines Twirls H = K32 mit den Knoten {u,v} u
{h1, ha, h3} mit §(u) = 6(v) = 3 und §(h;) = 2 fiir i = 1,2,3 gesucht. Falls ein solcher
Twirl existiert, werden die Komponenten betrachtet, in die der Restgraph G\{h, ha, h3}
zerfallt, damit eine 3-Separation konstruiert werden kann. Da G minimal 3-zusammen-
héngend ist, gehoren alle Komponenten, die nur einen Knoten enthalten zum gesuchten
Twirl H = K3,. Der Graph H bildet dann den einen Graphen der 3-Separation zum
3-Separator {hi, hy, h3} und der Graph, induziert durch die Kanten der Komponente H
mit |V (H)| > 1, bildet zusammen mit den Kanten, die sie mit {hy, ho, h3} verbinden (im
Algorithmus bezeichnet mit £;), den anderen Graphen der 3-Separation. Der induzierte
3-Split {X1, Xo} ist ein guter 3-Split. Konnte entsprechend Zeile 19-24 kein guter 3-
Split gefunden werden, der zu einer Twirl-Komponente in der Zerlegung fiihrt, existieren
keine kreuzenden 3-Splits in G, sodass jeder 3-Split ein guter 3-Split ist. Daher wird als

néchstes nach einem beliebigen 3-Split gesucht.

In den Zeilen 25-30 wird G auf Dreiecke untersucht, da ein Dreieck einen 3-Split induziert.
Falls G auch kein Dreieck enthélt, wird in den Zeilen 31-39 fiir beliebige Knoten v € V(G)
ein Tutte-Split in G\{v} gesucht. Gibt es einen solchen Tutte-Split mit 2-Separator {u, w}
in G\{v}, ist {u, v, w} ein 3-Separator fiir G und der zugehérige 3-Split ein guter 3-Split.
Sollte auch auf diese Weise kein guter 3-Split gefunden werden, ist G ein zyklisch 4-zu-

sammenhéngender Graph und entspricht somit einer Komponente G; in G.

Das hier entsprechend [CGW93; Gar89] beschriebene Verfahren zur Bestimmung eines
guten 3-Splits hat eine Laufzeit von O(|V (G)||E(G)|), sodass das Verfahren zur Bestim-
mung der Zerlegung von G insgesamt O(|V (G)?|E(G)|) Zeit benétigt.

Die in diesem Abschnitt definierte Zerlegung soll spater zur Formulierung eines Verfah-

rens dienen, welches kantendisjunkte Kreispackungen in Halin-Graphen bestimmt.
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5.2 Ergebnisse zu Fans und guten 3-Splits in
Halin-Graphen

Mithilfe der Verkleinerung eines Halin-Graphen G zu Wheels konnten Cornuéjols et al.
in dieser Klasse von Graphen bereits ein polynomielles Verfahren fiir ein anderes im All-
gemeinen NP-schweres Problem entwickeln: das Traveling Salesman Problem [CNP&3].
Das dort vorgestellte Vorgehen G zu verkleinern basiert auf der Kontraktion spezieller
Teilstrukturen eines Halin-Graphen, sogenannter Fans. Da eine Beziehung zwischen der
Kontraktion eines Fans und einer Zerlegung mithilfe guter 3-Splits besteht, soll nun erst
das in [CNP83] vorgestellte Vorgehen zur Verkleinerung von G vorgestellt werden. Im
Anschluss daran werden wichtige Ergebnisse aus [CNP83] erlautert, welche spéter zur
Bestimmung einer maximalen kantendisjunkten Kreispackung verwendet werden kon-

nemn.

Es sei G = T'u (' ein Halin-Graph und T enthalte mindestens zwei Knoten, die kein Blatt
sind. Sei nun w ein Knoten in 7" mit d7(w) # 1, welcher zu genau einem weiteren Knoten
v € V(T) mit dp(v) # 1 adjazent ist. Die Menge aller mit w adjazenten Blatter in T
wird mit C(w) bezeichnet. Der durch die Knotenmenge {w} u C(w) induzierte Teilgraph
von G heifit Fan (dt. Facher), der Knoten w heifit Zentrum des Fans. Abbildung 5.13
zeigt einen Halin-Graphen und die Fans F}, Fy, F3, F4. Die rot markierten Knoten sind

die Zentren des jeweiligen Fans.

Abbildung 5.13: Halin-Graph G und Fans Fy, ..., Fy.

Es gilt die folgende Aussage:
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Lemma 5.13 [CNP83]
Sei G = T u C ein Halin-Graph, der kein Wheel ist. Dann besitzt G mindestens zwei

Fans.

Auf Basis dieser Aussage haben Cornuéjols et al. in [CNP83] eine Verkleinerung eines
Halin-Graphen definiert, welche nun erlautert werden soll. Sei G = (V, E) ein Halin-
Graph und F € G ein Fan. Entsprechend [CNP83] sei G x F' = (V(G x F),E(G x F))
der Graph, der aus G durch Kontraktion von F' zu einem Pseudoknoten wp entsteht,

genauer:

V(G x F) =V(G\V(F) o {wr}.
E(G x F) :=E(G)\E(F)
U {(u,wp) | (u,v) € G mit u¢ V(F) und v e V(F)}
\{(u,v) |u ¢ V(F)und v e V(F)}.

Ein Beispiel einer solchen Verkleinerung zeigt Abbildung 5.14 anhand des Graphen G
mit Fan Fy. Der Fan F} wird zu einem Pseudoknoten wp, kontrahiert, die Adjazenzen
zwischen den Knoten des Fans und den tibrigen Knoten des Graphen werden durch
entsprechende Kanten zwischen dem Pseudoknoten und den iibrigen Knoten des Graphen

dargestellt.

Abbildung 5.14: Halin-Graph G und der verkleinerte Graph G x F.

Fiir einen im Vergleich zu G verkleinerten Graphen G x F' gilt nun weiter die folgende

Aussage.
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Lemma 5.14 [CNP83]
Sei F' ein Fan in einem Halin-Graph G. Dann ist G’ := G x F ebenfalls ein Halin-Graph.

Bemerkung 5.15
Ist G = T'u C ein Halin-Graph und F ein Fan in G, so hat G’ = G x F eine Darstellung
G' =T v C'. Offenbar ist 7" < T. Genauer gilt 7" = T\C(w) fir F = {w} v C(w).

Sei F(G) = {F | F ist Fan in G} die Menge aller Fans in G. Sei F = {Fy,...,F}
F(G). Dann ist G x F := (((G x Fy) x Fy) x ...) x F},. Bei gegebener Menge F ist das
Ergebnis G x F unabhingig von der Reihenfolge der Operationen.

Betrachte nun einen Fan F mit Zentrum w in einem Halin-Graphen G. Der Teilgraph F'
von G mit F := F U {{v,w} e E(G) |v¢ F}u {{v,0} € E(G) | v¢ F,iw e C(w)} heift
erweiterter Fan. F entspricht also dem Fan F erginzt um die drei Kanten, die F mit
dem restlichen Halin-Graphen verbinden (siehe Abbildung 5.15).

Abbildung 5.15: Halin-Graph G und der erweiterte Fan Fj.

Mithilfe des Begriffs eines erweiterten Fans kann nun eine Aussage zur Beziehung zwi-
schen der Kontraktion eines Fans und einer Zerlegung mitihlfe guter 3-Splits getroffen

werden.

Satz 5.16
Sei F' ein Fan in einem Halin-Graph G = T'U C und F der entsprechend erweiterte Fan.
Dann ist S = (F(F), E(G\F); E(F\F)) ein guter 3-Split in G.

Beweis: Betrachte zur begleitenden Illustration der folgenden Erlduterungen Abbil-
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Abbildung 5.16: Skizze eines Halin-Graphen G

dung 5.16. Angenommen es existiert ein 3-Split S mit zyklischer 3-Separation {G, G2}
derart, dass S und S kreuzend sind. Sei e; € 81\31 und ey € 51\52. Daraus folgt
{51, 82,83} nC(w) # &. O.B.d.A. sei §; € C(w). Angenommen w ¢ {52, 53}, dann gehort
w entweder zu V(G1) oder zu V(Gs) (aber nicht zu beiden Knotenmengen). O.B.d.A.
sei w € V(G1). Dann ist aber C(w) ¢ V(G) und somit é;,é € V(G1). Das ist ein
Widerspruch zur Annahme, dass S und S kreuzende 3-Splits sind.

O.B.d.A. sei 59 = w. Da w e T, muss §3 € C gelten.

Fall 1: Sei 33 € V(F)\{w,§2}. Dann ist aber S; < S; oder Sy S, das heiBt, es gilt
5’1\5’1 = (f oder 52\51 = (. Das ist ein Widerspruch zur Annahme, dass S und

S kreuzend sind.

Fall 2: Sei 33 ¢ V(F), dann ist 53 € C\V(F). Dann liegen ¢ und & in verschiedenen
Zusammenhangskomponenten der Zerlegung {G1,G2}. O.B.d.A. sei ¢; € G1 und
Co € @2. Betrachte den eindeutig bekannten Weg P(¢éq, ¢2) in G, der ausschliellich
aus Kanten von T besteht. P(ci, ¢2) muss mindestens einen inneren Knoten w € T
enthalten. Offenbar muss w ¢ P(¢1,¢2) gelten, da F' sonst kein Fan wére. Damit
ist aber ¢ von ¢; aus in G4 erreichbar, das heifit ¢, € G4. Das ist ein Widerspruch
zu der Annahme, dass S ein 3-Split ist. OJ

Somit kann festgehalten werden, dass ein Fan F' in einem Halin-Graphen G einen guten

3-Split induziert, welcher immer vom Typ 3 ist.
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Korollar 5.17
Sei G ein Halin-Graph und 7 (G) der zu einer Zerlegung G von G gehoérende Baum. Dann
gibt es fiir jeden Fan F' < G einen Knoten p € V(7(G)) mit F' < G, und G, enthélt

keine virtuelle Kante.

Damit kann also jeder Fan eines Halin-Graphen G einem Blatt 1 und dementsprechend

auch einem Graphen G, zugeordnet werden.

Korollar 5.18
Sei G ein Halin-Graph und 7 (G) der zu einer Zerlegung G von G gehorende Baum. Sei
F < G der Fan mit ' < G,. Dann gilt

(i) fir den Halin-Graphen G x F ist T(G x F) = T(G)\{u}.

(ii) Ist w € V(G) Zentrum von F, so ist w Zentrum von G,.

Nachdem nun die Beziehungen zwischen einem Fan im Halin-Graphen G, einem guten
3-Split in G und einer Splitkomponente der Zerlegung G erldutert wurden, kann nun
eine weitere Eigenschaft fiir einen Fan F' und eine Splitkomponente G, mit F' < G,

beschrieben werden.

Bemerkung 5.19
Sei G ein Halin-Graph und 7(G) der zu einer Zerlegung G von G zugehérige Baum. Sei
F < G der Fan mit F' < G,. Wenn F eine (un-)gerade Anzahl von Facetten besitzt,

besitzt G, ebenfalls eine (un-)gerade Anzahl von Facetten.
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Kapitel 6

Kreispackungen in Halin-Graphen

Im vorherigen Kapitel konnten vielversprechende Eigenschaften einer Zerlegung von
Halin-Graphen aufgezeigt werden. Nun werden spezielle Halin-Graphen betrachtet, fiir
die mithilfe der Erkenntnisse aus Kapitel 5 eine maximale Kreispackung bzw. die Kreispa-
ckungszahl bestimmt werden soll. Hierflir werden zunéchst einige Definitionen beno-

tigt.

6.1 Maximale Kreispackungen in speziellen Halin-Graphen

Ein Graph G = (V| E) heifit kubisch, falls 6(v) = 3 fir alle v € V gilt. Ein Baum T heifit
Caterpillar, falls der Teilgraph P von T, der dadurch entsteht, dass sdmtliche Blatter
in T entfernt werden, einen Weg P = (v1,v9,...,v;) der Linge k > 2 beschreibt. Wir
nennen P den zu T gehorigen Weg. Einen Halin-Graphen G = T u C mit T Caterpillar
nennen wir Caterpillar-Halin- Graphen. Existiert zu einem Caterpillar-Halin-Graph eine
Nummerierung der Knoten in C mit C' = (ug, u1, ..., u|c|—1, uo), sodass fiir jeweils zwei
Kanten (vj,u,), (vj,us) € E(G) mit ¢ < j auch r < s gilt, heift G Necklace-Halin-
Graph.

Ist G = T u C ein kubischer Caterpillar-Halin-Graph mit zugehoérigem Weg P =

(v1,...,vk), dann gibt es ug, uy, ..., Uk, ug+1 mit der Eigenschaft

e V(G)=V(P)uV(C)={v1,...,0%,up,...,Uuxr1} SOWie
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Kapitel 6 Kreispackungen in Halin-Graphen

] E(G) = {(ui,vi) | 1<1< k} U {(’LLO,'Ul), (uk+1,vk)} U E(C)

In einem kubischen Caterpillar-Halin-Graph ist fiir 2 < ¢ < k — 1 also jeder Knoten v;
adjazent zu genau einem Blatt u; von T. Die Knoten vy und vy sind jeweils zu genau

zwei Blattern von T' adjazent.

Abbildung 6.1: Beispiel eines kubischen Caterpillar-Halin-Graph

Ist G = TuC ein kubischer Necklace-Halin-Graph mit zugehorigem Weg P = (vq, ..., v),

dann gibt es ug, u1, ..., ug, upr1 mit der Eigenschaft
e V(G)=V(P)uV(C)={v1,...,0%,up,...,ur1} sowie

o B(G) = {(ui,vi) | 1 <1 <k} o {(upuip) |0 <i <k} u{(uv,vie) |1 <d<
k =2} U {(uo, uk+1){(uo, v1), (wrt1, vi)}-

In einem kubischen Necklace-Halin-Graph ist fur 2 < ¢ < k — 1 also jeder Knoten v;
adjazent zu genau einem Blatt u; von 7', wobei eine planare Darstellung angegeben
werden kann, sodass die Blatter sich alle unterhalb des Weges P befinden. Die Knoten
v1 und vg sind jeweils zu genau zwei Blattern von T adjazent. Wir bezeichnen einen
kubischen Necklace-Halin-Graph, dessen zugehoriger Weg P die Linge k besitzt, mit
Np. Abbildung 6.2 zeigt den kubischen Necklace-Halin-Graphen N5. Offenbar besitzt Ny,

|4 V2 V3 V4
up up us Uuq us

Abbildung 6.2: Kubischer Necklace-Halin-Graph N5
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Kapitel 6 Kreispackungen in Halin-Graphen

die Ordnung 2k + 2.

Der Girth v(G) eines Graphen G bezeichnet die Lange eines kiirzesten Kreises in G.
Dartiber hinaus bezeichnet v2(G) bzw. v3(G) die Lange eines zweit- bzw. drittkiirzesten

Kreises in G.

Satz 6.1
Sei N, =T w0 C mit k = 2 ein kubischer Necklace-Halin-Graph der Ordnung n. Dann ist

-2 22|15

Beweis: Fir k = 2 besitzt T nach Definition k + 2 = 4 Blatter und No somit 6 Knoten.
Die folgende Abbildung 6.3 zeigt den Graphen N.

ui uz

Abbildung 6.3: Kubischer Necklace-Halin-Graph N,

Offensichtlich ist v(Np) = |22| = |§] = 2.

Sei nun k£ = 3. Offenbar ist n = 2k + 2.

(i) Ist C ein Kreis in Ny, so enthilt ¢’ mindestens eine Kante e € E(C). Da |E(C)| =
k 4+ 2 gilt und Nj kubisch ist, kann es hochstens [@J kantendisjunkte Kreise
in Ng geben, das heift

o 12 )]

2 2 2 4 2 4 2 4

ii) Nun ist zu zeigen, dass auch v(Ng) = Ei2 gilt.
2

Fall 1: Es sei k eine gerade Zahl. Betrachte folgende in Abbildung 6.4 rot markierte
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Kapitel 6 Kreispackungen in Halin-Graphen

kantendisjunkte Kreispackung. Die markierte Kreispackung Z enthalt zwei

Abbildung 6.4: Kubischer Necklace-Halin-Graph Ny mit £ > 3 und k gerade

Kreise der Linge drei und % Kreise der Lange vier. Damit lésst sich |Z]

abhéingig von n wie folgt bestimmen.

|Z|=2+k_2:k+2: {k+2J _ [2(k+1)+1J _ VJFIJ _ [n+2J

2 2 2 4 2 4 2 4

Fall 2: Es sei k eine ungerade Zahl. Betrachte folgende in Abbildung 6.5 rot mar-

kierte kantendisjunkte Kreispackung. Die markierte Kreispackung Z enthalt

V4

o o —9o o - o o
Uy

Abbildung 6.5: Kubischer Necklace-Halin-Graph Ny mit & > 3 und k ungerade

zwei Kreise der Lénge drei und % Kreise der Lénge vier. Damit lasst sich

| Z| abhéngig von n wie folgt bestimmen.

|Z|_2+k—3_k+1_ k+1+1 k42| |n+2
N 2 2 | 2 21 | 2 | | 4
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Kapitel 6 Kreispackungen in Halin-Graphen

Fiir die Kreispackungszahl von Nj muss also folgendes gelten:

WHERES

Aus (i) (V) < [222] und (ii) v(Ny) = |2F2] folgt dann v(Ny) = [ 232]. 0

Nun betrachten wir einen (nicht notwendigerweise kubischen) Necklace-Halin-Graphen.

Ein Beispiel eines solchen Graphen zeigt Abbildung 6.6.

Vi V2 V3
uop I uz
up Uy usz Uuq us Uug

Abbildung 6.6: Beispiel eines (nicht kubischen) Necklace-Halin-Graphen

Auch in einer solchen Situation kann die Kreispackungszahl und eine maximale Kreispa-

ckung unmittelbar angegeben werden.

Satz 6.2
Sei N =T u C ein Necklace-Halin-Graph der Ordnung n. Dann ist

y(Ny) = {”;kJ

Beweis: Ist C' ein Kreis in N, so enthélt C' mindestens eine Kante e € E(C). Da
|E(C)| =n — k gilt und 6(v) = 3 fiir v € C, kann es hochstens l|E(270)\J kantendisjunkte
Kreise in Ny geben, das heif3t

V(Ny) < {”_kJ .

2

Seien P = (vy,...,v;) der zu Ny gehérende Weg und C' = (ug, ..., u,—r—1) der duBere
Kreis in Ni. Da Nj ein Halin-Graph ist, gibt es zu jedem Knoten u; € C' genau einen
Knoten a(u;) € V(P).
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Kapitel 6 Kreispackungen in Halin-Graphen

Fall 1: Die Zahl n — k ist gerade. Betrachte die Kreispackung

Z = {(uiaui+1aa(ui+1)7a(ui)7ui) | i=0,2,...,n—k— 2}

Es handelt sich um eine kantendisjunkte Kreispackung mit Kardinalitit |Z| = 25%.

Fall 2: Die Zahl n — k ist ungerade. Betrachte die Kreispackung
Z = {(ui, uit1,a(uiyr),a(ui),w;) |1 =0,2,...,n — k—3}.

Es handelt sich um eine kantendisjunkte Kreispackung mit Kardinalitit |Z| =

N

Damit gilt die Behauptung. O

Die Kreispackungszahlen fiir Necklace-Halin-Graphen sind offenbar einfach zu bestim-
men. Im néchsten Schritt soll die groflere Klasse der Caterpillar-Halin-Graphen betrach-
tet werden. Zur Bestimmung der Kreispackungszahl v(G) als auch einer maximalen
Kreispackung Z*(G) fiir kubische Caterpillar-Halin-Graphen G wird nun ein zu G mo-
difizierter dualer Graph G* verwendet. Es sei GG ein planarer Graph zusammen mit
einer planaren Darstellung. Es sei BT (G) die Menge der Facetten von G. Der Graph
G* = (V* E*) heiBt Dualgraph von G, falls V* = BT(G) und (B,B’) € E* genau
dann, wenn B und B’ eine gemeinsame Kante in G haben. Die Einbettung eines 3-
zusammenhéngenden Graphen und sein Dualgraph kénnen in O(|V]) Zeit bestimmt
werden [EKO05]. Den zum Graphen G aus Abbildung 6.1 gehorenden Dualgraph G* zeigt
Abbildung 6.7 (roter Graph).

Abbildung 6.7: Beispiel eines Graphen G und seines Dualgraphen G*

Nun soll ein modifizierter Dualgraph G}, , betrachtet werden. Dazu sei G ein planarer
Graph zusammen mit einer planaren Darstellung. Ist B, € BT (G) die duflere Facette
von G, so heifit der Graph G* G*\{B,} der innere Dualgraph von G. Der innere

mod —
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Kapitel 6 Kreispackungen in Halin-Graphen

duale Graph G, . entsteht also durch Loschen des Knotens B, in G*, welcher die duflere
Facette in G reprasentiert, und der mit ihm inzidenten Kanten. Zu dem in Abbildung 6.7
schwarz gekennzeichneten Graphen G entspricht der innere duale Graph G, dem roten
Graphen ohne den nicht farbig ausgefiillten Knoten und die gestrichelt gekennzeichneten
inzidenten Kanten. Sei nun B(G) := BT(G)\{B,} die Menge der inneren Facetten von
G.

In einer planaren Darstellung eines kubischen Caterpillar-Halin-Graphen G trennt P
die Menge der inneren Facetten B(G) in G und damit auch die Menge der Knoten
B(G) € V(G%,,,) in zwei disjunkte Teilmengen. Wir bezeichnen mit B,(G) die Menge

der Facetten oberhalb von P und mit B;(G) die Menge der Facetten unterhalb von P.
Ist B € B(G) eine Facette, so bezeichne V(B) die durch B induzierten Knoten in G.

Satz 6.3
Der innere duale Graph G, . eines kubischen Caterpillar-Halin-Graphen G ist ein seri-

enparalleler Graph.

Beweis: Sei G = T u C ein kubischer Caterpillar-Halin-Graph zusammen mit einer

*
mod

planaren Darstellung. Offensichtlich ist G planar. Da G kubisch ist, entspricht jede
Facette B* € B*(G%, ;) einem Dreieck. Da zudem T Caterpillar mit zugehérigem Weg
P = (vi,...,vg), k = 2, ist, gibt es mindestens zwei Knoten By und By in G}, mit
(5szd(B1) = 5anod(32) = 2. Weiterhin gilt B(G) = Bs(G)UB:(G) mit Bs(G), B:(G) #
&, sodass fiir jede Facette B* € B*(G}, ;) entweder |V (B*) n Bs(G)| = 2 und |V (B*) n

B.(G)| = 1 gilt oder |[V(B*) n Bs(G)| = 1 und |V(B*) n Bi(G)| = 2. Damit léasst sich

G} .4 Wie folgt auf den K reduzieren:

1. Wéhle den Knoten B; € G}, ;. Wegen 6+ d(Bl) = 2 ist dieser Knoten adjazent
zu einem Knoten By € Bs(G) und By € Bi(G).

2. Verschmelze den Kantenzug (Bs, By, By) in G}, zur Kante (B, By).
3. Losche eine der beiden parallelen Kanten (B;, By) € G}, ;- Dadurch reduziert sich

der Knotengrad von Bs und B; um eins, sodass entweder 0.« d(Bs) = 2 oder
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Kapitel 6 Kreispackungen in Halin-Graphen

4. Setze B; := B fiir B € { B, B} mit 0 d(B) = 2 und starte erneut mit Schritt 1.

Damit ist G, , serienparallel. O

Nun kann das Problem der Bestimmung einer maximalen Kreispackung auf kubischen
Caterpillar-Halin-Graphen G auf eine andere Problemstellung auf dem modifizierten
dualen Graphen zuriickgefiihrt werden. Sei G = (V, E) ein Graph. Eine Knotenteilmenge
I € V von G heifit stabile bzw. unabhdingige Menge in G, wenn keine zwei Knoten aus
I adjazent in G sind. Die Unabhdngigkeitszahl a(G) bezeichne die maximale Grofie von
I in G. Fur einen Halin-Graphen G gilt v(G) = a(G*) entsprechend [Ste21]. Dariiber
hinaus wurde in [Tol89] gezeigt, dass die maximale stabile Menge eines serienparallenen

Graphen in linearer Zeit bestimmt werden kann. Es ergibt sich somit

Korollar 6.4
Sei G ein kubischer Caterpillar-Halin-Graph. Dann kann

(i) ¥(G) in linearer Zeit bestimmt werden,
(ii) Z(G) in linearer Zeit bestimmt werden und

(iii) v(G},,q) und Z(GF, ;) konnen in linearer Zeit bestimmt werden.

Die Aussage von Korollar 6.4(iii) ist eine unmittelbare Konsequenz aus der Verwendung

von Algorithmus 4.5. Auflerdem stellen wir folgendes fest:

Korollar 6.5
Sei G ein kubischer Caterpillar-Halin-Graph und G die zugehoérige Zerlegung von G.
Dann gilt

GieGe G ~W,.

Beweis: Nach Korollar 5.8 gilt G} € G < G} ~ W, fiir einen Halin-Graphen G. Da G ein
kubischer Caterpillar-Halin-Graph ist, ist auch jedes G; kubisch. Damit gilt G, ~ W,.[]

Im néchsten Schritt kénnen diese Ergebnisse auf allgemeine Caterpillar-Halin-Graphen
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erweitert werden.

Satz 6.6

Der innere duale Graph G, ., eines Caterpillar-Halin-Graphen G ist serienparallel.

Beweis: Sei G =T u C ein Caterpillar-Halin-Graph zusammen mit einer planaren Dar-
stellung und zugehérigem Weg P = (v1,...,v;). Offensichtlich ist G}, , planar. Seien
B, B' € B(G) zwei beliebige benachbarte innere Facetten in G. Dann sind B, B" adjazente

Knoten in G} .. Es sind zwei Félle zu unterscheiden:

Fall 1: B, B’ besitzen eine gemeinsame Kante (v;,u;) € E(T)\E(P). Betrachte nun al-
le entsprechenden Kanten (B, B') € E(G%, ;). Da T Caterpillar ist, bilden diese

Kanten einen Kreis C* in G*

mod*

Fall 2: B, B’ besitzen eine gemeinsame Kante (v;, v;+1) € P. Betrachte nun alle entspre-
chenden Kanten (B, B’) € E(G? ;). Es gilt (B, B’) ¢ C*, aber, da T' Caterpillar
ist, gilt B, B’ € C*.

Wiederum da T' Caterpillar mit zugehorigem Weg P = (vy,...,vk), k = 2, ist, gibt es
mindestens zwei Wege C7,C5 < C* mit J = d(BM) = fg+ d(Bg,j) = 2 fiir alle Knoten
By, By j € Cf,C5. Damit lésst sich G}, wie folgt auf Ky reduzieren:

1. Wahle den Weg C} < G}, ;. Wegen 6 d(Bl’i) = 2 sind der Startknoten Bj
bzw. der Endknoten By x| des Weges adjazent zu zwei Knoten B, B’ € C* mit
(B7 BI) € E(G;knod)\E(Cik)

2. Verschmelze den Kantenzug (B, Cf, B') in G, , zur Kante (B, B').

3. Losche eine der beiden parallelen Kanten (B, B') € G, ;. Entsprechend Fall 2 be-
sitzen B, B’ € B(G) eine gemeinsame Kante (v;,v;11) € P. Dadurch gilt entweder
6anod(B) = 3 oder 5G;0d(B’) = 3. Durch Loschen der Kante (B, B') € G, , redu-
ziert sich der Knotengrad von B und B’ um eins, sodass nun entweder d(B) =2
oder ¢ d(B’) = 2 gilt.

4. Sei C*

neu

ein Weg in C*, der die Kante (B, B') enthélt. Setze C} := C}}

o Und starte

erneut mit 1.
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Damit ist G, , serienparallel. O

Korollar 6.7
Sei G ein Caterpillar-Halin-Graph. Dann koénnen v(G) und Z(G) in linearer Zeit be-

stimmt werden.

Ahnlich wie in Korollar 6.4(iii) ergibt sich bei Anwendung von Algorithmus 4.5 auch
Korollar 6.8.

Korollar 6.8
Die Kreispackungszahl und eine maximale Kreispackung des inneren Dualgraphen G},
eines Caterpillar-Halin-Graphen G kénnen nach Satz 4.11 mit Algorithmus 4.5 in linearer

Zeit bestimmt werden.

Fiir Caterpillar-Halin-Graphen G ist die Bestimmung von v(G) durch die Bestimmung
einer maximalen stabilen Menge von G* also einfach. Liegt ein Caterpillar-Halin-Graph
G vor, der die Eigenschaft besitzt, dass in der zugehorigen Zerlegung G samtliche Split-
komponenten G; isomorph zu geraden Wheels sind, so lasst sich v(G) tiber die Kreispa-
ckungszahlen v(G;) bestimmen. Dies soll als néchstes nachgewiesen werden. Zunéchst
werden einige Figenschaften, die bereits fiir allgemeine Halin-Graphen gezeigt wurden,
flir Caterpillar-Halin-Graphen spezifiziert. Mit Lemma 5.14 wurde festgestellt, dass die
Fanreduktion G x F' eines Halin-Graphen G selbst wieder ein Halin-Graph ist. Das
folgende Lemma zeigt, dass speziell fiir Caterpillar-Halin-Graphen G der entstehende
Halin-Graph G x F' selbst wieder ein Caterpillar-Halin-Graph ist.

Lemma 6.9
Sei G = T u C ein Caterpillar-Halin-Graph mit zugehorigem Weg P = (vy, ..., vg).

1. Dann besitzt G genau zwei Fans F7 und Fy.

2. Firi e {1,k} ist G} = G x F; ebenfalls ein Caterpillar-Halin-Graph mit Darstellung
G, =T/ v Clund T} = T\C(v;).

3. Ist P! der zu T" gehorige Weg und d¢(v) eine gerade Zahl fiir alle v € V(P), so ist
dcr (v) ebenfalls eine gerade Zahl fir alle v € V(F)).
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Beweis: Zu 1: Es sei P = (v1,...,v;) der zu T gehorige Weg. Da k > 2 enthélt P genau
zwei Blatter v; und vg. Da P ein Weg ist, ist v1 € V(T') zu genau einem Knoten ve € V(7T),
der kein Blatt ist, adjazent. Ebenso ist vy € V(T') zu genau einem Knoten vy_1 € V(T),
der kein Blatt in 7" ist, adjazent. Damit gibt es genau zwei Fans F; = {v1} u C(v1) und
Fi, = {vi} v Clug).

Zu 2: Nach Lemma 5.14 ist G}, = G x F; fur i € {1, k} ein Halin-Graph und hat damit eine
Darstellung G} = T v C!. Fir V(F;) = {v;} v C(v;) gilt T] = T\C(v;). Da T Caterpillar
ist, folgt dann direkt 7] Caterpillar und P/ = P\{v;}. Damit ist G/ also selbst wieder
ein Caterpillar-Halin-Graph.

Zu 3: Folgt sofort aus V(P!) c V(P). O

Lemma 6.10
Sei G = T u C ein Caterpillar-Halin-Graph mit zugehérigem Weg P = (vy,...,vk). Es
sei T(G) = (M, A) der zu der Zerlegung G von G gehorige W-Baum. Dann gilt

1. T(G) ist ein Weg mit k& Knoten,

2. fir P = (vi,...,vp) und G = {G,,,...,G,, } ist der Knoten v; Zentrum des Wheels
G, und 6¢(vi) = 6, (v;) fir alle i = 1,..., k und

3. jedes Skelett G, € G enthdlt maximal zwei virtuelle Knoten.

Beweis: Der Beweis von Aussage 1 und 2 erfolgt durch Induktion iber die Anzahl k > 2

von Knoten in P.

Sei k = 2. Nach Lemma 6.9 besitzt G genau zwei Fans. Sei P = (v1,v2). Dann sind die
Knoten v; und vy jeweils Zentrum dieser Fans. Sei Fy der durch ve U C(v3) induzierte
Fan. Nach Lemma 5.16 induziert F, einen guten Split. Nach Lemma 6.9 ist G’ = G x F
ebenfalls ein Caterpillar-Halin-Graph mit |P’| = 1, also ein Wheel. Da ein Wheel keinen
guten Split besitzt, ist M = {1, po} und A = {(u1, pu2)}, das heit T(G) ist ein Weg

mit zwei Knoten. Also gilt Aussage 1.

Dariiber hinaus ist G = {G,,,G,}, wobei Fi < G, = G’ und F> < G, ist. Nach
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Korollar 5.18 ist v; dann auch Zentrum von G, fur i = 1,2. Aulerdem gilt dg(v;) =
6Gu¢ (v;) fiir i = 1,2, da nach Korollar 5.17 in der Konstruktion der einfachen 3-Zerlegung

von Halin-Graphen die G, keine virtuellen Kanten enthalten, das heifit es gilt Aussage 2.

Sei k = 3 und es sei angenommen die Aussagen 1 und 2 gelten fiir jeden Caterpillar-
Halin-Graphen G/ = T" v C' mit P’ = (vy1,...,vp), k' < k — 1. Betrachte nun einen
Caterpillar-Halin-Graphen G = T U C mit P = (v1,...,v;). G besitzt nach Lemma 6.9
genau zwei Fans. Die Knoten v; und vy, sind jeweils Zentrum eines Fans. Sei F}, der durch
vk W C(vg) induzierte Fan. Nach Lemma 5.16 induziert Fj, einen guten Split. Dann gibt es
nach Korollar 5.17 einen Knoten py, € V(7 (G)) mit Fj, < Gy,. Die zugehorige einfache
3-Separation ist dann {G x Fy,, G, }. Setze G' := G x Fj,. Nach Lemma 6.9 ist G’ ebenfalls
ein Caterpillar-Halin-Graph mit |P'| = k — 1. Fiir G’ ist T(G') = (M’, A") ein Weg mit
k — 1 Knoten und die Zerlegung G’ ist gegeben durch G’ = {G},,...,G), | }. Weiterhin
ist v; Zentrum von G, und d¢r(v;) = (50;% (v;) fir ¢ = 1,...,k — 1. Nach Korollar 5.18
ist V(T(G)) := V(T(G")) u {ur}. Angenommen T (G) ist kein Weg mit k& Knoten. Da
T (G) aber ein Baum ist, muss dann (ug, ;) € A(T(G)) fiir i € {2,...,k — 2} gelten. Da
T(G’) ein Weg mit k — 1 Knoten ist und damit genau zwei Blatter p; und pug_ 1 besitzt,
muss 7 (G) genau drei Blétter besitzen. Da G eindeutig ist und jeder Fan F' < G einen
guten Split induziert, muss G drei solcher Fans enthalten. Das ist ein Widerspruch zur

Annahme, dass G ein Caterpillar-Halin-Graph ist. Also gilt Aussage 1.

Ohne Beschrankung der Allgemeinheit sei A(T(G)) := A(T(G")) u {(pr—1, ptx)}. Damit
ist 7(G) = (M, A) ein Weg mit k Knoten. Setze G, := G/, firi =1,...,k—1. Dann ist
G ={Gu,...,Gp} mit v; Zentrum von G, und d¢(v;) = G, (v;) firi=1,...,k—1.
Weiterhin ist v das Zentrum von Fj, und nach Korollar 5.18 ebenfalls das Zentrum von
G- Da G, nach Korollar 5.17 keine virtuelle Kante enthalt, gilt dc(vk) = dc,, (vk)
und damit Aussage 2.

Die Aussage 3 folgt mit der Eigenschaft von 7 direkt aus Aussage 1. O

Da nun fiir einen Caterpillar-Halin-Graphen G und seine Zerlegung G der Knotengrad
des Zentrums v; einer Splitkomponente G, identisch zum Knotengrad des Knotens v;
in G ist, konnen nun Caterpillar-Halin-Graphen, die in gerade Wheels zerlegt werden

kénnen, spezifiziert werden.
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Korollar 6.11
Sei G =T v C ein Caterpillar-Halin-Graph und 7(G) = (M, A) der zu der Zerlegung G
von G zugehorige W-Baum. Genau dann, wenn d¢(v) eine gerade Zahl fiir alle v € V(P)

ist, ist G,; ein gerades Wheel fiir alle 7 = 1,... k.

Beweis: Folgt direkt aus Lemma 6.10 Teil 2. O

Ein Caterpillar-Halin-Graph G, fiir den dg(v) eine gerade Zahl fur alle v € V(P) ist, ist
in Abbildung 6.8 illustriert.

un uio ug ug

up Uy usz Uuq us Ug

Abbildung 6.8: Beispiel eines Caterpillar-Halin-Graphen mit dg(v) gerade fiir alle v €
V(P).

Fiir solche Graphen werden nun Aussagen zur Kreispackungszahl hergeleitet. Dafiir wird

die Existenz spezieller maximaler Kreispackungen in Halin-Graphen benotigt.

Lemma 6.12 [Ste21]

Sei G ein Halin-Graph zusammen mit einer planaren Darstellung. Sei B(G) die Menge
der inneren Facetten von GG. Dann existiert eine maximale kantendisjunkte Kreispackung
z* = {Cy,...,Cyq)}, in welcher jeder Kreis C; eine Facette B; € B(G) induziert, i =
1,...,v(G).

Fin solcher Facetten-induzierender Kreis C; wird Facettenkreis genannt. Zur besseren
Lesbarkeit wird im Folgenden bei der Schreibweise nicht zwischen Facetten und Facetten-
kreisen unterschieden. Abhéngig vom Kontext soll hervorgehen, ob mit der Bezeichnung

B, jeweils die Facette oder der Facettenkreis gemeint ist.

Satz 6.13
Sei G = T'u C ein Caterpillar-Halin-Graph mit zugehorigem Weg P und 7 (G) = (M, A)
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mit M = {p,...,un} der zu der Zerlegung G = {G,,,...,G,,} von G zugehorige W-
Baum. Weiterhin sei dg(v) eine gerade Zahl fir alle v € V/(P). Dann gilt

W@ = Y UG~ (N-1).

HET(G)

Beweis: Sei v; € V(P) das Zentrum des Wheels G, € G. Da 6g(v;) eine gerade Zahl ist,
ist G, ein gerades Wheel (Korollar 6.11). Der weitere Beweis erfolgt durch Induktion
iiber N.

Sei N = 2. Dann ist G = {Gp,,Gu} und T = (M, A) mit M = {1, 2} und A =
{(p1, p2)}. und v(G) = v(Gy,) — 0. Da G, und G, keine virtuellen Kanten enthalten,
entspricht jede innere Facette B € B(G,,,) und B € B(G,,) einer inneren Facette B €
B(G). Dariiber hinaus gibt es zwei benachbarte Paare von Facetten BV B?) < G,
und B, B®) < G, , sodass sie jeweils denselben benachbarten Facetten BW B@ e @
entsprechen. G, und G, sind gerade Wheels. Seien Z*(G,) und 2*(G),) maximale
Kreispackungen von G, und G,, mit BY € 2Z*(G,,) und BY e 2*(G,,). Dann
induziert Z*(G,,) v 2*(G},,) eine maximale Kreispackung Z*(G) und v(G) = v(G,,) +
v(Gp,) — 1.

Sei N > 3 und es sei angenommen, dass die Aussage fiir alle Caterpillar-Halin-Graphen
G =T o' mit T(G") = (M', A’) gilt, die die Eigenschaft |[M'| = N — 1 haben. Das
heifit, fiir einen solchen Graphen G gilt v(G') = 3} e V(Gu) — (N —2).

Sei nun G = T v C ein Caterpillar-Halin-Graph mit 7(G) = (M, A) mit |[M| = N. Sei
Fy der durch {vy} v C(vy) induzierte Fan. Nach Lemma 5.16 induziert Fy einen guten
Split. Dann gibt es nach Korollar 5.17 einen Knoten px € V(7 (G)) mit Fy < Gy . Die
zugehorige einfache 3-Separation ist dann {G x Fy, G, }. Setze G’ := G x Fy. Nach
Lemma 6.9 ist G’ ebenfalls ein Caterpillar-Halin-Graph mit |P'| = N — 1. Fiir G’ ist
T(G") = (M', A") ein Weg mit N — 1 Knoten und die Zerlegung G’ ist gegeben durch
G =1{G,,, ..., G} _,}- Weiterhin ist v; Zentrum von G/, und é¢r(v;) = Sc,. (v;) fiir i =
1,...,k—1. Nach Korollar 5.18 ist V(T (G)) := V(T (G')) u {un}. Nach Lemma 6.10 ist
A(T(G)) = A(T(G") v{(pn—1,pn)} und G, = G, fiiri = 1,..., N — 1. Betrachte nun
die Graphen G’ und G,,,, (siche auch Abbildung 6.9(a)-6.9(c)). Die drei schematischen
Darstellungen in Abbildung 6.9 illustrieren die drei verschiedenen Konstellationen der

beiden zu F benachbarten (in der Abbildung grau hinterlegten) Facetten.
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VN

VN -

GNN

(c)

Abbildung 6.9: Schematische Darstellung der drei Varianten eines Caterpillar-Halin-
Graph G mit P = (v1,...,vn) und der jeweiligen einfachen 3-Separation {G x
Fuy, GMN }

Da G' und G, keine virtuellen Kanten enthalten, entspricht jede innere Facette Be
B(G') und B € B(G,,,, ) einer Facette B € B(G). Dariiber hinaus gibt es zwei benachbarte
Paare von Facetten B, B®) < G’ und BM, B® Gy, sodass sie jeweils denselben
benachbarten Facetten B, B?) e G entsprechen (vgl. mit den grau hinterlegten Fa-
cetten in Abbildung 6.9). Weiterhin existiert nach Lemma 6.12 fiir Halin-Graphen eine
maximale Kreispackung, in welcher jeder Kreis eine innere Facette induziert. Sei Z¢(G’)
bzw. Z¢(G ) die von Z(G’) bzw. Z(G,,, ) induzierte Kreispackung in G. Sei nun Z*(G")

bzw. Z2*(G,, ) eine maximale Kreispackung von G’ bzw. G,,,,. Zu zeigen ist nun:
(i) Es existiert genau ein Kreis B € Z%(G") n 2&(G,.,) und

(i) Z2%(GQ) := ZE(G") U ZE(G,,, ) ist eine maximale Kreispackung von G mit | Z2*(G)| =
124G + 12 (Guy)| = 1.

Zu (i): Zunichst kann immer eine maximale Kreispackung Z ) mit BY e 2*(G")
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oder B®) e z*(G') gefunden werden: Falls BU) ¢ Z*(G') fir j = 1,2 ist, miissen
die benachbarten Facetten von BY) in Z*(G') enthalten sein (ansonsten wire Z*(G")
nicht maximal). In einem solchen Fall ersetze eine der benachbarten Facetten in der
maximalen Kreispackung durch die Facette B() bzw. B®). Falls B e Z*(G) gilt,
kann ohne Beschriinkung der Allgemeinheit gefordert werden, dass B € Z*(G,,) ist,
da G, ein gerades Wheel ist. Das gleiche gilt, falls B@ ez *(G"). Dann existiert genau
ein Kreis B € Z&(G") N Z5(G ).

Zu (ii): Offensichtlich ist Z*(G) eine kantendisjunkte Kreispackung aus Facettenkreisen
von (. Angenommen Z*(G) ist nicht maximal, dann gibt es eine Kreispackung Z*(G)
mit [2*(G)| = |Z*(G)| + 1. Sei Z%(G) = {By, ... , Biz#(@)|+1}- Jede dieser Facetten B;
wird mindestens einmal durch eine Facette B; € B(G’) oder B; € B(G,,, ) repréisentiert.
Damit induziert die Kreispackung Z*(G) Kreispackungen Z*(G’) und Z *(G,y) und es
muss gelten | Z*(G")| > |2*(G")| oder |2*(Gux)| > |2*(Gy)|- Dies ist ein Widerspruch
zur Maximalitdt von Z*(G') und Z2*(G,,, ). Damit ist Z*(G) := ZE(G') u ZE(G .y ) eine
maximale Kreispackung von G und |Z*(G)| = |Z2*(G")| + |Z2*(Gy)| — 1.

Insgesamt ergibt sich damit

V(@) =v(G) +v(Guy) —1= D, v(Gu) = (N =2)+v(Gpuy)—1
RET(GY)

= > v(G)—(N-1). O
HeT(G)

Bemerkung 6.14

Fiir die in Satz 6.13 betrachteten Graphen kann zusammen mit der Kreispackungszahl
v(G) auch die zugehorige maximale Kreispackung Z*(G) angegeben werden, da der
Beweis von Satz 6.13 konstruktiv ist. Sei wie im dortigen Beweis Z*(G’) bzw. Z*(G )

eine maximale Kreispackung von G’ bzw. G, .

Fall 1: Es existiert genau ein Kreis B € Z&(G") n Z5(G,y). Dann setze Z*(G) :=
Z5(G) v Z5(Gpy)-

Fall 2: Es existieren jeweils ein Kreis B; € 2%(G’) und ein Kreis B; € Z%(G),,) mit

E(B;)) n E(B;) = {vn_1,vn}. Dann setze Z*(G,,) = B(G,)\2*(G,,) und
24(G) = Z5(G) 0 Z8(Gon).

100



Kapitel 6 Kreispackungen in Halin-Graphen

Fall 3: Fall 2 gilt nicht und es existieren jeweils ein Kreis B; € Z%(G") und B; € Z%(G,.y)
mit E(B;) n E(B;) # &. Dann setze 2*(G) := Z5(G)\{B;} U ZE(Gy).

Algorithmus 6.1 beschreibt die Konstruktion einer maximalen Kreispackung und die
Berechnung der Kreispackungszahl fiir Caterpillar-Halin-Graphen G (sofern d¢g(v) eine
gerade Zahl ist fiir alle v € V(P)) entsprechend Satz 6.13 und Bemerkung 6.14. Die
Laufzeit des Algorithmus ist O(|E(G)|?> + |V(G)|) und wird daher von der Laufzeit von
Algorithmus 5.2 zur Bestimmung der Zerlegung dominiert, welcher O(|V(G)[?|E(G)|)
Zeit benotigt.

Algorithmus 6.1 Kreispackungsalgorithmus entsprechend Satz 6.13

Eingabe: Zerlegung G = {G.,,..., G} von G und zugehoriger W-Baum 7 (G) = (M, A).
Ausgabe: Maximale Kreispackung Z*(G) und Kreispackungszahl v(G).

1: Z¥(G) « F, v(G) « 0

2: Wahle ein Blatt € 7.

3: while p # J do

5 v
v(Gp) « Su ™ fir 4 Zentrum von G,

4 2

5: V(Q) « v(G) +v(G,)

6: Bestimme Z*(G,.).

7 if Z*(G) == & oder Z*(G) n Z*(G,) # & then
8 Z¥(G) « Z¥(G) v Z* (G,

9: else

10: Z¥(Gu) « B(G)\2*(Gy)
11: Z¥(G) « Z¥(G) u Z¥(G,.)
12: end if

13: if 3 ¢/ mit {u, '} € T then
14: T — T\p

15: o

16: else

17: w— g

18: end if

19: end while
20: v(G) «v(G)— (N —1)
21: return Z*(G) und v(G)

Das nachfolgende Beispiel zeigt, dass die Bedingung dg(v) = 0 (mod 2) fiir alle v € V(P)

essentiell ist.

Beispiel 6.15
Die Knoten v und vy des in der Abbildung 6.10 dargestellten Caterpillar-Halin-Graphen
haben einen ungeraden Knotengrad. Die Wheels G} und G/ seiner Zerlegung G =
{G1,..., G4} sind dementsprechend ungerade. Es gilt v(G) = 4, aber >} ey v(Gy) —
(N—-1) =3.
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ug uy Ue us

ug us
V2 G/
V1 3
/ V4
G2 V3
! 4
G| G,
ui - Uqg

Abbildung 6.10: Caterpillar-Halin-Graph G mit zugehoriger Zerlegung G = {G}, ..., G/},
wobei G und G’) ungerade Wheels sind.

Beispiel 6.15 verdeutlicht zudem, dass offenbar Situationen auftreten kénnen, in denen
bestimmte Facetten eines Caterpillar-Halin-Graphen G (siehe schraffierte bzw. gepunk-
tete Facetten) in mehr als zwei Wheels der Zerlegung G vorkommen konnen (hier in

1, GY, GS bzw. in GY, G4, GY). Ein Verfahren, welches derartige Situationen mit be-

riicksichtigt, soll als ndchstes angegeben werden.

6.2 Ein Algorithmus zur Bestimmung von Kreispackungen

in Halin-Graphen

Zunichst werden die Beziehungen zwischen den Facetten eines Halin-Graphen G und

den Facetten einer Zerlegung G von G betrachtet.

Bemerkung 6.16

Sei G = T u C ein Halin-Graph und G = {G,,,...,Gy,} die Zerlegung von G. Sei
weiterhin B die Menge der Facetten von G. Dann repriisentiert jede Facette B eines
Wheels G, eine Facette B € B von G und umgekehrt wird jede Facette B € B mindestens

einmal durch eine Facette B in mindestens einem Wheel G, repriisentiert.
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Wie das Beispiel 6.15 illustriert, kann es allerdings vorkommen, dass eine Facette B ¢ G
in mehreren Splitkomponenten als Facette repréasentiert wird. Fiir einen Halin-Graphen
G =T u C mit Zerlegung G = {G,,,...,G,y} heift B c G, eine (zu z,,, gehorende)
Kontaktfacette von G, falls z,,, € V(B) gilt. Fiir solche Kontaktfacetten kann Folgendes

festgestellt werden.

Lemma 6.17
Es sei G = T'u C ein Halin-Graph, S = (51, S2; S3) ein guter 3-Split in G und B; € B(G)
mit S3n E(B;) # ¢ fir i = 1,2. Dann gibt es in G zwei Komponenten G, , G, mit dem
virtuellen Knoten z(,, ,,) derart, dass By, By in G, durch die zu z(,, ,,) gehorenden
Kontaktfacetten By, Bz und in G, durch die zu x(

Bj, B, reprisentiert werden.

p1.uz) gehorenden Kontaktfacetten

Sind umgekehrt G, G, € G mit dem virtuellen Knoten x dann représentieren

[i1,p12)
die zu x(y, 4,) in G, gehorenden Kontaktfacetten By, By bzw. die zu Ty ) I Gy

gehorenden Kontaktfacetten B/, Bl dieselben zwei Facetten By, Bs in G.

Beweis: Ein guter 3-Split S = (S1,52;53) in G induziert eine einfache 3-Zerlegung
{G1, G2} von G. Entsprechend der Definition einer einfachen 3-Zerlegung besitzen G1, Go
einen virtuellen Knoten x. Da G wie in Abschnitt 5.1 beschrieben Ergebnis eines Splitpro-
zesses mit guten 3-Splits ist, gibt es zwei Splitkomponenten G, , G, mit dem virtuellen
Knoten x(, ,,) := . Da G ein Halin-Graph ist, gilt S = {e1,e2,e3} mit ej,e2 € C
und e € T. Aufgrund der einfachen 3-Zerlegung werden die Facetten B; € B(G), fir die
S3n E(B;) # & fiir i = 1,2 ist, in G, durch die zu x(,,, ,,,) gehérenden Kontaktfacetten

By, By und in G pp durch die zu x(,,, ) gehorenden Kontaktfacetten B!, B}, repriisentiert.

Ebenfalls aufgrund der einfachen 3-Zerlegung gilt: Sind umgekehrt G, G, € G mit

dem virtuellen Knoten z dann représentieren die zu x(,, ,,) in G, gehoérenden

H1,42)0
Kontaktfacetten By, By bzw. die zu 2(,, ,,) in Gy, gehorenden Kontaktfacetten By, BBy

dieselben zwei Facetten B, Bs in G. O

Die besondere Struktur eines Halin-Graphen kann nun genutzt werden, um B(G) geeignet

7zU numimerieren.
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Lemma 6.18
Sei G = T u C ein Halin-Graph und B die Menge der Facetten von G. Dann gilt
ICl =B8] - 1.

Beweis: Sei B, € B die duflere Facette von G. Da T ein Baum ist und jede Kante
e = (u,v) € C zwei Blétter u,v € T verbindet, grenzt jede Facette B € B\B, an genau
eine Kante e € C' und jede Kante e € C begrenzt genau eine Facette B € B\B,. Daher
gilt |C| = |B| — 1. O

Eine jede (innere) Facette B eines Halin-Graphen G kann nach Lemma 6.18 also eindeu-
tig tiber seine zugehorige Kreiskante e € C' n E(B) identifiziert werden. Im Folgenden sei
daher der Kreis C' durch ey, ez,..., €51 so nummeriert, dass e;, ;11 (bzw. €|5—1 und
e1) einen gemeinsamen Knoten besitzen. Die (inneren) Facetten seien entsprechend ihrer
Kreiskante e; mit B; nummeriert. Fiir ;4 € M korrespondieren die einzelnen Facetten
B von G, jeweils mit einer Facette B von G. Die Nummerierung in B induziert daher
eine Nummerierung der Facetten in G),. Diese induzierte Nummierung soll im Folgen-
den verwendet werden, wenn einzelne Facetten in G, betrachtet werden. Abbildung 6.11

veranschautlicht eine solche Nummerierung.

Grundlage des Algorithmus ist die Darstellung des Halin-Graphen G als G = T u C,
dessen Zerlegung G = {G,,,, ..., Gy} sowie der zugehorige W-Baum 7 = (M, A). In T
werden sukzessive Blatter bearbeitet und nach ihrer Bearbeitung aus 7 geloscht. Dies
erfolgt so lange, bis alle Knoten einmal bearbeitet wurden. In jedem Iterationsschritt wird
das zum Knoten p € M gehorende Wheel G, betrachtet und als Ergebnis einer solchen
Betrachtung eine bestehende kantendisjunkte Kreispackung Z gegebenenfalls vergréfert.
Am Ende des Verfahrens liegt dann eine Kreispackung Z von G der Kardinalitit |Z|

vor. Blétter © mit ungeradem Wheel G, werden priorisiert bearbeitet.

Fiir die Bearbeitung eines Knotens 1 € M werden folgende Informationen benétigt. Der
Vektor | = ({1,...,¢p5-1) € NIBI=1 Jiefert Informationen, welche Facetten in G fiir eine
Kreispackung Z (noch) in Frage kommen kénnen. Solange ¢; > 0 ist, ist B; ein Kandidat
fir die Vergréflerung einer bestehenden Kreispackung Z. Falls ¢; = 0 ist, so kommt B;
dafiir nicht mehr in Frage. Zu Beginn des Verfahrens entspricht ¢; der Anzahl derjenigen
Komponenten G, € G, die Bj enthalten. Zu Beginn des Verfahrens gilt Z = ¢J. Bei der
Bearbeitung eines Blattes u werden drei spezielle, von G, abhéngige, Kreispackungen

Z, Zj,, Zj, bestimmt. Aufgrund dieser Kreispackungen wird entschieden, ob bestimmte
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14

13

11

15

11

Abbildung 6.11: Halin-Graph G mit Nummerierung der Kanten e € ' durch
{1,2,...,15} (a), die zugehorige Zerlegung G = {G,,,,...,Gy,} mit Nummerierung
der Kanten é € Cy; (c) und der zugehorige W-Baum (b).

Kreise aus diesen Kreispackungen unmittelbar (d.h. in der aktuellen k-ten Iteration,
in der p bearbeitet wird) zur bestehenden Kreispackung Z hinzugefiigt werden kénnen
oder das Hinzufiigen erst spéter erfolgen kann. Im ersten Fall wird Z unmittelbar um
diese Kreise erweitert. Falls Kreise aus diesen drei Kreispackungen nicht unmittelbar
zur Vergroflerung von Z beitragen kénnen, werden sie fiir eine potentielle Vergréflerung

in einer spéiteren Phase des Verfahrens gespeichert. Dazu wird in der k-ten Iteration
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(k < N) ein Paar Ly = {Z;,,Z;,} benutzt. Z; und Zj, enthalten die Information,
welche Kreise fiir eine potentielle VergroBerung in einer spéteren Phase des Verfahrens
in Frage kommen. Die Indizes ji, j2 beschreiben die Nummern zweier Kontaktfacetten
le , Bj2 € G,. Zu Beginn wird die Menge £ aller Paare Ly mit £ = ¢J initialisiert. Immer
dann, wenn Z unmittelbar zum Zeitpunkt k (bei der Bearbeitung von u) vergrofert
wird, muss gepriift werden, ob auch in fritheren Phasen des Verfahrens in £ gespeicherte
Kreispackungen ebenfalls zur Vergroflerung von Z beitragen kénnen und der Menge £

entnommen werden konnen.

Um dieses Vorgehen detaillierter zu beschreiben, betrachten wir nun den k-ten Schritt
im Verfahren (k < N). Dann sei p ein Blatt in 7. Also existiert ein eindeutiger Knoten
p' € M, sodass (u,') € A. G\, enthélt exakt einen virtuellen Knoten x(, , und mit
gehorenden Kontaktfacetten. Bestimme nun fiir die drei

le,BjQ die beiden zu z(,

Graphen

Gu=Gu\ej | 4 # 1}
Guj = Gu\({ej | ¢ = 0} v {e;})
Guj = Gu\({ej | £ = 0} U {ej,})

jeweils maximale Kreispackungen Z, Z;,, Zj, (offenbar gilt stets G, = G,,;, und G, <
G/"’JQ)'

(i) Falls |Z| = |Zj,| = |Z},| gilt, setze Z := Z U {B; | Bj € Z} und setze {; := 0 fiir

alle 7 mit der Eigenschaft, dass Bj eine Facette von G, ist.

(i) Falls |Z;,| > |Z;,] = |Z] gilt, setze Z := Z U {B; | Bj € Z;,\{Bj,}}, setze £; := 0
fiir alle j mit der Eigenschaft, dass Bj # le, BjQ eine Facette von G/, ist und setze
lj, = max{0,¢;, — 1} fiir i = 1,2.

(iii) Falls |Z;,] > |Zj,| = |Z| gilt, setze Z := Z U {B; | B; € Z,\{Bj,}}, setze {; := 0
fiir alle j mit der Eigenschaft, dass B; # Bj,, Bj, eine Facette von G, ist und setze
¢, = max{0,¢;, — 1} fiir i = 1,2.

(iv) Falls |Zj,| = |Z;,| > |Z| gilt, setze Ly, := {Z;,, Zj,} == {{B; | Bj € Z;\{Bj,}},{B; |

B; € Zj,\{Bj,}}}, setze £; := 0 fiir alle j mit der Eigenschaft, dass B; # Bj,, Bj,

eine Facette von G, ist und setze ¢;, := max{0,¢;, — 1} fir i = 1,2.
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Losche p aus 7. Wenn durch Fall (i),(ii) oder (iii) eine VergréBerung von Z stattgefunden
hat, tiberpriife, ob Z weiter vergréfiert werden kann: Solange ein By € Z und ein Ly € £
mit Z; € Ly existieren, setze Z := Z U Zy und L := L\Ly.

Ist k = N (das heift ist p der letzte zu bearbeitende Knoten in T'), setze Z := Z U {B;j |
Bj € Z} und setze ¢; := 0 fur alle j mit der Eigenschaft, dass Bj eine Facette von G,

ist.

Der finale Schritt des Algorithmus besteht in der die Bearbeitung der Menge L. Solange
L # & ist, wahle Lgx € £ mit k* = max{k™ | Lypx € L}, setze Z := Z v Z fiir Z € Ly,
L := L\Lp+ und priife dann fiir By € Z: Solange ein By € Z und ein Ly € £ mit
Zj € Ly existieren, setze Z := Z u Zy und L := L\Ly. Der Algorithmus terminiert,
sobald L = ¢ gilt.

Die Laufzeit der Funktion SUCHEVERGROSSERUNG(Z, Z, £) kann durch O(|E(G)|) ab-
geschéitzt werden, da zum Beispiel mit Hilfe von perfekten Hashtabellen in konstanter
Zeit gepriift werden kann, ob ein Element in einer Menge enthalten ist. Die Kardinalitat
der Mengen Z, Ze,, und £ kann durch O(|E(G)|) abgeschiitzt werden, sodass die While-
Schleife der Funktion im schlechtesten Fall O(|E(G)|)-mal durchlaufen wird. Weiterhin
wird die Funktion von Algorithmus 6.2 O(|M(7)|)-mal aufgerufen, sodass sich hierfiir
eine Gesamtlaufzeit von O(|E(G)||M(T)|) ergibt. Die Auswahl der Bearbeitungsreihen-
folge der Knoten p € 7 abhingig von der zugehérigen Splitkomponente G, kann fiir
den gesamten Algorithmus in O(|E(G)|) Zeit erfolgen. Fur jede der |M(T)| Splitkom-
ponenten bestimmt der Algorithmus im Verlauf drei verschiedene Kreispackungen. Da
die Zerlegung G nach [CGW93] hochstens |[M(T)| > max{1,2|V(G)| — 10} Elemente
besitzt und fiir jeden der |M (7 )| — 1 verschiedenen 3-Splits genau drei Kanten zweimal
in der Zerlegung représentiert werden, gilt 3, . [E(G,)| = O(|E(G)|). Somit kann die
Berechnung der drei Kreispackungen fiir alle Splitkomponenten G, durch O(|E(G)|) ab-
geschétzt werden. In jeder der |M(T)| Iterationen erfolgt die Entscheidung, welcher Fall
durchlaufen wird, sowie die Aktualisierung der Mengen und Zahler in konstanter Zeit.
Insgesamt kann die Laufzeit von Algorithmus 6.2 dann durch O(|E(G)||M(T)|) abge-
schitzt werden und wird daher von der Laufzeit von Algorithmus 5.2 zur Bestimmung
der Zerlegung dominiert, welcher O(|V (G)|?|E(G)|) Zeit benétigt.

Nun wird zunéchst gezeigt, dass Algorithmus 6.2 eine zuléssige Losung fiir das Kreispa-

ckungsproblem auf Halin-Graphen bestimmt.
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Algorithmus 6.2 Kreispackungsalgorithmus fiir Halin-Graphen

Eingabe: Zerlegung G = {G,,...,Guy } eines Halin-Graphen G mit Kantennummerierung, Haufigkeit
¢; aller Facetten B; € B(G) in der Zerlegung G und zugehoriger W-Baum 7 (G) = (M, A) mit
M ={p1,...,pn}.

Ausgabe: Kreispackung Z(G).

1: 2,7,25,Zj5, L, L «— &, k, k* <0

2: Wahle ein Blatt g € 7 mit (falls moglich) ungeradem G,,.

3: while p # ¢ do

4: k—k+1

5: {j1,72} < {j | Bj € B(G) und B} € B(G ) fir (u,p') € T}

6: Bestimme maximale Kreispackung Z von G \{e; | £; # 1}.

7 Bestimme maximale Kreispackung Z;, von G \({e; | ¢; = 0} u {e;, }).

8: Bestimme maximale Kreispackung Z;, von G, \({e; | ¢; = 0} U {e;, }).

9:  if |Z| = |Z;,| = |Z;,| then

10: Z « SUCHEVERGROSSERUNG(Z,{B; | Bj € Z},L)

11: Z«— ZU{B;|BjeZ}

12: £; « 0 VY4 mit B; € B(G,)

13: else if |Z;,| > |Zj,| = |Z| then

14: Z « SUCHEVERGROSSERUNG(Z, {B; | B; € Z;,\{Bj,}}, L)
15: Z— ZuU {Bj | Bj € ZjL\{sz}}

16: éj — 0V #j1,J2 mit Bj € B(Gu)

17: £, « max{0,¢;, — 1} fir i = 1,2

18: else if |Z;,| > |Z;,| = |Z| then

19: Z « SUCHEVERGROSSERUNG(Z, {B; | B; € Z;,\{B;, }}, L)
20: 2« 2Zu{B;|Bj € Z)\{Bj,}}

21: 0; — 0] # j1,j2 mit B; € B(G,)

22: £, < max{0,¢;, — 1} fiir : = 1,2

23:  else if |Z;,| = |Z),| > |Z| then

24: Zjy < {B; | B; € Z;,\{Bj }}, Zj», « {B; | Bj € Z;,\{Bj, }}
25: L < {Zj, Zj,}

26: L—LuULg

27: l; « 0 V) # ji1,j2 mit Bj € B(G,)

28: £, < max{0,¢;, — 1} fiir i = 1,2

29: end if

30: T« T\p

31: Wihle € T mit d7(p) = 1 und (falls moglich) ungeradem G,,.
32: end while

33: Wahle p € 7 mit é7(u) = 0.

34: Bestimme maximale Kreispackung Z von G, \{e; | £; # 1}.
35: Z < SUCHEVERGROSSERUNG(Z,{B; | Bj € Z}, L)

36: Z«— ZuU{B,|Bje Z}

37: £; « 0 Y4 mit B; € B(G,)

38: while £ # J do

39: k* « max{k* | Lyx € L}

40:  Wihle Z € Lyx.

41: Ze<ZuZ

43:  Z <« SUCHEVERGROSSERUNG(Z,Z, L)

44: end while

45: return Z
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function SUCHEVERGROSSERUNG(Z, Z, L)
Lnew «— &
while 3B € Z U Zyey und 3L € L mit Z; € L do
Z—Z0UZy
Znew < Zneuw O Zj1
L« L\L
end while
return Z U Zpeu
end function

Lemma 6.19
Sei G = T u C ein Halin-Graph. Dann bestimmt Algorithmus 6.2 eine kantendisjunkte

Kreispackung von G.

Beweis: Es ist zu zeigen, dass Algorithmus 6.2 eine zuléssige Losung fiir das Kreispa-
ckungsproblem auf G berechnet. Sei G = {G,,,...,G,} die Zerlegung von G. Ent-
sprechend Bemerkung 6.16 repréasentiert jede Facette Bj eines Wheels G, eine Facette
Bj € G und somit den entsprechenden Facettenkreis. Die Elemente von Z sind also Krei-
se in G. Es bleibt zu zeigen, dass die (Facetten-)Kreise in Z kantendisjunkt sind. Dazu
ziehen wir Gréfien £§~k) heran. Die Grofie ﬁgk) beschreibt den Wert von /; zu Beginn von
Iteration k. Bei der Bearbeitung von p in Iteration k < N liegt die folgende Situation

vor:

Falls ¢; > 1 : Die Facette B; € G wird durch Facetten Bj reprasentiert, die in mehr als
einer Splitkomponente G, vorkommen. Die Facette B; ist (noch) kein Kandidat

fiir die Kreispackung Z.

Falls £; = 0 : Die Facette B; € G oder eine Facette By € G mit E(B;) n E(Bj) #
wurde in einer Iteration k' < k zur Kreispackung Z oder zur Menge spéterer
Kandidaten Lj hinzugefiigt. Die Facette B; darf nicht mehr zur Kreispackung Z

hinzugefigt werden.

Falls £; = 1 : Die Facette B; € G wird durch die Facette Bj in genau einer Splitkompo-
nente G, reprasentiert und es gibt keine Facette By € G mit E(B;) n E(Bj) # &
und Bj € Z. Die Facette B; ist ein Kandidat fiir die Kreispackung Z.

Betrachte nun zwei beliebige Facetten Bj, By € Z und die Kardinalitdt ihres Vorkom-

mens £, ;. Angenommen Bj; wurde in Iteration £ zu Z hinzugefiigt und Bj wurde in
Iteration k' zu Z hinzugefiigt. Sei k' < kk. Das heifit, es ist Egk) =1 und £§.Ifl) = 1. Es

109



Kapitel 6 Kreispackungen in Halin-Graphen

kénnen die folgenden drei Situationen auftreten:

1. Angenommen B; wurde in Iteration k und By in Iteration k' bei VergroBerung der

Kreispackung Z durch Fall (i),(ii) oder (iii) zu Z hinzugefigt.

Falls k' = k ist, waren Bj/ und Bj Facetten derselben Splitkomponente G, welche
in Iteration k bearbeitet wurde. Da Z um eine kantendisjunkte Kreispackung von
G, G,j, oder G j, ergdnzt wurde, sind Bjr und Bj kantendisjunkt in G,. Dann
sind By und B; auch kantendisjunkt in G.

Falls k' < k ist, war entweder Bj/ € G,y und Bj ¢ G,y oder B’j war Kontaktfacette
in G. Falls By € Gy und B; ¢ G,y war, gilt E(B;) n E(By) # ¢ und dann
gilt auch E(B;) n E(Bj) # . Falls B; Kontaktfacette in G, war, muss ebenfalls
E(Bj)nE(Bj) # & (und damit F(B;) n E(By) # &) gelten, da sonst Eng) =0
gesetzt worden wére fiir ¢ = 1 in Iteration k + ¢ des Algorithmus. Das ist ein

Widerspruch zur Annahme Eg-k) = 1.

2. Angenommen B; wurde in Iteration k bei Vergroflerung der Kreispackung Z durch
Fall (i),(ii) oder (iii) zu Z hinzugefiigt und Bj; wurde in Iteration &’ bei VergroBe-
rung der Kreispackung Z durch Bearbeitung der Menge £ zu Z hinzugefiigt. Dann
wurde By in Tteration k" < k' zur Menge £ hinzugefiigt.

Dann muss E(B;) n BE(Bj) # & (und damit E(B;) n E(Bj) # &) gelten, da
sonst €§~kﬂ+i) = 0 gesetzt worden wire fiir 7 > 1 in Iteration &” 4+ i des Algorithmus.

Das ist ein Widerspruch zur Annahme é;k) =1.

3. Angenommen Bj wurde in Iteration &’ bei Vergréfierung der Kreispackung Z durch
Fall (i),(ii) oder (iii) zu Z hinzugefiigt und B; wurde in Iteration k bei Vergréfierung
der Kreispackung Z durch Bearbeitung der Menge £ zu Z hinzugefiigt. Dann
wurde B; in Iteration k" < k zur Menge £ hinzugefiigt.

Falls k" < k'(< k) ist, muss E(B;) n E(Bj/) # & (und damit E(B;)nE(By/) # &)
(k" +1)

gelten, da sonst /¢ b
Algorithmus. Das ist ein Widerspruch zur Annahme E;Z"J) =1.

= 0 gesetzt worden wiére fiir 7 > 1 in Iteration k” + i des

Falls &' < k"(< k) ist, muss E(B;) nE(Bj/) # & (und damit E(B;)nE(By/) # &)
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gelten, da sonst égklﬂ) = 0 gesetzt worden wire fiir ¢ > 1 in Iteration k' + i des

Algorithmus. Das ist ein Widerspruch zur Annahme €§-k) =1.

4. Angenommen B; wurde in Iteration k und By in Iteration &’ bei Vergréfierung der
Kreispackung Z durch Bearbeitung der Menge £ zu Z hinzugefiigt. Dann wurde
B; in Iteration k < k und By in Iteration k' < k' zur Menge £ hinzugefiigt.

Falls k < k'(< k' < k) ist, muss E(B;) nE(Bj) # & (und damit E(B;) nE(Bj) #
) gelten, da sonst Eg-igﬂ)
Algorithmus. Das ist ein Widerspruch zur Annahme 45/) =1.

= 0 gesetzt worden wére fiir i > 1 in Iteration k + 4 des

Falls k = K'(< k' < k) ist, gilt entweder B; € Lj sowie By € L; und damit
E(B;) n E(Bj) # & (also auch E(B;) n E(Bjy) # &). Andernfalls gilt B; € Z
und By ¢ Z bzw. Bj ¢ Z und By € Z. Das ist ein Widerspruch zur Annahme
Bj,Bj € Z.

Falls &' < k(< k) ist, muss E(B;) n E(Bj) # & (und damit E(B;) n E(By/) # &)

gelten, da sonst E;klﬂ) = 0 gesetzt worden wére fiir 4 > 1 in Iteration &' + i des

Algorithmus. Das ist ein Widerspruch zur Annahme €§k) =1.

Damit sind Bj, By € Z kantendisjunkt und der Algorithmus berechnet eine zuldssige

Losung. O]

Beispiel 6.20

Der Ablauf von Algorithmus 6.2 soll anhand des Halin-Graphen G veranschaulicht wer-
den, fiir den in Abschnitt 5.1 bereits die Zerlegung und der zugehérige W-Baum ent-
wickelt wurden (siehe Abbildung 5.12). Abbildung 6.12 zeigt nun eben diesen Halin-
Graphen G = T'u C und seine Zerlegung G = {G,...,G%} sowie die Nummerierung
der Kanten e € C. Durch die Nummerierung der Kreiskanten wird deutlich, dass jede
Facette von G mindestens einmal durch eine Facette eines Wheels G, reprasentiert wird.

Tabelle 6.1 zeigt die Haufigkeit £; einer solchen Représentation in der Zerlegung G.

Der Baum T enthélt als Blatter die Knoten py, ps, ps, 7, wobei G ein gerades Wheel
darstellt. Das zuerst ausgewéhlte Blatt ist ug. Die zugehorige Komponente G entspricht
einem ungeraden Wheel. Die Facetten Blg, B sind die Kontaktfacetten von G% und es
gilt /13 = 2 > 0 und ¢15 = 3 > 0. Der Algorithmus bestimmt Z = {Bi4}, Z13 = {B14}

111



Kapitel 6 Kreispackungen in Halin-Graphen

1 2 3
]
15
14
13
12
11 10
(a)
1
15
15 G4
14 15
13
13
12
12

11

Abbildung 6.12: Halin-Graph G (a) mit Nummerierung der Kanten, die zugehorige Zer-
legung (c¢) mit Nummerierung der Kanten und der zugehérige W-Baum (b).

oder Z13 = {Bi5} und Z15 = {Bi4} oder Z15 = {Bi3}. Alle diese Kreispackungen besitzen
Kardinalitdt 1, sodass Fall (i) durchlaufen und Z um Z zu Z = {By4} erweitert wird.
Der Algorithmus setzt darauthin ¢13 = 14 = f15 = 0 wie in Tabelle 6.2 Iteration 1
angegebenen. Das Blatt ug wird im Anschluss aus dem Baum 7T geloscht. Da £ = (7,
wird Z in dieser Iteration nicht erneut vergroflert. Bei der Wahl von us in Iteration 2
und w7 in Iteration 3 ist das Vorgehen des Algorithmus analog zu Iteration 1. Auch hier

ist der Verlauf der Iterationen in Tabelle 6.2 beschrieben. Auch die Blatter us und pr
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J 1

6 |1
It.
It.
It.
It.
It.
It.
It.

— N
wW| w

4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
312112 3 1 2 2 1 3

0 0 O
0 0 O

N O U R W N
o
o
o

S = N

0 0

Tabelle 6.1: Der Verlauf der Werte ¢; bei Anwendung von Algorithmus 6.2 auf Bei-
spiel 6.20.

werden im Anschluss an ihre jeweilige Bearbeitung aus 7 geldscht. Da weiterhin £ = &

gilt, wird Z in keiner der beiden Iterationen zuséatzlich vergrofert.

Danach ist ug das einzige Blatt mit ungeradem Wheel. Die beiden Kontaktfacetten von
e und gy sind By und By mit ¢4 = 0 und £y = 2. Der Algorithmus bestimmt Z = {B7}
oder Z = {Bs}, Z4 = {B7,Bo} und Zg = {B;} oder Zg = {Bs}, da £, = 0 ist und
die Facette B4 daher nicht mehr fiir eine Kreispackung ausgewahlt werden darf. Da
| Z4| > |Z | und |Z4| # |Zy| gilt, wird Fall (iii) durchlaufen. Fir die Facette By gilt
ly = 2, es existiert also eine weitere Facette By in G, sodass diese noch nicht zu Z
hinzugefiigt werden darf. Z wird um Zy\{Bg} zu Z = {Bi4, B11, Bs, B7} erweitert. Der
Wert von f9 wird um eins reduziert, sodass die Facette By in einer spéteren Iteration
ausgewahlt werden kann. Das Blatt pg wird im Anschluss an seine Bearbeitung aus dem

Baum 7T geldscht. Da weiterhin £ = ¢F gilt, wird Z nicht zusétzlich vergrofiert.

Nun enthélt 7 kein Blatt mit ungeradem Wheel, sodass 4 gewéhlt wird. Der Ablauf von
Iteration 5 entspricht Iteration 4. Nach dem Ld&schen von pg wird po zu einem Blatt in
T mit einem ungeraden Wheel G%. Allerdings gilt {19 = 12 = {13 = {15 = 0 und /3 = 2,
sodass der Algorithmus zwar Fall (iii) durchlauft, die Kreispackung Z in Iteration 6 aber
nicht erweitert wird. Wieder ist £ = ¢J.

In der letzten Iteration ist die Menge der Bléatter in 7 leer, der Baum besteht aus
dem Knoten pp. Der Algorithmus bestimmt Z = {Bj, B3} und erginzt Z zu Z =

{314, BH, B5, B7, Bg,Bl, Bg} Da L = @ iSt, ist Z die finale Kreispackung.

Durch den Algorithmus wurde die in Abbildung 6.13 farblich markierte Kreispackung
bestimmt, welche durch die Facetten Z = {Bi4, B11, Bs, By, By, B1, B3} induziert wird.
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Wi Z

¢

It.1 | ps 2 = (Bu)

It.2 | us Z = {Bu4, B11}

1t.3 /%4 Z = {B147B117B5}

It.4 | ug 2 = {Bi4, B11, Bs, Br}
It.5 | pa  Z = {Bua, Bu1, Bs, By, By}
1t.6 | uo Z = {Bu4, B, Bs, B7, By}
It.4 M1 Z = {B14,B11,B5,B7,Bg,Bl,Bg} 51 = 52 = Zg = 0

lig ="Ll1a="V15=0
lip =111 =012=0

li=1l5=106=0
lr=1ls =00y =1
lo=0,03 =2
l5=1

Tabelle 6.2: Die Iteration bei Anwendung von Algorithmus 6.2 auf Beispiel 6.20.

Es gilt |Z| =T7.

13

12

11

10

9

Abbildung 6.13: Die maximale Kreispackung des Halin-Graphen G wird induziert durch
Z = {3147 Blh B57 B7a B9> 317 B3}

Um zu zeigen, dass der Algorithmus auch eine optimale Losung bestimmt, werden die fol-

genden Beobachtungen und Aussagen zu Facetten von Fans in einer maximalen Kreispa-

ckung bendtigt.

Lemma 6.21
Sei G =T u C ein Halin-Graph.

(i) Jede innere Facette B € B(G) hat |E(B)| — 1 innere benachbarte Facetten.

(ii) Ist F' < G ein Fan und B € B(F'). Dann ist B eine Facette in G mit genau zwei

inneren Nachbarfacetten.
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Beweis: Zu (i): Klar, da es genau eine zu B benachbarte duflere Facette B, gibt.

Zu (ii): Nach der Definition eines Fans entspricht jede Facette B € B(F') einem Dreieck
und ist mit der auleren Facette B, von G benachbart. Aus diesem Grund besitzt B

genau zwei innere Nachbarfacetten. O

Dementsprechend ist es naheliegend, dass insbesondere die Facetten eines Fans zur Be-
stimmung einer maximalen Kreispackung herangezogen werden kénnen. Wir betrachten
(zunéchst) den Fall, dass die Fans des Graphen jeweils aus einer geraden Anzahl von

Facetten bestehen.

Lemma 6.22

Sei G = T u C ein Halin-Graph und F(G) = {F | F ist Fan in G}. Sei |B(F)| =
2mp,mp > 1 fiir jeden Fan F' € F(G). Dann gibt es eine maximale Kreispackung Z*(G),
sodass fir jeden Fan F' < G mit B(F) = {Bi,...,Bon,} und jedes £ € {1,...,mp}
entweder Byy_1 € Z%(G) oder By € Z2*(G) gilt.

Beweis: Nach Lemma 5.13 besitzt jeder Halin-Graph G mindestens zwei Fans [CNP83],
das heifit es gilt |F(G)| = 2. Nach Voraussetzung besitzt jeder Fan F' € F(G) eine
gerade Zahl von Facetten {Bi,..., Bay,}. Die Nummerierung der Facetten sei derart
vorgenommen, dass B; n Bj1 # ¢ fiir j = 1,...,2mp — 1. Angenommen es gibt keine

maximale Kreispackung mit Byy 1 € Z*(G) oder By € Z*(G) fiir £ = 1,...,mp.

Ohne Beschrankung der Allgemeinheit sei Byy 1 ¢ Z*(G) fir £ = 1,..., mp. Dann muss
By e Z¥(G) mit £ = 1,...,mp—2 gelten, da Z*(G) sonst nicht maximal wére. Sei daher
Byye Z*(G) mit £ =1,...,mp — 2. Da Bop,.—1 ¢ 2*(G) und Bay,, ¢ Z*(G) gilt, muss
eine zu By, benachbarte Facette aus G\F' in Z*(G) enthalten sein, da Z*(G) sonst
nicht maximal wére. Dann existiert aber auch eine maximale Kreispackung Z**(G) mit
Bom,. € Z**(G). Das ist ein Widerspruch zur Annahme, dass es eine solche Kreispackung

nicht geben kann. (]

Satz 6.23

Sei G = T'u C ein Halin-Graph mit Zerlegung G = {G,,,..., Gy, } und zugehorigem
W-Baum 7 = (M, A). Sei dg(v) eine gerade Zahl fiir alle Knoten v € V(T)\V(C) und
M' = {peT |dr(u) =1}. Sei M = {pn e M' | es existiert (u,y') € A mit oo (') = 1}
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und F = {F, |p€ M und F, c G,}. Dann gilt

v(Gp), falls N =1
v(G) =1 Y erv(G) — 1, falls N =2
et W(G) = 1) + (G x F), falls N >3

Beweis: Der Beweis erfolgt durch Induktion iiber die Anzahl N von Knoten im W-Baum
T =(M,A) von G. Ist N = 1, das heifit G = {G} und 7T besteht aus nur einem Knoten
p. Dann ist G ein gerades Wheel. Es gilt v(G) = v(G),). Das ist offensichtlich optimal.

Ist N =2,ist G = {Gp,, G} und T = (M, A) mit M = {p1, o} und A = {(u1, p2)}-
Dann ist G ein Caterpillar-Halin-Graph, der die Eigenschaft besitzt, dass dg(v) fiir
v € V(I)\V(C) eine gerade Zahl ist. Nach Satz 6.13 gilt dann v(G) = >} 7 v(Gp) —

(N—1) = X,er v(Gp) — 1.

Ist N =3,ist G = {Gu,,Guy, Gy} und T = (M, A) mit M = {p1, po, 3} und A =
{(p1, p3), (po, 3)}. Bs gilt pu1, pro € M. Dann ist G ebenfalls ein Caterpillar-Halin-Graph,
der die Eigenschaft besitzt, dass ¢ (v) fiir v € V(T')\V(C) eine gerade Zahl ist. Wiederum
mit Satz 6.13 ergibt sich dann

v(G) = ) v(Gy) -2

neT
=v(Gu) =1+ v(Guy) — 1+ v(Gy)
= 3 (G ~ 1) + (G x Fy, x Fyy)

peM

Sei N = 4 und sei G ein Graph, der die Voraussetzungen des Satzes erfillt. Da dg(v)
eine gerade Zahl ist fiir alle Knoten v € V(T)\V(C), ist auch |B(F),)| eine gerade Zahl
fir jeden Fan F), € F. Dann gibt es nach Lemma 6.22 eine maximale Kreispackung
Z*(@G), sodass fir jeden Fan F), ¢ G mit {By,... ,BngH} € F, und € M und jedes
{=1,...,mp, entweder Byy_1 € Z*(G) oder By € Z2*(G) gilt.

Der Graph G’ = G x F ist nach Lemma 5.14 ebenfalls ein Halin-Graph und besitzt nach

Bemerkung 5.15 also eine Darstellung G' = T" v ¢ mit 7" = T\{{J ,¢57 C(v) | {vu} v
C(v,) induziert Fan F,, € F,}. Da der Baum 7" durch Léschen einer Teilmenge von
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Blittern von T entsteht, gilt dgr(v) < dg(v) fiir alle Knoten v € V(C"), der Knotengrad
der Knoten, die zu Blittern in T adjazent sind, verringert sich also in 7T”. Insbesondere
aber dndert sich der Knotengrad der Knoten, die nicht zu Bléttern in 7' adjazent sind
durch Loschen dieser Blatter nicht, das heifit, es gilt dg/(v) = dg(v) fur alle Knoten
v e V(T")\V(C"). Daher ist d¢c(v) eine gerade Zahl fiir alle Knoten v € V(T")\V (C").

Essei Z*(G) = Uuel\?l Z*(F),)uZ eine maximale Kreispackung von G, in der Z*(F},) eine
maximale Kreispackung fiir den jeweiligen Fan F,, ¢ G, ist. Eine solche Kreispackung

existiert nach Lemma 6.22. Dann gilt:

V(@) = D IZHED+ 2] = ) (G —1) + 2]
peM peM

Es wird nun gezeigt, dass |Z| = v(G’) ist.

Da G’ = G x F durch Kontraktion aller Fans F, e F zu einem Knoten entsteht, gilt
B(G") = B(G)\B(F). AuBerdem gilt Z < B(G)\B(F) und B; " B; = & fiir zwei beliebige
Facetten B;, Bj € Z. Daher ist Z eine Menge von kantendisjunkten Kreisen in G’,
somit gilt |Z] < v(G'). Angenommen es ist |Z| < v(G’). Dann gibt es eine Packung
Z*(G") mit |2*(G")| = v(G') > |Z|. Aber dann muss fiir mindestens ein y € M eine
der Kontaktfacetten pr,pr von G, zu Z*(G') gehéren. Ansonsten wire Z(G) :=
Upenr 2% (Fu) W Z*(G') eine kantendisjunkte Kreispackung mit |Z2(G)| > v(G). Sei My =
{pe M| B/(}) € Z*(G') oder B;(E) € Z*(G")} und M; = M\M,. Nach dem eben Gesagten
ist My # . Fiir u € My sei ohne Beschrinkung der Allgemeinheit Bl(}) € Z*(G'"). Sei
Z**(G),) die maximale Kreispackung von G, die B,(}) enthélt. Dann gilt

2(6) = 2@ o | 25 E) o | EHGNBD)
ey HEM

und dementsprechend ergibt sich

Z(G) = (@) + ), (G =D+ Y w(Gy) = 1)

e, HEMo
> 2]+ ) w(G) = 1) = v(G)
peM

Das ist ein Widerspruch zur Annahme, dass Z*(G) = |J,¢57 2% (F)) U Z eine maximale
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Kreispackung von G und v(G) = |Z*(G)| ist. Also muss gelten |Z| = v(G’) und somit:

v(G) = > W(Gu) — 1) + v(G x F).

pneM |

Entsprechend Satz 6.23 kann die Kreispackungszahl eines Halin-Graphen G mit Zer-
legung G und W-Baum 7 fir N > 3 konstruktiv bestimmt werden. Sei G(1y := G,
Ty =T und Ggy := G(1y x F. Falls auch N — |[M| > 3 gilt, kénnen wiederum fiir den
Graphen Gy die folgenden Mengen bestimmt werden:

M('2) := { ist Blatt in 7oy := 721)\]\2(1)} mit
M(Q) ={pe M(IQ) | es existiert (u,y') € A mit 57’(1)\M(’1)(M,) =1} und
]}(2) ={F,|pe M(Q) und F, € G}

Wird diese Konstruktion fortgesetzt, kann Gin1 < ¢ < % Schritten zu einem Caterpillar-
Halin-Graph G(4) mit zugehérigem Weg P, der Lénge 2 oder einem Wheel kontra-
hiert werden. Daher konnen die Mengen M’, M, F aus Satz 6.23 fiir jeden Schritt  mit
r=1,...,q definiert werden. Sei (1) := 7. Dann sei

M('T) := {p ist Blatt in 7,y := ’T(T_l)\M(T_l)} mit
M(T) ={pe M(’T) | es existiert (u, ') € A mit 07, \M (¢') =1} und

(r=1)

.7:"(7,) = {Fu|M€M(r) und F, c Gy} firr=1,...,q.

Nun kann gezeigt werden, dass die Bestimmung der Kreispackungszahl v(G) unabhéngig
von der in Satz 6.23 verwendeten Konstruktion und Satz 6.23 eine Verallgemeinerung
von Satz 6.13 ist.

Satz 6.24
Sei G = T'u C ein Halin-Graph mit Zerlegung G = {G,,, ..., Gy} und T = (M, A) der
zugehorige W-Baum. Sei dg(v) eine gerade Zahl fiir alle Knoten v € V(T)\V(C'). Dann
gilt

WG = Y UG~ (N-1)

peT(G)
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Beweis: Nach Satz 6.23 gilt

v(G,), falls N =1
WG) =3 N erv(Gy) — 1, falls N =2
et (W(Gu) — 1) + v(G x F), falls N > 3.

Offenbar ist die Aussage richtig fiir N < 2. Sei nun N > 3.

v(G) = D (W(G) = 1) +v(G x Fy))

MEM(l)
= D WG -1+ Y W(G) =1 +v[(G x Fyy) x Fy)]
peM) peM(s)

= Z Z (G —1) + I/|:([(G X .7:"(1)) X .7:"(2)] X ) x ﬁ(q)]

1<r<q MGM(T)

Es sind zwei Falle zu unterscheiden:

Fall 1: Der Graph ([(G X .7:"(1)) X ]:"(2)] X ) X ]:"(q) stellt ein Wheel G dar (mit
Zerlegung G = {G}) und T = ({ii}, &). Nach Satz 6.23 gilt dann

y{([(G X .7}(1)) X .7}(2)] X ) X f(q)] =v(Gp)

somit ergibt sich

v(G) = 2 Z (v(Gu) — 1)+ V|:<[(G X ]:"(1)) X ]:"(2)] X ) X f(q)]

1<r<q pe

= Y, WGy —1)+u(Gp)
pET\{i1}

= > w(Gw) — (N=1) +v(Gp)
neT\{i}

= > v(Gu) = (N =1)

neT

Fall 2: Der Graph ([(G X .7}(1)) X .7:'(2)] X .. ) X f(q) ist ein Graph G mit Zerlegung G =
{Ga,, Gy} und W-Baum T = (M, A) und M = {ji1, jia} = V(T\UKK(] M(T)).
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Nach Satz 6.23 gilt dann
V|:([(G X ﬁ(l)) X ﬁ(Q)] X .. ) X ]?(q)] = Z V(Gu) -1

Dies bedeutet

v@ =Y Y W@y -1+ y{([(c x Fy) x Fp) . ) f"(q)]

Isr<q ;,LGM(,.)

= 2 Z W(Gu) — 1) + Z v(Gu) =1

1<r<q NEM(T) 21,042

= 2 ((Gu) — 1) + 2 v(Gy) —1
pET\{f1,fi2} B1sp2

= > vG)-(N-2+ > v(G,) -1
HET\{1,/12} p, iz

= Y (G = (N =1
neT

Somit ist die Aussage des Satzes bewiesen. ]

Nun kann gezeigt werden, dass Algorithmus 6.2 fiir Graphen, die die Voraussetzungen

von Satz 6.23 erfiillen, eine maximale Kreispackung ermittelt.

Satz 6.25
Sei G = T'u C ein Halin-Graph mit Zerlegung G = {G,,,...,G,y} und T = (M, A) der
zugehorige W-Baum. Sei dg(v) eine gerade Zahl fiir alle Knoten v € V(T)\V(C). Dann

bestimmt Algorithmus 6.2 eine maximale kantendisjunkte Kreispackung Z.

Beweis: Sei k < N und p ein Blatt, welches in Iteration k bearbeitet wird. Dann werden

fiir die drei Graphen

Gu=Gu\lej [ £ # 1}
G = Gu\({ej | £ = 0} v {e;})
Guj» = Gu\({ej | {; = 0} L {ej,})

jeweils maximale Kreispackungen Z, Z;,, Zj, bestimmt. Da fiir alle Knoten v € V(T)\V (C)

120



Kapitel 6 Kreispackungen in Halin-Graphen

dc(v) eine gerade Zahl ist, entspricht jede Splitkomponente G, € G einem geraden Wheel.
Es gilt also |Z;,| = |Z;,] > |Z|, das heiBt es tritt Fall (iv) ein. Zu p werden dann zwei
disjunkte Kreispackungen Z;,, Z;, der Grofe |Z;,| = |Zj,| = v(G,) — 1 ermittelt, von
denen (spiter) genau eine ausgewéhlt wird. Algorithmus 6.2 bestimmt also eine kanten-
disjunkte Kreispackung Z mit maximaler Grofle |Z| = 3} .7 v(Gu) — (N —1). ]

Bemerkung 6.26

Fiir Halin-Graphen G = T u C, die die Voraussetzungen von Satz 6.25 erfiillen, tritt
ausschlieBlich Fall (iv) von Algorithmus 6.2 ein. Betrachte daher nun den entsprechenden
Algorithmus 6.3. Die Laufzeit von Algorithmus 6.3 bleibt identisch zu Algorithmus 6.2

O(|E(G@)[[M(T)])-

Algorithmus 6.3 Kreispackungsalgorithmus fiir Halin-Graphen entsprechend Satz 6.25

Eingabe: Zerlegung G = {G,,...,Guy } eines Halin-Graphen G mit Kantennummerierung, Haufigkeit
¢; aller Facetten B; € B(G) in der Zerlegung G und zugehoriger W-Baum 7 (G) = (M, A) mit
M ={p1,...,pun}.

Ausgabe: Kreispackung Z(G).

1: Z,Zjl,ij,,C,L(—@,k‘,k*HO

2: Wahle ein Blatt pe 7.

3: while p # ¢ do

4: k—k+1

5: {j1,j2} < {j | Bj € B(G,) und B € B(G) fiir (u,p') €T}

6: Bestimme maximale Kreispackung Z;, von G \({e; | ¢; = 0} U {e;, }).
7 Bestimme maximale Kreispackung Zj, von G, \({e; | £; = 0} U {ej, }).
8: ZJl —{Bj| B € ZJ2\{Bh} ZJ2 —{B; | B € ZJI\{BJQ}}

9: Li < {ZJI7Z]2}

10: L— L ULy

11:  £; «0Vj # j1,j> mit B; € B(G,)

12: L, «— max{0,¢;, — 1} fiir i = 1,2

13: T« T\u

14: Wihle p € T mit d7(p) = 1.

15: end while

16: Wahle p € 7 mit d7(u) = 0.

17: Bestimme maximale Kreispackung Z von G, \{e; | £; # 1}.

18: Z « SUCHEVERGROSSERUNG(Z,{B; | B; € Z}, L)

19: Z«— ZU{B, | B;e Z}

20: ¢; « 0 V¥j mit B; € B(G,.)

21: while £ # J do

22: k* « max{k* | Lyx € L}

23:  Wihle Z € Ly«.

240 ZeZ20Z

25: L~ ;C\Lk*

26:  Z < SUCHEVERGROSSERUNG(Z, Z, L)

27: end while

28: return Z
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Beispiel 6.27

Abbildung 6.14 zeigt einen Halin-Graphen G = T'u C, bei dem fiir jedes v € V(T)\V(C)

der Knotengrad dg(v) eine gerade Zahl ist, die Zerlegung G = {GY, ..

., Gg} sowie die

Nummerierung der Kanten e € C'. Tabelle 6.3 zeigt in Zeile ¢; wie oft jede Facette B; von

G durch eine Facette Bj in einer Komponente GL der Zerlegung G représentiert wird.

1 2 3 4
® ®
16 5
15
®
14
13 )
12011 10 T 9
(a)
1 2
16 3
G
G, G/
16 3 16 32
15
14
13 13 10
G§
13 10
12 ° 11

Abbildung 6.14: Halin-Graph G (a) mit Nummerierung der Kanten, die zugehorige Zer-
legung (c¢) mit Nummerierung der Kanten und der zugehérige W-Baum (b).

122



Kapitel 6 Kreispackungen in Halin-Graphen

J 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
4113211112 3 1 1 3 1 1 3
It.170 0 2 2
It. 2 2 0 0 1
It. 3 2 0 0 1
It. 4 1 0 0 0 0 1
It. 5 1 1 0 0
It. 6 0 0 0

Tabelle 6.3: Der Verlauf der Werte ¢; bei Anwendung von Algorithmus 6.3 auf Bei-
spiel 6.27.

Der Baum 7 enthélt als Blatter u;,7 € {1,3,5,6}, wobei alle zugehorigen Splitkompo-
nenten G, gerade Wheels sind. Das zuerst ausgewéhlte Blatt ist u1. Die Facetten Blg, Bs
sind die Kontaktfacetten von G und es gilt f16 = 3 > 0 und ¢35 = 3 > 0. Der Algorith-
mus bestimmt Z15 = {B1, B3} und Z3 = {Ba, Big}. Z16\{B3} sowie Z3\{B1s} werden in
L zur spateren Auswahl abgespeichert (vergleiche Tabelle 6.4). Der Algorithmus setzt
darauthin /1 = f12 = 0 und /15 = ¢3 = 2 wie in Tabelle 6.3 Iteration 1 angegebenen.
Das Blatt g1 wird im Anschluss aus dem Baum 7T geloscht. Bei der Wahl von pus in
Iteration 2, ps in Iteration 3 und pg in Iteration 4 ist das Vorgehen des Algorithmus
identisch zu Iteration 1. Auch hier ist der Verlauf der Iterationen in den Tabellen 6.3 und
6.4 beschrieben. Auch die Blatter us, pus und pg werden im Anschluss an die jeweilige
Tteration aus 7 geloscht. Nach Iteration 3 ist uo ein Blatt in 7 und nach Iteration 4 ist
auch py ein Blatt in 7. In Iteration 5 wird nun py ausgewéhlt. Erneut ist das Vorgehen
identisch zu Iteration 1 und wird in Tabelle 6.2 beschrieben. Im Anschluss wird uo aus
T gelbscht.

pi Ly L
It.1 | pn L1 ={Zs ={B1}, Z1s = {B2}} {L1}
It.2 | 3 Lo = {Zis = {B1a}, Z13 = {B15}} {L1, Lo}
It.3 | s L3 = {Zio = {Bi2}, Z13 = {Bu1}} {L1, Lo, L3}
It.4 | ug Ly4= {gg = {B5,B7},Z4 = {BG,Bg}} {Ll,LQ,Lg,L4}
It.5 i) Ls = {Zg = {313},Z10 = {Bw}} {Ll,LQ,L3,L4,L5}
It.6 | fu4 {L1, Lo, L3, Ly, L5}

Tabelle 6.4: Tterationen bei Anwendung von Algorithmus 6.3 auf Beispiel 6.27.

In der letzten Iteration ist die Menge der Blatter in 7 leer, der Baum enthélt nur noch
den Knoten juy. Der Algorithmus bestimmt Z = {Bs, Bg} (eine Alternative wire Z =
{By4, B10}). Da L # (¥ ist, wird Z mithilfe der Funktion SUCHEVERGROSSERUNG(Z, Z, L)
nun iterativ vergrofert. Zu der Facette B3 € Z existiert eine Packung Zs € Ly € £ mit
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Z3 = {Bi3}. Die Kreispackung Z wird zu Z = {Bs, By, B13} erweitert, die Facette B3
wird zur Menge Z,¢, hinzugefiigt und die Menge Ls wird aus £ geloscht. Fiir die Menge
Z U Zpey wird in der néachsten Iteration dann erneut nach einer Erweiterung gesucht. Die
weiteren Iterationen sind in Tabelle 6.5 dargestellt. Nach Abschluss dieser Iterationen
wird Z um die Menge Z = {Bs, Bo} zu Z = {Bi3, B1, Bs, By, B11, B15, B3, Bo} erweitert.

Z Zneu E
It.6.1 | & %] {L1, Ly, L3, Ly, L5}
It.6.2 | {Bi3} {Bi3} {L1, Lo, L3, L4}
1t.6.3 {Blg,Bl} {Bl3,Bl} {L27L37L4}
1t.6.4 {313731,35,37} {313,31,35,37} {LQ,Lg}
I1t.6.5 | {B13, B1, Bs, By, B11} {Bi13, B1, Bs, B7, B11} {La2}
1t.6.6 | {Bi13, B1, Bs, By, B11, Bis}  {Bi3, B1, Bs, By, B11, Bi5}

Tabelle 6.5: Iterationen der Funktion SUCHEVERGROSSERUNG(Z, Z, £) bei Anwendung
von Algorithmus 6.3 auf Beispiel 6.27.

Der Algorithmus hat nun die in Abbildung 6.15 farblich markierte Kreispackung be-
stimmt, welche durch die Facetten Z = {Bis, B1, Bs, By, Bi1, B1s, B3, Bo} induziert

wird. Es gilt v(G) = 8.
1 2 3
.16/'\ R

4

12 11 10 9

Abbildung 6.15: Die maximale Kreispackung des Halin-Graphen G wird induziert durch
2 = {Bus, B1, Bs, Br, Bi1, Bis, B3, Bo}.

Fiir Halin-Graphen, deren Zerlegung G ausschliellich Komponenten G, enthalt, welche
isomorph zu einem geraden Wheel sind, kann mithilfe von Algorithmus 6.2 eine optima-
le Losung fiir das maximale kantendisjunkte Kreispackungsproblem bestimmt werden.
Dieses wird auch fiir solche Halin-Graphen vermutet, deren Zerlegung G Komponenten
G, enthélt, welche isomorph zu einem ungeraden Wheel sind. Erste Beispielinstanzen

stiitzen eine derartige Vermutung.
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Fazit

In dieser Arbeit wurde das Problem der Bestimmung einer maximalen kantendisjunk-
ten Kreispackung bzw. der Bestimmung der Kreispackungszahl von Graphen untersucht.
Die Bedeutung dieser theoretischen Problemstellung wurde durch die Vorstellung drei-
er Anwendungen deutlich, deren Modellierung zur Bestimmung maximaler kantendis-
junkter Kreispackungen fiihrt. Da die Bestimmung solcher maximalen kantendisjunkten
Kreispackungen sowie die Bestimmung der Kreispackungszahl NP-schwer sind, bestand
die grundlegende Idee dieser Arbeit darin, einen Graphen G zunéchst auf bestimmte
Weise in ,kleinere Graphen“ G; zu zerlegen, maximale Kreispackungen dieser G; zu
bestimmen und daraufhin einen Bezug zur maximalen Kreispackung von G zu finden.
Dieser systematische Ansatz ergab sich aus der Betrachtung von Kreispackungen in nicht

zusammenhéngenden, 1-zusammenhéngenden und 2-zusammenhingenden Graphen.

In Vorbereitung auf den néchsten naheliegenden Schritt, die Betrachtung von 3-zu-
sammenhéngenden Graphen, erfolgte eine genaue Analyse der Ergebnisse fiir 2-zusam-
menhéngende Graphen. Hierfiir wurden die SPQR-Zerlegung fiir 2-zusammenhéngende
Graphen und ein Algorithmus zur Bestimmung einer kantendisjunkten Kreispackung
unter Verwendung der SPQR-Zerlegung vorgestellt. Speziell fiir serienparallele Graphen
konnten die bestehenden Ergebnisse im Rahmen dieser Arbeit um eine praktische Eva-
luation ergénzt werden: Der auf der SPQR-Zerlegung basierende Algorithmus, welcher
fiir serienparallele Graphen in polynomieller Zeit eine optimale Losung des Kreispa-
ckungsproblems bestimmt, wurde unter Verwendung des Open Graph algorithms and
Data structures Framework (OGDF) implementiert und getestet. Ein wesentliches Er-
gebnis dieser Evaluation ist, dass das Verfahren auch fiir grofle serienparallele Graphen
mit bis zu 1.000.000 Kanten skaliert.

125



Kapitel 7 Fazit

Bei der Betrachtung von 3-zusammenhéingenden Graphen wurde festgestellt, dass es
fiir diese keine geeignete eindeutige Zerlegung entsprechend der SPQR-Zerlegung fiir
2-zusammenhéngende Graphen gibt. Allerdings konnte eine entsprechende Zerlegung
fiir minimal 3-zusammenhingende Graphen in der Literatur gefunden werden, welche
vorgestellt und fiir die weitere Arbeit verwendet wurde. Da aufgrund der Ergebnisse
fiir serienparallele Graphen die Hoffnung bestand, dass auch fiir eine Teilmenge der
minimal 3-zusammenhéingenden Graphen Verfahren zur Bestimmung von maximalen
Kreispackungen mit polynomiellen Laufzeiten gefunden werden kénnen, wurden Halin-
Graphen untersucht. Bei Halin-Graphen handelt es sich um minimal 3-zusammenhéngen-
de Graphen und fiir diese sind, &hnlich wie fiir serienparallele Graphen, einige Probleme

bekannt, die in Polynomialzeit gelost werden kénnen.

Es wurde dann zunéchst gezeigt, dass eine direkte Beziehung zwischen den in der Zer-
legung verwendeten guten 3-Splits und Fans in Halin-Graphen besteht. Dieses Ergeb-
nis war wesentlich fiir die spatere Entwicklung eines Algorithmus zur Bestimmung von
Kreispackungen in Halin-Graphen. Zunéchst konnten jedoch sukzessive Ergebnisse zu
Kreispackungen spezieller Halin-Graphen gezeigt werden: Fiir Necklace-Halin-Graphen
kann die Kreispackungszahl aufgrund der Grapheigenschaften abhéngig von der Ord-
nung n und der Léange k des zugehorigen Weges P des Graphen bestimmt werden.
Eine entsprechende maximale Kreispackung wurde ebenfalls angegeben. Fiir Caterpillar-
Halin-Graphen konnte die Bestimmung der Kreispackungszahl auf die Bestimmung der
Unabhéngigkeitszahl des serienparallelen Dualgraphen zuriickgefithrt werden. So konn-
te gezeigt werden, dass die Kreispackungszahl sowie eine maximale Kreispackung fir
diese Graphklasse in linearer Zeit bestimmt werden kann. Zusétzlich konnte dann fur
solche Caterpillar-Halin-Graphen, deren Komponenten der Zerlegung isomorph zu gera-
den Wheels sind, die Kreispackungszahl auf die Kreispackungszahlen der Komponenten
in der Zerlegung zurickgefithrt werden. Da es sich hierbei um ein konstruktives Er-
gebnis handelte, konnte ein entsprechender Polynomialzeitalgorithmus zur Bestimmung
einer maximalen Kreispackung formuliert werden. Dieses Verfahren wurde dann ver-
wendet, um unter Ausnutzung von Eigenschaften der Facetten in Halin-Graphen einen
Polynomialzeitalgorithmus zur Bestimmung von (méglicherweise maximalen) Kreispa-
ckungen in allgemeinen Halin-Graphen zu entwickeln. Fiir Halin-Graphen, deren Kom-
ponenten der Zerlegung isomorph zu geraden Wheels sind, konnte das Ergebnis ebensol-
cher Caterpillar-Halin-Graphen verallgemeinert werden, sodass auch fiir diese Graphen
die Kreispackungszahl auf die Kreispackungszahlen der Komponenten in der Zerlegung
zuriickgefithrt werden konnte. Es konnte gezeigt werden, dass der zuvor entwickelte Al-

gorithmus fiir diese speziellen Halin-Graphen eine maximale Kreispackung bestimmt. Es
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wird vermutet, dass der Algorithmus auch fiir allgemeine Halin-Graphen eine optimale

Losung des maximalen Kreispackungsproblems bestimmt.

In der weiteren Forschung wire dann die Priifung dieser Vermutung ein naheliegender
néchster Schritt. Dariiber hinaus wire dem Aufbau dieser Arbeit folgend die Betrach-
tung von allgemeinen 3-zusammenhédngenden Graphen und die Nutzung anderer dafiir
geeigneter Zerlegungen interessant. Beispielsweise kénnte untersucht werden, ob die Zer-
legung von Eppstein und Reed geeignet zur Bestimmung einer Kreispackungszahl fiir

3-zusammenhéngende planare Graphen ist.
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