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Zusammenfassung

Der allgemeine Trend zur Prozessintensivierung lasst die Mikroverfahrenstechnik
aufgrund ihrer charakteristischen kurzen Transportwege fiir Wéarme- und Stoffstrome
in den Interessensfokus riicken. Speziell fiir rein transportlimitierte Prozesse wie die
Extraktion kann eine Miniaturisierung erhebliche Verbesserungen hervorbringen.

Im Rahmen dieser Arbeit wurde daher die fliissig-fliissig Pfropfenstromung als
Extraktionswerkzeug weiterentwickelt. Zum einen wurde dabei die Beseitigung bis-
heriger Nachteile beim Einsatz der Pfropfenstromung fokussiert. Hierzu zahlen die
noch nicht abschlieSend erforschten Vorgange bei der Phasentrennung, sowie der
noch erhebliche Aufwand bei der Parallelisierung. Zum anderen wurde die Pfropfen-
stromung in Anwendungsgebieten untersucht, die fiir bisherige Extraktionsapparate
noch grofle Herausforderungen darstellen.

Die Vorgange wahrend der Phasentrennung wurden durch numerische Simula-
tionen naher untersucht. Hierfiir wurde als ein Hauptpunkt der Arbeit eine numeri-
sche Methode mit besonders geringen parasitaren Stromungen entwickelt. Bei hohen
Volumenstromen wurden dabei instationdre Beschleunigungsdruckverluste in den
Fluidausgéngen des Trennapparates als signifikanter Einfluss identifiziert. Darauf-
hin wurden experimentell Trennweisen untersucht, die derartige Beschleunigungsef-
fekte auf das Volumen des Trennapparates begrenzen konnen. Die Reduzierung der
Druckverluste und der Verzicht auf feinporige Membranen erlaubten den Einsatz von
Ferrofluiden als disperse Phase, wodurch magnetische Spulen als Sensor eingesetzt
werden konnten, die in Folgearbeiten gleichzeitig als Aktuator wirken kénnen.

Parallel wurde die Pfropfenstromung bei der Extraktion aus hochviskosen Medien
heraus charakterisiert, da die bisher konventionell eingesetzten Extraktionskolonnen
bei geringen Dichtedifferenzen, hohen Grenzflachenspannungen und viskosen Fluiden
entweder keinen stabilen Gegenstrombetrieb mehr erlauben oder starke Einbuflen
im Stofftransport verzeichnen. Um die Pfropfenstromung unter diesen Bedingungen
effektiv parallelisieren zu konnen, wurde ein Verschaltungskonzept erarbeitet und in
kleinen Dimensionen experimentell plausibilisiert.

Die Pfropfenstromung wird auf Basis der erarbeiteten Ergebnisse fiir die Anwen-
dung auf herkommliche Extraktionsaufgaben nicht als konkurrenzfahig bewertet.
Stattdessen konnte die Pfropfenstromung als vielversprechendes Werkzeug tiberzeu-
gen, wenn die Dichtedifferenz beider Phasen besonders klein ist, die Grenzflichen-
spannung hoch ist, oder der Wertstoff aus einer hochviskosen Phase herausextrahiert
werden soll.






Abstract

The overall trend for process intensification leads to an increased focus on micro
process engineering due to the enhanced heat and mass transfer. Especially transfer
limited processes like extraction can massively benefit from miniaturization.

The scope of this work was to extend the liquid-liquid slug flow as an extracti-
on tool. Therefore, elimination of existing disadvantages of slug flow were focused.
Incomplete model accuracy for prediction of clean phase splitting and huge paral-
lelization effort count to these drawbacks. Beside these developments slug flow was
characterized in application areas that are still challenging for typical extraction
devices.

Phase split phenomena were investigated numerically. As main part of this work
a numerical method was developed that exhibits extremely low parasitic currents.
The simulations show significant instationary acceleration effects of the fluids in
the surrounding piping. As a result other phase splitting methods were investiga-
ted experimentally that are able to limit those effects to the inner device volume.
The reduction of pressure drop and the removal of membranes allowed the use of
ferrofluids as disperse phase. These ferrofluidic slugs were detectable for monitoring
reasons by inductors that may be used as actuators as well in following studies.

Parallel to these investigations the liquid-liquid slug flow was evaluated during
extraction form highly viscous media. Typical extraction devices are still challenged
by small density differences, high surface tensions or high viscosities due to inhibited
counter-current flow or reduced mass transfer. To parallelize slug flow extraction
units under these circumstances a new parallelization concept was developed and
showed plausible results.

Overall, slug flow is evaluated to be not competitive to state of the art extraction
devices for common extraction tasks. Instead slug flow turned out to be a highly
recommended tool for extractions incorporating small density differences, big surface
tensions or high viscosities.
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Kapitel 1

Einleitung

Die Mikroverfahrenstechnik besitzt das Potential zur massiven Prozessintensivierung
durch die herausragenden Transporteigenschaften fiir Warme- und Stoffstrome. [1]
Durch die Miniaturisierung der Apparate steigt auf der einen Seite die spezifische
Oberflache innerhalb des Apparates, die fiir den Transportvorgang zur Verfiigung
steht, wahrend auf der anderen Seite die Lange des zu iiberwindenden Transport-
weges abnimmt. Beide Effekte sind fiir die Anwendung von warmeiibergangs- oder
stofftransportlimitierten Unit Operations in mikroverfahrenstechnischen Apparaten
besonders interessant. Ein Beispiel hierfiir ist die fliissig-fliissig Extraktion, welche
bisher haufig in Extraktionskolonnen durchgefiihrt wird. Die Kolonnen sind mit Fiill-
korpern oder strukturierten Packungen gefiillt sind, um die interne Austauschflache
der Phasen zu steigern. Ebenso werden Pulsationen und andere Moéglichkeiten der
externen Energiezufuhr genutzt, um den Stofftransport weiter zu verbessern. [2] [3]
[4] [5] Zu evaluieren ist daher, in welchem Mafie und fiir welche Anwendungsfélle
die Mikroverfahrenstechnik gegentiber den makroskopischen Extraktionsapparaten
iiberlegen ist.

Auf dieser Grundlage untersucht die vorliegende Arbeit die fliissig-fliissig Pfrop-
fenstromung als Werkzeug fiir Extraktionsaufgaben und entwickelt diese weiter.
Hierzu wird zunéchst der aktuelle Stand des Wissens zu bisher etablierten Ex-
traktionsapparaten in Abschnitt zusammengefasst. Im Vergleich dazu werden
in Abschnitt die bisherigen Fortschritte und Schwierigkeiten in der Anwendung
der Pfropfenstromung als Extraktionswerkzeug dargestellt. Besonders die Paralle-
lisierung mehrerer Extraktionsstrange zur Steigerung der Produktionsmenge und
eine kostenglinstige Implementierung eines einzelnen Strangs sind dabei relevante
Themen.

Aus dem aktuellen Stand der Technik resultierend werden in dieser Arbeit zwei
potentielle Etablierungsmoglichkeiten fiir die Pfropfenstromung als Extraktionswerk-
zeug verfolgt. Auf der einen Seite kann die Pfropfenstromung in ihrer Anwendung
auf gingige Extraktionsaufgaben derartig weiterentwickelt werden, dass sie im Ver-
gleich zum Bau bisheriger Extraktionsapparate keine nennenswerten Nachteile mehr
aufweist und lediglich durch ihre guten Stofftransportleistungen iiberzeugt. Auf der
anderen Seite kann gezielt nach Anwendungsgebieten gesucht werden, welche mit
bisherigen Extraktionsapparaten nur schwer oder praktisch gar nicht erschlossen
werden kénnen. Unabhangig von der Etablierungsmoglichkeit ist die Grundlage ei-
nes funktionierenden Extraktionsstrangs das stetige Kontaktieren und Trennen der
fluiden Phasen. Wéahrend die Pfropfenerzeugung bereits gut charakterisiert und er-
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forscht ist, weisen bisherige Modelle zur Vorhersage einer stabilen Phasentrennung
nachweislich noch Fehler auf. So wird nach der Modellvorstellung eine stabile und
reine Phasentrennung vorhergesagt, welche in der Praxis jedoch nicht vorgefunden
wird. [6] Dem kann aktuell nur mit besonders kleinen Abmessungen der Trennein-
heit und einem dadurch gesteigerten Kapillardruck entgegengewirkt werden, was
jedoch unnotige Druckverluste verursacht und dadurch einige Forder- und Paralleli-
sierungskonzepte unattraktiv werden ldsst. Die Phasentrennung einer fliissig-fliissig
Pfropfenstromung wird daher numerisch in Abschnitt [£.1] untersucht und in einem
Trennapparat nachverfolgt, welcher einen geringen Druckverlust aufweist, jedoch
wegen unsauberer Trennleistung bisher wenig Anwendung findet. Die Simulationen
sollen dabei besonders arm an parasitdren Storstromungen sein, welche durch Dis-
kretisierungsfehler entstehen und die Grenzfliche unphysikalisch bewegen oder die
Simulation sogar divergieren lassen kénnen. [7] Die hierfiir notwendige numerische
Methode wird als Hauptbestandteil der Arbeit ausfithrlich in Kapitel [3] erarbeitet
und charakterisiert. Numerische Simulationen der Phasentrennung zeigen dabei die
Griinde fiir das Versagen des Trennapparates auf.

Folgend wird zur Ausarbeitung der ersten Etablierungsmoglichkeit versucht, die
Schwierigkeiten in der Anwendung der Pfropfenstromung zu beseitigen. Eine alter-
native Art der Phasentrennung mit kleinen auftretenden Druckverlusten wird in
Abschnitt experimentell untersucht. Entwicklungsarbeiten zu einem integrierten
Sensor- und Aktuatorkonzept iiber Magnetfelder und ferrofluidische Pfropfen zur
einfacheren und kostengiinstigeren Parallelisierung werden in Abschnitt gezeigt.

Der alternativen Etablierungsméglichkeit folgend wird die Stofftransportleistung
der Pfropfenstromung in Abschnitt [4.4] an einem Stoffsystem untersucht, welches
eine besonders kleine Dichtedifferenz, eine hohe Viskositat und eine ausgepragte
Grenzflichenspannung besitzt. Jedes dieser Kriterien konnte Abschnitt folgend
als mogliche Limitierung in der Anwendung bisheriger Extraktionsapparate identifi-
ziert werden. Da weiterhin eine anwendbare Parallelisierungsstrategie zur Steigerung
der Produktionsmenge fehlt, stellt Abschnitt [4.5] eine Moglichkeit zur drastischen
Senkung des Investitionsaufwandes dar.

Abschlielend werden in Kapitel 5| die erarbeiteten Resultate verglichen und eine
Prognose aufgestellt, welche Anwendungsgebiete die Pfropfenstromung als Extrak-
tionswerkzeug fokussieren sollte.



Kapitel 2

Stand der Technik

Innerhalb dieses Kapitels wird der aktuelle Stand des Wissens im Bezug auf die
im Rahmen dieser Arbeit relevanten Themengebiete dargestellt. Abschnitt gibt
dabei zunéchst einen zusammenfassenden Einblick in die Methoden und Apparate
zur Bewiltigung bisheriger Extraktionsaufgaben. Nachfolgend fithrt Abschnitt
in die Mikroverfahrenstechnik ein und setzt den Fokus dabei auf die fliissig-fliissig
Pfropfenstromung als Extraktionswerkzeug und ihre Stofftransportleistung, sowie
die genutzten Apparate. Weiterfithrend schafft Abschnitt einen Einblick in das
relevante Gebiet der Simulation von kapillarkraftdominierten Mehrphasenstrémun-
gen, da hierauf die in Kapitel |3| erarbeitete Methode aufbaut.

2.1 Typische Extraktionsapparate

Die Extraktion findet in der Prozesssynthese oft erst dann Anwendung, wenn andere
Trennverfahren alleine nicht die gewiinschte Trennwirkung erzielen, da der Wertstoff
immer nur in eine andere Phase iiberfithrt wird. Dies erfordert den anschlieBenden
Einsatz eines weiteren Trennverfahrens, um das Wertprodukt in Reinform zu gewin-
nen. Dies ist nur dann sinnvoll, wenn die Abtrennung aus der neuen Phase wesentlich
einfacher moglich ist. Daher sind die haufigsten Anwendungsgebiete der Extraktion
die Auftrennung von Gemischen mit kleiner Siedetemperaturdifferenz, das Aufbre-
chen von Azeotropen, die Aufreinigung von temperaturempfindlichen Stoffen oder
das gleichzeitige Abtrennen mehrerer Komponenten, die sich besonders stark in ihren
Siedepunkten unterscheiden. [2] [3] [8] Fiir die Durchfithrung der Extraktion stehen
eine Vielzahl unterschiedlicher Apparate zur Verfiigung. Die am héufigsten verwen-
deten sollen in diesem Abschnitt grob vorgestellt und charakterisiert werden, um
den aktuellen Stand der Technik darzustellen. Ublicherweise werden Extraktionen
dabei selten mit mehr als 10 theoretische Trennstufen realisiert. [4]

2.1.1 Mixer-Settler

Eine besonders einfache Realisierung der Extraktion ist in Mixer-Settler-Anlagen
moglich. Namensgebend ist das wiederholte intensive Mischen von Extraktionsmit-
tel und Wertstoffphase in jeder Stufe mit anschlieBender Einleitung der Dispersion
in eine Ruhezone zur Phasentrennung. Schematisch ist diese Betriebsweise in Abbil-
dung dargestellt. Die Phasentrennung erfolgt lediglich auf Grund der Dichtedif-
ferenz Ap in Kombination mit der durch die Grenzflichenspannung o angetriebene
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Abbildung 2.1: Schematische Darstellung einer dreistufigen Mixer-Settler-Anlage
mit 4 Pumpen. Nachgezeichnet aus [4].

Raffinat

Koaleszenz der Tropfen. Die Koaleszenz in der Ruhezone wird durch den Einbau
von Drahtgewebe oder Fillkorpern, welche von der disperse Phasen benetzt wer-
den, gefordert. Dies verkleinert das notwendige Apparatevolumen, steigert jedoch
den Druckverlust und die Betriebskosten. [3] Bei korrekter Auslegung kann eine
theoretische Trennstufe pro Extraktionsraum realisiert werden. Allgemein benétigen
Mixer-Settler-Anlagen allerdings viel Platz und weisen einen grofien Fliissigkeitsin-
halt auf. [2] |3]. Selten werden daher mehr als 4 Trennstufen realisiert. |3] Vorteile
einer Mixer-Settler-Anlage sind jedoch die praktisch freie Wahl des Phasenverhalt-
nisses und die einfache Erweiterbarkeit, falls durch gednderte Prozessbedingungen
nachtréglich weitere theoretische Trennstufen notwendig sind. [2]

2.1.2 Extraktionskolonnen

Fiir die Umsetzung einer Extraktionsaufgabe werden Kolonnen am haufigsten ein-
gesetzt, da sie durch ihre variablen Gestaltungsmoglichkeiten einen breiten Anwen-
dungsbereich bieten und mittlerweile gut untersucht und charakterisiert sind. Die
einzelnen Varianten von Extraktionskolonnen werden in diesem Unterabschnitt mit
ihren jeweiligen Anwendungsgebieten beschrieben und zusammengefasst.
Allgemein lassen sich Extraktionskolonnen in zwei Kategorien einteilen: Kolon-
nen ohne externe Energiezufuhr (z.B. Siebbodenkolonne, Fiillkorperkolonne, Pa-
ckungskolonnen) und Kolonnen mit externer Energiezufuhr (z.B. Sprithkolonne,
pulsierte Siebbodenkolonne, pulsierte Fiillkorperkolonne, pulsierte Packungskolon-
nen, Rotating Disc Contactor, Kiithni-Kolonne). Die externe Energiezufuhr wird zur
Steuerung der Tropfengrofle im Inneren der Kolonne eingesetzt und verbessert da-
durch die Extraktionsleistungﬂ Angestrebt werden meist Tropfengrofien im Bereich
von 1mm bis 4mm ([4]), deren Realisierung aber besonders bei Systemen mit ho-
her Grenzflichenspannung nur durch externe Energiezufuhr maéglich ist ([2]). Die
Energiezufuhr erfolgt meist durch Riithrorgane oder eine Auf- und Abwértsbewe-

! Die Spriithkolonne nimmt dabei eine gewissen Sonderstellung ein. Es erfolgt zwar eine erhebliche
Energiezufuhr zur Verteilung der dispersen Phase als Spray, jedoch geht die eingestellte Grofien-
verteilung schnell wieder verloren. Priméres Ziel der Energiezufuhr ist hingegen die Steuerung der
Tropfengrofle in der gesamten Kolonne.
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gung der enthaltenen Fluide (Pulsation). Seltener wird eine Pulsation der Einbau-
ten vorgenommen, doch auch dies ist bereits realisiert worden (Karr-Kolonne). Im
allgemeinen Fall werden in der Kolonne die kontinuierliche und die disperse Phase
im Gegenstrom aneinander vorbeigefiihrt, indem die schwere Phase am Kopf und
die leichte Phase am Sumpf der Kolonne aufgegeben wird. Der dabei stattfinden-
de Stofftransport beeinflusst stark die lokalen Stoffwerte, wie Dichte, Viskositét
und Grenzflichenspannung, und nimmt dadurch massiven Einfluss auf die Hydro-
dynamik, welche wiederum den Stofftransport beeinflusst. Diese interne Kopplung
gestaltet die quantitative Berechnung von Extraktionskolonnen daher schwierig. Sie
werden den Mixer-Settler-Anlagen aus wirtschaftlichen Griinden jedoch oft vorge-
zogen. |3] Welches Fluid die kontinuierliche Phase in der Kolonne bildet wird haufig
durch das Anfahrverhalten beeinflusst. Fiir einen optimalen Betrieb der Kolonne,
sollten durch die Wahl der kontinuierlichen Phase dabei moglichst alle der folgen-
den Punkte erfiillt sein:

e Der Stofftransport sollte von der kontinuierlichen Phase in die disperse Phase
erfolgen. Andernfalls begiinstigen Marangoni-Konvektionen, welche durch die
Konzentrationsabhéngigkeit der Grenzflachenspannung hervorgerufen werden,
eine Koaleszenz der Tropfen. 2] [3] [4]

e Das Fluid, welches die Einbauten der Kolonne und die Kolonnenwand besser
benetzt, sollte als kontinuierliche Phase gewahlt werden. Eine gut benetzende
disperse Phase fiihrt zu einer Koaleszenz der Tropfen. 2] [3] [4]

e Es sollte ein Flussigkeitsanteil an disperser Phase von ca 5-15 % [4], maxi-
mal 30 % [3] angestrebt werden. Demnach sollte die Phase mit dem grofieren
Volumenstrom als kontinuierliche Phase gewahlt werden.

Ein Grofiteil der Extraktionsaufgaben lasst sich durch Extraktionskolonnen bewal-
tigen. Typische Kolonnenarten sind dabei Spriithkolonnen, Siebbodenkolonnen, Fiill-
korperkolonnen, Packungskolonnen und geriihrte Kolonnen, die jeweils pulsiert oder
nicht pulsiert betrieben werden kénnen. Beschreibungen dieser Bauarten folgen in
anschlieenden Unterabschnitten. Praktisch werden in diesen Apparaten bis zu 15
theoretische Trennstufen realisiert. [2] [3] [4] Oft lassen sich allerdings auch durch
exotische Materialien im Apparatebau nicht alle genannten Kriterien gleichzeitig
erfilllen, was Raum fiir die Anwendung anderer Extraktionsapparate lasst.

2.1.2.1 Spriihkolonnen

Sprithkolonnen stellen die einfachste Art von Extraktionskolonnen dar. Ohne weitere
Einbauten im Inneren wird die Tropfenphase in der Kolonne dispergiert. Nach we-
nigen Tropfendurchmessern erreichen die Tropfen ihre Endgeschwindigkeit [4] und
interagieren frei miteinander, wodurch schnell die aufgegebene Tropfengroflenvertei-
lung verloren geht. Da die Stromung der Phasen nur durch die Schwerkraft ange-
trieben wird, sind Sprithkolonnen nur bei Stoffsystemen mit einer Dichtedifferenz
Ap > 150kg/m? effektiv einsetzbar. [4] Die freie Stréomung im Inneren ermoglicht
zudem die Ausbildung eines radialen Geschwindigkeitsprofils, was die axiale Di-
spersion der Phasen verstérkt und somit die Trennleistung negativ beeinflusst. [§]
Sprithkolonnen werden daher nur bei einfachen Trennaufgaben eingesetzt.
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2.1.2.2 Bodenkolonnen

Im Gegensatz zu Spriithkolonnen sind in Bodenkolonnen Lochplatten eingezogen,
welche typischerwiese Locher in der GroBe von 2-4 mm 4], maximal 6 mm [3], ent-
halten. Durch die Locher treten aufgrund der Schwerkraft abwechselnd kontinuier-
liche und disperse Phase hindurch. Die hierfiir zur Verfiigung stehende freie Flache
beeinflusst dabei stark den maximalen Durchsatz der Kolonne und betrégt bei einer
Bodenplatte in der Regel ungefédhr 25 % [4]. Die Durchtritts6ffnungen kénnen dabei
als einfache Locher oder mit weiteren Aufsiatzen, wie z.B. Glockenkopfen, ausgefithrt
sein. Die Verwendung solcher Einbauten mindert den maximalen Durchsatz durch
den erhohten Druckverlust, verbessert aber iiber eine gezielte Steuerung der Tropfen-
groflen den Stofftransport. So erreichen normale Glockenboden typischerweise einen
Bodenwirkungsgrad von 0,1 - 0,2, wiahrend Siebbéden auch Bodenwirkungsgrade
von 0,3 - 0,6 ([2]) oder sogar 0,7 ([8]) erreichen koénnen. Werden Bodenkolonnen
pulsiert betrieben, kann die Trennleistung weiter verbessert werden. Pulsierte Bo-
denkolonnen benétigen dabei eine Dichtedifferenz Ap von mindestens 70 kg/m?® und
konnen dabei disperse Phasen mit einer Viskositat 1 von bis zu 100 mPa - s handha-
ben [3]. Der Pulsationshub ¢ nimmt dabei héufig Werte im Bereich von 0,8-1,2 cm
an, wihrend die Pulsationsfrequenz f so gewéhlt wird, dass die Pulsationsintensitat
a - f Werte zwischen 1-2,5 cm/s annimmt [4].

2.1.2.3 Fiillkorper- und strukturierte Packungskolonnen

Eine Alternative zu Lochplatten als Einbauten bieten strukturierte Packungen und
Fillkorper, die in ihrer Form zur Steuerung der Hydrodynamik und in der Material-
wahl zur Beeinflussung der Benetzungseigenschaften frei gestalten werden kénnen.
Beliebte Fiillkorperformen sind z.B. Raschigringe, Berlsattel, Pallringe aus Metall,
Keramik und Kunststoffen. [9] Die Fiillkérper oder Packungen nehmen dabei einen
groflen Teil des Innenraumes ein. Die Ausbildung von Kanalstromungen in der Schiit-
tung ist beim KEinsatz von Fiillkorpern moglichst zu vermeiden, was den Aufbau
solcher Kolonnen herausfordernd macht. Fir die Grenze der maximal moéglichen
Fliissigkeitsbelastung ist in der Literatur eine Beziehung in der Form von GI.
géngig, wie sie auch in den Untersuchungen von Watson, McNeese und Carroad zur
Beschreibung verwendet wird. [10]

V Wkont. + Kl * A/ Wdisp. = K2 (21)

Die Parameter K7 und K5 sind dabei lediglich von Stoffdaten und Geometrieparame-
tern abhédngig. Fir einen stabilen Gegenstrombetrieb ergibt sich aus einer gewéhl-
ten Geschwindigkeit w; dann die maximal mogliche Geschwindigkeit der anderen
Phase. Eine Ubersicht verschiedener weiterer Korrelationen stellten Houlihan und
Landau zusammen. [11] Auch Mackowiak stellt diverse Beschreibungen gegeniiber
und entwickelte eigene Ansatze zur Charakterisierung. [9] Besonders gute Stofftrans-
portleistungen werden dann erzielt, wenn die Geschwindigkeit der kontinuierlichen
Phase wgont. 80 % der maximal zuldssigen Geschwindigkeit ([2] [3]) betrdgt und
fir die Geschwindigkeit der dispersen Phase wg;s,. 60 - 85 % ([2]), bzw. ebenfalls
genau 80 % ([3]), des Maximums angesetzt werden. Eine Pulsation der Fluide be-
wirkt dabei wieder eine Steigerung des Stofftransportes. Dies senkt die Hohe einer
theoretischen Trennstufe, wodurch die Kolonne kleiner gebaut werden kann. Eine
zu starke Pulsation ldsst jedoch die Belastungsgrenze der Kolonne stark absinken.
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[4] Hierdurch sinkt die zuldssige Geschwindigkeit in der Kolonne und fiir das Er-
reichen eines geforderten Volumenstroms werden wieder breitere und groflerer Ap-
parat benotigt. Es ist daher ein Kompromiss zwischen gesteigertem Stofftransport
und verkleinerter Belastungsgrenze der Kolonne zu finden. Ahnliche Grenzen und
Bedingungen gelten fiir Packungskolonnen, die laut Pfennig bis zu einer minima-
len Dichtedifferenz Ap von 70kg/m? betrieben werden konnen. [3] Fiir Medien mit
hoher Viskositat 1 sind Packungskolonnen hingegen schlecht geeignet. [8] Dafiir er-
bringen pulsierte Packungskolonnen besonders bei sehr kleinen Grenzfléchenspan-
nungen o auflerordentlich gute Ergebnisse und erreichen spezifische Oberflichen von
bis zu 500m?/m?. [3] Durch ihre mittlerweile sehr gute Beschreibbarkeit sowie ihre
Flexibilitat im Betrieb und der Auslegung werden pulsierte Packungskolonnen fiir
Standardextraktionsaufgaben?| daher oft in Betracht gezogen und stellen hiufig die
glnstigste Alternative dar. [3] Da die internen Strukturen von Fiillkérper- und Pa-
ckungskolonnen aus Wiederholungseinheiten bestehen, weist die Hydrodynamik im
Inneren kaum eine Abhéngigkeit vom Durchmesser der Kolonne auf. Erst im Rand-
bereich wird die Hydrodynamik durch die Wandnéhe beeinflusst. Fiillkorper- und
Packungskolonnen sind daher wesentlich einfacher als Spriithkolonnen zu skalieren
([3]) und auch bei Teillast gut zu betreiben ([§]).

2.1.2.4 Geriihrte Extraktionskolonnen

Neben der Pulsation von Fluidraum oder Einbauten kann auch durch Riihrorgane
ein Energieeintrag in der Kolonne stattfinden. Als Rithrorgane werden dabei je nach
Anwendung die unterschiedlichsten Geometrien eingesetzt. Fiir hochviskose disperse
Phasen eignen sich schnell rotierende Scheiben (Rotating Disc Contactor), welche
die Tropfen redispergieren sollen ([3]), wahrend unter anderen Bedingungen auch
normale Blattrithrer zum Einsatz kommen konnen ([4]). Zwischen den Rithrorganen
werden dabei Statorbleche installiert, welche die Rithrorgane darin unterstiitzen, die
axiale Rickvermischung der Kolonne zu unterdriicken. [4] [5] Neben der Homoge-
nisierung der Hydrodynamik beeinflussen die Riithrorgane ebenso die Tropfengrofle,
indem sie grofle Tropfen zerteilen. Eine hohere Drehzahl erzeugt dabei umso klei-
nere Tropfen. [3] [4] [5] Besonders kleine Tropfen senken allerdings die maximale
Belastbarkeit der Kolonne. [2] Fiir einen geforderten Durchsatz sind dann wieder-
um besonders breite Kolonnen notwendig. Diese Kopplung bedingt, dass technisch
bisher nur gertihrte Kolonnen mit bis zu 3 m Durchmesser realisiert worden sind. [3]
Eine Kombination aus Riithrelementen und Pulsation ist aktueller Gegenstand der
Forschung. So untersuchen Soboll et al. in einer Kolonne mit einem Durchmesser von
15 mm die Kopplung von Riithrelementen mit verschiedenen Pulsationsmethoden und
erreichen Trennleistungen von bis zu 25 theoretischen Trennstufen pro Meter. [5] Fur
die einfachere und kostensparendere Bestimmung des charakteristischen Flutpunkts
existieren nach Schmalenberg et al. ebenfalls bereits Strategien. [12]

Am Beispiel des Stoffsystems Toluol(d)/Aceton(«+)/Wasser(c) gibt Abbildung
eine Ubersicht der jeweiligen Belastungsbereiche und Trennleistungen der vor-
gestellten Extraktionskolonnen. Die Siebbodenkolonne weist die schlechteste Trenn-
leistung auf, bietet jedoch den grofiten Belastungsbereich, wahrend strukturierte

2Unter einer Standardextraktionsaufgabe wird in diesem Zusammenhang eine Extraktion ohne
herausragende Besonderheiten in den Stoffwerten verstanden. Ap > 50kg/m?; n ~ 1mPa-s; o >
5mN/m; ngy, < 10 [3]
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Abbildung 2.2: Einordnung der Belastungsbereiche und Trennleistungen ausgewéhl-
ter Extraktionskolonnen fir das Stoffsystem Toluol(d)/Aceton(<+—)/Wasser(c) nach
Mersmann: Siebbodenkolonne (SE), pulsierte Siebbodenkolonne (PSE), Fiillkérper-
kolonne (FK), pulsierte Fullkorperkolonne (PFK), Rotating Disc Contactor (RDC),
Riihrzellenextraktor (RZE). Nachgestellt aus [4].

Kolonnen mit Einbauten die Trennleistung auf Kosten der Belastbarkeit steigern.
Allgemein steigert ein Energieeintrag jeglicher Form die Trennleistung und senkt
die Belastbarkeit. Verursacht wird dies durch wesentlich kleinere Tropfen, die mehr
Austauschflache bieten, aber auch langsamer aufsteigen/absinken. [4]

2.1.3 Zentrifugalextraktoren

Da die Phasentrennung in Extraktionskolonnen und Mixer-Settler-Anlagen primér
durch die Dichtedifferenz Ap angetrieben wird, kann dies zu extrem groflen Appa-
raten fithren, wenn die Dichten beider Phasen sehr dhnlich sind. Zentrifugalextrak-
toren konnen durch Zentrifugieren der Dispersion auch bei Dichtedifferenzen in der
GréBenordnung von 30 kg/m? noch eine saubere Phasentrennung zu realisieren.
Dabei kénnen in einem Apparat bis zu 30 theoretische Trennstufen realisiert werden
(12]), was jedoch durch hohe Kosten in der Anschaffung und dem Betrieb erkauft
werden muss ([3]). Diese Umstande machen Zentrifugalextraktoren zu vergleichswei-
se selten eingesetzten Apparaten. [4] Bei kleinen Dichtedifferenzen sind sie dennoch

das Mittel der Wahl.
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2.2 Die Anwendung der Mikroverfahrenstechnik
zu Extraktionszwecken

Die Mikroverfahrenstechnik beschéftigt sich allgemein mit der Miniaturisierung ver-
fahrenstechnischer Apparate, um pro Volumen viel Austauschfliche zur Verfiigung
zu stellen. Dies beglinstigt besonders solche Verfahrensschritte, die durch Stoff- und
Warmetransport limitiert sind. Ein Vielzahl von Anwendungen sind denkbar, wie
Kenig et al. in ihrer Arbeit zeigen. [13] Im Rahmen dieser Arbeit soll speziell die
fliissig-fliissig Extraktion als verfahrenstechnische Grundeinheit betrachtet und hier-
fiir der Einsatz der Pfropfenstromung als Stromungsform in Mikroapparaten weiter-
entwickelt werden. Daher begrenzt sich die folgende Darstellung hauptsachlich auf
diese beiden Gebiete und deren Kombination. Fiir Anwendungen als Reaktor sei auf
Kashid et al. ([1]) und Bobers et al. ([14]) verwiesen. Eine Ubersicht im Bezug auf
Gas-Flissig-Stromungen erarbeiteten Sobieszuk et al. ([15]).

2.2.1 Stromungsformen in Mikroapparaten

Die Pfropfenstromung zeichnet sich durch die langgezogenen Blasen (gas/fliissig)
bzw. Tropen (fliissig/fliissig) der dispersen Phase aus, die in der Mikrokapillare fast
den gesamten Durchmesser ausfiillen. |16] Zwischen den Pfropfen befindet sich die
kontinuierliche Phase, welche die disperse Phase je nach Benetzbarkeit der betei-
ligten Phasen vollstandig umhiillt. In diesem Fall spricht man von einer Stromung
mit Wandfilm. Das Auftreten der Pfropfenstromung in Mikrokandlen héngt von
den Betriebsbedingungen, den Stoffparametern und der Kanalgeometrie ab. Hol-
bach et al. unterscheiden zwischen der Parallelstromung, der Blasenstromung, der
Pfropfenstromung und der unregelméfligen dispersen Stromung in Form einer Art
Emulsion und untersuchten den Einfluss der Stromungsgeschwindigkeiten auf die re-
sultierende Stromungsform fiir Kombinationen von Wasser mit n-Heptan, n-Nonan
und n-Undecan. |17] Weiterhin ist die Ringstromung als mogliche Strémungsform
zu nennen. Die Grenzen fiir das Auftreten genannter Stromungsformen untersuchten
Kashid et al. ([16]) fiir das Stoffsystem Toluol/Wasser in verschiedenen Pfropfen-
erzeugern. Auch Biswas et al. ([1§]) untersuchten die Stromungsformen fiir dieses
Stoffsystem, wiahrend Scheiff et al. ([19]) das Auftreten von Pfropfenstromung beim
Einsatz von ionischen Flissigkeiten als disperse Phase betrachteten. Allgemein ist er-
kennbar, dass die Pfropfenstromung bei niedrigen Stromungsgeschwindigkeiten und
dominierender Grenzflichenspannung auftritt. Zur Charakterisierung der Stromung
haben sich in der Literatur die Reynolds-Zahl, die Kapillar-Zahl und die Weber-Zahl

etabliert (GL. 2.2, GL. 2.3} G1.

p-u-L

Re = 2.2
» (2.2)
= — 2.
Ca . (2.3)
. 2 .
We— Pk (2.4)
g

Sie geben das Verhéltnis von Tragheitskréiften zu viskosen Kréaften (Re), viskosen
Kréften zu Grenzflachenkréften (Ca) und Tragheitskréften zu Grenzflachenkréften
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an (We). In Mehrphasenstromungen ist im Falle von Mehrdeutigkeiten jeweils die Be-
zugsphase anzugeben. Ein allgemeingiiltiges Kriterium fiir das Auftreten von Pfrop-
fenstromung konnte in der Literatur nicht gefunden werden. Kleine Kapillar-Zahlen
begiinstigen jedoch bei ausreichend unterschiedlichen Benetzungseigenschaften der
Flissigkeiten stets die Ausbildung einer Pfropfenstromung. Hohe Reynolds-Zahlen
begiinstigen hingegen das Auftreten einer Ringstromung. Sofern Pfropfenstromung
auftritt, bilden sich innerhalb der kontinuierlichen und dispersen Phase charakteris-
tische Wirbelmuster aus, die fiir eine intensive Durchmischung der Phasen sorgen.
Dittmar untersuchte den Einfluss der Parameter Re, Ca und We auf die Topologie
der Wirbelmuster. [20] [21]

2.2.2 Eingesetzte Apparate der Mikroextraktion

Die Erzeugung einer Pfropfenstromung, die Verweilzeitstrecke und die anschlieende
Phasentrennung der Pfropfenstromung bilden eine pn-Mixer-Settler-Einheit, welche
nur im Gleichstrom betrieben werden kann. Zur Steuerung der Pfropfeneigenschaf-
ten, des Stofftransportes und fiir die effektive Phasentrennung haben sich verschie-
dene Apparate etabliert.

2.2.2.1 Pfropfenerzeuger und Extraktionsstrecke

Eine sehr einfache Moglichkeit zur Erzeugung einer Pfropfenstromung ist eine ein-
fache Zusammenfithrung der beiden Fliissigkeiten. Je nach eingeschlossenem Win-
kel zwischen den Fliissigkeitszulaufen und der angeschlossenen Extraktionsstrecke
spricht man auch von T- und Y-Mischern. Diese Mischer weisen jedoch allgemein
eine Abhéangigkeit der Pfropfenldnge von der Stromungsgeschwindigkeit und dem
Phasenverhéltnis auf. Eine bessere Kontrollierbarkeit der Pfropfenlédnge erreichten
Kaske et al. mit Hilfe einer mechanischen Stellschraube zur kiinstlichen und varia-
blen Verengung des Kontaktraums beider Phasen. [22] [23]. Fiir das Stoffsystem Was-
ser/Toluol erreichten sie Pfropfenlédngen im Bereich von 2mm - 13 mm. Eine noch
bessere Kontrollierbarkeit erzielten Arsenjuk et al. mit einem koaxialen Mischer, in
dem die kontinuierliche Phase ringformig um eine Nadel herumgefithrt wird. [24]
An der Nadelspitze wéchst die disperse Phase bis zu einer durch den Kontaktraum
begrenzten Grofle an und wird abgeschert. Die Position der Nadel ist variabel und
beeinflusst damit das Volumen des Kontaktraums und die Grofle der abgescherten
Tropfen. Neben den invasiven Eingriffen in die Mischergeometrie existiert zudem die
Moglichkeit, ein elektrisches Wechselfeld im Bereich der Pfropfenerzeugung anzule-
gen, welche von Antweiler et al. genutzt wurde, um die Pfropfenlinge in gewissen
Grenzen zu steuern. [25]

Im Anschluss an die Pfropfenerzeugung folgt die Verweilzeitstrecke. Uber die
Benetzungseigenschaften des Wandmaterials kann darin eine Phaseninversion er-
zwungen werden, welche den Stofftransport kurzzeitig intensiviert. Kontaktwinkel
in der Groflenordnung von 90° begiinstigen dabei meist eine Stromung ohne Wand-
film, sobald die disperse Phase erst einmal Wandkontakt erhalten hat. Durchmesser
und geometrischer Verlauf der Verweilzeitstrecke bestimmen dabei mafigeblich den
stattfindenden Stofftransport (siche Unterabschnitt [2.2.3)).
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2.2.2.2 Phasentrenner

Im Anschluss an die Verweilzeitstrecke erfolgt die Trennung der kontaktierten Pha-
sen. In makroskopischen Apparaten kann nach Eigenschaften wie Siede- und Schmelz-
punkt oder der Dichte getrennt werden. In mikroskopischen Bauteilen konnen hin-
gegen nur schwer Temperaturgradienten aufrecht erhalten werden und die Grenz-
flachenspannung dominiert als Oberflachenkraft héufig iiber die Schwerkraft. Da-
her bietet sich zur Aufreinigung in Mikroapparaten ein weiteres Trennkriterium an,
welches auf der Benetzbarkeit der Fluide an verschiedenen Oberflichen beruht. In
Grenzflaichen aus Fluiden untereinander oder an Feststoffen ist Energie enthalten,
die nach Minimierung strebt. Daraus resultieren die Ausbildung eines Meniskus mit
stoffsystemspezifischem Kontaktwinkel und eines nach Gl. 2.5 gegebenen Kapillar-
drucks.

APeap =0 - K (2.5)

Hierin ist o die Grenzflichenspannung der Fluide zueinander und x die mittlere
Kriimmung der Grenzfliche an betrachteter Stelle. Diese Druckdifferenz Ap,,, ist
zu iberwinden, wenn Fluid 1 ein besser benetzendes Fluid 2 von einer Oberfliche
verdrangen soll. Auf diesem Trennprinzip sind bereits diverse Mirkoapparate zur
Phasentrennung realisiert worden. Abbildung m gibt hierzu eine Ubersicht der ver-
schiedenen Bauformen von Phasentrennern, die bereits zur Aufreinigung von Pfrop-
fenstromungen eingesetzt wurden. So entwarfen Kashid et al. einen Y-Splitter, in

b

Abbildung 2.3: Schematische Darstellung verschiedener Trennapparate zur Aufreini-
gung von Pfropfenstromungen: A) direkter Seitenabzug, B) Porenkdmme und Siebe,
C) Membranen, D) Umwandlung in eine Paralellstromung, E) Abtrennung durch
Schwerkraft in Mikrodekantern.

dem die einlaufende Stromung entweder in eine angeschlossene Stahl- oder Teflonka-
pillare eintreten muss. Der zu iiberwindende Kapillardruck verhindert den Eintritt
der wéssrigen Phase in die Teflonkapillare, wéhrend die organische Phase einen ge-
wissen Kapillardruck beim Eintritt in die Stahlkapillare erfahrt und daher bevorzugt
durch die Teflonkapillare abflief3t. Mit abweichenden Materialien nutzte auch Su-
santi et al. diese Art von Y-Phasentrenner. Ahnlich konstruierten Scheiff et al.
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(16]) und stachen mit einer Stahlnadel in die selbst hergestellte Kapillaren aus Poly-
olefin, wéhrend Peroni et al. ([28]) die Geometrie mit beschichteten Glasskapillaren
realisierten (jeweils Trennprinzip A). Ufer nutzte ebenso eine Y-Geometrie nach
Trennprinzip A zur Phasentrennung seiner Pfropfenstromung. [29] Weitere Appa-
rate erweitern die Vorgehensweise des seitlichen Phasenabzugs und gruppieren eine
Vielzahl seitlicher Abflusskanéle zu einer Art Porenkamm (Trennprinzip B). Bei-
spiele hierzu finden sich bei Bussmann ([30]), Castell et al. ([31]), Fries et al. ([32])
und Guenther et al. ([33]). Werden die Trennwénde der seitlich angeordneten Po-
ren aufgebrochen, so entstehen langgezogene Schlitze, durch welche nur die jeweils
besser benetzende Phase abflieen kann. Die Apparatur von Gaakeer et al. verfolgt
diesen Ansatz und bietet fir die organische und die wéssrige Phase jeweils einen gut
benetzbaren Abflusschlitz. [34] Je grofier die Abfluss6ffnungen sind, desto geringer
ist der hydrodynmaische Druckverlust beim Duchtritt des Fluids. Jedoch fallt auch
der zur Trennung verfiighare Kapillardruck ab, da groBe Offnungen auch Phasen-
grenzflachen mit kleineren Kriimmungswerten x zulassen. Den mit Abstand grofiten
Kapillardruck weisen daher Trennapparate mit porosen Membranen auf, die anstatt
der Porenkdmme seitlich in Flussrichtung platziert werden (Kombination Trennprin-
zip B + C). Diese Konstruktionsweise verfolgten Adamo et al. ([35]) und Kralj et al.
([36]) in ihren Arbeiten. Durch den hohen Kapillardruck ist eine seitliche Anordnung
der Membranen nicht unbedingt notwendig (Trennprinzip C). Einen Kompromiss
stellt der Einsatz von Siebmaterial dar, welches der durchtretenden Stromung wenig
Widerstand bietet, aber trotzdem nur relativ kleine Offnungen aufweist. Holbach und
Kurt konstruierten in ihren Arbeiten jeweils Phasentrenner nach diesem Ansatz (je
Trennprinzip C).[17] [37]. Neben der direkten Auftrennung einer Pfropfenstréomung
kann jedoch auch zunéchst eine Umwandlung in eine Parallelstromung erfolgen. Die
Auftrennung von Parallelstromungen in sehr engen Kanélen ist vergleichsweise ein-
fach, wie Aota et al. ([38]), Kolehmainen et al. ([39]) und Fries et al. (|32]) zeigten
(Trennprinzip D). Jede dieser Konstruktionen kann dabei mit der korrekten An-
ordnung im Schwerefeld kombiniert und verbessert werden (Trennprinzip E). Eine
Kombination aus dem Y-Splitter nach Kashid et al. ([26]) und einer Unterstiitzung
durch die Trennung nach Dichtedifferenz findet sich z.B. bei Kaske et al.. [22] [23]
Weitere Anwendungen von Phasentrennern finden sich in der Arbeit von Kenig et
al. und den dort angegebenen Quellen. [13] Je nach Bauweise der Trennapparate
werden, wenn iiberhaupt, unterschiedliche Kriterien fiir die korrekte Funktionsweise
der Apparate angegeben, die sich jedoch auf Gl. reduzieren lassen, sofern sie auf
beide Fluide angewendet wird.

Apczzp,i 2 Aphydr,i (26)

Dabei ist Apeqp,; der Kapillardruck, den Fluid ¢ erfdhrt, wenn es in den Auslass der
anderen Phase einzudringen versucht und Apyyq,; der Druckverlust, den Fluid ¢ beim
Verlassen der Trenneinheit durch den dafir jeweils vorgesehenen Auslass verursacht.
Erfahrt nur eine Phase, beispielsweise Fluid 1, einen Kapillardruck beim Eindringen
in den nicht vorgesehenen Auslass, wie es z.B. bei den bisherigen Anwendungen von
Porenkédmmen und Membranen der Fall ist, gilt ein leicht modifiziertes Kriterium
nach Gl 2.7, um den Durchtritt der abzutrennenden Phase 2 auch zu erzwingen.

Apcap,l 2 Aphydr,l > Aphydr,Q (27>

Ist Appyar2 kleiner als Appyqr1 wird sich der Durchfluss durch _Auslass 2 immer
weiter erh6hen. Dies ist solange moglich, bis der gesamte Anteil Vo, am Gesamtvo-
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lumenstrom Vges auch durch Auslass 2 abfliefit oder eine unerwiinschte Gleichheit
ApPhyar = APhyar,2 und damit eine Verletzung von Gl. erreicht wird. Die Arbeit
von Kralj et al. diskutiert dabei nach Kenntnis des Autors als einzige Arbeit, dass die
angegebenen Ungleichungen zu allen Zeitpunkten erfiillt sein mtssen. [36] Wird z.B.
durch ein sehr langes Segment kontinuierlicher Phase der gesamte Trennapparat mit
Fluid 1 geflutet, existiert kein Volumenstrom in Auslass 2. Stattdessen stromt ledig-
lich Fluid 1 durch Auslass 1. Dies geschieht dann jedoch aus Kontinuitatsgriinden
mit einem Gesamtvolumenstrom von Vges = V1 + V2 Dies stellt hohere Anforderun-
gen an Apeqp1 als der eigentlich vorgesehene Betriebspunkt mit Vi < Vges in Auslass
1. Auch bei kompletter Flutung des Trennapparates mit Fluid 2 soll die Trennung
weiterhin gewéhrleistet sein. Hierzu muss trotz fehlenden Durchflusses in Auslass 1
ebenfalls Appyir1 > Appyar2 gelten, was Adamo et al. z.B. automatisch durch das
gedehnte Diaphragma in der genutzten Trenneinheit gewéhrleisten konnten. [35]
Die Druckverluste Appyqr; beinhalten dabei explizit alle Beitrége, also sowohl das
Durchflielen der Trennstruktur selbst, wie auch der nachfolgenden Leitungen. Trotz
Einhaltung von GI. erreichen etliche auf Trennprinzip A und dessen Varianten
basierende Arbeiten ([26], [6], [34]) jedoch keine gute Modelliibereinstimmung. Die
Annahme einer bereits vollzogenen perfekten Trennung zur Auslegungen der notwen-
digen Kapillardriicke kann dies jedoch nur bedingt erkléren. Gaakeer et al. merkten
hierzu an, dass die eintretende Stromungsform an sich unregelmafig ist. Demnach
kann nicht garantiert werden, dass die Geschwindigkeiten in den Trennoffnungen
und den Ausléssen zeitlich konstant sind, was Storungen verursachen kann. [34]
Scheiff untersuchte die Phasentrennung zudem numerisch, nutzte dabei jedoch ein
Rechengitter, welches die Hohe und Breite des genutzten Rechteckkanals in maximal
40 Zellen aufloste. [40] Eine korrekte Abbildung des Wandfilms und aller von Ditt-
mar ([21]) nachgewiesenen internen Wirbelstrukturen ist daher fraglich. Er klarte
jedoch auf, dass der Kapillardruck Ungleichheiten in den hydrodynamischen Druck-
verlusten beider Ausgiange ausgleicht. Die von ihm teilweise verzeichnete unsaubere
Phasentrennung fiihrt er auf ein zu langsames Eindringen des dispersen Pfropfens in
den vorgesehen Auslass und allgemein zu grofie Druckverluste in den zu langen Aus-
ldssen zurtick. [40] Eine genaue Untersuchung des instationdren Verhaltens konnte
in der Literatur dartiber hinaus nicht gefunden werden. Die Modelle zur Vorhersage
eines stabilen und sauberen Trennverhaltens sind daher noch unzureichend. Dem
kann bisher nur durch besonders kleine Spalt- und Porendurchmesser entgegenge-
wirkt werden, was unnétige Druckverluste erzeugt und zudem den Einsatz einiger
Stoffsysteme, wie z.B. Suspensionen, wegen Verblockungsgefahr einschréankt.

2.2.3 Stofftransport in fliissig-fliissig Pfropfenstromungen

Hauptgrund fiir den Einsatz der Mikroverfahrenstechnik sind die herausragenden
Eigenschaften beziiglich des Stoff- und Wéarmetransportes innerhalb der Appara-
te. Speziell der Stofftransport in fliissig-fliissig Pfropfenstromungen ist bereits viel-
fach untersucht worden. Kashid et al. zeigten, dass kleinere Kapillardurchmesser
den Stofftransport stark verbessern und hohere Pfropfengeschwindigkeiten zwar den
Stofftransportkoeffizienten steigern, die verkiirzte Verweilzeit bei konstanter Léan-
ge der Extraktionsstrecke allerdings eine niedrigere Extraktionsleistung verursacht.
[26]. Die Ergebnisse von Kaske et al. bestétigen diese Befunde und zeigen zudem,
dass eine Zunahme der Pfropfenldnge einen Abfall des Stofftransportes bewirkt. [22]
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[23] Kurt untersuchte den Einfluss einer gewundenen Extraktionsstrecke im Coiled
Flow Inverter und zeigte eine Steigerung des Stofftransports von fast 50 % im Ver-
gleich zu geradlinigen Kapillaren, da die Kapillarwindungen eine Sekundéarstromung
in den Pfropfen induzieren, welche die Totzonen der Wirbelstruktur aufbricht. [37]
Dabei wurden jedoch oft nur niedrigviskose Stoffsysteme untersucht. Scheiff et al.
experimentierten mit ionischen Flussigkeiten als disperse Phase ([19]), doch finden
sich sonst vergleichsweise wenige Stofftransportmessungen mit viskosen Systemen in
der Literatur, wie auch Tsaoulidis und Angeli in ihrer Untersuchung zur Extraktion
von UO3" aus Salpetersiure in eine ionische Fliissigkeiten hinein schreiben. [41] Ta-
belle 2.1|gibt eine Ubersicht ausgewéhlter Literaturquellen mit den darin gefundenen
Stofftransportkoeffizienten. Neben den experimentellen Arbeiten ist der Stofftrans-
port auch numerisch bereits untersucht worden. Kashid et al. berechneten fiir eine
Stromung ohne Wandfilm den Verlauf der Extraktion von Essigsédure aus Kerosin
in Natronlauge. Numerische Untersuchungen zum Stofftransport bei Stréomung mit
Wandfilm wurden von Heckmann et al. vorgenommen. [45] [44] Heckmann zeigte,
dass die Peclet-Zahl (GL. als Verhaltnis von konvektivem zu diffusivem Stoft-
transport einen entscheidenden Einfluss auf den Stofftransportkoeffizienten besitzt.
u- L

Pe = i) (2.8)
Gebildet mit der Wandfilmdicke h zwischen Pfropfen und Wand sowie der Relativge-
schwindigkeit w,e; = Up fropfen — Vges /A zwischen Pfropfen und Kernstromung in der
Kapillare konnte Heckmann zeigen, dass ein Grenzwert von Pe = 10 mindestens ein-
gehalten werden sollte, um einen guten Stofftransport gewéhrleisten zu kénnen. [44]
Zudem konnte Heckmann zeigen, dass langere Pfropfen einen kleineren Stofftrans-
portkoeffizienten herbeifithren und ein Anstieg der Kapillar-Zahl Ca einen positiven
Einfluss auf den Stofftransport besitzt. [44] In Summe kann allen genannten Quellen
entnommen werden, dass hohere Stromungsgeschwindigkeiten den Stofftransport be-
glinstigen, der Extraktionsgrad bei konstanter Lange der Extraktionsstrecke durch
eine Verkiirzung der Verweilzeit aber dennoch absinkt. Ebenso begiinstigen kleine
Kapillardurchmesser und kurze Pfropfenlangen den Stofftransport.

2.2.4 Anwendungen der Mikroextraktion

Neben der Bestimmung von Stofftransportkoeffizienten finden sich in der Litera-
tur auch zahlreiche Anwendungen der Pfropfenstromung als Extraktionswerkzeug.
So nutzten Peroni et al. die Pfropfenstromung zur Aufreinigung von Proben fiir
die Gaschromatografie. [28] Adamo et al. demonstrierten im Labor den Losemittel-
wechsel durch kontinuierliche Uberfithrung von Benzoesiure aus Ethylacetat iiber
Wasser in Toluol. [35] Weiterfithrend finden sich Anwendungen in den Ubersichts-
arbeiten von Assmann et al. ([46]), Santana et al. (|47]) und zu Teilen bei Xie et
al. ([48]). Stromungsmechanisch ist die Pfropfenstromung jedoch auf den Gleich-
strombetrieb limitiert, wiahrend eine Parallelstromung nach Aota et al. auch im
Gegenstrombetrieb moglich ist. [49] Daraus resultiert fiir die Pfropfenstromung die
Notwendigkeit zur Verschaltung mehrerer Extraktionsstrecken in Gegenstromfahr-
weise, die jedoch jede fiir sich im Gleichstrom betrieben werden. Eine solche Ver-
schaltung wurde jeweils von Adamo et al. (|35]), Holbach et al. ([17])) und Kaske
([23]) realisiert. Wie es auch bei makroskopischen Mixer-Settler-Anlagen der Fall ist,
steigt der apparative Aufwand bei p-Mixer-Settler-Anlagen mit wachsender Zahl an
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Extraktionsstufen linear an, wahrend Extraktionskolonnen fiir eine Steigerung der
Trennstufenzahl lediglich in der Hohe vergroflert werden missen (siehe Abschnitt
2.1). Bei p-Mixer-Settler-Anlagen bestimmt jedoch nicht nur die geforderte Rein-
heit die Mindestzahl an Extraktionsapparaten, sondern ebenso der zu bewaltigende
Volumenstrom. Da Mikroapparate in ihrem Durchsatz begrenzt sind, konnen grolere
Produktionsmengen nur durch den parallelen Betrieb mehrerer Extraktionsappara-
te erreicht werden. Da jeder einzelne Apparat Pumpen und Uberwachungssensoren
benotigt, steigen ohne gute Parallelisierungsstrategien die Investitionskosten stark
und schnell an.

2.2.5 Parallelisierungsstrategien fiir Mikroapparate

Fiir den Betrieb von n im Gegenstrom verschalteten Mixer-Settler-Stufen sind all-
gemein n + 1 Pumpen notwendig (vgl. Abbildung [2.1). Kann in einer Mixer-Settler-
Stufe der Volumenstrom nicht weiter erhéht werden, weil dann keine stabile Stro-
mung oder Phasentrennung mehr moglich ist, kann in der Mikroverfahrenstechnik
kein Scale-Up vorgenommen werden. Hierdurch gingen die Vorteile der Mikroverfah-
renstechnik verloren. Eine Steigerung der Produktionsmenge muss stattdessen durch
ein Numbering-Up erfolgen, indem m Extraktionsstringe parallel betrieben werden.
Jeder Strang benotigt ohne angemessene Strategie der Parallelisierung jeweils n + 1
Pumpen, welche den grofiten Anteil der apparativen Kosten ausmachen. In der Li-
teratur lassen sich daher verschiedene Arbeiten finden, welche eine Reduzierung der
notwendigen Pumpenzahl anstreben. Allgemein unterscheiden Kashid et al. zwischen
dem externem Numbering-Up, bei dem nach oben beschriebenem Verfahren jeder
Extraktionsstrang mit allen notwendigen Pumpen versehen wird, und dem internem
Numbering-Up, bei dem die Pfropfenstromung zunachst erzeugt und danach auf die
Kanéle verteilt wird. [50] Erfolgreiche Realisierungen des internen Numbering-Up
fiir die Pfropfenstromung sind in der Literatur nach Kenntnis des Autors nicht be-
kannt. Kashid et al. nutzten das interne Numbering-Up jedoch fiir die einphasigen
Zuleitungen zu den jeweiligen Pfropfenerzeugern und schaffte hierdurch eine Paral-
lelisierung von bis zu 6 Mikroreaktoren mit lediglich einer Pumpe fiir Wasser und
einer Pumpe fiir Kerosin. Eine einheitliche Verteilung auf die Kanéle wird lediglich
durch die Symmetrie der Verteilerstruktur erreicht und durch die Druckverluste der
angeschlossenen Mischelemente erzeugt. [50] Allgemein wird die GleichméBigkeit der
Verteilung auf die Mikrokanéle durch die groflen Fertigungstoleranzen gestort. Zur
Verbesserung der Gleichméfligkeit existieren verschiedene Anséatze:

e Die Mikrokanile selbst konnen sehr genau gefertigt werden. Schenk et al. zeig-
ten dies experimentell. [51] [52] Die notwendigen Toleranzen liefien sich indus-
triell jedoch nicht mit akzeptablen Aufwand umsetzen.

e Den Mikrokanédlen kann ein Druckverlust vorgeschaltet werden, welcher den
Druckverlust der nachfolgenden Bauteile um ein Vielfaches iibersteigt und
wiederum besonders exakt gefertigt werden muss. Al-Rawashdeh et al. ent-
wickelten einen Konstruktionsleitfaden und untersuchten dieses Konzept ex-
perimentell, wie auch numerisch. Es wird angegeben, dass der vorgeschaltete
Druckverlust etwa 4-25 Mal so grof gewédhlt werden muss, wie der Druckver-
lust des nachfolgenden Mikrokanals. [53] [54] [55] Der Kosten fiir den Betrieb
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der Anlage steigen hierdurch jedoch ebenfalls um mindestens diesen Faktor,
da unnétig Energie dissipiert wird.

e Die Schwankungen der Druckverluste kénnen manuell durch iteratives An-
passen der Kapillarlingen ausgeglichen werden. Mendorf et al. parallelisierten
hierdurch sehr erfolgreich einphasige Verteilerstrukturen, wiahrend die Ergeb-
nisse fiir mehrphasige Stromungen im Vergleich dazu schlechter ausfallen. [56]
Bei einer groflen Anzahl an parallelisierten Stréangen ist ein manuelles Nach-
justieren aller Druckverluste hingegen sehr aufwéndig.

e Neben dem iterativen Anpassen vor der Inbetriebnahme kénnen unterschied-
liche Druckverluste auch durch Aktuatoren nachgeregelt werden. Hierfiir sind
nicht nur Aktuatoren sondern auch Sensoren in den Kanélen notwendig, wel-
che die Stromungsverhéltnisse erfassen. Antweiler et al. setzten sowohl fir
Beeinflussung der Stromung im Bereich der Pfropfenerzeugung als auch fiir
die Detektion der Stromung im Kanal elektrische Felder ein. Mit Hilfe der all-
gemein temperaturabhingigen Viskositat beeinflussten sowohl Antweilter et
al. als auch Arsenjuk et al. durch gezielte Aufheizung oder Abkiihlung die
Druckverluste in den einzelnen Mikrokanélen. [25] [57] Die Notwendigkeit ei-
ner Vielzahl an Pumpe wird hierbei durch die Notwendigkeit vieler Sensoren
und Aktuatoren ersetzt, welche ebenfalls Kosten verursachen.

Alle aufgefiihrten Methoden konnten die apparativen Kosten bisher noch nicht so
stark absenken, dass die Mirkoverfahrenstechnik eine echte Konkurrenz zu den ma-
kroskopischen Apparaten in herkdémmlichen Anwendungsfallen darstellt, wenn grofie
Mengen produziert werden sollen. Zudem liefern nicht alle Methoden die geforderte
Gleichheit zwischen den parallelisierten Kanélen, was weiteres Entwicklungspoten-
tial darstellt.

2.3 Numerische Simulation von Mehrphasenstro-
mungen

Numerische Simulationen nehmen in der Prozessauslegung einen immer grofleren
Stellenwert ein, da sie das Systemverhalten ohne aufwiandige Versuche voraussagen
konnen und Einblicke ermoglichen, die experimentell teilweise gar nicht zugénglich
sind. Im Bezug auf diese Arbeit soll das dynamische Verhalten eines Phasentrenners
abgebildet und damit a priori berechnet werden, was mit bisherigen numerischen
Methoden nicht zufriedenstellend moglich ist. Als Grundlage fiir die Erarbeitung der
numerischen Methode dieser Arbeit soll der aktuelle Stand des Wissens im Bezug
auf die Simulation von Mehrphasenstromungen rekapituliert werden. Dabei soll auf
die Volume-Tracking-Methoden von Olsson et al. ([58]), Jacqmin ([59], [60]), sowie
Xiao et al. ([61]) und Xie et al. ([62], [63]) im Besonderen eingegangen werden, da
sie den Ansatzpunkt zur Entwicklung der eigenen numerischen Methode in Kapitel
Bl darstellen.

2.3.1 Die Finite-Volumen-Methode

Zur numerischen Losung von Differentialgleichungen existieren verschiedene Me-
thoden. Die grofite Bedeutung besitzen hierbei das Finite-Elemente-Verfahren, das



22 KAPITEL 2. STAND DER TECHNIK

Finite-Differenzen-Verfahren und die Finite-Volumen-Methode. [64] Fiir die nume-
rische Berechnung von Mehrphasenstromungen kommt dabei der Finite-Volumen-
Methode die grofite Bedeutung zu, da sie im Gegensatz zu z.B. der Finite-Differenzen-
Methode in Kombination mit einem Volume-of-Fluid-Ansatz direkt die Massener-
haltung der Phasen garantieren kann. Auf diesem Ansatz basiert auch die in dieser
Arbeit selbst entwickelte numerische Methode, weshalb in diesem Abschnitt ex-
emplarisch die Finite-Volumen-Methode am Beispiel der Konvektions-Diffusions-
Gleichung einer Komponente ¢ im Geschwindigkeitsfeld « dargestellt wird.

Oc - = =
a:_V*(u-c)—i-V*(D-Vc) (2.9)

Zunachst wird das Rechengebiet in nicht iiberlappende Kontrollvolumina unterteilt,
die beliebig geformt sein konnen und das Rechengebiet vollstandig ausfiillen. Jede
Zelle (cell) besteht aus beliebig vielen Zellwanden (faces). Die Zellwiande wieder-
um bestehen aus einzelnen Kannten (edges), die jeweils zwei Eckpunkte der Zelle
(vertices) miteinander verbinden. Diese Eckpunkte (vertices) sind nicht mit den
Zellzentren (cellcentre) oder Zellwandzentren (facecentre) zu verwechseln. Uber das
Volumen einer einzelnen Zelle kann nun GI. integriert und mit Hilfe des Gauf-
schen Integralsatzes ([65]) umgeformt werden.

ﬂfgidvz—ﬂ Vi(i-c) dV + [[[ V(D Ve) av
O fffeav=—{fao 1 ff (0-9e) ax

ov

(2.10)

Auf dieser Umformung basiert der Grundansatz der Finite-Volumen-Methode. Ei-
ne Rechenzelle wird dabei als Bilanzraum angesehen, in dem eine Erhaltungsgrofie
wie die Komponente ¢ iiber die Zeit nur durch Zu- und Abfliisse iiber die Zell-
wande variieren kann. Eine Zellwand gehort dabei stets zu zwei Zellen, sofern sie
nicht einer der Randbedingungen zugeordnet ist. Das Geschwindigkeitsfeld « erzeugt
einen Fluss durch die Zellwand, welcher der einen anliegenden Zelle abgezogen und
zugleich der anderen anliegenden Zelle in gleicher Gréfle zugeschrieben wird. Der
Betrag und die Richtung des Flusses konnen dabei durch Modell- oder Diskretisie-
rungsfehler fehlerbehaftet sein, doch bleibt die Menge an Komponente ¢ bei korrekter
Implementierung dabei unverandert. Diesen Vorteil der inharenten Massenerhaltung
nutzen eine Vielzahl an Volume-of-Fluid-Methoden (siehe Paragraph [2.3.2.1). Um
den erhaltenen integralen Ausdruck in ein algebraisches Gleichungssystem zu tiber-
fithren, miissen Ndaherungen an die Volumen- und Oberflachenintegrale eingefiihrt
werden, welche einen entsprechenden Diskretisierungsfehler mit sich bringen. Gan-
gige Praxis sind dabei folgende Naherungen, welche jeweils der Anwendung einer
Mittelpunktsregel im Ort entsprechen ([64]):

fff cdV =~ cCeelcentre * Vel (2.11)

If (ﬁ ’ C) d/T = Cfacecentre * Aface : a'facecentre * ﬁface (212)
J:[ (D ' ﬁc) d/T ~ D- 87—?:1166 'Afacecentre (2.13)
Oc

Die Werte fiir @Wfacecentre, Cfacecentre Und o7, sind dabei unbekannt und miissen
durch Interpolation oder Differenzenverfahren aus den Werten der anliegenden Zell-
zentren berechnet werden. Die Wahl der Interpolations- und Integrationsverfahren
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zur Berechnung der Volumen- und Flichenintegrale in Gl. beeinflusst dabei
mafgeblich die Gréfle des eingebrachten numerischen Fehlers und ist Grund fiir die
Vielzahl an Verfahren, die hierfir bereits entwickelt worden sind. Zuséatzlichen zu der
rdumlichen Diskretisierung ist die Transportgleichung auch zeitlich noch zu diskre-
tisieren. In der Praxis wird dabei meist Gl. als Anfangswertproblem betrachtet
und mit Hilfe von Runge-Kutta-Methoden hoher Ordnung naherungsweise gelost
([64], [66]), was jedoch einen weiteren Diskretisierungsfehler einbringt.

2.3.2 Darstellungsmoglichkeiten einer zweiten Phase

Zur Berechnung von mehrphasigen Stromungen mit CFD-Programmen existieren
diverse Methode, die jeweils verschiedene Vor- und Nachteile aufweisen, und in
Volume-Tracking- und Surface-Tracking-Verfahren eingeteilt werden kénnen. In die-
sen Unterabschnitt soll eine kurze Ubersicht iiber die verschiedenen Methoden gege-
ben werden. Anschliefend wird auf die Volume-of-Fluid-Methode (VOF) nach dem
Volume-Tracking- und die Levelset-Methode als Surface-Tracking-Verfahren noch
detaillierter eingegangen, da diese Methoden derzeit am héufigsten angewendet wer-
den und essentielle Grundbausteine fiir die eigene Methode liefern. Dartiiber hinaus
soll dargestellt werden, auf welche Weise die Oberflichenspannung als zusétzlicher
Term in die zu losende Impulsgleichung eingebunden wird. Dabei ist stets Gl.
als Transportgleichung fiir den Impuls zu 16sen (|67], [68]), doch existieren je nach
Methode verschiedene Ansétze zur Behandlung des letzten Terms, da die sprunghaft
auftretende Grenzflichenkraft zu Problemen in der Implementierung fithrt. Auch die
Dichte p und die Viskositat n unterscheiden sich im Allgemeinen in beiden Phasen.

d(p-u)

at+(p-ﬁﬁ)ﬁ——ﬁp+ﬁ*(n.((W)+(W)T))+a-a%.ﬁ (2.14)

Einfluss auf den Transport des Impulses p - & nehmen die Konvektion, die viskosen
Reibungskréfte, das Druckfeld und der durch die Grenzflichenspannung eingebrach-
te Quellterm. Die Beschreibung einer zweiten Phase kann grundsétzlich auf zwei
verschiedene Arten erfolgen. Der erste Ansatz beruht auf dem Verfolgen der Pha-
sengrenzflache und dessen exakter Position (front-tracking). Nach dem Ausschluss-
verfahren liegt das Fluid 1 auf der einen Seite und das Fluid 2 auf der anderen
Seite der Phasengrenzfliche. Alternativ kann auch das Fluid selbst verfolgt werden
(volume-tracking). Uberall, wo sich Fluid 1 nicht befindet, wird automatisch Fluid
2 angenommen. Dazwischen liegt gezwungenermaflen die Phasengrenzflache.

Zur Verfolgung der Phasengrenzflache werden im Front-Tracking-Verfahren hau-
fig Markerpartikel eingesetzt. Diese spannen eine Art Netz auf, welches die Phasen-
grenzfldche représentiert und mit der Stromung mittransportiert wird. Dies erfiillt
automatisch die kinematische Randbedingung fiir freien Grenzflichen. Dehnung und
Stauchung des Netzes erfordert stellenweise das Einfiigen neuer Partikel und auch
die Zuordnung der Konnektivitit zwischen den Partikeln stellt eine grofle Herausfor-
derung dar. Koaleszenz oder der Abriss einzelner Tropfen kénnen daher nur schwer
dargestellt werden. Glimm et al. diskutieren Anséatze zur Losung einiger dieser Pro-
bleme. [69] Auf diesem Verfahren basierend fithrten Unverdi and Tryggvason die
Berechnung von aufsteigenden Blasen in Flissigkeit durch. [70] Sie implementierten

3Im mathematischen Sinn gehéren auch die explizite und implizite Euler-Methode, wie auch
das Crank-Nicholson-Verfahren, zu den Runge-Kutta-Verfahren.
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die Grenzflichenspannung, indem sie Polynome an das Netz aus Markerpartikeln
angepassten und aus diesen die lokale Kriitmmung der Grenzfliche ermittelten. Die
Grenzflaichenkraft wurde darauthin auf zugehorigen Nachbarpunkte verteilt und in
die Kréftebilanz eingebunden. Auch Popinet und Zaleski nutzten Markerpartikel zur
direkten Verfolgung der Grenzfliche und berechneten durch angepasste Splines die
Krimmung mit zugehérigem Drucksprung. [71]

Ist die Grenzflache selbst ein Teil des Rechengitters, konnen derartige Probleme
umgangen werden. Muzaferija und Peric, wie auch Tukovic und Jasak, demonstrier-
ten in ihren Arbeiten die Darstellung der zweiten Phase jeweils durch ein direkt an
die Grenzflache angepasstes Rechengitter, welches als Teil der Losung eine Gitter-
deformationen durchfithrt, um diesen Zustand aufrecht zu erhalten. [72] [73]

2.3.2.1 Die Volume-of-Fluid-Methode

Als einen Vorginger der Volume-of-Fluid Methode kann der Ansatz von Harlow
und Welch gesehen werden (Marker-and-Cell-Methode). Sie markierten in ihren
Rechnungen nach dem Volume-Tracking-Verfahren eine der beiden Phasen (Fluid
1) durch Partikel, welche der Stromung folgen. [74] Alle Zellen, die im néchsten
Zeitschritt mindestens einen Partikel enthielten, wurden als Zellen mit Fluid 1 an-
gesehen und entsprechend mit zugehoriger Dichte und Viskositdt versehen. Eine
Weiterentwicklung dieser Idee durch Hirt und Nichols ist die Angabe einer lokalen
Funktion, die den Fiillgrad F einer Zelle beschreibt. [75] Eine Zelle ist dann nicht wie
in der Marker-and-Cell-Methode komplett gefiillt oder vollstiandig leer, sondern zu
einem Prozentsatz gefiillt. Die zeitliche Entwicklung des Fiillgrades F' erfolgt nach
der allgemeinen Transportgleichung (Gl. .

ai+€*(a-F):o (2.15)

ot
Dabei nutzen Hirt und Nichols zur Berechnung der Fliisse durch die Zellwande (GI.
2.12)) geometrische Uberlegungen statt numerischen Differenzenverfahren, indem sie
eine Rekonstruktion der Grenzfliche in jeder Zelle um eine Wegstrecke u - At ver-
schieben. [75] Da F' nur von einer Zelle in die andere verschoben wird und selbst mit
der Masse an Fluid 1 identifiziert werden kann, garantiert dies die Massenerhaltung.

2.3.2.2 Die Levelset-Methode

Die Entstehung der Levelset-Methode Methode fithren Sussmann et al. ([76]) und
Ferziger (|64]) auf Osher und Sethian (|77]) zurtick. Fiir die Beschreibung von Mehr-
phasenstromungen mit Kapillarkraften erarbeiteten Sussmann et al. eine Formulie-
rung mit Hilfe der heute noch weitgehend genutzte vorzeichenbehaftete skalare Ab-
standsfunktion . Sie ist im gesamten Rechengebiet definiert und besitzt direkt an
er Grenzflaiche den Wert 0, weshalb sie den Surface-Tracking-Verfahren zugeschrie-
ben wird. Der Gradient V& hat nach Definition die Lange 1. Der Wert von ® gibt
jeweils den minimalen Abstand zur Grenzfliche an und ist in Fluid 1 positiv, in
Fluid 2 hingegen negativ. Die Bewegung der Grenzfliche durch das Gitter erfolgt,
wie auch fiir den Fillgrad F' in der Volume-of-Fluid-Methode, durch eine generische

Transportgleichung (Gl [2.16)).

9> o
S T V(@ @) =0 (2.16)
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Um numerische Stabilitat zu garantieren werden Dichte und Viskositat nicht sprung-
haft an der Grenzfliche gedndert, sondern kontinuierlich variiert, wie an der Dichte
p beispielhaft in Gl. gezeigt ist [5§]:

P1 b < —¢
1 ) 1 m-P
d) = — =+ —4+ — -sin| — Pl < 2.1
o) =3 o= (55 g () else @an)
P2 e<®

Der Parameter ¢ besitzt dabei die Groflenordnung der Gitterweite Az und beschreibt
die Grofe des Ubergangsbereichs von einer Phase in die andere. Der Normalenvektor
n auf die Grenzflaiche und die daraus resultierende Kriimmung x werden nach GI.

2.18 und GIl. .19 berechnet.

Vb

I (2.18)
VOl

k=—Vxi (2.19)

Die Implementierung des Kapillardrucks in Gl. erfolgt nach einem Ansatz von
Brackbill et al., bei dem die Flachenkraft der Grenzflichenspannung als Grenzwert
einer Volumenkraft angesehen wird, die auf einem Volumen endlicher Dicke wirkt.
[68] Im Grenzwert hat das Volumen eine Dicke von 0 und das Modell bildet den
unstetigen Drucksprung ab, der durch die Delta-Distribution, auch Dirac-Funktion
genannt, vorgesehen ist. Unter Verwendung einer endliche Dicke lésst sich Gl.
formulieren, was zu einer wesentlich einfacheren numerischen Implementierung fiihrt.

Vo ()
P2 — P1

O-K-0-M=0"K

(2.20)

Fiir eine akkurate Berechnung des Normalenvektors 7 und der Kriitmmung k, sowie
die korrekte Zuweisung der Stoffdaten, sollte ® die Eigenschaft einer Abstandsfunk-
tion behalten, was durch Anwendung von GI. nicht garantiert ist. Zur Losung
dieses Problems implementieren Sussmann et al. einen Reinitialisierungsschritt nach

Gl. 2.21} der nach jedem Zeitschritt gelost werden muss. [76]

gf = sign (@) - (1 - |V) (2.21)
Dabei bezeichnet 7 explizit nicht die Zeitskala ¢ der Simulation, sondern eine Zwi-
schenskala, die lediglich innerhalb eines Zeitschrittes At existiert. Eine Massener-
haltung der Methode ist dann gegeben, wenn die durch das Niveau & = 0 ein-
geschlossene Flache erhalten bleibt. Die Reinitialisierung nach GI. lasst das
Nullniveau unberiihrt. Ein Transport durch GI. garantiert allerdings lediglich
die Erhaltung von @ selbst, nicht jedoch der im Nullniveau eingeschlossenen Flache.
Die Levelset-Methode ist daher nicht automatisch massenerhaltend, wie auch Torn-
berg und Engquist zeigten. [78] Durch Hinzufiigen von Reinitialisierungsschritten
dahnlich zu GL nach anderen Kompressionsgleichungen konnten Zhang et al.
die Massenerhaltung verbessern. [79] Thre Methode ist jedoch nur dann vollstéindig
massenerhaltend, wenn die zusatzlichen Reinitialisierungsschritte in jedem einzelnen
Zeitschritt vollstandig bis in den stationaren Zustand gelost werden. Jedes Restre-
siduum fiihrt zu einer Anderung der von ® eingeschlossenen Fliche.
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2.3.2.3 Die modifizierte Levelset-Methode nach Olsson und Kreiss

Wiéhrend die Volume-of-Fluid-Methode massenerhaltend ist, aber Probleme bei der
Rekostruktion der Grenzflachenposition hat, iberzeugt die Levelset-Methode gerade
dadurch, ist aber nicht konservativ. Daher liegt das Bestreben nahe, beide Vorteile
zu verbinden. Olsson und Kreiss entwickelten den Ansatz, direkt eine Indikatorfunk-
tion ¢ ahnlich zu Gl. 217 zu nutzen. Die Grenzfliche definiert sich dann durch das
Niveau ¢ = 1/2, wiahrend Fluid 1 mit ¢ = 1 und Fluid 2 mit ¢ = 0 identifiziert
werdenf] Da die allgemeine Transportgleichung massenerhaltend ist, wird dadurch
das Gesamtverfahren konservativ. Im Vergleich zur reinen Levelset-Methode treten
durch den nicht linearen Verlauf von ¢ jedoch verstéarkt Interpolations- und Dis-
kretisierungsfehler bei der Advektion auf, weshalb Olsson und Kreiss ebenfalls ein
intermdediaren Kompressionsschritt nach GI. einfithrten, der ebenso bis in den
stationdren Zustand zu losen ist. [58]

gi +Vxk(c)=e-Ac (2.22)
) ] %
k(c)=c-(1—¢) -7 (2.23) |§c\

Dabei bezeichnet 7 abermals nicht die normale Zeitskala ¢, sondern existiert wie-
derum nur innerhalb eines Zeitschrittes At. Das Gleichgewicht ist erreicht, sobald
der komprimierende Fluss von k(c) und der entgegenwirkende Diffusionsterm ¢ - Ac
sich bis auf eine vorher definierte Toleranz gegenseitig kompensieren. Der Parame-
ter e steuert dabei, welche Ausdehnung der Gleichgewichtszustand besitzt. Fiir den
raumlich eindimensionalen Fall besitzt Gl. eine analytische Losung, in welcher
der Einfluss von e gut erkennbar ist.

c(x) = ; : (1 + tanh (2:166)) (2.25)

(2.24)

Damit der Ubergang von einer Phase in die andere Phase moglichst schnell ablauft
und dadurch die Modellfehler einer verschmierten Phasengrenzfldche klein bleiben,
ist € moglichst klein zu wéihlen. Demgegeniiber steht die Zunahme von numerischer
Diffusion bei sehr kleinem e und der resultierenden Notwendigkeit von vielen Kom-
pressionsschritten. Ollson und Kreiss geben an, dass € in der Groflenordnung der
Gitterweite Az gewahlt werden sollte und bei Gitterverfeinerung iiber einen Ex-
ponenten d < 1 an diese zu koppeln ist. [58] An diesem Punkt verschwimmen die
Ansétze von Volume-of-Fluid und Levelset-Methode. Die Funktion c¢ ist keine strik-
te Levelset-Funktion, da sie nicht die Eigenschaft einer Abstandsfunktion besitzt,
beschreibt allerdings auch nicht direkt den Fiillgrad F' einer Zelle und ist damit
im urspriinglichen Sinne keine Volume-of-Fluid-Funktion. Dennoch wird ¢ haufig
als Volume-of-Fluid-Funktion bezeichnet und auch so verwendet. Anwendung fin-
det diese Art von Kompressionsterm an verschiedensten Stellen, unter anderem bei
Dittmar ([21]) und Shams et al. ([80]). Eine Variation von Gl.[2.22] wird auerdem in
OpenFOAM im Solver fiir Mehphasenstromungen interFoam verwendet, wo jedoch
auf den Diffusionsterm verzichtet wird und stattdessen die komprimierende Riick-
stellkraft von k(c) an die lokale Geschwindigkeit @ gekoppelt wird. [81] Hierdurch

4Zu beachten ist die angepasste Variablendeklaration, um innerhalb der hier vorliegenden Arbeit
konsistente Bezeichnungen verwenden zu kénnen. z.B. ¢ — &
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soll numerischer Diffusion im gleichen Mafle entgegengewirkt werden, wie sie ent-
steht, was diesen Zusammenhang aber als bekannt voraussetzt und zudem keinerlei
Kompression an nicht transportierten Grenzflichen vornimmt. Die Kompression der
Grenzfliche wird in OpenFOAM aulerdem nicht auf einer gesonderten Zeitskala
bis in den stationdren Zustand gelost, sondern direkt in die Transportgleichung der
Indikatorfunktion eingebracht.

2.3.3 Kapillarer Drucksprung und parasitire Stromungen

Die bisher genannten Methoden implementieren den Drucksprung an der Phasen-
grenzfliche durch einen Quellterm in der Kraftebilanz (GL . Da die Kapil-
larkraft prinzipiell eine Oberflachenkraft ist, die Kréafte im Fluidraum aber haufig
volumenspezifisch bilanziert werden, ist eine Modellierung als Volumenkraft not-
wendig. Einen Ansatz hierzu, welcher bereits in Unterabschnitt beschrieben
worden ist, lieferten Brackbill et al. (Gl [2.20 [68]). Diese Umformulierung selbst
kann bereits zu unphysikalische Kréaften an der Grenzflache zweier Fluide fiihren,
welche sich in unphysikalischen Geschwindigkeiten auflern, den sogenannten parasi-
tdren Stromungen. Zudem bringen Diskretisierungs- und Modellfehler weitere Un-
genauigkeiten in die Kréftebilanz ein, welche parasitdre Stromungen erzeugen oder
weiter verstarken konnen. Zu nennen sind hier unter Anderem die Berechnung des
Normalenvektors 77 und der Kriimmung . Frith wurde erkannt, dass parasitiare Stro-
mungen am liegenden Tropfen aus einem Ungleichgewicht zwischen Druckgradient
und Grenzflachenspannung resultieren. [82] Obwohl eine analytische Lésung ohne
parasitdre Stromungen fir einen ruhenden Tropfen existiert, ist ein exaktes Aus-
balancieren der beiden Kréfte in den diskretisierten Gleichungen oft nicht moglich.
Dieses Ungleichgewicht fiihrt zu einer resultierenden Kraft, die das Fluid antreibt. So
zeigte die Arbeit von Popinet und Zaleski ebenfalls die Notwendigkeit, dass Druck-
gradient und Oberflichenspannung auch in den diskretisierten Gleichungen die Mog-
lichkeit benétigen, sich exakt aufzuheben, da sonst parasitare Stromungen entstehen
konnen. [71] Jamet et al. erweiterten das Verstdndnis und zeigten, dass effektiv ei-
ne strikte Energieerhaltung in den diskretisierten Gleichungen ausreichend ist. [83]
Francois et al. fithren hierzu einen Ansatz an, bei dem Druckgradient und Grenz-
flachenkraft bereits auf den Zellwdnden gegeneinander bilanziert werden. Nur die
resultierende Kraft wird in einen Vektor umgewandelt und in das Loésen der Kréf-
tebilanz eingebracht. [84] Die Moglichkeit zur exakten Balance beider Kréfte ist auf
den Zellwéinden wesentlich einfacher zu realisieren, was die parasitaren Stromungen
am liegenden Tropfen nahezu vollsténdig verschwinden lésst.

Eine Anwendung dieser Erkenntnisse auf bewegte Grenzflichen bringt parasi-
tdre Stromungen jedoch nicht zwangslaufig zum Erliegen. Kein Advektionsschema
ist frei von Diskretisierungfehlern, sodass in jedem Zeitschritt eine unphysikalisch
Auslenkung der Grenzfliche auftritt. Diese Diskretisierungfehler fithren zu einem
Verschmieren der Indikatorfunktion und bringen Fehler in die Kriitmmungsberech-
nung ein, welche sich wiederum in parasitaren Stromungen &uflern. Um diesen Feh-
lern entgegenzuwirken werden Kompressionsterme, wie sie in Paragraph und
beschrieben sind, in die Transportgleichung der Indikatorfunktion eingefiigt.
Diese stabilisieren den Transport, aber verursachen wiederum Probleme am liegen-
den Tropfen. Neuste Arbeiten von Aboukhedr et al. zeigen unter Nutzung des Sol-
vers interFoam aus OpenFOAM, dass auch ein liegender Tropfen ohne Einfluss von
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auleren Kraften unter parasitidren Stromungen leidet, die von der Starke des Kom-
pressionsterms abhangig sind. Eine Interpretation dieses Ergebnisses ist, dass
von Kompressionsterm und Druckgleichung unterschiedliche Gleichgewichtszustande
angestrebt werden. Abbildung [2.4] veranschaulicht diese Problematik schematisch.
In analytischer Form mogen Druckfeld und Kompressionsterm den gleichen Zustand

Abbildung 2.4: Schematische Darstellung der angestrebten Gleichgewichtszustian-
de von Kompressionsterm (a) und berechnetem Druckfeld (b). Zustéande sind frei
erfunden und dienen lediglich der Veranschaulichung.

anstreben, doch kénnen sich die angestrebten Gleichgewichtszustédnde in den diskre-
tisierten Gleichungen unterscheiden. Wahrend der Kompressionsterm versucht, die
Phasengrenzfléche in Zustand a) zu versetzen, wird das berechnete Druckfeld durch
die Kriimmungsberechnung eine Ungleichméfigkeit feststellen und eine Geschwin-
digkeit erzeugen, die Zustand b) anstrebt. Diese resultierende Geschwindigkeit wird
als parasitdre Stromung wahrgenommen und mit Uy bezeichnet. Sie tritt auch
dann auf, wenn Grenzflichenspannung und Druckgradient nach Jamet et al. und
Francois et al. korrekt diskretisiert werden. Solange der Kompressionsterm stets
gegen diese Geschwindigkeit arbeitet, kann die Geschwindigkeit U,y nicht zum Er-
liegen kommen. Wird die Korrekturkraft des Kompressionsterms erhoht, so verstarkt
sich dieser Effekt, weil der Kompressionsterm die Grenzfliche nun noch weiter vom
Gleichgewichtszustand der Druckgleichung entfernt und Zustand a) angenommen
wird. Betragt die Kompressionsstiarke 0, dominiert das berechnete Druckfeld und
die parasitare Stromung kann zum Erliegen kommen, da Zustand b) angenommen
wird. Dieses Ungleichgewicht kann am liegenden Tropfen z.B. dadurch kaschiert wer-
den, dass die Starke des Kompressionsterms mit der aktuellen Geschwindigkeit der
Phasengrenzflache skaliert wird. Die lokale Kompressionsstiarke wird immer schwé-
cher, je kleiner die lokale Geschwindigkeit Uy, wird. Die urspriingliche Problema-
tik wird hierdurch jedoch nicht gelost, sondern im Falle einer nicht transportierten
Grenzflache lediglich kaschiert. Bei transportierten Grenzflichen kommt das Un-
gleichgewicht weiterhin zum Tragen und erzeugt parasitidre Stromungen. So zeigen
Shams et al., dass am liegenden Tropfen zwar parasitare Stromungen zum Erlie-
gen kommen kénnen, sie beim konvektiven Transport aber weiterhin bestehen. [80]
Aus dieser Grundlage erschlieft sich, dass ein Kompressionsterm konstruiert werden
muss, der den Ergebnissen von Francois et al. ([84]) folgend auch in diskretisierter
Form moglichst exakt im Einklang mit der Kriitmmungsberechnung steht.
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2.3.3.1 Die kapillare Zeitschrittweitenlimitierung

Durch eine Implementierung der Grenzflichenspannung iiber eine Formulierung nach
Brackbill et al. entsteht eine zuséatzliche Limitierung der Zeitschrittweite. Neben der
bekannten Limitierung iiber die Courant-Zahl Co, nach der sich Informationen pro
Zeitschritt hochstens eine Gitterzelle weit bewegen diirfen (Co = u - At/Ax < 1),
ist ein weiteres Stabilititskriterium nach Gl. einzuhalten. [68]

. 3
At gy < \/(pl ) A (2.26)

4-7m-0

Physikalisch fordert diese Kriterium, dass Beschleunigungen, die aus numerischen
Fehlern resultieren, die Grenzfliche nur so weit auslenken, dass sich der Fehler nicht
weiter verstarkt. Je trager ein Fluid ist, desto unempfindlicher reagiert es auf solche
Beschleunigungen. Galusinski et al. konnten dieses Kriterium erweitern und zu Gl.
weiterentwickeln, indem sie nicht nur die Tragheit, sondern auch dampfende
Effekte der Viskositat n in Betracht zogen. [86]

1 n-Ax \J( n-Ax>2 p 3)
Atpgy < =+ | Cy - +4[(Ca- +4-C1-=-Ax (2.27)
2 o o o
Die Konstanten C'; und C5 héngen dabei nicht von den physikalischen Eigenschaften
der Fluide, sondern lediglich von den numerischen Eigenschaften des Losungsalgo-
rithmus ab. Bei immer feiner werdenden Gittern, gewinnt die kapillare Zeitschritt-
weite dabei immer mehr an Bedeutung, da sie im Vergleich zur Limitierung durch
die Courant-Zahl mit Az? skaliert. Eine Moglichkeit, diese Limitierung zu umge-
hen stellten Sussman et al. vor. Hierbei wird die Indikatorfunktion der Grenzfliche
nicht konvektiv transportiert, sondern durch eine alternative Beschreibung iiber die
mittlere Krimmung der Grenzfliche in der Zeit transportiert. Die Notwendigkeit
des erneuten Losens der Kréftebilanz nach At.,, wird hierbei umgangen, jedoch
auf Kosten von oft mehreren wesentlich kleineren notwendigen Zeitschritten fiir den
Transport der Indikatorfunktion. [87] Hierdurch findet diese Methode in der Praxis
kaum Anwendung.

2.3.4 Das Phase-Field-Modell nach Jacqmin

Das Phase-Field-Modell stellt eine weitere Moglichkeit zur Modellierung einer Mehr-
phasenstromung dar. Es weist viele Aspekte bereits genannter Methoden auf, aber
auch etliche Unterschiede. Da es Grundbausteine fiir die entwickelte Methode dieser
Arbeit liefert, wird es separat dargestellt und diskutiert.

Die Phase-Field-Methode kann am ehesten der Gruppe der modifizierten Levelset-
Verfahren zugeschrieben werden (siehe Paragraph und geht auf Jacqmin
zuriick. Im Phase-Field-Modell versuchen sich zwei Komponenten aufgrund eines
Potentials an freier Energie F' zu entmischen, wodurch die verschmierte Grenzflache
direkter Bestandteil der theoretischen Grundiiberlegung ist. [60] [59] Die zwei Kom-
ponenten werden durch ein Konzentrationsfeld ¢ dargestellt. Die Modellierung der

freien Energiedichte f erfolgt nach GI.
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Die freie Energiedichte f setzt sich dabei aus einem Gradiententerm |§c|2 und einem
Potentialterm W(c) zusammen. Der Gradiententerm strebt nach der Vermeidung
eines zu steilen Uberganges von ¢ zwischen den Phase. Der Potentialterm nimmt
nur im Inneren der Kernphasen einen Wert von 0 an und liefert sonst stets einen
positiven Beitrag zu f, wodurch Mischzustinde sowie Uber- bzw. Untersittigung
unattraktiv werden. Die gesamte freie Energie F' des Systems ist dann durch GI.
definiert und strebt ein Gesamtminimum an, was einem Variationsproblem
beziiglich ¢ entspricht.

F= / f(e,|Ve[)dV = min! (2.29)

Einfluss auf die Losung des Variationsproblems haben die Parameter o und 3, indem
sie die Beitrage des Gradienten- und des Potientialterms unterschiedlich gewichten.
Die Grenzflichenspannung zwischen den beiden Fluiden flie3t durch o ein. E|Die Lo-

sung von Problemen dieser Art wird typischerweise durch das Losen einer Eulerschen
Differentialgleichung erreicht (Gl. [2.30)). [65]

of ~d (0f \_
5 L (aﬁc\) 0 (2.30)

Losungen dieser Gleichung lassen den Integralausdruck in Gl. extremal werden
und beschreiben den angestrebten Gleichgewichtszustand von c. Ist dieser Zustand
nicht gegeben, lasst sich lokal an jedem Ort ein chemisches Potential ® definieren,
welches das Bestreben beschreibt, diesen Zustand zu erreichen.

@zgzaéﬁ-lﬂ(c}—s-a-a-Ac (2.31)
Zu beachten ist hierbei die Variationsableitung (siehe [65]) von F' nach ¢, welche
nicht mit einer partiellen Ableitung verwechselt werden darf. Der Term ¥’(c) stellt
hingegen die partielle Ableitung von W nach ¢ dar. Das zeitliche Verhalten von ¢ lasst
sich dann &hnlich zu Diffusionsprozessen iiber Gradienten des chemischen Potentials
beschreiben. Jacqmin fiihrt dies auf Cahn zuriick. [59] [60]

7:D§*(§<I>):DA<I> (2'32>

Die Wahl des Potentialterms ¥(c) beeinflusst die Form des Gleichgewichtszustandes.
Jacqmin wahlte einen Ansatz fiir W(c) nach Gl. wodurch in der Kernphase von
Fluid 1 der Wert ¢ = —1/2 und in der Kernphase von Fluid 2 entsprechend ¢ = +1/2
gilt. [59] |60] Im eindimensionalen Fall existiert durch diese Wahl von W¥(c) eine
analytische Losung von Gl. [2.30, welche dhnlich zu Olsson und Kreiss ([58], siehe
Paragraph ebenfalls die Form eines tangens hyperbolicus besitzt (Gl. .

w(e) = (- ;)2 (e ;)2 (2.33)

c(x) = ; - tanh (ZE : ) (2.34)

5Damit die Energie, welche durch die Grenzflichenspannung o bedingt in der Grenzfliche zweier
Fluiden enthalten ist, akkurat beschrieben wird, ergibt sich eine Randbedingung beziiglich der
Wahl von « und g in Abhéngigkeit von o, auf die hier jedoch nicht néher eingegangen werden soll.
Néahere Informationen sind in [60] und [88] zu finden.
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Der Diffusionprozess sorgt automatisch dafiir, dass die Form des tangens hyper-
bolicus wieder hergestellt wird, falls durch numerische Diffusion oder Koaleszenz
zweier Tropfen lokal eine Abweichung vom Gleichgewichtszustand entsteht. Fiir die
Beschreibung einer mehrphasigen Stromung mit Einfluss von Kapillarkréften durch
das Phase-Field-Modell ist eine Einbindung der Kapillarkraft in die Kréftebilanz und
der zusétzliche Transport von ¢ durch Konvektion notwendig. Hierfiir fiihrt Jacqmin

GL und GL an ([59] [60]):
Dui

P ——ﬁS—%n-Aui—c-ﬁ@—%gi-p(c) (2.35)
gj:—ﬁ*(ﬁ.cHD-A@ (2.36)

Die Variable S repréasentiert nicht direkt den Druck p, sondern garantiert lediglich
die Inkompressibilitit V * i@ = 0. Die Umrechnungsmoglichkeiten sind in [59] ge-
geben. Die direkte Kopplung des Drucksprungs an das chemische Potential erlaubt
dabei die Konstruktion von Methoden, die auch in numerisch diskretisierter Form
vollstandig energieerhaltend sind. Kinetische Energie wird auch in den numerisch
diskretisierten Gleichungen direkt in Grenzflachenenergie umgewandelt bzw. in der
Gegenrichtung ausgetauscht. [59] Die Menge an ausgetauschter Energie mag durch
Diskretisierungsfehler fehlerbehaftet sein, doch wird bei korrekter Implementierung
weder Energie erzeugt noch vernichtet. Erfolgt kein Energieaustausch mit der Um-
gebung bleibt die Gesamtenergie des Systems konstant und kann hoéchstens durch
Dissipation innerhalb des Systems abnehmen. Zu nennen sind hier viskose Reibung
durch 7 und der Diffusionsvorgang durch ®. Ein solches System ist zwangslaufig frei
von parasitdren Stromungen [83], was als einer der Hauptvorteile des Phase-Field-
Modells angesehen werden kann. Jacqmin verwendet in allen seinen Berechnungen
das ¥, welches in GI. gegeben ist. [59] [60] Prinzipiell sind auch andere Poten-
tialformen moglich, wie z.B. Nochetto et al. ([89]) zeigten. Dies beeinflusst entschei-
dend die Form des Gleichgewichtszustandes (GL. und der tangens hyperbolicus
ist nicht mehr die analytische Losung von Gl. 2.30] Hierauf wird in Abschnitt
genauer eingegangen werden.

Den genannten Vorteilen des Phase-Field-Modells steht jedoch ein Nachteil ge-
gentiber, welcher beim Transport der Grenzfliche durch das Rechengitter auftreten
kann. Ist die Grenzfliche in ihrem Gleichgewichtszustand, so ist ® konstant. Eine
Auslenkung von ¢ durch numerische Fehler fithrt jedoch zu einer Auslenkung von
®, welche sich direkt auf S und damit den Druck p auswirkt und so das Fluid
abbremst. [59] Es ist daher moglich, dass Druckverluste nicht korrekt dargestellt
werden. Tropfen werden durch dieses Phanomen unter Umstédnden langsamer trans-
portiert, als durch das umstromende Fluid vorgegeben wiirde. Auch Druckverluste
bei der Durchstromung von Bauteilen werden iiberschatzt und falsch abgebildet,
was die Methode in der vorliegenden Form ungeeignet fiir die Simulation einer auf
Druckverlusten basierenden Phasentrennung macht. Anwendung findet das Phase-
Field-Modell daher unter Anderem in der Berechnung von Pfropfenstromungen, die
sich nicht durch das Rechengitter bewegen. So nutzten He und Kasagi einen mit dem
Pfropfen bewegten Beobachter und berechneten mit dieser Methode die Luft-Wasser-
Stromungen in Kanélen mit 600 pm Durchmesser. Sie zeigten, dass im Vergleich zur
sonst verwendeten CSF-VOF-Methode von Brackbill et al. (siehe Unterabschnitt
die parasitaren Stromungen deutlich reduziert werden konnen. [90] Durch den
mitbewegten Beobachter stand der Pfropfen effektiv im Rechengitter still und die
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Phasengrenzfliche wurde keinen numerischen Diffusionseffekten ausgesetzt. Gana-
pathy et. al. untersuchten in ihren Arbeiten die Pfropfenerzeugung (|88]) und die
Hydrodynamik innerhalb der Pfropfen ([91]). Auch sie verzeichneten einen massiven
Riickgang parasitirer Stromungen, aber eine starke Abhéngigkeit der Ergebnisse
vom gewahlten Mobilitdtsparameter D. Die Abhédngigkeit vom Mobilitatsparameter
D, welcher keinerlei physikalischen Stoffdaten entnommen werden kann, stellt einen
weiteren Nachteil der Methode dar.
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2.3.5 Das THINC-Schema zur Advektion von Grenzflichen

Fir die Reduktion parasitiarer Stromungen ist neben der genauen Berechnung der
Krimmung x ebenso ein moglichst genauer Transport der Grenzflache selbst not-
wendig. [92] Eine spezielle Art der VOF-Methode mit diesem Ziel stellt das THINC-
Verfahren dar. Typischerweise wird in VOF-Verfahren die Position der Grenzfliche
explizit, z.B. als lineare Ebene, rekonstruiert und geometrisch um die Distanz « - At
transportiert (siehe Paragraph. Aus der geometrischen Verschiebung ergeben
sich die Flusse der Indikatorfunktion c tiber die Zellwande, welche zur Berechnung
von c fiir den nachsten Zeitschritt genutzt werden. Im Kontrast dazu stehen die alge-
braischen VOF-Methoden, welche auf eine geometrische Rekonstruktion verzichten
und fiir den Transport stattdessen Gl. iiber spezielle Diskretisierungsverfahren
16sen.

de =
a-l—V*(u-c)—O (2.37)

Um numerische Diffusion so gut wie moglich zu unterbinden wird besonders bertick-
sichtigt, dass die Indikatorfunktion einen Phasenanteil darstellt und die Grenzfliche
direkt am Ort des Phasenwechsels innerhalb der Zelle einen steilen Ubergang von
¢ = 0 auf ¢ = 1 erfordert. Der Verlauf der Indikatorfunktion innerhalb einer Zelle
wird daher durch einen tangens hyperbolicus nach Gl. angenéhert. [61]

- ; (1 + tanh(8 % (P(z, . 2) + d))) (2.38)

Der Parameter 3 reguliert, wie schnell der Ubergang erfolgt. Je grofier 3 zu Beginn
der Simulation gewihlt wird, desto besser wird der instantane Ubergang wiederge-
geben. Der Gesamtterm P(x,y,z) + d stellt ein Polynom beliebiger Ordnung mit
Absolutglied dar, dessen Nullniveau die Position der Grenzfliche reprasentiert. Das
Polynom P(x,y, z) wird so bestimmt, dass deren Ableitungen moglichst gut die Nor-
malenvektoren 77 in den Zellecken reprasentieren, wihrend d iterativ so bestimmt
wird, dass bei einmalig bestimmten P(z,y,z) moglichst gut das Volumenintegral
nach Gl. .39 erfullt wird.

g = ‘1/ : Hf cdV = ‘1/ : Hj ; (1 +tanh(B * (P(z,y,2) +d))) dV  (2.39)

In Weiterentwicklungen der Methode wird nicht mehr strikt gefordert, dass ¢ di-
rekt den Phasenanteil reprasentiert, wie in der urspriinglichen VOF-Methode inten-
diert war (|75]). Die Grenze zwischen algebraischen VOF-Methoden und der modi-
fizierten Levelset-Methode nach Olsson und Kreiss (58], siche Paragraph [2.3.2.3))
verschwimmt dadurch. Um den integralen Mittelwert nach GL zu berechnen,
werden Zellgeometrie und Normalenvektoren zunéchst auf eine Einheitszelle trans-
formiert. Derartige Transformationen existieren z.B. fiir Vierecke und Dreiecke im
Zweidimensionalen, sowie fiir Hexaeder, Tetraeder, Prismen und Pyramiden im Drei-
dimensionalem ([62], [63]), und gestalten die Berechnung des Polynoms besonders
einfach. Zudem ist die Volumenintegration auf Einheitszellen wesentlich einfacher
durchzufiihren und kann zumindest in einer Raumrichtung analytisch erfolgen, so-
fern sich P(z,y, z) in dieser Raumrichtung linear verhélt. Die anderen Raumrich-
tungen miissen numerisch integriert werden, was grofien Rechenaufwand bedeutet
und nach Gauss’schen Quadraturformeln erfolgt. [62] [63] Nach der Bestimmung
von P(z,y,z) und d ist der Verlauf von ¢ in der Zelle und auf den Zellwénden gut
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bekannt, wodurch die notwendigen Fliisse zur Losung von Gl. sehr genau be-
rechenbar sind. Die zeitliche Integration erfolgt haufig iiber ein TVD-Runge-Kutta-
Verfahren. Zhao et al. setzten in ihrer Arbeit hingegen die einmalige analytische
Integration in der Zeit ein und fiihrten dafiir alle raumlichen Integrationen nume-
risch durch. Hierdurch entstanden jedoch ebenfalls starke Einschrankungen bzgl. der
maximalen Ordnung von P(z,y, 2). [93] Jingste Arbeiten von Qian et. al. koppeln
die THINC-Methode mit einer Levelset-Methode und erméglichen dadurch auch eine
akkurate Berechnung von kapillarkraftdominierten Stromungen. [94] Dariiber hinaus
ist die Methode in weiteren Varianten auch zur Berechnung von konvektiv dominier-
ten Stromungen geeignet, wie in zahlreichen Simulationen des Dammbruchproblems
gezeigt wurde. [95] [96] [97]

Das THINC-Verfahren stellt damit bereits einen guten Ansatz zum genauen
Transport von Grenzflichen dar, benotigt fiir eine hohe Genauigkeit jedoch vie-
le Funktionsauswertung zur Berechnung der Volumen- und Flachenintegrale iiber
Gaufy’sche Quadraturformeln. Zudem ist die Anwendung auf Zellgeometrien limi-
tiert, welche auf eine Standardzelle mit vorhandener Quadraturformel transformiert
werden konnen.



Kapitel 3

Entwicklung der numerischen
Methode

In diesem Kapitel wird auf die Entwicklung und Herleitung der numerischen Me-
thode dieser Arbeit eingegangen, da bisherige Standardmethoden ungeeignet fiir die
angestrebte Simulation der Phasentrennung sind. Zunéchst wird in Abschnitt
allgemein erldutert, warum die Entwicklung einer verbesserten Simulationsmethode
fiir notwendig erachtet wird. Die Entstehung parasitdrer Stromungen als Folge von
Diskretisierungsfehlern wurde diesbeziiglich bereits in Unterabschnitt disku-
tiert. Die entwickelte Methode soll besonders arm an parasitdren Stromungen sein,
ohne dabei das Rechengitter unnétig stark zu verfeinern. Essentielle Punkte wer-
den hierzu in Abschnitt erlautert. Daraus abgeleitet wird die Notwendigkeit, die
Diskretisierungsfehler bei der Berechnung von Oberflichen- und Volumenintegralen
nach der Finite-Volumen-Methode (siehe Unterabschnitt moglichst stark zu
reduzieren. Genannte Integrale werden momentan tiber numerische Naherungsfor-
meln ausgewertet (siche Unterabschnitt [2.3.5). Eine analytische Integration kann
an dieser Stelle sowohl die Geschwindigkeit wie auch die Genauigkeit der Simulati-
on verbessern. Um die analytische Flachen- und Volumenintegration zu ermoglichen
muss beziiglich der Grenzflachenformfunktion zunéchst vom bisher gingigen tangens
hyperbolicus abgewichen werden, da dieser nur einmal geschlossen integrierbar ist.
Wichtig ist dabei die Existenz eines Kompressionsterm fiir die Grenzflache, welche
die gewahlte Formfunktion auch als Gleichgewichtszustand anstrebt. Die zugehori-
gen Analysen hierzu erfolgen in Abschnitt [3.3] Die durchzufithrende Oberflachen-
und Volumenintegration soll dabei auf beliebigen Zellgeometrien analytisch moglich
sein. Ein Algorithmus hierzu wird in Abschnitt erarbeitet. Die Parameter der
Formfunktion werden daraufhin in Abschnitt [3.5| optimiert und das numerische Ver-
halten der entstandenen Methode in Abschnitt 3.6 charakterisiert. Auf die konsisten-
te Implementierung eines vorgegebenen Kontaktwinkels bei Kontakt der Grenzflédche
mit einer Wand wird in Abschnitt eingegangen. Abschliefend wird die numeri-
sche Methode in Abschnitt B.8 mit Literaturdaten validiert und in Abschnitt B.9mit
dem bisherigen Solver fiir Mehrphasenstromung interFoam verglichen.

35
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3.1 Motivation zur Weiterentwicklung des nume-
rischen Verfahrens

Bisherige Methoden zur Simulation vor kapillarkraftdominierten, mehrphasigen Stro-
mungen leiden unter dem Phédnomen von parasitdaren Stromungen, welche teilweise
die gleiche GroBlenordnung erreichen konnen, wie die zu untersuchende Hauptstro-
mung. Hierdurch kénnen Stofftransportraten iiberschéatzt werden, weil zusatzliche
Wirbel eine stérkere Durchmischung suggerieren. In anderen Fallen kénnen Tropfen
durch parasitire Stromungen abgelenkt werden, was zu einer verdnderten Positi-
on innerhalb des Rechengebietes fiithrt. So kann ein liegender Tropfen, der eigentlich
keinerlei auleren Kraften ausgesetzt ist, sich bei schlecht gewahlter numerischer Me-
thode durch parasitdre Stromungen dennoch in Bewegung setzen (siehe Abschnitt
. Die Einddmmung von parasitaren Stromungen fiir liegende Tropfen gelingt seit
der Arbeit von Francois et al. bereits sehr gut durch das exakte Ausgleichen von
Drucksprung und Grenzflachenspannung in den bereits diskretisierten Gleichungen.
[84] Fiir bewegte Phasengrenzflichen werden parasitare Stromungen jedoch kaum
betrachtet. Shams et al. zeigen zumindest, das bei Anwendung ihrer Methode der
Transport des untersuchten Tropfens nur unter vergleichsweise kleinen parasitédren
Stromungen leidet. [80] Fiir eine numerische Untersuchung zur Phasentrennung einer
fliissig-fliissig-Pfropfenstromung, wie sie in dieser Arbeit erfolgen soll, wird jedoch
eine verlassliche Berechnung von Drucksprung, Grenzflichenspannung und Position
der Phasengrenzflache benotigt, da bereits wenige Pascal Druckunterschied tiber eine
erfolgreiche Phasentrennung entscheiden konnen. Daher soll eine numerische Metho-
de entwickelt werden, die auch beim konvektiven Transport von Phasengrenzflachen
zur Abbildung einer fliissig-fliissig Pfropfenstromung besonders arm an parasitér-
en Stromungen ist. Eine Beschleunigung der Berechnungen und Verbesserung der
Genauigkeit sind dabei ebenso ein Ziel dieser Arbeit.

3.2 Diskretisierungsfehler und Kernpunkt der ent-
wickelten Methode

Hauptansatz der hier entwickleten Methode ist die starke Reduktion der entscheiden-
den Diskretisierungsfehler, wofiir die Volumen- und Flichenintegration der Finite-
Volumen-Methode (Gl und Gl als Hauptquelle identifiziert wurden (siehe
Unterabschnitt [2.3.5]). Da numerische Diskretisierungsfehler nur eingedimmt aber
nicht komplett eliminiert werden kénnen, wird ein passender Kompressionsterm ent-
wickelt, welcher die Akkumulation solcher Fehler ausgleichen soll, ohne dabei weitere
Fehler in die Ergebnisse der Simulation einzubringen. Ansétze hierfiir werden den
Arbeiten von Olsson und Kreiss ([58]) und Jacqmin ([60], [59]) entnommen. Bisheri-
ge Arbeiten zur Verringerung des 6rtlichen Diskretisierungsfehler ohne Verwendung
von Levelsetfunktionen konzentrierten sich auf die Anwendung von Methoden ho-
her Ordnung, die jedoch nicht auf allen Gitterarten anwendbar sind und auch nur
dann effektiv sind, wenn die Grenzflache iiber viele Zellen hinweg aufgelost wird.
Beispielhaft soll dies an der Interpolation von ¢ mit einem Profil in Form des tan-
gens hyperbolicus diskutiert werden, wie es auch in den Methoden von Olsson und
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Kreiss ([58]) und Jacqmin (59|, [59]) dhnlich vorkommt.

¢ = tanh <$) (3.1)
€

Interpolationen von ¢ durch Polynome erreichen bei Verwendung eines Polynoms

vom Grad m eine Ordnung von m + 1. Der Fehler kann nach einer Taylor-Reihen-

Entwicklung ahnlich zu Gl ausgedriickt werden, wobei (), eine Konstante ist,

die nur noch von m und nicht mehr von z abhéangig ist.

omthe m
Cint. — Cezakt — C(m : 0x(m+1) (f) ' (AQ?)( ) (32)

Dabei ist die m-fache Ableitungen von ¢ jedoch proportional zu 1/¢™. Sind ¢ und
die Gitterweite Ax in der gleichen Gréflenordnung entsteht dadurch kaum ein Zu-
gewinn an Genauigkeit. Lediglich durch ein stetes Absinken der Konstante C,,, oder
anderweitiges Abfallen der hoheren Ableitungen von ¢ entstehen durch Verwendung
von Polynomen héherer Ordnung auch héhere Genauigkeiten [T Beispielhaft ist dieser
Effekt in Anhang in Tabelle dargestellt. Ein starker Abfall des Inteprolati-
onsfehlers mit steigender Polynomordnung m ist nur dann zu beobachten, wenn das
Verhaltnis Az /e Werte kleiner als 1 annimmt. Wird stattdessen eine Unterfunktion
L eingefiihrt, die eine Transformation von ¢ darstellt, kann stattdessen auch L in-
terpoliert werden. Dies bietet dann Vorteile, wenn die hoheren Ableitungen von L
betragsmafig wesentlich kleiner sind als die hoheren Ableitungen von c. Im hier kon-
struierten Beispiel wiirde die Definition von L nach Gl den Interpolationsfehler
direkt vollstandig eliminieren, da L = z/¢ exakt interpoliert werden kann.

c=tanh (L) mit L = arctanh(c)= { (3.3)

£
Ist L selber nicht perfekt linear, so gilt fiir den Interpolationsfehler von L;,,; ebenfalls
die Abschétzung aus GI. bezogen auf L statt auf c. Der Interpolationsfehler fiir

c sinkt dadurch allerdings erheblich, wie Gl. [3.4] verdeutlicht.

Cint. = tanh (Lmt)

a(erl)L m
= tanh (Lemakt + C’m : W (5) ’ (AZE)( +1)>
Otanh(L om+ [, m (34)
= tanh (Lexakt) + 8[/() (X) : Om : O (m+1) : (5) : (AZE)( )
oL

= Cegakt T O(l) . Cm : W : (5) ' (Ax)(erl)

Zunachst kann L;,; durch eine Taylor-Reihen-Entwicklung um den exakten Wert
Lezare herum dargestellt werden. Anschliefend kann auch der tangens hyperbolicus
in einer Taylor-Reihe dargestellt werden, wodurch eine Abschéatzung fir ceperr =
tanh (Legqre) entsteht. Die hoheren Ableitungen von L sind im Allgemeinen nur
proportional zu 1/ und nicht zu 1/¢™. Die Ableitung des tangens hyperbolicus
beztiglich L besitzt eine Gréfenordnung von 1. Der Interpolationsfehler sinkt mit
wachsendem Polynomgrad m also um den Faktor Az statt um den Faktor Ax /e, falls

!Die Konstante C,, skaliert in etwa invers mit der Fakultit m!. Durch die anspruchsvolle Im-
plementierung werden jedoch selten Werte m > 4 verwendet.
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die Transformation ¢ — L eine nahezu lineare Funktion L entstehen lasst. Die De-
finition von L erinnert dabei stark an die Einfiihrung einer Levelset-Funktion nach
Sussmann et al. ([76]) bzw. Osher und Sethian (|77]). Neben den vielen Gemein-
samkeiten existieren allerdings auch Unterschiede, die an dieser Stelle angesprochen
werden sollen.

e Eine echte Levelset-Funktion ist dariiber definiert, dass sie an jedem Ort 7
den kiirzesten Abstand zur Phasengrenzflache anzeigt. Dem gegentiber ist die
hier eingefiihrte Unterfunktion L direkt als Transformation L = f~1(c) defi-
niert. Die Eigenschaft einer Abstandsfunktion ist daher nicht gegeben. Dafiir
enthalt L jedoch implizit den genauen Verlauf von ¢, was in gangigen CLS-
VOF-Methoden nicht gegeben ist.

e Fir eine Levelset-Funktion wird gefordert, dass ihr Gradient stets einen Betrag
von 1 haben soll. Dem gegeniiber existiert fiir die hier eingefithrte Unterfunk-
tion L keinerlei Anforderung solcher Art. Auch der lineare Verlauf von L ist
nicht garantiert. Wenn jedoch die Form des tangens hyperbolicus durch nume-
rische Diffusion nicht zu stark ausgelenkt wird, oder die Form durch addquate
Kompressionsterme wiederhergestellt wird, gilt in guter Naherung [VL| ~ 1/e
und L besitzt dadurch nahezu lineare Eigenschaften.

Die nahezu linearen Eigenschaften von L koénnen dariiber hinaus zur Berechnung
der Differentialgrofien Ve und Ac von ¢ = f(L) im Zellzentrum genutzt werden.

Ve=Vf(L) = g‘é(L) VL (3.5)
Ac=Vx(Ve) = gi(L) AL+ gszQ@) VL[ (3.6)

Zeitliche Diskretisierungsfehler treten ebenso auf, sind bei Verwendung von Runge-
Kutta-Verfahren, dessen Diskretisierungsfehler proportional zur m-fachen zeitlichen
Ableitung von ¢ ist, jedoch vernachlassigbar klein.

¢ = tanh (:c —gu : t> (3.7)
Jome m —u- At\™
oL At = O(1) - ( - ) (3.8)

Durch die Einschrdnkung der Zeitschrittweite At iiber die Courant-Zahl Co und
die Grenzflachenspannung nach GI. sind zeitliche Diskretisierungsfehler in der
GroBenordnung von Gl. [3.8| oft akzeptabel klein genug, wie auch Abschnitt [3.8 noch
zeigt.

Anséitze dieser Art wurden bereits in den Arbeiten von Qian et al. ([94]), Xiao et
al. ([61]) und Xie et al. ([62], [63]) verwendet (siche Unterabschnitt [2.3.5), doch sind
Transportvorgange niemals komplett frei von Diskretisierungsfehlern. Die Form des
tangens hyperbolicus wird daher beim Transport der Phasengrenzflache tiber grofie
Distanzen gestort und muss durch adaquate Kompressionsterme wieder hergestellt
werden. Dies erfolgte, nach Kenntnis des Autors, bisher in keiner vorliegenden Ar-
beit mit anschlieBender Analyse der parasitiren Stromungen. Die Verbesserung in
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der Berechnung von Flachen- und Volumenintegralen soll durch eine analytische
Integration erfolgen. Im Gegensatz zu den bisherigen numerischen Integrationsme-
thoden ist eine analytische Integration schneller und in den meisten Fallen auch
genauer durchfithrbar. Dies erfordert auf der einen Seite eine Formfunktion fiir c,
die im Gegensatz zum tangens hyperbolicus mindestens drei mal geschlossen ana-
lytisch integrierbar ist (sieche Abschnitt [3.3)), und auf der anderen Seite einen pas-
senden Integrationsalgorithmus, der im besten Fall auf beliebigen Gittergeometrien
anwendbar ist (siehe Abschnitt [3.4)).

3.3 Neudesign der Grenzflichenformfunktion f(L)

Ziel dieses Abschnittes ist die Definition einer neuen Grenzflichenformfunktion, die
den Verlauf von ¢ als Grenzfliche beschreibt. Dabei werden diverse Forderungen an
die neue Formfunktionen f(L) gestellt.

e Die Formfunktion f(L) soll mindestens 3 mal geschlossen analytisch integrier-
bar sein, um eine Stammfunktion fiir den im Folgenden noch néher beschrie-
benen Integrationsalgorithmus angeben zu konnen.

e Die Funktionsauswertungen von f(L) und den Stammfunktionen Fy (L), F5(L)
und F3(L) sollen schnell erfolgen kénnen und keine unendlichen Reihenauswer-
tungen mit langsamer Konvergenzgeschwindigkeit beinhalten.

e Es muss ein Kompressionsterm angegeben werden kénnen, dessen Losung im
Gleichgewichtszustand genau f(L) entspricht.

e Fir die effektive Anwendung von Runge-Kutta-Verfahren muss f(L) ausrei-
chend oft stetig differenzierbar sein.

e Die Funktion f(L) soll einfach und eindeutigﬂinvertierbar sein, um die Trans-
formierte L = f~!(L) schnell berechnen zu kénnen.

e f(L) soll einen moglichst raschen Ubergang zwischen den Phasen beschreiben
und fiir groe Werte von |L| méglichst schnell den Grenzwert in der Kernpha-
sen annehmen.

Nicht allen Forderungen kommt dabei die gleiche Wichtigkeit zu und einige Krite-
rien widersprechen sich gegenseitig. Die grofite Wichtigkeit besitzen die analytische
Integrierbarkeit und die Existenz eines Kompressionsterms, der ¢ = f(L) als Gleich-
gewichtszustand anstrebt. Hierzu wird zundchst eine Analyse der bisherigen Kom-
pressionsterme durchgefithrt und der entscheidende Faktor identifiziert, welcher den
tangens hyperbolicus als bisherige Formfunktion vorgegeben hat. Darauf folgt die
Ausarbeitung der konkreten Wahl fiir f(L).

3.3.1 Analyse bekannter Kompressionsterme zur Neudefi-
nition von f(L)

In der Arbeit von Olsson und Kreiss ([58]) definiert die Funktion k(c) in GL

die Stéarke des komprimierenden Geschwindigkeitsfeldes. Der Gleichgewichtszustand

2Gefordert wird die Bijektivitit der Abbildung ¢ = f(L)
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wiederum definiert sich durch das Gegenspiel von konvektiver Kompression und dif-
fusiver Glattung. Im stationaren Endzustand des eindimensionalen Falles gilt daher

Gl. 0

0 0 0%c
}gJF 5y Ble)) =55 (3.9)

Die Wahl von k(c) definiert demnach den Gleichgewichtszustand. Eine Integration
nach z zeigt, dass Losungen dieser Differentialgleichung ebenfalls Gl. erfiillen.

Oc
k(c)=c¢- pe (3.10)
Zu gegebener Funktion ¢(z) kann daher berechnet werden, welche Wahl von k(c)
notwendig ist, um c¢(z) als Gleichgewichtszustand zu erhalten. Dabei sollten die
Ableitungen von ¢(z) die Ursprungsfunktion c¢(x) wieder selbst enthalten. Existiert
eine explizite Inverse, ist dies sehr einfach méglich. Wird beispielhaft fir ¢(z) die
Form eines arcus tangens angestrebt, ergeben sich folgende Uberlegungen:

2 T
= 2 . arct -z A1
c(x) — - arctan <6) (3.11)
2 1 1
k(c) o g ( -arctan (a:)) =c-—
Ox \m € T 14 (f) £
(3.12)
CIETD 2 1 2 9 (ﬂ' )
= —- =—-cos"|z-cC
™ 1+tan2<§~c) ™ 2

Ein Nachteil dieser Methode liegt jedoch in der schwierig einzuhaltende Massener-
haltung in Wandnahe im mehrdimensionalen Fall, wo nach GI. Normalenvektor
und Laplace-Operator benttigt werden.

0
%+6*(ﬁ-k((;))=5-m (3.13)

Damit der Laplace-Operator keinen effektiven Fluss der Komponente ¢ iiber die
Wand erzeugt ist fiir ¢ die Randbedingung ZEROGRADIENT zu wahlen. Diese be-
einflusst jedoch auch die Berechnung von Ve und damit von 7. Der gebildete Nor-
malenvektor wiirde stets einen Kontaktwinkel von 90° anstreben. Wird nicht die
Randbedingung ZEROGRADIENT gewahlt ist stattdessen auf andere Weise sicher zu
stellen, dass der diffusive Fluss von Ac exakt durch einen konvektiven Gegenfluss
iiber V s (7 - k(c)) kompensiert wird.

Neben der Arbeit von Olsson und Kreiss (|58]) kann auch aus dem Phase-Field-
Ansatz nach Jacqmin ([59], [60]) ein Kompressionsterm abgeleitet werden, der auf
einem chemischen Potential ® basiert. [60] Der Kompressionsterm folgt dabei Gl.

3.14
0

%: D-A® (3.14)

B(c) = \I/’g(c)

—e-Ac (3.15)
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Im eindimensionalen Fall wird wieder deutlich, dass der Gleichgewichtszustand durch
das chemische Potential ® definiert und damit direkt tiber die Wahl von ¥(c) be-
stimmt wird. Gl zeigt, dass ® im Gleichgewichtszustand iiberall konstant sein
muss, der Absolutwert jedoch keine Rolle spielt. Dieser kann nach GI. auch 0
betragen, wenn W(c) passend gewihlt wird. Daraus lassen sich analoge Uberlegun-
gen wie sie bei der Variation des Kompressionsterms nach Olsson und Kreiss ([58])
herleiten:

2 x
c(x) = — arctan (5> (3.16)
/o \ GIBTIH 2‘820@)_2_6(2 ) 2(77.>)
U'(e) "="¢ 52— g w5 e

= —écos3 (W c) sin (7T c) (3.17)
oo 2 2

Durch gezielte Wahl von W'(¢) lassen sich demnach auch aus dem Phase-Field-Ansatz
Kompressionsterme erstellen, die eine bestimme Zielfunktion ¢(z) als angestrebten
Gleichgewichtszustand besitzen’] Wieder ist dieser Vorgang besonders einfach zu
realisieren, wenn eine explizite Inverse von ¢(z) existiert und genutzt werden kann.
Die Ubertragung des Phase-Field-Ansatzes auf den mehrdimensionalen Fall bedarf
allerdings noch weiteren Uberlegungen, um den Phinomen der Ubersittigung |c| > 1
in den beiden Kernphasen entgegen zu wirken. Der Phase-Field-Ansatz basiert auf
der Minimierung der freien Energie F' (siche Gl. eines Systems. Yue et al. ana-
lysierten in ihrer Arbeit bereits das Zusammenschrumpfen eines Tropfens durch Bi-
lanzierung der freien Energie F'. Energiebeitrage entstehen auf der einen Seite durch
\ﬁc[ im Bereich der Grenzfliche und sind proportional zur Oberfliche eines Tropfens,
da nur hier |§c| nennenswert grof ist. Auf der anderen Seite entstehen Energiebei-
trage durch Abweichungen des Feldes ¢ von den Potentialminima von W(c). Da die
Minimalwerte von W(c) bei ¢ = +1 liegen, liefert jede Abweichung |c| # 1 einen Ener-
giebeitrag der proportional zum Tropfenvolumen ist. Yue et al. wiesen nach, dass
ein Tropfen durch Schrumpfen stets Gesamtenergie freisetzen kann, da hierdurch
die energieenthaltende Oberflache verkleinert wird. [98] Der Tropfen schrumpft so-
lange weiter, bis die daraus resultierende Ubersittigung im Tropfeninneren (¢ > 1)
bei gleichzeitiger Untersittigung im Auflenraum (¢ > —1) mehr Energie benoti-
gen wiirde, als durch ein weiteres Schrumpfen freigesetzt werden kann. Ein solches
Schrumpfen des Tropfens verschiebt den Gleichgewichtszustand des Kompressions-
terms in Abhéngigkeit der verwendeten Simulationsparameter (Rpvopfen, €, Vges.)
und der Anzahl an Raumdimensionen. Werden Werte ¢ > 1 angestrebt, fillt dies
jedoch aus dem Definitionsbereich der Transformation L = f~!(¢). Die Transforma-
tion ist dann nicht mehr anwendbar. In den Ubergangsbereichen |c| ~ 1 verliert L
zudem die anndhernd linearen Eigenschaften, sodass die Berechnung von Ve und
Ac tuber L durch Anwendung von GI. und GL zu groferen Fehlern fithren
kann als die direkte Diskretisieurung von c selbst.

Zur Losung dieses Problems wurde in dieser Arbeit ein Ansatz entwickelt, welcher
die Abhéngigkeit der Cahn-Hillard-Gleichung (Gl. von der Anzahl der Raum-
dimensionen aufheben soll. Hierfiir wird der Laplace-Operator durch eine Ableitung

3Es fillt die Analogie auf, dass stets eine Ableitung des Feldes ¢ mit ihrem Sollwert im Gleich-
gewichtszustand verglichen wird. Olsson und Kreiss ([58]) vergleichen Ve mit k(c), wiahrend im
Phase-Field-Ansatz eine Ubereinstimmtung von Ac mit ¥(c) angestrebt wird.
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des Gradientenbetrags in Normalenrichtung der Grenzflache ersetzt.
Ac— it %V (\ﬁc]) (3.18)

Diese zunéchst willkiirlich erscheinende Substitution bietet den Vorteil, dass der er-
haltene Wert unabhangig von der Kriimmung s der Oberflache und den verwendeten
Raumdimensionen wird. Wahrend im eindimensionalen Fall zwangslaufig nur eine
Raumrichtung in Betracht gezogen wurde, wird im mehrdimensionalen eine geziel-
te Richtungsableitung in die einzige Richtung von Interesse, in Richtung des Nor-
malenvektors, gebildet. Eine effektive Berechnung der numerisch sonst nur schwer
zugénglichen Ableitung in Normalenrichtung ist mit Gl. und GIL. moglich.

- . v Ac-|Ve| = VexV (|Ve
MRS A D N B (Ive) (3.19)
|Vl V|

i« V (IVel) = Ac+ k- [Vel (3.20)

Die Addition von « - |Ve| projeziert demnach auf einfache Weise den unerwiinschten
Anteil aus Ac heraus. Vorteil dieser Abdnderung ist eine vollstdndige Eliminierung
der Uberséttigung und eine Wiederherstellung der annéhernd linearen Eigenschaften
von L. Die erhaltene modifizierte Cahn-Hillard-Gleichung repréasentiert nun nicht
mehr den Ansatz einer Energieminimierung, was bei einer einfachen Nutzung als
Kompressionsterm in Mehrphasensimulationen jedoch nicht ins Gewicht fallt, sofern
das chemische Potential ® nicht zur Berechnung des Drucksprungs an der Phasen-
grenze verwendet wird (GL. [2.35)).

Die Erstellung eines adaquaten Kompressionsterms zu gegebener Formfunktion
f(L) ist demnach sowohl mit dem Ansatz nach Olsson und Kreiss ([58]) als auch
mit Jacqmins Ansatz ([59], [60]) moglich. Trotz der wesentlich weiteren Verbreitung
der Methode nach Olsson und Kreiss ([58]), wird hier dennoch ein Kompressions-
term nach dem Phase-Field-Ansatz gewéhlt, da dieser Kompressionsterm bereits den
empfindlichen Parameter x enthélt. Eine fehlerbehaftete Berechnung der Kriitmmung
x wird in der Literatur haufig als Ursache parasitarer Stromungen angesehen. [92]
Ebenso ist bekannt, dass Kompressionsterm und berechnetes Druckfeld durchaus
leicht verschiedene Gleichgewichtszustédnde eines Tropfens anstreben konnen. Dis-
kutiert wurde dieser Punkt bereits in Unterabschnitt [2.3.3] Ein Kompressionsterm,
dessen Gleichgewichtszustand sich bereits iber die Kriimmung x berechnet, scheint
ein vielversprechender Kandidat zu sein, um die unterschiedlichen Gleichgewichts-
zustande aus Abbildung moglichst ahnlich zu gestalten. Je ahnlicher die beiden
Gleichgewichtszustande sind, desto geringer sind die parasitdren Stromungen eines
liegenden Tropfen bei voller Kompressionsstiarke. Im folgenden Abschnitt wird auf
dieser Basis eine konkrete Formfunktion f(L) definiert und der zugehérige Kom-
pressionsterm nach dem Phase-Field-Ansatz konstruiert.

3.3.2 Ausarbeitung der Formfunktion f(L) und Konstrukti-
on des zugehorigen Kompressionsterms
Neben der Existenz eines zugehorigen Kompressionsterms sind zu Beginn dieses Ab-

schnittes weitere Anforderungen an f(L) gestellt worden, aus denen eine konkrete
Formfunktion hergeleitet werden soll. Im Mittelpunkt stehen dabei die analytische
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Integrierbarkeit und das Grenzwertverhalten fiir grofe Werte von L. Funktionen,
wie der beispielhaft diskutierte arcus tangens, lassen sich zwar drei mal analytisch
integrieren, weisen jedoch eine extrem langsame Anndherung an die Grenzwerte von
¢ = +1 auf. Pradestiniert hierfiir sind hingegen Exponentialfunktionen, die sich
sehr schnell aber nur einseitig an einem Grenzwert annahern. Um dieses Verhalten
nutzen zu konnen, wird f(L) stiickweise definiert. Dies ist zuléssig, solange die ana-
lytische Integrierbarkeit erhalten bleibt und die Ubergangsstellen zur Anwendung
von Runge-Kutta-Methoden hoher Ordnung ausreichend oft stetig differenzierbar
sind. Zwischen den beiden Exponentialfunktionen, die das gewiinschte Grenzwert-
verhalten fiir groe Werte von |L| einbringen, muss demnach eine Zwischenfunktion
eingefiigt werden, die sich leicht an die vorliegenden Stetigkeitsbedingungen anpasst
und trotzdem analytisch integrierbar ist. Hierfiir werden Polynome in Betracht gezo-
gen. Zusatzlich werden in den Exponentialfunktionen weitere Variationsparameter
(cr, B) eingefithrt, um zusatzliche Freiheitsgrade zu gewinnen und die Polynomord-
nung m moglichst niedrig zu halten. Die aus numerischen Griinden um L = 0 herum
punktsymmetrischﬁ und noch weiter auszuarbeitende Formfunktion f(L) ist daher

zunachst in Gl. B.21] definiert.

sign (L) - (1 —exp(a - |L|+ /) fir |L| > Lipner

(L) = { p(L) =Y, a;- L fitr |L| < Linmer (3.21)

Die Werte Liyper, &, § und der Polynomgrad m mit den zugehorigen Polynomkoeffi-
zienten a; ermoglichen nun die Definition der Stetigkeitsbedingungen fiir den Funk-
tionswert und die ersten fiinf Ableitungen an der Ubergangsstelle Liyne,. An dieser
Stelle wird eine Stetigkeit bis zur fiinften Ableitung gefordert, um in der Wahl des
Runge-Kutta-Verfahrens noch nicht eingeschrénkt zu seinﬂ Zunachst werden «, 3
und L;,,e- als bekannt angesehen und dadurch die ersten vier Ableitungen inklusive
Funktionswert durch die Koeffizienten a; des Polynoms neunten Grades abgestimmt.
Anschlieflend erfolgt die Bestimmung von 3 zum Abgleich der fiinften Ableitung. Die
mathematische Herleitung des resultierenden Gleichungssystems ist in Anhang
dargestellt. Wie in Unterabschnitt bereits am Beispiel des arcus tangens ausge-
arbeitet wurde, erfolgt die Konstruktion des zugehorigen Kompressionsterms durch
Variation von ¥’(c) nach GI. [3.22

'(e) = f"(f7(c) (3.22)

Die hierfiir notwendige Inverse f~1 ist, wie f(L) selbst, nur stiickweise definiert und
kann nur im aufleren Bereich explizit angegeben werden. Im inneren Bereich wird
eine Iteration mit Hilfe des Newton-Verfahrens verwendet [
: In(1—|c[)—p -
sign (¢) - /8 fur |¢| > f(Limer
f‘1<c):{ an(e) = el 2 /(Linner) (3.23)

Lyn)—c .
Los1 = Ly — B85 fiir [¢f < f(Linper)

4Eine Punktsymmetrie um L = 0 herum erlaubt eine iibersichtlichere Definition der Gesamt-
methode und erlaubt eine effizientere Auswertung des Polynoms iiber das Horner-Schema.

5Je hoher die Ordnung des gewihlten Runge-Kutta-Verfahrens ist, desto mehr Ableitungen miis-
sen an der Ubergangsstelle L;,ner iibereinstimmen, damit die zusétzlichen Funktionsauswertungen
auch tatsachlich eine Erhéhung der Konvergenzordnung mit sich bringen.

5Eine explizite Angabe der Umkehrfunktion ist nur bei Polynomen bis zum Grad m = 4 méglich
und erfordert zudem mehrfaches Radizieren. Das Newton-Verfahren ist durch Nutzung des Horner-
Schemas fiir die Auswertungen von p(L) und p’(L) schnell und konvergiert mit dem Startwert L = 0
sicher fiir positive, wie negative ¢ mit |c| < f(Linner)
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Neben der Verwendung in ¥’'(¢) wird L auch zur genaueren Berechnung von Ve und
Ac verwendet (siche Gl und Gl [3.6). Der verwendete Kompressionsterm hat
dadurch die in GI. und GIL. gegebene Gestalt

Jc
—=D-A® (3.24)

v'(c)

o = —e-(Ac+k-|Vd|)

3.25)
o0 f 1 S 2 af = (

= (L) (€—g~|VL] ) e o (L) (AL+ 5 VL)

Eine Berechnung von L ist allerdings nur in Zellen mit |¢| < 1 moglich. Werte von
|c| > 1 sind zwar unphysikalisch, kénnen aber bei grolen Courant-Zahlen Co durch
die Advektion gelegentlich auftreten. Dariiber hinaus ist eine Berechnung von L
auch nicht in allen Zellen sinnvoll, da fiir Werte |¢| ~ 1 die direkte Berechnung von
Ve und Ac bereits sehr genau ist und ein Umweg tiber L nur unnétige Rechenzeit
beanspruchen wiirde. Daher wird ein Grenzwert L., definiert, ab dem die Trans-
formierte L nicht mehr berechnet oder genutzt wird. Der genaue Wert fiir Lye;

wird im spéteren Verlauf noch genauer bestimmt (siehe Abschnitt [3.5]).

3.4 Algorithmus zur analytischen Volumenintegra-
tion der Formfunktion f(L) und Verfahren zur
impliziten Bestimmung von L

Qian, Xie und Xiao nutzten in ihren Methoden die bekannte Formfunktion eines
tangens hyperbolicus und berechneten die Transformierte L, sodass in jeder Zelle

der Grenzfliche Gl. [3.26] erfiillt. ([94], [99], [100], [63], [62]. [61])

= ‘1/ : Hjc v = é : ﬂf ; (1 +tanh (L)) dV (3.26)

Dabei wurde L je nach vorliegender Arbeit als lineare Funktion oder durch ein
Polynom héherer Ordnung beschrieben. [99] Die Berechnung des Volumenintegrals
in Gl erfordert die Anwendung numerischer Integrationsverfahren. Diese er-
folgen nach linearer Transformation des Integrationsgebietes auf eine formentspre-
chende Einheitszelle, was die Anwendung auf Zelltypen limitiert, fiir die eine solche
Transformation bekannt ist ([62], [63]). Die numerischen Integrationsverfahren sind
Gauss’sche Quadraturformeln optimaler Ordnung, was allerdings bereits bei 3 Stiitz-
punkten pro Raumdimension zu 27 Funktionsauswertungen pro Zelle fithrt. Da der
Wert von L im Zellzentrum zunéchst nur geschétzt werden kann und darauthin ite-
rativ verbessert werden muss, ist die Auswertung des Volumenintegrals mehrmals
erforderlich. Uber ein Newton-Verfahren wird L im Zellzentrum so variiert, dass der
nach Gl berechnete Wert mit dem in der Zelle vorliegendem Wert von ¢ tiber-
einstimmt. Hierbei halten alle genannten Autoren die Ableitungen von L tber die
Iterationen hinweg konstant und variieren lediglich das Absolutglied des beschrei-
benden Polynoms. In diesem Punkt liegt bereits ein gravierender Unterschied zu der
in dieser Arbeit vorgestellten Methode.
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Jeder Iterationsschritt des Newton-Verfahrens benétigt dabei eine Auswertung
des Volumenintegrals und eine Abschitzung der Anderungsrate 9¢/0L. Eine Ver-
ringerung der hierfiir notwendigen Funktionsauswertungen und eine Beschleunigung
des Gesamtverfahrens ware durch analytische Integration der Formfunktion moglich.
Xie et al. verfolgten diesen Ansatz bereits ([62]), indem sie den tangens hyperbolicus
zumindest in Richtung des steilsten Gradienten von L analytisch integrierten. Die
restlichen Raumdimensionen werden numerisch integriert, da die hoheren Stamm-
funktionen nicht mehr adaquat auszuwerten sind. In diesem Abschnitt soll daher
erlautert werden, wie die Auswertung des Volumenintegrals in GI. beschleunigt
und gleichzeitig auf beliebige Zellgeometrien erweitert werden kann. Hierzu wird die
analytische Integrierbarkeit der neuen Grenzflachenformfunktion f(L) in Kombina-
tion mit dem Integralsatz von Gauss (Gl ausgenutzt.

Hf VgdV = @Sg dA (3.27)
oV

Wird L in jeder Zelle linear angenédhert (GI. , lasst sich zu jeder integrierbaren
Funktion f(L) nach GIL ein Vektorpotential § definieren, dessen Divergenz
wiederum f(L) entspricht. Die Ubereinstimmung von V x gy (L) und f(L) wird in
Gl gezeigt. Fi(L) ist dabei Stammfunktion zu f(L).

L,
VL=| L, | = const., da L linear (3.28)
L,
. VL
VL]
> - VL - VL
Vi gi(L) = (VR(L)) * i (f(L)-VL) = i (L) (3.30)

Eingesetzt in GI. lasst sich dadurch das Volumenintegral auf die Berechnung
von Fléchenintegralen iiber das Vektorpotentials ¢; auf den Zellwande zuriickfithren.
Voraussetzung hierfiir ist ein linearer Verlauf von L innerhalb der Zelle und ein nicht
verschwindender Gradient |V L| # 0.

Die Fléchenintegrale tiiber die einzelnen Zellwande kénnen jeweils getrennt von-
einander berechnet werden. Im Allgemeinen ist jede Zellwand eine ebene Flache,
wodurch der Normalenvektor 4. konstant ist. Das Produkt aus Vektorpotential
g1 und infinitesimalem Flachenvektor dfl;- kann daher in einen konstanten Vorfaktor
und ein Residuum innerhalb des Integrals umgeformt werden (GI. .

S 171 VL xn ace,i
([ sy av :g@gdk%( VLot [[ i ) 531)

Die Flachenintegrale innerhalb der Summe kénnen entweder numerisch oder wie-
derum analytisch berechnet werden. Welche Methode Anwendung findet, wird im
weiteren Verlauf noch erlautert werden. Zunéichst werden die Integralwerte als ge-
geben angesehen und die Vorfaktoren der Flachenintegrale genauer betrachtet. Die
Vorfaktoren stellen Wichtungsfaktoren dar, welche in ihrer Gréflenordnung stark
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schwanken und sowohl positiv als auch negativ sein konnen. Der Betrag des Gradi-
enten VL sollte stets eine Grofenordnung von 1/e besitzen, kann bei starker Ver-
formung der Grenzflache, zu schwacher Kompressionskraft oder in Zellen mit |c| ~ 1
auch Werte in einer GréBenordnung bis hinunter zu |[VL| ~ O (0) annehmen. Fiir
besonders kleine Werte von |§L| entstehen sehr grofle Wichtungsfaktoren, die bei
der Summenauswertung durch die begrenzte Zahl an gespeicherten Nachkommas-
tellen zu Ausloschungseffekten und Ungenauigkeiten fiihren kénnen. Fiir den Fall
|§L! = 0 ist die Anwendung der Umformung erst gar nicht moglich, da das Vektor-
potential g (L) nicht definiert ist. Demnach muss im Vorfeld abgeschétzt werden,
in welchen Féllen GI. und wann stattdessen ein einfaches numerisches Integra-
tionsverfahren (in diesem Fall die Mittelpunktsregel Gl. angewendet werden
sollte. Fiir die Anwendung der Mittelpunktsregel auf eine wiirfelformige Zelle wurde
der Fehlerschatzer e in GI. hergeleitet.

et = | [[[ 1) @V = f(Ler) V] = - O i) 1908 (L) (32

Die Kantenlidnge Ax des Wiirfels, die typischerweise bei Abschétzungen durch Taylor-
Reihen-Entwicklung auftritt, wurde durch das Volumen V der Zelle ausgedriickt.
Wird dieser Fehlerschatzer auf nicht wirfelformige Zellen angewendet, entstehen
Ungenauigkeiten in der Schatzung des Fehlers, die jedoch vernachlassigbar klein
sind. Dies wurde im Vergleich zum Wiirfel auf einem volumengleichem Parallelepi-
ped und einer Prismengeometrie verifiziert. Eine genaue Betrachtung ist in Anhang
enthalten. Der Gesamtfehler e,y anq. durch Anwendung von GL wird, wie
die Bildung der Summe }_; iiber die Flachenintegrale auch, sukzessiv berechnet. Zu-
nachst starten die Summe ), und der Fehlerschatzer eccy anq. mit einem Wert von
0, welcher als exakt angesehen wird. Nach Hinzufiigen jedes weiteren Summanden
wird der nun vorliegende Fehler e.c ana. nach Gl. aktualisiert.

) (3.33)

In der Bildung des Maximalwertes sorgt der erste Eintrag dafiir, dass der Fehler-
schatzer monoton steigt und nicht durch Hinzufligen eines weiteren, sehr genau
berechneten Summanden, sinken kann. Der zweite Eintrag entspricht dem Phéno-
men der numerischen Ausléschung. Der aktuelle Summenwert || wird stets nur
mit 16 giiltigen Stellen gespeichert, wodurch ein Fehler in der Groflenordnung von
10710 - |3°;| entsteht, der auch dann noch bestehen bleibt, wenn die GroSenord-
nung der Gesamtsumme durch Hinzufiigen weiterer negativer Summanden wieder
abnimmt[] Der letzte Beitrag wird hier mit eyq..; bezeichnet und entspricht dem
Fehler, welcher dem Wert des gerade hinzuaddierten Flachenintegrals [[ £ (L) dA,
anhaftet. Er ist noch mit dem Wichtungsfaktor des zugehorigen Flachenintegrals zu
versehen, da auch das Flachenintegral selber gewichtet in die Gesamtsumme eingeht.
Der endgiiltige Wert von €cej; gnar. Wird mit €ceypum. verglichen und zur Volumenin-
tegration das Verfahren mit kleinerem Fehler e angewendet.

" Cface,i

. 6[/ * ﬁface,i
- 2
VL]

. —16
€cell,anal. = MAX | €cell anal. ; 10 :
face,i

"Beispiel: Hat der Summenwert ), erst einmal einen Wert von 10 erreicht, ist er bei lediglich
16 gespeicherten Stellen mit einem Fehler von 10710 behaftet. Auch wenn der Gesamtsummenwert
im spiteren Verlauf 10' betragen sollte, liegt der Fehler dennoch bei 10719, da Betriige in der
GroBenordnung von 10! im vorherigen Verlauf durch Ausléschung verloren gingen.
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Fiir dieses Verfahren miissen jedoch die Fehler ey, ; bekannt sein, welche den
Flachenintegralen [[ Fi(L) dA; anhaften. Auf die Integralauswertung und den da-
durch entstehenden Fehler wird nun genauer eingegangen. Das Flachenintegral kann,
wie bei der Volumenintegration auch, numerisch oder analytisch berechnet werden.
Es sind allerdings nicht fiir alle Flichengeometrien numerische Integrationsverfahren
hoher Ordnung mit akzeptablen Aufwand bekanntﬁ Es wird daher nur die Anwen-
dung der universell einsetzbaren Mittelpunktsregel mit der analytischen Integration
verglichen und das Verfahren mit dem kleineren Fehler ey, angewendet. Fiir die
Abschéatzung des Fehlers bei Anwendung der Mittelpunktsregel wird Gl [3.34] ver-
wendet.

A PR A
e, = | [ FUL) dA = Fi(Lgaee) - A| 2 2 8L1§> Vel () 339

Die zu integrierende Flache wurde als flichengleiches Quadrat approximiert und
eine Taylor-Reihen-Entwicklung auf Fi(L) angewendet. Auftretende Kantenldngen
wurden durch die Flache A des Quadrates ausgedriickt. Wieder fiihrt die Anwendung
des Fehlerschétzers auf nicht quadratische Zellwande zu Ungenauigkeiten, die sich
jedoch als vernachlassigbar klein erweisen (siche Anhang [C.1)) Zu beachten ist die
Verwendung von VL face, Welcher sich nach Gl. berechnet.

VLjace = VL ~ fiface + (7 face * VL) (3.35)

Die analytische Flachenintegration beinhaltet erneut ein Vektorpotential (L), des-
sen Divergenz nun Fy (L) betrigt | Fo(L) ist dabei Stammfunktion zu F(L).

6Lface

52(L):F2(L)' = 2
VL facel

(3.36)

_'L ace =
Y7f2 = (Fl(L) : VLface) * —
|VLface| |vaace|

Analog zur Volumenintegration wird das Flachenintegral iiber den Gauss’schen Inte-
gralsatzes in Integrale niedrigerer Dimension tiber die Kanten der Zellwand zerlegt.

[[ F(ryda = [[¥#g(1) aa = fgg )% d5
_ Z (VLface*nedgeZ /F2 dsz)

edge,i IVLface

6Lface

Vi Go(L) = (VFy(L)) * > = Fy(L) (3.37)

(3.38)

Analog zu 7ise fiir das dreidimensionale Zellvolumen stellt hier 7ic4q.;, den nach
auflen orientierten Normalenvektor der zweidimensionalen Zellwand dar. Abbildung
veranschaulicht die Definition der einzelnen Normalenvektoren. Zur Berechnung

8Jede ebene Zellwand kann in Dreiecke und Vierecke zerlegt werden, fiir die ein Verfahren
hoher Ordnung existiert. Dies fithrt jedoch zu einer Vielzahl notwendiger Funktionsauswertungen
pro Zellwand, die diese Methode unattraktiv machen.

9Mathematisch handelt es sich hierbei um ein zweidimensionales Vektorpotential g (L) und
einen zweidimensionalen Differentialoperator 6, da ein Fldchenintegral zu transformieren ist. Die
Ergebnisse haben jedoch Entsprechungen im dreidimensionalen Raum (z.B. VL face), welche direkt
in die angegebene Gleichung eingesetzt worden sind.
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Abbildung 3.1: Definition der Normalenvektoren i f4ce (10t), fedge,i (gelb) und i ;
(grin) am Beispiel einer quaderférmigen Rechenzelle. Wéhrend 774, den nach au-
Ben orientierte Normalenvektor der Gesamtzelle darstellt, ist 7icqge;; der nach aulen
orientierte Normalenvektor der Zellwand.

des Fehlers efqce,anar. der analytischen Integration wird das gleiche Verfahren wie bei
€cell,anal. angewendet. Mit einem Startwert von 0 fir Summe und Fehlerwert wird
nach Hinzufiigen jedes weiteren Summanden in Gl. der Fehlerschétzer nach Gl.
aktualisiert.

vajce * ne;ige,z * Cedge,i ) (339)
|VL face |

Es wird wieder gefordert, dass der Fehlerschatzer durch Hinzufiigen weiterer Sum-
manden nicht abfallen kann, dass Ausléschungseffekte durch die begrenzte Anzahl an
gespeicherten Stellen abgeschétzt werden und, dass auch die Auswertung der Kan-
tenintegrale [ F5(L) ds; einem noch zu wichtenden Fehler eq4e; unterliegen kann.
Auch die eindimensionalen Kantenintegrale konnen analytisch oder numerisch iiber
Gauss’sche Quadraturformeln aus der Literatur ([65), [101]) berechnet werden]|
An dieser Stelle wird die Quadraturformel mit zwei Stitzstellen angewendet, wel-
che Polynome dritten Grades exakt integriert. Nur im Falle verschwindend kleiner
Gradienten entlang der Kante (|§Ledge| ~ 10716) wird die Mittelpunktsregel an-
gewendet, um die zusatzliche Funktionsauswertung zu sparen. Fiir die analytische
Berechnung ergeben sich Gl. und die zugehorige Fehlerabschatzung Gl.

2

’

>

%

_ . —16
€ face,anal. — MaX (eface,anal. ) 10 '

1

m[ Fy(L) dz = I [Fy(L(x)) — Fs(L(x1))] (3.40)
Cotpeamt, = 2 o (|Fy(L(ea)| 5 [Fa(L () (3.41)
edge,anal. — |§L6dge| X 3 2 ) 3 1 .

10Dije Mittelpunktsregel gehort im mathematischen Sinn auch zu den Gauss’schen Quadratur-
formeln mit optimaler Ordnung. Sie integriert mit einer einzelnen Funktionsauswertung (n = 1)
Polynome vom Grad 2-n — 1 =1 exakt.
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In dieser Fehlerabschatzung wird ausgenommen, dass die Funktionsauswertungen
F3(L(z;)) mit einer Ungenauigkeit in der Gréflenordnung von 10716 - | Fy(L(z;))]
behaftet sind, welche noch durch einen Vorfaktor 1/ |§Led96| verstarkt werden kon-
nen. Im Gegensatz dazu erfolgt die numerische Integration nach Gl. mit dem
Fehlerschitzer aus Gl. 3.43

T2 — T1

[RaL) do = 220 (B2 + BL) (3.42)

2

mit

3-43 3+43

3+3 3—+3
1 O'F ~ 1
eedge,num, — 10—16 . |x2 _ $1| + 4320 . azgg) . |VL8dge| . |fL‘2 — {L‘1|5 (343)
Der Gradient ﬁLedge wird tiber GI. berechnet.
ﬁLedge = ﬁLface - ﬁedge . (ﬁedge * 6Lface) (344)

Der rechte Summand der Fehlerabschitzung aus GI. geht dabei auf Assion
([101]) zuriick, der eine allgemeinen Fehlerbetrachtung fiir Gauss’sche Quadratur-
formeln durchfithrte. Da die Funktionsauswertungen F5(L_) und F»(L, ) in Gl
selbst nur auf 16 Stellen genau sind und danach noch mit der Kantenlénge |z — 1|
multipliziert werden, liegt der Mindestfehler der numerischen Integration folglich
bei 10716 . |23 — 1] und wird zu Assions Fehlerabschétzung hinzuaddiert. Prinzi-
piell ist noch die GroBenordnung der Funktionsauswertungen Fy(L_) und Fy(L,)
einzubeziehen, da ein Funktionswert von beispielhaft Fy(L,) = 10 mit 16 gilti-
gen Nachkommastellen effektiv einen Fehler von lediglich 107° aufweist. Fiir eine
a-priori Fehlerabschatzung wird hier jedoch zur Vermeidung zusatzlicher Funktions-
auswertungen in der Intervallmitte die Annahme Fy(L) ~ O (1) eingefiihrt.

Nach Berechnung von €cqge ane. Und €cdgenum. Wird fiir jedes Linienintegral das
Verfahren mit dem kleineren Fehler e.q44.; angewendet. Dies ermoglicht die Berech-
nung von eyqe und hierdurch letztlich e..;. Es wird deutlich, dass die Anwendung
des Verfahrens auf der Ebene der Zellpunkte beginnen muss, um darauf folgend
die Integrale iiber die Kanten, die Zellwande und zuletzt den gesamten Zellkérper
durchzufithren. Aus Grinden der Darstellbarkeit und Verstandlichkeit wurde der
Algorithmus jedoch mit der Volumenintegration beginnend dargestellt.

Fir eine Implementierung in OpenFOAM 2.1.1 werden zur Beschleunigung der
Berechnungen noch einige weitere Annahmen und Vereinfachungen getroffen:

e Die Fehlerabschéatzungen der numerischen Integrationsverfahren enthalten noch
Funktionsauswertungen von Ableitungen an unbestimmten Stellen &.

%251 (&) = 2—2(5) wird an allen Stellen durch g—{(LcentTe) angendhert und

nur einmalig berechnet, solange L cnsre Sich nicht verandert.
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. %4512 &) = %(5 ) wird an allen Stellen durch % (max (Limaz s 5 |Leentrel)))
angenédhert und nur einmalig berechnet, solange L.epnire sich nicht veran-
dert. Lyqqf bezeichnet dabei den L-Wert, bei dem f”(L) maximal wird.
Hierdurch wird verhindert, dass im Bereich um Lcpse =~ 0 ein zu geringer

Wert % in der Fehlerabschatzung angesetzt wird.

e In der Fehlerabschatzungen fir ecqgeana. Wird an allen Stellen ein globaler
Maximalwert F3(Lyyter) verwendet, der nicht in jeder Zelle neu berechnet wer-
den muss, sondern zu Beginn der Simulation wahrend der Konstruktion der
Profilklasse in OpenFOAM erzeugt und abgespeichert wird.

e Auf ebenen Zellwénden mit geradlinigen Kanten bilden 7 t4ce, Tedge Und 7ine
stets ein Orthonormalsystem. Dadurch lédsst sich VL sehr einfach in seine
Betragsanteile «, § und ~ zerlegen. Diese Anteile werden einmalig berech-
net und konnen sowohl in den Fehlerschatzern selber als auch in der Berech-
nung der zugehorigen Wichtungsfaktoren der Integrale wiederverwendet wer-
den. o= VL« Mface B = VL Medge 7 = VL * Tline

e Zu Beginn einer jeden Integralauswertung wird tiberpriift, ob ﬁL, VL face Oder
ﬁLedge betragsmafig 0 sind. In diesen Féllen wird der zugehorige Fehler der
analytischen Integration direkt zu 1017 gesetzt und so automatisch das numeri-
sche Integrationsverfahren durchgefiihrt, was besonders in zweidimensionalen
Simulationen Rechenzeit einspart.

Der resultierende Algorithmus ist in Abbildung|3.2|dargestellt. Die Implementierung
kann im Anhang [B] eingesehen werden. Eine Betrachtung des Aufwandes fiir dieses

Berechne an allen Eckpunkten Z; der Zelle L; = Lecjicentre + VL * (Z; — Zeeticentre)
und den zugehorigen Wert von Fy(L;)
1

Berechne und vergleiche fiir jede Kante die Fehler von numerischer und
analytischer Integration (Gl und Gl. 3.41)). Fithre das Verfahren mit kleinerem
Fehler e.q4e durch und speichere Integrations- und Fehlerwert der Kannte.

U

Berechne und vergleiche fiir jede Zellwand die Fehler von numerischer Integration
und Summation iiber die gewichteten Kantenintegrale (Gl. und GI. [3.39).
Fihre das Verfahren mit kleinerem Fehler e, durch und speichere Integrations-
und Fehlerwert der Zellwand.

{

Berechne und vergleiche fiir die Gesamtzelle die Fehler von numerischer
Integration und Summation tiber die gewichteten Zellwandintegrale (Gl. und
Gl. [3.33)). Fithre das Verfahren mit kleinerem Fehler e durch und speichere

Integrations- und Fehlerwert der Zelle.

Abbildung 3.2: Algorithmus zur Volumenintegration einer Funktion f(L) tber eine
beliebige Zellgeometrie.
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Verfahren zeigt, dass im besten Fall lediglich an jedem Eckpunkt einer Zelle der Wert
von F3(L;) zu berechnen ist. Hinzu kommen die Berechnungen von zwei Fehlerschét-
zern pro Kante, zwei Fehlerschétzern pro Zellwand und zwei Fehlerabschatzungen fiir
das Volumenintegral zum Schluss. Diese erfordern fiir ihrer Berechnung jedoch we-
sentlich weniger Aufwand als die Funktionsauswertungen von F3(L;) bzw. f(L;). Im
Falle zu kleiner Gradienten VL sind noch Werte von Iy auf den Kanten und £ auf
den Zellwanden zu berechnen. Am Beispiel einer hdufig verwendeten quaderformigen
Zelle léasst sich der Aufwand der iiblicherweise verwendeten numerischen Integration
mit 3 Stiitzstellen pro Raumdimension mit dem Aufwand des hier vorgestellten Algo-
rithmus vergleichen (siehe Tabelle [3.1). Durch den verwendeten Kompressionsterm

Tabelle 3.1: Vergleich des numerischen Aufwandes bei der Anwendung verschiedener
Integrationsverfahren.

analytischer Algorithmus numerische Integration

8 Funktionsauswertungen von F3(L;) 27 Funktionsauswertungen von f(L;)
24 Fehlerschatzer ecqqe
12 Fehlerschétzer egqce
2 Fehlerschéitzer e,
u.U. 12 Funktionsauswertungen von F5(L;)
u.U. 6 Funktionsauswertungen von F(L;)

zum Ausgleich numerischer Diffusionseffekte wird ¢ im Regelfall einen sehr raschen
Ubergang von —1 nach +1 durchlaufen und steile Gradienten mit |VL| ~ O(1/¢) lie-
fern. Die zusatzlichen Funktionsauswertungen von Fy(L;) und Fi(L;) kommen daher
erfahrungsgeméaf nur in Bereichen grofler L-Werte (L =~ L,y.,-) oder in vereinzelten
Zellen vor, in denen VL innerhalb der Zelle ungliicklich orientiert ist. Neben der
beschleunigten Berechnung sticht zudem die Genauigkeit des analytischen Algor-
tihmus hervor. Wahrend fiir besonders steile Gradienten die numerische Integration
einen immer grofler werden Verfahrensfehler macht, wird die analytische Integrati-
on immer genauer, da der Verfahrensfehler bei analytischer Integration 0 betragt
und auftretende Ausloschungseffekte bei groffen Werten von VL immer weniger ins
Gewicht fallen. Zudem ist der vorgestellte Algorithmus auf beliebige Zellgeometrien
anwendbar, wihrend Gauss’sche Quadraturformeln nur bei bestimmten Zellgeom-
trien genutzt werden konnen (Ubersicht z.B. in [62] und [63])]7]

Zu gegebenen Werten von L und VL ist demnach der resultierende Wert ¢ hin-
reichend genau berechenbar. L ist nun in jeder Zelle so zu variieren, dass berechneter
und vorhandener Wert von ¢ moglichst genau iibereinstimmen. Die hierfiir verwen-
dete Iteration nach Gl. [3.45ist dem Newton-Verfahren dhnlich.

A £(L) AV —¢
e [If (L) aV

Die bekannte quadratische Konvergenzgeschwindigkeit wird jedoch nur dann er-
reicht, wenn neben der Volumenintegration eine ebenso genaue Berechnung der im

Ln+1 - Ln -

(3.45)

<I=|<l=

HWie bei der Auswertung der Flichenintegrale, kann jede Zellgeometrie in Untergeometrien
aufgespalten werden, fiir die wiederum Gauss’sche Quadraturformeln anwendbar sind. Die Anzahl
notwendiger Funktionsauswertungen f(L;) steigt dabei jedoch unverhéltnisméafig stark an.
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Nenner dargestellten Anderungrate des Integrals erfolgt. Gl. verdeutlicht je-
doch, dass der berechnete Wert von ¢ nicht nur von L,, sondern auch von ﬁLn
abhingig ist. Die Anderung von VL, beziiglich L, kann jedoch bei der Ableitung
nicht in notwendiger Weise beriicksichtigt werden. Zusatzlich wird VL, von den
L,-Werten der Nachbarzellen und dem gewahlten Diskretisierungsschema zur Bil-
dung von VL, mitbestimmt. Nur unter Berticksichtigung aller Faktoren liele sich die
quadratische Konvergenzgeschwindigkeit beibehalten. Es entstiinde ein nichtlineares
Gleichungssystem, welches selbst nur durch Linearisierung und Iteration l6sbar wére.
Zuletzt miisste auch die Auswertung der Anderungsrate nach dem dargestelltem Al-
gorithmus zur Volumenintegration erfolgen.E Die hierfiir notwendigen zuséatzlichen
Funktionsauswertungen sollen vermieden werden, weshalb die quadratische Konver-
genzgeschwindigkeit der Iteration aufgegeben wird. Die Anderungsrate von ¢ wird
stattdessen iiber die Ableitung von f(L) (GI. beztiglich L approximiert. Dies
entspricht einer Auswertung des Integrals im Nenner nach der Mittelpunktsregel.
Die dadurch entstehende Iterationsvorschrift ist in Gl. dargestellt.

Lpi1 =L, — % . J‘J‘J‘aﬂLELI)/ (;V —cC (3.46)
oLy, n

Die Implementierung dieser Herangehensweise zeigt in den Rechnungen aus Ab-
schnitt eine lineare Konvergenzgeschwindigkeit mit einer Reduktion des Resi-
duums um etwa eine Groflenordnung pro Iterationsschritt. Dabei wird die Iteration
abgebrochen, sobald 10 Iterationen durchgefiihrt wurden oder das Residuum der Vo-
lumenintegration in jeder Rechenzelle kleiner als 10710 ist. Dieses Residuum kann
nicht immer erreicht werden, doch betrifft dies stets nur einzelne Zellen und tritt
vermehrt im Ubergangsbereich auf, wo sich |L| dem im Unterabschnitt de-
finierten Grenzwert L., anndhert. Dies ist darauf zuriickzufiihren, dass fiir die
Auswertung der Volumenintegrale der Wert von VL benotigt wird und VL wieder-
um auf die L-Werte der benachbarten Zellen zurtickgreift. Es existieren demnach
zwangslaufig Zellen, in denen zwar L bendtigt wird, aber kein sinnvoller Wert fiir
VL definiert werden kann. In diesen Zellen kann die iterative Bestimmung von L
nicht angewendet werden. Hier wird stattdessen die direkte Inverse der Formfunk-
tion verwendet (L = f~1(¢)), was einen weiteren kleinen Fehler einfiihrt. Zuséitzlich
ist auch die Annahme eines linearen Verlaufs von L in der Zelle zwar oft gerechtfer-
tigt, aber keineswegs mathematisch korrekt. Beide Annahmen fiihren kleine Fehler
in die Berechnung ein und sind fiir ein Restresiduum der Iteration mitverantwort-
lich, wodurch die Angabe einer maximalen Iterationszahl zwingend erforderlich ist.
Das Restresiduum wird nach Abschluss der Iteration zwischengespeichert und steht
am Ende der Simulation fiir eine abschlieSende Fehlerbewertung zur Verfiigung.
An dieser Stelle soll darauf hingewiesen werden, dass VL in bisherigen Arbei-
ten tiber die Iterationen hinweg als konstant angesehen worden ist ([94], [99], [100],
[63], [62], [61]). Ein Aktualisierung von VL mit den neu iterierten L, ;-Werten
wird jedoch fiir essentiell wichtig erachtet, da eine Berechnung des Gradienten, des
Normalenvektors und damit der Kriimmung iiber ¢ nach den Uberlegungen aus

12Betrachtet man vereinfacht nur den komplett analytischen Fall der Berechnung von ¢, so gilt

c=y, (wi - F3(Leelicentre + VL x (Z; — fce”centre))) Demnach wire die exakte Anderungsrate

nach aE/aLcellcentre = Zz (wi ‘ FZ(Lcellcentre + 6L * (fi - fcellcentre))) zu bereChnen7 wodurch

weitere ¢ Funktionsauswertungen notwendig wiirden.
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Abschnitt 3.2 mit einem Diskretisierungsfehler der Grofenordnung O((Az)? /&%) be-
haftet ist, welcher iiber die Iteration hinweg beibehalten wiirde. Eine Aktualisierung
des Gradienten wéahrend der Iteration ermoglicht eine Bestimmung des Gradienten
mit einem Diskretisierungsfehler der GréBenordnung O((Ax)?/e), was einen groBen
Zugewinn an Genauigkeit bedeutet, da in der Regel O(¢) = O(Ax) gilt.

Neben der Volumenintegration (vgl. Gl. kann dieser Algorithmus auch zur
direkten Flachenintegration genutzt werden und so die Fliisse durch die Zellwén-
de (vgl. Gl , [[ (@-¢)dA)) bei der Advektion von Grenzflichen sehr genau
bestimmen. Die Geschwindigkeit @ wird hierfiir iber die Zellwand als konstant an-
genommen und vor das Integral gezogen. Die restliche Integration erfolgt dhnlich
zu Gl. je nach Fehlerabschédtzung analytisch oder numerisch mit ¢ = f(L) und
Werten fiir L4 und VL face, die aus den anliegenden Zellen interpoliert werden.

3.5 Bestimmung des optimalen Parametersatzes

Die bisher hergeleitete Formfunktion f(L) besitzt noch einige Freiheitsgrade. Die
freien Parameter o, Liuner, Louter und € sind noch so zu wéahlen, dass ein rascher
Ubergang von ¢ = —1 nach ¢ = 1 erfolgt, eine moglichst geringe parasitire Stro-
mung Ug.p; im Gleichgewichtszustand hervorgerufen wird und eine moglichst grofie
Kompressionskraft D gewahlt werden kann. Die Limitierung der maximal zuléssigen
Kompressionskraft D ist durch die explizite Implementierung von Gl. bedingt.
Durch die nichtlineare Form der Gleichung gestalten sich implizite Verfahren, die
z.B. von Vollmayr-Lee und Rutenberg vorgeschlagen werden ([102]), sehr schwierig
und werden hier nicht angewendet. Zur Bestimmung der maximalen Zeitschrittweite
At bei gegebenem D wird eine lineare Stabilitatsanalyse nach von Neumann durch-
gefithrt, wie auch Vollmayr-Lee und Rutenberg sie ahnlich durchfiihrten ([102]).
Hierbei wird das Feld ¢ um eine kleine Storung dc ausgelenkt und auf analytische
Weise nachvollzogen, ob sich die Storung dc mit der Zeit abbaut oder anwéchst
und das Verfahren damit instabil werden lasst. Zeitlich wird in der Analyse das
explizite Euler-Verfahren genutz™], wihrend alle ortlichen Diskretisierungen nach
Zentraldifferenzen erfolgen.

(" 8¢ = (" +0c") + At-D - A (W

e A( 5&)) (3.47)

Subtrahiert man von Gl. die nicht gestorte Gleichung, erhilt man nach einer
Linearisierung von ¥’ eine Beschreibung der zeitlichen Entwicklung des Fehlers.

U'(c" 4 6c™) — ()
£

(5cn+1:50"+At-D~A< —5-A(50”)>

P (") - 5" + () - (3
9

(3.48)

:5c”+At-D-A< —5-A(5cn)>

Fir Stabilitdt darf der numerische Fehler dc¢ in der Zeit nicht anwachsen. Zur Beur-
teilung wird hierfir die Fourrierreihe dc = >~ d¢-exp (z -k * :i') betrachtet. Der Fehler

BDer Kompressionsterm wird auf einer separaten Zeitskala betrachtet, wie auch Olsson und
Kreiss ([58]) es eingefiihrt hat. Das fiir den Kompressionsterm verwendete Euler-Verfahren ist daher
nicht mit dem Runge-Kutta-Verfahren zum Transport der Grenzfliche auf der echten Zeitskala zu
verwechseln.
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wachst genau dann nicht an, wenn dies fiir alle Koeffizienten 0¢ der Fourrierreihe
nachgewiesen werden kann. Die Koeffizienten ¢ sind raumlich betrachtet jedoch
Konstanten. Die raumliche Entwicklung wird stattdessen durch die Exponential-
terme und die Summierung iiber alle Wellenzahlvektoren k beschrieben. Hierdurch
kann der Laplace-Operator A in diskreter Form direkt auf die Exponentialterme
exp (z K 9?) angewendet und durch einen algebraischen Faktor A\, ersetzt werden,
welcher von der Gitterweite in allen Raumrichtungen (Az, Ay, Az), der Geome-
trie der Rechenzelle und den betrachteten Wellenzahlen k; abhangt. Fiir die hier
beispielhaft betrachteten zweidimensionalen kartesischen Rechengitter ist Ay in GI.

gegeben.

2—2-cos(ki-Az) 2—2-cos (k- Ay)

P <0 3.49
k A{L’Z AyQ — ( )
Fiir einen konkreten Koeffizienten é¢ gilt demnach Gl.
‘Ij” n
i (esemon (PO 00

Nachzuweisen ist dann, dass unabhangig von den Wellenzahlen k; keiner der Koef-
fizienten §¢ zeitlich anwéchst.

<1 (3.51)

56n+1
oc"

\I]” 1
:‘1+At-D-Ak-< (C)—s-)\k> <1 (3.52)

€

Nach Auflésung der Betragsstriche (A < 0) erhalt man GI. als notwendige
Bedingung fiir Stabilitat.

2

\I}// 7
e /\k2 — >\k . E:C

- > At D (3.53)

Die grofite Einschrankung liefert Ay fir &y = 7/Az und ky = w/Ay. Zur Veran-
schaulichung, welchen Einfluss W”(¢") besitzt, sind fiir das bisherige tanh-Profil und
die neue Formfunktion die Verldufe von ¥’(¢™) nach Gl berechnet und in Ab-
bildung [3.3] gegeniibergestellt. Verwendet wurden exemplarisch die Werte a@ = —2
und Lipner = 0,82, Aus Symmetriegriinden des Potentials W(c) ist die Darstellung
auf positive c-Werte beschriankt. Die Einhaltung der Stabilitatsbedingung aus Gl.
wird von der zweiten Ableitung ¥”(c) des eigentlichen Energiepotentials W¥(c)
mitbestimmt. Dementsprechend ist nach dem grofiten Steigungswert von W/(c¢) in
Abbildung zu suchen, welcher fiir beide Profile bei |¢| = 1 zu finden ist. Eine
analytische Fortsetzung der beiden Verldufe am Punkt ¢ = 1 liefert Gl und GL.
355

U ann(€) =6 - —2 — max, (U, =4 (3.54)
ce|—1;
U (1) el> f (Linmen (€) = sign(c) - @® = max (ﬁf”f(L)) =a’ (3.55)

ce[—1;1]
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Abbildung 3.3: Vergleich der ersten Ableitungen unterschiedlicher Potentialfunktio-

nen V(c) fir die Verwendung in der Phase-Field-Gleichung (Gl. [3.14) (links) und
resultierender Profilverlauf (rechts).

Es ist anzumerken, dass U” fiir die neudefinierte Formfunktion auch bei Werten
lc| > 1 begrenzt und somit die Stabilitit nach G13.53] erhalten bleibt[™] Das bis-
herige tanh-Profil konnte dies nicht garantieren. Betrachtet wurden an dieser Stelle
lediglich positive Werte von W”(c), allerdings kann Gl. theoretisch auch durch
negative Werte von U”(c) erfiillt werden. Im polynomiellen Bereich (blau) wird ¥”(c)
durch die Polynomkoeffizienten a; bestimmt, welche mafigeblich von L;,,., abhan-
gen. Besonders kleine L;,,., konnen dabei negative Werte fur ¥”(c) erzeugen, die das
eben bestimmte Maximum von «? betragsméiBig auch iibersteigen kénnen. Aus der
linearen Stabilitasanalyse lassen sich durch die Kombination des variablen Laplace-
Operators A, mit dem variablen Wert von W”(c) jedoch keine konkreten Aussagen
ableiten, welche negativen Werte von U”(¢) noch zuldssig sind. Damit das Stabili-
tatsgebiet des Verfahrens nicht durch unerwartete Effekte eingeschréankt wird, soll
U”(c) daher im gesamten Definitionsbereich betragsméBig auf o beschrénkt werden.
Der Betrag von ¥”(c) kann in GIl. dann sicher durch o? abgeschitzt werden.
Hierfiir wird Ly, so gewéhlt, dass der Wert von ¥”(c) nach unten durch —a? be-
grenzt ist. Das Risiko eines instabilen Verfahrens wird auf diese Weise vermieden.
Der in Abbildung [3.3| dargestellte Verlauf von ¥'(c) verdeutlicht, dass der minimale
Wert von ¥ (c) bei ¢ = 0 erreicht wird. Aus Gl und einer Linearisierung von
p~!(c) um den Punkt ¢ = 0 ergibt sich folgender Zusammenhang:

U(c) = jcf”(fl(C)) =" () - () () =6 o —a’ (3.56)
MafBgebend fiir die Erfiilllung der gestellten Forderung sind demnach die Werte a4
und az. Die Abhéngigkeit der Polynomkoeffizienten a; von L., (siche Anhang
Gl lasst sich jedoch nicht praktikabel explizit angeben, weshalb Ly, pe, zur
Erfiillung von GI. iterativ durch ein Newton-Verfahrens bestimmt wird. Der Pa-
rameter [3,,;. passt sich entsprechend an (sieche Anhang , Gl. . Theoretisch kann
Lipner auch kleiner gewahlt werden. Dies wiirde kleinere Werte fiir 3,,; herbeifithren

MFiir Werte |¢| > 1 kann es mehrere Griinde geben. Im Allgemeinem strebt der Ansatz der
Energieminimierung aus der Phase-Field-Gleichung nur nach einer Minimierung der globalen Ge-
samtenergie F' (Gl . Dies kann durchaus eine lokale Ubersittigung von ¢ beinhalten. Dariiber
hinaus kann die Anwendung von Diskretisierungsschemata, die nicht dem TVD-Ansatz folgen (to-
tal variation diminisching), ebenfalls zu einem unphysikalischen Uberschieflen von c fiihren.
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und somit die gewiinschte Annéherung von f(L) = sign(L) - (1 —exp(a- |L|+ Bopt.))
an die Grenzwerte £1 beschleunigen. Dem steht jedoch gegeniiber, dass hierdurch
die hoheren Ableitungen von f(L) stark ansteigen wiirden. Neben der Gefahr eines
numerisch instabilen Verfahrens bedingt dies auch einen grofleren zeitlichen Dis-
kretisierungsfehler, da die Abbruchfehler der verwendeten Runge-Kutta-Verfahren
direkt mit den Werten der hoheren Ableitungen von f(L) skalieren. Der Anspruch
eines kleinen zeitlichen Diskretisierungsfehler steht demnach im Widerspruch zu ei-
ner moglichst raschen Annéherung von f(L) an den Grenzwert in der Bulkphase.
Die Festsetzung von Ly, durch die Erfiilllung von GI. dient also nicht nur ei-
ner vorsichtigen Sicherstellung der numerischen Stabilitat, sondern stellt auch einen
Kompromiss zwischen Genauigkeit und Geschwindigkeit des Verfahrens dar. Opti-
mierungspotential ist demnach noch vorhanden, wird jedoch eher gering eingeschatzt
und ist zudem vom jeweiligen Anwendungsfall abhéngig.

Da die Stabilitdtsanalyse nach von Neumann stets nur ein notwendiges Krite-
rium liefert, wird zunéchst die Giiltigkeit von GL verifiziert. Gegenstand der
Untersuchung ist ein liegender Tropfen mit einem Radius von 0,6 mm. Aus Symme-
triegriinden muss lediglich ein Viertel betrachtet werden, weshalb ein zweidimen-
sionales, kartesisches Rechengitter mit den Abmessungen von 0,8 mm gewéhlt wird
(sieche Abbildung . Eine Kopplung mit der Kréftebilanz erfolgt an dieser Stelle

Abbildung 3.4: Betrachteter Vierteltropfen (rot) mit Radius 0,6 mm innerhalb der
kontinuierlichen Phase (blau) auf einem kartesischem Rechengitter mit den Abmes-
sungen von 0,8 mm bei einer Gitterweite von 4 - 10~%m.

noch nicht und es wird lediglich der Kompressionsterm nach GI. berechnet und
auf numerische Stabilitat gepriift. Die getesteten Parametersiatze ergeben sich aus
den Permutationen der in Tabelle [3.2] gegebenen Parameterwerte. Zu jeder Permua-
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Tabelle 3.2: Permutationsparameter zur Verifizierung von Gl. [3.53|

‘ Az = Ay ‘ Q ‘ At ‘ %D e, ‘ Loyter ‘ € ‘
40-10%m | =1,75 [ 2-107%s | 99,5% 6 1.5- Az
3,2-10%m | —2,00 | 1-107%s | 100, 5%
2.0-10"%m | —=2,25 | 5-10~7s

tation aus Az, a und At wird die maximal zulassige Kompressionskraft D,,,, nach
Gl berechnet und um 0.5% gesenkt, was ein stabiles Verfahren ergeben sollte,
oder um 0.5% angehoben, was eine anwachsende Instabilitdt erzeugen sollte. Die
Werte fiir Loyuser und € werden zunéchst willkiirlich gesetzt, nicht variiert, und erst
im spéteren Verlauf genauer betrachtet. Hieraus ergeben sichn = 3-3-3-2-1-1 = 54
betrachtete Parametervariationen. Als Indikator fiir numerische Stabilitat wird die
Differenz |®,,4: — Prin| im gesamtem Rechengebiet betrachtet und tiber den Zeit-
bereich 0,1s bis 0,12s gemittelt. Ein stetiges Anwachsen der Potentialdifferenz si-
gnalisiert ein instabiles Verfahren, wéihrend ein stetiges Abklingen der Potentialdif-
ferenz auf ein stabiles Verfahren hindeutet. Tatsachlich liegen die berechneten Mit-
telwerte fur D = 0,995 - D, zwischen 1,1 i und 7,8 %, wahrend die Nutzung von
D = 1,005 - Dypqq auf gemittelte Potentialdifferenzen von 2,5 -10% L bis 1,3 - 107 -
fﬁhrtﬁ Eine Konvergenz der Potentialdifferenz gegen den Wert 0 kann allerdings
auch bei Einhaltung des Stabilitdtskriteriums nicht erwartet werden, da nahe des
Grenzbereiches (L & Lgyr) eine Unstetigkeit in der Berechnung des Potential &
entsteht. Fur |¢| > f(Louter) werden die fiir & notwendigen raumlichen Ableitungen
tiber ¢ selbst gebildet, wahrend fir |c¢| < f(Louter) alle raumlichen Ableitungen und
der Wert von W iiber L gebildet werden.

Um Rechenzeit einzusparen und den Modellfehler einer verschmierten Grenzfla-
che so gering wie moglich zu halten, ist ein moglichst geringer Wert von € wiinschens-
wert. Nach GI. ware ein beliebig kleiner Wert von € moglich, was unrealistisch
ist und auf ein weiteres limitierendes Kriterium hindeutet. Eine stetige Reduzierung
von ¢ unter Einhaltung von Gl. [3.53] durch Anpassung von D, aber sonst konstanten
Bedingungen, deutet in Modellrechnungen darauf hin, dass Gl. ebenfalls erfiillt
sein muss, um ein stabiles Gesamtverfahren zu erhalten.

a- Az
€

<1,6 (3.57)

Mogliche Ursache dieser Limitierung kann die starke Nichtlinearitat des verwendeten
Modells sein. Eine mathematische Begriindung dieser Limitierung konnte im Rah-
men dieser Arbeit nicht ermittelt werden. Stattdessen soll das ergénzende Kriterium
mit Hilfe einer umfassenden Variationsstudie am bereits beschriebenen Vierteltrop-
fen (siehe Abbildung im relevanten Parameterraum verifiziert werden. Als Va-
riationsparameter werden hierfiir die Gitterweite Az, die relative Grenzschichtdicke

15Die Einheiten eines chemischen Potentials sind physikalisch eigentlich .J/m3. Die Definition
nach Gl erzwingt jedoch intern in OpenFOAM die Einheit 1/m. Die Kompressionsstirke
wird demnach zum Erhalt der Einheiten innerhalb von OpenFOAM in m?/s gegeben. Da die
Phase-Field-Gleichung jedoch lediglich als ebenfalls unphysikalischer Kompressionsterm auf einer
nicht realen Pseudozeitskala genutzt wird, kann {iber diese Unstimmigkeit hinweggesehen werden.
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e/Ax und der Exponentialparameter a gewéhlt. Zu jeder moglichen Permutation aus
Az und e/Az wird der nach Gl noch zuléssige Wert von o berechnet und an-
schlieBend um einen bestimmten Betrag da variiert. Eine Ubersicht der betrachteten
Permutationsparameter gibt Tabelle [3.3] Das Kriterium zur Stabilatsbewertung ist

Tabelle 3.3: Permutationsparameter zur Verifizierung von Gl. [3.57]

Ar=Ay | e/Ax | da | %Dmazr. | Louter At
40-10°m | 1,00 | —0,4 | 99,5% 10 1-107%s
32.10%m | 1,05 | —0,3
2,0-10°6m | 1,10 | —0,2

1,15 | —0,1
1,20 | 0,0
1,25 | 0,1
0,2
0,3
0,4

erneut die maximale Potentialdifferenz, welche nun iiber den Zeitraum 0,2 s bis 0,3 s
gemittelt und verglichen wird. Um eine eindeutigere Abgrenzung zwischen stabilen
und instabilen Parameterpermutationen zu erzielen, wird fiir diese Fallbetrachtung
Loyter = 10 gewdhlt, da die angesprochene Unstetigkeit bei der Berechnung von @
mit steigendem Werten von L,y kleiner und irgendwann vernachlassighbar gering
wird. Fur jeden der 162 betrachteten Parametersétze wird das Verhéltnis o - Ax /e
gebildet und mit der zugehorigen Potentialdifferenz identifiziert. Die grafische Auf-
tragung in Abbildung macht durch den roten Balken bei a- Az /e = 1,6 deutlich,
dass ein stabiles Verhalten nur unter gleichzeitiger Einhaltung von GI. und GI.
[3.57] erreicht werden kann. Der stabile Anwendungsbereich des Kompressionsterms
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Abbildung 3.5: Uber den Zeitraum 0,2s bis 0,3s gemittelte Potentialdifferenz
|P gz — Prnin| der nach Tabelle betrachteten Parameterpermutationen in Ab-
héngigkeit des Verhéltnisses o - Ax/e als logarithmisch skalierte globale Ansicht
(links) und in linear dargestellter Detailansicht (rechts) mit Stabilitdtsgrenze nach

Gl als roter Balken.

ist damit hinreichend genau charakterisiert. Im Folgenden wird mit D,,,, stets eine
Kompressionsstarke bezeichnet welche durch sinnvolles Abrunden des nach Gl
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zulassigen Maximalwertes gerade noch ein stabiles Verhalten ermoglicht. Hiermit
kann nun eine Optimierung der Parameter L., und « hinsichtlich einer moglichst
geringen parasitidren Reststromung Up,p,; erfolgen. Hierzu werden zwei Ursachen fiir
parasitare Stromungen getrennt voneinander betrachtet. Auf der einen Seite kon-
nen parasitare Stromungen durch eine stark fehlerbehaftete Berechnung des Druck-
sprungs Apg,, hervorgerufen werden. Auf der anderen Seite kann der Kompressi-
onsterm durch numerische Diskretisierungsfehler und einen daraus resultierendem
ungenauen Wert fiir das chemische Potential ® die Phasengrenzfliche in ihrer Form
in einen Zustand versetzen, welcher nicht der analytischen Losung der Kompressions-
gleichung (GI. entspricht. Sind die angestrebten Gleichgewichtszustinde von
berechnetem Druckfeld und genutztem Kompressionsterm voneinander verschieden,
so lésst sich aus den Ergebnissen von Francois et al. ([84]) ableiten, dass Kompressi-
onsterm und Kréftebilanz kontinuierlich gegeneinander arbeiten werden. Dies fiihrt
auch am liegenden und unbewegten Tropfen bereits zu parasitédren Stromungen, die
mit der Zeit nicht abklingen werden. Im Umkehrschluss bedeutet eine vernachlés-
sighar kleine parasitare Stromung am liegenden Tropfen jedoch nicht, dass eine gute
Ubereinstimmung beider Gleichgewichtszustéinde mit der exakten Losung vorliegt,
sondern es deutet lediglich auf eine gute Ubereinstimmung beider Zustinde un-
tereinander hin. Beispielhaft verdeutlicht Abbildung diesen Sachverhalt. Wird
sowohl durch das berechnete Druckfeld als auch durch den Kompressionsterm je-
weils Zustand a) oder von beiden jeweils Zustand b) angestrebt, so ist die Stéarke
der parasitiren Stromung am liegenden Tropfen eher gering, doch eine Ubereinstim-
mung mit der korrekten analytischen Losung muss nicht gegeben sein. Aus diesem
Grund wird eine entkoppelte Betrachtungsweise angestrebt. Zunédchst wird hierzu
die Implementierung der Berechnung des Drucksprungs Ap,,, betrachtet, indem die
analytische Losung des Kompressionsterms (GI. fiir einen liegenden und un-
bewegten Tropfen mit Radius R im gesamten Rechengebiet vordefiniert wird (siche
GLB53).

R —|7]

¢ = f(L) nach GlL. B2 mit L =

- (3.58)

Die untersuchten Parameterpermutationen der Phasengrenzfliche sind in Tabelle
dargestellt. Der Parameter L., tridgt hierbei nicht zum Ergebnis bei, da die
analytische Losung unabhangig von L., ist. An diesem Tropfen wird das Druck-

Tabelle 3.4: Permutationsparameter zur Charakterisierung des numerischen Fehlers
in der Drucksprungberechnung am analytisch vordefinierten Tropfen.

Ax = Ay o €
4,0-10°m | 1,75 | (Az-«)/1,6
3,2-107%m | 2,00
2.0-10%m | 2,25
2,50

feld und die daraus resultierende parasitdre Stromung ohne konvektiven Transport
der Grenzflache berechnet. Eine genaue Beschreibung der Berechnung von Ap,,, er-
folgt in Abschnitt [3.8] Verwendet werden wasserahnliche Stoffdaten fiir beide Phasen
(p = 1000kg/m3, n = 1-1073Pa - s), ein Tropfenradius von R = 0,6 mm und eine
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Grenzflichenspannung von o = 0,02N/m. Als Ma$ fiir die Stirke der parasitéren
Stromung wird der Anteil de Geschwindigkeitsfeldes ermittelt, der in Normalenrich-
tung durch die Grenzfliache tritt. Besitzt L zwischen zwei benachbarten Zellen einen
Vorzeichenwechsel, wird dazwischen ein linearer Verlauf von L angenommen und die
Stelle L = 0 mit der Position der Grenzfliche identifiziert. An diese Stelle werden
daraufthin Geschwindigkeits- und der zur Berechnung des Normalenvektors notige
Gradient von L interpoliert und zur Bildung von Uy, in Gl. genutzt.

Ufehl = [jL:O * ﬁLzo‘ (359)

Diese Definition wird gewéhlt, da nur Anteile in Normalenrichtung auch die Position
der Grenzflache beeinflussen und diese Definition dariiber hinaus den Vergleich von
Tropfen vereinfacht, die entweder durch das Gitter transportierten werden oder sta-
tionar im Rechengitter liegen. Verglichen werden im Folgenden stets die iiber das ge-
samte Rechengebiet ermittelten Maximalwertwerte von Uy.p;. Da c und L analytisch
vordefiniert wurden, entsteht diese Reststromung einzig und allein durch numerische
Fehler in der Berechnung von ﬁL, 7, k und Apeq,. Die Konfiguration des Rechengit-
ters entspricht dem in Abbildung dargestellten Fall. Fiir alle betrachteten Félle
liegt die parasitidre Stromung fiir Az = 4,0-107%m bei Uy = 4,58 -107°m/s,
fir Az = 3,2-107%m bei Upeyy = 2,96 - 107°m/s und fir Az = 2,0-107%m bei
Upery = 1,16 - 107° m/s. Die parasitire Stromung nimmt demnach mit zweiter Ord-
nung mit der Gitterweite ab, ist aber unabhéngig von o und e. Alle Werte fiir Upep;
liegen in einem akzeptablen Rahmen. Im zweiten Schritt wird nun der numerische
Fehler in der Berechnung des Kompressionsterm néher charakterisiert. Hierzu wird
erneut ein Vierteltropfen analytisch vordefiniert und durch den Kompressionsterm
fiir 1,0s der Gleichgewichtszustand von ¢ bei anndhernd maximal zulassiger Kom-
pressionsstarke (D = 99, 5% D,,q.) angestrebt. Die hierbei permutierten Parameter
sind in Tabelle aufgefithrt. Es handelt sich dabei um eine Erweiterung von Ta-
belle in der nun auch der Einfluss von L, untersucht wird. Im Zeitraum von

Tabelle 3.5: Permutationsparameter zur Charakterisierung des numerischen Fehlers
im Kompressionsterm.

Ax = Ay o € Lovter At

10-10°m | —1,75 | (Az-a)/1,6 | 5 |1-10 s
3.2-10%m | —2,00
2,0-1076m | —2,25
—2,50

© 0 D

1,0s bis 1,1s wird dann zuséatzlich zur Kompressionsgleichung die Kréaftebilanz ge-
16st und das Druckfeld mit resultierendem Geschwindigkeitsfeld berechnet. Erneut
wird die Phasengrenzflache nicht konvektiv transportiert, um eine unabhéngige Cha-
rakterisierung der Diskretisierungsfehler im Kompressionsterm zu vereinfachen. Es
wird darauf hingewiesen, dass im Gegensatz zur vorangegangenen Betrachtung mit
vordefiniertem L nun der Wert von L in jedem Zeitschritt iterativ tiber die Volu-
menintegration (sieche Abschnitt aus dem vorliegendem c-Feld berechnet wird
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und sowohl zur Berechnung des Durckfeldes, als auch zur Berechnung des aktuel-
len Potentials ® genutzt wird. Die resultierenden Stromungen Up,y,; erstrecken sich
dabei iiber mehrere Groflenordnungen. Eine Analyse wird dabei speziell hinsicht-
lich des Parameters L., durchgefithrt. Wie bereits angesprochen bestimmt L.
den Ubergangspunkt, ab dem alle numerischen Diskretisierungen iiber ¢ und nicht
mehr iiber das annahernd lineare L erfolgen. Die Diskretisierungsfehler bei der Ver-
wendung von L werden dabei durchweg konstant bleiben, wihrend die Berechnung
von beispielsweise Ac einen immer geringeren numerischen Fehler aufweisen wird,
je naher sich ¢ betragsméflig dem Wert 1 annahert und dadurch selbst einen anné-
hernd linearen Verlauf annimmt. Als geeignetes Kriterium zur Korrelation von Up.p,
erweist sich daher der abgeschétzte Diskretisierungsfehler der Mittelung durch Vo-
lumenintegration nach der Finite-Volumen-Methode (vgl. Gl. . Dieser ist im
Allgemeinen proportional zur zweiten Ableitung von ¢, die sich unter Vernachléssi-
gung des Einflusses von « iiber die Ableitung von L formulieren lasst (Gl. .

|¢ — Ceenter| < €xp (0 + Loyger + 53) (|§L| Co- A:U)2 (3.60)

Dabei lésst sich |§L| mit der Groflenordnung 1/¢ abschatzen, da dies dem analy-
tischem Gleichgewichtszustand des Kompressionsterms entspricht. Nach der Defini-
tion von € aus Tabelle , lasst sich daraufhin der gesamte Term (\ﬁLl o Az)
mit dem Zahlenwert 1,6 ersetzen. Die grafische Auftragung dieser Fehlerabschét-
zung mit der beobachteten parasitaren Reststromung ist in Abbildung [3.6] gegeben.
Es ist ein abnehmender Trend der parasitdren Stromung mit dem abgeschétzten
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Abbildung 3.6: Korrelation der Fehlerabschétzung beziiglich der Volumenmittelung
mit parasitdren Stromungen am kompressionsdominierten Tropfen ohne konvektiven

Transport der Grenzfliche (rote Kreuze) mit abweichenden unteren Plateauwerten
(blaue Dreiecke).

Fehler der Volumenintegration nach Mittelpunktsregel zu erkennen (rote Kreuze),
bis bei ungefahr 4 - 1078 des Schétzers ein unterer Grenzwert erreicht wird, ab dem
die parasitére Reststromung nicht weiter gesenkt werden kann (blaue Dreiecke). Es
wird vermutet, dass ab diesem Punkt andere numerische Fehler dominieren, wie z.B.
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die Genauigkeit der Gradientenberechnung oder die maximale Genauigkeit des Al-
gorithmus zur Volumenintegration (siehe Abschnitt . Dies lasst den Riickschluss
zu, dass Kombinationen von hohen L,..-Werten und stark negativen a-Werten den
numerischen Fehler bei der Berechnung von ® hinreichend gut einddmmen koénnen,
eine weitere Steigerung von L., oder a aber keine Verbesserung einbringt und
lediglich die notwendige Rechenzeit anwachsen ldsst. Daher wird in allen weiteren
Untersuchungen der Wert von 4 - 107® als sinnvoller Grenzwert bei der Bestim-
mung von Ly, zu gegebenem « genutzt. Ein Vergleich der Groflenordnung der
verbleibenden parasitaren Reststromung unter diesen Bedingungen mit den Ergeb-
nissen am analytisch vordefiniertem Tropfen zeigt nur eine sehr geringe Steigerung
von Upgepi. So liegen die Geschwindigkeitswerte nach Erreichen des unteren Plate-
aus nun in einer Gréfienordnung von 3,26 - 1075 m/s bis 1,19 - 10~ m/s, wihrend sie
am analytisch vordefinierten Tropfen zwischen 1,16 - 107> m/s und 4,58 - 107> m/s
liegen. Diese Steigerung wird im Vergleich zu den in Abbildung [3.6] auftretenden
Groflenordnungen als vernachléssighar klein angesehen. Es wird daher geschlussfol-
gert, dass die angestrebten Gleichgewichtszustande des berechneten Druckfeldes und
des implementierten Kompressionstermes hinreichend genau untereinander tiberein-
stimmen und zudem auch eine ausreichende Ahnlichkeit mit der analytischen Losung
besitzen (vgl. Abbildung [2.4).

Aus den bisherigen Ergebnissen lésst sich nun begriindet ableiten, dass eine un-
abhéngige Wahl von « und e zwar moglich, aber nicht sinnvoll ist. In GIL. zeigt
sich, dass eine gleichzeitige Verdopplung von a und ¢ zu genau dem gleichen Verlauf
von f(L) fihrt, da L invers mit ¢ skaliert. Statt der festen Werte von « und ¢ steht
demnach eher das Verhéltnis /e im Vordergrund. Nach oben ist dieses Verhéltnis
durch GI. beschrankt. Kleine Werte von a/e sind zwar moglich, aber wegen
des dann sehr langsamen Ubergangs von ¢ = —1 zu ¢ = +1 nicht sinnvoll. Das
Verhalten der numerischen Methode wird daher lediglich durch das Verhéltnis «//e
bestimmt. Im Rahmen dieser Arbeit soll eine moglichst diinne Grenzfliche realisiert
werden. Im weiteren Verlauf wird das Verhéltnis a/e daher stets nach GI. SO
grofl wie moglich gewahlt. Willkiirlich wird hierzu o = —2 gesetzt, was einen Wert
von ¢ = 1,25 - Az bedingt. Diese Festlegung schliefit die Optimierung der fur f(L)
zu wahlenden Parameter ab. Tabelle gibt den abschlieBenden Uberblick des in
diesem Abschnitt abgeleitetem Parametersatzes, der stets Verwendung findet, sofern
nicht andere Parameter explizit erwihnt werden '

Tabelle 3.6: Ubersicht des im Folgenden verwendeten Parametersatzes zur Definition

von f(L) nach Gl. .

‘ « ‘ € ‘ Louter ‘ Linner ‘ Bopt.
| —2]1,25-Az | 9 | 0,8214743858088364 | 0,1469702052449379 |

16Die exakte Bestimmung von Lippe, und Bopt. ist numerisch schwierig. Eine sehr genaue Be-
stimmung ist nur iiber das Rechnen mit mehr als 16 Nachkommastellen z.B. in MATLAB 2018a,
moglich. Leichte Abweichungen im Bereich von 1078 zu den hier angegebenen Werten, die z.B.
durch Berechnungen in anderen Programmen wie MS Excel entstehen konnen, fithren nach Sich-
tung der in dieser Arbeit durchgefiihrten Simulationen jedoch zu keiner signifikanten Abweichung
im Verhalten der numerischen Methode.
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3.6 Verhalten der numerischen Methode

Im folgenden Schritt werden nun die Reststromungen betrachtet, wenn die Phasen-
grenzflache tatsachlich konvektiv transportiert wird. Fiir die genaue Implementie-
rung und die Beschreibung der Kopplung aller Gleichungen der Methode wird auf
Abschnitt verwiesen. Stattdessen wird dargestellt, welchen Einfluss unter An-
derem die Kompressionsstarke D und die effektive Transportgeschwindigkeit Uy auf
die Grofle der parasitdren Reststromungen Uy.p; haben.

Grundsatzlich stehen bei der Wahl der Kompressionsstiarke D verschiedene Inter-
essen miteinander in Konflikt. Auf der einen Seite sollen die parasitaren Reststrome
effektiv unterdriickt werden, da sie unphysikalisch sind und das Ergebnis verfalschen
konnen. Hier kann das Hinzufiigen eines Kompressionsterms effektiv sein. Der Kom-
pressionsterms soll jedoch die notwendige Rechenzeit kaum beeinflussen. Dies ist
gerade dann zu beachten, wenn durch die Limitierung von D durch Gl. meh-
rere Kompressionsschritte notwendig werden, um eine ausreichende Glattung der
Grenzfliche zu erzielen. Um den Einfluss von D zu charakterisieren wird daher an
der gleichen Konfiguration aus Abbildung [3.4] dieses Mal jedoch bei gleichzeitigem
konvektiven Transport der Grenzfliache, die parasitare Stromung Uy.p,; am liegenden
Tropfen betrachtet. Im Gegensatz zu den Parametern aus Tabelle wird hierbei
nun € = 2,5 - Az gesetzt. Dabei werden auf den Gitterweiten Az = 4,0-107%m,
Ar = 32-10°m und Az = 2,0-10"%m jeweils Kompressionsstéirken im Bereich
von 0,005 - D,z bis 32+ D, mit D, nach GI. untersucht.m Alle Simulatio-
nen erreichen nach spatestens 0,5 s ihren stationaren Zustand, welcher sich durch das
Erreichen eines konstanten unteren Plateauwertes fiir Uy, auszeichnet. Die verblei-
bende Reststromung Uy, ist bei verschiedenen Gitterweiten Az in Abhéangigkeit
der genutzten Kompressionsstarke D.ss in Abbildung dargestellt. Es ist zu be-
obachten, dass mit ansteigenden Werten von D auch die Reststromungen ansteigen.
Dabei fiihrt jedoch ein immer stiarkeres Erhohen von D zu einer immer schwécheren
Steigerung von Uyep. Dies wird darauf zuriickgefiihrt, dass der Kompressionsterm
und die Krimmungsberechnung in der Druckgleichung durch numerische Diskreti-
sierungsfehler leicht unterschiedliche Gleichgewichtszustande anstreben. Die Trans-
portmechanismen der Konvektion durch Uy und der Kompression durch D arbei-
ten dabei gegeneinander, wobei die Starke der Kompression durch D gesteuert wird.
Je hoher D ist, desto naher liegt der stationére Zustand der Grenzfliche am an-
gestrebten Gleichgewichtszustand der Kompressionsgleichung. Die Druckgleichung
verzeichnet dadurch eine immer groflere Diskrepanz, was zu einer Steigerung der
Reststromung fithrt. Die Diskrepanz beider Gleichgewichtszustande sinkt dabei mit
zweiter Ordnung bei einer Verfeinerung des Rechengitters, was durch Abbildung
bestatigt wird. Zur Einordnung der Ergebnisse dienen die beobachteten Reststro-
mungen am analytisch vordefinierten Tropfen ohne Kompression und ohne Advek-
tion. Hier liegen die Reststromungen bei den verschiedenen Gitterweiten jeweils bei
1,16 - 1075 m/s, 2,96 - 107 m/s und 4,58 - 107> m/s. Der Gleichgewichtszustand der
Kompression wird demnach durch gleichzeitigen konvektiven Transport bei Wei-
tem nicht erreicht. So liegen die in Abbildung dargestellten Reststromungen
um einige Groflenordnungen unterhalb der betrachteten Grenzfélle ohne konvekti-
ven Transport. Die Konvektion dominiert demnach die makroskopische Position der

T"Werte von D > D,,q. werden dabei durch mehrfache Anwendung des Kompressionsschrittes
mit D < D,,,, realisiert. Siehe hierzu Abschnitt
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Abbildung 3.7: Parasitdre Stromung im stationdren Zustand bei verschiedenen ef-
fektiven Gesamtkompressionsstarken D mit konvektivem Transport der Grenzflache
bei verschiedenen Gitterauflosungen Ax.

Grenzflache, wahrend die Kompression lokal die Form der Grenzfliche dominiert
und die gewtinschte Glattungseigenschaft einbringt. Zur Abgrenzung bei immer klei-
ner werdenden Werten von D dient die Relaxation des Tropfens ohne Kompression
bei D = 0. Hier werden Reststromungen von 5,52 - 1072 m/s; 2,55 - 107 m/s und
6,83 - 10713 m/s erreicht. Diese Werte entsprechen nicht der maximal méglichen Ma-
schinengenauigkeit, allerdings werden die auftretenden Gleichungssysteme fiir p und
U auch nur bis auf ein Restresiduum von 107 und 10~% gelést und die maxima-
len Iterationszahlen der Druckgleichung zudem auf 20 limitiert. Ein Vergleich dieser
Werte mit dem bisherigen Standardsolver fiir Mehrphasenstromungen interFoam der
Version OpenFOAM 6 erfolgt in Abschnitt [3.9]

3.6.1 Parallelisierung und Optimierung des numerischen Co-
des

Die bisherigen Ergebnisse wurden stets mit einem seriell ausgefithrtem numerischen
Code berechnet. Um eine kiirzere Rechenzeit zu erzielen, wurde eine Parallelisierung
des Berechnungsmodells implementiert. Die Vorgehensweise und die Validierung der
Parallelisierung werden in diesen Abschnitt dargestellt. Dariiber hinaus werden zur
weiteren Beschleunigung des Codes zusétzliche Annahmen eingefiihrt.

Fir die Parallelisierung von OpenFOAM-Code existieren verschiedene Ansétze.
Zunichst kann vor der Ausfiihrung der Berechnung das Rechengitter in mehrere
Untergitter zerteilt werden. Jeder Prozessor iibernimmt dann das Lésen der zuge-
horigen Gleichungssystem fiir das ihm zugewiesene Untergitter. Ein steter Abgleich
der Randwerte an den Beriihrstellen der Untergitter sorgt fiir eine rasche Annéhe-
rung des Gesamtsystems an die Losung einer serieller Ausfithrung. Beide Losungen
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unterscheiden sich zwar, jedoch hochstens in der Groflenordnung des Iterationsfeh-
lers, der auch beim Losen der Gleichungssystem im seriellen Fall akzeptiert worden
ware. Der Zeitgewinn entsteht durch die massive Verkleinerung der Gleichungssyste-
me fiir jeden einzelnen Prozessor. Zu der eigentlichen Rechenzeit kommt allerdings
der Aufwand fiir den Abgleich der Randbedingungen an den Schnittstellen der Re-
chengitter hinzu (parallel overhead), weshalb es durch die immer weiter ansteigende
Zeit fir die Kommunikation zwischen den Prozessoren untereinander eine optimale
Zahl an Prozessoren gibt. Zur optimalen Nutzung dieser Parallelisierungsart, sollten
alle Prozessoren ungefihr die gleiche Zeit fiir eine Iteration benétigen, da die Aus-
fithrung des Gesamtcodes auf die Fertigstellung des langsamsten Prozessors warten
muss. Daher bestimmt die anfangliche Aufteilung des gesamten Rechengitters auf
die jeweiligen Untergitter mafigeblich die Effizienz dieser Parallelisierungsmethode.
Diese Art der Parallelisierung ist in OpenFOAM bereits implementiert und kann
iiber die Befehle decomposePar und mpirun genutzt werden.

Eine weitere Art der Parallelisierung kann durch die Verwendung der openMP-
Bibliothek erzeugt werden. Hierdurch kénnen Codeelemente, wie z.B. for-Schleifen,
in ihrer Ausfithrung auf mehrere Prozessoren verteilt werden. Voraussetzung ist
dabei, dass die einzelnen Wiederholungen der for-Schleife unabhéngig voneinander
sind, also in beliebiger Reihenfolge ausgefithrt werden konnen. Die durchzufithren-
den Iterationen verteilen sich dann auf die verschiedenen Prozessoren und werden
gleichzeitig ausgefithrt. Diese Zuweisung kann fix oder dynamisch erfolgen, wodurch
Leerlauf und Wartestellung einzelner Prozessoren weitgehend vermieden wird. Da
die Durchfithrung der parallelisierten Rechenschritte unabhiangig voneinander sind,
wird durch diese Art der Parallelisierung sogar das exakt gleiche Endergebnis erhal-
ten, wie bei serieller Ausfiihrung des Codes. Das Losen der Gleichungssysteme fiir
U und p erfolgt dann jedoch durch einen einzelnen Prozessor.

Ein elementarer und zugleich geschwindigkeitsbestimmender Schritt der in dieser
Arbeit vorgestellten numerischen Methode ist die Rekonstruktion von L aus gege-
benem ¢ nach dem in Abschnitt beschriebenem Algorithmus. Hierfiir kommen
prinzipiell beide Arten der Parallelisierung in Frage. Bei der fixen Aufteilung des
Rechengitters auf verschiedene Prozessoren hat jedoch automatisch der Prozessor
die meiste Arbeitslast, dessen Untergitter auch die meisten Zellen mit |L| < 9 ent-
halt. Alle anderen Prozessoren stehen in Wartestellung bis die Rekonstruktion von L
auch auf dem letzten Prozessor vollstdndig abgeschlossen ist. Da die Phasengrenz-
fliche wihrend der Simulation durch das Rechengitter bewegt wird, kann dieser
Uberbelastung eines einzelnen Prozessors nicht durch eine geschickte Aufteilung des
Rechengitters entgegengewirkt werden. Die Ursache fiir die Ungleichverteilung der
Arbeitslast wandert wihrend der Simulation von einem Untergitter in das néchste,
wodurch die Uberbelastung eines einzelnen Prozessors sich zwar verschiebt, aber
weiterhin bestehen bleibt. Aus diesem Grund wird primér die Parallelisierung tiber
openMP bevorzugt. Es existieren erste Ansétze, innerhalb eines Untergitters, mehre-
re Prozessoren tiber openMP an den enthaltenen for-Schleifen arbeiten zu lassen und
demnach beide Parallelisierungsmethoden miteinander zu kombinieren [103]. Hierfur
sind jedoch sehr tiefgehende Programmierarbeiten erforderlich und die Ubertragung
von tiberschiissiger Arbeitslast auf andere Untergitter und dessen Prozessoren wurde
in der Literatur soweit nicht gefunden.

Die parallelisierte Ausfithrung von for-Schleifen lasst sich im numerischen Co-
de dabei an verschiedenen Stellen implementieren. Die in dieser Arbeit realisierten
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Parallelisierungen beziehen sich auf:
e Auswertung des Volumenintegrals zur iterativen Bestimmung von L aus c.

e Auswertung der Flachenintegrale auf den Zellwanden beim konvektiven Trans-
port von c.

e Identifikation der direkten Grenzflachenzellen mit zugehoriger Berechnung des
entstehenden Drucksprungs tiber die Grenzflache zwischen den Zellen.

e Entscheidung zwischen der Berechnung réumlicher Ableitungen iiber L oder
direkt iiber ¢ fiir Ac, Ve und 7. (Siehe Gl. [3.5/und GL.

e Berechnung des chemischen Potentials @ in jeder Zelle.

Zur weiteren Beschleunigung der Rechnungen werden bei der Rekonstruktion von L
aus c¢ zwei weitere Vereinfachungen getroffen. Hierzu wird erneut Abbildung aus
Abschnitt herangezogen. Es wurde geschlussfolgert, dass eine iterative Verbes-
serung der iiber L = f~1(¢) bestimmten Schitzung nur dann sinnvoll ist, wenn der
Fehlerschétzter nach Gl. groBer ist als 4 - 1078, Bisher wurde dieser Grenzwert
lediglich dazu genutzt, iiber die Annahme von |§L| ~ 1/e einen sinnvollen Wert fur
Louter 7t bestimmen. In den Randgebieten der Phasengrenzfliche mit |c| ~ 1 kon-
nen trotz Nutzung des Kompressionsterms jedoch auch Gradienten von L auftreten
deren Betrag kleiner als 1/¢ ist. Anstatt die Zellen fiir eine Nachiteration von L le-
diglich nach dem Wert L, zu bestimmen, wird nun zuséatzlich der Fehlerschétzer
nach Gl herangezogen. Bei Unterschreiten der Schranke von 4 - 107% erfolgt
trotz |L| < Loyter keine Nachiteration. Hierdurch sinkt die Zahl der Zellen, in denen
die Volumenintegration durchgefithrt werden muss. Weiterhin wird die maximale
Anderung von L pro Iteration nach Gl. auf maximal 0,05 begrenzt. Dies ver-
bessert das Konvergenzverhalten in Randgebieten der Grenzfliche mit |¢| ~ 1, da
hier oft sehr kleine Werte im Nenner der Iterationsformel entstehen, was eine sehr
groBe Anderung von L wéahrend eines Iterationsschrittes bewirken wiirde.

Um die erfolgreiche Parallelisierung des Codes nachzuweisen, wurde fiir 0,01 s die
Relaxation eines quadratisch initialisierten Tropfens im Bereich zweier rechtwink-
liger Wande simuliert. Der initialisierte Tropfen hatte dabei eine Kantenldnge von
0,55 mm und strebt mit der Wand einen Kontaktwinkel von 120° an. Die Implemen-
tierung der hierfiir erforderlichen Randbedingung fiir L, ¢ und 7 wird in Abschnitt
beschrieben. Das gesamte Rechengebiet erstreckt sich auf 0,8 mm x 0,8 mm und
wird mit einer Gitterweite von Az = 4-10"%m in 40000 Zellen unterteilt. Die
verwendete Zeitschrittweite betrigt At = 1-107%s. Zur Beschleunigung des Rela-
xationsvorgangs wird fiir die Geschwindigkeit an allen Wanden eine sLIP-Bedingung
vorgegeben. Die Initialisierung zum Zeitpunkt ¢ = 0s und der Relaxationszustand
bei t = 0,01s sind in Abbildung dargestellt. Verwendet wurden erneut was-
serihnliche Stoffdaten (p = 1000kg/m?3, n = 1-1073Pa-s) fiir beide Phasen und
eine Grenzflichenspannung ¢ von 0,02 N/m, wéhrend stets 24 Kompressionsschritte
mit D = D, pro Zeitschritt durchgefiihrt wurden. Die Rechnungen sind dabei
mit jeweils unterschiedlichen Prozessorzahlen zwischen 1 und 20 durchgefiihrt wor-
den. Um auch die notwendigen Simulationszeiten vergleichen zu kénnen, sind alle
Rechnungen insgesamt vier Mal durchgefithrt worden. Die gebildeten Mittelwerte
der Rechenzeiten belegen in Abbildung deutlich den Vorteil der Nutzung mehre-
rer Prozessoren. Mit zunehmender Prozessorzahl wird der erzielbare Nutzen durch
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Abbildung 3.8: Relaxation eines quadratisch initialisierten Tropfens (links) zwischen
zwei Winden mit dem erreichten Vergleichszustand bei t = 0,01 s (rechts) zur Uber-
priifung der erfolgreichen Codeparallelisierung.
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Abbildung 3.9: Darstellung der Zeitersparnis in Abhangigkeit der genutzten Prozes-
soren durch Nutzung einer Parallelisierung durch die Bibliothek openMP am Beispiel
des relaxierenden quadratischen Tropfens. Fehlerindikatoren sind eingezeichnet je-
doch zu klein, um in gewahlter Darstellung erkennbar zu sein. Sprungstellen fiir das
Hinzufiigen weiterer CPUs sind als rote Balken dargestellt.

den steigenden Kommunikationsaufwand zwischen den Prozessoren immer geringer.
Dariiber hinaus enthélt der Code etliche Stellen, welche durch die verwendete Paral-
lelisierungsmethode nicht beschleunigt werden konnen. Weiterhin ist zu erkennen,
dass ab einer Prozessorzahl von zehn die notwendige Rechenzeit sogar teilweise wie-
der ansteigt. Dies wird auf die Architektur des verwendeten Rechenclusters LiDO3
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der Technischen Universitat Dortmund zuriickgefiithrt. Auf den genutzten Rechenk-
noten existieren jeweils zwei CPUs bestehend aus jeweils zehn Prozessorkernen. Das
Hinzufiigen eines elften Prozessorkerns erfordert somit zusatzliche Kommunikation
zwischen den einzelnen CPUs und nicht nur innerhalb einer CPU. Diese Sprungstel-
len werden durch die roten senkrechten Balken visualisiert. Eine Prozessorkernzahl
von 10 wird daher als optimal angesehen.

Eine erfolgreiche Parallelisierung tiber die openMP-Bibliothek sollte dabei stets
zu den exakt gleichen numerischen Ergebnissen fithren, wie die serielle Ausfithrung.
Alle 32 numerisch berechneten Felder (p, U , ¢, L, etc.) der durchgefiihrten Simu-
lationen wurden daher per MATLAB-Skript miteinander verglichen. Eine Uberein-
stimmung bis auf die letzte Zahl und den letzten Buchstaben ist in allen 32 Féllen
untereinander gegeben, was die Parallelisierung validiert. Fiir weiterfithrende Unter-
suchungen besteht somit die Moglichkeit, bei exakt gleichen numerischen Ergebnis-
sen, die Rechenzeit erheblich zu verkiirzen.

3.6.2 Weiterfiihrende Untersuchungen

Durch die erfolgreiche Parallelisierung steht ein Werkzeug fiir die Durchfiihrung brei-
ter Parameterstudien zur Verfiigung. Von besonderem Interesse ist nun das Verhal-
ten einer Grenzfliche, welche konvektiv durch das Rechengitter transportiert wird,
statt stationar an einem Ort des Gitters zu verweilen. Hierzu wird in einer Kapillare
mit einem Radius R, = 0,8mm ein Tropfen mit einem Radius Rg.,, = 0,7mm
initialisiert und mit der Transportgeschwindigkeiten Uy eine Strecke von 1,6 mm
transportiert. Es gelten erneut p; = p, = 1000kg/m3, 7, =1, = 1-1072Pa - s und
o = 0,02 N/m. Angesetzt wird hierbei ein kastenformiges Stromungsprofil U =Uy&,
am Einlasse mit Haftbedingung an der ebenfalls mit U, bewegenden Wand. Hier-
durch lédsst sich besonders einfach die Grofie der parasitaren Stromung als Abwei-
chung vom sonst einheitlich vorherrschendem Uy bestimmen, indem vom an die Stel-
le L = 0 interpolierten Wert der Geschwindigkeitsvektor U 1—o der Sollanteil &, - Uy
subtrahiert wird. In einem parabolischen Geschwindigkeitsprofil wére der eigentliche
Sollwert der Geschwindigkeit beim Tropfentransport nicht bekannt und Uy, konnte
daher nicht ermittelt werden.

Im stationaren Zustand beztiglich Uy, der in vielen Féllen bereits weit vor dem
Erreichen der Transportstrecke von 1,6 mm vorliegt, wird aus den letzten Zeitschrit-
ten durch Mittelwertbildung ein représentativer Wert fiir Uy.p; gebildet. Abbildung
veranschaulicht dies. Die beobachtete Reststromung liegt am dargestellten Bei-
spiel bei 2,07 - 1075 m/s. Demnach betrigt die GroBe der parasitiren Reststromung
verglichen mit der dominierenden Hauptstromung Uy lediglich etwa 0, 4%. In wie weit
D und U, die GréBe Ugep beeinflussen, wird mit Hilfe der Permutationsparameter
aus Tabelle in insgesamt 75 Testkonfigurationen untersucht. Die auftretenden
parasitiren Reststromungen liegen dabei in einem Bereich von 1,48 - 107°m/s bis
2,13-102m/s. Es ist zu beobachten, dass die GroBe der parasitdren Stromungen
dabei mit steigender Transportgeschwindigkeit Uy zunimmt, wahrend sie mit einer
Gitterverfeinerung und einer hoheren Kompressionsstiarke abnimmt. Zur quantitati-
ven Beschreibung wurde eine Korrelation nach Gl. an den erhaltenen Datensatz
angepasst. Alle Werte sind ungeachtet der Parameterwerte a; bis a4 in SI-Einheiten
einzusetzen und zu verstehen.

=ay - Up™ - (Ncomp - Dimaz)™ - D™ (3.61)

m
Ufehl,KorT |:S
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Abbildung 3.10: Verlauf der parasitiaren Stromung iiber die Zeit am konvektiv trans-

portiertem Tropfen fiir Uy = 0,005m/s, D = 16+ D,,,4, und Az = 2,0 - 107%m (blau)
mit zugehorigem Mittelwert (rot) der letzten 2000 Zeitschritte.

Tabelle 3.7: Erster Satz an Permutationsparametern zur Charakterisierung der pa-
rasitdren Stromungen am konvektiv transportiertem Tropfen.

Ax =AYy | Noomp = ﬁ Uy
4,0-107°m 1 0,005 m/s
3,2-107%m 2 0,01m/s
2.0-10~%m 4 0,02m/s

8 0,04m/s
16 0,08 m/s

Die Parameter selbst werden durch Minimierung von relativen Fehlerquadrate nach
GI. B.62 bestimmt.

2
Qe =Y <Ufehl,Sz’m,z’ — Ufehl,Korr,i) (3.62)

i Ufehl,Sim,i

Die Wahl von relativen Fehlerquadraten liegt darin begriindet, dass die zu beschrei-
benden Daten sich iiber mehrere Groflenordnungen erstrecken, eine Abweichung zwi-
schen Korrelation und Simulation in der GroBe von 1,0 - 1074 m/s bezogen auf einen
Wert von 1,48 - 107° m/s jedoch wesentlich schwerwiegender ist als im Vergleich zum
oberen Grenzwert von 2,13 - 1073 m/s. Die Normierung der Fehlerquadrate mit dem
zutreffendem Geschwindigkeitswert Ugeps sim,i im Nenner fiihrt die entsprechende
Gewichtung ein. Abbildung verdeutlicht die gute Ubereinstimmung zwischen
Korrelation und Simulationsergebnis fiir alle 75 betrachteten Falle. Mit einem Rest-
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Abbildung 3.11: Quantitativer Vergleich zwischen Korrelation und Simulation fiir
den konvektiv transportierten Tropfen bei verschiedenen Gitterweiten Ax.

residuum von Q,.s = 2,66 betragt die relative Abweichung zwischen Korrelation
und den 75 Simulation durch die in Tabelle dargestellten Konstanten demnach

\/ Qres/T5 - 100% ~ 18,9%. Die Konstanten werden dabei wie folgt interpretiert:

Tabelle 3.8: Angepasste Konstanten a; zur Minimierung der Fehlerquadrate nach

Gl. 3.62

a; , Konstante | as , Exponent Uy | a3 , Exponent D, ay , Exponent Ax
ff
| 0,047963511 | 0,676081045 | —0,320128131 | 0,983695548 |

Die parasitdren Stromungen nehmen erster Ordnung mit der Gitterweite Az ab,
was einen Wert von a4 = 1 bedeuten wiirde. Dieses Verhalten entspricht nach den
Uberlegungen aus Abschnitt und den Erwartungen. In Anlehnung an nor-
male Diffusionsprozesse, welche durch die zweite Ableitung von ¢ und eine mittlere
Eindringtiefe von £ = +/D -t charakterisiert sind, erscheint fiir die Modellierung
des Kompressionsterms eine Beschreibung tiber die vierte Wurzel der Kompressi-
onsstéirke v/ D sinnvoll. Dies ist darin begriindet, dass effektiv die vierte Ableitung
von c¢ Uber das chemische Potential ® die Glattung bestimmt. Der entsprechende
Koefhizient betriige somit a3 = —0,25. Fiir das Verhalten beziiglich der Transport-
geschwindigkeit Uy konnte keine tiefere Begriindung identifiziert werden. Da Diskre-
tisierungsfehler beim Transport einer Grenzflache mit dem Fluss durch die Zellwand
multipliziert werden, wére eine lineare Zunahme von Uyf., mit Uy zu erwarten ge-
wesen. Stattdessen erscheint eine fast perfekte Abhéngigkeit mit a; = 2/3. Die
letzte Konstante a; beinhaltet alle weiteren nicht variierten Einfliisse, wie Dichte,
Viskositat, Radius des Tropfens, relative Grenzflachendicke und Grenzflichenspan-
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nung. Wird der entstandene Datensatz nicht durch die in Tabelle dargestellten
Konstanten, sondern durch die hier diskutierten anscheinend zu Grunde liegenden
Mechanismen beschrieben, ergibt sich GI. [3.63] Alle Werte sind erneut unabhéngig

der Parameter a; in SI-Einheiten einzusetzen und zu verstehen.

U[)% - Ax
\/4 n- Dma:p

Die relative Abweichung der Korrelation steigt durch diese Anderungen von 18,9%
marginal auf 21,4%. Zudem wurde gerade bei hohen Werten von Uy, beobachtet,
dass kein monoton glatter Verlauf der parasitaren Stromungen iiber die Zeit zu beob-
achten ist, wie nach Abbildung[3.10] Wiirden diese Datenpunkte nicht berticksichtigt
ergiben sich wesentlich kleinere relative Abweichungen.

Zur Untersuchung weiterer Einflussfaktoren wurde in einer zusétzlichen Parame-
terstudie die relative Grenzschichtdicke ¢/Ax variiert. Die Permutationsparameter
sind in Tabelle dargestellt. Wie in Abschnitt und beschrieben wurde,

Upenscom | | = 0, 370538556 (3.63)

Tabelle 3.9: Zweiter Satz an Permutationsparametern zur Charakterisierung der
parasitaren Stromungen am konvektiv transportiertem Tropfen.

Az = Ay | Noomp = DSM Uy €
40-10 °m 4 0,04m/s | 1,25 Az
3,2-107%m 8 0,08m/s | 1,65 Ax
2.0-107%m 16 2,05 Az

2,45 - Ax

sinken Diskretisierungsfehler nicht nur mit einer Verkleinerung von Ax, sondern
auch mit einer Vergroferung von e. Da die relative Grenzschichtdicke bisher stets
e/Ax = 1,25 betrug, wird daraus abgeleitet, dass die Korrelation zu Gl. zu

erweitern ist.

Uent.icorr [T} = 0, 370538556 - (3.64)

Ups - Ax (1,25-Ax>“5
19

vn-D

Hierdurch werden unabhéangig von as alle bisher beschriebenen 75 Rechnungen un-
verandert wiedergegeben. Die Bestimmung von as durch erneute Minimierung der
relativen Fehlerquadrate fithrt auf einen Wert von as = 5, 945. Die Ubereinstimmung
mit den Simulationsergebnissen ist jedoch nicht in dem Mafle tiberzeugend, wie in
der vorangegangenen Parameterstudie. Die Resultate sind in Abbildung darge-
stellt. In griin sind dabei die 18 Wiederholungssimulationen dargestellt, bei denen
e = 1,25 - Ax auf unterschiedlichen Gitterweiten Az gilt. Die blauen Datenpunkte
fiigen sich gut der neu angepassten Korrelation mit a5 = 5,945 und besitzen eine
groflere relative Grenzschichtdicken als € = 1,25 - Az auf ebenfalls unterschiedlichen
Gitterweiten Ax. Eine Ausnahme hiervon bilden die violetten Datenpunkte. Sie zei-
gen eine schlechte Ubereinstimmung und scheinen beziiglich der Reststromungen
einen Wert von Uy, = 1,10 - 1075 m/s nicht unterschreiten zu konnen. Allen diesen
Datenpunkten ist gemein, dass sie mit besonders hohen relativen Grenzschichtdi-
cken von ¢ = 2,05 - Az und ¢ = 2,45 - Az auf dem besonders feinen Gitter mit
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Abbildung 3.12: Quantitativer Vergleich zwischen Korrelation und Simulation fiir
den konvektiv transportierten Tropfen bei verschiedenen relativen Grenzschichtdi-
cken e/Ax.

Az = 2-107%m entstanden sind. Ein kausaler Zusammenhang zwischen diesen Be-
obachtungen konnte jedoch nicht gefunden werden. Trotz der nur unzureichenden
quantitativen Beschreibung ist jedoch offensichtlich, dass ¢ einen essentiellen Ein-
fluss auf Ugep besitzt. Dennoch kann e kaum effektiv gesteigert werden, da zur
Beschreibung der diinnen Wandfilmregionen in einer Pfropfenstrémung die Phasen-
grenzfliche ebenfalls sehr diinn aufgelost werden muss.

Zur Charakterisierung des zeitlichen Diskretisierungsfehlers wurden weiterhin
ausgewdahlte Falle mit reduzierter Zeitschrittweite erneut berechnet. Die untersuch-
ten Parametervariationen sind in Tabelle dargestellt. Aus den 54 Féllen lassen

Tabelle 3.10: Dritter Satz an Permutationsparametern zur Charakterisierung der
parasitdren Stromungen am konvektiv transportiertem Tropfen.

‘ Ar = Ay | Noomp = ﬁ Uy ‘ At
40-10 %m 16 0,08m/s | L,0-10 %5
3,2-10%m 8 0,04m/s | 5,0-107"s
2.0-10%m 0,02m/s | 2,5-1077s

sich insgesamt 16 Gruppierungen bilden, in denen innerhalb einer Gruppe jeweils al-
le Parameter bis auf die Zeitschrittweite At identisch sind. Demnach sollte innerhalb
einer Gruppierung laut Gl. ein einheitliches Uy, vorliegen. Die beobachteten
Abweichungen innerhalb jeder Gruppierung betragen hochsten 18, 1% und liegen im
Mittel bei 4,9%. Abweichungen dieser Grofe liegen im Rahmen der relativen Ge-
nauigkeit der Korrelation und werden daher nicht als signifikant eingestuft. Ebenso
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ist nicht klar erkennbar, dass kleinere Zeitschrittweiten konsequent ein kleineres
Ufen bewirken. Zeitliche Diskretisierungsfehler durch das Runge-Kutta-Verfahren
oder den verwendeten PISO-Algorithmus werden daher als vernachléssigbar klein
erachtet.

Zuletzt soll noch die Abhéngigkeit der parasitdren Stréomungen von der vorlie-
gendem Grenzflachenspannung ¢ und dem Tropfenradius R durch eine Parameter-
variation nach Tabelle untersucht werden. Die entsprechenden Verldufe sind

Tabelle 3.11: Vierter Satz an Permutationsparametern zur Charakterisierung der
parasitdren Stromungen am konvektiv transportiertem Tropfen.

Az =AYy | Noomp = ﬁ Uy o R
4,0-10"%m 16 0,08m/s | 34 mN/m | 0,70 mm
8 0,04m/s | 26 mN/m | 0,65 mm

20mN/m | 0,60 mm
15mN/m | 0,55 mm
11mN/m | 0,50 mm

fiir verschiedene Grenzflaichenspannungen o und Tropfenradien R in Abbildung
dargestellt. Die Abhédngigkeit beziiglich der Grenzflichenspannung o lésst sich aus-
gehend von den Referenzféllen mit oy = 0,02 N/m sehr gut durch einen Potenzan-
satz mit (0/09)"® beschreiben. In Bezug auf den Tropfenradius lisst sich in der
Abhéngigkeit jedoch kein eindeutiger Trend erkennen. Aufféllig ist, dass bei niedri-
ger Transportgeschwindigkeit Uy kaum eine Abhéngigkeit bei variierenden Radien
zu erkennen ist, wahrend bei hoher Transportgeschwindigkeit und niedrigerer Kom-
pressionskraft ein starker Anstieg zu niedrigeren Tropfenradien hin zu verzeichnen
ist. Die Interpretation gestaltet sich schwierig, da sich verschiedene Effekte tiber-
lagern. Auf der einen Seite steigt der Kapillardruck mit sinkendem Tropfenradius,
was einen Anstieg der parasitaren Stromungen Uy, verursacht. Dieses Verhalten
wurde bereits beziiglich der Grenzflichenspannung o beobachtet. Zusétzlich steigen
mit sinkendem Tropfenradius die hoheren Ableitungen von L an. Die Annahme ei-
nes linearen Verlaufs von L innerhalb jeder Zelle verliert dadurch zunehmend an
Giltigkeit, was ebenfalls einen Anstieg von Uj.p bewirkt. Aus den dargestellten
Mechanismen lasst sich jedoch keine quantitative Beschreibung ableiten, die eine
Abhéangigkeit im Falle von hoher Transportgeschwindigkeit und kleinerer Kompres-
sionskraft beschreiben kann.

Nachdem der Modellfehler der numerischen Methode hinreichend charakterisiert
wurde, soll nun die Frage nach dem zuldssigen Iterationsfehler untersucht werden.
Eine zu grofle Iterationszahl und eine zu strenge Toleranz beim Losen der Glei-
chungssysteme kostet lediglich Rechenzeit ohne einen Zugewinn an Genauigkeit zu
liefern. Zunéchst wird untersucht, wie viele Iterationen bei der Rekonstruktion von
L aus ¢ notwendig sind. Hierfiir werden die 54 Permutationen nach Tabelle [3.12 auf
ihre parasitare Reststromung Up,p; untersucht. Die Variation der Iterationszahl n .,
hatte bei sonst konstanten Randbedingungen keinerlei Einfluss auf die Grofie der pa-
rasitdre Reststromung Upgep;. Ein Absenken der Iterationszahl auf Werte np., < 5
wird wegen der Implementierung der Randbedingung fiir den Kontaktwinkel (sie-
he Abschnitt jedoch nicht in Erwédgung gezogen. Abschliefend wurde an zwei
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Abbildung 3.13: Abhéangigkeit der parasitaren Stromungen Uyj.p; von der Grenzflé-
chenspannung ¢ und dem Tropfenradius R bei verschiedenen Kompressionsstarken
und Transportgeschwindigkeiten.

Tabelle 3.12: Fiinfter Satz an Permutationsparametern zur Bestimmung der minimal
notwendigen Iterationszahl n., bei der Rekonstruktion von L aus c.

Ar=Ay |n= DSM Uo Nrter
40-10"%m 16 0,08 m/s 5
8 0,04m/s | 6
4 0,02m/s 7
8
9
10

weiteren Fallbeispielen mit besonders hohem und besonders niedrigem Upg.p; iden-
tifiziert, dass die Gleichungssysteme fiir U lediglich auf 107% genau gelést werden
miissen, wo bisher eine Toleranz von 107! gesetzt worden ist. Die Druckgleichung
konnte von einem zunichst gefordertem Residuum von 107 dahin gefithrt wer-
den, dass in jeder Iterationsschleife des PISO-Algorithmus das Residuum lediglich
um 3 GroBenordnungen sinken muss. Alle drei Mafinahmen konnten eine erhebliche
Beschleunigung der Simulationen herbeifiihren.
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3.7 Implementierung der Randbedingung fiir den
Kontaktwinkel

In diesem Abschnitt soll detailliert erlautert werden, auf welche Weise der vorge-
gebene Kontaktwinkel # in den Randbedingungen fiir ¢, L und 7 mathematisch
modelliert und in OpenFOAM 2.1.1 implementiert wird. Jacqmin ([59], [60])) gibt
hierfiir in einer seiner Arbeiten beispielhaft die Realisierung eines Kontaktwinkels
von 45° fiir sein verwendetes Profil des tangens hyperbolicus an. Kernpunkt
ist dabei die Annahme, dass die Grenzflache direkt an der Wand im thermodyna-
mischen Gleichgewicht ist und jegliche Potentialdifferenzen ® in Normalenrichtung
zur Wand verschwindenﬂ Daher wird angenommen, dass die Grenzflache direkt an
der Wand ihren Gleichgewichtszustand annimmt und durch f(L) beschrieben wer-
den kann. Es ist daher sinnvoll zunéchst die Randbedingung fiir L zu formulieren,
da VL nach GL. zur Formulierung von Ve benotigt wird. Im Gleichgewichts-
zustand sollte VL stets den Betrag von 1 /€ besitzen und in Normalenrichtung der
Grenzflache zeigen. Der Winkel zwischen den Normalenvektoren von Grenzfliche
und Wand wird durch die Randbedingung vorgegeben. Hieraus ergibt sich die in GI.
[3.65] gegebene Beziehung, welche in Abbildung [3.14] visuell verdeutlicht wird.

Nyail

Abbildung 3.14: Veranschaulichung der Definition des Kontaktwinkels 6 unter Ver-
wendung der Normalenvektoren 7,ser face UNd Typay-

£ VL * ity = cosd (3.65)

Das Skalarprodukt aus VL und Twan beschreibt dabei direkt den Normalengradi-
enten OL/0x,, der in OpenFOAM in der Randbedingung implementiert wird. Aus-
gehend von Gl. 3.65] und Gl. 3.5 kann nun die Randbedingung fiir ¢ durch Gl. [3.66]
formuliert werden.

Jde = Jdf(L)

= VC x ﬁwall =

o0x,, oL

- . Of(L) cosf
'VL*HMQHI%' -

(3.66)

18Zur Absicherung der Massenerhaltung ist es sogar zwingend erforderlich, dass in Normalen-
richtung zur Wand keinerlei chemische Potentialdifferenz ® vorliegt. Wiirde eine Potentialdifferenz
existieren, so wiirde Material durch die Wand hinein- oder hinausdiffundieren.
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Die Nutzung der Ableitung von f(L) in der Randbedingung fiir ¢ erzwingt dabei die
Berechnung von L, was nur fir Werte mit |¢| < 1 moglich ist. Gerade in Bereichen
mit |¢| ~ 1, ist jedoch eine explizite Inverse von f(L) bekannt (GI. [3.23)). Hier lasst
sich die Randbedingung fiir ¢ daher umformulieren und tber Gl darstellen.

Oc cos 0 cos

or, = ol |[L+5)- = (el =1)-a (3.67)

Im Gegensatz zur Darstellung iiber L lasst sich diese Gleichung analytisch fortsetzen
und auch dann anwenden, wenn |¢| > 1 gilt. Prinzipiell ist in GL der Wert an
der Wand ¢4 zu verwenden, der jedoch noch unbekannt ist. Den Wert der Zelle
Ceen 0 verwenden flihrt einen Fehler erster Ordnung in Ax ein, vereinfacht jedoch
wesentlich die Implementierung. Zudem ist der Fehler allgemein klein, da GI.
stets nur in Zellen mit |¢| ~ 1 Anwendung findet und der Normalengradient dadurch
bereits verschwindend klein istF_g] Aus Normalengradient und Zellwert c..;; kann der
Wandwert ¢, berechnet werden, welcher aus numerischen Griinden anschlieflend
noch auf |¢| <1 begrenzt wird.

Fir die Berechnung der Kriitmmung « wird der Normalenvektor 77 an der Wand
benotigt. Hierfiir wird zunachst iiber Ve bzw. VL im anliegenden Zellzentrum der
dortige Normalenvektor inter face,cenr gebildet. Es wird angenommen, dass dieser Nor-
malenvektor grundsatzlich korrekt orientiert ist und lediglich im Winkel korrigiert
werden muss, den er mit der Wand einschliefft. Hierfiir wird ein Orthonormalsystem
auf der Wand definiert mit €, = 7qy, wahrend €, nach dem Gram-Schmidtschen
Verfahren ([65]) aus finser face,cen €ntsteht. Im Bezug auf Abbildung(3.14]gilt demnach
Gl.B.68

Tinter facewall = COS O - €5 +sin b - € (3.68)

3.7.1 Auswirkungen einer verschmierten Grenzflichen auf
den lokalen Kontaktwinkel

Eine direkte Implementierung dieser Vorgehensweise durch Vorgabe eines konstanten
Kontaktwinkels # an der gesamten Wand fithrt jedoch zu erheblichen Ungleichge-
wichten zwischen Kompressionsterm und berechnetem Druckfeld, wodurch erneut
betrachtliche parasitdre Stromungen entstehen. Veranschaulicht wird dies auf einem
wedge-Gitter mit den Abmessungen von 0,8 mm und 1,2 mm bei einem Offnungswin-
kel von 0,14°. Erneut werden analytisch Phasengrenzflichen mit bestimmten Kon-
taktwinkeln an der Wand vordefiniert. Betrachtet werden die Kontaktwinkel 40°, 60°,
80°, 100°, 120° und 140°. Die Grenzflichen wurden fiir 1,0 s durch den Kompressions-
term in ihre Gleichgewichtszustédnde versetzt, wobei zunéchst np., = 10 Iterationen
zur Bestimmung von L aus ¢ verwendet werden. Abbildung verdeutlicht das
Vorgehen. Bei Kontaktwinkeln zwischen 60° und 120° ist kein auffalliges Verhalten
zu verzeichnen. Fir die Kontaktwinkel 40° und 140° erzeugt der Kompressionsterm
hingegen wellenférmige Deformationen in der Grenzflache, die definitiv unphysika-
lisch sind. Abbildung zeigt dieses Phénomen. Darauf folgend wurde 1,0s bei
weiterhin aktivem Kompressionsterm die Kraftebilanz gelost und das resultierende
Geschwindigkeitsfeld berechnet, jedoch kein konvektiver Transport der Grenzflé-
che vorgenommen. Die auftretenden Storstromungen entstehen daher erneut einzig

19Tn allen anderen Gebieten (|c| < 1) werden die rdumlichen Diskretisierungen von ¢ stattdessen

iiber L berechnet (siehe Gl. und GL
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Abbildung 3.15: Meniskus mit vorgeschriebenem Kontaktwinkel von 80° (links) und
120° (rechts) nach 1,0 s unter Einfluss des Kompressionsterms.

Abbildung 3.16: Meniskus mit vorgeschriebenem Kontaktwinkel von 40° (links) und
140° (rechts) nach 1,0s unter Einfluss des Kompressionsterms.

durch ein Ungleichgewicht zwischen den angestrebten Gleichgewichtszustianden von
Kompressionsterm und Druckfeld. Im Falle von 40° und 140° fiithrt dies sogar zu
einem Versagen des Modells. Ursache fiir dieses Ungleichgewicht ist der Modell-
fehler einer verschmierten Phasengrenzfliche. FEine verschmierte Phasengrenzfliache
besitzt im dreidimensionalen Raum keinen linienférmigen Kontakt mit der Wand.
Stattdessen kontaktiert die Grenzflache, numerisch durch |6C| >> 0 charakterisiert,
die Wand in einem ganzen Bereich. Laut Benetzungstheorie liegt genau an der Kon-
taktlinie der vorgegebene Kontaktwinkel 6, vor. Dies entspricht lediglich den Werten
c = 0 bzw. L = 0. Fiir andere Werte von ¢ und L kann aus der Benetzungstheo-
rie keine Aussage liber # abgeleitet werden. Aus Abbildung [3.17] wird ersichtlich,
dass die Annahme eines konstanten Kontaktwinkels nicht korrekt ist, da sich 6;
und 6 deutlich voneinander unterscheiden. Dieses Phanomen resultiert einzig und
allein aus der endlichen Dicke der Grenzfliche und wiirde mit einer Verfeinerung
von ¢ verschwinden. Dies wiirde allerdings auch ein deutlich feineres Rechengitter
und eine deutlich langere Rechenzeit mit sich bringen. Stattdessen wird versucht,
den variierenden Kontaktwinkel zu modellieren und in der Randbedingung fiir ¢, L
und 7inter facewair 20 beriicksichtigen. Fiir die Modellierung wird an der Kontaktstelle
L = 0 ein lokales Koordinatensystem definiert, in dem nun €, = i, gilt und €&,
durch Orthonormalisierung aus dem anliegenden VL entsteht. Hiervon ausgehend
wird angenommen, dass L sich in Wandnéhe annahernd wie ein Ellipsoid, Parabolo-
id oder Hyperboloid verhélt. Aus dieser Darstellung von L in Wandnéhe resultieren
zwei Hauptkrimmungsrichtungen mit jeweils zugehorigen Kriitmmungsradien R; und
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Abbildung 3.17: Darstellung unterschiedlicher Normalenvektoren einer verschmier-
ten Grenzflache der Dicke € am Beispiel von L. Darstellung des zugehorigen c-Feldes
im oberen rechten Bildausschnitt.

jeweiliger Hauptkriitmmungsebene. Ist die hierbei betrachtete Umgebung hinreichend
klein, kann davon ausgegangen werden, dass der Normalenvektor von einer der bei-

den Hauptkriimmungsebenen der Einheitsvektor €, ist. Hieraus ldsst sich ableiten,
dass sich L in Wandnahe durch Gl. B.69 beschreiben lasst.

R — |7 — |

3

L= (3.69)
R beschreibt dabei den zugehorigen Kriimmungsradius und a gibt die Orientie-
rung der Grenzfliche wieder (a = £1). Der Vektor &, beschreibt den Ursprungsort
der Kriimmung, welcher den bisherigen Uberlegungen zur Folge ein Vielfaches von
Tinter facewail S€IN Muss und somit keine Komponente in z-Richtung enthalten kann.
Aus der Definition des Koordinatenursprungs direkt in der Beriihrstelle L = 0 folgt
direkt R = \/x¢% + yo2. Durch Gl. kann nun das Verhalten des Kontaktwinkels
0 entlang der Wand analysiert werden. Die Werte von a und 7y werden dabei vor-
laufig als bekannt angesehen. Zunéchst wird aus dem Verlauf von L (Gl VL
und daraus der Normalenvektor ;nser face auf die Grenzflache gebildet (Gl. .

S 1
Tinter face = — 0 + ——s——= -
ter face /ﬁl‘o T (
Der Kontaktwinkel 6 steht mit den Normalenvektoren iiber Gl in Beziehung.

7 — @) (3.70)

a-(y— )
\/(CC - 3750)2 + (y — 3/0)2
Entlang der Wand (x-Richtung) kénnen cos 6 und L linearisiert werden (GI. und

Gl. [3.73) und ineinander eingesetzt werden, um den Verlauf von cos@ zu erhalten,
der nun unabhéngig vom lokalen Koordinatensystem ist (Gl. [3.74)).

(3.71)

cost = Ninter face * Nwall = —

I 1L a- To _sinfp
Py=0=C Vrrme " e

(3.72)
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To - Yo

NCIEERTE
L.
- x = cos b - <1+a-R€> (3.74)

cosO(z,y =0) =cosby+a- T (3.73)

cos b - sin 6
VTo® + Yo
Der lokale Kontaktwinkel 6 ldsst sich demnach an jeder Stelle entlang der Wand
(x-Richtung) aus dem lokalen Wert von L und dem Kontaktwinkel §, an der Be-
rithrstelle L = 0 berechnen. Unbekannt sind dabei noch die Werte a und R. Um
diese zu gewinnen, wird die Ableitung von cosé in y-Richtung, also normal zur
Wand, betrachtet, welche direkt an der Wand (y = 0) auf der einen Seite auf ana-
lytische Weise gewonnen werden kann (Gl und auf der anderen Seite durch

eine Riickwartsdifferenz in y-Richtung gebildet werden kann.

cosf(x,y =0) =cosby+a-

dcosf| (z — 20)° _ sin? 6 o _sin2g. &
ay = —Qa - 5 23——a' = 3 2~—Sln E
y=0 \/(:v —x9)” + (vo) \/(x 20)” + (Yo)
(3.75)

Fiir diese Riickwértsdifferenz wird an der Wand direkt der Kosinuswert des lokal vor-
liegenden Winkels 6 verwendet. In der anliegenden Zelle wird der Kosinuswert aus
dem dort numerisch berechneten Normalenvektor 7inter face,cen Und dem Normalen-
vektor der Wand 77,4 gewonnen (GI. . Ist aus der Riickwartsdifferenz numerisch
die Ableitung 0 (cos 6) /0y gebildet, kann hierdurch der Term a/R berechnet und in
Gl genutzt werden. Es féllt auf, dass hierbei ein Zirkelschluss entsteht, denn
fir die Berechnung des lokalen Wertes von 6 wird der Wert a/R bendtigt, welcher
jedoch nur bei bekanntem Wert von 6 tiber GI. zuganglich ist. Hinzu kommt
die notwendige Kenntnis des lokalen L-Wertes an der Wand, welcher ebenfalls von 6
abhéngig ist. L wird direkt an der Wand sowohl in GI. als auch zur numerischen
Berechnung von 7inter face,cenr iber VL benotigt. Der lokale Wert von 6 ist daher nur
iterativ zugénglich. Um eine Konvergenz der Gesamtiteration zur Bestimmung von
L in der Wandzelle aus ¢ zu gewéhrleisten, wird in den ersten drei Iterationen der
Volumenintegration grundsétzlich 6 = 6, verwendet. Ab np., > 3 werden ausgehend
von L, ﬁL, Tinter facewal die Werte a/R und der nach GL extrapolierte Wert
von f berechnet. Ziel der Iteration ist es, in jeder Wandzelle den bisherigen Wert
von ¢ mit dem nach Gl. extrapolierten Wert von 6 in Ubereinstimmung zu brin-
gen. Hierfiir wird das Newton-Verfahren verwendet. Die notwendige Ableitung der
Zielfunktion wird durch Auslenkung von # um einen kleinen Winkel daw numerisch
bestimmt. Zur Verbesserung der Konvergenz des Verfahrens werden die maximal
moglichen Werte von a/R dabei limitiert. Sinnvoll haben sich hierbei —1/ (10 - Az)
und 1/(10 - Az) als Begrenzungen fiir a/R erwiesen. Fiir Phasengrenzflichen, die
eine noch starkere Kriimmung aufweisen, wird 6 dadurch zwar unterschatzt, jedoch
immer noch genauer dargestellt, als wiirde tiber die gesamte Wand ein konstanter
Kontaktwinkel angenommen werden. Um den Kompressionsterm dabei numerisch
stabil zu halten, dirfen die Werte von a/R sich in den Wandzellen jedoch nicht
voneinander unterscheiden. Variable Werte von a/R in jeder Zelle fithren zu Oszil-
lationen im chemischen Potential, deren genaue Ursachen im Rahmen dieser Arbeit
nicht nédher untersucht worden sind. Anstatt in jeder Zelle einen eigenen Wert a/R
zu bestimmen werden zunéchst die Paare an Wandzellen identifiziert, zwischen de-
nen L einen Vorzeichenwechsel (L; - Ly < 0) besitzt. Fir die Wandflachen dieser
Zellpaare wird jeweils a/ R nach beschriebenem iterativen Verfahren bestimmt. Alle
anderen Zellflichen adaptieren die so bestimmten Werte fiir a/R, indem sie nach
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einem Extrapolationsalgorithmus ihr zugehoriges Zellpaar identifizieren und dessen
Wert fiir a/R tbernehmen. Dazu wird der aktuell lokal vorliegenden Wert von 6
(aus vorherigen Iterationen bestimmt oder 6, zur Initialisierung) genutzt und hier-
iiber VL in der anliegenden Zelle berechnet. Da L sich anndhernd linear verhalt,
lisst sich iiber L und VL in einer Wandzelle entlang der Wand sehr genau die Stelle
L = 0 extrapolieren. Aus der Zelle, die nach dieser Extrapolation die Stelle L = 0
beinhaltet, wird der Wert a/R tibernommen und tiber Gl. der lokale Wert von
6 berechnet. Liegt der extrapolierte Punkt L = 0 nicht innerhalb von einem der
genannten Zellpaare, wird von diesem Extrapolationspunkt der gleiche Algorithmus
erneut durchgefithrt. Wird darauthin immer noch kein Zellpaar getroffen, wird fiir
die Startzelle eine Wert a/R = 0 Vorgeschriebenm Dies trifft im Allgemeinen nur
auf Zellen zu, die sehr weit von der Beriihrstelle L = 0 entfernt sind und daher auch
mit nicht korrigiertem Kontaktwinkel # kaum einen Einfluss auf Kompressionsterm
und Drucksprung direkt an der Grenzflache besitzen.

Aus Abbildung [3.18 wird der Einfluss eines variablen Kontaktwinkels auf die
Berechnung der Kriimmung x in den wandnahen Zellen deutlich. Ohne Annahme

Abbildung 3.18: Numerisch berechnete Kriimmung x unter Annahme eines konstan-
ten Kontaktwinkels (a) und eines variablen Kontaktwinkels entlang der Wand (b)
bei 120° Sollwert an der Stelle L = 0. Der resultierender Sollwert der Kriimmung &
betragt 1250 1/m.

eines variablen Kontaktwinkels werden ungenaue Kriitmmungswerte berechnet, wel-
che sich auf die Berechnung des Druckfeldes und den Kompressionsterm auswirken.
Lediglich unter Annahme eines variablen Kontaktwinkels entlang der Wand wer-
den auch in den wandnahen Zellen die korrekten Werte in der Gréflenordnung von
1250 1/m berechnet. Fiir den direkten Vergleich sind die in Abbildung und
dargestellten Rechnungen daher erneut unter Nutzung eines variablen Kon-
taktwinkels durchgefiihrt worden. Das Phianomen der durch den Kompressionsterm
eingebrachten Deformationen (vgl. Abbildung tritt hierbei nicht mehr auf.
Im Bezug auf die parasitdren Stromungen hat sich gezeigt, dass sich die Paare an
Kontaktwinkeln, die sich jeweils zu 180° erganzen, in jedem Zeitschritt nur um ma-
ximal 0,8% unterscheiden, weshalb nur 40°, 60° und 80° dargestellt werden. Die
Entwicklungen der parasitdren Stromungen im Zeitraum 1s < ¢t < 2s in Abbil-
dung [3.19| zeigen, dass die Rechnungen noch nicht komplett auskonvergiert sind,
aber dennoch einen guten Vergleich untereinander zulassen. Zu beachten ist die lo-
garithmische Skalierung. Lediglich unter Annahme eines variablen Kontaktwinkels

20Ein Wert von a/R = 0 bewirkt effektiv, dass § = 6 gesetzt wird. In diesem seltenem Fall fillt
das Modell daher lediglich auf den bisherigen Stand der Technik zuriick.
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Abbildung 3.19: Verlauf der parasitéren Stromungen Uj., am liegenden Tropfen
ohne konvektivem Transport der Grenzflache bei verschiedenen Kontaktwinkeln und
unterschiedlichen Ansétzen zu dessen Implementierung.

liegen die parasitaren Stromungen in einer akzeptablen Grolenordnung, da in Mikro-
kanélen selten Geschwindigkeiten grofler als 0,1 m/s erreicht werden. Abschlieend
wurde in allen Konfigurationen ab einer Zeit von 2,0s die Phasengrenzfldche kon-
vektiv transportiert und die parasitdare Stromung Uy, ermittelt. Hierbei wurden
jeweils 4 Kompressionsschritte pro Zeitschritt mit D = D,,,, angesetzt. Die Ergeb-
nisse werden durch Tabelle B.13] verdeutlicht. Wird ein konstanter Kontaktwinkel

Tabelle 3.13: Vergleich der auftretenden parasitdre Stromungen am liegenden Trop-
fen bei verschiedenen vorgegebenen Kontaktwinkeln und Nutzung eines konstanten
Kontaktwinkels an der Wand (oben) und eines variablen Kontaktwinkels entlang der
Wand (unten) mit Zuschalten des konvektiven Grenzflachentransportes ab ¢t = 2s.

0 = const | Upeni(t =25) | Upera(t > 2.05) | Upepa(t > 2.08, npger = 5)
40° 1,50 - 10Y m/s | 3,31 1073 m/s 3,37-1073 m/s
60° / 120° | 1,05- 10~ m/s | 2,10 - 102 m/s 2,11-103m/s
80° / 100° | 8,97 -10~*m/s | 1,36 - 10~ m/s 1,36 - 1075 m/s
140° | 1,50-10% m/s | 5,23 - 10~*m/s 3,28 103 m/s

0 = var Ufehl(t = 28) Ufehl(t > 208) Ufehl(t > 2.Os,n1ter = 5)
40° / 140° | 4,91 - 10" m/s | 6,12 - 10 Om/s 0,86 - 10 5 m/s
60° / 120° | 4,36 -10~*m/s | 1,83 - 10 %m/s 8,41-107°m/s
80° / 100° | 1,72 - 1074 m/s | 8,00 - 1078 m/s 7,06 - 1077 m/s

angesetzt, so liegt die parasitare Stromung im Vergleich zur Anwendung eines va-
riablen Kontaktwinkels deutlich hoher und weicht sogar vom bisher symmetrischen
Verhalten zwischen den Kontaktwinkeln 40° und 140° ab. Zuletzt wurde der Einfluss
der Iterationszahl np,., untersucht. Es wird beobachtet, dass die parasitiaren Stro-
mungen mit einem Absenken der Iterationszahl ny., stetig ansteigen, wiahrend beim
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Transport eines Tropfens ohne Wandkontakt in freier Stromung keine Abhangigkeit
von Ny beobachtet wurde (siehe Unterabschnitt . Die Bestimmung des va-
riablen Kontaktwinkels entlang der Wand bedarf demnach eine gewisse Mindestzahl
an Iterationen. Ein Unterschreiten von np.,. = 5 wird wegen des starken Anstiegs
von U,y daher nicht in Betracht gezogen.

3.8 Darstellung und Validierung der Gesamtme-
thode

In diesem Abschnitt soll die resultierende Gesamtmethode inklusive der Kopplung
mit der Kréftebilanz dargestellt und an literaturbekannten experimentellen Daten
validiert werden. Dartiber hinaus erfolgt eine Diskussion, in welchem Mafle der einge-
fithrte Kompressionsterm die physikalische Genauigkeit des Models beeintréachtigt.

Zu Beginn jedes Zeitschrittes wird der konvektive Transport der Indikatorfunk-
tion ¢ mit einem expliziten Runge-Kutta-Verfahren in der Zeit nach Gl. durch-
gefiihrt.

ot = "+ (ki +2-ko+2-ks+ky) /6 (3.76)
mit
ey = —At-V o« (T- ")
ky = —At-V o (@ (2" + k1 /2))
ks = —At-V s (@ (€ + ko/2))
by = —At-Vs(T- (@ +ks))

Die Auswertungen V * (4 - ¢;) sind dabei stets nach der Finite-Volumen-Methode
zu verstehen. Die notwendigen Flachenintegrale werden nach dem in Abschnitt
beschriebenem Verfahren berechnet. Hierzu ist stets die Rekonstruktion von L aus
dem aktuell zu verwendenden ¢; notwendig. Die Geschwindigkeiten werden innerhalb
des Zeitschrittes als konstant angesehen und einmalig auf die Zellwédnde interpoliert.
Im Anschluss an den konvektiven Transport wird der Kompressionsterm auf ot
angewendet, um numerische Fehler zu glatten, die trotz Verwendung eines Runge-
Kutta-Verfahrens hoher Ordnung und genauer Berechnung der Oberfléchenintegrale

beim Transport entstanden sind. Hierzu wird GI. gelost.

A" = " L AL D AD( (3.77)

Diese Gleichung kann nur explizit gelost werden, was Ursache fiir Stabilitatsbedin-
gung nach GI. ist und den Kompressionkoeffizienten D in seinem Maximalwert
limitiert. Um dennoch eine ausreichend hohe Kompressionsstiarke wéahlen zu kon-
nen, wird GIl. bei Bedarf mehrfach hintereinander gelost und jeweils das gerade
erhaltene &+ zur erneuten Berechnung von ® verwendet. Da der Kompressions-
prozess nur auf einer Pseudozeitskala stattfindet, entspricht laut Modellvorstellung
beispielhaft das zehnfache Losen mit kleinem Wert D; dem einmaligem Losen mit
dem zehnfachen Wert Dy = 10- Dy, das jedoch aus Stabilitatsgriinden nicht moglich

ist. Jede Berechnung von ® erfordert dabei eine Rekonstruktion von L.
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Nach Abschluss des Kompressionsschrittes wird mit dem finalen " erneut
L rekonstruiert, um die Krimmung x fiir die Berechnung des Kapillardrucks in der
Kréftebilanz zu erhalten. Hierzu wird zwischen zwei Zellzentren ein linearer Ver-
lauf von L angenommen. Der Ort L = 0 reprasentiert laut Modellvorstellung die
Position der Phasengrenzflache. An dieser Koordinate wird mittles linearer Interpo-
lation die Kriimmung der Grenzfliche aus den anliegenden Zellzentren berechnet.
Der Drucksprung zwischen den beiden Zellzentren ergibt sich dann nach Gl. [3.78]

Apcap = Kinterpol. = O (378)

Ziel ist nach Francois et al. ([84]) die exakt gleiche Behandlung von Kapillardruck
und hydrodynamischem Druck. Letzterer wird nach der Finite-Volumen-Methode
jeweils auf der Zellwand als Gradient in Normalenrichtung bendtigt. Dementspre-
chend wird auch der Kapillardruck als Normalengradient auf der Zellwand nach Gl.
formuliert. Dabei ist exakt die gleiche Diskretisierung zu verwenden, die auch
fiir den hydrodynamischen Druck genutzt wird und demnach auch Korrekturen fiir
nicht orthogonale Zellwénde berticksichtigen muss (in Gl nicht enthalten)

1
Ax

Zu beachten ist an dieser Stelle, dass die lokale Kriimmung x der Grenzfléche nicht
auf die Zellwand interpoliert wird, sondern an die nach L = 0 berechnete Position
der Grenzflache. Die Kopplung aus Kraftebilanz und Kontinuitétsgleichung erfolgt
nach dem von Issa dargestellten PISO-Algorithmus. [104] Hierbei wird zunéchst
durch die Kraftebilanz eine neue Geschwindigkeit @ berechnet. Der hierfiir beno-
tigte vektorielle Druckgradient ﬁp wird aus den negativen Normalengradienten auf
den Zellwénden rekonstruiert, nachdem dort nach GI. der Kapillardruck hinzu-
addiert wurde. Die Stoffwerte berechnen sich nach Gl. 3.80 und Gl. B.&1l

1 + min(1, max(—1,¢))

(3.79)

N face * vPcap = SnGrad(pcap) = Rinterpol. = O

p=p1+(p2—p1)- 9 (3.80)
1 4+ min(1, max(—1,c
n=m-+m—m): ( 5 ( ) (3.81)

Die Begrenzung von ¢ auf Werte zwischen —1 und 1 schliefit dabei die Entstehung
von negativen Werte fiir Dichte und Viskositat grundséatzlich aus. Die neue Ge-
schwindigkeit « erzeugt dabei Fliisse auf den Zellwédnde, welche nach Addition der
Fliisse durch Kapillarkrafte divergenzfrei sein miissen. Um dies zu gewahrleisten
wird eine Laplace-Gleichung fiir den neuen Druck gelost und der jeweilige Fluss auf
jeder Zellwand korrigiert. Werden Kréaftebilanz und die aus der Massenerhaltung
hergeleitete Druckgleichung iterativ im Wechsel gelost, so sinkt der Iterationsfehler
mit jedem Durchlauf nach O(At)PT Wie viele Iterationsschleifen genutzt werden
sollten hangt dabei von der Grofle des erwarteten zeitlichen Diskretisierungsfehlers
ab. [104] Grofle Teile dieses Kopplungsverfahren konnten aus dem numerischen Co-
de von interFoam adaptiert werden. [105] Fiir tatsichlich konvektiv transportierte
Grenzflichen werden in dieser Arbeit stets zwei Korrekturschritte zwischen Kréfte-
bilanz und Kontinuitétsgleichung durchgefiihrt, was pro Zeitschritt dem Losen von

2INach der Berechnung von i ist zwar die Kréftebilanz, aber allgemein nicht die Kontinuitét
erfiillt. Erst die Berechnung eines neuen Drucks mit Korrektur der Fliisse garantiert die Massener-
haltung. Durch den verdnderten Druck ist nun jedoch die Kréftebilanz wieder verletzt.
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drei Laplace-Gleichungen fiir den Druck entspricht. Die Kréaftebilanz wird nach dem
PBiCG-Algorithmus mindestens auf ein Restresiduum von 107¢ geldst, wihrend das
Residuum jeder zu lésenden Druckgleichung mit Hilfe eines GAMG-Algorithmus um
mindestens 3 Groflenordnungen gesenkt wird. Teil der Validierung ist zunéchst die
Betrachtung des Kompressionsterms. Die Diskussion von unterschiedlichen Gleich-
gewichtszustdnden in Abschnitt wirft die Frage auf, in welchem Mafle der Kom-
pressionsterm eine unphysikalische Bewegung der Phasengrenzfliche hervorruft. Da
die urspriingliche Formulierung des Phase-Field-Modells auf der Energieminimie-
rung des Gesamtsystems beruht, ist z.B. ein Quader im urspriinglichen Phase-Field-
Modell allein durch den Diffusionsprozess bereits dazu angetrieben, die Kugelform
anzunehmenﬂ Auch das Phdnomen von schrumpfenden Tropfen und der stattfin-
denden Ubersittigung im Tropfeninneren (¢ > 1) ist literaturbekannt. Das
Schrumpfen eines Tropfens um AR wird begiinstigt, da kleinere Tropfen weniger
ernegieenthaltende Oberfliche besitzen. Limitiert wird das Schrumpfen um AR le-
diglich durch den Energieaufwand zur Ubersittigung/Untersittigung der Bulkpha-
sen um Ac. Der hierfiir notwendige Energieaufwand steigt jedoch nur langsam mit
Ac an, sodass durch das Schrumpfen bis zu einem gewissen Punkt dennoch Ge-
samtenergie freigesetzt wird. Dem Auftreten beider Phinomenen steht gegeniiber,
dass in dieser Arbeit nicht die urspriingliche Phase-Field-Gleichung verwendet wird,
sondern ein modifizierter Laplace-Operator, der lediglich die Kriimmung der Grenz-
flache in Normalenrichtung beriicksichtigt (siehe Gl . Dies unterstreicht die
Notwendigkeit einer gesonderten Betrachtung, welche an der gleichen Tropfenrela-
xation durchgefithrt wird, die in Abschnitt bereits zur Validierung der Code-
parallelisierung diente. Die Simulation des Relaxationsverhaltens wird einmal nach
der hier beschriebenen Methode und einmal lediglich durch den Diffusionsprozess
angetrieben. Die Unterschiede der Grenzflichenpositionen nach 0,01s sind in Ab-
bildung dargestellt. Es ist zu erkennen, dass der Diffusionsprozess des Kom-

Abbildung 3.20: Vergleich der Grenzflichenposition nach 0,01s durch reine Kom-
pression (links) und durch Kompression und gleichzeitige Advektion (rechts).

22Ein Quader besitzt im Vergleich zur Kugel mehr energieenthaltende Oberfliche, sodass die
Gesamtsystemenergie erst bei Erreichen der Kugelform ein lokales Minimum annimmt.
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pressionsterms die geforderten Kontaktwinkel an den anliegenden Wénden bildet
und den scharfen Knick des initialisierten Quadrates nach 0,01 s leicht verrundet.
Die Advektion der Grenzflache durch das entstehende Geschwindigkeitsfeld hingegen
bringt den Tropfen bereits nach kurzer Zeit in seine angestrebte Kugelform. Die in
Abbildung 3.21] dargestellte zeitliche Entwicklung der Grenzflachenposition verdeut-
licht dies noch einmal. Bereits nach einem Hundertstel der Gesamtsimulationszeit
(t = 0,0001s) ruft der advektive Transport gut sichtbare Wellen in der Tropfenkon-
tur hervor, wihrend der Kompressionsterm lediglich die im Gleichgewichtszustand
durch e definierte Dicke der Grenzfliche einstellt. Die Ubersittigung im Tropfen-
inneren ist mit 1,0000309 als Maximalwert im Tropfeninneren und —1,0000971 als
Minimalwert im Tropfenaulenraum vernachlassigbar klein und wird eher auf Dis-
kretisierungsfehler zuriickgefiihrt, da der Effekt der Ubersittigung im Inneren auch
eine globale Untersiattigung mit ¢ > —1 im Auflenbereich herbeifithren wiirde. Dies
wurde jedoch nicht beobachtet. Der in Abbildung durchgefithrte Vergleich der
Grenzflachenpositionen ist soweit rein qualitativ, zeigt jedoch bereits gut, dass die
Position der Phasengrenzfliche fast ausschliefilich durch die Advektion angetrieben
wird und der Kompressionsterm lediglich die lokale Form der Grenzfliche beein-
flusst.

Zur quantitativen Validierung der Genauigkeit der Gesamtmethode werden si-
mulativ bestimmte Druckverluste und Wandfilmdicken einer fliissig-fliissig Pfropfen-
stromung mit experimentell bestimmten Werten aus der Literatur verglichen. Zum
Vergleich der Wandfilmdicken wird die empirische Korrelation nach Eain et al. her-
angezogen, welche in Gl. dargestellt ist. [106]

h 1,34 Ca*?
L T (3.82)
R 1+1,34-(1,6-Ca)

Die Kapillar-Zahl wird hierbei mit der Pfropfengeschwindigkeit 1,y und der Visko-
sitdt der kontinuierlichen Phase gebildet. Die Validierung der Druckverluste erfolgt
mit der Korrelation von Jovanovic et al. nach Gl. Beide Autoren geben einer
relative Genauigkeit von ~10% an.

Ap _ Ndisp = & Ncont (1 - Oé) C 2/3 g

Die hierin enthaltenen geometrischen Parameter werden durch Abbildung[3.22)erlau-
tert. Der Parameter C' beschreibt den Einfluss der Pfropfenkappen auf den Druck-
verlust und variiert bei Jovanovic et al. in Abhéngigkeit des Innendurchmessers,
sodass fiir einen Innendurchmesser von 248 ym ein Wert von 7,16 zu verwenden
ist, wahrend die Druckverluste in Kapillaren mit 498 ym Innendurchmesser durch
C' = 3,48 besser beschrieben werden. [107] Die Wandfilmdicke h zur Berechnung des
Druckverlustes ist durch Messungen, Korrelationen oder aus der Simulation heraus
zu bestimmen. In allen Messungen ist die wassrige Phase die kontinuierliche Phase.
Zur Validierung werden in einem Kapillarauschnitt von 500 pm Lénge bei einem
Kapillarradius von 125 um die Experimente mit Toluol und einem Phasenverhélt-
nis von 1 im Geschwindigkeitsbereich von 0,07 m/s bis 0,12m/s nachgestellt. Die
in der Simulation verwendeten Stoffdaten sind in Tabelle [3.14] aufgelistet. Gewéhlt
wird eine Gitterweite von Az = 0,625 um, was einer Auflosung von 200 Zellen in
radialer Richtung entspricht, und aus Stabilitdtsgriinden eine Zeitschrittweite von
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lc=(1_a)'lu

4

L,

Abbildung 3.22: Definition der relevanten geometrischen Parameter einer Pfropfen-

stromung. Nachgestellt aus [107].

Tabelle 3.14: Stoffwerte des betrachteten Stoffsystems zur Simulation des Druckver-
lustes. Entnommen aus [107].

Komponente ‘ P ‘ n ‘ o
VE-Wasser | 998,2kg/m? | 1,0mPa-s | 0,0371N/m
Toluol 866,7kg/m?3 | 0,59 mPa - s -

At = 7-1078s. Pro Zeitschritt werden 4 Kompressionsschritte der Grenzfliche mit
D = D, durchgefithrt. Gewahlt wird ein mitbewegter Beobachter, wodurch die
auBere Kapillarwand sich mit der Geschwindigkeit wg,,, zur Seite bewegt. Zwischen
Ein- und Auslass des Rechengebietes werden zyklische Randbedingungen angelegt,
wahrend der Druck hingegen mit einem Sprung beaufschlagt wird. Je grofer die
Auslenkung des Pfropfens aus der Gebietsmitte ist, desto grofler wahlt ein program-
mierter PD-Regler den angelegten Drucksprung, bis der Pfropfen schliellich im mit-
bewegten System eine stationédre Position erreicht (P-Anteil). Der D-Anteil wurde
hinzugefiigt, um Oszillationen zu dampfen. Beide Regelkonstanten wurden iterativ
bestimmt. Die Gitterunabhéngigkeit der Losung wird am Beispiel einer Pfropfen-
geschwindigkeit von 0,09 m/s untersucht. Hierfir wird die stationdre Losung des
Rechengitters mit Ax = 0,625 um auf verfeinerte Gitter mit Az = 0,5 pym und
Ax = 0,3125 um interpoliert und erneut bis in den stationdren Zustand gelost. Der
Parameter ¢ wird dabei so angepasst, dass die relative Grenzflichendicke Ax /e kon-
stant bleibt. Uber die direkte Abbildung der Experimente von Jovanovic et al. ([107])
hinaus werden weitere fiktive Konstellationen an Betriebspunkten in einer Kapillare
von 1000 yum Léange bei gleichem Radius von 125 ym durch Permutation der Para-
meter in Tabelle berechnet. Zuletzt werden noch Falle betrachtet, in denen die
Viskositat der dispersen Phase von 0,001 Pa -s bis 0,015 Pa - s variiert wird, wah-
rend die restlichen Parameter mit ug,, = 0,11m/S, peont = paisp = 1000kg/m?,
Neont = 0,001 Pa-s und ¢ = 0,035 N/m konstant bleiben. Fir den Abgleich der
bestimmten Druckverluste sind geometrische Daten nach Abbildung [3.22] aus der
Pfropfenkontur zu extrahieren. Die Pfropfenkontur wird jeweils mit der Stelle L = 0
zwischen zwei Zellen identifiziert. Die Wandfilmdicke h und der Pfropfenradius R4
variieren jedoch iiber die Pfropfenldnge. Als reprasentativ wird die Wandfilmdicke
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Tabelle 3.15: Permutationsparameter zur Validierung der numerischen Methode ge-
gen die empirische Korrelation nach Jovanovic et al. ([107]) in einer Kapillare von
1000 gm Lange und 125 pm Radius.

Uslug Peont = Pdisp | Neont = MNdisp o
0,06m/s 0,10m/s | 1000 kg/m?* | 0,001 Pa-s | 0,015N/m
0,07m/s 0,11m/s 0,002Pa-s | 0,025 N/m
0,08m/s 0,12m/s 0,003Pa-s | 0,035N/m
0,09m/s

auf exakt halber Lénge zwischen vorderer und hinterer Pfropfenkappe angesehen.
Die Lange l; des angenommenen Zylinderkorpers zwischen den Kugelkappen zur
korrekten Anwendung von GI. ergibt sich zu ly = Lguy — 2 - Ryuy. Es wurde
beobachtet, dass bei der gewédhlten Auflésung von Az = 0,625 um in allen Simula-
tionen mit einer Kapillar-Zahl Ca, gebildet mit der Wandgeschwindigkeit und der
Viskositét der kontinuierlichen Phase, von Ca < 1,8-107% der Pfropfen Wandkontakt
ausbildet. Dieses Verhalten ist unphysikalisch, da experimentell bereits Wandfilme
bei kleineren Kapillar-Zahlen nachgewiesen wurden. Dies stellt die erste Giiltig-
keitseinschrankung des numerischen Modells dar. Fiir alle anderen Falle sind die
Paritétsplot der bestimmten Druckverluste und Wandfilmdicken in Abbildung [3.23
dargestellt. Abgesehen von den Simulationen mit Ca < 1,8 - 1072 weichen die si-
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Abbildung 3.23: Paritédtsplot der simulativ bestimmten Druckverluste (links) und
Wandfilmdicken (rechts) mit den empirischen Korrelation nach Jovanovic et al.
([107]) und Eain et al. ([106]): fiktive Konstellationen nach Tabelle [3.15] (blaue Kreu-
ze), weiterfithrende Variation des Viskositdatsverhéltnisses (rote Quadrate), direkte
Nachbildung der Experimente von Jovanovic et al. (([107]), gelbe Kreise), Untersu-
chungen zur Gitterunabhangigkeit (violette Dreiecke).

mulativ bestimmten Wandfilmdicken fiir die Konstellationen nach Tabelle [3.15], die
nachgestellten Félle nach Jovanovic et al. ([107]) und die Untersuchungen zur Git-
terunabhangigkeit im Mittel um 3,6% und maximal um 6,8% von der Korrelation
ab. Bei den Druckverlusten betragen die Abweichungen in den genannten Féllen
im Mittel 8,4% und maximal 12,6%. Zudem stimmt fir die Druckverluste die qua-
litative Richtung der Abweichung in soweit, dass fiir Geschwindigkeiten grofler als
0,06 m/s die Korrelation tendenziell einen zu grofien Druckverlust voraussagt (vgl.
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Abbildung 12 in [107]). Die Ubereinstimmung mit den eigentlich durchgefithrten
Experimenten ist daher sogar besser als mit der Korrelation. Die Variation von
Naisp bei sonst konstanten Parametern zeigt hingegen deutlich groBere Abweichun-
gen. Die Wandfilmdicke sollte unberiihrt von 74, konstant bleiben, wachst jedoch
mit zunehmender Viskositiat an. Auch die Druckverluste, deren Berechnung von den
Wandfilmdicken abhédngt, zeigen markante Abweichungen von der Vorhersage. Der
Grund hierfiir wird in der begrenzten rdumlichen Auflésung gesehen. Betrachtet
man die Zahl an Zellen, welche den Wandfilmbereich auflésen, so sind dies wihrend
der Variation von 74, lediglich fiinf bis sieben Zellen. Im Vergleich dazu nimmt der
Ubergangsbereich, innerhalb dessen die Viskositit den Ubergang von Ndisp UL Neont
vollzieht, einen Bereich in der Groflenordnung von ¢ und damit von ein bis zwei
Zellen ein. Innerhalb des Wandfilmbereichs liegt somit nicht strikt die Viskositét
Neont VOT, sondern zu gewissen Teilen auch eine abweichende Mischviskositat. Dies
fithrt zur Ausbildung eines dickeren Wandfilms. Der Vergleich von Wandfilmdicken
und Druckverlusten validiert somit die numerische Methode bei der gewahlten Auf-
16sung von 200 Zellen in radialer Richtung fiir Kapillar-Zahlen Ca > 1,8 -1072 und
Viskositatsverhaltnisse nahe 1. Kleinere Kapillar-Zahlen und stark unterschiedliche
Viskositaten erfordern hingegen feinere Rechengitter.

3.9 Vergleich der Methode mit dem Standardsol-
ver interFoam

Die in diesem Kapitel entwickelte numerische Methode soll zur Evaluierung der Per-
formance mit dem Standardsolver von OpenFOAM 6 fiir Mehrphasenstromungen
interFoam verglichen werden. Hierbei wird der Faktor der parasitiren Stréomungen
als priméares Vergleichskriterium gesetzt. Mit Hilfe von interFoam wird das Stan-
dardbeispiel berechnet, an dem in Abschnitt auch die parasitaren Stromungen
der entwickelten Methode charakterisiert worden sind 2%l Die Parameter des Solvers
interFoam werden dabei an die von OpenFOAM selbst empfohlenen Einstellungen
fur die Tutorialfdlle capillaryRise und damBreak angelehnt und kénnen in Anhang[D|
eingesehen werden. Variiert werden die Transportgeschwindigkeit Uy und die Kom-
pressionsstarke des Solvers iiber den Wert ¢, durch Parametervariation nach Tabelle
wobei ¢, = 1 die von OpenFOAM empfohlene Einstellung ist. Abbildung

Tabelle 3.16: Satz an Permutationsparametern zur Charakterisierung der parasitédren
Stromungen am konvektiv transportiertem Tropfen im Solver interFoam.

U() ‘ Ca ‘
0,000m/s 0,020m/s | 0,00 0,75
0,0056m/s 0,040m/s | 0,25 1,00
0,010m/s 0,080m/s | 0,50 1,25

23Das Standardbeispiel besteht aus dem Transport einer Tropfens mit 0,7 mm Radius in einer
Kapillare mit 1,6 mm Durchmesser iiber eine Distanz von 1,6 mm mit jeweils variabler Trans-
portgeschwindigkeit Uy bei einer Gitterweite Az = 4 - 10~%m. Die Stoffdaten beider Phasen sind
identisch und betragen p = 1000kg/m?, n = 1mPa -s und o = 20mN/m
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stellt die typischerweise beobachteten Félle dar, die in den 36 Simulationen be-
obachtet wurden. Unterabbildung zeigt die Ausgangsposition der Simulation.

00e+00 0203 04

(a) Ausgangsposition jeder einzelnen Si- (b) Bewegter Tropfen trotz Uy = 0m/s
mulation mit ¢, = 0,25 bei t = 0,325

(c¢) Normaler konvektiver Transport mit (d) Gestorter konvektiver Transport mit
Up = 0,005m/s und ¢, = 1,25 zu der Uy = 0,02m/s und ¢, = 0,5 zu der Zeit
Zeit t = 0,325 t=0,08s

Abbildung 3.24: Beobachtete Falle beim Transport des Tropfen durch eine angeleg-
te Geschwindigkeit Uy bei verschiedenen Kompressionsstarken c, durch den Solver
interFoam.

Unterabbildung[3.24b]stellt einen Fall dar, in dem sich der Tropfen trotz keinerlei an-
liegender Transportgeschwindigkeit Uy bewegt hat. Lediglich bei keiner anliegenden
Transportgeschwindkeit Uy = 0 m/s und gleichzeitig verschwindender Kompressions-
stiarke ¢, = 0 bleibt der Tropfen in Position und die parasitédren Stromungen klingen
kontinuierlich ab. Unterabbildung stellt beispielhaft fiir Uy = 0,005 m/s einen
gelungenen Fall dar, in dem der Tropfen durch die anliegende Transportgeschwin-
digkeit innerhalb von 0,32s die geforderten 1,6 mm weit transportiert wird. Dieser
Fall tritt unabhéangig von Uy erst bei der hochsten betrachteten Kompressionsstér-
ke von ¢, = 1,25 zuverlassig ein. Unterabbildung stellt hingegen einen Fall
mit ¢, = 0,5 dar, in dem der Tropfen durch die Transportgeschwindigkeit Uy be-
wegt, aber durch die auftretenden parasitdaren Stromungen tiber das Ziel von 1,6 mm
hinaus aus dem Rechengebiet heraustransportiert wird.

Zur Quantifizierung der parasitdren Stromungen wird die gleiche Interpretation
von Ugep; wie in Abschnitt angesetzt (vgl. GL . Die Position der Grenzflache
wird hierfiir an der Stelle o = 0, 5 definiert, da a im Bereich zwischen 0 und 1 variiert.
An diese Stelle werden Geschwindigkeitsvektor U und der aus Vo gebildete Nor-
malenvektor 7 der anliegenden Zellen interpoliert. Bereinigt um den Sollanteil der
Geschwindigkeit, welcher €, - Uy betragt, wird der Anteil in direkter Richtung durch
die Grenzflache hindurch ’(ﬁazo,g, — e, - Up) * ﬁa:0,5’ als charakteristische Grofie der
Storstromung Uyep; angesehen. Die Implementierung zur Bestimmung von Upye in
interFoam ist ebenfalls in Anhand [D]einzusehen. Im Folgenden werden die beobach-
teten parasitaren Stromungen in interFoam mit den in Unterabschnitt [3.6.2] erarbei-
teten Ergebnissen verglichen. Hierzu werden sowohl die durchgefiithrten Simulationen
selbst, als auch die daran angepasste Korrelation nach GI. fiir unterschiedliche
Anzahl an Kompressionsschritten herangezogen. Der Vergleich ist in Abbildung|3.25
dargestellt. Lediglich fiir ¢, = 1,25 wurde zuverldssig ein stabiler Transport des
Tropfens beobachtet. Fiir ¢, = 1,00 lagen bereits Stérungen des Tropfentransports
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Abbildung 3.25: Vergleich der parasitaren Stromungen am transportierten Tropfen
bei der Nutzung von interFoam unter Variation von ¢, (rote Kreuze/blaue Dreiecke)
und der in dieser Arbeit entwickelten Methode mit unterschiedlich vielen Kompres-
sionsschritten neem, (schwarze Rauten/griine Kreise).

ahnlich zu Unterabbildung vor, welche nicht eingetragen wurden. Die parasi-
tdren Stromungen von interFoam liegen in den verglichenen Féllen im Bereich von
0,008 m/s—0,021 m/s und besitzen damit die gleiche Groflenordnung wie die angeleg-
ten Transportgeschwindigkeiten Uy oder tibersteigen diese fiir Uy = 0,005 m /s sogar.
Eine grofie Abweichung von der zu erwartenden Position des Tropfens ist dadurch
nicht verwunderlich. Dem gegeniiber erreichen die in der Simulation verzeichneten
Fehlstromungen unter Nutzung der neuen Methodik abhéangig von der betrachteten
Transportgeschwindigkeit Uy maximal 0,30% der Hauptstromung fiir 16 Kompres-
sionsschritte und maximal 0,87% bei einem Kompressionsschritt pro Zeitschritt. Im
Vergleich zu interFoam wird demnach fiir ncom, = 1 eine Verbesserung um einen
Faktor zwischen 57 und 215 erreicht, fiir ncom, = 16 sogar um einen Faktor zwi-
schen 162 und 627. Durch die stark zuriickgedrangten parasitdren Stromungen, ist
eine fehlerhaften Auslenkung der Grenzfliche mit der verbesserten Methode nun
nicht mehr zu erwarten, was fiir eine akkurate und zuverlassige Simulation der Pha-
sentrennung als unerlasslich angesehen wird. Die verbesserte numerische Methode
liefert somit den notwendigen Grundstein fiir die in Abschnitt durchgefiihrten
Simulationen der Phasentrennung.
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Kapitel 4

Untersuchungen zu
Anwendungsgebieten und
Problembereichen

Ziel der vorliegenden Arbeit ist die Charakterisierung eines konkreten Anwendungs-
gebietes fiir die Pfropfenstromung als Extraktionswerkzeug. Hierzu wurde in Kapitel
eine ausfiithrliche Ubersicht zum Stand der Technik erarbeitet, aus der als grof-
tes Problem der zu hohe apparative Aufwand hervorgeht. Dariiber hinaus wurde
herausgearbeitet, dass einige Apparate zur Phasentrennung bereits gut, aber noch
nicht vollstdndig analysiert sind. Beide Problematiken und deren Kopplung wer-
den in diesem Kapitel ndher untersucht. Zur Etablierung der Pfropfenstromung als
Extraktionswerkzeug werden dabei zwei mégliche Szenarien betrachtet.

e Szenario 1: Zum Einen kann die Pfropfenstromung durch Beseitigung ihrer
bisherigen Nachteile fiir herkommliche Extraktionsaufgaben an Attraktivitat
gewinnen. Hierzu sind massive Parallelisierung zur Steigerung des Durchsatzes
und extreme Kostenreduktion fiir die Bereitstellung eines einzelnen Extrakti-
onsstrangs notwendig. Dieser Ansatz wird im Folgenden als erstes Szenario
bezeichnet.

e Szenario 2: Zum Anderen kann die Pfropfenstromung sich bei Extraktionsaus-
gaben beweisen, bei denen bisherige Apparate noch an ihre Grenzen stoflen.
Trotz gangiger Schwierigkeiten in der Anwendung wére die mikroverfahrens-
technische Pfropfenstromung dann trotzdem das Mittel der Wahl. Im Weiteren
wird diese Herangehensweise als das zweite mogliche Szenario bezeichnet.

Die vorgestellten Untersuchungen teilen sich daher in zwei Teilgebiete, welche
beide Szenarien ndher untersuchen. Zunachst wird beziiglich des ersten Szenarios
in Abschnitt an einer Beispielgeometrie numerisch untersucht, welche Faktoren
die bisherigen Phasentrenner trotz Einhaltung der Kréftebilanz nach Gl. versa-
gen lassen. Hierzu wird die in Kapitel [3| entwickelte numerische Methode genutzt,
welche den notwendigen Grundstein fiir die akkurate Modellierung liefert. Auf den
Ergebnissen aufbauend wird in Abschnitt ein Phasentrenner untersucht, der die
zuvor identifizierten Probleme zu umgehen versucht. Dieser soll ohne den Einsatz
von Membranen eine stabile Trennleistung bereitstellen. Sofern bei der Phasentren-
nung auf den Einsatz von Membranseparatoren verzichtet werden kann, reduziert
dies den zu tiberwindenden Druckverlust der Pumpen. Dies ermoglicht den Einsatz

93
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von Forderkonzepten, die nur einen geringen Forderdruck aufbauen kénnen, jedoch
sehr kostengiinstig und einfach anzuwenden sind. Die Grundziige eines solchen For-
derkonzeptes durch Magnetfelder und eine ferrofluidische Pfropfenphase, welches
gleichzeitig auch als Sensorik zur Uberwachung der Stromungsverhéltnisse in den
Kapillaren fungiert, und dadurch weitere Kosten einspart, wird in Abschnitt
vorgestellt. Die vereinfachte Parallelisierung und verbesserte Phasentrennung sollen
die Pfropfenstromung dabei konkurrenzfihig zu bisherigen Extraktionsapparaten
bei gewohnlichen Extraktionsaufgaben machen. Genannte Abschnitte summieren
die Untersuchungen zum ersten Szenario.

Parallel wird die Pfropfenstromung beziiglich des zweiten Szenarios in Anwen-
dungsgebieten naher charakterisiert, die durch bisherige Extraktionsapparate nicht
oder nur unzureichend erschlossen werden kénnen. Die durchgefiihrte Literaturana-
lyse zeigte dabei, dass bisherige Extraktionsapparate bei kleinen Dichtedifferenzen,
groflen Grenzflachenspannungen und stark erhohter Viskositit an ihre Grenzen sto-
Ben. Die kleine Dichtedifferenz erschwert die gravitative Phasentrennung, wahrend
die grofe Grenzflichenspannung zur Bildung sehr grofler und stabiler Tropfen in-
nerhalb von Kolonnen fithrt, wodurch die Austauschflache a.ss sinkt. Eine erhohte
Viskositéit behindert hingegen den gravitativen Gegenstrombetrieb und fiihrt zu ei-
nem frithen Fluten der Kolonne. In Abschnitt wird daher der Stofftransport in
einer Pfropfenstromung bei Anwendung eines hochviskosen Stoffsystems mit gerin-
ger Dichtedifferenz untersucht. Auch fiir diesen Anwendungsfall stehen einer indus-
triellen Umsetzung noch die hohen apparativen Kosten gegeniiber. Hierzu wird in
Abschnitt ein Konzept zur Parallelisierung mehrerer Extraktionsstrédnge bei re-
duzierter Pumpenzahl prasentiert. Der weiterhin gute Stofftransport und die erleich-
terte Parallelisierung machen den Einsatz der Pfropfenstromung fiir ungewo6hnliche
Extraktionsaufgaben attraktiver. Dies summiert die Untersuchungen zum zweiten
Szenario.

4.1 Numerische Untersuchung der Phasentrennung

Fiir eine erfolgreiche Etablierung der Pfropfenstromung als Werkzeug in der Mikro-
extraktion ist eine stabile und schnelle Trennung der Phasen nach Abschluss der
Extraktion notwendig. Ist die Dichtedifferenz fiir eine gravitative Phasentrennung
zu gering, bietet sich in der Mikroverfahrenstechnik eine Trennung iiber die Grenz-
flachenspannung und Benetzbarkeit an Oberflichen an. Wie aus Paragraph
hervorgeht, existieren bereits Apparate, die eine robuste Trennleistung bereitstellen
konnen. Diese arbeiten jedoch mit feinen Membranen oder Porenkédmmen, um einen
groflen Kapillardruck bereitstellen zu konnen. Solche Mafinahmen bringen gleich-
zeitig hohe Druckverluste mit sich, wodurch die Pumpen mehr Leistung benttigen
oder manche Forderkonzepte erst gar nicht anwendbar sind. Die in Kapitel |3| erar-
beitete Methode wird daher genutzt, um den Trennvorgang in einem Phasentrenner
nach Trennprinzip A (vgl. Abbildung nachzubilden und so die experimentell
beobachteten Abweichungen von der Modellvorstellung (Gl. zu erklaren.

Das bisherige Modell sagt eine stabile Phasentrennung voraus, wenn eine Phase
beim Eintritt in den falschen Auslass einen hoheren Kapillardruck Apqp,; zu iiber-
winden hat, als den aktuellen hydrodynamische Druckverlust Appyq,; im eigentlich
vorgesehenen Auslass.

Apcap,i 2 Aphydr,i (41)
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Erfiillen beide Fluide diese Ungleichung, sollte an beiden Ausléssen jeweils nur reines
Fluid vorliegen. Zur numerischen Untersuchung dieser Modellvorstellung wird ein
fiktiver Phasentrenner verwendet, dessen Design auf Ideen von Sauf basiert ([108])
und damit die Umkehrung des koaxialen Pfropfenerzeugers darstellt, den Arsenjuk
et al. bereits numerisch untersuchten ([24]). Die Wahl dieser Geometrie ermdglicht
durch die Rotationssymmetrie numerisch eine pseudo-2D-Modellierung auf einem
wedge-Gitter und ist gleichzeitig reprasentativ fiir alle Phasentrenner des Typs A
nach Abbildung[2.3] Die komplette Geometrie mit Ausschnitt des simulierten Fluid-
gebiets ist in Abbildung [4.1] dargestellt. Genaue Angaben zu den gesetzten Abmes-
sungen sind in Anhang[E] enthalten. Der Radius der Kapillare wird zu R, = 0,8 mm

Auslass Auslass aulden

sl W//////////// i v ll// .

//////////////////
///

Einlass Pfropfenstromung Auslass innen

(a) 3D-Ansicht des fiktiven Phasen- (b) Schnittansicht mit schematisch in rot an-
trenners. gedeutetem Simulationsgebiet.

Auslass aulRen

IRa Auslassinnen gt . g

(¢) In OpenFOAM abgebildeter Ausschnitt der Geometrie mit einlaufendem
Pfropfen (rot) und umgebender kontinuierlicher Phase (blau). Bevorzugt benet-
zende Phase an jeder Wand durch Strichlinien gleicher Farbe angedeutet.

Abbildung 4.1: Dreidimensionale Komplettansicht (a) und zweidimensionale Schnit-
tansicht (b) des simulierten Phasentrennungs mit Visualisierung des simulierten
Fluidgebietes (c).

gewéhlt. In Abschnitt wurde erarbeitet, dass eine rdumliche Auflésung von 200
Zellen in radialer Richtung ausreichend ist, um Pfropfenstromungen mit einem Vis-
kositéitsverhiltnis nahe 1 und einer Kapillar-Zahl Ca > 1,8 - 102 abbilden zu kon-
nen. Dies entspricht einer Gitterweite von Az = 4 - 10~ m. In der Mitte des inneren
Auslasses wurde ein Koaleszenzdorn platziert, auf den die ankommenden Pfropfen
zunéchst auflaufen. Durch den benetzenden Effekt am Dorn bauen die Pfropfen be-
reits frith Kontakt mit der restlichen dispersen Phase auf. Dariiber hinaus erhoht
dies den Kapillardruck, welchen die disperse Phase der einlaufenden Stromung ent-
gegen setzen kann. Der eigentliche Auslauf der Fluide in die freie Umgebung ist im
Simulationsgebiet nicht enthalten. Das Fluidgebiet wird allerdings als ausreichend
angesehen, um die grundsatzlichen Effekte bei der Phasentrennung verfolgen zu kon-
nen. Bei der Deutung der Ergebnisse ist jedoch auf die eigentlich grofiere Lénge der
angeschlossenen Kapillaren zu achten. Gestrichelte Linien deuten in Unterabbildung
die an jeder Wand bevorzugt benetzende Phase an. Im dufleren Auslass weist
die kontinuierliche Phase einen Kontaktwinkel von 40° mit der Wand auf. Im in-
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neren Auslass benetzt stattdessen die disperse Phase das Wandmaterial. Auch hier
wird ein Kontaktwinkel von 40° gesetzt. Diese Zahlenwerte sind fiktiv, aber erlauben
dennoch eine Studie des allgemeinen Trennverhaltens. Die Stoffwerte der simulier-
ten Fluide sind in Tabelle aufgefiihrt. [] Um die Giiltigkeit des bisher geltenden

Tabelle 4.1: Den Simulationen zu Grunde liegende Stoffdaten fiir kontinuierliche
Phase (blau) und disperse Phase (rot), orientiert an Styrol, Wasser und Luft ([109),
[110]).

‘ Fluidphase ‘ Dichte p ‘ Viskositat n ‘ Grenzflachenspannung o ‘
kontinuierlich | 901,6kg/m? | 0,695 mPa - s 32,0mN/m
dispers 996,87 kg/m? | 0,974 mPa - s

Vorhersagemodells zu priifen, miissen Kapillardruck Ap.q,; und hydrodynamischer
Druck Appyar; quantifiziert werden. Die postulierten Gleichungen hierfiir sind in GI.

und GI. [4.3] dargestellt.

o
= ——-cos(0) (4.2)
Regpi

Aphydri = b (w)* - <>\ : l[; + ZC)

2
Pi 2 A;

=5 <Re+BZ)
Dabei gilt R.;f = (R4 — R3)/2 = 0,12mm fiir die disperse Phase, welche einen
Meniskus im &ufleren Auslass ausbildet, und R.;f = (Ry — Ry)/2 = 0,15 mm fir
einen Meniskus kontinuierlicher Phasen, welcher in den inneren Auslass einzudrin-
gen versucht. Gl. [4.3|resultiert aus dem Ansatz eines verlustbehafteten Stromfadens.
[111] Der fir laminare geradlinige Rohrstromungen typischerweise geltende Term
A =64/Re mit Re =2+ Ry - u - p;/n; fithrt auf die Annahme einer Modellierbarkeit
iiber A; und B;. Beide Werte werden jeweils fir den inneren und dufleren Auslass
durch einen Parameterfit bestimmt. Die Parametervariationen zur Verifikation von
GL und Erstellung der Datengrundlage fiir den Parameterfit von GI. sind
in Tabelle aufgefiihrt. Fir die Bestimmung von Ap.,,; werden beide Auslédsse
verschlossen. Es erfolgt keinerlei Einstromung. In einem Auslass wird ein Meniskus
platziert, welcher einen Kapillardruck ausbildet. Die Druckdifferenz zwischen beiden
Ausléssen wird dann als Ape,,,; angesehen. Fiir die Bestimmung von Appyq,; wird
jeweils ein Auslass verschlossen und der andere mit Ausstromung in die freie Umge-
bung gedffnet. Fluid wird durch den Einlass eingeleitet und erfahrt beim Verlassen
durch den einzigen Auslass einen Druckverlust, wihrend das Fluid im verschlosse-
nen Auslass praktisch still steht. Die Geschwindigkeit u wird dabei als parabolisches
Geschwindigkeitsprofil der Form wu(r) = 2 - u - (1 —(r/ R4)2) am Einlass aufgege-
ben. Als zu modellierende Druckdifferenz wird wieder der Unterschied zwischen den
mittleren Druckniveaus beider Auslassoffnungen angesehen.

(4.3)

1Stoffdaten angelehnt an Styrol und Wasser. Keine exakte Ubereinstimmung, da Interpolati-
onsfehler einfliefen und zudem urspriinglich die Systeme Luft/Styrol (o = 32,0mN/m) und Was-
ser/Styrol (o = 35,48 mN/m) bei dennoch konstanter Grenzflichenspannung verglichen werden
sollten.
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Tabelle 4.2: Permutationsparameter zur Validierung von GI. (links) und zur
Erstellung der Datengrundlage fur den Parameterfit (A4;, B;) von GL (rechts).

0 g u Pi i
40° [ 8,0mN/m 0,010m/s 0,015m/s | 600kg/m® | 0,4mPa-s
50° | 20,0mN/m 0,020m/s 0,025m/s | 800kg/m?® | 0,7mPa-s
60° | 32,0mN/m 0,030m/s 0,035m/s | 1000kg/m? | 1,0mPa -s
70° | 44,0mN/m 0,040m/s 0,045m/s
0,050m/s 0,055m/s
0,060 m /s

Abbildung und zeigen die gute Ubereinstimmung der postulierten Kor-
relationen mit den Simulationsergebnissen. Die Modellierung von Apeq,; wird of-

300
— 2507
M
a,
g 200
E
£ 150
=
a
%100
o)
<] + Meniskus aulerer Auslass
30| X Meniskus innerer Auslass
— Paritatslinie
0 1 1 | 1 | ]
0 50 100 150 200 250 300
Ap [Pa]

cap, Korrelation

Abbildung 4.2: Paritétsplot zur Beschreibung von Ap,,, nach Gl. .

fensichtlich nur wenig dadurch beeinflusst, dass eine durch Rotationssymmetrie her-
vorgerufene Kriimmung der Grenzfliche in die zweite Raumrichtung bei der Be-
schreibung durch Gl. [.2] vernachléssigt wurde. Die Korrelation weicht im Mittel um
0,16% und maximal um 0,47% von den Simulationsergebnissen ab. Bei der Mo-
dellierung von Apy,q, ergeben sich fiir eine Durchstromung des daufleren Auslasses
Konstanten von A = 6966,28 und B = 7,41. Ein Durchfluss durch den inneren
Auslass benotigt Konstanten von A = 9471,33 und B = 30, 11 zur Beschreibung.
Die Korrelation fiir Appyq, weicht von den Simulationsergebnissen dabei im Mittel
um 0,04% und maximal um 0,20% ab. Die Reynolds-Zahl variiert im betrachteten
Parameterbereich zwischen 9,6 und 240. Tragheitsdruckverluste sind daher bereits
nicht mehr zu vernachléssigen. Dies zeigt sich auch darin, dass die jeweiligen Werte
von B, welche im Stromfaden unter Anderen die Umlenkungdruckverluste durch Y ¢
beschreiben, nicht verschwinden. Eine derartige Berticksichtigung wurde in bisheri-
gen Literaturstellen noch nicht vorgefunden, was bereits die ersten Abweichungen
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Abbildung 4.3: Paritatsplot zur Beschreibung von Apy,q, nach Gl. .

A I:)hydr, Korrelation

von theoretischen Modellvorhersagen und experimentellen Befunden erklart. Wer-
den nur viskose Druckverluste berticksichtigt, so reicht nach Vorhersage ein kleiner
Kapillardruck aus, der in Realitdt jedoch keine vollstandige Trennung garantieren
kann und daher zu Verunreinigungen in den Auslassen fiihrt.

Fiir die eigentliche Simulation der Phasentrennung wird zunéchst die Stromung
der kontinuierlichen Phase bei verschlossenem innerem Auslass initialisiert. Nach
einer fallspezifischen Einlaufzeit wird der innere Auslass geotffnet und mit disperser
Phase gefiillt. Im ersten Zeitschritt wird der Pfropfen kurz hinter der Einlasséffnung
als Zylinderkorper mit aufgesetzten Kugelkappen initialisiert. Die Lange des Zy-
linderkorpers wird dquivalent zum Kapillardurchmesser Ry = 0,8 mm gewahlt. Um
direkt eine Stromung mit Wandfilm zu initialisieren, werden die Radien des Zylinder-
kérpers und der Kugelkappen leicht kleiner zu Rg,,y = 0,79 mm gesetzt. Im Bereich
0,45m/s < u < 0,60m/s als Einlassgeschwindigkeit wird die Phasentrennung mit
Stoffdaten nach Tabelle simuliert. Laut Modellvorhersage ist eine saubere Tren-
nung bis einschlieBlich u = 0,55m/s zu erwarten. Abbildung visualisiert den si-
mulierten zeitlichen Verlauf. Zunéchst zeigen die Ergebnisse, dass die Trennung nicht
sauber verlauft, obwohl der Kapillardruck Ap.,, im auBeren Auslass groBer ist als
der hydrodynamische Druckverlust Apy,q-. Dies legt nahe, dass in der Modellvorstel-
lung noch nicht alle zu berticksichtigen Effekte enthalten sind. Da die Korrelationen
fir Apeep und Appye- mit der gleichen numerischen Methode und identischem Re-
chengitter erstellt wurden, wie die Simulation der Trennung selbst, deutet dies nicht
auf einen rdumlichen Diskretisierungs- oder Implementierungsfehler hin, sondern
auf einen methodischen Unterschied. Wéahrend die Simulationen zur Verifizierung
von GI. und Gl. in einen stationaren Endzustand miindeten, ist die Tren-
nung selbst stets transient. Aus den Ergebnissen der Variationsstudie nach Tabelle
[3.10] geht jedoch hervor, dass zeitliche Diskretisierungfehler bis zu einer Courant-
Zahl von 0,04 durch das verwendete Runge-Kutta-Verfahren vernachléssigbar klein
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Abbildung 4.4: Zeitlicher Verlauf der simulierten unsauberen Phasentrennung fiir
die Werte u = 0,55 m/s und ¢ = 32mN/m in den ersten 150 ms.

sind. Die Trennungen selber wurden mit einer adaptiven Zeitschrittweitensteuerung
durchgefiihrt, die aus Stabilitatsgriinden der Kompression (Gl die maximale
Zeitschrittweite auf 1 - 107%s limitiert und bei besonders schnellen Bewegungen der
Grenzflache die Courant-Zahl auf 0, 15 begrenzt. Von einer Beeinflussung der Ergeb-
nisse durch zeitliche Diskretisierungsfehler wird daher ebenfalls nicht ausgegangen.
Dementsprechend sind Modellierungsfehler zu betrachten, die ausschliellich in tran-
sienten Féllen auftreten. In der Praxis konnen sowohl der dynamische Kontaktwinkel
04yn als auch Beschleunigungsdruckverluste in den Ausléssen die Giiltigkeit der Un-
gleichung beeinflussen. Die Simulationen wurden hingegen mit einem statischen
Kontaktwinkel durchgefiihrt. Dennoch wurde eine unsaubere Trennung beobachtet,
weshalb den Beschleunigungsdruckverlusten in der Praxis mindestens ein Teileffekt
zugeschrieben werden muss. Daher werden die Beschleunigungsdruckverluste in der
Formulierung des Stromfadens genauer betrachtet, welcher Grundlage der Korrela-

tion [4.3]ist. Die allgemeine Form ist in GIl. dargestellt. [111]

L 2 Ou
p1+§~u12=p2+§~u22+g-urefg'(/\'5+ZC>+/1 prgds (44

Die Beschleunigungsverluste treten dadurch auf, dass bei Phasentrennern nach dem
Trennprinzip A (vgl. Abbildung die Pfropfen den weiteren Abfluss der kon-
tinuierlichen Phase blockieren. Trifft ein Pfropfen auf den Auslass der dispersen
Phase, so muss die Geschwindigkeit im Auslass der kontinuierlichen Phase abrupt
zum Stehen kommen. Das Fluid im dispersen Auslass muss hingegen beschleunigt
werden. Ist der Pfropfen komplett abgeflossen, kehrt sich die Situation um und das
Segment kontinuierlicher Phase folgt. Die durch den Pfropfen hervorgerufene Ge-
schwindigkeit im Auslass der dispersen Phase muss nun schnellstméglich abgebaut
werden, wihrend das Fluid im Auslass der kontinuierlichen Phase beschleunigt wer-
den muss. Dieser Effekt wird umso stérker, je weniger Zeit fiir die Beschleunigung
zur Verfiigung steht und je grofler die notwendige Abflussgeschwindigkeit ist. Beide
Effekte skalieren demnach mit der Einlassgeschwindigkeit u, weshalb zur genaue-
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ren Untersuchung in weiteren Simulationen u variiert und iterativ die notwendige
Grenzflichenspannung o bestimmt wird, welche gerade noch ein saubere Trennung
garantieren kann. Der auftretende instationdre Druckverlust Ap;,. ist dabei nur auf
ein Intervall bestimmbar, welches durch die kleinste Grenzflachenspannung mit sau-
berer Trennung und die grofite Grenzflachenspannung mit unsauberer Trennung be-
stimmt wird. Abbildung zeigt den tatsachlich notwendigen Kapillardruck Ape,,
als Mittelwert der bestimmten Intervallgrenzen im Vergleich mit dem zu erwar-
tetem Wert nach GL. . Fir u = 0,04m/s konnte kein Versagen der Trennung

300 30
‘ X obere Grenze Ap;,q
250 - - 25 untere Grenze Apjs X
__.200¢ = —. 20 X
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Abbildung 4.5: Vergleich aus notwendigem und erwartetem Kapillardruck fiir eine
saubere Phasentrennung mit Intervallgrenzen als Fehlerbalken (links). Resultieren-
der zusétzlicher Druckverlust durch instationare Effekte (rechts).

unter gleichzeitiger Einhaltung von Gl. [4.T] beobachtet werden. Die durchgefiihrten
Simulationen beschreiben lediglich das Eintreten eines einzelnen Pfropfens in den
Trennbereich. Das Nachfolgen weiterer Pfropfen kann eine saubere Trennung jedoch
sowohl beglinstigen, wie auch erschweren. Folgt sehr rasch auf den ersten Pfrop-
fen ein zweiter, so kann es je nach Gestaltung des Trennraums zu einer Koaleszenz
der Pfropfen kommen. Dies ermoglicht einen kontinuierlichen Abfluss der dispersen
Phase ohne Geschwindigkeitsénderungen im zugehorigen Auslass. Dies wiirde den
Betrag von Ap;,s senken. Anhand von Abbildung [4.6| zeigen die Simulationen je-
doch auch, dass ein nachfolgender Pfropfen die Anforderungen an den Kapillardruck
weiter steigern kann. Die disperse Phase im inneren Auslass ist erst nach ¢ = 0,11s
wieder an ihre urspriingliche Position zuriickgekehrt. Tritt zuvor im Zeitfenster zwi-
schen t = 0,09s und ¢ = 0,11 s ein zweiter Pfropfen in den Trennbereich ein, so kann
dies zu Einschliissen an kontinuierlicher Phase im inneren Auslass fithren. Das star-
ke Zuriickweichen der dispersen Phase kann nur durch einen hoheren Kapillardruck
ausgeglichen werden. Instationare Effekte treten demnach in beiden Auslassen auf
und kommen nicht nur im aufleren Auslass zum Tragen. Dies bestéatigt auf theore-
tischer Ebene die Beobachtung von Gaakeer et al., die einen ungefdhr 30% hoheren
Kapillardruck fordern musste, um eine sauber Trennung garantieren zu kénnen. [34]
Ist die Trennung erst einmal nicht sauber erfolgt, und befinden sich Verunreinigun-
gen in den Ausléssen, steigert dies den hydrodynamischen Druckverlust weiter. Eine
Riickkehr in den Zustand einer sauberen Trennung ist dann sehr unwahrscheinlich,
was die saubere Phasentrennung, je nach Sicherheitsaufschlag auf den Kapillardruck,
zu einem metastabilen Betriebszustand macht.

Mit Hilfe der erarbeiteten numerischen Methode konnte in einer fiktiven Trenn-
geometrie gezeigt werden, dass neben den viskosen auch tragheitsbestimmte und
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Abbildung 4.6: Zeitlicher Verlauf der simulierten sauberen Phasentrennung fiir die
Werte u = 0,55m/s und o = 35mN/m in den ersten 150 ms.

instationdre Druckverluste bei der Auslegung des notwendigen Kapillardrucks in
Phasentrennern des Trennprinzips A (vgl. Abbildung berticksichtigt werden
missen. Die Simulationen bilden damit das in Experimenten beobachtete Verhalten
gut ab, dass aktuelle Vorhersagemodelle nur fiir kleine Volumenstrome gut anwend-
bar sind, bei denen Tragheitseffekte vernachlassigbar klein sind. Die Aussagen der
Simulationen sind vor dem Hintergrund zu bewerten, dass nur eine begrenzte Lan-
ge des Auslassbereichs im Simulationsgebiet enthalten ist. Die instationdren Terme
des modellierten Stromfadens zeigen allerdings, dass viskose und trégheitsbestimmte
Druckverluste gleichermafien mit der Lange der Auslassleitungen skalieren und die
Aussagekraft der Simulationen in Bezug auf die Praxis daher unberiihrt bleibt. Eine
genaue Modellierung des notwendigen Aufschlags wurde nicht erzielt. Praxisrelevant
ist hingegen die Annahme einer Rotationssymmetrie. Die untersuchte Trennergeo-
metrie wird in der dargestellten Weise nur schwer zu fertigen sein und wiirde durch
Toleranzen keine perfekte Symmetrie aufweisen. Dies macht den wirkenden Kapillar-
druck ebenfalls unsymmetrisch. Das Auftreten instationarer Effekt im rotationssym-
metrischen Fall lasst jedoch klar darauf schlieffen, dass auch im unsymmetrischen
Fall ein nennenswerter Einfluss zu beobachten sein wird. Dreidimensionale Berech-
nungen der Phasentrennung zur Stiitzung dieser Schlussfolgerung sind durch die
notwendige Rechenleistung bedingt in absehbarer Zeit jedoch nicht zu realisieren.
Die gewonnenen Erkenntnisse erméglichen damit nun die Konstruktion und Aus-
wahl von Trennapparaten, welche besser durch das einfache Vorhersagemodel nach
GI. 2.61zu beschreiben sind. In der Praxis konnen die beobachteten Effekte minimiert
werden, wenn die Segmente kontinuierlicher Phase, wie auch die Pfropfen selbst, im
Trennraum die Gelegenheit zur Koaleszenz erhalten und somit eine konstante Ab-
flussgeschwindigkeit in den Ausléssen erméglicht wird. Dies vermeidet unnétige Be-
schleunigungen der Fluide. Porenkdmme mit seitlichem Abzug der kontinuierlichen
Phase ermoglichen dies konstruktiv. Auch die Umwandlung der Pfropfenstromung
in eine Parallelstromung ertffnet die Moglichkeit der vorzeitigen Pfropfenkoaleszenz
und meidet dabei gleichzeitig kleine Durchtrittséffnungen mit hohem hydrodyna-
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mischen Druckverlusten. Die Phasentrennung durch Umwandlung in eine Parallel-
stromung wird auf den gewonnen Erkenntnissen aufbauend daher in Abschnitt
genauer untersucht.

4.2 Phasentrennung durch Umwandlung in Paral-
lelstromung

Aus Abschnitt geht hervor, dass die Phasentrennung bei hohen Geschwindig-
keiten nicht nur durch viskose und Grenzflachenkrafte, sondern auch durch Trag-
heitskréfte beeinflusst wird. Die saubere Phasentrennung in Apparaten des Typs A
(vgl. Abbildung kann dann ohne iiberméafligen Kapillardruck nicht erzielt wer-
den. Hohere Kapillardriicke erbringen z.B. Porenkdmme und Membranseparatoren,
benotigen hierzu jedoch kleine Spalte und Poren. Dies ist besonders bei viskoseren
Medien unerwiinscht und erzeugt unnétige Druckverluste. Der Einsatz von Suspen-
sionen entféllt wegen der Verblockungsgefahr ebenfalls weitgehend. Um das stete
Beschleunigen und Abbremsen der Fluide in den Ausldssen der Phasentrenner zu
vermeiden, sollte ein Apparat zur Phasentrennung verwendet werden, der den Pfrop-
fen vor Eintritt in die peripheren Leitungen eine Koaleszenz ermoglicht. Gleiches ist
fir die Fluidbereiche an kontinuierlicher Phase zwischen den Pfropfen anzustre-
ben. Als vielversprechendes Konzept, welches auf die unerwiinschten kleinen Poren
und Spalte verzichtet, wird hierfiir die Umwandlung der Pfropfenstromung in eine
Parallelstromung in Betracht gezogen. Beide Phasen kénnen daraufhin als konti-
nuierliche Strome abgezogen werden, was die instationdren Trégheitsdruckverluste
auf den Raum der Trennkammer begrenzt. Der Verzicht auf die Anwendung von
Membranen fiir die Phasentrennung vermeidet dabei auf der einen Seite die Gefahr
von Verstopfungen bei der Nutzung von Suspensionen und reduziert auf der anderen
Seite den zu iiberwindenden Druckverlust wiahrend der Phasentrennung. Dies macht
neuartige Forderkonzepte attraktiver, die zwar kostengiinstig sind, jedoch nur einen
geringen Forderdruck aufbauen kénnen (siehe Abschnitt . Ein im Rahmen dieser
Arbeit konstruierter Phasentrenner zur Aufreinigung einer Wasser-Heptan Pfropfen-
stromung wird hierzu in Unterabschnitt untersucht. Zur Aufkldrung der dabei
herausgearbeiteten Fragen wird in Unterabschnitt die allgemeine Stabilitat von
Parallelstromungen in oberflichenmodifizierten Rechteckkanalen betrachtet.

4.2.1 Auftrennung einer Wasser-Heptan Pfropfenstromung

Ziel dieses Abschnittes ist die Konstruktion und experimentelle Vermessung eines
Phasentrenners fiir die stabile Aufreinigung einer Wasser-Heptan Pfropfenstromung.
Im Besonderen sollen aus den Eigenschaften des Stoffsystems und dem Volumen-
stromverhéltnis ® passende Kriterien zur Konstruktion des Trennapparates herge-
leitet und verifiziert werden. Zhao et al. zeigten experimentell bereits, dass Oberfla-
chenmodifikationen der verwendeten Materialien eine Parallelstromung begtinstigen
konnen. |112] Alternativ konnen direkt Materialien mit stark unterschiedlichen Be-
netzungseingenschaften gewahlt werden. Fiir die Aufreinigung einer Wasser-Heptan
Pfropfenstromung wird daher ein Phasentrenner angefertigt, der als hydrophiles Ma-
terial Aluminium und als hydrophobes Material PTFE verwendet. Das Prinzip und
die Realisierung sind in Abbildung [4.7] dargestellt. Die Abmessungen der Kanéle be-
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Abbildung 4.7: Prinzipskizze (links) und Darstellung des gefertigten Phasentrenners
(rechts) fur die Aufreinigung einer Wasser-Heptan Pfropfenstromung mit angedeu-
teter Tiefe H und Breite B der eingefrasten Kanale.

tragen fiir beide Teilhélften jeweils 1,1 mm fiir die Tiefe H und 1,6 mm fiir die Breite
B des Kanals. Bei der Verschraubung der Hélften kann im Zwischenraum zusétz-
lich ein Netzgewebe eingesetzt werden, das die Trennwirkung bei Bedarf verbessern
soll. Neben dem Einfluss des verwendeten Netzgewebes kann durch die Konstruk-
tion zudem untersucht werden, durch welchen Einlass die Pfropfenstromung idea-
lerweise zugefithrt werden sollte. Der andere Einlass wird jeweils verschlossen. Die
Benetzungseigenschaften bedingen, dass sich die wassrige Phase bevorzugt in der
Aluminiumseite des Kanals ansammelt, wahrend die Organik bevorzugt eine An-
sammlung in der Kanalhéalfte aus PTFE bildet. Allgemein wird durch die Geome-
trie und die Wahl des Stoffsystems der optimale Betriebspunkt des Phasentrenners
definiert, den es zu berechnen gilt. Zunéichst wird dieser bestimmt, wenn im Ap-
parat ein Siebgewebe eingesetzt ist. Allgemein anerkannt ist die Annahme, dass 1n
einer eingelaufenen Parallelstromung in beiden Phasen der gleiche Druckverlust

in Stromungsrichtung vorherrscht. Zur Bestimmung der Stromungsfelder in belden
Kanalhélften kann aus der Navier-Stokes-Gleichung unter Annahme einer eingelau-
fenen stationdren Stréomung in z-Richtung die Poisson-Gleichung (Gl. fir die
Geschwindigkeitskomponente u, abgeleitet werden.

1 ap

— =A 4.
n 0z U (4.5)

Wird das Koordinatensystem symmetrisch in die Mitte des betrachteten Rechteck-
gebietes der Breite B und Hohe H gelegt, so ist unter Setzen von Haftbedingungen
an den Réndern (u.(z,y = £H/2) = 0 und u,(z = £B/2,y) = 0) und Verwendung
der Konstanten ay und Cj aus Gl. [4.7 und GL eine partikuldre Losung durch
Gl gegeben.

1 o [, B &
Us part. = 2 92 <x ~ ;;) ay, - cos (Cy, - ) - cosh (C, - y))) (4.6)
-8 (-1)"
o = 4.7
’ cosh(Ck-%>-B-Ck3 (4.7)
Ch = m-(1+2-k) (4.8)

B
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Da am Siebgewebe nach Ausbildung der Parallelstromung auch Haftbedingung vor-
liegt, kann der Gesamtkanal in zwei unabhéngige Untergebiete aufgespalten werden.
Ist die Phasentrennung erfolgreich, so stromt Wasser nur in der Kanalhalfte aus Alu-
minium und Organik stets auf der Seite aus PTFE. Durch die gleichen geometrischen
Abmessungen der Kanalhélften unterscheiden sich die Stromungsprofile dann ledig-
lich im Wert der Viskositdt 7. Die Volumenstrome, welche jeweils durch die obere
und untere Kanalhélfte stromen, stehen bei identischem Druckverlust % beider Pha-
sen also im Verh&ltnis 1y, /7ory. zueinander, was das erste Betriebsfenster definiert.
Die Geometrie des Apparates bestimmt demnach das mogliche Betriebsfenster, be-
ziehungsweise ist der Trennapparat nach dem Stoffsystem und dem angestrebten
Phasenverhéltnis zu konstruieren.

Ist im Apparat kein Siebgewebe eingebracht, ist die Berechnung des gekoppelten
Stromungsprofils im Kanal komplexer. Grundlegend ist der Druckverlust einer Phase
von dem Volumenstrom V;, der Viskositét n; und der durchstréomten Querschnitts-
flache abhéangig. Bei eingesetztem Siebgewebe definieren die Tiefe H und Breite B
(vgl. Abbildung eindeutig den Volumenanteil der jeweiligen Phasen. Ohne Netz-
gewebe kann die Phasengrenzfliche jedoch durch ihre Form und Position die von
jeder Phase durchstromte Querschnittsflache und damit auch die Druckverluste be-
einflussen. Idealerweise ist die hydrophile Kanalhélfte komplett mit Wasser gefiillt,
wahrend die hydrophobe Kanalhalfte ausschlieSlich Organik enthélt. Die Grenzflache
ist demnach eben und trifft dort auf die Kanalwénde, wo auch die Benetzungseigen-
schaften wechseln, also auf der Héhe y = 0. Der Kapillardruck hat dann bei Wélbung
einer Phase in die gegeniiberliegende Kanalhélfte einen stabilisierenden Effekt, da
der Kapillardruck eine Riickstellkraft erzeugt, welche die Grenzfliche wieder in die
urspringliche Position driicken sollte. Bei der Berechnung des Stromungsprofils kann
an der Beriihrstelle der Fluide die Geschwindigkeit jedoch nicht zu 0 gesetzt wer-
den, wie es am Siebgewebe der Fall ist. Stattdessen miissen das Stréomungsprofil der
wassrigen Phase u; und der organischen Phase s an der Grenzfliche GI. und
GL erfiillen, wobei 7 den Normalenvektor der Grenzflache bezeichnet.

i = i, (4.9)
iy il
¢ — ¢ — 4.].
M or TR an (4.10)

Hierftr sind der partikularen Losung (Gl. homogene Losungsterme hinzuzufi-
gen, um die Randbedingung an der Grenzflache erfiillen zu kénnen. Die notwendigen
Terme sind fiir das obere Teilgebiet (y > 0) durch GI. und fiir das untere Teil-

gebiet (y < 0) durch Gl gegeben.

Uz hom1 = i (ﬁk - cos (Cy - ) - sinh (C’k . (Z — y>>> (4.11)

k=0

Uz hom,2 = Z <% - cos (Cf, - ) - sinh <Ck . <}21 + y)>> (4.12)

k=0
Zur Handhabung der Losung werden bei allen unendlichen Reihen nur die Terme
bis £k = 10 verwendet. Zunéchst wird der diskutierte optimale Betriebspunkt mit
ebener Grenzfliche und komplett einphasig gefiillten Kanalhélften angesetzt. Die
Symmetrie der beiden Losungen bzgl. der Variable x wird genutzt, indem fir 11
dquidistant verteilte Werte z € [0; B/2] die Abgleichbedingungen aus [4.9| und
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formuliert werden, was auf ein Gleichungssystem zur Bestimmung der insgesamt 22
Werte fiir £ und ~; fithrt. Zwischen den gewahlten Stiitzstellen werden die gefor-
derten Abgleichbedingungen nicht analytisch erfillt, die Abweichungen sind jedoch
klein, wie Abbildung [4.14] zeigt, und werden umso geringer, je mehr weitere Terme
mit k£ > 10 und je mehr Stiitzstellen in x-Richtung hinzugenommen werden. Die so
berechneten Stromungsprofile bei vorgegebenen Druckverlust % bestimmen nun den
in jeder Kanalhalfte vorliegenden Volumenstrom V; und dadurch das anzustrebende
Phasenverhéltnis & = V},Tg, / Vaq. der eintretenden Pfropfenstromung am optima-
len Betriebspunkt. Fiir die Experimente ohne Netz wird ein Phasenverhéltnis von
® ~ 2/1 festgesetzt, wihrend die Experimente mit eingesetztem Netzgewebe jeweils
bei einem Phasenverhéltnis von ® ~ 7/3 durchgefithrt werden. Dies wird als ausrei-
chende Néherung an die berechneten optimalen Verhéltnisse angesehen, die wegen
Temperatureinflisssen auf die Viskositiat und vor allem durch Fertigungstoleranzen
bzgl. der Geometrie bedingt auch nicht als fehlerfrei angesehen werden koénnen.

Zur Uberpriifung der hergeleiteten Konstruktionskriterien werden die berech-
neten Volumenstrome mit Hilfe von Spritzenpumpen einem Y-Mischer zugefiihrt,
woraufhin die erzeugte Pfropfenstromung durch einen der beiden Einléasse (vgl. Ab-
bildung in den Trennapparat eintritt. Die austretenden Strome werden jeweils
durch ein einstellbares Nadelventil gedrosselt und aufgefangen, um abschlielend in
einem Messzylinder den Volumenanteil der erwiinschten Phase zu bestimmen, wel-
cher als Maf fiir die Trennleistung verwendet wird. Die Nadelventile dienen lediglich
dem Ausgleich von unterschiedlichen Druckverlusten in den Austrittskapillaren von
0,8 mm Innendurchmesser hinter dem Trennraum und werden handisch und iterativ
auf eine moglichst saubere Trennleistung eingestellt. In einer ersten Versuchsreihe
wird bei einem Gesamtvolumenstrom von 1 ml/min die Einlassseite der Pfropfenstro-
mung (PTFE-Seite/Aluminiumseite) mit dem verwendetem Netzmaterial (Stahlnetz
25 ym Maschenweite/FEP-Netz 70 pm Maschenweite/kein Netz) permutiert. Eine
zweite Versuchsreiche wird mit einem Gesamtvolumenstrom von 4 ml/min durchge-
fithrt. In beiden Versuchsreihen wird jeweils ein Gesamtvolumen von 24 ml gefordert.
Die Reproduzierbarkeit wird stets durch einen Wiederholungsversuch tuberpriift. Die
erzielten Reinheiten der Phasen sind in Abbildung dargestellt. Gemein ist allen
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Abbildung 4.8: Erzielte Reinheiten von wéssriger und organischer Phase bei einem
Gesamtvolumenstrom von 1 ml/min (links) und 4 ml/min (rechts) unter Permutation
von verwendeter Einlassseite und Netzmaterial.
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Versuchen, dass in keiner Konfiguration beide Phasen komplett rein erhalten werden
konnten. Die erzielten Reinheiten unterscheiden sich nicht signifikant. Das FEP-Netz
erzielt jedoch tendenziell schlechtere Ergebnisse. Fiir den Zufluss der Stromung soll-
te préiferiert die Aluminiumseite genutzt werden, obwohl auch hier der Unterschied
zu den anderen Konfigurationen nicht sonderlich grof} ist. Im Idealfall sollte fiir eine
erfolgreiche Trennung kein Netzmaterial notwendig sein.

Genauer untersucht und weiterhin verglichen werden daher die beste Konfigura-
tion ohne Netzmaterial (ohne Netz, Zuflussseite Aluminium) mit der besten Konfigu-
ration mit Netzmaterial (Stahlnetz, Zuflussseite Aluminium). Die Ergebnisse dieser
Versuchsreihe sind in Abbildung dargestellt. Jeder Versuch wird durch zwei Wie-
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Abbildung 4.9: Erzielte Reinheiten von wéssriger und organischer Phase bei einem
Gesamtvolumenstrom von 1 ml/min bis 4 ml/min beim Zufluss auf der Aluminium-
seite mit und ohne eingesetztem Stahlnetz.

derholungsversuche in seiner Reproduzierbarkeit tiberpriift. Tendenziell erreicht die
Konfiguration mit Netzgewebe wieder bessere Reinheiten, doch erneut kann trotz
angepasster Phasenverhéltnisse und optimalem Betriebsfenster in keinem Versuch
eine vollstandige Reinheit beider Phasen erreicht werden. Dies wirft die Frage auf,
warum der Kapillardruck nicht ausreichend ist, um die Reinheit beider Phasen zu
garantieren. Auffillig in den Experimenten ist, dass es grofle Zeitrdume gibt, in
denen die Trennung einwandfrei funktioniert, dann jedoch immer wieder einzelne
Verunreinigungen in den Auslasskapillaren entstehen. Neben experimentellen Feh-
lerquellen, wie z.B. nicht konstant fordernden Pumpen, nicht optimal eingestellten
Nadelventilen oder zu groflen Fertigungstoleranzen der gefrédsten Kanéle, konnen
jedoch auch andere Griinde fiir die Verunreinigungen verantwortlich sein. Da der
Phasentrenner optisch nicht einsehbar ist, wird im folgenden Abschnitt in ei-
nem visuell zugénglichen Kanal die prinzipielle Stabilitat einer Parallelstromung in
Rechteckkanélen mit modifizierten Oberflichen untersucht.
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4.2.2 Stabilitat einer Parallelstromung in modifizierten Recht-
eckkanilen

Fir die Erklarung der in Unterabschnitt beobachteten Verunreinigungen wird
die allgemein Stabilitit einer Parallelstromung in Rechteckkanélen in Frage gestellt.
Die in der Literatur vorzufindenden Beschreibungen von Parallelstromungen bezie-
hen sich stets auf sehr flache bzw. schmale Kanéle mit einer Spaltbreite von maximal
400 pum ([39), [38], [32], [112]), wohingegen der untersuchte Phasentrenner zur Redu-
zierung des auftretenden Druckverlustes Abmessungen von 1,6 mm - 2,2 mm besitzt.
Zur Beurteilung der Stabilitét einer Parallelstromung wird ein Rechteckkanal kon-
struiert, in dem die Stromung optisch erfasst werden kann, der aber zudem in seiner
Geometrie variabel ist, um den Einfluss der verschiedenen Abmessungen studieren
zu konnen. Die gefertigten Bauteile, sowie der zusammengesetzte Gesamtkanal sind

in Abbildung dargestellt. Die in Ausschnitt abgebildeten Bauteile dienen

(a) Metallplatte zur Definition der Ka-  (b) Blocke mit Noppen definierter Ho-
nalbreite fiir eine Kanalhélfte und Sei- he zur einfachen Montage von jeweils
tenwéinde aus PC bzw. PMMA. einer Kanalhélfte.

(¢) Zusammengesetzter Gesamtkanal (d) Auslassoffnung des Kanals in die
aus je zwei Kanalhélften. freie Umgebung.

Abbildung 4.10: Konstruierte Bauteile und Montagehilfen zur Erstellung eines trans-
parenten Rechteckkanals variabler Geometrie.

der Konstruktion jeweils einer Kanalhélfte. Um die Montage zu vereinfachen werden
Noppenblocke verwendet, die in Ausschnitt dargestellt sind. Die Noppen selber
bilden effektiv das Negativ der zu konstruierenden Kanalgeometrie, wenn die Seiten-
wande des Kanals seitlich und die Metallplatte von oben an die Noppen angelegt wer-
den. Durch Noppen verschiedener Hohe und Metallplatten unterschiedlicher Dicke
konnen so reproduzierbar beliebige Kanalgeometrien definiert werden. Im Anschluss
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fixieren Spannklemmen die Bauteile. Weitere Klemmen fiigen den Gesamtkanal aus
oberer und unterer Hélfte zusammen (Ausschnitt [4.10d). Um fiir die Stabilitit der
Stromung einen unterstiitzenden Effekt durch den Kapillardruck zu erzielen, sollen
die Wande einer Kanalhélfte hydrophil sein, und die Wande der andere Seite aus
einem hydrophoben Material bestehen. Fiir die Fertigung wird auf PC (Makrolon ©,
Bayer) und PMMA als Material zurtickgegriffen, welche durchsichtig und in ihrer
normalen Form beide hydrophob sind. In einem Verfahren nach Jankowski et al.
kann auf der Oberfliche von PC jedoch chemisch ein verzweigtes Iminpolymer ver-
ankert werden, an das in einem zweiten Schritt ein polymeres Maleinsaureanhydrid
koppelt. [113] Die anschlieSende Hydrolyse der verbliebenen Anhydridgruppen durch
Natronlauge erzeugt eine Vielzahl polarer Carbonsauregruppen an der Oberflache,
welche die Benetzungseigenschaften bis in den hydrophilen Bereich verschieben. Die
optischen Eigenschaften des PCs bleiben dabei weitgehend erhalten, wéihrend sich
die chemische Bestédndigkeit sogar verbessert, da die Iminschicht durch ihre kova-
lenten Bindungen zu den Polymerketten des PCs wie eine zuséatzliche Vernetzung
wirkt. |114] EIDie kovalenten Bindungen machen diese Oberflichenmodifikation zu-
dem besténdiger als andere Verfahren wie z.B. die Bestrahlung mit UV-Licht oder
die Behandlung mit Sauerstoffplasma. Tabelle gibt eine Ubersicht zu den un-
tersuchten Kanalgeometrien. In jeder Geometrie kommen sowohl das Stoffsystem

Tabelle 4.3: Untersuchte Geometrievarianten des Rechteckkanals.

B Haq Horg
1,0mm | 1,0mm | 1,0 mm B Hg, Ho,pyg
1,0mm | 1,0mm | 1,5mm 1,5mm | 1,5mm | 1,5mm
1,0mm | 1,0mm | 2,0 mm 1,5mm | 1,5mm | 2,0 mm
1,0mm | 1,5mm | 1,0 mm 1,5mm | 2,0mm | 1,5mm
1,0mm | 1,5mm | 1,5mm 2,0mm | 2,0mm | 2,0 mm
1,0mm | 2,0mm | 1,0 mm

Heptan-Wasser als auch Hexadecan-Wasser zum Einsatz. Dabei werden unter Va-
riation der Volumenstrome von Wasser und Organik in einem Bereich von jeweils
1,0ml/min bis 5,0 ml/min insgesamt 25 Datenpunkte pro Geometrie und Stoffsys-
tem erfasst. Obwohl die Schwerkraft in Mikroapparaten eine untergeordnete Rolle
spielen sollte, wird die schwerere wéssrige Phase stets in der unteren Kanalhélfte
gefiihrt. Die Stromungsverhaltnisse werden wahrend der Experimente zur spéteren
Auswertung aus einer oberen und einer unteren Perspektive gefilmt.

Bei der Auswertung der Videoaufnahmen sind dabei Reflexionen an den Bertihr-
stellen der transparenten Bauteile zu berticksichtigen, wie Abbildung veran-
schaulicht. Die gleichzeitige Auswertung einer oberen und unteren Ansicht ermog-
licht jedoch gezielt die Identifikation der im Kanal vorliegenden Strémungsform.
Unterschieden werden dabei drei verschiedene Stromungsbilder, die beispielhaft an
einem Kanal mit B = 1,0mm, H,, = 2,0mm und H,,, = 1,0mm fiir das Stoffsys-
tem Heptan-Wasser in der jeweiligen oberen und unteren Ansicht in Abbildung
dargestellt sind. Eine instabile Stromung wird daran identifiziert, dass es zu Durch-

2PMMA ist durch dieses Verfahren prinzipiell ebenfalls modifizierbar. Je nach Hersteller und
Lieferant wurden jedoch starke Unterschiede in der Reaktivitit des ersten Schrittes und damit dem
grundsétzlichen Erfolg des Verfahrens festgestellt.



4.2. PHASENTRENNUNG DURCH PARALLELSTROMUNG 109

Abbildung 4.11: Veranschaulichung der auftretenden Lichtrefelxionen an den Be-
rihrstellen der transparenten Kanalwénde mit vorliegendem Stromungsbild (links)
und beobachtetem Strémungsbild (rechts).

(c) Ausgebildete stabile Parallelstromung.

Abbildung 4.12: Ubersicht der unterschiedenen Stromungsformen im Rechteckkanal

mit eingezeichneter Reflexionslinie (vgl. Abbildung |4 in der jeweiligen Ansicht
von oben (obere Darstellung) und unten (untere Darstellung)
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schlagen einer Phase bis zur Decke oder dem Boden der gegentiberliegenden Kanal-
halfte kommt. So ist in Unterabbildung beispielhaft in der oberen Ansicht das
Durchschlagen von Wasser zu erkennen. Eine stabile Parallelstromung zeichnet sich
hingegen dadurch aus, dass in der oberen Ansicht stets rote Organik an der Decke
anliegt und in der unteren Ansicht stets blaues Wasser den Kanalboden benetzt
(Unterabbildung [.12d). Die scheinbaren Einschliisse in der Kanalmitte sind durch
die Reflexionen und das perfekt symmetrische Verhalten eindeutig auf Woélbungen
der Grenzfliche in die gegeniiberliegende Kanalhélfte zuriickzufiihren. Neben der
stabilen Parallelstromung wurde jedoch auch eine Parallelstromung mit Tropfenein-
schluss beobachtet. Hier liegen am Boden des Kanals die blaue wéassrige Phase und
an der Decke des Kanals die rote Organik an. In der unteren Ansicht von Unterab-
bildung sind allerdings blaue Wasserbldaschen zu beobachten, welche sich noch
einmal durch eine diinne rote Organikschicht von der darunter flieBenden wassrigen
Kernphase abgrenzen. Dies kann nicht durch symmetrische Reflexionsphdnomene
einer gewoOlbten Parallelstromung erklért werden.

Neben der reinen empirischen Aufnahme und Auswertung der Strémungsbilder
soll auch eine Vorhersage moglich sein, unter welchen Bedingungen eine stabile Pa-
rallelstromung zu erwarten ist. Hierzu wird erneut als notwendige Bedingung an-
gesehen, dass in beiden Phasen der gleiche Druckverlust % vorliegt. Der postu-
lierte optimale Betriebszustand setzt dabei jedoch voraus, dass beide Phasen je-
weils nur den Querschnitt ihrer eigenen Kanalhélfte durchstromen. Abbildung
zeigt allerdings, dass sich die Phasengrenzfliche auch in die jeweils gegentiberlie-
gende Kanalhélfte hineinwolben kann. Wird vom optimalen Betriebspunkt aus z.B.
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Abbildung 4.13: Wélbung der Grenzfliche in die gegeniiberliegnde Kanalhélfte bei
Abweichung vom optimalen Betriebspunkt durch zu hohen Durchfluss an Organik
(links) oder Wasser (rechts).

der Volumenstrom an Organik erhoht, wiirde dies einen erhohten Druckverlust in
der oberen Kanalhélfte erzeugen. Um dies auszugleichen wolbt sich die Grenzflache
nach unten. Der Organik steht dann mehr Platz zur Verfiigung, was den oberen
Druckverlust absenkt, das Wasser wiederum einengt und so den unteren Druck-
verlust anhebt, bis beide wieder den gleichen Wert erreichen. Wie stark sich die
Grenzfliche dabei maximal in die andere Kanalhélfte wolben kann, wird durch die
Kontaktwinkel der Phasen an den Kanalwédnden bestimmt. Die verwendeten Stoff-
daten und gemessenen Kontaktwinkel sind in Anhang aufgefithrt. Ware eine
starkere Wolbung notwendig, als der Kontaktwinkel erlauben wiirde, oder miisste
die Kontaktlinie sich von der Beriihrstelle der beiden Kanalhélften losen, so trifft
dieses einfache Modell keine Aussage iiber die Stabilitét einer Parallelstromung. Die
Vorhersage ist sehr konservativ, jedoch durch die analytische Berechnung der Stro-
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mungsfelder nach Gl. [4.6] bis Gl. bei bekannter Position der Grenzfliche einfach
zu treffen. Als Grenzflachenposition wird eine zylinderférmige Wélbung mit maxi-
mal moglichem Kontaktwinkel an den Kanalwéanden in die jeweils gegenitiberliegende
Kanalhélfte angenommen. Hieraus ergibt sich fiir jede Geometrie und jedes Stoffsys-
tem ein charakteristisches maximales und minimales Volumenstromverhaltnis ®, bei
dessen Einhaltung eine stabile Parallelstromung vorliegen sollte. Die mathematische
Korrektheit der analytischen Gleichungen mit ausgelenkter Phasengrenzfliche wird
durch zweidimensionale Berechnungen in OpenFOAM validiert, bei denen ein an
die vordefinierte Grenzfliche angepasstes Rechengitter verwendet und kein Trans-
port der Grenzflaiche vorgenommen wird. Ein hierfiir verwendetes Rechengitter ist
beispielhaft in Anhang einzusehen. Die berechneten Volumenstromverhéaltnisse
® des analytischen Modells weichen im Mittel um 2,0% und maximal um 7,9% von
den numerischen Ergebnissen aus OpenFOAM ab. Ein Vergleich der so berechne-
ten Stromungsprofile ist in Abbildung [4.14] enthalten. Die Priifung der empirischen
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Abbildung 4.14: Berechnete Stromungsprofile iiber den Kanalquerschnitt durch ana-
lytische Losung mit Reihenabbruch ab & > 10 nach Gl. [4.6] bis GI. (links) und
numerische Losung durch OpenFOAM (rechts) in einem Kanal mit B = 1,0 mm,
Huq = 1,0mm und H,,, = 2,0mm fiir das Stoffsystem Heptan-Wasser bei maximal
nach oben ausgelenkter Grenzflache.

Korrektheit des Vorhersagemodells iiber ® erfolgt durch die Experimente. Fiir beide
Stoffsysteme sind die experimentellen Ergebnisse der Videoauswertungen bei einer
Kanalgeometrie von B = 2,0mm, H,, = 2,0mm und H,,, = 2,0mm in Abbildung
veranschaulicht. Die Stabilitdtsdiagramme aller weiteren durchgefiihrten Ver-
suchsreihen sind in Anhang zur Ansicht aufgefithrt. Stabile Parallelstromungen
sind durch einen griinen Kreis gekennzeichnet, wéhrend instabile Stromungen durch
ein rotes Kreuz dargestellt sind. Parallelstromungen, die jedoch Tropfenbildung auf-
weisen, sind durch gelbe Quadrate markiert. Die Modellvorhersage ist durch gestri-
chelte Linien dargestellt, die das maximale und minimale Volumenstromverhaltnis
® reprasentieren. Im Bereich zwischen den Linien wird demnach eine stabile Paral-
lelstromung erwartet. Beim Vergleich aller durchgefiihrten Versuchsreichen kénnen
dabei folgende Beobachtungen gemacht werden:

e Speziell in den Kanélen kleiner Breite B treten héufig Instabilititen auf. Es
scheint so, als wiirde die eintretende Pfropfenstromung nicht gebrochen werden
konnen, obwohl gerade ein enger Kanal frith einen Kontakt zwischen disperser
Phase und Wandmaterial erzwingen sollte. Das Modell sagt in diesen Bereichen
Stabilitdat voraus, die jedoch nicht vorliegt. Die breiteren Kanédle mit B >
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Abbildung 4.15: Vergleich der Strémungsbilder in einem Kanal mit B = 2,0 mm,
H,; = 2,0mm und H,,, = 2,0mm bei Verwendung von Heptan-Wasser (links) und
Hexadecan-Wasser (rechts): Stabile Parallelstromung (griine Kreise), Parallelstro-
mung mit Tropfenbildung (gelbe Quadrate), instabile Stromung (rote Kreuze).

1,5 mm weisen hingegen stets ein ausgepragtes Stabilitdatsgebiet auf, das auch
gut vorhergesagt wird.

e Sofern ein Stabilitdtsgebiet auftritt, wird dies durch das Vorhersagemodell in
seiner Grofle oft unterschéatzt. Dies wird darauf zuriickgefiihrt, dass stabili-
sierende Effekte durch den Kapillardruck einer gewolbten Grenzflache nicht
berticksichtigt wurden.

e Tropfenbildung an der freien Grenzflache tritt ohne erkennbares Muster auf.
Es bilden sich sowohl Organiktropfen im Wasser als auch umgekehrt.

Da die Dichteunterschiede beider Stoffsysteme sehr ahnlich sind, wird an einer festge-
setzten Kanalgeometrie von B = 1,0mm, H,, = 2,0 mm und H,,;, = 1,0 mm in drei
weiteren Versuchsreihen dem Wasser Kaliumiodid zugesetzt, welches in betréchtli-
chen Mengen 16slich ist und somit die Dichte des Wassers auf bis zu 2300 kg/m? stei-
gern kann. Eine groflere Dichtedifferenz sollte das Stabilitétsgebiet vergrofiern, die
Modellvorhersage jedoch wenig beeinflussen, da lediglich die Viskositat der beiden
Fluide in die Berechnung des Stabilitatsgebietes eingeht. Der erwartete stabilisieren-
de Trend ist jedoch nicht zu beobachten. Bis auf die Kombination von Hexadecan
mit Wasser bei einer Dichte von p = 1400 kg/m? verhalten sich alle Stabilitétsgebiete
unauffillig.

Die durchgefiithrten Versuchsreihen und gemachten Beobachtungen ermdoglichen
nun eine Deutung der in Unterabschnitt beobachteten Verunreinigungen (Ab-
bildung : Wahrend eine Parallelstromung durchaus die angestrebte Stromungs-
form im Kanal sein kann, ist Tropfenbildung in der jeweils anderen Phase weiterhin
moglich. Dieses Phédnomen ist aus der Literatur soweit nicht ersichtlich, doch sind
die dort dokumentierten Anwendungen in Mikrokanélen auch stets mit Spaltbrei-
ten von maximal 400 um durchgefithrt worden ([39], [38], [32], |[112]). Gelangen die
gebildeten Tropfen bei anschlieender Auftrennung der Strome in den falschen Aus-
lass, so erzeugen sie dort zusatzliche Grenzflichen. Die Anwesenheit einer zweiten
Phase beeinflusst den hydrodynamischen Druckverlust in der Kapillare. Verdeut-
licht wird der Effekt an einem Beispiel. Fiir beide Phasen werden wasserahnliche
Stoffdaten und eine Grenzflachenspannung von ¢ = 35 mN/m angenommen. Dann



4.3. FERROFLUIDE ALS PFROPFENPHASE 113

erzeugt ein Pfropfen disperser Phase in einer Auslasskapillare von d; = 0,8 mm bei
einem Volumenstrom von V' = 2ml/min nach Jovanovic et al. (sieche Gl.[3.83 - [107])
bereits einen zusétzlichen Druckverlust in der Grolenordnung von 10 Pa. Damit die
Trennung aufrecht erhalten werden kann, muss durch Wolbung der Fluidgrenzfla-
che im Spalt der Trennkammer ein Kapillardruck entstehen, der diesen zuséatzlichen
Druckverlust kompensieren kann. Wird eine Spaltbreite von B = 1,6 mm und ein
Kontaktwinkel von 45° angenommen, so entsteht ein Kapillardruck von ca. 15 Pa.
Die d&hnlichen Groflenordnungen zeigen, dass eine nicht perfekte Ausbalancierung der
hydrodynamischen Druckverluste schnell dazu fiihren kann, dass auch in den ande-
ren Fluidausgang die falsche Phase eintritt. Die Phasentrennung kann demnach zwar
iiber einen gewissen Zeitraum hinweg sauber betrieben werden, eine saubere Pha-
sentrennung wird sich jedoch nur sehr unwahrscheinlich wieder einstellen, sobald
die ersten Verunreinigungen aufgetreten sind. Dieses metastabile Verhalten wur-
de bereits numerisch in Abschnitt .1l beobachtet. Das Auftreten der beobachteten
Tropfenbildung an der Fluidgrenzfliche macht die Phasentrennung einer Pfropfen-
stromung durch Umwandlung zu einer Parallelstromung in breiten Kandalen daher
zu einem unattraktiven Konzept. Breitere Kanéle werden jedoch fiir eine Reduzie-
rung der zu iiberwindenden Druckverluste und eine Steigerung des Durchsatzes fiir
notwendig erachtet, da Parallelisierungskonzepte bisher nur eine begrenzte Zahl an
Kapillaren gleichzeitig betreiben kénnen (siehe Unterabschnitt [2.2.5). In besonders
engen Kanélen kann die Parallelstromung hingegen durchaus effektiv eingesetzt wer-
den, wie die Literatur dokumentiert.

Zur Aufreinigung einer Pfropfenstromung durch Umwandlung in eine Parallel-
stromung sind daher weiterhin enge Kanéle und Spalte notwendig, in diesem Fall
jedoch nicht, um instationdre Druckverluste auszugleichen (vgl. Abschnitt , son-
dern um das identifizierte metastabile Betriebsfenster in ein echt stabiles Betriebs-
fenster zu tiberfiithren. Leichte Verunreinigungen in den Ausléssen miissen akzeptiert
werden und die dadurch zeitweise erhohten hydrodynamischen Druckverlust erzwin-
gen zum Ausgleich einen hoheren Kapillardruck im Spalt. Dies stellt erhohte Anfor-
derungen an das Forderkonzept in den Kapillaren, da in engen Kanélen auch héhere
Druckverluste zu erwarten sind. Der Verzicht auf Porenkdmme und Membransepa-
ratoren ermoglicht jedoch weiterhin den Einsatz von Suspensionen. Ein mogliches
Forderkonzept, welches auf Suspensionen und externen Magnetfelder basiert, wird
im folgenden Abschnitt erarbeitet und experimentell untersucht.

4.3 Forder- und Sensorkonzept fiir Pfropfenstro-
mungen durch Magnetfelder

Damit die Mikroverfahrenstechnik im Vergleich zum Einsatz bisheriger Extraktions-
apparate konkurrenzfahig wird, sind Parallelisierungsstrategien notwendig, die das
Betreiben vieler Extraktionsstrange gleichzeitig ermoglichen. Der Einsatz von jeweils
n + 1 Pumpen fir jeden n-stufigen Extraktionsstrang stellt allerdings eine zu grofle
Investitionssumme dar. Das Betreiben aller Extraktionseinheiten einer Stufe mit nur
jeweils einer Pumpe fithrt hingegen zu Ungleichverteilungen in der Fliissigkeitsbe-
lastung, da Fertigungstoleranzen zu ungleichen Druckverlusten pro Strang fiithren.
Bisherige Strategien diese Unterschiede auszugleichen sind in Unterabschnitt
zusammengefasst. In diesem Abschnitt soll ein weiteres Konzept untersucht werden,
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welches mit Magnetfeldern die Pfropfenstromung erfasst und gleichzeitig beeinflus-
sen kann. Da laut Antweiler et al. (|25]) pro Strang stets mindestens ein Sensor und
ein Aktuator notwendig sind, bietet die Kombination beider Funktionalitdten grofles
Potenzial zur Kostenreduktion. Voraussetzung ist der Einsatz eines Ferrofluids in der
Pfropfenstromung. Da der Wertstoff bei einer Extraktion haufig sowieso noch aus
dem Extrakt zuriickgewonnen werden muss, steht dem Einsatz eines Ferrofluids an
dieser Stelle wenig im Weg. Die Bauteile diirfen jedoch nicht zu Verstopfung neigen,
was gerade den Einsatz von Membranen zur Phasentrennung hinfallig macht.

Magentismus wurde mit Hilfe von Ferrofluiden in der Mikroverfahrenstechnik
bereits vielfach zu Forderzwecken eingesetzt. Kurtoglu et al. montierten auf drehen-
den Walzen Permanentmagnete und platzierte diese neben einer Kapillare. [115] Die
Rotation simulierte einen einzelnen Magneten, der sich entlang der Kapillare be-
wegt und so einen Pfropfen nach vorne zog. Bruno und Ciocanel untersuchten durch
Simulationen die Bewegung eines Ferrofluids innerhalb einer Kapillare durch elek-
tromagnetische Spulen, realisierten dies im Experiment jedoch auch nur durch einen
bewegten Permanentmagneten. [116] Hatch et al. hingegen konstruierten einen Ring-
spalt, in dem durch einen duferen rotierenden Magneten ein Pfropfen aus Ferrofluid
im Kreis gezogen wurde. |117] Durch einen stationdren Magneten wird zwischen Zu-
und Ablauf in den Ringspalt eine weitere Ansammlung Ferrofluid an Ort und Stelle
gehalten. Stetige Koaleszenz und Ablosung von Pfropfen aus dieser Ansammlung
erzeugten im Kreiskanal eine Forderwirkung der umliegenden kontinuierlichen Pha-
se. Der Ansatz von Lung-Ming et al. basiert auf einem dhnlichen Prinzip. [118] Der
Einsatz eines einzelnen Pfropfens Ferrofluid ist ebenfalls moglich. Liu et al. lieen
diesen innerhalb einer Pumpkammer durch einen externen Magneten eine Kreisbe-
wegung ausfihren. [119] Die geschickte Platzierung von gekriimmten Leitwénden in
der Kammer sorgte fiir eine Verformung des Pfropfen, der bei jeder Umdrehung neues
Fluid ansaugte und altes Fluid aus der Kammer ausstie. Rotierende externe Bau-
teile werden in grofler Stiickzahl jedoch wartungsintensiv und teuer. Starre Bauteile
sind hingegen weniger fehleranfallig. Die Kombination von Elektromagnetismus und
Ferrofluiden als flexible Membran in Membranpumpen wird soweit bereits genutzt.
[120] Weitere Anwendungen von Magnetfeldern in Kombination mit Ferrofluiden
finden sich in der Ubersichtsarbeit von Yang. [121]

Das Funktionsprinzip des hier untersuchten Ansatzes basiert auf dem gleichzei-
tigem FEinsatz von Gleich- und Wechselstrom in elektromagnetischen Spulen. Fiir
Wechselstrom wirkt eine Spule wie ein Blindwiderstand, da sich das Magnetfeld
der Spule standig auf und wieder abbauen muss. Wie grof3 der Blindwiderstand ei-
ner Spule ist, variiert dabei unter anderem mit dem Material innerhalb der Spule.
Wird die Spule um eine Kapillare gewickelt, andert sich demnach die Induktivitéat
L in Abhéngigkeit des Fluids, welches sich gerade in der Spule befindet, wie Ab-
bildung veranschaulicht. Wird die Induktivitat kontinuierlich gemessen, kann
hiertiber die Stromung vermessen und die Spule als Sensor genutzt werden. Gleich-
strom erzeugt in einer Spule hingegen ein konstantes magnetisches Feld, welches
Ferrofluide anzieht. Dies kann gezielt dazu genutzt werden, um Pfropfen in die Spu-
le hineinzuziehen (linke Spule). Bei vollstandigem Eintritt des Pfropfens kann der
Gleichstrom abgeschaltet werden und der Pfropfen kann die Spule, der vorliegenden
Stromung folgend, ungehindert verlassen (rechte Spule). Effektiv wird eine unter-
stiitzende Forderwirkung auf die Stromung erzeugt. Eine alternative Betriebsweise
lasst den Pfropfen ungehindert in die Spule eintreten und erzeugt beim Austritt aus
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Abbildung 4.16: Prinzipskizze des ferromagnetischen Férderprinzips: Spule ohne fer-
rofluidischem Pfropfen (links) und Spule mit ferrofluidischem Pfropfen (rechts) mit
messbarem Unterschied zwischen den Induktivitdten L; und L.

der Spule ein konstantes Magnetfeld, welches den Pfropfen bremst und somit einen
Druckverlust in der Stromung erzeugt. Die korrekten Schaltpunkte fiir die anzule-
gende Gleichspannung konnen iiber die Messung der Spuleninduktivitat mit Hilfe
der hochfrequenten Wechselspannung bestimmt werden. Die Kombination mehrerer
Spulen mit bekanntem Abstand zueinander erlaubt dabei die Unterscheidung zwi-
schen langen Pfropfen mit hoher Geschwindigkeit und kurzen Pfropfen mit langsa-
mer Geschwindigkeit in der Kapillare. Dadurch agiert dieses Konzept gleichzeitig als
Sensor und Aktuator. Es weist zudem die Flexibilitat auf, sowohl eine Férderwirkung
wie auch einen Druckverlust erzeugen zu konnen. Die Forder- und Bremswirkung
muss dabei nicht grof§ ausfallen, sondern lediglich die Gleichverteilung der Fluidstro-
me unter den parallelisierten Strédngen garantieren konnen, wenn jede Fluidphasen
insgesamt mit nur einer Pumpe geférdert wird. Grundlage hierfiir ist zunéchst die
korrekte Detektion der Pfropfen und ihrer Position relativ zur Spule durch eine an-
gelegte Wechselspannung Uy. Die direkte Messung von Induktivititen ist allgemein
schwierig, wohingegen auch kleinste Spannungen noch sehr genau gemessen werden
konnen. Daher wird auf eine Maxwell-Wien-Briicke zuriickgegriffen. Eine typische
Maxwell-Wien-Briicke mit den vier Impedanzen Z; ist in Abbildung darge-
stellt. Die gemessene Briickenspannung Ug ist dabei nach Gl. von den Werten
der Impedanzen Z; abhéingig.

Ly 2Ly —Zy- Ly

Un = U, - 4.13
B0 2+ Zy) - (Zs + Zy) (4.13)
mit
leRl—i-?:'UJ'L Z2:R2
Ry
s YT 14i-w-C Ry

Eine Briickenschaltung wird abgeglichen genannt, wenn unabhéngig von der Ampli-
tude und Frequenz der Erregerspannung U, keine Briickenspannung Up gemessen
werden kann. Dies ist der Fall, falls Ry = Ry R3/R; und L = Ry R3-C' gilt. Ermog-
licht wird der exakte Abgleich der Briicke durch die Nutzung von Drehpotentiome-
tern fiir die Widerstinde R, und R,. Andert sich in einer abgeglichenen Briicke die
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Abbildung 4.17: Schaltbild einer Maxwell-Wien-Briicke mit den vier Impedanzen Z;,
der Erregerspannung U, und der gemessenen Briickenspannung Usp.

Induktivitat L im Laufe einer Messung, z.B. durch die Anwesenheit eines Ferrofluids
im Spulenkern, so ist die Briicke dadurch nicht mehr abgeglichen und es kann eine
resultierende Briickenspannung Up gemessen werden. Ist der Pfropfen vollstindig
aus der Spule ausgetreten und erreicht die Induktivitat L ihren Ausgangswert, ver-
schwindet die Briickenspannung wieder. Zur optimalen Auslegung der Briicke wird
die zu erwartende Briickenspannung Up bei Auslenkung der Induktivitit von ihrem
Ausgangswert Ly auf Lp, nach Gl. betrachtet.

Rg'i'W'(LFe—LO)
R1+R3'i'W'LF6)'(R1+R3'i'W'L0)

Us.Losip, = Uy - ( (4.14)

Die Widersténde R; und Rj3 sind allgemein klein zu wéhlen. Dominiert wird die zu
messende Spannung von der Differenz der Induktivitdten Lg, — Ly, welche mafigeb-
lich von der Beschaffenheit das Ferrofluids abhéangt. Die Herstellung des Ferrofluids
erfolgt nach Vorgaben von Knebel et. al (|122]) und ist in Anhang erldutert. Um
die entstehende Briickenspannung Uy gut von anderem Messrauschen unterscheiden
zu konnen wird das Messsignal fouriertransformiert und gezielt auf den Ausschlag
bei der angelegten Erregerfrequenz geachtet. Die verwendete LabJack-Messkarte er-
laubt hierfiir eine Messfrequenz von knapp unter 50 kHz. Fiir die Briickenschaltung
wurden verschiedene Spulengeometrien in Betracht gezogen. Die besten experimen-
tellen Ergebnisse lieferte eine Schaltung, deren Parameter in Tabelle zusammen-
gefasst sind. Die verschiedenen Induktivitdten wurden vor dem Einbau der Spule

Tabelle 4.4: Parameter der verwendeten Briickenschaltung.

‘ Parameter ‘ Wert H Parameter ‘ Wert ‘ Kernmaterial der Spule ‘
Ry = R3 5Q Lo 1,184 -10~*H Luft
Ry = R, 789 Q) Lpes 1,196 - 107*H | Ferrofluid in Pipette

C 3-1078F Lpeo 2,284 -107*H Schraubendreher
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mit Hilfe eines sensiblen LCR-Meters vermessen, das sich jedoch nur fiir stationére
Messungen eignet und hier lediglich zu Validierungszwecken diente. Nach Abgleich
der Briicke auf eine Erregerspannung von 5V mit einer Frequenz von 20 kHz wurde
durch Einfiithren eines Schraubendrehers eine Briickenspannung von 0,9V gemessen,
wahrend Gl. einen Wert von 0,78 V ergibt. Das Einfithren des in einer Pipette
aufgezogenen Ferrofluids erzeugte einen Messwert von 0,016 V bei einer erwarteten
Spannung von 0,012 V. Ausziige der Messsoftware zu diesen Messungen sind in An-
hang enthalten. Die Ubereinstimmungen sind hinreichend gut und validieren
den experimentellen Aufbau.

Die tatsachliche Detektion einer Pfropfenstromung erfolgt mit Cyclohexan als
kontinuierliche Phase in einer FEP-Kapillare mit 1,6 mm Innen- und 3,2mm Au-
Bendurchmesser. Fiir eine zeitaufgeloste Uberwachung der Stromung miissen die
49000 Messpunkte pro Sekunde auf n einzelne Fouriertransformationen aufgeteilt
werden. Je grofler n gewédhlt wird, desto haufiger steht pro Sekunde die aktuel-
le Briickenspannung Ug zur Bestimmung der Pfropfenposition zur Verfiigung, das
Messrauschen wird allerdings auch weniger effektiv unterdriickt je kleiner die Da-
tenpakete pro Fouriertransformation gewéhlt werden. Ein Vergleich von 10 und 100
Fouriertransformationen pro Sekunde ist in Anhang enthalten. Zur eindeutigen
Detektion werden unter gegebenen Umstédnden 4900 Datenpunkte pro Transforma-
tion fur notwendig erachtet. Abbildung zeigt, dass hierdurch lange Pfropfen
sehr gut detektiert werden konnen, wohingegen kurze Pfropfen keine Unterschei-
dung zwischen disperser und kontinuierlicher Phase zulassen. Dies wird eindeutig
auf die geometrischen Abmessungen der Spule zuriickgefithrt. Die erfolgreiche De-
tektion der langen Pfropfen verifiziert jedoch die prinzipielle Anwendbarkeit des
Konzeptes. Eine nachfolgende zweite Fouriertransformationen auf die in Unterab-
bildung dargestellten Daten konnte die Frequenz zugénglich machen, mit der
die Pfropfen der Stromung aufeinander folgen, und so das gezielte Zuschalten der
Gleichspannung zu Forderzwecken optimal steuerbar machen.

Wie die Stofftransportkorrelationen der Literatur darlegen (siehe Unterabschnitt
2.2.3) und auch eigene Ergebnisse bestétigen (siehe Abschnitt besitzen lange
Pfropfen jedoch einen verminderten Stofftransport gegeniiber kurzen Pfropfen. Sollte
die Detektion kiirzerer Pfropfen nicht moglich sein, erscheint das vorgestellte Forder-
konzept wenig erfolgsversprechend. Hierzu sind Modifikationen am experimentellen
Aufbau notwendig, die im Rahmen dieser Arbeit nicht weiter untersucht werden
konnten. Auf theoretischer Ebene kénnen jedoch die dabei zu iiberwindenden Hin-
dernisse diskutiert werden. Zunéchst ist die Spule genauer zu betrachten. Fiir die
erfolgreiche Detektion erscheint es zwingend notwendig, dass die Spule eine kleinere
Lange als der durchlaufende Pfropfen besitzt. Dies limitiert die Spulenlange [ bei
Nutzung von Kapillaren mit 1,6 mm Innendurchmesser auf etwa 3 mm. Fiir eine gute
Detektierbarkeit von Uy sollte allerdings eine hohe Grundinduktivitit Ly angestrebt
werden, was nach Gl. wiederum grofie Abmessungen der Spule voraussetzt.

Lo & g - jiy - A- N?/1 (4.15)

Viele Windungen N erhohen die Induktivitat, steigern allerdings auch das ein-
genommene Volumen der Spule. Diinnerer Draht erlaubt dabei eine Vielzahl an
Windungen, steigert jedoch auch den elektrischen Widerstand R; durch die be-
grenzte Querschnittsfliche fir den Stromfluss. Bei sehr diinnem Kupferdraht von
0,1 mm Durchmesser kénnte unter optimalen Bedingungen eine vierlagige Spule mit
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(a) Stromung aus Ferrofluid und Cyclohexan (b) Ermittelte Briickenspannung Up
mit einer Pfropfenldnge von /=20 mm. fiir lange Pfropfen.

(c) Stromung aus Ferrofluid und Cyclohexan (d) Ermittelte Briickenspannung Up
mit einer Pfropfenldnge von ~3 mm. fiir kurze Pfropfen.

Abbildung 4.18: Detektion von langen und kurzen Pfropfen durch die entwickel-
te Messsoftware bei 10 Fouriertransformationen zu jeweils 4900 Datenpunkten pro
Sekunde.

[ = 3mm insgesamt 120 Windungen und nach GI. eine Grundinduktivitat von
7,6 - 107° H erreichen, besifie aber bereits einen Widerstand von etwa 3 Q. In dieser
Arbeit konnten lediglich [ = 7mm, N = 214 und Ly = 6,6 - 107> H mit R, = 2,6 Q
realisiert werden. Neben der Spulengeometrie tragt auch die Erregerspannung durch
ihre maximale Amplitude und ihre Frequenz zur Detektierbarkeit bei. Hier ist jedoch
die Kopplung von Ly, R; und w nach Gl. zu berticksichtigen, da die Fourier-
transformation im Optimalfall den Betrag |Ug| zuriickgibt und eine Variation der
Parameter immer Amplitude und Phase von Up gleichzeitig beeinflusst. Zuletzt soll
durch Zuschalten einer Gleichspannung im richtigen Moment ein moglichst starkes
Magnetfeld in der Spule erzeugt werden, um durchflieBende Pfropfen effektiv beein-
flussen zu kénnen. Das erzeugte Magnetfeld einer Spule ist allgemein proportional
zur Windungszahl N und der durchflieBenden Stromstarke I, was die Optimierung
der Spulengeometrie weiter erschwert. Eine weitere Verbesserung der Detektierbar-
keit kann durch eine stérkere Beladung des Ferrofluids mit Magnetit erreicht werden.
Die maximale Beladung des Ferrofluids ist jedoch von der konkreten Anwendung ab-
hiangig, da die anschlieende Riickgewinnung des Wertstoffes nach der Extraktion
auf den konkreten Wertstoff abgestimmt sein muss. Zuletzt verbessert eine hohe-
re Messfrequenz die Detektierbarkeit. Um das entwickelte Konzept jedoch giinstig
zu halten, ist Spezialelektronik mit besonders hohen Messfrequenzen wenig attrak-
tiv. Eine signifikant grofie Steigerung tiber die bereits genutzten 50 kHz hinaus wird
daher nicht erwartet.
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Das Konzept ist damit nachweislich in der Lage, Pfropfen mit einer Lange von
20 mm erfolgreich zu detektieren. Die Analyse des Konzeptes begriindet jedoch, dass
mit der aktuellen Implementierung auch Pfropfenlingen bis hinunter zu 7mm de-
tektierbar sein miissten. Diese Lange wird fiir sinnvolle Anwendungen jedoch noch
als zu grof3 erachtet, da lange Pfropfen nachweislich einen geringeren Stofftransport
aufwiesen als kurze (siehe Unterabschnitt [2.2.3] Abschnitt [4.4)). Die Detektierbarkeit
ist weiter zu verbessern, wofiir die Problemgebiete hinreichend spezifiziert wurden.
Die Forderwirkung wurde daher noch nicht untersucht, da diese bei Variation der
Spulengeometrie sowieso erneut zu evaluieren ist. Wie weit die Pfropfenlinge der
Stromung zu Gunsten der Detektierbarkeit sinnvoll gesteigert werden sollte, ohne
dadurch den Stofftransport in der Stromung zu stark abzusenken, stellt ein Opti-
mierungsproblem dar, welches nur fallspezifisch gelost werden kann.

4.4 Stofftransport in hochviskosen Pfropfenstro-
mungen

Als potentielles Anwendungsgebiet fiir die Pfropfenstromung wurde der Einsatz zur
Extraktion aus hochviskosen Medien heraus identifiziert. Wahrend in Extraktionsko-
lonnen bei viskosen kontinuierlichen Phasen der Gegenstrombetrieb behindert wird
und bei viskosen dispersen Phasen die interne Zirkulation der Tropfen zum Erliegen
kommt, werden bei der Pfropfenstromung stets beide Phasen von ausgepragten Zir-
kulationswirbeln durchzogen. [21] [44] Zur Beurteilung der Eignung fiir hochviskose
Stoffsysteme wird daher in diesem Abschnitt der Einfluss der Viskositit auf den
Stofftransport untersucht.

Fir die Experimente wird als Demonstrationsbeispiel ein Stoffsystem aus Was-
ser/Aceton/Silikonol gewahlt. Das ausgewéhlte Silikondl Polydimethylsiloxan hat
eine sehr ahnliche Dichte wie Wasser und ist durch die variablen Lénge des Poly-
merriickgrates in unterschiedlichen Viskositaten bei sonst gleich bleibenden Stoffei-
genschaften erhéltlich. Die Messung der Acetonkonzentration erfolgt online durch ein
hierfiir konstruiertes UV-Spektroskop. Verwendet werden die Silikonodle M20, M50
und M100, welche mit ihrem Zahlenwert direkt die Nennviskositat n laut Hersteller
in mPa - s angeben. Der verwendete Pfropfenerzeuger wurde nach dem Vorbild von
Arsenjuk et al. (|24]) in den mechanischen Werkstétten gefertigt und ermoglicht ei-
ne Einstellung der Pfropfenlénge, ohne dabei andere Prozessparameter verandern zu
missen. Die Verbindungsstiicke zwischen Pfropfenerzeuger und Spektroskop beste-
hen aus Quarzglaskapillaren, um die notwendige Durchléssigkeit fiir das verwendete
UV-Licht zu gewahrleisten. Die Lange der Verbindungsstiicke kann variiert werden,
um auf diese Weise Extraktionsstrecken im Bereich von 10,5cm bis 50,0 cm zu er-
zeugen und so die Extraktionsdauer zu beeinflussen. Da Quarzglas selber sowohl fiir
Silikonol als auch fiir Wasser ein gute Benetzbarkeit aufweist, wurden die Quarz-
glaskapillaren von innen mit Hilfe von Octadecyltrichlorsilan hydrophobisiert ([112],
[49]). Erst durch diese Oberflichenbehandlung konnte eine stabile Pfropfenstromung
erzeugt werden. Abbildung zeigt den experimentellen Aufbau und die verwen-
deten Elemente. Die Detektion von Aceton erfolgt durch eine UV-LED und eine
passende UV-Photodiode der Firma Roithner bei 280 nm. Das verwendete Silikon-
6l weist in diesem Wellenldngenbereich keine nennenswerte Absorption auf. Zum
Schutz vor der emittierten Strahlung und zur Abschirmung der Photodiode vor UV-
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(a) Gesamtansicht des ex- (b) Verwendeter Pfropfen- (¢) Ausgebautes Spektro-
perimentellen Aufbaus. erzeuger. skop.

(d) Abstandsstiicke zur Variation der (e) Kiirzeste Abstandsstiicke in Detail-
Extraktionsdauer. ansicht.

Abbildung 4.19: Experimentelles Set-Up zur Vermessung des Stofftransportes.

Licht der Umgebung wurde das Gehause des Spektroskops aus 1 cm dickem PMMA
gefertigt, welches fiir photographische Aufnahmen mit sichtbarem Licht weiterhin
durchléssig ist. Um eine reproduzierbare Online-Messung der Acetonkonzentrati-
on gewahrleisten zu kénnen, mussten im Vorfeld besondere Mafinahmen getroffen
werden, die im Folgenden erlautert werden sollen. Da der Strahlengang durch die
gekriimmte Glaskapillare hindurch nicht geradlinig verlauft, ist auf eine symmetri-
sche Anordnung von LED und Photodiode innerhalb des Spektroskops zu achten
(siche Abbildung links). Hierfiir sind UV-LED und Photodiode auf Metallhal-
terungen montiert worden, welche durch Stellschrauben in ihrer Hohe verstellbar
sind. Vor der erstmaligen Kalibrierung sind die Halterungen so eingestellt worden,
dass eine hédndische Auslenkung der leicht biegsamen Glaskapillare innerhalb des
Spektroskops in z-Richtung eine von der Auslenkungsrichtung unabhingige iden-
tische Verdnderungen der gemessenen Signalstédrke an der Photodiode hervorruft.
Eine identische Signalverdnderungen bei unabhédngiger Auslenkungsrichtung kann
nur dann entstehen, falls die nicht ausgelenkte Glaskapillare symmetrisch im Strah-
lengang liegt. Dariiber hinaus strahlt die LED das UV-Licht in einem gewissen
Offnungswinkel aus. Hierdurch wird nicht nur die zu vermessende kontinuierliche
Phase (Silikondl) durchstrahlt, sondern es entstehen ebenfalls Lichtreflexionen an
den Kappen der Pfropfen, welche das Messsignal zusatzlich storen (siehe Abbildung
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Abbildung 4.20: Schematische Darstellung des Strahlengangs fiir die Durchleuchtung
einer gekrimmten Glaskapillare mit UV-Licht.

rechts). Um diese Reflexionen weitgehend auszublenden wurde eine Blende vor
den Eingang der Photodiode montiert, die eine Spaltbreite von ca. 1 mm besitzt.
Fiir eine bessere Unterscheidung zwischen kontinuierlicher und disperser Phase im
Messsignal wurde der wassrigen Pfropfenphase Natrium-Fluoreszein zugesetzt, wel-
ches das UV-Licht nahezu vollstandig absorbiert. Durch diese Mafinahmen entste-
hen im aufgezeichneten Messsignal klar definierte Plateauwerte. Der untere Plateau-
wert kann durch die Absorption des UV-Lichts im Wasser mit dem Durchtritt eines
Pfropfens identifiziert werden, wahrend der obere Plateauwert eindeutig dem Durch-
tritt der kontinuierlichen Phase zugeordnet werden kann. Das Messsignal wird mit
LabVIEW aufgezeichnet und durch ein hierfiir entwickeltes MATLAB-Skript aus-
gewertet. Abbildung visualisiert ein typisches Messsignal mit Identifikation der
charakteristischen Werte und den vorgenommenen Auswertungsschritten. Trotz der
installierten Blende konnten nicht alle Lichtreflexionen unterdriickt werden. Diese
rufen im Messsignal ein Uberschieflen der gemessenen Spannung iiber den oberen
Plateauwert hinaus hervor. Nach automatisierter Identifikation der steilen Anstiegs-
flanke (cyan) wird das obere Plateau daher um einen fiir jede Messung individuell
bestimmbaren Anteil links und rechts verkiirzt (typischerweise 1/3), um sicherzu-
stellen, dass keine Verfalschung vorliegt. Die verbliebenen Datenpunkte (rot) werden
zu einem reprasentativem Plateauwert (griin) mit zugehoriger Standardabweichung
o gemittelt. Das Signal zeigt neben dem periodischem Wechsel der Plateauwerte
auch eine Oberschwingung mit einer Frequenz im Bereich von ca. 50 Hz. Auch die
Riicksprache mit den elektrischen Werkstéatten und der Umstieg auf eine Gleichspan-
nungsquelle zur Energieversorgung konnten diese Oberschwingung nicht vollstandig
beseitigen, was die Qualitdt des Messsignals bei besonders kurzen Pfropfenlingen
und gleichzeitig hohen Durchtrittsgeschwindigkeiten beeintrichtigt. Die Auswirkung
der Oberschwingung auf die bestimmten Werte fiir k;-a wird daher durch Gauss’sche
Fehlerfortpflanzung bestimmt. Als Fehler des jeweiligen Voltsignals wird die einfache
Standardabweichung verwendet. Fiir die Umrechnung der gemessenen Spannungs-
signale in Konzentrationen wird das UV-Spektroskop fiir jede Sorte an verwende-
tem Silikonol mit sechs Lésungen bekannter Konzentration im Bereich von 0 mol/L
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Abbildung 4.21: Beispielhafte Auswertung der aufgezeichneten Signale durch MAT-
LAB: Rohdaten (blau), identifizierte kontinuierliche Phase (cyan), auszuwertende
Datenpunkte (rot), reduzierter oberer Plateauwert (griin).

- 0,2mol/L kalibriert. Die zugehorigen Kalibrierkurven sind in Anhang [H| beige-
fiigt. Neben den Spannungssignalen der Photodiode sind die Pfropfen innerhalb des
Spektroskops photographiert worden. Durch den bekannte Auflendurchmesser der
Kapillare von 3,2mm ist ein Referenzmafistab verfiighar, iiber den die Pfropfenlan-
ge zugénglich ist. Abbildung veranschaulicht die aufgenommenen Bilder und
die nachfolgenden Auswertungsschritte durch MATLAB. Das Bild wird zunéchst ge-
dreht, sodass die Kapillare senkrecht im Bild steht. Darauthin folgt eine Entzerrung,
sodass die Kapillare am oberen und unteren Bildrand die gleiche Dicke aufweist. Ein
ausgewihlter Ausschnitt des Bildes wird daraufhin aufgehellt und in ein ausgefiilltes
bindres Bild umgewandelt, aus dem die Pfropfenlédnge bestimmt werden kann.

Insgesamt wurden 19 Versuchsreihen durchgefithrt. Die ersten 9 Versuchsrei-
hen variieren bei konstantem Gesamtvolumenstrom von 2 ml/min die Pfropfenlinge
(3mm, 4mm, 5mm) in Kombination mit dem verwendetem Silikonol (M20, M50,
M100). Weitere 10 Versuchsreihen variieren fiir M100 bei einer Pfropfenlédnge von
3mm und 5 mm den Gesamtvolumenstrom im Bereich von 1 ml/min - 5ml/min. Das
Phasenverhéltnis betrug stets 1 : 1. Innerhalb einer Versuchsreihe wird fiir jede der
7 moglichen Langen an Extraktionsstrecken (10,5cm - 50,0 cm) die Konzentration
der kontinuierlichen Phase bestimmt und tber Gl. in einen Extraktionsgrad F
umgerechnet.

C o—C
B = Cora0 ™ Corg (4.16)
Corg,0 — Corg,GGW

Die hierfiir benotigten Gleichgewichtskonzentrationen sind in Tabelle [4.5 aufgefiihrt.
Die Bestimmung erfolgte durch Schiittelversuche und Vermessung der jeweiligen
Konzentration im UV-Spektroskop. Eine Anpassung von Gl an die bestimm-
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Abbildung 4.22: Auswertung der Bildaufnahmen zur Bestimmung der Pfropfenldange.

Tabelle 4.5: Vermessene Gleichgewichtskonzentrationen von Aceton fiir verschiede-
nen Silikonole und Wasser.

M20 M50 M100
Cago[mol /L] 0 0 0
Corg.0lmol /L] 0,2 0,2 0,2

Cagcow|mol/L] | 0,170 £ 0,003 | 0,164 £ 0,003 | 0,177 £ 0,004
Corg.caw|mol/L] | 0,030 £ 0,003 | 0,036 = 0,003 | 0,023 = 0,004

ten Extraktionsgrade F; durch Minimierung von gewichteten Fehlerquadraten er-
moglicht eine akkurate Bestimmung des Stofftransportkoeffizienten k; - a. Die Zeit ¢
errechnet sich aus dem vorliegendem Volumenstrom und der Geometrie der Extrak-
tionsstrecke.

E=1—exp(—ki-a-t) (4.17)

Damit nach diesem Ansatz verfahren werden kann, miissen alle Extraktionsgrade
E; einer Versuchsreihe zu annahernd identischen Bedingungen entstanden sein. Be-
sonders beziiglich der spezifischen Austauschfliche a sollten keine Schwankungen
vorliegen. Als Maf§ hierfiir wird die Pfropfenldnge L betrachtet. Die spezifische Aus-
tauschfliche a ist besonders bei kurzen Pfropfen zwar nicht direkt proportional zur
Pfropfenldnge, doch kann bei sonst gleichen Versuchsbedingungen aus identischen
Pfropfenldangen L auch auf die Gleichheit der spezifischen Austauschflichen a ge-
schlossen werden. Der verwendete Pfropfenerzeuger besitzt bereits eine sehr gute
Reproduzierbarkeit, doch weisen trotzdem nicht alle erzeugten Pfropfenstromungen
die gleiche Pfropfenlinge L auf. Es werden daher Datenpunkte verworfen, bis die
verbleibenden Datenpunkte einer Versuchsreihe beziiglich ihrer Pfropfenldnge inner-
halb eines +10%-Intervalls um ihren Mittelwert herum liegen. Hierdurch soll sicher-
gestellt werden, dass auch die spezifischen Austauschflichen a aller zur Auswertung
weiterhin verwendeten Datenpunkte moglichst dhnlich sind. Unter der Pfropfen-
linge wird dabei der Abstand zwischen dem vordersten Punkt der Pfropfenkappe
und dem hintersten Punkt des Pfropfenhecks verstanden. Neben den photographisch
bestimmten Pfropfenléngen werden zudem die Langen der Pfropfen aus dem Voltsi-
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gnalen mit einbezogen (cyanfarbene Plateaus; siche Abbildung [4.21f). Die hierdurch
bestimmten Werte fiir k; - a sind in Abbildung [4.23] und 4.24] dargestellt. Die 19
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Abbildung 4.23: Stofftransportkoeffizienten k; - a bei Verwendung von ver-
schiedenen Silikonélen und Pfropfenldngen mit einem Gesamtvolumenstrom von
V;,es = 2ml/min. Uberschneidungen mit den Versuchsreichen aus Abbildung |4.24
sind zur Beurteilung der Reproduzierbarkeit im oberen Diagramm mit enthalten.
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Abbildung 4.24: Stofftransportkoeffizienten k;-a bei Verwendung des Silikonols M100
bei verschiedenen Pfropfenlingen und Gesamtvolumenstromen.
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durchgefiihrten Versuchsreihen weisen bereits 2 Uberschneidungen auf. So ist fiir ei-
ne Pfropfenldnge von 3 mm und 5 mm bei einem Volumenstrom von jeweils 2 ml/min
der Stofftransport doppelt bestimmt worden. Diese Datenpunkte sind ebenfalls in
Abbildung eingetragen und deuten auf eine gute Reproduzierbarkeit hin. Eben-
so scheint bei der Vermessung des Ols M20 mit einer beabsichtigten Pfropfenlinge
von 4 mm der Pfropfenerzeuger falsch eingestellt worden zu sein. Die aufgenommenen
Bilddaten weisen erneut eine Pfropfenlinge von 3 mm auf, was den Stofftransport
bei 4mm Pfropfenlange ungekléart ldsst, jedoch die Genauigkeit der Messung bei
3mm Pfropfenlange und damit ebenfalls die allgemeine Reproduzierbarkeit besta-
tigt. Trotz der verhéltnisméfig groflen Fehlerindikatoren lasst sich erkennen, dass
die bestimmten Stofftransportkoeffizienten zu grofleren Pfropfenldangen hin abfallen.
Die einzige Ausnahme hierzu bildet der Datenpunkt bei 4 mm Pfropfenlinge und
Verwendung von M100. Dieser Trend deckt sich mit den in der Literatur dokumen-
tierten Stofftransportmessungen fiir niedrigviskose Systeme (siehe Unterabschnitt
2.2.3). Dariiber hinaus zeigt sich kein signifikanter Riickgang des Strofftransportes
bei zunehmender Viskositat. Den gingigen Modellierungen zur Folge ist der Stoff-
transport mit dem Diffusionskoeffizienten D verkniipft. Nach dem Filmmodell sinkt
k; linear mit D, wahrend nach der Penetrationstheorie zumindest eine Abhéngigkeit
mit /D gegeben ist. Der Diffusionskoeffizient in den unterschiedlichen Silikondlen ist
nicht vermessen worden, jedoch kann iiber die Stokes-Einstein-Gleichung (GI. [4.18]
[123]) nédherungsweise abgeleitet werden, dass der Diffusionskoeffizient D umgekehrt
proportional zur Viskositéat n ist.

ky - T

D=t~
6-11-7- R

(4.18)

Der erwartete Riickgang des Stofftransports wird jedoch nicht beobachtet. Eine mog-
liche Interpretation der Beobachtung ist eine zunehmende Beteiligung des Wand-
films am Stofftransport. Durch die erhohte Viskositat steigt die Wandfilmdicke h
der Pfropfenstromung. Je hoher die Viskositéit der kontinuierlichen Phase ist, desto
mehr wird das Stromungsprofil im Wandfilm abflachen und der Pfropfen zunehmend
iiber einen nahezu stagnierenden Wandfilm abrollen. Die im Wandfilm gespeicherte
Stoffmenge an Aceton wird wihrend des Abrollens diffusiv in den Pfropfen hineinex-
trahiert und nimmt kontinuierlich ab. Je grofler die Wandfilmdicke A ist, desto grofler
ist die Speicherkapazitdt des Wandfilmbereichs fiir Aceton. Gleichzeitig steigt mit
der Wandfilmdicke h jedoch auch die Strecke an, die ein Acetonmolekiil zuriicklegen
muss, um von der Kapillarwand in den Wasserpfropfen zu gelangen. Trotz dieser
gegenlaufigen Effekte ist eine erhohte Wandfilmdicke zutrdglich fiir den Gesamt-
stofftransport. So wiesen Kashid et al. experimentell durch Zugabe von Tensiden
eine Zunahme des Stofftransportes bei sonst konstanten Stoffwerten nach. [50] Die
Tenside senkten die Grenzflichenspannung und riefen durch die gesenkte Kapillar-
Zahl Ca einen dickeren Wandfilm hervor. Weiterhin zeigte Heckmann simulativ, dass
eine Zunahme der Kapillar-Zahl Ca, wie sie z.B. durch einen Anstieg der Viskosi-
tat n hervorgerufen wird, den Stofftransport begiinstigt. [44] Diese Beobachtungen
decken sich mit den in dieser Arbeit durchgefithrten Experimenten. Demnach findet
eine teilweise Verarmung des Wandfilmbereichs statt. Die Einbringung von neuem
Aceton in den Wandfilmbereich erfolgt erst durch Austausch mit der kontinuier-
lichen Phase, sobald der Pfropfen komplett voriibergezogen ist. Kaske visualisierte
diesen Mischvorgang durch Fluoreszenzmessungen. [23] Diese Argumentation erklart
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zudem die Abnahme des Stofftransportes hin zu grofieren Pfropfenldngen. Je aus-
gedehnter der Pfropfen ist, desto linger wird dem Wandfilm Aceton entzogen bis
eine erneute Verwirbelung mit der kontinuierlichen Phase stattfindet. Die treibende
Konzentrationsdifferenz im Wandfilm fallt ab und der Gesamtstofftransport, welcher
stets auf die makroskopischen mittleren Konzentrationen bezogen ist, sinkt dadurch.

Beziiglich der Stromungsgeschwindigkeit zeigt sich ein Anstieg des Stofftrans-
portes hin zu hoheren Stromungsgeschwindigkeiten, was sich ebenfalls mit den do-
kumentierten Literaturdaten fiir niedrigviskose Systeme deckt. Allgemein werden
Werte fiir k; - a erreicht, die in der gleichen Gréflenordnung liegen, wie Scheiff et al.
sie bei ihren Experimenten mit ionischen Fliissigkeiten erzielten, jedoch arbeiteten
Scheiff et al. mit kleineren Innendurchmessern und setzte die viskosere Fliissigkeit als
disperse Phase ein. [19] Eine Variation des Innendurchmessers der Kapillare kénnte
weitere Aufschliisse tiber das Verhalten des Systems geben, da die Speicherkapazitéit
des Wandfilms mit dem Quadrat des Durchmessers skaliert, der notige Diffusions-
weg hingegen nur linear ansteigt Y| Diese Variation wurde im Rahmen dieser Arbeit
jedoch nicht durchgefiihrt.

Fiir die Bewertung der Ergebnisse sind neben der bereits erwahnten Oberschwin-
gung im Messsignal weitere Fehlerquellen zu beachten, welche nicht durch die Feh-
lerindikatoren beriicksichtigt werden konnten. Zu nennen ist hier zum einen die
Mittelung des Konzentrationssignals iiber den gesamten Kanalquerschnitt. Wah-
rend bei der Kalibrierung des UV-Spektroskops die Kapillare einphasig mit der
Kalibrierlosung durchstromt worden ist, herrschte an jedem Punkt der Kapillare
die gleiche Konzentration c. Die Fluoreszenzmessungen von Kaske ([23]) legen je-
doch nahe, dass wahrend des Extraktionsvorgangs ein Konzentrationsprofil in der
kontinuierlichen Phase herrscht, welches durch dieses Messverfahren nicht erfasst
werden kann. Zum anderen ist die Viskositit des Ols im vermessenen Konzentra-
tionsbereich an Aceton nicht konstant. So nimmt beispielsweise die Viskositat des
Silikonols M100 durch Zugabe von 0,2mol/L um etwa 15% ab. Im Vergleich zu den
Viskositédtsinderungen durch den Polymerisationsgrad der Ole (M20, M50, M100)
ist diese Anderung hingegen klein. Eine Ermiidung der UV-LED iiber die Dauer
der Versuchsreihen hinweg und eine Verarmung der Stammlésung durch Ausdamp-
fen des Acetons konnten als Fehlerquelle hingegen ausgeschlossen werden, da nach
Abschluss der Versuchsreihen die Stammlosung jedes Ols erneut vermessen wurde
und eine gute Ubereinstimmung mit der Kalibrierkurve vorlag (vgl. Anhang .
Trotz der erwdhnten Fehlerquellen zeigen die Ergebnisse, dass die Pfropfenstromung
in besonderem Mafe fiir die Extraktion aus viskosen Medien heraus geeignet ist,
sofern die viskose Phase als kontinuierliche Phase gewéhlt wird. Wéahrend sowohl
eine hohe Grenzflichenspannung als auch eine erhéhte Viskositat die Effektivitat
herkémmlicher Extraktionskolonnen einschranken, bleibt durch den gegenlaufigen
Effekt beider Parameter im Bezug auf die Kapillar-Zahl Ca die Pfropfenstromung
ein effektives Extraktionswerkzeug.

3Hiufig wird die mittlere Eindringtiefe mit # = 2 - v/D - t abgeschétzt.
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4.5 Reduzierung des apparativen Aufwands durch
die Kreuz-Gegenstrom-Verschaltung

Fir eine erfolgreiche Anwendung der Pfropfenstromung im industriellen MaBstab
sind Mafinahmen zur Steigerung der Produktionsmenge erforderlich. Eine einfache
Vervielfaltigung der Apparate ist wegen der vergleichsweise teuren Pumpen und Re-
gelkomponenten nicht wirtschaftlich. Da eine Vergréflerung der Abmessungen die
vorteilhaften Eigenschaften der Mikroapparate zerstort und die Durchflussmengen
pro Kapillare begrenzt sind, werden Parallelisierungsstrategien eingesetzt, wie sie in
Unterabschnitt beschrieben wurden. Die bisherigen Methoden lassen dabei ver-
schiedene Anséitze erkennen. Gemein ist jeweils, dass alle parallelisierten Kapillaren
mit nur zwei Pumpen betrieben werden. Hierbei bedingen die Fertigungstoleran-
zen in den einzelnen Bauteilen unterschiedlich hohe Druckverluste pro Extraktions-
strang. Dies fithrt zu einer Ungleichverteilung der in den Kapillaren flieenden Volu-
menstrome. Der Versuch, dies auszugleichen, kann durch sehr genaue Fertigungsto-
leranzen der Kapillaren und der Apparate selbst (siehe [51], [52]), individuelle Nach-
justierung der Druckverluste pro Kapillare (siehe [56]) oder durch einen groien vor-
geschalteten Druckverlust mit geringer Fertigungstoleranz geschehen, welcher durch
seine Grofle die nachfolgenden Schwankungen im Druckverlust marginal werden lasst
(siehe [53], [54], [55]). In diesem Abschnitt soll eine neue Parallelisierungsstrategie
vorgestellt werden, welche die erforderliche Pumpenzahl nicht auf zwei reduziert,
dafiir jedoch grofie Freiheiten bzgl. der Stabilitat der Stromung und der geforderten
Fertigunstoleranzen der Bauteile erzeugt. Es garantiert im Gegensatz zu bisherigen
Ansitzen zudem exakt die Gleichverteilung der Volumenstrome auf die einzelnen
Strange. In Unterabschnitt wird das Konzept der neuen Verschaltungsstra-
tegie erldutert. Unterabschnitt beschreibt die experimentelle Umsetzung zur
Plausibilitdtsbeurteilung des Konzeptes, wihrend Unterabschnitt das Konzept
bewertet, auf Anwendbarkeit priift und weitere Untersuchungsaspekte fokussiert.

4.5.1 Konzept der Kreuz-Gegenstrom-Verschaltung

In einer Pfropfenstromung kann eine Extraktion nur im Gleichstrombetrieb durch-
gefiihrt werden. Durch die ausgezeichneten Stofftransporteigenschaften wird inner-
halb einer Extraktionskapillare allerdings schnell das thermodynamische Gleichge-
wicht erreicht. Dieses Verhalten dhnelt den Mixer-Settler-Anlagen (siehe Unterab-
schnitt , weshalb die Kombination aus Pfropfenerzeuger, Extraktionskapillare
und Phasentrenner oft als eine Mikro-Mixer-Settler-Einheit betrachtet wird. Die
austretenden Strome einer Einheit konnen jedoch mit anderen Extraktionseinheiten
im Gegenstrom verschaltet werden. Da innerhalb jeder Einheit Druckverluste auf-
treten, kann nur einer der beiden Strome ohne Einsatz einer weiteren Pumpe in die
nachfolgende Einheit eingespeist werden. Der andere Strom muss zur Uberwindung
des sich einstellenden Druckgefilles entlang eines Strangs mit Hilfe von Pumpen
jeweils den davorliegenden Stufe zugefiihrt werden. Abbildung verdeutlicht den
Sachverhalt. Insgesamt werden fiir den Betrieb von n Stufen in einem Strang dem-
nach n + 1 Pumpen benotigt. Daraus ergibt sich fiir den parallelen Betrieb von m
Strangen ein Bedarf von m - (n + 1) Pumpen. Da die Extraktionsstrange lediglich
Kopien voneinander sind, werden die jeweiligen Einheiten der Strange sich unter-
einander im Bezug auf Konzentration und Geschwindigkeit nicht unterscheiden. Fiir
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Abbildung 4.25: Parallelisierung von zwei Extraktionsstrangen zu jeweils drei Mixer-
Settler-Einheiten nach normalem Numbering-Up-Konzept.

eine erfolgreiche Gegenstromfahrweise ist es daher nicht zwingend notwendig, dass
der in Abbildung rot markierte Strom aus Einheit 1-2 zwingend in die Einheit
1-1 eingespeist wird. Er kann auch im zweiten Strang in die erste Einheit 2-1 gefiihrt
werden. Im Gegenzug wird der blaue Strom aus Einheit 2-2 nicht der Einheit 2-1
sondern dem oberen Strang in Einheit 1-1 zugefiihrt. Diese Kreuzvermischung der
Extraktionsstrange ist dann vorteilhaft, wenn jeder Extraktionsstrang auf einem an-
derem Druckniveau betrieben wird. Fiir fliissig-fliissig-Systeme entsteht dieser Frei-
heitsgrad, da ihr Verhalten unabhingig vom Absolutdruck ist. Der rote Strom kann
dadurch ein Druckniveau besitzen, das ausreichend ist, um ohne zusatzliche Pumpe
in die Einheit 2-1 eingespeist zu werden. Im Gegenzug dafiir muss von der Pum-
pe des blau markierten Strangs eine hohere Druckdifferenz iiberwunden werden als
bisher. Effektiv kann durch diese Verschaltung jedoch eine Pumpe eingespart wer-
den. Diese Herangehensweise kann auch auf die anderen Strome angewendet werden,
wodurch eine Verschaltung nach Abbildung[4.26] entsteht. Die bisher beispielhaft ge-
nannten Strome sind zur leichteren Identifikation erneut in rot und blau eingefarbt.
Allgemein werden fir diese Betriebsweise nicht mehr m - (n 4+ 1) Pumpen beno-
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Abbildung 4.26: Beispielhafte Verschaltung zweier Extraktionsstringe durch Uber-
kreuzen der Strome zur Einsparung einer notwendigen Pumpe.
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tigt, sondern lediglich 2 - m + n — 1, was fiir die Parallelisierung vieler Strange eine
deutliche Einsparung bzgl. der benotigten Pumpen bedeutet. Voraussetzung fiir die
Anwendung dieses Verschaltungskonzeptes ist eine stabile und saubere Phasentren-
nung innerhalb jeder einzelnen Einheit. Fertigungstoleranzen der Bauteile erzeugen
weiterhin ungleiche Druckverluste in den Zuleitungen und den Einheiten der Strange
selbst. Diese Unregelméafligkeiten miissen durch einen ausreichend hohen Kapillar-
durck der Phasentrennung aufgefangen werden. Den Ergebnissen aus Abschnitt
zur Folge bieten lediglich Membranphasentrenner durch ihren auflerordentlich hohen
Kapillardruck die geforderte sehr stabile Phasentrennung.

4.5.2 Experimentelle Umsetzung des Konzeptes

Zur Demonstration der grundsétzlichen Realisierbarkeit des Konzeptes wurde fiir
die experimentelle Umsetzung beispielhaft das Stoffsystem n-Decan/Wasser verwen-
det. Es bietet eine hohe Grenzflichenspannung von 52,0 mN/m, was ein typisches
Anwendungsfeld der Pfropfenstromung darstellt, und weist bei 25°C zudem &ahnli-
chen Viskosititen beider Fluide von 0,838 mPa - s fiir Wasser und 0,890 mPa - s fiir
n-Decan auf. Dies vereinfachte den experimentellen Aufbau, da alle Zu-
leitungen gleich ausgefiihrt werden konnten. In den hier dargestellten Experimenten
wurden FEP-Kapillaren mit einem Innendurchmesser von 1,6 mm verwendet. Fiir
Stoffsysteme unterschiedlicher Viskositat sollten die Innendurchmesser und Lan-
gen der Verbindungsleitungen so gewéhlt werden, dass alle Leitungen untereinander
einen ahnlichen Druckverlust aufweisen. Dies reduziert die notwendige Druckdiffe-
renz, welche die Phasentrenner durch ihren Kapillardruck ausgleichen miissen. Eine
Extraktion wurde nicht durchgefiithrt, da zunédchst nur das hydrodynamische Kon-
zept der Gesamtverschaltung validiert werden sollte. Hierflir waren in einem ersten
Schritt Phasentrenner zu konstruieren, die eine auflerordentlich stabile Phasentren-
nung garantieren konnen. Hier wurde auf Membranphasentrenner zuriickgegriffen,
da diese durch die engen Poren einen besonders hohen Kapillardruck liefern konnen.
Es werden Gehduse aus PMMA gefertigt, in denen sowohl am Kopf eine hydro-
phobe als auch am Boden eine hydrophile Membran eingesetzt werden konnen. Der
allgemein Aufbau ist in Abbildung dargestellt. Als hydrophobe Membranen

Stiitzgewebe mit
hydrophober ~
Membran

Dichtmaterial Viton©

Stutzgewebe mit
hydrophiler -
Membran

Abbildung 4.27: Schnittansicht des Phasentrenners (links) und gefertigtes Exemplar
aus PMMA (rechts) mit allen Zu- und Ableitungen und Groéfienvergleich.

wurden PTFE und PC getestet, wobei PTFE den kleineren Kontaktwinkel mit n-
Decan aufwies. Als hydrophile Membran wurden Nitrozellulose und modifiziertes
Polyester untersucht. Im Gegensatz zum Polyester zeigte die Nitrozellulose zumin-
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dest brauchbare Kontaktwinkeleigenschaften im Kontakt mit reinem Wasser. Im
direkten Einsatz konnte sie die Permeation von n-Decan jedoch nicht verhindern.
Der Betrieb der Phasentrenner musste daher im vollstdndig wassergefiillten Zustand
erfolgen. Die Membranen wurden auf einem Stiitzgewebe platziert und mit Dichtun-
gen aus Viton © im Gehéause arretiert. Die Permeation von Wasser und Luft durch
das PTFE wurde nach der ersten Benetzung mit n-Decan durch den Kapillardruck
verhindert, welcher mit Hilfe des beobachteten Kontaktwinkels und des angegebe-
nen Porendurchmessers von 5 pm auf 0,3 bar geschatzt wird. Fiir die Inbetriebnahme
der Verschaltung war daher der Einbau seitlicher Entliiftungsstutzen notwendig. Die
Funktionsweise eines einzelnen Phasentrenners wurde durch Zufuhr einer Pfropfen-
stromung mit einem Gesamtvolumenstrom von 4 ml/min bei einem Phasenverhéaltnis
von 1:1 iiberpriift. Zur besseren Visualisierung erhielten die Organik durch Sudanrot
und das Wasser durch blaue Tinte eine entsprechende Farbung. Als Pfropfenerzeu-
ger wurden einfache T-Stiicke aus PTFE verwendet, welche jeweils in eine wenige
cm lange Zweiphasenstrecke miindeten. Die einwandfreie Trennung der eingehenden
Stromung validiert die Funktionsweise eines einzelnen Phasentrenners. Daraufhin
wurde zunédchst eine Verschaltung aus 2 Strangen mit jeweils 2 Stufen nach Abbil-
dung erprobt. Besonderes Augenmerk erhielt dabei der Phasentrenner in Stufe

Abbildung 4.28: Verschaltungsplan (links) und experimenteller Aufbau einer 2x2
Kreuz-Gegenstrom-Verschaltung mit hervorgehobenen Phasentrennern (rechts).

2-1, dessen Pfropfenstréomung nicht durch zwei Pumpen, sondern durch eine Pum-
pe und den austretenden Strom des hoher liegenden Strangs erzeugt wurde. Soweit
moglich wurden Spritzenpumpen verwendet, da kontinuierlich arbeitende Pumpen
im Volumenstrom schwanken, falls sich der Gegendruck durch Nachjustierung der
Nadelventile verandert. Eine Onlinemessung der Fordermenge ist nicht moglich ge-
wesen, weshalb der Volumenstrom nicht nachgeregelt sondern lediglich durch ein
Vorkalibrierung ungefihr eingestellt werden konnte. Diese Unregelméfigkeit sollte
zumindest in der grundsatzlichen Validierung des Konzeptes ausgeschlossen wer-
den. Da wahrend der Untersuchungen keine Extraktion stattfand, konnte die rot
markierte kontinuierlich férdernden Pumpe in Abbildung ebenfalls durch eine
Spritzenpumpe ersetzt werden, sofern die jeweilige Zufuhr der Pumpe stattdessen
iiber ein Nadelventil auf Umgebungsdruck entspannt wird. Nach iterativer Justie-
rung der verwendeten Nadelventile zur Erbringung des notwendigen Gegendrucks
im oberen Strang und zum Ausgleich ungleicher Druckverluste in den Kapillaren
konnte die Gesamtschaltung fiir 20 Minuten bei einem Gesamtvolumenstrom von
4ml/min mit 2ml/min je Phase bzw. fiir 30 Minuten bei einem Gesamtvolumen-
strom von 2ml/min mit je 1ml/min pro Phase betrieben werden. Bedingt durch
das begrenzte Volumen der in den Pumpen eingesetzten Spritzen von ca. 60 ml
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und die notwendige Einlaufzeit der Anlage konnte keine langeren Betriebszeit rea-
lisiert werden. Limitierend war demnach keineswegs ein Wasserdurchbruch an den
PTFE-Membranen oder die Hydrodynamik der Pfropfenstromung. Aufbauend auf
diesem Ergebnis wurde eine 3x3 Verschaltung nach Abbildung .29 realisiert. In
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Abbildung 4.29: Verschaltungsplan (links) und experimenteller Aufbau einer 3x3
Kreuz-Gegenstrom-Verschaltung mit hervorgehobenen Phasentrennern (rechts).

dieser Gesamtverschaltung existierten somit bereits Mixer-Settler-Einheiten, wel-
che durch keinerlei Pumpe beschickt wurden, sondern sich lediglich aus anderen
Stufen mit jeweils hoherem Druckniveau speisten. Erneut wurden die rot markier-
ten Riickfithrungspumpen durch einen gedrosselten Auslass in die Umgebung und
eine stabil fordernde Spritzenpumpe substituiert. Die Justierung der Nadelventile
gestaltete sich fur die 3x3-Verschaltung bereits aulerordentlich komplex. Als Indi-
kator dienten lediglich die langsam steigenden oder fallenden Wasserfillstidnde in
den Trennkammern der Mixer-Settler-Einheiten. Die Anlage konnte nur nach vielfa-
chen Versuchen und Nachjustierungen in einen Betriebszustand ohne offensichtlichen
Phasendurchbruch an den Membranen gebracht werden, in dem sie dann bei einem
Gesamtvolumenstrom von 1 ml/min bei 0,5ml/min je Phase betrieben wurde. Uber
einen Zeitraum von 20 Minuten wurden keinerlei weiteren Nachjustierungen vorge-
nommen und der Fliissigkeitsstand in den Phasentrennern der Anlage beobachtet. In
vier von neun Trennkammern traten dabei merkliche Fiillstandveranderungen oder
Durchbriiche von Wasser auf. Im obersten Strang sank der Wasserspiegel in der
Trennkammer der ersten Stufe stark ab, wihrend in der letzten Stufe ein leichter
Wasserdurchbruch zu verzeichnen war. Die mittlere Stufe arbeitete einwandfrei wei-
ter. Abbildung[4.30] verdeutlicht diesen Sachverhalt. Auch im zweiten Strang wurden
in zwei Stufen leichte Wasserdurchbriiche beobachtet. Im dritten Strang arbeiteten
alle Trennkammern tiber die gesamte Betriebszeit hinweg ideal. Nach weiteren 5 Mi-
nuten waren die Spritzenvolumina erschopft. Die beschriebenen Zustéande sind soweit
erhalten geblieben. Die korrekte Betriebsweise des kompletten unteren Stranges deu-
tet dabei an, dass die Schwierigkeiten bei der korrekten Einstellung der Nadelventile
vornehmlich in Stufen auftreten, welche in der Hydrodynamik in den oberen Stran-
gen liegen und mit ihren Austritten an eine Vielzahl nachfolgender Stufen gekoppelt
sind. Die 3x3 Verschaltung weist demnach noch Schwierigkeiten in der Umsetzung
auf, demonstriert aber die grundlegende Plausibilitidt des Konzeptes. Die Experi-
mente legen nahe, dass lediglich die Nadelventile korrekt eingestellt werden miissen,
wofiir gegeniiber der hindischen Nachiteration eine konkrete Vorgehensstrategie ge-
nutzt werden sollte.
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Abbildung 4.30: Trenneinheiten des obersten Strangs mit sinkendem Wasserspiegel
in der ersten Stufe 1-1 (links), funktionierender Trennung in Stufe 1-2 (mitte) und
leichtem Wasserdurchbruch an der PTFE-Membran in Stufe 1-3 (rechts).

4.5.3 Fehlerbetrachtung und weiterfiihrende Analyse

Eine mogliche Ursache fiir das Versagen des Trennverhaltens einiger Stufen kann
im nichtlinearen Zusammenhang zwischen Ventilstellung und erzeugtem Druckver-
lust der Nadelventile liegen. Beim Schlieflen ist der Anstieg des Druckverlustes nicht
linear abhingig von der Anderung im Drehwinkel, sondern umso groBer, je weiter
das Ventil bereits geschlossen ist. Dies erschwerte stark das Vorgehen wéhrend der
Feinjustierung der Anlage. Hier sollten in nachfolgenden Untersuchungen Kapilla-
ren mit kleinen Innendurchmessern und definierter Lénge verwendet werden, die
zusétzlich durch die Hohenlage ihrer Austrittsoffnung eine gezieltere Einstellung des
Druckverlustes erlauben. Auch der Einsatz thermorheologischer Ventile kann der
Feinjustierung dienen. Ein erweitertes Screening zusétzlicher hydrophiler
Membranmaterialien kann zudem am Boden der Trennkammern eine Durchtritts-
barriere fiir die Organik erzeugen, sodass ein sinkender Wasserspiegel nicht zwangs-
laufig zu einer versagenden Trennwirkung im Dauerbetrieb fiihren muss. Weiterhin
kann der Porendurchmesser von 3 pum bzw. 5pm weiter herabgesetzt werden, um
den Kapillardruck zu steigern, welcher fiir das Aufrechterhalten der Hydrodyna-
mik essentiell wichtig ist. Dabei sollte fiir alle Membranmaterialien auf eine enge
Verteilung der Porengrofien geachtet werden, da die grofite Pore der Membran den
kleinsten Kapillardruck bereit stellt und somit die maximale Druckdifferenz defi-
niert bevor der erste Durchbruch auftritt. Fiir eine Realisierung im Dauerbetrieb
sind die Spritzenpumpen durch kontinuierliche Pumpen zu ersetzen, die pulsations-
frei und in der Fordermenge regel- und nicht nur steuerbar sind. Eine Differenz-
druckmessung an den Auslédssen der Trennkammern wiirde zudem das Anfahren der
Anlage stark vereinfachen, konnte jedoch wegen des groflen apparativen Aufwandes
durch die notwendige neunfache Ausfithrung in dieser Arbeit nicht realisiert werden.
In fortfithrenden Untersuchungen sollte iiber die 3x3-Verschaltung hinaus auch das
Hinzufligen eines vierten Stranges untersucht werden.

Auf theoretischer Seite konnen durch das vorgestellte Konzept beliebig viele
Strange parallelisiert werden. Die Praxis zeigte jedoch bereits eine hohe Komple-
xitdt bei der Einstellung der Anlage und dem Ansteuern des moglichen Betriebs-
fensters fiir 3x3-Verschaltungen. Das mogliche Betriebsfenster der Anlage wird dabei
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umso grofler je hoher die erzeugten Kapillardriicke in der Phasentrennung sind. Be-
grenzt wird das Betriebsfenster dadurch, dass sich unterschiedliche Druckverluste
in den Leitungen, bedingt durch Fertigungstoleranzen, und fehlerhaft eingestellte
Nadelventile aufsummieren aber weiterhin durch den Kapillardruck einer einzelnen
Membran kompensiert werden miissen. Je mehr Strange und Stufen verschaltet wer-
den, desto hoher sind demnach die Anforderungen an den aufzubringenden Kapillar-
druck und bzw. oder an die Genauigkeit der Voreinstellung der Anlage. Dabei muss
auch beriicksichtigt werden, dass wéihrend einer ablaufenden Extraktion durch den
Ubergang des Solvatstoffes die Stoffdaten, wie Dichte und Viskositét, aber auch die
absoluten Volumenstrome von organischer und wéssriger Phase von Stufe zu Stufe
variieren werden, was den Druckverlust der Stufe beeinflusst und ebenfalls durch
den Kapillardruck an der Membran kompensiert werden muss. Eine genaue Aussa-
ge zur maximalen Anzahl der parallelisierbaren Stringe ist daher vom Stoffsystem
abhangig und nicht allgemein moglich.

Allgemeiner Nachteil des Konzeptes ist die integrierte Abhéngigkeit der Stufen
untereinander. Fallt eine Einheit aus, so muss die gesamte Verschaltung und nicht
nur ein einzelner Strang stillgelegt werden. Am Beispiel von m = 10 Stréngen zu
jeweils n = 4 Stufen kann auf der einen Seite eine Gesamtverschaltung mit einem
Bedarf von 2 - 10 + 4 — 1 = 23 Pumpen errichtet werden, oder zur Erhohung der
Ausfallsicherheit und Steigerung der Robustheit in zwei Verschaltungen mit jeweils
m = 5 Strédngen und einem Gesamtbedarf von 2 - (2-5+ 4 — 1) = 26 Pumpen
investiert werden. Im Vergleich dazu bietet ein herkémmliches Numbering-Up die
bestmogliche Ausfallsicherheit, besitzt allerdings einen Bedarf von 10 - (4 4+ 1) = 50
Pumpen. Obwohl etliche Pumpen in der Kreuz-Gegenstrom-Verschaltung jeweils
eine groflere Druckdifferenz tiberwinden miissen, werden absolut gesehen weniger
Pumpen betrieben. Dies hat ebenfalls Auswirkungen auf die Betriebskosten. Da
weniger Pumpen betrieben werden, ist wenn iiberhaupt nur ein moderater Anstieg
der Betriebskosten zu erwarten.

Trotz der aufgetretenen Schwierigkeiten ist die entwickelte Kreuz-Gegenstrom-
Verschaltung durch die Reduktion der notwendigen Pumpen von m - (n + 1) auf
2-m + n — 1 ein aussichtsreicher Kandidat fiir die Parallelisierung von Extrakti-
onsaufgaben in Mikro-Mixer-Settler-Anlagen. Das vorgestellte Verschaltungskonzept
schafft somit eine zusétzliche Optimierungsmoglichkeiten zwischen den Parametern
Fertigungstoleranz der Bauteile, Gesamtinvestitionskosten und Ausfallsicherheit der
Anlage. Allgemein sollte vor der Nutzung dieses Verschaltungskonzeptes jedoch jede
einzelne Mixer-Settler-Einheit auf ihre maximale Belastbarkeit untersucht werden,
da sich trotz innovativer Parallelisierung der Betrieb weniger stark belasteter Ex-
traktionseinheiten einfacher gestaltet als die Parallelisierung vieler Einheiten.

4.6 Resiimee der durchgefiihrten Untersuchungen

Die zu Beginn dieses Kapitels angesprochenen moglichen Szenarien zur Etablierung
der Pfropfenstromung als Extraktionswerkzeug wurden durch die Experimente und
Simulationen ausgearbeitet und néher charakterisiert.

Beziiglich des ersten Szenarios wurde versucht, die bisherigen Nachteile im Ver-
gleich zu herkémmlichen Extraktionskolonnen zu beseitigen. Hierfiir wurden die
schwere Parallelisierungbarkeit und die nicht stabile Phasentrennung bei hohen Vo-
lumenstromen, bzw. die fiir eine stabile Phasentrennung vergleichsweise hohen zu
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iiberwindenden Druckverluste identifiziert. Die Phasentrennung wurde darauthin in
Abschnitt mit der in Kapitel [3| erarbeiteten Methode numerisch untersucht. Da-
bei wurden Beschleunigungsdruckverluste in den folgenden Leitungen als ausschlag-
gebend fiir die abweichenden Vorhersagen der bisherigen Modelle identifiziert. Zur
Begrenzung der Beschleunigungseffekte wurde in Abschnitt die Umwandlung der
Pfropfenstromung in eine Parallelstromung zur einfachen Phasentrennung bei gleich-
zeitig geringem hydrodynamischen Druckverlust untersucht. Es wurde ein Vorher-
sagemodel entwickelt, welches in Abhéngigkeit der Volumenstrome und Stoffdaten
der eintretenden Pfropfenstromung die Stabilitédt der Parallelstromung beschreiben
kann, jedoch keine Aussage iiber die beobachtete Tropfenbildung trifft. Die auftre-
tenden Tropfen konnen zu Verunreinigungen wéhrend der Phasentrennung fiihren
und erfordern dadurch wiederum hohe Kapillardriicke zur Absicherung. Dies zieht
kleine Spalte und Poren mit sich und bringt dadurch wieder hohe Druckverluste
ein. Die Vermeidung kleiner Spalte und Poren diente neben der Reduzierung des
Druckverlustes der ErschlieBung von Suspensionen als Pfropfenphase. Die Erarbei-
tung eines neuen Aktuatorkonzeptes fir die gezieltere Regelung von parallelisierten
Mikrokapillaren mit ferrofluidischen Pfropfen wurde in Abschnitt begonnen. Die
Kombination von iiberwachendem Sensor und regelndem Aktuator in einem Bau-
teil verspricht eine starke Kostensenkung, sobald die Detektion der Pfropfen durch
verbesserte Messelektronik oder optimierte Spulenparameter auch bei Langen im
Bereich von 3 mm mdglich ist. Trotz der gewonnen Erkenntnisse in den einzelnen
Bereichen bleibt die Pfropfenstréomung in der Anwendung gegeniiber herkémmlichen
Extraktionskolonnen unattraktiv fiir die Bewéltigung gewohnlicher Extraktionsauf-
gaben/[]]

Dem ersten Szenario steht die Identifikation alternativer Anwendungsgebiete als
zweites Szenario gegeniiber. Die bisherigen Schwierigkeiten makroskopischer Appa-
rate zur Extraktion bei kleinen Dichtedifferenzen, hohen Viskositiaten oder grofler
Grenzflichenspannung stellen fiir die Pfropfenstromung kein Hindernis dar. Am Bei-
spielsystem Wasser /Aceton/Silikon6l wurde in Abschnitt bei den Nennviskosi-
taten 20mPa - s, 50mPa - s und 100 mPa - s nachgewiesen, dass der Stofftransport
trotz gesteigerter Viskositdt mit niedrigviskosen Systemen der Literatur vergleich-
bar ist und damit weit tiber den Transportraten makroskopischer Apparate liegt. Die
Anwendbarkeit ist weiterhin durch den maximalen Durchsatz limitiert. Zur Uber-
windung wurde in Abschnitt ein Parallelisierungskonzept fiir die Reduktion der
Zahl an mindestens notwendigen Pumpen hergeleitet und experimentell untersucht.
Die Zahl an Pumpen zur Parallelisierung von m Extraktionsstrangen mit jeweils n
gegenstromartig verschalteten Mixer-Settler-Einheiten kann hierdurch von m-(n+1)
auf bis zu 2 - m + n — 1 gesenkt werden. Die erarbeiteten Ergebnisse machen die
Pfropfenstromung damit im Vergleich zu Extraktionskolonnen bei der Extraktion
aus viskosen Medien heraus oder bei verschwindender Dichtedifferenz attraktiver,
wodurch ein konkretes Anwendungsfeld fiir die Pfropfenstromung als Extraktions-
werkzeug identifiziert und naher untersucht wurde.

4Unter einer gewohnlichen Extraktionsaufgabe wird nach Pfennig eine Extraktion ohne her-
ausragende Besonderheiten in den Stoffwerten verstanden: Ap > 50kg/m?; 7 ~ 1mPa-s;
o > 5mN/m; nyg < 10 (3]



Kapitel 5

Fazit und Ausblick

In dieser Arbeit wurde die fliissig-fliissig Pfropfenstromung als Extraktionswerkzeug
auf ihre moglichen Anwendungsgebiete hin untersucht. Um als Extraktionswerkzeug
attraktiv eingesetzt zu werden, muss sie sich gegentiber bisherigen Losungen und
Apparaten fiir Extraktionsaufgaben als vorteilhaft erweisen. Hierfiir wurden zwei
Ansétze unterschieden und parallel untersucht.

Der erste Ansatz fokussierte dabei, wie die Pfropfenstromung ihre bisherigen
Nachteile als Anwendung der Mikroverfahrenstechnik tiberwinden kann, um da-
durch zu bisherigen Apparaten konkurrenzfihig zu werden. Als grofiter Nachteil
wurde hier eine fehlende Numbering-Up-Strategie identifiziert, welche zudem kos-
teneffizient anzuwenden ist. Hierauf begriindet wurde ein alternatives Sensor- und
Aktuatorkonzept fir ferrofluidische Pfropfenstromungen durch Magnetfelder vorge-
stellt. Die eingesetzten Spulen kénnen dabei durch Uberwachung ihrer Induktivitét
die Stromung beztiglich Geschwindigkeit und/oder Pfropenlédnge vermessen und die
Stromung gleichzeitig durch Erzeugung von Magnetfeldern beeinflussen. Die Kombi-
nation von Sensor und Aktuator in einem Bauteil, der magnetischen Spule, verspricht
eine signifikante Kostenreduktion. Die Detektierbarkeit langer Pfropfen wurde hier-
fiir als erster Schritt nachgewiesen. Voraussetzung fiir die Anwendbarkeit dieses
Konzeptes ist jedoch die Moglichkeit zum Einsatz von Ferrofluiden und eine stabile,
druckverlustarme Phasentrennung der Pfropfenstromung. An einer Beispielgeome-
trie wurden daher reprasentativ fiir eine bestimmte Bauart von Phasentrennern,
die allgemein besonders niedrige Druckverluste aufweist, die Vorgange wahrend der
Phasentrennung numerisch nachverfolgt. Ziel der numerischen Untersuchung war die
Identifikation von Modellfehlern bei der Vorhersage des stabilen Betriebsfensters fiir
die Phasentrennung. Hierfiir wurde auf Basis von bisherigen numerischen Arbeiten
und Modellen ein hybrider Ansatz zur Vereinigung der Vorteile von Phase-Field-
Methode, THINC-Methode, dem Levelset-Ansatz und der Volume of Fluid-Methode
kondensiert und auf das Minimieren parasitdarer Stromungen an freien Grenzflachen
hin optimiert. Das numerische Modell wurde anhand von Druckverlusten und Wand-
filmdicken aus der Literatur validiert. Im Vergleich zum Standardsolver von Open-
FOAM 6, interFoam, konnten die parasitdren Stromungen um zwei bis anndhernd
drei Groflenordnungen reduziert werden. Dieser Aspekt bildete den Hauptteil der
vorliegenden Arbeit. Die numerische Betrachtung der Phasentrennung konnte da-
bei instationdre Effekte durch stetige Beschleunigungs- und Abbremsvorgénge im
Trennraum als Ursache fiir das Versagen der Phasentrennung bei hohen Druchsét-
zen nachweisen, die in bisherigen Modellierungen des moglichen Betriebsfensters
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noch nicht beriicksichtigt wurden. Die Simulationen erweitern damit das Verstéand-
nis der ablaufenden Prozesse im Phasentrenner. Als Alternative zu der numerisch
untersuchten Bauform wurde experimentell die Umwandlung der Pfropfenstromung
in eine Parallelstromung untersucht, da hierdurch die instationdren Effekte auf den
Trennraum begrenzt werden konnen und sich nicht zusétzlich auf die peripheren
Anschlussleitungen auswirken. Die prinzipielle Stabilitat von Parallelstromungen in
oberflichenmodifizierten Rechteckkanélen grofier Breite wurde tiber ein Vorhersage-
modell beschrieben, welches jedoch nicht das Phiénomen der Tropfenbildung an der
Grenzflache abbildet. Durch die Tropfenbildung in Kombination mit den niedrigen
Kapillardriicken wird die Umwandlung in eine Parallelstromung in breiten Kanélen
als unzureichendes Trennkonzept eingestuft. Abschlieend konnten fiur die Verfol-
gung des ersten Ansatzes die bisherigen Nachteile bei der Anwendung der Pfropfen-
stromung als Extraktionswerkzeug nur in geringem Mafle verringert werden.

Daraus ergab sich der zweite, parallel verfolgte Ansatz dieser Arbeit, nach dem
die Pfropfenstromung Anwendungsgebiete erschliefen kann, welche bisherigen Ex-
traktionsapparaten gar nicht oder nur schwer zuganglich sind. Eine Literaturrecher-
che ergab dabei Potential in der Bewiltigung von Extraktionsaufgaben mit geringer
Dichtedifferenz der Fluide, grofier Grenzflichenspannung und gesteigerter Viskosi-
tét. Alle Faktoren behindern den reibungslosen Gegenstrombetrieb von Fiillkorper-
und Packungskolonnen. Hieraus motiviert, wurde am Stoffsystem Wasser/Aceton/-
Silikonol beispielhaft die Stofftransportleistung der Pfropfenstromung untersucht.
Die experimentell nachgewiesenen Stoffibergangskoeffizienten liegen mit 0,03 1/s bis
0,13 1/s trotz verhaltnisméBig groem Innendurchmesser der Kapillaren von 1,6 mm
und der erhohten Viskositat der kontinuierlichen Phase in &hnlicher Groflenordnung
wie bisherige Literaturbefunde fiir niedrigviskose Stoffsysteme. Der positive Effekt
beim Einsatz des viskosen Fluids als kontinuierliche Phase wurde in Kombinati-
on mit bisherigen Untersuchungen der Literatur auf eine verbesserte Nutzung des
Wandfilmbereichs durch geringere Verarmung an Solvatstoff zurtickgefithrt. Da fir
den Einsatz als Extraktionswerkzeug weiterhin eine effektive Parallelisierungsstra-
tegie fehlt, wurde ein alternatives Verschaltungskonzept entwickelt und untersucht,
die Kreuz-Gegenstrom-Verschaltung. Das Konzept reduziert die notwendige Zahl an
kostspieligen Pumpen fiir die Realisierung von m Extraktionsstréngen zu jeweils n
Stufen von den bisher notwendigen m - (n+1) schliefllich auf bis zu 2-m+mn—1. Das
Konzept garantiert dabei im Vergleich zu anderen Strategien exakt die Gleichver-
teilung der Volumenstrome auf die einzelnen m Stréange, welche durch die Pumpen
vordefiniert werden. Diese Gleichverteilung ist durch den Verteilungskoeffizienten
zwischen den Phasen bei Extraktionen von besonderer Wichtigkeit. Erste experi-
mentelle Untersuchungen bestétigen die prinzipielle Umsetzbarkeit. Gréfere Ver-
schaltungen benoétigen jedoch noch weitere Optimierungsschritte. Demnach wird die
Pfropfenstromung als Extraktionswerkzeug nicht fiir den breiten Einsatz in bishe-
rigen Extraktionsvorgangen, sondern in der Bewiéltigung spezieller Trennaufgaben
gesehen, welche aufgrund des erschwerten Gegenstrombetriebs in makroskopischen
Kolonnen nur schwer realisiert werden konnen.

Fir die verbesserte Anwendbarkeit der Pfropfenstromung bei herkémmlichen
Trennaufgaben sollte in zukiinftigen Arbeiten die Detektion von kurzen ferrofluidi-
schen Pfropfen weiterentwickelt werden. Es ist zudem eine allgemeine Beschreibung
der Forderwirkung in Abhéngigkeit der noch zu modifizierenden Spulengeometrie
notwendig. Mit Hilfe der entwickelten numerischen Methode steht dabei weiterfiih-
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rend ein Werkzeug zur Verfligung, welches besonders arm an parasitaren Stromungen
ist und dadurch sehr genau die Bewegung der Grenzflache in Mikrokanélen abbilden
kann. Hiermit besteht die Moglichkeit zur Untersuchung alternativer Trennapparate.
Zur weiteren Beschleunigung der Simulationen kommen neben der bereits genutzten
openMP-Bibliothek zur Parallelisierung von Schleifen noch die Implementierung von
zerlegten Rechengittern und die Kombination beider Ansétze in Betracht.

Als Extraktionswerkzeug fiir hochviskose Medien kann die Datengrundlage durch
Vermessung des Stofftransportes bei weiteren Viskositéiten, Pfropfenléngen und Ka-
pillardurchmessern erweitert werden. Der Modellvorstellung nach wird es eine Vis-
kositat geben, ab der ein reduzierter Diffusionskoeffizient in der viskosen kontinuier-
lichen Phase die vergrofierte Speicherkapazitat des Wandfilms iiberwiegen wird und
der Gesamtstofftransport dadurch sinkt. Diese Grenzen gilt es naher zu charakteri-
sieren. Zur Parallelisierung steht durch die vorliegende Arbeit dabei das Konzept der
Kreuz-Gegenstromverschaltung zur Verfiigung. Fiir dieses Konzept sollte eine kon-
krete Strategie zur Einstellung der Drosselventile entwickelt werden, die den Aufbau
und die Inbetriebnahme von gréferen Verschaltungen erleichtert. Eine Verbesserung
der Phasentrenner kann zudem das stabile Betriebsfenster der Gesamtverschaltung
vergroflern. Hierfiir sollte am Boden der Trennkammern ebenfalls eine Membran
platziert werden, welche Wasser weitgehend ungehindert permeieren lasst, der Per-
meation von Organik jedoch einen grofien Kapillardruck entgegensetzt. Ein solches
Membranmaterial wurde bisher nicht gefunden.
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Kapitel 6

Symbol- und
Abkiirzungsverzeichnis

Zur deutlichen Kenntlichmachung, an welchen Stellen in den dargestellten Gleichun-
gen mit Vektoren und Matrizen zu rechnen ist, werden Vektoren stets mit einem
Vektorpfeil bezeichnet und Multiplikationen zweier Matrizen oder Vektoren (z.B.
im Skalarprodukt) mit den Symbol * dargestellt. Dies soll Missverstandnisse ver-
meiden (@ als Geschwindigkeitsvektor gegentiber u als Geschwindigkeitskomponente
in x-Richtung, bzw. Durchmesser d und Abstandvektor cf)

lateinisches Symbol ‘ mogliche Bedeutungen des Symbols ‘ Einheit
Pulsationshub m
a Orientierung Kriimmungsradius —
spezifische Austauschfliache %ﬁ
o Polynomkoeffizienten in f(L) -
! Korrelationskoeffizienten fiur Upep, —
A Fliche m?
B kombinierte spezifische Belastung der Kolonne ng’fh
Kanalbreite m
C Kapazitat des Kondensators F, ;i—'ﬂiz
Cq, Oy Konstanten in Abschétzung fir At.,, -
C Konstante in DGL-Losung %
Cm Konstante in Fehlerabschatzung —
Ca Kompressionsstarke im Solver interFoam —
c Konzentration einer Komponente in Losung %‘éf
Volumenanteil disperse Phase in Rechenzelle —
Exponent in Literaturstelle nach Olsson —
d Absolutglied eines Polynoms —
Durchmesser m
D Diffusionskoeffizient mT:
Kompressionskoeffizient e
e Fehlerschatzer —
Extraktionsgrad —
€; Einheitsvektor in Raumrichtung ¢ —
2 freie Energie J
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Fillgrad Zelle nach Volume-of-Fluid Methode
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aus g; abgespaltener Funktionsterm

freie Energiedichte
konstruierte Formfunktion der Grenzflache
Pulsationsfrequenz

Erdbeschleunigung

Vektorpotential zu f(L) bzw. F;_1(L)

Kanaltiefe

imaginare Einheit y/—1

Stromstéarke

Kompressionsfluss nach Olsson
Wellenzahlvektor

ST PRI EIEICSSENEL

Geometriekonstante in Flutpunktkorrelation

w0

psuedo-Levelsetfunktion
Induktivitat

>
oS

3l\:’

N

Sk

Lange

fn

Normalenvektor der Lange 1

Anzahl z.B. theoretischer Trennstufen

P(z,y,z)

mehrdimensionales Polynom

Druck

e

polynomieller Anteil von f(L)

Residuum Korrelationsanpassung

Radius

| O

Zeit

.l

=

Geschwindigkeit

Spannung

<| <

Volumen

N

Raumkoordinaten

NNIRS

Impedanz

griechisches Symbol ‘ mogliche Bedeutungen des Symbols ‘ Einheit
« Dispersphasenanteil im Solver interFoam -
o, B Parameter in Literaturstellen nach Jacqmin ﬂ@ﬂ ﬂ@ﬂ —
’ Parameter in konstruierter Formfunktion f(L) —
a, B, Komponentenzerlegung von VL %
ey Brs Vi Koeffizienten fiir Randbedingung m?2, o
5 Inkrement der nachgestellten Menge var.
Delta-Distribution/Dirac’sche Deltafunktion %
A Differenz zweier Werte var.
differentieller Laplace-Operator #
£ numerische Dicke der Grenzflache m, (m? in [58])
(pseudo-)chemisches Potential =
P Levelsetfunktion nach Literaturstelle Osher et al. —
Volumenstromverhéaltnis —
v Potentialfunktion in Phase-Field-Methode —
v differentieller Nabla-Operator %
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w Geschwindigkeit in Flutpunktkorrelation o
P Dichte %
K Kriimmung der Grenzfléche %
A transformierter Laplace-Operator #
o Grenzflachenspannung ’g—g
n dynamische Viskositat %
T Pseudozeitskala s
Stelle im Intervall bei Fehler-
¢ abschiatzung in Talyorformel var.
Abkiirzung ‘ Bedeutung
CLS-VOF coupled levelset volume of fluid
CPU central processing unit
FEP Perfluorethylpropylen
GAMG gneralized geometric algebraic multigrid
DGL Differentialgleichung
disp. disperse Phase in Mehrphasensystemen
Gl. Gleichung
kont. kontinuierliche Phase in Mehrphasensystemen
PBiCG Preconditioned bi-conjugate gradient
PC Polycarbonat
PMMA Polymethylmethacrylat
PTFE Polytetrafluorethylen
THINC tangent of hyperbola for interface capturing
var. variabel, je nach Anwendungsfall verschieden
TVD total variation dimishing
VOF volume of fluid
Dimensionslose Bezeichnung Definition | Beschriebenes Verhaltnis
Kennzahl
Ca Kapillar-Zahl u-njo Viskose Kraft zu Grenzflachenkraft
Co Courant-Zahl | u- At/Ax Konv.ektiver. Informationstransport
zu Gitterweite
Pe Peclet-Zahl u-L/D | Konvektiver zu diffusiver Stofftransport
Re Reynolds-Zahl | w-p- L/n | Tragheitskraft zu viskoser Kraft
We Weber-Zahl u? - p- L/o | Tragheitskraft zu Grenzflichenkraft
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Anhang A

Zusatzinformationen zur
Entwicklung der numerischen

Methode

A.1 Interpolationsfehler bei Verwendung von Po-
lynomen

Am Beispiel einer einfachen Interpolation durch Polynome wird fiir ¢ = tanh (%)
das Abfallen des Interpolationsfehlers fiir verschiedene Ordnungen m demonstriert.
Die Gitterweite liegt konstant bei Az = 1, wihrend die Dicke der Grenzfliche
durch verschiedene Werte von ¢ verandert wurde. Berechnet wurde jeweils eine In-
terpolation auf den zugehorigen Punkt xz/e = 2,5 bei symmetrischer Verteilung
der Stiitzstellen um den Punkt von Interesse. Das exakte Ergebnis lautet demnach
Cezakt = tanh (2,5) & 0,98661429815143. Ein starker Abfall des Inteprolationsfehlers

Tabelle A.1: Interpolation von ¢ auf zugehorigen Wert von z/e = 2,5 bei Verwen-
dung von Polynomen verschiedener Ordnung m.

m H e=1 ‘ |Cint. - Cea:akt| H =2 ‘ |Cint. - cea:akt|
1 | 0,979541167 | 0,007073131 0,98494292 | 0,001671378
3 1 0,991926097 | 0,005311799 || 0,986912461 | 0,000298163
5 1| 0,98765231 | 0,001038012 || 0,986582347 | 3,19513E-05

mit steigender Polynomordnung m ist nur dann zu beobachten, wenn das Verhaltnis
Az /e Werte kleiner als 1 annimmt.

A.2 Mathematische Formulierung der Stetigkeits-
bedingungen

Um eine ausreichende stetige Differnezierbarkeit von f(L) an den Ubergangsstellen
Linner zu erreichen, wird eine Stetigkeit des Funktionswertes und der ersten fiinf
Ableitungen gefordert. Die Polynomkoeffizienten garantieren in Abhéangigkeit von

163
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a, f und Ly, eine Stetigkeit bis zur vierten Ableitung. Im Anschluss wird 8 so
bestimmt, dass auch die fiinfte Ableitung stetig ist. Daraus ergeben sich folgende
Gleichungen zur Bestimmung der Polynomkoeffizienten a;:

p(Ly=a;-L+az-L>+as-L°+a; - L"+ag- L° (A1)
A
L L3 L? L7 L? ay l—exp(a-L+0)
1 3-L* 5-L* 7-LS 9.L8 as —a-exp(a- L+ f)
0 6-L 20-L% 42-L° 72-L7 [x]|as|=|—-a? exp(a-L+p)
0 6 60-12 210-L* 504-L° | |as —oP-expla- L+ 8)
0 0 120-L 840-L3* 3024-L° ag —atexp (a- L+ B)
p(L) f(L)
P'(L) J'(L)
p'(L) J(L)
(L) P
p(]\/) (L) f(IV) (L)
(A.2)

Zu erfillen ist Gl. an der Stelle L = L. Die linke Seite der Gleichung (A)
kann invertiert werden, um die Koeffizienten a; in Abhéngigkeit von «, 5 und L;,,er
zu bestimmen. Die Bestimmung der Inverse A™! erfolgt in OpenFOAM iiber die
Klasse SVD (Singular Value Decomposition) und ist lediglich auf ~ 10™® genau.
Uber die Fixpunktiteration A, 1, = (2 Is5 — A, ' A) x A ! wird diese Genauigkeit
weiter verbessert, bevor A~! verwendet wird. Daraufhin kann die Ubereinstimmung
der fiinften Ableitung durch g nach GI. gefordert werden.

pYVI(L) =120 - a5 + 2520 - ay - L? + 15120 - ag - L*

= U ay

1 —exp(a-L+p)

00100 a-exp(a-L+p)
= U (O 00 1 0)*A1* a?-exp(a-L+ )
00001 o3 - exp(a- L+ f) (A.3)
at-exp(a- L+ )
1 a’
0 ol
=Uxl35x A % || 0| —exp(a-L+pB)-|a?
0 o?
0 ot

= [V(L) = ~a®-exp(a- L+ p)
Das optimale 3, lasst sich dann aus Gl. isolieren und in Abhéngigkeit von «
und L;,,er berechnen.

o
ol

Tx Iz5% A7 % =exp(a-L+B) |TxLzx A s [a?| —0a° (A.4)
o3
o
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Anhang B

Implementierung der Methode in
OpenFOAM

Fiir das in Kapitel [3] entwickelte numerische Model sind die in OpenFOAM 2.1.1[[]
implementierten Komponenten nachfolgend dargestellt ] OpenFOAM selbst, worauf
der hier dargestellte Code basiert, steht unter der GNU General Public Licencef]
Jegliche daraus entstehende Software steht daher ebenfalls unter der entsprechenden
GNU General Public Licence.

Programmcode B.1: freeSurface.C

e /
|\ / F ield | OpenFOAM: The Open Source CFD
Toolbox

| /O peration /

"\ / A nd | Copyright (C) 2011 OpenFOAM
Foundation

\\/ M anipulation |/
License

This file is part of OpenFOAM.

OpenFOAM is free software: you can redistribute it and/
or modify it

under the terms of the GNU General Public License as
published by

the Free Software Foundation, either version 8 of the
License , or

(at your option) any later wversion.

'Download iiber https://openfoam.org/download/archive/
2Sonderzeichen zur Darstellung ersetzt
3siehe https://openfoam.org/licence/
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OpenFOAM is distributed in the hope that it will be
useful , but WITHOUT

ANY WARRANTY; without even the implied warranty of
MERCHANTABILITY or

FITNESS FOR A PARTICULAR PURPOSE. See the GNU General
Public License

for more details.

You should have received a copy of the GNU General
Public License

along with OpenFOAM. If not, see <http://www.gnu.org/
licenses />.

Application

freeSurface

Description

Transient solver for incompressible, laminar flow of 2
Newtonian fluids (VOF).

Only for equal densities and equal viscosities.

|

*/

#include <omp.h>

#include "ftvCFD.H'

#include "dynamicFvMesh . H' //
Change 1

#include "volPointInterpolation .H'

#include "RectangularMatrix.H"

#include "SVD.H'

#include "different functions.H'

#include "phaseFieldExpLFvPatchScalarField .H"
#include "phaseFieldExpCFvPatchScalarField .H"
#include "nHatFvPatchVectorField .H"

#include "meshSearch .H'

/

Kk ok ok ok Kk F K K K K K K K K Kk Kk Kk Kk Kk Kk Kk Kk Kk £ £ £ £ %

int main(int arge, char xargv][])

{

#include "setRootCase.H'
#include "createTime.H"
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#include 'createDynamicFvMesh.H' //
Change 2

#include "createFields .H"

#include "initContinuityErrs . H"

#include "readTimeControls.H'

#include "CourantNo.H'

#include "setlnitialDeltaT .H'

S/ ok ok kK Kk ok kX K K K K K Kk K X K K K K K & £ X X

Info<< "\nStarting time loop\n" << endl;
//lduMatriz ::debug = 0;

#include "readPISOControls.H'

Info<< "Time =" << runTime.timeName() << nl << endl

#include "resetReferences .H'

const double nGetLfromC = pisoDict.lookupOrDefault<
double>("nGetLfromC", 0);

const double nDiffusionLoop = pisoDict.
lookupOrDefault<double >("nDiffusionLoop", 0);

const double GetLfromC_accuracy = pisoDict.
lookupOrDefault<double >("GetLfromC_accuracy', 1.0);

const double MaxInverseR = pisoDict.lookupOrDefault<
double>("MaxInverseR", 0);

cout << "MaxInverseR = " << MaxInverseR << nl;

cout << "nGetLfromC, =" << nGetLfromC << ", with
GetLfromC__accuracy =" << GetLfromC__accuracy << nl;

const dictionary& expParameterDict = mesh.
solutionDict () .subDict ("expParameter");

double alpha_ profile (expParameterDict .
lookupOrDefault<double>("alpha" ,0));

double beta_profile (expParameterDict.lookupOrDefault
<double>("beta" ,0));

double LO_inner_profile (expParameterDict .
lookupOrDefault<double>("L0_inner" ,0));

double LO_outer_ profile(expParameterDict .
lookupOrDefault<double >("L0_outer" ,0));
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const double Kp = pisoDict.lookupOrDefault<double>("
Kp", 0);

const double Td = pisoDict .lookupOrDefault<double>("
Td", 0);

profile CfromL(alpha_profile, beta_ profile,
LO_inner_profile, LO_outer_profile);
//Erschafft Objekt der Klasse profile (
Constructor mit Argumenten)
meshSearch searchEngine (mesh) ;

if (runTime. time () .value () < 0.000000001)

{
levelset = —999999999;

cout << "insert slug" << nl;

forAll (cells , celll)
{

if(cellCentre[celll ].component(0) < midl.
value () .component (0))

{
L_ref[celll] = (R_slug.value() — mag(
cellCentre[celll ] — midl.value()))/epsilon.value();
C_volaverage_ref[celll] = CfromL.IntL (0,
L _ref[celll]);
}

else

{
if(cellCentre[celll ].component(0) < mid2
.value () .component (0))

L_ref[celll] = (R_slug.value() —
cellCentre [ celll |.component(1))/epsilon.value();
C_volaverage ref[celll ] = CfromL.
IntL (0, L_ref[celll]);
}
else
{

if (cellCentre[celll].component(0) <
mid2. value () .component (0) + 2.0%xR_slug.value())

{
L_ref[celll] = (R_slug.value() —
mag(cellCentre[celll] — mid2.value()))/epsilon.value();
C_volaverage_ref[celll ] = CfromL
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ntL (0, L_ref[celll]);
}
}
}

#include "pureLevelsetLists.H"
#include "directInterface . H'

levelset .correctBoundaryConditions () ;
gradL = fvc::grad(levelset);

#include "harmoniceBC.H'

levelset .correctBoundaryConditions () ;
gradL. = fvc::grad(levelset);

#include "harmoniceBC.H'

levelset .correctBoundaryConditions () ;
gradL = fvc::grad(levelset);

#include "harmoniceBC.H'

levelset .correctBoundaryConditions () ;
gradl. = fve::grad(levelset);

#include "harmoniceBC.H'

levelset .correctBoundaryConditions () ;
gradL = fvc::grad(levelset);

#include "harmoniceBC.H'

levelset .correctBoundaryConditions () ;
gradL = fvc::grad(levelset);

#include "harmoniceBC.H'

levelset .correctBoundaryConditions () ;
gradL = fvc::grad(levelset);

#include "harmoniceBC.H'

levelset .correctBoundaryConditions () ;
gradL = fvc::grad(levelset);

#include "harmoniceBC.H'

levelset .correctBoundaryConditions () ;
gradL. = fvc::grad(levelset);

#include "harmoniceBC.H'

lapL = fvc::laplacian(levelset);
levelset .correctBoundaryConditions () ;
gradLL = fvc::grad(levelset);

cout << "finished setup L. start.
Volumeintegration." << nl;

for(int celll = 0; celll < cells.size(); celll

{

++)

if (pureLevelset [celll])

{
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if (!n face BoolList|[celll])

#include "updateNormalVectors.H'
//Vorsicht! "updateNormalVectors.H" noch nicht
parallel aufrufbar!

}

#include "initiateC_volaverage parallel.
Hll

cout << "Start"' << nl;

U. correctBoundaryConditions () ;
phi = fvc::interpolate (U) & mesh.Sf();

levelset .correctBoundaryConditions () ;

while (runTime .loop () )

{

#include "CourantNo.H"
if (adjustTimeStep)
{
scalar maxDeltaTFact = maxCo/(CoNum + SMALL) ;
scalar deltaTFact = min(min(maxDeltaTFact, 1.0 +
0.1sxmaxDeltaTFact), 1.2);
runTime. setDeltaT (min(deltaTFacts*runTime.
deltaTValue (), maxDeltaT));
}
Info<< "Zeit =" << runTime.timeName () << " 00
current dt =," << runTime.deltaTValue() << endl;
dimensionedScalar dt(runTime.deltaT ());
Info<< "Zwischenzeit: " << runTime.elapsedClockTime
() << "us" << nl;

//Runge—Kutta—Verfahren vierter Ordnung setzten
voraus, dass die fuenfte Ableitung existiert und stetig
tst. mit al a3 ab a7 a9 und beta stimmen bei L__outer p, p
op’7, p? 7, p7 77 und p 7777 ueberein.

C_volaverage.correctBoundaryConditions () ;

C_volaverage old = C_volaverage;
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C_face = fvc::interpolate (C_volaverage);
#include "getLfromC.H"

#include "newGaussFacelntegrate parallel .H'
volScalarField kl1( —dtxfve::div(phix(C_face) ));

C_volaverage = C_volaverage old + kl1/2;
C_volaverage.correctBoundaryConditions () ;
C_face = fvc::interpolate (C_volaverage);
#include "getLfromC.H'

#include "newGaussFacelntegrate parallel .H"

volScalarField k2( —dtxfve::div(phix(C_face) ));

C_volaverage = C_volaverage_old + k2/2;
C_volaverage.correctBoundaryConditions () ;
C_face = fvc::interpolate (C_volaverage);
#include "getLfromC.H'

#include "newGaussFacelntegrate parallel .H"
volScalarField k3( —dtxfvc::div(phix(C_face) ));

C_volaverage = C_volaverage old + k3;
C_volaverage.correctBoundaryConditions () ;

C_face = fvc::interpolate (C_volaverage);
#include "getLfromC.H"

#include "newGaussFacelntegrate parallel .H'
volScalarField k4( —dtxfve::div(phix(C_face) ));

C_volaverage = C_volaverage old + (kl +2xk2 +2xk3 +
k4) /6;
correction.internalField () = (k1 +2xk2 +2%k3 +k4)/6;

n

Info<< "Zwischenzeit: ;" << runTime.elapsedClockTime

() << "s" << nl;

cout << nl << "start compression" << nl;

for (int k=1; k <= nDiffusionLoop; k++)

{
#include "getLfromC.H'
#include "calculateDiffusion explicit .H"
cout << "compressions step.' << k << nl;

}

Info<< "Zwischenzeit: ;" << runTime.elapsedClockTime
() << "us" << nl;

cout << "Max(ChemPot): ' << max(ChemPot.
internalField ()) << nl;

cout << "Min(ChemPot) : " << min(ChemPot.
internalField ()) << nl;
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K oK kK Kk K Kk K Kk K Kk ok ok ok ok

cout << "Max(ChemPot) — Min(ChemPot) = " << (max(
ChemPot. internalField () ) — min(ChemPot.internalField ()))
<< nl;
#include "pureLevelsetLists .H'
#include "getLfromC.H"
#include "calculateFluxes .H'
#include "PISO__Loop_pred.H"
#include "continuityErrs.H'
mesh . update () ;
runTime. write () ;
Info<< "ExecutionTime = ," << runTime.elapsedCpuTime
() << n ‘S"
<< ", ClockTime = " << runTime.elapsedClockTime
() << "JS"
<< nl << endl;
cout << nl;
} //Ende while (runTime.loop())
Info<< "End\n" << endl;
return 0;
}
//
KR kKK kKK KKK KK KKk KKk KKk kKK kK KKk K KK K Kk K Kk kKK kK KK K
//
Programmcode B.2: PISO_Loop_ pred.H
//cout << "start PISO" << nl;
// —— PISO loop
U.correctBoundaryConditions () ;
rho = rhol + (rho2—rhol) % (1.0 + min (1.0 ,max(—1.0,

C_volaverage))) /2;
nu = nul 4+ (nu2—mul) * (1.0 4+ min(1.0,max(—1.0,C_volaverage)
))/2;

fvVectorMatrix UEqn( fvm::ddt(rho, U) + fvm::div(fve::
interpolate (rho)xphi, U) — fvm::laplacian(nu, U) );
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solve (UEqn = fvc::reconstruct( (sigmaxpressureJump — fvc::
snGrad (p) ) *mesh. magSf()) );

for (int corr=0; corr<nCorr; corr++)

{
volScalarField rAU(1.0/UEqn.A());
surfaceScalarField rAUface(fvc::interpolate (rAU));
U = rAUx(UEqn.H() ) ; //vorlaeufiges U, um phi zu
berechnen.
surfaceScalarField phiU( (fvc::interpolate(U) & mesh.Sf
()));// + fvec::ddtPhiCorr(rAU, rho, U, phi));
phi = phiU + rAUfacexpressureJumps*sigmasxmesh.magSf() ;
for (int nonOrth=0; nonOrth<=nNonOrthCorr; nonOrth++)
{
fvScalarMatrix pEqn
(
fvm:: laplacian (rAUface, p) = fvc::div(phi)
) ;
pEqn. setReference (pRefCell , pRefValue) ;
pEqn. solve () ;
if (nonOrth = nNonOrthCorr)
{
phi —= rAUfacexfvc ::snGrad (p)+mesh.magSf() ;
}
Y //Ende for nNonOrthCorr
U += rAUxfvc::reconstruct ( (phi—phiU)/rAUface );
U. correctBoundaryConditions () ;
} //Ende PISO—Loop

//cout << "end PISO" << nl;

cout << "Max(p) =" << max(p.internalField()) << " Min(p) =
" << min(p.internalField ()) << nl;

cout << "Max(mag(U)) =," << max(mag(U.internalField())) <<

nl;

Programmcode B.3: calculateC__test2 parallel. H

scalar local C_test(0.0);
scalar error_edge_ anal(0.0);
scalar error_edge num (0.0) ;




o0 1 O O i~

11
12
13
14
15

16
17

18

19

20

21

22

23

24

25

26

27
28
29

30
31
32
33

174

ANHANG B. IMPLEMENTIERUNG DER METHODE IN OPENFOAM

0.0)
(0.0
0.0)
(0.0

scalar error_ face num (
scalar error face anal
scalar error_cell num (
scalar error cell anal

!
5

I

scalar local volume (volume|celll]);

scalar face_ Zwischenergebnis (0.0) ;

scalar local L_value(L_ref[celll]);

vector local gradL value(gradL_ ref[celll]);

scalar dfldL1_local(CfromL.IntL(—1.0, local L_value));
scalar df2dL2 local(mag( CfromL.IntL(—2.0, max( CfromL.
L df2dL2 max ,mag(local L _ value))))): //
Liege mit dem L—Wert ausserhalb von maz(df2dL2)

Ableitung ref[celll | = dfldL1_local;

//Man koennte die Ableitung d(C_test)/dL exakter
ausrechnen , aber die quadr. Konvergenzgeschw. des Newton—
Verfahren , erreicht man eh nicht,

//weil Lz, Ly und Lz als konstant angesehen werden, was
sie ja nicht sind.

if( mag(df2dL2_localx(local_ gradL_value &
local gradL_value)xepsilon.value()*epsilon.value()) <
0.000000015625)

//Wenn der Gradient sehr klein ist, kann ich
direkt die numeirsche Integration anwenden.

//Ausserdem: caseStudy3 hat gezeigt, dass
eine Volumenintegration kein weiteres Abfallen wvon U_Fehl
bringt , wenn L_outer groesser 9 gewaehlt wird.

//Beziehungsweise , wenn die Abschaetzung der
zweiten Ableitung von c¢ (d2c/dz2 = exp(alphaxL + beta)
*(alpha+magGradL)2) multipliziert mit der Gitterweite?2
kleiner als 4e—8 1ist.

//Jetzt gilt nach dem Stabkrit, dass alphax
dz/eps <=1,6 gilt und demnach nutze ich exp(alphax*L +
beta)*(1,6xmagGradLxeps)2 < 4e—8

{

error_cell _anal = 10000000000000000;

//Fehler der (semi—)analytischen Int.
mag hoeher liegen. Hier wird angenommen, dass 10717
ausreichend ist, damit schlussendlich die num. cell—Int.
verwendet wird.

}

else

{
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const labelList ListeDerPunkte (
cellPoints [celll]); //Fuer jeden Punkt schon einmal L—
Wert und F3—Wert berechnen

for( int pointl = 0; pointl <
ListeDerPunkte.size (); pointl4++)

{

label point_labell(ListeDerPunkte |
pointl]);

L_point [point_labell] = (
local gradL_value & (points|[point_labell] — cellCentre |
celll])) + local L_value;

F3_point [point_labell] = CfromL.IntL
(3.0, L_point[point_labell]);

//Die F3—Werte berechne ich schon
einmal auf Vorrat. Es sollte wesenltich seltener
vorkommen , dass ein Wert nicht gebraucht wird,

//weil eigenltich stets mag(gradl) =
1/eps herrschen sollte. Dann wird F3 auf einem der faces
immer gebraucht.

}

const labelList ListeDerEdges(
ZelleBestehtAus[celll]); //Fuer jedes FEdge der Zelle
das zugehoerige gamma berechnen
for( int edgel = 0; edgel <
ListeDerEdges.size (); edgel++)
{
label edge_labell(ListeDerEdges |
edgel]);
scalar local gamma (local gradL_value
& n_line_VectorList [edge_labell]);
if(local gamma =— 0) //Wenn der
Line—Gradient echt gleich 0 ist, kann ich direkt die
numeirsche Integration anwenden.
{
error__edge anal =
10000000000000000;
//Fehler der analytischen Int.
mag hoeher liegen. Hier wird angenommen, dass 10717
ausreichend ist, damit schlussendlich die num. Int.
verwendet wird.
h

else

{

F3 max/mag(local gamma) ;

}

error__edge_num = (epsxlength edge]

error__edge_anal = eps*xCfromL.
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edge_labell] + mag(df2dL2_ local /4320.0 spow(local gamma
,4) xlength_edge powb[edge_ labell]));

//Fehler des numerischen Verfahrens
durch Gauss + Auswertungsfehler, da IntL nur auf eps
genau berechnet wird und dann noch mit der FEdgelaenge
multipliziert wird.

if(error_edge anal < error_edge num)

{ //analytischer Fall
IntegratedEdge [edge_labell] = (
F3_point [edges[edge labell].end ()] — F3_point[edges]|

edge labell].start ()])/local gamma;
error_estimate edge[edge_labell]
= error_edge_ anal;

}

else
{ //numerischer Fall
if (mag(local gamma) < eps)
//weitere Beschleunigung , da fuer gamma kleiner
eps auch die Mittelpunktsregel ausreichend ist wund man
eine FKT-Auswertung einspart

{
scalar L_mid( (L_point[edges
[edge_labell |.start ()] + L_point[edges[edge_labell].end()

1)/2);
IntegratedEdge [edge_labell]
= (CfromL.IntL (2.0, L mid)*length edge[edge_ labell]);

error__estimate_edge |
edge_labell] = epsxlength edge[edge_ labell|;

//Fehler des numerischen
Verfahrens ~0 + Auswertungsfehler, da IntL nur auf eps
genau berechnet wird und dann noch mit der FEdgelaenge
multipliziert wird.

}

else

{
scalar L_unten(L_point[edges
[edge_labell |.start ()]*gauss_weightl + L_point[edges |
edge_labell|.end()]*gauss_weight2);
scalar L_oben(L_point[edges|
edge labell].start ()]|*gauss_weight2 + L_point[edges|
edge labell].end()]*gauss_ weightl);
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IntegratedEdge [edge_labell]
= (CfromL.IntL (2.0, L unten) + CfromL.IntL (2.0, L oben))=x
length_edge[edge_labell]/2;

error__estimate edge|
edge labell] = error_edge num;

edgeGauss_ref|[celll] = 1;

}

Y // end if(error_edge_anal <
error_edge__num)
Y // end for( int edgel = 0; edgel <
ListeDerEdges. size (); edgel++)

const labelList ListeDerFaces(cells|
celll]);
List<vector>& n_ face VectorSubList =
n_face_ VectorList[celll |;
for(int facel = 0; facel < ListeDerFaces
.size (); facel++)
{
label face labell(ListeDerFaces |
facel]) ;
scalar local alpha(local gradL_value
& n_face VectorSubList [ facel]);
scalar magGradLface( (
local gradL_value & local gradL value) — local alphax
local alpha); //Vorsicht: MagGradLface enthaelt
mag(gradl )2

if (magGradLface = 0) //Wenn der
Face—Gradient echt gleich 0 ist, kann ich direkt die
numeirsche Integration anwenden.

{

error face anal =
10000000000000000;

//Fehler der "(semi—)
analytischen" Int. mag hoeher liegen. Hier wird
angenommen, dass 10717 ausreichend ist, damit
schlussendlich die num. face—Int. verwendet wird.

h
else
{

face Zwischenergebnis = 0;

const labelList ListeDerEdges2(
FaceBestehtAus|[face labell]);

List<vector>
n_edge VectorSubList(n_edge VectorList[face labell]):;
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for( int edgel = 0; edgel <
ListeDerEdges2.size (); edgel++)
{
label edge labell(
ListeDerEdges2 [edgel]) ;
scalar local beta(
local gradL value & n edge VectorSubList[edgel]) ;
scalar preFactor(local beta/
magGradLface) ; //Oben wurde ausgeschlossen ,
dass magGradLface = 0 ist

face Zwischenergebnis +=
IntegratedEdge [edge_labell |« preFactor;
error_ face anal = max(
error_face anal, max(mag(error estimate edge[edge labell
|*preFactor), mag(epsxface Zwischenergebnis)));
} //end for( int edgel = 0;
edgel < ListeDerEdges?2.size(); edgel++)
} //end if (magGradLface == 0)

scalar magSf(mag(Sf_ ref[face labell

1))

error_ face_num = ( magSfx(magSfx
df1dL1_local/24xmagGradLface + eps));

// Formel: A/6xdf/dL_max+(Lx2 + Ly2)
*A/4, wobei das letzte A/4 nur ein verstecktes *dz2 ist
und dabei ein Quadrat als Flaeche angenommen wurde.

// Fehler des numerischen Verfahrens
+ Auswertungsfehler , da IntL nur auf eps genau berechnet
wird und dann noch mit magSf multipliziert wird.

scalar preFactor(local alpha / (
local gradL_value & local gradL_value)); //Ganz
oben wurde ausgeschlossen , dass (local_gradl_value &
local _gradL_value) = 0 ist

if (error_face anal < error_face num)
{ //analytischer Fall
local C_ test += preFactorx
face Zwischenergebnis;
error_ cell anal = max(
error__cell anal, max(mag(error_face_ analspreFactor), mag(
epsxlocal _C_test)));

else
{ //numerischer Fall
local C_test += magSfxpreFactor
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% (CfromL.IntL (1.0, local L_value + (local gradL_value & (
faceCentre[face labell] — cellCentre[celll]))));

error__cell _anal = max(
error_cell anal , max(mag(error face numsxpreFactor), mag(
epsxlocal _C_test)));

faceMidPoint ref[celll | = 1;

}
} //end for(int facel = 0; facel <

ListeDerFaces. size(); facel++)

Y //end if( mag(df2dL2_local*(
local_gradL_value & local_gradL_value)+epsilon.value ()
epsilon.value()) < 0.000000015625)

error_ cell num = ( Foam::pow(local volume,
5.0/3.0)/24.0 x(local_gradL_value & local_ gradL_value)x
df2dL2_local + epsxlocal volume) ;

//Hier kommen die einzigen Unterschiede zu
initiateC_volaverage .H

if (error_cell anal > error_cell _num)

{ //numerischer Fall

local _C_test = (CfromL.IntL (0.0,
local L_value) — C_volaverage_ ref|[celll]);

error__estimate_cell _ref[celll] =
error_ cell _num/local volume;

cellMidPoint_ref[celll] = 1;

Ly ref[celll] = 0;

#pragma omp critical

{
pureLevelset [celll | = false;
//Aus irgendeinem Grund muss das hier
critical sein. Ich wverstehe es nicht.
}
}
else

{ //analytischer Fall

local _C_test = (local C_ test/
local _volume — C_volaverage ref[celll]);

error__estimate_cell ref[celll] =
error_cell anal/local volume;

}

C_test_ref[celll ] = local C_ test;
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Programmcode B.4: calculateCurvature.H

#include "harmoniceBC.H'

levelset .correctBoundaryConditions () ;
gradL. = fve::grad(levelset);
C_volaverage.correctBoundaryConditions () ;
gradC = fvc::grad(C_volaverage);

#pragma omp parallel for schedule(static)
for(int celll = 0; celll < cells.size(); celll++)

{

if( pureLevelset|[celll] )

nHat_center_ref|[celll] = gradL_ref[celll] / (mag(
gradL_ref[celll]) 4+ numStabl.value());
}
else
{
nHat_center_ref|[celll] = gradC_ref|[celll] / (mag(
gradC_ref[celll]) 4+ numStabl.value());
}
}
nHat center.correctBoundaryConditions () ;
nHat_face = fvc::interpolate (nHat_center);
kappa = —fvc::div( nHat_face & mesh.Sf() );

Programmcode B.5: calculateDiffusion_ explicit.H

#include "calculateCurvature .H"

lapL = fvc::laplacian(levelset);
lapC = fvc::laplacian (C_volaverage) + kappaxmag(gradC);

kontrolle = 0;

#pragma omp parallel for schedule(guided)
for(int celll = 0; celll < cells.size(); celll++)

{

if (mag(C_volaverage ref[celll]) < CfromL.p0_fWert_outer

)
{

if (pureLevelset [celll])
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lapC_ref[celll] = Ly ref[celll |*((gradL ref]
celll | & gradL ref[celll])«CfromL.IntL(—2,L ref[celll])
+ (lapL_ref[celll ] + kappa_ref[celll |*mag(gradL_ref[celll
]))*CfromL.IntL(—1,L_ref[celll])) + (1—Ly_ref[celll]) =«
lapC_ref[celll |;
gradC ref|[celll ] = gradL ref|[celll]|*CfromL.IntL
(—1,L_ref[celll]);
}
if (mag(C_volaverage ref[celll]) < CfromL.
p0_fWert_inner)

{

kontrolle ref[celll| = 2;

kontrolle ref[celll]| = 1;

}
ChemPot_ref[celll] = CfromL.IntL(—2,L ref[celll])/

epsilon.value() — lapC_ref[celll|*epsilon.value();

}

else

{

if (mag(C_volaverage ref[celll]) < 1)

{

ChemPot_ref[ celll] = CfromL.ChemPot_outer (
C_volaverage_ ref[celll])/epsilon.value() — lapC_ref]
celll |xepsilon.value();

}
else //Ausserhalb des

eigenltichen Bereiches

{

ChemPot_ref|[ celll] = sign ((C_volaverage_ ref|
celll]))*(CfromL.Psi_erstex(mag(C_volaverage ref[celll])
—1) + CfromL.Psi_zweitexpow(mag(C_volaverage ref[celll])
—1,2))/epsilon.value() — lapC_ref[celll]xepsilon.value()

}

I

}
}

ChemPot . correctBoundaryConditions () ;

//cout << "Maz(ChemPot): " << mazx(ChemPot. internalField())
<< nly;

//cout << "Min(ChemPot): " << min(ChemPot. internalField())
<< nl;
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//cout << "Max(ChemPot) — Min(ChemPot) = " << (maz(ChemPot.
internalField ()) — min(ChemPot. internalField())) << nl;
lapChemPot = fvc::laplacian (D,ChemPot) ;

C_volaverage += fvc::laplacian (D,ChemPot)xdt ;

Programmcode B.6: calculateFluxes.H

#include "calculateCurvature .H'

U_Fehl x= 0;

pressureJump x= 0;

#pragma omp parallel for schedule(guided)
for(int facel = 0; facel < owner.size(); facel++)

{
if ( (L_ref[owner[facel]]«xL_ref[neighbour[facel]]) < 0)

{
scalar e(kappa_ref[owner[facel]]);
scalar f(kappa_ref[neighbour|facel]]—e);
//Lineare Interpolation von kappa auf genau die
Stelle , an der L = 0 ist.

scalar a(L_ref[owner[facel]]) ;
scalar b(L_ref[neighbour|[facel]]—a);

scalar x_hat(—a/b);

pressureJump_ref[facel] = (e + f*xx_hat)x
deltaCoeffs ref[facel]|*sign(L_ref[neighbour|facel]]);

//vector n__interface ((gradL_ref[owner[facel]] + (
gradL__ref[neighbour[facel]]—gradL_ref[owner[facel]]) x
z_hat));

//n_interface /= (mag(n_interface) + numStabl.value

());
//vector U_interface ((U_ref[owner[facel]] + (U_ref/
neighbour [facel]]—U_ref[owner[facel]])*x_hat));
//U_interface —= U0. value ()*e_x;
//U_Fehl_ref[owner[facel ]] = mazx( mag (
U_sinterface €& n__interface), U_Fehl _ref[owner[facel]] );
//U_Fehl_ref[neighbour[facel ]] = max(U_Fehl_ref]
owner[facel]], U_Fehl_ref[neighbour[facel]]) ;

}
}

cout << "max(mag(U_Fehl)) =," << max(mag(U_Fehl.
internalField ())) << " max(mag(U)) = " << max(mag(U.
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Programmcode B.7: createFields.H

Info<< "Reading, transportProperties\n"' << endl;

[Odictionary transportProperties

(
[Oobject

(

"transportProperties",
runTime. constant () ,
mesh ,

IOobject : :MUST READ IF MODIFIED,
[Oobject : :NO_ WRITE

)
) ;
dimensionedScalar sigma

(
);

dimensionedScalar UQ

(
);

dimensionedScalar epsilon

(
);

dimensionedScalar D

(
) ;

dimensionedScalar R_ slug

(
) ;

dimensionedVector midl

(
);

dimensionedVector mid2

(
) ;
dimensionedScalar numStabl

(
) ;

transportProperties.lookup ("sigma")

transportProperties.lookup ("U0")

transportProperties.lookup("epsilon")

transportProperties.lookup('D")

transportProperties.lookup ("R_slug")

transportProperties.lookup ("midl")

transportProperties.lookup ("'mid2")

transportProperties.lookup ("numStabl")
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dimensionedScalar numStab2

(
) ;

dimensionedScalar rhol

(
) ;

dimensionedScalar rho2

(

transportProperties.lookup ("numStab2")

transportProperties.lookup("rhol")

transportProperties.lookup("rho2")

)
dimensionedScalar nul
(
transportProperties.lookup("nul")
)
dimensionedScalar nu2
(
transportProperties.lookup ("nu2")
)

Info<< "Reading field . levelset\n" << endl;
volScalarField levelset

(

[Oobject

(
"levelset ",
runTime . timeName () ,
mesh ,

[Oobject : :MUST READ,
[Oobject : : AUTO_ WRITE

) s
mesh
)
volScalarField cellMidPoint
(
[Oobject
(
"cellMidPoint ",
runTime . timeName () ,
mesh ,

[Oobject : :MUST _READ,
IOobject : : AUTO_WRITE
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) ;
volScalarField faceMidPoint
(
I[Oobject
(
'faceMidPoint" |
runTime . timeName () ,
mesh ,
IOobject : :MUST READ,
[Oobject : : AUTO_WRITE
)
mesh
) ;
volScalarField edgeGauss
(
[Oobject
(
"edgeGauss"
runTime . timeName () ,
mesh ,
IOobject : :MUST READ,
[Oobject : : AUTO_WRITE
),
mesh
);
volScalarField error estimate cell
(
IOobject
(
"error estimate cell",
runTime . timeName () ,
mesh ,
IOobject : :MUST _READ,
IOobject : : AUTO WRITE
),
mesh
)

Info<< "Reading, field C_volaverage\n" << endl;
volScalarField C_volaverage

(
[Oobject

(

"C_volaverage",
runTime . timeName () ,
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mesh ,

IOobject : :MUST READ,

[Oobject : : AUTO_WRITE
)

mesh

) ;

Info<< "Reading  field correction\n" << endl;
volScalarField correction

(
[Oobject

(
"correction",
runTime . timeName () ,
mesh ,
IOobject : :MUST READ,
[Oobject : : AUTO_WRITE

mesh

) ;

Info<< "Reading field kappa\n" << endl;
volScalarField kappa

(
[Oobject
(
"kappa",
runTime . timeName () ,
mesh ,
[Oobject : : MUST READ,
[O0object : : AUTO_WRITE
)
mesh
) ;

Info<< "Reading field inverseR\n" << endl;
volScalarField inverseR

(
[Oobject
(
"inverseR ",
runTime . timeName () ,
mesh ,

[Oobject : : MUST READ,
[Oobject : : AUTO_WRITE

mesh
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volScalarField kontrolle

(
[Oobject

(
"kontrolle ",
runTime . timeName () ,
mesh ,
IOobject : :MUST READ,
[Oobject : : AUTO_WRITE

mesh

);

Info<< "Reading, field ChemPot\n" << endl;
volScalarField ChemPot

(
[Oobject

(
"ChemPot" ,
runTime . timeName () ,
mesh ,
IOobject : :MUST _READ,
IOobject : : AUTO_WRITE
)

mesh

) ;

Info<< "Reading field lapChemPot\n" << endl;
volScalarField lapChemPot

(
I[Oobject

(
"lapChemPot " ,
runTime . timeName () ,
mesh ,
[Oobject : :MUST_READ,
[Oobject : : AUTO_WRITE
)
mesh
)
Info<< "Reading, field lapC\n" << endl;
volScalarField lapC

(
[Oobject

(
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"lapC",
runTime . timeName () ,
mesh ,
[Oobject : : MUST READ,
IOobject : : AUTO_WRITE
) 9
mesh
)
Info<< "Reading  field lapL\n" << endl;
volScalarField lapL

(

[Oobject

(
"lapL",
runTime . timeName () ,
mesh ,

[Oobject : :MUST READ,
[Oobject : : AUTO_WRITE

Info<< "Reading field C_test\n" << endl;
volScalarField C_ test

(

[Oobject

(
"C__test',
runTime . timeName () ,
mesh ,

IOobject : :MUST READ,
[Oobject : :AUTO WRITE
)
mesh
)
Info<< "Reading  field Ableitung\n" << endl;
volScalarField Ableitung

(
[Oobject
(
"Ableitung",
runTime . timeName () ,
mesh ,

[Oobject : : MUST READ,
[Oobject : : AUTO_WRITE

mesh
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);

Info<< "Reading, field p\n" << endl;
volScalarField p

(
IOobject

(

n "

p,
runTime . timeName () ,

mesh ,
IO0object : :MUST READ,
[Oobject : : AUTO_WRITE

mesh

);

Info<< "Reading, field jvisualDirectInterFace\n" << endl;
volScalarField visualDirectInterFace

(
[Oobject

(
"visualDirectInterFace",
runTime . timeName () ,
mesh ,
IOobject : :MUST READ,
[Oobject : : AUTO_WRITE

)

mesh

) ;

Info<< "Reading, field Ly\n' << endl;
volScalarField Ly

(
[Oobject
(
n Lyll ,
runTime . timeName () ,
mesh ,
[O0object : : MUST READ,
[0object : : AUTO_WRITE
)
mesh
)

Info<< "Reading, field U\n" << endl;
volVectorField U
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[Oobject

(
"U“ ,
runTime . timeName () ,
mesh ,

IOobject : :MUST READ,
[Oobject : : AUTO_WRITE
)

mesh

) ;

Info<< "Reading field U_Fehl\n" << endl;
volScalarField U_ Fehl

(

[Oobject

(
'U Fehl"
runTime . timeName () ,
mesh ,

IOobject : :MUST READ,
[Oobject : : AUTO_WRITE

) )

mesh

) ;

Info<< "Reading field rho\n' << endl;
volScalarField rho

(
[Oobject
(
"rho",
runTime . timeName () ,
mesh ,
[Oobject : : MUST READ,
[0object : : AUTO_WRITE
)
mesh
)

Info<< "Reading field nu\n" << endl;
volScalarField nu

(

IOobject

(
n nu n ,
runTime . timeName () ,
mesh ,
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IOobject : :MUST READ,
[Oobject : : AUTO_WRITE

),

mesh

);

Info<< "Reading, field nHat_center\n" << endl;

volVectorField nHat center

(
[Oobject

(
"nHat_ center",
runTime . timeName () ,
mesh ,
IOobject : :MUST READ,
[Oobject : : AUTO_WRITE

mesh

);

Info<< "Reading, field gradC\n" << endl;

volVectorField gradC

(
I[Oobject
(
"gradC" |
runTime . timeName () ,
mesh ,
[0object : : MUST READ,
[O0object : : AUTO_WRITE
)
mesh
) ;

Info<< "Reading, field jgradL\n" << endl;

volVectorField gradL

(
IOobject

(
"gradL ",
runTime . timeName () ,
mesh ,
IOobject : :MUST READ,
[Oobject : : AUTO_WRITE
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Info<< "Reading/calculating  face flux field phi\n" <<
endl ;

surfaceScalarField phi

(

IOobject
(
n phi n ,
runTime . timeName () ,
mesh ,

[O0object : :MUST READ,
[Oobject : : AUTO_WRITE

)
mesh
)
surfaceScalarField C_face
(
[Oobject
(
"C_face",
runTime . timeName () ,
mesh ,
[Oobject : :MUST _READ,
IOobject : : AUTO_WRITE
)
mesh
)
surfaceScalarField L face
(
IOobject
(
"L face',
runTime . timeName () ,
mesh ,

[Oobject : :MUST READ,
[Oobject : : AUTO_WRITE

)

(linearInterpolate (levelset))
) ;
surfaceScalarField int face
(

[Oobject
(
"int face",
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runTime . timeName () ,
mesh ,

[O0object : : MUST READ,
[O0object : : AUTO WRITE

),
(linearInterpolate (levelset))
);
surfaceVectorField gradL_face
(
[Oobject
(
"gradL_ face'
runTime . timeName () ,
mesh ,
IOobject : :MUST READ,
[Oobject : : AUTO_WRITE
)
(linearInterpolate (gradl))
);

Info<< "Reading field nHat face\n" << endl;
surfaceVectorField nHat face

(
I[Oobject
(
"nHat_face",
runTime . timeName () ,
mesh ,
[0object : : MUST READ,
[O0object : : AUTO_WRITE
),
mesh
)

label pRefCell = 0;
scalar pRefValue = 0.0;

//setRefCell(p, mesh.solutionDict().subDict("PISO"),
pRefCell, pRefValue);
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Programmcode B.8: different_ functions.H

1| //Matrizmultiplikation
2| RectangularMatrix<scalar> MatrixMult (RectangularMatrix<

31{

scalar> A, RectangularMatrix<scalar> B)
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RectangularMatrix<scalar> C(A.n(), B.m() ,0);
for (int i =0; i <A.n(); i++)
{
for (int j = 0; j <Bm(); j++)
{
for (int k= 0; k <Am(); kt++)
{

}

ClLillj] += Al ][k]B[k][]];

}
}

return C;

class profile

{

public:

double alpha;
double beta;

double LO_inner;

double LO_outer;

double p0_fWert_ inner;
double pO_erste inner;
double pO_zweite inner;
double pO0_dritte_inner;
double p0__vierte inner;
double p0_fWert_ outer;

double al;
double ad;
double ab;
double a7;
double a9;

double F3 max;

double F2 max;

double dftdL1_max;
double df2dL2 max;
double df3dL3_max;
double L_df2dL2 max;
double L_df3dL3_ max;

double Psi_erste;
double Psi_ zweite;

double IntegrationConstl; //Neccessary
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to make the transition of Intl1(L) at L_inner

double IntegrationConst2; //Neccessary
to make the transition of Int2(L) at L_inner
double IntegrationConst3; //Neccessary

to make the transition of Int3(L) at L_inner

double minimalDerivative;

profile (double inputl, double input2, double input3,
double inputd) //Constructor defines all constants
used in the profile

{

//Vordefinieren von Konstanten, die nachher bei
der numeirschen Invertierung des C—-Profils benoetigt
werden :

// ¢ = al*L + a8xL3 + .... + a9%L9

alpha = inputl; //Dadurch
ist definiert , dass c¢ = 1—exp( ++++ alphaxL + beta)

beta = input2;

LO_ inner = input3; //Uebergangsstelle
des inneren Polynoms auf die exp—Fkt. Iterative
Berechnung des opt L__inner in FExzcel—Tabelle exp—Profil3

LO_outer = input4; //
Uebergangsstelle , ab der L nicht mehr berechnet wird

//Berechnung des optimalen beta in FExzcel—Tabelle
exp—Profil3 , damit Psi’’(c) sowohl im Bereich c¢=0, als
auch im Bereich c=1 ausgereizt wird und
Stabilitaetskriterium bestmoeglich genutzt wird.

minimalDerivative = —alphaxstd ::exp(alphax
LO_inner+beta); //haendisch ausrechnen, damit
im Newton—Verfahren niemals durch 0 geteilt wird.

Psi erste = alphaxalpha;
Psi_ zweite = 0.0;

p0_fWert_inner = 1—std ::exp(alphaxL0_inner+beta)
; //Funktionswert an der
Uebergangsstelle L0 _inner
p0_erste inner = (p0_fWert inner—1)xalpha;
//erste Ableitung an der
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Uebergangsstelle LO_inner
p0_zweite inner = p0_erste innerxalpha;
//zweite Ableitung an der
Uebergangsstelle L0 _inner
p0_dritte _inner = p0_zweite innerxalpha;
//zweite Ableitung an der
Uebergangsstelle L0 _inner
p0_vierte inner = p0_dritte innerxalpha;
//zweite Ableitung an der
Uebergangsstelle L0 _inner
p0_fWert_outer = 1—std :: exp(alphaxL0_outert+beta)

RectangularMatrix<scalar> A(5,5,0) ;
A[0][0] = pow(LO_inner,1);

A[0][1] = pow(LO_inner,3);
[0][2] = pow(LO inner,5);
[0][3] = pow(LO_inner,7);
[0][4] = pow(LO_inner,9);
[1][0] = 1.0;

[1][1] = 3%pow(LO_ inner,2);
[1][2] = 5%pow (L0 inner,4);
[1][3] = 7xpow(LO_inner ,6) ;
[1][4] = 9*%pow(LO_inner ,8);
[2][0] = 0.0;

[2][1] = 3*2*pow(LO inner ;1) ;
[2][2] = 5x4*pow(LO_inner ,3);
[2][3] = 7x6xpow(LO_inner ,5) ;
[2][4] = 9x8xpow (LO_inner ,7) ;

= 0.0;
3%2;
5*4x3xpow (LO_inner,2) ;
7x6%5xpow (L0 _inner,4);
= 9*8x7+pow(LO_inner ,6) ;

W W W W W
BN — O
I

= 0.0;
0.0;
S5x4%3x2xpow (LO_inner 1) ;
Tx6x5x4xpow (LO_inner ,3) ;
= 9x8xT7x6xpow (LO_inner ;5) ;

e B B P B B B

NN NS
=W N = O
Il

RectangularMatrix<scalar> B(5,1,0) ;
B[0O][0] = p0_fWert_inner;

B[1][0] = pO0_erste inner;

B[2][0] = p0_ zweite inner;
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B[3][0] = p0_dritte_inner;
B[4][0] = p0_ vierte inner;

RectangularMatrix<scalar> 15(5,5,0) ;
15[0][0] = 1.0;

Il
— e

[1][1]
5[2][2]
5[3][3]

[4][4]

SVD Inverse (A);
RectangularMatrix<scalar> ZW(Inverse . VSinvUt () ) ;
RectangularMatrix<scalar> konv(MatrixMult (ZW,A) )

ZW = MatrixMult ((2%x15 — konv) ,ZW) ;
konv = MatrixMult (ZW,A) ;
ZW = MatrixMult ((2%«I5 — konv) ,ZW) ;
konv = MatrixMult (ZW,A) ;
ZW = MatrixMult ((2«15 — konv) ,ZW) ;
konv = MatrixMult (ZW,A) ;
ZW = MatrixMult ((2+I5 — konv) ,ZW) ;
konv = MatrixMult (ZW,A) ;
ZW = MatrixMult ((2x15 — konv) ,ZW) ;
konv = MatrixMult (ZW,A) ;

int zeile(0);
int spalte(0);

scalar maxMatrix (0.0) ;

for(zeile = 0; zeile < 4.5; zeile++)

{
for(spalte = 0; spalte < 4.5; spalte++)
{
maxMatrix = max( maxMatrix, std::abs(I5]
zeile | [ spalte] — konv[zeile][spalte]));
}
}
B = MatrixMult (ZW,B) ;
al = B[O][O0];
a3 = B[1][0];
a5 = B[2][0];
a7 = B[3][0];
a9 = B[4][0];

?

IntegrationConstl = LO_innerxL0_innerx(al/2 +
LO_innerxLO_innerx(a3/4 + LO_innerxL0O_innerx(a5/6 +
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LO_inner+xL0_innerx(a7/8 + LO_innerxL0_innerxa9/10)))) — (
LO_inner—std ::exp(alphaxL0_inner+beta)/alpha);

IntegrationConst2 = LO_innerxL0_innerxL0_innerx(
al/2/3 + LO_innerxL0_ innerx(a3/4/5 + LO_innerxL0_innerx*(
ab/6/7 + LO_innerxL0_innerx(a7/8/9 4+ LO_innerxL0_innerxa9
/10/11)))) — (LO_innerx(IntegrationConst1+L0_inner/2)—std
::exp (alphaxL0 inner+beta)/alpha/alpha);

IntegrationConst3 = LO_inner«L0O_innerxL0_innersx
LO_innerx(al/2/3/4 4+ LO_innerxL0_innerx(a3/4/5/6 +
LO_inner+L0_innerx(a5/6/7/8 + LO_innerxL0_innerx(a7
/8/9/10 + LO_inner*L0_innerxa9/10/11/12)))) — (LO_inner x(
IntegrationConst2+L0_innerx(IntegrationConstl/24+L0_inner
/6))—std ::exp(alpha*L0_inner+beta)/alpha/alpha/alpha);

F3 max = ((IntegrationConst3 + LO_outersx(
IntegrationConst2 + LO_outerx(IntegrationConstl /2 +
LO_outer/6)) — std::exp(alphaxL0_outer+beta)/(alphaxalpha
xalpha)));

F2 max = ((IntegrationConst2 + LO_outersx(
IntegrationConstl + LO_outer/2) — std::exp(alphaxL0_outer
+beta) /(alphaxalpha)));

dfldL1_max = al;

L_df2dL2_max = LO_inner/2; //Analytische
Berechnung des Mazimums von df2/dL2 wuerde Cardanische
Formel mit a8 bis a9 erfordern. Hier ein wenig Newton—
Methode

L_df2dL.2  max —= (6%xa3 +L_df2dL2 maxxL_ df2dL.2 max
x(60xab + L_df2dL2_ max*L_df2dL2_max*(210%a7 + 504%a9x
L_df2dL2_ maxx*L_df2dL2 max)))/(L_df2dL2 max*(120%ab +
L_df2dL2_ maxxL_df2dL2 maxx(840xa7 + 3024xa9xL_ df2dL2_ maxx
L_df2dL2 max)));

L_df2dL2_ max —= (6%a3 +L_df2dL2 maxxL_df2dL.2 max
*(60xab + L_df2dL2_ max*L_df2dL2_max*(210%a7 + 504%a9x
L df2dL2 max*L df2dL2 max)))/(L_df2dL2 max*(120%ab +
L_df2dL2_ maxxL_df2dL2 maxx(840xa7 + 3024xa9xL_ df2dL2_ maxx
L df2dL2 max)));

L_df2dL2_ max —= (6%xa3 +L_df2dL2 maxxL_df2dL.2 max
*(60xab + L_df2dL2 max*L_df2dL2 max*(210%a7 + 504%a9x
L df2dL2 max*L_df2dL2 max)))/(L_df2dL2 max*(120*xab +
L_df2dL2_ maxxL_df2dL2 maxx(840xa7 + 3024xa9xL_df2dL2 maxx
L_df2dL2_max)));

L_df2dL2_ max —= (6%a3 +L_df2dL2 maxxL_df2dL.2 max
*(60xadb + L_df2dL2_ max*L_df2dL2_max*(210xa7 + 504%xa9x
L df2dL2 max*L_ df2dL2 max)))/(L_df2dL2 max*(120%xab +
L_df2dL2_ maxxL_df2dL2 maxx(840%a7 + 3024xa9xL_df2dL2_ maxx
L_df2dL2_max)));

L_df2dL2 max —= (6%xa3 +L_df2dL2 maxxL_df2dL2 max
*(60xadb + L_df2dL2_ max*L_df2dL2_max*(210xa7 + 504%xa9x
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L_df2dL2_maxxL_df2dL2 max))) /(L_df2dL2 maxx(120%xab +
L_df2dL2_maxxL_df2dL2 maxx(840%a7 + 3024xa9xL_df2dL2_ maxx
L_df2dL2_max)));

L_df2dL.2. max —= (6xa3 +L_df2dL2 maxx+L_df2dL2 max
x(60xab + L_df2dL2 maxxL_ df2dL2 maxx*(210xa7 + 504%a9x
L_df2dL2_maxxL_df2dL2 max))) /(L_df2dL2 maxx(120%xab +
L df2dL2 maxxL_df2dL2 max*(840xa7 4+ 3024xa9xL_ df2dL2 maxx
L_df2dL2 max)));

L_df2dL2_max —= (6xa3 +L_df2dL2 maxx*L_df2dL2_max
x(60xab + L_df2dL2 maxxL_df2dL2 maxx*(210xa7 + 504%a9x
L_df2dL2_maxxL_df2dL2 max))) /(L_df2dL2 maxx(120%xab +
L df2dL2 maxxL_df2dL2 max*(840xa7 4+ 3024xa9xL_ df2dL2 maxx
L df2dL2 max)));

df2dL.2_max = mag(L_df2dL2_ maxx(6xa3 +
L_df2dL2 maxxL_df2dL2 max*(20*xab + L_df2dL2 maxx
L_df2dL2 max*(42+a7 + L_df2dL2 maxxL_df2dL2 maxx72xa9))))

I

L_df3dL3_max = (LO_inner + L_df2dL2 max)/2; //
Analytische Berechnung des Maximums von df3/dL3 wuerde
Cardanische Formel mit a3 bis a9 erfordern. Hier ein
wenig Newton—Methode

L_df3dL3_max —= (L_df3dL3_maxx*(120xab +
L_df3dL3_maxxL_df3dL3_ maxx(840%a7 + 3024xa9x*L_ df3dL3_maxx
L_df3dL3_max)))/(120xa5 + L_df3dL3_maxxL_df3dL3_max
%(2520%a7 + 15120%a9xL_df3dL3_ maxxL_df3dL3_max)) ;

L df3dL3 max —= (L_df3dL3 maxx*(120%ab +
L df3dL3 maxxL_df3dL3 max*(840xa7 4+ 3024xa9xL_ df3dL3 maxx
L_df3dL3_max)))/(120xa5 + L_df3dL3_maxx+L_df3dL3_max
%(2520%a7 + 15120xa9xL_ df3dL3_maxxL_df3dL3_ max)) ;

L_df3dL3_max —= (L_df3dL3 maxx*(120%ab +
L df3dL3_ maxxL_df3dL3 max*(840xa7 4+ 3024xa9xL_df3dL3 maxx
L_df3dL3_max)))/(120xab + L_df3dL3_max+L_df3dL3_max
%(2520%a7 + 15120%a9xL_ df3dL3_maxxL_df3dL3_ max)) ;

L_df3dL3_max —= (L_df3dL3_maxx*(120xab5 +
L df3dL3 maxxL_df3dL3 max*(840xa7 + 3024xa9xL_df3dL3 maxx
L df3dL3 max)))/(120%xab + L df3dL3 max+L df3dL3 max
%(2520%a7 + 15120%a9xL_ df3dL3_maxxL_df3dL3_ max)) ;

L_df3dL3_max —= (L_df3dL3_maxx*(120xab5 +
L_df3dL3_ maxxL_df3dL3 maxx(840%a7 + 3024xa9x*L_df3dL3_ maxx
L_df3dL3_max)))/(120xa5 + L_df3dL3_ maxxL_df3dL3_max
x(2520%a7 4+ 15120%a9xL_df3dL3 maxxL_df3dL3 max)) ;

L_df3dL3_max — (L_df3dL3_max=*(120xab +
L_df3dL3_maxxL_df3dL3_maxx(840%a7 + 3024xa9x*L_df3dL3_maxx
L df3dL3 _max)))/(120xab5 + L df3dL3 maxxL_ df3dL3_max
%(2520%xa7 + 15120xa9xL_ df3dL3_maxxL_df3dL3 max)) ;

L_df3dL3_max —= (L_df3dL3 maxx*(120%ab +
L df3dL3 maxxL_df3dL3 max*(840xa7 4+ 3024xa9xL_df3dL3 maxx
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L_df3dL3_max)))/(120xab + L_df3dL3_maxxL_df3dL3_max

*(2520%a7 4+ 15120%a9+L_df3dL3_maxxL_ df3dL3_max));
L_df3dL3_max —= (L_df3dL3_maxx*(120%ab +

L df3dL3 maxxL_df3dL3 maxx(840xa7 + 3024xa9xL_df3dL3 maxx

L_df3dL3 max)))/(120xab + L_df3dL3_ maxxL_df3dL3_max

*(2520%a7 + 15120*xa9xL_df3dL3 maxx*L_df3dL3 max)) ;
df3dL3_max = mag(6*xa3 + L_df3dL3_maxx

L_df3dL3_max*(60xab + L_df3dL3_maxxL_df3dL3_max*(210xa7 +

L_df3dL3_maxxL_df3dL3 max*504xa9))); // Der Wert 6%a3
mag groesser sein, aber fuer den Uebergang in
df3dL3 local brauche ich auch diesen Wert.

cout << "p0_fWert_ inner: " << p0_fWert inner <<

nl;

cout << "p0_erste inner: ' << p0_erste inner <<
nl;

cout << "p0_zweite inner: " << p0_zweite inner
<< nl;

cout << "p0_dritte inner: " << p0_dritte_ inner
<< nl;

cout << "p0_vierte inner: " << p0_vierte inner
<< nl;

cout << "p0_fWert_outer: ' << p0_fWert_ outer <<
nl;

cout << "Genauigkeit, Inverse = " << maxMatrix <<
nl;

cout << "al: " << al << nl;
cout << "a3d: " << a3 << nl;
cout << "abh: " << ab << nl;
cout << "a7:." << a7 << nl;
cout << "a9:." << a9 << nl;

cout << "IntegrationConstl: " <<
IntegrationConstl << nl;

cout << "IntegrationConst2: " <<
IntegrationConst2 << nl;

cout << "IntegrationConst3: " <<
IntegrationConst3 << nl;

cout << "F3 max: " << F3 max << nl;
cout << "dfldL1 max: " << dfldLl1 max << nl;
cout << "df2dL2 max: " << df2dL2 max << nl;
cout << "L df2dL2 max: " << L df2dL2 max << nl;
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cout << "df3dL3 max: " << df3dL3 max << nl;
cout << "L df3dL3 max: " << L df3dL3 max << nl;

cout << "minimalDerivative: " <<
minimalDerivative << nl;

}
double ChemPot_outer(double value)
{
return (- (value—Foam:: sign (value))*alphaxalpha )
}
double Inverse(double C_value)
{

if (mag(C_value) < p0_fWert_inner)

scalar L_value(0.0);
scalar residuum (10.0) ;
do
{
residuum = IntL(0,L_value)—C_value;
L_value —= (residuum/IntL(—1,L_value));
} while (mag(residuum) > 0.00000000000001) ;
return (L_value);

}

else

return ((Foam::log(l—mag(C_value))—beta)/
alphaxFoam:: sign (C_value));

}
}
double IntL(int nlntegration, double value)
{

scalar L_square (valuexvalue);
switch (nIntegration)
{
case —3:
if (L_square < LO_inner*L0_inner)

{
return (6+xa3 + L _squarex(60xab +
L_squarex(210%xa7 + L_squarex504%a9)));

}

else

{
return (—alphaxalphaxalphasstd ::exp(
alphasmag(value) + beta));

}
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case —2:
if (L_square < LO_innerx*L0_inner)

return (valuex(6+xa3 + L_squarex(20x
ab + L_squarex(42xa7 + L_squarex72xa9))));

}

else

{
return (—alphaxalphaxsign (value)x*std
::exp(alphasmag(value) + beta));

}

case —1:
if (L_square < LO_innerxL0_inner)

{
return (al + L squarex(3xa3 +
L_squarex(5xab + L_squarex(7xa7 + L_square*x9*a9))));

}

else

{

return (—alphaxstd ::exp(alphasxmag(
value) + beta));

}

case 0:
if (L_square < LO_innerxL0_inner)

{
return (valuex(al + L_squarex(a3 +
L_squarex(ab + L_squarex(a7 + L_squarexa9)))));

}

else

{
return (sign (value)*(1—std ::exp(alpha
smag(value) + beta)));

}

case 1:
if (L_square < LO_inner*L0_inner)

return (L_squarex(al/2 + L_squarex(
a3/4 + L_squarex(ab/6 + L_squarex(a7/8 + L_squarexa9/10))
)));
}

else

{
return (mag(value)—std ::exp(alphax
mag(value )+beta)/alphat+IntegrationConstl);
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}

case 2:
if (L_square < LO_inner+*L0_inner)

{
return (valuexL_squarex(al/6 +

L_squarex(a3/20 + L_squarex(ab/42 + L_squarex(a7/72 +
L_squarexa9/110)))));
}
else
{

return (sign(value)*(

IntegrationConst2 + mag(value)«*(IntegrationConstl + mag(
value)/2) — std::exp(alphaxmag(value)+beta)/(alphaxalpha)

)
h
case 3:
if (L_square < LO_inner*L0_inner)
{
return (L_squarexL_ squarex(al/24 +

L_squarex(a3/120 + L_squarex(ab5/336 + L_squarex(a7/720 +
L_squarexa9/1320)))));

lse

~= 1

return ((IntegrationConst3 + mag(
value)*(IntegrationConst2 + mag(value)x*(IntegrationConstl
/2 + mag(value)/6)) — std::exp(alphaxmag(value)+beta)/(
alphaxalphaxalpha)));

}

default :
cout << "nlntegration = " <<
nlntegration << ", value =" << value << nl;
FatalErrorIn ("no macth for, nlntegration.
Select ,—1,0,1,2, ,0r 3 as, nlntegration") << abort(
FatalError);

return O0;
¥
¥
1
Programmcode B.9: directInterface.H
directInterface = false;
visualDirectInterFace = 0;
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//#pragma omp parallel for schedule(guided) //Aus
irgendeinem Grund fuehrt diese Parallelisierung zu
abweichenden Ergebnissen zwischen seriell und parallel

for(int facel = 0; facel < owner.size(); facel++)

{

if ((L_ref[owner|[facel]]*L_ref[neighbour|facel]]) < 0.0)
directInterface [owner[facel]] = truc;
visualDirectInterFace ref[owner[facel]] = 1;
directInterface [neighbour[facel || = true;
visualDirectInterFace ref[neighbour[facel]] = 1;

Programmcode B.10: getLfromC.H

//benuetigt ein vorheriges pureLevelsset.
#include "pureLevelsetLists . H'

#pragma omp parallel for schedule(guided)

for(int celll = 0; celll < cells.size(); celll++)

{
if (mag(C_volaverage ref[celll]) <= CfromL.p0_ fWert_ outer
) //Wie wviele Iterationen wvon Newton noetig
sind , muss ich noch genauer bestimmen

{
L_ref[celll ] = CfromL.Inverse (C_volaverage ref[celll
DR
}
else
{
L ref[celll] = 0;

}

#include "directInterface .H'

forAll(levelset .boundaryField (), patchl)

{

if (levelset.boundaryField () [patchI].type() ="
phaseFieldExpL")

{
phaseFieldExpLFvPatchScalarField& L_ patch_ref =
dynamic cast<phaseFieldExpLFvPatchScalarField&>(levelset .
boundaryField () [ patchI]);
L patch ref.alpha() = L_patch ref.theta();
¥
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i = 0;

J =0

C_test = 0;

cellMidPoint = 0;

faceMidPoint = 0;

edgeGauss = 0;

IntegratedEdge = 0;

error__estimate edge = 0;

do

{
levelset .correctBoundaryConditions () ;
gradL. = fve::grad(levelset);
if(i > 3.0)
{

#include "harmoniceBC.H'

//Erst beim dritten die Korrektur der alpha—Werte
zuschalten. So funktioniert es auf jeden Fall. Anders
eventuell auch (nicht getestet)

}
for(int celll = 0; celll < cells.size(); celll++)
{
if (pureLevelset[celll])
if (!n face BoolList|[celll])
#include "updateNormalVectors.H'
¥
}
}
#pragma omp parallel for schedule(guided) firstprivate (
L_point, F3_point, IntegratedEdge, error_estimate edge)
for(int celll = 0; celll < cells.size(); celll++)
{

if (pureLevelset[celll])

{

#include '"calculateC_test2 parallel .H"
scalar change in_L (local C_ test/max(mag(
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df1dL1 local), 0.000000001));
L ref[celll ]| —= max( min (change in L, 0.05)
,—0.05); //L soll sich pro Iteration

hoechstens um 0.1 aendern duerfen

Jxif (mag(L_ref[celll]) > CfromL.L0_outer)

{
L_ref[celll] = Foam::maz(Foam::min(L_ref/
celll ], CfromL.L0_outer),—CfromL.L0_outer);
#pragma omp critical
{
pureLevelset [celll ] = false;

//In "calculate__C_test2 parallel” musste
das auf jeden Fall critical sein. Zur Sicherheit hier
dann lieber auch.

}
Ly refl[celll] = 0;
C_test_ref[celll] = 0;

F/

}
}
if (max(mag(C_test ref)) < GetLfromC accuracy)
{

i = nGetLfromC;
}
else
{

14+

jH+
}

} while (i < nGetLfromC);

cout << "Max(|C_test|) =," << max(mag(C_test_ref)) << ",
in " << j << " Iterations" << nl;

if (max(mag(C_test ref)) > 1.0)
{
forAll(cells , celll)
{
if (mag(C_test ref[celll]) > 1.0)
{
cout << "WARNING! celll, =" << celll << ",
C_test_ref[celll | =" << C_test_ref|[celll] << nl;
}
}
}

Programmcode B.11: harmoniceBC.H
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inverseR *= 0;

forAll (levelset .boundaryField (), patchl)

{

if(levelset.boundaryField () [patchl].type() = "
phaseFieldExpL")

{

phaseFieldExpLFvPatchScalarField& L_ patch_ref =
dynamic cast<phaseFieldExpLFvPatchScalarField&>(levelset .
boundaryField () [ patchI]);

nHatFvPatchVectorField& nHat patch ref =
dynamic cast<nHatFvPatchVectorField&>(nHat_ center.
boundaryField () [ patchl]);

const labelUList& faceCells = L_ patch_ref.patch ().
faceCells () ;

scalarField& alpha L _ref = L_patch ref.alpha();

scalarField& alpha nHat_ ref = nHat_ patch_ ref.alpha()

const vectorField nf(L_patch_ ref.patch().nf());

const vectorField& localSf_ ref(L_patch_ ref.patch().
St());

//const vectorFieldt delta_ref = L_patch_ref.patch()
.delta();  //quote from fvPtach.H: Return cell—centre
to face—centre wector. Das geht aber aus irgendeinem
Grund nicht. delta [Index = 0] ist stets falsch.

const scalarField& deltaCoeff ref = L_patch_ref.
patch () .deltaCoeffs ();

//#pragma omp parallel for schedule(guided) //

Aus irgendeinem Grund faehrt diese Parallelisierung zu
abweichenden Ergebnissen zwischen seriell und parallel
for(int facel = 0; facel < faceCells.size(); facel

{
if ((pureLevelset [faceCells[facel]] &
directInterface [faceCells|[facel]]))
//Koordinatensystem wird so gewaehlt, dass
nf des Patches unser FEinheitsnormalenvektor e _y ist
//Dadurch zeigt delta effektiv in positive y

++)

—Richtung.
// => d(cos(theta))/dy = (Winkel _patch —
Winkel _zelle)/(y_patch — y__zelle)

{
scalar angle((nf[facel] & gradL_ref]
faceCells [facel]]) /(mag(gradL_ref|faceCells[facel]]) +
numStabl.value())); //Winkel in der anliegenden Zelle
scalar local inverseR ( —(Foam: : cos (
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alpha_L_ref[facel]|/180.0«xFoam:: constant :: mathematical :: pi
)—angle)xdeltaCoeff ref|facel]/pow(Foam:: sin (alpha_ L_ref]
facel]/180.0xFoam:: constant :: mathematical :: pi) ,2));

//  dcos(theta)/dy = — z2/sqrt (z2+y2)
3 = —sin(theta)2/R

local _inverseR = max(—MaxInverseR, min(
MaxInverseR, local inverseR));

//Damit es konvergieren kann, muss ich
beschraenken , wie gross inverseR sein kann.

//Kontaktwinkel mit inverseR > MazInverseR
werden dann "Falsch" abgebildet , bzw mit den Problemen,
die ein konstanter Kontaktwinkel am gesamten Patch haette

inverseR_ref[faceCells|[facel || =
local inverseR;

scalar extrapolierterWinkell (Foam:: cos(
L_patch_ref.theta()/180.0%Foam:: constant :: mathematical ::
pi)*(1.0 + L_patch_ ref.epsilon ()*local inverseRx
L_patch_ref[facel]) — Foam:: cos(alpha L_ref[facel]/180.0x
Foam:: constant :: mathematical :: pi));

scalar dL(1/deltaCoeff ref|facel]/
L_patch_ref.epsilon () *(Foam:: cos((alpha_ L_ref[facel]+
dalpha) /180«Foam:: constant :: mathematical :: pi) — Foam:: cos
(alpha_L_ref|[facel]/180%Foam:: constant :: mathematical :: pi)

))7

vector newGradL(gradL ref[faceCells|[facel]]
+ dLxlocalSf ref[facel]/volume]|faceCells[facel]]); //
Nimmt an, dass gradl per Gaussdiskretisierung berechnet
wird .

angle = (nf[facel]| & newGradL) /(mag(newGradL
) + numStabl.value());

local inverseR = ( (angle — Foam:: cos ((
alpha_L_ref[facel]+dalpha)/180.0%Foam:: constant ::
mathematical :: pi))*xdeltaCoeff ref|facel]/pow(Foam:: sin ((
alpha IL_ref|[facel]+dalpha)/180.0%xFoam:: constant ::
mathematical :: pi) ,2));

local inverseR = max(—MaxInverseR, min(
MaxInverseR, local inverseR));

scalar extrapolierterWinkel2 ((Foam:: cos (
L_patch_ref.theta()/180.0%xFoam:: constant :: mathematical ::
pi)*(1.0 + L_patch ref.epsilon()*local inverseR *(
L_patch_ref|[facel]+dL)) — Foam:: cos((alpha_L_ref[facel]|+
dalpha) /180.0%Foam:: constant :: mathematical :: pi)));

alpha L_ref|[facel] — (extrapolierterWinkell
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/ (extrapolierterWinkel2 — extrapolierterWinkell) x
dalpha);
alpha_nHat_ref|[facel] = alpha_L_ref|facel |;

//#pragma omp parallel for schedule(guided) //

Aus irgendeinem Grund fuehrt diese Parallelisierung zu
abweichenden Ergebnissen zwischen seriell und parallel
for(int facel = 0; facel < faceCells.size(); facel

{
//Aus Stabilitaetsgrurnden kann nicht jede
Zelle thr eigenes inverseR haben. Dann divergiert der
Diffusionsterm.
//Muss mir aus zugehoeriger Beruehrstelle an
der Wand das inverseR wvon dort holen.
if (pureLevelset [faceCells[facel]])

{

++)

if (I'directInterface|[faceCells[facel]])

{

vector ny(gradL_ref[faceCells[facel]] —
nf[facel]x(nf[facel] & gradL_ref[faceCells[facel]]));

ny /= (mag(ny) + numStabl.value());

vector prob_LO_point(cellCentre |
faceCells [facel]] — nyxL_ref[faceCells[facel]]x
L_patch ref.epsilon()/Foam:: sin (alpha L _ ref|[facel]/180.0x
Foam:: constant :: mathematical :: pi));

const label foundCell (searchEngine.
findCell (prob_L0_point, faceCells[facel]));

if (foundCell < 0.0)

{

inverseR_ref[faceCells|[facel]] =
0.0;

//wenn der vermutete LO—Punkt
ausserhalb des Meshes liegt , nehme ich einen unendlichen
Kruemmungsradius an, was effektiv bedeutet, dass alpha =
theta wird.

}

else //Demnach liegt foundCell
innerhalb des Meshes

{
if (directInterface [foundCell]) //
Zelle getroffen? Super! Dann den inverseR—Wert
uebernehmen .
{
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inverseR_ref[faceCells[facel |] =
inverseR_ref[foundCell |;
}
else //Zelle nicht getroffen.
Noch ein Versuch, den richtigen Wert zu finden.

{
ny = ( gradL ref[foundCell] —
nf[facel]s(nf[facel] & gradL ref[foundCell]));
//Hier nehme ich weiterhin nf[facel], aber ich
arbeite eh ohne gekruemmte Patches

ny /= (mag(ny) + numStabl.value
()

prob_LO_point = cellCentre |
foundCell] — ny*L_ref[foundCell|*xL_patch_ ref.epsilon()/
Foam:: sin (L_patch_ref.theta()/180.0%Foam:: constant ::
mathematical :: pi);

const label foundCell2(
searchEngine . findCell (prob_L0_point, faceCells[facel]));

if (foundCell2 < 0.0) //Liegt
der zweite Versuch, im Mesh?

{

inverseR ref[faceCells|[facel
] = 0.0;
//wenn der vermutete LO—
Punkt ausserhalb des Meshes liegt , nehme ich fuer einen
unendlichen Kruemmungsradius an, was effektiv bedeutet,
dass alpha = theta wird.
}

else

{
inverseR_ref[faceCells|[facel
]] = inverseR ref[foundCell2];

}
}
}

scalar inner_of Acos(max(—0.999, min
(0.999, Foam:: cos(L_patch_ref.theta()/180.0xFoam::
constant :: mathematical :: pi)*(1.0 + L_patch_ref.epsilon ()=*
inverseR_ref[faceCells[facel ||« L patch ref[facel]))));

//Begrenzund des Argumentes des cos
noetig. FExtrapolation des Kontaktwinkels durch
Linearisierung kann in bestimmten Bereichen
unphysiklaische FErgebnisse liefern .

alpha L _ref[facel] = Foam:: acos (
inner_of Acos)/Foam:: constant :: mathematical :: pi*180.0;
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alpha nHat_ref|[facel] = alpha_ L _ref]
facel |;
} // end if(!directinterface[faceCells/[

facel]])

clse //also !(pureLevelset[faceCells[facel]])
{
alpha_ IL_ref|[facel] = L_patch_ref.theta();
//Finde ich keine Beruehrstelle , nehme ich
das normale theta .
alpha nHat ref[facel] = alpha L ref[facel];
//Finde ich keine Beruehrstelle , nehme ich
das normale theta.

} } //end if(pureLevelset[faceCells[facel]])

Programmcode B.12: initiateC_ volaverage parallel. H

scalar local C_test (0.0);

scalar error_edge_anal (0.0

scalar error_edge num (0.0) ;

scalar error_face num (0.0) ;

scalar error_ face anal (0.0
0.0);
(

) ;

I

)i
scalar error_cell _num (0.0);
scalar error_cell anal(0.0);

?

scalar local volume (volume|celll]);

scalar face_ Zwischenergebnis (0.0) ;

scalar local L_value(L_ref[celll]);

vector local gradL_value(gradL_ref[celll]);

scalar dfldL1_local (CfromL.IntL(—1.0, local L_value));
scalar df2dL2_local(mag( CfromL.IntL(—2.0, max( CfromL.
L_df2dL2_max ,mag(local L_value))))); //
Liege mit dem L—Wert ausserhalb von max(df2dL2)
Ableitung_ ref[celll ] = dfldL1_local;

//Man koennte die Ableitung d(C_test)/dL exakter
ausrechnen , aber die quadr. Konvergenzgeschw. des Newton—
Verfahren , erreicht man eh nicht,

//weil Lz, Ly und Lz als konstant angesehen werden, was
sie ja nicht sind.

if( (local gradL value & local gradLl. value)
= 0) //FEiner der wenigen Unterschiede zu
calculate_C _test2 parallel

{
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error_cell anal = 10000000000000000;
//Fehler der "(semi—)analytischen" Int.
mag hoeher liegen. Hier wird angenommen, dass 10717
ausreichend ist, damit schlussendlich die num. cell—Int.
verwendet wird.
}
else

{

const labelList ListeDerPunkte (
cellPoints [celll]); //Fuer jeden Punkt schon einmal L—
Wert und F3—Wert berechnen

for( int pointl = 0; pointl <
ListeDerPunkte.size (); pointI++)

{

label point_labell(ListeDerPunkte |
pointl]);

L_point [point_labell] = (
local gradL value & (points|[point labell] — cellCentre |
celll |)) + local L_value;

F3_point [point_labell ] = CfromL. IntL
(3.0, L_point|[point_labell]);

//Die F3—Werte berechne ich schon
einmal auf Vorrat. Es sollte wesenltich seltener
vorkommen , dass ein Wert nicht gebraucht wird,

//weil eigenltich stets mag(gradl) =
1/eps herrschen sollte. Dann wird F3 auf einem der faces
immer gebraucht.

}

const labelList ListeDerEdges(
ZelleBestehtAus[celll]); //Fuer jedes Edge der Zelle
das zugehoerige gamma berechnen

for( int edgel = 0; edgel <
ListeDerEdges.size (); edgel++)

label edge_ labell(ListeDerEdges |
edgel]) ;

vector local_n_line(
n_line VectorList [edge labell]);

scalar local gamma(local gradL_value
& n_line_VectorList [edge_labell]);

if(local _gamma = 0) //Wenn der
Line—Gradient echt gleich 0 ist, kann ich direkt die
numeirsche Integration anwenden.

{

error__edge_anal =

10000000000000000;
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//Fehler der analytischen Int.
mag hoeher liegen. Hier wird angenommen, dass 10717
ausreichend ist, damit schlussendlich die num. Int.
verwendet wird.
ki

else

{
error__edge_anal = eps*xCfromL.
F3 max/mag(local gamma) ;

}

error__edge_num = (epsxlength edge]
edge_labell] + mag(df2dL2_local /4320.0 spow(local gamma
,4) *length_edge powb[edge_ labell]));

//Fehler des numerischen Verfahrens
durch Gauss + Auswertungsfehler , da IntL nur auf eps
genau berechnet wird und dann noch mit der FEdgelaenge
multipliziert wird.

if (error_edge anal < error_edge num)

{ //analytischer Fall
IntegratedEdge [edge labell] = (
F3_point[edges|[edge_ labell].end ()] — F3_point|[edges]

edge labell|.start()])/local gamma;
error__estimate_edge|[edge_ labell]
= error__edge_anal;
}
else
{ //numerischer Fall
if (mag(local gamma) < eps)
//weitere Beschleunigung, da fuer gamma kleiner
eps auch die Mittelpunktsregel ausreichend ist und man
eine FKT-Auswertung einspart

{
scalar L_mid( (L_point[edges
[edge labell].start ()] + L_point[edges[edge labell].end()

1)/2);
IntegratedEdge [edge labell]
= (CfromL.IntL (2.0, L _mid)*length edge|[edge_ labell]);

error__estimate edge|
edge labell] = epsxlength edge[edge labell];

//Fehler des mumerischen
Verfahrens ~0 + Auswertungsfehler, da IntL nur auf eps
genau berechnet wird und dann noch mit der FEdgelaenge
multipliziert wird.

else
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{
scalar L_unten(L_point[edges
[edge_labell].start ()]*gauss_weightl + L_ point[edges |
edge labell].end()]*gauss_ weight2);
scalar L_oben(L_point[edges|
edge_labell|.start ()]*gauss_weight2 + L_point[edges]|
edge_labell|.end()]*gauss_weightl);

IntegratedEdge [edge_labell]
= (CfromL.IntL (2.0, L_unten) 4+ CfromL.IntL (2.0, L_oben))x
length edge[edge_labell]/2;

error__estimate_edge |
edge_labell] = error_edge num;

edgeGauss_ref[celll] = 1;

} // end if(error_edge_anal <
error__edge__num)
Y // end for( int edgel = 0; edgel <
ListeDerEdges. size (); edgel++)

const labelList ListeDerFaces(cells|
celll]);
List<vector>& n face VectorSubList =
n_face_ VectorList[celll |;
for(int facel = 0; facel < ListeDerFaces
.size (); facel++)
{
label face_labell(ListeDerFaces|
facell]) ;
scalar local alpha(local gradL_value
& n_face_VectorSubList [ facel]);
scalar magGradLface( (
local gradL_value & local gradL_value) — local_ alphax
local alpha); //Vorsicht: MagGradLface enthaelt
mag(gradl )2

if (magGradLface = 0) //Wenn der
Face—Gradient echt gleich 0 ist, kann ich direkt die
numeirsche Integration anwenden.

{

error face anal =
10000000000000000;

//Fehler der "(semi—)
analytischen " Int. mag hoeher liegen. Hier wird
angenommen, dass 10717 ausreichend ist, damit
schlussendlich die num. face—Int. verwendet wird.

}

else
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face Zwischenergebnis = 0;

const labelList ListeDerEdges2(
FaceBestehtAus|[face labell]);

List<vector>
n_edge_VectorSubList (n_edge_ VectorList [face_ labell]);

for( int edgel = 0; edgel <
ListeDerEdges2.size (); edgel++)
{
label edge_labell(
ListeDerEdges2 [edgel ]) ;
scalar local_beta(
local gradL_value & n_edge VectorSubList[edgel]) ;
scalar preFactor(local beta/
magGradLface) ; //Oben wurde ausgeschlossen ,
dass magGradLface = 0 ist

face Zwischenergebnis +=
IntegratedEdge [edge_ labell |xpreFactor;
error_face anal = max(
error__face_ anal, max(mag(error_estimate edge[edge_labell
|*preFactor), mag(epsxface Zwischenergebnis)));
} //end for( int edgel = 0;
edgel < ListeDerEdges2.size(); edgel++)
} //end if(magGradLface == 0)

scalar magSf(mag(Sf_ ref[face labell

1))

error_face_num = ( magSfx(magSfx
dfldL1_local/24xmagGradLface + eps));

// Formel: A/6xdf/dL_max*(Lx2 + Ly2)
*A/4, wobei das letzte A/} nur ein verstecktes *dz2 ist
und dabei ein Quadrat als Flaeche angenommen wurde.

// Fehler des numerischen Verfahrens
+ Auswertungsfehler , da IntL nur auf eps genau berechnet
wird und dann noch mit magSf multipliziert wird.

scalar preFactor(local alpha / (
local gradL_value & local gradL_value)); //Ganz
oben wurde ausgeschlossen , dass (local_gradl_value &
local_gradL_wvalue) = 0 ist

if (error_face_ anal < error_face_num)
{ //analytischer Fall
local C_test += preFactorx
face Zwischenergebnis;
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error_ cell anal = max(
error__cell anal , max(mag(error_face analsxpreFactor), mag(
epsxlocal C_test)));
}

else
{ //numerischer Fall
local C_test 4= magSfxpreFactor
% (CfromL.IntL (1.0, local L_value 4+ (local gradL_value & (
faceCentre [face labell] — cellCentre[celll]))));
error_ cell anal = max(
error_cell anal , max(mag(error face numsxpreFactor), mag(
epsxlocal _C_test)));
faceMidPoint ref[celll] = 1;

} //end for(int facel = 0; facel <
ListeDerFaces. size(); facel++)

Y //end if( mag(df2dL2_local*(
local_gradL_value & local_gradL_wvalue)+epsilon.value ()*
epsilon.value()) < 0.000000015625)

error_cell _num = ( Foam::pow(local_ volume,
5.0/3.0)/24.0 x(local gradL_ value & local gradL_value)x
df2dL2_ local + epsxlocal volume) ;

//Hier kommen die einzigen Unterschiede zu
initiateC _volaverage .H
if (error_cell anal > error_cell num)

{ //numerischer Fall
local _C_test = (CfromL.IntL (0.0,
local L_value)); //FEiner der wenigen Unterschiede zu

calculate_ C _test2_ parallel
error_estimate cell ref[celll] =
error_ cell num/local volume;
cellMidPoint ref[celll | = 1;
Ly ref[celll] = 0;
#pragma omp critical

{
pureLevelset [celll ] = false;
//Aus irgendeinem Grund muss das hier
critical sein. Ich verstehe es nicht.

}
}
else

{ //analytischer Fall
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local _C_test = (local C_ test/
local _volume) ; //FEiner der wenigen Unterschiede
zu calculate C _test2 parallel
error__estimate cell ref[celll] =
error_ cell anal/local volume;
¥
C_volaverage_ref[celll ] = local C_test;
//Einer der wenigen Unterschiede zu
calculate C_test2 parallel
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Programmcode B.13: newGaussFacelntegrate parallel.H

#include "pureLevelsetLists .H"

#include "harmoniceBC.H'

levelset .correctBoundaryConditions () ;
C_volaverage.correctBoundaryConditions () ;
gradL = fvc::grad(levelset);

gradLL_face = fvc::interpolate (gradL);
C_face = fvc::interpolate (C_volaverage);
L face = fvc::interpolate(levelset);

int face x=0;

#pragma omp parallel for schedule(guided) firstprivate (
L_point, F2_ point)

for( int facel = 0; facel < owner.size(); facel++)

{
label local owner(owner|facel]);
label local neighbour (neighbour|facel]);

if ((pureLevelset [local owner] && pureLevelset |
local neighbour]))
{
vector local Sf(Sf ref|facel]);
scalar magSf(mag(local Sf));
vector n_face(local Sf/magSf);

vector local GradL_face(gradL_face_ ref|facel] —
n_facex(n_face & gradL_face_ref|facel]));

scalar magGradLface(local GradL_face &
local GradL_face);

scalar local L _value(L_face ref[facel]);

scalar error_edge_anal(0.0);
scalar error_edge num (0 ;
scalar error_face num (0

I

.0
0)
0)
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scalar error_face_anal(0.0);
scalar face_ Zwischenergebnis (0.0) ;

scalar df2dL2_ local(mag( CfromL.IntL(—2.0, max(
CfromL.L_df2dL2_max ,mag(local L_value))))); //
Liege mit dem L—Wert ausserhalb von max(df2dL2)

scalar df3dL3_local(mag( CfromL.IntL(—3.0, max(
CfromL.L_ df3dL3 max ,mag(local L_value))))); //
Hier mache ich einen kleinen Fehler. Siehe Verlauf von f

"7(L). Max bei L=0

if (magGradLface = 0) //Wenn der face—Gradient = 0

ist, kann ich direkt die numerische Integration anwenden

error__face anal = 10000000000000000;
//Fehler der analytischen Int. mag hoeher liegen
Hier wird angenommen, dass 1017 ausreichend ist, damit
schlussendlich die num. Int. verwendet wird.
¥
else

{

List<vector> n_edge_ VectorSubList (
n_edge_VectorList[facel]) ;

const labelList ListeDerEdges(FaceBestehtAus|
facell]) ;

const labelList ListeDerPunkte(faces|facel]);

//Wenn AdvectionCorrection betrieben wird, wird
vorher einmal getLfromC durchgefuehrt. Innerhalb wvon
getLfromC wird pureLevelset geprueft und in jeder Zelle
die gradl besitzt , volumenintegriert. => Alle
Stuetzvektoren sind wvorhanden, wenn beide Nachbarn
purelLevelset sind.

for( int pointl = 0; pointl < ListeDerPunkte.
size (); pointl4++)
{
label point_labell(ListeDerPunkte[pointI]);
L_point[point_labell] = (local GradL_ face &
(points [point_labell] — faceCentre[facel])) +
local L_value;
F2 point[point_labell] = CfromL.IntL (2.0,
L_point [point_labell]);
//Die F2—Werte berechne ich schon einmal auf
Vorrat. Es sollte wesenltich seltener wvorkommen, dass
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ein Wert nicht gebraucht wird,

//weil eigenltich stets mag(gradl) = 1/eps
herrschen sollte. Dann wird F2 auf einem der edges immer
gebraucht.

}

for( int edgel = 0; edgel < ListeDerEdges.size ()
; edgel++)
{
label edge labell(ListeDerEdges|[edgel]);
scalar local gamma(local GradL_ face &
n_line_VectorList [edge_labell]) ;
scalar local_beta(local GradL_face &
n_edge_ VectorSubList [edgel]) ;

if (local gamma = 0) //Wenn der Line—
Gradient echt gleich 0 ist, kann ich direkt die
numeirsche Integration anwenden.
{
error__edge_anal = 10000000000000000;
//Fehler der analytischen Int. mag
hoeher liegen. Hier wird angenommen, dass 10717
ausreichend ist, damit schlussendlich die num. Int.
verwendet wird.
}
else

{

(local _gamma) ) ;

¥

error_edge num = (epsxlength edge]
edge_labell] + mag(df3dL3_local /4320.0 spow(local gamma
,4) *length_edge powb[edge_ labell])); //Gauss mit 2
Stuetzstellen

error__edge_anal = (eps*xCfromL.F2_max/mag

scalar preFactor(local beta/magGradLface);
if (error_edge anal < error_edge num)
{ //analytischer Fall

face Zwischenergebnis += (F2_point[edges

[edge labell|.end ()] — F2_point[edges|[edge labell].start
()])/local gammasxpreFactor ;
error_face anal = max(error_ face anal,

max (mag(error__edge_analxpreFactor), mag(epsx
face_Zwischenergebnis)));

else
{ //numerischer Fall
if (mag(local gamma) < eps) //weitere
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Beschleunigung , da fuer gamma kleiner eps auch die
Mittelpunktsregel ausreichend ist wund man eine FKT-
Auswertung einspart

{
scalar L _mid((L_point[edges|
edge_labell].start ()] + L_point[edges|[edge_ labell].end()

1)/2);

face_ Zwischenergebnis += (CfromL.
IntL (1.0, L mid))*preFactorxlength edge[edge labell];

error_face anal = max(
error__face_anal, max(mag(epsxlength edge[edge_ labell]|x
preFactor), mag(eps*face_ Zwischenergebnis)));

}

else

{
scalar L_unten(L_point[edges|
edge_labell|.start ()]*gauss_weightl + L_point[edges]|
edge labell].end()]*gauss_weight2);
scalar L_oben(L_point[edges]|
edge labell].start ()]|*gauss weight2 + L point[edges|
edge_labell|.end () ]*gauss_weightl);

face_Zwischenergebnis += (CfromL.
IntL (1.0, L_unten) + CfromL.IntL (1.0, L_oben))xpreFactorx
length edge[edge labell]/2;

error_face anal = max(
error__face__anal, max(mag(error_edge numx*preFactor), mag(
epsxface Zwischenergebnis)));

} //end if(error_edge_anal < error_edge_num)

¥
} //end if ((gradl__face_ref[facel] &
gradl__face_ref[facel]) == 0)

error_face_num = ( magSf*x(magSf/24 xdf2dL2_local =x
magGradLface + eps));

// Formel: A/6x max(d2f/dL2) % (Lxz2 + Ly2)+A/},
wobei das letzte A/4 nur ein verstecktes xdz2 ist und
dabei ein Quadrat als Flaeche angenommen wurde.

// Fehler des numerischen Verfahrens +
Auswertungsfehler , da IntL nur auf eps genau berechnet
wird und dann noch mit magSf multipliziert wird.

if (error_face anal > error_ face num)

{ //numerischer Fall
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int__face_ref[facel| = CfromL.IntL (0,
local L_ value);

//error_estimate_ face[facel] = error_face_num/
magSf; //error__estimate__face [facel] wird
nachher nicht weiter verwendet und auch nicht als File
niedergeschrieben

}

else
{
int_face ref[facel| = face Zwischenergebnis/
magSf;
//error__estimate__face[facel] = error_face__anal/
magSf; //error__estimate__face [facel] wird

nachher nicht weiter verwendet und auch nicht als File
niedergeschrieben

}

C face ref[facel] = int face ref|[facel];

} J//end if ((pureLevelset [owner[facel]] €9
pureLevelset [neighbour[facel]]))

} //end for( int facel = 0; facel < owner.size(); facel
++)

Programmcode B.14: pureLevelsetLists.H

purelLevelset = true;
Ly=1;
J//#pragma omp parallel for schedule(guided) //Aus

irgendeinem Grund fuehrt diese Parallelisierung zu
abweichenden FErgebnissen zwischen seriell und parallel
for(int facel = 0; facel < owner.size(); facel++)
{
if (mag(C_volaverage ref|[owner[facel]]) > CfromL.
p0_fWert_outer)

{

pureLevelset [owner [ facel |] = false;
pureLevelset [neighbour [facel || = false;
Ly_ref[owner[facel |] = 0;
Ly_ref[neighbour[facel|] = 0;

}

if (mag(C_volaverage ref[neighbour|[facel]]) > CfromL.
p0_fWert_ outer)

{

pureLevelset [owner [ facel |] = false;
pureLevelset [neighbour [facel || = false;
Ly_ref[owner|facel |] = 0;

Ly ref[neighbour[facel|] = 0;
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21‘}
Programmcode B.15: resetReferences.H
1| //Read in fvSolution from PISO dictionary
2/ const cellList& cells = mesh. cells () ;
3| const faceList& faces = mesh. faces();
4| const edgeList& edges = mesh.edges();
5| const pointField& points = mesh.points () ;
6/ const labelListList& FaceBestehtAus = mesh.faceEdges();
7| const labelListList& ZelleBestehtAus = mesh.cellEdges();
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const labelListList& cellPoints = mesh.cellPoints () ;

//faceEdges: Dieses face besteht aus folgenden FEdges
//edgeFaces: Dieses Edge wird von folgenden Faces benutzt
//pointCells: Dieser Punkt wird von folgenden Zellen benutzt
//cellPoints: Diese Zelle besteht aus folgenden Punkten

//Ein face an sich: Liste an Punkten, die dieses Face bilden
//FEine cell an sich: Liste an faces, die diese Zelle bilden

const labelList& owner = mesh.owner () ;

const labelList& neighbour = mesh.neighbour () ;

const scalarField& deltaCoeffs ref = mesh.deltaCoeffs () ;
const surfaceVectorField& Sf ref = mesh.Sf();

const vectorField& cellCentre = mesh.C();

const vectorField& faceCentre = mesh.Cf();

const scalarField& volume = mesh.V();

scalarField& L_ref = levelset.internalField () ;
levelset .correctBoundaryConditions () ;

L face = fvc::interpolate(levelset);

scalarField& L_face ref = L_face.internalField ();
scalarField& kappa_ref = kappa.internalField();
scalarField& inverseR ref = inverseR.internalField ();
scalarField& kontrolle ref = kontrolle.internalField ();
scalarField& Ableitung ref = Ableitung.internalField ();
scalarField& int_face_ ref = int_face.internalField ();
scalarField& C_face_ref = C_face.internalField () ;
vectorField& gradL_ref = gradL.internalField ();
vectorField& gradC_ref = gradC.internalField ();
vectorField& gradL face ref = gradL_face.internalField ();
vectorField& nHat center ref = nHat center.internalField ();
vectorField& U_ref = U.internalField () ;

scalarField& U_Fehl ref = U_Fehl.internalField () ;
scalarField& error estimate cell ref = error estimate cell.
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internalField () ;

//Deklaration

// C_mid der Konzentrationswert am Zellmittelpunkt. f(L) =
C mid

// C_volaverage zellgemittelter Konzetrationswert dieser
Zelle. Ausserdehalb von pureLevelset wird C_volaverage =
C_mid angenommen, was einen Fehler beinhaltet , der aber
klein 1ist.

// C_test Wir zur Iteration wvon L benoetigt. Es ist ein
zweites Konzentrationsfeld noetig, damit L iteriert
werden kann, bis C_test = C_wvolaverage

scalarField& C_volaverage ref = C_volaverage.internalField ()

scalarField& C_test_ref = C_test.internalField ();

scalarField& Ly ref = Ly.internalField ();

scalarField& visualDirectInterFace ref =
visualDirectInterFace.internalField () ;

scalarField& ChemPot_ ref = ChemPot.internalField () ;

scalarField& lapC_ref = lapC.internalField () ;

scalarField& lapL_ref = lapL.internalField ();

//scalarField® lapChemPot_ref = lapChemPot. internalField ();

surfaceScalarField pressureJump(fvc::interpolate (kappaxkappa

));

scalarField& pressureJump_ ref = pressureJump.internalField ()

’

PackedBoolList directInterface(mesh.nCells (), false);
PackedBoolList pureLevelset (mesh.nCells (), falsc);
Ly = 0;

List< List<vector> > n_face_ VectorList(mesh. cells ().size());
List< List<vector> > n_edge_ VectorList (mesh. faces ().size());
Field<vector> n_line_VectorList (mesh.edges().size(), vector

(0.0, 0.0, 0.0));

PackedBoolList n_face BoolList(mesh.nCells (), false); //
Sind fuer eine Zelle alle Normalenvektoren auf faces,
edges und lines berechnet, ist dieser Wert true

PackedBoolList n_edge_BoolList (mesh. faces().size (), false);

//Sind fuer ein face alle n_line und alle n__edges
berechnet, ist das hier true.

PackedBoolList n_line BoolList (mesh.edges().size (), false);

//Ist fuer dieses FEdge n_line berechnet, wird dieser
Wert true.
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scalarField length_edge(mesh.edges().size(), 0.0);
//Hierin speichere ich bei der Berechnung von
n_line direkt die (Laenge der Kante) ab
scalarField length edge powb(mesh.edges().size(), 0.0);
//Hierin speichere ich bei der Berechnung von
n_line direkt die (Laenge der Kante) 5 ab
scalarField L_point(mesh.points().size(), 0.0);
//Hierin speichere ich die L_werte der jeweiligen
Punkte einer Zelle
scalarField F3_point(mesh.points().size(), 0.0);
//Hierin speichere ich die f(L,3)—Werte
der jewetiligen Punkte einer Zelle
scalarField F2_point(mesh.points().size(), 0.0);
//Hierin speichere ich die f(L,2)—Werte

der jeweiligen Punkte eines Faces
scalarField& cellMidPoint ref = cellMidPoint.internalField ()
sca;larField& faceMidPoint ref = faceMidPoint.internalField ()
sca;larField& edgeGauss_ref = edgeGauss.internalField ();

Field<scalar> IntegratedEdge (mesh.edges().size(), 0.0);
//Wird private uebergeben
scalarField error_estimate edge(mesh.edges().size () ,0.0);
//es als surfaceScalarField zu initialisieren mcht
Probleme mit empty—Patches, da diese keinen Wert haben
koennen .

//Wird beides auch private uebergeben.
volScalarField C_volaverage old(C_volaverage);

dimensionedScalar dt(runTime.deltaT ());

scalar eps(pow(10.0,—16));

scalar gauss_ weightl( (3.0 + Foam::sqrt(3.0))/6.0 ); //
L_untererStuetzpunkt = Lixweightl + L2xweight?2

scalar gauss_weight2( (3.0 — Foam::sqrt(3.0))/6.0 ); //
L _obererStuetzpunkt = Llxweight2 + L2+weightl

vector e x(1.0, 0, 0);

scalar dalpha(0.00001);

int i(0);

int j(0);
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Programmcode B.16: updateNormalVectors.H

const labelList& ListeDerFaces = cells[celll];

// eine Objekt der Klasse cell ist eine
Liste an faces

List<vector>& n_face VectorSubList = n_face VectorList[celll

I

for (int facel = 0; facel < ListeDerFaces.size(); facel++)

{

}

vector n_face(Sf ref|[ListeDerFaces[facel]]/mag(Sf ref]
ListeDerFaces[facel]]));

n_face_VectorSubList.append(n_facexFoam:: sign(n_face & (
faceCentre[ListeDerFaces[facel|]—cellCentre[celll])));

if (In_edge BoolList [ListeDerFaces[facel]])

{
List <vector>& n_edge VectorSubList =
n_edge_VectorList [ListeDerFaces|facel |];
const labelList& ListeDerEdges = FaceBestehtAus|
ListeDerFaces[facel|];
for (int edgel = 0; edgel < ListeDerEdges.size();
edgel++)
{
label labell (ListeDerEdges|[edgel]);
const edge& DieseKante = edges[labell |;
if (!n_line BoolList [labell])
{
vector n_line(DieseKante.vec(points));
length_edge[labell] = mag(n_line);
length_edge powbH[labell | = pow(length_ edge|

labell],5);
n_line /= length edge[labell];
n_line_VectorList[labell] = n_line;
n_line BoolList[labell| = true;

}

vector n_edge(n_face = n_line_ VectorList[labell

DR
n_edge_VectorSubList.append(n_edgexFoam:: sign (
n_edge & (DieseKante.centre(points)—faceCentre |
ListeDerFaces[facel]])));
}

n_edge BoolList [ ListeDerFaces|[facel || = true;

}

n_face_ BoolList [ celll] = true;

Programmcode B.17: nHatFvPatchVectorField.H
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Yz
—— ——— /
|\ / F ield | OpenFOAM: The Open Source CFD
Toolbox
|\ /O peration /
|\ / A nd | Copyright (C) 2011 OpenFOAM
Foundation
\\/ M anipulation |
License
This file is part of OpenFOAM.
OpenFOAM is free software: you can redistribute it and/
or modify it
under the terms of the GNU General Public License as
published by
the Free Software Foundation, either version 8 of the
License , or
(at your option) any later wversion.
OpenFOAM is distributed in the hope that it will be
useful , but WITHOUT
ANY WARRANTY; without even the implied warranty of
MERCHANTABILITY or
FITNESS FOR A PARTICULAR PURPOSE. See the GNU General
Public License
for more details.
You should have received a copy of the GNU General
Public License
along with OpenFOAM. If not, see <http://www.gnu.org/
licenses/>.
Class
Foam:: gradLFvPatchVectorField
Description
Foam :: gradLFvPatchVectorField
SourceFiles

gradLFvPatchVectorField.C

| %
*/
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#ifndef gradLFvPatchVectorField H
#define gradLFvPatchVectorField H

#include "fvPatchFields .H'
#include "fixedValueFvPatchFields .H'

V2R SR R B B I I S S N IR AR A A B B I

namespace Foam

{
/*

Class nHatFvPatch Declaration

|
*/

class nHatFvPatchVectorField
public fixedValueFvPatchVectorField
// Private data

scalar theta  ; //Angabe als Gradzahl!!!
NICHT im Bogenmass. Sollwert des Kontaktwinkels bei L =
0;

scalarField alpha_ ; //Tatsaechlicher
Kontaktwinkel unter Einbeziehung der Kruemmung. Auch hier
erfolgt die Angabe als Gradzahl!

public:

//— Runtime type information
TypeName( "nHat") ;

// Constructors

//— Construct from patch and internal field
nHatFvPatchVectorField

(
const fvPatché&,

const DimensionedField<vector , volMesh>&
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) ;

//— Construct from patch, internal field and
dictionary
nHatFvPatchVectorField

(
const fvPatch&,
const DimensionedField<vector , volMesh>&,
const dictionary&

)

//— Construct by mapping given
nHatFvPatchVectorField

// onto a new patch

nHatFvPatchVectorField

(
const nHatFvPatchVectorField&,
const fvPatch&,
const DimensionedField<vector , volMesh>&,
const fvPatchFieldMapper&
)

//— Construct as copy
nHatFvPatchVectorField

(
) ;

const nHatFvPatchVectorField&

//— Construct and return a clone
virtual tmp<fvPatchVectorField> clone () const

{

return tmp<fvPatchVectorField>

(
) ;

new nHatFvPatchVectorField (xthis)

}

//— Construct as copy setting internal field
reference
nHatFvPatchVectorField
(
const nHatFvPatchVectorField&,
const DimensionedField<vector , volMesh>&

) ;

//— Construct and return a clone setting internal
field reference
virtual tmp<fvPatchVectorField> clone
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( const DimensionedField<vector , volMesh>& iF
) const
{
return tmp<fvPatchVectorField>
( new nHatFvPatchVectorField (xthis , iF)
) ;
}

// Member functions

// Access
scalar theta () const
{
return theta
}
scalar& theta ()
{
return theta_  ;
}
const scalarField& alpha () const
{
return alpha_ ;
}

//— Return reference to the ref value to allow

adjustment
scalarField& alpha ()

{
}

return alpha

//— Update the coefficients associated with the
patch field
virtual void updateCoeffs () ;

//— Write
virtual void write(Ostream&) const;

229
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V2R SR SR I T I I S S S AR I 2 2 2 S B

} // End namespace Foam

V2R IR SR B T I I I S S N IR A A 2 B S

#endif

//

KK K oK K K K K ok kK K ok ok K K oK oKk kK K oKk K K K oKk oKk ok K K oK K K K K Kk K K K oK ok K K K ok K K K ok ok K K K ok K Ok Ok K

//

Programmcode B.18: nHatFvPatchVectorField.C

K K K ok Kk ok K K ok ok Ok Ok ok Kk

— /

|| / F ield | OpenFOAM: The Open Source CFD
Toolbox

|\ /O peration /

A A nd | Copyright (C) 2011 OpenFOAM
Foundation

\\/ M anipulation |/
License

This file is part of OpenFOAM.

OpenFOAM is free software: you can redistribute it and/
or modify it

under the terms of the GNU General Public License as
published by

the Free Software Foundation, either wversion 3 of the
License, or

(at your option) any later wversion.

OpenFOAM is distributed in the hope that it will be
useful , but WITHOUT

ANY WARRANTY; without even the implied warranty of
MERCHANTABILITY or

FITNESS FOR A PARTICULAR PURPOSE. See the GNU General
Public License

for more details.
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You should have received a copy of the GNU General

Public License

along with OpenFOAM. If not, see <http://www.gnu.org/

licenses/>.

| %

*/

#include "nHatFvPatchVectorField .H'
#include "addToRunTimeSelectionTable . H'
#include "volFields .H'

#include "surfaceFields .H'

#include "fvecMeshPhi . H"

* ok Kk ok k%

J/ % % x % & x ¥ % x *x % x x % x x Constructors
Foam:: nHatFvPatchVectorField ::
nHatFvPatchVectorField
(
const fvPatch& p,
const DimensionedField<vector , volMesh>& iF
)
fixedValueFvPatchVectorField (p, iF),
theta_ (0.0) ,
alpha (p.size())
{}
Foam:: nHatFvPatchVectorField ::
nHatFvPatchVectorField
(
const nHatFvPatchVectorField& ptf,
const fvPatch& p,
const DimensionedField<vector , volMesh>& iF ,
const fvPatchFieldMapper& mapper
)
fixedValueFvPatchVectorField (ptf, p, iF, mapper),
theta (ptf.theta ),
alpha_ (ptf.alpha_ )
{}

Foam:: nHatFvPatchVectorField ::
nHatFvPatchVectorField
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(
const fvPatch& p,
const DimensionedField<vector , volMesh>& iF ,
const dictionary& dict
)
fixedValueFvPatchVectorField (p, iF),
theta (readScalar(dict.lookup("theta")))
{
fvPatchVectorField :: operator=(vectorField ("value", dict,
p.size()));
if (dict.found("alpha"))
{
alpha = scalarField ("alpha', dict, p.size());
¥
else
{
alpha = scalarField(p.size (), readScalar(dict.
lookup ("theta")));
cout << "alpha—entry, is missing. Assuming uniform,
alpha—value  for jinitialization" << nl;
}
¥
Foam:: nHatFvPatchVectorField ::

nHatFvPatchVectorField

(
)

{}

const nHatFvPatchVectorField& mwvpvf

fixedValueFvPatchVectorField (mwvpvf) |
theta (mwvpvf.theta ),
alpha_ (mwvpvf.alpha )

Foam:: nHatFvPatchVectorField ::
nHatFvPatchVectorField

(

const nHatFvPatchVectorField& mwvpvf,
const DimensionedField<vector , volMesh>& iF

fixedValueFvPatchVectorField (mwvpvf, iF),
theta (mwvpvf.theta ),
alpha  (mwvpvf.alpha )
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{}

J/ x x x % % % & % x x x x * % % Member Functions * +* % x x

void Foam::nHatFvPatchVectorField :: updateCoeffs () //
routine aus interFoam wuebernommen und angepasst
{

if (updated())
{

}

return;

//Ansatz: Im Prinzip muss der Normalenvektor der PG nur
auf das Patch kopiert werden und um einen bestimmten
Winkel gedreht werden, sodass der Kontaktwinkel nun
stimmt .

J//Jetzt zur Mathematik dahinter: Vektor auf dem Patch
soll in die gleiche Richtung zeigen , wie der
Normalenvektor in der faceCell

// => erster FEinheitsvektor des Koordinatensystems ist
der faceNormalenVektor des Patches n_ face.

// zweiter Einheitsvektor wird der Richtung nach
durch den Normalenvektor auf die PG in der faceCell
vorgegeben. Hieraus den Anteil von n_ face
herausprojezieren und meu normieren

// Dieser zweite FEinheitsvektorVektor liegt nun
tangential auf dem face des Patches auf, n_y

// Dritter FEinheitsvektor des Koordinatensystems
ueber Kreuzprodukt berechenbar, aber gar nicht notwendig.
// Konstruiere aus dem ersten und zweiten

Einheitsvektor einen Normalenvektor, der im gewuenschten
Winkel alpha__[i] auf das face steht.

//n__corrected = cos(alpha_ [i])*n_face + sin(alpha_[i])*
n_y

// (n_corrected & n__face) = cos(theta__soll) —>
Check
// |n_corrected]/"2 = (n_corrected & n__corrected) = cos(

theta__soll)xcos(theta__soll)x*(n_face & n__face) + 2+cos(
theta__soll)+*sin(theta__soll)x(n_face & n_y) + sin(
theta__soll)*sin(theta__soll)x(n_y & n_y)

// = cos(
theta__soll)+cos(theta_soll) * 1 + sin(theta_soll)+sin(
theta_soll)x 1 = 1
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136 // >
Check

137

138 const vectorField n_face(this—patch().nf());

139 vectorField n_y(patchInternalField () — (
patchlnternalField () & n_face) % n_ face ) ;

140 n_y=n_y/( mag(n_y) +
0.00000000000000000000000000000000001) ;

141 vectorField :: operator=( Foam:: sin (alpha_ /180%Foam::
constant :: mathematical :: pi)*n_y + Foam:: cos (alpha_ /180x
Foam:: constant :: mathematical :: pi)xn_face );

142

143

144 fixedValueFvPatchVectorField :: updateCoeffs () ;

145] }

146

147

148/ void Foam::nHatFvPatchVectorField :: write (Ostream& os) const

149 {

150 fvPatchVectorField :: write(os);

151 os.writeKeyword ("theta") << theta << token::

END STATEMENT << nl;

152 writeEntry ("value', os);

153 alpha_ . writeEntry ("alpha', os);

154/ }

155

156

IBT| // % # % % 4 % % % # & % & K K £ K K K K K K £ K K K F K K &

158

159| namespace Foam

160/ {

161 makePatchTypeField

162 (

163 fvPatchVectorField ,

164 nHatFvPatchVectorField

165 ) ;

166| }

167

168| //

I I I I I I O G I I I O O L T I I TIIIIIIIE
//
Programmcode B.19: phaseFieldExpCFvPatchScalarField.H
1] /*
2 /
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3 1) / F ield | OpenF'OAM: The Open Source CFD
Toolbox

4 | /O peration /

5 "\ / A nd | Copyright (C) 2011 OpenFOAM
Foundation

6 \\/ M anipulation |/

8 License

9 This file is part of OpenFOAM.

10

11 OpenFOAM is free software: you can redistribute it and/
or modify it

12 under the terms of the GNU General Public License as
published by

13 the Free Software Foundation, either version 3 of the
License , or

14 (at your option) any later wversion.

15

16 OpenFOAM is distributed in the hope that it will be

useful , but WITHOUT

17 ANY WARRANTY,; without even the implied warranty of
MERCHANTABILITY or

18 FITNESS FOR A PARTICULAR PURPOSE. See the GNU General

Public License

19 for more details.

20

21 You should have received a copy of the GNU General
Public License

22 along with OpenFOAM. If not, see <http://www.gnu.org/
licenses />.

23

24| Class

25 Foam :: phaseFieldExp CFvPatchScalarField

26

27/ Description

28 Foam::phaseFieldExp CFvPatchScalarField

29

30| SourceFiles

31 phaseFieldExp CFvPatchScalarField.C

32

33 |
*/

34

35|#ifndef phaseFieldExpCFvPatchScalarField H
36|#define phaseFieldExpCFvPatchScalarField H
37
38|#include "fixedValueFvPatchFields .H'
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¥ Ok Kk K K Kk £k Kk Kk K & K K K £ ok Kk K £ & F K K £ F* & %

namespace Foam

{
/*

Class phaseFieldExpCFuvPatch
Declaration

|

*/

class phaseFieldExpCFvPatchScalarField

public fixedValueFvPatchScalarField
// Private data

scalar theta_; //Angabe als Gradzahl!!! NICHT im
Bogenmass

scalar epsilon_ ;

scalar alpha_ ;

public:

//— Runtime type information
TypeName( "phaseFieldExpC");

// Constructors

//— Construct from patch and internal field
phaseFieldExpCFvPatchScalarField
(

const fvPatché&,

const DimensionedField<scalar , volMesh>&

) ;

//— Construct from patch, internal field and
dictionary
phaseFieldExpCFvPatchScalarField

(
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const fvPatché&,
const DimensionedField<scalar , volMesh>&,
const dictionary&

);

//— Construct by mapping given
phaseFieldExp CFvPatchScalarField

// onto a new patch

phaseFieldExpCFvPatchScalarField

(
const phaseFieldExpCFvPatchScalarField&,
const fvPatché&,
const DimensionedField<scalar , volMesh>&,
const fvPatchFieldMapper&

)

//— Construct as copy
phaseFieldExpCFvPatchScalarField

(
);

const phaseFieldExpCFvPatchScalarField&

//— Construct and return a clone
virtual tmp<fvPatchScalarField> clone () const

{

return tmp<fvPatchScalarField >

(
);

new phaseFieldExpCFvPatchScalarField (xthis)

}

//— Construct as copy setting internal field
reference
phaseFieldExpCFvPatchScalarField

(
const phaseFieldExpCFvPatchScalarField&,

const DimensionedField<scalar , volMesh>&

) ;

//— Construct and return a clone setting internal
field reference
virtual tmp<fvPatchScalarField> clone

(

const DimensionedField<scalar , volMesh>& iF
) const
{

return tmp<fvPatchScalarField >

(
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new phaseFieldExpCFvPatchScalarField (xthis |
iF)
) ;
}
// Member functions
// Access
scalar theta () const
{
return theta_ ;
}
scalar& theta ()
{
return theta_ ;
}
scalar epsilon () const
{
return epsilon_ ;
}
scalar& epsilon ()
{
return epsilon_ ;
}
scalar alpha() const
{
return alpha_ ;
}
scalar& alpha ()
{
return alpha_ ;
}
// Mapping functions
//— Map (and resize as needed) from self given a
mapping object
virtual void autoMap
(
const fvPatchFieldMapper&
);
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//— Reverse map the given fvPatchField onto this
fvPatchField

virtual void rmap

(
const fvPatchScalarField&,

const labellist&

);

// Evaluation functions

//— Update the coefficients associated with the
patch field

// using the given patch total pressure and
velocity fields

virtual void updateCoeffs

(
) ;
//— Update the coefficients associated with the

patch field
virtual void updateCoeffs () ;

const scalarField& Cp

//— Write
virtual void write(Ostream&) const;

}s

V2R I I T S R N N S T A B S I N TN N S N P

} // End namespace Foam

VY2 I I S S N N S 2 A S S I TN N P S N

#endif

//

oK oK ok K ok Ok K ok KK Ok K R K Kk K Rk K ok K oK ok K ok Ok K ok oK ok K ok K K ok K Rk Kk K Kk KRk Kk KKk Kk KK

//

kK Kk K o K

Programmcode B.20: phaseFieldExpCFvPatchScalarField.C
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— /
1) / F ield | OpenFOAM: The Open Source CFD
Toolbox
|| /O peration /
A A nd | Copyright (C) 2011 OpenFOAM
Foundation
\\/ M anipulation |/
License
This file is part of OpenFOAM.
OpenFOAM is free software: you can redistribute it and/
or modify it
under the terms of the GNU General Public License as
published by
the Free Software Foundation, either wversion & of the
License , or
(at your option) any later wversion.
OpenFOAM is distributed in the hope that it will be
useful , but WITHOUT
ANY WARRANTY; without even the implied warranty of
MERCHANTABILITY or
FITNESS FOR A PARTICULAR PURPOSE. See the GNU General
Public License
for more details.
You should have received a copy of the GNU General
Public License
along with OpenFOAM. If not, see <http://www.gnu.org/
licenses />.
|
*/
#include "phaseFieldExpCFvPatchScalarField .H"

#include "addToRunTimeSelectionTable . H'
#include "fvPatchFieldMapper .H"
#include "volFields .H"

#include "surfaceFields .H'

J/ x ok x % % % % % x x x x *x ¥ % % Constructors * * % % x x

Foam:: phaseFieldExpCFvPatchScalarField ::
phaseFieldExpCFvPatchScalarField
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const fvPatch& p,
const DimensionedField<scalar , volMesh>& iF

fixedValueFvPatchScalarField (p, iF),
theta_ (0.0)

const fvMesh& mesh_ ref(patch () .boundaryMesh () .mesh());
[Odictionary transportProperties

(
[Oobject
(
"transportProperties",
mesh_ref.time().constant (),
mesh_ref,
[0object : :MUST READ IF MODIFIED,
[Oobject : :NO_WRITE
)
) ;
dimensionedScalar epsilon (transportProperties.lookup ("'
epsilon'));
epsilon_ = epsilon.value();
const dictionary& expParameterDict = mesh_ref.
solutionDict () .subDict ("expParameter")
alpha = expParameterDict.lookupOrDefault<double>("alpha
", 0.0);

Foam:: phaseFieldExpCFvPatchScalarField ::

(

phaseFieldExpCFvPatchScalarField

const fvPatch& p,
const DimensionedField<scalar , volMesh>& iF ,
const dictionary& dict

fixedValueFvPatchScalarField (p, iF),
theta (readScalar(dict.lookup("theta")))

if (dict.found("value"))
{

fvPatchField<scalar >::operator=

(

scalarField ("value", dict, p.size())
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) ;
}

else

{
fvPatchField<scalar >::operator=(scalarField (p.size ()
, 0));
cout << "value—entry jis, missing. Assuming, uniform, 0
as value—entry"' << nl;

}

const fvMesh& mesh_ref(patch () .boundaryMesh () .mesh());
IOdictionary transportProperties

(
[Oobject

(
"transportProperties ",
mesh_ref.time().constant (),
mesh_ ref |
[Oobject : : MUST READ IF MODIFIED,
[Oobject : :NO_WRITE
)
)
dimensionedScalar epsilon (transportProperties.lookup ('
epsilon'));
epsilon_ = epsilon.value();

const dictionary& expParameterDict = mesh_ref.
solutionDict () .subDict ("expParameter");

alpha_ = expParameterDict.lookupOrDefault<double>("alpha
", 0.0);

Foam:: phaseFieldExpCFvPatchScalarField ::
phaseFieldExpCFvPatchScalarField

(
const phaseFieldExpCFvPatchScalarField& ptf,
const fvPatch& p,
const DimensionedField<scalar , volMesh>& iF ,
const fvPatchFieldMapper& mapper

)
fixedValueFvPatchScalarField (ptf, p, iF, mapper),
theta_ (ptf.theta_ ),
epsilon_ (ptf.epsilon_ ),
alpha_ (ptf.alpha )

{3
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Foam:: phaseFieldExpCFvPatchScalarField ::
phaseFieldExpCFvPatchScalarField

(

const phaseFieldExpCFvPatchScalarField& tppsf
)

fixedValueFvPatchScalarField (tppsf),

theta (tppsf.theta ),

epsilon_ (tppsf.epsilon_ ),

alpha (tppsf.alpha )
{}

Foam:: phaseFieldExpCFvPatchScalarField ::
phaseFieldExpCFvPatchScalarField

(
const phaseFieldExpCFvPatchScalarField& tppsf,
const DimensionedField<scalar , volMesh>& iF

)
fixedValueFvPatchScalarField (tppsf, iF),
theta_ (tppsf.theta ),
epsilon_ (tppsf.epsilon_ ),
alpha_ (tppsf.alpha )

{}

J/ x x % ¥ % % & % x x x x * * % Member Functions * +* % x x

void Foam:: phaseFieldExpCFvPatchScalarField ::autoMap

(

const fvPatchFieldMapper& m
)
{
¥

fixedValueFvPatchScalarField ::autoMap (m) ;

void Foam:: phaseFieldExpCFvPatchScalarField ::rmap

(

const fvPatchScalarField& ptf,
const labelList& addr

———

fixedValueFvPatchScalarField :: rmap(ptf, addr);




167
168

169
170
171
172
173
174
175
176
177
178
179
180
181
182
183
184
185
186
187
188
189

190
191
192
193
194
195
196
197
198
199
200
201
202
203
204
205
206
207
208
209
210

244 ANHANG B. IMPLEMENTIERUNG DER METHODE IN OPENFOAM

const phaseFieldExpCFvPatchScalarField& tiptf =
refCast<const phaseFieldExpCFvPatchScalarField >(ptf)
}
void Foam:: phaseFieldExpCFvPatchScalarField :: updateCoeffs

(

const scalarField& Lp

)
{
if (updated())
return
}
//Wert_patchField = patchinternalField — gradient/deltaCoeff
operator==(
min (
1.0,
max (
~1.0,
patchInternalField () + alpha  x(mag(
patchInternalField ()) —1.0)*Foam:: cos(Foam:: constant ::
mathematical :: pix(theta_ /180.0))/epsilon_ /(patch().
deltaCoeffs ())
)
)
) ;
fixedValueFvPatchScalarField :: updateCoeffs () ;
}

void Foam:: phaseFieldExpCFvPatchScalarField :: updateCoeffs ()

{
if (updated())

return;

¥

//Wert_patchField = patchinternalField — gradient/deltaCoeff
operator==(

min (

1.0,
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max (
~1.0,
patchInternalField () + alpha  x(mag(
patchInternalField ()) —1.0)*Foam:: cos(Foam:: constant ::
mathematical :: pix(theta_/180.0))/epsilon_ /(patch().
deltaCoeffs ())
)
)
) ;

fixedValueFvPatchScalarField :: updateCoeffs () ;

void Foam:: phaseFieldExpCFvPatchScalarField :: write (Ostream&
0s) const
{

fvPatchScalarField :: write(os);
os.writeKeyword ("theta') << theta << token::
END STATEMENT << nl;

writeEntry ("value", os);

VY2 I T S S T N P T 2 2 S SN T N P S N P
namespace Foam
{
makePatchTypeField
(
fvPatchScalarField |,
phaseFieldExpCFvPatchScalarField
)
}
//
Sk Ko K KK K KK KO K K K kKK K K kKK KO K KK kKK o KK K KK KK o K KK KK X
//
Programmcode B.21: phaseFieldExpLFvPatchScalarField.H
/*
— /
|\ / F ield | OpenFOAM: The Open Source CFD
Toolbox

| /O peration /
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W\ / A nd | Copyright (C) 2011 OpenFOAM
Foundation
\\/ M anipulation |/
License
This file is part of OpenFOAM.
OpenFOAM is free software: you can redistribute it and/
or modify it
under the terms of the GNU General Public License as
published by
the Free Software Foundation, either version 3 of the
License, or
(at your option) any later wversion.
OpenFOAM is distributed in the hope that it will be
useful , but WITHOUT
ANY WARRANTY; without even the implied warranty of
MERCHANTABILITY or
FITNESS FOR A PARTICULAR PURPOSE. See the GNU General
Public License
for more details.
You should have received a copy of the GNU General
Public License
along with OpenFOAM. If not, see <http://www.gnu.org/
licenses />.
Class
Foam::phaseFieldExpLFvPatchScalarField
Description
Foam ::phaseFieldExpLFvPatchScalarField
SourceFiles

phaseFieldExpLFvPatchScalarField.C

|
*/

#ifndef phaseFieldExpLFvPatchScalarField H
#define phaseFieldExpLFvPatchScalarField H

#include "fixedValueFvPatchFields .H"

VY2 T I S S I S 2 A A T B I TN N S N
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namespace Foam

{
/*
Class phaseFieldExpLFvPatch
Declaration
| %
*/
class phaseFieldExpLFvPatchScalarField

public fixedValueFvPatchScalarField
{

// Private data

scalar theta ; //Angabe als Gradzahl!!!
NICHT im Bogenmass. Sollwert des Kontaktwinkels bei L =
0;

scalar epsilon_ ;

scalarField alpha_; //Tatsaechlicher
Kontaktwinkel unter Einbeziehung der Kruemmung. Auch hier
erfolgt die Angabe als Gradzahl!

public:

//— Runtime type information
TypeName( "phaseFieldExpL");
// Constructors

//— Construct from patch and internal field

phaseFieldExpLFvPatchScalarField

(

const fvPatché&,
const DimensionedField<scalar , volMesh>&

)

//— Construct from patch, internal field and
dictionary

phaseFieldExpLFvPatchScalarField

(
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const fvPatch&,
const DimensionedField<scalar , volMesh>&,
const dictionary&

) ;

//— Construct by mapping given
phaseFieldExpLFvPatchScalarField

// onto a new patch

phaseFieldExpLFvPatchScalarField

(
const phaseFieldExpLFvPatchScalarField&,
const fvPatch&,
const DimensionedField<scalar , volMesh>&,
const fvPatchFieldMapper&

)

//— Construct as copy
phaseFieldExpLFvPatchScalarField

(
) ;

const phaseFieldExpLFvPatchScalarField&

//— Construct and return a clone
virtual tmp<fvPatchScalarField> clone () const

{

return tmp<fvPatchScalarField >

(
) ;

new phaseFieldExpLFvPatchScalarField (xthis)

}

//— Construct as copy setting internal field
reference
phaseFieldExpLFvPatchScalarField
(
const phaseFieldExpLFvPatchScalarField&,
const DimensionedField<scalar , volMesh>&

) ;

//— Construct and return a clone setting internal
field reference
virtual tmp<fvPatchScalarField> clone

(

const DimensionedField<scalar , volMesh>& iF
) const
{

return tmp<fvPatchScalarField >

(
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new phaseFieldExpLFvPatchScalarField (xthis |
iF)

// Member functions

// Access
scalar theta () const
{
return theta_ ;
}
scalar& theta ()
{
return theta_ ;
}
scalar epsilon () const
{
return epsilon_;
}
scalar& epsilon ()
{
return epsilon__;
}
const scalarField& alpha() const
{
return alpha_ ;
}

//— Return reference to the ref wvalue to allow
adjustment
scalarField& alpha ()

{
}

// Mapping functions

return alpha_ ;

//— Map (and resize as needed) from self given a
mapping object
virtual void autoMap

(
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const fvPatchFieldMapper&

) ;

//— Reverse map the given fvPatchField onto this
fvPatchField
virtual void rmap
(
const fvPatchScalarField&,
const labelList&

) ;

// FEvaluation functions

//— Update the coefficients associated with the
patch field

// using the given patch total pressure and
velocity fields

virtual void updateCoeffs

(
) ;
//— Update the coefficients associated with the

patch field
virtual void updateCoeffs () ;

const scalarField& Cp

//— Write

virtual void write(Ostreamé&) const;

}s

V2R SR SR I T T I N S S N IR 2 A 2 S I

} // End namespace Foam

V2R IR SR I T I I N S I IR A A A B B I

#endif

//

KK K oK K K K K Kk K K ok ok K K K oKk ok K K oKk ok K K oK oKk ok K K oKk ok K K K oKk K K K oK ok K K K oKk K K K ok ok K K K ok kK ok K

//

Programmcode B.22: phaseFieldExpLFvPatchScalarField.C

K K K ok Kk ok Ok ok ok ok Ok oKk Kk
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|\ / F ield | OpenF'OAM: The Open Source CFD
Toolbox
1) / O peration /
"/ A nd | Copyright (C) 2011 OpenFOAM
Foundation
\\/ M anipulation |/
License
This file is part of OpenFOAM.
OpenFOAM is free software: you can redistribute it and/
or modify it
under the terms of the GNU General Public License as
published by
the Free Software Foundation, either version 3 of the
License, or
(at your option) any later wversion.
OpenFOAM is distributed in the hope that it will be
useful , but WITHOUT
ANY WARRANTY; without even the implied warranty of
MERCHANTABILITY or
FITNESS FOR A PARTICULAR PURPOSE. See the GNU General
Public License
for more details.
You should have received a copy of the GNU General
Public License
along with OpenFOAM. If not, see <http://www.gnu.org/
licenses/>.
| %
*/
#include "phaseFieldExpLFvPatchScalarField .H'

#include "addToRunTimeSelectionTable . H"
#include "fvPatchFieldMapper .H'
#include "volFields .H'

#include "surfaceFields .H'

S/ % o« ok k& x % % x % % x x % x x Constructors +« x * % x *
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Foam:: phaseFieldExpLFvPatchScalarField ::

phaseFieldExpLFvPatchScalarField

(
const fvPatch& p,
const DimensionedField<scalar , volMesh>& iF
)
fixedValueFvPatchScalarField (p, iF),
theta_(0.0),
alpha_ (p.size())
{
const fvMesh& mesh ref(patch () .boundaryMesh ().mesh());
[Odictionary transportProperties
(
[Oobject
(
"transportProperties",
mesh_ref.time().constant (),
mesh ref,
IOobject : :MUST READ IF MODIFIED,
[Oobject : :NO_ WRITE
)
) ;
dimensionedScalar epsilon (transportProperties.lookup ('
epsilon"));
epsilon_ = epsilon.value();
cout << "erster Constructor' << nl;
¥
Foam:: phaseFieldExpLFvPatchScalarField ::

(

phaseFieldExpLFvPatchScalarField
const fvPatch& p,

const DimensionedField<scalar , volMesh>& iF ,
const dictionary& dict

fixedValueFvPatchScalarField (p, iF),
theta_ (readScalar(dict.lookup("theta")))
if (dict.found("value"))

fvPatchField<scalar >::operator=

(
) ;

scalarField ("value", dict, p.size())
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fvPatchField<scalar >::operator=(scalarField (p.size ()

, 0));

cout << "value—entry, is missing. Assuming uniform 0
as value—entry" << nl;

}

if (dict.found("alpha"))
{

}

else

{

alpha_ = scalarField (p.size (), readScalar(dict.
lookup ("theta")));

cout << "alpha—entry, is, missing. Assuming uniform,
alpha—value for_ initialization" << nl;

}

const fvMesh& mesh_ref(patch ().boundaryMesh () .mesh());
IOdictionary transportProperties

(

alpha_ = scalarField ("alpha", dict, p.size());

[Oobject
(
"transportProperties ",
mesh_ref.time().constant (),
mesh_ ref |
IOobject : :MUST_READ IF MODIFIED,
[Oobject : :NO_WRITE
)
)
dimensionedScalar epsilon (transportProperties.lookup ('
epsilon'));
epsilon = epsilon.value();

Foam:: phaseFieldExpLFvPatchScalarField ::
phaseFieldExpLFvPatchScalarField

(
const phaseFieldExpLFvPatchScalarField& ptf,
const fvPatch& p,
const DimensionedField<scalar , volMesh>& iF |
const fvPatchFieldMapper& mapper

)
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fixedValueFvPatchScalarField (ptf, p, iF, mapper),
theta_ (ptf.theta_ ),
epsilon_ (ptf.epsilon_ ),
alpha_ (ptf.alpha )
{
}
Foam:: phaseFieldExpLFvPatchScalarField ::

phaseFieldExpLFvPatchScalarField
(

)

const phaseFieldExpLFvPatchScalarField& tppsf

fixedValueFvPatchScalarField (tppsf),
theta (tppsf.theta ),

epsilon_ (tppsf.epsilon ),

alpha_ (tppsf.alpha_)

O e

Foam:: phaseFieldExpLFvPatchScalarField ::
phaseFieldExpLFvPatchScalarField

(
const phaseFieldExpLFvPatchScalarField& tppsf,
const DimensionedField<scalar , volMesh>& iF

)
fixedValueFvPatchScalarField (tppsf, iF),
theta_ (tppsf.theta ),
epsilon_ (tppsf.epsilon_ ),
alpha_ (tppsf.alpha_)

{

¥

J/ x % % % ¥ % & % x x x x % * % Member Functions * * % x x

void Foam:: phaseFieldExpLFvPatchScalarField ::autoMap
(
const fvPatchFieldMapper& m
)
{
fixedValueFvPatchScalarField ::autoMap (m) ;
¥
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void Foam:: phaseFieldExpLFvPatchScalarField ::rmap

(
const fvPatchScalarField& ptf,
const labelList& addr

)
{
fixedValueFvPatchScalarField :: rmap(ptf, addr);
const phaseFieldExpLFvPatchScalarField& tiptf =
refCast<const phaseFieldExpLFvPatchScalarField >(ptf)
}

void Foam::phaseFieldExpLFvPatchScalarField :: updateCoeffs
(

const scalarField& Lp
)
{
if (updated())
{

}

//Wert_patchField = patchinternalField — gradient/deltaCoeff
//operator==(patchInternalField () — Foam:: cos(Foam::
constant :: mathematical :: pi*(1 — theta_ /180))/epsilon_ /(

patch (). deltaCoeffs()));

/*const fuMeshéd mesh_ref(patch().boundaryMesh().mesh());
IOdictionary transportProperties

return;

(
IOobject
(
"transportProperties ",
mesh__ref.time (). constant (),
mesh__ref,
I0object : : MUST _READ IF MODIFIED,
IOobject : :NO_WRITE
)
)’.

dimensionedScalar R(transportProperties.lookup ('R"));

dimensionedVector mid(transportProperties.lookup ("mid"))

scalarField newtheta ( Foam::atan( patch().Cf().
component (1) /(patch().Cf().component(0)—mid. value ().
component (0)) ) x180.0/Foam:: constant :: mathematical :: pi
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+90.0 );
newtheta = theta_ ;+/
operator==(patchInternalField () + Foam:: cos (Foam::
constant :: mathematical :: pix(alpha_ /180))/epsilon_ /(patch
().deltaCoeffs()));
fixedValueFvPatchScalarField :: updateCoeffs () ;
}

void Foam::phaseFieldExpLFvPatchScalarField :: updateCoeffs ()

{
if (updated())

return,

}

//Wert_patchField = patchinternalField — gradient/deltaCoeff
//operator==(patchInternalField () — Foam::cos(Foam::
constant ::mathematical :: pi*(1 — theta_ /180))/epsilon__ /(

patch (). deltaCoeffs()));

/+const fuMeshé& mesh_ref(patch().boundaryMesh().mesh());

IOdictionary transportProperties
(
IOobject
(
"transportProperties ",
mesh__ref.time (). constant (),
mesh__ref,
IOobject : : MUST _READ IF _MODIFIED,
IOobject : :NO_WRITE
)
)

dimensionedScalar R(transportProperties.lookup ("R"));
dimensionedVector mid(transportProperties.lookup ("mid"))
scalarField newtheta ( Foam::atan( patch().Cf().
component(1)/(patch().Cf().component(0)—mid. value ().
component(0)) ) x¥180.0/Foam:: constant :: mathematical :: pi
£90.0 );

newtheta = theta_ ;*/

operator==( patchInternalField () + Foam:: cos (Foam::
constant :: mathematical :: pi*(alpha_ /180))/epsilon_ /(patch
().deltaCoeffs()));
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fixedValueFvPatchScalarField :: updateCoeffs () ;

void Foam::phaseFieldExpLFvPatchScalarField :: write (Ostream&
OS) const
{

fvPatchScalarField :: write(os);

os.writeKeyword ("theta") << theta << token::
END STATEMENT << nl :

writeEntry ("value', os);

alpha_ . writeEntry ("alpha", os);

S/ Kk ok K kK K K K K kK K K K K K Kk F K K K K K kK K F K X

namespace Foam

{

makePatchTypeField
(
fvPatchScalarField ,
phaseFieldExpLFvPatchScalarField
)
}

//

KK K oK KK K oK K K K K ok K K K oK Kk K K oK oKk K K K ok ok K K K ok K K K oK K K K K oK K K KK K K K K ok kKK K K koK Kk K

//
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Anhang C

Validierung der
Volumenintegration in MATLAB

C.1 Volumenintegration auf nicht wiirfelformigen
Zellgeometrien

Zur Validierung des Algorithmus und Sicherstellung der korrekten Anwendung aller
Fehlerschatzer ist die Methode innerhalb der Software MATLAB 2018a implemen-
tiert worden, welche die Moglichkeit zur Verfiigung stellt, mit mehr als 16 giiltigen
Stellen zu rechnen. Der hierfir verwendete Code ist in Abschnitt [C.2] aufgefiihrt. Zu
gegebenen Werten von L und VL ist durch den vorgestellten Algorithmus der zuge-
horige Wert von ¢ berechenbar. Verglichen werden nun die Ergebnisse der vollstan-
dig analytischen Integration, welche mit 150 Nachkommastellen Rechengenauigkeit
durchgefiihrt wird, mit den Ergebnissen der Integration unter normaler Gleitkom-
maarithmetik und Verwendung numerischen Hilfsverfahren bei kleinen Gradienten.
Eine Differenz der beiden Integrationswerte resultiert daher ausschliellich aus der
begrenzte Anzahl gespeicherter Stellen oder der Anwendung numerischer Integrati-
onsverfahren fiir einzelne Kanten, Fliachen oder die Gesamtzelle. Im Idealfall sollte
die Differenz der beiden Werte verschwindend gering sein. Beispielhaft wird dieser
Vergleich an einem Wiirfel, einem Parallelepiped und einem Prisma als Zellgeometrie
vorgenommen. Das Prisma ist dabei der typische Anwendungsfall in wedge-Gittern,
die bei der Simulation von rotationssymmetrischen Problemen Anwendung finden.
Die Referenzgeometrien haben jeweils ein Volumen von 1 und sind in Abbildung [C.1]
dargestellt. Fir den Vergleich wird fiir L ein Parameterraum von 0 bis 9 verwendet,

Abbildung C.1: Verwendete Referenzgeometrien zur Validierung der Implementie-
rung des Algorithmus in MATLAB: Wiirfel (links), Parallelepiped (mitte) und Pris-
ma (rechts).
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wobei bis 2,5 jeweils in Schritten von 0,25 inkrementiert wird. Zwischen 3 und 9
wird der Raum nur in Schritten von 0, 5 unterteilt. Als Parametersatz fir f (L) wird
a = 2, f = 0,1469702052449879 und L;pner = 0,8214743858088364 gewahlt. Der
Grund fiir die Wahl dieser Parameter und die Begrenzung von L auf 9 wurde in
Abschnitt [3.5 erliutert. Die Anteile von VL werden in allen drei Raumdimensionen
unabhingig voneinander logarithmisch in Zehnerpotenzen zwischen 1071¢ und 10°
variiert. In allen 117912 Fallen betréagt der Unterschied zwischen der vollstandigen
analytischen Volumenintegration mit 150 giltigen Stellen und der Anwendung von
numerischen Hilsverfahren bei zu kleinen Gradienten unter Gleitkommaarithmetik
fir die Wiirfelgeometrie dabei héchstens 4,30 - 1078, Der Parallelepiped und das
Prisma liegen mit einem maximalen Unterschied von 2,28 - 10~% und 7,47 - 107% in
der gleichen Groflenordnung wie der Wiirfel. Im Anschluss wurde zudem untersucht,
ob der Algorithmus bei einer Skalierung der Geometrie weiterhin zuverléssig arbei-
tet, da Zellen im Rechengitter keineswegs eine Grofie von 1 besitzen. Die Geometrien
wurden in allen Raumrichtungen um den Faktor 4 - 107¢ verkleinert, wihrend alle
Gradienten mit dem inversen Wert skaliert wurden. Die maximalen Unterschiede fiir
Wiirfel, Parallelepiped und Prisma liegen mit 1,44-107%,1,78-107% und 1,44-1078
ebenfalls in einer dhnlichen Groflenordnung. Der Algorithmus und die Implemen-
tierung erscheinen damit validiert. Ebenso erweisen sich damit die Ungenauigkeiten
bei der Anwendung von Fehlerschatzern fiir Wiirfel und Quadrate auf anderweitig
geformte Volumina und Flachen als vernachléssighar klein.

C.2 Sourcecode der verwendeten m-files

Nachfolgend sind beispielhaft fiir die verkleinerte Primsengeometrie (sieche Abbil-
dung|C.1)) die m-files aufgefiihrt, die zur Validierung des Algorithmus der Volumen-
integration auf beliebigen Zellgeometrien genutzt wurden [

Programmcode C.1: calculateKonstanten

clear

alpha = vpa(—2.0);

digits (100);

[L_inner, beta] = calculate parameter (alpha);
L = L_inner;

M = vpa(zeros(5,5));

M(1,:) = [L L3 L5 L7 L™9];

M(2,:) = [1 3+L72 55174 TxL"6 9xL"8];

M(3,:) = [0 3%2xL 5x4xL"3 7x6«xL"5 9x8xL"7];
M(4,:) = [0 3%2 5x4%3xL72 Tx6x5xL"4 9x8xT+xL"6];
M(5,:) = [0 0 5%4x3%2xL Tx6x5%4xL"3 9*x8xTx6xL"5];
M_inv = inv (M) ;

!Sonderzeichen zur Darstellung ersetzt
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D=M _inv(3:5,:);

D(1,:) =D(1,:)*bx4%3%2x1;

D(2,:) =D(2,:)«Tx6%5x4%3xL"2;
D(3,:) =D(3,:)*9x8x7*x6x5xL"4;
D(:,2) = D(:,2)+alpha;

D(:,3) =D(:,3)=*alpha™2;

D(:,4) = D(:,4)=*alpha”3;

D(:,5) = D(:,5)*alpha™4;

b = vpa(zeros(5,1));

b(1l) = l—exp(alphaxl+beta);

b(2) = —exp(alphasxl+beta)xalpha;
b(3) = —exp(alphaxL+beta)*xalpha™2;
b(4) = —exp(alphasl+beta)xalpha™3;
b(5) = —exp(alphaxl+beta)*xalpha ™ 4;
koeff = M_invxh;

al = koeff(1);

a3 = koeff(2);

ab = koeff(3);

a7 = koeff(4);

a9 = koeff(5);

LO_inner = L_inner;

Cl = LO_inner*L0_innerx(al/2 + LO_innerxL0_innerx(a3/4 +

LO_innerxLO_innerx(ab5/6 + LO_innerxL0O_innerx(a7/8 +
LO innerxL0 innerxa9/10)))) — (LO_inner—exp (alphax
LO_inner+beta)/alpha);

C2 = LO_innerxL0_innerxL0_innerx(al/2/3 + LO_innerxL0_inner
x(a3/4/5 + LO_innerxL0_innerx(ab5/6/7 + LO_innerxL0_inner
x(a7/8/9 + LO_innerxL0_innerxa9/10/11)))) — (LO_innerx*(Cl1
+L0_inner/2)—exp(alpha*L0_inner+beta)/alpha/alpha);

C3 = LO_innerxL0_inner*L0_innerxL0_innerx(al/2/3/4 +
LO inner*L0 innerx(a3/4/5/6 + L0 innerxL0 innerx(a5/6/7/8

+ LO_innerxLO_innerx(a7/8/9/10 + LO_innerxL0_innerxa9
/10/11/12)))) — (LO_innerx(C2+L0_inner(C1/2+L0_inner /6))
—exp (alphaxL0_inner+beta)/alpha/alpha/alpha);

save (’konstanten .mat’,’al’, a3’ ,’ab’,’a7’,’a9’,’Cl’,’C2" ,’C3
9 Y : Y 9 Y 9 Y .
,’L_inner’ 'beta’,’alpha’);

clear
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function [L_inner, beta] = calculate_ parameter (alpha_num)
L_inner_out = zeros(size (alpha_num));
beta_out = zeros(size (alpha_num));
for 1 = 1:length(L_inner_out)
L_inner = vpa(l);
digits (100)
dL = vpa(0.00000000000000001) ;
error = alpha_num(i)”2 + inner_function (L_inner,
alpha_ num(i));
while (abs(error) > 0.0000000000000000001)

%disp (alpha_num(i))

%disp (L_inner)

AbleitungError = (inner_function (L_inner + dL,
alpha _num(i))—inner function (L inner—dL, alpha num(i)))
/2/dL;

L_inner = L_inner — error/AbleitungError;

error = alpha_num(i)"2 + inner_function (L_inner,
alpha_num(i));

end
beta = final function (L_inner, alpha num(i));
beta_out (i) = double(beta);
L_inner_out(i) = double(L_inner);
end
end
function dfdLO = inner_ function(L_inner, alpha num)
digits (100);

L = vpa(L_inner);
alpha = vpa(alpha_num) ;

M = vpa(zeros(5,5));

M(1,:) = [L L™3 L5 L°7 L™9];

M(2,:) = [1 3+L72 55174 T+L"6 9xL"8];

M(3,:) = [0 3%2«L 5x4xL73 7x6xL"5 9x8«xL77];
M(4,:) = [0 3%2 5x4%3xL72 Tx6x5xL"4 9x8x7«xL"6];
M(5,:) = [0 0 5%4%3%2xL 7x6x5%4xL"3 9*x8x7x6xL"5];
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M_inv = inv (M) ;

D=M inv(3:5,:);

D(1,:) =D(1,:)*5%x4%3%2x1;

D(2,:) =D(2,:)*7x6x5*x4%3xL"2;

D(3,:) =D(3,:)*9%8x7*6x5xL"4;

D(:,2) =D(:,2)xalpha;

D(:,3) =D(:,3)=*alpha™2;

D(:,4) = D(:,4)*alpha™3;

D(:,5) = D(:,5)*alpha™4;

beta = log(sum(D(:,1))/(sum(sum(D))—alpha™5))—alphaxL;
b = vpa(zeros(5,1));

b(1l) = l—exp(alphaxl+beta);

b(2) = —exp(alphasxl+beta)xalpha;

b(3) = —exp(alphasxl+beta)xalpha™2;

b(4) = —exp(alphaxl+beta)xalpha™3;

b(5) = —exp(alphaxl+beta)xalpha™4;

koeff = M_invxh;

dfdL0 = 3x2xkoeff (2)/koeff(1);

end

function beta = final function(L_inner, alpha_ num)
digits (100);

L = vpa(L_inner);

alpha = vpa(alpha_num) ;

M = vpa(zeros(5,5));

M(1,:) = [L L3 L5 L7 L™9];

M(2,:) = [1 3+L72 55174 7+L°6 9+L78];

M(3,:) = [0 3x2«L 5x4xL73 7x6«L"5 9x8«xL77];
M(4,:) = [0 3%2 5x4x3xL72 Tx6x5xL74 9x8xT+xL"6];
M(5,:) = [0 0 5%4%3%2xL Tx6x5%4%L"3 9x8xTx6xL"5];
M inv = inv (M) ;

D=M inv(3:5,:);

D(1,:) =D(1,:)*5x4%3%2x1;

D(2,:) =D(2,:)*7Tx6x5*x4%3xL"2;

D(3,:) =D(3,:)*9%8*Tx6x5xL"4;

263




147
148
149
150
151
152
153
154

O 1O Ul W N+~

— = =
W N = OO

14
15

16
17
18
19
20
21
22
23
24

25
26
27
28
29
30
31
32
33
34

264ANHANG C. VALIDIERUNG DER VOLUMENINTEGRATION IN MATLAB

D(:,2) = D(:,2)x*alpha;

D(:,3) D(:,3)*alpha™2;

D(:,4) = D(:,4)+alpha”3,;

D(:,5) = D(:,5)*alpha™4;

beta = log (sum(D(:,1))/(sum(sum(D))—alpha™5))—alphaxL;

end
Programmcode C.2: validateAlgorithm
digits (150)
test = vpa(l);
clear
LO_values = | [0:0.25:2.5] [3:0.5:9]];
Lx_values = 10.7[—16:1:0]%x250000;
Ly values = 10.7[—16:1:0]%x250000;

Lz_values = 10.7[—16:1:0]%x250000;

ergebnis = zeros (5,length (L0 _values),length (Lx_ values),
length (Ly_values) ,length (Lz_values));

Fehler = zeros(length (LO_values) ,length (Lx_values) ,length (
Ly_values) ,length (Lz_values));

Schaetzer = Fehler;

Cell MidPoint = Fehler x0;

Face MidPoint = Fehler *0;

Edge Gauss = Fehler x0;

tic
parfor i = 1:length (LO_values)
disp (i)
ergebnis = Zwischenfunktion (L0 _values(i),Lx_values,

Ly values, Lz_values);

Fehler (i,:,:,:) = ergebnis (1 ,:,:,:);
Schaetzer (i,:,:,:) = ergebnis (2 ,:,:,:);
Cell _MidPoint (i ,:,:,:) = ergebnis (3,:,:,:);
Face_MidPoint (i ,:,:,:) = ergebnis (4 ,:,:,:);
Edge Gauss(i,:,:,:) = ergebnis (5 ,:,:,:);

end

toc

save(’fehlerdaten .mat’);

disp (max(max(max(max(Fehler)))));

disp (max(max(max(max(Schaetzer)))));
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Programmcode C.3: Zwischenfunktion

function ergebnis = Zwischenfunktion (L0, Lx_ values,
Ly values, Lz values)
ergebnis = zeros (5,length (Lx_ values) ,length (Ly values),
length (Lz_values));
for j = 1:length(Lx_values)
for k = 1:length(Ly_values)
for 1 = 1:length(Lz_values)
results = Gesamtintegration_Zelle2 (L0,
Lx_values(j), Ly_values(k), Lz_values(1l));
ergebnis(1,j,k,1) = results(1);
ergebnis (2,j,k,1) = results(2);
ergebnis (3,j,k,1) = results(3);
ergebnis(4,j,k,1) = results(4);
ergebnis (5,j,k,1) = results(5);
end
end
end
end
Programmcode C.4: Gesamtintegration Zelle2
function results = Gesamtintegration_Zelle2 (L0,Lx,Ly,Lz)%%

Setup
digits (150);
syms symDelta symLx symLy symLz symL0

%Die Zelle besteht aus folgenden Punkten

cellPoints = [1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8];

%Die Zelle besteht aus folgenden Faces

cellFaces = [1; 2; 3; 4; 5; 6];

%Die Zelle besteht aus folgenden Edges

cellEdges = [1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9; 10; 11; 12];
%Das Face besteht aus folgenden Punkten

facePoints = [1 2 3 4; 56 7 8 126 5; 437 8,158
4: 2 6 7 3];

%Das Face besteht aus folgenden FEdges

faceEdges = [1 2 3 4;5 6 7 8; 1 11 5 12; 3 10 7 9;4 12 8
9;2 11 6 10];

%Das Edge besteht aus folgenden Punkten

edgePoints = [1 2; 2 3; 3 4; 4 1; 5 6; 6 7; 7 8; 8 5;4
8 3 7; 2 6; 1 5];

symDelta = vpa(][—0.7 —1.1 —-1; 0.7 —1.1 —1; 1.3 0.9 —1;
13 0.9 -1. —0.7 =11 1:; 0.7 —1.1 1; 1.3 0.9 1
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~1.3 0.9 1])/2/250000;
symVolume = vpa((4%x107(—6))"3);

symLO = vpa(LO);

symLx = vpa(Lx);

symLy = vpa (Ly);

symLz = vpa(Lz);
[

symGradL, =

delta = double (symDelta) ;
Volume = double (symVolume) ;
LO = double (symLO0) ;

Lx = double (symLx) ;

Ly = double (symLy) ;

Lz = double(symLz) ;

gradL. = [Lx; Ly; Lz];

%Diese Werte wurden zum FEinsparen von Rechenzeit direkt
aus den

%Konsolenausgaben von Fallstudie 6 herauskopiert. Es
sind also ezakt

%die Werte, mit denen OF auch gerechmet hat. Werte
haengen von der Wahl

%des Profils (alpha; L_inner; beta) ab.

L df2dL2 max = 0.44923834201914203401;

F3 max = 101.3324842274769253;

eps = 107 —16;
gauss__weightl = ( (3.0 + sqrt(3.0))/6.0 );
gauss_weight2 = ( (3.0 — sqrt(3.0))/6.0 );

ergebnis = 0;
fehlerschaetzer = 0;
midPoint cell = false;
midPoint_face = false;
gauss edge = false;

%Das hier ist effektiv das Mesh. Jede Zeile wvon

facePoitnts enthaelt die
%Punkte, die dieses Face bilden .

IntegratedEdge = zeros(size (cellEdges 1) ,1);

error__estimate edge = zeros(size (cellEdges 1) ,1);
error__estimate_ face = zeros(size(cellFaces 1) ,1);
error estimate cell = 0;
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ergebnis = 0;
midPoint cell = false;
midPoint face = false;
gauss_ edge = false;

%calculate n_face, faceMid and magSf

n_face = zeros(size(cellPoints ,1),3);

magSf = zeros(size (cellFaces ;1) ,1);

faceCentre = zeros(size(cellPoints ;1) ,3);

for facel = 1:size(cellFaces 1)
koordinaten = zeros(size (facePoints(facel ;:) ,2),3);
for 1 = 1:size(facePoints(facel ,:) ,2)

koordinaten (i ,:) = delta(facePoints(facel ;i) ,:);

end

vector = cross(koordinaten (2,:)—koordinaten (1,:),
koordinaten (3 ,:)—koordinaten (1,:)); %Trifft Annahme, dass
face eine ebene Flaeche ist
vector = vector*sign (vectorxkoordinaten(1,:)’); %
Trifft Annahme, dass Ursprung des Koordinatensystems
innerhalb der Zelle liegt.
vector = vector/sqrt(vectorkvector ) ;
n_face(facel ;) = vector;
[faceCentre (facel ,:), magSf(facel)] = calcFaceMid (
koordinaten) ;
end
%calculate n_line
n_line = zeros(size(cellEdges 1) ,3);
for edgel = 1:size(cellEdges , 1)
vector = delta(edgePoints(edgel ,2) ,:) — delta(
edgePoints (edgel ;1) ,:);
vector = vector/sqrt(vectorkvector ') ;
n_line(edgel ,:) = vector;
end
%calculate n__edge
n_edge = cell(size(cellFaces 1) ,1);
for facel = 1l:size(cellFaces 1);
submatrix = zeros(size (faceEdges(facel ;:) ,2),3);
for edgel = 1:size(faceEdges(facel ,:) ,2)
vector = cross(n_face(facel ,:) ,n_line(faceEdges(
facel ;edgel) ,:));
edgeMid = (delta(edgePoints(faceEdges(facel
edgel) ;1) ,:) + delta(edgePoints(faceEdges(facel ,edgel) ,2)
1)) /2
vector = vectorxsign( (edgeMid — faceCentre (
facel ;:) )*vector ’);
vector = vector/sqrt(vectorkvector ') ;
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submatrix (edgel ,:) = vector;
end
n_edge{facel} = submatrix;
end

if ((gradLxgradL ) ==0)
error_estimate cell = 10000000000000000;
else
dfldL1_local = f(LO,—1);
df2dL2 local = abs(f(max(abs(L0),L df2dL2 max),—2));
error__estimate_ cell = 0;

L_values = LO 4+ deltaxgradL;
F3_ values = abs(arrayfun (@Qf,L_values,3xones(size (

L_values))));

%Loope ueber alle edges und berechne IntegratedEdge
und
%eTTOﬂ_estMnatQ_edge
for edgel = 1:size(cellEdges 1)
gamma = n_ line (edgel ,:) xgradL;
if (gamma = 0)
error__edge_ anal = 10000000000000000;
else
error_edge anal = eps*xF3 max/abs (gamma) ;

end

laenge edge = sqrt( (delta(edgePoints(edgel 1)
,:) — delta(edgePoints(edgel ,2) ,:)) x(delta(edgePoints(
edgel ;1) ,:) — delta(edgePoints(edgel ,2) ,:))’ );

error_edge_num = cpsxlaenge edge + abs(
df2dL2 local /4320xgamma”4)xlaenge edge™ 5;

if (error_edge_ anal < error_edge num)
%analytische Integration des FEdges
IntegratedEdge (edgel) = ( F3_values(
edgePoints (edgel ,2)) — F3_values(edgePoints(edgel ,1)))/
gamma;
error__estimate_edge(edgel) = error_edge_anal

else

J%numerische Integration des Fdges

if (abs(gamma) < eps)
L _mid = ( L_values(edgePoints(edgel ,2))

+ L_values(edgePoints(edgel ,1)))/2;
IntegratedEdge (edgel) = laenge edgexf(
L mid,2);

error__estimate_edge(edgel) = epsx
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laenge edge;
else

L_unten = gauss_weightl+L_values(
edgePoints (edgel ,2)) + gauss_ weight2xL_values(edgePoints(
edgel ,1));

L_oben = gauss_weight2xL_values(
edgePoints (edgel ,2)) + gauss_weightl*L_values(edgePoints(
edgel ;1)) ;

IntegratedEdge (edgel) = laenge_ edgex(f(
L_unten,2) 4+ f(L_oben,2))/2;

error__estimate edge(edgel) =
error__edge_ num;

gauss_edge = true;

end
end
end

%Loope weber alle faces und berechne die

for facel = 1:size(cellFaces 1)
alpha = n_ face(facel ,:)*gradL;
magGradLface = ( gradL ’«xgradl — alpha™2);

if (magGradLface = 0)
error__estimate_face(facel) =
10000000000000000;
else
face Zwischenergebnis = 0;
error__estimate_face(facel) = 0;
submatrix = n_edge{facel ,1};
for edgel = 1:size(faceEdges(facel ,:) ,2)
beta = submatrix (edgel ,:) xgradL;
preFactor = beta/magGradLface;
face Zwischenergebnis =
face Zwischenergebnis + preFactorxIntegratedEdge (
faceEdges (facel ;edgel));
error__estimate face(facel) = max(
error__estimate_face(facel), max(abs(error_estimate_ edge (
faceEdges (facel ,edgel))spreFactor), abs(eps=
face_Zwischenergebnis)));
end
end
error_face_num = magSf(facel)x(ecps + magSf(facel
)xdf1dL1_local /24«xmagGradLface) ;
preFactor = alpha/(gradL '«gradL);
if (error_estimate_ face(facel) < error_face num)
ergebnis = ergebnis + preFactorx
face Zwischenergebnis;
error__estimate cell = max(
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error__estimate_cell , max(abs(error_estimate face(facel)=x
preFactor), abs(epskxergebnis)));
else
ergebnis = ergebnis + magSf(facel)xpreFactor
«f (L0 + faceCentre(facel ,:)xgradl,1);
error__estimate cell = max(
error__estimate_cell , max(abs(error_face numsxpreFactor),
abs(epskergebnis)));
midPoint face = true;
end
end
error _cell num = ( Volume (5/3)/24.0 =(gradL’ =
gradL)*df2dL2 local + epsxVolume) ;

if (error_estimate cell > error_ cell num)
%ganze Zelle numerisch
ergebnis = f(L0,0)*Volume;
error__estimate_ cell = error_cell num;
midPoint cell = true;
end
end

%%
ergebnis3 = 0;

symL_values = symL0 + symDeltaxsymGradL;
symF3_values = abs(arrayfun (Qf,symL_values,3%ones(size (
symL_ values))));

%Loope ueber alle edges und berechne IntegratedEdge und

%error__estimate__edge

for edgel = 1:size(cellEdges 1)
gamma = n_ line (edgel ,:) xsymGradL;
symIntegratedEdge (edgel ;1) = (  symF3 values(

edgePoints (edgel ,2)) — symF3_values(edgePoints(edgel ,1)))

/gamma;

end

%Loope ueber alle faces und berechne die
for facel = 1:size(cellFaces 1)
alpha = n_ face(facel ,:)*symGradL;
symMagGradLface = ( symGradL’«symGradl. — alpha™2);

sym__face Zwischenergebnis = vpa(0);
submatrix = n_edge{facel ,1};
for edgel = 1:size(faceEdges(facel ,:) ,2)




211
212
213

214
215
216
217

218
219
220
221
222
223

=~ W N =

9
10
11
12
13
14
15
16
17
18
19

20
21
22
23

C.2. SOURCECODE DER VERWENDETEN M-FILES 271

beta = submatrix (edgel ,:) *xsymGradL;

preFactor = beta/symMagGradLface;

sym_ face Zwischenergebnis =
sym_ face Zwischenergebnis + preFactorssymIntegratedEdge (
faceEdges (facel ;edgel));

end

preFactor = alpha /(symGradL’ s«symGradL) ;
ergebnis3 = ergebnis3 + preFactorx
sym_ face Zwischenergebnis;
end

disp (double(ergebnis/Volume));
disp (double(ergebnis3/Volume)) ;

results = | abs(double((ergebnis — ergebnis3)/Volume))
abs(error_estimate_cell/Volume) midPoint_cell
midPoint_face gauss_edge];

Programmcode C.5: f

function ergebnis = f(L,order)

IWie in Fallstudie 6 vom Cluster

Fbeta = 0.1469702052449879; //Absolutglied im
Ezponenten

%LO_inner = 0.821474/385808836/; //Wechsel von Polynom
auf FExp

%L0_outer = 9; //Begrenzung der

Volumenintegration

%Diese Werte stammen direkt aus fvSolution aus Fallstudie 6.
L_inner = 0.8214743858088364;

alpha = —2.0;

beta = 0.1469702052449879;

if (isnumeric (L))

if (abs(L) > L inner)

%Diese Werte habe ich aus den Konsolenausgaben wvon
Fallstudie 6 herauskopiert; es sind also exakt die Wert,
mit denen OF intern gerechnet hat.

Cl = —0.55822222657321263206;
C2 = 0.28722709817673897081;
C3 = —0.14455948210376459717;

switch order
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case 3
ergebnis = ((C3 + abs(L)x(C2 4+ abs(L)x(C1/2
+ abs(L)/6)) — exp(alphaxabs(L)+beta)/(alphaxalphaxalpha
)));
case 2
ergebnis = sign (L)x*( C2 + abs(L)*(C1 +
abs(L)/2) — exp(alphaxabs(L) + beta)/(alphaxalpha) );
case 1
ergebnis = abs(L)—exp(alphaxabs(L) + beta)/

alpha + C1;
case 0
ergebnis = (1—exp(alphaxabs(L) + beta))xsign
(L)
case —1
ergebnis = —alphaxexp (alphaxabs(L) 4+ beta);
case —2
ergebnis = —alphaxalphaxsign (L)*exp(alphax
abs(L) + beta);
case —3
ergebnis = —alphaxalphaxalphaxexp (alphaxabs(

L) + beta);
end
else

%Diese Werte habe ich aus den Konsolenausgaben wvon
Fallstudie 6 herauskopiert; es sind also exakt die Wert,
mit denen OF intern gerechnet hat.

al = 1.3378668144719525479;

a3 = —0.89191120964796499759;
ad = 0.62605419216357993673;
a7 = —0.29063495726888988191;

a9 = 0.061911006025051826263;

L _square = LxL;
switch order
case 3
ergebnis = (L_squarexL_squarex(al/24 +
L_squarex(a3/120 + L_squarex(a5/336 + L_squarex(a7/720 +
L squarexa9/1320)))));
case 2
ergebnis = LxL_squarex(al/6 + L_squarex(a3
/20 + L_squarex(ab5/42 + L_squarex(a7/72 + L_squarexa9
/110))))
case 1
ergebnis = L_squarex(al/2 + L_squarex(a3/4 +
L_squarex(ab/6 + L_squarex(a7/8 + L_squarexa9/10))));
case 0
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ergebnis = Lx(al + L_squarex(a3 + L_squarex(
ab + L squarex(a7 + L squarexa9))));
case —1
ergebnis = al + L_squarex(3xa3 + L_square
x(hxab + L_squarex(7*xa7 + L_squarex9%a9)));
case —2
ergebnis = Lx(6xa3 + L_squarex(20xab +
L_squarex(42xa7 + L_squarex72xa9)));
case —3
ergebnis = 6xa3 + L_squarex(60xab + L_ square
%(210%xa7 + L_squarex504%a9));
end
end
else
load ( "konstanten . mat’) ;
if (abs(L) > L_inner)
switch order
case 3
ergebnis = ((C3 + abs(L)*(C2 4+ abs(L)x(C1/2
+ abs(L)/6)) — exp(alphaxabs(L)+beta) /(alphaxalphaxalpha
)));
case 2
ergebnis = sign (L) x*( C2 + abs(L)*(Cl +
abs(L)/2) — exp(alphaxabs(L) + beta)/(alphaxalpha) );
case 1
ergebnis = abs(L)—exp (alphaxabs(L) 4+ beta)/
alpha + C1;
case 0
ergebnis = (l—exp(alphaxabs(L) + beta))xsign
(L)
case —1
ergebnis = —alphaxexp (alphaxabs(L) + beta);
case —2
ergebnis = —alphaxalphaxsign (L)*exp(alphax
abs (L) + beta);
case —3
ergebnis = —alphaxalphaxalphasxexp (alphasabs(
L) 4+ beta);
end
else
L square = LxL;
switch order
case 3
ergebnis = (L_squarexL_squarex(al/24 +
L_squarex(a3/120 + L_squarex(ab/336 + L_squarex(a7/720 +
L_squarexa9/1320)))));
case 2
ergebnis = LxL_squarex(al/6 + L_squarex(a3
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/20 + L_squarex(ab5/42 + L_squarex(a7/72 + L_squarexa9
/110))))
case 1
ergebnis = L_squarex(al/2 + L_squarex(a3/4 +
L_squarex(ab5/6 + L_squarex(a7/8 + L_squarexa9/10))));
case 0
ergebnis = Lx(al + L_squarex(a3 + L_squaresx(
ab + L_squarex(a7 + L_squarexa9))));
case —1
ergebnis = al + L_squarex(3xa3 + L_square
x(bxab + L_squarex(7«a7 + L_squarex9xa9)));
case —2
ergebnis = Lx(6%a3 + L_squarex(20%xab +
L_squarex(42xa7 4+ L_squarex72xa9)));
case —3
ergebnis = 6xa3 + L_squarex(60xab + L_square
*(210*%a7 + L squarex504%a9));
end
end
end

Programmcode C.6: calcFaceMid

function [faceMid, A] = calcFaceMid (koordinaten)

sumN = [0 0 O];
sumA = 0;

sumAc = [0 0 0];
faceMid = sumN;

for i = 1:length(koordinaten)
faceMid = faceMid + koordinaten (i,:) ;
end

faceMid = faceMid / length (koordinaten);

for i = l:length(koordinaten)
centerTriangle = (koordinaten(i,:) + koordinaten (l+mod(i
, length (koordinaten)) ,:) + faceMid) /3;
areaVector = cross( (koordinaten(i,:) — faceMid) , (
koordinaten(1+ mod(i, length(koordinaten)) ,:) — faceMid)
)/2;
sumA = sumA + sqrt(areaVectorxareaVector’);
sumAc = sumAc + sqrt (areaVectorxareaVector ') x
centerTriangle;
end

faceMid = sumAc/sumA;
A = sumA;
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23
24| end
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Anhang D

Parameter des Solvers interFoam

Der Solver interFoam stellt fiir die Simulation von kapillarkraftdominierten Mehr-
phasenstromungen nach dem volume-tracking-Verfahren den Standardsolver von
OpenFOAM dar. In Abschnitt wurde im Solver interFoam von OpenFOAM 6]
zum besseren Vergleich die Berechnung von Uy, nachimplementiert. Der resultie-
rende Code ist nachfolgend aufgefiihrt ] OpenFOAM selbst, worauf der hier darge-
stellte Code basiert, steht unter der GNU General Public Licence ]| Jegliche daraus
entstehende Software steht daher ebenfalls unter der entsprechenden GNU General
Public Licence. Die Einstellungen des Solvers orientieren sich an den empfohlenen
Einstellungen fiir die in OpenFOAM 6 enthaltenen Tutorialfille capillaryRise und
damBreak und sind ebenfalls dargestellt.

Programmcode D.1: ownInterFoam.C

— /
|\ / F ield | OpenF'OAM: The Open Source CFD
Toolbox

| /O peration | Website: https://openfoam.org

A A nd | Copyright (C) 2011—-2018
OpenFOAM Foundation

\\/ M anipulation |/
License

This file is part of OpenFOAM.

OpenFOAM is free software: you can redistribute it and/
or modify it

under the terms of the GNU General Public License as
published by

the Free Software Foundation, either version 3 of the

License, or

'Download iiber https://openfoam.org/download/archive/
2Sonderzeichen zur Darstellung ersetzt
3siehe https://openfoam.org/licence/
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14 (at your option) any later wversion.
15
16 OpenFOAM is distributed in the hope that it will be

useful , but WITHOUT
17 ANY WARRANTY; without even the implied warranty of
MERCHANTABILITY or

18 FITNESS FOR A PARTICULAR PURPOSE. See the GNU General
Public License

19 for more details.

20

21 You should have received a copy of the GNU General
Public License

22 along with OpenFOAM. If not, see <http://www.gnu.org/
licenses/>.

23

24| Application

25 interFoam

26

27| Description

28 Solver for 2 incompressible, isothermal immiscible
fluids wsing a VOF

29 (volume of fluid) phase—fraction based interface
capturing approach ,

30 with optional mesh motion and mesh topology changes
including adaptive

31 re—meshing.

32

33| | #

*/
34

35|#include "tvCFD.H"

36|#include "dynamicFvMesh .H"

37|#include "CMULES.H"

38|#include "EulerDdtScheme .H"

39|#include "localEulerDdtScheme .H"

40(#include "CrankNicolsonDdtScheme .H"

41|#include "subCycle .H'

42|/#include "immiscibleIncompressibleTwoPhaseMixture .H"
43|#include "turbulentTransportModel .H"

44|#include "pimpleControl .H'

45|#include "fvOptions .H"

46|#include "CorrectPhi .H'

47\#include "fveSmooth .H"

48
49| // % % % x K K K & & ok K X K K K K K K K K X K ¥ K K k£ x X
50

51| int main(int argc, char xargv([])
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#include "postProcess.H'

#include "setRootCaseLists.H"
#include "createTime .H'

#include 'createDynamicFvMesh .H'
#include "initContinuityErrs.H"
#include '"createDyMControls.H"
#include "createFields .H'
#include '"createAlphaFluxes .H"
#include "initCorrectPhi.H"
#include "createUflIfPresent .H'

turbulence—>validate () ;

it ('LTS)

{
#include "CourantNo.H"
#include "setlnitialDeltaT .H"

}

S/ F ok kK Kk K K K K K K K K K K kK K K kK K F K K ¥
Info<< "\nStarting time, loop\n" << endl;

dimensionedScalar numStab('numStab" , dimensionSet( 0, 1,
0, 0, 0, 0, 0),le—16);

scalar UO(pimple.dict ().lookupOrDefault<scalar >("U0"
,123456789) ) ;

vector e _x(1, 0, 0);

Info << "U0 =" << U0 << nl;

while (runTime.run())

{
#include "readDyMControls.H'
it (LTS)
{
#include "setRDeltaT .H"
¥
else
{
#include "CourantNo.H"
#include "alphaCourantNo.H"
#include "setDeltaT .H'
¥
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runTime++;

Info<< "Time =,

n

<< runTime.timeName () << nl << endl

// —— Pressure—velocity PIMPLE corrector loop
while (pimple.loop())

{

if (pimple. firstIter () ||
moveMeshOuterCorrectors)

{

mesh . update () ;

if
{

compression flux

mesh motion

(mesh . changing ())
// Do mnot apply previous time—step mesh

// if the mesh topology changed
if (mesh.topoChanging())

{
}

gh = (g & mesh.C()) — ghRef;
ghf = (g & mesh.Cf()) — ghRef;

talphaPhilCorr0. clear () ;

MRF. update () ;

if (correctPhi)

{
// Calculate absolute fluzx
// from the mapped surface wvelocity
phi = mesh.Sf() & Uf();
#include '"correctPhi.H'
// Make the flux relative to the
fve :: makeRelative (phi, U);
mixture. correct () ;

}

if (checkMeshCourantNo)

{
#include "meshCourantNo.H'

}
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}

#include "alphaControls .H'
#include "alphaEqnSubCycle.H'

mixture. correct () ;

#include "UEgn.H'

// —— Pressure corrector loop
while (pimple.correct ())
{
#include "pEqn.H'
}
if (pimple.turbCorr())
{
turbulence—>correct () ;
}
}
UFehlx=0;

gradAlpha = fvc::grad(alphal);

for All (mesh.owner (), facel)
{

label ownerCelll (mesh.owner () [facel]);
label neighbourCelll (mesh.neighbour () [facel]):

scalar alphaOnwer (alphal[ownerCelll]) ;
scalar alphaNeighbour(alphal [neighbourCelll]) ;

if ((alphaOnwer —0.5) x(alphaNeighbour —0.5) < 0)

vector Ul(U[ownerCelll]);
vector U2(U[neighbourCelll]);

//In calculateFLuzes habe ich gradL
interpoliert und nicht nHat. Das ist das gleiche , wenn
gradL1l und gradlL?2 den gleichen DBetrag haben.

//Fuer gradl wird das wohl ganz gut erfuellt
gewesen sein. Fuer gradAlpha auf keinen Fall. Daher hier
erst nHat berechnen wund den interpolieren.

vector nl(gradAlpha|[ownerCelll]/(mag(
gradAlpha[ownerCelll]) + le—16));
vector n2(gradAlpha|[neighbourCelll]/(mag(
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gradAlpha [neighbourCelll]) + 1le—16));

scalar xHat( (0.5 — alphaOnwer) / (
alphaNeighbour — alphaOnwer ));

vector nMix(nl + xHatx(n2 — nl));
nMix = nMix/mag(nMix) ;
vector UMix(Ul + xHatx(U2 — Ul) — UOxe_x);

scalar localUFehl (mag(nMix & UMix) ) ;

UFehl[ownerCelll | = max(UFehl|[ownerCelll],
localUFehl) ;

UFehl[neighbourCelll] = max(UFehl]|
neighbourCelll ], localUFehl);

}
}
forAll (alphal.boundaryField (), patchl)
{

const fvPatchScalarField& patchField ref(alphal.
boundaryField () [ patchl]);
if (patchField ref.coupled())

{

const labelList faceCells(patchField ref.
patch (). faceCells ());

scalarField alphaNeighbourField (alphal.
boundaryField () [patchl]. patchNeighbourField () );

vectorField gradAlphaNeighbourField (
gradAlpha . boundaryField () [patchl]. patchNeighbourField());

vectorField UNeighbourField (U.boundaryField
() [patchI]. patchNeighbourField ());

forAll (faceCells , facel)

{
label ownerCelll (faceCells[facel]);
scalar alphaOnwer(alphal [ownerCelll]);

scalar alphaNeighbour (
alphaNeighbourField [ facel]) ;

if ((alphaOnwer —0.5) % (alphaNeighbour —0.5)

{

< 0)

vector Ul(U[ownerCelll]);
vector U2(UNeighbourField[facel]);
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//In calculateFLuxes habe ich gradL
interpoliert und nicht nHat. Das ist das gleiche , wenn
gradLl und gradL?2 den gleichen DBetrag haben.

//Fuer gradl wird das wohl ganz gut
erfuellt gewesen sein. Fuer gradAlpha auf keinen Fall.
Daher hier erst nHat berechnen und den interpolieren.

vector nl(gradAlpha|[ownerCelll]/ (
mag(gradAlpha[ownerCelll]) + 1le—16));

vector n2(gradAlphaNeighbourField |
facel]/(mag(gradAlphaNeighbourField[facel]) + 1le—16));

scalar xHat( (0.5 — alphaOnwer) / (
alphaNeighbour — alphaOnwer ));

vector nMix(nl + xHat*(n2 — nl));

nMix = nMix/mag(nMix) ;

vector UMix(Ul + xHatx(U2 — Ul) — U0
%€ X);

scalar localUFehl (mag(nMix & UMix) ) ;

UFehl [ownerCelll ] = max(UFehl|
ownerCelll], localUFehl);
o //end if
} //end forAll(faceCells)
} //end if(coupled)
} //end forAll (patchl)

Info << "max(mag(U)) =" << max(mag(U)) << nl;

runTime. write () ;

Info<< "ExecutionTime =," << runTime.elapsedCpuTime
() << "us'

<< ", ,ClockTime, = " << runTime.elapsedClockTime
() << "us'

<< nl << endl;
}

Info<< "End\n" << endl;

return O0;




10
11
12
13
14
15
16

17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36

284

ok KoKk K o kK ok KR Ok K ok koK Ok K oK kK ok K oK Ok K ok K K ok K Rk K ok koK ok K o K K ok K R Ok K ok KoK Ok Kk K Kk K K

//

ANHANG D. PARAMETER DES SOLVERS INTERFOAM

Programmcode D.2: controlDict

*— O+

/) / F ield

Toolbox

[/
[/
/ |1/

O peration

A nd | Web:

*|
/
/

/
| Version: 2.1.1
/

/

M anipulation |/

/

| OpenFOAM: The Open Source CFD

www. OpenFOAM. org

ok K oK ok K ok KK Ok KR K K Ok X

| %
*/

FoamFile

{ .
version
format
class
location
object

}

/>/<>/<>/<>/<>/<************************

2.0;

ascii;
dictionary;
"system";
controlDict ;

//libs ("PlIDvelocity.so");

application
startFrom
startTime
stopAt
endTime
delta™T
writeControl
writelnterval

purgeWrite

interFoam ;

latest Time ;

0;

endTime ;

0.16; //Stopzeit
le—06; //Zeitschrittweite
timeStep ;

1000;

2 .

Y
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o4
95
26
o7
o8
29
60
61
62
63
64
65
66
67
68
69
70
71
72
73
74
75
76
77
78
79
80
81
82

writeFormat
writePrecision
writeCompression
timeFormat
timePrecision
runTimeModifiable
maxCo

maxAlphaCo
maxDeltaT

functions

{
{

volFieldValuel

type
libs

ascii;
10;

off;
general ;
12;
true;
0.2;
0.2;

le—0;

volFieldValue;

("libfieldFunctionObjects.so");

// Mandatory entries (runtime modifiable)

fields
operation
regionType

writeFields
executeControl
executelnterval

writeControl
writelnterval

//

koK ok K ok Ok K ok KK ok K Rk Kk K Rk Kk K oK ok K Rk Kok K Rk K ok Ok Kok KRk Kk Kk Kk KRk Kk KKk Kk KK

//

(UFehl) ;
max ;

all;

false ;

timeStep ;
L
timeStep ;
L
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Programmcode D.3: fvSchemes

/* = O+
— ¥|
— /
1) / F ield | OpenFOAM: The Open Source CFD
Toolbox
|\ /O peration | Website: https://openfoam.org
W\ / A nd | Version: 6
\\/ M anipulation |/
|
*/
FoamFile

{

version 2.0;

format ascii;
class dictionary ;
location "system";
object fvSchemes;

}

VY2 IR SR B T I I N S S S I N IR 2 A 2 S I

ddtSchemes
{

}

gradSchemes

{
}

divSchemes

{

default Euler;
default Gauss linear;

div (rhoPhi ,U) Gauss upwind;

div (phi,alpha) Gauss vanLeer;

div (phirb ,alpha) Gauss linear;

div (((rhoxnuEff)xdev2(T(grad(U))))) Gauss linear;

}

laplacianSchemes

{
}

default Gauss linear corrected;

interpolationSchemes

{

default linear;
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snGradSchemes

{
}

//

default corrected;

KKK ok K ok Ok Kk Kk KRk Kk K Rk K ok Kk K ok K oKk Kok Rk K ok Ok Kok K ROk Kk K Kk KRk Kk KKk Kk KK

//

ok K Kk Kk K

Programmcode D.4: fvSolution

/* *— O+
—% x|
—— /
|| / F ield | OpenFOAM: The Open Source CFD
Toolbox
|\ /O peration | Website: https://openfoam.org
A A nd | Version: 6
|/ M anipulation |/
|
*/
FoamFile
{
version 2.0;
format ascii;
class dictionary;
location "system " ;
object fvSolution ;

}
/.

¥k ok Kk Kk K K K Kk K K K K K K £ K Kk K £ Kk Kk K £ £ Kk K K K

solvers

{

"alpha.water.x"

{

nAlphaCorr 1;
nAlphaSubCycles 2;

cAlpha 0;

MULESCorr yes;
nLimiterlter 5;

solver smoothSolver;
smoother symGaussSeidel ;
tolerance le—8;

relTol 0;
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}
"pcorr .x"
{
solver PCG;
preconditioner DIC;
tolerance le—10;
relTol 0;
}
p_rgh
{
solver GAMG;
multigrid solver
tolerance le—7;
either absolute
relTol 0.01;

reached or the relative

minlter 1;
of iterations
maxlter 20;
iterions number
smoother DIC;
nPreSweeps 2;
for all other!
nPostSweeps 2;
nFinestSweeps 2;
scaleCorrection true;
directSolveCoarsestLevel false;
cacheAgglomeration off;
to off, if dynamic
is used!

nCellsInCoarsestLevel 1000;

number of cells)

agglomerator faceAreaPair;
fine
mergeLevels 1;
}
p_rghFinal
{
$p_rgh;
relTol 0;

// very efficient
// solver finishes 1if

// tolerance is

// tolerance here
// a minimum number

// limitation of

// setting for GAMG
// 1 for p, set to 0

// 2 is fine

// 2 is fine

// true is fine
// false is fine
// on is fine; set

//

//
//

// faceAreaPair is

mesh refinement

500 1is fine
otherwise sqrt(

// 1 is fine
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}
U
{
solver PBiCG;
preconditioner DILU;
tolerance le—6;
relTol 0.01;
}
UFinal
{
$U;
relTol 0;
}
}
PIMPLE
{
U0 0.01;
momentumPredictor yes;
nCorrectors 3;
nNonOrthogonalCorrectors 0;
}
//
KKK KKK KA KA KA KA KA KA A KA KA KA A KA KA KA KA KA KA KA A KA KA KK A KA KA
//
Programmcode D.5: setFieldsDict
/* #— O+
—% x|
/ —————— /
/
/) / F oield | OpenFOAM: The Open Source CFD
Toolbox /
/| /O peration | Version: 2.1.1
/
/ A A nd | Web: www. OpenFOAM. org
/
/ \\/ M anipulation |/
/
| %
*/
FoamkF'ile
{
version 2.0;
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format ascii;

class dictionary ;
location "system " ;
object setFieldsDict ;

}

VYR I I S S R R I N T 2 2 R B TN N S R

defaultFieldValues
(

volScalarFieldValue alpha.water 0
volScalarFieldValue p_rgh 0
volVectorFieldValue U (0 0 0)

) ;

regions

(

sphereToCell

{
centre (0 0 0);

radius 0.0007;
fieldValues

(
) ;

volScalarFieldValue alpha.water 1

) ;

//

KoK KK kK kK Kk K oKk K ok K ok K ok K ok K oK K K ok K ok K ok K ok K ok K ok K ok K K ok K K K ok K ok K ok K ok K ok K ok kK kK K

//

K oK kK Kk K Kk K Kk K Kk ok ok ok ok



Anhang E

Details zur numerischen
Simulation der Phasentrennung

Abbildung E.1: Abmessungen des Simulationsgebietes.

Die Bestimmung von R4 auf 0,8 mm und die radiale Auflosung von 200 Zellen
legen die Gitterweite auf 4 - 107%m fest. Fiir die Erzeugung eines moglichst hoch-
wertigen Rechengitter mit einer minimalen Verzerrung der Gitterzellen wurden die
Radien Ry, R3 und R4, sowie die Langen L, L, und L3 daher als Vielfaches von
4 -107%m gewahlt. Die Darstellung eines rotationssymmetrischen Problems iiber ei-

Tabelle E.1: Geometrische Abmessungen des in Abbildung dargestellten Fluid-
gebietes.

Parameter Wert Parameter | Wert
Ry 0,1 mm Ly 4,8 mm
Ry 0,4 mm Lo 0,4 mm
Rs 0,56 mm Ls 5,2mm
R, 0,8 mm

ne pseudo-2D-Modellierung erfordert die Nutzung eines wedge-Gitter, bei dem die
Gitterweite in der dritten Raumrichtung direkt an der Rotationsachse verschwindet
und dann linear mit dem Radius anwéchst. Bei maximalem Abstand zur Rotations-
achse von 0,8 mm wird in der Tiefe ebenfalls eine Gitterweite von 4 - 107% m gesetzt.
Dies entspricht einem Offnungswinkel des wedge-Gitters von 0, 58°.
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Anhang F

Untersuchungen zu

Stromungsbildern im

Rechteckkanal

F.1 Materialdaten und Kontakwinkel

Tabelle F.1: Verwendete Stoffdaten zur Berechnung der Stréomungsprofile im Recht-

eckkanal.

Tabelle F.2: Gemessene Kontaktwinkel zwischen Phasengrenzfliche und Wandflache

Stoft Dichte p Viskositét 7
Heptan 679,5kg/m? [109] | 0,387 mPa - s [109] |
Hexadecan | 770,1kg/m? [109] | 3,03 mPa - s [109]
Wasser 997,0kg/m? [109] | 0,890 mPa - s [109)
Wasser + KI 1400 kg/m? 1,06 mPa - s
Wasser + KI 2000 kg/m? 1,33mPa - s
Wasser + KI 2300 kg/m? 1,57mPa - s

der verwendeten Stoffsysteme auf PMMA und hydrophilisiertem PC.

‘ Stoffsystem

‘ Polymethylmethacrylat ‘ hydrophilisiertes Polycarbonat ‘

Heptan-Wasser
Hexadecan-Wasser

F.2 Numerische Simulationen zum Abgleich

Zur gegenseitigen Validierung von analytisch berechnetem Volumenstromverhéltnis
® und der in OpenFOAM implementierten numerischen Methode wurden Simula-
tionen auf einem an die Phasengrenzfliche angepassten Rechengitter durchgefiihrt.

64,8°
63,6°

58,3°
59,5°

Ein solches Rechengitter ist in Abbildung dargestellt.

293



ANHANG F. STROMUNGSBILDER IM RECHTECKKANAL

294

Abbildung F.1: An die Phasengrenzfliche angepasstes Gitter zur gegenseitigen Verifikation von analytischem und numerisch berechnetem
Volumenstromverhéltnis &.
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F.3 Stromungsbilder in untersuchen Kanalgeome-
trien

6 . , 6
/ ,
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Abbildung F.2: Vergleich der Stromungsbilder in einem Kanal mit B = 1,0 mm,
H,, = 1,0mm und H,, = 1,0mm bei Verwendung von Heptan-Wasser (links)
und Hexadecan-Wasser (rechts): Stabile Parallelstromung (griine Kreise), Parallel-
stromung mit Tropfenbildung (gelbe Quadrate), instabile Stromung (rote Kreuze),
berechnetes Stabilitdtgebiet zwischen gestrichelten Linien.
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Abbildung F.3: Vergleich der Stromungsbilder in einem Kanal mit B = 1,0mm,
H,, = 1,0mm und H,, = 1,5mm bei Verwendung von Heptan-Wasser (links)
und Hexadecan-Wasser (rechts): Stabile Parallelstromung (griine Kreise), Parallel-
stromung mit Tropfenbildung (gelbe Quadrate), instabile Stromung (rote Kreuze),
berechnetes Stabilitatgebiet zwischen gestrichelten Linien.
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Abbildung F.4: Vergleich der Stromungsbilder in einem Kanal mit B = 1,0 mm,
H,, = 1,0mm und H,, = 2,0mm bei Verwendung von Heptan-Wasser (links)
und Hexadecan-Wasser (rechts): Stabile Parallelstromung (griine Kreise), Parallel-

stromung mit Tropfenbildung (gelbe Quadrate), instabile Stromung (rote Kreuze),
berechnetes Stabilitédtgebiet zwischen gestrichelten Linien.
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Abbildung F.5: Vergleich der Stromungsbilder in einem Kanal mit B = 1,0mm,
H,, = 1,5mm und H,, = 1,0mm bei Verwendung von Heptan-Wasser (links)
und Hexadecan-Wasser (rechts): Stabile Parallelstromung (griine Kreise), Parallel-

stromung mit Tropfenbildung (gelbe Quadrate), instabile Stromung (rote Kreuze),
berechnetes Stabilitédtgebiet zwischen gestrichelten Linien.
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Abbildung F.6: Vergleich der Stromungsbilder in einem Kanal mit B = 1,0mm,

Hy,y =

1,bmm und Hyy =

1,5mm bei Verwendung von Heptan-Wasser (links)

und Hexadecan-Wasser (rechts): Stabile Parallelstromung (griine Kreise), Parallel-

stromung mit Tropfenbildung (gelbe Quadrate), instabile Stromung (rote Kreuze),
berechnetes Stabilitatgebiet zwischen gestrichelten Linien.
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Abbildung F.7: Vergleich der Stromungsbilder in einem Kanal mit B = 1,0 mm,
H,, = 2,0mm und H,, = 1,0mm bei Verwendung von Heptan-Wasser (links)
und Hexadecan-Wasser (rechts): Stabile Parallelstromung (griine Kreise), Parallel-

stromung mit Tropfenbildung (gelbe Quadrate), instabile Stromung (rote Kreuze),
berechnetes Stabilitdtgebiet zwischen gestrichelten Linien.
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Abbildung F.8: Vergleich der Stromungsbilder in einem Kanal mit B = 1,5mm,
H,, = 1,5mm und H,, = 1,5mm bei Verwendung von Heptan-Wasser (links)
und Hexadecan-Wasser (rechts): Stabile Parallelstromung (griine Kreise), Parallel-

stromung mit Tropfenbildung (gelbe Quadrate), instabile Stromung (rote Kreuze),
berechnetes Stabilitdtgebiet zwischen gestrichelten Linien.
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Abbildung F.9: Vergleich der Stromungsbilder in einem Kanal mit B = 1,5mm,
H,, = 1,5mm und H,, = 2,0mm bei Verwendung von Heptan-Wasser (links)
und Hexadecan-Wasser (rechts): Stabile Parallelstromung (griine Kreise), Parallel-

stromung mit Tropfenbildung (gelbe Quadrate), instabile Stromung (rote Kreuze),
berechnetes Stabilitatgebiet zwischen gestrichelten Linien.
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Abbildung F.10: Vergleich der Stréomungsbilder in einem Kanal mit B = 1,5mm,
H,, = 2,0mm und H,, = 1,5mm bei Verwendung von Heptan-Wasser (links)
und Hexadecan-Wasser (rechts): Stabile Parallelstromung (griine Kreise), Parallel-

stromung mit Tropfenbildung (gelbe Quadrate), instabile Stromung (rote Kreuze),
berechnetes Stabilitatgebiet zwischen gestrichelten Linien.
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Abbildung F.11: Vergleich der Stromungsbilder in einem Kanal mit B = 2,0 mm,
Hy, = 2,0mm und H,y, = 2,0mm bei Verwendung von Heptan-Wasser (links)
und Hexadecan-Wasser (rechts): Stabile Parallelstromung (griine Kreise), Parallel-

stromung mit Tropfenbildung (gelbe Quadrate), instabile Stromung (rote Kreuze),
berechnetes Stabilitatgebiet zwischen gestrichelten Linien.
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Abbildung F.12: Vergleich der Stromungsbilder in einem Kanal mit B = 1,0 mm,
Hyy = 2,0mm und H,y = 1,0mm bei Verwendung von Heptan-Wasser + Ka-
liumiodid (links) und Hexadecan-Wasser + Kaliumiodid (rechts) bei einer Dichte
von p = 1400kg/m?® und einer Viskositit von n = 1,06 mPa -s des Wassers: Sta-
bile Parallelstromung (grine Kreise), Parallelstromung mit Tropfenbildung (gelbe
Quadrate), instabile Stromung (rote Kreuze), berechnetes Stabilitatgebiet zwischen
gestrichelten Linien.
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Abbildung F.13: Vergleich der Stromungsbilder in einem Kanal mit B = 1,0 mm,
Hyy = 2,0mm und H,y = 1,0mm bei Verwendung von Heptan-Wasser + Ka-
liumiodid (links) und Hexadecan-Wasser + Kaliumiodid (rechts) bei einer Dichte
von p = 2000kg/m? und einer Viskositit von n = 1,33 mPa -s des Wassers: Sta-
bile Parallelstromung (grine Kreise), Parallelstromung mit Tropfenbildung (gelbe
Quadrate), instabile Stromung (rote Kreuze), berechnetes Stabilitétgebiet zwischen
gestrichelten Linien.
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Abbildung F.14: Vergleich der Stromungsbilder in einem Kanal mit B = 1,0 mm,
H,, = 2,0mm und H,, = 1,0mm bei Verwendung von Heptan-Wasser + Ka-
liumiodid (links) und Hexadecan-Wasser + Kaliumiodid (rechts) bei einer Dichte
von p = 2300kg/m3 und einer Viskositit von n = 1,57mPa -s des Wassers: Sta-
bile Parallelstromung (griine Kreise), Parallelstromung mit Tropfenbildung (gelbe

Quadrate), instabile Stromung (rote Kreuze), berechnetes Stabilitdtgebiet zwischen
gestrichelten Linien.



Anhang G

Auswertungen zur magnetischen
Pfropfendetektion

G.1 Herstellung des Ferrofluids

Die Herstellung des Ferrofluids erfolgt nach Vorgaben von Knebel et. al ([122]) mit
Hilfe von salzsaurem Eisenchlorid und Ammoniak nach GI.

2F6C13 + FeClg + 8NH3 —+ 4HQO — Fe304 + 8NH4C1 (Gl)

Langsames Eintropfen der Ammoniaklosung erzeugte unter stédndigem Riihren Na-
nopartikel aus Magnetit, welche abschlielend durch Zugabe von Tetramethylammo-
niumhydroxid an ihrer Agglomeration gehindert wurden und so in Schwebe blieben.
Uberschiissiges Wasser wurde abdekantiert. Die erhaltenen 45 ml Ferrofluid kénnen
nach Stochiometrie maximal 5 Gew.-% Magnetit enthalten. Durch die Verluste beim
Abdekantieren, die trotz Zuhilfenahme eines starken Riickhaltemagneten auftraten,
wird jedoch lediglich von 3-4 Gew.-% ausgegangen. Trotz angepasster Bauteile in
der Briickenschaltung wird daher lediglich eine kleine Briickenspannung Uy erwartet.

G.2 Detektion durch Messsoftware
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Abbildung G.1: Gemessene Briickenspannung Up von 0,9V bei Anwesenheit eines
Schraubendrehers im Spulenkern.
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Abbildung G.2: Gemessene Briickenspannung Ug von 0,016 V bei Anwesenheit von
Ferrofluid innerhalb einer Pipette im Spulenkern.

Abbildung G.3: Vergleich der Detektion einer ferrofluidischen Pfropfenstromung bei
100 Fouriertransformation mit jeweils 490 Datenpunkte pro Sekunde (links) und 10
Fouriertransformationen mit je 4900 Datenpunkten pro Sekunde (rechts).



Anhang H

Kalibriermessungen des
UV-Spektroskops

Tabelle H.1: Polynomkoeffizienten der Kalibrierkurve y = a +b-x + ¢ - 22.

| M20 | M50 | M100 |
a| 10,03 0,05 | 981 +£0,05 | 9,30 £ 0,07
b | -38,46 & 1,26 | -35,34 & 1,30 | -32,90 + 1,55
¢ | 61,09 + 597 | 49,05 + 6,24 | 47,84 + 7,04
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Abbildung H.1: Bestimmung der Kalibrierkurve fiir das Silikonél M20.
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Abbildung H.2: Bestimmung der Kalibrierkurve fiir das Silikonél M50.
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Abbildung H.3: Bestimmung der Kalibrierkurve fiir das Silikonol M100.
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